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✐①

◆♦t❛t✐♦♥s

●❡♥❡r❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥s

a ❛ ♥♦r♠❛❧ ❧❡tt❡r ❞❡♥♦t❡s ❛ s❝❛❧❛r
a ❛ ❜♦❧❞ ❧❡tt❡r ❞❡♥♦t❡s ❛ ✈❡❝t♦r
M ❛ ❜♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡r ❞❡♥♦t❡s ❛ ♠❛tr✐①
S ❛ ❝❛❧✐❣r❛♣❤✐❝ ❧❡tt❡r ❞❡♥♦t❡s ❛ s❡t

‖a‖p ℓp ♥♦r♠ ♦❢ a
‖A‖p,q ℓp,q ♥♦r♠ ♦❢ A
< a|b > ❞♦t ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ b

z∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ z
M t ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛tr✐① tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ M
M † ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛tr✐① ❤❡r♠✐t✐❛♥ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ M
M−1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐① ♦❢ M ✭✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✮
M+ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ♠❛tr✐① ♦❢ M

|M | ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ M
tr(M) tr❛❝❡ ♦❢ M

∇ ❣r❛❞✐❡♥t
⋆ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

{.} ❛ s❡q✉❡♥❝❡
J. . .K ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥t❡r✈❛❧
#S t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s❡t S

◆♦t❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

v ❛ ♥♦r♠❛❧ ❧❡tt❡r ❞❡♥♦t❡s ❛ s❝❛❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
v ❛ ❜♦❧❞ ❧❡tt❡r ❞❡♥♦t❡s ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
V ❛ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡r ❞❡♥♦t❡s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s v
V ❛ ❜♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡r ❞❡♥♦t❡s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s v

V |V ′ = v′ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ V ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❡✈❡♥t V ′ = v′

V |u ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② u



① ◆♦t❛t✐♦♥s

P ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
pV ♣❞❢ ♦r ♣♠❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ V
p ❛ s❤♦rt❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ pV ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ✐s ♥♦ ❛♠❜✐❣✉✐t②
E ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
❱❛r ✈❛r✐❛♥❝❡
R r✐s❦

û ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ u
u ❛ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ♦❢ u ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♥❡✇ ❡st✐♠❛t❡ û

Û ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ u

U ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ u

◆♦t❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s

Ω ✐♠❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥

x ❛ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ Ω
xk ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥❞❡① k

u ❛ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✴ tr✉❡ ✴ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡
v ❛ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡
û ❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ✴ ✜❧t❡r❡❞ ✈❛❧✉❡

v(x) t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ v(x)✱ V (x) ❛♥❞ V (x) ❛r❡ t❤❡ ✭r❛♥❞♦♠✮ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ✈❡❝t♦r
❛t ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x

vk ❚❤❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡① k✱ ✐✳❡✳✱ v(xk)
■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ vk✱ Vk ❛♥❞ Vk ❛r❡ t❤❡ ✭r❛♥❞♦♠✮ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ✈❡❝t♦r ❛t ♣✐①❡❧
✐♥❞❡① k

◆♦t❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❛t❝❤ ♠♦❞❡❧s

Px ❛ ♣❛t❝❤✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❝r✉❞❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ x ✭✉s✉❛❧❧②
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇✮

❲x ❛ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✭✉s✉❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥
❛ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇✮

|P| t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s
|❲| t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇s

v(x) t❤❡ ♣❛t❝❤ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛t ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x✱ ✐✳❡✳✱ v(x) = v(Px)
vk t❤❡ ♣❛t❝❤ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛t ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡① xk✱ ✐✳❡✳✱ vk = v(Pxk

)

d(v1,v2) ❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ v1 ❛♥❞ v2
C (v1,v2) ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ v1 ❛♥❞ v2
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w(x, x′) t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ x ❛♥❞ x′

ϕ(t) t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ R
+ 7→ [0, 1]

S ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s

◆♦t❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

●❛✉ss✐❛♥ ♦r ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
σ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✮
Σ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✮

❈❛✉❝❤② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

γ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡

L t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s✮

■♠♣✉❧s❡ ❛♥❞ s❛❧t✲❛♥❞✲♣❡♣♣❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

L t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧
P t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦rr✉♣t✐♦♥

◆♦t❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡r②

z t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝❤♦
A t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝❤♦
I t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝❤♦
ϕ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝❤♦

φ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡❝❤♦s
d t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡❝❤♦s

k t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r
C t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

R t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t②
D t❤❡ tr✉❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
β t❤❡ tr✉❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
Σ t❤❡ tr✉❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

L t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s



①✐✐ ◆♦t❛t✐♦♥s



✶

❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ✽✵s✕✾✵s✱ ♠♦st ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ❜❛s❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✴✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
♠❡t❤♦❞s ♦r s♣❛rs❡ ✇❛✈❡❧❡t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ■♥ ✷✵✵✺✱ ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧
♠❡❛♥s ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ ♠❛r❦❡❞ ❛ t✉r♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ st♦r② ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✕ t♦
s❡❛r❝❤ ❢♦r s✐♠✐❧❛r ♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡✐r ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ✕ ❤❛s ❧❡❞ t♦ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ r❡s✉❧ts✳ ❆❧❧
r❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② ❛♥❞ ♣❛t❝❤❡s✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡♠✱ t❤❡ ❑✲❙❱❉ ✭❆❤❛r♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ t❤❡ ❇▼✸❉ ✭❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ◆▲❙▼ ✭▼❛✐r❛❧
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✜❧t❡rs✳

❈♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✭❙❆❘✮ ✐♠❛❣❡r② ❡♥t❡r❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥❡✇ ❣♦❧❞❡♥ ❛❣❡✳ ❙✐♥❝❡
✷✵✵✻✱ s❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ s❡♥s♦rs ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✇✐t❤ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❛♥❞✴♦r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✈❡r② ❤✐❣❤ r❛♥❣❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✿

• ✷✵✵✻ ✕ ❆▲❖❙✲✷ ✭❛ ❏❛♣❛♥❡s❡ ▲✲❜❛♥❞ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡❜♦r♥❡ s❡♥s♦r✮✱

• ✷✵✵✼ ✕ ❚❡rr❛❙❆❘✲❳ ✭❛ ●❡r♠❛♥ ❳✲❜❛♥❞ s♣❛❝❡❜♦r♥❡ s❡♥s♦r✮✱

• ✷✵✵✼ ✕ ❈♦s♠♦✲❙❦②▼❡❞ ✭❛♥ ■t❛❧✐❛♥ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❳✲❜❛♥❞ s♣❛❝❡❜♦r♥❡ s❡♥s♦rs✮✱

• ✷✵✵✼ ✕ ❘❛❞❛r❙❆❚✲✷ ✭❛ ❈❛♥❛❞✐❛♥ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡❜♦r♥❡ s❡♥s♦r✮✱

• ✷✵✵✽ ✕ ❙❡t❤✐ ✭❛ ❋r❡♥❝❤ ❛✐r❜♦r♥❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s❡♥s♦r✮✱

• ✷✵✶✵ ✕ ❚❛♥❉❊▼✲❳ ✭❛ r❡♣❧✐❝❛ ♦❢ ❚❡rr❛❙❆❘✲❳ ✉s❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✐♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡✮✱

• ✷✵✶✶ ✕ ❋✲❙❆❘ ✭❛ ●❡r♠❛♥ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❛✐r❜♦r♥❡ s❡♥s♦r ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✮✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦rs✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ✐s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ q✉✐❝❦❧②✳ ■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡st ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s r❡♠❛✐♥s ❛
❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❤❡✐❣❤t✱ r♦✉❣❤♥❡ss ❛♥❞ ♠♦✐st✉r❡ ♦❢
t❤❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ t❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡s❡ ✇✐❞❡ ❞❛t❛✲s❡ts ❢♦r t❛s❦s
s✉❝❤ ❛s t❛r❣❡t tr❛❝❦✐♥❣✱ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❢♦r❡st ❜✐♦♠❛ss ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞
♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ s♣❡❝❦❧❡ t❤❛t ❝♦rr✉♣ts ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❙♣❡❝❦❧❡ ✐s ❛♥ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❣r❛✐♥
t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❙❆❘✱ s♦♥❛r✱ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❧❛s❡r ✐♠❛❣❡r②✮✳
❈♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛❧s♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧

♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦t ♥♦✐s❡✳ ❖✉r ❝✉r✐♦s✐t② ❧❡❞ ✉s t♦ st✉❞② t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s ♦r ❤♦✇ t♦ ❤❡❛❧ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ ♥♦✐s❡✳ ❇❡②♦♥❞ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s ❜❡❝❛♠❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳

■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s✐♥❝❡ ♥♦✐s❡ ♦❢t❡♥ ❧✐♠✐ts ✈✐s✉❛❧
❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤



✷ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡♠✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐s ❛ ❦❡② ♣r❡✲
♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ❡✳❣✳✱ ❧♦✇✲❧✐❣❤t ♦r ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ❧♦✇✲❝♦st s❡♥s♦r ✉s❛❣❡ ✐♥
❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✉❧tr❛s♦✉♥❞✱ s♦♥❛r ❛♥❞ r❛❞❛r ❝♦❤❡r❡♥t ✐♠❛❣❡r②✳

✶✳✶ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s

✶✳✶✳✶ ❙♦✉r❝❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥

■♠❛❣❡s ❛r❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s
♣✐❝t✉r❡s✱ ❞r❛✇✐♥❣s✱ ❧♦❣♦s✱ ❡t❝✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✱ t❤❡ s❡♥s♦r ❛♥❞✴♦r t❤❡
❞✐❣✐t❛❧ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉r✿

■♥❤❡r❡♥t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s✿ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② t②♣❡s ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❡♥❡ t♦ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♠❛s❦✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❛♥❞
♠✐①t✉r❡s ♦❢ s♦✉r❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♠♦✈✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠♦t✐♦♥
❜❧✉r✳ ❆ s❤♦rt❡r ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s
✐♥ ❧♦✇ ❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ t❤❡♥ ❤❛s ❤✐❣❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❦♥♦✇♥ ❛s s❤♦t ♥♦✐s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✮✳
❚❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜❧✉rr✐♥❣ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♠❛❣❡r②✱
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡rs ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s♣❡❝❦❧❡

✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✶✳✶✮✳

❉❡❣r❛❞❛t✐♦♥s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ s❡♥s♦r✿ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐t②✱ s❡♥s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs
t❤❛t ♣❧❛② ❛♥ s✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ q✉❛❧✐t②✳ ❙❤♦t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ❜❧✉r ❛r❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❯♥❞❡s✐r❡❞ ❜❧✉rr✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ♣♦✐♥t s♣r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s❡♥s♦rs
❣❡♥❡r❛❧❧② s✉✛❡r ❢r♦♠ ✐♥t❡r♥❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✳ ❈♦❧♦r ❝❛♠❡r❛s ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦♥ ❛ ♠♦s❛✐❝ ♦❢ r❡❞✱ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥ s❡♥s♦rs ✭❇❛②❡r ♠❛tr✐①✮✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤✐s ♠♦s❛✐❝ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❢❛❧s❡
❝♦❧♦rs✱ ❝❤r♦♠❛t✐❝ ❛❧✐❛s✐♥❣✱ ③✐♣♣❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣✉r♣❧❡ ❢r✐♥❣✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞❛♠❛❣❡s ♦♥ t❤✐s ♠♦s❛✐❝ ❝❛♥
❧❡❛❞ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ♣✐①❡❧s✳

❉❡❣r❛❞❛t✐♦♥s ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ ❞✐❣✐t✐③✐♥❣ ❛♥❞ st♦r❛❣❡✿ ❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥❡①t s❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞ q✉❛♥✲
t✐③❡❞✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s✐❣♥❛❧ t♦ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛❧✐❛s✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✭✉♥❞❡r✲
s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ◆✐q✉✐st✲❙❤❛♥♦♥ t❤❡♦r❡♠✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛❧✉❡s ✐♥t♦ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡✈❡❧s ❧❡❛❞s t♦ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡✐r st♦r❛❣❡ ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡s r❡s♦rt✐♥❣ t♦
❧♦ss② ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts ✭❡✳❣✳✱ ❏P❊● ❛rt✐❢❛❝ts✮✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐❣✐t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦✇❛r❞s ❛ st♦r❛❣❡ ✉♥✐t ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
r❡s✉❧t✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ♠✐ss✐♥❣ ♦r ❛❜❡rr❛♥t ♣✐①❡❧s ✭✐✳❡✳✱ ✐♠♣✉❧s❡ ♦r s❛❧t✲❛♥❞✲♣❡♣♣❡r ♥♦✐s❡✮✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡❜❧✉rr✐♥❣✱ ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣✱
✐♥✲♣❛✐♥t✐♥❣✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥✈❡rs❡ ❤❛❧❢✲t♦♥✐♥❣ ❛♥❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♦t❤❡r t❛s❦s
t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✳

✶✳✶✳✷ ❉✐✛❡r❡♥t ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ ✐♠❛❣❡s

▼♦st ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✭❆❲●◆✮✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss
♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♥♦✐s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧
❛s ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❆❲●◆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞
♥♦♥✲r❡❛❧✐st✐❝ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ♥♦✐s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ ✐♠❛❣❡s✳ ▼❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s



✸

✭❛✮ ▼✐t♦❝❤♦♥❞r✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❜✮ ❙✉♣❡r♥♦✈❛ ✐♥ ❳✲r❛② ✐♠❛❣❡r②

✭❝✮ ❋❡t✉s ✉s✐♥❣ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡r② ✭❞✮ P❧❛♥❡ ✇r❡❝❦❛❣❡ ✐♥ ❙❖◆❆❘ ✐♠❛❣❡r②

✭❡✮ ❯r❜❛♥ ❛r❡❛ ✉s✐♥❣ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡r② ✭❢✮ ❯r❜❛♥ ❛r❡❛ ✉s✐♥❣ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡r②

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ✭❛✮ ❆ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭✐♠❛❣❡ ❝♦✉rt❡s②
♦❢ ❨✳ ❚♦✉r♥❡✉r✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❳✲r❛② ✐♠❛❣❡r② ✭✐♠❛❣❡ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❈❤❛♥❞r❛
❳✲r❛② ❖❜s❡r✈❛t♦r② ✕ ❞❛t❛ ✐❞❡♥t✐✜❡r✿ ❆❉❙✴ ❙❛✳❈❳❖♯❈♦♥tr✐❜✴ ❈❤❛♥❞r❛❉❡❡♣❋✐❡❧❞✮✳ ■♠❛❣❡s ✭❛✮
❛♥❞ ✭❜✮ s✉✛❡r ❢r♦♠ s❤♦t ♥♦✐s❡✳ ✭❝✮ ❆ ❢❡t✉s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡r② ✭✐♠❛❣❡ ❝♦✉rt❡s②
♦❢ ❊❧✐s❡ ◆✐❝♦❧❛s✮✱ ✭❞✮ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇r❡❝❦❛❣❡s ✐♥ ❙❖◆❆❘ ✐♠❛❣❡r② ✭❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❙❤❛❞♦✇s s②st❡♠✱ ✐♠✲
❛❣❡ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ■❳s❡❛✮✱ ✭❝✮ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❙❆❘ ✐♠❛❣❡r② ✭❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❘❆▼❙❊❙
❝©❖◆❊❘❆ ❈◆❊❙✮ ❛♥❞ ✭❢✮ ❛♥ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡r② ✭❛❝q✉✐r❡❞ ❜②
❋✲❙❆❘ ❝©❉▲❘✮✳ ■♠❛❣❡s ✭❝✲❢✮ s✉✛❡r ❢r♦♠ s♣❡❝❦❧❡✳



✹ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✭♦❢t❡♥ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ♦r t❤❡ s❤♦t ♥♦✐s❡✮✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✭♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✮ ♥♦✐s❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋❡✇ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧s✳

■♥ s❡✈❡r❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♥♦✐s❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ◆♦✐s❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛✉s❡s✳ ❲❤❡♥
♥♦✐s❡ ✐s s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♦r ●❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❞✉❡ t♦ s❤♦t ♥♦✐s❡ ♦r s♣❡❝❦❧❡✱
♥♦✐s❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts❡❧❢ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❇② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r
t❤❡ ✭♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ s✉❝❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❤❛♥❞❧❡❞
❜② t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❉✉❡ t♦ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛
s✉❝❤ ❛s ✉♣s❛♠♣❧✐♥❣ ♦r ❧♦❝❛❧ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱ ♥♦✐s❡ ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ❛ st❛t✐♦♥❛r② ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆ ✇❤✐t❡♥✐♥❣
♣r♦❝❡ss ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✶ t♦ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡ ♥♦✐s❡✳ ■♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ♥♦✐s❡ ✐s ♥♦♥ ●❛✉ss✐❛♥
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r②✱ s✉❝❤ ❛s ✏❜❧♦❝❦②✑ ❏P❊● ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛rt❡❢❛❝ts✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s✉❝❤ ♥♦✐s❡s ✐s ❤✐❣❤❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ s✐❣♥❛❧✳
❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s
❡①t❡♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② t♦ s✉❝❤ ♥♦✐s❡s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇❤❡♥
♥♦✐s❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❙♣❡❝❦❧❡

❛♥❞ s❤♦t ♥♦✐s❡ ✇✐❧❧ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡t❛✐♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ s②♥t❤❡t✐❝
❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✐♠❛❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♣t❡r✳

✶✳✶✳✸ ❲❤② ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣❄

◆♦✐s❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✉♥❞❡s✐r❡❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝♦rr✉♣t✐♥❣ ❛ s✐❣♥❛❧ ♦r ❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ◆♦✐s❡ ✐s
♦❢t❡♥ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧❧② ✉♥♣❧❡❛s❛♥t✿ ✐t ✐s ❛ ♣❛t❤♦❧♦❣② ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
❤❡❛❧❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦✐s❡ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠♦♥❛t✐✈❡ ♦r ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ ❡rr♦rs✳ ■♥ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♠❛❣❡r②✱
t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❡❝❦❧❡ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦r ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
♣✉♥❝t✉❛❧ s❝❛tt❡r❡rs ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡❞ s❝❡♥❡✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ t❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss ♦r t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❙♣r❛❣✉❡✱ ✶✾✼✷❀ ▼❝❑✐♥♥❡② ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✵✮✳ ❚❤❡ ♣❛✐♥t✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳✷ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♣❧❛❝❡❞ ♣✉r♣♦s❡❧② ❜② t❤❡
❛rt✐st ✭❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ♣♦✐♥t✐❧❧✐s♠✮ ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✳ ■t ✐s ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t♦ ❛s❦
✇❤② ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡♥♦✐s❡ s✉❝❤ ✐♠❛❣❡s✳

■♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❙♣❡❝❦❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ♥♦t
❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ♦♥ t❤✐s ♦✈❡r❧♦❛❞ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✐♠❛❣❡r②
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ str❡❡t ✐♥ ❛♥ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛✳ ❙♣❡❝❦❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠
❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❝❛tt❡r❡rs ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧s✮✳
❲❤② s❤♦✉❧❞ ✇❡ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❄ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ r❛t❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss
♦❢ t❤❡ str❡❡t✱ ✐✳❡✳✱ ❛ s♣❡❝❦❧❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣✱ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t♦ str❡❡ts✱
❜✉✐❧❞✐♥❣s✱ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ♦r ✇❛t❡r ❛r❡❛s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉❝❤ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞
♦❢ s♣❡❝❦❧❡ ❞✐r❡❝t❧②✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ ❛♥ ❛rt✐st✐❝ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✇♦r❦
♦❢ t❤❡ ❛rt✐st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①tr❛❝t t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s✿ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡♦♣❧❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r✐✈❡r ♦r t❤❡ ❝♦❧♦rs ♦❢ t❤❡ ✉♠❜r❡❧❧❛s✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
❢♦r ✐♥❞❡①✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❛ ♠✉s❡✉♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ ♣❛✐♥t✐♥❣ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ q✉❡r✐❡s✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡
st❛♥❞❛r❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❡①tr❛❝t s✉❝❤ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✳

✶t❤✐s ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛r❡ ❞✉❡ t♦ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐ss✉❡s t❤❛t ♠❛② ❛r✐s❡



✺

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❯♥ ❞✐♠❛♥❝❤❡ ❛♣rès✲♠✐❞✐ s✉r ❧✬î❧❡ ❞❡ ❧❛ ●r❛♥❞❡ ❏❛tt❡ ✭●❡♦r❣❡s ❙❡✉r❛t✮

■♥ ❜♦t❤ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ st✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦✐s❡ s✐♥❝❡ t❤❡②
✇♦✉❧❞ ❞❡❢❡❛t st❛♥❞❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡
❢r♦♠ ❛ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✐s ♣❛r❛♠♦✉♥t t♦ s❝❡♥❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦r ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❛s❦s s✉❝❤ ❛s
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❆♥ ❡♥❞ ♦r ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t❄

■❢ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧
✐♠❛❣❡s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❛r❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ❛❞❛♣t❡❞
t♦ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼✉♠❢♦r❞ ❛♥❞ ❙❤❛❤ ✭✶✾✽✾✮ ❝♦♥s✐❞❡rs
t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✏❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦rr✉♣t❡❞✱ ♥♦✐s② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
tr✉❡ ✐♠❛❣❡✑✳ ■t ✐s ❛❝t✉❛❧❧② s♦♠❡t✐♠❡s ❡❛s✐❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛
❞❡♥♦✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ st❛t✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ■❢ s✉❝❤
♠♦❞❡❧s t❛❦❡ ♥♦✐s❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✐t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡♥♦✐s❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❛ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
st❡♣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s t❤❡♥ s✐♠♣❧❡r ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇✐t❤
❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ t❛❦❡ ♥♦✐s❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❞❡s❝r✐♣t♦rs
♦❢ ▲♦✇❡ ✭✷✵✵✹✮✱ ❦♥♦✇♥ ❛s s❤✐❢t✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❡❛t✉r❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✭❙■❋❚✮✱ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t✐st✐❝s
♦❢ ♥♦✐s❡✳

❉❡♥♦✐s✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛✐♠ ♦♥❧② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ s✉❝❤ t♦♦❧s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s st❛t❡❞
❜② ▼✉♠❢♦r❞ ❛♥❞ ❙❤❛❤ ✭✶✾✽✾✮ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ t❤❡✐r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●❡♠❛♥ ❛♥❞ ●❡♠❛♥ ✭✶✾✽✹✮ ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡



✻ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ✜♥❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜✉t r❛t❤❡r ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦
✜♥❞ ♠❡❛♥s✱ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♦r ❡✈❡♥ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ♦t❤❡r t❛s❦s✳ ❚❤✐s ✐s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❢♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺
❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✹✮ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤
❛s ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ st❡r❡♦✲✈✐s✐♦♥ ♦r ♦❜❥❡❝t✲tr❛❝❦✐♥❣✳

▲✐♥❦ t♦ ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥✿ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♠✉t✉❛❧ ❡♥r✐❝❤♠❡♥ts✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s✱ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❡♠❡r❣❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ♦r
❧❡ss s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢t❡♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡
r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ■♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s✉✛❡r✐♥❣
❢r♦♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ❜❧✉r✱ s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦r ♠✐ss✐♥❣✲♣✐①❡❧s✮ ❛♥❞ ❡rr♦rs ✭✐✳❡✳✱ ♥♦✐s❡✮✳ ■t ✉s✉❛❧❧②
✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦✐s❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❧❡❛❞s t♦ str♦♥❣
❛❜❡rr❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧❡❛❞s
t♦ s♦❧✈❡ ❛♥ ✐❧❧✲❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦♦r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞✳ ❚♦ s♦❧✈❡ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐t ✐s t❤❡♥
r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❞❞ ❡①tr❛ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❙✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r♠ t❤❡ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❯♥❧✐❦❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ✉♥❦♥♦✇♥
♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ♠❛② ❜❡ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ ❧✐❦❡ ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡
❞❡♥♦✐s✐♥❣ r❡q✉✐r❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✮✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❦❡② t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ t❤❡♥ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t❛s❦s✱ ❛♥❞✱ ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❜❡tt❡r
♠♦❞❡❧s ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠❛♥② ✇❡r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ♣✉r♣♦s❡s✱ s✉❝❤ ❛s✱ ❞❡❜❧✉rr✐♥❣✱ ❞❡♠♦s❛✐❝✐♥❣✱
✐♥✲♣❛✐♥t✐♥❣✱ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥✈❡rs❡ ❤❛❧❢✲t♦♥✐♥❣ ❛♥❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✶✳✷ ■ss✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

❙❆❘ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❝❛❧❧❡❞ s♣❡❝❦❧❡✳ ❙♣❡❝❦❧❡ ✐s ✉s✉❛❧❧②
r❡❞✉❝❡❞ ❜② s♣❛t✐❛❧❧② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r ♣✐①❡❧s ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ ❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜②
t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ♦✉r st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ✇❛s t♦ ✉s❡ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧②
r❡❞✉❝❡ s♣❡❝❦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t t❤✐s ❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s
✭◆▲ ♠❡❛♥s✮ t♦ ❙❆❘ ❞❛t❛✱ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✜♥❞ r❡s❡♠❜❧✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s

✐♥ ❛ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s t❤❡ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✱ t❤✐s sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ ❛ ♥❛✐✈❡ ✐❞❡❛ ❝♦✉❧❞
❜❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❛ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧s
❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r ❢♦r♠❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✲r❡❣✐st❡r❡❞ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ q✉❛♥t✐t② t❤❛t s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

♥♦✐s❡✳ ❖✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❤❛❞ t♦ ❥♦✐♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞
t❤❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s

♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✇r❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❙✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ✇r❛♣♣✐♥❣✳ ❆ ♥❛✐✈❡
❥♦✐♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝s ❝r✐t❡r✐♦♥
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❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥st❡❛❞ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✶ ✭◆▲✲❙❆❘✮✿ ❲❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❥♦✐♥t
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♣❡❝❦❧❡ ❛♥❞ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♥♦✐s❡ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ●❛♠♠❛✱ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉s✲
s✐❛♥ ♦r t❤❡ ❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢r✉✐t❢✉❧ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❙❆❘ ✜❧t❡r
✭✐♥ s❤♦rt ◆▲✲❙❆❘✮ ♦r ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ✭PP❇✮ ✜❧t❡r✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡
t♦♣✐❝ ♦❢ t✇♦ ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡rs✿ ✐♥ t❤❡ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦♥ ❙❆❘ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ●❡♦s❝✐❡♥❝❡
❛♥❞ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❆❘ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶❛✮✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ◆▲✲❙❆❘ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ●❘❊❚❙■✬✷✵✵✾ ❛♥❞ ■●❆❘❙❙✬✷✵✶✵
✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✱ ✷✵✶✵❜✱❞✮✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ✐♥s♣✐r❡❞ ♦t❤❡r t❡❛♠s ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♥❡✇ ♥♦♥✲
❧♦❝❛❧ ✜❧t❡rs ❢♦r ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ✭P❛rr✐❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❚❡✉❜❡r ❛♥❞ ▲❛♥❣✱ ✷✵✶✶❀ ❋❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀
❩❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❛♥❞
r❛❞❛r ❞❛t❛ ✭P❛❧✉❜✐♥s❦❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st✉r❜✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❧✐❦❡ ❧❛②♦✈❡r ❛♥❞
s❤❛❞♦✇✐♥❣ ✐♥ ■♥❙❆❘ ❞❛t❛ ✭❙❝❤♠✐tt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

❙♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❛s❦ s✐♥❝❡ ✐t str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢
❙❆❘ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ◆▲✲❙❆❘✱ ✇❡ ♥❡❡❞❡❞ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❜② ❡①♣❡rts ♦♥ s✉❝❤ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡♥s♦rs t♦ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ■ s♣❡♥t ♦♥❡ ♠♦♥t❤ ❛t t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❈❡♥t❡r ✭❉▲❘✮
✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❆♥❞r❡❛s ❘❡✐❣❜❡r ❛♥❞ ▼❛r❝ ❏ä❣❡r t♦ t❡st ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t②
♦❢ ◆▲✲❙❆❘ t♦ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s s❡♥s❡❞ ❜② t❤❡✐r ❧❛t❡st ❛❡r✐❛❧ ❙❆❘ s❡♥s♦r✿
❋✲❙❆❘✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ ♠② st❛② ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ♦✉r ❙❆❘ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ◆▲✲❙❆❘ ✐s ♦♥ t❤❡ r♦❛❞ t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦❢ ❉▲❘ ❛♥❞ ❜❡
✉s❡❞ r♦✉t✐♥❡❧② t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡
s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ◆▲✲❙❆❘ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❧❡❛s❡❞ ✐♥ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✷ ✭❘❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✿ ❯♥❞❡r ♦✉r s✉♣❡r✈✐s✐♦♥✱ ❙❛♠✐ ❇❡♥③✐❞ ✭❢r♦♠
❯❘■❙❆✱ ❙❯P❈❖▼✱ ❚✉♥✐s✮ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✉s❡❞ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ❢♦r ❝❤❛♥❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣♦r❛❧
s❡r✐❡s ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ✭❇❡♥③✐❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳ ■t ❤❛s ❛❧s♦ ❧❡❞ t♦ ❥♦✐♥t ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❙♦✜è♥❡
❍❛❝❤✐❝❤❛ ✭❢r♦♠ ❯❘■❙❆✱ ❙❯P❈❖▼✱ ❚✉♥✐s✮ ❛♥❞ ❋❛♥❣ ❈❛♦ ✭❢r♦♠ ❚❡❧❡❝♦♠ P❛r✐s❚❡❝❤✱ P❛r✐s✮
♦♥ ♠✉❧t✐✲t❡♠♣♦r❛❧ ❙❆❘ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡
t✇♦ ❥♦✐♥t ✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ■●❆❘❙❙✬✷✵✶✵ ✭❍❛❝❤✐❝❤❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❛♥❞
■●❆❘❙❙✬✷✵✶✶ ✭❈❛♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ■ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❆♥t♦✐♥❡ ▲✉❝❛s ✭❢r♦♠ ❈❛❧t❡❝❤✱
❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✮ ✉s✐♥❣ ◆▲✲❙❆❘ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❚✐t❛♥✳ ❚❤✐s ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛t t❤❡ ❚✐t❛♥ s❝✐❡♥❝❡ ♠❡❡t✐♥❣ ✭▲✉❝❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮ ❛♥❞ t❤❡ ❚✐t❛♥ s✉r❢❛❝❡ ✇♦r❦s❤♦♣ ✭▲✉❝❛s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶❜✮✳

✶✳✷✳✷ ❚♦✇❛r❞s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✿ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❖✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s t♦ ❙❆❘ ❞❛t❛ ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❛t❛ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ♥❛t✉r❡ ✇❤❡♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐s
♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t ❛❧s♦ ♦♥ ✐♠❛❣❡s ♦❢
♦t❤❡r ♥❛t✉r❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✸ ✭P♦✐ss♦♥ ◆▲ ♠❡❛♥s✮✿ ❖✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❤♦t♦♥✲❧✐♠✐t❡❞ ✐♠❛❣❡s
t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✉♥❞❡r ❧♦✇✲❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♦r ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧
✐♠❛❣❡r②✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ s❤♦t ♥♦✐s❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❙t❡✐♥ ✉♥❜✐❛s❡❞
r✐s❦ ❡st✐♠❛t❡✳ ■t ❧❡❞ t♦ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ■❈■P✬✷✵✶✵ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❝✮✳ ❋♦r t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ■ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ■❈■P✬✷✵✶✵ ❜❡st st✉❞❡♥t ♣❛♣❡r ❛✇❛r❞✳ P♦✐ss♦♥ ◆▲
♠❡❛♥s r❡❝❡♥t❧② ✐♥s♣✐r❡❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳



✽ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✹ ✭●▲❘✲❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✮✿ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❧❡❞ ✉s t♦ st✉❞②
s❡✈❡r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❢r♦♠ ❛ ❞❡♥s❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❞❡t❡❝✲
t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❲❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❢✉❧✜❧❧
❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s✳ ❋r♦♠ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st ✭●▲❘✮ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ●▲❘ ❤❛s
❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛ t❛s❦ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛❝✐❡r ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s
❛ ❥♦✐♥t ♣r♦❥❡❝t ✇✐t❤ ❘❡♥❛✉❞ ❋❛❧❧♦✉r❞ ✭❢r♦♠ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙❛✈♦✐❡✱ ❈❤❛♠❜ér②✮ t❤❛t ✇❛s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ■●❆❘❙❙✬✷✵✶✵ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❛✮✳ ❲❡ r❡❝❡♥t❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❞❡❡♣❡r ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞②
♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛t ■❈■P✬✷✵✶✶ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❡✮ ❛♥❞ ✇❡
s✉❜♠✐tt❡❞ ❛ ❥♦✉r♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ❝✉rr❡♥t❧② ✉♥❞❡r r❡✈✐❡✇ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳

✶✳✷✳✸ ❙✐❣♥❛❧✲❛❞❛♣t✐✈✐t② ✐♥ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣

❲❤✐❧❡ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♣❤♦t♦♥✲❧✐♠✐t❡❞ ✐♠❛❣❡s✱
✇❡ ✇❡r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✿ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳ ❙♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s
❛r❡ ✭❛❧♠♦st✮ ✉♥✐q✉❡ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝②
❢♦r s✉❝❤ ❢❡❛t✉r❡s✱ ♥♦✐s❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t ❛ ♣❡rs✐st❡♥t
r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤✐s r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛
❛r❡ ✈❡❝t♦r✐❛❧ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♦r ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ❞❛t❛✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ❱✐♥❝❡♥t ❉✉✈❛❧
✭❢r♦♠ ❚❡❧❡❝♦♠ P❛r✐s❚❡❝❤✮ ❛♥❞ ❏♦s❡♣❤ ❙❛❧♠♦♥ ✭❢r♦♠ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❉✐❞❡r♦t✮ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥
❢♦❝✉ss✐♥❣ ♦♥ s♣❛t✐❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣✳

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✺ ✭◆▲▼✲❙❆P✮✿ ❚♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ r❛r❡

♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t t❤❛t ❛r✐s❡s ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛♣♣❡❛rs
✐♥ ✐♠❛❣❡r② ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ t❤❛t ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛s ❛ ♥♦✐s❡

❤❛❧♦✳ ■♥ t❤✐s ❥♦✐♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞ s✐③❡s ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❢❛✈♦r t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ✏r❛r❡✑ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞❡❞ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲
♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝♦✐♥❡❞ ◆▲▼✲❙❆P ❢♦r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ■t ✇❛s
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❱✐s✐♦♥ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❝✮ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞
❛t t❤❡ ❏♦✉r♥é❡s ❞❡s ❙t❛t✐st✐q✉❡s ✭❙❛❧♠♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❙❙❱▼✬✷✵✶✶ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❜✮✳

✶✳✸ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t

❈❤❛♣t❡r ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♥❞ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❆❲●◆ ♠♦❞❡❧✳ ❆❢t❡r ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ❛❞❛♣t ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡
❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❆❲●◆ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ✇❡
❢♦❝✉s ♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✳ ❲❡ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡r
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✳ ❲❡ ❞r❛✇ ✉♣ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✹ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❛s❦✲❜❛s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s
t♦ ✐♠❛❣❡s ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺✳ ❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♥♦✐s❡ ❝♦rr✉♣t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡r② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✻✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ r❡❝❡♥t ❛✐r❜♦r♥❡ ❋✲❙❆❘ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ❞❛t❛ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ❈❤❛♣✳ ✽✳



✾

❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

❆ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳ ❚❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❝❡♥❡ ♦r s✐❣♥❛❧ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t②✱
s❤❛r♣♥❡ss ♦r r❡♣❡t✐t✐♦♥s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✭❡✳❣✳✱ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✮✳ ❚❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❞❡q✉❛❝② ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❜❡st ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ ❛
❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳

❚❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✭❑❛t❦♦✈♥✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❈❤❛tt❡r❥❡❡ ❛♥❞ ▼✐❧❛♥❢❛r✱
✷✵✶✵✮✳ ❲❡ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ♣❛t❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣❛t❝❤ ♠♦❞❡❧✱ ♣❛t❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❛✉t❤♦rs t♦ ♣r♦♣♦s❡ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡r❡ ❆✇❛t❡ ❛♥❞ ❲❤✐t❛❦❡r ✭✷✵✵✺✱
✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ✇✐t❤✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ ✭❯■◆❚❆✮ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✭◆▲✮ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r✳ ❙t❛t❡✲♦❢✲t❤❡ ❛rt ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧
r❡❧② ♦♥ ♣❛t❝❤❡s✱ ❡✐t❤❡r ❢♦r ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭❊❧❛❞ ❛♥❞ ❆❤❛r♦♥✱ ✷✵✵✻✮✱ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣
♦❢ ❜❧♦❝❦s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s ✭❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ♦r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ s♣❛rs❡ ♠♦❞❡❧s ✭▼❛✐r❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳
❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ✇❡✐❣❤ts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✭●✐❧❜♦❛ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ✷✵✵✼❀ P❡②ré ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❩❤❛♥❣
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜✮✳

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✖ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s
t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t
❞❡♥♦✐s✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ❝r✐t❡r✐❛ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❞❡s❝r✐❜❡s ✜❧t❡rs ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s♠♦♦t❤ r❡❣✉❧❛r ✐♠❛❣❡s✱
❙❡❝✳ ✷✳✸ ❢♦r ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡s✱ ❙❡❝✳ ✷✳✹ ❢♦r ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❛
❞✐❝t✐♦♥❛r② ❛♥❞ ❙❡❝✳ ✷✳✺ ❢♦r s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ✐♠❛❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧❧②✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✻ ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✜❧t❡rs t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡ ❡st✐♠❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡
✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✼ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

❉❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦r ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u✱ t❤❛t
❛ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ v ❝♦♥t❛✐♥s✳ ◆✉♠❡r♦✉s ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ♦❢
✐♥t❡r❡st s✉❝❤ ❛s ❡❞❣❡s ♦r t❡①t✉r❡s ✇✐t❤♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts✳



✶✵ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

✷✳✶✳✶ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ✇❡❧❧ t♦ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✭✸❉✱ ✈✐❞❡♦✱
✳ ✳ ✳ ✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ ❛
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ Ω ⊂ Z

2 ✭✇✐t❤ N = |Ω|✮✳
❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✭♦r ♣✐①❡❧✮ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✐♥❞❡① k ∈ [1, N ]✱ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s xk ∈ Ω ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ vk✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ vk ♠❛② ❜❡
D−❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❡✳❣✳✱ D = 1 ❢♦r ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡s✱ D = 3 ❢♦r ❘●❇ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ♦r D = 256
❢♦r ❤②♣❡r✲s♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣r❛②✲❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡s ♦r ❝♦❧♦r
✐♠❛❣❡s✱ ❜✉t ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✇❤❡r❡ vk ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠❛tr✐① ♦r ❡✈❡♥ ❛ t❡♥s♦r ✇✐t❤ r❡❛❧✱
✐♥t❡❣❡r ♦r ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s✳ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ v✱ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ Ω t♦ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡① k✿

vk = v(xk). ✭✷✳✶✮

❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡① k ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ xk✱ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t v = (vk)k∈[1,N ] ✐s ❛♥ N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s v ❛♥❞ v ✇✐❧❧
❜❡ ✉s❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ ✐ts ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦r ✐♥ ✐ts ✈❡❝t♦r✐❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡ v s✉✛❡rs ❢r♦♠ ♠❛♥② s♦✉r❝❡s
♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t s♦ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ v ✐ts❡❧❢ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♣❛t✐❛❧❧②
✈❛r②✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✐t ❝♦♥t❛✐♥s✳ ❚❤✐s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢r❡❡ ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s✱ ✇✐❧❧ ❜❡
♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ M ♣✐①❡❧s ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② u✳ ❚❤✐s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♠❛❣❡ u ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
s❡t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ v✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧
✐s t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ v ∈ R

N ❛♥❞ u ∈ R
M ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

v = Φu+ σε ✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ ε ∈ R
N ♠♦❞❡❧s ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❡rr♦rs ♦r ♥♦✐s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ σ > 0 ❝♦♥tr♦❧s✴❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡

♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ Φ ∈ MN,M (R) ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❧✉r✱ s✉❜✲s❛♠♣❧✐♥❣ ♦r
♠✐ss✐♥❣ ♣✐①❡❧s✳ ❚♦ r❡tr✐❡✈❡ u ❢r♦♠ v ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤
r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤r♦✉❣❤ ♥♦✐s② ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥❧②
♦♥ ♥♦✐s② ❞❛t❛✱ ✐✳❡✳✱ Φ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥✲❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡s uk ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s vk ✭s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✮✳ ❲❤✐❧❡ v ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✇❡ s❛② t❤❛t u t❛❦❡s ✐ts
✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✱ s✐♥❝❡ uk ❛❝ts ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ♣r♦❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s vk✳ ❍❡r❡✱ ♦t❤❡r ♥♦♥✲s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ ♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♦❢ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡
❢❛❝t♦r σ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✷✮✮✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ✈✐❡✇❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♥♦✐s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡
♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✭❤❡♥❝❡✱M = N✮ ❛♥❞ t❤❡
♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s✳ ◆♦✐s❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ✇❡❧❧
♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❡✐t❤❡r ❣r♦✉♥❞❡❞ ♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♦r ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦ t❤❛t v ✐s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ V ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮
pV (v | u,Θ) ✭♦r ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✮ s✉❝❤ t❤❛t✿

P(V ∈ A | u,Θ) =

∫

A
pV (v | u,Θ) ❞v ✭✷✳✸✮



✶✶

❢♦r ❛♥② s✉❜s❡t A ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Θ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ t❤✐s ♣❞❢ ✇✐❧❧ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s p(v|u)✳

❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ✐♠❛❣❡ v ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✭✐♥ s❤♦rt ❆❲●◆ ♦r
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✮ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②✿

v = u+ σε ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ε ✐s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥
r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t V |u ❢♦❧❧♦✇s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥
u ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✳ ❲❤✐❧❡ s✉❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧s♦ ❡①✐st ❢♦r ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱
t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ v ✐♥ t❡r♠s ♦❢ u ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ v

❛♥❞ u ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐ts ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ p(v|u)✳

✷✳✶✳✷ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ❛s ❛ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛

❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ✇❛♥t t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r h s✉❝❤ t❤❛t û = h(v) ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ sq✉❛r❡ ❡rr♦r
✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u✿

‖û− u‖22 = ‖h(v)− u‖22 ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ û r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡st✐♠❛t♦r h ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ v✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❞✐r❡❝t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✺✮ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥❝❡❧✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r h ♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡
✐ts❡❧❢✿ h(v) = u✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❛♥② ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u ✐s ✉♥❢❡❛s✐❜❧❡ s✐♥❝❡✿

✶✳ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞

✷✳ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s✳

❚❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❡st✐♠❛t♦r ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥tr② t♦
t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ h s❡❡♠s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ v ❛s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r V ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡
✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r V ✭✉♥❞❡rst❛♥❞ ✐ts ♣❞❢✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢
✐♥t❡r❡st u✱ ❤♦♣❡❢✉❧❧② ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡s✐❣♥ ❛ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥st❡❛❞
♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✺✮✱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r
h s✉❝❤ t❤❛t Û = h(V ) ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ❧②✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ u✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮✿

E

[

‖Û − u‖22
]

=

∫

‖h(v)− u‖22 p(v|u) ❞v . ✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r V ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s ♠❛t❤✲
❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ‖Û − u‖22 ❦♥♦✇✐♥❣ u✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞
❜❡❝❛✉s❡ u ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ✇❡ s✐♠♣❧② r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❛♠❜✐❣✉✐t②✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊ r❡✇r✐t❡s ❛s t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡
tr❛❞❡✲♦✛✿

E

[

‖Û − u‖22
]

= (E [h(V )]− u)2
︸ ︷︷ ︸

❜✐❛s

+❱❛r [h(V )]
︸ ︷︷ ︸

✈❛r✐❛♥❝❡

. ✭✷✳✼✮



✶✷ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✐❛s t❡r♠ ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ ♥♦♥✲♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ♦r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝
❛rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t❡r♠ ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳

■❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ u ✐s ❛❧s♦ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r U ✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ▼❙❊ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ✭❇▲❙✮ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♣♦st❡r✐♦r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛♥✿

h(v) =

∫

u p(u|v) ❞u =

∫
u p(v|u)p(u) ❞u
∫
p(v|u)p(u) ❞u . ✭✷✳✽✮

■♥ t❤✐s ❇❛②❡s✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(u) ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ✇❛② t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ t❡r♠ p(v|u) ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ u ❣✐✈❡♥ V = v✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❲✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣r✐♦r ♣❞❢
p(u)✱ ❊q✳ ✭✷✳✽✮ ❧❡❛❞s t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❉❡s♣✐t❡ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r ❛ ❤✉❣❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥s✱ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳
❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐ss✉❡s ✐s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u t❤❛t
♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ♣❞❢✿

h(v) = argmax
u

p(u|v) = argmax
u

p(v|u)p(u) ✭✷✳✾✮

s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ p(v) ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡
❡rr♦r✱ ▼❆P ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✾✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠s r♦❜✉st t♦ ❧♦❝❛❧ ❡①tr❡♠❛ s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(u|v) ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧✳ ❇♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r

♣❞❢✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞✐✣❝✉❧t✮ ❝❤♦✐❝❡ ❧❡❢t t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝✐❛♥✴♣r❛❝t✐t✐♦♥❡r ♦r ✐t
❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❜✉t ✐s ♦❢t❡♥ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧②
❝r✐t✐❝✐③❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ♠♦❞❡❧s ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡② ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✳

❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❆♥ ♦✈❡r❧② r❡str✐❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✱ ♥♦♥✲❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❤✐❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ❛♥ ♦✈❡r❧②
✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧② ❧❡❛✈❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ❜✐❛s✳ ▲❡t ✉s
✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜② r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t✇♦ t♦② ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✉s✐♥❣ ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ v ✐s ❛
r❡❛❧ ✐♠❛❣❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✿

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✿ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡ u✱ s✉❝❤
t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x✱ u(x) = a ✇❤❡r❡ a ✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❯♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ ✐✳❡✳✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❆P ✈❛❧✉❡ a✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥
♦❢ ♥♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✿

â =
1

N

N∑

l=1

vl . ✭✷✳✶✵✮

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ♦✉r ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ✇r♦♥❣ ❛♥❞ u ❝❛♥ ✐♥st❡❛❞ t❛❦❡ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞❡① k ✐s s♠❛❧❧✿

❱❛r[Ûk] =
σ2

N
✭✷✳✶✶✮



✶✸

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜✐❛s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡✿

E[Ûk]− uk =
1

N

∑

l 6=k

(ul − uk) . ✭✷✳✶✷✮

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ✲❧❡ss ♠♦❞❡❧✿ ❲✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u✱ t❤❡ ▼❆P
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
▼▲ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ k t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

ûk = argmax
u

p(vk|u) = vk . ✭✷✳✶✸✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞❡① k ✐s ♠❛①✐♠❛❧✿

❱❛r[Ûk] = σ2 ✭✷✳✶✹✮

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜✐❛s ✐s ♥✉❧❧✿

E[Ûk]− uk = 0 . ✭✷✳✶✺✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♠♦❞❡❧s ❛❝ts ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ r❡str✐❝t❡❞ t❤❡
♠♦❞❡❧ t♦ ♦♥❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣♦♦r q✉❛❧✐t② ❜✉t ✇✐t❤ ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❧❡t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡ ❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦♠♣❧❡① ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦✈❡r✲✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

❋✐❣✉r❡s ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷ s❤♦✇✱ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ✇❡
✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✜ts t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇❡❧❧✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐s ❣♦♦❞✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❢ ♣♦♦r q✉❛❧✐t②✳

✷✳✶✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❡st✐♠❛t♦r h ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭✷✳✺✮ ♦r ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊ ✭✷✳✻✮ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡t ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s u✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r ❛
▼❙❊ ♦❢ ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ▼❙❊✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs
❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✱ ♦♥❡ ♦r ❢❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ▼❙❊✳

❚❤❡ ▼❙❊ ✐s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r
❜❡tt❡r q✉❛❧✐t② ❛ss❡ss♠❡♥t✱ t❤❡ ▼❙❊ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠❛♣♣❡❞ ♦♥ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞❡❝✐❜❡❧ s❝❛❧❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣❡❛❦ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭PSNR✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦
♠❡❛s✉r❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ q✉❛❧✐t② ♦❢ 8✲❜✐t ❝♦❞❡❞ ✐♠❛❣❡s✿

PSNR(û,u) = 10 log10
2552

1
N ‖û− u‖22

. ✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ PSNR✱ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❤❛✈❡ ❛ PSNR ❜✐❣❣❡r
t❤❛♥ 30 ❞❇✳ ❋♦r ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦r ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡
r❛t✐♦ ✭SNR✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✿

SNR(û,u) = 10 log10
❱❛r(u)

1
N ‖û− u‖22

✭✷✳✶✼✮

✇❤❡r❡ ❱❛r(u) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s {uk}✳ ❚②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ SNR
❢♦r ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ 20 ❞❇ ♦r ❤✐❣❤❡r✳
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✭❜✮ P✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❝✮ ❙♠♦♦t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❋✐rst r♦✇✿ ✭❛✮ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✭❜✲❝✮ t✇♦ ❡st✐♠❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✐♠❛❣❡ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡r✮✳
❙❡❝♦♥❞ r♦✇✿ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦✈❡r ✶✵✵ ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐r❞ t♦ ✜❢t❤ r♦✇s✿ ✈✐s✉❛❧
❝r✐t❡r✐❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✐❛s ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✐s❡✳ ❖♥❧②
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣♦♦❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ PSNR
❛r❡ ✭❜✮ ✷✽✳✹✷ ❛♥❞ ✭❝✮ ✹✸✳✼✹✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ SSIM ❛r❡ ✭❜✮ ✵✳✼✾✵ ❛♥❞ ✭❝✮ ✵✳✾✾✶✳
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✭❜✮ P✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❝✮ ❙♠♦♦t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❋✐rst r♦✇✿ ✭❛✮ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✭❜✲❝✮ t✇♦ ❡st✐♠❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♠♦♦t❤ ✐♠❛❣❡ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡r✮✳
❙❡❝♦♥❞ r♦✇✿ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❡st✐♠❛t❡❞ ♦✈❡r ✶✵✵ ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐r❞ t♦ ✜❢t❤ r♦✇s✿ ✈✐s✉❛❧
❝r✐t❡r✐❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✐❛s ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✐s❡✳ ❖♥❧②
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣♦♦❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ PSNR
❛r❡ ✭❜✮ ✹✻✳✵✼ ❛♥❞ ✭❝✮ ✶✼✳✺✷✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ SSIM ❛r❡ ✭❜✮ ✵✳✾✾✾ ❛♥❞ ✭❝✮ ✵✳✼✹✻✳



✶✻ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

▼❙❊✲❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡
❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ str✉❝t✉r❡s ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜②
s✉❝❤ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ✭SSIM✮ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈✐s✉❛❧
q✉❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ SSIM ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
❛ N ×N s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥✉♠❜❡r ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1 ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐st♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ tr✉❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳ ❖♣t✐♠❛❧ q✉❛❧✐t② ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t 1✳ ❚❤❡
SSIM ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♥❣ t②♣✐❝❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ s✉❝❤
❛s t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥❤❡r❡♥t ✐♥ ❏P❊●✲❧✐❦❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥s✳ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛❞ ✐♥st❡❛❞ t♦
♣✉♥❝t✉❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts ♦r ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ♥♦t r❡✢❡❝t❡❞ ✇❡❧❧ ❜② t❤❡ SSIM✳

❙✉❝❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ❛✈❡r❛❣❡✱ ✐t
❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ r❛r❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♦❢ s♠❛❧❧ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ ❧❡❛✈❡ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
✇✐t❤♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts ✇❤✐❧❡ ❛♥♦t❤❡r ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♥♦✐s❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛r❣❡ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❛rt✐❢❛❝t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
♦✉r ✈✐s✉❛❧ s②st❡♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ♣r❡❢❡r ♦♥❡ ❡st✐♠❛t♦r t♦ ❛♥♦t❤❡r ✇❤✐❧❡ ❤❛✈✐♥❣
❛ ❧♦✇❡r PSNR✳

❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❡st✐♠❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✐t ♠❛② ♥♦t ❜❡ st❛t❡❞ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥
s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❲❤❛t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❦♥♦✇ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❧♦❝❛❧✐③❡
t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♣r❡s❡r✈❡❞✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ❧♦st ❛♥❞ t❤❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② st✉❞②✐♥❣
t❤❡ r❡s✐❞✉❡s v(x) − û(x) r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✐s❡ ❜② ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▼❡t❤♦❞
♥♦✐s❡ ✐s ❛ ✈✐s✉❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❆❲●◆✱ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♠♦✈❡❞ ❜② t❤❡
❡st✐♠❛t♦r✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✐s❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♣✉r❡ ♥♦✐s❡
✇✐t❤♦✉t ❛♥② str✉❝t✉r❡ ✭✐✳❡✳✱ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✮✱ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ st❛t✐st✐❝s✳ ■❢ ♦❜❥❡❝t str✉❝t✉r❡s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✐s❡✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ r❡st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡
❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ✐♥st❡❛❞ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✿ ❲❡ s✉❣❣❡st ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦r ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠✲

♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r E[Û ] ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ✐♠❛❣❡ u ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ sq✉❛r❡
❜✐❛s✱ ✐✳❡✳✱ (E[Û(x)] − u(x))2✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ✐s ③❡r♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✳ ❖❢
❝♦✉rs❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②
st✉❞②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✭r❡s✐❞✉❛❧✮ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❱❛r[Û(x)]/❱❛r[V (x)]✳ ❲❤❡♥ t❤✐s r❛t✐♦ ✐s
❝♦♥st❛♥t ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭t❤❡
s❛♠❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♣♣❡❛rs ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮✳ ❚❤✐s st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✐r❡❝t❧②
❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ sq✉❛r❡ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡
♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[V (x)] ✐s ❡✐t❤❡r ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ σ2 ♦r s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡ u(x)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❥♦✐♥t❧②
t❤❡ sq✉❛r❡ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ▼❙❊✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r r❡❧❡✈❛♥t
✇❤❡♥ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❙✉❝❤ st❛t✐st✐❝s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡
r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢
s②st❡♠❛t✐❝ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛♥ t❤❡♥ r❛t❤❡r ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❜✐❛s✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✐s❡ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥♦t❡ r❡q✉✐r✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✱
✐t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② s♠❛❧❧ ❜✐❛s ♦r ❡rr♦rs ✉♥❞❡r str♦♥❣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡s❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦rs ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡tt❡r ❝❧✉❡s✳ ❙✐♥❝❡ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❧♦❝❛❧✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s



✶✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② s♠♦♦t❤ ✐♠❛❣❡✿ ❚❤❡ ❇❧✉❡ ❊♣♦❝❤ ✭❨✈❡s ❑❧❡✐♥✱ ✶✾✻✷✮

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ ♠❛♥② s❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳

❋✐❣✉r❡s ✷✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇✐t❤ ✈✐s✉❛❧ ❛♥❞ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ✇❡❧❧ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② ❛❧❧ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ t❤❡s❡ t♦②
❡①❛♠♣❧❡s✳

✷✳✷ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ♦❢ s♠♦♦t❤ r❡❣✉❧❛r ✐♠❛❣❡s

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♠♦❞❡❧ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s ❛s s♠♦♦t❤ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚②♣✲
✐❝❛❧❧②✱ t❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
❍ö❧❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❚s②❜❛❦♦✈✱ ✷✵✵✽✮✿

∃C > 0, α > 0 ∀x, x′, |u(x)− u(x′)| < C‖x− x′‖α . ✭✷✳✶✽✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ✭❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t✮ s♠♦♦t❤ r❡❣✉❧❛r ✐♠❛❣❡✳ ❆ ❧❡ss
❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ s✐❣♥❛❧ ❡✈♦❧✈❡s s❧♦✇❧② ✐♥ s♣❛❝❡ ✇✐t❤♦✉t
❛❜r✉♣t ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳

✷✳✷✳✶ ▲✐♥❡❛r✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ♦r ❜♦①❝❛r ✜❧t❡rs

❚❤❡ ❝r✉❞❡st ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦r
❡r❣♦❞✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐❞❡rs ♥♦✐s② s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣✐①❡❧ ❛s ❛❧❧
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ♣✐①❡❧✳ ❚❤❡ ❡r❣♦❞✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡
✭❜♦①❝❛r ✜❧t❡r✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡ ❜② ❛ ❧♦❝❛❧
❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✳ ■t t❤✉s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡
✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ▼♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡
✜❧t❡rs ❛r❡ t❤❡♥ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs✿

û = Av ✭✷✳✶✾✮



✶✽ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

✇❤❡r❡ A ✐s ❛ N × N ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢
K ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ❤❛s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ σ2/K✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡r ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣✐①❡❧s ♣r❡s❡♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s ❜❡✐♥❣ sq✉❛r❡✱
t❤❡ ✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r
s②♠♠❡tr✐❝ ❦❡r♥❡❧ s✉❝❤ ❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❣✐✈❡♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h✿

û(x) =

∑

x′ w(x, x′)v(x′)
∑

x′ w(x, x′)
✭✷✳✷✵✮

✉s✐♥❣ w(x, x′) = exp

(

−‖x
′ − x‖2
2h2

)

.

❚❤✐s ✜❧t❡r ✐s ❝♦✐♥❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r✳
◆♦t❡ t❤❛t ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ r✐s❦✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

û(x) = argmin
u

∑

x′

w(x, x′)(u− v(x′))2 ✭✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡ (u − v(x′))2 ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦st✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❊q✳ ✭✷✳✻✮✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❧✐♥❡❛r
✜❧t❡rs ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(v|u) ✇✐t❤
✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r u✳

❙✐♥❝❡ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡❛s② ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✇❡❧❧
❦♥♦✇♥✱ s✉❝❤ ✜❧t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ t♦ r❡❛❝❤
s❛t✐s❢②✐♥❣ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✿ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t② t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♠♦♦t❤♥❡ss ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ ✭❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✽✮✳

✷✳✷✳✷ ❍❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s

❙♠♦♦t❤ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s u ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭P❉❊✮✿

∂u(x)

∂t
= ❞✐✈ (∇u(x)) . ✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ ∇u(x) ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦r ♦❢ u ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ x✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✷✷✮ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❖♥❡ st❡♣ ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ r❡❛❧✐③❡s ❛♥
✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s✿ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❣✐✈❡♥ ✐♥
❊q✳ ✭✷✳✷✵✮✳

✷✳✷✳✸ ▲♦❝❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ r✐s❦ ✭✷✳✷✶✮✳ ❙✉❝❤
❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ❛ ③❡r♦✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ r❡❣r❡ss✐♦♥ t❤❡♦r②✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇❤✐❝❤
❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E[V (x)|u(x)]✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s♠♦♦t❤ r❡❣✉❧❛r
✐♠❛❣❡s✱ ❑❛t❦♦✈♥✐❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ s✉❣❣❡st r❛t❤❡r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ❧♦❝❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭▲P❆✮ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✭✐❞❡❛ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ✶✾✽✻❀ ❙❝♦tt✱ ✶✾✾✷❀
❋❛♥ ❛♥❞ ●✐❥❜❡❧s✱ ✶✾✾✻✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x✱ t❤❡ ❜❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ Q̂x ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

Q̂x = argmin
Qx

∑

x′

w(x, x′)(Qx(x
′)− v(x′))2 . ✭✷✳✷✸✮



✶✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝❛rt♦♦♥ ✐♠❛❣❡✿ t❤❡ ❋❧✐♥st♦♥❡s

❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q̂x ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥
x ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② û(x) = Q̂x(x)✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧❧②✲❛❞❛♣t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇s ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮
✐s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ r❡❝❡♥t ♣❤❛s❡ ✉♥✇r❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✭❑❛t❦♦✈♥✐❦ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽❀ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳

✷✳✷✳✹ ❈♦♠♠♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✿ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥

■❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥ts s❤❛r♣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✐♠❛❣❡ ✇✐❧❧ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡q✉❛❧❧② t♦
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ❡❞❣❡s✳ ▲✐♥❡❛r ✜❧t❡rs ❛r❡ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡rs ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❊❞❣❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛✐♠s ❛t ❧✐♠✐t✐♥❣
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

✷✳✸ ❊❞❣❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡s

❊❞❣❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜❧t❡rs tr② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✲
✐t✐❡s✱ ✐✳❡✱ ❛s ❛ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✱ ❝❛rt♦♦♥✲❧✐❦❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❣♦♦❞
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❝❛rt♦♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❯♥❧✐❦❡ ❢♦r
s♠♦♦t❤ r❡❣✉❧❛r ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ s❛♠❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❡q✉❛❧❧② ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠✲
❛❣❡ ❜✉t s❤♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✿ ✇❡ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t ❛❞❛♣t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣✳
❚❤❡② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥❧② ❤♦❧❞s tr✉❡ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳

✷✳✸✳✶ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥✿ P❡r♦♥❛ ❛♥❞ ▼❛❧✐❦ ♠♦❞❡❧

▲✐♥❡❛r ✜❧t❡rs r❡❛❧✐③❡ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❛r❡ ♠✐①❡❞
t♦❣❡t❤❡r ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❜❧✉r✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❛♥ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ✐♥st❡❛❞
❜❡ ❞✐✛✉s❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✇✐t❤♦✉t ♠✐①✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ P❡r♦♥❛ ❛♥❞ ▼❛❧✐❦ ✭✶✾✾✵✮ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ ❤❡❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤



✷✵ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✿

{
∂u(x,t)

∂t = ❞✐✈ (g(|∇u(x, t)|)∇u(x, t))
u(x, 0) = v(x)

. ✭✷✳✷✹✮

✇❤❡r❡ g ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ g(.) = exp(−.2/κ2) ♦r g(.) = 1
1+.2/κ2 ✳ ■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r

❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r κ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭t❤❡ ❧❛r❣❡r κ✱ t❤❡ ♠♦r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝
t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❞❛♣ts t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥t✳ ■♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❧❛r❣❡✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
✐s ♥✉❧❧✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❧♦✇ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✱ t❤✐s ✜❧t❡r ❛❝ts ❛s
t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

✷✳✸✳✷ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇s

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡✐♥ ❛s t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
s❤❛♣❡✲❛❞❛♣t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❘❡✜♥❡❞ ▲❡❡✬s ✜❧t❡r ✭▲❡❡✱
✶✾✽✶✮ s❡❧❡❝ts ❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦♥❡ ❛♠♦♥❣ ❡✐❣❤t ♦r✐❡♥t❡❞ ✇✐♥❞♦✇s ✭❋✐❣✳ ✷✳✺✭❛✮✮✳ ❍❡r❡ ✇✐♥❞♦✇s ❛r❡
♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✐♥❣✳ ■♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡
♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❧❛r❣❡r ✇✐♥❞♦✇s ✇❤✐❧❡ ❛r♦✉♥❞ ✜♥❡ ❞❡t❛✐❧s s♠❛❧❧❡r ✇✐♥❞♦✇s ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞
t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡s ♦r s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ❣♦❛❧ ✭P❛r❦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❚❛❦❡❞❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ ✭❋✐❣✳ ✷✳✺✭❜✮✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡
❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❑❛t❦♦✈♥✐❦
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ s✉❣❣❡st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r q✉❛❞r❛♥ts ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢
✐♥t❡r❡st ✭❋✐❣✳ ✷✳✺✭❝✮✮✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ✭❑❛t❦♦✈♥✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢
♠❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✇✐♥❞♦✇s ✐s ❛❞❛♣t❡❞✳ ❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❞r✐✈❡♥
❛❞❛♣t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭■❉❆◆✮ t❤❛♥❦s t♦ ❛ t✇♦✲st❡♣ r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❋✐❣✳ ✷✳✺✭❞✮✮✳

❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ r❡q✉✐r❡ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❧♦❛❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✿
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇✐♥❞♦✇ ❛♠♦♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ✇✐♥❞♦✇s ✉s✉❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❢❛st❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s✱ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦r t❤❡ r✐s❦ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡
t❤❡♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✻✮✳

✷✳✸✳✸ ❚♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s

❚♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣r✐♦r t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡s s♠♦♦t❤♥❡ss ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❡❞❣❡s✳
❘✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❘✉❞✐♥✲❖s❤❡r✲
❋❛t❡♠✐ ✭❘❖❋✮ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✿

û = argmin
u

‖v − u‖22 + λ
∑

x

|∇u(x)| ✭✷✳✷✺✮

✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ λ = 0✱ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ✇❤❡♥ λ → ∞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ℓ2
♥♦r♠ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ v✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱
∑

x |∇u(x)|✱ ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦r tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐t s✉♠s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤
tr❛♥s✐t✐♦♥✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡



✷✶

✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ❧♦❝❛❧ ✇✐♥❞♦✇s ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ ✭❛✮ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✭❜✮ t❤❡ s✐③❡ ✭❝✮
t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r q✉❛❞r❛♥ts ❛♥❞ ✭❞✮ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞ Ω
❛♥❞ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s t❤❡ 4 ♦r 8 ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳ ❚❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞
r❡s✉❧ts ♦♥ ❝❛rt♦♦♥ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦♥ r❡❣✉❧❛r ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❇❡s♦✈ s♣❛❝❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ str♦♥❣❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s♠❛❧❧ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥ ✭❙tr♦♥❣ ❛♥❞ ❈❤❛♥✱ ✷✵✵✸✮✳ ❲❤❡♥ ✉s❡❞ ♦♥ ♥♦♥✲❝❛rt♦♦♥ ✐♠❛❣❡s✱ ❚❱ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ st❛✐r✲❝❛s✐♥❣ ❡✛❡❝t ✭◆✐❦♦❧♦✈❛✱ ✷✵✵✵✮ ✭s❡❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❚❱ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s♠♦♦t❤
✐♠❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✮✳

❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✸✱ t❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ s❡tt✐♥❣ ❛s t❤❡
♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳✱ û = argmax

u

p(u|v)✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ ❛ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞✳
◆♦t❡ t❤❛t ♦t❤❡r ✜❞❡❧✐t② t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡

s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❚❱✲▲✶ ♠♦❞❡❧ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ✭❆❧❧✐♥❡②✱ ✶✾✾✷✮✿

û = argmin
u

‖v − u‖1 + λ
∑

x

|∇u(x)| . ✭✷✳✷✻✮

◆✐❦♦❧♦✈❛ ✭✷✵✵✸✮ s❤♦✇s t❤❛t ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠s ❛r❡ ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ ♦✉t❧✐❡rs t❤❛♥ s♠♦♦t❤
✜❞❡❧✐t② t❡r♠s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❚❱✲▲✶ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♥tr❛st
✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t r❡♠♦✈❡ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥st❡❛❞ ✭❈❤❛♥ ❛♥❞ ❊s❡❞♦✠❣❧✉✱ ✷✵✵✺❀ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳



✷✷ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘❖❋ ❛♥❞ t❤❡ ❚❱✲▲✶ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦r t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r✱ s✐♥❝❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ℓ2 ♥♦r♠ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♠❡❞✐❛♥ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠✳

❖t❤❡r ♥♦r♠s ♦♥ t❤❡ ♣r✐♦r t❡r♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ P♦tts ♠♦❞❡❧ ♣❡♥❛❧✐③❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ st❡♣ ✭❲✉✱ ✶✾✽✷✮✳ ■t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ℓ0 ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲♥✉❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ P♦tts ♠♦❞❡❧ s✉♠s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧
♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ P♦tts ♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞ t♦ s♦❧✈❡ ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭◆P✮ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚✐❦❤♦♥♦✈
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

∑

x |∇u(x)|2 ✐s ❛ ❝♦♥✈❡① ♣r✐♦r ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡❣✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥s ✉♥❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧
s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜✉t ❡❛s② t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✜❧t❡rs ✐s t❤❛t
t❤❡② ❝❛♥♥♦t r❡st♦r❡ ❧❛r❣❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣✉♥❝t✉❛❧ t❛r❣❡ts ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
♣❛tt❡r♥s ♦r t❡①t✉r❡s✳ ❉✐❝t✐♦♥❛r②✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛✐♠s ❛t r❡st♦r✐♥❣ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛♥❦s t♦ ❛
❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦r ❛ ❝♦❞❡✲❜♦♦❦ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣✉♥❝t✉❛❧ t❛r❣❡ts✱ ❡❞❣❡s✱ t❡①t✉r❡s ♦r ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✳

✷✳✹ ❉✐❝t✐♦♥❛r②✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✿ s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✜♥❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ❜② ❉♦♥♦❤♦
❛♥❞ ❏♦❤♥st♦♥❡ ✭✶✾✾✹✮ t❤❛t s♣❛t✐❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❝❛♥ ✐♥st❡❛❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦♥ ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♣❛❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❛t♦♠s ♦r ❝♦❞❡✲❜♦♦❦✳ ❚❤✐s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡
r❡❧❡✈❛♥t t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❢❡✇ ✇♦r❞s✳

❉✐❝t✐♦♥❛r②✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ♠♦❞❡❧ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ K ❛t♦♠s dk ♦❢
❞✐♠❡♥s✐♦♥ N ✳ ❚❤❡ N×K ♠❛tr✐① D✱ ✇❤♦s❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ t❤❡ ❛t♦♠s dk ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ■♥
s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♣❛rs❡ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞
❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t Dα ✇❤❡r❡ t❤❡ K✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r α ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s♣❛rs❡ ✭✐✳❡✳✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♦❢
✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧✮✳ ❉✐❝t✐♦♥❛r②✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ u ✜tt✐♥❣
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ v✿

min
D,α
‖Dα− v‖22 s✉❜❥❡❝t t♦ ‖α‖0 < ε ✭✷✳✷✼✮

✇❤❡r❡ ε > 0 ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♣❛rs✐t② ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ‖α‖0 ✐s t❤❡ ℓ0 ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠ ♦❢
α✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s✳ ❊q✳ ✭✷✳✷✼✮ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❛ s♣❛rs❡ ✈❡❝t♦r α ❛♥❞ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r②
D t❤❛t ❝❛♥ s②♥t❤❡s✐③❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ u✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s s❛✐❞ t♦ r❡❧② ♦♥ ❛ s♣❛rs✐t② s②♥t❤❡s✐s

♣r✐♦r✳ ❇② ♦♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛ s♣❛rs✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♣r✐♦r ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢✿

min
D,u
‖u− v‖22 s✉❜❥❡❝t t♦ ‖Dtu‖0 < ε . ✭✷✳✷✽✮

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❛t❤❡r s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❛♥ ✐♠❛❣❡ u ❛♥❞ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② D s✉❝❤ t❤❛t u ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞
❛s s♣❛rs❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② D✳ ❲❤❡♥ D ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

❲✐t❤♦✉t r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ D✱ ❉❛✈✐s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✷✳✷✼✮ ❝❛♥
❧❡❛❞ t♦ ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭◆P✮ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠s ✭s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧✮✳ ❚♦ r❡❧❛① t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡
ℓ0 ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠ ✐s ♦❢t❡♥ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ♦t❤❡r ♥♦r♠s✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥✿

min
D,α
‖Dα− v‖22 s✉❜❥❡❝t t♦ ‖α‖1 < ε . ✭✷✳✷✾✮



✷✸

×

✭❛✮ ◆♦✐s②✲✐♠❛❣❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭❜✮ ❙♦❢t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣

√

✭❝✮ ❉❡♥♦✐s❡❞ r❡s✉❧t

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s♦❢t✲t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♥ ✭t♦♣✮ t❤❡ ❉❈❚ ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s✲❉❲❚✳
❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ s✉❝❤ ❛s ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❛r❦
❛♥❞ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❜r✐❣❤t✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ❝❧❡❛r❧② t❤❡ t❤❡ ❉❲❚ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♣❛rs❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜❡tt❡r s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛r♣ ❢❡❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
s♦❢t✲t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❉❲❚ ❧❡❛❞s t♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s ❦♥♦✇♥ ❛s ●✐❜❜s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ✜①❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❊q✳ ✭✷✳✷✾✮ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ▲❆❙❙❖ ✭❧❡❛st ❛❜s♦❧✉t❡
s❤r✐♥❦❛❣❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✮ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❢❛✈♦rs s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢❡✇❡r ♥♦♥③❡r♦
❡♥tr✐❡s ✭❚✐❜s❤✐r❛♥✐✱ ✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ℓ0 ♥♦r♠ ❜② t❤❡ ℓ2 ♥♦r♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❚✐❦❤♦♥♦✈
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❦♥♦✇♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s♠♦♦t❤ ❛♥❞ ♥♦♥✲s♣❛rs❡ ❡st✐♠❛t❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s
s❤❛r♣ ❛♥❞ s♣❛rs❡✿ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡r✈❡ s♣❛rs✐t②✳

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✷✳✷✼✮ ❛♥❞ ✭✷✳✷✾✮✱ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✭❡✳❣✳✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❜❛s✐s
❢♦r♠❡❞ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞s✱ ✇❛✈❡❧❡ts✱ ✳ ✳ ✳ ✮✱ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✭❡✳❣✳✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✮✱ ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✭❡✳❣✳✱ ✐♥ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣✮ ♦r ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✐t❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❡✳❣✳✱ ❆❤❛r♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝❛♥
❝♦♥st✐t✉t❡ ❡✐t❤❡r ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s♣❛❝❡ ♦r ❛♥ ♦✈❡r✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❢❛♠✐❧② ✭❡✳❣✳✱ ❛♥
✉♥❞❡❝✐♠❛t❡❞ ✇❛✈❡❧❡t ❢❛♠✐❧②✮✳

✷✳✹✳✶ ❖rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s ❛ ❣✐✈❡♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s D✱ ❤❡♥❝❡✱ K = N ✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ❡❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αk ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ v ♦♥ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ dk✿

αk = 〈v|dk〉 ✭✷✳✸✵✮



✷✹ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

✇❤❡r❡ 〈v|dk〉 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ v ♦♥ dk✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❝♦s✐♥❡ ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡t ❜❛s❡s ❛r❡
❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♠♦st ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧ ♦r ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❢❡✇ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s
❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❏P❊● ❛♥❞ ❏P❊●✷✵✵✵✳

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦s✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❈❚✮ ✉s❡s ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢♦r♠❡❞ ♦❢ N ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✐♥✉s♦✐❞❛❧
❞✐s❝r❡t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

dn(f) = cos
( π

2N
(2n+ 1)f

)

✭✷✳✸✶✮

✇❤❡r❡ n = [0, N − 1] ❛♥❞ f = [0, N − 1]✳ ❚❤❡ ❉❈❚ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡♥ ❛♥② s✐❣♥❛❧ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢
s✐♥✉s♦✐❞s✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭❉❋❚✮ ✇❤✐❝❤
❡♥❝♦❞❡s ❛ s✐❣♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡s❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s❤❛r♣ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥
❡❞❣❡ ❤❛s ❛ ✇✐❞❡❜❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❈❚ ✐s t❤❡♥
❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❈❚ ✐s t❤❛t ❛t♦♠s ❛r❡ ♥♦t ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ s♣❛❝❡
✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❉❈❚ ♦r t❤❡ ❉❋❚ ♦♥ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱ ❜✉t
s✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❉❈❚ ❝❛♣t✉r❡s ♦♥❧② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠
✭❉❲❚✮ ❝❛♣t✉r❡s ✐♥st❡❛❞ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ s❝❛❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❉❲❚ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡
❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❉❲❚ ✉s❡s ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠♦t❤❡r ✇❛✈❡❧❡t
ψ(t) ❛♥❞ ✐ts ❞❛✉❣❤t❡r ✇❛✈❡❧❡ts ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❞②❛❞✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ♦❢ ψ✿

dj,k(t) =
√
2
j
ψ
(
2jt− k

)
✭✷✳✸✷✮

✇❤❡r❡ j ❛♥❞ k ❛r❡ t✇♦ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❯♥❧✐❦❡ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦t❤❡r ✇❛✈❡❧❡t ψ(t) ✐s ❝❤♦s❡♥
s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② r❡♣r❡s❡♥t s❤❛r♣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r s♠♦♦t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
◆♦t❡ t❤❛t s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♠♦t❤❡r ✇❛✈❡❧❡t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣❡r❢❡❝t r❡❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥✳ ❍❛❛r✱ ❉❛✉❜❡❝❤✐❡s ❛♥❞ ●❛❜♦r ✇❛✈❡❧❡ts ❛r❡ t②♣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭❉❛✉❜❡❝❤✐❡s✱ ✶✾✾✷❀ ▲❡❡✱ ✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡ ✷❉ ❉❈❚ ❛♥❞ t❤❡ ✷❉ ❉❲❚ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶❉ ❉❈❚ ❛♥❞ ✶❉ ❉❲❚ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
✷❉ ❉❲❚ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ s✉❜✲❜❛♥❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t s❝❛❧❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ❘✐❞❣❡❧❡ts ✭❈❛♥❞ès✱ ✶✾✾✽❀ ❈❛♥❞ès ❛♥❞ ❉♦♥♦❤♦✱ ✶✾✾✾✮✱
❝✉r✈❡❧❡ts ✭❈❛♥❞❡s ❛♥❞ ❉♦♥♦❤♦✱ ✷✵✵✵❀ ❙t❛r❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✱ ❜❛♥❞❡❧❡ts ✭▲❡ P❡♥♥❡❝ ❛♥❞ ▼❛❧❧❛t✱
✷✵✵✺❀ ▼❛❧❧❛t ❛♥❞ P❡②ré✱ ✷✵✵✼✮✱ ❝♦♥t♦✉r❧❡ts ✭❉♦ ❛♥❞ ❱❡tt❡r❧✐✱ ✷✵✵✺✮✱ ❣r♦✉♣❧❡ts ✭▼❛❧❧❛t✱ ✷✵✵✾❛✮ ♦r
r❛♥❞♦♠ ❜❛s✐s ✭✐✳❡✳✱ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣✱ s❡❡ ❉♦♥♦❤♦✱ ✷✵✵✻✮ ❛r❡ ♦t❤❡r ✜①❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s
✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡❞✉♥❞❛♥t✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛s✳ ❙❡❡ ✭▼❛❧❧❛t✱ ✷✵✵✾❜✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t
s✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳

❋♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦s✐♥❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠s ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ♥♦✐s❡✳ ▲❡t β ❜❡ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♠❛❣❡ α✳ ◆♦✐s❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ str♦♥❣❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② ③❡r♦✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✷✼✮ ❧❡❛❞s t♦ ❤❛r❞✲t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❍❚✮
✭▼❛❧❧❛t✱ ✷✵✵✾❜✮✿

û = Dα̂HT ✇❤❡r❡ α̂HT
k = βk ✐❢ |βk| > λ ❛♥❞ 0 ♦t❤❡r✇✐s❡ ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ λ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡✐♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♦❢ ✭✷✳✷✾✮ ❧❡❛❞s t♦ s♦❢t✲t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✭❙❚✮ ✭❉♦♥♦❤♦ ❛♥❞ ❏♦❤♥st♦♥❡✱ ✶✾✾✹✱ ✶✾✾✺✮✿

û = Dα̂ST ✇❤❡r❡ α̂ST
k = sign(βk) ·max(0, |βk| − λ) . ✭✷✳✸✹✮

❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ λ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s λ = σ
√
2 logN ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❉♦♥♦❤♦

❛♥❞ ❏♦❤♥st♦♥❡✱ ✶✾✾✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❉♦♥♦❤♦ ❛♥❞ ❏♦❤♥st♦♥❡ ✭✶✾✾✺✮ s❤♦✇ t❤❛t s♣❛t✐❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢



✷✺

t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡✐r ♠❡t❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ❙✉r❡❙❤r✐♥❦✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❙❯❘❊ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✻✳✹✳ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ s❤♦✇ ♥❡①t✱ ✇✐t❤ ❇❛②❡s❙❤r✐♥❦✱
t❤❛t ❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✭♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▲❛♣❧❛❝❡✮ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ▼❛❧❧❛t✱ ✶✾✽✾✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❲✐❡♥❡r ✜❧t❡r ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❇❛②❡s✬ ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡
st❛t✐st✐❝❛❧ ❧✐t❡r❛t✉r❡✮ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼✉r❡s❛♥ ❛♥❞ P❛r❦s ✭✷✵✵✸✮ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵❛✮✳ ❲✐❡♥❡r
✜❧t❡r s❡❛r❝❤❡s ❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ t❤❡ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡
❡rr♦r✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠s ♠❛♣s v =
u+ε t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts β = α+ξ ✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ u✱ β ✐s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ v ❛♥❞ ξ ✐s
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ε✳ ❯♥❞❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ argmin

w
E
[
(wαk − βk)2

]

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✿

û = Dα̂Wiener ✇❤❡r❡ α̂Wiener
k =

σ2αk

σ2αk
+ σ2ξk

βk . ✭✷✳✸✺✮

✇❤❡r❡ σαk
❛♥❞ σξk ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ αk ❛♥❞ ξk ✭❙❝❤❛r❢ ❛♥❞ ❉❡♠❡✉r❡✱

✶✾✾✶✮✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❊q✳ ✭✷✳✸✺✮ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❚✐❦❤♦♥♦✈✬s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ℓ2 ❝♦♥str❛✐♥t✳

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
❛t ❤❛♥❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❆❜r❛♠♦✈✐❝❤ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❞✐❛♥ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥
❝♦♥t❡①t ❢♦r ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ r❡❣r❡ss✐♦♥✳

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❲❡❣♠❛♥♥ ❛♥❞
❩❡t③s❝❤❡ ✭✶✾✾✵✮❀ ❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐ ✭✶✾✾✼✮❀ ❇✉❝❝✐❣r♦ss✐ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐ ✭✶✾✾✾✮ s❤♦✇ t❤❛t ♥❡❛r❜② ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ♣r❡s❡♥t ❤✐❣❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ P♦rt✐❧❧❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ s✉❣❣❡st ♠♦❞❡❧✐♥❣
t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ s✉❜✲❜❛♥❞s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
s❝❛❧❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❝❛❧❡ ♠✐①t✉r❡ ✭●❙▼✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
❇❛②❡s✐❛♥ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ✭❇▲❙✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❇▲❙✲●❙▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ✇❛✈❡❧❡t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳

❖rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s ♠❛② ♥♦t ❢♦r♠ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❜❛s✐s✱ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s✉❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts s✉❝❤ ❛s ●✐❜❜s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛
✭✐✳❡✳✱ ❧❛r❣❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻✮✳ ❙♦♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲
s❤✐❢t ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❜❛s✐s✿ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ s❤✐❢t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ♥♦t ❛ s❤✐❢t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡
♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❙❤✐❢t✲✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ r❡❞✉♥❞❛♥t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s s✉❝❤
❛s t❤❡ ❝②❝❧❡✲s♣✐♥♥✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦r t❤❡ ✉♥❞❡❝✐♠❛t❡❞ ✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ✭s❡❡ ❙❤❡♥s❛✱ ✶✾✾✷❀
▼❛❧❧❛t ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ✶✾✾✸❀ ❈♦✐❢♠❛♥ ❛♥❞ ❉♦♥♦❤♦✱ ✶✾✾✺❀ P❡sq✉❡t ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻✮✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s✉❝❤
s❤✐❢t✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✻✮✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ●✉❧❡r②✉③ ✭✷✵✵✼✮ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❇▲❙✲●❙▼ ✜❧t❡r✳

✷✳✹✳✷ ❘❡❞✉♥❞❛♥t ♦r ♦✈❡r✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❙♣❛rs❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❞✉♥❞❛♥t ♦r ♦✈❡r✲❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r ❧❡❛r♥❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡
t♦♣✐❝ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✭❖❧s❤❛✉s❡♥ ❛♥❞ ❋✐❡❧❞✱ ✶✾✾✻❀ ❙t❛r❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❀ ❆❤❛r♦♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻❀ ▼❛✐r❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②D ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ℓ0 ♣s❡✉❞♦✲
♥♦r♠ ✭✷✳✷✼✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❉❛✈✐s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮✳ ▲♦❝❛❧✲♦♣t✐♠❛ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣✉rs✉✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▼❛❧❧❛t
❛♥❞ ❩❤❛♥❣ ✭✶✾✾✸✮✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♣✉rs✉✐t ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♣r♦❥❡❝ts t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r✳ ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ i✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣✉rs✉✐t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣



✷✻ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

❧✐♥❡❛r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ❛t♦♠s✿

ûi =

i∑

j=1

〈
Rj |dk∗

〉
dk∗ ✭✷✳✸✻✮

✇❤❡r❡ k∗ = argmax
k

∣
∣
〈
Rj |dk

〉∣
∣ , ✭✷✳✸✼✮

✇❤❡r❡ Rj ✐s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ j✱ ✐✳❡✳✱ Rj = v− ûj−1 ✐❢ j > 1 ❛♥❞ Rj = v ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ s♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ♣✉rs✉✐t ❤❛✈❡ ❧❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t♦ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣✉rs✉✐t ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② P❛t✐
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t✱ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐s ♣✉rs✉✐t ✉♥❞❡r t❤❡ ℓ1
❝♦♥str❛✐♥t✳

❲❤❡♥ r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞✴♦r ♦✈❡r✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs✱ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❢♦r s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦r ✈❡❝t♦r
q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥✳ ❱❡❝t♦r q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡①tr❡♠❡ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✈❡❝t♦r✿ t❤❡ ❝❡♥tr♦ï❞ ♦❢ ✐ts ❝❧✉st❡r✳ ❆♥② ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥t ❛♥❞ ♦✈❡r✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡
❑✲♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❤❛r♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑✲▼❡❛♥s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ s♣❛rs✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ℓ0 ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠ ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✷✳✷✼✮✮✳ ■t ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✇♦ st❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

✶✳ t❤❡ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣ st❛❣❡ ✉s❡s ❛ ♣✉rs✉✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s♣❛rs❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤
♥♦✐s② s❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ✜①❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r② D ❛♥❞✱

✷✳ t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ ✉♣❞❛t❡ st❛❣❡ ❛❞❛♣ts t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② D ❜② s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ✉♣❞❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥
dk ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❑ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✭❑✲❙❱❉✮ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡
❣r♦✉♣ ♦❢ ♥♦✐s② s❛♠♣❧❡s ✇❤♦s❡ s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αk✳

▲❡❛r♥✐♥❣ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❑✲❙❱❉ ✉s❡s s✉❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 8× 8 s♠❛❧❧ s✉❜✲✐♠❛❣❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✐ts❡❧❢✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡✐r s♠❛❧❧
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ s✉❝❤ s✉❜✲✐♠❛❣❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛t❝❤❡s✱ ♣r❡s❡♥t ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞
✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❧✉st❡rs r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ♣❛tt❡r♥s t❤❛t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✇❤✐❝❤ ❡♥❝♦❞❡s s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡♣✐t♦♠❡✱ ❤❛s ❜❡❡♥
r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ✭❇❡♥♦ît ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ♣❛t❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢
t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✷✳✺ P❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✿ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r ✐♠❛❣❡s

P❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ♠♦❞❡❧ ✐♠❛❣❡s ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✭✐✳❡✳✱ s♠❛❧❧ ✇✐♥❞♦✇s ❡①tr❛❝t❡❞ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦r ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✐♠❛❣❡s✿ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥t❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤✉s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s ♦❝❝✉r s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r
♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛✱ ❛❧♦♥❣ ❡❞❣❡s ♦r ♦♥ ❛ r❡♣❡t✐t✐✈❡ t❡①t✉r❡ ✭s❡❡
❋✐❣✳ ✷✳✼✮✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞❡❧s s❡❡♠ t♦ ✜t ✇❡❧❧ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ♠❛♥② ✐♠✲
❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❡①t✉r❡ s②♥t❤❡s✐s ✭❊❢r♦s ❛♥❞ ❋r❡❡♠❛♥✱ ✷✵✵✶❀ ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✶❀ ❑✇❛tr❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ t❡①t✉r❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❱❛r♠❛ ❛♥❞ ❩✐ss❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✸✮✱ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
✭❋r❡❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✱ ✐♥♣❛✐♥t✐♥❣ ✭❈r✐♠✐♥✐s✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❡❞✐t✐♥❣ ✭❈❤♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳

❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥s❡♠❜❧❡✿

{(x, u(Px)) | x ∈ Ω} ✇❤❡r❡ Px ⊂ Ω ❛♥❞ u(Px) = (uk)xk∈Px . ✭✷✳✸✽✮



✷✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳

❋♦r ❛ ✜①❡❞ ✭♦❞❞✮ ✇✐❞t❤ p✱ t❤❡ s✉❜s❡t Px ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣✐①❡❧s x′ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
p× p sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ x✿

Px =

{

x′ = x+ τ

∣
∣
∣
∣
∣
τ ∈

s
−p− 1

2
,
p− 1

2

{2
}

✭✷✳✸✾✮

✇❤❡r❡ Jn1, n2K = {n1, n1 + 1, . . . , n2}✳ ❚❤❡ ♣❛t❝❤ Px ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲sq✉❛r❡ s❤❛♣❡✱ ❜❡
♥♦♥ s♣❛t✐❛❧❧②✲❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❤❛✈❡ s♣❛❝❡✲✈❛r②✐♥❣ s❤❛♣❡s ❛♥❞✴♦r s♣❛❝❡✲✈❛r②✐♥❣ s✐③❡s ✭s❡❡ ❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾✱ ❛♥❞ ❈❤❛♣✳ ✼✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

∀x, #
{
x′ | u(Px) ≃ u(Px′)

}
≫ 1 ✭✷✳✹✵✮

✇❤❡r❡ #E ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡t E ❛♥❞ u(Px) ≃ u(Px′) ❞❡♥♦t❡s t❤❛t u(Px) ❛♥❞ u(Px′) ❛r❡
s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❋r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ u ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s s✉❝❤ t❤❛t ✐ts ❝♦♥t❡♥t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x ✐s
t❤❡ ✈❡❝t♦r u(Px)✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ Ω t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ |P | ❛♥❞
❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

∀x, u(x) = u(Px) . ✭✷✳✹✶✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡❞✉♥❞❛♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♥str✉❝t✲
✐♥❣ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤✐s ✐♠❛❣❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✺✳✹✳

❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❆✇❛t❡ ❛♥❞ ❲❤✐t❛❦❡r ✭✷✵✵✺✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✇✐t❤ t❤❡ ❯■◆❚❆ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣
♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡s ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠
t❤❡ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❡①t✉r❡ s②♥t❤❡s✐s ❜② ❊❢r♦s ❛♥❞ ▲❡✉♥❣ ✭✶✾✾✾✮✳



✷✽ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

✷✳✺✳✶ ◆♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s ✭◆▲ ♠❡❛♥s✮ ✜❧t❡r

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❯■◆❚❆ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s❤❛r❡❞ ❜② r❡❞✉♥❞❛♥t ♣❛t❝❤❡s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✭✐✳❡✳✱ t♦ s❡❧❡❝t ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ s✐♠✐❧❛r
♣✐①❡❧s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ✜❧t❡rs✱ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ s♣❛t✐❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ♦♥❧② ♣❛t❝❤
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛s ♣✐①❡❧
✈❛❧✉❡s ❢❛r ❛♣❛rt ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧
♣♦s✐t✐♦♥ x ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s v(x′) ✇✐t❤ ♣❛t❝❤❡s v(x′) s✐♠✐❧❛r t♦ v(x)✳
■♥ ❦❡r♥❡❧ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ◆❛❞❛r❛②❛✲❲❛ts♦♥ ❡st✐♠❛t♦r ❦♥♦✇♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E[V (x)|u(x)]✳ ■♥ t❤❡✐r s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r✱ ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❞❡✜♥❡
✇❡✐❣❤ts ❜② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ p× p sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s u(Px)
❛♥❞ u(Px′) ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣✐①❡❧✮✿

û(x) =

∑

x′ w(x, x′)v(x′)
∑

x′ w(x, x′)
✭✷✳✹✷✮

✇❤❡r❡ w(x, x′) = ϕ

(
d2(v(Px′), v(Px))

2|P |h2
)

✭✷✳✹✸✮

✇❤❡r❡ ϕ ✐s ❛ ❦❡r♥❡❧ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ R
+ → [0, 1]✱ d ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ❛ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ t❛❦✐♥❣

✐ts ✈❛❧✉❡s ✐♥ R
+✱ |P| = p× p ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ h > 0 ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣✳

◆♦t❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❛t ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐ss✉❡s✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s x′ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞
t♦ ❛ ❧❛r❣❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❲x ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ x✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭s❡❡ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ ❢♦r ❛ ♠♦r❡
❡①t❡♥s✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤✐s s✉❜❥❡❝t✮✿

❚❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ |❲|✿ t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✹✷✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s❡❛r❝❤
✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✿ ✐t ✐s ❜② ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❛♥ ℓ× ℓ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ❲ =
J− ℓ−1

2 , ℓ−1
2 K2✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x ✐s t❤❡♥ ❲x = x+❲✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥

✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤♦✉❣❤✱
s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❧♦❝❛❧❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇s ✭❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞
❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✮ ♦r r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r s♠❛❧❧ ♦♥❡s ✭s❡❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙❛❧♠♦♥ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞
❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✳ ✷✳✾✮✳

❚❤❡ ♣❛t❝❤ s✐③❡ |P|✿ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✺✱ ✼ ♦r ✾✳ ❯s✐♥❣ ❛ ✇✐❞t❤
p = 1 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ✭❨❛r♦s❧❛✈s❦②✱ ✶✾✽✺✮✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r
✐s ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦r t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡
r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✹✵✮✳ ❆ s✐③❡ t♦♦ s♠❛❧❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✇r♦♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣✐①❡❧s ❧❡❛❞✐♥❣ ❡✐t❤❡r t♦ ❛ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ ♦r ❛ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h✳ ❆ s✐③❡ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❧❡❛❞s ✐♥st❡❛❞ t♦ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✼✮✿
t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♥♦t r❡❞✉❝❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ s✉❝❤ ❧❛r❣❡ ♣❛t❝❤❡s ❤❛✈❡ ♥♦ s✐♠✐❧❛r r❡♣❧✐❝❛✳ ❙❡❡
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳ ❚❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② s♣❛❝❡✲✈❛r②✐♥❣✳ ■♥ ♠♦st ♣❛♣❡rs t❤❡ ♣❛t❝❤
✇✐❞t❤ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋❡✇ ✇♦r❦s ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ♦❢ ✉s✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ s✐③❡s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ❜② ▼❛✐r❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮✱ ✉s✐♥❣ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s ✭❙❱▼✮✳
❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇❛s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✭❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐✱ ✷✵✶✵✮✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✼✱ ❛ ❧♦❝❛❧ ❛❞❛♣t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s✳

❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h✿ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♣❧❛②s t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡ ❛s t❤❡ ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤ ❢♦r ❦❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ st❛t✐st✐❝s ✭s❡❡ ❲❛ss❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✼✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❲✐t❤ ♦✉r ♣❛✲
r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ t❤❡ s♠♦♦t❤❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜❡❝♦♠❡s✳ ❲❤❡♥ h → 0✱ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ t❡♥❞s t♦✇❛r❞ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥ h→∞✱ t❤❡ ✜❧t❡r t❡♥❞s t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡
✜❧t❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✾✮✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❛♥❞ ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥



✷✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ✭t♦♣✮ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♣❛t❝❤❡s s❤❛r❡
❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠✿ ❤❡r❡ ✵✳✷✵ ❛♥❞ ✵✳✵✺✳ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡
❛❧❛r♠✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r h ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❦❡r♥❡❧ ♦r ✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡ t✇♦
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❦❡r♥❡❧✳

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛♥❞ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡ ✐s t♦ s❡t ❛ s✐♥❣❧❡ h ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡
✐♠❛❣❡✱ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝r♦ss ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ✭P♦❧③❡❤❧
❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥②✱ ✷✵✵✻❜❀ ❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❡t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ ❛ χ2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡tr✐❝ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣✐①❡❧s
✭♦r ♣❛t❝❤❡s✮ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳ ❱❛♥ ❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r ✭✷✵✵✾✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s t♦ ❣❧♦❜❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h✳ P✉rs✉✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ❉♦ré ❛♥❞ ❈❤❡r✐❡t ✭✷✵✵✾✮❀
❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜✉t t♦ ❧♦❝❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✻✮✳

❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ϕ✿ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❜② ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛s t 7→ exp(−t)✱ ❜✉t ♦t❤❡r
❝❤♦✐❝❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■t ✇❛s ♥♦t✐❝❡❞ ❜②
s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ✭●♦♦ss❡♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ t❤❛t ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳
❘❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✢❛t ❦❡r♥❡❧s ♦r tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❦❡r♥❡❧s ♣r♦✈✐❞❡
s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❝♦st t❤❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❦❡r♥❡❧s ✭❇✉❛❞❡s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐✱ ✷✵✶✵✮✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✾✮ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✽✮✳

❚❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ d✿ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❜② ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❛s ❛
✇❡✐❣❤t❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s d(v(Px′), v(Px)) = ‖v(Px′) − v(Px)‖2,a✳
❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ a > 0✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣✐①❡❧✳ ❲❤❡♥ a→ 0✱
♦♥❧② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣✐①❡❧ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤✐❧❡ ✇❤❡♥ a → ∞✱ ❛❧❧ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛s ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡
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●
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s

✭❛✮ ◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❝✮ ●♦♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚
♦
♦
❧♦
✇
♣
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❡t
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s

❚
♦
♦
❤
✐❣
❤
♣
❛r
❛♠

❡t
❡r
s

✭❞✮ ❙❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ |❲| ✭❡✮ P❛t❝❤ s✐③❡ |P| ✭❢✮ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ h

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ✉s❡s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ♦♥❡ ❧❡ss
♣❛r❛♠❡t❡r✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡❞
❜② r❡✜♥✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❝❤❡s ♦r ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞
❢r♦♠ ❛ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭P♦❧③❡❤❧
❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥②✱ ✷✵✵✻❛✮ ♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❇r♦① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ●♦♦ss❡♥s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽✮✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ ❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ s❡❧❡❝t ♣❛t❝❤❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡✐r t❤r❡s❤♦❧❞❡❞ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭✐✳❡✳✱ ❜❡t✇❡❡♥ s♠♦♦t❤❡❞ ♣❛t❝❤❡s✮ ❛♥❞✱ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞
st❡♣✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✳ ■♥ ✭❆③③❛❜♦✉
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❛❀ ❚❛s❞✐③❡♥✱ ✷✵✵✽❀ ❖r❝❤❛r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❱❛♥ ❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r✱ ✷✵✶✶✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
s✉❣❣❡st✱ ❢♦r ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢



✸✶

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❚❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ❝♦♠❜✐♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣✐①❡❧s x′ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s Px ❛♥❞ Px′ ❝❡♥t❡r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s✐t❡s x ❛♥❞
x′✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♣✐①❡❧s x′ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❲x ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡
♣✐①❡❧ x✳

t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ♦♥ t❤❡✐r ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦r
P❈❆✮✳ ■❢ ♥♦✐s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❧❡❛✈❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ ❛①❡s ♦❢ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✜❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▲♦✉❝❤❡t ❛♥❞ ▼♦✐s❛♥ ✭✷✵✶✶✮ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❋❡✇ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♦r ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❝❤❡s✳
❆❢t❡r st✉❞②✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s t♦ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✸✱ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦✐s② ♦r ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡
♠❛✐♥ t♦♣✐❝ ♦❢ ❈❤❛♣✳ ✹ ❛♥❞ ✺✳

❈❡♥tr❛❧ ✇❡✐❣❤t ❝♦rr❡❝t✐♦♥✿ ❇② ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✹✸✮✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
x′ = x ✐s ♣r❡✲❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦
❛ str♦♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳ ❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮
s✉❣❣❡st r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡
s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✿

w(x, x) = max
x′∈❲x

w(x, x′) . ✭✷✳✹✹✮

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ v(Px′) ❛♥❞ v(Px) ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ✐t ✐s ♥♦ ♠♦r❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ x = x′✳ ❉♦ré ❛♥❞ ❈❤❡r✐❡t ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❙❛❧♠♦♥
✭✷✵✶✵✮ s✉❣❣❡st t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s
v(Px) ❛♥❞ v

′(Px) ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤✳ ❯♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱
t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s E

[
‖V (Px)− V ′(Px)‖22

]
= 2|P|σ2✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤t r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

w(x, x) = ϕ

(
σ2

h2

)

. ✭✷✳✹✺✮

❉♦ré ❛♥❞ ❈❤❡r✐❡t ✭✷✵✵✾✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧②✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

w(x, x) = max

[

max
x′∈❲x

w(x, x′), ϕ

(
σ2

h2

)]

. ✭✷✳✹✻✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✷✳✹✺✮ s✐♥❝❡ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇✐t❤ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❢ ϕ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❛❧s♦ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❜❧❡ ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥



✸✷ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢♦r♠ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✷✳✹✺✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❋♦r s♦♠❡ ♥♦✐s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ d✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✱ ✇❡
✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✷✳✹✹✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x✱ t❤❡ ♣✐①❡❧s x′ ❛r❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✇❡✐❣❤t ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s Px ❛♥❞ Px′ ✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤ts w(x, x′) ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡❛s♦♥s✱
t❤❡ ♣✐①❡❧s x′ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ✇✐♥❞♦✇ ❲x ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♣✐①❡❧ x✳

❘❡❧❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ✐♥t✐♠❛t❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♣❛t❝❤✲♠♦❞❡❧s✱ ✐t
❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❢♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❝♦♥❝❡♣t ✭▲❡❡✱
✶✾✽✸❀ ❨❛r♦s❧❛✈s❦②✱ ✶✾✽✺❀ ❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❇r❛❞②✱ ✶✾✾✼❀ ❚♦♠❛s✐ ❛♥❞ ▼❛♥❞✉❝❤✐✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r
❛♥❞ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ✭▲❡❡✱ ✶✾✽✸❀ ❨❛r♦s❧❛✈s❦②✱ ✶✾✽✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✇❤❡r❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ✐♥st❡❛❞
♦❢ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧✿ p = 1 ❛♥❞ Px = {x}✳ ❚❤❡s❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡r✈❡ s❤❛r♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦✐s❡✱ t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❜❡❝♦♠❡s ♥♦♥ r♦❜✉st ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦
❛ ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✾ ❢♦r ❛ ❧♦✇ ♣❛t❝❤ s✐③❡✮✳ ■❢ s✉❝❤ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✐s t♦♦ ✢❡①✐❜❧❡✿ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠❛♥② r❡❞✉♥❞❛♥t ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡ ❙❯❙❆◆ ✜❧t❡r ✭❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❇r❛❞②✱ ✶✾✾✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ✜❧t❡r ✭❚♦♠❛s✐ ❛♥❞ ▼❛♥❞✉❝❤✐✱ ✶✾✾✽✮
s✉❣❣❡st t❤❡♥ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t♦ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ❝❧♦s❡ s♣❛t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✿

w(x, x′) = exp

(

−‖x
′ − x‖2
2h21

)

exp

(

−(v(x′)− v(x))2
2h22

)

✭✷✳✹✼✮

✇❤❡r❡ h1 ❛♥❞ h2 ❛r❡ t✇♦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤
t❡r♠s✳ ❇② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❝❤ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✱ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✷✳✺✳✷ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡

❚❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ s✐♥❝❡ ♣✐①❡❧s ❢❛r ❛♣❛rt ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❝❛♥
❜❡ ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♥♦t❡❞ ❜② ❚s❝❤✉♠♣❡r❧é ❛♥❞ ❇r✉♥ ✭✷✵✶✶✮✱ ✐❢ t❤❡s❡
s❡❧❡❝t❡❞ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❢❛r ❛♣❛rt ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡② ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❞♦♠❛✐♥✳ ❖♥❡
❝❛♥ r❛t❤❡r ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳
❙✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ♣❛♣❡r ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❜② ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✺✮ ❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✳ ■t s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
♣❛t❝❤❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s✿

û(x) =

∑

x′ w(x, x′)v(x′)
∑

x′ w(x, x′)
✭✷✳✹✽✮

✇❤❡r❡ û(x) ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ u(x)✱ v(x) ✐s t❤❡ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ x ❛♥❞ w(x, x′) ❛r❡
t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✹✸✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❊q✳ ✭✷✳✷✵✮✱ ✐t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡
◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s
❦♥♦✇♥ t♦ ❞❛♠❛❣❡ s❤❛r♣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ▲❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤r❡❡ ♦❢
t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿

❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ P❉❊✬ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡✿ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ✭❚s❝❤✉♠♣❡r❧é ❛♥❞
❉❡r✐❝❤❡✱ ✷✵✵✺✮✱ ❚s❝❤✉♠♣❡r❧é ❛♥❞ ❇r✉♥ ✭✷✵✶✶✮ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✇✐t❤



✸✸

❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ P❉❊ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡✿

∂u(x)

∂t
= trace (D(x)H(x)) ✭✷✳✹✾✮

✇❤❡r❡ H(x) ✐s t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛t s✐t❡ x ❛♥❞ D ✐s ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❛♥t ✜❡❧❞ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❡♥s♦rs
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡✳

◆♦♥✲❧♦❝❛❧ ❣r❛♣❤s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✿ ◆♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡✳ ❯♥❧✐❦❡ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳✸✮✱ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣❡♥❛❧✐③❡
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s
❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✭✐✳❡✳✱ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✮ r❛t❤❡r t❤❛♥ ✐♥
s♣❛t✐❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳ ❑✐♥❞❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

∑

x

∑

x′∈Wx

(

1− exp

(

−‖u(x)− u(x′)‖2
h2

))

. ✭✷✳✺✵✮

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❧❡❛❞s t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✭✷✳✹✵✮✳ ◆❡①t✱
●✐❧❜♦❛ ❛♥❞ ❖s❤❡r ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜✉t ❝♦♥✈❡① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❡♥❛❧t② ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✲
✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❡♥❛❧t②✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P❡②ré ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥
♦♥ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❣r❛♣❤ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉s✐♥❣ t❤❡
❣r❛♣❤ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✿

∑

x

|∇wu(x)| ✇❤❡r❡ |∇wu(x)| =
√
∑

x′

w(x, x′)(u(x)− u(x′))2 , ✭✷✳✺✶✮

✇❤❡r❡ w(x, x′) ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ✇❡✐❣❤ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✷✳✹✸✮✮✳ ❖t❤❡r
❡♥❡r❣✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥
✭▼✐❣♥♦tt❡✱ ✷✵✵✽❀ ❊❧♠♦❛t❛③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❇♦✉❣❧❡✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❜✮✳ ❚❤❡s❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡s✳

P❛t❝❤ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❣r♦✉♣❡❞✲s♣❛rs✐t②✿ ❆❤❛r♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ ❛ s♣❛rs❡ ❞❡✲
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❡❛r♥❡❞ r❡❞✉♥❞❛♥t ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✿

min
D,A

∑

x

‖DA(x)− v(x)‖22 s✉❜❥❡❝t t♦
∑

x

‖A(x)‖0 < ε . ✭✷✳✺✷✮

✇❤❡r❡D ✐s ❛ |P|×K ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❢K ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞A ✐s ❛K×N ♠❛tr✐① ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥A(x)
✐s t❤❡ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x✳ ❙✉❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✇♦ st❛❣❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❑✲▼❡❛♥s ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✹✳✷✮✳ ▼❛✐r❛❧ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✾✮ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ✏t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ♦✈❡r❧❛♣✑✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣❛r❛❞♦①✿ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r ♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ s♣❛rs❡ ♠♦❞❡❧
✭◆▲❙▼✮ ♦❢ ▼❛✐r❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛♥ ℓp,q str✉❝t✉r❛❧ ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ℓ0 ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠✳ ❚❤❡ ℓp,q str✉❝t✉r❛❧ ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

‖A‖p,q =
∑

k

‖Ak‖pq ✭✷✳✺✸✮



✸✹ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛♥❞
t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✳ ❚❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ❛✈❡r❛❣❡s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ❛✈❡r❛❣❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t
❛✈❡r❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s✱ ❜✉t r❡❛❧✐③❡s ✐♥st❡❛❞ ❛ ❥♦✐♥t ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛t❝❤❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡♥♦✐s❡❞
✸❉ ❜❧♦❝❦✳

✇❤❡r❡ A
k ❛r❡ t❤❡ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❛❧ ♥♦r♠ ✐♠♣♦s❡s ❛ ❣r♦✉♣❡❞✲s♣❛rs✐t② ♦❢

t❤❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ℓ0,∞ ♣s❡✉❞♦✲♥♦r♠ ❝♦✉♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr②✳ ❚❤❡ ◆▲❙▼ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❊q✳ ✭✷✳✺✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♥♦r♠ ✭✷✳✺✸✮ ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢
s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②
♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ s✉❝❤ ♣❡♥❛❧t✐❡s ❢♦r❝❡ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s t♦ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡
❛t♦♠s s♦❧✈✐♥❣ t❤❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❛r❛❞♦①✳ ❇② ♠✐①✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❛❧✲♥♦r♠s ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✼✮✱ t❤❡ ◆▲▼❙ ❛❝❤✐❡✈❡s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✷✳✺✳✸ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣

❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ✸❉ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✭❇▼✸❉✮ ✜❧t❡r
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ st❛❝❦ Sx
♦❢ t❤❡ ♠♦st s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s✿

Sx = {x′ ∈ Ω | v(Px′) ≃ v(Px)} ✭✷✳✺✹✮

✇❤❡r❡ v(Px) ≃ v(Px′) ❞❡♥♦t❡s t❤❛t v(Px) ❛♥❞ v(Px′) ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ s✐♠✐❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❇② ♦r❞❡r✐♥❣ t❤✐s st❛❝❦ ❜② ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t②✱ ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✸❉ ❜❧♦❝❦ ❞❡♥♦t❡❞
❛s vSx ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ str♦♥❣ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ■♥ t❤✐s ✸❉ ❜❧♦❝❦✱ s✉❝❤ ❝♦♥t❡♥t ♠❛② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♥♦t
❛✈❡r❛❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❡♥♦✐s❡❞ ♣❛t❝❤ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛ ✸❉ ❝♦s✐♥❡
❜❛s✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✸❉ ❜❧♦❝❦ ûSx ❛❢t❡r ❲✐❡♥❡r t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✸❉ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭s❡❡
❙❡❝✳ ✷✳✹✳✶✮✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❛ t✇♦ ♣❛ss str❛t❡❣② ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡
❇▼✸❉ ✜❧t❡r ❦♥♦✇♥ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❘❡❝❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧ r❡❧②
♦♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✉s✐♥❣ ❛ st❛❝❦ ♦❢ ❧♦❝❛❧ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s ♦r ❜② ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❝❧✉st❡rs ♦❢
♣❛t❝❤❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣r❡✲❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ st❡♣ ✭❡✳❣✳✱ ▼❛✐r❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❀ ❈❤❛tt❡r❥❡❡
❛♥❞ ▼✐❧❛♥❢❛r✱ ✷✵✶✶✮✳

❚❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❇▼✸❉ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ st❡♣
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s s❡✈❡r❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿



✸✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s
❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x✱ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡
♣✐①❡❧ x ♦♥❧②✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡
♣❛t❝❤ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♣❛t❝❤❡s
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

✇❤✐❧❡ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ❛✈❡r❛❣❡s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡
◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ❛✈❡r❛❣❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s✱ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛✈❡r❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s✱ ❜✉t
r❡❛❧✐③❡s ✐♥st❡❛❞ ❛ ❥♦✐♥t ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛t❝❤❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✸❉ ❜❧♦❝❦✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✸❉ ❜❧♦❝❦ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ x ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛t❝❤❡s ❧♦❝❛t❡❞
❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ x′✿ ❡❛❝❤ ♣❛t❝❤ ✐s ❞❡♥♦✐s❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✜♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡
tr❛❞❡✲♦✛✿ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

✷✳✺✳✹ ❋r♦♠ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❞♦♠❛✐♥ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✿ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❆❢t❡r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥♦✐s❡❞ ♣❛t❝❤❡s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♦✈❡r❧❛♣✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ |P| ❡st✐♠❛t❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧
✈❛❧✉❡ u(x)✿ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦✐s❡❞ ♣❛t❝❤❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥s x′ s✉❝❤ t❤❛t x′ ∈ Px✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
✇❤❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ✉s❡❞✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡❛❝❤ t✐♠❡ x ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛ ♣❛t❝❤
Px′ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ✸❉ ❜❧♦❝❦ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x′′✱ ✐✳❡✳✱ ✇❤❡♥ x ∈ Px′ ❛♥❞ x′ ∈ Sx′′ ✳ ❚❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ û ❢r♦♠ t❤✐s s❡t ♦❢ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s
✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ♦❢ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛♥❞ ❛❢t❡r ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣✳

❚❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x✳ ❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐
✭✷✵✶✵✮ s✉❣❣❡st ✐♥st❡❛❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ✉s✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❘❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❚❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s s❡✈❡r❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧



✸✻ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②✱ ❢♦r ❛❞❛♣t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦r ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳

✷✳✻ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✿ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦rs

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡s♣♦♥s❡
✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ t♦♣✐❝ ♦❢ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡✲
❡st✐♠❛t❡s✱ ♦♥❡ ✇❛s ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r✐♦r✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❡r❛❝✐t② ♦❢ ❛ ♣r✐♦r ✐s s♣❛❝❡ ✈❛r②✐♥❣
❛♥❞ t❤❡♥ ❛ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ✐♥ ♦♥❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❤✐❧❡ ❛♥♦t❤❡r ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡
s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r r❡❣✐♦♥✳ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ♠♦st❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ t❛❦❡ ❧♦❝❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❆♠♦♥❣ K ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s uk ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ u✱ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s tr② t♦ ❧♦❝❛❧❧②
s❡❧❡❝t t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♦♥❡ ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ û✳

❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥s ❛✐♠ ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r✐s❦ ♦r✱ ✐♥ s❤♦rt✱ t❤❡ r✐s❦ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✮✳ ❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❧②
s❡❧❡❝ts t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r✐s❦✿

û(x) = argmin
uk(x)

R[Uk(x)] ✭✷✳✺✺✮

✇❤❡r❡ R[Uk(x)] = E‖Uk(x)− u(x)‖22 . ✭✷✳✺✻✮

❚❤✐s str❛t❡❣② ❧❡❛❞s t♦ ❜r✉t❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✳ ❚♦ ❧✐♠✐t t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❧♦❝❛❧❧② s❡❛r❝❤ ❢♦r
❛ ❧✐♥❡❛r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✿

û(x) =
∑

k

βk(x)uk(x) ✇❤❡r❡ (β1(x), . . . , βK(x)) = argmin
(β1(x),...,βK(x))

R

[
∑

k

βk(x)Uk(x)

]

.

✭✷✳✺✼✮

❉✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✇❡ ❛✐♠ t♦ s♦❧✈❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ◆❡♠✐r♦✈s❦✐ ✭✷✵✵✵✮ ❛♥❞ ❚s②❜❛❦♦✈ ✭✷✵✵✸✮✳ ■♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ▼❙❊
r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u ❜✉t ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡s
♦❢ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ v ❛❧♦♥❡ ✭♦r ✉♣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✮✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r
♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ v ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s uk ♦♥❧②✳

✷✳✻✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s uk ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ❧♦❝❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡
❝r✉❞❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✐s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✿

û(x) = argmin
uk(x)

❱❛r[Uk(x)] . ✭✷✳✺✽✮

❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ▼❙❊ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡
♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✉♥❜✐❛s❡❞✱ ✐✳❡✳✱ R[Uk(x)] = ❱❛r[Uk(x)]✳ ❲❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

❱❛r[Uk(x)] =

∑
wk(x, x

′)✷ ❱❛r[V (x′)]

[
∑
wk(x, x′)]

2 , ✭✷✳✺✾✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ■❈■ r✉❧❡ ✭♦r ▲❡♣s❦✐ ♠❡t❤♦❞✮ ❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜②
❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ✜rst
❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡✐r ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ✜rst ✜✈❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
✐♥t❡r✈❛❧s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ♦❢ ❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r ✭✷✵✵✻✮ s❡❧❡❝ts t❤❡ ✜❢t❤
❡st✐♠❛t❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ■❈■ r✉❧❡ s❡❧❡❝ts t❤❡
s✐①t❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥t❡r✈❛❧s✳

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✳✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❜✐♥❛r②✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥✿

❱❛r[U(x)] =
❱❛r[V (x)]

L
✭✷✳✻✵✮

✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❤♦♦s❡ t❤❡
❡st✐♠❛t♦r ✇❤✐❝❤ s❡❧❡❝ts t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣✐①❡❧s✳

❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❧✐♥❡❛r s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ▼❙❊ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s uk(x) ❛r❡ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❛♥❞
❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞✿

û(x) = min
β1(x),...,βK(x)

❱❛r

[
∑

k

βk(x)Uk(x)

]

. ✭✷✳✻✶✮

❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐ ✭✷✵✶✵✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t
∑

k βk(x) = 1✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥✿

βk(x) =
❱❛r[Uk(x)]

−1

∑

l❱❛r[U l(x)]−1
. ✭✷✳✻✷✮

❚❤✐s ❧❛st str❛t❡❣② ❧❡❛❞s t♦ s♠♦♦t❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ✭❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼❀ ❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐✱ ✷✵✶✵✮ ❢♦r t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥♦✐s❡❞ ♣❛t❝❤❡s✳ ❲❤❡♥ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s
❛r❡ ❜✐❛s❡❞✱ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇❡tt❡r
str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r✳



✸✽ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

✷✳✻✳✷ ◆❡st❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs ❛♥❞ t❤❡ ■❈■ r✉❧❡

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ▲❡♣s❦✐✬s ♠❡t❤♦❞ ✭▲❡♣s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✮ t♦ ❦❡r♥❡❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❛r❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ t♦
♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ❢♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♥❞ ✐s ❦♥♦✇♥ ✐♥ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛s t❤❡ ■❈■ ✭■♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡
■♥t❡r✈❛❧s✮ r✉❧❡ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❑❛t❦♦✈♥✐❦✱ ✶✾✾✾❀ ❑❛t❦♦✈♥✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡
❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ K ♥❡st❡❞ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s uk(x)✱ ✐✳❡✳✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♦r❞❡r t❤❡♠
❜② t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡✿

❱❛r(U1(x)) > ❱❛r(U2(x)) > . . . > ❱❛r(UK(x)) . ✭✷✳✻✸✮

❚❤❡ ■❈■ r✉❧❡ st❛rts ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s Ik(x) ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✿

Ik(x) =
[

uk(x)− γ
√

❱❛r[Uk(x)], uk(x) + γ

√

❱❛r[Uk(x)]

]

✭✷✳✻✹✮

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❯♥❞❡r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ u✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✐♥ u ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t u(x) ∈ Ik(x)✳

●✐✈❡♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✱ t❤❡ ■❈■ r✉❧❡ s❡❧❡❝ts ❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r
✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s✿

û(x) = uk∗(x) s✉❝❤ t❤❛t k∗ = sup{k = 1, . . . ,K | ∀l < k ,
⋃

l≤k

Il(x) 6= ∅} . ✭✷✳✻✺✮

❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r ✭✷✵✵✻✮ s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

û(x) = uk∗(x) s✉❝❤ t❤❛t k∗ = sup{k = 1, . . . ,K | uk(x) ∈ Il(x)} . ✭✷✳✻✻✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s ✉s✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✱ s✉❝❤ s❡❧❡❝t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❧❡❛❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
■❈■ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜② t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✜rst ❢♦✉r ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ t❤❡✐r ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳ ❚❤❡ ✜rst ✜✈❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲♥✉❧❧
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜❢t❤ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ❛♥❞ t❤❡ s✐①t❤
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥t❡r✈❛❧s✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s✉❝❤ r✉❧❡s ❤❛✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✇❡✐❣❤ts
s♠♦♦t❤✐♥❣ ✭P♦❧③❡❤❧ ❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥②✱ ✷✵✵✵✮✱ s❤❛♣❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇s ✭❑❛t❦♦✈♥✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✱ ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡s ✭❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ♦r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r②✲
✐♥❣ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇s ✭❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ✇❡✐❣❤ts✴✇✐♥❞♦✇s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ t❤✉s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✷✳✺✾✮✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡
♣r❡s❡♥ts ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❧✐❦❡ ❛ s♠❛❧❧ ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡✳

✷✳✻✳✸ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝ t♦ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✭▼❛❧❧♦✇s✱ ✶✾✼✸✮ ❧❡❛❞s t♦ ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❛t t❤❡ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ x✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

R̂[u(x)] = σ2Cp(u(x)) , ‖v(x)− u(x)‖22 −Dσ2 + 2p ✇❤❡r❡ p = ❱❛r[U(x)] . ✭✷✳✻✼✮

✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ p
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣r❡ss♦rs ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ u(x)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡
♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s u(xp) ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s②



✸✾

❞❛t❛ v(xp)✱ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r✐s❦✱ ✐✳❡✳✱ E[σ2Cp(x)] =
E‖v(x)− u(x)‖22✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❜❡tt❡r ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D ✐s ❧❛r❣❡✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✱ ❉♦ré ❛♥❞ ❈❤❡r✐❡t ✭✷✵✵✾✮ ✉s❡ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r h✳ ❙✐♥❝❡ ❣r❡② s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D = 1✱
t❤❡② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡
♣❛t❝❤ Px s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st x✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝ r❡q✉✐r❡s ❣r❡❛t ❝❛r❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✱ t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣
t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣✐①❡❧ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ♣✉♥❝t✉❛❧ t❛r❣❡ts✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❧♦❝❛❧ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✷✳✺✾✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✇❡✐❣❤ts
❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ▼❛❧❧♦✇s✬
Cp st❛t✐st✐❝ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

R̂[u(x)] = ‖v(Px)− u(Px)‖22 − |P|Dσ2 + 2σ2
∑
w(x, x′)✷

[
∑
w(x, x′)]2

. ✭✷✳✻✽✮

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❙t❡✐♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t♦r ✭❙❯❘❊✮ ✇❤✐❝❤✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝✱ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ r✐s❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❧✐❦❡ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝✱ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ ❙❯❘❊ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
♥♦r ❞♦❡s ✐t r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳

✷✳✻✳✹ ❙t❡✐♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t♦r ✭❙❯❘❊✮

❙t❡✐♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t♦r ✭❙❯❘❊✮ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t
r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ u✳ ▲❡t h(.) ❜❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦✐s②
✐♠❛❣❡✱ s✉❝❤ t❤❛t u = h(v)✳ ❯♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❙❯❘❊ ♣r♦✈✐❞❡s✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧s x✱
❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ▼❙❊ ✭❙t❡✐♥✱ ✶✾✼✸✱ ✶✾✽✶✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

R̂[u(x)] = ‖v(x)− u(x)‖22 −Dσ2 + 2Dσ2
∂u(x)

∂v(x)

∣
∣
∣
∣
v(x)

✭✷✳✻✾✮

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛✲
s♦♥❛❜❧❡ r❡❧❛t✐♦♥s✿

✐✮ lim|z|→∞h(u(x) + z)e−
z2

2σ2 = 0 , ✭✷✳✼✵✮

✐✐✮ E(h(V (x)))2 < +∞ , ❛♥❞ ✭✷✳✼✶✮

✐✐✐✮ E|h′(V (x))| < +∞ . ✭✷✳✼✷✮

✇❤❡r❡ h′(V (x)) = ∂h(v(x))
∂v(x)

∣
∣
∣
V (x)

✳ ▲✐❦❡ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✐s

❛❧s♦ ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D ✐s ❧❛r❣❡✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❯❘❊ ❡♠❡r❣❡❞ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r
❡st✐♠❛t❡s ✭▲✐✱ ✶✾✽✺✮ s✉❝❤ ❛s ❢♦r ♠♦❞❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ r✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ s♠♦♦t❤✐♥❣ s♣❧✐♥❡s✱ ❡t❝✳ ■t ✇❛s
t❤❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❯❘❊✲❙❤r✐♥❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭❉♦♥♦❤♦ ❛♥❞ ❏♦❤♥st♦♥❡✱ ✶✾✾✺✮✳ ❙♦❧♦ ✭✶✾✾✻✮ ❣❛✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❙❯❘❊ ❢♦r ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ❞❡✜♥❡❞
❛s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ r❡❣✉❧❛r ❡♥❡r❣②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧❡❛st sq✉❛r❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❛ ❙♦❜♦❧❡✈
♥♦r♠ ♦r t❤❡ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❇❡♥❛③③❛✲❇❡♥②❛❤✐❛ ❛♥❞ P❡sq✉❡t ✭✷✵✵✺✮ ✉s❡ ❙t❡✐♥✬s
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♦❢ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠❛❣❡s✳ ▲✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥
❙❯❘❊ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❇❧✉ ❛♥❞ ▲✉✐s✐❡r✱ ✷✵✵✼✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
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✭❛✮ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝
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✭❜✮ ❙❯❘❊

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r
h ✉s✐♥❣ ✭❛✮ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝ ❛♥❞ ✭❜✮ ❙❯❘❊✳ ❋✐rst r♦✇✿ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✳ ❙❡❝♦♥❞ r♦✇✿ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❛❝❤❡s ❛ ❧♦✇❡r ▼❙❊ ✇❡❧❧ ❡st✐♠❛t❡❞
❜② ❙❯❘❊ ✇❤✐❧❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝✳

❘❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❙❯❘❊ ✇❤❡♥ ❛ ❝❧♦s❡❞✲
❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦r t♦♦ ❝♦♠♣✉t❡r✲✐♥t❡♥s✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✱ ❱❛♥
❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r ✭✷✵✵✾✮❀ ❱❛♥ ❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r ✭✷✵✶✶✮ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▼❙❊ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❙❯❘❊ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ✇❡❧❧ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ▼❙❊✳ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r✐s❦ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ s❡tt✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝ ❛♥❞ ❙❯❘❊ ✐s t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ ❧♦❝❛❧
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ D ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡
t❡r♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ r❡s✐❞✉❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✐s❡✮✿ ‖v(x)−u(x)‖22✳ ❯♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤✐s t❡r♠ ❤❛s ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ❛s σ4✳ ❚♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❉♦ré ❛♥❞ ❈❤❡r✐❡t ✭✷✵✵✾✮ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s t❡r♠ ♦♥ ♣❛t❝❤❡s✳ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮
s✉❣❣❡st ✐♥st❡❛❞ ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣ ❛ss✉♠✐♥❣ ❡r❣♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ r✐s❦✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ■❈■ r✉❧❡✱ ▼❛❧❧♦✇s✬
Cp st❛t✐st✐❝ ❛♥❞ ❙❯❘❊✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦ ❧❛st str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥



✹✶

✭❛✮ ◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭PSNR ✷✷✳✶✶✮ ✭❝✮ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭PSNR ✷✽✳✾✺✮

✭❞✮ ■❈■ r✉❧❡ ✭PSNR ✷✾✳✷✸✮ ✭❡✮ ❈♦♥✈✳ Cp ✭PSNR ✷✾✳✽✹✮ ✭❢✮ ❈♦♥✈✳ ❙❯❘❊ ✭PSNR ✷✾✳✽✺✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❙❡❧❡❝t✐✈❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✉s✐♥❣ ♥✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s✐③❡s ❢♦r t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❧♦❝❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ■❈■ r✉❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ ▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❙❯❘❊ ♠❛♣✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
❙❯❘❊ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r✐s❦ ♠❛♣ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ✭❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❙❯❘❊ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✳

✷✳✻✳✺ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✭❊❲❆✮

▼❛❧❧♦✇s✬ Cp st❛t✐st✐❝ ❛♥❞ ❙❯❘❊ ❛✐♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✺✺✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡tt❡r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ s❡✈❡r❛❧ ❡st✐♠❛t♦rs r❛t❤❡r t❤❛♥
❥✉st s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❜❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐❢ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t♦rs ✭✐♥ t❡r♠ ♦❢
❡✈❛❧✉❛t❡❞ r✐s❦✮ ❛r❡ ❞✐✈❡rs✐✜❡❞ ❡♥♦✉❣❤ ♦r ✐❢ t❤❡ r✐s❦ ✇❛s ✇r♦♥❣❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛ ❝♦♥✈❡① ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞



✹✷ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣
●
❛✉
ss
✐❛
♥
♥
♦✐
s❡

√

●
❛♠

♠
❛
♥
♦✐
s❡

×

■♠
♣
✉
❧s
❡
♥
♦✐
s❡

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡

×
✭❜✮ ❚❱ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❝✮ ❇✐❛s2 ✭❞✮ ❘❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧ ♦♥ ✐♠❛❣❡s ❞❛♠❛❣❡❞ ❢r♦♠ ✭t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮ ●❛✉ss✐❛♥✱
❣❛♠♠❛ ❛♥❞ ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡✱ ✭❜✮ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ✭❝✮ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡s✉❧t✐♥❣
❜✐❛s ❛♥❞ ✭❞✮ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s ✇❡❧❧ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✿
t❤❡ ❜✐❛s t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❡q✉❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✳

♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✭❊❲❆✮ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲❡✉♥❣ ❛♥❞ ❇❛rr♦♥ ✭✷✵✵✻✮✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✭❉❛❧❛❧②❛♥ ❛♥❞ ❚s②❜❛❦♦✈✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ♣❛t❝❤✲
❜❛s❡❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐♥ ✭❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ▲❡ P❡♥♥❡❝✱ ✷✵✵✾✮✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❜②
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r✱
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐s❦✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✿

û(x) =

K∑

k=1

βkuk(x) , ✭✷✳✼✸✮

✇✐t❤ βk =
exp(−R̂[uk(x)]/T )

∑K
l=1 exp(−R̂[ul(x)]/T )

.

❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r T > 0 ✐s ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛t✲
tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ r✐s❦ ❡st✐♠❛t❡s✳ ■❢ T →∞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❊❲❆ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ T → 0✱ t❤❡♥ t❤❡ ❊❲❆ s❡❧❡❝ts t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
❜❡❢♦r❡✳ ▼♦st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s ❛❜♦✉t ❊❲❆ ✭s❡❡ ▲❡✉♥❣ ❛♥❞ ❇❛rr♦♥✱ ✷✵✵✻❀ ❉❛❧❛❧②❛♥ ❛♥❞ ❚s②❜❛❦♦✈✱
✷✵✵✽✮ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r T = 4σ2 ✉♥❞❡r ❛ ❢❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡✮ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs u1(x), · · · , uK(x)✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s✐♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs



✹✸

❢❛♠✐❧② ♠❛② ♥♦t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s T = 0.4σ2✳ ❘❡s✉❧ts ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊❲❆
❛♥❞ ❙❯❘❊ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✼✳

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦ ❢❛r ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ s✐♠✐❧❛r
♣❛t❝❤❡s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ s♣❛rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② tr❛♥s❢♦r♠s ♦r ❧❡❛r♥❡❞ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ♦r r❡❣✉❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ st❡♣✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ❜② ❑❛t❦♦✈♥✐❦
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮❀ ▼✐❧❛♥❢❛r ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ♠♦st ♦❢
t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❤❡r❡✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ♣♦♦r q✉❛❧✐t②✳

✷✳✼ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ t❤✐♥❦ t❤❛t ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❘❖❋
♠♦❞❡❧✶ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳✸✮ ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥✱ ❣❛♠♠❛ ❛♥❞ ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡
❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳✸✮✳ ❯♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❛♠❡
s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✿ t❤❡ ❜✐❛s t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ③❡r♦ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s
❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐s st✐❧❧ ✉♥❜✐❛s❡❞✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ ❜r✐❣❤t ❛r❡❛s t❤❛♥ ✐♥ ❞❛r❦ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡
✜❧t❡r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡
✜❧t❡r✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥t ♠❛♥② ❜r✐❣❤t r❡s✐❞✉❛❧ ♣✐①❡❧s ♠♦st ♦❢ ❛❧❧ ✐♥ ❜r✐❣❤t ❛r❡❛s✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s
♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ❤❡❛✈② t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✐ts❡❧❢✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡✱ ❜r✐❣❤t ❛r❡❛s ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❧❡ ❞❛r❦ ❛r❡❛s
❛r❡ ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❱✐s✉❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♠♣✉❧s❡
♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

✷✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ r❡✈✐❡✇❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❆❲●◆✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱
♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r❡❞✉♥❞❛♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤✐s ♣r✐♦r
❛♣♣❡❛rs ❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✣❝✐❡♥t t♦ ♠♦❞❡❧ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ❤❛s t❤❡♥ ❧❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r✐♦r ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❝❤ s✐③❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ t❤❡
✇❛② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜② ♥❛t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳
❇② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐♦rs

❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ✐♠❛❣❡s ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❧❡❛❞s t♦ ✈✐s✉❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✿
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
❛❞❛♣t t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛t ❤❛♥❞✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ t❤❡♥ t♦
❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ♦r ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ t❤❛t ❝♦rr✉♣ts ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ✉s t♦ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s②
s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♣r♦♣❡r s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥
t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝ts✳

✶✇❡ ✉s❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❚❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♦ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❣r❛♣❤✲❝✉ts



✹✹ ✷✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣
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❈❤❛♣t❡r ✸

■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✭❆❲●◆✮ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s ❧❡❞
t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✷✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts
❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❙♣❡❝❦❧❡ ❛♥❞ s❤♦t ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❛t ❛✛❡❝t ✐♠❛❣❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ❡♠❡r❣✐♥❣ ✐s t❤❛t s✉❝❤ ♥♦✐s❡s ❛r❡ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✿ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❧② ✈❛r✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s
❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ✭❜② ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❡r♠ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❝♦♥st❛♥t✮✳

▼♦st ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦✉t♣✉t
❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤ ❛ ♥♦✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡❧② ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ✐t ♠❛♣s ❛ ❤❡t❡r❡♦s❝❡❞❛st✐❝ t♦ ❛ ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s ♥♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s✐❣♥
♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✳
■❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ ✐t ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ♦r ♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ✐s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡
♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥❄✮✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✐❣♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡✲
s✐r❛❜❧❡ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t♦ ❜❡ ♣♦✇❡r❢✉❧✱
✐♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡✐r ✐s ♥♦
r❡s✉❧t st❛t✐♥❣ t❤❛t ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❢t❡r ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ✶✳✶✳✸✱ ✐t
✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ❞✐r❡❝t❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡s s✉✛❡r✐♥❣
❢r♦♠ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳

❆♠♦♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❢♦✉♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ t❤❡s❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s
❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦r ♦♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧②✮ ♦r t❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❆❧s♦✱ ✐t
✐s ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥
♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆❧❧ t❤❡s❡
♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♥❡ ♦r ♠❛♥② ❝♦♥❝❡♣ts ❣r♦✉♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✖ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r r❡✈✐❡✇s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥❝❡♣ts ❞r❛✇♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♦❢ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❲❡ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ ❛ r✐❝❤ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s
t♦♣✐❝✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❲❡ ❝♦♥❞✉❝t ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦
❡①t❡♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❦✐♥❞ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r s♣❡❝❦❧❡✮ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✿ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡



✹✻ ✸✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♠♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs ✉♥❞❡r ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡s
t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❙❯❘❊✲❜❛s❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ t♦ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡rs✳ ❲❡ s❤♦✇
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t s✉❝❤ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❢❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
s♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ❧♦❝❛❧ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡rs✳ ■♥ t❤❡ s✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛
✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳✸✱ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦✳ ❚❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✖ ❲❡ ✜rst ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✶ ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ✐♠❛❣❡r②✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✷✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳ ❲❡ ♥❡①t ♠❡♥t✐♦♥
❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭s♦♠❡t✐♠❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✮ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡✐r ❧✐♥❦s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡r❣♦❞✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✹✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝
✜❧t❡rs ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦rs r♦❜✉st t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ ♥❡①t
st✉❞② ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛rs❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✺✳ ❚❤❡② r❡❧② ♦♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✸✳✻✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛t ❤❛♥❞✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✸✳✼✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts ❛s
❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❯■◆❚❆ ✜❧t❡r ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡②
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡
❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✸✳✽✱ ✇❡ st✉❞② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs t❤❛t
❛✈❡r❛❣❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✾✳

✸✳✶ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✐♠❛❣❡r②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❲❡
✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❥✉st ❢♦r ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♣✉r♣♦s❡s ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ r❡❛❧✐st✐❝
❞❛t❛✱ s✉❝❤ ❛s ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✉❧tr❛s♦✉♥❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s
✐s t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s♣❛t✐❛❧❧② ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ V ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦✈❡r
t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❞❢ ♦❢ ❡❛❝❤ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Vk ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ vk✿

p(v|u) =
N∏

k=1

p(vk|uk) . ✭✸✳✶✮

✸✳✶✳✶ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

■♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡r②✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡❧s ✐s t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✭✐♥
s❤♦rt ❆❲●◆ ♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✮ ♠♦❞❡❧✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ σ > 0✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ u✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ V ✐s ❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❞❢✿

p(v|u) = 1√
2πσ

exp

[

−(v − u)2
2σ2

]

, ✭✸✳✷✮

✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E[V ] = u ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[V ] = σ2✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ●❛✉ss✐❛♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦
s❤♦✇ t❤❛t v ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s u + σε ✇✐t❤ ε ❜❡✐♥❣ ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❡❧✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡s✳ ✭❛✮ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ u = 0 ✇✐t❤ t❤r❡❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs σ✳ ■t ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❡rr♦rs ♦❢ t②♣❡s ±ε
❛♥❞ ✐t ✉s✉❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✳ ✭❜✮ ❈❛✉❝❤② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ u = 0 ✇✐t❤
t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ❤❡❛✈② t❛✐❧s✱ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ❧❛r❣❡
❛❜❜❡r❛t✐♦♥s ❛s ✐t ♦❝❝✉rs ✐♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳

r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ✉♥✐t st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❢r♦♠ u✳ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s s✉❝❤ ❛s ✇❤❡♥ u ✐s ❦♥♦✇♥ t❤r♦✉❣❤ v ❛t ±ε ✇✐t❤
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p✳ ❙✉❝❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ s②st❡♠s✳

●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❡❛s② t♦ ❡①t❡♥❞ t♦ ♠✉t❧✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❢♦r ❝♦❧♦r
✐♠❛❣❡s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ u ✐s ❛ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r✳ ❇② ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❡♥tr② ♦❢
t❤✐s ✈❡❝t♦r✳ ■❢ ♥♦✐s❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛ D✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r V
❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❞❢✿

p(v|u) = 1

(2π)D/2|Σ|1/2 exp

[

−1

2
(v − u)tΣ−1(v − u)

]

, ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ D✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❛❧ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ Σ ✐s ❛ D×D
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ▼✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡r✐❢② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r
♠♦♥♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✸✳✶✳✷ ❈❛✉❝❤② ♥♦✐s❡

●✐✈❡♥ ❛ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❜② γ > 0✱ ❛ ❈❛✉❝❤② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ V ✐s ❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❞❢✿

p(v|u) = 1

πγ

[

1 +
(
v−u
γ

)2
] ✭✸✳✹✮

✇❤❡r❡ u ∈ R ✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ γ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡
✸✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛✉❝❤② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❈❛✉❝❤② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞
❛❞❞✐t✐✈❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t V ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s u+γε ✇✐t❤ ε ❜❡✐♥❣
❛ ❈❛✉❝❤② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡ ❛t 0 ❛♥❞ ❛♥ ✉♥✐t s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❚✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [1..L] ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡rr♦rs ❝♦rr✉♣t✐♥❣ ❛ ♥♦✐s❡✲
❢r❡❡ ✈❛❧✉❡ u ❛♥❞ ♦❝❝✉r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P ✳ ❍❡r❡ u = 6✱ L = 16 ❛♥❞ P = 0.7✳ ✭❛✮
■♠♣✉❧s❡ ❡rr♦rs ❛✛❡❝t t♦ ❛ ♣✐①❡❧ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P ✳ ✭❜✮ ❙❛❧t✲❛♥❞✲♣❡♣♣❡r ❡rr♦rs
s❛t✉r❛t❡ ❛ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ t♦ 1 ♦r L ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P ✳

❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❈❛✉❝❤② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐ts ✈❡r② ❤❡❛✈② t❛✐❧s✳ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
✐s t❤❛t ✐ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦ ♥♦t ❡①✐st✿ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦
♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♥♦✐s❡ t❤❡♥ ❞❡❢❡❛ts ❛❧❧
♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s✳

❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❈❛✉❝❤② ♥♦✐s❡✳ ❈❛✉❝❤②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ✐♠♣✉❧s❡✲❧✐❦❡ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛❧✉❡s✳

✸✳✶✳✸ ■♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡

■♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ r❛♥❞♦♠ ✉♥✐❢♦r♠ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [1..L]✳ ■♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ s✉❝❤ ♥♦✐s❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥❝♦♠♠♦♥✳ ■t ❝❛♥ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ r❡♠♦t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❜✐ts ❛r❡
❝♦rr✉♣t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■t ❛❧s♦ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❢♦r ❛❝❛❞❡♠✐❝ ♣✉r♣♦s❡s✳ ❙✉❝❤ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t t✇♦ t②♣❡s ♦❢
♣✐①❡❧s✿ ❡✐t❤❡r t❤❡ ♣✐①❡❧ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❛s t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡✱ ♦r ✐t ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [1..L]✳ ❚❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r P ∈ [0, 1]✳
■♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥✿

p(v|u) =
{
P/L+ 1− P ✐❢ v = u
P/L ♦t❤❡r✇✐s❡

. ✭✸✳✺✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✸✳✶✳✹ ❙❛❧t✲❛♥❞✲♣❡♣♣❡r ♥♦✐s❡

❙❛❧t✲❛♥❞✲♣❡♣♣❡r ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥② ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
q✉❛♥t✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [1..L]✳ ❙❛❧t✲❛♥❞✲♣❡♣♣❡r ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧s r❛♥❞♦♠ s❛t✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ♦❝❝✉r
✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r P ∈ [0, 1]✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❝♦rr✉♣t❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❚✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s
t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡s✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥
❤❡t❡r❡♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ s✐♥❝❡ ✐ts s❤❛♣❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ✐ts ♠❡❛♥✳ ■ts ❤❡❛✈② r✐❣❤t✲t❛✐❧ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❤✐❣❤❧②
❜r✐❣❤t ♣✐①❡❧s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ s✉❝❤ ✐♠❛❣❡s✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
s♣❡❝❦❧❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ✐♠❛❣❡✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♦r t❤❡ ❈❛✉❝❤② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤✐s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts ❤❡❛✈② ❧❡❢t✲t❛✐❧✱ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♠♦❞❡❧s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❞❛r❦ ♣✐①❡❧s✳

♣✐①❡❧s✱ s❛❧t✲❛♥❞✲♣❡♣♣❡r ♥♦✐s❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥✿

p(v|u) =







P/2 + (1− P ) ✐❢ v = 1 ❛♥❞ u = 1
P/2 + (1− P ) ✐❢ v = L ❛♥❞ u = L
P/2 ✐❢ v = 1 ❛♥❞ u 6= 1
P/2 ✐❢ v = L ❛♥❞ u 6= L
(1− P ) ✐❢ v = u ❛♥❞ u /∈ {1, L}
0 ♦t❤❡r✇✐s❡

. ✭✸✳✻✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P ✱ ❛♥② ♣✐①❡❧
✈❛❧✉❡ ✐s ❡✐t❤❡r ❛✛❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ③❡r♦ ✭✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜❧❛❝❦ ❝♦❧♦r✮ ♦r t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ L
✭✉s✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✇❤✐t❡ ❝♦❧♦r✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s❛t✉r❛t❡❞ ♣✐①❡❧s
✇✐t❤ ✇❤✐t❡ ♦r ❜❧❛❝❦ ❝♦❧♦rs ❛s ✐❢ s❛❧t✲❛♥❞✲♣❡♣♣❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s♣r✐♥❦❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲✐❦❡ ✐♠♣✉❧s❡✲
♥♦✐s❡✱ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s ❞❡❧✐✈❡r✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ s✉❝❤ ♥♦✐s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥❝♦♠♠♦♥✳
❙✉❝❤ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❢ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠♣❛✐♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ s❛t✉r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ r❛t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♠✐ss✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳

✸✳✶✳✺ ❙♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②✿ ■♥ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♠❛❣❡r② ✭❡✳❣✳✱ r❛❞❛r ✐♠❛❣❡s✱ s♦♥❛r ♦r ✉❧tr❛s♦✉♥❞✮✱ ✇❤❡♥ ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡ ❡❝❤♦✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♠❛♥② ♣✉♥❝t✉❛❧ ❜❛❝❦✲
s❝❛tt❡r❡rs✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧✱ ❧❡❛❞ t♦ s♣❡❝❦❧❡✳ ❙♣❡❝❦❧❡ ♣r♦❞✉❝❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
s♣❡❝❦❧❡ ✐s s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r L ∈ N

∗✱ ❝❛❧❧❡❞ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱



✺✵ ✸✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

s♣❡❝❦❧❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❣❛♠♠❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ V ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❞❢✿

p(v|u) = LLvL−1e−L v
u

Γ(L)uL
, ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ u ✐s ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣✉♥❝t✉❛❧ ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r❡rs✳ ❋✐❣✉r❡
✸✳✸ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s E[V ] = u ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡

❱❛r[V ] = u2

L ✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❱❛r[V ] ∝ E[V ]2 ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♠♦r❡♦✈❡r
❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t V ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s
u×S ✇✐t❤ S ❜❡✐♥❣ ❛ ❣❛♠♠❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r uS = 1✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝❛❧❧ ✐t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
♥♦✐s❡✳ ❲❤❡♥ L = 1✱ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❦♥♦✇♥
t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❤❡❛✈② r✐❣❤t✲t❛✐❧ ❛♥❞ ❛ ❤❡❛✈② ❧❡❢t✲❤❡❛❞✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❞❛r❦
✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❧② ❜r✐❣❤t ♣✐①❡❧s✳

❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡ v ✉s✉❛❧❧② ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ✭♠♦st❧② ✇❤❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r L
✐s s♠❛❧❧✮✳ ❚♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ s✉❝❤ ✐♠❛❣❡s✱ ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s✱
✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✿ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡s t♦ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r♠❛t
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t tr❛♥s❢♦r♠✿ ṽ =

√
v✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛

◆❛❦❛❣❛♠✐✲❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

p(ṽ|ũ) = 2LLṽ2L−1e−L ṽ2

ũ2

Γ(L)ũ2L
, ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ ũ =
√
u✳ ■ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s E[Ṽ ] = Γ(L+0.5)√

LΓ(L)
ũ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[Ṽ ] =

[

1−
(
Γ(L+0.5)√

Lγ(L)

)2
]

ũ2✳

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❱❛r[Ṽ ] ∝ E[Ṽ ]2 ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✲
✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t Ṽ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s ũ × S ✇✐t❤ S ❜❡✐♥❣ ❛ ◆❛❦❛❣❛♠✐✲❘❛②❧❡✐❣❤ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ũS = 1✳ ▲✐❦❡ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ◆❛❦❛❣❛♠✐✲❘❛②❧❡✐❣❤ ❤❛s ❛ ❤❡❛✈②
r✐❣❤t✲t❛✐❧✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❣❛r✐t❤♠ tr❛♥s❢♦r♠✿ ❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠ tr❛♥s❢♦r♠ ṽ = log v✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭♦r s♦♠❡t✐♠❡s✱ ❛
❞♦✉❜❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

p(ṽ|ũ) = LL exp(Lṽ)e
−L exp ṽ

exp ũ

Γ(L) exp(Lũ)
, ✭✸✳✾✮

✇❤❡r❡ ũ = log u✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
✐s E[Ṽ ] = ũ + Ψ(L) − logL ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[Ṽ ] = Ψ(1, L) ✇❤❡r❡ Ψ(1, L) ✐s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r
♣♦❧②❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ L ✭❡✳❣✳ ❳✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❜✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ E[Ṽ ] = ũ + C ✇✐t❤ ❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ũ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✿ t❤❡ ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐❣♥❛❧✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡t ❤❛s ❛ ❤❡❛✈② ❧❡❢t✲t❛✐❧✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❞❛r❦ ♣✐①❡❧s✳

■❢ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦r ❧♦❣❛r✐t❤♠ tr❛♥s❢♦r♠s s❡❡♠ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t♦ ❞✐s♣❧❛② ♦r ❛♥❛❧②③❡ s✉❝❤ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡
s✉❣❣❡st ✐♥st❡❛❞ tr❡❛t✐♥❣ ♥♦✐s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❢♦r♠❛t✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ s✐♠♣❧❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ ◆❛❦❛❣❛♠✐✲❘❛②❧❡✐❣❤ ♦r ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✉♠ ♦❢ ❣❛♠♠❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❛ ❣❛♠♠❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉♠
♦❢ ◆❛❦❛❣❛♠✐✲❘❛②❧❡✐❣❤ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳ ❋✐♥❛❧❧② ✉♥❧✐❦❡ ◆❛❦❛❣❛♠✐✲
❘❛②❧❡✐❣❤ ♦r ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❤♦t ♥♦✐s❡s✳ ❇♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❡❧ ❛♥ ❤❡t❡r❡♦s❝❡❞❛st✐❝

♥♦✐s❡ s✐♥❝❡ t❤❡✐r s❝❛❧❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡✐r ♠❡❛♥✳ ✭❛✮ ❚❤❡ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♠✐t❡❞ ♣❤♦t♦♥s r❡❝❡✐✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡
t✐♠❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ✐t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ✭❜✮ ❚❤❡
P♦✐ss♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧

♥♦✐s❡✳ ■t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡♥ r❡❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ t❛❦❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳
❋♦r s♠❛❧❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✱ P♦✐ss♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐s ❤✐❣❤❧② ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧✳

✸✳✶✳✻ ❙❤♦t ♥♦✐s❡ ♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡

❙❤♦t ♥♦✐s❡ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❧♦✇✲❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♣❤♦t♦♥s ✐s s♠❛❧❧✱ s✉❝❤
❛s ✐♥ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♦r ❛str♦♥♦♠②✳ ❙❤♦t ♥♦✐s❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ V ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥✿

p(v|u) = uve−u

v!
. ✭✸✳✶✵✮

✇❤❡r❡ u ✐s ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❧✐❣❤t ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ P♦✐ss♦♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s E[V ] = u ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[V ] = u✳ ❚❤❡ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡♥
❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❱❛r[V ] = E[V ] ✐s ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱
s✐♥❝❡✱ V ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ u t❤r♦✉❣❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✸✳✶✳✼ P♦✐ss♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❖♣t✐❝❛❧ s②st❡♠s ❝❛♥ s✉✛❡r ❢r♦♠ t✇♦ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡✿ s❤♦t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤❡♥
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛ P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❞❢ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
❝♦♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

p(v|u) = 1√
2πσ

∞∑

k=0

exp

(

−(v − k)2
2σ2

)
uke−u

k!
✭✸✳✶✶✮

✇❤❡r❡ σ > 0 ♠♦❞❡❧s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛✲
t✐♦♥ ♦❢ P♦✐ss♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s E[V ] = u ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[V ] = u+σ2✳
■t ♠♦❞❡❧s t❤❡♥ ❛♥ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡✳



✺✷ ✸✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

P♦✐ss♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✉❡s
✐♥ N ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐ts ✈❛❧✉❡s ✐♥ R✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ σ P♦✐ss♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐s ♥♦t ♠♦♥♦✲♠♦❞❛❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✹✭❜✮✮✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ u ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❝♦♥s✉♠✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♥❡ t♦ ❢❛❧❧ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ s✉❝❤ ❛s t❤❡ s♣❧✐t ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞ ♦❢
▲❛♥t❡r✐ ❛♥❞ ❚❤❡②s ✭✷✵✵✺✮✳

❙✐♥❝❡ ♦♣t✐❝❛❧ s❡♥s♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
s❤♦t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❤✐❧❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝✱ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦♥♦✲♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐s
♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤✐❣❤❧②
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦✉r ❦♥♦✇♥❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s✳ ❆ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
✈❛r✐❛♥❝❡ ❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ u ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❤♦t ♥♦✐s❡ ✇✐t❤
❛ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❧ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ♥♦t ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥
✜♥❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❈❤❛♣✳ ✻✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡
✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝✐r❝✉❧❛r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❲✐s❤❛rt
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✭♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✮ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡s✳

✸✳✷ ❇❛❝❦ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✇♦r❧❞✿ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥

✸✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✷✱ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❧❡❛❞s t♦ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❡❛s✐♥❣
t❤❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ▼❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛r❡ t❤❡♥
❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦♥❧②✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✭❝♦st✲❧❡ss✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢
✜❧t❡rs ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ t♦ s♦♠❡ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ✭❝❧♦s❡ t♦✮
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❤❡♥❝❡ t❤❡✐r ♥❛♠❡✿ ✈❛r✐❛♥❝❡✲st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ tr❛♥s✲
❢♦r♠s✮✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♣♦♣✉❧❛r ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❇r♦✇♥
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ ✇❛✈❡❧❡t ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✭❡✳❣✳ ❳✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❛❀ ❆❝❤✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀ ❇❤✉✐②❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳
❛♥❞ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✭❡✳❣✳ ▼ä❦✐t❛❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❇♦✉❧❛♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ▼ä❦✐t❛❧♦ ❛♥❞ ❋♦✐✱
✷✵✶✶✮✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s ✇❤✐❝❤ st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥♦✐s❡ ♣❞❢ ❛♥❞ ❛
✜❧t❡r h ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

û = (s−1 ◦ h ◦ s)(v) . ✭✸✳✶✷✮

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s✱
t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠ tr❛♥s❢♦r♠✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ t♦ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r② ✈❛r✐❛♥❝❡
✭s❡❡ ❏❛✐♥✱ ✶✾✽✾✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿

s(V ) = log V ⇒ ❱❛r[s(V )] = ❱❛r[log V ] = Ψ(1, L) ✭✸✳✶✸✮

✇❤❡r❡ Ψ(1, L) ✐s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♣♦❧②❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ L ✭❡✳❣✳✱ ❳✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❜✮✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❆♥s❝♦♠❜❡✬s tr❛♥s❢♦r♠ ✭❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts✮
✉s❡❞ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿

s(V ) = 2

√

V +
3

8
⇒ (u≫ 0⇒ ❱❛r[s(V )] = 1) . ✭✸✳✶✹✮



✺✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❱❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❆♥s❝♦♠❜❡✬s tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r u✳ ❋♦r u ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ u ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ 1✳

❙✉❝❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✲st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ♦♥❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s ✇❡❧❧ ❛s s♦♦♥ ❛s u > 4✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❆♥s❝♦♠❜❡✬s tr❛♥s❢♦r♠✳

❯s✉❛❧❧② s ✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❊q✳ ✭✸✳✶✷✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ E[V |u] 6=
s−1[E[s(V )|u]]✳ ❆ ♣♦st✲♣r❡❝❡ss✐♥❣ st❡♣ t♦ ✉♥❜✐❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞✳

✸✳✷✳✷ P♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ t♦ ✉♥❜✐❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✷✮ t❡♥❞s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜✐❛s ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞
t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❜✐❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ û✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♥✐✈❡rs❛❧✿ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❣✐✈❡♥ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❉❡❜✐❛s✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② st✉❞②✐♥❣
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦ f ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ E[s(V )|u] = f(u)✳ ■❢ f
✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✉♥❜✐❛s❡❞ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

û = (f−1 ◦ h ◦ s)(v) . ✭✸✳✶✺✮

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❣❛♠♠❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ✭❡✳❣✳ ❳✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❜✮✿

E[s(V )|u] = lnu+ ψ(L)− logL . ✭✸✳✶✻✮

❇✐❛s ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ✇❤❛t ❳✐❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷❛✮ ❝❛❧❧ t❤❡ ✏❛❞❥✉st ♠❡❛♥✑ st❡♣✿

û(debiased) =
L

expψ(L)
û(biased) . ✭✸✳✶✼✮

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❆♥s❝♦♠❜❡✬s tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

E[s(V )|u] = 2
∞∑

v=0

√

v + 3/8
uveu

v!
. ✭✸✳✶✽✮

▼ä❦✐t❛❧♦ ❛♥❞ ❋♦✐ ✭✷✵✶✶✮ s✉❣❣❡st ✐♥✈❡rt✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✶✽✮ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ s✉♠♠❛t✐♦♥
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ u ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s ♦❢ u✳



✺✹ ✸✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

✭❛✮ ◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ●❛♠♠❛ ♥♦✐s❡

×
✭❝✮ ▲♦❣❛r✐t❤♠ ✰ ❘❖❋

√

✭❞✮ ✭❙❤✐ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ✷✵✵✽✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ✭❛✮ ◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✱ ✭❜✮ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡s
✉s✐♥❣ ✭❝✮ t❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❧♦❣❛r✐t❤♠ tr❛♥s❢♦r♠✱ ❛♥❞ ✭❞✮ t❤❡ ❛❞❛♣t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✭❙❤✐ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ✷✵✵✽✮ ❢♦r ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✳

✸✳✷✳✸ ❉r❛✇❜❛❝❦s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❱❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ t✇♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ t❤❡② ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥❀ ❛♥❞
t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❥♦✐♥t ❡✛♦rt ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉✲
♥✐t② t♦ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❡✣❝✐❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ t♦♦❧s✿ ❆♥s❝♦♠❜❡✬s tr❛♥s❢♦r♠✱ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆♥s❝♦♠❜❡✬s tr❛♥s❢♦r♠ ✭s❡❡
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ▼ä❦✐t❛❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❇♦✉❧❛♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

❆ ✜rst ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t st❛❜✐❧✐③✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✶✳✺ t❤❛t t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✲tr❛♥s❢♦r♠
❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ✐♥st❡❛❞ ❜② ❛ ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝❛❧❧② ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤❡♥ L t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t② ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s♠❛❧❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ L✱ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❤❡❛✈② ❧❡❢t✲t❛✐❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ❝♦♠♣❛r❡s t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥✶ ✭s❡❡
❙❡❝✳ ✷✳✸✳✸✮ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✲tr❛♥s❢♦r♠ ♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡
t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✺✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✲tr❛♥s❢♦r♠ ❞♦❡s ♥♦t
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧❡❢t✲t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❋✐s❤❡r✲❚✐♣♣❡tt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛♥②
❞❛r❦ r❡s✐❞✉❛❧ ♣✐①❡❧s ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤✐s ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✳ Pr✐♦r ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❛✛❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❛ s♣❛rs❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡
♥♦✐s❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢
❛ ❢❡✇ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ❆ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥♦♥❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡
st❛❜✐❧✐③✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠ s ❢♦r s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

✸✳✸ ▼♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡rs ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❲❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✶ ❝❛♥ ❧❡❛❞
t♦ ❜✐❛s ♦r ✇r♦♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s♠♦♦t❤❡❞ r❡❣✉❧❛r ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❋✐❣✳ ✸✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡r ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❝❧❡❛r❧② ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ■t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ❢♦r ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r

✶✇❡ ✉s❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❚❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♦ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❣r❛♣❤✲❝✉ts
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P
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0.
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×
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P
=
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✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡

×
✭❜✮ ▼♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡

×
✭❝✮ ▼♦✈✐♥❣ ♠❡❞✐❛♥

√

✭❞✮ ▼♦✈✐♥❣ ▼▲❊

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ✭❛✮ ❆ s♠♦♦t❤ ✐♠❛❣❡ ✭❛✮ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥
r❛t❡s ✭t♦♣✮ P = 0.3 ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ P = 0.7✳ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✭❜✮ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡
✜❧t❡r✱ ✭❝✮ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r ❛♥❞ ✭❞✮ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ▼▲❊✳ ❲❤❡♥ P = 0.3 t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♠❡❞✐❛♥
✜❧t❡r ❛♥❞ ✭❞✮ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ▼▲❊ ♣r♦✈✐❞❡ ✉♥❜✐❛s❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❧❡ ✇❤❡♥ P = 0.7 ♦♥❧② t❤❡ ▼▲❊ ✜❧t❡r
✐s ✉♥❜✐❛s❡❞✳

✭✇❤✐❝❤ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❜② t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✮ ✐s ♠♦r❡
r♦❜✉st ✐♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✭s❡❡ ❛❣❛✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✮✳ ❲❤② ✐s t❤❡r❡ s✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦r❄

■♥t✉✐t✐♦♥✿ ❆ss✉♠✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❡r❣♦❞✐❝✐t②✱ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ❡st✐✲
♠❛t❡ ✭▲❙❊✮✿

û(x) =
1

|W |
∑

x′∈Wx

v(x′) = argmin
u

∑

x′∈Wx

(v(x′)− u)2

︸ ︷︷ ︸

▲❙❊

. ✭✸✳✶✾✮

❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦rs ✭✉♥❞❡rst❛♥❞ ♥♦✐s❡✮ ❤❛✈❡ ③❡r♦ ♠❡❛♥✱ ❛r❡
✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❝❢✳ ●❛✉ss✲▼❛r❦♦✈ t❤❡♦r❡♠✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡
✜❧t❡rs ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ▲❙❊ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞
❜② t❤❡ ❛❜❡rr❛♥t ✈❛❧✉❡s ♦r ♦✉t❧✐❡rs ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❡♥❛❧t②✮✳ ❆ str❛t❡❣② t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ℓ1 ♣❡♥❛❧t② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ℓ2 ♥♦r♠✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥
t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠✱ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♥♦r♠ ♦❢ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r✿

û(x) = Median
(
{v(x′)|x′ ∈Wx}

)
= argmin

u

∑

x′∈Wx

|v(x′)− u|
︸ ︷︷ ︸

ℓ1✲♥♦r♠

. ✭✸✳✷✵✮

❊①♣❧❛♥❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡r ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ✭▼▲❊✮ ♦❢ ✐♥❞❡✲
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡ u = 10 ✉♥❞❡r ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡
[1, 100] ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❛t❡s P ✳ ❲❤❡♥ P ≤ 0.5✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r ✐s t❤❡ ▼▲❊✱ ❜✉t✱
✇❤❡♥ P > 0.5✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ▼▲❊✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡st✐♠❛t♦r ❣✐✈❡s ♣♦♦r r❡s✉❧ts
✐♥ ❛❧❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✳

♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✳✮ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

û(x) =
1

|W |
∑

x′∈Wx

v(x′) = argmax
u

∑

x′∈Wx

log p(v(x′)|u)
︸ ︷︷ ︸

▼▲❊

✭✸✳✷✶✮

❯♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡r ✐s t❤❡♥ ❛s❝r✐❜❡❞
t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ▼▲❊✳

❯♥❞❡r ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ▼▲❊ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳ ❚❤❡ ▼▲❊ ❝❛♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❜② ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡st✐♠❛t❡s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼▲❊ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❛t❡s P ✳ ■t ❛♣♣❡❛rs
t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❛t❡ P ✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r ❜❡❝♦♠❡s
❜✐❛s❡❞ ❢♦r ❛ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❛t❡ P > 0.5 ❛♥❞ t❤❡ ▼▲❊ ✐s ✉♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ✉♥❜✐❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r ✐s t❤❡♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❛❝ts ❛s t❤❡ ▼▲❊ ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ P ✳ ■♥❞❡❡❞✱
❋✐❣✳ ✸✳✼ s❤♦✇s t❤❛t✱ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ P ✱ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ▼▲❊ ♣r♦✈✐❞❡
❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡r✳ ❋♦r ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ P ✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦✈✐♥❣
▼▲❊ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ r❡s✉❧t✳

✸✳✹ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ P❡r♦♥❛ ❛♥❞ ▼❛❧✐❦ ✭✶✾✾✵✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳✶ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛❜❡rr❛♥t
r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❡❝❦❧❡✱ ❨✉ ❛♥❞ ❆❝t♦♥ ✭✷✵✵✷✮
♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ✏❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇✐❧❧ ❛❝t✉❛❧❧② ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr✉♣t✐♦♥✑✳ ❋❡✇ ❛tt❡♠♣ts tr② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ s♣❡❝❦❧❡

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❙❘❆❉✮ ✜❧t❡r ♦❢ ❨✉ ❛♥❞ ❆❝t♦♥ ✭✷✵✵✷✮ ✉s❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✿

{
∂u(x,t)

∂t = ❞✐✈ (c(q(x, t))∇u(x, t))
u(x, 0) = v(x)

✭✸✳✷✷✮



✺✼

✇❤❡r❡ c ✐s ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ q(x, t) =

√
❱❛r[u(x,t)]

E[u(x,t)] ✳
❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ✇❤✐❝❤✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡✱ ❛❝ts ❛s ❛♥ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥s✇❡r ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s ✭s✐♥❝❡ s♣❡❝❦❧❡

✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ c ✐s t❤❡♥ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✢✉❝t✉❛t❡s ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ❝♦♥st❛♥t✳ ❆t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡♥❞✱
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ c ❣✐✈❡s ❧♦✇ ❛♥s✇❡rs ❢♦r ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡ s✐♥❝❡ ✐t ♣r♦❜❛❜❧② ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ✭❆❥❛✲❋❡r♥á♥❞❡③ ❛♥❞ ❆❧❜❡r♦❧❛✲▲ó♣❡③✱
✷✵✵✻❀ ❑r✐ss✐❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳

❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛r[u(x,t)]
E[u(x,t)]

❛s ❛♥ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥s✇❡r ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦t❡ t❤❛t
❞✐✛✉s✐♦♥s r❡❛❧✐③❡✱ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ✇♦r❦ ❢♦r ♥♦✐s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ▼▲❊ ✐s t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞ t❤✉s ❢❛r t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ t♦ ❛r❜✐tr❛r② t②♣❡s ♦❢ ♥♦✐s❡✳

✸✳✺ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❚❱✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳✸ ❛♥❞ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ s♣❛rs❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✹✱ ❛r❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡② r❡❧✐❡ ♦♥
t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ✭♦❜❥❡❝t✐✈❡✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t✇♦ t❡r♠s✿

U(u) = Udata(v,u) + λUregularity(u) ✭✸✳✷✸✮

✇❤❡r❡ Udata(v,u) ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❡♥❛❧t② ‖v−u‖22 ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
u t♦ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛ v ❛♥❞ Uregularity(u) ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ t❡r♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦r s♣❛rs✐t②
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r λ > 0 ❛❝ts ❛s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② ❛♥❞
r❡❣✉❧❛r✐t②✳

❙✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✜♥❞s ✐ts ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥
t❤❛t ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❡st✐♠❛t✐♦♥✿

û = argmax
u

p(u|v) = argmax
u

p(v|u)p(u) ✭✸✳✷✹✮

s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ p(v) ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u✳ ■♥ t❤✐s ❇❛②❡s✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦✐s❡✲
❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(u)✱
❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ✇❛② t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ t❡r♠ p(v|u) ✐s
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ u ❣✐✈❡♥ V = v✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✷✸✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s✿

p(u|v) = exp (−U(u)) ,

p(v|u) = exp (−Udata(v,u)) ,

p(u) = exp (−λUregularity(u)) ✭✸✳✷✺✮

♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛♥❝❡❧✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥✱ Udata(u,v) = − log p(v|u) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❡♥❛❧t②✳ ❋♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❛②❡s ❢♦r♠✉❧❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠s✳



✺✽ ✸✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

✸✳✺✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦♥ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞s

●❡♠❛♥ ❛♥❞ ●❡♠❛♥ ✭✶✾✽✹✮ s✉❣❣❡st ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s
✉s✐♥❣ ❛ ▼❛r❦♦✈ r❛♥❞♦♠ ✜❡❧❞ ✭▼❘❋✮✳ ❚❤❡ ▼❘❋ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❧♦❝❛❧ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❛t ♣r✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ▼❛r❦♦✈✐❛♥
♣r✐♦rs ❞❡s❝r✐❜❡ ♣✉♥❝t✉❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x ❛s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❝♦♥t❡①t ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ V(x)✿

p(u(x)|u(Ω/{x})) = p(u(x)|u(V(x)) . ✭✸✳✷✻✮

✇❤❡r❡ u(Ω/{x}) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s ❡①❝❡♣t t❤❡ ♦♥❡ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ x✳ ❍❛♠♠❡rs❧❡②
❛♥❞ ❈❧✐✛♦r❞ ✭✶✾✼✶✮ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ ∀u, p(u) > 0✱ t❤❡ ♣r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ●✐❜❜s ✜❡❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

p(u) =
exp

(
−∑c∈C Uc(u)

)

Z
✭✸✳✷✼✮

✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ ❝❧✐q✉❡ s②st❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s②st❡♠ V ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s❡t ♦❢ t✉♣❧❡s s✉❝❤
t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t✉♣❧❡ ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ V ✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❡❧❡♠❡♥ts k ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✐q✉❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② Uc > 0 ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧
❡♥❡r❣② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧✐q✉❡ c ❛♥❞ Z ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡
▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ▼❘❋ ✇r✐t❡s ❛s✿

û = argmin
u

− log p(v|u) +
∑

c∈C
Uc(u) . ✭✸✳✷✽✮

■t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣r✐♦r t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❜♦t❤ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts str✉❝t✉r❡s✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♣r✐♦r ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧②
❝❧✐q✉❡ ♦❢ ♦r❞❡r ✷✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣②✿

Uc=(x,x′)(u) = λ|u(x)− u(x′)| ✭✸✳✷✾✮

✇❤✐❝❤ ♣❡♥❛❧✐③❡s ❧❛r❣❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ λ > 0✮ ❛♥❞ ❢❛✈♦rs ❝♦♥st❛♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❙✉❝❤
♣r✐♦rs ❤♦✇❡✈❡r t❡♥❞ t♦ ❜✐❛s t❤❡ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❤✐❣❤ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞✳ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♣r✐♦rs ❛r❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ str♦♥❣❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s♠❛❧❧
❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ r❡❣✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❣✐♦♥ ✭❙tr♦♥❣ ❛♥❞ ❈❤❛♥✱ ✷✵✵✸✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
❛♥ ❡❞❣❡✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ▼❘❋ ♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤♥❡ss
❛♥❞✴♦r ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✐t② ✐ss✉❡s✳

❲✐t❤ ❛ ❝❧✐q✉❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r✱ ❊q✳ ✭✸✳✷✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t ♥♦r♠ |∇u(x)|✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ▼❘❋ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✿

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✿ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❘✉❞✐♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✷✮ ♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤ t❤❡
▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ▼❘❋ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✷✾✮✿

û = argmin
u

‖u− v‖22 + λ
∑

x

|∇u(x)| . ✭✸✳✸✵✮

❚❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ▼❘❋ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡①t❡♥❞
t❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧ t♦ ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ❆✉❜❡rt ❛♥❞ ❆✉❥♦❧ ✭✷✵✵✽✮ s✉❣❣❡st ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿

û = argmin
u

∑

x

(

log u(x) +
v(x)

u(x)

)

+ λ
∑

x

|∇u(x)| ✭✸✳✸✶✮



✺✾

◆
♦✐
s②

✐♠
❛❣
❡s

❚
❱

r❡
❣✉
❧❛
r✐
③❛
t✐
♦♥

√

✭❛✮ ●❛♠♠❛ ♥♦✐s❡

√

✭❜✮ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡

√

✭❝✮ ■♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ✭❛✮ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✱ ✭❜✮ P♦✐ss♦♥
♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✭❝✮ ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ✭❙❤✐ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ✷✵✵✽✮✱
▲❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ ✭❉❛r❜♦♥ ❛♥❞ ❙✐❣❡❧❧❡✱ ✷✵✵✻✮✳

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡
❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❉❡♥✐s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠ ❜✉t ✇✐t❤
t❤❡ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r✐♦r ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r♠❛t✮✱
✇❤❡r❡❛s✱ ✐♥ ✭❙❤✐ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ✷✵✵✽❀ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❛♥❞ ❋✐❣✉❡✐r❡❞♦✱ ✷✵✶✵✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ t❤❡ t♦t❛❧✲
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r✐♦r ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ũ = logu✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡♥ ❜❡❡♥
❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ✭❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♣❡♥❛❧t② t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ ✭❉✉r❛♥❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ t❤❡ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠
tr❛♥s❢♦r♠ ❛♥❞ ❛♥ ℓ1 ❞❛t❛✲✜tt✐♥❣ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠s ❛♥❞ ♣r✐♦r t❡r♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✭❙t❡✐❞❧ ❛♥❞ ❚❡✉❜❡r✱ ✷✵✶✵✮✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❳✐❛♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮❀ ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮
❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥♦t❤❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❆✉❜❡rt ❛♥❞ ❆✉❥♦❧ ✭✷✵✵✽✮ ❛♥❞

❙❤✐ ❛♥❞ ❖s❤❡r ✭✷✵✵✽✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❡r♠ |∇ log u(x)| =
∣
∣
∣
∇u(x)
u(x)

∣
∣
∣ ✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐❝❛❧

❲❡❜❡r✬s ❧❛✇ ❦♥♦✇♥ t♦ r❡✢❡❝t ❤✉♠❛♥s✬ ♣❡r❝❡♣t✉❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❙❤❡♥✱ ✷✵✵✸✮✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ▲❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮❀ ❇❛r❞s❧❡② ❛♥❞ ▲✉tt♠❛♥ ✭✷✵✵✾✮❀ ❋✐❣✉❡✐r❡❞♦ ❛♥❞
❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ✭✷✵✵✾✮❀ ❲✐❧❧❡tt ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ s✉❣❣❡st ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✿

û = argmin
u

∑

x

(u(x)− v(x) log u(x)) + λ
∑

x

|∇u(x)| ✭✸✳✸✷✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢
P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠ ✉s❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✸✷✮ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢



✻✵ ✸✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❡♥tr♦♣② ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❙t❡✐❞❧ ❛♥❞ ❚❡✉❜❡r ✭✷✵✶✵✮ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s✱
✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡✿ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r ✐s ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r
❢♦r ❧♦✇ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❛t❡s P ✳ ▼❡❞✐❛♥ ✜❧t❡rs r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ℓ1 ♣❡♥❛❧t②✳ ❚❤❡
❚❱✲▲✶ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ✐♠♣✉❧s❡
♥♦✐s❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ r❛t❡ P ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦♥
❛ ▼❘❋ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈❡❞ ❜② ❣r❛♣❤✲❝✉t ✐♥ ✭❉❛r❜♦♥ ❛♥❞ ❙✐❣❡❧❧❡✱
✷✵✵✻✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧✷ ❛♣♣❧✐❡s ✇❡❧❧ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡
❦✐♥❞s ♦❢ ♥♦✐s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ❛♣♣❡❛r ❛s ♣✐❡❝❡✲❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤♦✉t ✐♥tr♦✲
❞✉❝✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠✐❧❛r s♠♦♦t❤✐♥❣ str❡♥❣❤t ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡ ✐♥ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❜r✐❣❤t ❛r❡❛s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡♥ ❡✣❝✐❡♥t t♦ ❛❞❛♣t t♦ s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦✐s❡s✳

✸✳✺✳✷ ❚❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛s ▼❆P ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♣❛rs❡ ❞♦♠❛✐♥

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❤❛r❞✲t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✱ s♦❢t✲t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♥❞ ❲✐❡♥❡r ❧✐♥❡❛r r❡s❝❛❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✲
t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② ✉♥❞❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ℓ0✱ ℓ1 ❛♥❞ ℓ2 r❡❣✉❧❛r✐t②
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❊q✳ ✭✸✳✷✺✮✱ t❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ▼❆P ❡st✐♠❛t❡s ✇❤❡r❡
t❤❡ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠ ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s② ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥❝♦❞❡s
t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s✿

û = Dα̂ ✇❤❡r❡ α̂ = argmax
α

p(β|α)p(α) ✭✸✳✸✸✮

✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ u ❛♥❞ β ✐s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢ v✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r t❡r♠ p(α)✿ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ♥♦✐s② ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐ ✭✶✾✾✾✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ st❛♥❞❛r❞
t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✹✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❛♥♥❡r ✉♥❞❡r t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

p(α) =
∏

k

p(αk) =
exp (−∑k |αk/s|p)

Z(s, p)
✭✸✳✸✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t Z(s, p) = 2 s
pΓ
(
s
p

)

✳ ❚❤❡ ❤❛r❞✱ s♦❢t ❛♥❞ ❲✐❡♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ▼❆P ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ♣r✐♦r ❞❡♥s✐t② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs p = 0✱ 1 ❛♥❞ 2✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠ ❡♥❝♦❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ▲❛♣❧❛❝❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ℓ2 ♥♦r♠ ❡♥❝♦❞❡s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡
t❤❡ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s α✳
❚❤✐s ✇❛s t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛❧❧❛t ✭✶✾✽✾✮❀ ❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐ ❛♥❞ ❆❞❡❧s♦♥ ✭✶✾✾✻✮❀ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮
✇❤♦ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧
✐♠❛❣❡s✳ ❙♣❛t✐❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡❧s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ♥❡①t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ s♣❡❝❦❧❡✲❢r❡❡ s②♥t❤❡t✐❝
❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✭❙❆❘✮ ✐♠❛❣❡s ✭❆r❣❡♥t✐ ❛♥❞ ❆❧♣❛r♦♥❡✱ ✷✵✵✷❀ ❆r❣❡♥t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ❇✐❛♥❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽✮✳ ❳✐❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✷❛✮❀ ❆❝❤✐♠ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮❀ ❇❤✉✐②❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ s✉❣❣❡st ✐♥st❡❛❞ t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ s♣❡❝❦❧❡✲❢r❡❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❛ ❜✐✲●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❛♥ α✲st❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❈❛✉❝❤② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✷✇❡ ✉s❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❚❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t s♦ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❣r❛♣❤✲❝✉ts



✻✶

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❡r♠ p(β|α)✿ ❚❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❆❲●◆ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ❛♥② ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦❢ v ♦♥ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s D✳ ❚❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ t❡r♠ ✐s t❤❡♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✜❞❡❧✐t② ♣❡♥❛❧t②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ✐♠❛❣❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✭❝❢✳ P❛rs❡✈❛❧✬s ✐❞❡♥t✐t②✮✿

‖v − u‖22 = ‖β −α‖22 . ✭✸✳✸✺✮

❲❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♥♦✐s② ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② r❡❛s♦♥s✱ ♠♦st ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ st✐❧❧ ♠♦❞❡❧ ♥♦✐s②
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❛✈❡❧❡t ♠♦❞❡❧s ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s❡ ❡✐t❤❡r ❛
s♣❛t✐❛❧❧②✲✈❛r②✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❆r❣❡♥t✐ ❛♥❞ ❆❧♣❛r♦♥❡✱ ✷✵✵✷✮ ♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✲st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❳✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❛❀ ❆❝❤✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❀
❇❤✉✐②❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮ t❤❛t ❉✉r❛♥❞ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠✳ ❚♦ ♦✉r
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦♥❧② ❆r❣❡♥t✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❛tt❡♠♣t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♥♦✐s② ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t❡❞
s♣❛t✐❛❧❧②✲✈❛r②✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ t❤✐s
♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❧② ❤❡✉r✐st✐❝✳

❆♥♦t❤❡r str❛t❡❣② ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
♠♦❞❡❧ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ❛ s♣❛rs✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

û = Dα̂ ✇❤❡r❡ α̂ = argmax
α

p(v|Dα)p(α) . ✭✸✳✸✻✮

❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ✉s❡❞ ❜② ❍❛r♠❛♥② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮❀ ❘❛❣✐♥s❦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❢♦r t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠✲
♣r❡ss❡❞ s❡♥s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ■❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s r❡❧❡✈❛♥t✱
✐t ❧❡❛❞s t♦ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ❝♦❡✣❝✐❡♥t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣✱
✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ❉♦✉❣❧❛s✲❘❛❝❤❢♦r❞ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✸✳✻ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝✳ ✷✳✻✳ ❆♠♦♥❣ K ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s uk ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ v✱
s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s tr② t♦ ❧♦❝❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♦♥❡ ♦r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ K ❡st✐♠❛t❡s t♦❣❡t❤❡r
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ û✳

✸✳✻✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❲❤❡♥ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ r✉❧❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐ ✭✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✿

û(x) =
∑

k

βk(x)uk(x) ✇❤❡r❡ βk(x) =
❱❛r[Uk(x)]

−1

∑

l❱❛r[U l(x)]−1
. ✭✸✳✸✼✮

❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[Ûk] ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♥♣✉t
s✐❣♥❛❧ uk✱ ❊q✳ ✭✸✳✸✼✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❡st✐♠❛t♦rs r❡s✉❧t
❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ ✈❛❧✉❡s✱ ❤❡♥❝❡✿

❱❛r[Uk(x)] = ❱❛r[V (x)]

∑
wk(x, x

′)✷

[
∑
wk(x, x′)]

2 . ✭✸✳✸✽✮



✻✷ ✸✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❊q✳ ✭✸✳✸✼✮ s✐♠♣❧✐✜❡s ❛s✿

βk(x) =
1

Z

[
∑
wk(x, x

′)]2
∑
wk(x, x′)✷

✭✸✳✸✾✮

✇❤❡r❡ Z ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t s✉❝❤ t❤❛t
∑

k βk(x) = 1✳

✸✳✻✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❈■ r✉❧❡ ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❚♦✇❛r❞s ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥✿ ❚❤❡ ■❈■ r✉❧❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐❢ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s Uk(x)

❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ uk(x) ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[Uk(x)]✱ ❤❡♥❝❡✱
❢♦r ❛❧❧ ❡st✐♠❛t♦r k✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✿

P

{

u(x) ∈
[

Uk(x)− γ
√

❱❛r[Uk(x)], Uk(x) + γ

√

❱❛r[Uk(x)]

]}

✭✸✳✹✵✮

❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛r✐❛♥❝❡✱ Uk(x) ✉♥✐❢♦r♠❧② t❡♥❞s
t♦✇❛r❞s u(x) ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❝❢✳ t❤❡ s❛♥❞✇✐❝❤ t❤❡♦r❡♠✮✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■❈■ r✉❧❡
❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r✈❛❧s Ik(x) s✉❝❤ t❤❛t

∀k, l P [u(x) ∈ Ik(x)] = P [u(x) ∈ Il(x)] ✭✸✳✹✶✮

❛♥❞ Ik(x) t❡♥❞s ✉♥✐❢♦r♠❧② t♦✇❛r❞s t❤❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ {u(x)} ✇❤❡♥ ❱❛r[Uk(x)] t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ③❡r♦✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❱❛r[Uk(x)]✳ ■♥ ✭❑❛t❦♦✈♥✐❦
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✽✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡ ❊q✳ ✭✸✳✸✽✮ ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢
t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ■♥ t❤❡✐r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❱❛r[V (x)] = σ2 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ x ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❣❧♦❜❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡✳ ❋♦r
❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[V (x)] ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r u(x)
✇❤✐❝❤ ❤❡♥❝❡ ✐♥t❡r❢❡r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ ❞✐r❡❝t
❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ■❈■ r✉❧❡ ❢♦r ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦ ❢❛r ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡
t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳

❚❤❡ ✜tt❡❞ ❧♦❝❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭❋▲▲✮ s♦❧✉t✐♦♥✿ ❑❛t❦♦✈♥✐❦ ❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥② ✭✷✵✵✽✮ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ■❈■
r✉❧❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✷✳✻✺✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

û(x) = uk∗(x) s✉❝❤ t❤❛t k∗ = sup






k = 1, . . . ,K | ∀l < k ,

|uk(x)− ul(x)|
√

❱❛r[Uk(x)] +
√

❱❛r[U l(x)]
< γ






.

✭✸✳✹✷✮

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s r✉❧❡ ❢♦r ❡st✐♠❛t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❲▼▲❊✱ s❡❡ ❙❡❝✳ ✺✳✶✮ ✉♥❞❡r ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧②✳ ❙✉❝❤ ❡st✐♠❛t❡s ❜♦✐❧ ❞♦✇♥
t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✐✳❡✳✿

uk(x) = argmax
t

∑

x′

wk(x, x
′) log p(v(x′)|t)

︸ ︷︷ ︸

Lk(x,t)

=

∑

x′ wk(x, x
′)v(x′)

∑

x′ wk(x, x′)
✭✸✳✹✸✮

✇❤❡r❡ wk(x, x
′) ❛r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t t❤❡ k✲t❤ ❡st✐♠❛t♦r ❛ttr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡ v(x′) ❛♥❞

Lk(x, t) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t ✐♥ x✳ ❚❤❡ ✜tt❡❞ ❧♦❝❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭❋▲▲✮ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

û(x) = uk∗(x) s✉❝❤ t❤❛t k∗ = sup {k = 1, . . . ,K | ∀l < k , Ll(x, ul(x))− Ll(x, uk(x)) < ε} .
✭✸✳✹✹✮

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ ✐s t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡✳
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✭❡✮ ❘✐s❦ ✉♥❞❡r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ✭❛✮ ◆♦✐s② ❞❛t❛ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ✭t♦♣✮ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ✭❜✮
❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r h ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r✐s❦✳ ✭❝✮ ❙♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r h ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
tr✉❡ r✐s❦✳ ✭❞✲❡✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❛♥❞ ✐ts ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ h r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉♥❞❡r
❣❛♠♠❛ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ r✐s❦ ✐s ❡✐t❤❡r ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
❞❛t❛ ♦r ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳



✻✹ ✸✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

✸✳✻✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙t❡✐♥✬s ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❙t❡✐♥✬s ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❙❯❘❊✮ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ▲❡t
h(.) ❜❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ v✱ s✉❝❤ t❤❛t û = h(v)✱
❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ ❜② h(v)|x t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ û(x)✳ ❖t❤❡r ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t❡s✱ ✐✳❡✳✱ s✉❝❤ t❤❛t

E

[

R(Û)
]

= E

[
1
N ‖u− Û‖22

]

✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ■♥ ✭❊❧❞❛r✱ ✷✵✵✾✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ❝❧❛✐♠s t❤❛t ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❙❯❘❊ ❢♦r
❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❙❯❘❊ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧②✱ ✐✳❡✳✱ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ p(v|u) = q(v) exp (uv − g(u)) ✇❤❡r❡ q ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❛♥❞ g ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥❧②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❙❯❘❊ ❡①t❡♥❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s
✭❍✉❞s♦♥✱ ✶✾✼✽❀ ❘❛♣❤❛♥ ❛♥❞ ❙✐♠♦♥❝❡❧❧✐✱ ✷✵✵✼❀ ❊❧❞❛r✱ ✷✵✵✾✮✿

R(û) =
∑

x

u(x)2 + û(x)2 + 2
∂û(x)

∂v(x)

∣
∣
∣
∣
v(x)

+ 2û(x)
∂ log q(v(x))

∂v(x)

∣
∣
∣
∣
v(x)

. ✭✸✳✹✺✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr✉❡ ✐♠❛❣❡ u ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❜✉t s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ R(û) ✐t ❝❛♥ ❜❡
♦♠✐tt❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t ❙❯❘❊ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ g(ũ)✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡

ũ(x) = −L
u (x)✱ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧② ✇✐t❤ q(v) = vL−1

Γ(L) ❛♥❞

g(ũ) = L log ũ✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦✿

R(ˆ̃u) =
∑

x

ũ(x)2 + ˆ̃u(x)2 + 2
∂ ˆ̃u(x)

∂v(x)

∣
∣
∣
∣
∣
v(x)

+ 2(L− 1)
ˆ̃u(x)

v(x)
. ✭✸✳✹✻✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r✐s❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ũ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ u✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❙❯❘❊ ✐s
♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▼❙❊ ❜✉t ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝
❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ ũ✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡♥❡r❣② ❧❡❛❞s t♦ ♣♦♦r r❡s✉❧ts✳

❊❧❞❛r ✭✷✵✵✾✮ ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ P♦✐s✲
s♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧② ❜✉t ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡
❊q✳ ✭✸✳✹✺✮ r❡q✉✐r❡s ✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❛♥♦t❤❡r ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ❚❤❡ P♦✐ss♦♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t♦r ✭P❯❘❊✮ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡
▼❙❊ ✉♥❞❡r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✭❍✉❞s♦♥✱ ✶✾✼✹❀ ❈❤❡♥✱ ✶✾✼✺✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

R(û) =
∑

x

u(x)2 + û(x)2 − 2v(x)û(x) ✭✸✳✹✼✮

✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ tr✉❡ ✐♠❛❣❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ R(û) ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮✱ v ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡✱ û ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ u ❛♥❞ û(x) = h(vx)|x r❡❢❡rs t♦
t❤❡ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

vx(x′) =

{
v(x′) ✐❢ x′ 6= x
v(x)− 1 ♦t❤❡r✇✐s❡

✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✿ ❇② ✉s✐♥❣ ✭❍✉❞s♦♥✱ ✶✾✼✹❀ ❈❤❡♥✱ ✶✾✼✺✮ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❍✉❞✲
s♦♥✱ ✶✾✼✽❀ ❚s✉✐ ❛♥❞ Pr❡ss✱ ✶✾✽✷✮✱ ▲✉✐s✐❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✵✮ ❡①t❡♥❞❡❞ P❯❘❊ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥✲
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

R(û) =
∑

w

û(x)− 2v(x)û(x) + v(x)v(x) + 2σ2
∂u(x)

∂v(x)

∣
∣
∣
∣
v(x)

− σ2 . ✭✸✳✹✽✮



✻✺

❊①❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡rs

❍❡r❡✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❣❧♦❜❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣
●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❙❡❝✳✷✳✷✳✶✮ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❣❛♠♠❛ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s❡❞ ❙❯❘❊ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ✜❧t❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

û(x) =

∑

x′ w(x, x′)v(x′)
∑

x′ w(x, x′)
✭✸✳✹✾✮

✉s✐♥❣ w(x, x′) = exp

(

−‖x
′ − x‖2
2h2

)

.

❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ▼❙❊ ❛r❡ t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❊❧❞❛r ✭✷✵✵✾✮✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r h ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣✿

R(ˆ̃u) =
∑

w

ũ(x)2 + ˆ̃u(x)2 + 2L
w(x, x)

ˆ̃u(x)
+ 2(L− 1)

ˆ̃u(x)

v(x)
. ✭✸✳✺✵✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊ ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛ ũ✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ h ❛s t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✺✵✮ ❧❡❛❞s t♦ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜✲
❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

R(û) =
∑

x

u(x)2 + û(x)2 − 2(v(x)û(x)− w(x, x)) ✭✸✳✺✶✮

✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ tr✉❡ ✐♠❛❣❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ R(û) ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦♠✐t❡❞
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✮✱ v ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡✱ û ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ u✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊✱ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡
✈❛❧✉❡ h ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ▼❙❊✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✺✶✮ ❧❡❛❞s t♦ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts✳

❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❙❯❘❊ ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ s♦
❢❛r ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② ❡❛s✐❧② t♦ ❛❧❧ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✳ ❯♥❞❡r P♦✐ss♦♥
♥♦✐s❡✱ P❯❘❊ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ✭▲✉✐s✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ r❡❝❡♥t❧②
s✉❣❣❡st❡❞ ✉s✐♥❣ P❯❘❊ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✇❛✈❡❧❡t ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ P❯❘❊✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥
❈❤❛♣✳ ✺ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❱❛♥ ❉❡
❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r ✭✷✵✵✾✮✮ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳

✸✳✼ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r

❑❡r✈r❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r②
✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ❛✐♠s ❛t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ r✐s❦ ❢♦r ❡❛❝❤
♣❛t❝❤ Px✿

E
[
‖u(x)− û(x)‖22

]
=

∫

‖u(x)− û(x)‖22 p(u(x)|v(x)) ❞u(x) . ✭✸✳✺✷✮

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✺✷✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ❣✐✈❡♥ ❜②✿

û(x) =

∫

p(u(x)|v(x))u(x)❞u(x) . ✭✸✳✺✸✮



✻✻ ✸✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❚❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(u(x)|v(x)) ❜❡✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ❛t ❤❛♥❞✱
❑❡r✈r❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ s✉❣❣❡st ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❊q✳ ✭✸✳✺✸✮ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r✿

û(x) =

∑

x′ p(v(x)|u(x′))u(x′)
∑

x′ p(v(x)|u(x′)) . ✭✸✳✺✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐♦r p(u(x′)) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥✐❢♦r♠✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡ u ❜❡✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥✱ t❤❡
❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❛ ✜rst st❡♣ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ u(x′) ❜② v(x′) ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✺✹✮✳ ❚❤✐s ✜rst st❡♣ t❤❡♥
r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t v(x′) ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ u(x′)✳ ❚❤✐s ✜rst✲♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡✲
❡st✐♠❛t❡ u ✐s ♥❡①t ✉s❡❞ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛s ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ u(x′)✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡st✐♠❛t♦r✿

û(x) =

∑

x′ p(v(x)|u(x′))1/hu(x′)
∑

x′ p(v(x)|u(x′))1/h
✭✸✳✺✺✮

✇❤❡r❡ h ❛❝ts ❛s t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛♥❞ ✐ts ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ t♦
❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s
✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❢♦r ♥♦♥✲
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❢♦❧❧♦✇s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t ❛s t❤❡ ❯■◆❚❆ ✜❧t❡r ✭❆✇❛t❡ ❛♥❞
❲❤✐t❛❦❡r✱ ✷✵✵✺✮✱ ✇❤❡r❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥ ❡♥tr♦♣②✲
❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❈♦✉♣é ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ✉s❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❡❝❦❧❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
❛♥ ✐♠❛❣❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ u(x) ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ u(x)σ2✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱
❩❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♣r❡✲
❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❇❛②❡s✐❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦♦r ❡st✐♠❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s v(x)✱ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♠❡❛♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡
▼▲❊ ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥
✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ✭❡✳❣✳✱ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✇❡✐❣❤ts
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ❜② p(v(x)|v(x′))1/h ❧❡❛❞ t♦ str♦♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❛ ✜❧t❡r t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡s
s❡❧❡❝t❡❞ ♦r ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❤❛t
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✇❡✐❣❤ts ❜❡❤❛✈❡ ♣♦♦r❧② ❛♥❞ t❤❛t ♦t❤❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞
✐♥st❡❛❞✳

✸✳✽ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡s

❋✐❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳✷ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝✳ ✷✳✺✳✶ ❛r❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs tr② t♦ ❝♦❧❧❡❝t ❛s ♠❛♥②
s❛♠♣❧❡s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧
✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭✐✳❡✳✱ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✮✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ t❤❡♥ t✇♦ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs✿ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ str❛t✲
❡❣②✳ ❯♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✜❧t❡rs ✉s✉❛❧❧② s❡❧❡❝t s❛♠♣❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡ s❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡✳ ■❢ s❡❧❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
✐✳✐✳❞✳✱ t❤❡♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ r✉❧❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭▼▲❊✮ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✸✳ ❆ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ✇✐❧❧ ❜❡
❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜rst s❡❡ ✇❤② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ ❣♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✉♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞
❛tt❡♠♣ts ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦✉r ♦✇♥ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ s❡❧❡❝t ♥♦✐s② s❛♠♣❧❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳



✻✼

✸✳✽✳✶ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✿ ✇❤② ❞♦❡s ✐t ✇♦r❦❄

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t ✇❤② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ ❣♦♦❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♠❛
✜❧t❡r✱ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡rs✳

❚❤❡ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ u = u(x)✱ t❤❡ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r ♦❢ ▲❡❡ ✭✶✾✽✸✮ s❡❧❡❝ts t❤❡ ♣✐①❡❧s ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥
x′ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡ v′ = v(x′) ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ v = v(x)✱ ✐✳❡✳✱ s✉❝❤ t❤❛t✿

v′ ∈ [v − γσ, v + γσ] ✭✸✳✺✻✮

✇❤❡r❡ σ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ γ > 0 ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣✳
■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✺✻✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♥♦✐s②
❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ✐✳❡✳✿

(v′ − v)2
σ2

≤ γ2 ⇔ |v′ − v|
σ

≤ γ . ✭✸✳✺✼✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ I(v) = [v − γσ, v + γσ]
✐s ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ ✐✳❡✳✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t u ∈ I(v)✳ ❲❤❡♥ γ = 2✱ t❤✐s
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② P(u ∈ I(v)) = 0.95%✳ ❚❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ✉♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✈❡r✐✜❡s t✇♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❙❡❝✳ ✷✳✶✳✸✿

✶✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r ✜♥❞s ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣✐①❡❧s x′

✈❡r✐❢②✐♥❣ ✭✸✳✺✻✮ s✉❝❤ t❤❛t V ′ = V (x′) ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ ✇✐t❤ V = V (x) ✭✐✳❡✳✱ u(x) = u(x′) = u✮✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡ û ✐s t❤❡♥ ✉♥❜✐❛s❡❞✿

E[Û ] =

∫ ∞

−∞

∫ v+γσ

v−γσ
v′p(v′|u) ❞v′ p(v|u) ❞v

∫ ∞

−∞

∫ v+γσ

v−γσ
p(v′|u) ❞v′ p(v|u) ❞v

= u ✭✸✳✺✽✮

✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐✳✐✳❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ✱ t❤❡ ❢❡✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s
s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r✳ ❖♥❡ ✇♦✉❧❞ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❤✐❣❤
✈❛❧✉❡ ❢♦r γ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♠✐① s❛♠♣❧❡s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜✐❛s✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✳

✷✳ ■t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ❛ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ N
✐✳✐✳❞✳ s❛♠♣❧❡s ♦❢ s❛♠❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ u✿

❱❛r[V ]

❱❛r[Û ]
= N

∫ ∞

−∞

∫ v+γσ

v−γσ
p(v′|u) ❞v′ p(v|u) ❞v

︸ ︷︷ ︸

P❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ε

= N

∫ γ2

2

0
χ2
1 (t) ❞t ✭✸✳✺✾✮

✇❤❡r❡ χ2
1 ✐s t❤❡ ❝❤✐✲sq✉❛r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❲❤❡♥ γ → ∞✱ ❛❧❧

❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r N ✳ ❲❤❡♥ γ = 0✱
♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♥✉❧❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ε ❧✐❡s



✻✽ ✸✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1] ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❊q✳ ✭✸✳✺✾✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ γ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ u✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❤❛✈❡ ❛ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥
✐♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥
✭✸✳✺✼✮✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❧s❡✲❛❧❛r♠ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐♦♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✹✮✳

❨❛r♦s❧❛✈s❦②✬s ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s

■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ❝♦♠❜✐♥❡s ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s t❤❛♥❦s t♦ ❞❛t❛✲
❞r✐✈❡♥ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ✭❨❛r♦s❧❛✈s❦②✱ ✶✾✽✺✮✿

w(x′, x) = φ

(
(v(x′)− v(x))2

2h2

)

✭✸✳✻✵✮

✇❤❡r❡ h > 0 ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡✐♥ ❛s γ ❢♦r t❤❡ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r✳ ❙❡❡
❙❡❝✳ ✷✳✺✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ✜❧t❡r✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡
✇❡✐❣❤ts ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭t❤✐s ❧❛st ♣r♦♣❡rt② ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♣r♦✈❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s v → v−u

❛♥❞ v′ → v′ −u✮✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ✐t ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❢♦r
t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛
❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r
✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ✇❤❡♥ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐✳✐✳❞✳ ❜✉t r❛t❤❡r ❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✺✳✸ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❛s♣❡❝t✮✳

❲❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ❊q✳ ✭✸✳✺✽✮ ❛♥❞ ✭✸✳✺✾✮ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞ tr✉❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥
s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❢❡✇ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡✐r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s✳

✸✳✽✳✷ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r s✐❣♠❛ ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r✐♥❣ ♦r ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤
❛❞❛♣t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❣r♦✉♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛❧✉❡ v′

✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st v✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t v′ ❧✐❡s ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ I(v) ♦❢ v✿

v′ ∈ I(v) . ✭✸✳✻✶✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s t❤❡ ▼▲❊✳ ■♥
t❤❡ s✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳✸✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s
❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r✿

E[Û ] =

∫∫

I(v)
v′p(v′|u) ❞v′ p(v|u) ❞v

∫∫

I(v)
p(v′|u) ❞v′ p(v|u) ❞v

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ u ✭✸✳✻✷✮



✻✾

❛♥❞ ✐ts ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✿

ε =

∫∫

I(v)
p(v′|u) ❞v′ p(v|u) ❞v s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ u . ✭✸✳✻✸✮

▲❡t ✉s ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ tr✉❡
✈❛❧✉❡ u✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞
❡st✐♠❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳

❉✐r❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r

●✐✈❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[V ] ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦r❛❝❧❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✺✼✮ ❢♦r ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✿

|v′ − v|
√

❱❛r[V ]
≤ γ . ✭✸✳✻✹✮

❚❤✐s r✉❧❡ s❡❧❡❝ts ♣✐①❡❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇❤♦s❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ v✿

I(v) =
[

v − γ
√

❱❛r[V ], v + γ
√

❱❛r[V ]
]

. ✭✸✳✻✺✮

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ❆ss✉♠❡ ❛ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r L = 1 ✭❝❢✳
❙❡❝✳ ✸✳✶✳✺✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❱❛r[V ] = u2 r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥
r✉❧❡✿

I(v) = [v − γu, v + γu] . ✭✸✳✻✻✮

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ❆ss✉♠❡ ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
❱❛r[V ] = u r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✿

I(v) =
[
v − γ√u, v + γ

√
u
]
. ✭✸✳✻✼✮

❚❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ s❡❡♠s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶ s❤♦✇s ✭t❤❛♥❦s t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ♦❢ ❊q✳ ✭✸✳✻✷✮✮ t❤❛t t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ u ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ✉♥❞❡r ❣❛♠♠❛ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ❧❡❛❞s
t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ❛ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱
t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ u✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❛r❡
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ I(v)
❛❜r✉♣t❧② ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u✳

■♥t❡♥s✐t② ❞r✐✈❡♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭■❉❆◆✮

❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞r✐✈❡♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭■❉❆◆✮ ✜❧t❡r ✐s ❛ ✜❧t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡s ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ✭❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥✱
■❉❆◆ ❞♦❡s ♥♦t s❡❧❡❝t ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s v′ = v(x′) ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ❛s v = v(x)✱ ❜✉t✱ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r
✈❛❧✉❡s ❛s u = u(x)✿

|v′ − u|
√

❱❛r[V ]
< γ ⇔ I(v) =

[

u− γ
√

❱❛r[V ], u+ γ
√

❱❛r[V ]
]

. ✭✸✳✻✽✮
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20 40 60 80 100
0.65

0.7

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

Percentage of variance reduction

E
s
ti
m

a
te

 

 

20 40 60 80 100

9.8

9.85

9.9

9.95

10

Percentage of variance reduction

E
s
ti
m

a
te

 

 

1 2 3 4
0

20

40

60

80

100

 

 

True value u

P
e

rc
e

n
ta

g
e

 o
f 

v
a

ri
a

n
c
e

 r
e

d
u

c
ti
o

n

Oracle sigma filter

Oracle IDAN filter

Oracle improved sigma filter

✭❛✮ ●❛♠♠❛ ♥♦✐s❡
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✭❜✮ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ✭t♦♣✮ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E[Û ] ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡ u ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ε✳ ■♥ ✭❛✮ u = 1 ❛♥❞ ✐♥ ✭❜✮ u = 10✳ ✭❜♦tt♦♠✮ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ε ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡ u✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭❛✮ ✉♥❞❡r ❛
❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ✉♥❞❡r ❛ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r✱ t❤❡ ■❉❆◆ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ▲❡❡✬s ✜❧t❡r✱ ❛❧❧ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡ u✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ❆ss✉♠❡ ❛ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r L = 1 ✭❝❢✳
❙❡❝✳ ✸✳✶✳✺✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❱❛r[V ] = u2 r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥
r✉❧❡✿

I(v) = [u(1− γ), u(1 + γ)] . ✭✸✳✻✾✮

❲❤❡♥ γ = 2/
√
L✱ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❤❛s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ ✭♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ❛ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✮ ♦❢ 95%✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ❆ss✉♠❡ ❛ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
❱❛r[V ] = u r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✿

I(v) =
[
u− γ√u, u+ γ

√
u
]
. ✭✸✳✼✵✮

❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✱ t❤❡ ■❉❆◆ ✜❧t❡r ✐s ❛❧s♦ ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s✳
❯♥❞❡r ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✱ t❤✐s r✉❧❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ❛ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡



✼✶

✉♥❞❡r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ u✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❞✐s❝r❡t❡ ♥❛t✉r❡✿ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ I(v) ❛❜r✉♣t❧② ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u✳

■♠♣r♦✈❡❞ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r

❘❡❝❡♥t❧②✱ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡✐r s✐❣♠❛ ✜❧t❡r ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
❜♦✉♥❞ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ [uζ1, uζ2] s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ û ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ u✱ ✐✳❡✳✿

E[Û ] =

∫ uζ2

uζ1

v′p(v′|u) ❞v′

∫ uζ2

uζ1

p(v′|u) ❞v′
= u . ✭✸✳✼✶✮

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❊q✳ ✭✸✳✼✶✮ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❣❡t ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❢♦r ζ1 ❛♥❞ ζ2✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ ❡st✐♠❛t❡ ζ1 ❛♥❞ ζ2 ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❢❛❧s❡✲❛❧❛r♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ✜❧t❡r
✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✼✮ ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ✭❩❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳

❯♥❞❡r t❤❡ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡r✈❛❧ ❛r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ u✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡✱
❛♥❞✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ u ❛♥❞ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠s✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶ s❤♦✇s t❤❛t✱
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r ❣✐✈❡s ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡
r❡❞✉❝t✐♦♥✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❛st s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥ ❛ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡ u ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✾✮ s✉❣❣❡st r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ u ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ❛ 3× 3 ❜♦①❝❛r ✜❧t❡r✳
❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✉s❡ r❛t❤❡r ❛ r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✇❤❡r❡ u ✐s
s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ✐ts ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡❣✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣✐①❡❧s ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳✷✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ u ❜② ❛ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ u ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜✐❛s ♦r ❛rt✐❢❛❝ts ❞✉❡ t♦ ✐ts
♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦♦r q✉❛❧✐t②✳ ❋r♦♠ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛❧s♦ ♣r❡✈❡♥ts ✉s ❢r♦♠
♣r♦♣❡r❧② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥
r✉❧❡s✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♦♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡ u ♦r ❛♥
❡st✐♠❛t❡ u ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✳

▼✐s❧❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛

❲❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡ u ❜② ✐ts ♥♦✐s② r❡❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ v✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s
❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜✐❛s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r✳ ❯♥❞❡r ❣❛♠♠❛
♥♦✐s❡✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s st✐❧❧ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱
t❤❡ ■❉❆◆ ❡①t❡♥s✐♦♥ s✉❝❝❡❡❞s ✐♥ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s u > 4✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ 4 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛❧s♦ t♦ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❢t❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❆♥s❝♦♠❜❡ tr❛♥s❢♦r♠
s✉❝❝❡❡❞s t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✷✮✳

❋✐rst st❡♣ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s

❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✼ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞
✜❧t❡r ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦t❤❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ❧❡t ✉s
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✭❜✮ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ✭t♦♣✮ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E[Û ] ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡ u ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ε✳ ■♥ ✭❛✮ u = 1 ❛♥❞ ✐♥ ✭❜✮ u = 10✳ ✭❜♦tt♦♠✮ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ε ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡ u✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭❛✮ ✉♥❞❡r
❛ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ✉♥❞❡r ❛ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ■❉❆◆ ✜❧t❡r✱
t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r t❤❡ ❜❛②❡s✐❛♥ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ●▲❘ ❜❛s❡❞ ✜❧t❡r ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♥♦✐s②
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

s✐♠♣❧✐❢② ✐t ✇✐t❤ ❛ ❜✐♥❛r② s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♥♦✐s② ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s t♦ ❛ ✏❇❛②❡s✐❛♥
s✐❣♠❛ ✜❧t❡r✑✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ t❤❛t s❡❧❡❝ts ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ − log p(v|v′) r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ |v − v′|✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s
❢♦r ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❩❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✿

−L− 1

L
log v + log v′ +

v

v′
< γ ✭✸✳✼✷✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ I(v) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳ ❈♦♥✲
tr❛r② t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s♦ ❢❛r✱ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t
✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ■❢ v′ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ v✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t αv′



✼✸

✇✐❧❧ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ αv✳ ●❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❜❡✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ s♦✉♥❞s
❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❜❛❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✿

−v log v′ + v′ + log v! < γ . ✭✸✳✼✸✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ I(v) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❜✐❛s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ♠♦r❡♦✈❡r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡ u✳ ❲♦rs❡✱ t❤✐s
r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ❛ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥❡✐t❤❡r ❢♦r ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡
♥♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳

✸✳✾ ❆ ♥❡✇ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

❲✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡ ❛❣❛✐♥st ❛ ✭♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞✮
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✹ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❣r♦✉♥❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
r❛t✐♦ ✭●▲❘✮ ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✿

− log
supu p(v|u)p(v′|u)

(supu p(v
′|u)) (supu p(v|u))

< γ . ✭✸✳✼✹✮

❚❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛✐♠s ❛t s❡❧❡❝t✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s v′ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st v✳ ■♥ ❈❤❛♣✳ ✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❧s❡✲❛❧❛r♠ r❛t❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ D ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✱ ✐t ❡♥s✉r❡s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛t ❤❛♥❞✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✿

log

(√
v

v′
+

√

v′

v

)

< γ ⇔ I(v) =



v

(

η −
√

η2 − 4

2

)2

, v

(

η +
√

η2 − 4

2

)2


 ✭✸✳✼✺✮

✇❤❡r❡ η = exp(γ)✳ ❯♥❧✐❦❡ ❊q✳ ✭✸✳✼✷✮✱ t❤✐s r✉❧❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t
❛✛❡❝t✐♥❣ ❜♦t❤ v ❛♥❞ v′✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜rst ❞❡r✐✈❡❞ ❊q✳ ✭✸✳✼✺✮ ✐♥
✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✮ ❛s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ●▲❘ ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✹ ❢♦r
❞❡t❛✐❧s✮✳ ❆❢t❡r t❤✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❇▼✸❉ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ✭P❛rr✐❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ✐♥
✭❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❡✉❜❡r ❛♥❞ ▲❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡❞ ♦t❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦ ✐♥
t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✿

v log v + v′ log v′ − (v + v′) log

(
v + v′

2

)

< γ . ✭✸✳✼✻✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ I(v) ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷ s❤♦✇s t❤❛t ●▲❘ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧ ♦t❤❡r s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❚❤❡
❜✐❛s ✐s ♥✉❧❧ ❢♦r ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❧❡ ✐t t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡



✼✹ ✸✳ ■♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡
■♥
♣
✉
t

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❚r✉❡ ✐♠❛❣❡

■❉
❆
◆

♣

×

■♠
♣
r♦
✈❡
❞
s✐
❣♠

❛

×

❇
❛②
❡s
✐❛
♥
s✐
❣♠

❛

×

●
▲
❘

s❡
❧❡
❝t
✐♦
♥
♣

√

✭❝✮ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✭❞✮ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✭❡✮ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❜✐❛s2 ✭❢✮ ❱❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ✭❛✮ ◆♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❝♦rr✉♣t✐♥❣ ✭❜✮ ❛ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✳ ✭❝✮ ❚❤❡
❡st✐♠❛t❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦✉r st✉❞✐❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ✭❞✮ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E[Û ]✱ ✭❡✮ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
sq✉❛r❡ ❜✐❛s✱ ✐✳❡✳✱ (E[Û ] − u)2/u2 ❛♥❞ ✭❢✮ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ ❱❛r[Û ]/u2 ❡st✐♠❛t❡❞ ♦✈❡r
100 ♥♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳



✼✺

r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤✐s
❧❡✈❡❧ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛s s♦♦♥ ❛s u > 4✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ 4 ✐s ❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ P♦✐ss♦♥
♥♦✐s❡ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ✭❩❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✇❤❡r❡ t❤❡② s❤♦✇
t❤❛t ♦✉r ✜❧t❡r ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✉s❡❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②
✐♠❛❣❡ ♦✉r ♦♥❧✐♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❞❛t❛ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r♠❛t✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ♣r♦✈❡
t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♠✐s✉s❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡s✉❧t ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ❛❢♦r❡♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛✈❡r❛❣✐♥❣
t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♥♦✐s② ♣✐①❡❧s ✐♥ ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r γ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❜② 80% ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✳
❲✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ st✉❞② ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✱ t❤❡ ■❉❆◆ ✜❧t❡r ❛♥❞
t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ▲❡❡ ✜❧t❡r ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s
❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ●▲❘ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ❜✐❛s
❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ■❉❆◆ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✜❧t❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡✐♥ ❛s
t❤❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✷✮✱ ❛
❞❡❜✐❛s✐♥❣ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s
❜② ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧❡ str❛t❡❣② ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ s✐❣♠❛
✜❧t❡r ✇❤♦s❡ ❜✐❛s ❢❛❝t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡✳ ❆❧s♦ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜② t❤❡ st✉❞② ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷✱ t❤❡ ■❉❆◆ ✜❧t❡r✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ▲❡❡ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ●▲❘✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r ❤❛✈❡
❛ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✱ ❤❡r❡ 80% ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✮
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r ❤❛s ❝❧❡❛r❧② ❛ ♥♦♥✲st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

✸✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ♠❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡s✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞
t♦ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇❡❞ t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❛t ❣♦♦❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✜❧t❡r✱ ✐ts
❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ st❛t✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss s✐♠♣❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♠♦✈✐♥❣
❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❘❖❋ ♠♦❞❡❧s ❡①t❡♥❞ ❡❛s✐❧② t♦ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❧❡ s✉✐t❛❜❧❡ ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦
❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ♣✉♥❝t✉❛❧
✈❛❧✉❡s ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❆s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s
❛♥❞ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r✐t② ♦❢ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✮ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t s❛♠♣❧❡s
❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡♥ t❤❛t ♠♦st ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❜✐❛s❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡s✳
❲❡ ❤❛✈❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤❡✐r ❜✐❛s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
❛ ♥❡✇ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●▲❘ t❡st✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❡r♠s ♦❢
❜♦t❤ ❜✐❛s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦t st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s✉❝❤
❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣♥❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✳ ▼❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❛✈♦✐❞ ❜✐❛s ✇❤❡♥ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐✳✐✳❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✹ t❤❛t ●▲❘ ❛❧s♦
♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✹ ❛♥❞ ✺ ❤♦✇ s❡❧❡❝t✐♦♥s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥
r✉❧❡s ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳
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✼✼

❈❤❛♣t❡r ✹

❘♦❜✉st ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✉♥❞❡r

♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❊st✐♠❛t❡❞ ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✭♦r ♣❛t❝❤✲❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②✮ ✐s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✱ ❡✳❣✳✱ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭❩✐t♦✈❛ ❛♥❞ ❋❧✉ss❡r✱ ✷✵✵✸✮✱ ♠❛t❝❤✐♥❣
✐♥ st❡r❡♦✲✈✐s✐♦♥ ✭❙❝❤❛rst❡✐♥ ❛♥❞ ❙③❡❧✐s❦✐✱ ✷✵✵✷✮ ♦r ❜❧♦❝❦ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✺✮✳ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s s❤♦✉❧❞ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ♥❛t✉r❛❧
✐♠❛❣❡s ✭❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❝✮✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
r❛t❤❡r ❛ ♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s✱ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦
♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r r♦❜✉st s✐♠✐❧❛r✐t② ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s ❢r♦♠ ✏r❡❛❧✑ ❞❛t❛ ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ ♥♦✐s❡ ♦r ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②✳ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳

❲❡ ❢♦❝✉s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ❤♦✇ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥
❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ✭❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛
s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s s♣❛❝❡✮ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❛♥❞ ❛ ♥♦✐s②
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛t❝❤ ✭t❡♠♣❧❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✮ ❛r❡ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢❡✇ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐❛ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❣✐✈❡♥ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❜❧♦❝❦ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ❆❧t❡r
❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ✇❡r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✜rst t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡✐r ❝r✐t❡r✐♦♥✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐♠♣r♦✈❡s ♦✈❡r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥✲❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s
❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ❧❛t❡r ❜❡❡♥ r❡✜♥❡❞ ❜② ▼❛ts✉s❤✐t❛ ❛♥❞ ▲✐♥ ✭✷✵✵✼✮ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❡st✐♠❛t✐♦♥ st❡♣ ❛♥❞ t♦ ❜❡tt❡r t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✇✐t❤
♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✮✱ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❛✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮✳

▼❛ts✉s❤✐t❛✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❤❛r❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ✐♥
❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣♦✐♥t❡❞
♦✉t ❜② ❚❡✉❜❡r ❛♥❞ ▲❛♥❣ ✭❚❡✉❜❡r ❛♥❞ ▲❛♥❣✱ ✷✵✶✶✮ ✇❤♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞



✼✽ ✹✳ ❘♦❜✉st ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❢♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✮ ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s
❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r sq✉❛r❡❞ ❞❛t❛ ♦r ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❞❛t❛✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡✱ s✉❝❤
❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❞♦①✿ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t❤❛♥ t✇♦
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ s✐♥❝❡ ✶✾✾✺ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢
♣❛tt❡r♥ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ▼❛ts✉s❤✐t❛✬s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦
t♦ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❨✐❛♥✐❧♦s ✭✶✾✾✺✮ ♦♥ ♠❡tr✐❝ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣❛r❛❞♦① ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s❡❧❢✲r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦①✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✾✵s✱ ▼✐♥❦❛ ✭✷✵✵✵✮ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡

♠❡❛s✉r❡s✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ✭❇❛①t❡r✱ ✶✾✾✺❀ ❇❛①t❡r ❛♥❞ ❇❛rt❧❡tt✱ ✶✾✾✽✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❨✐❛♥✐❧♦s✱
t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s t❤❡
❡✈✐❞❡♥❝❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❧✐♥❦❡❞ ✐t t♦ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭▼✐♥❦❛✱ ✶✾✾✽✮✳ ❈♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❙❡❡❣❡r ✭✷✵✵✷✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❛s ❛♥ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐♥
❛ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❆s ❤❡ st❛t❡❞ ❤✐♠s❡❧❢✱ ❤✐s ❦❡r♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❇❛②❡s✐❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❨✐❛♥✐❧♦s✬ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✭❨✐❛♥✐❧♦s✱ ✶✾✾✺❀ ❆❧t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ▼❛ts✉s❤✐t❛
❛♥❞ ▲✐♥✱ ✷✵✵✼✮✱ t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦✈✐❞❡s ❝r✐t❡r✐❛ ✇✐t❤ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✷✱ ❙❡❡❣❡r✬s ❝r✐t❡r✐♦♥ s♦❧✈❡s t❤❡ s❡❧❢✲

r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦①✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ t♦ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r✐♦r

♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✐♥ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡

❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❝✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦r ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭▼✐♥❦❛✱ ✷✵✵✵❀ ❙❡❡❣❡r✱ ✷✵✵✷❀
❆❧t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡①
❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐s ♣r✐♦r ✲❧❡ss✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♦❧✈❡s t❤❡ s❡❧❢✲r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦① ✉♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✳

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✖ ❲❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡✳ ❲❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①♣r❡ss ❢♦r♠❛❧❧② ♣❛t❝❤ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❛s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st✳ ■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t
♦❢ t❤✐s t❡st✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❛s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡✇
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦♥ t❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❞r✐✈❡♥ ❜② ♠❛♥② ②❡❛rs ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛ s❛t✐s❢②✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❢✉❧✜❧❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ✇❤✐❝❤
♣r♦♣❡rt✐❡s ❡❛❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢✉❧✜❧❧s✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✳

❲❡ t❤❡♥ t✉r♥ t♦ ❛ t❛s❦✲❜❛s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤
❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ♣❛t❝❤❡s ❢r♦♠ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥t ♦♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ ❡❛❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛ss❡ss❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✉♥❞❡r P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥♦♥✲q✉❛❞r❛t✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❝♦sts ✐♥ st❡r❡♦ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ st❡r❡♦ ♣❛✐r ✐s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜②
♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ❛ ♠♦t✐♦♥✲tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❣❧❛❝✐❡r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t②
♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ s②♥t❤❡t✐❝
❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✭❙❆❘✮ ✐♠❛❣❡s✳

❲❡ ❛❞✈♦❝❛t❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ♦✛❡rs ❛ ✢❡①✐❜❧❡ ②❡t ♣♦✇❡r❢✉❧ ✇❛② t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡
♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡s✳ ❇❡②♦♥❞ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ t❛s❦✲s♣❡❝✐✜❝ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋♦r ❧♦✇ t♦ ♠♦❞❡r❛t❡ ♥♦✐s❡
❧❡✈❡❧s✱ q✉❛❞r❛t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ st❛❜✐❧✐③❡❞✲✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❛t❛ ♣r♦✈❡s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞
✉s❡ ♦❢ ♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛✳

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✖ ■♥ ❙❡❝✳ ✹✳✶✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡✈❡♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❜② ❡①♣r❡ss✐♥❣ ♣❛t❝❤
✭❞✐s✮s✐♠✐❧❛r✐t② ❛s ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❡st ✉♥❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙♦♠❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r✲
✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✷✳ ❚❛s❦✲❜❛s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✸✱ ✉s✐♥❣ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s✿ ♣❛t❝❤ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✐♠❛❣❡ ❞❡✲
♥♦✐s✐♥❣✱ st❡r❡♦✲♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥✲tr❛❝❦✐♥❣ ✉♥❞❡r ❣❛♠♠❛ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞



✼✾

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❜♦t❤ ❡❛s② t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥ t❤❡s❡ ❞✐✈❡rs❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❲❡
❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛❞❛♣t✐♥❣ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② t♦ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✹ ❛♥❞ ❞r❛✇ s♦♠❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❢r♦♠ ♦✉r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✳

✹✳✶ P❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②✳ ◆♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✇❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
♥♦✐s❡ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✳
❙❡✈❡♥ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡
❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡✐r ❝♦♥❝❡♣ts✱ ♦r✐❣✐♥s ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s t♦ s♦❧✈❡ ♦✉r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

❇② v ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛ ♣❛t❝❤✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ N ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s✮ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s♣❡❝✐❢② ❤❡r❡ ❛ s❤❛♣❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛t❝❤ ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡
✈❛❧✉❡s ✐♥ ✈❡❝t♦r v ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ s♦ t❤❛t ✇❤❡♥ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s v1 ❛♥❞ v2 ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤
✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♥❞❡① ❛r❡ ✐♥ ✭s♣❛t✐❛❧✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦✐s❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦ t❤❛t ❛ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤ v ✐s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ N ✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r V ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮
p(v|u)✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs u ♦❢ t❤❛t ♣❞❢ ✐s r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛s t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
♣❛t❝❤✶✳

❉❡t❡❝t✐♥❣ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✭♥♦✐s②✮ ♣❛t❝❤❡s (v1,v2) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r ✭✐✳❡✳✱ ✐♥✲♠❛t❝❤✮
✇❤❡♥ v1 ❛♥❞ v2 ❛r❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s V1 ❛♥❞ V2 ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r u12 ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤✮✳ ❚❤❡
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡♣❤r❛s❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②✲
♣♦t❤❡s✐s t❡st ✭✐✳❡✳✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❡st✮✿

H0 : u1 = u2 ≡ u12 ✭♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮, ✭✹✳✶✮

H1 : u1 6= u2 ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮. ✭✹✳✷✮

❆ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ CV1,V2 ✭✇r✐tt❡♥ C ✐♥ s❤♦rt✮ ❞❡✜♥❡s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s
(v1,v2) t♦ ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ C (x1,x2)✱ t❤❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r x1 ❛♥❞ x2 ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ C ✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ ✭t♦ ❞❡❝✐❞❡ H1

✉♥❞❡r H0✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭t♦ ❞❡❝✐❞❡ H1 ✉♥❞❡r H1✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

PC
FA(τ) = P(C (V1,V2) < τ |u12,H0), ✭✹✳✸✮

PC
D (τ) = P(C (V1,V2) < τ |u1,u2,H1). ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡ τ ✐s ❛ r❡❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② s②♠❜♦❧s ❛r❡ r❡✈❡rs❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ C ✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆❡②♠❛♥✲P❡❛rs♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤
♠❛①✐♠✐③❡s PD ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ PFA✱ ✐s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st ✭s❡❡ ❑❛②✱ ✶✾✾✽✮✿

L(v1,v2) =
p(v1,v2|u12,H0)

p(v1,v2|u1,u2,H1)
. ✭✹✳✺✮

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs u1✱ u2 ❛♥❞
u12 ✭t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤✉s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡

❤②♣♦t❤❡s✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

✶t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs u ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t❤❛♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s v



✽✵ ✹✳ ❘♦❜✉st ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❑❡♥❞❛❧❧ ❛♥❞ ❙t✉❛rt ✭✶✾✼✾✮ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ✭❯▼P✮ ❞❡t❡❝t♦r
❢♦r s✉❝❤ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✱ ❛♥② ❝r✐t❡r✐♦♥ C ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❢❡❛t❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐♦♥
C ′ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ r❛t❡✿

∀C , ∃C ′, τ, τ ′ s✉❝❤ t❤❛t PC
FA(τ) = PC ′

FA(τ
′) ❛♥❞ PC

D (τ) < PC ′
D (τ ′) . ✭✹✳✻✮

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❢✉t✐❧❡✳ ❲❡ r❡✈✐❡✇ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡✈❡♥
s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡♥ t✉r♥ t♦ t❛s❦✲❜❛s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳

✹✳✶✳✶ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧

❚❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡✐r ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡✿

D(v1,v2) = ‖v1 − v2‖22. ✭✹✳✼✮

D ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s v1 ❛♥❞ v2 ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h > 0✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✿

G(v1,v2) = exp
(
− 1

h‖v1 − v2‖22
)
, ✭✹✳✽✮

♦r ✐❢ ♥♦✐s❡ ✐s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Γ✱ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ D ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛❤❛❧❛♥♦❜✐s
❞✐st❛♥❝❡✿

G(v1,v2) = exp
[
− 1

h(v1 − v2)
t
Γ
−1(v1 − v2)

]
. ✭✹✳✾✮

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ❛❧❧ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❜♦✐❧ ❞♦✇♥ t♦ t❤✐s s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚❤❡r❡ ✐s t❤❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✇❛② t♦ ❥✉st✐❢② ♦r ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ G ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❧✐♥❦ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥
❦❡r♥❡❧s✱ G ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧✳

❯♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✷ ♦❢ G ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞
τ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ PFA ✈❛❧✉❡✳ ■t ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ r❛t❡ ❞❡t❡❝t♦r ✭❈❋❆❘✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t
❛ ❝♦♥st❛♥t PFA ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ τ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
♣❛t❝❤❡s✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤♦✇❡✈❡r ❞r♦♣s ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r h ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✽✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡t ❣❧♦❜❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
❛r✐s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❞ ✐♥s✐❞❡ ♣❛t❝❤❡s✳
❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ s♦♠❡ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦✐s② ❞❛t❛
✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✷✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ♣❛t❝❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ❜❧♦❝❦✲♠❛t❝❤✐♥❣✮ ✐♥ ♠❛♥②
❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳ ▼ä❦✐t❛❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❇♦✉❧❛♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ▼ä❦✐t❛❧♦ ❛♥❞ ❋♦✐✱ ✷✵✶✶✮✳

●✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s ✇❤✐❝❤ st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♥♦✐s❡ ♣❞❢✱ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣❛t❝❤❡s✿

S(v1,v2) = G(s(v1), s(v2)). ✭✹✳✶✵✮

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❝♦♥tr❛st ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
♣❛t❝❤❡s❀ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❆ ♠♦r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t ✐s t❤❡ ♥♦♥❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠ s ❢♦r s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❙❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✷ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✲tr❛♥s❢♦r♠ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✷log(G) ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❈❤✐ sq✉❛r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥



✽✶

✹✳✶✳✷ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st L ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✺✮✱ s✐♠✐❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡sts ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♣r♦❜❧❡♠s✳

❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LB ❝♦♥s✐❞❡rs ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❛s r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs
✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ♣r✐♦r ♣❞❢✿

LB(v1,v2) =
p(v1,v2|H0)

p(v1,v2|H1)
=

∫
p(v1|u12=t)p(v2|u12=t)p(u12=t) ❞t

∫
p(v1|u1=t1)p(u1=t1)❞t1

∫
p(v2|u2=t2)p(u2=t2)❞t2

. ✭✹✳✶✶✮

❲✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ♣r✐♦r ♣❞❢ p(u1)✱ p(u2) ❛♥❞ p(u12)✱ ❊q✳ ✭✹✳✶✶✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧
◆❡②♠❛♥✲P❡❛rs♦♥ ❞❡t❡❝t♦r ✭s❡❡ ❑❛②✱ ✶✾✾✽✮✳

❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✿ ▼✐♥❦❛ ✭✷✵✵✵✮ ❡①❤✐❜✐ts ❛ r❡❧❛t✐♦♥✲
s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ LB ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❝❧❛ss✐✜❡rs✳ ❍❡ ❛❧s♦ r❡❧❛t❡s LB t♦ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❜r♦✉❣❤t
❜② v2 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ v1 ❛❧♦♥❡✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ ✭▼✐♥❦❛✱ ✶✾✾✽✮✳

❉❡s♣✐t❡ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉✛❡rs ❢r♦♠ t✇♦ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳
❋✐rst✱ ✐t r❡q✉✐r❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s ✇❤✐❝❤✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♠❛② ♥♦t ❜❡
❦♥♦✇♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐t
r❡q✉✐r❡s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ♣❞❢✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✱ ❛
♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✉♣♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲
❢r❡❡ ♣❛t❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ t❡st✐♥❣ t❤❛t t✇♦ ❣❛♠♠❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s s❤❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ st❛♥❞❛r❞
❞❡✈✐❛t✐♦♥s u12 = σ ♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡s u12 = σ2 ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ LB ✇❤❡♥
❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r ❛r❡ ✉s❡❞✮✳

❘❛t❤❡r t❤❛♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦
LG r❡♣❧❛❝❡s u1✱ u2 ❛♥❞ u12 ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✺✮ ❜② t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ✭▼▲❊✮ ✉♥❞❡r
❡❛❝❤ ❤②♣♦t❤❡s✐s✿

LG(v1,v2) =
supt p(v1,v2|u12 = t,H0)

supt1,t2 p(v1,v2|u1 = t1,u2 = t2,H1)
=
p(v1|u1 = t̂12)p(v2|u2 = t̂12)

p(v1|u1 = t̂1)p(v2|u2 = t̂2)
. ✭✹✳✶✷✮

❋♦r ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ▼▲❊ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ LG ❛♣♣r♦❛❝❤❡s L✳ ❆s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ LG ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❧♦✇ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✳ ■t r❡s✉❧ts
t❤❛t PFA ✈❛❧✉❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥② ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✿ LG ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❈❋❆❘
✭❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t♦ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦✐s❡✮✳ LG ✐s ❛❧s♦ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❯▼P ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t
t❡sts ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✹✳✷ ❛♥❞ ▲❡❤♠❛♥♥✱ ✶✾✺✾✮✳

❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✸ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ■t
❛♣♣❡❛r❡❞ t❤❛t ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❛r❡❛s✳ ❙t❛❜✐❧✐t② ✐s ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❈❋❆❘ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ●▲❘✳ ◆♦✇✱ ✇✐t❤ t❤❡
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧ ❯▼P ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ●▲❘✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❜❡st
❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LB✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LG ✐s ❡❛s✐❡r t♦
✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ✭❣❡♥❡r❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✱
♦r ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ✭♥♦r r❡❧② ♦♥✮ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r✐♦r ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ LG ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♥ ❤♦✇ ✐t ❜❡❤❛✈❡s ✐♥ ❧♦✇
s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❢♦r t♦♦ s♠❛❧❧ ♣❛t❝❤❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✮✳
■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t✱ ❢♦r ❧♦✇ ❙◆❘ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ LG ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❢❡❛t❡❞ ❜② ♦t❤❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t
❞❡t❡❝t♦rs ✭❑✐♠ ❛♥❞ ❍❡r♦ ■■■✱ ✷✵✵✶✮✳ ❚❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ ▼▲❊ ✇❤✐❝❤
❜❡❤❛✈❡s ♣♦♦r❧② ❢♦r ❧♦✇ ❙◆❘ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ LG t❤❛t t✇♦ r❛♥❞♦♠ ●❛✉ss✐❛♥ ✈❡❝t♦rs s❤❛r❡ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① u12 ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ ▼▲❊ ♦❢ u1 ❢r♦♠ v1 ♦♥❧② ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡✮✳



✽✷ ✹✳ ❘♦❜✉st ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

▼❛①✳ s❡❧❢ s✐♠✳ ❊q✳ s❡❧❢ s✐♠✳ ■❞✳ ♦❢ ✐♥❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡ ■♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❆s②♠✳ ❈❋❆❘ ❆s②♠✳ ❯▼P■
QB × × × × × ×
QG × × × × × ×
LB × × × √ × ×
LG

√ √ √ (†) √ √ √

KB

√ √ √ (‡) √ × ×
G √ √ √ × × ×
S √ (⋆) √ (⋆) √ (⋆) √ (⋆) √ (⋆) ×

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st✉❞✐❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✳ ▲❡❣❡♥❞✿ ✭
√
✮ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❤♦❧❞s✱ ✭×✮ t❤❡

❝r✐t❡r✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳ ❍♦❧❞s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ ✭†✮ t❤r♦✉❣❤
t❤❡✐r ▼▲❊ ♦r ✭‡✮ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭s✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② tr✉❡✮✳ ✭⋆✮ ❍♦❧❞s ♦♥❧②
❢♦r ❛♥ ❡①❛❝t ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠ s(·) ✭s✉❝❤ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✇r♦♥❣✮✳ ❆ s❦❡t❝❤
♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳

✹✳✶✳✸ ❏♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝r✐t❡r✐❛

❖t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ✉s❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r H0 t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥
♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝r✐t❡r✐❛ ✭❨✐❛♥✐❧♦s✱ ✶✾✾✺❀ ❙❡❡❣❡r✱ ✷✵✵✷❀
▼❛ts✉s❤✐t❛ ❛♥❞ ▲✐♥✱ ✷✵✵✼❀ ❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✮✿

QB(v1,v2) = p(v1,v2|H0) =

∫

p(v1|u1 = t)p(v2|u2 = t)p(u12 = t) ❞t ✭✹✳✶✸✮

♦r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
✭❆❧t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✿

QG(v1,v2) = sup
t

p(v1,v2|u12 = t,H0) = p(v1|u1 = t̂12)p(v2|u2 = t̂12) . ✭✹✳✶✹✮

❙✉❝❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ s❤❛r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r♦✈✐❞❡s r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ♦❢ ♦t❤❡r ❤②✲
♣♦t❤❡s❡s✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✉♥❞❡r H0 ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢ ✐t ✐s ♥♦t
❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s H1✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♥♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ✐ss✉❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭Pr♦♣❡rt② ✷✱ ❙❡❝✳ ✹✳✷✮ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t r❡❝❡♥t❧② ✐♥
✭❚❡✉❜❡r ❛♥❞ ▲❛♥❣✱ ✷✵✶✶✮✳ ❨✐❛♥✐❧♦s ✭✶✾✾✺✮ ❛❧r❡❛❞② r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡ s❡❧❢✲r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥

♣❛r❛❞♦①✿ ✏t❤❡r❡ ❛r❡ q✉❡r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ q✉❡r② ✐s ✐♥ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡✱ s♦♠❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥t ♠❛② ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳✑✳

❍♦✇❡✈❡r✱ QB ♦✛❡rs ❛ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt②✿ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥s u 7→ R✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ v ❜❡✐♥❣ (p(v|u = t))t ✭❙❡❡❣❡r✱ ✷✵✵✷✮✳ ❚❤❡ ✏♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✑
❦❡r♥❡❧ ❢♦❧❧♦✇s t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳

✹✳✶✳✹ ▼✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧

●✐✈❡♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥QB(v1,v2)✱ ❙❡❡❣❡r ✭✷✵✵✷✮ ❞❡✜♥❡s ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❦❡r♥❡❧ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ v1 ❛♥❞ v2✿

KB(v1,v2) =
QB(v1,v2)

√

QB(v1,v1)QB(v2,v2)
. ✭✹✳✶✺✮

❙✐♥❝❡ QB ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✱ KB ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦s✐♥❡ ✐♥

t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡ KB(v1,v2) =
〈v1|v2〉
‖v1‖‖v2‖

✳ ❙❡❡❣❡r s❤♦✇s t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❦❡r♥❡❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

❛♥❞ ❝♦✐♥s ✐t t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♣❞❢ ✉s✐♥❣
t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❦❡r♥❡❧ tr✐❝❦s✱ ✐✳❡✳✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✇❤✐❧❡ ♥❡✈❡r ♠❛♣♣✐♥❣



✽✸

t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s✉♣♣♦rt ✈❡❝t♦r ♠❛❝❤✐♥❡s ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♣r✐♦r ✲❧❡ss ❡①t❡♥s✐♦♥ ✉s✐♥❣ ▼▲❊ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LG✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ LG✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❦❡r♥❡❧ ✐s ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ♣r✐♦r ♣❞❢ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts✳

❆♠♦♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s✱ LB✱ LG ❛♥❞ KB ❤❛✈❡ ♥♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦
t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛s r❛t✐♦s ♦❢ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡
❢♦r QB ❛♥❞ QG✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✷ t❤❛t s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛❝❦ s♦♠❡
✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ LB✱ LG ❛♥❞ KB ❛s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐❛
❛♥❞ QB ❛♥❞ QG ❛s ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✳

✹✳✷ ❉❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛

❇❡②♦♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡
❛r❡ s♦♠❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❣✐✈❡♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✳

■t ✐s ♥❛t✉r❛❧ t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✿

Pr♦♣❡rt② ✶ ✭❙②♠♠❡tr②✮✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤ v1 ❛♥❞ ♣❛t❝❤ v2 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②

❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤ v2 ❛♥❞ ♣❛t❝❤ v1✿

C (v1,v2) = C (v2,v1).

❆❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧✳

❋♦r s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✐t ♠❛② ♦❝❝✉r t❤❛t ❛ ❞✐st✐♥❝t ♣❛✐r (v1,v2) ✐s ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛✐r
❢♦r♠❡❞ ❜② r❡♣❡❛t✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ v1✿ (v1,v1)✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡❧❢✲r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥

♣❛r❛❞♦① ✭❨✐❛♥✐❧♦s✱ ✶✾✾✺✮✳ ■t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❛s❦ ❢♦r ♠❛①✐♠❛❧ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿

Pr♦♣❡rt② ✷ ✭▼❛①✐♠❛❧ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✮✳ ◆♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❛✐r (v1,v2) ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t❤❛♥ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛t❝❤ v1 ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✐ts❡❧❢✿

∀v1,v2, C (v1,v2) ≤ C (v1,v1).

❏♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❞♦ ♥♦t ✈❡r✐❢② ♣r♦♣❡rt② ✷✿
❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ❧✐❦❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧s s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✳ ❋♦r t❤❡ ♣✐①❡❧✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭❚❛❜✳ ✹✳✷ ✇✐t❤ L = 1✮✿
QB(v1, v2) = (v1 + v2)

−2✳ ❈❤♦♦s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ v1 t♦ ❜❡ v1 = 2v2✳ ❙✐♥❝❡ QB(v1, v2) = (3 v2)
−2 ✐s

❧❛r❣❡r t❤❛♥ QB(v1, v1) = (4 v2)
−2✱ ♣r♦♣❡rt② ✷ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ �

▼♦st ❝r✐t❡r✐❛ ✇✐t❤ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LG ❛♥❞ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❦❡r♥❡❧ KB ❢✉❧✜❧❧ ♣r♦♣❡rt② ✷ ✭s❡❡ ❚❛❜✳ ✹✳✶✮✳

Pr♦♣❡rt② ✷ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛ ♣❛✐r (v1,v2) ♦❢ ❞✐st✐♥❝t ♣❛t❝❤❡s ✐s ❛❧✇❛②s ❧❡ss s✐♠✐❧❛r
t❤❛♥ ❛ ♣❛✐r ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤✐r❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ (v3,v3)✳ ❆ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦♣❡rt②
✐s ♥❡❡❞❡❞✿

Pr♦♣❡rt② ✸ ✭❊q✉❛❧ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✮✳ ❚✇♦ ♣❛✐rs ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛t❝❤❡s ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t②✿

∀v1,v2, C (v1,v1) = C (v2,v2).



✽✹ ✹✳ ❘♦❜✉st ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❈r✐t❡r✐❛ LG ❛♥❞ KB ✈❡r✐❢② ❜♦t❤ ♣r♦♣❡rt② ✷ ❛♥❞ ✸ ❛♥❞ t❤❡✐r s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧
t♦ ♦♥❡ ✭s❡❡ ❚❛❜✳ ✹✳✶✮✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ♠❛② ❛s❦ t❤❛t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ♦♥❧② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ str✐❝t ♣❛t❝❤ ❡q✉❛❧✐t②✱
❛♥❞ ❢♦r ❡✈❡r② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛t❝❤❡s✿

Pr♦♣❡rt② ✹ ✭■❞❡♥t✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡s✮✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✿

∀v1,v2, C (v1,v2) = max
v

C (v,v) ✐✐❢ v1 = v2.

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ✭♥♦t t❤❡ ♥♦✐s❡❧❡ss ♣❛t❝❤❡s u1

❛♥❞ u2✮✳

❋♦r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♣r♦♣❡rt② ✹ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ✐❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t❤❡♥ t♦ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❜❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧②
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿

∀u, p(v1|u) = p(v2|u) ✐✐❢ v1=v2 . ✭✹✳✶✻✮

Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❛t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ♣r♦♣❡rt② ✹ ✐s
❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ KB✳ ❋♦r LG ✇❡ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡
st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ▼▲❊✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❞✿

argmax
u

p(v1|u)=argmax
u

p(v2|u) ✐✐❢ v1=v2 . ✭✹✳✶✼✮

❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥s✇❡r ♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝
♥♦✐s② ♣❛t❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿

Pr♦♣❡rt② ✺ ✭■♥✈❛r✐❛♥❝❡✮✳ ▲❡t g ❜❡ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ r❛♥❞♦♠

✈❡❝t♦rs V1 ❛♥❞ V2 t♦ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs V ′
1 = g(V1) ❛♥❞ V ′

2 = g(V2)✳ ▲❡t CV1,V2 ❛♥❞ CV ′
1 ,V

′
2
❜❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② V1 ❛♥❞ V2 ✭r❡s♣✳ V ′
1 ❛♥❞ V ′

2 ✮✳ ❆♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ s✐♠✐❧❛r✐t②

✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ CV1,V2 ♦♥ (v1,v2) ♦r ✇✐t❤ CV ′
1 ,V

′
2
♦♥ (g(v1), g(v2))✿

∀v1,v2, CV1,V2(v1,v2) = CV ′
1 ,V

′
2
(g(v1), g(v2)).

❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ✉♥♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝r✐t❡r✐❛ QB ❛♥❞ QG t②♣✐❝❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡
✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❜②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡✐r sq✉❛r❡❞ ✈❛❧✉❡ ❧❡❛❞s
t♦ ♠♦❞✐✜❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛
s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✳ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❛ r❛t✐♦ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t✐❡s✱ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡s t♦ ❢✉❧✜❧ ♣r♦♣❡rt② ✺✳

❉❡❝✐❞✐♥❣ ❢♦r ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ♣❛t❝❤❡s v1 ❛♥❞ v2 ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐ss✐♠✐❧❛r ✐❢ C (v1,v2) < τ ✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ PC

FA ✐s t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t C (v1,v2) < τ ❛❧t❤♦✉❣❤ u1 = u2 (= u12)✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ✐s
♦♥❧② ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡✳

Pr♦♣❡rt② ✻ ✭❈♦♥st❛♥t ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ r❛t❡✮✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞ τ ✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ PC
FA

♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ C ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤ u12✿

∀τ, PC
FA(τ) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ u12.



✽✺

♥❛♠❡ ♣❞❢ QB QG LB LG KB S G

●❛✉ss✐❛♥ e
−

(x−u)2

2σ2
√
2πσ

e−(v1−v2)
2

●❛♠♠❛ LLxL−1e
−

Lx

u

Γ(L)uL

1
v1v2

(

v1v2
(v1+v2)2

)L
v1v2

(v1+v2)2
e
−
(

log
v1
v2

)2

P♦✐ss♦♥ uxe−u

x!
Γ′(v1+v2)

2v1+v2v1!v2!

(v1+v2)
v1+v2

(2e)v1+v2v1!v2!

Γ′(v1+v2)

2v1+v2Γ′(v1)Γ′(v2)

(v1+v2)
v1+v2

2v1+v2v
v1
1 v

v2
2

Γ′(v1+v2)√
Γ′(2v1)Γ′(2v2)

e−(
√
v1+a−

√
v2+a)2

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ■♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥✱ ❣❛♠♠❛ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✭♣❛r❛♠❡t❡rs σ
❛♥❞ L ❛r❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥✮✳ ❆❧❧ ❇❛②❡s✐❛♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦rs ✭r❡s♣✳ 1/σ✱√
L/u✱

√

1/u✮✳ ❆❧❧ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞✳
❋♦r ❝❧❛r✐t② r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ Γ′(x) = Γ(x+ 0.5) ❛♥❞ t❤❡ ❆♥s❝♦♠❜❡ ❝♦♥st❛♥t a = 3/8✳

❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♣r♦♣❡rt② ✻✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s v1 ❛♥❞ v2✱ E

[
‖v1 − v2‖22 |H0

]
= 2u12✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ P G
FA ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ u12✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ▼▲❊ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱ LG ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❈❋❆❘ ✭s❡❡ ❑❛②✱ ✶✾✾✽✮✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦✲❢❛r✱ ❛ ♣r♦♣❡r s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✶ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❯▼P ❞❡t❡❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s

♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✳

Pr♦♣❡rt② ✼ ✭❯♥✐❢♦r♠❧② ▼♦st P♦✇❡r❢✉❧ ■♥✈❛r✐❛♥t✮✳ ❆ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ C ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ t❤❡

✉♥✐❢♦r♠❧② ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✭❯▼P■✮ ✐❢ ✐t ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭♣r♦♣❡rt② ✺✮ ❛♥❞ ✐ts

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ❢❛❧s❡✲❛❧❛r♠ r❛t❡✿

∀C ′, τ, τ ′ PC
FA(τ) = PC ′

FA(τ
′)⇒ PC

D (τ) ≥ PC ′
D (τ ′) . ✭✹✳✶✽✮

❆s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱ LG ✐s ❯▼P■ ✭s❡❡ ▲❡❤♠❛♥♥✱ ✶✾✺✾✮✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ✐♥✈❛r✐❛♥t
❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ t❤❡♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❞❡❢❡❛t❡❞ ❜② LG✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ✉♥♥♦r♠❛❧✲
✐③❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ QB ❛♥❞ QG ❢✉❧✜❧ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LG
❢✉❧✜❧ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡q✉✐r❡ t❤❛t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜✲
❛❜❧❡✳ ❙✉❝❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② tr✉❡✱ ❡①❝❡♣t✱ ❡✳❣✳✱ ❢♦r ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦r ✇❤❡♥
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤
③❡r♦ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ v
♦r −v✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t S ✈❡r✐✜❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s ❡①✐sts✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①❛❝t ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦r t❤❡ ❈❛✉❝❤② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✹✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛

❆❧❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞✸ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✭❚❛❜✳ ✹✳✷✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
❇❛②❡s✐❛♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤ s♣❛❝❡✳
❲❤✐❧❡ ❛❧❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r ❣❛♠♠❛
♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❡♠❡r❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✏❝♦♠✲
♣❧❡①✐t②✑ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ✐s ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
t❤❛♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ t❤❛t P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✮✳

✸t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ✭❧❡❢t✮ P❛t❝❤ ❞✐❝t✐♦♥❛r②✳ ✭❝❡♥t❡r✮ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✭r✐❣❤t✮
❘❖❈ ❝✉r✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❙◆❘ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞✐❝t✐♦✲
♥❛r② ✐s ❛❜♦✉t ✶ ❞❇✳

✹✳✸✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ♣❛t❝❤ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ 196 ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ s✐③❡ N = 8×8✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❦✲♠❡❛♥s ♦♥ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ 512×512 ❇❛r❜❛r❛ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♥♦✐s②
♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♥♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ✉♥❞❡r ❣❛♠♠❛ ♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❛♥
♦✈❡r❛❧❧ ❙◆❘ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶ ❞❇✳ ❆❧❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss
✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✷✵✵ t✐♠❡s ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡✐r r❡❝❡✐✈❡r ♦♣❡r✲

❛t✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✭❘❖❈✮ ❝✉r✈❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ PD ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PFA✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✹✳✶✳ ❋♦r s♠❛❧❧ PFA✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✭●▲❘✮ ✐s t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡✲
r✐❛✳ ❖t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛ ❜❡❤❛✈❡ ♣♦♦r❧② ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❧♦✇ ❙◆❘✳ ❙✉❝❤ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣♦♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ✭✇♦rs❡ t❤❛♥ ❛ ❞❡t❡❝t♦r
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✮ ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♥♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ s❡❧❢✲
s✐♠✐❧❛r✐t② ♣❛r❛❞♦①✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ G ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥♦♥✲❛❞❛♣t✐✈✐t② t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡
t❛r❣❡t ♥♦✐s❡ ♦r t❤❡ t❛r❣❡t ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞❡❢❡❛t❡❞
❜② ●▲❘✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥❧②✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♥♦✐s❡ ♣❞❢✳ ❚❤❡ ✇♦rs❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ✉s❡ ▼▲❊ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♦r ♣❞❢ ✭♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❏❡✛r❡②s✬
♣r✐♦r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✮✳

✹✳✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✷✱ ♣❛t❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ♠♦st r❡❝❡♥t ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀
▼❛✐r❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ▼♦st ❛tt❡♠♣ts t♦ ❛❞❛♣t s✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ r❡❧✐❡s ♦♥
✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ▼ä❦✐t❛❧♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❇♦✉❧❛♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ▼ä❦✐t❛❧♦ ❛♥❞ ❋♦✐✱ ✷✵✶✶✮✳
❋❡✇ ❛✉t❤♦rs tr② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❜② ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✭❑❡r✈r❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✱ s❡❡ ❛❧s♦ ❙❡❝✳ ✸✮✳

❲❤✐❧❡ ❧♦❝❛❧ ✜❧t❡rs ❧❡❛❞ t♦ ❜✐❛s❡s ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss✱ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❡❢✲
✜❝✐❡♥t❧② r❡❞✉❝❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈❡ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✱ t❤❡
♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s ❛✈❡r❛❣❡ s✐♠✐❧❛r ♣✐①❡❧s✳ ▲❡t v(x) ❜❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤ ❛t ♣✐①❡❧ x ∈ Ω
❛♥❞ u(x) ✐ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ û(x) ❛s ❛
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❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ P❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥
✶✸ st❛♥❞❛r❞ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ✭t♦♣✮ str♦♥❣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s
❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ ♠❡❞✐✉♠ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✳

✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡✿

û(x) =

∑

x C (v(x),v(x′))1/hv(x′)
∑

x C (v(x),v(x′))1/h
✭✹✳✶✾✮

✇❤❡r❡ x′ ✐s ❛ ♣✐①❡❧ ✐♥❞❡① ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ x✱ ❛♥❞ h > 0 ✐s ❛ ✜❧t❡r✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ C (v(x),v(x′))✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ (.)1/h✱ ♣❧❛②s
t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ✇❡✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s ❝❡♥t❡r❡❞
❛r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s x ❛♥❞ x′ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤✐❧❡ ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✇❤❡♥
s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡♥ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝r✐t❡r✐❛✳

❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✜rst t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✼
s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ♦♥ ✶✸ st❛♥❞❛r❞ ✐♠❛❣❡s s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ❣❛♠♠❛ ♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡
◆▲ ♠❡❛♥s ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ 21× 21 s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ 7× 7 ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r h ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✇❡✐❣❤t C (v(x),v(x)) s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐♦♥ C ✉♥❞❡r H0 ✭❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✽❀ ❙❛❧♠♦♥✱ ✷✵✶✵✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s✉❝❤
s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❤❡r❡ s✐♥❝❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♥♦t ❈❋❆❘✿ t❤❡
st❛t✐st✐❝s ✈❛r② ❧♦❝❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ u(x)✳ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✇❡✐❣❤t s❤♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❇✉❛❞❡s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✳ ❍❡r❡✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞
t♦ ✉s❡ t❤❡ tr✉❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r✐t❡r✐❛✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
✇❡ ❛♣♣❧② ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ♦♥ h t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ‖u − û‖22✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ❞❡♥♦✐s❡r r❡❛❝❤❡s ✐ts ♦♣t✐♠❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

❉❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭P❙◆❘✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❙❡❝✳ ✷✳✶✳✸✳ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ P❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳ ❚✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡



✽✽ ✹✳ ❘♦❜✉st ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡
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♠
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✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✭❝✮ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ♦♥ ✭❛✮ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✭G✮ ❛♥❞
✭❝✮ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✭LG✮✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✭t♦♣✮ ❛ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t✇♦ ❜✉✐❧❞✐♥❣s
s✉✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ✭ ❝©❖◆❊❘❆✱ ❈◆❊❙✮ ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ ❛♥ ❳✲r❛② ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛
❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ●✶✳✾✰✵✳✸ s✉✛❡r✐♥❣ ❢r♦♠ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡
✭✇✐t❤ ❛ ❝♦❧♦r♠❛♣ ✈❛r②✐♥❣ s♠♦♦t❤❧② ❢r♦♠ ❜❧❛❝❦ t❤r♦✉❣❤ s❤❛❞❡s ♦❢ r❡❞✱ ♦r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇✱ t♦
✇❤✐t❡✮ ✭✐♠❛❣❡ ❝♦✉rt❡s② t♦ ❈❤❛♥❞r❛ ❳✲r❛② ❖❜s❡r✈❛t♦r② ✕ ❞❛t❛ ✐❞❡♥t✐✜❡r✿ ❆❉❙✴ ❙❛✳❈❳❖♯❈♦♥tr✐❜✴
❈❤❛♥❞r❛❉❡❡♣❋✐❡❧❞✮✳

✜rst ♦♥❡✱ ✈❡r② str♦♥❣✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ P❙◆❘ ❛r♦✉♥❞ ✺❞❇✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱
♠❡❞✐✉♠✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ P❙◆❘ ❛r♦✉♥❞ ✶✹❞❇✳ ❋♦r str♦♥❣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦
LG ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❛❧❧ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ♠❡❞✐✉♠ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❦s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡tt❡r✳ ■♥ ♠❡❞✐✉♠✴❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ S ❝❛♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ LG✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❧♦✇✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛t❝❤❡s ✉♥❞❡r ♥♦✐s❡ t❤❛♥ ❛ ♠❛tt❡r
♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ✏❝❧♦s❡✑ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ✭t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✮✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ LG✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡✜♥❡s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❡tr✐❝ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡❧❡ss ♣❛t❝❤❡s✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✐♥❣ t❤❛t u1 ✐s ❝❧♦s❡ t♦ u2 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱
✐✳❡✳✿ H0 : ‖u1 − u2‖22 < ǫ✱ ✇❤❡r❡ ǫ ✐s ❛ r❡❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t②
❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LG ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✭❙❆❘✮ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t✇♦
❜✉✐❧❞✐♥❣s✳ ❙❆❘ ❞❛t❛ s✉✛❡rs ❢r♦♠ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡
✐s ❛♥ ❳✲r❛② ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ●✶✳✾✰✵✳✸✳
❉✉❡ t♦ ❧♦✇✲❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ✐♠❛❣❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❲✐t❤♦✉t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ u✱
t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ❱❛♥ ❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r ✭✷✵✵✾✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ h t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺ ❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✭✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❝✮✮ ✐♥ t❤❡
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✭❜✮ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G ✭1.78✮ ✭❝✮ ●❡♥✳ ❧✐❦✳ r❛t✐♦ LG ✭1.34✮

✭❞✮ ●r♦✉♥❞ tr✉t❤

P
♦✐
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♦♥

✭❡✮ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G ✭1.50✮ ✭❢✮ ●❡♥✳ ❧✐❦✳ r❛t✐♦ LG ✭1.37✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❛ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣❛✐r ♦❢ ♥♦✐s② st❡r❡♦ ✈✐❡✇s✳ ✭❛✮
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✱ ✭❞✮ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✭✐✳❡✳ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐s♣❛r✐t② ♠❛♣✮ ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐s♣❛r✐t② ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ✭❜✲❝✮ ❣❛♠♠❛ ❛♥❞ ✭❡✲❢✮ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳
❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✭❜✱❡✮ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G ♦r ✭❝✱❢✮
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LG✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts✳

s❛♠❡ ✈❡✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❍✉❞s♦♥✱ ✶✾✼✽✮✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s G ❜❧✉rs ❞❛r❦ ❛r❡❛s ❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ♥♦✐s❡ ✐♥ ❜r✐❣❤t
❛r❡❛s✱ ●▲❘ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♠♦✉♥t ♦❢
s♠♦♦t❤✐♥❣✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② r❡✜♥✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛t❝❤❡s ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺✳ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❣✐✈❡s ❛ ❞❡❡♣ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡
s♣❡t✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❢♦r ✭♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛t❡ ❝♦♠♣❧❡①✮ ❙❆❘ ❞❛t❛✳ ❖✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥
❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❤❛✈❡
❝❤♦s❡♥ ♥♦t t♦ r❡✜♥❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❛✈♦✐❞ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ ♣r❡✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ●▲❘ ❢♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡
✜❧t❡r✐♥❣ ✭P❛rr✐❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵✮✳

✹✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ st❡r❡♦✲✈✐s✐♦♥

❙t❡r❡♦✲✈✐s✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡s ♣❛t❝❤❡s✳ ●✐✈❡♥ t✇♦
✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❝❡♥❡✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛rts✳ ❯s✐♥❣ ❡♣✐♣♦❧❛r
❣❡♦♠❡tr②✱ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x ∈ Ω ♦❢ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧ x′ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡
♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ ✭♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ♦❝❝❧✉s✐♦♥ ✐ss✉❡s✮✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♣✐①❡❧s ✐s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s♣❛r✐t② ♠❛♣ d

✭s❡❡ ❍❛rt❧❡② ❛♥❞ ❩✐ss❡r♠❛♥✱ ✷✵✵✵✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② ♠❛♣✱ ❡❛❝❤ ♣❛t❝❤ v1(x) s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r

t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤ v2(x+ d(x)
−→
h ) ❛♥❞

−→
h ✐s ❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❞✐r❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s t❤❡♥ ❝❡♥tr❛❧ t♦ st❡r❡♦✲✈✐s✐♦♥✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t✇♦
♣❛t❝❤❡s v1(x) ❛♥❞ v2(x

′) ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ✇❤✐❧❡ p ❛♥❞ q ❛r❡ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧s ✭❡✳❣✳ ✐♥
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s ♦r ♦♥ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♠❛♥② ✇♦r❦s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛



✾✵ ✹✳ ❘♦❜✉st ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② ♠❛♣✳ ❇♦②❦♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✽✮ s✉❣❣❡st
t❤❛t ❞✐s♣❛r✐t② ♠❛♣s ❛r❡ ♣✐❡❝❡✲✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② ♠❛♣ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

d̂ = argmax
d

∑

x

− logC (v1(x),v2(x+ d(x)
−→
h ))− λ

∑

x∼x′

δ(d(x)− d(x′)). ✭✹✳✷✵✮

✇❤❡r❡ x ∼ x′ ❞❡♥♦t❡s t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✱ δ(.) ✐s t❤❡ ❉✐r❛❝ ❞❡❧t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥
♠✉❧t✐♣❧✐❡r λ > 0 ❛❝ts ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ C ✱
t❤❡ ✜rst t❡r♠ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❛ss❡ss❡s t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t②
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✿ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ P♦tts ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ♣❡♥❛❧✐③❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ d✳ ❙❛t✐s❢②✐♥❣
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✇✐t❤
t❤❡ α✲β s✇❛♣ str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭❇♦②❦♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✮✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜②
t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s✉❛❧❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭❙❙❉✮✱ ✇❡ s✉❣❣❡st
❝♦♠♣❛r✐♥❣ st❡r❡♦✲✈✐s✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✷✵✮ ✇❤❡♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LG✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣❛✐r ♦❢ st❡r❡♦ ✈✐❡✇s ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ❣❛♠♠❛
♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙❙❉ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐s♣❛r✐t② ♠❛♣ ♦✈❡r✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✐♥ ❞❛r❦
❛r❡❛s ❛♥❞ ✉♥❞❡r✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✐♥ ❜r✐❣❤t ❛r❡❛s✿ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❧♦❜❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ♦✛❡r✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❙✐♥❝❡ ●▲❘ ✐s ❈❋❆❘✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜♦t❤ ✐♥ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❜r✐❣❤t ❛r❡❛s ❢♦r ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✳ ❆s
❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭❘▼❙❊✮✱
❞❡✜♥❡❞ ❜②

RMSE(d̂,d) =

√

1

|Ω|‖d− d̂‖22 ✭✹✳✷✶✮

❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜♦t❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ❛s ✇✐t❤ t❤❡
✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❛s❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ tr✉❡ ❞✐s♣❛r✐t② ♠❛♣ d t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ λ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s
❝♦♠♣❛r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r r❡❛❝❤❡s ✐ts ♦♣t✐♠❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r♦♦t ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✐s ✐♥ ❢❛✈♦✉r ♦❢ ●▲❘✳

✹✳✸✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠♦t✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣

▼♦t✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣✱ ♦❜❥❡❝t tr❛❝❦✐♥❣ ♦r ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ✐♠❛❣❡ ♣❛rts ✭❡✳❣✳ ❍♦r♥ ❛♥❞ ❙❝❤✉♥❝❦✱ ✶✾✽✶❀ ▲♦✇❡✱ ✶✾✾✷❀ ❈♦♠❛♥✐❝✐✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳ ❍❡r❡✱
✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ✢♦✇✐♥❣ ❆❧♣✐♥❡ ❣❧❛❝✐❡r ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛✐r ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝
❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✭❙❆❘✮ ✐♠❛❣❡s✳ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ♣r♦✈✐❞❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
✉♥❞❡r ❛♥② ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❣❧❛❝✐❡r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ❙✉❝❤ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♣❡❝❦❧❡
♥♦✐s❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭●♦♦❞♠❛♥✱ ✶✾✼✻✮✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐♦♥ r♦❜✉st t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❙❆❘ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s t❤❡♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞✳

●✐✈❡♥ t✇♦ r❡❣✐st❡r❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❣❧❛❝✐❡r s❡♥s❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❡s✱ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦
❡st✐♠❛t❡ ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❧❛❝✐❡r✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s ❝♦❧❧✐♥❡❛r t♦ t❤❡ ❣❧❛❝✐❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② r❡s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ♦♥❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣❧❛❝✐❡r ♠♦✈❡♠❡♥t
❞✐r❡❝t✐♦♥✳



✾✶

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G ✭❝✮ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦✳ r❛t✐♦ LG

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ♠♦t✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛❝✐❡r ♦❢ ❆r❣❡♥t✐èr❡
✭❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❚❡rr❛❙❆❘✲❳ ❝©❉▲❘✮✳ ✭❛✮ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✭❜✲❝✮ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✭❜✮
t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G ♦r ✭❝✮ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LG✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s♣❡❡❞s ❤❛✈❡ ❛♥
❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ 12.27 ❝♠✴❞❛② ❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 41.12 ❝♠✴❞❛② ✐♥ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ s❧♦♣❡
✭❝❛❧❧❡❞ ✏s❡r❛❝ ❢❛❧❧s✑✮ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 20.7
❝♠✴❞❛② ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 67.2 ❝♠✴❞❛② ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G✳

❋♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ st❡r❡♦✲✈✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞✳
❙✐♥❝❡ ❣❧❛❝✐❡r ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡r❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ t♦t❛❧✲✈❛r✐❛t✐♦♥
✭❚❱✮ ♠♦❞❡❧✹ ✇❤♦s❡ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

d̂ = argmax
d

∑

x

− logC ( v1(x), v2(x+ d(x)−→o ) )

+λ
∑

x∼x′

|d(x)− d(x′)| ✭✹✳✷✷✮

✇❤❡r❡ p ∼ q ❞❡♥♦t❡s t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s✱ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r λ > 0 ❛❝ts ❛s ❛ r❡❣✲
✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ −→o ✐s ❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❣❧❛❝✐❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖♣t✐♠❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭■s❤✐❦❛✇❛✱ ✷✵✵✸✮✳

❲❡ s✉❣❣❡st ♥♦✇ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
s♦❧✈✐♥❣ ✭✹✳✷✷✮✱ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G ♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LG✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t✇♦ ❙❆❘
✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❧❛❝✐❡r ♦❢ ❆r❣❡♥t✐èr❡ ✭❋r❡♥❝❤ ❆❧♣s✮ s❡♥s❡❞ ❜② ❚❡rr❛❙❆❘✲❳ ♦♥
❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✾t❤✱ ✷✵✵✽ ❛♥❞ ❖❝t♦❜❡r ✷✶t❤✱ ✷✵✵✽ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ t✇♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦✲r❡❣✐st❡r❡❞ ♦♥ st❛t✐❝ ❛r❡❛s✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧ ♦❢ 1.36×2.04 ♠❡t❡rs ✐♥ ❧✐♥❡ ♦❢
s✐❣❤t ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ −→o ✐s s❡❛r❝❤❡❞

✹✇❡ ✉s❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❚❱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ℓ1 ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ d s♦ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✷✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❣r❛♣❤✲❝✉ts



✾✷ ✹✳ ❘♦❜✉st ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢r♦♠ 0 t♦ 10 ♣✐①❡❧s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢
❛❜♦✉t 111 ❝♠✴❞❛②✳ P❛t❝❤❡s ♦❢ s✐③❡ 3×3 ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥✱ ✐✳❡✳ ❛❜♦✉t ✹ ♠ ❛♥❞ ✻ ♠ ✐♥ ❣r♦✉♥❞ ❣❡♦♠❡tr②✳
❆ ❜✐♥❛r② ♠❛s❦ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ❣❧❛❝✐❡r s✉r❢❛❝❡✳ ❖♥❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛❝✐❡r s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣❛t❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❆t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ❜♦t❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡①♣❡rts
❛♥❞ ●P❙ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦
LG ❜❡tt❡r r❡✢❡❝ts t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ 15.4 ❝♠✴❞❛② ❛♥❞ ❛
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 53.8 ❝♠✴❞❛② ✐♥ t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ s❧♦♣❡ ✭❝❛❧❧❡❞ ✏s❡r❛❝ ❢❛❧❧s✑✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 20.7 ❝♠✴❞❛②
✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ 67.2 ❝♠✴❞❛② ❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ G✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ G ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞
♦✈❡r✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✐♥ ❞❛r❦ ❛r❡❛s ❛♥❞ ✉♥❞❡r✲r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✐♥ ❜r✐❣❤t ❛r❡❛s✿ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r λ ♦✛❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✜❡❧❞✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LG ✐s ❈❋❆❘✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜❡❧❞ ♠❛♣ ❜♦t❤ ✐♥ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❜r✐❣❤t ❛r❡❛s ❢♦r ❛ ❣❧♦❜❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ✳

❋✐♥❛❧❧② ❧❡t ✉s ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ♥♦ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤✐s t❛s❦ ❞✉❡ t♦ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r s✉❝❤
❛ t❛s❦ ♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✐♥❣ t❤❛t u1 ✐s ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ u2✱ ✐✳❡✳✿
H0 : u1 = αu2 + β✱ ✇❤❡r❡ α ❛♥❞ β ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❙✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ s❡✈❡♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞s✳
❚❤❡✐r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t t❤❡② ❢✉❧✜❧✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❖t❤❡rs r❡q✉✐r❡ s✐❣♥❛❧✲❛❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ✇❤✐❝❤ r❡str✐❝ts
t❤❡✐r ✉s❛❜✐❧✐t② ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s t❤❡♥ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ♦♥ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞
❢r♦♠ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✭●▲❘✮ ✐s t❤❡ ♠♦st ♣♦✇❡r❢✉❧✳ ■t ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❜❡st
❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r✐♥❣✱
❛s ❛ss❡ss❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♠❛❞❡ ♦❢ t✇❡❧✈❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♠❛❣❡s s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ❞❛♠❛❣❡❞ ✇✐t❤
str♦♥❣ ❣❛♠♠❛ ♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❲❤✐❧❡ ●▲❘ ❝❧❡❛r❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡
st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦r ❆♥s❝♦♠❜❡ tr❛♥s❢♦r♠✮ ❢♦r ❧♦✇ ❙◆❘ ✐♠❛❣❡s✱
♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ ❢♦r ❜❡tt❡r ❙◆❘✳ ❲✐t❤ ❤✐❣❤ ❙◆❘✱
♣❛t❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣r♦❜❛❜❧② r❡q✉✐r❡s ❢✉rt❤❡r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦✐s❡❧❡ss ♣❛t❝❤ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡
♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s❡❞ ❛❢t❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ❜❡st
❝❤♦✐❝❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❜r♦✉❣❤t ❜② ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡♥♦✐s❡
r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ✐♠❛❣❡s✿ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✐♠❛❣❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✱
❛♥❞ ❛♥ ❳✲r❛② ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✇✐t❤ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❲✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥
❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♥♦✐s❡ ✐s s♠♦♦t❤❡❞ ♦✉t ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧ ✐♥ ❞❛r❦ ❛♥❞ ❜r✐❣❤t r❡❣✐♦♥s✳
❲❡ t❤❡♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t❤❡ ✇✐❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ✈✐s✐♦♥ ❜② ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ❛ st❡r❡♦✲✈✐s✐♦♥ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ❣❧❛❝✐❡r
✇✐t❤ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❛ ❜r♦❛❞❡r ✉s❡ ♦❢ ●▲❘ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐♥
❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❜♦t❤ ❡❛s② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✇❡❧❧ ❣r♦✉♥❞❡❞✳ ❲✐t❤
✐ts ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡
❛❞❛♣t❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ♣❛rts✳ ❚✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❢✉t✉r❡
✇♦r❦✳ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ s♦♠❡ tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤ ✭❡✳❣✳✱ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ♠♦t✐♦♥



✾✸

tr❛❝❦✐♥❣✱ st❡r❡♦ ✈✐s✐♦♥ ♦r ✢✐❝❦❡r✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
♣❛t❝❤❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❛s ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❙◆❘ s✉❣❣❡st✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ●▲❘ ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ❜❡st s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s✱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛
✐s t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ✇❤❡♥ s✉❝❤ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ❛♥❞ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♥♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱
✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❡①t❡♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❛♥② ❣✐✈❡♥
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡✳



✾✹ ✹✳ ❘♦❜✉st ♣❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t② ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡



✾✺

❈❤❛♣t❡r ✺

❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r

♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✭◆▲✮ ♠❡❛♥s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡s ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞
♥♦✐s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❞❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❣✉✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛
♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✇❤❡r❡ ✇❡✐❣❤ts
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❜❛s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦
✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❡tt✐♥❣ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r✐s❦ ✭♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r✮✳ ❚❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉s❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡
▼❙❊ ❢♦r ◆▲ ♠❡❛♥s ❛♥❞ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
✇♦r❦s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✿ ▲❡❡✬s ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✲
❞r✐✈❡♥ ❛❞❛♣t✐✈❡✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✜❧t❡r tr② t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ✭▲❡❡✱
✶✾✽✶❀ ❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮❀ ❍❡ ❛♥❞ ●r❡❡♥s❤✐❡❧❞s ✭✷✵✵✾✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❞ ❤♦❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝
r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣❡s ✭▼❘■✮❀ ❛♥❞ t❤❡ ❙❆❋■❘ ❛♥❞ ❇▼✸❉ ✜❧t❡rs st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡
❜❡❢♦r❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❇♦✉❧❛♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ▼ä❦✐t❛❧♦ ❛♥❞ ❋♦✐✱ ✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r
♦❢ ❑❡r✈r❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱
✉❧tr❛✲s♦✉♥❞ s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✭❈♦✉♣é ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛♥❞ ❙❆❘ s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✭❩❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❢❛✐❧ ✐♥ s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥s
✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✼✮✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ t♦♦ ❣❡♥❡r❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛ss✉♠❡ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥
♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✭❆✇❛t❡ ❛♥❞ ❲❤✐t❛❦❡r✱ ✷✵✵✻❀ ❇r♦① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❆③③❛❜♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❜✮ ❛♥❞✱ ❛s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✖ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛♥ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❞❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✜❧t❡r ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲
♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♣✐①❡❧s✳ P✐①❡❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s ✭r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✇✐♥❞♦✇s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ t✇♦ ♣✐①❡❧s✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st✉❞② ✐♥
❈❤❛♣✳ ✹✱ ✇❡ s✉❣❣❡st r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✭●▲❘✮
✇❤✐❝❤ ✐s st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✇❡❧❧ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛♥② ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡
✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❛ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ✇❛②✳ ❚❤❡s❡ ✇❡✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ✭✇✐t❤ ●▲❘✮ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡



✾✻ ✺✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✐❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

t✉♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ str❛t❡❣② t♦ s❡❧❡❝t
t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s r❡✜♥❡♠❡♥t str❛t❡❣② ♥♦t✐❝❡❛❜❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐♠❛❣❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ♥♦t ♦♥❧② t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❞❞✐t✐✈❡
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❝❛s❡s s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❡❡♠s t♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦♥ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡s❡
❧❛tt❡r ❝❛s❡s✳

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✖ ❲❡ ❣✐✈❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs
✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✺✳✷✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦r❛❝❧❡✲❜❛s❡❞
s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞ ✇❤❡♥ ❜✐❛s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✱ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✸✱ t❤❡ ◆▲
♠❡❛♥s ❛s ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♦r❛❝❧❡✲❜❛s❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞
♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❡✐❣❤ts ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐♥
❙❡❝✳ ✺✳✹✳ ❉r❛✇✐♥❣ ❢r♦♠ ❈❤❛♣✳ ✹ ❛♥❞ ❛ st✉❞② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r❛❝❧❡✲❜❛s❡❞ ✇❡✐❣❤ts✱ ❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ❛♥❞ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ t✇♦ st❡♣ ♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r ✇✐t❤ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲❡ t❤❡♥ s✉❣❣❡st
s❡tt✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✺✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✻ ♣r♦✈✐❞❡s r❡s✉❧ts
❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥ ✐♠❛❣❡s ❞❛♠❛❣❡❞ ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥✱ ❣❛♠♠❛ ❛♥❞
P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳

✺✳✶ ❲❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❲▼▲❊✮

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❲▼▲❊✮ ❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ✭P♦❧③❡❤❧ ❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥②✱ ✷✵✵✻❛✮✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✷✱ ❛ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ û ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡
u ❢r♦♠ ✐ts ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ v✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ Ω ♦❢ N
♣✐①❡❧s ❛♥❞ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② vk = v(xk) ❛ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t xk ∈ Ω✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞
♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❤❛t p(v|u) = ∏k p(vk|uk)✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ u ♣❧❛②s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ s♣❛❝❡✲✈❛r②✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡
✐s t❤❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ û ♦❢ u✳

❆t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥ x✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲❊✮ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ û(x) ♦❢ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r u(x) ❢r♦♠ t❤❡ s❡t Su(x) ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✿

û(x) = argmax
t

∑

x′∈Su(x)

log p(v(x′)|t) ✭✺✳✶✮

=argmax
t

∑

x′

δSu(x)
(x′) log p(v(x′)|t), ✭✺✳✷✮

✇✐t❤ δSu(x)
❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Su(x) ✭✐✳❡✳✱ δSu(x)

(x′) = 1 ✐❢ u(x′) = u(x)✱ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✮✳
❚❤❡ ▼▲❊ ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ |Su(x)|✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ s❡ts
Su(x) ❢♦r ❡❛❝❤ x ∈ Ω ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s✐♥❝❡ ✐t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♠❛❣❡ u✳
❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ δSu(x)

(x′) ❜② ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ✇❡✐❣❤ts w(x, x′) ≥ 0✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❲▼▲❊✮ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

û(x) = argmax
t

∑

x′

w(x, x′) log p(v(x′)|t). ✭✺✳✸✮

❲▼▲❊ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛t t❤❡
❝♦st ♦❢ ❛ ❜✐❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r u(x′) ❞✐✛❡r❡♥t t♦



✾✼

u(x) ✭❋❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ❲▼▲❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ✜rst ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜② P♦❧③❡❤❧
❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥② ✭✷✵✵✻❛✮✳

■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❲▼▲❊
❡st✐♠❛t❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡✿

û(x) =

∑

x′ w(x, x′)v(x′)
∑

x′ w(x, x′)
. ✭✺✳✹✮

❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥
✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡rs✱ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r✳
❍❡♥❝❡ ❲▼▲❊ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ♦❢ ❑❡r✈r❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮✱ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ r✐s❦
❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✼✮✳ ■♥ t❤❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✺✳✹✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❲▼▲❊ ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥
r✐s❦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts w(x, x′) ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆s
♥♦t❡❞ ✐♥ ✭P♦❧③❡❤❧ ❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥②✱ ✷✵✵✻❛✮✱ ❛ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡
❦❡② t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ ❲▼▲❊ ✜❧t❡rs✳

✺✳✷ ❖r❛❝❧❡✲❜❛s❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥✿ ❛ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛

❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✉s❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r
❛ ❢✉③③② s❡t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Su(x) ✭✇✐t❤ ♣r♦♣❡r ✇❡✐❣❤t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉③③② s❡t
✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ s✐♠✐❧❛r ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛r❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s ❝♦✉♥t❡r❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❋❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♠♦r❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉③③② s❡t ✇❤✐❝❤
❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✱ t❤❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❡♥t u(x′) = u(x) ✐s ③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❛❧♠♦st ♥❡✈❡r ✜♥❞
t✇♦ ♣✐①❡❧s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤✉s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛✈❡r❛❣❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡❛✈✐♥❣
t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✮✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✱ ❲▼▲❊ ❝❛♥ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ▼▲❊ ❢♦r ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥
✇❡✐❣❤ts✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼▲❊ ❛♥❞ ❲▼▲❊ ❜♦t❤ ✉s✐♥❣
❛♥ ♦r❛❝❧❡ ❜❛s❡❞ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s t♦ ❛✈❡r❛❣❡ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
tr✉❡ ✐♠❛❣❡ u✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜♦t❤ ❖r❛❝❧❡✲▼▲❊ ✭❊q✳ ✭✺✳✶✮✮ ❛♥❞
❖r❛❝❧❡✲❲▼▲❊ ✭❊q✳ ✭✺✳✸✮✮✳ ❋♦r ❜♦t❤✱ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣✐①❡❧s x′ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ ❧✐♠✐t❡❞
❝✐r❝✉❧❛r s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ W ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ x✳ ❲❤✐❧❡ ▼▲❊ ❛✈❡r❛❣❡s ♦♥❧② ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦✐s❡✲
❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s u(x′) = u(x)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❛t t❤❡ ❲▼▲❊ ❛✈❡r❛❣❡s ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❡✐❣❤ts✿

w(x′, x) = exp

(

−(u(x′)− u(x))2
2h2

)

✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ h > 0 ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❢✉③③② s❡t✳ ❚❤✐s ✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t
✇❤❡♥ h→ 0✱ ❲▼▲❊ t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ▼▲❊ ❛♥❞ ✇❤❡♥ h→∞✱ ❲▼▲❊ t❡♥❞s t♦ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡
✜❧t❡r✳

❇♦t❤ ✜❧t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ♦♥ ❛ ❣r❛② ❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s uk ❛r❡ ✐♥t❡❣❡rs
❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 255 ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s vk ❛r❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦♥ u ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ = 20✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s
✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼▲❊ ❛♥❞ ❲▼▲❊✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ❝❧❡❛r❧② t❤❛t ▼▲❊ s✉✛❡rs
❢r♦♠ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛s ❛ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ▼▲❊✱ ❲▼▲❊ ❤❛s



✾✽ ✺✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✐❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ◆♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♦r❛❝❧❡

✭❝✮ ❖r❛❝❧❡✲▼▲❊ ✜❧t❡r ✭❞✮ ❖r❛❝❧❡✲❲▼▲❊ ✜❧t❡r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✭❝✮ ▼▲❊ ❛♥❞ ✭❞✮ ❲▼▲❊ ♦♥ ✭❛✮ ❛ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❞❛♠❛❣❡❞
❜② ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ❦♥♦✇✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼▲❊ s✉✛❡rs ❢r♦♠ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❡♠s
t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ▼▲❊✱ ❲▼▲❊ ❤❛s ♥♦ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ❜✉t s❡❡♠s t♦ ❜❡
♦✈❡r✲s♠♦♦t❤❡❞✿ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧♦st✳

♥♦ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ❜✉t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♦✈❡r✲s♠♦♦t❤❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❡①t✉r❡✮✿ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❧♦st ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❜✐❛s❡❞✮✳

❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜✐❛s✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✉s✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ 100 ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳✸ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷ ✇❤❡r❡ ✐t ❛♣♣❡❛rs ❝❧❡❛r❧② t❤❛t ▼▲❊ ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞
✭♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✮ ❜✉t ❤❛s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✱
✇❤✐❧❡ ❲▼▲❊ ✐s ❜✐❛s❡❞ ❜✉t ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✐s t❤❡♥ ✐♥
❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❲▼▲❊✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss ✭❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✐①❡❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✭t♦♦ ❢❡✇
❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✮✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✱ ✐t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ♠✐① s❛♠♣❧❡s
❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠✐① ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ❡♥♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❜✐❛s ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
✉❧t✐♠❛t❡ ♦r❛❝❧❡✲▲▼▼❙❊✱ s❡❡ ❙❡❝✳ ✺✳✹✳✷✮✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞② ✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
❞r✐✈❡♥ ♦♥❧② ❜② ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s st✉❞② ✇✐❧❧ ❣✉✐❞❡ ✉s ✐♥ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤✐s
✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦r❛❝❧❡✲❲▼▲❊ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✺✮
✐s ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
❡✈❡♥ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
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✭❛✮ ❇✐❛s2 ✭❜✮ ❘❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❝✮ ▼❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❇✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ♦❢ ✭t♦♣✮ ▼▲❊ ✈❡rs✉s ✭❜♦tt♦♠✮ ❲▼▲❊✳ ✭❛✮ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ❜✐❛s✱
✭❜✮ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ 100 ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❞❛r❦ ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✭③❡r♦ ✐s ❜❧❛❝❦✮
❛♥❞ ❜r✐❣❤t ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ✭✇❤✐t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ✺✵✮✳ ▼▲❊ ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ❜✉t ❤❛s
❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❲▼▲❊ ✐s ❜✐❛s❡❞ ❜✉t ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡❛♥
sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✐s t❤❡♥ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❲▼▲❊✳

✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✇❡✐❣❤t r❡✜♥❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s✳

✺✳✸ P❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇❡✐❣❤ts s❤♦✉❧❞ s❡❧❡❝t ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r s✐♠✐❧❛r ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❧❛t❡♥t ♦r ❤✐❞❞❡♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛ ♥♦✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✜♥❞ ❛ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞
❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ s❡❧❡❝t ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ st✉❞②
t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ❛s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ ❲▼▲❊ ✜❧t❡rs ✉♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ st❛t✐st✐❝❛❧❧② st✉❞② t❤❡✐r ✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ ✇❡✐❣❤ts ❣✐✈❡♥
✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✺✮ ✉♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t ♣❛t❝❤❡s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥
✇❡✐❣❤ts r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

✺✳✸✳✶ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ w(x, x′) ✐♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛s ❞♦♥❡ ❜② ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡rs✱ ✇❡ ❝❛♥
✉s❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ♥♦✐s② ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r
✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✺✳✶✮ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✇❡✐❣❤t w(x, x′) ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s v(x) ❛♥❞ v(x′)
❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r ✭❨❛r♦s❧❛✈s❦②✱ ✶✾✽✺✮✳

❚❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ✐s ❛ ❲▼▲❊✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts w(x′, x) ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s v(x′) ❛♥❞ v(x)✳ ■t ❛ss✉♠❡s t❤❛t ✐❢ t✇♦ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱
t❤❡✐r ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✿ t❤❡② ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢



✶✵✵ ✺✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✐❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

✭❛✮ ❖r❛❝❧❡✲❲▼▲❊ ✜❧t❡r ✭❜✮ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ✭❝✮ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✭❛✮ t❤❡ ♦r❛❧❝❡✲❲▼▲❊✱ ✭❜✮ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ❛♥❞
✭❝✮ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ♦♥ ❛ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐✈❡ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ str♦♥❣ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦♣❡r❧②
❜② ◆▲ ♠❡❛♥s✳ ❚❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r r❡❛❝❤❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦r❛❝❧❡✲❲▼▲❊✳
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✭❛✮ ❇✐❛s2 ✭❜✮ ❘❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✭❝✮ ▼❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❇✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ♦❢ ✭t♦♣✮ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ✈❡rs✉s ✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s
✜❧t❡r✳ ✭❛✮ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ❜✐❛s✱ ✭❜✮ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ 100 ♥♦✐s❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s✳

t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

w(x′, x) = exp

(

−(v(x′)− v(x))2
2h2

)

✭✺✳✻✮

✇❤❡r❡ h > 0 ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✳ ✭✺✳✺✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥✲
❦♥♦✇♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ u ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♥♦✐s② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ v✳ ■❢✱ ❢✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♦✈❡r❧♦❛❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❜② w(x, x) = exp

(
−σ2/h2

)
✱

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭❉♦ré ❛♥❞ ❈❤❡r✐❡t✱ ✷✵✵✾❀ ❙❛❧♠♦♥✱ ✷✵✶✵✮✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ❊q✳ ✭✺✳✻✮ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛♥
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✺✮ ✉♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇
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Euclidean distance between noise−free values
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❚✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐s t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤✐t❡ ❧✐♥❡✳

t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✿

E[(V (x′)− V (x))2] = (u(x′)− u(x))2 + 2σ2 ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ V ✐s t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡ v✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛
❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

❱❛r[(V (x′)− V (x))2] = 8σ2(u(x′)− u(x))2 + 8σ4 . ✭✺✳✽✮

❚❤✐s ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦❞✉❝❡s ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤✐s ❧❛r❣❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡✱
❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❜✉t ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❜✐❛s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts ❛r❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳

✺✳✸✳✷ ❚❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✿ t♦✇❛r❞s ♣❛t❝❤ ❜❛s❡❞ ✇❡✐❣❤ts

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ✐s ✐ts ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤✐s ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ t♦ ❜❡ r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱
❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ s✉❣❣❡st ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ t✇♦ s♠❛❧❧ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s✮
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣✐①❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✺✳✶✱ ❛♥❞
r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ s❡❧❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦✿

w(x′, x) = ϕ

(‖v(Px′)− v(Px)‖22
2|P |h2

)

✭✺✳✾✮

✇❤❡r❡ ϕ ✐s ❛ ❦❡r♥❡❧ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ Px ∈ Ω ❞❡✜♥❡s t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ x ❛♥❞ |P | ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❛ ♣❛t❝❤ ✭s❡❡
❙❡❝✳ ✷✳✺✳✶✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s r❛t❤❡r ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r
♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✿

E

[
1

|P |‖V (Px′)− V (Px)‖22
]

=
1

|P |‖u(Px′)− u(Px)‖22 + 2σ2 . ✭✺✳✶✵✮



✶✵✷ ✺✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✐❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r✱ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤✿

❱❛r

[
1

|P |‖V (Px′)− V (Px)‖22
]

=
1

|P |

[

8σ2
1

|P |‖u(Px′)− u(Px)‖22 + 8σ4
]

. ✭✺✳✶✶✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✺✳✶✶✮✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♣❛t❝❤✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s
✉s t♦ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② s♦❧✉t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t
❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸
❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺✳✹✳

◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤ t❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ❲▼▲❊ s♦❧✉t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s
t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s u(Px′) ❛♥❞ u(Px) ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐①❡❧
✈❛❧✉❡s u(x′) ❛♥❞ u(x)✳ ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧
✐♠❛❣❡ ✭❛ s✐♠✐❧❛r st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣✐①❡❧s (x, x′) ✇❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s |u(x′)−u(x)| ❛♥❞ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s 1

N ‖u(Px′) − u(Px)‖2✳ ❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ✉s✐♥❣
t❤❡ P❛r③❡♥✕❘♦s❡♥❜❧❛tt ✇✐♥❞♦✇ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✺✳✺✳ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛ t❡♥❞❡♥❝② t❤❛t 1

N ‖u(Px′)−u(Px)‖2 ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s |u(x′)−u(x)|✿
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r t❤❛♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s t❡♥❞❡♥❝② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ◆▲
♠❡❛♥s ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ❜✐❛s t❤❛♥ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣✉♥❝t✉❛❧
❢❡❛t✉r❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❧✉rr❡❞ ❜② t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ✇✐❧❧ ❜❡tt❡r ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡♠
❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h✳ ❚❤❡ ❧❡ss ❢r❡q✉❡♥t ❛♥❞ ♦♣♣♦s✐t❡ ❡✛❡❝t ✐s ✇❤❡♥ 1

N ‖u(Px′) − u(Px)‖2
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s |u(x′)−u(x)|✿ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❧❡ss s✐♠✐❧❛r t❤❛♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❛t
❝❛s❡✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h✱ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ ♠♦r❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ t❤❛♥ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦②
✜❧t❡r ✭✐t ❛♣♣❡❛rs ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
♥♦✐s❡ ❤❛❧♦s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✼✮✳

✺✳✹ P❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ❛❧❧♦✇s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❛❝❧❡✲❲▼▲❊ ✉♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

E

[
1

|P |‖V (Px′)− V (Px)‖22
]

=
1

|P |‖E[V (Px′)]− E[V (Px)]‖22

+
1

|P |‖❱❛r[V (Px′)]‖1 +
1

|P |‖❱❛r[V (Px)]‖1 . ✭✺✳✶✷✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✳✶✷✮✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
✈❛❧✉❡ ♦r ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s s✐❣♥❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛s
❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❛❝❧❡✲❲▼▲❊ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❢
♣♦♦r q✉❛❧✐t②✳

❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❊q✳ ✭✺✳✺✮✱ ❧❡t ✉s ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♠♠❡♥ts✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣
✈❛❧✉❡ ♦✈❡r t❤❡ ❢✉③③② s❡t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Su(x) = {x′|u(x′) = u(x)}✳ ❚❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ t❤❡♥
❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② t❤❛t x′ ❜❡❧♦♥❣s t♦ Su(x)✳
❉✉❡ t♦ ♥♦✐s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ❡q✉❛❧
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣✐①❡❧ ♦❢ t✇♦ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡ ✐♠❛❣❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ✐s t❤❡♥



✶✵✸

♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♣❛t❝❤❡s✿

H0 : u(Px′) = u(Px) ✭♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮,

H1 : u(Px′) 6= u(Px) ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮. ✭✺✳✶✸✮

❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ♦❢ ❑❡r✈r❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ s✉❜st✐t✉t❡s ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❜❛s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p (v(Px)|u(Px) = v(Px′))✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠❡s
t❤❛t v(Px′) ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr✉❡ ♣❛r❛♠❡t❡r u(Px)✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆▲
♠❡❛♥s ✜❧t❡r ♠❛❦❡s t❤✐s str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ t✇♦ st❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ r❡✜♥❡
t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✼✮✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✺✳✶✸✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡
s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ s✉❝❤ ❛ str♦♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❙✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ✭✺✳✶✸✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✹✳ ❚❤✐s
✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✜rst ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡rs ❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❈❤❛♣✳ ✹✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ st✉❞② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❧♦✇ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s❡❝♦♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✳

✺✳✹✳✶ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s

■♥ ❈❤❛♣✳ ✸✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦
❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r❛r✐❛♥❝❡✳ ■♥ ❈❤❛♣✳ ✹✱ ✐t ✇❛s ♠♦r❡♦✈❡r
❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s v(Px′) ❛♥❞ v(Px) ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✸✮ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s✉❝❝❡s❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥
s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ t❛s❦s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s
❢♦r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❲▼▲❊ ✜❧t❡r ✇❤❡r❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●▲❘ ❜❡t✇❡❡♥
♥♦✐s②✲♣❛t❝❤❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❛r❣✉♠❡♥t ✐s t❤❛t✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❲▼▲❊ ❛♥❞
●▲❘ ❜♦✐❧ ❞♦✇♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ✭✐✳❡✳✱ ❊q✳ ✭✺✳✾✮✮✿
t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛♣♣❡❛rs t❤❡♥ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

❲❡ s✉❣❣❡st ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ♥♦✐s②
♣❛t❝❤❡s s❤❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

w(x, x′) = ϕ [− logLG(v(Px), v(Px′)] ✭✺✳✶✹✮

✇❤❡r❡ LG(v1,v2) =
supt [p(v1|u1 = t)p(v2|u2 = t)]

[supt p(v1|u1 = t)] [supt p(v2|u2 = t)]
✭✺✳✶✺✮

✇❤❡r❡ ϕ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❦❡r♥❡❧ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✺✳✶✳
■ts s❤❛♣❡ ♦r s❝❛❧❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ♦♥❡ ♦r t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s❡t
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭P♦❧③❡❤❧ ❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥②✱ ✷✵✵✻❛❀ ❑❡r✈r❛♥♥
❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✮✱ ♦r✱ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ✉♥❞❡r H0 ✭✐✳❡✳ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ r❡q✉✐r❡s t❤❛t
●▲❘ ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ r❛t❡ ✭❈❋❆❘✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ❛
✜♥✐t❡ s✐③❡ ✭❡✳❣✳✱ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✮✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥✱
❣❛♠♠❛ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✿ ◆♦✐s❡ ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ ●▲❘ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✶ ❛♥❞ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ✇❡✐❣❤ts
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❢✉③③② ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ✉♥❞❡r ✭❢r♦♠ t♦♣ t♦
❜♦tt♦♠✮ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳

❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✿

w(x, x′) = ϕ

(‖v(Px)− v(Px′)‖22
4σ2

)

. ✭✺✳✶✻✮

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ◆♦✐s❡ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ ●▲❘ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s②
♣❛t❝❤❡s✿

w(x, x′) = ϕ

[

2L
∑

τ∈P
log

(√

v(x+ τ)

v(x′ + τ)
+

√

v(x′ + τ)

v(x+ τ)

)

− 2L|P | log 2
]

. ✭✺✳✶✼✮



✶✵✺

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠ ṽ = log v✱ ✇❤♦s❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ●▲❘
r❡✇r✐t❡s ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

w(x, x′) = ϕ

[

2L
∑

τ∈P
log cosh

(
ṽ(x+ τ)− ṽ(x′ + τ)

2

)]

. ✭✺✳✶✽✮

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ◆♦✐s❡ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ ●▲❘ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

w(x, x′) = ϕ

[

2
∑

τ∈P

(
g(v(x+ τ)) + g(v(x′ + τ))

2
− g

(
v(x+ τ) + v(x′ + τ)

2

))]

✭✺✳✶✾✮

✇❤❡r❡ g(x) = x log x ✐❢ x > 0 ❛♥❞ g(0) = 0✳

■♥ ❈❤❛♣✳ ✹✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ s✉❣❣❡st
r❡✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❊q✳ ✭✺✳✶✹✮ ✐♥ ❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❢✉③③② s❡ts ❛♥❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s
✭❩❛❞❡❤✱ ✶✾✻✺❀ ❉✉❜♦✐s ❛♥❞ Pr❛❞❡✱ ✶✾✽✽✮✳ ●▲❘ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦♥ t❤❡
❤②♣♦t❤❡s✐s u(Px′) = u(Px)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✿

π1(t) =
p(v1|u1 = t)

supt p(v1|u1 = t)
π2(t) =

p(v2|u2 = t)

supt p(v2|u2 = t)
. ✭✺✳✷✵✮

❙✐♥❝❡ π1(t) ❛♥❞ π2(t) ❛r❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ s♣❛❝❡ t♦ [0, 1]✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ u1 ❛♥❞ u2✱ ♦r✱ ❛s t❤❡ ❢✉③③② ♥✉♠❜❡r
✈❡rs✐♦♥s ♦❢ u1 ❛♥❞ u2✳ ❚❤❡② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡
♣r♦❞✉❝t π1(t)π2(t) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♥♦r♠ ❛♥❞ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❢✉③③② s❡ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ u1 ❛♥❞ u2✳ ■♥ s♦♠❡ ✇❛②✱ ✐t ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❢✉③③② s❡t ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞
s❤❛r❡❞ ✈❛❧✉❡ u12✳ ❇② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ LG(v1,v2) = supt π1(t)π2(t)✱ ●▲❘ ❡✈❛❧✉❛t❡s
t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t v1 ❛♥❞ v2 s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤ u12✳ ❋✐❣✳ ✺✳✻ ❣✐✈❡s ❛♥
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢✉③③② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s v1 ❛♥❞ v2 ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡
❢♦❧❧♦✇s ❡✐t❤❡r ❛ ●❛✉ss✐❛♥✱ ❣❛♠♠❛ ♦r P♦✐ss♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ❝❧❡❛r❧② t❤❛t ♥♦t ♦♥❧②
t❤❡ ❝❧♦s❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t t❤❡✐r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲
❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s π1(t) ❛♥❞ π2(t)✳ ■♥
❈❤❛♣✳ ✹✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t ●▲❘ ✐s ❛ ♣r✐♦r✲❧❡ss ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦✳ ■♥
t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤✐s ♣r✐♦r ✐❣♥♦r❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ π♣r✐♦r(t) = 1✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ●▲❘✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢✉③③② s❡t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Su(x) ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳

■♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs
s❤♦✉❧❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❜✐❛s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ●▲❘ tr✐❡s t♦
s❡❧❡❝t ♦♥❧② ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ●▲❘ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❜✐❛s✳ ■♥ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ●▲❘ ❤❛s ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♦❢ ❢❛❧s❡✲❛❧❛r♠✳ ■♥ ❛ ❢✉③③② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② π1(t)
❛♥❞ π2(t)✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ♣❧❛② ❛❧s♦ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡
❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡
✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✺✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡✮✱ ●▲❘ st✐❧❧
❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤✐s
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢



✶✵✻ ✺✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✐❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

●▲❘ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
✭❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✻❀ P♦❧③❡❤❧ ❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥②✱ ✷✵✵✻❛❀ ❇r♦① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼❀ ●♦♦ss❡♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ▲♦✉❝❤❡t✱ ✷✵✵✽✮✱ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s✉❣❣❡st r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✳

✺✳✹✳✷ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st
✭✺✳✶✸✮ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s r❡✜♥❡♠❡♥t s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t
♦♥ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ■♥ ✭❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✻❀ ❇r♦① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀
❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❀ ●♦♦ss❡♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ▲♦✉❝❤❡t✱ ✷✵✵✽✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❧t❡r❡❞ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❢♦r s✉❝❤ str♦♥❣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ st✉❞②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❡✈❡♥
❢♦r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ s✐♠✐❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐♦♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ P♦❧③❡❤❧ ❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥② ✭✷✵✵✻❛✮✱ ✇❡
✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥st❡❛❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✜❧t❡r❡❞ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ ♦✉r ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡
t♦ ✉s❡ ❥♦✐♥t❧② ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ✭✉s✐♥❣ ●▲❘✮ ❛♥❞ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s
✭✉s✐♥❣ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮✳ ❆ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ t♦ t❤✐s ❥♦✐♥t
❝r✐t❡r✐♦♥✳

❖r❛❝❧❡✲▲▼▼❙❊✿ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ✇❡✐❣❤ts

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✷ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ t❤❛t ✉s❡ t❤❡ tr✉❡ ✐♠❛❣❡ u t♦ ❞❡✜♥❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
✭✺✳✺✮✳ ❲❡ ♥♦✇ r❡❧❛① t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❧✐♥❡❛r ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▲▼▼❙❊✮
❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr✉❡ ✐♠❛❣❡ u✳ ❈♦♥s✐❞❡r x t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ u = u(x) ❛♥❞ w ❜❡✐♥❣ t❤❡
✈❡❝t♦r s✉❝❤ t❤❛t wk = w(x, xk)✳ ❚❤❡ ♦r❛❝❧❡✲▲▼▼❙❊ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

w✭▲▼▼❙❊✮ = argmin
w

E
[
(wtv − u)2

]
, ✭✺✳✷✶✮

✐✳❡✳✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s wtv t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
u✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❡①♣❡❝t❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❧♦ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
▲▼▼❙❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❈❤❛tt❡r❥❡❡ ❛♥❞ ▼✐❧❛♥❢❛r ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▼❙❊ ✐♥ t❤❡
♣❛t❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛t❝❤ v(x) ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤
u(x) ✉♥❞❡r ❆❲●◆✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r r❛t❤❡r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▼❙❊ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ❦♥♦✇✐♥❣ ❛❧❧
♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s v(xk) ❛♥❞ ❛❧❧ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s u(xk) ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳

▲❡t t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ v ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✐ts ♠❡❛♥ E[v] = u ❛♥❞ ✐ts ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① E[(v−u)(v−
u)t] = Γ ✭❡✳❣✳✱ ●❛✉ss✐❛♥✱ ❣❛♠♠❛ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✮✳ ❚❤❡ ▼❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E
[
(wtv − u)2

]
= wt

E
[
vvt
]
w − 2uwt

E [v] + u2 ✭✺✳✷✷✮

= wt(Γ+ uut)w − 2uwtu+ u2. ✭✺✳✷✸✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ ✭✺✳✷✸✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ w ❡q✉❛❧ t♦
③❡r♦✿

w✭▲▼▼❙❊✮ = u(Γ+ uut)−1u. ✭✺✳✷✹✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♣❧✉s ❛ r❛♥❦✲♦♥❡ ♠❛tr✐①✳ ■❢
♥♦✐s❡ ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Γ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ✐♥✈❡rt✳ ❇② ✉s❡ ♦❢



✶✵✼

❙❤❡r♠❛♥✲▼♦r✐ss♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ♦♥❧② t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢
Γ✿

w✭▲▼▼❙❊✮ = u

(

Γ
−1 − Γ

−1uut
Γ
−1

1 + utΓ−1u

)

u ✭✺✳✷✺✮

=
u

1 + utΓ−1u
Γ
−1u. ✭✺✳✷✻✮

❋♦r ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Γ = ❞✐❛❣(γ21 , . . . , γ
2
N )✱ t❤❡ kt❤ ✇❡✐❣❤t ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

w
✭▲▼▼❙❊✮
k =

uuk/γ
2
k

1 +
∑

l u
2
l /γ

2
l

. ✭✺✳✷✼✮

◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ N = 1✱ ❊q✳ ✭✺✳✷✼✮ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❲✐❡♥❡r s❤r✐♥❦❛❣❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✹✳✶✿

w
✭❲✐❡♥❡r✮
k =

u2

γ2k + u2
. ✭✺✳✷✽✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❡✐❣❤ts ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
✇❡✐❣❤ts ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✮ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr✉❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♦r❛❝❧❡✲▲▼▼❙❊ ✇❡ ❥✉st
❞❡r✐✈❡❞ ♣r♦✈✐❞❡s ✉❧t✐♠❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ▼❙❊ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ s✐③❡ N ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✽✮✳ ❚❤❡ ♦r❛❝❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❢❛✈♦r❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❛ r❡❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦✳ ■t ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♠❜✐♥❡ s❛♠♣❧❡s vk ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡✐r ❜✐❛s❡s
❝❛♥❝❡❧✳ ❚❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
✇❡✐❣❤ts ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✷✻✮ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡s✉❧t t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ✭t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ✐ts❡❧❢✱ s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✾✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♦r❛❝❧❡✲▲▼▼❙❊
❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ❛
❲▼▲❊✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✷✼✮ ✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❞❡✜♥❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❜✉t ✐t s❤❡❞s ❧✐❣❤t ♦♥ ✇❤② t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② s❤♦✉❧❞ ❛❞❛♣t t♦
t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❖♣t✐♠❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❡✐❣❤ts ✇✐t❤ ♦r❛❝❧❡✲s✐♠✐❧❛r✐t②

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ s❡❧❡❝ts ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❡✐❣❤ts✱ ✐✳❡✳✱
∑

k wk = 1 ✭♥♦t❡ t❤❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ▼❙❊ ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ tr✉❡ ▼❙❊✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦r❛❝❧❡✲▲▼▼❙❊✱
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st s❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✱ t❤✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✜❧t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❲▼▲❊✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜✐❛s wtu− u ♦❢ ❡st✐♠❛t♦r wtv ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ d✿

wtu− u = wt(u− u1) = wtd, ✭✺✳✷✾✮

✇❤❡r❡ d ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✭♦r ❜✐❛s✮✿ dk = (uk − u)✳ ❚❤❡ ▼❙❊ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

E
[
(wtv − u)2

]
= wt

Γw
︸ ︷︷ ︸

✈❛r✐❛♥❝❡

+
(
wtu− u

)2

︸ ︷︷ ︸

sq✉❛r❡ ❜✐❛s

= wt
Γw + (wtd)2. ✭✺✳✸✵✮

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r d✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲▼▼❙❊ ✭◆▲▼▼❙❊✮ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦❢✿

w✭◆▲▼▼❙❊✮ = argmin
w

wt
Γw + (wtd)2 s✳t✳ 1

tw = 1 ✭✺✳✸✶✮

❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✭✺✳✸✶✮ ✐s✿

L(w, λ) = wt
Γw + (wtd)2 − λ (1tw − 1) ✭✺✳✸✷✮



✶✵✽ ✺✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✐❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✭✐✳❡✳✱ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❚❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭▲❛❣r❛♥❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ❢♦r w✭◆▲▼▼❙❊✮ t♦ ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✸✶✮ ❛r❡✿

∇w L(w, λ) = 0 ✭st❛t✐♦♥❛r✐t②✮ ✭✺✳✸✸✮

1
tw = 1 ✭♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✮. ✭✺✳✸✹✮

❙t❛t✐♦♥❛r✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✸✸✮ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ✭✺✳✸✶✮ ❣✐✈❡s✿

∇w L(w, λ) = Γw + ddtw − λ1 = 0 ✭✺✳✸✺✮

s♦

w✭◆▲▼▼❙❊✮ = λ
(
Γ+ ddt

)−1
1. ✭✺✳✸✻✮

▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r λ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✸✹✮✿

λ =
1

1t (Γ+ ddt)−1
1
. ✭✺✳✸✼✮

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ t❤❡♥✱ ❢r♦♠ ✭✺✳✸✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✼✮✿

w✭◆▲▼▼❙❊✮ =

(
Γ+ ddt

)−1
1

1t (Γ+ ddt)−1
1
. ✭✺✳✸✽✮

❆s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ❙❤❡r♠❛♥✲▼♦r✐ss♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♠❛tr✐① ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✸✽✮✳ ❋♦r ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Γ = ❞✐❛❣(γ21 , . . . , γ

2
N )✱ t❤❡ kt❤ ✇❡✐❣❤t

✇r✐t❡s✿

w
✭◆▲▼▼❙❊✮
k = λ




1

γ2k
−

(uk−u)
γ2
k

∑

l
(ul−u)

γ2
l

1 +
∑

l
(ul−u)2

γ2
l



 , ✭✺✳✸✾✮

✇✐t❤ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r λ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✺✳✸✹✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✸✾✮✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦
♣✐①❡❧s x1 ❛♥❞ x2 ✭✐✳❡✳✱ N = 2✮✳ ❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ u = u1 = u(x1) ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ (1 − ρ)v(x1) + ρv(x2)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✸✾✮ s✐♠♣❧✐✜❡s
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

ρ =
γ21

γ21 + γ22 + (u1 − u2)2
✭✺✳✹✵✮

■♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞
t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛t ♣✐①❡❧ ✇✐t❤ ✐♥❞❡① 1 ❛♥❞ 2✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t✇♦ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❞❛♠❛❣❡❞ ❜②
●❛✉ss✐❛♥✱ ❣❛♠♠❛ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✹✵✮✿

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✿ ◆♦✐s❡ ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ σ✿

ρ =
σ2

2σ2 + (u1 − u2)2
. ✭✺✳✹✶✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t γ1 = γ2 = σ2✳



✶✵✾

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ◆♦✐s❡ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s✿

ρ =
1/2

1 +
u2
2

u2
1
− u2

u1

. ✭✺✳✹✷✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t γ1 = u21 ❛♥❞ γ2 = u22✳

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ◆♦✐s❡ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤ts
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

ρ =
1

1 + u2
u1
− (u1−u2)2

u1

. ✭✺✳✹✸✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t γ1 = u1 ❛♥❞ γ2 = u2✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✺✳✸✾✮ ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❲▼▲❊ ✜❧t❡r
✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛✮ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr✉❡ ✐♠❛❣❡✳ ■ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s uk − u ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ γ2k ✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ ♦r❛❝❧❡✲▲▼▼❙❊✱ t❤❡ ♦r❛❝❧❡✲◆▲▼▼❙❊ ♣r♦✈✐❞❡s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t
✐♠♣♦s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦r❛❝❧❡✲◆▲▼▼❙❊ ✐s ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ ❝❛♥❝❡❧ t❤❡ ❜✐❛s ❜② t❛❦✐♥❣ ❛
♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡s vk ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✽✮✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ✜❧t❡r ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡s✉❧t t♦♦
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✾✮✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❞❡✜♥❡❞ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❡❧❡❝t
♥♦✐s② s❛♠♣❧❡s ✇❤♦s❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❧♦s❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
✈❛❧✉❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t✇♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s② ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ♠✐①✐♥❣ t❤❡s❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ ❛
♣♦♦r ❡st✐♠❛t❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✼✮✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❲▼▲❊✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ s❡❧❡❝t ♥♦✐s② s❛♠♣❧❡s v(x′)
✇❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣❞❢ p(.|u(x))✳ ❲❡✐❣❤ts s❤♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♣r♦✈✐❞❡❞
❜② ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡✳

❖r❛❝❧❡ ✇✐t❤ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❜❛s❡❞ ✇❡✐❣❤ts

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ r❡✜♥❡❞
✐❢✱ ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦r♠ t❤✐s ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡✱ t❤❡
♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡✐❣❤ts
s❤♦✉❧❞ s❡❧❡❝t ♣✐①❡❧s ✇❤♦s❡ ♥♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❣✐✈❡s ❛♥
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❘❛②❧❡✐❣❤ ♥♦✐s❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠
t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❡ s❡❧❡❝t ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

P♦❧③❡❤❧ ❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥② ✭✷✵✵✻❛✮ ✉s❡❞ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡st✐♠❛t❡s✶ ❛s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ♦✉r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ✭✺✳✶✸✮✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❛❦ ❛❜♦✉t t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❑▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❡❧❡❝t ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥♦✐s② s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s u1 ❛♥❞ u2 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

DKL(u1,u2) =

∫

(p(v|u1)− p(v|u2)) log
p(v|u1)

p(v|u2)
dv . ✭✺✳✹✹✮

✶✐♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ ♥♦✐s❡✱ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢❛♠✐❧②
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❲❤❡♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s✉❝❤ t❤❛t ✭t♦♣✮ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡
✈❛❧✉❡s u2 ❝❧♦s❡ t♦ u1✿ (u1 − u2)

2 < ζ✱ ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡❞✿
DKL(u1‖u2) < η✳ ✭❛✮ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡ u1 = 2✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ζ ❛♥❞ η ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
t✉♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦♥❡
♦❢ v1✱ ❜✉t ✭❜✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞s ✇❤❡♥ u1 = 0.5✱ ♦♥❧② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r s✉❝❝❡❡❞s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❣♦♦❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ✭■♥ r❡❞ t❤❡ tr✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r u1 = 2 ❛♥❞
u1 = 0.5✱ ✐♥ ❣r❛② t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✕ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✕✮✳

❲❤❡♥ ♥♦✐s❡ ✐s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ❛s DKL(u1,u2) =
∑DKL(u1,k, u2,k)✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ✉s❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦♥✲s❝❛❧❛r ❡♥t✐t✐❡s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❛t✉r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡❡❞s t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✉s❡❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❲r❛♣♣❡❞
♣❤❛s❡✱ ✐♠♣✉❧s❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ s❛❧t✲❛♥❞✲♣❡♣♣❡r ♥♦✐s❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛ ♥♦♥✲s❡♥s❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s s✐♥❝❡
t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡✳

❚❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ t♦ R
+✳ ■t ❝❛♥❝❡❧s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡

t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ✐✳❡✳✱ u1 = u2✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ✐♥ [0, 1]✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

w(x, x′) = ϕ [DKL(u(Px), u(Px′))] ✭✺✳✹✺✮
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✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡

❖
r❛
❝❧
❡
❡s
t✐
♠
❛t
❡

❇
✐❛
s2

❱
❛r
✐❛
♥
❝❡

✭❜✮ ❖r❛❝❧❡✲▲▼▼❙❊ ✭❝✮ ❖r❛❝❧❡✲◆▲▼▼❙❊ ✭❞✮ ❖r❛❝❧❡✲❑▲

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ♦r❛❝❧❡✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ tr✉❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥ ❛ ♥♦✐s② ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧❡♥❛ ✐♠❛❣❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② s②♥t❤❡t✐❝ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ♦r❛❝❧❡✲▲▼▼❙❊ ✜❧t❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
❜❡st r❡s✉❧t ✇✐t❤ ❛ q✉❛s✐ ③❡r♦ ❜✐❛s ❛♥❞ ❛ q✉❛s✐ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭t❤❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥
✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✮✳ ❚❤❡ ♦r❛❝❧❡✲◆▲▼▼❙❊ ✜❧t❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❲▼▲❊ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ♦r❛❝❧❡✲❑▲ ✜❧t❡r ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐❛s✲
✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✳

✇❤❡r❡ ϕ ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ R
+ → [0, 1] ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✹✳✶✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❝❤❡s

✇✐t❤ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ❦❡r♥❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭▼♦r❡♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮ ❢♦r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭▼♦r❡♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❀ P♦❧③❡❤❧ ❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥②✱ ✷✵✵✻❛✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❑▲
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭●♦✉❞❛✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹✮✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞✱ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❢♦r
●❛✉ss✐❛♥✱ ❣❛♠♠❛ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✹✺✮✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♦❜t❛✐♥❡❞✿

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✿ ◆♦✐s❡ ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❝❤❡s✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✇❡✐❣❤ts ❞❡✜♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✿

w(x, x′) = ϕ

(‖u(Px)− u(Px′)‖22
σ2

)

. ✭✺✳✹✻✮

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✿ ◆♦✐s❡ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢
t❤❡ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s✿

w(x, x′) = ϕ

[

L
∑

τ∈P

(
u(x+ τ)

u(x′ + τ)
+
u(x′ + τ)

u(x+ τ)
− 2

)]

. ✭✺✳✹✼✮
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✭❛✮ Pr❡✲❡st✐♠❛t❡
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✭❜✮ ❆ss✐st❡❞✲▲▼▼❙❊ ✭❝✮ ❆ss✐st❡❞✲◆▲▼▼❙❊ ✭❞✮ ❆ss✐st❡❞✲❑▲

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❛ss✐st❡❞✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ♦♥ ❛ ♥♦✐s② ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧❡♥❛ ✐♠❛❣❡ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② s②♥t❤❡t✐❝ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❛ss✐st❡❞✲❑▲ ✜❧t❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st
r❡s✉❧t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✳ ❆ss✐st❡❞✲▲▼▼❙❊ ♦r ◆▲▼▼❙❊ ✜❧t❡rs ❣✐✈❡ t♦♦ ♠✉❝❤
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ✐ts❡❧❢✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧♦❣ tr❛♥s❢♦r♠ ṽ = log v✱ ✇❤♦s❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐❢
✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ũ = logu✱ ❑▲ r❡✇r✐t❡s ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❣✲tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✿

w(x, x′) = ϕ

[

2L
∑

τ∈P

(
cosh(ũ(x+ τ)− ũ(x′ + τ))− 1

)

]

. ✭✺✳✹✽✮

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✿ ◆♦✐s❡ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

w(x, x′) = ϕ

[
∑

τ∈P
(u(x+ τ)− u(x′ + τ)) log

u(x+ τ)

u(x′ + τ)

]

. ✭✺✳✹✾✮

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✷✻✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✾✮✱ t❤❡s❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♦r❛❝❧❡s✱ t❤❡ ♦r❛❝❧❡✲❑▲ ✜❧t❡r ✐s ❛ ❲▼▲❊ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡
✇❡✐❣❤ts✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦r❛❝❧❡✲▲▼▼❙❊ ♦r ◆▲▼▼❙❊✱ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t
❣✐✈❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥ u s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ û ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❲▼▲❊✲
❜❛s❡❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✾✮✳
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Symmetrical
Kullback-Leibler

divergence

Generalized
likelihood ratio

Noisy image

Pre-filtered image

Statistical tests

Weights with Noisy + Pre-filtered

Weights with Noisy only

Search window

Patches

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❯♥❞❡r ❛ ❤✐❣❤
♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ✭❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦✮ ✐s ♥♦t
r♦❜✉st ❡♥♦✉❣❤✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ r❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❝❤❡s
✭❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦r❡ ✇❤✐❧❡
♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s✳

✺✳✹✳✸ ❏♦✐♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ❛♥❞ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦r t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ✇❡✐❣❤ts ❢r♦♠
t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ♦r ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛t❝❤❡s✳
■♥ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝❛s❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉♥❞❡r ❛ ❧♦✇ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ♦r ✉♥❞❡r
❛ ❤✐❣❤ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❜❛❞ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜♦t❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✳
❚❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

w(x, x′) = ϕ [(1− λ)f (− logLG(v(Px), v(Px′))) + λg (DKL(û(Px), û(Px′)))] ✭✺✳✺✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ∈ [0, 1] ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ f ❛♥❞ g ❛r❡
t✇♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥s✇❡r ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝✳
❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ϕ✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜② t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r h ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ❦❡r♥❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❊q✳ ✭✺✳✺✵✮ ✐s ♦✈❡r✲♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❤❡r❡ ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ❦❡r♥❡❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs
α > 0 ❛♥❞ β > 0✿

w(x, x′) = exp

(

−− logLG(v(Px), v(Px′))

α
− DKL(û(Px), û(Px′))

β

)

. ✭✺✳✺✶✮

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✺✵✮ ✐s t❤❡ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡❛❝❤
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✺✶✮✱ t❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β ❥♦✐♥t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥✜✲
❞❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭t❤❡♥✱ t❤❡② ❛r❡ ❤❛r❞❡r t♦ s❡t ✐♥ ❛
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✇❛②✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❊q✳ ✭✺✳✺✶✮ ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡t
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✺✳✺✮

❲❡✐❣❤ts ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ✭✺✳✶✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t❡st✿

p(H0|v1,v2)
p(H1|v1,v2)

=
p(v1,v2|H0)

p(v1,v2|H1)
︸ ︷︷ ︸

▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

× p(H0)

p(H1)
︸ ︷︷ ︸

❊①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

. ✭✺✳✺✷✮



✶✶✹ ✺✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✐❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

Noisy image

Pre-estimation

GLR

KL

WMLE Result

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts w(x, x′) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s②
✐♠❛❣❡ v ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ûi−1✳ ❚❤❡ ❲▼▲❊ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ûi ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
✇❡✐❣❤ts w(x, x′) ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ v✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥②
❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s✳

❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥♦✐s② ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ❜② ●▲❘✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜r♦✉❣❤t ❜② ❛♥ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❜✐❧❛t❡r❛❧ ✜❧t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✭✺✳✺✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❧♦s❡ ♣✐①❡❧s ✉s✉❛❧❧②
❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡ t❤❡ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡✿
♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡
✇❡✐❣❤ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ✇❡✐❣❤t r❡✜♥❡♠❡♥t✳
❚❤❡ r❡s✉❧✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ r❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❝❤❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♠♦r❡ ✇❤✐❧❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❡❞❣❡s✳

✺✳✹✳✹ ❚✇♦ st❡♣ ♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣

❚❤✐s r❡✜♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r ✐♥ t✇♦ st❡♣s ♦r ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❛ t✇♦
st❡♣ str❛t❡❣②✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ û ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ✜rst ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ v ✭❡✳❣✳✱ ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡
✜❧t❡r✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❛♥
✐t❡r❛t✐✈❡ str❛t❡❣②✱ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i− 1✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ û ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ûi−1 ✉s❡❞ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥
i✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ ûi−1 ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❧♦❝❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❇r❛ts♦❧✐s ❛♥❞ ❙✐❣❡❧❧❡✱ ✷✵✵✸✮✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ û1✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿

✶✳ ✜rst✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts w(x, x′) ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡
v ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ûi−1 ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✺✳✺✵✮✮❀

✷✳ ♥❡①t✱ t❤❡ ❲▼▲❊ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♥❡✇ ✐♠❛❣❡ ûi ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts w(x, x′) ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s②
✐♠❛❣❡ v ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✺✳✸✮✮❀

✸✳ st❡♣s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
❡st✐♠❛t❡s✳

■♥ t❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t✇♦ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✜❞❡❧✐t②
t❡r♠✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡rs ✐ts ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❛s ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥♦✐s❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞
❝♦♥s✐❞❡rs ✐ts ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ❛s t❤❡ ✏tr✉❡✑ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭❆✇❛t❡ ❛♥❞ ❲❤✐t❛❦❡r✱ ✷✵✵✻❀ ❑❡r✈r❛♥♥
❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✽❀ ❇r♦① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ●♦♦ss❡♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭❛ ❧❛r❣❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ✭❆✇❛t❡ ❛♥❞ ❲❤✐t❛❦❡r✱ ✷✵✵✻❀ ●♦♦ss❡♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞



✶✶✺

❛✈❡r❛❣❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡✿ t❤❡② ❞♦ ♥♦t
✜t t❤❡ ❲▼▲❊ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r str❛t❡❣② t♦ st❛② ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✳

❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢
❉❡♠♣st❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ t✇♦ st❡♣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦
❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t❡✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✭❊✲❙t❡♣✮ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡✲
❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s✐♥❣ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡✱ ✇❤✐❧❡
✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐✲
♠❛t❡ ûi−1✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✭▼✲❙t❡♣✮ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡
✇❡ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ❊▼ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ✜❧t❡r ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ♣r❡✈✐✲
♦✉s ❡st✐♠❛t❡ ❛s ✏tr✉❡✑ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
♠♦❞❡❧ st❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ◆❡✈✲
❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♦✉r ❧❛t❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡ δSu(x)

(x′)✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡✐r ❝❡♥tr❛❧
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ✭❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✮✳ ❉✐ss✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s
❤♦✇❡✈❡r ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ❝❧✉❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦r ❝❧♦s❡♥❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡✲❞❛t❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❊✲❙t❡♣ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♦✉r ❝♦♥t❡①t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧♦❝❛❧❧②
❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧s x✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜❧t❡r ✐s ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❧♦❝❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❊▼
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ tr② t♦ s♦❧✈❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✐♠❛❣❡✳

✺✳✺ ❯♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✐s ♠❛②❜❡ ❛ ♠♦r❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠
t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❛s❡✳ ■♥ ✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ P♦❧③❡❤❧ ❛♥❞ ❙♣♦❦♦✐♥②✱ ✷✵✵✻❛❀ ❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞
❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦r t❤❡
q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤❡♥ ✐t ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✐str✐❜✉t❡❞
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✺✳✶✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❢♦r s♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱
t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♠❛❣❡ u s✐♥❝❡ ●▲❘ ✐s ♥♦t ❈❋❆❘ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❱❛♥
❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r ✭✷✵✵✾✮ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r✐s❦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡✐r
♠❡t❤♦❞ s❡❧❡❝ts t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ r✐s❦ ✭✇✐t❤♦✉t
❛♥② s♣❡❝✐✜❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐♠❛❣❡ u✮✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ s❡❡♠s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝
r✐s❦✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤♦s❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮✿

E

[
1

N
‖u− Û‖22

]

=
1

N

∑

k

(

u2k + E

[

Û2
k

]

− 2E
[

ukÛk

])

✭✺✳✺✸✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡✳ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ▼❙❊ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦
✜♥❞ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❛s ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ▼❙❊ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ u✱ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦rs R[û] ♦❢ t❤❡ ▼❙❊ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✱ s✉❝❤ t❤❛t✱ ❙t❡✐♥✬s ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦
❡st✐♠❛t♦r ✭❙❯❘❊✮✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❙❯❘❊ ♦r t❤❡ P♦✐ss♦♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t♦r ✭P❯❘❊✮ ✭s❡❡
❙❡❝✳ ✷✳✻✳✹ ❛♥❞ ✸✳✻✳✸✮✳

✺✳✺✳✶ ❘✐s❦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s

❙❡❧❡❝t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❣✐✈❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♠✐♥✐✲
♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▼❙❊✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆▲ ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ✭❱❛♥ ❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r✱



✶✶✻ ✺✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✐❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

✷✵✵✾❀ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ▲✉✐s✐❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❀ ❱❛♥ ❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r✱ ✷✵✶✶✮ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♦♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❣r✐❞✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
r❡❛❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✭❩❤❛♥❣ ❛♥❞ ▲✉♦✱ ✶✾✾✾✮✱ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❙❯❘❊ ❢♦r ✇❛✈❡❧❡t s❤r✐♥❦❛❣❡✱ ✇❤✐❧❡ ❉♦ré ❛♥❞ ❈❤❡r✐❡t ✭✷✵✵✾✮ ✉s❡ ◆❡✇t♦♥✬s
♠❡t❤♦❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ▼❛❧❧♦✇✬s Cp st❛t✐st✐❝s✳
❲❡ ❢♦❧❧♦✇ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ❤❡r❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ R(û) ❢♦r ♦✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✉s✐♥❣ t❤❡
❥♦✐♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ❛♥❞ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✺✶✮✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ◆❡✇t♦♥✬s
♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ ❥♦✐♥t ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β✳ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡✜♥❡s α ❛♥❞ β
✇✐t❤ t❤❡ ✉♣❞❛t❡✿

(
α(n+1)

β(n+1)

)

=

(
α(n)

β(n)

)

−H(R)−1∇R ✭✺✳✺✹✮

✇✐t❤ H(R)−1∇R =

(
∂2R(û(n))

∂α2
∂2R(û(n))

∂α∂β
∂2R(û(n))

∂β∂α
∂2R(û(n))

∂β2

)−1(
∂R(û(n))

∂α
∂R(û(n))

∂β

)

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①✱ H(R) t❤❡ ❤❡ss✐❛♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ R ❛♥❞ ∇R t❤❡ ❣r❛❞✐❛♥t ♦❢
t❤❡ r✐s❦✳ ❚♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ✭✺✳✺✹✮✱ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡
✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳

◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✜♥❞s ✐♥ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t
❜② t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ β ✇✐❧❧ ❣❡t ❛
❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❛ ♣♦♦r q✉❛❧✐t②✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✇❡✐❣❤ts ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❧②
❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡✳ ❘❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✱ α ✇✐❧❧ ❣❡t ❛ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❤❛s
❛ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t②✿ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❧② ❢r♦♠ t❤❡ ✇❡❧❧ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❋✐❣✉r❡
✺✳✶✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
◆▲ ♠❡❛♥s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ✐♥ ✭❱❛♥ ❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r✱ ✷✵✵✾✮ ✐s t❤❛t ❙❯❘❊ ❢♦r t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳ ❋r♦♠ ✐ts ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s
❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ ◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✭✺✳✺✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡s ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠
❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

✺✳✺✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

û(xk) =

∑

l wk,lvl
∑

l wk,l
✭✺✳✺✺✮

✇✐t❤ wk,l = w(xk, xl) = exp

(

−Fk,l

α
− Gk,l

β

)

,

Fk,l =
∑

τ

f(v(xk + τ), v(xl + τ)),

❛♥❞ Gk,l =
∑

τ

g(û(xk + τ), û(xl + τ))

✇❤❡r❡ f(v1, v2) = − logLG(v1, v2) ❛♥❞ g(û1, û2) = DKL(û1, û2)✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r st✉❞② t♦
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡✱ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ♦r ❢♦r ❛♥② ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r✐s❦✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲
❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ ✐✳❡✳✱ P❯❘❊✱ ♦♥ ♦✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲



✶✶✼

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✳ ❲❤❡♥ α ❛♥❞ β ❛r❡ t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡
♥♦✐s❡ ✐s ♥♦t r❡❞✉❝❡❞✳ ❆t t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✇❤❡♥ α ❛♥❞ β ❛r❡ t♦♦ ❜✐❣✱ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ✐s ❜❧✉rr②✳ ❚♦♦ ♠✉❝❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛rt✐❢❛❝ts✳
❚❤❡ ❜❡st α✲β tr❛❞❡✲♦✛ ✭❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r✮ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮✳

♠❡❛♥s ✭✺✳✺✺✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✸✳✹✼✮ t❤❛t ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❛s✿

R(û) =
∑

x

u(x)2 + û(x)2 − 2v(x)û(x) ✭✺✳✺✻✮

✇✐t❤ û(xk) =

∑

l wk,lvl
∑

l wk,l
, ✭✺✳✺✼✮

wk,l = w(xk, xl) = exp

(

−F k,l

α
− Gk,l

β

)

,

F k,l =
∑

τ

f(v(xk + τ), v(xl + τ)) .

◆♦t❡ t❤❛t ✭✺✳✺✼✮ ❤♦❧❞s ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t Gk,l ✭✐✳❡ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ û✮ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
♥♦✐s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ v✳ ❚♦ s❛t✐s❢② t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ û ❤❛s t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ u✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ✇❡ ♥♦t❡ ❛s ✐♥ ✭❱❛♥ ❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r✱ ✷✵✵✾✮ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ P❯❘❊ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦r❡
♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❝❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ v ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❚❤❡ r✐s❦ ✭▼❙❊ ❛♥❞ P❯❘❊✮ ❛♥❞ t❤❡✐r t✇♦ ✜rst ♦r❞❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✮
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ β ✭r✐❣❤t✮✳

r❡❧❛t✐♦♥✿

F k,l = Fk,l +






f(vk, vk)− f(vk, vk), ✐❢ xk = xl,
f(vk, vl)− f(vk, vl)
+f(v(2xk − xl), vk)− f(v(2xk − xl), vk), ✐❢ xk ∈ Pxl

,
f(vk, vl)− f(vk, vl), ♦t❤❡r✇✐s❡.

◆❡✇t♦♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣
µ ❛♥❞ ν ❜② α ♦r β ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿

∂R(û)

∂µ
=

2

N

∑

k

ûk
∂ûk
∂µ
− 2

N

∑

k

vk
∂ûk
∂µ

,

∂2R(û)

∂µ∂ν
=

2

N

∑

k

ûk
∂2ûk
∂µ∂ν

+
2

N

∑

k

(
∂ûk
∂µ

)(
∂ûk
∂ν

)

− 2

N

∑

k

vk
∂2ûk
∂µ∂ν

,

✭✺✳✺✽✮

✇✐t❤✿ ∂ûk
∂µ

=

∑
Xk,lwk,l(kt − ûk)
µ2
∑
wk,l

,

∂2ûk
∂µ2

=

∑
X2

k,lwk,l(kt − ûk)
µ4
∑
wk,l

− 2
∂ûk
∂µ

∑
(Xk,l + µ)wk,l

µ2
∑
wk,l

,

∂2ûk
∂µ∂ν

=

∑
Xk,lYk,lwk,l(kt − ûk)
µ2ν2

∑
wk,l

− ∂ûk
∂µ

∑
Yk,lwk,l

ν2
∑
wk,l

− ∂ûk
∂ν

∑
Xk,lwk,l

µ2
∑
wk,l

✇❤❡r❡ X = F ✭r❡s♣✳ Y = F ✮ ✇❤❡♥ µ = α ✭r❡s♣✳ ν = α✮ ❛♥❞ X = G ✭r❡s♣✳ Y = G✮ ✇❤❡♥ µ = β
✭r❡s♣✳ ν = β✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ❢♦r u ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ k✱ w ❛♥❞ F ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✜❧t❡r ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦✐♥❡❞ P♦✐ss♦♥ ◆▲ ♠❡❛♥s✳



✶✶✾

●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ σ=60 σ=40 σ=20 σ=10

❇❛r❜❛r❛

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✵✳✵✹ ✸✳✵✾ ✽✳✽✵ ✶✹✳✼✸
❑✲❙❱❉ ✵✾✳✷✾ ✶✸✳✵✶ ✶✼✳✹✸ ✷✶✳✵✷
❇▼✸❉ ✶✷✳✶✹ ✶✹✳✺✾ ✶✽✳✸✽ ✷✶✳✹✽
◆▲ ♠❡❛♥s ✶✵✳✷✹ ✶✷✳✽✺ ✶✻✳✾✼ ✶✾✳✽✺
❖✉r ✜❧t❡r ✭25×✮ ✶✵✳✾✾ ✶✸✳✹✾ ✶✺✳✾✻ ✶✽✳✻✾

❇♦❛t

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✲✶✳✹✾ ✶✳✻✸ ✼✳✹✷ ✶✸✳✹✶
❑✲❙❱❉ ✾✳✵✹ ✶✶✳✼✽ ✶✺✳✻✷ ✶✽✳✽✼
❇▼✸❉ ✶✵✳✺✺ ✶✷✳✽✸ ✶✻✳✵✾ ✶✾✳✵✾
◆▲ ♠❡❛♥s ✽✳✾✻ ✶✶✳✵✻ ✶✹✳✻✸ ✶✼✳✺✾
❖✉r ✜❧t❡r ✭25×✮ ✾✳✺✵ ✶✶✳✻✸ ✶✹✳✺✶ ✶✼✳✶✾

❍♦✉s❡

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✲✶✳✻✷ ✶✳✹✺ ✼✳✷✻ ✶✸✳✷✼
❑✲❙❱❉ ✶✵✳✷✷ ✶✹✳✸✻ ✶✽✳✸✶ ✷✶✳✶✺
❇▼✸❉ ✶✸✳✷✽ ✶✺✳✼✽ ✶✽✳✾✹ ✷✶✳✼✼
◆▲ ♠❡❛♥s ✶✵✳✹✵ ✶✸✳✸✸ ✶✼✳✺✺ ✷✵✳✷✺
❖✉r ✜❧t❡r ✭25×✮ ✶✶✳✺✼ ✶✹✳✷✵ ✶✼✳✵✸ ✶✾✳✺✾

▲❡♥❛

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✲✶✳✷✺ ✶✳✽✶ ✼✳✻✵ ✶✸✳✺✾
❑✲❙❱❉ ✶✶✳✵✾ ✶✹✳✶✽ ✶✼✳✽✶ ✷✵✳✾✸
❇▼✸❉ ✶✸✳✵✺ ✶✺✳✸✸ ✶✽✳✹✷ ✷✶✳✷✼
◆▲ ♠❡❛♥s ✶✶✳✸✸ ✶✸✳✻✻ ✶✼✳✶✵ ✷✵✳✶✷
❖✉r ✜❧t❡r ✭25×✮ ✶✶✳✾✾ ✶✹✳✷✵ ✶✻✳✾✵ ✶✾✳✺✵

●❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ L=1 L=2 L=4 L=16

❇❛r❜❛r❛

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✲✶✳✵✾ ✶✳✻✾ ✹✳✻✶ ✶✵✳✺✼
❲■◆✲❙❆❘ ✽✳✽✷ ✶✵✳✹✽ ✶✷✳✵✹ ✶✺✳✽✷
▼❆P✲❯❲❉✲❙ ✾✳✻✺ ✶✶✳✹✹ ✶✸✳✷✽ ✶✻✳✾✸
❖✉r ✜❧t❡r ✭1×✮ ✾✳✼✾ ✶✶✳✽✽ ✶✹✳✵✺ ✶✼✳✽✸
❖✉r ✜❧t❡r ✭25×✮ ✶✵✳✺✽ ✶✷✳✺✶ ✶✸✳✾✽ ✶✻✳✺✾

❇♦❛t

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✲✷✳✾✾ ✲✵✳✶✽ ✷✳✼✵ ✽✳✻✼
❲■◆✲❙❆❘ ✽✳✺✼ ✶✵✳✻✺ ✶✷✳✶✹ ✶✺✳✶✼
▼❆P✲❯❲❉✲❙ ✾✳✷✻ ✶✵✳✻✽ ✶✷✳✸✶ ✶✺✳✼✶
❖✉r ✜❧t❡r ✭1×✮ ✽✳✼✶ ✶✵✳✹✾ ✶✷✳✷✷ ✶✺✳✸✸
❖✉r ✜❧t❡r ✭25×✮ ✾✳✹✸ ✶✵✳✾✶ ✶✷✳✷✺ ✶✺✳✶✵

❍♦✉s❡

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✲✸✳✺✺ ✲✵✳✼✻ ✷✳✶✶ ✽✳✶✵
❲■◆✲❙❆❘ ✽✳✻✾ ✶✶✳✹✷ ✶✸✳✶✺ ✶✻✳✷✹
▼❆P✲❯❲❉✲❙ ✶✵✳✸✹ ✶✶✳✾✼ ✶✸✳✼✷ ✶✼✳✷✹
❖✉r ✜❧t❡r ✭1×✮ ✾✳✵✻ ✶✶✳✻✶ ✶✹✳✷✾ ✶✽✳✷✼
❖✉r ✜❧t❡r ✭25×✮ ✶✵✳✹✻ ✶✷✳✾✽ ✶✹✳✺✵ ✶✼✳✹✷

▲❡♥❛

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✲✷✳✹✺ ✵✳✸✹ ✸✳✷✺ ✾✳✶✾
❲■◆✲❙❆❘ ✶✵✳✸✺ ✶✸✳✵✵ ✶✹✳✼✷ ✶✼✳✾✵
▼❆P✲❯❲❉✲❙ ✶✶✳✽✼ ✶✸✳✺✸ ✶✺✳✶✹ ✶✽✳✻✺
❖✉r ✜❧t❡r ✭1×✮ ✶✶✳✵✺ ✶✸✳✷✵ ✶✺✳✶✽ ✶✽✳✻✶
❖✉r ✜❧t❡r ✭25×✮ ✶✷✳✶✻ ✶✸✳✾✺ ✶✺✳✷✺ ✶✽✳✶✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐♠❛❣❡s ❝♦r✲
r✉♣t❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜② ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧♦♦❦s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ r✐s❦ ❛♥❞ ✐ts t✇♦ ✜rst ♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α ❛♥❞ β✳ ❚❤❡s❡
❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ 150 × 150 ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ▼❙❊ ❛♥❞ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ❆❧❧ ❡st✐♠❛t❡s s❡❡♠ t♦ ✜t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✇❡❧❧✳

✺✳✻ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts

✺✳✻✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ✈✐s✉❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr✉♣t❡❞
❜② ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
t❤r❡❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s✿ ❇❛r❜❛r❛✱ ❇♦❛t ❛♥❞ ❍♦✉s❡✳ ❖♥ ❛❧❧ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s✱ ♦✉r ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✐♥ ❛ t✇♦ st❡♣
str❛t❡❣② ✇✐t❤ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❡tt✐♥❣ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✮✳ ❆ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ s✐③❡ |W | = 21 × 21
♣①2 ❛♥❞ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ s✐③❡ |P| = 7 × 7 ♣①2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s
♦♥❧②✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛ss ✜❧t❡r✐♥❣ ✉s❡❞ ❛ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✐s❦ ♦❢ r❛❞✐✉s 5 ♣①✳ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛
s✉♣❡r✈✐s❡❞ ✇❛② ✉s✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ●▲❘
✐s ❈❋❆❘✮✳ ❙✐♥❝❡ ●▲❘ ✐s ♥♦t ❈❋❆❘ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❡tt✐♥❣
❜❛s❡❞ ♦♥ r✐s❦ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙♦♠❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛t❡st st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✜❧t❡rs ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳
❋♦r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭❇✉❛❞❡s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ t❤❡ ❑✲s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❑✲❙❱❉✮ ✭❆❤❛r♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲
♠❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ✸❉ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❇▼✸❉✮ ✭❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s



✶✷✵ ✺✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✐❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ p = 5 p = 10 p = 20 p = 150

❇❛r❜❛r❛

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✲✷✳✽✷ ✵✳✶✸ ✸✳✶✻ ✶✶✳✽✽
P✲❍❛❛r❚■ ✾✳✵✽ ✾✳✼✺ ✶✵✳✺✻ ✶✺✳✻✹
P✲❇▼✸❉ ✶✶✳✸✵ ✶✸✳✷✸ ✶✺✳✶✼ ✶✾✳✽✻
P✲❙❆❋■❘ ✾✳✶✹ ✶✶✳✵✺ ✶✸✳✵✸ ✶✼✳✹✻
❖✉r ✜❧t❡r ✭2×✮ ✾✳✾✼ ✶✶✳✼✷ ✶✸✳✻✺ ✶✽✳✻✸

❇♦❛t

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✲✹✳✽✶ ✲✶✳✽✵ ✶✳✷✵ ✾✳✾✺
❍❛❛r ✾✳✷✵ ✶✵✳✹✺ ✶✶✳✼✷ ✶✺✳✽✷
P✲❇▼✸❉ ✾✳✾✼ ✶✶✳✺✽ ✶✸✳✵✹ ✶✼✳✹✵
P✲❙❆❋■❘ ✽✳✼✻ ✾✳✾✶ ✶✶✳✻✽ ✶✻✳✵✹
❖✉r ✜❧t❡r ✭2×✮ ✾✳✷✵ ✶✵✳✺✼ ✶✷✳✵✻ ✶✻✳✷✶

❍♦✉s❡

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✲✹✳✾✺ ✲✶✳✾✸ ✶✳✵✾ ✾✳✽✹
P✲❍❛❛r❚■ ✶✵✳✻✷ ✶✷✳✶✵ ✶✸✳✼✹ ✶✼✳✽✵
P✲❇▼✸❉ ✶✶✳✾✷ ✶✸✳✾✹ ✶✺✳✽✼ ✶✾✳✾✼
P✲❙❆❋■❘ ✾✳✷✹ ✶✵✳✾✸ ✶✸✳✶✹ ✶✽✳✶✵
❖✉r ✜❧t❡r ✭2×✮ ✶✵✳✾✻ ✶✷✳✺✼ ✶✹✳✺✵ ✶✾✳✵✾

▲❡♥❛

◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✲✹✳✷✸ ✲✶✳✷✸ ✶✳✼✺ ✶✵✳✺✷
P✲❍❛❛r❚■ ✶✶✳✺✼ ✶✸✳✵✻ ✶✹✳✺✶ ✶✽✳✹✾
P✲❇▼✸❉ ✶✷✳✶✻ ✶✹✳✵✷ ✶✺✳✼✹ ✷✵✳✵✷
P✲❙❆❋■❘ ✶✵✳✸✾ ✶✶✳✻✶ ✶✸✳✻✼ ✶✽✳✹✺
❖✉r ✜❧t❡r ✭2×✮ ✶✶✳✼✸ ✶✸✳✷✷ ✶✹✳✽✾ ✶✾✳✷✽

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✐♠❛❣❡s ❝♦rr✉♣t❡❞
❜② P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡❛❦ ✈❛❧✉❡s✳

✜❧t❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❤❡r❡ t♦ ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✜❧t❡r✳ ❋♦r ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡✲❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❙❆❘ ✭❲■◆✲❙❆❘✮ ✜❧t❡r
✭❆❝❤✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼❆P ✜❧t❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉♥❞❡❝✐♠❛t❡❞ ✇❛✈❡❧❡t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡
s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭▼❆P✲❯❲❉✲❙✮ ✭❇✐❛♥❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❋♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❍❛❛r✲✇❛✈❡❧❡t tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r
P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✭P✲❍❛❛r❚✐✮ ✭❲✐❧❧❡tt ❛♥❞ ◆♦✇❛❦✱ ✷✵✵✹✮✱ t❤❡ ❇▼✸❉ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥
♦❢ ❆♥s❝♦♠❜❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✭P✲❇▼✸❉✮ ✭▼ä❦✐t❛❧♦ ❛♥❞ ❋♦✐✱ ✷✵✶✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙❆❋■❘ ✜❧t❡r ✉s✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆♥s❝♦♠❜❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✭P✲❙❆❋■❘✮ ✭❇♦✉❧❛♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳

❋✐❣✉r❡s ✺✳✶✹✱ ✺✳✶✺ ❛♥❞ ✺✳✶✻ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr✉♣t❡❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ = 40✱ ❜② ❣❛♠♠❛ ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ L = 3 ❧♦♦❦s ❛♥❞ ❜② P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡❛❦ ♦❢ 20 ♣❤♦t♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ s✐❣♥❛❧✲t♦✲
♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✭❙◆❘✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳✸✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s t❤❡ sq✉❛r❡
r♦♦ts ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ✜❧t❡r s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ s♠♦♦t❤❡❞
✇✐t❤ ❜❡tt❡r ❡❞❣❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s❀ r❡✜♥✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r
❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ❞❡♥♦✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❑✲❙❱❉ ❛♥❞ t❤❡ ❇▼✸❉ ✜❧t❡rs ♣r❡s❡♥t s♦♠❡
❛rt✐❢❛❝ts ✇❤✐❧❡ ♦✉r ✜❧t❡r ♣r♦✈✐❞❡s s♠♦♦t❤❡r r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❡❞❣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♦✉r ✜❧t❡r s❡❡♠s t♦ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ❛♥❞ t❤✐♥ ❛♥❞ ❞❛r❦ str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♠♦✉t❤
♦❢ ▲❡♥❛✱ t❤❡ ❡②❡s ♦❢ ❇❛r❜❛r❛ ❛♥❞ t❤❡ r♦♣❡s ♦❢ t❤❡ ❇♦❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❇▼✸❉ ✜❧t❡r ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡s❡
str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ✐♥ ♣❛rt ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✲q✉❛♥t✐❧❡ ❝❤♦s❡♥
t♦ ❣❡t ❛ ✭q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s❛t✐s❢②✐♥❣✮ ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s♠❛❧❧❡r s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇s✱ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❧❛r❣❡r r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ❞❡♥♦✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❲■◆✲❙❆❘ ❛♥❞ t❤❡ ▼❆P✲❯❲❉✲❙
✜❧t❡rs ❛r❡ ❧❡ss s♠♦♦t❤❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♦✉r ✜❧t❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❲■◆✲❙❆❘ ✜❧t❡r



✶✷✶

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❑✲❙❱❉ ✭❝✮ ❇▼✸❉ ✭❞✮ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭❡✮ ❖✉r ✜❧t❡r ×25

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ✭❛✮ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ ❝♦rr✉♣t❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❇❛r❜❛r❛✱ ❇♦❛t ❛♥❞ ❍♦✉s❡ ❜② ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ = 40✳ ❉❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ ❑✲❙❱❉ ✜❧t❡r✱ ✭❝✮ t❤❡
❇▼✸❉ ✜❧t❡r✱ ✭❞✮ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ❛♥❞ ✭❡✮ ✷✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✜❧t❡r✳

❜❧✉rs t❤❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ▼❆P✲❯❲❉✲❙ ✜❧t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s s♦♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢
t❤❡ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❥♦✐♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛✱ ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❡ ❣❛♠♠❛
❝❛s❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ P✲❇▼✸❉ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ✈✐s✉❛❧
r❡s✉❧t✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❡tt❡r r❡❞✉❝❡s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡ t❤❛♥ ❍❛❛r❚■ ❛♥❞ ❙❆❋■❘ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧t
✐s ♠❛②❜❡ t♦♦ s♠♦♦t❤✳

❚♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ q✉❛❧✐t✐❡s✱ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷ ♣r❡s❡♥ts ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ✐♠❛❣❡s
❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s σ = 10, 20, 40 ❛♥❞ 60✱ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡
✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L = 1, 2, 4 ❛♥❞ 16 ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠
♣❡❛❦ ♦❢ p = 5, 10, 20 ❛♥❞ 150 ♣❤♦t♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡
r❛t✐♦ ✭❙◆❘✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳✸✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡rs ✐♠♣r♦✈❡ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡rs
❢♦r ❧♦✇ ❙◆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❍✐❣❤ ❙◆❘ ✐♠❛❣❡s ✭st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ ≤ 30 ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❧♦♦❦s L ≥ 4✮ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❑✲❙❱❉ ✜❧t❡r ❢♦r ❧♦✇ ❙◆❘ ✐♠❛❣❡s✱ ❜✉t ✐s ♦✉t✲♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② t❤❡ ❇▼✸❉ ✜❧t❡r ❛t ❛❧❧ ❙◆❘ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✱ ♦✉r ✜❧t❡r ♦✉t✲♣❡r❢♦r♠s
❛❧❧ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✜❧t❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ❙◆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ PP❇ ✜❧t❡r
♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ▼❆P✲❯❲❉✲❙ ✜❧t❡r ❢♦r ❤✐❣❤ ❙◆❘ ✐♠❛❣❡s ✭✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ❛
❧❛r❣❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L✮✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r ✐s t❤❡♥ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t s✐♥❝❡ ✐♠❛❣❡s
❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❛ ❧♦✇ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s s✉❝❤ ❛s
L = 1, 2, 3 ♦r 4 ✭❡✳❣✳ r❛❞❛r ♦r s♦♥❛r ✐♠❛❣❡s✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦✉t✲
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② P✲❇▼✸❉ ❢♦r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡❛❦✱ ❜✉t ✐♠♣r♦✈❡s ♦♥ P✲❍❛❛r❚■ ❛♥❞ P✲❙❆❋■❘✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s ♥♦t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t t♦ ✜♥❞ ❛



✶✷✷ ✺✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✐❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❲✐♥❙❆❘ ✭❝✮ ▼❆P✲❯❲❉✲❙ ✭❞✮ ❖✉r ✜❧t❡r ×1 ✭❡✮ ❖✉r ✜❧t❡r ×25

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ✭❛✮ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ ❝♦rr✉♣t❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❇❛r❜❛r❛✱ ❇♦❛t ❛♥❞ ❍♦✉s❡ ❜② ❣❛♠♠❛
♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L = 3✳ ❉❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ ❲■◆✲❙❆❘ ✜❧t❡r✱
✭❝✮ t❤❡ ▼❆P✲❯❲❉✲❙ ✜❧t❡r✱ ✭❞✮ ♦✉r ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r ❛♥❞ ✭❡✮ ✷✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✜❧t❡r✳

r✐❣♦r♦✉s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❛❞❛♣t ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ t♦ ❛♥ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❣✐✈❡♥
♣❞❢✳ ❖✉r ✜❧t❡r s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥✱ ❣❛♠♠❛ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✇❤❡♥
t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ ✇❤❡r❡❛s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤
❛ ✜①❡❞ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ✜❧t❡r s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳

✺✳✻✳✷ ❘❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ❣❛♠♠❛ ♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✜❧t❡rs ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✉s❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ♦✉r ✜❧t❡r✳ ■♥ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼ ♣r❡s❡♥ts t✇♦ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❙❆❘ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❇❛②❛r❞ ❛♥❞ ❈❤❡♠✐♥♦t

❢r♦♠ ❙❛✐♥t✲P♦❧✲s✉r✲▼❡r ✭❋r❛♥❝❡✮✱ s❡♥s❡❞ ✐♥ ✶✾✾✻ ❜② ❘❆▼❙❊❙ ♦❢ ❖◆❊❘❆✱ ❛♥❞ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦
❙❆❘ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ❚♦✉❧♦✉s❡ ♦❢ ❈◆❊❙ ✐♥ ❚♦✉❧♦✉s❡ ✭❋r❛♥❝❡✮ s❡♥s❡❞ ❛❧s♦ ❜② ❘❆▼❙❊❙
❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❈◆❊❙✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✜❧t❡rs ❛r❡
❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ s♠♦♦t❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ❡❞❣❡
❛♥❞ s❤❛♣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛♥ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡✛❡❝t ✐s str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ♣r❡s❡r✈❡❞✿ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✱ s✐❞❡✇❛❧❦s✱ str❡❡ts ❛♥❞ ✜❡❧❞s ❛r❡ ✇❡❧❧ r❡st♦r❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜r✐❣❤t s❝❛tt❡r❡rs ✭♥✉♠❡r♦✉s ✐♥ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛s✮ ❛r❡ ✇❡❧❧ r❡st♦r❡❞✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦✉r
✜❧t❡r s❡❡♠s t♦ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤✐♥ ❛♥❞ ❞❛r❦ str✉❝t✉r❡s ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t❤✐♥
str❡❡ts ✐♥ ❈❤❡♠✐♥♦t ❛♥❞ ❚♦✉❧♦✉s❡✳



✶✷✸

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ P✲❍❛❛r❚■ ✭❝✮ P✲❇▼✸❉ ✭❞✮ P✲❙❆❋■❘ ✭❡✮ ❖✉r ✜❧t❡r ×2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ✭❛✮ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ ❝♦rr✉♣t❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❇❛r❜❛r❛✱ ❇♦❛t ❛♥❞ ❍♦✉s❡ ❜② P♦✐ss♦♥
♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡❛❦ ♦❢ ✷✵ ♣❤♦t♦♥s✳ ❉❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ P✲❍❛❛r❚■ ✜❧t❡r✱ ✭❝✮
t❤❡ P✲❇▼✸❉ ✜❧t❡r✱ ✭❞✮ t❤❡ P✲❙❆❋■❘ ✜❧t❡r ❛♥❞ ✭❡✮ ♦✉r t✇♦ st❡♣ ✜❧t❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♠❛❣❡✷ ♦❢ ❛ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐♦♥ s❡♥s❡❞ ✐♥ ❧♦✇✲❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜② ❝♦♥❢♦❝❛❧
✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭P❡❧❧♦✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ❛♥❞ ❛♥ ❳✲r❛② ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ✐♥ t❤❡
▼✐❧❦② ❲❛② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ●✶✳✾✰✵✳✸✳ ❇♦t❤ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ P♦✐ss♦♥
♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢♦r t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥♦✐s✐♥❣
✜❧t❡rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ✜❧t❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt r❡s✉❧ts✳

✺✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ ♥♦✐s❡ ✐s ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥
❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❖✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r
✇❤❡r❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❥♦✐♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ✉s❡❞
t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ❛♥❞ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❛ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞
✐♠❛❣❡ t♦ r❡✜♥❡ ✇❡✐❣❤ts ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦✇ s✐❣♥❛❧ t♦
♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ♦♥ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ P♦✐ss♦♥
♥♦✐s❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ♦r❛❝❧❡ st✉❞✐❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❥♦✐♥t s✐♠✐❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐♦♥✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ♠♦❞❡❧
✐s ❦♥♦✇♥✳ ❆ r✐s❦ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s r✐s❦
❡st✐♠❛t♦r ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥
❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s ❡①t❡♥❞❡❞
♠❡t❤♦❞✳

✷✐♠❛❣❡ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❨✳ ❚♦✉r♥❡✉r



✶✷✹ ✺✳ ❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❢✐❧t❡r✐♥❣ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❲✐♥❙❆❘ ✭❝✮ ▼❆P✲❯❲❉✲❙ ✭❞✮ ❖✉r ✜❧t❡r ×1 ✭❡✮ ❖✉r ✜❧t❡r ×25

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ✭❛✮ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❇❛②❛r❞ ✭❋r❛♥❝❡✮ ❝©❉●❆ ❝©❖◆❊❘❆✱
❈❤❡♠✐♥♦t ✭❋r❛♥❝❡✮ ❝©❉●❆ ❝©❖◆❊❘❆ ❛♥❞ ❚♦✉❧♦✉s❡ ✭❋r❛♥❝❡✮ ❝©❉●❆ ❝©❖◆❊❘❆✳ ❉❡♥♦✐s❡❞
✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ ❲■◆✲❙❆❘ ✜❧t❡r✱ ✭❝✮ t❤❡ ▼❆P✲❯❲❉✲❙ ✜❧t❡r✱ ✭❞✮ ♦✉r ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r ❛♥❞
✭❡✮ ✷✺ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✜❧t❡r✳

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ P✲❍❛❛r❚■ ✭❝✮ P✲❇▼✸❉ ✭❞✮ P✲❙❆❋■❘ ✭❡✮ ❖✉r ✜❧t❡r ×2

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ ✭❛✮ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐♦♥ s❡♥s❡❞ ✐♥ ❧♦✇✲❧✐❣❤t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❜② ❝♦♥❢♦❝❛❧ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭P❡❧❧♦✉① ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✱ ❛♥ ❳✲r❛② ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s✉♣❡r♥♦✈❛ ❡①♣❧♦✲
s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦② ❲❛② ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r♥♦✈❛ r❡♠♥❛♥t ●✶✳✾✰✵✳✸ ✭✐♠❛❣❡ ❝♦✉rt❡s② t♦ ❈❤❛♥❞r❛ ❳✲r❛②
❖❜s❡r✈❛t♦r② ✕ ❞❛t❛ ✐❞❡♥t✐✜❡r✿ ❆❉❙✴ ❙❛✳❈❳❖♯❈♦♥tr✐❜✴ ❈❤❛♥❞r❛❉❡❡♣❋✐❡❧❞✮✳ ❉❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡s
✉s✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ P✲❍❛❛r❚■ ✜❧t❡r✱ ✭❝✮ t❤❡ P✲❇▼✸❉ ✜❧t❡r✱ ✭❞✮ t❤❡ P✲❙❆❋■❘ ✜❧t❡r ❛♥❞ ✭❡✮ ♦✉r t✇♦ st❡♣
✜❧t❡r✳



✶✷✺

❈❤❛♣t❡r ✻

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦

❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

❙②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✭❙❆❘✮ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✉s❡❞ ✐♥ r❡♠♦t❡ s❡♥s✐♥❣✱ ❢♦r ❛ ❜r♦❛❞
✈❛r✐❡t② ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝r✐s✐s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t♦ ❜✐♦♠❛ss st✉❞②✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ ❤✐❣❤ r❡s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❛✐r❜♦r♥❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡❜♦r♥❡ s❡♥s♦rs ✇✐t❤ ❢✉❧❧ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❛♥❞✴♦r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s
❛r❡ ♥♦✇ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ✭❋✲❙❆❘✱ ❚❡rr❛❙❆❘✲❳✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳

Pr✐♦r t♦ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉♥❞❡r❣♦ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s t❤❛t ❞❡❣r❛❞❡ t❤❡✐r
r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ str♦♥❣ s♣❡❝❦❧❡ ✐♥ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✱ ❧♦❝❛❧ s♠♦♦t❤✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞
♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ r❛❞❛r s❝❡♥❡ r❡q✉✐r❡s ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤♦✉❣❤ ❛
s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ✐s ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛r❡ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ❧✐♠✐t
❜❧✉rr✐♥❣ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳

❚❤❡ ❝r✉❞❡st ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♠✉❧t✐✲

❧♦♦❦✐♥❣ ✐♥ r❛❞❛r ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❝♦♠♣✉t❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ✭t②♣✐❝❛❧❧② r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✮
✇✐♥❞♦✇ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✶✮✳ ❆ s❛t✐s❢②✐♥❣ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss✳

❙❡✈❡r❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛❞❛r ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
♠♦♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❡st✐♠❛t✐♦♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t ♠✐①✐♥❣ ♣✐①❡❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ✭❡✳❣✳✱ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡❞❣❡s ❛♥❞ str♦♥❣
s❝❛tt❡r❡rs ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤❡✐r s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿

• ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✱ ✷✵✵✸✮ s✉❣❣❡st❡❞ ❧♦❝❛❧❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✇✐♥❞♦✇ ❛♠♦♥❣ ❛ ❢❡✇ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞
✇✐♥❞♦✇s ✭❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ✽ ❡❞❣❡✲❛❧✐❣♥❡❞ ♦r✐❡♥t❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✱ s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳✷ ❛♥❞
❋✐❣✳ ✷✳✺✮✳ ❲✐♥❞♦✇ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ ❣♦♦❞ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ str❛✐❣❤t ❡❞❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✭❢r♦♠ ♦♥❡
✇✐♥❞♦✇ t♦ ❛♥♦t❤❡r✮ ❛t ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s ❝r❡❛t❡s ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r❡✲
❞❡✜♥❡❞ ✇✐♥❞♦✇s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡str✐❝ts t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡s ♦r t❡①t✉r❡s✱ ❛♥❞
t❤✉s t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦rr❡❝t❧② r❡st♦r❡ t❤❡♠✳

• ❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❧♦❝❛❧❧② ❜② r❡❣✐♦♥✲❣r♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
r❡str✐❝t❡❞ t♦ s✐♠✐❧❛r ♣✐①❡❧s✳ ❆❞❥❛❝❡♥t ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥✲
t❡♥s✐t② ✭❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ✏■❉❆◆✑✿ ✐♥t❡♥s✐t②✲❞r✐✈❡♥ ❛❞❛♣t✐✈❡✲♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣r❡✲❞❡✜♥❡❞ ✇✐♥❞♦✇s✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣✱ t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s✳ ❇② ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♣✐①❡❧s✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❣✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥



✶✷✻ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

❜✐❛s✳ ❲❡ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✽✳✷ t❤❛t ❞✉❡ t♦ s♣❡❝❦❧❡✱ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❤❡❛✈②✲t❛✐❧❡❞ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥❀ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❤♦✇❡✈❡r ❞✐s❝❛r❞s ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤
❜✐❛s❡s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✽✮✳

• ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ♣✐①❡❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡①t❡♥❞❡❞ ♥♦♥✲
❧♦❝❛❧ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✮ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✱ ❛♥❞ ❜② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢
♣✐①❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✐❞❡❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮
❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✭♥♦♥✲❧♦❝❛❧✮ s✐❣♠❛ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✽✳✷✮ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛ ✜rst ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✐♥ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✮✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
❛✐♠ ❛t r❡❞✉❝✐♥❣ s♣❡❝❦❧❡ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
t♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❛✮ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵❞✮✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶✮ ❢♦r ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❖✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥s♣✐r❡❞ P❛rr✐❧❧✐ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✵✮ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❇▼✸❉ ✜❧t❡r ♦❢ ❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ t♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♥❞ ❚❡✉❜❡r
❛♥❞ ▲❛♥❣ ✭✷✵✶✶✮ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ✇♦r❦✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❩❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ♠✐①❡❞
t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❑❡r✈r❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✼✮ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡✐r
♠❡t❤♦❞s t♦ r❡❞✉❝❡ s♣❡❝❦❧❡ ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡s✳

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✖ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ◆▲✲❙❆❘✱ ❢♦r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧
❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❙❆❘✮✱ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ✭■♥❙❆❘✮✱ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✭P♦❧❙❆❘✮ ♦r ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝
❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ✭P♦❧■♥❙❆❘✮ r❛❞❛r ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ ❛❞❞r❡ss s❡✈❡r❛❧ ✐ss✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✿

✶✳ P♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ♦r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛❢t❡r ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣ ✭❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶✮✱ ♦r ✇✐t❤ ✜❧t❡rs ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✭s♣❛♥✮ ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥❧② ✭❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ❈❤❛♣✳ ✺✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r ❢♦r ❙❆❘ ❞❛t❛
✭◆▲✲❙❆❘✮ ❞r✐✈❡♥ ❜② s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥
❜② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ✐♠❛❣❡s✳

✷✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳

✸✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳

✹✳ ❆ s❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s❡tt✐♥❣ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳

✺✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ ❘❆▼❙❊❙ ✭❖◆❊❘❆✮✱ ❆■❘❙❆❘ ✭◆❆❙❆✴❏P▲✲❈❛❧t❡❝❤✮ ❛♥❞ r❡✲
❝❡♥t ❛❡r✐❛❧ ✭❋✲❙❆❘✮ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ●❡r♠❛♥ ❆❡r♦s♣❛❝❡ ❈❡♥t❡r ✭❉▲❘✮✳

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ r❡❧❡❛s❡ ✉♥❞❡r ♣✉❜❧✐❝ ❧✐❝❡♥s❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♦❢ ◆▲✲❙❆❘✳ ❚❤❡
t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆▲✲❙❆❘ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✖ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❙❆❘ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❛s♣❡❝ts t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❆❘ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ■♥❙❆❘✱ P♦❧❙❆❘ ❛♥❞ P♦❧■♥❙❆❘
✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✷ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♣❡❝❦❧❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❙❡❝✳ ✻✳✸ r❡✈✐❡✇s t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡st✐♠❛t♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❙❆❘ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ❙❡❝✳ ✻✳✹✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺ ✐s
✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r ✭◆▲✲❙❆❘✮ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❲✐s❤❛rt
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐❛❧ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♠♣❧❡① ❙❆❘ ❞❛t❛ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ✐s
❧♦✇✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✺ s❤♦✇ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❙❆❘
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❛♥❞ ❙❆❘ ♣♦❧❛r✐♠❡tr②✳



✶✷✼

Radar sensor

Range
Resolution

Ground

Radar
wavebeam

Plane wave

Range
direction

Line
of sight

✭❛✮ ❘❛❞❛r ✐♠❛❣❡r② ✐♥ r❛♥❣❡

Sensor trajectory

Azimuthal direction

Antenna lobe

Radar
antenna

Range
direction

✭❜✮ ❘❛❞❛r ✐♠❛❣❡r② ✐♥ ❛③✐♠✉t❤

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ✭❛✮ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❧✐♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ r❛❞❛r ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲♥✉❧❧
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ θ✱ ♦❜❥❡❝ts ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ♦❢ s✐❣❤t✳ ✭❜✮ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛
r❛❞❛r ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ r❛❞❛r s❡♥s♦r ❛❝q✉✐r❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❡s ❜② ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✻✳✶ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✐♠❛❣❡s

✻✳✶✳✶ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✭❙❆❘✮ ✐♠❛❣❡r②

❘❛❞❛r ✭r❛❞✐♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❛♥❣✐♥❣✮ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ✇❛✈❡ ♠❡❡ts t❤❡ ❣r♦✉♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❞✐✛✉s❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡
♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇❛✈❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❛✛❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✭✉♣
t♦ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ t❤❡ r♦✉❣❤♥❡ss✱ t❤❡ s♦✐❧ ♠♦✐st✉r❡✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❧♦♣❡✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ r❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ✐s t❤❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ s❡♥s♦r✳

❚❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ❡♠✐tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✶✮✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦s ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛ r❛❞❛r ✐♠❛❣✐♥❣
s②st❡♠ s❡♥❞s ❛♥ ✐♠♣✉❧s✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❝❡♥❡✳ ■t
❝♦❧❧❡❝ts ❛ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡ st❡♣ δt ❛♥❞ t❤❡♥ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜✉✐❧❞ ♦♥❡ ❧✐♥❡ ♦❢
t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❍❛✈✐♥❣ ♠♦✈❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
t❤❡ s❡♥s♦r ❛❝q✉✐r❡s ❛ ♥❡✇ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡s ❢♦r♠s t❤❡ r❛❞❛r ✐♠❛❣❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❛❞❛r ✐♠❛❣❡ ✐♥ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✳ ✻✳✶✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ r❛♥❣❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ δt✿ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐ss♦❝✐❛t❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ s✐❣♥❛❧✳ ■♥
❛③✐♠✉t❤✱ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❡♥s♦r t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t
❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❚♦ r❡❛❝❤ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r♦✉♥❞ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞
s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss✱ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❜❛♥❞s ▲✱ ❈ ♦r ❳✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
❝❡♥t✐♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ R ❝❛♥ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ 2 ❦♠ ❢♦r ❛✐r❜♦r♥❡ s❡♥s♦rs t♦ 800 ❦♠ ❢♦r s♣❛❝❡❜♦r♥❡
s❡♥s♦rs✳ ❚♦ r❡❛❝❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❡t❡rs✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❦✐❧♦♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❛♣❡rt✉r❡ r❛❞❛r ✭❙❆❘✮



✶✷✽ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

✭❛✮ ❖♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❙✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡ ✭❝✮ 7× 7✲❧♦♦❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ✭❛✮ ❆♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ✭❜✮ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ ❛ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ❚♦✉❧♦✉s❡ ✭❋r❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡♥s❡❞
❜② ◗✉✐❝❦❜✐r❞ ✭ ❝©❉✐❣✐t❛❧●❧♦❜❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ❜② ❘❆▼❙❊❙ ✭ ❝©❖◆❊❘❆✮✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥ts s♠❛❧❧❡r
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜✉t ✇✐t❤ ❜❧✉rr② ❢❡❛t✉r❡s✳ ■♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❧♦✇ ✐♥ s♠♦♦t❤ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s
str❡❡ts✱ ✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ r♦✉❣❤ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s ❣r❛ss ♦r ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❛r♦✉♥❞
♠❛♥✲♠❛❞❡ str✉❝t✉r❡s✱ ✈❡❤✐❝❧❡s ♦r tr❡❡ tr✉♥❦s✳

✐♠❛❣❡r② ✐s ❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❡♠✐ss✐♦♥ ❛❧♦♥❣ tr❛❝❦ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✈✐rt✉❛❧
❛♥t❡♥♥❛ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♥t❡♥♥❛ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❢❡✇ ♠❡t❡rs✳

❆ ❙❆❘ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ✐♠❛❣❡s s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛r❡❛ ♦♥
t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱ ❝❛❧❧❡❞ ✏r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧✑✱ ✇❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ r❛♥❣❡ ❛♥❞
❛③✐♠✉t❤✳ ❆ ♣✐①❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ❛ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♠❛❣❡ ✇❤♦s❡ ♣✐①❡❧
✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s z = Aejϕ ✇❤❡r❡ j ✐s t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♥✉♠❜❡r s✉❝❤ t❤❛t j2 = −1✳
❲❡ ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❝♦♠♣❧❡① ✭❙▲❈✮ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉s A = |z| ✐s t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② I = A2 ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ϕ = arg z ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞✱
✇✐t❤♦✉t ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss s✐♥❝❡ ✐ts ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡
r❛♥❣❡ ]− π, π] ❛♥❞ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❡❝❤♦ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡rs✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✱ ❙▲❈ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s s✉✛❡r ❢r♦♠
❤✐❣❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✻✳✷✳✶✮✳ ❚❤❡s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s s♣❡❝❦❧❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤
✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❝❛✉s❡❞ ❜② s♣❡❝❦❧❡✱ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ s♣❛t✐❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛
❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❡r❣♦❞✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤
s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥♦t❤❡r ❧♦♦❦✱ ✐✳❡✳✱ ❛ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❇② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✭s❡❡
❛❧s♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳ ▼✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✐♠❛❣❡s r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ L
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s zi ♦✈❡r ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✿

I =
1

L

L∑

i=1

|zi|2, ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ L ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡✿ A =

√
I✳



✶✷✾

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❧♦✇ ✐♥ s♠♦♦t❤ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s str❡❡ts✱ ❤✐❣❤❡r ✐♥ r♦✉❣❤ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s ❣r❛ss ♦r ✈❡❣❡t❛t✐♦♥
❛♥❞ ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ❛r♦✉♥❞ ♠❛♥✲♠❛❞❡ str✉❝t✉r❡s✱ ✈❡❤✐❝❧❡s ♦r tr❡❡ tr✉♥❦s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❞✉❡ t♦ s♣❡❝❦❧❡ str♦♥❣❧② ❝♦rr✉♣t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡ ♣r❡s❡♥ts
s♠❛❧❧❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✿ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♣♣❡❛r ❜❧✉rr②✳

✻✳✶✳✷ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✭■♥❙❆❘✮ ✐♠❛❣❡r②

❚❤❡ ♣❤❛s❡ ϕ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t✇♦ t❡r♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ϕ = ϕproper + ϕtopographic . ✭✻✳✷✮

❚❤❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♣❤❛s❡ ϕtopographic ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ t❛r❣❡t
t♦ t❤❡ s❡♥s♦r ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦✿

ϕtopographic =
4π

λ
R ✭✻✳✸✮

✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ R t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡r
♣❤❛s❡ ϕproper ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s✐❣♥❛❧s ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ♠❛♥②
❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡rs ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡r ♣❤❛s❡ ϕproper ✐s t❤❡♥
❛s❝r✐❜❡❞ t♦ s♣❡❝❦❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s st❛❜❧❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧ ✐s ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♣♣❡❛rs ❛s r❛♥❞♦♠ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥ ]− π, π]✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤❛s❡ ϕ s❡❡♠s t♦ ❜❡
♥♦♥✲❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡✳ ■♥ ❛ st❡r❡♦✲✈✐s✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ●r❛❤❛♠ ✭✶✾✼✹✮ s✉❣❣❡sts ✉s✐♥❣ t✇♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛ s❡♥s❡❞ ✇✐t❤ q✉❛s✐✲✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ t❡r♠ ϕproper ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ♦♥❧② ϕtopographic ❞✐✛❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✕ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ✖ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s z1 ❛♥❞ z2
❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❛t❤ ❞❡❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✇❛✈❡s ❛♥❞ ✐s t❤❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡r ♣❤❛s❡✿

φ = ϕ1 − ϕ2 = ϕtopographic,1 − ϕtopographic,2 . ✭✻✳✹✮

❯♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ▼❛ss♦♥♥❡t ❛♥❞ ❘❛❜❛✉t❡ ✭✶✾✾✸✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❤❡✐❣❤t
③ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ φ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

③ =

(√
X2 +H2

bx
tan θ

)

(R1 −R2) =

(

λ

4π

√
X2 +H2

bx
tan θ

)

φ ✭✻✳✺✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✈♦❧✈❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✸✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❤❡✐❣❤t ③ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ φ✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✉♥❞❡r ♦t❤❡r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱
♦t❤❡r r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ③ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ φ
✭Pr❛t✐ ❛♥❞ ❘♦❝❝❛✱ ✶✾✾✵❀ ▲✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✷✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✇✐t❤ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❢r♦♠ 2 t♦ 5% ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs✱ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❡t❡rs✳

❆ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ■♥❙❆❘ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ φ ✐s ❦♥♦✇♥ ♠♦❞✉❧♦ 2π✳ ❚❤✐s
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢r✐♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ❊q✳ ✭✻✳✺✮✱
✐t ✐s t❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉♥✇r❛♣ t❤❡ ♣❤❛s❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❤❡✐❣❤t✳ P❤❛s❡ ✉♥✇r❛♣♣✐♥❣
✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs✱ s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✭●♦❧❞st❡✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✽❀ ●❤✐❣❧✐❛



✶✸✵ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

1 2

Ground

Flat earth

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡r②✳ ❯s✐♥❣ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛
❜❛s❡❧✐♥❡ bx✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t z ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t P ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡
R1 ❛♥❞ R2 t♦ ❛r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ P t♦ t❤❡ t✇♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡♥s♦rs✱ X ✐s ✐ts ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
❛♥❞ H t❤❡ ❛❧t✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s♦r✳

❛♥❞ ❘♦♠❡r♦✱ ✶✾✽✾❀ P❛s❝❛③✐♦ ❛♥❞ ❙❝❤✐r✐♥③✐✱ ✷✵✵✶❀ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s ❛♥❞ ❱❛❧❛❞ã♦✱ ✷✵✵✼❀ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✉♥✇r❛♣♣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❆ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ■♥❙❆❘ ✐s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✢❛t ❡❛rt❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✸✮✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣❤❛s❡
r❛♠♣ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♦r❜✐t❛❧ ❢r✐♥❣❡s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡♥s♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✇❡❧❧✲❝❤♦s❡♥
❛♥❞ ✇✐t❤ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② s✉♣♣r❡ss t❤❡s❡ ♦r❜✐t❛❧
❢r✐♥❣❡s ✭❘♦s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❛
♣r❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣✱ s♦ t❤❛t ❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛r❡❛ ❛❧✇❛②s ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
♣❤❛s❡✱ ✉♣ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡✳

❉✉❡ t♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s
✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✮ ❝❛♥ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ ✐♥t❡r✲
❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ✭❍❛♥ss❡♥✱ ✷✵✵✶✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ φ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ d
❛r❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❤❡r♠✐t✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s z1 ❛♥❞ z2✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ ❡rr♦rs✱ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♠♦♥❧②
❜✉✐❧t ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ L s❛♠♣❧❡s ♦✈❡r ❛ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✿

dejφ =

∑L
i=1 z1,iz

∗
2,i

√
∑L

i=1 |z1,i|2
∑L

i=1 |z2,i|2
. ✭✻✳✻✮

❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ d ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥t❡r✲
❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ φ✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s ❝❧♦s❡ t♦ 1✱
t❤❡ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ φ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ❞❡❧❛②
✭♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇r❛♣♣✐♥❣✮✳ ❲❤❡♥ d ✐s ❝❧♦s❡ t♦ 0✱ t❤❡ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s
❛r❡ ❞❡❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ φ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ φ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ d ❞❡❝r❡❛s❡s✳

❋✐❣✳ ✻✳✹ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠ ❜✉✐❧t ♦♥ ❛♥ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ t✇♦
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✭♥♦ t❡♠♣♦r❛❧ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✈❡r② s♠❛❧❧ ❜❛s❡❧✐♥❡✮✱
t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ✐♥s✐❞❡ ♦♥❡ ❢r✐♥❣❡✱ t❤❡♥ ♥♦ ✉♥✇r❛♣♣✐♥❣ st❡♣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❤❛s ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❤❡✐❣❤t ✇❤✐❧❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✱ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐❧❧s ❛♣♣❡❛r ❛t ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s✳ P❤❛s❡ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s ❧♦✇✳ ❚❤❡



✶✸✶

✭❛✮ ❙✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠ ✭❜✮ 7× 7✲❧♦♦❦ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠ ✭❝✮ 7× 7✲❧♦♦❦ ❡♠♣✳ ❝♦❤❡r❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ✭❛✮ ❙✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠✱ ✭❜✮ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦✲r❡❣✐st❡r❡❞ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡♥s❡❞
❜② ❘❆▼❙❊❙ ✭ ❝©❖◆❊❘❆✮✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡ ✉♣ t♦ ❡rr♦rs ❛r✐s✐♥❣ ✐♥
r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠ ♣r❡s❡♥t s♠❛❧❧❡r ❡rr♦rs ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡
♦❢ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss✳

♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✐♥t❡r❢❡r♦❣r❛♠ ♣r❡s❡♥ts s♠❛❧❧❡r ❡rr♦rs ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✇✐t❤♦✉t ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♠❛①✐♠✉♠✿ d = 1 ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣
L = 1 ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✻✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✱
♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡♥ ❛❧✇❛②s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛
❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

✻✳✶✳✸ P♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✭P♦❧❙❆❘✮ ✐♠❛❣❡r②

P♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡♥s✐♥❣ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦✲s❝❛tt❡r❡❞ ✇❛✈❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ✇❛✈❡ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦r ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡♠✐tt❡❞✳
❆ ❝♦♠♠♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r
❛s k = (zhh, zvv,

√
2zhv)

t ✇❤❡r❡ zhh✱ zvv ❛♥❞ zhv ❛r❡ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ r❡t✉r♥s ❢r♦♠ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ r❡❝❡♣t✐♦♥✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡❝❡♣t✐♦♥✱ ❛♥❞
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ r❡❝❡♣t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t zvh ✐s ♦♠✐tt❡❞ s✐♥❝❡✱ ✉s✐♥❣
♠♦♥♦✲st❛t✐❝ ♣♦❧❛r✐♠❡tr②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t zvh = zvh ✭❝❢✳ t❤❡ t❛r❣❡t r❡❝✐♣r♦❝✐t② ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r

√
2 ✐s t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r✳ P♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘

✐♠❛❣❡s ✐♥❢♦r♠ ✉s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❤❡r♠✐t✐❛♥
♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
C ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r k✳ ▼✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ s♣❡❝❦❧❡ s✉❝❤ t❤❛t✿

C =
1

L

L∑

i=1

kik
†
i ✭✻✳✼✮

✇❤❡r❡ † ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ tr❛♥s♣♦s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝r♦ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐♠❡t✲
r✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡s✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✱ ❡✳❣✳✱ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❜♦✉♥❝❡✱ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦ s❝❛tt❡r❡rs ♦r t❤❡ ✇❛✈❡
✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❛✐♠ ❛t ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♣r♦✈✐❞❡
❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭❍✉②♥❡♥✱ ✶✾✼✵❀ ❑r♦❣❛❣❡r✱ ✶✾✾✵❀ ❈❛♠❡r♦♥ ❛♥❞
▲❡✉♥❣✱ ✶✾✾✵❀ ❋r❡❡♠❛♥ ❛♥❞ ❉✉r❞❡♥✱ ✶✾✾✽❀ ❚♦✉③✐✱ ✷✵✵✹✮✳



✶✸✷ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

Ground

Multiple
bounces

Single
bounce

Double
bounce

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐♠❡tr② ❙❆❘ ✐♠❛❣❡r②✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥❢♦r♠s ✉s ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❜♦✉♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛
s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡✱ ❛ ♠❛♥✲♠❛❞❡ str✉❝t✉r❡ ♦r t❤❡ ❢♦r❡st ❝❛♥♦♣② r❡s✉❧ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❛ s✐♥❣❧❡
❜♦✉♥❝❡✱ ❞♦✉❜❧❡ ❜♦✉♥❝❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❜♦✉♥❝❡s✳

❆ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ✇❛✈❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
P❛✉❧✐ ❜❛s✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ✭❈❧♦✉❞❡ ❛♥❞ P♦tt✐❡r✱ ✶✾✾✺✮✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r
❜❡❝♦♠❡s✿

k(Pauli) =
1√
2





zhh + zvv
zhh − zvv

2zhv



 =
zhh√
2





1
1
0





︸ ︷︷ ︸
−→
v 1

+
zvv√
2





1
−1
0





︸ ︷︷ ︸
−→
v 2

+
2zhv√

2





0
0√
2





︸ ︷︷ ︸
−→
v 3

, ✭✻✳✽✮

❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① C(Pauli) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ k ❜② k(Pauli) ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✼✮✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡①✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ P❛✉❧✐ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

k(Pauli) =
1√
2





1 1 0
1 −1 0

0 0
√
2



k , ✭✻✳✾✮

C(Pauli) =
1

2





1 1 0
1 −1 0

0 0
√
2



C





1 1 0
1 −1 0

0 0
√
2



 . ✭✻✳✶✵✮

❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② −→v 1✱

−→v 2 ❛♥❞ −→v 3✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r −→v 1 ❞❡s❝r✐❜❡s s✐♥❣❧❡ ♦r ♦❞❞ ❜♦✉♥❝❡s ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ♦❝❡❛♥
s✉r❢❛❝❡✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r −→v 2 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦r ❡✈❡♥ ❜♦✉♥❝❡s ✭❡✳❣✳✱ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛s ❛♥❞ ♠❛♥✲♠❛❞❡
str✉❝t✉r❡s✮✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r −→v 3 ❞❡s❝r✐❜❡s s❝❛tt❡rs r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡
❢♦r❡st ❝❛♥♦♣②✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❜♦✉♥❝❡s✳ ❙✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
✉s❡❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ P♦❧❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❘●❇ ❝♦❧♦r✐③❛t✐♦♥ ❜✉✐❧t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡❞ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦
−→v 1✱ t❤❡ ❣r❡❡♥ t♦ −→v 3 ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ t♦ −→v 2✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✻✳✻✱ t❤❡ ♦❝❡❛♥ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❜❧✉❡✱ ❢♦r❡st ✐♥ ❣r❡❡♥
❛♥❞ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛s ✐♥ r❡❞✳

❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❡❛s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ C ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❛s✐s✳ ■♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❍✉②♥❡♥ ✭✶✾✼✵✮✱ ❈❧♦✉❞❡
❛♥❞ P♦tt✐❡r ✭✶✾✾✻✮ s✉❣❣❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞



✶✸✸

✭❛✮ ❖♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ P♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡

✭❝✮ ▼✉❧t✐✲❧♦♦❦ P♦❧❙❆❘ ✭❞✮ ❊♥tr♦♣② ✭❡✮ ❆♥✐s♦tr♦♣② ✭❢✮ ❆❧♣❤❛ ❛♥❣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ✭❛✮ ❆♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✭❜✮ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦✱ ✭❝✮ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✱ ✭❞✮ ❡♥tr♦♣②✱ ✭❡✮
❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ✭❢✮ ❛❧♣❤❛ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ✭❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ❯❙❆✮✳
❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡♥s❡❞ ❜② ◗✉✐❝❦❜✐r❞ ✭ ❝©❉✐❣✐t❛❧●❧♦❜❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ❜② ❆✐r✲
❙❆❘ ✭ ❝©◆❆❙❆✴❏P▲✮✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❘●❇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛✉❧✐ ❜❛s✐s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝♦❧♦r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛s✱ t❤❡ ❣r❡❡♥ ♦❢ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥
❛r❡❛s ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡✳

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s✉❝❤ t❤❛t✿

C = U





λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3



U−1 ✇❤❡r❡ U = (−→e 1
−→e 2
−→e 3) ✭✻✳✶✶✮

❛♥❞ λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ 0 ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ −→e 1✱
−→e 2 ❛♥❞ −→e 3 t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳

❊❛❝❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❡♥❝♦❞❡s ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐ts ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✉♥✐t❛r② ✈❡❝t♦rs✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

−→e i =





cosαi e
jζi

sinαi cosβi e
jζi

sinαi sinβi e
jγi



 . ✭✻✳✶✷✮

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❈❧♦✉❞❡ ❛♥❞ P♦tt✐❡r ✭✶✾✾✼✮❀ ❈❧♦✉❞❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮❀ ❍❛❥♥s❡❦ ❡t ❛❧✳
✭✷✵✵✸✮ ❡①tr❛❝t t❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✿



✶✸✹ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

✭❛✮ ❖♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ P♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡

✭❝✮ ▼✉❧t✐✲❧♦♦❦ P♦❧❙❆❘ ✭❞✮ ❊♥tr♦♣② ✭❡✮ ❆♥✐s♦tr♦♣② ✭❢✮ ❆❧♣❤❛ ❛♥❣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ✭❛✮ ❆♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✱ ✭❜✮ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦✱ ✭❝✮ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✱ ✭❞✮ ❡♥tr♦♣②✱ ✭❡✮ ❛♥✐s♦tr♦♣②
❛♥❞ ✭❢✮ ❛❧♣❤❛ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ✐♥ ❑❛✉❢❜❡✉r❡♥ ✭●❡r♠❛♥②✮✳
❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❡♥s❡❞ ❜② ◗✉✐❝❦❜✐r❞ ✭ ❝©❉✐❣✐t❛❧●❧♦❜❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ❜② ❋✲❙❆❘
✭ ❝©❉▲❘✮✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❘●❇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
P❛✉❧✐ ❜❛s✐s✳

• ❚❤❡ ❡♥tr♦♣② H ∈ [0, 1] ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❱♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ s❡♥s❡✮✿

H = −
3∑

i=1

pi log3 pi ✇❤❡r❡ pi =
λi

∑3
i=1 λi

✭✻✳✶✸✮

❛♥❞ pi ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❡♥tr♦♣② ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss
♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐s♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s❝❡♥❡✮✳ ❲❤❡♥ H = 0✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧②
♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥✈♦❧✈❡❞ s✐♥❝❡ λ2 = λ3 = 0✳ ■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣✉r❡ t❛r❣❡t✱ ❢♦r
✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡ s✉❝❤ ❛s ❛ s❡❛ ✐❝❡ s✉r❢❛❝❡ ♦r ❛♥ ♦❝❡❛♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❲❤❡♥ H = 1✱
t❤r❡❡ ♣✉r❡ r❛♥❞♦♠ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ s✐♥❝❡ λ1 = λ2 = λ3✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛
❞✐str✐❜✉t❡❞ t❛r❣❡t✱ ❞❡♣♦❧❛r✐③❡❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❋♦r ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s
♦❢ H✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ r❛♥❞♦♠ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❤♦s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳



✶✸✺

• ❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② A ∈ [0, 1]✿

A =
λ2 − λ3
λ2 + λ3

✭✻✳✶✹✮

♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥tr♦♣②✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣② ✐s ♥♦♥✲③❡r♦✱ t②♣✲
✐❝❛❧❧② H > 0.7✱ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ✐♥❞✐❝❛t❡s ✐❢ ❡✐t❤❡r t✇♦ ♣✉r❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡
✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❲❤❡♥ A = 1✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣✉r❡ t❛r❣❡ts s✐♥❝❡ λ3 = 0✳ ❲❤❡♥ A = 0✱ t❤❡r❡ ❛r❡
t❤r❡❡ ♣✉r❡ t❛r❣❡ts s✐♥❝❡ λ2 = λ3✳

• ❚❤❡ ♠❡❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡ α ∈]− π, π]✿

α = p1α1 + p2α2 + p3α3 ✭✻✳✶✺✮

✐s ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❲❤❡♥ α = 0✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛ s✐♥❣❧❡ ❜♦✉♥❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡✳ ❲❤❡♥ α = π/4✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ✈♦❧✉♠❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❲❤❡♥ α = π/2✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❞♦✉❜❧❡ ❜♦✉♥❝❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦✐st✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ❛♥❞ ✻✳✼ ❣✐✈❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❙❛♥
❋r❛♥❝✐s❝♦ ✐♥ ✶✾✽✽ s❡♥s❡❞ ❜② ▲✲❜❛♥❞ ❆■❘❙❆❘ ✭◆❆❙❆✴❏P▲✲❈❛❧t❡❝❤✮ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t
✶✵ ♠❡t❡rs✴♣✐①❡❧ ✐♥ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❛③✐♠✉t❤✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❑❛✉❢❜❡✉r❡♥ ✭●❡r♠❛♥②✮ ✐♥
❏✉♥❡ ✷✵✶✶ s❡♥s❡❞ ❜② ❙✲❜❛♥❞ ❋✲❙❆❘ ✭❉▲❘✮ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺ ♠❡t❡r✴♣✐①❡❧ ✐♥ ❛③✐♠✉t❤
❛♥❞ ✵✳✻✹ ♠❡t❡r✴♣✐①❡❧ ✐♥ r❛♥❣❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡✐r ❡♥tr♦♣②✱ ❛♥✐s♦tr♦♣② ❛♥❞ ♠❡❛♥
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣✱ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s✐♥❝❡
t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① C ✐s ♥♦♥✲s✐♥❣✉❧❛r✳ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ 3 ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ✐s t❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞✳

✻✳✶✳✹ P♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✭P♦❧■♥❙❆❘✮ ✐♠❛❣❡r②

❲❤❡♥ t✇♦ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
6✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r k ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙❆❘
✭P♦❧■♥❙❆❘✮ ✈❡❝t♦r ✭t✇♦ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① ✐♥❢♦r♠s ✉s ♦♥ ❜♦t❤ ♣❛t❤ ❞❡❧❛②s ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ P♦❧■♥❙❆❘ ✐s ❣❡tt✐♥❣
♠✉❝❤ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❢♦r t✇♦ r❡❧❛t❡❞ r❡❛s♦♥s✿ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ P♦❧■♥❙❆❘ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡
❛♣♣❡❛❧✐♥❣ r✐❝❤♥❡ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐t ❝❛♣t✉r❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❜✐♦♠❛ss ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ str♦♥❣ s♣❡❝❦❧❡ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❞❡❝♦rr❡✲

❧❛t✐♦♥ ❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t✱ ✉♥❞❡r ●♦♦❞♠❛♥✬s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❛❧❧ t❤❡s❡
✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
✇✐t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳

✻✳✷ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

✻✳✷✳✶ ●♦♦❞♠❛♥✬s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❙▲❈ ✐♠❛❣❡s

❉✉❡ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡rs ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧✱ ❙▲❈
❙❆❘ ✐♠❛❣❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡rs✳ ❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✽✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡
❝♦❤❡r❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡rs✳ ●♦♦❞♠❛♥ ✭✶✾✻✸✮ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣✉♥❝t✉❛❧
t❛r❣❡t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡ s✉❝❤ t❤❛t✿



✶✸✻ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s
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✭❛✮ ❈♦❤❡r❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧
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✭❜✮ ❈✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ✭❛✮ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡rs
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧✳ ✭❜✮ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ●♦♦❞♠❛♥✬s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❡❝❤♦ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

✶✳ ✐ts r❡❛❧ ❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s✱

✷✳ ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ♦t❤❡r ♣✉♥❝t✉❛❧ t❛r❣❡ts✱

✸✳ ✐ts ♣❤❛s❡ ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳

❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♥❝t✉❛❧ t❛r❣❡ts✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s❝❛tt❡r❡rs ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠ ✉♥❞❡r ●♦♦❞♠❛♥✬s ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①
✈❛❧✉❡ z ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥ ❝♦♠♣❧❡① ❝✐r❝✉❧❛r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

p(z|σ2) , p(Re[z], Im[z]|σ2) = 1

πσ2
exp

(

−|z|
2

σ2

)

✭✻✳✶✻✮

✇❤❡r❡ σ2 = E[|z|2] ✐s ❛ q✉❛♥t✐t② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤✉s t♦ t❤❡ r❛❞❛r
❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♣❡r ✉♥✐t ✈♦❧✉♠❡ ✭❇❛♠❧❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧✱ ✶✾✾✽✮✳ ■t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss✱
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠♦✐st✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ x ✭❙♣r❛❣✉❡✱ ✶✾✼✷❀ ▼❝❑✲
✐♥♥❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ✐♥t❡r❡st σ2 t❤❡ s✉r❢❛❝❡
r❡✢❡❝t✐✈✐t②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❊q✳ ✭✻✳✶✻✮ ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✸✳✸✮ ❜② ✉s✐♥❣ Re[z] ❛♥❞ Im[z] ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❛ ③❡r♦✲♠❡❛♥
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2/2✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❢✉❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♣❡❝❦❧❡

♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ✭❙❛r❛❜❛♥❞✐✱
✶✾✾✷✮✳

◆♦t❡ t❤❛t ❊q✳ ✭✻✳✶✻✮ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ϕ✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s t❤✉s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧②
❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s |z|✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳ ❇② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡
(Re[z], Im[z]) 7→ (I = |z|2, ϕ = arg z) ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✶✻✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ϕ✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② I = |z|2 ❜❡✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❛✇ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r σ2✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱
✐ts ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A = |z| ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r σ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✶✳✺✮✳ ❚❤❡s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❡❝❦❧❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳



✶✸✼

✻✳✷✳✷ ▼✉❧t✐✲✈❛r✐❛t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❙▲❈ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

❲❤❡♥ K ❝♦✲r❡❣✐st❡r❡❞ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭❡✳❣✳✱ K = 2 ✐♥ ■♥❙❆❘✱ K = 3 ✐♥ P♦❧❙❆❘ ♦r
K = 6 ✐♥ P♦❧■♥❙❆❘ ✐♠❛❣❡r②✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠ ❛ K✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r k = (z1, . . . , zK)
❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x✱ ✇✐t❤ ❡♥tr✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❛t
t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ x✳ ❯♥❞❡r ●♦♦❞♠❛♥✬s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦r k ❢♦❧❧♦✇s ❛ K✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

p(k|Σ) =
1

πK |Σ| exp
(

−k†
Σ

−1k
)

✭✻✳✶✼✮

✇❤❡r❡Σ = E{kk†} ✐s ❛K×K ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ † ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥ tr❛♥s♣♦s❡✳
❚❤❡ ♠❛tr✐① Σ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Σ =











σ21 · · · σ1σkρ1,k · · · σ1σKρ1,K
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳
σkσ1ρ

∗
1,k · · · σ2k · · · σkσKρk,K

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳
✳✳✳

σKσ1ρ
∗
1,K · · · σKσkρ

∗
k,K · · · σ2K











✭✻✳✶✽✮

✇❤❡r❡ σ2k = E[|zk|2] ❛♥❞ ρk,l =
E[zkz

∗
l ]

√

E[|zk|2]E[|zl|2]
. ✭✻✳✶✾✮

❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts σ2k ❛r❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ρk,l = Dk,le
jβk,l

❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t② Dk,l < 1 q✉❛♥t✐✜❡s
t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✴❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡
r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ♥♦✐s② ♣❤❛s❡ φk,l = arg zkz

∗
l ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ ♣❤❛s❡ βk,l = arg ρk,l✳ ■♥

❣❡♥❡r❛❧✱ ❞❡❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r ❢r♦♠ t❡♠♣♦r❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✭t❤❡ s❝❡♥❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✮✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❛♥❣❧❡s ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ♦r ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡♥s♦r
tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳

❲❤❡♥ K = 1✱ ❊q✳ ✭✻✳✶✼✮ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❊q✳ ✭✻✳✶✻✮✳ ❲❤❡♥ K = 2✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ k
❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s A1✱ A2 ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ φ = ϕ1 − ϕ2✳ ❲✐t❤ ❛ s✉✐t❡ ♦❢
❝❤❛♥❣❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s✱ ●♦♦❞♠❛♥ ✭✶✾✽✹✱ ✷✵✵✻✮ ❞❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✻✳✶✼✮ t❤❡ ❥♦✐♥t
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✐♣❧❡t (A1, A2, φ) ❣✐✈❡♥ ❜②✿

p(A1, A2, φ|σ21, σ22, β,D) =
2A1A2

πσ1σ2(1−D2)
exp

(

−A
2
1

σ21
+
A2

2

σ22
− 2DA1A2 cos(φ− β)

σ1σ2(1−D2)

)

. ✭✻✳✷✵✮

✻✳✷✳✸ ▼✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

▼✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ K ×K s❛♠♣❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢
L s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦rs ki ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ s♣❛t✐❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✿

C =
1

L

L∑

i=1

kik
†
i , ✭✻✳✷✶✮

✇❤❡r❡ L ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① C ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✐♥t❡♥s✐t②
✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ♣❤❛s❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ik = A2
k =

1

L

L∑

i=1

|zi,k|2 ❛♥❞ dk,le
jφk,l =

∑L
i=1 zi,kz

∗
i,l

√
∑L

i=1 |zi,k|2
∑L

i=1 |zi,l|2
. ✭✻✳✷✷✮
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❚✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❡❧✐♥❣ s♣❡❝❦❧❡✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♣❡❝❦❧❡

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡s✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ◆❛❦❛❣❛♠✐✲❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♣❡❝❦❧❡

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❇♦t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❤❡❛✈② r✐❣❤t✲t❛✐❧ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❧②
❜r✐❣❤t ♣✐①❡❧s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ s✉❝❤ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡✐r s❤❛♣❡ ❜❡❝♦♠❡s ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L ✐♥❝r❡❛s❡s✳

◆♦t❡ t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❡r❣♦❞✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✶✮✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠❛tr✐① C✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
Ik✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ φk,l ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡s dk,l ❛r❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② σ2k✱ t❤❡ tr✉❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ βk ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
Dk,l✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✸ t❤❛t t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❡st✐♠❛t❡s✳

❲❤❡♥ L ≥ K✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❞❛t❛ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❲✐s❤❛rt
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

p(C|Σ, L) = LLK |C|L−K

ΓK(L)|Σ|L exp
(
−L tr(Σ−1C)

)
✭✻✳✷✸✮

✇❤❡r❡ tr(·) ✐s t❤❡ ♠❛tr✐① tr❛❝❡✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L ❛❝ts ❛s t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
♦❢ t❤❡ ❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❲❤❡♥ K = 1✱ t❤❡ ♠❛tr✐① C s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ✐♥t❡♥s✐t② I = A2 ❛♥❞ Σ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦
t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② σ2✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❊q✳ ✭✻✳✷✸✮ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s❝❛❧❡
♣❛r❛♠❡t❡r σ2 ❛♥❞ ❛ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r L ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✶✳✺✮✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ◆❛❦❛❣❛♠✐✲❘❛②❧❡✐❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✶✳✺✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L✳

❲❤❡♥ L < K✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① C ✐s s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❊q✳ ✭✻✳✷✸✮ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❞❡✜♥❡❞✳ ❙✉❝❤ ❛ ♠❛tr✐① ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♣❞❢ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❡ ♦❢ s❡♠✐✲♣♦s✐t✐✈❡ ❤❡r♠✐t✐❛♥
♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① C ✐s s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t st❛t✐st✐❝s ♦❢ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■ts ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❡r♠ ❜②
t❡r♠ ❜② ❛ ♣❞❢✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ C✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡✲
❧♦♦❦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜② C = kk† ✭❊q✳ ✭✻✳✷✶✮ ✇✐t❤ L = 1✮✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❛
♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙▲❈ ❞❛t❛ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① ✐s s✐♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ d = 1✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❚✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦rs ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ♣❤❛s❡
❤❛s ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ] − π, π]✳ ■t ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ D ✐s ③❡r♦
❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ♥❛rr♦✇ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr✉❡ ♣❤❛s❡ β ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ D ♦r t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❧♦♦❦s L ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ d ❤❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ [0, 1]✳ ■ts s❤❛♣❡
✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ s❤❛r♣❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L ✐s ❧❛r❣❡✳ ■ts ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ tr✉❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ D ❜✉t ✐ts ♠❡❛♥ ❛♥❞ ♠♦❞❡ ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♥♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ D✳

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Coherence D

E
x
p

e
c
ta

ti
o

n
 E

[d
]

L=4

L=9

L=16 L→ ∞

✭❛✮

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Coherence D

S
ta

n
d

a
rd

 d
e

v
ia

ti
o

n
 o

f 
d

L = 4

L = 9

L = 16

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❚✇♦ ✜rst✲♦r❞❡r st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E[d] ♦❢ t❤❡
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ d ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ tr✉❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ D ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r s♠❛❧❧
✈❛❧✉❡s ♦❢ D✳ ❚❤✐s ❜✐❛s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ✭❜✮ ❚❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ d✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r❧② ❡✈♦❧✈❡s ✇✐t❤ t❤❡ tr✉❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
D ❛♥❞ st❛rts t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ D = 1✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
✐s ❛❧s♦ ❡q✉❛❧ t♦ d = 1 ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ♥✉❧❧✳



✶✹✵ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

K L ▼♦❞❛❧✐t② ▼♦❞❡❧
1 {1} ❙✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❙❆❘ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

[2,∞[ ▼✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❙❆❘ ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
2 {1} ❙✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ■♥❙❆❘ ❈✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥
2 [2,∞[ ▼✉❧t✐✲❧♦♦❦ ■♥❙❆❘ ❈♦♠♣❧❡① ❲✐s❤❛rt
3 {1} ❙✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ P♦❧❙❆❘ ❈✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥

{2} ❚✇♦✲❧♦♦❦ P♦❧❙❆❘ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
[3,∞[ ▼✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❋✉❧❧ P♦❧❙❆❘ ❈♦♠♣❧❡① ❲✐s❤❛rt

6 {1} ❙✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ P♦❧■♥❙❆❘ ❈✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥
[2, 5] ▼✉❧t✐✲❧♦♦❦ P♦❧■♥❙❆❘ ❉❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
[6,∞[ ▼✉❧t✐✲❧♦♦❦ P♦❧■♥❙❆❘ ❈♦♠♣❧❡① ❲✐s❤❛rt

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

✻✳✷✳✹ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ φ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ]−π, π] ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❏✉st ❛♥❞ ❇❛♠❧❡r✱ ✶✾✾✹❀
▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✮✿

p(φ|β,D,L) = Γ(L+ 1/2)(1−D2)L∆

2
√
πΓ(L)(1−∆2)L+1/2

+
(1−D2)L

2π
2F1(L, 1; 1/2;∆

2)

✇❤❡r❡ ∆ = D cos(φ− β) ✭✻✳✷✹✮

❛♥❞ 2F1 ✐s t❤❡ ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ L = 1✱ ❊q✳ ✭✻✳✷✹✮ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣r❡ss✐♦♥✿

p(φ|β,D) =
1−D2

2π

1

1−∆2

(

1 +
D arccos(−∆)√

1−∆2

)

. ✭✻✳✷✺✮

❆s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵✱ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ 2π ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ β ✭✇❤❡♥
D > 0✮✳ ■ts s❝❛❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ D✿ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ✇❤❡♥ D = 0 ❛♥❞
t❡♥❞s t♦✇❛r❞s ❛ ❉✐r❛❝ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ β ✇❤❡♥ D → 1✳ ❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♠♦❞✉❧♦ 2π✱
✐✳❡✳✱ t❤❡ ♥♦✐s② ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ φ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s φ = β + ε [♠♦❞ 2π] ✇❤❡r❡ ε ✐s ❛ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ 0 ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ β✳ ❇❛♠❧❡r ❛♥❞ ❍❛rt❧ ✭✶✾✾✽✮ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ L = 1✿

E[φ] = β , ✭✻✳✷✻✮

❱❛r[φ] =
π2

3
− π arcsin(D) + arcsin2(D) +

Li2(D)

2
✭✻✳✷✼✮

✇❤❡r❡ Li2 ✐s ❊✉❧❡r✬s ❞✐❧♦❣❛r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
D✿ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡♥ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥ D = 0.935✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s
❝❧♦s❡ t♦ 0.5 ❛♥❞ ✇❤❡♥ D = 0.7✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ 1✳ ❚❤❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❝♦❤❡r❡♥❝❡ D✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❛♣♣❡❛rs t❤❡♥ ❛s
❤♦♠♦s❝❡❞❛st✐❝ ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s✳

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ d ∈ [0, 1] ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ tr✉❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ D
❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❚♦✉③✐ ❛♥❞ ▲♦♣❡s✱ ✶✾✾✻✮✿

p(d|D,L) = 2(L− 1)(1−D2)Ld(1− d2)L−2
2F1(L,L; 1;D

2d2) . ✭✻✳✷✽✮

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❝♦♠♣❧❡① ✐♠❛❣❡s ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
d = 1✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✽✮ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s L > 1✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✵
✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝✱ ✐ts s❤❛♣❡ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤
D ❛♥❞✱ ✉♥❧✐❦❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐ts ♠♦❞❡ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r d = D✳ ❚♦✉③✐ ❛♥❞ ▲♦♣❡s ✭✶✾✾✻✮❀
❚♦✉③✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✻✳✷✽✮ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♦r❞❡r k ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
d✿

mk = (1−D2)L
Γ(L)Γ(1 + k/2)

Γ(L+ k/2)
3F2(1 + k/2, L, L;L+ k/2, 1;D2) ✭✻✳✷✾✮



✶✹✶

✇❤❡r❡ 3F2 ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ d ❛r❡
t❤❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E[d] = m1 ✭✻✳✸✵✮

❱❛r[d] = m2 −m2
1 . ✭✻✳✸✶✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ d ✈❛r② ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ D ❛♥❞ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ❝❧❡❛r❧②
t❤❛t t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ d ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ D ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ t❤❡
tr✉❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ D ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ d ✐s ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧②
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ D✳ ❋♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ D ❛♥❞ L✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ d s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❜✐❛s
❛♥❞ ❤❡t❡r♦s❝❡❞❛st✐❝ ♥♦✐s❡✳

❚❛❜❧❡ ✻✳✶ ❣✐✈❡s ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡r②✳

✻✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❆❘ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✻✳✸✳✶ ▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✐✳✐✳❞✳ s❛♠♣❧❡s

❆ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡M ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✭✐✳✐✳❞✳✮ K✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣
✈❡❝t♦rs ki, i = 1, . . . ,M ✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ✭▼▲❊✮ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✻✳✶✼✮ ❛s✿

Σ̂ = argmax
Σ

M∑

i=1

log p(ki|Σ) =
1

M

M∑

i=1

kik
†
i . ✭✻✳✸✷✮

❇② t❡r♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t✿

σ̂2k =
1

M

M∑

i=1

|zk,i|2 ❛♥❞ D̂k,le
jβ̂k,l

∑M
i=1 zk,iz

∗
l,i

√
∑M

i=1 |zk,i|2
∑M

i=1 |zl,i|2
. ✭✻✳✸✸✮

❚❤❡ ▼▲❊ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♠✉❧t✐✲
❧♦♦❦ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼▲❊ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇✐t❤ t❤❡
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❡r❣♦❞✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❝✳ ✸✳✸✮✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ❜❡
❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳

❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ M ✐✳✐✳❞✳ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Ci ❜✉✐❧t
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L✱ t❤❡ ▼▲❊ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❊q✳ ✭✻✳✷✸✮ ❛s✿

Σ̂ = argmax
Σ

M∑

i=1

log p(Ci|Σ) =
1

M

M∑

i=1

Ci . ✭✻✳✸✹✮

❆s s♦♦♥ ❛s LM ≥ K✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ̂ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r LM ✳

❚❤❡ ▼▲❊ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ✉♥❜✐❛s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s M ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❈r❛♠❡r✲❘❛♦ ❜♦✉♥❞✳ ❋♦r ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢
M ✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t✐❡s σ̂2k ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s β̂k,l ❛r❡ ❛❧s♦ ✉♥❜✐❛s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ D̂k,l t❡♥❞s t♦ ❜❡ ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚♦✉③✐ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ s✉❣❣❡st ✐♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦ f ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✳ ✭✻✳✷✾✮✿

f(d,M) = (1−D2)M
Γ(M)Γ(1 + 1/2)

Γ(M + 1/2)
3F2(1 + 1/2,M,M ;M + 1/2, 1;D2) . ✭✻✳✸✺✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳ ■♥ ✭❚♦✉③✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s f−1(d;M) ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ d ❛♥❞ M ✳



✶✹✷ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

✻✳✸✳✷ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❆❘ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②

❲❤❡♥ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❛✐r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡q✉❛❧ t❤❡ ✭tr✉❡✮
r❡✢❡❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧s✱ ✐✳❡✳✱ σ21 = σ22 = σ2✳ ❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
s✐♠♣❧✐✜❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Σ = σ2
(

1 Dejβ

De−jβ 1

)

. ✭✻✳✸✻✮

❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❇② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✭❢r♦♠ ✹ t♦ ✸ ✉♥❦♥♦✇♥s✮✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ❉❡♥♦✐s✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♠✉st tr❛❞❡✲♦✛ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ✐s
r❡str✐❝t❡❞ ❜② r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇✐t❤
s✉❝❤ ❛ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❙❡②♠♦✉r ❛♥❞ ❈✉♠♠✐♥❣ ✭✶✾✾✹✮ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ▼▲❊ ✉♥❞❡r t❤✐s ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■t ❧❡❛❞s t♦✿

σ̂2 =

∑M
i=1 |z1,i|2 +

∑M
i=1 |z2,i|2

2M
❛♥❞ D̂ejβ̂ =

2
∑M

i=1 z1,iz
∗
2,i

∑M
i=1 |z1,i|2 +

∑M
i=1 |z2,i|2

. ✭✻✳✸✼✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✸✼✮ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
❡st✐♠❛t♦r ❞✐✛❡rs ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ Σ̂ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ σ21 = σ22 ❤♦❧❞s✱ ❙❡②♠♦✉r ❛♥❞ ❈✉♠♠✐♥❣ ✭✶✾✾✹✮ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r ❡st✐♠❛t♦r ✐s
♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t♦r r❡q✉✐r❡s
❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♣✐①❡❧s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② D̂ = 2|z1||z2|

|z1|2+|z2|2 ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s ❧✐❦❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s
✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✹✮✳ ❆s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t σ21 = σ22✳

✻✳✸✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠✐①❡❞ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ▲▲▼▼❙❊ ❛♣♣r♦❛❝❤

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss ♦❢ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣✱ ▲❡❡ ✭✶✾✽✵✮ s✉❣❣❡sts t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❛t s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
✐♥ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❢♦r ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❞❛t❛✱ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ x t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦
❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① C ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① kk†✿

Σ̂ = (1− α)C + αkk† ✭✻✳✸✽✮

✇❤❡r❡ α ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■❞❡❛❧❧②✱ α s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥✉❧❧ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s
❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s ✭❡✳❣✳✱ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st ✜♥❞✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✭▼❙❊✮✳ ❚❤✐s ✜❧t❡r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭▲▲▼▼❙❊✮ ✐s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r ❛s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✻✳

❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❙❆❘ ❞❛t❛✱ t❤❡ ▼❙❊ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ r❡✢❡❝t✐✈✐t②
σ2 = tr(Σ) ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① Σ✳ ❚❤❡ r✐s❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ Σ̂ ✐s t❤❡♥
❣✐✈❡♥ ❜②✿

R[Σ̂(x)] = E

[(

tr(Σ̂)− tr(Σ)
)2
]

= E

[(
(1− α(x))IL + αI − σ2

)2
]

✭✻✳✸✾✮



✶✹✸

✇❤❡r❡ IL = tr(C) ✐s t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ s♣❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❛♥❞ I = tr(kk†) ✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ s♣❛♥
✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✻✳✸✾✮ ✉♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✇❡✐❣❤t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭▲❡❡✱ ✶✾✽✵✮✿

α = max

(

0,
❱❛r[IL]− I2Lη2
❱❛r[IL](1 + η2)

)

✭✻✳✹✵✮

✇❤❡r❡ ❱❛r[IL] ✐s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
❛♥❞ η2 ✐s ❛ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♣❡❝❦❧❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛♥ ✐♥t❡♥s✐t②✱
✐✳❡✳✱ ❱❛r[I/σ2]✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❡r❣♦❞✐❝✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[IL] s❤♦✉❧❞ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② σ2η2 ❛♥❞ IL ❜❡ σ2✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❡✐❣❤t α s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦✳ ❲❤❡♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡
❱❛r[IL] s❤♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t α t❡♥❞s t♦ ♦♥❡✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♣❡❝❦❧❡ ❤❛s ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ η2 = 1/LK✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s
❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝❦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ η2 s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✭s❡❡
▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✮✳

❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦ss✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛
✜①❡❞ s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❛t✐❛❧❧②✲❛❞❛♣t✐✈❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✸✳✷ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭▲❡❡✱ ✶✾✽✶❀ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❀ ❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ♦♥❡ ❝❛♥
s❡❧❡❝t ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ t❤❛t ♣r❡✈❡♥t ♠✐①✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ✇❡ s✉❣❣❡st
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳

✻✳✹ ◆♦♥✲❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❆❘ ♣❛r❛♠❡t❡rs

✻✳✹✳✶ ❲❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❘❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s ✭✐✳❡✳✱ s♣❛t✐❛❧❧② ❝❧♦s❡✮✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♥❡✐❣❤✲
❜♦r❤♦♦❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ♠✐①✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳
❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✶✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s ♦❢ ❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮
s❤♦✉❧❞ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭❲▼▲❊✮✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✭✻✳✶✼✮✱ t❤❡
❲▼▲❊ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✿

Σ̂(x) = argmax
Σ

∑

x′

w(x, x′) log p(C(x′)|Σ) =

∑

x′ w(x, x′)C(x′)
∑

x′ w(x, x′)
✭✻✳✹✶✮

✇❤❡r❡ x′ ✐s ❛ ♣✐①❡❧ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❛r♦✉♥❞ x ❛♥❞ w(x, x′) > 0 ✐s t❤❡ ❞❛t❛✲❞r✐✈❡♥
✇❡✐❣❤t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s x ❛♥❞ x′✳ ■❢ ✇❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡
❡q✉❛❧ r❡✢❡❝t✐✈✐t✐❡s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✱ t❤❡ ❲▼▲❊ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ s✉♠s ❜② ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠s ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✸✼✮✳

❊q✳ ✭✻✳✹✶✮ ♣r♦✈✐❞❡s ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts w(x, x′) s❡❧❡❝t ❡♥♦✉❣❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
♣✐①❡❧s x′ ✐✳✐✳❞✳ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st x✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ t✇♦ ♣✐①❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ♠❛t❝❤✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
❧♦✇ s✐❣♥❛❧✲t♦✲♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✱ t❤✐s st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r
t❤❡ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s Px ❛♥❞ Px′ ❝❡♥t❡r❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ x ❛♥❞ x′✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✈❛❧✉❡ t❤❛t C(x′) ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐✳✐✳❞✳ ✇✐t❤ C(x)✳

✻✳✹✳✷ ❲❡✐❣❤t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✿ ♠✉❧t✐✲❝❤❛♥♥❡❧ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t②

P❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ❈❤❛♣✳ ✺✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✇
❧✐❦❡❧② t❤❡ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t✇♦ ♥♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦✐s❡❧❡ss ♣❛t❝❤✳



✶✹✹ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ●▲❘ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s C1 ❛♥❞ C2 ❞✐✛❡r✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ A1 ✭r❡s♣✳ A2✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ φ1 ✭r❡s♣✳ φ2✮ ✭s❡❡ t❡①t✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ A1 ❛♥❞ φ1 ❢♦r ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ A2 ❛♥❞ φ2✳

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦✐s② ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s C1 ❛♥❞ C2 ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
r❡♣❤r❛s❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ✭✐✳❡✳✱ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❡st✮✿

H0 : Σ1 = Σ2 ≡ Σ12 ✭♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮, ✭✻✳✹✷✮

H1 : Σ1 6= Σ2 ✭❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s✮. ✭✻✳✹✸✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆❡②♠❛♥✲P❡❛rs♦♥ t❤❡♦r❡♠✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✭❑❛②✱ ✶✾✾✽✮✿

L(C1,C2) =
p(C1,C2|Σ12,H0)

p(C1,C2|Σ1,Σ2,H1)
. ✭✻✳✹✹✮

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Σ1✱ Σ2 ❛♥❞
Σ12 ✭t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤✉s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡

❤②♣♦t❤❡s✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✭●▲❘✮ r❡♣❧❛❝❡s t❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❛tr✐❝❡s ❜②
t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s
✭s❡❡ ❊q✳ ✭✻✳✷✸✮✮✱ ●▲❘ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

LG(C1,C2) =
supΣ12

p(C1,C2|H0,Σ12)

supΣ1,Σ2
p(C1,C2|H1,Σ1,Σ2)

=

(

2K
√

|C1||C2|
|C1 +C2|

)2L

. ✭✻✳✹✺✮

●▲❘ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ C1 ❛♥❞ C2✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝❡♥t❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ ✭❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣♦❧❛r✐♠❡t✲
r✐❝ ❙❆❘ ❞❛t❛✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦✐s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✮✱ ♣❛t❝❤
s✐♠✐❧❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣✐①❡❧✇✐s❡✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✹✳✶✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s Px ❛♥❞ Px′ ❛r❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

w(x, x′) = ϕ [− logLG(C(Px),C(Px′)] ✭✻✳✹✻✮

= ϕ

[

2L
∑

τ∈P
log

(

|C(x+ τ) +C(x′ + τ)|
√

|C(x+ τ)||C(x′ + τ)|

)

− 2LK|P | log 2
]

✭✻✳✹✼✮

✇❤❡r❡ ϕ ✐s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❞❡❝❛② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✺✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ K = 1✱ t❤❡
❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✻✳✹✻✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❙②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Σ1 ❛♥❞ Σ2 ❜② ✈❛r②✐♥❣ ✭❛✮ σ21 ❛♥❞
β1 ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ σ22✱ β2 ✇✐t❤ D1 = D2 = 0.7✱ ❛♥❞ ✭❜✮ D1 ❛♥❞ β1 ❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢
β2✱ D2 ✇✐t❤ σ21 = σ22✳

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✶✼✮ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ ●▲❘ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s C1 ❛♥❞ C2✳ ❚❤❡
♠❛tr✐❝❡s C1 ❛♥❞ C2 ❛r❡ ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦rs k ❡①❝❡♣t t♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✿
t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s A1 ❢♦r C1 ✭r❡s♣✳ A2 ❢♦r C2✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✜rst ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s φ1 ❢♦r C1 ✭r❡s♣✳ φ2 ❢♦r C2✮✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ●▲❘ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ A1 ❛♥❞ φ1 ❢♦r ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ A2 ❛♥❞ φ2✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠✉♠
✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✿ A1 = A2 ❛♥❞ φ1 = φ2✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡s ✇❡❧❧
✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇r❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤♦✉t ❝r❡❛t✐♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✇❤❡♥ φ1 ❥✉♠♣s ❢r♦♠ −π t♦ π ❞✉❡ t♦
✇r❛♣♣✐♥❣✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ A1✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤❡♥ φ1 ❛♥❞ φ2 ❛r❡ ✐♥✲♣❤❛s❡✱ ❛♥❞
♠❛①✐♠✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❤❛s❡✳

P❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝❦❧❡✲❢r❡❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s

■♥ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✺✳✹✳✷ t❤❛t ✇❡✐❣❤ts ❝❛♥ ✐♥st❡❛❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♠❛❣❡ Σ✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ Σ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ t❡st ❢♦r ❊q✳ ✭✻✳✹✷✮ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✳ ■t ❛✐♠s ❛t s❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛❧♠♦st ✐✳✐✳❞✳ s❛♠♣❧❡s ✐♥
C ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐❛s ❛♥❞ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡
❲▼▲❊ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

w(x, x′) = ϕ [DKL(Σ(Px),Σ(Px′))]

= ϕ

[

L
∑

τ∈P

(
tr
(
Σ

−1(x+ τ)Σ(x′ + τ) +Σ
−1(x′ + τ)Σ(x+ τ)

)
− 2K

)

]

. ✭✻✳✹✽✮

◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ K = 1✱ t❤❡ ❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞
❊q✳ ✭✻✳✹✽✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✹✼✮ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❣❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Σ1 ❛♥❞ Σ2✳ ■♥
✻✳✶✸✭❛✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ σ21 ❛♥❞ β1✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ σ22
❛♥❞ β2 ✇✐t❤ D1 = D2 = 0.7✳ ■♥ ✻✳✶✸✭❜✮✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ β1



✶✹✻ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ✭t♦♣✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥
♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤✳ ✭❝❡♥t❡r✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡
t✇♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ♣❛t❝❤❡s s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤✳ ✭❜♦tt♦♠✮ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣✳

❛♥❞ D1✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ β2 ❛♥❞ D2 ✇✐t❤ σ
2
1 = σ22✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛t ♣✐①❡❧ 1 ❣❡t ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛t ♣✐①❡❧ 2 ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ♥✉❧❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❡q✉❛❧✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇r❛♣♣✐♥❣✱ ✇✐t❤♦✉t ❝r❡❛t✐♥❣ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s
✇❤❡♥ β1 ♠♦✈❡s ❢r♦♠ −π t♦ π✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σ21✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤❡♥ β1 ❛♥❞
β2 ❛r❡ ✐♥✲♣❤❛s❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♦✉t✲♦❢✲♣❤❛s❡✳ ◆♦t❡ t❤❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥✿ t❤❡ ❜❡tt❡r t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳✱ ❝❧♦s❡r t♦ ✶✮ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♣❤❛s❡ s✐♠✐❧❛r✐t②✱
s✐♥❝❡ ♣❤❛s❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡✳

❏♦✐♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ s♣❡❝❦❧❡✲❢r❡❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡✐❣❤ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥
♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡❞
♣❛t❝❤❡s ✭s❡❡✳ ❙❡❝✳ ✺✳✹✳✸✮✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s r❡✜♥❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ t❡st
❢♦r ❊q✳ ✭✻✳✹✷✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝♦♠♣♦s❡s ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✬ r✉❧❡ ❛s✿

p(H0|C1,C2)

p(H1|C1,C2)
=
p(C1,C2|H0)

p(C1,C2|H1)
︸ ︷︷ ︸

▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

× p(H0)

p(H1)
︸ ︷︷ ︸

❊①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

. ✭✻✳✹✾✮

❚❤✐s r❡✜♥❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

w(x, x′) = ϕ
[

(1− λ)f (− logLG(C(Px),C(Px′))) + λg
(

DKL(Σ̂(Px), Σ̂(Px′))
)]

✭✻✳✺✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ∈ [0, 1] ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ❛♥❞ f ❛♥❞ g ❛r❡
t✇♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥s✇❡r ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❞②♥❛♠✐❝✳



✶✹✼

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♥♦✐s② ♣❤❛s❡ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✭t♦♣✲❧❡❢t ❝♦r✲
♥❡r✮ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❛✐r ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✲
r✐❣❤t ❝♦r♥❡r✮ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛ ✐♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✭❜✮ P❛✉❧✐✲❜❛s❡❞ ✈✐✲
s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭t♦♣✲❧❡❢t ❝♦r♥❡r✮ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡
❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t ❝♦r♥❡r✮ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛ ✐♥ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❡①✲
❛♠♣❧❡s✱ tr✉❡ ❙❆❘ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t ❛ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s♣❡❝❦❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞
s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦♥❡s✳

❚❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ❛♥❞ g s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢
♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ✐s ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ϕ(t) =







1 ✐❢ t ≤ 1
2− t ✐❢ 1 < t ≤ 2
0 ♦t❤❡r✇✐s❡

. ✭✻✳✺✶✮

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✐♥ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❛r❡❛ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ ❛ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ✇❡✐❣❤t ♦r ❛ ♥✉❧❧ ✇❡✐❣❤t✳ ❚♦ r❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s ❛♥❞ ❛✈♦✐❞ ❜❧✉rr✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✹
✐s t♦ s❡❧❡❝t 80% ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❛ ✇❡✐❣❤t ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✱ 15% ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ 5% ✇✐t❤
❛ ♥✉❧❧ ✇❡✐❣❤t✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ s✉❝❤ st❛t✐st✐❝❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✻✳✺✶✮✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
❝r✐t❡r✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥s✇❡r t s✉❝❤ t❤❛t✿

P(t < 1|Σ12,H0) = 0.80 ✭✻✳✺✷✮

P(t < 2|Σ12,H0) = 0.95 ✭✻✳✺✸✮

✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ♠❛tr✐① Σ12✳
❚❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f t❤❡♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❢❛❧s❡✲❛❧❛r♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ●▲❘✱

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ H0✳ ❲❤❡♥ K = L = |P | = 1✱
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡r t ♦❢ ●▲❘ ✉♥❞❡r H0 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

p(t|H0) =
et/2√
et − 1





(

et/2 −
√
et − 1

1 + (et/2 −
√
et − 1)2

)2

+

(

et/2 +
√
et − 1

1 + (et/2 +
√
et − 1)2

)2


 ✭✻✳✺✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛ ❋✐s❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② χ2
1

(
t

2−2 log 2

)

✇❤❡r❡ χ2
1 ✐s t❤❡ ❝❤✐✲sq✉❛r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤



✶✹✽ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

K

L

1

1

2

2

3 54 6

3

4

5

6

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❧♦♦❦s L′ ≥ K✳ ❲❤❡♥ L ≥ K ♦♥❧② t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ L′ = L✳ ❲❤❡♥
K/5 ≤ L ≤ K✱ t❤❡ 5 ♥❡✐❣❤❜♦r ♣✐①❡❧s ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❲❤❡♥ L < K/5✱
t❤❡ 9 ♥❡✐❣❤❜♦r ♣✐①❡❧s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳

✶ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ Σ12 ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢
●▲❘ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ st❛t✐♦♥❛r② r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st✐♠❛t♦r✿ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭t❤✐s s✉♣♣♦rts t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✽✮✳
❲❤❡♥ K > 1 ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ Σ12 ✈❛r② s♣❛t✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡♥s✉r❡
s✉❝❤ ❛ st❛t✐♦♥❛r✐t②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✹ t❤❛t ●▲❘ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t
❢❛❧s❡✲❛❧❛r♠ r❛t❡ ✭❈❋❆❘✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛t❝❤ s✐③❡ |P |✳ ❯♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣❛t❝❤ s✐③❡s✱ ✇❡
❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✜♥❞ ❛ s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭❛❧♠♦st✮ ❤♦❧❞ tr✉❡
❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ ♦❢ Σ12✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ✐♥ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t ❛ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛✲
t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✷✳✶ s✐♥❝❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡
♦❢t❡♥ ✉♣s❛♠♣❧❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✻✳✶✺✮✳ ❲❤❡♥ s♣❡❝❦❧❡ ✐s s♣❛t✐❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ t✇♦ ♣❛t❝❤❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥
t❤❡ s❛♠❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❞✐ss✐♠✐❧❛r s✐♥❝❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛tt❡r♥s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❜❧✉r ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✹✮ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ f
✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢❛❧s❡ ❛❧❛r♠ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✮
❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜❧✉rr✐♥❣ ❡✛❡❝t✮✳ ❆ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ✐s
t♦ ❞♦✇♥s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ s♦ t❤❛t t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ❛♣♣❡❛rs ❛s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❊q✳ ✭✻✳✺✹✮ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ ❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❛t ✇❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜✱ ✷✵✶✶❛✮✳ ❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥♦t❤❡r s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❢r♦♠ st✉❞②✲
✐♥❣ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛♥s✇❡rs ♦❢ ●▲❘ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t✇♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s ♠❛♥✉❛❧❧②
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t♦ ♣r♦❝❡ss✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✱ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❦❡r♥❡❧s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❦❡r♥❡❧s
✭❛s ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ✭❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✮✳

❚❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st❛t✐st✐❝s ♦❢ t❤❡
❛♥s✇❡rs ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t✇♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s
❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛t ❤❛♥❞✳

✻✳✹✳✸ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❲❡ ❤❛✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ L < K✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ C ✐s ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦✉r
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✿ ✇❤❡♥ C ✐s s✐♥❣✉❧❛r t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
●▲❘ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✹✺✮ ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✳ ❖✉r ❛tt❡♠♣ts t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ C ✉s✐♥❣ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s
❞✐❞ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❞✮✱ ✇❡ ❤❛❞ s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ❝❛♥❝❡❧ ♦✛✲
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❡♥s✉r❡ C t♦ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ●♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❡✈❡♥



✶✹✾

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ Lmin = K = 3 ✭❝✮ Lmin = 9

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ✭❛✮ ❆ P♦❧❙❆❘ ✐♠❛❣❡✳ ✭❜✮ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦ s♣r❡❛❞ ❞✉r✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s
❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳ ✭❝✮ ❚❤❡ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ♥♦✐s❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♠✐ts t❤✐s ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳

✐❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤✐s ❛❧❧♦✇s ●▲❘ t♦ ♣✉t ✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝
s✐❣♥❛t✉r❡s✳

❆♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ s❡ts ♦❢ L′ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s S1 ❛♥❞ S2 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧②
t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s C1 ❛♥❞ C2✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ S1 ✭r❡s♣✳ S2✮ s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Σ1 ✭r❡s♣✳ Σ2✮✱ t❤❡ ●▲❘ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

LG(S1,S2) =
(

2K
√

|C ′
1||C ′

2|
|C ′

1 +C ′
2|

)2L′

✭✻✳✺✺✮

✇❤❡r❡ C ′
1 ✭r❡s♣✳ C ′

2✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ S1 ✭r❡s♣✳ S2✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱
●▲❘ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦❡❞ ✐♠❛❣❡ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L′ ≥ K✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ s❛♠♣❧❡s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❲▼▲❊ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✹✶✮ ✐s st✐❧❧ ❡①♣r❡ss❡❞ ♦♥ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❞❛t❛✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ C ′ ❛s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢
❛❞❤❡r❡♥❝❡ s✐♥❝❡ ✐t ❞r✐✈❡s ●▲❘ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❇r✐❣❤t t❛r❣❡ts ②✐❡❧❞ ❛
❤✐❣❤❡r s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t❤❛♥ ✐♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳
❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L′ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ L ❛♥❞ K✳

✻✳✹✳✹ ❊♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣

■♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡✱ s♦♠❡ ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ✭❛❧♠♦st✮ ✉♥✐q✉❡ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❡❛r❝❤
✇✐♥❞♦✇✮✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❤✐❣❤❧② ♥♦✐s② ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛t❝❤❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✈❡r t♦♦ ❢❡✇ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳ ■♥ ❈❤❛♣✳ ✺
t❤✐s ✇❛s ♥♦t ❛♥ ✐ss✉❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❲✐t❤ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❙❆❘ ❞❛t❛ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦❜❧❡♠s✿

✶✳ ❚❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ Σ̂ ♦❢ Σ ❝❛♥ ❜❡ s✐♥❣✉❧❛r ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡s ✐s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ K✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t
t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ Σ ❜② t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ Σ̂ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✷✸✮ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❲✐s❤❛rt
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢C✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ Σ̂ ✐s s✐♥❣✉❧❛r✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲
▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✹✽✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡✜♥❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢



✶✺✵ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

Σ̂✳ ❚❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ Σ̂ s❤♦✉❧❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t ❧❡❛st K s❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♣❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ Σ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② r❡✜♥❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✳

✷✳ ❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ K ❝♦✲r❡❣✐st❡r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ✏r❛r❡✑ ♣❛t❝❤❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡✲
❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❆t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♥❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡
❝♦♥t❛✐♥s r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥s ✐s ❛❧❧ t❤❡
♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛r♦✉♥❞ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st❡❞ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❜r✐❣❤t t❛r❣❡ts✱ t❤✐s ❤✐❣❤ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡
✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣
✭✐✳❡✳ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✮ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r Σ̂ ❛s ❛ ♣r♦♣❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ Σ✳

❚♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ♦❢ t❤❡ ❞❡♥♦✐s❡❞ ♣✐①❡❧s✳ ❉✉❡ t♦
♦✉r ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✭❞❛t❛ ❞r✐✈❡♥✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣✐①❡❧ t♦
❛♥♦t❤❡r✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x✱ ❜②✿

L̂(x) =
(
∑

x′ w(x, x′))
2

∑

x′ w(x, x′)2
✭✻✳✺✻✮

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✻✮✳ ❚♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠
❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣✱ ✇❡ s✉❣❣❡st r❡❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts w(x, x′) ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L̂(x) ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞ Lmin✳ ❖♥❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ r❡❞✐str✐❜✉t❡ ❡q✉❛❧❧② t❤❡
✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ Lmin ♠♦st s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s ✇❤❡♥❡✈❡r L̂(x) < Lmin✳ ✏❘❛r❡✑ ♣❛t❝❤❡s ♦❢t❡♥ ❝♦♥t❛✐♥
❛ ❜r✐❣❤t s❝❛tt❡r❡r✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t ❜✐❛s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
Lmin ♣❛t❝❤❡s t♦ t❤♦s❡ ✇❤♦s❡ ❝❡♥tr❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t t♦♦ ❜r✐❣❤t ♥♦r t♦♦ ❞❛r❦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛t❝❤✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ✭▲❡❡✱ ✶✾✽✸❀ ❨❛r♦s❧❛✈s❦②✱ ✶✾✽✺❀ ❚♦♠❛s✐ ❛♥❞ ▼❛♥❞✉❝❤✐✱
✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❈♦♠♣✉t❡ L̂(x) ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x✱

• ■❢ L̂(x) < Lmin✱ r❡❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ Lmin ❤✐❣❤❡st ✇❡✐❣❤ts✿

✕ ❈r❡❛t❡ ❛ ✈❡❝t♦r w ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts w(x, x′) s✉❝❤ t❤❛t✿

tr(C(x))/4 < tr C(x′) < 4 tr(C(x)) , ✭✻✳✺✼✮

✕ ❙♦rt t❤❡ ✈❡❝t♦r w ✐♥ ❞❡s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✱

✕ ❘❡❞✐str✐❜✉t❡ ❡q✉❛❧❧② t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ Lmin ♠♦st s✐♠✐❧❛r ♣✐①❡❧s✿

wk ←
1

Lmin

Lmin∑

l=1

wl ∀k ∈ 1..Lmin . ✭✻✳✺✽✮

◆♦t❡ t❤❛t ❊q✳ ✭✻✳✺✼✮ ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ●▲❘ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✸✳✽✮✳
❋✐❣✳ ✻✳✶✼ ✐❧❧✉str❛t❡s ♦♥ ❛ P♦❧❙❆❘ ✐♠❛❣❡ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②

❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ♦❢ 3 ❛♥❞ 9✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t
♦❢ s♠♦♦t❤✐♥❣ Lmin = K = 3✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦ s♣r❡❛❞s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ Lmin = 9✱ ♦✉r
r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r✉❧❡ ❧✐♠✐ts t❤✐s ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❡✛❡❝t✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✼ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡
r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ s✐③❡✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ♥♦t
❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡
s✐③❡ ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✱ ❙❆❘ ✜❧t❡rs ♠✉st ❜❡ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡r ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s
❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ r✐s❦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✸✳✻ t❤❛t t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
s✉✐t❛❜❧❡ r✐s❦ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r ❞❛t❛ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ❛ ❣❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡✐t❤❡r ❢♦r ❛
❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳



✶✺✶

❆❧❣♦r✐t❤♠ ◆♦♥ ▲♦❝❛❧ ❙❆❘ ✭◆▲✲❙❆❘✮

■♥♣✉t✿ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ C✱ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ C ′ ❛♥❞ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ Σ̂
i−1

❖✉t♣✉t✿ ❡st✐♠❛t❡ Σ̂
i

❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s x ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦
■♥✐t✐❛❧✐③❡ Σ̂

i(x) ❛♥❞ N t♦ ③❡r♦
❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s x′ ✐♥ W (x) ❞♦

t← 0
❢♦r ❛❧❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs τ ∈ P ❞♦

❈♦♠♣✉t❡ − logLG(C ′(x+ τ),C ′(x′ + τ)) ⊲ ✉s❡ ❊q✳ ✭✻✳✹✻✮
❈♦♠♣✉t❡ DKL(Σ̂

i−1(x+ τ), Σ̂i−1(x′ + τ)) ⊲ ✉s❡ ❊q✳ ✭✻✳✹✽✮
t← t+ (1− λ)f (− logLG(C ′(x+ τ),C ′(x′ + τ)))

+λg
(

DKL(Σ̂
i−1(x+ τ), Σ̂i−1(x′ + τ))

)

❡♥❞ ❢♦r
Σ̂

i(x)← Σ̂
i(x) + ϕ(t)C(x′)

N ← N + ϕ(t)
❡♥❞ ❢♦r
❊♥❢♦r❝❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ⊲ s❡❡ ❙❡❝✳ ✻✳✹✳✹
Σ̂

i(x)← Σ̂
i(x)/N

❡♥❞ ❢♦r
r❡t✉r♥ Σ̂

i

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ Ps❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥ ❧♦❝❛❧ ■♥❙❆❘ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞
✐t❡r❛t✐✈❡❧②✳ ❆t ✐t❡r❛t✐♦♥ i t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ̂

i−1 ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✜rst ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ❢♦✉r ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡
❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡✳

✻✳✹✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ◆▲✲❙❆❘✳ ❆t ❡❛❝❤ s✐t❡ x✱ t❤❡ ♣✐①❡❧s x′

♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❲x ❛r❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✇❡✐❣❤t ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
t✇♦ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s Px ❛♥❞ Px′ ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧s x + τ ❛♥❞ x′ + τ ✐♥ Px

❛♥❞ Px′ ✱ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ C ′(x + τ) ❛♥❞
C ′(x′ + τ) ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✹✻✮ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✻✳✺✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs Σ̂(x + τ) ❛♥❞
Σ̂(x + τ) ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✻✳✹✽✮✳ ❚❤❡s❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts w(x, x′)
✭s❡❡ ❊q✳ ✭✻✳✺✵✮✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t♦ ❧✐♠✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❡rr♦rs✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✹✮ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs Σ̂ ✭✻✳✹✶✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ i − 1✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡❞ ♠❛tr✐① Σ̂

i−1 ✉s❡❞ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✜rst ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s
❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ✉♥✐t r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ♥✉❧❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❆❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✻✳✹✽✮✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ◆▲✲❙❆❘ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts
❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❡r♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦✉r ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s✳

❚❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ♦❢ ◆▲✲❙❆❘ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✻✳✶✽ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✻✳✶✾✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(|Ω||❲||P|) ✇❤❡r❡ |Ω|✱ |❲| ❛♥❞ |P| ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡✱ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♣❛t❝❤✲s✐③❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ♦❢



✶✺✷ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

Image of
adherence     

Noisy image

Pre-estimation

GLR KL

Average

Ensure a minimum
of noise reduction

Ensure a minimum
number of looks

Spatial
averaging

Weights
redistribution

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡❧②
r❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♥♦✐s② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ❊♥s✉r✐♥❣ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s L′ > K ✐♥
t❤❡ ❛❞❤❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ L̂ > Lmin ✐♥ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳

t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❈♦✉♣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❀ ●♦♦ss❡♥s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❛r❜♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❢♦r t❤❡ ◆▲✲❙❆❘
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❣✐✈❡♥ ❜② O(4|Ω||W |)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇✐t❤ ❛ ❈ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵ s❡❝♦♥❞s ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡
♦❢ s✐③❡ |Ω| = 512 × 512 ❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇s ♦❢ s✐③❡ |❲| = 15 × 15 ❛♥❞ |P| = 5 × 5 ✉s✐♥❣ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡
✷ ❉✉♦ ✸✳✵✵●❍③✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉❛r❜♦♥✬s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❖♣❡♥▼P✱
◆▲✲❙❆❘ ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❜♦✉t 30 s❡❝♦♥❞s ✉s✐♥❣ ✶✻ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ❳❡♦♥ ✷✳✷✼●❍③
♦♥ ❛ |Ω| = 4096× 4096 ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ✉♥❞❡r ♣✉❜❧✐❝ ❧✐❝❡♥s❡✳
❚❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆▲✲❙❆❘ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

✻✳✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts

✻✳✺✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♠❡t❤♦❞s

■♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜♦①❝❛r ✜❧t❡r ♦♥ ❛ 7 × 7
s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ ♦♥ ❛ 7 × 7 s❧✐❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇✱ ❛♥❞ t❤❡
■❉❆◆ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ 50 ♣✐①❡❧s ✭❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮✳ ❋♦r
t❤❡s❡ t❤r❡❡ ✜❧t❡rs✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ P♦❧❙❆❘Pr♦ ♣r♦❥❡❝t ♦❢ ❊❙❆✴■❊❚❘✳
❚❤❡s❡ ✜❧t❡rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ◆▲✲❙❆❘ ✉s✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ◆▲✲❙❆❘ ✜❧t❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇
♦❢ s✐③❡ |❲| = 15 × 15 ❛♥❞ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ s✐③❡ |P| = 5 × 5✳ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ ❧❡✈❡❧ Lmin = 9 ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ❲❡ ✉s❡ 4 ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ◆▲✲❙❆❘ ✜❧t❡r t♦ r❡❛❝❤
s❛t✐s❢②✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s✳

✻✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❙❆❘ ❞❛t❛

●✐✈❡♥ t❤❡ tr✉❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ r❡✢❡❝t✐✈✐t✐❡s✱ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡s✱ K s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❝♦♠♣❧❡①
✭❙▲❈✮ ✐♠❛❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝✐r❝✉❧❛r ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ ✭❛✮ ❘❡✢❡❝t✐✈✐t②✱ ✭❜✮ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✭❝✮ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥s✇❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❜② t❤❡ ❜♦①❝❛r ❡st✐♠❛t♦r✱ ▲❡❡✬s
❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❡ ■❉❆◆ ❡st✐♠❛t♦r✱ t❤❡ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ◆▲✲❙❆❘ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ✭✐t❡r❛t✐✈❡✮ ◆▲✲❙❆❘
❡st✐♠❛t♦r✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ ✭❛✮ ❘❡✢❡❝t✐✈✐t②✱ ✭❜✮ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✭❝✮ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❡st ♣❛tt❡r♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❜② t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ t❤❡ ❙▲❈ ✐♠❛❣❡s ✭♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛✲
t♦r ♦❢ ✭❙❡②♠♦✉r ❛♥❞ ❈✉♠♠✐♥❣✱ ✶✾✾✹✮✮✱ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ t❤❡ ■❉❆◆
❡st✐♠❛t♦r ✭❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❆ ❝♦❧♦r❜❛r ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ✈❛❧✉❡ ✐s s❤♦✇♥
❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ♣♦✐♥t❡rs t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ tr✉❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✳



✶✺✺

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✻✳✶✻✮✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❈♦♠♣✉t❡ ❛ ♠❛tr✐① L s✉❝❤ t❤❛t Σ = LL∗✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡
❧♦✇❡r tr✐❛♥❣❧❡ ♠❛tr✐① L ✐♥ t❤❡ ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✿

L =
√
R

(
1 0

De−jβ
√
1−D2

)

, ✭✻✳✺✾✮

• ●❡♥❡r❛t❡ ❛ ✈❡❝t♦r k0 ♦❢ K ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❛❧
❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2/2✱

• ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r k ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① L ❜② k0

k = Lk0. ✭✻✳✻✵✮

●❛❧❧❛❣❡r ✭✷✵✵✽✮ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱
❛♥❞ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❊q✳ ✭✻✳✶✻✮✳ ◆❡①t✱ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜②
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ L ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ✈❡❝t♦rs k ❣❡♥❡r❛t❡❞
❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵ s❤♦✇s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥s✇❡r ♦❢ t❤❡ ✜✈❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦♥ ❛ ❝✉t t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✐♥❡ ♦❢ ✇✐❞t❤
✶✵✳ ❚❤❡ st❛t✐st✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ♦✈❡r ✶✵ ✵✵✵ ♥♦✐s② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s✳
❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭❛❜♦✉t 70% ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡s✮ ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❜♦①❝❛r
✜❧t❡r ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s ❜✉t ♣r❡s❡♥ts ❛ str♦♥❣ s♣❛t✐❛❧ ❜✐❛s
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♣❛t✐❛❧ ❜✐❛s ♣r♦❞✉❝❡s ❧❛r❣❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s
♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮ ❛s t❤❡ ❞❛r❦ r✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡
r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ❡st✐♠❛t♦r ♣r❡s❡♥ts ❧❡ss s♣❛t✐❛❧ ❜✐❛s ❜✉t ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ ✐♥ ♣❛rt
t♦ t❤❡ ❡❞❣❡✲❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐♥❞♦✇s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧❡ss s❛♠♣❧❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❜✉t ❛❧s♦✱ t♦ t❤❡
✇✐♥❞♦✇ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥ts ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ■❉❆◆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❞❣❡s ❜✉t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❛ ❜✐❛s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ❧♦✇❡r r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
✈❛❧✉❡s ✭s❡❡ ❈❤❛♣✳ ✸✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜✐❛s ✐♥❝r❡❛s❡s ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
s❡❧❡❝ts s❛♠♣❧❡s ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❜♦①❝❛r ✜❧t❡r ❡✈❡♥
✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛s ♠❛♥② ✈❛❧✉❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝♦✉❧❞
❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❣r♦✇✐♥❣✳ ◆▲✲❙❆❘
♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦①❝❛r ✜❧t❡r✱ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡
❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ■❉❆◆✱ ✭✐t❡r❛t✐✈❡✮ ◆▲✲❙❆❘ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❜✐❛s❡❞ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s ♥♦r ❛r♦✉♥❞
❡❞❣❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦①❝❛r ✜❧t❡r ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✳
◆▲✲❙❆❘ ❤❛s ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s t❤❛♥ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s s✐♥❝❡ t❤❡s❡ r❡❣✐♦♥s
♣r❡s❡♥t ❧❡ss r❡❞✉♥❞❛♥t ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✐t❡r❛t✐✈❡ ◆▲✲❙❆❘ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❜♦①❝❛r ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ◆▲✲❙❆❘✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❢♦r t✇♦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❝♦♠♣❧❡①
✐♠❛❣❡s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ 600× 464 r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❡st ♣❛tt❡r♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❡st ♣❛tt❡r♥✱
t❤❡ ❝♦♥tr❛sts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♦♥
t❤❡ ❧✐♥❡ ❝✉t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ❡st✐♠❛t♦r s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧
s♠♦♦t❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ❡❞❣❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦①❝❛r ❛♥❞ t❤❡
■❉❆◆ ❡st✐♠❛t♦rs ❛r❡ ♠♦r❡ ♥♦✐s② t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ✜❧t❡r ✭t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ❧❛r❣❡r✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜♦①❝❛r ❡st✐♠❛t♦r ❜❧✉rs t❤❡ ❡❞❣❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦ss ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥



✶✺✻ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❘❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ✭❝✮ ■❉❆◆ ✭❞✮ ◆▲✲❙❆❘

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✿ ❱✐s✉❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✭❛✮ ❛ P♦❧❙❆❘ ❛♥❞ ❛ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡
✉s✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ✜❧t❡r✱ ✭❝✮ t❤❡ ■❉❆◆ ✜❧t❡r ❛♥❞ ✭❞✮ ♦✉r ◆▲✲❙❆❘ ✜❧t❡r✳

❛♥❞ ❧❛r❣❡ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ■❉❆◆ ✜❧t❡r ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ s❤❛♣❡s
❜✉t t❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡♠❛✐♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❧♦st ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r ◆▲✲❙❆❘ ❡st✐♠❛t♦r s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦
❡✣❝✐❡♥t❧② ❜② ♣r❡s❡r✈✐♥❣ s♠❛❧❧ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ s❛t✐s❢②✐♥❣ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳

✻✳✺✳✸ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ r❡s✉❧ts ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❙❆❘ ❞❛t❛

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ❝♦✲r❡❣✐st❡r❡❞ ❙▲❈ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡
❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ●♦♦❞♠❛♥✬s ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✻✳✷✳✶✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ❞❛t❛ s❡ts✿

• ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✭♠♦♥♦✲♣❛ss✮ ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣
♦❢ ❝♦♠♣❧❡① s❤❛♣❡ ✐♥ ❚♦✉❧♦✉s❡ ✭❋r❛♥❝❡✮ ❜② ❘❆▼❙❊❙ ✭❛❡r✐❛❧ s❡♥s♦r✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❳✲❜❛♥❞
✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✺ ❝♠✮ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♦♥❡ ♠❡t❡r ✐♥ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❞
s❧❛♥t r❛♥❣❡✳

• ❛ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ❛r❡❛ ♦❢ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ✭❯❙❆✮ ❜② ❆■❘❙❆❘ ✭❛❡r✐❛❧
s❡♥s♦r✮✳ ■t ✐s ✐♥ ▲✲❜❛♥❞ ✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✺ t♦ ✸✵ ❝♠✮ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t
t❡♥ ♠❡t❡rs ✐♥ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❞ s❧❛♥t r❛♥❣❡✳

• ❛ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r ❛ s♠❛❧❧ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ❑❛✉❢❜❡✉r❡♥ ✭●❡r♠❛♥②✮ ❜② ❋✲❙❆❘
✭❛❡r✐❛❧ s❡♥s♦r✮✳ ■t ✐s ✐♥ ❙✲❜❛♥❞ ✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✼ t♦ ✶✺ ❝♠✮ ✇✐t❤ ❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
✵✳✺ ♠❡t❡r✴♣✐①❡❧ ✐♥ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❞ ✵✳✻✹ ♠❡t❡r✴♣✐①❡❧ ✐♥ r❛♥❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❜r✐❣❤t s❝❛t✲
t❡r❡rs ♥✉♠❡r♦✉s ✐♥ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ■❉❆◆ ✜❧t❡r t❡♥❞s t♦ ♦✈❡rs♠♦♦t❤ ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ t❤❡ ❜r✐❣❤t
s❝❛tt❡r❡rs ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜❧✉r ❡✛❡❝t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ✜❧t❡r ♣r❡s❡r✈❡s ✇❡❧❧ t❤❡
❜r✐❣❤t s❝❛tt❡r❡rs✱ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ✜❧t❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ r❡st♦r❡ t❛r❣❡ts ♦❢ ❧♦✇❡r ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ♣r❡s❡r✈❡ ❡❞❣❡s



✶✺✼

❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ♦♥ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❛
♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡✱ ♦✉r ◆▲✲❙❆❘ ✜❧t❡r s❡❡♠s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❛r❣❡t
♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ◆▲✲❙❆❘ ♣r❡s❡r✈❡s ✇❡❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ❜r✐❣❤t ❧✐♥❡s ♦♥ t❤❡
❧❡❢t ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs ❜❧✉r t❤❡♠✳ ❚❤✐s ❛tt❡sts t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡
♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ t❤❡ t❤r❡❡ ❧✐♥❡s ❛❝t ❛s ❛ r❛✐❧ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♣❛t❝❤ s❧✐❞❡s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❜r✐❣❤t ❧✐♥❡s✳

❋✐❣✉r❡s ✻✳✷✸✱ ✻✳✷✹ ❛♥❞ ✻✳✷✺ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧t❡rs t♦ ❡st✐♠❛t❡
t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✷✻ ❛♥❞ ✻✳✷✼ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡
♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✜❧t❡rs✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ✐s ♦♥
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ◆▲✲❙❆❘
❡st✐♠❛t♦r s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ s♠♦♦t❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜❡tt❡r ❡❞❣❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛♥ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✸✱ ■❉❆◆ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ✜❧t❡r ❛♥❞
t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ✜❧t❡r ♣r❡s❡r✈❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✻✳✷✵✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s s❧✐❣❤t❧②
♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ✜❧t❡r ❛♥❞ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ■❉❆◆ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ◆▲✲❙❆❘
♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦✇❡r ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ s❛♠♣❧❡s✳ ❲✐t❤ ◆▲✲
❙❆❘✱ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ❡✛❡❝t ✐s str♦♥❣❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ♣r❡s❡r✈❡❞✿
❜✉✐❧❞✐♥❣s✱ str❡❡ts ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s ❛r❡ ✇❡❧❧ r❡st♦r❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽ ❛♥❞ ✻✳✷✾ s❤♦✇s t❤❡ ❡♥tr♦♣②✴❛♥✐s♦♣tr♦♣②✴❛❧♣❤❛ ❛♥❣❧❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ✉s❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ❡st✐♠❛t❡ ❛♣♣❡❛r s♠♦♦t❤❡r ✇✐t❤ ❜❡tt❡r ❡❞❣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡
❡♥tr♦♣②✱ ✉s✉❛❧❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ✜❧t❡rs✱ ✐s ❧♦✇❡r ✉s✐♥❣ ◆▲✲❙❆❘✳

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❆❘ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r ✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮ ✇❤♦s❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② r❡sts ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❢❛r ❛♣❛rt✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺ t♦ s❡❧❡❝t s✉✐t❛❜❧❡ ♣✐①❡❧s ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♣❛t❝❤✲❜❛s❡❞ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
♥♦✐s② ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝r♦ss✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t②✱
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦✉t✲♣❡r❢♦r♠s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞
❡❞❣❡ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡✱ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡s✱ ✐s ✇❡❧❧ s♠♦♦t❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ✇❡❧❧ r❡st♦r❡❞ ✭♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✇❡
❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❢r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t t❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡
❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛r❡ ✇❡❧❧ r❡❝♦✈❡r❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ str♦♥❣ ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❛rt✐❢❛❝ts ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❣♦♦❞
r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜r✐❣❤t s❝❛tt❡r❡rs✳



✶✺✽ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

✭❛✮ ◆♦✐s② ✭❜✮ ❘❡✜♥❡❞ ▲❡❡

✭❝✮ ■❉❆◆ ✭❞✮ ◆▲✲❙❆❘

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ✐♥ ❚♦✉❧♦✉s❡ ✭❋r❛♥❝❡✮ s❡♥s❡❞ ❜②
❘❆▼❙❊❙ ❝©❖◆❊❘❆✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ✐♠❛❣❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❥♦✐♥t❧② ♦♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙❆❘
✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ✭❝✮ t❤❡ ■❉❆◆ ❡st✐♠❛t♦r ✭❱❛s✐❧❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ✭❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ❡st✐♠❛t♦r✳



✶✺✾

✭❛✮ ◆♦✐s② ✭❜✮ ❘❡✜♥❡❞ ▲❡❡

✭❝✮ ■❉❆◆ ✭❞✮ ◆▲✲❙❆❘

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ✐♥
❚♦✉❧♦✉s❡ ✭❋r❛♥❝❡✮✱ s❡♥s❡❞ ❜② ❘❆▼❙❊❙ ❝©❖◆❊❘❆ ✇✐t❤ ❛ ♠♦♥♦✲♣❛ss✳ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡
✐♠❛❣❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❥♦✐♥t❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡
❡st✐♠❛t♦r ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ✭❝✮ t❤❡ ■❉❆◆ ❡st✐♠❛t♦r ✭❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ✭❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘
❡st✐♠❛t♦r✳



✶✻✵ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

✭❛✮ ◆♦✐s② ✭❜✮ ❘❡✜♥❡❞ ▲❡❡

✭❝✮ ■❉❆◆ ✭❞✮ ◆▲✲❙❆❘

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ✐♥ ❚♦✉❧♦✉s❡
✭❋r❛♥❝❡✮✱ s❡♥s❡❞ ❜② ❘❆▼❙❊❙ ❝©❖◆❊❘❆ ✇✐t❤ ❛ ♠♦♥♦✲♣❛ss ✭♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
❙❡②♠♦✉r ❛♥❞ ❈✉♠♠✐♥❣ ✭✶✾✾✹✮✮✳ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ❥♦✐♥t❧② ♦♥ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t✲
r✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ✭❜✮ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ✭❝✮ t❤❡ ■❉❆◆ ❡st✐♠❛t♦r ✭❱❛s✐❧❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ✭❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ❡st✐♠❛t♦r✳



✶✻✶

✭❛✮ ◆♦✐s② ✭❜✮ ❘❡✜♥❡❞ ▲❡❡

✭❝✮ ■❉❆◆ ✭❞✮ ◆▲✲❙❆❘

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✻✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦ ✭❯❙❆✮✱ s❡♥s❡❞ ❜② ▲✲❜❛♥❞ ❆■❘❙❆❘
❝©◆❆❙❆✲❏P▲✲❈❛❧t❡❝❤ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❘●❇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛✉❧✐ ❜❛s✐s✳ P♦❧❛r✐✲
♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ✭❝✮ t❤❡ ■❉❆◆
❡st✐♠❛t♦r ✭❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ✭❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ❡st✐♠❛t♦r✳



✶✻✷ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s

✭❛✮ ◆♦✐s② ✭❜✮ ❘❡✜♥❡❞ ▲❡❡

✭❝✮ ■❉❆◆ ✭❞✮ ◆▲✲❙❆❘

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❑❛✉❢❜❡✉r❡♥ ✭●❡r♠❛♥②✮✱ s❡♥s❡❞ ❜② ❙✲❜❛♥❞ ❋✲❙❆❘
❝©❉▲❘ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❘●❇ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛✉❧✐ ❜❛s✐s✳ P♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡s
❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭❜✮ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ❡st✐♠❛t♦r ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ ✭❝✮ t❤❡ ■❉❆◆ ❡st✐♠❛t♦r ✭❱❛s✐❧❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ✭❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ❡st✐♠❛t♦r✳
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✭❛✮ ❊♥tr♦♣② ✭❜✮ ❆♥✐s♦tr♦♣② ✭❝✮ ❆❧♣❤❛ ❛♥❣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽✿ P♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❙❛♥ ❋r❛♥❝✐s❝♦
✭❯❙❆✮✱ ▲✲❜❛♥❞ ❆■❘❙❆❘ ❝©◆❆❙❆✲❏P▲✲❈❛❧t❡❝❤✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❜② t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡
❡st✐♠❛t♦r ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ t❤❡ ■❉❆◆ ❡st✐♠❛t♦r ✭❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ❡st✐♠❛t♦r✳



✶✻✹ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s
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✭❛✮ ❊♥tr♦♣② ✭❜✮ ❆♥✐s♦tr♦♣② ✭❝✮ ❆❧♣❤❛ ❛♥❣❧❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✾✿ P♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❑❛✉❢❜❡✉r❡♥
✭●❡r♠❛♥②✮✱ ❙✲❜❛♥❞ ❋✲❙❆❘ ❝©❉▲❘✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ❜② t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▲❡❡ ❡st✐♠❛t♦r
✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸✮✱ t❤❡ ■❉❆◆ ❡st✐♠❛t♦r ✭❱❛s✐❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ❡st✐♠❛t♦r✳



✶✻✺

❈❤❛♣t❡r ✼

❙♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r r❡❧❛t❡s ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❱✐♥❝❡♥t ❉✉✈❛❧ ❛♥❞ ❏♦s❡♣❤ ❙❛❧♠♦♥✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s ✭◆▲ ♠❡❛♥s✮ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣✐①❡❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②
✈❛r✐♦✉s s❤❛♣❡s t❤❛t ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢❛st
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠✳
❲❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❧♦❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s s❤❛♣❡s ❜② ✉s✐♥❣
❙t❡✐♥✬s ❯♥❜✐❛s❡❞ ❘✐s❦ ❊st✐♠❛t❡ ✭❙❯❘❊✮✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣r♦✈❡s
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ◆▲ ♠❡❛♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢
✈✐s✉❛❧ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♠♠♦♥ ✈✐s✉❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts ✉s✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜②
❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✇✐t❤ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ♦r s✉♣♣r❡ss❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

P❛t❝❤✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛t ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s♠♦♦t❤ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ t❡①t✉r❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ✉s❡ ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ sq✉❛r❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ s❝❛❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡✱
t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❛② ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❞❣❡s✱ ♠♦st❧② ❢♦r ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st✳
■♥❞❡❡❞✱ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st ♣r❡s❡♥t ❢❡✇ r❡❞✉♥❞❛♥❝✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡♥♦✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ s✉✛❡r ❢r♦♠
❛ ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ ♥♦✐s❡✿ t❤✐s ✐s ♥❛♠❡❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦✱
♠♦r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♣r✐♦rs ♠❛② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✉s✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s❤❛♣❡s✳
❋❡✇ ❛tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ ♣❛t❝❤ s✐③❡s ✭s❡❡ ▼❛✐r❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣
✇✐t❤ ♣❛t❝❤❡s ♦r ✭❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐✱ ✷✵✶✵✮ ❢♦r t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✳

❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡ ♦♥❧② ✇♦r❦ tr②✐♥❣ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❤❛♣❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ s✐♠♣❧❡ sq✉❛r❡
❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❇▼✸❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ s❤❛♣❡s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ t❤❡② ❧♦❝❛❧❧② s❡❧❡❝t ❛ s❤❛♣❡ ❜②
❛♣♣❧②✐♥❣ ▲❡♣s❦✐✬s ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❇▼✸❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡s❡
s❤❛♣❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ sq✉❛r❡ ❜❧♦❝❦s ✭✐✳❡✳✱ ♣❛t❝❤❡s✮✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ s♣❛t✐❛❧✲❛❞❛♣t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ◆▲ ♠❡❛♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ ✭❉♦ré ❛♥❞ ❈❤❡r✐❡t✱ ✷✵✵✾❀ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❧♦❝❛❧❧② s❡❧❡❝t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r✱ ▼❙❊✮ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❙t❡✐♥✬s ❯♥❜✐❛s❡❞ ❘✐s❦ ❊st✐♠❛t❡ ✭❙❯❘❊✮ ✭❙t❡✐♥✱ ✶✾✼✸✱ ✶✾✽✶✮ ♦r t❤❡ Cp ❝r✐t❡r✐♦♥
✭▼❛❧❧♦✇s✱ ✶✾✼✸✮✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❙❯❘❊ ❢♦r ◆▲ ♠❡❛♥s ✇❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❧❡❝t t❤❡
❜❡st ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❱❛♥ ❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r✱ ✷✵✵✾✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❯❘❊ ❡♠❡r❣❡❞ ❢♦r
❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡st✐♠❛t❡s ✭▲✐✱ ✶✾✽✺✮ s✉❝❤ ❛s ❢♦r ♠♦❞❡❧
s❡❧❡❝t✐♦♥✱ r✐❞❣❡ r❡❣r❡ss✐♦♥✱ s♠♦♦t❤✐♥❣ s♣❧✐♥❡s✱ ❡t❝✳ ■t ✇❛s t❤❡♥ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡t ❝♦♠♠✉✲
♥✐t② ❛❢t❡r t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❯❘❊✲❙❤r✐♥❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❉♦♥♦❤♦ ❛♥❞ ❏♦❤♥st♦♥❡✱ ✶✾✾✺✮✳ ❙♦❧♦
✭✶✾✾✻✮ ❣❛✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❙❯❘❊ ❢♦r ❛♥ ❡st✐♠❛t♦r ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ ❛ r❡❣✉❧❛r ❡♥❡r❣②✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧❡❛st sq✉❛r❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② ❛ ❙♦❜♦❧❡✈ ♥♦r♠ ♦r t❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡
r❡❝❡♥t❧②✱ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❡st✐♠❛t❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❯❘❊ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❇❧✉ ❛♥❞ ▲✉✐s✐❡r✱
✷✵✵✼✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❘❛♠❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛



✶✻✻ ✼✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st ♦♥ ✐♠❛❣❡s
❞❡♥♦✐s❡❞ ❜② ◆▲ ♠❡❛♥s✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s ✇❛s ❝♦rr✉♣t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻ ❞❛♠❛❣❡❞ ❜② ❆❲●◆ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ = 20✳ ◆♦✐s❡ ❤❛❧♦ ❛r✐s❡s
❢r♦♠ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳

▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❙❯❘❊ ✇❤❡♥ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦r t♦♦
❝♦♠♣✉t❡r✲✐♥t❡♥s✐✈❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈❡✐♥ ❛s ✭❱❛♥ ❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r✱
✷✵✵✾❀ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❧♦❝❛❧❧② s❡❧❡❝t ♦r ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡ ❜❡st s❤❛♣❡s✳

❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✖ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜t ♦❢ r❡♣❧❛❝✐♥❣
t❤❡ s✐♠♣❧❡ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆▲ ♠❡❛♥s ✜❧t❡r✳ ❚♦ t❤✐s
❡♥❞✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛st ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡
t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ ✐♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛②✳ ❲❡ s❡❧❡❝t ♦r ❝♦♠❜✐♥❡ ❧♦❝❛❧❧② t❤❡
s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞❡♥♦✐s❡rs ✇✐t❤ ❙❯❘❊✳
❲❡ ❝♦✐♥ s✉❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ◆♦♥✲▲♦❝❛❧ ▼❡❛♥s ✇✐t❤ ❙❤❛♣❡✲❆❞❛♣t✐✈❡ P❛t❝❤❡s ✭◆▲▼✲❙❆P✮✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✐s t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ■t ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t
✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s t♦ ❞❡♥♦✐s❡ ♣r❡s❡♥t ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆▲ ♠❡❛♥s
❢❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ✭❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✐s t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✜①❡❞ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s❤❛♣❡s
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡♠ ✇❤✐❧❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✖ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ✼✳✶ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧
s❤❛♣❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✐♥ ❙❡❝✳ ✼✳✷ t♦
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st s❤❛♣❡s ✐♥ ♦✉r ◆▲▼✲❙❆P ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ❛❧❧ ✈✐s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s s❤❛♣❡✲
❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ✐♥ ❛ ♣r♦♣❡r ♠❛♥♥❡r✳

✼✳✶ ❋r♦♠ ♣❛t❝❤❡s t♦ s❤❛♣❡s✿ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s✱ ❞✉❡
t♦ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡
r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t ✭❋✐❣✳ ✼✳✶✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s ❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✭❙❛❧♠♦♥
❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐✱ ✷✵✶✵❀ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ▲♦✉❝❤❡t ❛♥❞ ▼♦✐s❛♥✱ ✷✵✶✶✮✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡s❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ s✐♠♣❧❡ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✼✳✷✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡s✱ ✇❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♣✐①❡❧s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ◆▲



✶✻✼

♠❡❛♥s ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❛♥② ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

û(x) =

∑

x′ w(x, x′)v(x′)
∑

x′ w(x, x′)
✭✼✳✶✮

✇❤❡r❡ w(x, x′) = ϕ

(
d2S(v(Px′), v(Px))

2|P |h2
)

✭✼✳✷✮

❛♥❞ d2S(v(Px′), v(Px)) =
∑

τ∈Ω
S (τ) (v(x+ τ)− v(x′ + τ))2 , ✭✼✳✸✮

✇❤❡r❡ S ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ♣❛t❝❤ P✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
◆▲ ♠❡❛♥s ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ S ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣✿

S (τ) =







1, ✐❢ ‖τ‖∞ ≤ p−1
2 ,

0, ♦t❤❡r✇✐s❡,

✭✼✳✹✮

✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤✳
❖♥❡ ♦❢ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋❛st ❋♦✉r✐❡r

❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❋❋❚✮✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ❊q✳ ✭✼✳✸✮✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s✳ ❆s s♦♦♥ ❛s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s❤❛♣❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t ❥✉st sq✉❛r❡s ♦r ❞✐s❦s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t✇♦ q✉❡st✐♦♥s
❡♠❡r❣❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐ss✉❡ ✐s
t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❡❛❝❤ s❤❛♣❡✳

❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s❤❛♣❡ t♦ ❧♦❝❛❧❧② t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
✈❡rt✐❝❛❧❧② ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ♣❛t❝❤✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ ❜✉t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ✇❡
✇♦✉❧❞ ♥♦t ♦♣t✐♠❛❧❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❡t❛✐❧s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦r✐❡♥t❡❞ s❤❛♣❡✳ ❙♦✱ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✈❡rs✐✜❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✽ ❢♦r ❛
✈✐s✉❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✮✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞ r❡♠❛✐♥ s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
♥♦t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥t❡♥s✐✈❡✳

✼✳✶✳✶ ❋❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❤❛♥❞❧❡ s❤❛♣❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❢❛st ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✇❡✐❣❤ts ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡s✱ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✷❉✲❋❋❚✳ ■t ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ✇♦r❦s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✐♥ ✭❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ✭❉❛r❜♦♥ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽✮ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ♦✉rs ❝❛♥
❞❡❛❧ ✇✐t❤ ♥♦♥✲sq✉❛r❡ ❛♥❞✴♦r ♥♦♥✲❜✐♥❛r② ♣❛t❝❤❡s✱ ✐✳❡✳✱ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡s S✳ ▲✐❦❡ t❤❡♠✱ ♦✉r
♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ s✐③❡✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ♦t❤❡r ❢❛st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✭▼❛❤♠♦✉❞✐ ❛♥❞ ❙❛♣✐r♦✱ ✷✵✵✺❀ ❇✐❧❝✉ ❛♥❞ ❱❡❤✈✐❧❛✐♥❡♥✱ ✷✵✵✽❀
P❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮✿ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ ❛ ♣r❡✲s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤❡s ❜❛s❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧
t❡sts ♦r ❣r❛❞✐❡♥ts ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ❲❡ s❤♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ t❤♦s❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆▲ ♠❡❛♥s✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥
s✉❝❤ tr✐❝❦s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❡①❛❝t ◆▲ ♠❡❛♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ s❤❛♣❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✼✳✸✮✳

❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❛♥❞ ❉❛r❜♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s
✉s✐♥❣ ✏❙✉♠♠❡❞ ❆r❡❛ ❚❛❜❧❡s✧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❈r♦✇ ✭✶✾✽✹✮ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏■♥t❡❣r❛❧ ■♠❛❣❡s✧ ❜② ❱✐♦❧❛
❛♥❞ ❏♦♥❡s ✭✷✵✵✶✮✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❢r♦♠
O(|W | · |Ω| · |P|) t♦ O(|W | · |Ω|)✱ ✇❤❡r❡ |W | ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✱ |Ω| ✐s t❤❡
✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ |P| ✐s t❤❡ ♣❛t❝❤ s✐③❡ ✭✇❡ r❡❢❡r t♦ ✭❉❛r❜♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳
❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② s✇❛♣♣✐♥❣ t❤❡
t✇♦ ✏❢♦r✑ ❧♦♦♣s✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s❤✐❢ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ t❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣✐①❡❧s
❢♦r ❡❛❝❤ s❤✐❢t✳



✶✻✽ ✼✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s

Disk F1 Half-pies F2

Quarter-pies F3

Bands F4

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s❤❛♣❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✏❝❡♥tr❛❧✑ ♣✐①❡❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✱ ❞❛r❦ ♣✐①❡❧s
✐❧❧✉str❛t❡ ❤✐❣❤ ✇❡✐❣❤ts✳ ❙❤❛♣❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ❢♦✉r ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❋✶✳ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐s❦ ❢❛♠✐❧②✱ ❋✷✳
t❤❡ ❤❛❧❢✲♣✐❡s ❢❛♠✐❧②✱ ❋✸✳ t❤❡ q✉❛rt❡r✲♣✐❡s ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ❋✹✳ t❤❡ ❜❛♥❞s ❢❛♠✐❧②✳ ✭❜✮ P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣✐❡ s❧✐❝❡s ❛♥❞ ❜❛♥❞s✳

❲❡ ✉s❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ s✇❛♣♣✐♥❣ tr✐❝❦✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❊q✳ ✭✼✳✸✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛♥②
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r δ ✭✐✳❡✳✱ t❛❦✐♥❣ x′ = x+ δ✮ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✿

d2S(v(Px), v(Px+δ)) =
∑

τ∈Ω
S (τ) (v(x+ τ)− v(x+ δ + τ))2 = (Š ⋆∆δ)(x) , ✭✼✳✺✮

✇❤❡r❡ Š(τ) = S (−τ)✱ ∆δ(x) = (v(x) − v(x + δ))2 ❛♥❞ ⋆ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s
t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡ S ❛♥❞ t❤❡ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ δ✲s❤✐❢t❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ Š ⋆∆δ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ q✉✐❝❦❧②
t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

Š ⋆∆δ = F−1(F(Š)F(∆δ)) = F−1(F(S)∗F(∆δ)) , ✭✼✳✻✮

✇❤❡r❡ F ✐s t❤❡ ✷❉ ❞✐s❝r❡t❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ✭✷❉✲❋❋❚✮ ❛♥❞ F−1 ✐s ✐ts ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✭✼✳✻✮✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ δ✱ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♦♥❡ t❡r♠ ❜② t❡r♠
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t✇♦ ✷❉✲❋❋❚ ✭♥♦t❡ t❤❛t F(S) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦✛✲❧✐♥❡✮✳
❚❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡✈❡r② tr❛♥s❧❛t✐♦♥ δ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✇❤♦s❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✸✮ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(|W | · |Ω| · log(|Ω|))✳
❆ s✐♠✐❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ✜❧t❡rs ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❈♦♥❞❛t ✭✷✵✶✵✮✳

✼✳✶✳✷ ❋❛♠✐❧✐❡s ♦❢ s❤❛♣❡s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s
✇✐t❤ t❤❡ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐ ✭✷✵✶✵✮✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ tr❛♥s❧❛t❡❞ ♣❛t❝❤ ❝❛♥
❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❞❡❝❡♥t❡r❡❞ s❤❛♣❡✳ ❍❡r❡✱ h ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ✜♥❞ s❤❛♣❡s ✇✐t❤
❡♥♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡✳



✶✻✾

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷❉✲❋❋❚ ◆▲ ♠❡❛♥s ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡

■♥♣✉ts✿ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ v✱ ✷❉✲❋❋❚ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ F(S)
P❛r❛♠❡t❡rs✿ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ W ✱ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h
❖✉t♣✉t✿ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♠❛❣❡ û

■♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦r ✐♠❛❣❡s A ❛♥❞ B t♦ ③❡r♦
❢♦r ❛❧❧ s❤✐❢t ✈❡❝t♦r δ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ W ❞♦

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ∆δ

∆δ(x) := (v(x)− v(x+ δ))2 ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧s x ✐♥ Ω

❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✷❉✲❋❋❚ F(∆δ)
P❡r❢♦r♠ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ∆δ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡ Š

d2S(v(P·), v(P·+δ))←
(
F−1 (F(S)∗F(∆δ))

)
(·)

⊲ O(|Ω| · log |Ω|) ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ✷❉✲❋❋❚

❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧s x ✐♥ Ω ❞♦
❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts

w(x, x+ δ) = ϕ

(
d2S(v(Px), v(Px+δ))

2h2

)

❯♣❞❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t♦rs

A(x)← A(x) + w(x, x+ δ)v(x+ δ)

B(x)← B(x) + w(x, x+ δ)

❡♥❞ ❢♦r
❡♥❞ ❢♦r
❋✐♥❛❧ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❡st✐♠❛t♦r û(x) = A(x)

B(x) ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧ x

◆♦t❡✿ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣✐①❡❧ ✭δ = 0✮ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡
⊲ s❡❡ ❙❡❝✳ ✼✳✸ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ◆▲ ♠❡❛♥s ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡ S✳ Pr❡✲❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❜❛s❡❞ ♦♥
✷❉✲❋❋❚✮ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ s❤❛♣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ s❤❛♣❡s ❢r♦♠ ✐ts s❤✐❢t❡❞ ✈❡rs✐♦♥
❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(|W | · |Ω| · log |Ω|)✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ S✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❢❛♠✐❧✐❡s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐st ♦❢
❝❧❛ss✐❝❛❧ sq✉❛r❡s ❛♥❞ ❞✐s❦s s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s s✉❝❤ ❛s ♣✐❡ s❧✐❝❡s

❛♥❞ ❜❛♥❞s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✷✳

❙q✉❛r❡s✿ ❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ s❤❛♣❡s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡
sq✉❛r❡ s❤❛♣❡s ♦❢ ♦❞❞ ❧❡♥❣t❤ ✭s♦ t❤❡ sq✉❛r❡s ❤❛✈❡ ❝❡♥t❡rs ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝❤♦♦s✐♥❣✿

S (τ) =







1, ✐❢ ‖τ‖∞ ≤ p−1
2 ,

0, ♦t❤❡r✇✐s❡,

✭✼✳✼✮



✶✼✵ ✼✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s

❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✭s✐♠♣❧✐✜❡❞✮ ◆▲ ♠❡❛♥s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇✐t❤ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ s✐③❡ p × p ❛♥❞
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠✳

●❛✉ss✐❛♥✿ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ❜✉t ❧❡ss ❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡✱ ✐s t♦ s❡t✿

S (τ) =







exp(−(τ21 + τ22 )/2a
2), ✐❢ ‖τ‖∞ ≤ p−1

2 ,

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✭✼✳✽✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✽✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠ ‖·‖2,a ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s✳
❚❤✐s ❧✐♠✐ts t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s ❝♦r♥❡rs ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♣❛t❝❤❡s✳

❉✐s❦s✿ ❉✐s❦ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ✐♥st❡❛❞✿

S (τ) =







1, ✐❢ ‖τ‖2 ≤ p−1
2 ,

0, ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✭✼✳✾✮

❆ ♥♦♥✲❜✐♥❛r② ✈❡rs✐♦♥ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ♣✐①❡❧s ❝r♦ss❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

P✐❡ s❧✐❝❡s✿ ❲❡ st✉❞② ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ s❤❛♣❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ✏♣✐❡✑✱ ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤
t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t✇♦ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❛ r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡s❡ s❤❛♣❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✐s❦ ❞❡❧✐♠✐t❡❞
❜② t✇♦ ❧✐♥❡s ❛♥❞ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣✐①❡❧✳

❇❛♥❞s✿ ❚❤✐s ❢❛♠✐❧② ♦❢ s❤❛♣❡s ✐s s✐♠♣❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ r❡❝t❛♥❣❧❡s✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r♦t❛t❡❞ ❛♥❞
❞❡❝❡♥t❡r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

✼✳✶✳✸ ❈♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦

❖♥❡ ♦❢ ♦✉r ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ✐s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❉✐✛❡r❡♥t
♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢
q✉❛❧✐t② ♦r s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❛tt❡♠♣t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♣❡❡❞✲✉♣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦
❞❡♥♦✐s❡ ♣❛t❝❤ ❜② ♣❛t❝❤ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣✐①❡❧ ❜② ♣✐①❡❧✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣❛t❝❤❡s ♦✈❡r❧❛♣s✱ ❛
❢❛st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ s✉❜✲s❛♠♣❧❡❞ ❣r✐❞ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✭❇✉❛❞❡s
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❑❡r✈r❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✳ ◗✉❛❧✐t② ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦♣❡r❧②
✉s✐♥❣ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❣❡t |P| ❡st✐♠❛t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✭✇❤❡r❡ |P| ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♣❛t❝❤✮✳ ❙♦♠❡ ❛✉t❤♦rs ✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❀ ❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✮
s✐♠♣❧② ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛✈❡r❛❣❡ t❤♦s❡ |P| ❡st✐♠❛t❡s ✇❤✐❧❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ ✭❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐✱ ✷✵✶✵✮✳ ■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡s❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ✉s❡ |P|✱ ♣♦ss✐❜❧② ❞❡❝❡♥t❡r❡❞✱ sq✉❛r❡ s❤❛♣❡s ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✼✳✹✮✳

❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦✳ ▲♦✉❝❤❡t ❛♥❞ ▼♦✐s❛♥ ✭✷✵✶✶✮
✉s❡ ❛ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♣r❡✲✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ s❡t ❧♦❝❛❧❧② ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡r s♦ t❤❛t t❤❡
◆▲ ♠❡❛♥s ✜♥❞ ❡♥♦✉❣❤ s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s✳ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛✐♠ t♦ s❡❧❡❝t ❧♦❝❛❧❧② t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
♣❛r❛♠❡t❡r h ✉s✐♥❣ ❙❯❘❊ ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❙❡❝✳ ✼✳✷✳✶✮ t♦ s❡❧❡❝t ❡♥♦✉❣❤ ♣❛t❝❤❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❛ ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✳

✼✳✷ ❆❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ ✇❛② t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❡st✐♠❛t♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
s❤❛♣❡s ♦❢ ✏♣❛t❝❤❡s✑✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ sq✉❛r❡ s❤❛♣❡ t♦ ♦t❤❡r s❤❛♣❡s s✉❝❤ ❛s ❞✐s❦s✱



✶✼✶

✭❛✮ ❙q✉❛r❡ ♣❛t❝❤ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

✭❜✮ ❙✉✐t❛❜❧❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤ ♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❤❛♣❡✳ ■❢
t❤❡ ♣❛t❝❤ ✐s sq✉❛r❡ ✭❛✮ ❢❡✇❡r s✐♠✐❧❛r ♣❛t❝❤❡s ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ✭❜✮✳ ❚❤❡
♣✐①❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣✐①❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡♥♦✐s❡ t❤❡ r❡❞
♣✐①❡❧ ❛r❡ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳

♣✐❡s ♦r ❜❛♥❞s ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✼✳✶✳✷✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥❡✇ ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ t♦ ❧♦❝❛❧❧②
t❛❦❡ t❤❡ ♠♦st ♦❢ ❡❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ❞❡♥♦✐s❡r✳

❋♦r ❛♥② ♣✐①❡❧ x ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜✉✐❧t ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ K ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡s u1(x), · · · , uK(x)
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s✳ ❲❡ ✜rst s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❲❆❱✮
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✻✳✶✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❆❱ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ ❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐ ✭✷✵✶✵✮
t♦ ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✮ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡st✐♠❛t♦r✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ✐♥ ✭❑❡r✈r❛♥♥ ❛♥❞ ❇♦✉❧❛♥❣❡r✱ ✷✵✵✻✮✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts w(x, x′) ✐♥ ❊q✳ ✭✼✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐s ✇❡❧❧ ❥✉st✐✜❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❤❛❧♦ ❡✛❡❝t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤
✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❡st✐♠❛t♦rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s ✭s❡❡ ❙❛❧♠♦♥ ❛♥❞ ❙tr♦③❡❝❦✐✱ ✷✵✶✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t t❡♥❞s
t♦ ♦✈❡r✲s♠♦♦t❤ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛♥❞ t❤❡ t❤✐♥ ❞❡t❛✐❧s s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❜✐❛s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r✳

✼✳✷✳✶ ❙❯❘❊ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❆ ✇❛② t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❜✐❛s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r✐s❦ ❡st✐♠❛t❡ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ t♦
❧♦❝❛❧❧② ❛ttr✐❜✉t❡ ♠♦r❡ ✇❡✐❣❤t t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✇✐t❤ s♠❛❧❧ r✐s❦s✳ ❲❡ s✉❣❣❡st t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤✐s
r✐s❦ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙t❡✐♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t♦r ✭❙❯❘❊✮ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✻✳✹✳ ❱❛♥ ❉❡
❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r ✭✷✵✵✾✮ ❣✐✈❡ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❙❯❘❊ ❢♦r t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s✳ ❚❤❡② ❛✐♠
❛t s❡❧❡❝t✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧❧② t❤❡ ❜❡st ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠❛❣❡✳ ❍❡r❡✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱
❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t♦♦❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s❤❛♣❡ ✐s ❞♦♥❡ ❧♦❝❛❧❧② ✭✐✳❡✳✱ ❢♦r ❡❛❝❤
♣✐①❡❧✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡ s❤❛♣❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r ❛ ✇❤♦❧❡ ♥❛t✉r❛❧



✶✼✷ ✼✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s

✐♠❛❣❡✳ ❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs
r❡❧② ♦♥ ❙❯❘❊ t♦ ❧♦❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ h ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❝❤ s✐③❡
p✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ❧♦❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ h r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ r❛r❡

♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ r❡♣❤r❛s❡ ❙t❡✐♥✬s ▲❡♠♠❛ ✭❙t❡✐♥✱ ✶✾✼✸✱ ✶✾✽✶✮ ✐♥ ♦✉r ◆▲▼✲❙❆P ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

❙❯❘❊ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❢♦r t❤❡ K s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✈❛❧✉❡s uk(x) ❛t ❡❛❝❤
♣✐①❡❧ x ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

R̂[uk(x)] = (uk(x)− v(x))2 + 2σ2
∂uk(x)

∂v(x)
− σ2 . ✭✼✳✶✵✮

❆s s❡❡♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✻✳✹✱ ❊q✳ ✭✼✳✶✵✮ ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞✿ E(R̂[uk(x)]) = E|uk(x) − u(x)|2✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✭❱❛♥ ❉❡ ❱✐❧❧❡ ❛♥❞ ❑♦❝❤❡r✱ ✷✵✵✾❀ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ✐s t❤❛t t❤❡② ❣✐✈❡ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠

❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ∂uk(x)
∂v(x) ❢♦r ◆▲ ♠❡❛♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ❊q✳ ✭✼✳✶✮✱ ✐ts ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝❛st ✐♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

∂uk(x)

∂v(x)
=
ϕ(0)

Cx
+

1

Cx

∑

x′

v(x′)
∂w(x, x′)
∂v(x)

−
(

1

Cx

∑

x′

v(x′)w(x, x′)

)(

1

Cx

∑

x′′

∂w(x, x′′)
∂v(x)

)

✭✼✳✶✶✮

✇❤❡r❡ Cx =
∑

x′ w(x, x′) ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ♦✉r ◆▲▼✲❙❆P ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♦✉r s❤❛♣❡✲
❜❛s❡❞ ♥♦r♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✼✳✸✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts
w(x, x′)✿

∂w(x, x′)
∂v(x)

=
1

h2
ϕ′
(
d2S(v(Px), v(Px′))

2h2

)
(
S (0)

[
v(x)− v(x′)

]
+ S

(
x− x′

) [
v(x)− v(2x− x′)

])

✭✼✳✶✷✮

✇❤❡r❡ S ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ♦✉r k✲t❤ s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s
✭✼✳✶✵✮✱ ✭✼✳✶✶✮ ❛♥❞ ✭✼✳✶✷✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♦✉r ◆▲▼✲❙❆P ❞❡♥♦✐s❡r✳

●✐✈❡♥ t❤❡ r✐s❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❣✲
❣r❡❣❛t✐♦♥ ✭❊❲❆✮ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✻✳✺✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t ❛s t❤❡ ❲❆❱ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐t ❝♦♥s✐❞❡rs
t❤❛t ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡tt❡r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ s❡✈❡r❛❧ ❡st✐♠❛t❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❥✉st s❡❧❡❝t✐♥❣ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡✲
❣❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ r✐s❦✿

û(x) =
K∑

k=1

βkvk(x) , ✭✼✳✶✸✮

✇✐t❤ βk =
exp(−R̂[uk(x)]/T )

∑K
l=1 exp(−R̂[ul(x)](x)/T )

.

❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r T > 0 ✐s ❛ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛t✲
tr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ r✐s❦ ❡st✐♠❛t❡s✳ ■❢ T →∞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❊❲❆ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❤❡♥ T → 0✱ t❤❡♥ ❊❲❆ s❡❧❡❝ts t❤❡ ♣r❡✲❡st✐♠❛t❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
❜❡❢♦r❡✳ ▼♦st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦ ❛❜♦✉t ❊❲❆ ✭s❡❡ ▲❡✉♥❣ ❛♥❞ ❇❛rr♦♥✱ ✷✵✵✻❀ ❉❛❧❛❧②❛♥ ❛♥❞ ❚s②❜❛❦♦✈✱
✷✵✵✽✮ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r T = 4σ2 ✉♥❞❡r ❛ ❢❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ ✐♥❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡✮ ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs u1(x), · · · , uK(x)✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s✐♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦rs
❢❛♠✐❧② ♠❛② ♥♦t ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✱ ❛ s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞✱ s✉❝❤ ❛s T = 0.4σ2✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✻✳✹✱ ❛ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❙❯❘❊ ✐s t❤❛t ✐t ❤❛s ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡
❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚♦ t❛❦❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ x ✐s ❞✐✣❝✉❧t s✐♥❝❡ t❤✐s ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s ❧❛r❣❡
♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐❣✳ ✼✳✺✮✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤♦✇ t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡
r✐s❦ ♠❛♣s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ✏✐♠❛❣❡s✑ r̂k = R̂[uk]✳



✶✼✸

❖
r❛
❝❧
❡
r✐
s❦

❙
❯
❘
❊

‖ +

❋
✐❧
t❡
r❡
❞
❙
❯
❘
❊

✭❛✮ ❘✐s❦

‖

✭❜✮ ▼❡t❤♦❞ ♥♦✐s❡

+

✭❝✮ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ▼❛♣s ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡✿ ✭✜rst ❧✐♥❡✮ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ r✐s❦ ♠❛♣✱ ✭s❡❝♦♥❞
❧✐♥❡✮ t❤❡ ❙❯❘❊ ♠❛♣ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭t❤✐r❞ ❧✐♥❡✮ t❤❡ ❙❯❘❊ ♠❛♣ ✇✐t❤ ❨❛r♦s❧❛✈s❦②
r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✼✳✶✵✮✳

✼✳✷✳✷ ❘❡❣✉❧❛r✐③✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣s

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✼✳✶✵✮ ✐s t♦♦ ♥♦✐s② t♦ ❣✉✐❞❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡
s❤❛♣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✺✮✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡ r♦❜✉st✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❧♦❝❛❧❧② r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣s✱ s♦
❛s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✼✳✶✵✮✿ ♦✉r ❛✐♠ ✐s t♦ ✜♥❞ ❡st✐♠❛t❡s
r̂k(x) ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ tr✉❡ r✐s❦s E[(uk(x)− u(x))2]✳ ❚❤❡s❡ tr✉❡ r✐s❦s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ♦r❛❝❧❡
r✐s❦s s✐♥❝❡ ✐♥ ♦✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ ✐♠❛❣❡✳

■♥ ✭❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣ ✐s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧
r✐s❦ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢ s❡tt✐♥❣ h s✐♥❝❡ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❍❡r❡✱
t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ t❤❡ r✐s❦ ♠❛② ❜❡ ❧♦✇ ✇❤❡r❡❛s ✐t
♠❛② ❜❡ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✐✛✉s❡s t❤❡ r✐s❦s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡
❡❞❣❡s✱ ❛♥② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥st❛❜❧❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ r✐s❦s ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ ❡❞❣❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢



✶✼✹ ✼✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s

✭❛✮ ❈❛♠❡r❛♠❛♥ ✭❜✮ ❈✐t② ✭❝✮ ▲❛❦❡ ✭❞✮ ❲✐♥❞♠✐❧❧

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❈❤♦s❡♥ 256×256 ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ ❝❛♠❡r❛♠❛♥✱
❝✐t②✱ ❧❛❦❡ ❛♥❞ ✇✐♥❞♠✐❧❧✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
◆▲ ♠❡❛♥s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳

❈❛♠❡r❛♠❛♥ ❈✐t② ▲❛❦❡ ❲✐♥❞♠✐❧❧

◆♦✐s② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✷✷✳✶✸✴✵✳✹✵✵ ✷✷✳✶✸✴✵✳✺✻✼ ✷✷✳✶✸✴✵✳✹✺✻ ✷✷✳✶✸✴✵✳✸✽✺

P❛t❝❤ s❤❛♣❡ ❛r❡❛ ♦❢ 12.5 ♣①2 ✷✾✳✺✾✴✵✳✽✷✷ ✷✽✳✶✶✴✵✳✽✼✸ ✷✽✳✻✽✴✵✳✽✹✾ ✸✵✳✾✶✴✵✳✽✼✾
P❛t❝❤ s❤❛♣❡ ❛r❡❛ ♦❢ 25 ♣①2 ✷✾✳✸✽✴✵✳✽✷✽ ✷✼✳✾✹✴✵✳✽✽✵ ✷✽✳✹✻✴✵✳✽✺✺ ✸✵✳✼✷✴✵✳✽✾✺
P❛t❝❤ s❤❛♣❡ ❛r❡❛ ♦❢ 50 ♣①2 ✷✾✳✵✻✴✵✳✽✷✺ ✷✼✳✺✾✴✵✳✽✼✾ ✷✽✳✸✸✴✵✳✽✺✼ ✸✵✳✸✺✴✵✳✽✾✾

❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s❝❛❧❡s ✷✾✳✺✽✴✵✳✽✹✹ ✷✽✳✸✷✴✵✳✽✾✼ ✷✽✳✾✸✴✵✳✽✼✽ ✸✶✳✵✽✴✵✳✾✶✷

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ●❛✐♥ ❜② ✉s✐♥❣ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❤❛♣❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s
✭P❙◆❘✴❙❙■▼✮✳ ❈✐r❝✉❧❛r ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ❛r❡❛ ♦❢ ✶✷✳✺✱ ✷✺ ❛♥❞ ✺✵ ♣①2 ❛r❡ ✉s❡❞
❛♥❞ t❤❡✐r r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡
s❝❛❧❡s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✳

t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ✭❨❛r♦s❧❛✈s❦②✱ ✶✾✽✺✮✳ ❯♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ✭✼✳✶✵✮
❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t✇♦ t❡r♠s✿ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✐s❡ ✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ ❛♥❞ ❛

❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❡r♠ Dk(x) = 2σ2 ∂ûk(x)
∂v(x) ✳ ❚❤✐s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❡r♠ ❤❛s ❧✐tt❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✐s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✺✮ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦
❣✉✐❞❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✿ ✐t ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❤✐❣❤ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❛❧♦ ❡✛❡❝t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦
❛♣♣❡❛r✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ❧♦✇ ✐♥ s♠♦♦t❤ r❡❣✐♦♥s✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣✉✐❞✐♥❣ t❤❡ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r ✇✐t❤ t❤❡
s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ✐ts❡❧❢✿

r̂k(x) =
1

C(x)

∑

x′

1{|Dk(x)−Dk(x′)|≤κ} r̂k(x
′), ✭✼✳✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛ s♠❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ x✱ C(x) ✐s ❛ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ κ
✐s ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋✐❣✳ ✼✳✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s s♠♦♦t❤
r✐s❦ ♠❛♣s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡✱ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ t❤❡ ♦r❛❝❧❡ r✐s❦ ♠❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r✐s❦ ♠❛♣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❙❯❘❊ ❛♥❞ t❤❡
❨❛r♦s❧❛✈s❦② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙❯❘❊
❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❡r♠✳

❖t❤❡r ❛tt❡♠♣ts t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r✱ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ P❡r♦♥❛✲
▼❛❧✐❦ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ◆▲ ♠❡❛♥s✮✳ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✱ ✈✐s✉❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤✉s ❛❞♦♣t❡❞ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳



✶✼✺

✼✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❱✐s✉❛❧ ❘❡s✉❧ts

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❢♦✉r ✐♠❛❣❡s s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧②
❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❆❲●◆✳ ❯♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❢♦✉r
256 × 256 ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✼✳✻✿ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❝❛♠❡r❛♠❛♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❝✐t②✱ ❧❛❦❡
❛♥❞ ✇✐♥❞♠✐❧❧✶✳ ❚❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ◆♦♥✲▲♦❝❛❧
▼❡❛♥s ✇✐t❤ ❆❞❛♣t✐✈❡ P❛t❝❤ ❙❤❛♣❡s ✭◆▲▼✲❙❆P✮ s✐♥❝❡ t❤❡② ♣r❡s❡♥t ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆▲ ♠❡❛♥s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✶✮✳

■♥ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❡ ◆▲▼✲❙❆P ✐s ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

• s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✿ ✇✐❞t❤ ℓ = 11 ♣①✱

• s❤❛♣❡ ❢❛♠✐❧②✿ ✶✺ s❤❛♣❡s ❢r♦♠ ❢❛♠✐❧✐❡s ❋✶ ❛♥❞ ❋✷ ♦♥ ❋✐❣✳ ✼✳✷✳❛ ✇✐t❤ s❤❛♣❡ ❛r❡❛s ♦❢ 12.5✱ 25
❛♥❞ 50 ♣①2✱

• ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✿ ❊❲❆ ✇✐t❤ T = 0.4σ2✱

• r✐s❦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✿ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ s✐③❡ 11× 11 ♣①2 ❛♥❞
κ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛♣✳

❆s s♦♦♥ ❛s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s❤❛♣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r h ❤❛s t♦ ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡
s❤❛♣❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❦❡r♥❡❧✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ h2 = 2

√

8σ4/|S|
❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✮ ✇❤❡r❡ |S| ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ |S| = (

∑

S(τ))2
∑

S(τ)2
✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r K ♦❢ s❤❛♣❡s r❡q✉✐r❡❞ ❜② ♦✉r
◆▲▼✲❙❆P ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ K t✐♠❡s ❛♥ ◆▲ ♠❡❛♥s ❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤
s❤❛♣❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ♦✉r ❋❋❚ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♦♥❡ s❤❛♣❡✱ ✇❤❛t❡✈❡r
t❤❡ s❤❛♣❡✱ ✐s ♦❢ ❛❜♦✉t 2s ❢♦r ❛ 256×256 ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ ❛♥ ■♥t❡❧ P❡♥t✐✉♠
✻✹✲❜✐t✱ ✸✳✵✵ ●❍③✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆▲ ♠❡❛♥s t❛❦❡s ❛❜♦✉t
100s✱ ❢♦r sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❛r❡❛ 7 × 7 ♣①2✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❧♦❝❛❧ ❙❯❘❊ ♠❛♣✱ ✉s✐♥❣
❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❛❦❡s ❛❜♦✉t 0.2s ♣❡r s❤❛♣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ◆▲▼✲❙❆P✷ ✉s✐♥❣ 15 s❤❛♣❡s ❧❡❛❞s t♦
❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 32s ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆▲
♠❡❛♥s✳

❱✐s✉❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ q✉❛❧✐t✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s ♦❢
◆▲▼✲❙❆P ❛♥❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ◆▲▼✲❙❆P ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✶✷✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧
❝r✐t❡r✐❛ s✉♣♣♦rt ♦✉r ❝❧❛✐♠s✿ t❤❡ P❡❛❦ ❙✐❣♥❛❧ t♦ ◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦ ✭P❙◆❘✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❙■▼✐❧❛r✐t②
✭❙❙■▼✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✹✮ ✭s❡❡ ❙❡❝✳ ✷✳✶✳✸✮✳

✼✳✸✳✶ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆▲▼✲❙❆P

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆▲▼✲❙❆P ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡
t②♣❡ ♦❢ ❢❛♠✐❧②✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ r✐s❦ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✐s
❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❆❲●◆ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ = 20✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ ✉s❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ✜①❡❞ s✐③❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡s ♦❢ ❛r❡❛s✿
12.5✱ 25 ❛♥❞ 50 ♣①2✳ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧②✱ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ◆▲ ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉❣❣❡st t♦
✉s❡ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡ 7× 7 = 49 ♣①2✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❤❛♣❡s ♣r♦✈✐❞❡s
❛❧✇❛②s t❤❡ ❜❡st P❙◆❘✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❜✐❛s ❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❧❛r❣❡
♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠♦r❡ ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❧❡❢t ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ ♣❛t❝❤❡s✳

✶t❤r❡❡ s✉❜✲✐♠❛❣❡s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ▲❛✉r❡♥t ❈♦♥❞❛t✬s ❞❛t❛❜❛s❡✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❣r❡②❝✳❡♥s✐❝❛❡♥✳❢r✴⑦❧❝♦♥❞❛t✴
✷♦✉r ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡

http://www.greyc.ensicaen.fr/~lcondat/


✶✼✻ ✼✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s

✭❛✮ ❆r❡❛ 12.5 ♣①2 ✭❜✮ ❆r❡❛ 50 ♣①2 ✭❝✮ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❘❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r s❤❛♣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ✭12.5 ♣①2✱ 50 ♣①2✱ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ 12.5✱ 25 ❛♥❞ 50 ♣①2✮✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣❛t❝❤ s✐③❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❜❡st P❙◆❘ ❜✉t ❤❛s ♠♦r❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥
s♠♦♦t❤ r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ❧❛r❣❡r ♦♥❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦✳ ❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❡s ❧✐♠✐ts
t❤♦s❡ t✇♦ ✐ss✉❡s✳

❈❛♠❡r❛♠❛♥ ❈✐t② ▲❛❦❡ ❲✐♥❞♠✐❧❧

◆♦✐s② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✷✷✳✶✸✴✵✳✹✵✵ ✷✷✳✶✸✴✵✳✺✻✼ ✷✷✳✶✸✴✵✳✸✽✺ ✷✷✳✶✸✴✵✳✹✺✻

❉✐s❦ s❤❛♣❡s ✭❢❛♠✐❧② ❋✶✮ ✷✾✳✺✽✴✵✳✽✹✹ ✷✽✳✸✷✴✵✳✽✾✼ ✷✽✳✾✸✴✵✳✽✼✽ ✸✶✳✵✽✴✵✳✾✶✷

❍❛❧❢✲♣✐❡ s❤❛♣❡s ✭❢❛♠✐❧② ❋✷✮ ✷✾✳✼✷✴✵✳✽✹✸ ✷✽✳✹✽✴✵✳✽✾✻ ✷✾✳✵✵✴✵✳✽✼✼ ✸✶✳✷✾✴✵✳✾✶✷
◗✉❛rt❡r✲♣✐❡ s❤❛♣❡s ✭❢❛♠✐❧② ❋✸✮ ✷✾✳✻✹✴✵✳✽✹✷ ✷✽✳✷✼✴✵✳✽✾✶ ✷✽✳✽✾✴✵✳✽✼✺ ✸✶✳✷✹✴✵✳✾✶✷
❇❛♥❞ s❤❛♣❡s ✭❢❛♠✐❧② ❋✹✮ ✷✾✳✼✷✴✵✳✽✹✶ ✷✽✳✹✺✴✵✳✽✾✹ ✷✽✳✾✽✴✵✳✽✼✺ ✸✶✳✸✻✴✵✳✾✶✷

❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✶ ❛♥❞ ❋✷ ✷✾✳✼✹✴✵✳✽✹✹ ✷✽✳✺✸✴✵✳✽✾✼ ✷✾✳✵✹✴✵✳✽✼✽ ✸✶✳✸✷✴✵✳✾✶✸
❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✶✱ ❋✷✱ ❋✸ ❛♥❞ ❋✹ ✷✾✳✼✺✴✵✳✽✹✷ ✷✽✳✹✾✴✵✳✽✾✺ ✷✾✳✵✷✴✵✳✽✼✻ ✸✶✳✹✵✴✵✳✾✶✸

❚❛❜❧❡ ✼✳✷✿ ●❛✐♥ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♦r ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s❤❛♣❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢
P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s ✭P❙◆❘✴❙❙■▼✮✳ ❚❤❡ st✉❞✐❡❞ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s ❛r❡ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐s❦s✱ t❤❡
❤❛❧❢✲♣✐❡s✱ t❤❡ q✉❛rt❡r✲♣✐❡s✱ t❤❡ ❜❛♥❞s ❛♥❞ s♦♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✼✳✷✳❛✮✳

❈❛♠❡r❛♠❛♥ ❈✐t② ▲❛❦❡ ❲✐♥❞♠✐❧❧

◆♦✐s② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✷✷✳✶✸✴✵✳✹✵✵ ✷✷✳✶✸✴✵✳✺✻✼ ✷✷✳✶✸✴✵✳✸✽✺ ✷✷✳✶✸✴✵✳✹✺✻

❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❣✳ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❱❛r✳ ✭❲❆❱✮ ✷✾✳✻✹✴✵✳✽✹✶ ✷✽✳✶✺✴✵✳✽✽✼ ✷✽✳✻✾✴✵✳✽✻✽ ✸✶✳✶✵✴✵✳✾✶✵
❊①♣✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❆✈❡r❛❣❡ ✭❊❲❆✮ ✷✾✳✼✹✴✵✳✽✹✹ ✷✽✳✺✸✴✵✳✽✾✼ ✷✾✳✵✹✴✵✳✽✼✽ ✸✶✳✸✷✴✵✳✾✶✷

❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s
✭P❙◆❘✴❙❙■▼✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ t②♣❡s ❛r❡ ❲❆❱ ❛♥❞ ❊❲❆✳

❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s❝❛❧❡s ♦❢ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ ♦✉r ◆▲▼✲❙❆P ♠❡t❤♦❞s ✐♠♣r♦✈❡s s❧✐❣❤t❧②
t❤❡ P❙◆❘✳ ❱✐s✉❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② s♠❛❧❧ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❛t❝❤❡s ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤

❡✛❡❝t ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ t♦♦ ❧❛r❣❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❤❛♣❡s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ str♦♥❣ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦ ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❤❛♣❡s t❤❛♥ s♠❛❧❧ ♦♥❡s ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❛r❡❛s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤
t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛❧♦ ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ✐s ✇❡❧❧ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✼✳✶ ❜② t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡
❙❙■▼ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s q✉❛❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❧♦s❡r t♦ ♦✉r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧
s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❞
❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✷ ❣✐✈❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛♠✐❧✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢❛♠✐❧✐❡s
❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✼✳✷✳❛✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ❞✐s❦s✱ t❤❡ ❤❛❧❢✲♣✐❡s✱ t❤❡ q✉❛rt❡r✲♣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛♥❞s✳
❈♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞✳ ❖✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ s❤❛♣❡



✶✼✼

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❊✐❣❤t ❞❡♥♦✐s❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
✜♥❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❊❛❝❤ ❞❡♥♦✐s❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛r❣❡t
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜✉t s✉✛❡rs ❢r♦♠ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✭❝❡♥tr❛❧✮ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❛❦❡s
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❡✈❡r② ♦r✐❡♥t❡❞✲❞❡♥♦✐s❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② r❡st♦r❡❞ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡
✉s❡❞ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ✇❤✐t❡✳

❢❛♠✐❧✐❡s✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼✱ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❤❛♣❡s✱ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s
❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s s❝❛❧❡s ♦❢ s❤❛♣❡s✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❤❛♣❡s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❞❡♥♦✐s✐♥❣ q✉❛❧✐t②✳ ❯s✐♥❣ ✶✺ s❤❛♣❡s ❢r♦♠ ❢❛♠✐❧✐❡s ❋✶ ❛♥❞ ❋✷ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✱ s❡❡♠s
t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ q✉❛❧✐t②✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽ ✐❧❧✉str❛t❡s
✇❤② ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ s❤❛♣❡s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ♦r✐❡♥t❡❞
♣❛t❝❤ s❤❛♣❡ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜✉t ✐s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥ t❤❡
♦t❤❡r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥ ❛ ✜♥❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥
❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ ❞✐s♣❧❛②s ✇❡✐❣❤t ♠❛♣s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ✜①❡❞
sq✉❛r❡ s❤❛♣❡ ✭✐✳❡✳✱ ◆▲ ♠❡❛♥s✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❛❧❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱
◆▲▼✲❙❆P✮✳ ❋♦r ◆▲ ♠❡❛♥s✱ ❛❧❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ♣✐①❡❧✿ t❤✐s ✐s
t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳ ❋♦r ◆▲▼✲❙❆P✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♠♦r❡ s♣r❡❛❞✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r ♣✐①❡❧s ❛r❡
❞❡t❡❝t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡



✶✼✽ ✼✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s

✭❛✮ ❚❛r❣❡t ♣✐①❡❧ ✭❜✮ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢♦r ◆▲▼ ✭❝✮ ◆❡✐❣❤✳ ❢♦r ◆▲▼✲❙❆P ✭❞✮ ❆✈❣✳ s❤❛♣❡

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳ ✭❛✮ ❚❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛♥
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ t❛r❣❡t ♣✐①❡❧ ❛♥❞ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛♣s ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ♦♥❧② sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡ ✭✐✳❡✳✱ ◆▲ ♠❡❛♥s✮✳ ✭❝✮ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛♣s ♦❢ ✇❡✐❣❤ts
✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s ✭✐✳❡✳✱ ◆▲▼✲❙❆P ✇✐t❤ ❋✶ ❛♥❞ ❋✷✮✳ ✭❞✮ ❲❡✐❣❤t❡❞
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② ◆▲▼✲❙❆P✳

❈❛♠❡r❛♠❛♥ ❈✐t② ▲❛❦❡ ❲✐♥❞♠✐❧❧

◆♦✐s② ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ✷✷✳✶✸✴✵✳✹✵✵ ✷✷✳✶✸✴✵✳✺✻✼ ✷✷✳✶✸✴✵✳✹✺✻ ✷✷✳✶✸✴✵✳✸✽✺

◆♦✐s② r✐s❦ ♠❛♣s ✭❙❯❘❊ ♠❛♣s✮ ✷✾✳✶✸✴✵✳✽✶✼ ✷✼✳✹✶✴✵✳✽✻✺ ✷✽✳✸✽✴✵✳✽✹✻ ✸✵✳✶✺✴✵✳✽✼✷
❈♦♥✈♦❧✈❡❞ r✐s❦ ♠❛♣s ✷✾✳✼✶✴✵✳✽✹✺ ✷✽✳✹✾✴✵✳✽✾✽ ✷✾✳✶✸✴✵✳✽✽✶ ✸✶✳✷✻✴✵✳✾✶✷
❨❛r♦s❧❛✈s❦② r✐s❦ ♠❛♣s ✷✾✳✼✹✴✵✳✽✹✹ ✷✽✳✺✸✴✵✳✽✾✼ ✷✾✳✵✹✴✵✳✽✼✽ ✸✶✳✸✷✴✵✳✾✶✷

❚r✉❡ r✐s❦ ♠❛♣s ✸✷✳✵✾✴✵✳✽✽✵ ✸✷✳✸✶✴✵✳✾✸✽ ✸✷✳✷✼✴✵✳✾✷✷ ✸✹✳✹✸✴✵✳✾✸✺

❚❛❜❧❡ ✼✳✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ❛♥❞
❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s ✭P❙◆❘✴❙❙■▼✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✉s✐♥❣ t❤❡
♥♦✐s② r✐s❦ ♠❛♣s ❞✐r❡❝t❧② ✭✐✳❡✳✱ ❙❯❘❊ ♠❛♣s✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ r✐s❦ ♠❛♣s ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❨❛r♦s❧❛✈s❦② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳

r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❆❱ ❛♥❞ t❤❡ ❊❲❆ ❛❣✲
❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❊❲❆ ♣r♦✈✐❞❡s ❜❡st r❡s✉❧ts✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼✱
s✐♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ ✐t ❝♦♠❜✐♥❡s ❡st✐♠❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ❜✐❛s✲✈❛r✐❛♥❝❡ tr❛❞❡✲♦✛✳
❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ ◆▲▼✲❙❆P ❢♦r ❲❆❱ ❛♥❞ ❊❲❆ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✼✳✶✵✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❛r❡❛s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s❤❛♣❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛♠❡r❛♠❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ■t
s✉♠♠❛r✐③❡s ❢♦r ❛❧❧ ♣✐①❡❧s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❤❛♣❡ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳✾✳❞✳ ■♥ s♠♦♦t❤
r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ s❤❛♣❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✇♦rs❡ t❤❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♦♥❡s ✭❧✐❦❡ ❞✐s❦s ♦r sq✉❛r❡s✮✳
■♥ ❢❛❝t ❛❧❧ s❤❛♣❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ s❤♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❡q✉❛❧❧②✿ ✇❡✐❣❤ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❲❆❱ ❛♥❞ ❊❲❆
❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s ❝❧❡❛r❧② ❛❞❛♣t t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❝❛❧❡ ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s
❛♥❞ t❡①t✉r❡❞ ❛r❡❛s t❤❛♥ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛r❦s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✼✳✶✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣s ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✳ ❚❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✿ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s② r✐s❦ ♠❛♣s ✭✐✳❡✳✱ ❙❯❘❊
♠❛♣s✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ r✐s❦ ♠❛♣s ✭✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❦ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ r❛❞✐✉s ✹✮ ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ❨❛r♦s❧❛✈s❦② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❛❜❧❡ ✼✳✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞
❋✐❣✳ ✼✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ r✐s❦ ♠❛♣ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✐s❦ ♠❛♣s ❜❛s❡❞ ♦♥
❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❨❛r♦s❧❛✈❦② ♦❢ ❙❯❘❊ ♠❛♣s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s✐③❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s ✐s ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥
t❤❡ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❨❛r♦s❧❛✈s❦② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❝❛❧❡ ❛❞❛♣t✐✈✐t②✱ ❢❡❛t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝②✳ ❯s✐♥❣ ❨❛r♦s❧❛✈s❦② ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ◆▲▼✲❙❆P ❛❝ts ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣
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✭❛✮ ❆✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛s ✭❜✮ ❆✈❡r❛❣❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✭❝✮ ❋✐♥❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ✭❛✮ ❆✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛s ❛♥❞ ✭❜✮ ❛✈❡r❛❣❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ s❤❛♣❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣✲
❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦♥ ❛ ♥♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛♠❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ✭❝✮ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❛❣❣❡❣❛t❡
✉s✐♥❣ ✭t♦♣✮ t❤❡ ❲❆❱ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✭❜♦tt♦♠✮ t❤❡ ❊❲❆ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛s ❛♥❞
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦❧♦rs ✇❤♦s❡ ❧❡❣❡♥❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t
❝♦r♥❡rs✳

❜✐❣ s✐③❡s ♦❢ s❤❛♣❡s✱ ❡✈❡♥ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ♣r♦♣❡r❧② t♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r❝❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s❤❛♣❡s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧
❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥♥♦t s❡❧❡❝t ♣r♦♣❡r❧② t❤❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❧✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
♦❢ ❜❡❤❛✈✐♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✭❝❢✳ ❋✐❣✳ ✼✳✶✶✮✳ ❖t❤❡r r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✭♠❡❞✐❛♥ ✜❧t❡r✱ ◆▲ ♠❡❛♥s✱❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥✮ ❜✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞
str✐❦✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❚❛❜✳ ✼✳✹ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❣❛♣ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣s ❛♥❞ ❛♥ ✏♦r❛❝❧❡ r✐s❦ ♠❛♣✑ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧
sq✉❛r❡ ❡rr♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡✿ (uk(x)− u(x))2✳

✼✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ◆▲▼✲❙❆P ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤✲
♦❞s ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡t ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ✐♠❛❣❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s σ✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✭♣✐①❡❧✇✐s❡✮ ◆▲ ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤✲
♦✉t ❲❆❱ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✭✇✐t❤ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ s❝❛❧❡✮ t❤❡ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✉s✐♥❣
❙❯❘❊✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❜②
●♦♦ss❡♥s ❡t ❛❧✳ ✭●♦♦ss❡♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮✱ t❤❡ ❇❧♦❝❦✲▼❛t❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ✸❉ ✜❧t❡r✐♥❣ ✭❇▼✸❉✮ ❞❡♥♦✐s❡r
✭❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ◆▲▼✲❙❆P ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❚❛❜❧❡ ✼✳✺ s❤♦✇s t❤❛t ◆▲▼✲❙❆P ❜r✐♥❣s ❛ ❣❛✐♥ ♦❢ P❙◆❘ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶ ❞❇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡



✶✽✵ ✼✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s

✭❛✮ ◆♦✐s② r✐s❦ ✭❜✮ ❈♦♥✈♦❧✈❡❞ r✐s❦ ✭❝✮ ❨❛r♦s❧❛✈s❦②

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ✭t♦♣✮ ❆✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛s ❛♥❞ ✭♠✐❞❞❧❡ ❧✐♥❡✮ ❛✈❡r❛❣❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ s❤❛♣❡s ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t r✐s❦ ♠❛♣s ♦♥ ❛ ♥♦✐s② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛♠❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ✭❜♦tt♦♠✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
r❡s✉❧ts ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛♠❛♥✬s ♥❡❝❦✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s② r✐s❦ ♠❛♣s ✭✐✳❡✳✱
❙❯❘❊ ♠❛♣s✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✈❡❞ r✐s❦ ♠❛♣s ❛♥❞ t❤❡ r✐s❦ ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❨❛r♦s❧❛✈s❦② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛r❡❛s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦❧♦rs ✇❤♦s❡ ❧❡❣❡♥❞s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❝♦r♥❡rs✳

❝❧❛ss✐❝❛❧ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭❢♦r σ ≤ 20✮✳ ❚❤❡ ❙❙■▼ ✐s ❛❧s♦ ✉s✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❇▼✸❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s
t♦ ❜❡tt❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts t❤❛♥ ❛❧❧ ◆♦♥ ▲♦❝❛❧ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈✐s✉❛❧
r❡s✉❧ts✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭●♦♦ss❡♥s ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✽✮ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦s✱ ❇▼✸❉ ❛♥❞ ◆▲▼✲❙❆P ❤❛✈❡
r❡❞✉❝❡❞ ❛ ❧♦t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❖✉r ◆▲▼✲❙❆P ♣r♦✈✐❞❡s s♠♦♦t❤ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡t❛✐❧s✱
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❛♠❡r❛♠❛♥✬s ❤❡❛❞✱ t❤❡ ❤♦✉s❡ ✇✐♥❞♦✇s✱ t❤❡ ✇✐♥❞♠✐❧❧ ❜❧❛❞❡s✱ t❤❡ tr❡❡✲tr✉♥❦ ❛♥❞ t❤❡



✶✽✶

◆▲ ♠❡❛♥s ❇❧♦❝❦✲◆▲▼ ❲❆❱ ◆▲▼ ❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳ ■◆▲▼ ❇▼✸❉ ◆▲▼✲❙❆P

σ = 10

❜❛r❜❛r❛ ✸✷✳✷✸✴✵✳✾✻✾ ✸✷✳✻✶✴✵✳✾✼✶ ✸✷✳✽✾✴✵✳✾✼✵ ✸✸✳✽✺✴✵✳✾✼✵ ✸✹✳✷✾✴✵✳✾✼✸ ✸✹✳✾✵✴✵✳✾✼✼ ✸✸✳✻✾✴✵✳✾✼✵
❜♦❛t ✸✷✳✵✵✴✵✳✾✺✻ ✸✷✳✹✶✴✵✳✾✺✽ ✸✷✳✻✶✴✵✳✾✺✺ ✸✷✳✼✼✴✵✳✾✺✺ ✸✸✳✷✶✴✵✳✾✻✷ ✸✸✳✽✺✴✵✳✾✻✼ ✸✷✳✾✾✴✵✳✾✺✸
❜r✐❞❣❡ ✷✾✳✵✽✴✵✳✽✽✹ ✷✾✳✷✸✴✵✳✽✽✾ ✷✾✳✹✵✴✵✳✽✾✶ ✷✾✳✼✵✴✵✳✽✽✼ ✸✵✳✹✻✴✵✳✾✵✹ ✸✵✳✻✻✴✵✳✾✵✻ ✸✵✳✵✸✴✵✳✽✾✻
❝❛♠❡r❛♠❛♥ ✸✷✳✶✸✴✵✳✾✵✾ ✸✷✳✹✼✴✵✳✾✶✸ ✸✷✳✽✺✴✵✳✾✷✶ ✸✸✳✶✶✴✵✳✾✷✵ ✸✸✳✺✷✴✵✳✾✷✻ ✸✹✳✵✺✴✵✳✾✸✵ ✸✸✳✺✵✴✵✳✾✷✸
❝✐t② ✸✵✳✻✵✴✵✳✾✷✷ ✸✶✳✵✵✴✵✳✾✷✻ ✸✶✳✹✾✴✵✳✾✹✶ ✸✷✳✵✼✴✵✳✾✹✽ ✸✷✳✵✶✴✵✳✾✹✸ ✸✸✳✶✹✴✵✳✾✺✺ ✸✷✳✼✸✴✵✳✾✺✷
❝♦✉♣❧❡ ✸✶✳✾✾✴✵✳✾✺✷ ✸✷✳✹✶✴✵✳✾✺✹ ✸✷✳✻✼✴✵✳✾✺✷ ✸✷✳✽✶✴✵✳✾✺✺ ✸✸✳✷✺✴✵✳✾✺✾ ✸✸✳✾✸✴✵✳✾✻✼ ✸✸✳✵✼✴✵✳✾✹✽
✜♥❣❡r♣r✐♥t ✷✽✳✼✼✴✵✳✾✽✽ ✷✽✳✽✸✴✵✳✾✽✽ ✷✽✳✾✺✴✵✳✾✽✽ ✸✵✳✻✻✴✵✳✾✽✻ ✸✷✳✶✹✴✵✳✾✾✵ ✸✷✳✹✶✴✵✳✾✾✵ ✸✵✳✹✹✴✵✳✾✽✽
✢✐♥st♦♥❡s ✸✵✳✸✸✴✵✳✾✼✻ ✸✵✳✼✶✴✵✳✾✼✽ ✸✶✳✵✼✴✵✳✾✼✼ ✸✶✳✺✵✴✵✳✾✼✼ ✸✶✳✻✽✴✵✳✾✼✽ ✸✷✳✹✵✴✵✳✾✽✵ ✸✶✳✽✺✴✵✳✾✼✽
❤✐❧❧ ✸✵✳✸✷✴✵✳✽✺✾ ✸✵✳✻✻✴✵✳✽✻✾ ✸✵✳✾✻✴✵✳✽✼✶ ✸✵✳✾✸✴✵✳✽✻✸ ✸✶✳✹✸✴✵✳✽✼✼ ✸✶✳✽✺✴✵✳✽✽✸ ✸✶✳✹✾✴✵✳✽✼✶
❧❛❦❡ ✸✶✳✻✹✴✵✳✾✶✾ ✸✷✳✶✵✴✵✳✾✷✹ ✸✷✳✹✷✴✵✳✾✸✻ ✸✷✳✺✻✴✵✳✾✸✻ ✸✷✳✾✺✴✵✳✾✹✵ ✸✸✳✻✷✴✵✳✾✹✾ ✸✸✳✷✷✴✵✳✾✹✸
❧❡♥❛ ✸✹✳✵✽✴✵✳✾✻✷ ✸✹✳✹✼✴✵✳✾✻✹ ✸✹✳✻✺✴✵✳✾✻✷ ✸✹✳✽✶✴✵✳✾✻✶ ✸✺✳✸✹✴✵✳✾✻✺ ✸✺✳✼✾✴✵✳✾✻✾ ✸✺✳✵✵✴✵✳✾✺✾
♠❛♥ ✸✷✳✶✹✴✵✳✾✺✸ ✸✷✳✺✸✴✵✳✾✺✺ ✸✷✳✼✺✴✵✳✾✺✶ ✸✷✳✽✼✴✵✳✾✺✶ ✸✸✳✸✹✴✵✳✾✺✽ ✸✸✳✾✵✴✵✳✾✻✸ ✸✸✳✷✵✴✵✳✾✹✾
♠❛♥❞r✐❧ ✸✵✳✶✶✴✵✳✾✺✹ ✸✵✳✷✻✴✵✳✾✺✺ ✸✵✳✸✾✴✵✳✾✺✷ ✸✶✳✷✾✴✵✳✾✺✵ ✸✷✳✼✸✴✵✳✾✻✵ ✸✸✳✵✾✴✵✳✾✻✻ ✸✶✳✶✶✴✵✳✾✹✽
✇✐♥❞♠✐❧❧ ✸✸✳✵✵✴✵✳✾✸✽ ✸✸✳✹✽✴✵✳✾✹✶ ✸✹✳✵✻✴✵✳✾✺✸ ✸✺✳✵✺✴✵✳✾✺✼ ✸✹✳✻✷✴✵✳✾✺✽ ✸✺✳✽✶✴✵✳✾✻✻ ✸✺✳✷✹✴✵✳✾✺✽

σ = 20

❜❛r❜❛r❛ ✷✾✳✽✼✴✵✳✾✸✻ ✸✵✳✸✵✴✵✳✾✸✾ ✸✵✳✸✶✴✵✳✾✸✼ ✸✵✳✻✷✴✵✳✾✸✾ ✸✵✳✾✺✴✵✳✾✹✻ ✸✶✳✼✻✴✵✳✾✺✸ ✸✵✳✹✶✴✵✳✾✸✵
❜♦❛t ✷✾✳✷✾✴✵✳✽✾✷ ✷✾✳✻✸✴✵✳✽✾✸ ✷✾✳✺✺✴✵✳✽✽✻ ✷✾✳✺✾✴✵✳✽✾✼ ✷✾✳✾✷✴✵✳✾✵✷ ✸✵✳✽✶✴✵✳✾✷✼ ✷✾✳✻✼✴✵✳✽✼✼
❜r✐❞❣❡ ✷✺✳✻✽✴✵✳✼✸✾ ✷✻✳✶✶✴✵✳✼✺✻ ✷✻✳✶✼✴✵✳✼✹✸ ✷✺✳✽✾✴✵✳✼✸✽ ✷✻✳✷✵✴✵✳✼✻✶ ✷✻✳✼✻✴✵✳✼✼✺ ✷✻✳✷✹✴✵✳✼✷✽
❝❛♠❡r❛♠❛♥ ✷✽✳✺✾✴✵✳✽✷✸ ✷✾✳✵✶✴✵✳✽✸✶ ✷✾✳✷✸✴✵✳✽✸✽ ✷✾✳✺✽✴✵✳✽✺✻ ✷✾✳✹✾✴✵✳✽✺✷ ✸✵✳✸✹✴✵✳✽✼✶ ✷✾✳✼✹✴✵✳✽✹✹
❝✐t② ✷✻✳✺✽✴✵✳✽✻✸ ✷✼✳✵✼✴✵✳✽✻✽ ✷✼✳✸✵✴✵✳✽✼✼ ✷✼✳✽✺✴✵✳✽✾✸ ✷✽✳✵✵✴✵✳✽✾✸ ✷✾✳✵✻✴✵✳✾✶✷ ✷✽✳✺✸✴✵✳✽✾✼
❝♦✉♣❧❡ ✷✾✳✵✸✴✵✳✽✾✷ ✷✾✳✹✷✴✵✳✽✾✺ ✷✾✳✹✶✴✵✳✽✽✾ ✷✾✳✷✺✴✵✳✽✾✸ ✷✾✳✽✷✴✵✳✾✵✸ ✸✵✳✻✼✴✵✳✾✷✼ ✷✾✳✸✼✴✵✳✽✼✼
✜♥❣❡r♣r✐♥t ✷✻✳✹✽✴✵✳✾✺✽ ✷✻✳✾✹✴✵✳✾✻✵ ✷✼✳✶✻✴✵✳✾✺✽ ✷✼✳✷✵✴✵✳✾✺✼ ✷✼✳✼✺✴✵✳✾✻✺ ✷✽✳✽✵✴✵✳✾✼✷ ✷✼✳✹✺✴✵✳✾✺✶
✢✐♥st♦♥❡s ✷✼✳✶✾✴✵✳✾✺✽ ✷✼✳✼✵✴✵✳✾✺✾ ✷✽✳✵✸✴✵✳✾✺✺ ✷✽✳✾✷✴✵✳✾✻✶ ✷✽✳✺✹✴✵✳✾✻✷ ✷✾✳✺✺✴✵✳✾✻✻ ✷✾✳✵✹✴✵✳✾✻✵
❤✐❧❧ ✷✼✳✺✵✴✵✳✼✸✸ ✷✼✳✽✻✴✵✳✼✹✺ ✷✼✳✼✽✴✵✳✼✸✺ ✷✼✳✻✷✴✵✳✼✹✶ ✷✼✳✾✾✴✵✳✼✺✻ ✷✽✳✺✶✴✵✳✼✼✾ ✷✼✳✽✸✴✵✳✼✷✹
❧❛❦❡ ✷✼✳✼✽✴✵✳✽✺✹ ✷✽✳✷✸✴✵✳✽✻✶ ✷✽✳✶✽✴✵✳✽✻✺ ✷✽✳✹✽✴✵✳✽✼✷ ✷✽✳✽✷✴✵✳✽✽✶ ✷✾✳✸✽✴✵✳✽✾✹ ✷✾✳✵✹✴✵✳✽✼✽
❧❡♥❛ ✸✶✳✻✶✴✵✳✾✷✻ ✸✶✳✾✾✴✵✳✾✷✽ ✸✶✳✾✺✴✵✳✾✷✹ ✸✶✳✻✼✴✵✳✾✷✷ ✸✷✳✸✼✴✵✳✾✸✷ ✸✷✳✾✽✴✵✳✾✹✵ ✸✶✳✾✷✴✵✳✾✶✽
♠❛♥ ✷✾✳✸✹✴✵✳✽✽✻ ✷✾✳✻✹✴✵✳✽✽✼ ✷✾✳✺✹✴✵✳✽✽✵ ✷✾✳✺✺✴✵✳✽✽✾ ✷✾✳✽✶✴✵✳✽✾✺ ✸✵✳✺✷✴✵✳✾✶✺ ✷✾✳✻✷✴✵✳✽✼✷
♠❛♥❞r✐❧ ✷✼✳✵✷✴✵✳✽✻✾ ✷✼✳✸✶✴✵✳✽✼✷ ✷✼✳✸✺✴✵✳✽✻✹ ✷✼✳✸✸✴✵✳✽✻✼ ✷✽✳✷✷✴✵✳✽✽✹ ✷✾✳✵✹✴✵✳✾✶✵ ✷✼✳✹✺✴✵✳✽✹✻
✇✐♥❞♠✐❧❧ ✷✾✳✸✻✴✵✳✽✽✸ ✷✾✳✾✹✴✵✳✽✾✵ ✸✵✳✶✽✴✵✳✾✵✶ ✸✶✳✹✹✴✵✳✾✶✼ ✸✵✳✽✺✴✵✳✾✶✼ ✸✷✳✵✻✴✵✳✾✸✺ ✸✶✳✸✷✴✵✳✾✶✷

σ = 40

❜❛r❜❛r❛ ✷✻✳✻✺✴✵✳✽✺✺ ✷✻✳✼✽✴✵✳✽✺✽ ✷✻✳✻✼✴✵✳✽✺✻ ✷✻✳✽✻✴✵✳✽✻✻ ✷✼✳✹✾✴✵✳✽✼✾ ✷✽✳✵✹✴✵✳✽✾✻ ✷✻✳✵✹✴✵✳✽✸✶
❜♦❛t ✷✻✳✷✻✴✵✳✼✽✶ ✷✻✳✸✽✴✵✳✼✽✹ ✷✻✳✷✶✴✵✳✼✼✾ ✷✻✳✷✼✴✵✳✼✽✾ ✷✻✳✼✹✴✵✳✽✵✵ ✷✼✳✻✹✴✵✳✽✹✽ ✷✻✳✵✻✴✵✳✼✻✷
❜r✐❞❣❡ ✷✸✳✵✶✴✵✳✺✷✾ ✷✸✳✶✹✴✵✳✺✹✵ ✷✸✳✵✷✴✵✳✺✸✸ ✷✸✳✶✻✴✵✳✺✻✽ ✷✸✳✶✺✴✵✳✺✺✷ ✷✸✳✾✽✴✵✳✻✶✺ ✷✷✳✾✶✴✵✳✺✶✶
❝❛♠❡r❛♠❛♥ ✷✺✳✽✾✴✵✳✼✵✼ ✷✻✳✶✶✴✵✳✼✷✹ ✷✺✳✽✽✴✵✳✼✷✹ ✷✻✳✷✾✴✵✳✼✻✽ ✷✻✳✻✷✴✵✳✼✻✻ ✷✼✳✷✻✴✵✳✽✵✶ ✷✻✳✷✽✴✵✳✼✹✾
❝✐t② ✷✸✳✺✵✴✵✳✼✸✸ ✷✸✳✼✺✴✵✳✼✹✻ ✷✸✳✹✷✴✵✳✼✸✻ ✷✸✳✼✼✴✵✳✼✻✻ ✷✹✳✵✹✴✵✳✼✼✾ ✷✺✳✷✺✴✵✳✽✷✾ ✷✸✳✼✵✴✵✳✼✹✼
❝♦✉♣❧❡ ✷✺✳✼✸✴✵✳✼✻✾ ✷✺✳✽✼✴✵✳✼✼✷ ✷✺✳✼✺✴✵✳✼✻✼ ✷✺✳✻✼✴✵✳✼✼✺ ✷✻✳✸✸✴✵✳✼✾✷ ✷✼✳✹✸✴✵✳✽✹✾ ✷✺✳✸✾✴✵✳✼✸✼
✜♥❣❡r♣r✐♥t ✷✸✳✹✺✴✵✳✽✺✺ ✷✸✳✼✽✴✵✳✽✺✾ ✷✸✳✼✷✴✵✳✽✺✻ ✷✸✳✾✸✴✵✳✽✽✺ ✷✹✳✵✽✴✵✳✽✼✽ ✷✺✳✷✼✴✵✳✾✷✻ ✷✸✳✵✼✴✵✳✽✶✼
✢✐♥st♦♥❡s ✷✹✳✼✻✴✵✳✾✵✸ ✷✹✳✽✻✴✵✳✽✾✽ ✷✹✳✻✸✴✵✳✽✾✵ ✷✺✳✷✾✴✵✳✾✶✺ ✷✺✳✸✺✴✵✳✾✶✻ ✷✻✳✵✼✴✵✳✾✸✸ ✷✺✳✵✷✴✵✳✽✽✽
❤✐❧❧ ✷✹✳✺✼✴✵✳✺✺✺ ✷✹✳✼✸✴✵✳✺✻✽ ✷✹✳✻✼✴✵✳✺✻✹ ✷✹✳✻✸✴✵✳✺✽✸ ✷✹✳✾✼✴✵✳✺✾✵ ✷✺✳✽✼✴✵✳✻✺✾ ✷✹✳✹✸✴✵✳✺✹✵
❧❛❦❡ ✷✹✳✼✶✴✵✳✼✶✺ ✷✹✳✽✽✴✵✳✼✸✷ ✷✹✳✻✼✴✵✳✼✷✼ ✷✹✳✾✾✴✵✳✼✺✾ ✷✺✳✷✺✴✵✳✼✼✹ ✷✺✳✽✻✴✵✳✽✵✺ ✷✹✳✼✾✴✵✳✼✹✷
❧❡♥❛ ✷✽✳✸✶✴✵✳✽✹✻ ✷✽✳✺✶✴✵✳✽✺✵ ✷✽✳✹✷✴✵✳✽✹✽ ✷✽✳✸✼✴✵✳✽✺✸ ✷✾✳✶✹✴✵✳✽✻✽ ✷✾✳✼✼✴✵✳✽✽✸ ✷✽✳✷✷✴✵✳✽✸✾
♠❛♥ ✷✻✳✹✷✴✵✳✼✼✾ ✷✻✳✺✷✴✵✳✼✽✶ ✷✻✳✹✺✴✵✳✼✼✽ ✷✻✳✹✻✴✵✳✼✽✺ ✷✻✳✽✸✴✵✳✼✾✷ ✷✼✳✺✼✴✵✳✽✸✸ ✷✻✳✸✵✴✵✳✼✻✶
♠❛♥❞r✐❧ ✷✸✳✼✺✴✵✳✻✼✽ ✷✸✳✽✸✴✵✳✻✼✼ ✷✸✳✼✹✴✵✳✻✼✶ ✷✸✳✾✽✴✵✳✼✵✼ ✷✹✳✶✻✴✵✳✼✵✺ ✷✺✳✷✷✴✵✳✼✽✾ ✷✸✳✸✾✴✵✳✻✸✸
✇✐♥❞♠✐❧❧ ✷✻✳✹✶✴✵✳✼✻✾ ✷✻✳✺✾✴✵✳✼✽✼ ✷✻✳✸✻✴✵✳✼✽✾ ✷✼✳✹✻✴✵✳✽✸✼ ✷✼✳✷✸✴✵✳✽✸✾ ✷✽✳✵✹✴✵✳✽✼✽ ✷✻✳✻✺✴✵✳✽✶✺

❚❛❜❧❡ ✼✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘
❛♥❞ ❙❙■▼ ✈❛❧✉❡s ✭P❙◆❘✴❙❙■▼✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✭♣✐①❡❧✇✐s❡✮ ◆▲ ♠❡❛♥s
✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❢♦r sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s
✉s✐♥❣ ❲❆❱ r❡♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s✱ t❤❡ ♣✐①❡❧✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ✉s✐♥❣ ❙❯❘❊✲❜❛s❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡
❜❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❉✉✈❛❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✱ t❤❡ ■♠♣r♦✈❡❞ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭■◆▲▼✮ ✭●♦♦ss❡♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽✮
t❤❡ ❇▼✸❉ ❞❡♥♦✐s❡r ✭❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s❡❞ ◆▲▼✲❙❆P ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❝❛r✳ ❱✐s✉❛❧❧②✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ◆▲▼✲❙❆P ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
❇▼✸❉✳



✶✽✷ ✼✳ ❙♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ◆▲▼✲❙❆P ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♦t❤❡r st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ✭σ = 20✮✳ ❋r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦✐s②
✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✭♣✐①❡❧✇✐s❡✮ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭❇✉❛❞❡s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺✮✱ t❤❡
❜❧♦❝❦✇✐s❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❢♦r sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s t❤❡ ❇▼✸❉ ❞❡♥♦✐s❡r ✭❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✮✱ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ◆▲▼✲❙❆P ❛♣♣r♦❛❝❤✳



✶✽✸

✼✳✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❚❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆▲▼✲❙❆P ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛♥♦t❤❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦
✉s❡rs ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❢❛st ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❊❲❆
❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❲❆❱ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② t❤r❡❡ s❝❛❧❡s ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡
s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❡♥ 5 t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✉s✐♥❣ 15 s❤❛♣❡s ❛t t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛
s❧✐❣❤t ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ P❙◆❘✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❲❆❱ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✲❢r❡❡✳

✼✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ r❛r❡ ♣❛t❝❤ ❡✛❡❝t ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦✐s② ❤❛❧♦s ❝r❡❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡ ❜② s♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡
♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s✳ ❆ ❢❛st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ◆▲ ♠❡❛♥s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ❛r❜✐tr❛r② s❝❛❧❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✱
❞✐✛❡r❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❛t❝❤
s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❢♦✉r ❡❞❣❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❛t❝❤ s❤❛♣❡s✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❡①t❡♥❞❡❞ ❙❯❘❊✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s
✐♥ ❛ s♣❛t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ✇❛②✳ ❚♦ ❣❡t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❧♦❝❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ✜❧t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡
❙❯❘❊✲❜❛s❡❞ r✐s❦ ♠❛♣s r❡q✉✐r❡ t♦ ❜❡ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❛t ❨❛r♦s❧❛✈s❦② r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ r✐s❦ ♠❛♣s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❜♦t❤ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❞
✈✐s✉❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✭t❤❡ ♥♦✐s❡ ❤❛❧♦ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❡❞❣❡s✮✳ ❱✐s✉❛❧❧②✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s
♦t❤❡r ◆▲ ♠❡❛♥s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✳ ■t ✐s st✐❧❧ ♦✉t✲♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② ❇▼✸❉ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❙◆❘ ❛♥❞ ❙❙■▼✳

❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡✲
♥✐❡♥t s❤❛♣❡s ♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ t♦ ❛♣♣❧② ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦
t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ♥♦✐s❡✱ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣✳ ✺✳
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✶✽✺

❈❤❛♣t❡r ✽

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡✈❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ r❛❞❛r ✐♠❛❣❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ str♦♥❣ s♣❡❝❦❧❡

t❤❛t ❝♦rr✉♣ts t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s ♠❛❦❡ t❤❡✐r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✳ ❙♣❡❝❦❧❡ ❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❢r♦♠ ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t❤✉s r❡q✉✐r❡s ❛❞❛♣t❡❞ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛s ❜❡❡♥ t♦ ❜r✐❞❣❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝✉tt✐♥❣ ❡❞❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s r❡str✐❝t❡❞ t♦
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❙❆❘ ❞❡s♣❡❝❦❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚♦ ❜❡st ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❙❆❘
✐♠❛❣❡s✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ♠✉st ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ str♦♥❣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡
✉s❡ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r r♦❜✉st s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❛✐s❡❞ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦✐s②
♣❛t❝❤❡s✳

P❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ■♥ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ s❡✈❡r❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛t❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✐♥ ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥
♥♦✐s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥❡✇ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
r❛t✐♦ t❡st✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ ❛ t❛s❦✲❜❛s❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇❡r❡ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

❉❛t❛ ❞r✐✈❡♥ s❡❧❡❝t✐♦♥✿ ❲❤❡♥ ♥♦✐s❡ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ❜✐❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤
s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❞✐s❝❛r❞ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❤✐❝❤ ❜✐❛s❡s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥✲r✉❧❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✉♥❜✐❛s❡❞
❡st✐♠❛t♦r ✇✐t❤ ❛♥ ❡q✉❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✿ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥tr❛st
♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳

■♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✱ ❛♥ ♦r❛❝❧❡ st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ r❛t❤❡r ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ ❛ s♠❛❧❧ ❜✐❛s✳ ❚❤✐s ❜✐❛s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❜❧✉r ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡
❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✲
✐♥❣ s✐❣♥❛❧✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❜❧✉r ✐♥ t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✿ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ t❡①t✉r❡s ❛♥❞ ♣✉♥❝t✉❛❧
t❛r❣❡ts ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳

❚✇♦✲st❡♣ ♦r ✐t❡r❛t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥✿ ❲❤❡♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥t❡♥s✐t②✱
✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ✐♠❛❣❡s✿ t❤❡ ♥♦✐s② ♦♥❡ ❛♥❞ ❛ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞
♦♥❡ ✭♣♦ss✐❜❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✮✳ ❆♥ ♦r❛❝❧❡ st✉❞② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② t♦ r❡✜♥❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ t❡st✳
❲❤❡♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ sq✉❛r❡ ❡rr♦r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ✐t t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤♦♦s❡
t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❞❡❧✐t✐❡s t♦ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✳

◆♦♥✲❧♦❝❛❧ ❙❆❘ ✭◆▲✲❙❆❘✮✿ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❛s r❡t❛✐♥❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡✲
♥♦✐s✐♥❣ ♦❢ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❖✉r r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ t❤❡ ❝♦✈❡r ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ●❘❙▲ ◆❡✇s❧❡tt❡r
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✭❛✮ ■❊❊❊ ●❘❙▲ ◆❡✇s❧❡tt❡r ♦❢ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✶ ✭❜✮ ❙✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ✐♠❛❣❡

✭❝✮ ✶✵✵✲❧♦♦❦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ✭❞✮ ❘❡s✉❧t ♦❢ ◆▲✲❙❆❘

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ❝♦✈❡r ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ●❘❙▲ ◆❡✇s❧❡tt❡r ♦❢ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✶ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ◆▲✲❙❆❘ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳ ✭❜✮ ❆ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ✐♠❛❣❡ ♦❢
r❡s♦❧✉t✐♦♥ 1♠ × 1♠ ✭❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❖◆❊❘❆✱ ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦❡❞ ❜② ❈◆❊❙✱ ❝©❖◆❊❘❆ ❈◆❊❙✮✳ ✭❝✮ ❆
✶✵✵✲❧♦♦❦ ✐♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✉❧t✐✲❧♦♦❦✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛✳
❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ✭❞✮ ❚❤❡ ❞❡♥♦✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦
✐♠❛❣❡✳

♦❢ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✶ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✳✶✮✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❞❡♥♦✐s✐♥❣
t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■t ❝♦♠♣❛r❡s ♦✉r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❞❡❝✐♠❛t❡❞ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡
✭1♠ ❣r♦✉♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥✮ ✇✐t❤ ❛ ✶✵✵✲❧♦♦❦ ✐♠❛❣❡ ✭✐✳❡✳✱ ❛t ❡❛❝❤ 1♠ × 1♠ ♣✐①❡❧✱ ✶✵✵ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ ❛
10❝♠×10❝♠ ✐♠❛❣❡ ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞✮✳❚❤❡ ✶✵✵✲❧♦♦❦ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ✐♥ t❤❡
s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❧♦✇✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢
s♦♠❡ t❛r❣❡ts✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞✉❡ t♦ s♣❡❝❦❧❡ ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✐❧❧✉str❛t❡s
t❤❛t ✜♥❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ✇❡❧❧ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋♦r ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✲
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✭❛✮ ◗✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❜✮ ✶✻ ✜rst ❛①❡s ✐♥ ♣❛rt ✶ ✭❝✮ ✶✻ ✜rst ❛①❡s ✐♥ ♣❛rt ✷

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❆♥ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✐ts ✶✻ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣❛t❝❤❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦✈❡r t✇♦ st❛❝❦s ❡①tr❛❝t❡❞
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ♣❛t❝❤❡s
❛r❡ ❦❡♣t ❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞tr❡❡ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s s❡❡♠ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳

♦❧♦❣② ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥s♣✐r❡❞ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✭P❛rr✐❧❧✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✵❀ ❚❡✉❜❡r ❛♥❞ ▲❛♥❣✱ ✷✵✶✶❀ ❋❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❀ ❩❤♦♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮✳ ❋♦r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞
♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✱ ♦✉r ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞✳ ■♥
t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛t❡st ❛❡r✐❛❧ r❛❞❛r s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❉▲❘✱ ❋✲❙❆❘✱ ❛♥❞ ✐ts
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ s✉❝❤ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❙❆❘ ❞❛t❛✳

P♦✐ss♦♥ ◆▲ ♠❡❛♥s✿ ❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❤❛s ❧❡❞ t♦ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ♣❤♦t♦♥✲❧✐♠✐t❡❞ ✐♠❛❣❡r②
s✉❝❤ ❛s ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❛str♦♥♦♠②✳ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✇❛r❞❡❞ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ t❤❡ ❜❡st
st✉❞❡♥t ♣❛♣❡r ❛✇❛r❞ ❛t ■❈■P✬✷✵✶✵✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛s t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲

❛rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ✭▲❡❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✮ ❡✈❡♥ ✐❢ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❇▼✸❉ ❛♥❞ t❤❡ ❙❆❋■❘ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✇✐t❤ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡rs❡ ❆♥s❝♦♠❜❡ tr❛♥s❢♦r♠ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❛t ❧❡❛st ❛s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✭❉❛❜♦✈ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✼❀ ❇♦✉❧❛♥❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❀ ▼ä❦✐t❛❧♦ ❛♥❞ ❋♦✐✱ ✷✵✶✶✮✳

◆▲ ♠❡❛♥s ✇✐t❤ s❤❛♣❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣❛t❝❤❡s ✭◆▲▼✲❙❆P✮✿ ❈♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s♣❛t✐❛❧
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢
✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❱✐♥❝❡♥t ❉✉✈❛❧ ❛♥❞ ❏♦s❡♣❤ ❙❛❧♠♦♥✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ r❡❧✐❡❞ ♦♥
❛ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❢♦r ❛r❜✐tr❛r② s❤❛♣❡s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡
❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛♥② ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ◆▲ ♠❡❛♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ♣♦✐♥t❡❞ ✉s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙t❡✐♥ ✉♥❜✐❛s❡❞ r✐s❦ ❡st✐♠❛t♦r t♦
❧♦❝❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❜❡st s❝❛❧❡s ❛♥❞ s❤❛♣❡s ♦❢ ♣❛t❝❤❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❧t❡r ❤❛s ❧❡❞ t♦ r❡s✉❧ts ♦❢
❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♦t❤❡r ◆▲ ♠❡❛♥s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✳

❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐ss✉❡s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❘❛r❡ ❢❡❛t✉r❡s✿ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐❝t✐♦♥❛r②

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❝❛r❡ ✇❤❡♥ t❤❡✐r ✐♥❤❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✳
❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ♦♥ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❤✐❣❤ ❞②♥❛♠✐❝ r❛♥❣❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✏r❛r❡✑ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡❢❡❛ts t❤❡ ♣❛t❝❤ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛t❝❤❡s ✇✐t❤
❛❞❛♣t✐✈❡ s✐③❡s ❛♥❞ s❤❛♣❡s ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡
❢❡❛t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✉♥✐q✉❡ ❢❡❛t✉r❡s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ■ r❡♠❡♠❜❡r ❛ ♣❛ss✐♦♥❛t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✇✐t❤ ❱✐♥❝❡♥t ❉✉✈❛❧ ❛♥❞



✶✽✽ ✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✭❛✮ ◆♦✐s② ✐♠❛❣❡ ✭❜✮ ❉✐❝t✐♦♥❛r② ✭❝✮ ❋✐❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡

❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ✭❛✮ ❆ ❙▲❈ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ✭❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❘❆▼❙❊❙ ❝©❖◆❊❘❆ ❈◆❊❙✮✱ ✭❜✮ ❛ ❞✐❝t✐♦✲
♥❛r② ❧❡❛r♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✭❝✮ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ✐♠❛❣❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛r♥❡❞
❞✐❝t✐♦♥❛r②✳

❏♦s❡♣❤ ❙❛❧♠♦♥ ♦♥ ✇❤❛t ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s s❤♦✉❧❞ ❞♦ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❙❤♦✉❧❞ ✇❡ ❡♥❢♦r❝❡ r❡❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❛ ❜✐❛s✱ ♦r✱ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ❧❡❛✈❡ s♦♠❡ ♥♦✐s② ♣❛rts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡❄ ❖❢ ❝♦✉rs❡ ✐t
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛t ❤❛♥❞✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✱ ❛ ♣✉♥❝t✉❛❧ t❛r❣❡t ✭♦❢t❡♥ ❛ ❜r✐❣❤t s❝❛tt❡r❡r✮ ♠❛②
✈❡r② ✇❡❧❧ ❤❛✈❡ ♥♦ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ✐t ❤❛s ❛ ♥♦♥✲❝♦♠♠♦♥ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝
s✐❣♥❛t✉r❡✳ ■t ✐s ✈❛✐♥ t♦ r❡st♦r❡ s✉❝❤ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ❜② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥t t❤✉s ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
❧❡❛✈❡ t❤✐s t❛r❣❡t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✜♥❞ ❛t
❧❡❛st t❤r❡❡ r❡♣❧✐❝❛s ✭t♦ ♣r❡✈❡♥t s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐ss✉❡s✮✳ ❲❡ t❤❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢
♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✉t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡♣❧✐❝❛ ✇❡
✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜✐❛s s✉❝❤ ♣✉♥❝t✉❛❧ t❛r❣❡ts✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❤❛t ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡❄

■❢ ❢❡❛t✉r❡s ❤❛✈❡ ♥♦ r❡♣❧✐❝❛ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥t✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥st❡❛❞ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❛♥ ❡①tr❛ ❞❛t❛❜❛s❡✳
❆ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡①♣❧♦✐t ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛t✉r❡✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t♦
♣r❡✈❡♥t ❤✐❣❤ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ r❡❧❡✈❛♥t
♣❛tt❡r♥s ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✏r❛r❡✑ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✐s st✐❧❧ ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❏♦s♣❡❤ ❙❛❧♠♦♥✱ ❆r♥❛❦ ❉❛❧❛❧②❛♥ ❛♥❞
■ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s t❤❛t ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❇▼❱❈✬✷✵✶✶ ✭❋✐❣✳ ✽✳✷ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶❞✱ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐❞❡❛✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ t❤❡ r❡❝❡♥t ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡
❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞✴♦r ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦❢ ❝r✉❞❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ✐♠❛❣❡r② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✳ ❆♥ ❡❛r❧② ✇♦r❦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ ❛♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✳✸✮✳

❚❡st✐♥❣ ♣❛t❝❤ ❡q✉❛❧✐t② ✈s ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t②

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r♦❜✉st s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❛t t✇♦ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s s❤❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤ ✉♥❞❡r ♥♦♥✲●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❖✉r ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛♥
❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s✳

❲❤❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ✢✐❝❦❡r✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ st❡r❡♦✲
✈✐s✐♦♥ ♦r ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ♦❝❝✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛❝q✉✐s✐✲
t✐♦♥s✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ✐❢ t✇♦ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉♣ t♦ ❛♥ ❛✣♥❡



✶✽✾

✭❛✮ ❆♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❙❆❘ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②

✭❜✮ ❏♦✐♥t ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡

✭❝✮ ❏♦✐♥t ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ✭❛✮ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❝♦❤❡r✲
❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❛✐r ♦❢ t✇♦ ❙▲❈ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛♥ ❤②♣❞r♦❧✐❝ ❞❛♠ ✐♥ ❙❡rr❡✲P♦♥ç♦♥
s❡♥s❡❞ ❜② ❚❡rr❛❙❆❘✲❳ ✭✐♠❛❣❡ ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❆str✐✉♠✮✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡✢❡❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ tr✉❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ tr✉❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ✭❝✮ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥
✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡✳

tr❛♥s❢♦r♠✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠❡ ❛r✐s❡s ✐♥ ❞✐❝t✐♦♥❛r② ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢r♦♠ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳ ❖♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❧❡❛r♥
t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❢❡❛t✉r❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❖✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ✉s✐♥❣
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ✭✐✳❡✳✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉✐s❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳



✶✾✵ ✽✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❯♥❞❡r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s② ✈❛❧✉❡s ❡st✐♠❛t❡s
t❤❡ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞s tr✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t
❢♦r str♦♥❣ ♥♦✐s❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✳ ❲❡
❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛t ❧♦✇ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✳
❖✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡
❜② t❡st✐♥❣ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ♣❛t❝❤❡s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ❡q✉❛❧✐t②✳

◆♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✈❡rs✉s r❡❣✉❧❛r✐t②✿ t♦✇❛r❞s ❛ ❥♦✐♥t ❛♣♣r♦❛❝❤

❙❡❧❡❝t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✜❧t❡rs r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❛s✳ ❙✉❝❤
✜❧t❡rs ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✏♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✑✳ ❙♦♠❡
✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦r ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡r♣r❡ts s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s t♦ ❛♣♣❡❛r
❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤♦✉t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ ❛ ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛
♣❛✐r ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✱ ♦♥❡ ❡①♣❡❝ts t❤❛t t❤❡ r♦♦❢ ♦❢ ❛ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐s ✢❛t ♦r ♣❧❛♥❛r✳
❆❧s♦✱ ✐♥ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ s❤❛❞♦✇s ♦r t❤❡ ✈❡❣❡t❛t✐♦♥✮ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡
✐s ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛♥❞ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ✐♥st❡❛❞ r❡❣✉❧❛r✐③❡✴❡①tr❛♣♦❧❛t❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦❤❡r❡♥t
❛r❡❛s ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ♦r ♠❛♥✲♠❛❞❡ str✉❝t✉r❡s✮✳

❙❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛✲✜❞❡❧✐t② t❡r♠ ✐♥ t❤❡
s♣❛t✐❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ❣r❛♣❤s✮✳ ■♥ ❛♥ ❡❛r❧② ✇♦r❦✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣
r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s♣❛t✐❛❧ r❡❣✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❞❛t❛✲✜❞❡❧✐t② t❡r♠
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤ ❞♦♠❛✐♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✽✳✹✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣❤❛s❡ ✉♥✇r❛♣♣✐♥❣✳

❚❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❥♦✐♥t ✜❧t❡r✐♥❣

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❥♦✐♥t❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s ♦❢ ♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛t❡ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥
❙❆❘ ♣♦❧❛r✐♠❡tr②✱ t❤❡ ❥♦✐♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t ❝r♦ss✲t❛❧❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞r✐✈❡ ♦✉r ✜❧t❡r ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❥♦✐♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t ❜② ❛❧❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞r✐✈❡♥ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳ ■♥
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ✜❧t❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱
♣r❡✈❡♥t✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✐①✐♥❣ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✐❣❤ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t② ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉r✐♥❣ ♠② st❛② ❛t ❉▲❘✱ ❆♥❞r❡❛s ❘❡✐❣❜❡r ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐❢ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦r❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♠✐①✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ r❡✢❡❝t✐✈✐t②
❛♥❞ t❤❡ ♥♦✐s② ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t✳ ❇✉t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧♦s❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss
♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜r♦✉❣❤t ❜② t❤❡ ❥♦✐♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■t s♦✉♥❞s t❤❛t ❛
❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡✳



✶✾✶

P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐st

P❛♣❡rs ✐♥ r❡❢❡r❡❡❞ ❥♦✉r♥❛❧s
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✶✾✸

❆♣♣❡♥❞✐① ❆

P❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠

❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢s

❚❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r ❍♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♥♦✐s② ♣❛t❝❤❡s❄ P❛t❝❤

s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡②♦♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ s❡✈❡♥ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ●❛✉ss✐❛♥✱ ❣❛♠♠❛✱ P♦✐ss♦♥ ❛♥❞ ❈❛✉❝❤② ♥♦✐s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❛ ✜rst ♣❛rt✳ Pr♦♦❢ s❦❡t❝❤❡s ♦❢ s♦♠❡ ✉s❡❢✉❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✳

❆✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛

❲❡ ❞❡r✐✈❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✼ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ❜❡t✇❡❡♥
♣❛t❝❤❡s v1 ❛♥❞ v2 ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✭❉❡❧❡❞❛❧❧❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✮✿

• G✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✿ G(v1,v2) =
exp

(
−‖v1 − v2‖22/h

)
,

• S✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠ s✿ S(v1,v2) = G(s(v1), s(v2)),

• LB✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦✿ LB(v1,v2) =
∫

p(v1|u12=t)p(v2|u12=t)p(u12=t) ❞t
∫

p(v1|u1=t1)p(u1=t1)❞t1
∫

p(v2|u2=t2)p(u2=t2)❞t2
,

• LG✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦✿ LG(v1,v2) = sup
t
p(v1,v2|u12=t,H0)

sup
t1,t2

p(v1,v2|u1=t1,u2=t2,H1)
,

• QB✱ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿ QB(v1,v2) =
∫
p(v1|u1 = t) p(v2|u2 = t) p(u12 = t) ❞t,

• QG✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿ QG(v1,v2) = p(v1|u1 = t̂12) p(v2|u2 = t̂12),

• KB✱ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧✿ KB(v1,v2) = QB(v1,v2)/
√

QB(v1,v1)QB(v2,v2).

✇❤❡r❡✱ v ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦✐s②✮ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❧❡ u ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ✐♥t❡r❡st t❤❛t ❛r❡
t♦ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡✱ s♦ t❤❛t ♣❛t❝❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦✈❡r t❤❡ ♣❛t❝❤ ♦❢
s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s✳ ❲❡ st✉❞② ✜rst ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡♥ ●❛♠♠❛ ♥♦✐s❡✱ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞
✜♥❛❧❧② ❈❛✉❝❤②✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥♦✐s❡✳



✶✾✹ ❆✳ P❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢s

❆✳✶✳✶ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❝❛s❡

●✐✈❡♥ σ ∈ R
+
∗ ✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ V ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮✿

p(v|u) = 1√
2πσ

exp

[

−(v − u)2
2σ2

]

, ✭❆✳✶✮

✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ E[V ] = u ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[V ] = σ2✳ ●❛✉ss✐❛♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ✐t
✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t V ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s u + N ✇✐t❤ N ❛ ③❡r♦ ♠❡❛♥ ●❛✉ss✐❛♥
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❞❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

I(u) , EV

[(
∂

∂u
log p(v|u)

)2
]

=

∫ (
∂

∂u
log p(v|u)

)2

p(v|u) ❞v ✭❆✳✷✮

=

∫ (
v − u
σ2

)2 e−
(v−u)2

2σ2

√
2πσ

❞v =
1

σ4

∫

(v − u)2 e
− (v−u)2

2σ2

√
2πσ

❞v =
σ2

σ4
︸ ︷︷ ︸

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡

=
1

σ2
. ✭❆✳✸✮

❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r

❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿

p(u) ,
√

|I(u)| = 1

σ
. ✭❆✳✹✮

❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❲✐t❤ ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

QB(v1, v2) =

∫

p(v1|u1 = t)p(v2|u2 = t)p(u12 = t)❞t =

∫



e−

(v1−t)2

2σ2

√
2πσ








e−

(v2−t)2

2σ2

√
2πσ





(
1

σ

)

❞t

✭❆✳✺✮

=
1

2πσ3

∫

e−
(v1−t)2

2σ2 e−
(v2−t)2

2σ2 ❞t =
e−

(v1−v2)
2

4σ2

2πσ3
︸ ︷︷ ︸

❜② ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s

. ✭❆✳✻✮

❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

▲❡t DB ❜❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r t❡r♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

DB(v) =

∫

p(v|u = t)p(u = t)❞t =

∫



e−

(v−t)2

2σ2

√
2πσ





(
1

σ

)

❞t =
1

σ
. ✭❆✳✼✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2) ❛♥❞ DB(v)✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

LB(v1, v2) =
QB(v1, v2)

DB(v1)DB(v2)
=

e
− (v1−v2)

2

4σ2

2πσ3

1
σ
1
σ

=
e−

(v1−v2)
2

4σ2

2πσ
. ✭❆✳✽✮



✶✾✺

▼✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2) ❛♥❞ QB(v, v)✱ ✐t ❝♦♠❡s t❤❛t t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✐s✿

KB(v1, v2) =
QB(v1, v2)

√

QB(v1, v1)QB(v2, v2)
=

e
− (v1−v2)

2

4σ2

2πσ3
√

e0

2πσ3
e0

2πσ3

= e−
(v1−v2)

2

4σ2 . ✭❆✳✾✮

▼❛①✐♠✉♠ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❚❤❡ ♣r✐♦r❧❡ss ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

QG(v1, v2) = sup
t
p(v1|u1 = t)p(v2|u2 = t) =





e−

(v1−
v1+v2

2 )2

2σ2

√
2πσ










e−

(v2−
v1+v2

2 )2

2σ2

√
2πσ




 ✭❆✳✶✵✮

=
1

2πσ2
e−

(v1−v2)
2

8σ2 e−
(v−v2)

2

8σ2 =
e−

(v1−v2)
2

4σ2

2πσ2
. ✭❆✳✶✶✮

s✐♥❝❡ ✉♥❞❡r ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ✭▼▲❊✮ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥✳

●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

▲❡t DG ❜❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r t❡r♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

DG(v) = sup
t
p(v|u = t) =

e0√
2πσ

=
1√
2πσ

. ✭❆✳✶✷✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QG(v1, v2) ❛♥❞ DG(v)✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

LG(v1, v2) =
QG(v1, v2)

DG(v1)DG(v2)
=

e
− (v1−v2)

2

4σ2

2πσ2

1√
2πσ

1√
2πσ

= e−
(v1−v2)

2

4σ2 . ✭❆✳✶✸✮

❆✳✶✳✷ ●❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ ❝❛s❡

●✐✈❡♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥t❡❣❡r L ∈ N
∗✱ ❛ ●❛♠♠❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ V ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣❞❢✿

p(v|u) = LLvL−1e−
Lv
u

Γ(L)uL
. ✭❆✳✶✹✮

■ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s E[V ] = u ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[V ] = u2

L ✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❱❛r[V ] ∝ E[V ]2 ✐♥❞✐❝❛t❡s
❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t V ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s
u× S ✇✐t❤ S ❛ ●❛♠♠❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r uS = 1✳



✶✾✻ ❆✳ P❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢s

❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ●❛♠♠❛ ♣❞❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

I(u) = E

[(
∂

∂u
log p(v|u)

)2

|u
]

=

∫ (
Lv

u2
− L

u

)2 LLvL−1e−
Lv
u

Γ(L)uL
❞v ✭❆✳✶✺✮

=
L2

u4

∫

(v − u)2 L
LvL−1e−

Lv
u

Γ(L)uL
❞v =

L2

u4
u2

L
︸ ︷︷ ︸

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡

=
L

u2
. ✭❆✳✶✻✮

❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r

❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r ❛s✿

p(u) ,
√

|I(u)| =
√
L

u
✭❆✳✶✼✮

❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❲✐t❤ ❏❡✛r❡②s ♣r✐♦r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

QB(v1, v2) =

∫

p(v1|t1 = t)p(v2|t2 = t)p(t12 = t)❞t =

∫
(

LLvL−1
1 e−

Lv1
t

Γ(L)tL

)(

LLvL−1
2 e−

Lv2
t

Γ(L)tL

)(√
L

t

)

❞t

✭❆✳✶✽✮

=
L2L+1/2vL−1

1 vL−1
2

Γ(L)2

∫
e−

L(v1+v2)
t

t2L+1
❞t =

L2L+1/2vL−1
1 vL−1

2

Γ(L)2
Γ(2L)

(L(v1 + v2))2L
✭❆✳✶✾✮

=

√
LΓ(2L)

Γ(L)2

(

1

v1v2

(
v1v2

(v1 + v2)2

)L
)

✭❆✳✷✵✮

❜② ✉s✐♥❣

∫
e−

A
t

tN
❞t =

Γ(N − 1)

AN−1
. ✭❆✳✷✶✮

❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

▲❡t DB ❜❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r t❡r♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

DB(v) =

∫

p(v|u = t)p(u = t)❞t =

∫
(

LLvL−1e−
Lv
t

Γ(L)tL

)(√
L

t

)

❞t ✭❆✳✷✷✮

=
LL+1/2vL−1

Γ(L)

∫
e−

Lv
t

tL+1
❞t =

LL+1/2vL−1

Γ(L)

Γ(L)

(Lv)L
=

√
L

v
. ✭❆✳✷✸✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2) ❛♥❞ DB(v)✱ ✐t ❝♦♠❡s t❤❛t t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

LB =
QB(v1, v2)

DB(v1)DB(v2)
=

√
LΓ(2L)
Γ(L)2

vL−1
1 vL−1

2

(v1+v2)2L√
L
v

√
L
v

=
Γ(2L)√
LΓ(L)2

(
v1v2

(v1 + v2)2

)L

. ✭❆✳✷✹✮



✶✾✼

▼✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2) ❛♥❞ QB(v, v)✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

KB(v1, v2) =
QB(v1, v2)

√

QB(v1, v1)QB(v2, v2)
=

√
LΓ(2L)
Γ(L)2

vL−1
1 vL−1

2

(v1+v2)2L
√√

LΓ(2L)
Γ(L)2

v2L−2
1

(2v1)2L

√
LΓ(2L)
Γ(L)2

v2L−2
2

(2v2)2L

= 22L
(

v1v2
(v1 + v2)2

)L

.

✭❆✳✷✺✮

▼❛①✐♠❛❧ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❚❤❡ ♣r✐♦r❧❡ss ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

QG(v1, v2) =

∫

sup
t
p(v1|t1 = t)p(v2|t2 = t)❞t =




2LLLvL−1

1 e
− 2Lv1

v1+v2

Γ(L)(v1 + v2)L








2LLLvL−1

2 e
− 2Lv2

v1+v2

Γ(L)(v1 + v2)L





✭❆✳✷✻✮

=
22LL2LvL−1

1 vL−1
2 e−2L

Γ(L)2(v1 + v2)2L
=

22LL2Le−2L

Γ(L)2

(

1

v1v2

(
v1v2

(v1 + v2)2

)L
)

. ✭❆✳✷✼✮

s✐♥❝❡ ✉♥❞❡r ●❛♠♠❛ ♥♦✐s❡ t❤❡ ▼▲❊ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥✳

●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

▲❡t DG ❜❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r t❡r♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

DG(v) = sup
t
p(v|u = t) =

LLe−L

Γ(L)v
. ✭❆✳✷✽✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QG(v1, v2) ❛♥❞ DG(v)✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

LG =
QG(v1, v2)

DG(v1)DG(v2)
=

22LL2Le−2L

Γ(L)
vL−1
1 vL−1

2

(v1+v2)2L

LLe−L

Γ(L)v
LLe−L

Γ(L)v

= 22L
(

v1v2
(v1 + v2)2

)L

. ✭❆✳✷✾✮

❱❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

❱❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ●❛♠♠❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❧♦❣ tr❛♥s❢♦r♠✿

s(V ) = log V ⇒ ❱❛r[s(V )] = ❱❛r[log V ] = Ψ(1, L) ✭❆✳✸✵✮

✇❤❡r❡ Ψ(1, L) ✐s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r P♦❧②❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▲ ✭❡✳❣✳ ❳✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❜✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

S(v1, v2) = exp

[

−
(

log
v1
v2

)2
]

. ✭❆✳✸✶✮



✶✾✽ ❆✳ P❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢s

❆✳✶✳✸ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ❝❛s❡

❆ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ V ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❞❢✿

p(v|u) = uve−u

v!
. ✭❆✳✸✷✮

■ts ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✐s E[v] = u ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❱❛r[V ] = u✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❱❛r[V ] = E[v]
✐s ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ s✐♥❝❡✱ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ V ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ u
t❤r♦✉❣❤ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ P♦✐ss♦♥✐❛♥ ♣❞❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

I(u) = E

[(
∂

∂u
log p(v|u)

)2

|u
]

=

∫ (
∂

∂u
log p(v|u)

)2

p(v|u)❞v ✭❆✳✸✸✮

=

∫ (v

u
− 1
)2 uve−u

v!
❞v =

1

u2

∫

(v − u)2 u
ve−u

v!
❞v =

u

u2
︸ ︷︷ ︸

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡

=
1

u
. ✭❆✳✸✹✮

❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r ✐s✿

p(u) ,
√

|I(u)| = 1√
u
. ✭❆✳✸✺✮

❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❲✐t❤ ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

QB(v1, v2) =

∫

p(v1|u1 = t)p(v2|u2 = t)p(u12 = t)❞t =

∫ (
tv1e−t

v1!

)(
tv2e−t

v2!

)(
1√
t

)

❞t

✭❆✳✸✻✮

=
1

v1!v2!

∫

tv1+v2−1/2e−2t❞t =
1√
2

Γ(v1 + v2 + 1/2)

2v1+v2v1!v2!
✭❆✳✸✼✮

❜② ✉s✐♥❣
∫

tNe−At❞t =

∫
e−

A
t

tN+2
❞t =

Γ(N + 1)

AN+1
. ✭❆✳✸✽✮

❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

▲❡t DB ❜❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r t❡r♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

DB(v) =

∫

p(v|u = t)p(u = t)❞t =

∫ (
tve−t

v!

)(
1√
t

)

❞t =
1

v!

∫

tv−1/2e−t❞t ✭❆✳✸✾✮

=
Γ(v + 1/2)

v!
. ✭❆✳✹✵✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2) ❛♥❞ DB(v)✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

LB =
QB(v1, v2)

DB(v1)DB(v2)
=

1√
2

Γ(v1+v2+1/2)
2v1+v2v1!v2!

Γ(v1+1/2)
v1!

Γ(v2+1/2)
v2!

=
1√
2

Γ(v1 + v2 + 1/2)

2v1+v2Γ(v1 + 1/2)Γ(v2 + 1/2)
. ✭❆✳✹✶✮



✶✾✾

▼✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2) ❛♥❞ QB(v, v)✱ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥
❛s✿

KB(v1, v2) =
QB(v1, v2)

√

QB(v1, v1)QB(v2, v2)
=

1√
2

Γ(v1+v2+1/2)
2v1+v2v1!v2!

√
1√
2

Γ(2v1+1/2)
22v1v1!2

1√
2

Γ(2v2+1/2)
22v2v2!2

=
Γ(v1 + v2 + 1/2)

√

Γ(2v1 + 1/2)Γ(2v2 + 1/2)
.

✭❆✳✹✷✮

▼❛①✐♠❛❧ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❚❤❡ ♣r✐♦r❧❡ss ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

QG(v1, v2) =

∫

sup
t
p(v1|t1 = t)p(v2|t2 = t)❞t =

(
(v1+v2)v1

2v1 e−
v1+v2

2

v1!

)(
(v1+v2)v2

2v2 e−
v1+v2

2

v2!

)

✭❆✳✹✸✮

=
(v1 + v2)

v1+v2

(2e)v1+v2v1!v2!
. ✭❆✳✹✹✮

s✐♥❝❡ ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ▼▲❊ ❢♦r P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥✳

●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

▲❡t DG ❜❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r t❡r♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

DG(v) = sup
t
p(v|u = t) =

vxe−v

v!
. ✭❆✳✹✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QG(v1, v2) ❛♥❞ DG(v)✱ ✐t ❝♦♠❡s t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s✿

LG =
QG(v1, v2)

DG(v1)DG(v2)
=

(v1+v2)v1+v2

(2e)v1+v2v1!v2!

v
v1
1 e−v1

v1!
v
v2
2 e−v2

v2!

=
(v1 + v2)

v1+v2

2v1+v2vv11 v
v2
2

. ✭❆✳✹✻✮

❱❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

❆♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P♦✐ss♦♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❆♥s❝♦♠❜❡
tr❛♥s❢♦r♠✿

s(V ) = 2

√

V +
3

8
⇒ (u≫ 0⇒ ❱❛r[s(V )] = 1) . ✭❆✳✹✼✮

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

S(v1, v2) = exp



−4
(√

v1 +
3

8
−
√

v2 +
3

8

)2


 . ✭❆✳✹✽✮



✷✵✵ ❆✳ P❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢s

❆✳✶✳✹ ❈❛✉❝❤② ♥♦✐s❡ ❝❛s❡

❆ ❈❛✉❝❤② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ V ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❞❢✿

p(v|u) = 1

πγ

[

1 +
(
v−u
γ

)2
] . ✭❆✳✹✾✮

✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ ♠♦❞❡ ❛♥❞ γ ✐s ❛ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❈❛✉❝❤② ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t✲
❢♦r✇❛r❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t V ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ❛s u + N ✇✐t❤ N ❛ ❈❛✉❝❤② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤
❛ ♠♦❞❡ ✐♥ 0 ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ ❈❛✉❝❤② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s t❤❛t
t❤❡✐r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦ ♥♦t ❡①✐st✳ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✇rt t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❛❧❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡
st✐❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ g s✉❝❤ ❛s g(V ) ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ ✇❤❛t❡✈❡r u✳

❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❈❛✉❝❤② ♣❞❢ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

I(u) = E

[(
∂

∂u
log p(v|u)

)2

|u
]

=

∫ (
∂

∂u
log p(v|u)

)2

p(v|u)❞v ✭❆✳✺✵✮

=

∫







2(v − u)

γ2
[

1 +
(
v−u
γ

)2
]







2

1

πγ

[

1 +
(
v−u
γ

)2
]❞v =

1

2γ2
. ✭❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ ▼❛♣❧❡✮

✭❆✳✺✶✮

❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r

❋✐s❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r ❛s✿

p(u) ,
√

|I(u)| = 1√
2γ

. ✭❆✳✺✷✮

❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❲✐t❤ ❏❡✛r❡②s✬ ♣r✐♦r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

QB(v1, v2) =

∫

p(v1|u1 = t)p(v2|u2 = t)p(u12 = t)❞t ✭❆✳✺✸✮

=

∫







1

πγ

[

1 +
(
v1−t
γ

)2
]













1

πγ

[

1 +
(
v2−t
γ

)2
]







(
1√
2γ

)

❞t ✭❆✳✺✹✮

=

√
2

πγ2
[

4 +
(
v1−v2

γ

)2
] . ✭❆✳✺✺✮



✷✵✶

❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

▲❡t DB ❜❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r t❡r♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

DB(v) =

∫

p(v|u = t)p(u = t)❞t =

∫







1

πγ

[

1 +
(
v−t
γ

)2
]







(
1√
2γ

)

❞t =
1√
2γ

. ✭❆✳✺✻✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2) ❛♥❞ DB(v)✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

LB =
QB(v1, v2)

DB(v1)DB(v2)
=

√
2

πγ2
[

4+
(

v1−v2
γ

)]

1√
2γ

1√
2γ

=
2
√
2

π

[

4 +
(
v1−v2

γ

)2
] . ✭❆✳✺✼✮

▼✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2) ❛♥❞ QB(v, v)✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

KB(v1, v2) =
QB(v1, v2)

√

QB(v1, v1)QB(v2, v2)
=

√
2

πγ2

[

4+
(

v1−v2
γ

)2
]

√ √
2

πγ2

[

4+
(

v1−v1
γ

)2
]

√
2

πγ2

[

4+
(

v2−v2
γ

)2
]

=
1

1 +
(
v1−v2
2γ

)2

✭❆✳✺✽✮

▼❛①✐♠❛❧ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❚❤❡ ♣r✐♦r❧❡ss ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ QB(v1, v2)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

QG(v1, v2) =

∫

sup
t
p(v1|t1 = t)p(v2|t2 = t)❞t =

1

πγ

[

1 +

(
v1− v1+v2

2
γ

)2
]

1

πγ

[

1 +

(
v1− v1+v2

2
γ

)2
]

✭❆✳✺✾✮

=
1

π2γ2
[

1 +
(
v1−v2
2γ

)2
]2 ✭❆✳✻✵✮

✭❆✳✻✶✮

s✐♥❝❡ ❢♦r ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠❡❛♥ ✐s t❤❡ ▼▲❊ ✭♥♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r t❤❡
❝❛s❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❞❛t❛s❡ts✮✳

●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

▲❡t DG ❜❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r t❡r♠ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

DG(v) = sup
t
p(v|u = t) =

1

πγ

[

1 +
(
v−v
γ

)2
] =

1

πγ
. ✭❆✳✻✷✮



✷✵✷ ❆✳ P❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢s

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QG(v1, v2) ❛♥❞ DG(v)✱ ✐t r❡s✉❧ts t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

LG =
QG(v1, v2)

DG(v1)DG(v2)
=

1

π2γ2

[

1+
(

v1−v2
2γ

)2
]2

1
πγ

1
πγ

=
1

[

1 +
(
v1−v2
2γ

)2
]2 . ✭❆✳✻✸✮

❱❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

❈❛✉❝❤② r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ♥❡✐t❤❡r ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♥♦r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❖✉r ❛tt❡♠♣ts t♦ tr❛♥s❢♦r♠
❈❛✉❝❤② r✳✈✳ ✐♥t♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞✐❞ ♥♦t s✉❝❝❡❡❞✳

❆✳✷ Pr♦♦❢ s❦❡t❝❤❡s ❢♦r s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐❛ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❆✳✷✳✶ ❇❛②❡s✐❛♥ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

× ▼❛①✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❆ss✉♠❡ V ✐s ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ L = 1 ❛♥❞ v1 = 2v2✿

QB(v1, v2) =
1

(v1 + v2)2
=

1

9v22
>

1

16v22
=

1

(2v2 + 2v2)2
=

1

(v1 + v1)2
= QB(v1, v1)

✭❆✳✻✹✮

✇❤✐❝❤ ❜r❡❛❦s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♠❛①✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✳

× ❊q✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❆ss✉♠❡ V ✐s ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ L = 1 ❛♥❞ v1 = 2v2✿

QB(v1, v1) =
1

(v1 + v1)2
=

1

(2v2 + 2v2)2
=

1

16v22
<

1

4v22
=

1

(v2 + v2)2
= QB(v2, v2)

✭❆✳✻✺✮

✇❤✐❝❤ ❜r❡❛❦s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❡q✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✳

× ■❞✳ ♦❢ ✐♥❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡✿ ■t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡q✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳

× ■♥✈❛r✐❛♥❝❡✿ ❆ss✉♠❡ V ✐s ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ L = 1 ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r V ′ =
√
V ✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡

♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ g(.) =
√
.✱ t❤❡♥✿

QBV1,V2
(v1, v2) =

1

(v1 + v1)2
✭❆✳✻✻✮

QBV ′
1 ,V

′
2
(
√
v1,
√
v2) =

∫

p(
√
v1|u1 = t)p(

√
v2|u2 = t)p(u12 = t)❞t ✭❆✳✻✼✮

=

∣
∣
∣
∣

❞
√
v1

❞v1

∣
∣
∣
∣

−1 ∣∣
∣
∣

❞
√
v2

❞v2

∣
∣
∣
∣

−1 ∫

p(v1|u1 = t)p(v2|u2 = t)p(u12 = t)❞t ✭❆✳✻✽✮

= 4
√
v1v2QBV1,V2

(v1, v2) . ✭❆✳✻✾✮

❚❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② ✈❛❧✉❡ v1 > 0 ♦r v2 > 0✳

× ❆s②♠♣✳ ❈❋❆❘✿ ❚❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❢r♦♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ QB ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ●❛♠♠❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐s ❝❧❡❛r❧② ♥♦t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❈❋❆❘✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s
✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

× ❆s②♠♣✳ ❯▼P■✿ LG ❜❡✐♥❣ ❯▼P■✱ ✐t ❞❡❢❡❛ts S✳



✷✵✸

❆✳✷✳✷ ▼❛①✐♠✉♠ ❥♦✐♥t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❙✐♥❝❡ QG ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ QB ✐♥ t❤❡ ●❛♠♠❛ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉♥t❡r✲❡①❛♠♣❧❡s ❛s
❛❜♦✈❡✳

❆✳✷✳✸ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

× ▼❛①✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❆ss✉♠❡ V t♦ t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ {v1, v2, v3} ❛♥❞ u ∈ {a, b, c}✳ ❆ss✉♠❡
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ V t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

p(v1|a) = 5/8 p(v1|b) = 2/8 p(v1|c) = 1/8 ✭❆✳✼✵✮

p(v2|a) = 2/8 p(v2|b) = 4/8 p(v2|c) = 3/8 ✭❆✳✼✶✮

p(v3|a) = 1/8 p(v3|b) = 2/8 p(v3|c) = 4/8 . ✭❆✳✼✷✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ t❤❡✐r
▼▲❊✳ ❆ss✉♠❡ p(u) t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

p(u = a) = 0/2 ✭❆✳✼✸✮

p(u = b) = 1/2 ✭❆✳✼✹✮

p(u = c) = 1/2 . ✭❆✳✼✺✮

❚❤❡ s❡❧❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❢♦r v2 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

LB(v2, v2) =
p(v2|a)2p(a) + p(v2|b)2p(b) + p(v2|c)2p(c)
(p(v2|a)p(a) + p(v2|b)p(b) + p(v2|c)p(c))2

=
2×2×0
8×8×2 + 4×4×1

8×8×2 + 3×3×1
8×8×2

(2×0
8×2 + 4×1

8×2 + 3×1
8×2)

2
=

50

49
.

✭❆✳✼✻✮

❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ v1 ❛♥❞ v2 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

LB(v1, v2) =
(p(v1|a)p(v2|a)p(a) + p(v1|b)p(v2|b)p(b) + p(v1|c)p(v2|c)p(c))

(p(v1|a)p(a) + p(v1|b)p(b) + p(v1|c)p(c))(p(v2|a)p(a) + p(v2|b)p(b) + p(v2|c)p(c))
✭❆✳✼✼✮

=
5×2×0
8×8×2 + 2×4×1

8×8×2 + 1×3×1
8×8×2

(5×0
8×2 + 2×1

8×2 + 1×1
8×2)(

2×0
8×2 + 4×1

8×2 + 3×1
8×2)

=
22

21
. ✭❆✳✼✽✮

❙✐♥❝❡ 50/49 < 22/21 t❤❡♥ LB(v2, v2) < LB(v1, v2)✳ ❚❤❡ ♠❛①✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t② ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✳

❖♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✿ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p t♦ ❡♥s✉r❡

t❤❡ ♠❛①✳ s❡❧❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ LB❄

× ❊q✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❡q✳ s❡❧❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

LB(v, v) =
1√
2

Γ(v + v + 1/2)

2v+vΓ(v + 1/2)Γ(v + 1/2)
=

1√
2

Γ(2v + 1/2)

22vΓ(v + 1/2)2
✭❆✳✼✾✮

✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✱ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ v✳

× ■❞✳ ♦❢ ✐♥❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡✿ ■t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❡q✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳



✷✵✹ ❆✳ P❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢s

0 1 2 3 4 5
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Self−similarity of BLR in Poisson case

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❙❡❧❢ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ LB(v, x) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ v ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
P♦✐ss♦♥ ♥♦✐s❡✳

√
■♥✈❛r✐❛♥❝❡✿ ▲❡t g ❜❡ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✈ V t♦ V ′✱
t❤❡♥✿

LBV ′
1 ,V

′
2
(g(v1), g(v2)) =

∫
p(g(v1)|u12 = t)p(g(v2)|u12 = t)p(u12 = t) ❞t

∫
p(g(v1)|u1 = t)p(u1 = t) ❞t

∫
p(g(v2)|u2 = t)p(u2 = t) ❞t

✭❆✳✽✵✮

=

∣
∣
∣
❞g(v1)
❞v1

∣
∣
∣

−1 ∣∣
∣
❞g(v2)
❞v2

∣
∣
∣

−1 ∫
p(v1|u12 = t)p(v2|u12 = t)p(u12 = t) ❞t

∣
∣
∣
❞g(v1)
❞v1

∣
∣
∣

−1 ∣∣
∣
❞g(v2)
❞v2

∣
∣
∣

−1 ∫
p(v1|u1 = t)p(u1 = t) ❞t

∫
p(v2|u2 = t)p(u2 = t) ❞t

✭❆✳✽✶✮

= LBV1,V2
(v1, v2) ✭❆✳✽✷✮

❚❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❢✉❧✜❧s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳

× ❆s②♠♣✳ ❈❋❆❘✿ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢❛✈♦✉r✐♥❣
t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t LB ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❈❋❆❘✳

× ❆s②♠♣✳ ❯▼P■✿ LG ❜❡✐♥❣ ❯▼P■✱ ✐t ❞❡❢❡❛ts S✳

❆✳✷✳✹ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦

√
❊q✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❚❤❡ s❡❧❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ✐s ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✿

LG(v, v) =
supt p(v|u = t)2

(supt p(v|u = t))2
= 1 ✭❆✳✽✸✮

s✐♥❝❡ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❜♦✉♥❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✭s✮ t ❢♦r p(v|u = t) ❛♥❞ p(v|u = t)2✳



✷✵✺

√
▼❛①✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❚❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥❢❡r✐♦r t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t
♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❜♦✉♥❞s✱ t❤❡♥✿

LG(v1, v2) =
supt p(v1|u1 = t)p(v2|u2 = t)

supt p(v1|u1 = t) supt p(v2|u2 = t)
≤ 1 . ✭❆✳✽✹✮

√ ✶ ■❞✳ ♦❢ ✐♥❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡✿ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤
t❤❡✐r ▼▲❊✳ ▲❡t t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s v1 6= v2✳ ▲❡t t̂1 ❛♥❞ t̂2 ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ v1 ❛♥❞ v2✱ ❛♥❞ t̂12 ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ {v1, v2}✳
❙✐♥❝❡ v1 6= v2 ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ▼▲❊✱ t̂1 6= t̂2✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ▼▲❊ ✐s ✉♥✐q✉❡✱ t❤❡♥✱ ❡✐t❤❡r✿

p(v1|u1 = t̂1) ≥ p(v1|u1 = t̂12) > 0 ✭❆✳✽✺✮

p(v2|u2 = t̂2) > p(v2|u2 = t̂12) > 0 ✭❆✳✽✻✮

♦r

p(v1|u1 = t̂1) > p(v1|u1 = t̂12) > 0 ✭❆✳✽✼✮

p(v2|u2 = t̂2) ≥ p(v2|u2 = t̂12) > 0 ✭❆✳✽✽✮

❚❤❡♥✱ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ p(v1|u1 = t̂1)p(v2|u2 = t̂1) > p(v1|u1 = t̂12)p(v2|u2 = t̂12)✱ ✐✳❡✳✱ v1 6=
v2 ⇒ LG(v1, v2) < 1✳

√
■♥✈❛r✐❛♥❝❡✿ ▲❡t g ❜❡ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✈ V t♦ V ′✱
t❤❡♥✿

LGV ′
1 ,V

′
2
(g(v1), g(v2)) =

supt p(g(v1)|u1 = t)p(g(v2)|u2 = t)

supt p(g(v1)|u1 = t) supt p(g(v2)|u2 = t)
✭❆✳✽✾✮

=

∣
∣
∣
❞g(v1)
❞v1

∣
∣
∣

−1 ∣∣
∣
❞g(v2)
❞v2

∣
∣
∣

−1
supt p(v1|u1 = t)p(v2|u2 = t)

∣
∣
∣
❞g(v1)
❞v1

∣
∣
∣

−1 ∣∣
∣
❞g(v2)
❞v2

∣
∣
∣

−1
supt p(v1|u1 = t) supt p(v2|u2 = t)

✭❆✳✾✵✮

= LGV1,V2
(v1, v2) ✭❆✳✾✶✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ ❢✉❧✜❧s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❑❛② ❛♥❞ ●❛❜r✐❡❧✱
✷✵✵✸✮✮✳

√
❆s②♠♣✳ ❈❋❆❘✿ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭❑❛②✱ ✶✾✾✽✮✳

√
❆s②♠♣✳ ❯▼P■✿ ❉✉❡ t♦ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❛t✐♦ L✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ◆❡②♠❛♥✲
P❡❛rs♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ LG ✐s ❯▼P■ ✭▲❡❤♠❛♥♥✱ ✶✾✺✾✮✳

❆✳✷✳✺ ▼✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧
√

❊q✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❚❤❡ s❡❧❢ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❛❧✇❛②s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✿

KB(v, v) =
QB(v, v)

√

QB(v, v)QB(v, v)
= 1 . ✭❆✳✾✷✮

√
▼❛①✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❞❡r✐✈❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❈❛✉❝❤②✲❙❝❤✇❛rt③ ✐♥❡q✉❛❧✲
✐t②✳

✶❍♦❧❞s tr✉❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ▼▲❊✳



✷✵✻ ❆✳ P❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢s

√ ✷ ■❞✳ ♦❢ ✐♥❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡✿ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤
t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❙❡❡ u ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ p(u)✳ ▲❡t P1 = p(v1|u) ❛♥❞
P2 = p(v2|u) ❜❡ t❤❡ t✇♦ r✳✈✳ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ r✳✈✳ u✳ ❲❡
❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P1 ❛♥❞ P2✿

KB(v, v) =
E[P1P2]

√

E[P 2
1 ]E[P

2
2 ]

✭❆✳✾✸✮

❲❡ ❣❡t t❤❛t t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ P1 ❛♥❞ P2 ✐s
❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✿

KB(v, v) = 1⇒ E[P1P2]
√

E[P 2
1 ]E[P

2
2 ]

= 1 ✭❆✳✾✹✮

✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛❧❧ u✱ p(v1|u) = a p(v2|u) ✇✐t❤ a > 0 s✐♥❝❡ ❛ ♣❞❢ ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r
♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤
t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ v1 = v2✳

√
■♥✈❛r✐❛♥❝❡✿ ▲❡t g ❜❡ ❛♥ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✈ V t♦ V ′✱
t❤❡♥✿

QGV ′
1 ,V

′
2
(g(v1), g(v2)) =

∫
p(g(v1)|u1 = t)p(g(v2)|u2 = t)p(u12 = t)❞t

√
∫
p(g(v1)|u1 = t)2p(u12 = t)❞t

∫
p(g(v2)|u2 = t)2p(u12 = t)❞t

✭❆✳✾✺✮

=

∣
∣
∣
❞g(v1)
❞v1

∣
∣
∣

−1 ∣∣
∣
❞g(v2)
❞v2

∣
∣
∣

−1 ∫
p(v1|u1 = t)p(v2|u2 = t)p(u12 = t)❞t

∣
∣
∣
❞g(v1)
❞v1

∣
∣
∣

−1 ∣∣
∣
❞g(v2)
❞v2

∣
∣
∣

−1√∫
p(v1|u1 = t)2p(u12 = t)❞t

∫
p(v2|u2 = t)2p(u12 = t)❞t

✭❆✳✾✻✮

= QGV1,V2
(v1, v2) ✭❆✳✾✼✮

❚❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ ❢✉❧✜❧s t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳

× ❆s②♠♣✳ ❈❋❆❘✿ ❲❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ ❛ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❢❛✈♦✉r✐♥❣
t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❢♦r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t QG ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❈❋❆❘✳

× ❆s②♠♣✳ ❯▼P■✿ LG ❜❡✐♥❣ ❯▼P■✱ ✐t ❞❡❢❡❛ts S✳

❆✳✷✳✻ ❱❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡❧♦✇ r❡q✉✐r❡ t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❡r s ❡①✐sts✳

√
❊q✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧✱ t❤❡ s❡❧❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ S ✐s ❛❧✇❛②s
❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✿

S(v, v) = exp

(‖s(v)− s(v)‖22
h

)

= 1 . ✭❆✳✾✽✮

✷❍♦❧❞s tr✉❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳



✷✵✼

√
▼❛①✳ s❡❧❢✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✿

‖s(v1)− s(v2)‖22 ≥ 0 ✭❆✳✾✾✮

⇔ ‖s(v1)− s(v2)‖22 ≥ ‖s(v1)− s(v1)‖22 ✭❆✳✶✵✵✮

⇔ exp

(

−‖s(v1)− s(v2)‖
2
2

h

)

≤ exp

(

−‖s(v1)− s(v1)‖
2
2

h

)

✭❆✳✶✵✶✮

⇔ S(v1, v2) ≤ S(v1, v1) . ✭❆✳✶✵✷✮

√
■❞✳ ♦❢ ✐♥❞✐s❝❡r♥✐❜❧❡✿ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

S(v1, v2) = 1 ✭❆✳✶✵✸✮

⇒ exp

(

−‖s(v1)− s(v2)‖
2
2

h

)

= 1 ✭❆✳✶✵✹✮

⇒ ‖s(v1)− s(v2)‖22 = 0 ✭❆✳✶✵✺✮

⇒ s(v1) = s(v2) ✭❆✳✶✵✻✮

⇒ v1 = v2 s✐♥❝❡ s ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ . ✭❆✳✶✵✼✮

√
■♥✈❛r✐❛♥❝❡✿ ■❢ s st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ V t❤❡♥ s ◦ g−1 st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ g(V )✳
❍❡♥❝❡✿

SV ′
1 ,V

′
2
(g(V1), g(V2)) = N ((s ◦ g−1)(g(V1)), (s ◦ g−1)(g(V2))) = N (s(V1), s(V2)) = SV1,V2(V1, V2) .

✭❆✳✶✵✽✮

√
❆s②♠♣✳ ❈❋❆❘✿ ■❢ s st❛❜✐❧✐③❡s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ V ✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ t❤❛t E[‖s(V ) − s(V )‖22] =
2❱❛r[s(V )]✱ t❤❡♥ S ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❈❋❆❘✳

× ❆s②♠♣✳ ❯▼P■✿ LG ❜❡✐♥❣ ❯▼P■✱ ✐t ❞❡❢❡❛ts S✳



✷✵✽ ❆✳ P❛t❝❤✲s✐♠✐❧❛r✐t②✿ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❞ s❦❡t❝❤ ♦❢ ♣r♦♦❢s



✷✵✾

❆♣♣❡♥❞✐① ❇

◆▲✲❙❆❘✿ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r

s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

◆▲✲❙❆❘ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❞❡♥♦✐s❡ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧✐t✐❡s ♦❢ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧
✜❧t❡r✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ◆▲✲❙❆❘ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✢❡①✐❜❧❡ s✉✐t❡ ♦❢ t♦♦❧s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ✸ ✇❛②s t♦ ✐♥t❡rr❛❝t ✇✐t❤ ◆▲✲❙❆❘✿ ✐♥ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✱ ✇✐t❤ ■❉▲ ❛♥❞ ✇✐t❤ ▼❛t❧❛❜✳

❚✇♦ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s♦♦♥✿ ✉s✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝ ♦r st❛t✐❝ ❧✐❜r❛r②✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣
P♦❧❙❆❘Pr♦✳

❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st st❛❜❧❡ ♦♥❡ ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ❝❛♥ ❝r❛s❤✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
✐❢ ②♦✉ ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❣♦♦❞ ✐♥♣✉t ✐♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❋❡❡❧ ❢r❡❡ t♦ ✜① s✉❝❤ ❜✉❣s ♦r ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦
◆▲✲❙❆❘ ❛s ②♦✉ ✇✐s❤ ✉♥❞❡r t❤❡ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❇✳✶✮✳

❇✳✶ ▲✐❝❡♥s❡

❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❣r❛♠ ✇❤♦s❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✐t❡ ♦❢ t♦♦❧s t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡
❙❆❘ ✐♠❛❣❡s✳

❚❤✐s s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈❡❈■▲▲ ❧✐❝❡♥s❡ ✉♥❞❡r ❋r❡♥❝❤ ❧❛✇ ❛♥❞ ❛❜✐❞✐♥❣ ❜② t❤❡ r✉❧❡s
♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ s♦❢t✇❛r❡✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ✉s❡✱ ♠♦❞✐❢② ❛♥❞✴ ♦r r❡❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❈❡❈■▲▲ ❧✐❝❡♥s❡ ❛s ❝✐r❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❈❊❆✱ ❈◆❘❙ ❛♥❞ ■◆❘■❆ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❯❘▲
✧❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝❡❝✐❧❧✳✐♥❢♦✧✳

❆s ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦ t❤❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ r✐❣❤ts t♦ ❝♦♣②✱ ♠♦❞✐❢② ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t❡
❣r❛♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐❝❡♥s❡✱ ✉s❡rs ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ✇❛rr❛♥t② ❛♥❞ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✬s
❛✉t❤♦r✱ t❤❡ ❤♦❧❞❡r ♦❢ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r✐❣❤ts✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧✐❝❡♥s♦rs ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐t②✳

■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ t❤❡ ✉s❡r✬s ❛tt❡♥t✐♦♥ ✐s ❞r❛✇♥ t♦ t❤❡ r✐s❦s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦❛❞✐♥❣✱ ✉s✐♥❣✱
♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❛♥❞✴♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♦r r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ ✐ts s♣❡❝✐✜❝
st❛t✉s ♦❢ ❢r❡❡ s♦❢t✇❛r❡✱ t❤❛t ♠❛② ♠❡❛♥ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧s♦
t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡rs ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧s ❤❛✈✐♥❣ ✐♥✲❞❡♣t❤
❝♦♠♣✉t❡r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❯s❡rs ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ t♦ ❧♦❛❞ ❛♥❞ t❡st t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✬s s✉✐t❛❜✐❧✐t②
❛s r❡❣❛r❞s t❤❡✐r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♦❢ t❤❡✐r s②st❡♠s ❛♥❞✴♦r ❞❛t❛
t♦ ❜❡ ❡♥s✉r❡❞ ❛♥❞✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t♦ ✉s❡ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡ ✐t ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s r❡❣❛r❞s s❡❝✉r✐t②✳



✷✶✵ ❇✳ ◆▲✲❙❆❘✿ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ②♦✉ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❧② r❡❛❞✐♥❣ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ②♦✉ ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡
❈❡❈■▲▲ ❧✐❝❡♥s❡ ❛♥❞ t❤❛t ②♦✉ ❛❝❝❡♣t ✐ts t❡r♠s✳

❇✳✷ ■♥st❛❧❧❛t✐♦♥

❇✳✷✳✶ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s

❋✐rst ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✿

s♦❢t✇❛r❡ ❢❡❛t✉r❡ st❛t✉s

❣❝❝ t♦ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡q✉✐r❡❞
❣❝❝ ✈❡rs✐♦♥ > 4.2 t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❖♣❡♥▼P ♦♣t✐♦♥❛❧
❧❛♣❛❝❦ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✸ ① ✸ ♦♣t✐♦♥❛❧
❜❧❛s t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✸ ① ✸ ♦♣t✐♦♥❛❧
❣s❧ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♥♦♥✲❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬❡①❡r✐♠❡♥t❛❧❪ ♦♣t✐♦♥❛❧
❣s❧❝❜❧❛s t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♥♦♥✲❲✐s❤❛rt ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬❡①❡r✐♠❡♥t❛❧❪ ♦♣t✐♦♥❛❧
✛t✇✸ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ✛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛r ✜❧t❡rs ♦♣t✐♦♥❛❧
✛t✇✸❢ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ✛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛r ✜❧t❡rs ♦♣t✐♦♥❛❧
✐❞❧ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ■❉▲ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦♣t✐♦♥❛❧
♠❛t❧❛❜ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ▼❛t❧❛❜ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦♣t✐♦♥❛❧
♣❞✢❛t❡① t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♦♥❛❧

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣✐❡❝❡s ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ②♦✉r ❡♥✈✐r♦♥❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ P❆❚❍ ✭❢♦r ❜✐♥❛r✐❡s✮
♦r ▲❉❴▲■❇❘❆❘❨❴P❆❚❍ ✭❢♦r ❧✐❜r❛r✐❡s✮ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❛❜❧❡❞✳

❖♥❝❡ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ②♦✉r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✱ ②♦✉ ❝❛♥ ❝♦♠♣✐❧❡ ❛♥❞ ✐♥st❛❧❧ ◆▲✲❙❆❘ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✿
❛s ❛ s✉♣❡r ✉s❡r ♦r ❛s ❛ ♥♦♥ s✉♣❡r ✉s❡r✳

❇✳✷✳✷ ■♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r s✉♣❡r ✉s❡rs

❋✐st ❝♦♥✜❣✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡ ◆▲✲❙❆❘ ❜② t②♣✐♥❣ ✐♥ ❛ s❤❡❧❧ ♣r♦♠♣t✿

❃ ✳✴❝♦♥❢✐❣✉r❡

❃ ♠❛❦❡

❃ s✉❞♦ ♠❛❦❡ ✐♥st❛❧❧

❚❤✐s ✇✐❧❧ ✐♥st❛❧❧ ◆▲✲❙❆❘✬s ✐♥ ✴✉sr✴❧♦❝❛❧✴✱ ◆▲✲❙❆❘✬s ■❉▲ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❁■❉▲❴P❆❚❍❃✴❧✐❜✴♥❧s❛r✴

❛♥❞ ◆▲✲❙❆❘✬s ▼❛t❧❛❜ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ❁▼❆❚▲❆❇❴P❆❚❍❃✴t♦♦❧❜♦①✴♥❧s❛r✴✳

❇✳✷✳✸ ■♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥ s✉♣❡r ✉s❡rs

❋✐st ❝♦♥✜❣✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡ ◆▲✲❙❆❘ ❜② t②♣✐♥❣ ✐♥ ❛ s❤❡❧❧ ♣r♦♠♣t✿

❃ ✳✴❝♦♥❢✐❣✉r❡ ✲✲♣r❡❢✐①❂❁P❘❊❋■❳❃ ✲✲♣r❡❢✐①✲✐❞❧❂❁■❉▲❴P❆❚❍❃ ✲✲♣r❡❢✐①✲♠❛t❧❛❜❂❁▼❆❚▲❆❇❴P❆❚❍❃

❃ ♠❛❦❡

❃ ♠❛❦❡ ✐♥st❛❧❧

❚❤✐s ✇✐❧❧ ✐♥st❛❧❧ ◆▲✲❙❆❘✬s ✐♥ ❁P❘❊❋■❳❃✱ ◆▲✲❙❆❘✬s ■❉▲ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❁■❉▲❴P❆❚❍❃✴❧✐❜✴♥❧s❛r✴ ❛♥❞
◆▲✲❙❆❘✬s ▼❛t❧❛❜ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ❁▼❆❚▲❆❇❴P❆❚❍❃✴t♦♦❧❜♦①✴♥❧s❛r✴✳

❨♦✉ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ ②♦✉r ❡♥✈✐r♦♥❡♠❡♥t ♣❛t❤s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼❛❦❡ s✉r❡ ②♦✉ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡
◆▲✲❙❆❘✬s ❞✐r❡❝t♦r② ❛♥❞ t②♣❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✿

❃ ❡❝❤♦ ❡①♣♦rt P❆❚❍❂❁P❘❊❋■❳❃✴❜✐♥✿✬✩P❆❚❍✬ ❃❃ ✩❍❖▼❊✴✳❜❛s❤r❝

❃ ❡❝❤♦ ❡①♣♦rt ▲❉❴▲■❇❘❆❘❨❴P❆❚❍❂❁P❘❊❋■❳❃✴❧✐❜✿✬✩▲❉❴▲■❇❘❆❘❨❴P❆❚❍✬ ❃❃ ✩❍❖▼❊✴✳❜❛s❤r❝

❃ s♦✉r❝❡ ✩❍❖▼❊✴✳❜❛s❤r❝



✷✶✶

❇✳✷✳✹ ❯♣❞❛t❡ ■❉▲ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

■❢ ②♦✉ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ■❉▲✱ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ■❉▲ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❃ ❡❝❤♦ ✧P❘❊❋❴❙❊❚✱ ✬■❉▲❴P❆❚❍✬✱ ✬❁■❉▲❴P❆❚❍❃✴❧✐❜✴♥❧s❛r✴✿❁■❉▲❴❉❊❋❆❯▲❚❃✬✱ ✴❈❖▼▼■❚✧ ⑤ ✐❞❧

❃ ❡❝❤♦ ❡①♣♦rt ▲❉❴▲■❇❘❆❘❨❴P❆❚❍❂❁■❉▲❴P❆❚❍❃✴❧✐❜✴♥❧s❛r✴✿✬✩▲❉❴▲■❇❘❆❘❨❴P❆❚❍✬ ❃❃ ✩❍❖▼❊✴✳❜❛s❤r❝

❃ s♦✉r❝❡ ✩❍❖▼❊✴✳❜❛s❤r❝

❇✳✷✳✺ ❯♣❞❛t❡ ▼❛t❧❛❜ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

■❢ ②♦✉ ✉s✐♥❣ ▼❛t❧❛❜✱ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❃ ❡❝❤♦ ❡①♣♦rt ▼❆❚▲❆❇P❆❚❍❂❁P❘❊❋■❳❴▼❆❚▲❆❇❃✴t♦♦❧❜♦①✴♥❧s❛r✴✿✬✩▼❆❚▲❆❇P❆❚❍✬ ❃❃ ✩❍❖▼❊✴✳❜❛s❤r❝

❃ s♦✉r❝❡ ✩❍❖▼❊✴✳❜❛s❤r❝

❇✳✸ ■♠❛❣❡s ❢♦r♠❛ts ❛♥❞ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❝♦♠♠❛♥❞s

❙✉♣♣♦rt❡❞ ❢♦r♠❛ts✿

• ❘❆❚ ❢♦r♠❛t✱

• P♦❧❙❆❘Pr♦ ❢♦r♠❛t✳

• ❳■▼❆ ❢♦r♠❛t ✭r❡❛❞ ♦♥❧②✮

◆♦t❡ t❤❛t ◆▲✲❙❆❘ ❞❡❛❧s ♦♥❧② ✇✐t❤ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ♦r ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❖t❤❡r ✐♥♣✉ts
✇✐❧❧ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ✇❤❛t ②♦✉ ✇❛♥t✳ ■❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ✐♠❛❣❡s✱ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
s❛r❥♦✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡ ♦r ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢r♦♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r
❝♦♠♣❧❡① ✐♠❛❣❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❇✳✸✳✼✮✳

❇✳✸✳✶ ❘❆❚ ❢♦r♠❛t

• ❆❘❆❚ ✜❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❆ ❘❆❚ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
✈❡❝t♦r✐❛❧ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡✳ ❖♥❧② t❤❡ ❛rr❛②s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡s ❛r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s♦ ❢❛r✿

✕ ✢♦❛t ✭✈❛r ❂ ✹✮

✕ ✢♦❛t ❝♦♠♣❧❡① ✭✈❛r ❂ ✻✮

✕ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ✭✈❛r ❂ ✾✮

❘❆❚ ✜❧❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r t②♣❡s ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ❡rr♦r ♠❡ss❛❣❡✳ ❋❡❧❧ ❢r❡❡ t♦ ❝♦♥t❛❝t ♠❡ t♦ ❡①t❡♥❞
t♦ ♦t❤❡r ♠♦❞❛❧✐t✐❡s✳

❇✳✸✳✷ P♦❧❙❆❘Pr♦ ❢♦r♠❛t

❆ P♦❧❙❆❘P❘♦ ❞❛t❛ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t♦r② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❜✐♥❛r② ✜❧❡s ✭✇✐t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✳❜✐♥✮ ❛♥❞ ❛
❝♦♥❢✐❣✳t①t ✜❧❡✱ ❨♦✉ ❝❛♥ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ❢♦r♠❛t t❤❡r❡✿ ❤tt♣✿✴✴❡❛rt❤✳❡♦✳❡s❛✳

✐♥t✴♣♦❧s❛r♣r♦✴▼❛♥✉❛❧s✴P♦❧❙❆❘♣r♦❴❉❛t❛❋♦r♠❛t✳♣❞❢ ❙♦ ❢❛r✱ ♦♥❧② ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
❞❛t❛ ❢♦r♠❛ts ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

http://earth.eo.esa.int/polsarpro/Manuals/PolSARpro_DataFormat.pdf
http://earth.eo.esa.int/polsarpro/Manuals/PolSARpro_DataFormat.pdf


✷✶✷ ❇✳ ◆▲✲❙❆❘✿ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

❇✳✸✳✸ ❳■▼❆ ❢♦r♠❛t

❆♥ ❳■▼❆ ❞❛t❛ ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ✜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❤❡❛❞❡r ✇✐❝❤ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ✜❧❡ ✇✐t❤ s❛♠❡ ♥❛♠❡
❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✳❞✐♠✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ✜♥❞ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ❢♦r♠❛t t❤❡r❡✿ ❤tt♣✿✴✴♣❡rs♦✳

t❡❧❡❝♦♠✲♣❛r✐st❡❝❤✳❢r✴⑦♥✐❝♦❧❛s✴❳■▼❆✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧✳ ❙♦ ❢❛r✱ ♦♥❧② ❝①❢ ✭❝♦♠♣❧❡① ✢♦❛t✮ ❞❛t❛ ❢♦r✲
♠❛ts ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❇✳✸✳✹ ❘❡❛❞✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

• ❋r♦♠ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✿

❃ s❛r✐♥❢♦ ✐♥❢✐❧❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿

▼ ❂ ✺✶✷

◆ ❂ ✷✺✻

❉ ❂ ✸

• ❋r♦♠ ■❉▲✿

❃ P❘■◆❚✱ s❛r✐♥❢♦✭✬✐♥❢✐❧❡✬✮

✺✶✷ ✷✺✻ ✸

• ❋r♦♠ ▼❛t❧❛❜✿

❃ ❬▼✱ ◆✱ ❉❪ ❂ s❛r✐♥❢♦✭✬✳✳✴t❡st✴♠✐r❡✸✳r❛t✬✮

▼ ❂

✺✶✷

◆ ❂

✷✺✻

❉ ❂

✸

❇✳✸✳✺ ❘❡❛❞✐♥❣ ❞❛t❛

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞s ✐♠♣♦rt ❛ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ❞✐s❦ t♦ ♠❡♠♦r②

• ❋r♦♠ ■❉▲✿

❃ s❛r✐♠❛❣❡ ❂ s❛rr❡❛❞✭✬✐♥❢✐❧❡✬✮

▲♦♦❦ ❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿

❃ P❘■◆❚✱ s✐③❡✭s❛r✐♠❛❣❡✱ ✴❉■▼❊◆❙■❖◆❙✮

✸ ✸ ✷✺✻ ✺✶✷

• ❋r♦♠ ▼❛t❧❛❜✿

❃ s❛r✐♠❛❣❡ ❂ s❛rr❡❛❞✭✬✐♥❢✐❧❡✬✮❀

▲♦♦❦ ❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿

❃ s✐③❡✭s❛r✐♠❛❣❡✮

❛♥s ❂

✸ ✸ ✷✺✻ ✺✶✷

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss✳

http://perso.telecom-paristech.fr/~nicolas/XIMA/index.html
http://perso.telecom-paristech.fr/~nicolas/XIMA/index.html


✷✶✸

❇✳✸✳✻ ❲r✐t✐♥❣ ❞❛t❛

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞s ❡①♣♦rt ❛ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ ♠❡♠♦r② t♦ ❞✐s❦✳

• ❋r♦♠ ■❉▲✿

❃ s❛r✇r✐t❡✱ s❛r✐♠❛❣❡✱ ✬♦✉t❢✐❧❡✬

• ❋r♦♠ ▼❛t❧❛❜✿

❃ s❛r✇r✐t❡✭s❛r✐♠❛❣❡✱ ✬♦✉t❢✐❧❡✬✮❀

◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss✳

❇✳✸✳✼ ❏♦✐♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞s ❝r❡❛t❡s ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡ ♦r ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✐♠❛❣❡ ♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♠❛❣❡✿

• ❋r♦♠ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✿

❃ s❛r❥♦✐♥ ✐♥❢✐❧❡✶ ❬✐♥❢✐❧❡✷ ✳✳✳ ✐♥❢✐❧❡◆❪ ♦✉t❢✐❧❡

◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♠♠❛♥❞ ♦❢ ◆▲✲❙❆❘ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❧♦♦❦ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛ ❛s
✐♥♣✉t✳ ■❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✜❧❡ ✐♥ ✐♥♣✉t✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♠❛❣❡
❢r♦♠ ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ✐♠❛❣❡✳

❇✳✸✳✽ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥✈❡rts ❛ ❘❆❚ ✜❧❡ t♦ P♦❧❙❆❘Pr♦ ❢♦r♠❛t✿

• ❋r♦♠ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡

❃ s❛r❝♦♥✈❡rt ✐♥❢✐❧❡✳r❛t ♦✉t❞✐r

• ❋r♦♠ ■❉▲✿

❃ s❛r✐♠❛❣❡ ❂ s❛rr❡❛❞✭✬✐♥❢✐❧❡✳r❛t✬✮

❃ s❛r✇r✐t❡✱ s❛r✐♠❛❣❡✱ ✬♦✉t❞✐r✬

• ❋r♦♠ ▼❛t❧❛❜✿

❃ s❛r✐♠❛❣❡ ❂ s❛rr❡❛❞✭✬✐♥❢✐❧❡✳r❛t✬✮❀

❃ s❛r✇r✐t❡✭s❛r✐♠❛❣❡✱ ✬♦✉t❞✐r✬✮❀

❇✳✸✳✾ ❊①tr❛❝t✐♦♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞s ❡①tr❛❝t ❛ s✉❜❛r❡❛ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐♦♥ (x, y) t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ (x + width − 1, y +
height− 1) ✇✐t❤ ❛ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ st❡♣✿

• ❋r♦♠ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡

❃ s❛r❡①tr❛❝t ✐♥❢✐❧❡ ♦✉t❢✐❧❡ ① ② ✇✐❞t❤ ❤❡✐❣❤t st❡♣

• ❋r♦♠ ■❉▲✿



✷✶✹ ❇✳ ◆▲✲❙❆❘✿ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

❃ s❛r♦✉t ❂ s❛r✐♥❬✯✱ ✯✱ ②✿✭②✰❤❡✐❣❤t✲✶✮✿st❡♣✱ ①✿✭①✰✇✐❞t❤✲✶✮✿st❡♣❪

• ❋r♦♠ ▼❛t❧❛❜✿

❃ s❛r♦✉t ❂ s❛r✐♥✭✿✱ ✿✱ ② ✰ ✭✶✿st❡♣✿❤❡✐❣❤t✮✮✱ ① ✰ ✭✶✿st❡♣✿✇✐❞t❤✮✮❀

❇✳✸✳✶✵ ❘●❇ ❡①♣♦rt

• ❋r♦♠ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✿

❃ s❛r✷♣♥❣ ✐♥❢✐❧❡ r❣❜❡①♣♦rt✳♣♥❣ ❬❛❧♣❤❛❪

✇❤❡r❡ ❛❧♣❤❛ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛st ✭❞❡❢❛✉❧t ✸✮

• ❋r♦♠ ■❉▲✿

❃ r❣❜❡①♣♦rt ❂ s❛r✷r❣❜✭s❛r✐♠❛❣❡ ❬✱ ❛❧♣❤❛❪✮

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❧♣❤❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥✳
▲♦♦❦ ❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿

❃ P❘■◆❚✱ ❙■❩❊✭s❛r✐♠❛❣❡✱ ✴❉■▼❊◆❙■❖◆❙✮

✸ ✸ ✷✺✻ ✺✶✷

❃ P❘■◆❚✱ ❙■❩❊✭r❣❜❡①♣♦rt✱ ✴❉■▼❊◆❙■❖◆❙✮

✸ ✷✺✻ ✺✶✷

• ❋r♦♠ ▼❛t❧❛❜✿

❃ r❣❜❡①♣♦rt ❂ s❛r✷r❣❜✭s❛r✐♠❛❣❡ ❬✱ ❛❧♣❤❛❪✮❀

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❧♣❤❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥✳
▲♦♦❦ ❛t t❤❡ ♠❛tr✐① ❞✐♠❡♥s✐♦♥✿

❃ s✐③❡✭s❛r✐♠❛❣❡✮

❛♥s ❂

✸ ✸ ✷✺✻ ✺✶✷

❃ s✐③❡✭r❣❜❡①♣♦rt✮

❛♥s ❂

✺✶✷ ✷✺✻ ✸

❚❤❡ st♦r✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❘●❇ ✐♠❛❣❡ ✐s r❡✈❡rs❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦✉r ✉s✉❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ■♠❛❣❡ ❚♦♦❧❜♦①✳

❇✳✸✳✶✶ ❱✐❡✇❡r

• ❋r♦♠ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✿

❃ s❛rs❤♦✇ ✐♥❢✐❧❡ ❬❛❧♣❤❛❪

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❧♣❤❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❘●❇ ❡①♣♦rt✳
❚❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ②♦✉ ②✐❧❧ ♣r♦❜❛❜❧② ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡✿

P❧❡❛s❡ s❡t ②♦✉r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❆❘❋❖❖❴❱■❊❲❊❘



✷✶✺

❨♦✉ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❙❆❘❋❖❖❴❱■❊❲❊❘ ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ ②♦✉r ❢❛✈♦✉r✐t❡
✐♠❛❣❡ ✈✐❡✇❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ ②♦✉ ❧✐❦❡ ❊②❡ ❖❢ ●♥♦♠❡✱ t②♣❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❃ ❡❝❤♦ ❡①♣♦rt ❙❆❘❋❖❖❴❱■❊❲❊❘❂❡♦❣ ❃❃ ✩❍❖▼❊✴✳❜❛s❤r❝

❃ s♦✉r❝❡ ✩❍❖▼❊✴✳❜❛s❤r❝

❖r✱ ✐❢ ②♦✉ ♣r❡❢❡r ❑♦♥q✉❡r♦r

❃ ❡❝❤♦ ❡①♣♦rt ❙❆❘❋❖❖❴❱■❊❲❊❘❂❦♦♥q✉❡r♦r ❃❃ ✩❍❖▼❊✴✳❜❛s❤r❝

❃ s♦✉r❝❡ ✩❍❖▼❊✴✳❜❛s❤r❝

• ❋♦r♠ ■❉▲✿

❃ s❛rs❤♦✇✱ s❛r✐♠❛❣❡ ❬✱ ❛❧♣❤❛❪

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❧♣❤❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❘●❇ ❡①♣♦rt✳

• ❋♦r♠ ▼❛t❧❛❜✿

❃ s❛rs❤♦✇✭s❛r✐♠❛❣❡ ❬✱ ❛❧♣❤❛❪✮❀

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛❧♣❤❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❘●❇ ❡①♣♦rt✳

❇✳✹ ■♠❛❣❡ ✜❧t❡r✐♥❣

❇✳✹✳✶ ❇♦①❝❛r ✜❧t❡r

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊st✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛s✿

Σ̂(x) =
∑

x′∈BoxhW (x)

C(x′) ✭❇✳✶✮

✇❤❡r❡ BoxhW (x) ✐s ❛ sq✉❛r❡ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ x ♦❢ ✇✐❞t❤ (2hW + 1)✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❤❲ t❤❡
❤❛❧❢✲✇✐❞t❤✳

❍♦✇t♦

• ❋r♦♠ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✿

❃ s❛r❜♦①❝❛r ✐♥❢✐❧❡ ♦✉t❢✐❧❡ ❬❤❲❪

✇❤❡r❡ ❤❲ ✐s t❤❡ ❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❜♦① ✭❞❡❢❛✉❧t ✶✮✳

• ❋r♦♠ ■❉▲✿

❃ s❛r♦✉t ❂ s❛r❜♦①❝❛r✭s❛r✐♥ ❬✱ ❤❲❪✮

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥✳

• ❋r♦♠ ▼❛t❧❛❜✿

❃ s❛r♦✉t ❂ s❛r❜♦①❝❛r✭s❛r✐♥ ❬✱ ❤❲❪✮❀

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥✳



✷✶✻ ❇✳ ◆▲✲❙❆❘✿ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

❇✳✹✳✷ ❉✐s❦❝❛r ✜❧t❡r

❙❛♠❡ ❛s t❤❡ ❜♦① ❝❛r ✜❧t❡r✱ ❥✉st r❡♣❧❛❝❡ BoxhW (x) ❜② DiskhW (x)✱ ✐✳❡✳ ❛ ❞✐s❦ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ x ✇✐t❤
❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ ✭✐✳❡✳ r❛❞✐✉s✮ ♦❢ hW ✳

❇✳✹✳✸ ■t❡r❛t✐✈❡ ◆♦♥✲❧♦❝❛❧ ▼❡❛♥s ✜❧t❡r

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❊st✐♠❛t❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② Σ(x) ✉s✐♥❣✿

Σ̂
t(x) =







∑

x′∈DiskhW (x)

w(x, x′)C(x′)

∑

x′∈DiskhW (x))

w(x, x′)
✐❢ L̂res ≥ Lmin

∑

x′∈BestLmin
(x)C(x′) ♦t❤❡r✇✐s❡

✭❇✳✷✮

✇❤❡r❡ L̂res ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s✿

L̂res =




∑

x′∈DiskhW (x)

w(x, x′)





2

∑

x′∈DiskhW (x)

w(x, x′)2
✭❇✳✸✮

BestLmin(x) r❡❢❡rs t♦ t❤❡ Lmin ❝❛♥❞✐❞❛t❡s x′ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✇❡✐❣❤ts w(x, x′)✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧
✜❧t❡r ❝♦♠♣✉t❡s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ❢♦r❝❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s t♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ Lmin✳

❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

w(x, x′) = ψ

[

(1− λ) × φGLR




∑

τ∈BoxhP (0)

− logGLR(C ′(x+ τ), C ′(x′ + τ))



+ ✭❇✳✹✮

λ × φKL




∑

τ∈BoxhP (0)

KL(Σ̂t−1(x+ τ), Σ̂t−1(x′ + τ))





]

✭❇✳✺✮

✇❤❡r❡ φGLR ✭r❡s♣✳ φKL✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s q1,GLR ❛♥❞ q2,GLR ✭r❡s♣✳ t❤❡
✈❛❧✉❡s q1,KL ❛♥❞ q2,KL✮ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s 1 ❛♥❞ 2✿

φX(x) =
x+ q2,X − 2q1,X
q2,X − q1,X

✭❇✳✻✮

❛♥❞✱ ψ ✐s ❛ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ψ(x) =







1 ✐❢ x ≤ 1
2− x ✐❢ 1 < x ≤ 2
0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✭❇✳✼✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧✐st ✶✵ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✿

• ♠♦❞❡❧✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ●▲❘ ❛♥❞ ❑▲ ✭s♦ ❢❛r✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ✏✇✐s❤❛rt✑✮



✷✶✼

• T ✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s

• hW ✿ ❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇

• hP ✿ ❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ♣❛t❝❤❡s

• Lmin✿ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s t♦ ❡♥s✉r❡

• λ✿ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ②♦✉r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦♥ ●▲❘ ✈❡rs✉s ❑▲✳ ✭s❡t ✵ ✐❢ ②♦✉ ❞♦ ♥♦t tr✉st ❑▲
♦r ✶ ✐❢ ②♦✉ ❞♦ ♥♦t tr✉st ●▲❘✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✵✳✺ s♦✉♥❞s ❣♦♦❞✮✳

• q1,GLR✱ q2,GLR✿ t✇♦ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦✐s② ❛r❡❛s
■❢ ②♦✉ ❝❤♦♦s❡ q1,GLR ❛s t❤❡ ✵✳✽✲q✉❛♥t✐❧❡ ❛♥❞ q2,GLR ❛s t❤❡ ✵✳✾✺✲q✉❛♥t✐❧❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t
✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛ ②♦✉ ✇✐❧❧ ❛✈❡r❛❣❡ ❛t ❧❡❛st 80% ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ r❡❥❡❝t 1% ♦❢ t❤❡
❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛ ✇❡✐❣❤t ❜❡t✇✇❡♥ 0 ❛♥❞ 1 ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳

• q1,KL✱ q2,KL✿ t✇♦ q✉❛♥t✐❧❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❑▲ ✐♥ ♣r❡✲✜❧t❡r❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦✐s②
❛r❡❛s ✭t②♣✐❝❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ q1,KL ❛s t❤❡ ✵✳✽✲q✉❛♥t✐❧❡ ❛♥❞ q2,KL ❛s t❤❡ ✵✳✾✺✲q✉❛♥t✐❧❡✮✳

❆♥❞ ❛ ❧❛st ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ✭❇✳✷✮✿

• ♥❛✐✈❡✿ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭❝♦♠♣❧❡①✐t② O(NMD2(2hW + 1)2(2hP + 1)2)✮

• ✐ss❞✿ t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❉❛r❜♦♥ ❡t ❛❧✳ ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t❡ s✉♠ sq✉❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❝♦♠♣❧❡①✐t②
O(NMD2(2hW + 1)2)✮

◆❇✿ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦t❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❯✳❙✳ ♣❛t❡♥t✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜② ❞❡❢❛✉❧t ✐♥ t❤❡ ◆▲✲❙❆❘ ♣❛❝❦❛❣❡✳ ■❢ t❤❡ ♣❛t❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ✐♥ ②♦✉r
❝♦✉♥tr②✱ ❢❡❡❧ ❢r❡❡ t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥❧✐♥❡✳

• ✛t✿ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ◆▲ ♠❡❛♥s ✭❝♦♠♣❧❡①✐t② O(NMD2(2hW + 1)2 log2(NMD2))✮

❍♦✇t♦

• ❋r♦♠ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✿

❃ s❛r♥❧ ❢✐❧❡✐♥ ❢✐❧❡♦✉t ▲ ❬✈❡r❜♦s❡ ✐♠♣❧❡♠ ♠♦❞❡❧ ❚ ❤❲ ❤P ▲♠✐♥ ❭

❧❛♠❜❞❛ q✶❣❧r q✷❣❧r q✶❦❧ q✷❦❧❪

✇❤❡r❡ ▲ ✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡✳ ■❢ ✈❡r❜♦s❡ ❂ ✶✱ st❡♣s
❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐♥❣ ❜❛rs ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦✉t♣✉t✳ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r
❛r❣✉♠❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚②♣❡ s❛r♥❧ t♦ s❡❡ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

• ❋r♦♠ ■❉▲✿

❃ s❛r♦✉t ❂ s❛r♥❧✭s❛r✐♥✱ ▲ ❬✱✈❡r❜♦s❡ ✱✐♠♣❧❡♠✱ ♠♦❞❡❧✱ ❚✱ ❤❲✱ ❤P✱ ▲♠✐♥✱ ✩

❧❛♠❜❞❛✱ q✶❣❧r✱ q✷❣❧r✱ q✶❦❧✱ q✷❦❧❪✮

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥✳

• ❋r♦♠ ▼❛t❧❛❜✿

❃ s❛r♦✉t ❂ s❛r♥❧✭s❛r✐♥✱ ▲ ❬✱✈❡r❜♦s❡ ✱✐♠♣❧❡♠✱ ♠♦❞❡❧✱ ❚✱ ❤❲✱ ❤P✱ ▲♠✐♥✱ ✳✳✳

❧❛♠❜❞❛✱ q✶❣❧r✱ q✷❣❧r✱ q✶❦❧✱ q✷❦❧❪✮❀

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡r❜♦s❡ ♠♦❞❡ ❢♦r ■❉▲ ❛♥❞ ▼❛t❧❛❜ ♠✐❣❤t ♥♦t ✇♦r❦ ♣r♦♣❡r❧②✳



✷✶✽ ❇✳ ◆▲✲❙❆❘✿ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

❇✳✹✳✹ ❙❡♠✐✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ■◆▲▼ ✜❧t❡r

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r ❧✐❡s ♦♥ ✶✵ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤♦s❡ ✹ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ ❛♥❞ ❑▲ ♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ♥♦✐s② ❛r❡❛ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ♣r❡✜❧t❡r❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
❛r❡❛✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✐♥ ✐♥♣✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡s ✭t❤❛t ②♦✉ ♥❡❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡✮ ②♦✉
❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❧s♦ ❛ ♥♦✐s② ❛r❡❛ ❛♥❞ ❛s❦ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ②♦✉ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛❧♣❤❛✲q✉❛♥t✐❧❡s ♦♥ t❤✐s ❛r❡❛✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ②♦✉ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ❜✉t s❡♥s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ②♦✉ ♥❡❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t
♦♥❧② ♦♥❡ ♥♦✐s② ❛r❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛s❡t✿ t❤❡ s❡♠✐ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❧❛③②✳

❍♦✇t♦

• ❋r♦♠ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡✿

❃ s❛r♥❧❝❛❧ ❢✐❧❡✐♥ ❢✐❧❡♥♦✐s❡ ❢✐❧❡♦✉t ▲ ❬✈❡r❜♦s❡ ✐♠♣❧❡♠ ♠♦❞❡❧ ❚ ❤❲ ❤P ▲♠✐♥ ❭

❧❛♠❜❞❛ ❛❧♣❤❛✲q✶ ❛❧♣❤❛✲q✷❪

■❢ ✈❡r❜♦s❡ ❂ ✶✱ st❡♣s ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐♥❣ ❜❛rs ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦✉t♣✉t✳ ❆ ❞❡✲
s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❛r❣✉♠❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ❚②♣❡ s❛r♥❧❝❛❧ t♦ s❡❡
t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

• ❋r♦♠ ■❉▲✿

❃ s❛r♦✉t ❂ s❛r♥❧❝❛❧✭s❛r✐♥✱ s❛r♥♦✐s❡✱ ▲ ❬✱✈❡r❜♦s❡ ✱✐♠♣❧❡♠✱ ♠♦❞❡❧✱ ❚✱ ❤❲✱ ❤P✱ ▲♠✐♥✱ ✩

❧❛♠❜❞❛✱ ❛❧♣❤❛✲q✶✱ ❛❧♣❤❛✲q✷❪✮

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥✳

• ❋r♦♠ ▼❛t❧❛❜✿

❃ s❛r♦✉t ❂ s❛r♥❧❝❛❧✭s❛r✐♥✱ s❛r♥♦✐s❡✱ ▲ ❬✱✈❡r❜♦s❡ ✱✐♠♣❧❡♠✱ ♠♦❞❡❧✱ ❚✱ ❤❲✱ ❤P✱ ▲♠✐♥✱ ✳✳✳

❧❛♠❜❞❛✱ ❛❧♣❤❛✲q✶✱ ❛❧♣❤❛✲q✷❪✮❀

❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥✳

❇✳✺ ❊①❛♠♣❧❡s

❇✳✺✳✶ ■♥❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤♦✉t ♦r❜✐t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ♦♥ ❛ ❙▲❈ ❘❆▼❙❊❙ ✐♠❛❣❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛❜♦✉t 1×1 ♠2 ✇✐t❤
❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ ✶✻ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ❳❡♦♥ ❈P❯ ✷✳✷✼●❍③✳ ❲✐t❤ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞
s♣❡❦❝❧❡ ♥♦✐s❡ ✭❞✉❡ t♦ ③❡r♦ ♣❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✮ ❧❛r❣❡ ✇✐♥❞♦✇s ♥❡❡❞
t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ r❛❞✐✉s 10 ♣✐①❡❧s✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥♦✐s❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❛❜♦✉t 314 ❧♦♦❦s✱ ❛♥❞ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ✇✐❞t❤ 9 ✭❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ hP = 4✮✳ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ 9 ❧♦♦❦s ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ 0.80 ❛♥❞ 0.95✲q✉❛♥t✐❧❡✱ ✐♠♣❧②✐♥❣
t❤❛t ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦✐s② ❛r❡❛ ✇♦✉❧❞ ❜❡
❛r♦✉♥❞ 250 ❧♦♦❦s✳

❃ ❧s

❢✐❧❡✐♥❴❤❤✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴❤❤✳❞✐♠ ❢✐❧❡✐♥❴❜❜✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴❜❜✳❞✐♠

❃ s❛r❥♦✐♥ ❢✐❧❡✐♥❴❤❤✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴❜❜✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴✷①✷✳r❛t

❃ ❧s

❢✐❧❡✐♥❴✷①✷✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❤❤✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴❤❤✳❞✐♠ ❢✐❧❡✐♥❴❜❜✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴❜❜✳❞✐♠

❃ s❛r✐♥❢♦ ❢✐❧❡✐♥❴✷①✷

❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿

▼ ❂ ✺✶✷

◆ ❂ ✺✶✷



✷✶✾

❉ ❂ ✷

❃ s❛rs❤♦✇ ❢✐❧❡✐♥❴✷①✷✳r❛t ✶✳✺

❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✿ ❚❤❡ 512× 512 ✐♠❛❣❡

❃ s❛r❡①tr❛❝t ❢✐❧❡✐♥❴✷①✷✳r❛t r❛t ♥♦✐s❡✳r❛t ✵ ✸✹✵ ✷✵✵ ✶✵✵

❃ ❧s

❢✐❧❡✐♥❴✷①✷✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❤❤✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴❤❤✳❞✐♠ ❢✐❧❡✐♥❴❜❜✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴❜❜✳❞✐♠ ♥♦✐s❡✳r❛t

❃ s❛rs❤♦✇ ♥♦✐s❡✳r❛t

❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✿ ❆ ♥♦✐s② ❛r❡❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦✐s② ❞❛t❛

❃ t✐♠❡ s❛r♥❧❝❛❧ ❢✐❧❡✐♥❴✷①✷✳r❛t ♥♦✐s❡✳r❛t ❢✐❧❡♦✉t❴✶✐t✳r❛t ✶ ✶ ✐ss❞ ✇✐s❤❛rt ✶ ✶✵ ✹ ✾ ❭

✵✳✺ ✵✳✽✵ ✵✳✾✺

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ q✉❛♥t✐❧❡s

✵✳✽✵✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✶✳✺✷✽✼

✵✳✾✺✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✶✳✼✵✶✶✻

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❑▲ q✉❛♥t✐❧❡s

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

✵✳✽✵✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✵✳✶✵✻✺✶✾

✵✳✾✺✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✵✳✷✼✵✷✹✼

Pr♦❝❡ss t♦ t❤❡ ✶ ✐t❡r❛t✐♦♥s

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

r❡❛❧ ✵♠✸✳✸✵✸s

✉s❡r ✵♠✺✵✳✺✶✺s

s②s ✵♠✹✳✺✽✹s

❃ ❧s

❢✐❧❡✐♥❴✷①✷✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❤❤✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴❤❤✳❞✐♠

❢✐❧❡✐♥❴❜❜✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴❜❜✳❞✐♠ ❢✐❧❡♦✉t❴✶✐t✳r❛t

❃ s❛rs❤♦✇ ❢✐❧❡♦✉t❴✶✐t✳r❛t ✶✳✺

❃ t✐♠❡ s❛r♥❧❝❛❧ ❢✐❧❡✐♥❴✷①✷✳r❛t ♥♦✐s❡✳r❛t ❢✐❧❡♦✉t❴✶✐t✳r❛t ✶ ✶ ✐ss❞ ✇✐s❤❛rt ✹ ✶✵ ✹ ✾ ❭

✵✳✺ ✵✳✽✵ ✵✳✾✺



✷✷✵ ❇✳ ◆▲✲❙❆❘✿ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❇✳✸✿ ❘❡s✉❧t ❛❢t❡r ✶ ✐t❡r❛t✐♦♥

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ q✉❛♥t✐❧❡s

✵✳✽✵✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✶✳✺✷✽✼

✵✳✾✺✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✶✳✼✵✶✶✻

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❑▲ q✉❛♥t✐❧❡s

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

✵✳✽✵✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✵✳✶✵✻✺✶✾

✵✳✾✺✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✵✳✷✼✵✷✹✼

Pr♦❝❡ss t♦ t❤❡ ✶ ✐t❡r❛t✐♦♥s

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

r❡❛❧ ✵♠✷✼✳✻✹✽s

✉s❡r ✽♠✷✽✳✵✾✷s

s②s ✶♠✺✽✳✺✸✾s

❃ ❧s

❢✐❧❡✐♥❴✷①✷✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❤❤✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴❤❤✳❞✐♠

❢✐❧❡✐♥❴❜❜✳❝①❢ ❢✐❧❡✐♥❴❜❜✳❞✐♠ ❢✐❧❡♦✉t❴✶✐t✳r❛t

❃ s❛rs❤♦✇ ❢✐❧❡♦✉t❴✶✐t✳r❛t ✶✳✺

❋✐❣✉r❡ ❇✳✹✿ ❘❡s✉❧t ❛❢t❡r ✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s



✷✷✶

❇✳✺✳✷ P♦❧❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r✉♥ ♦♥ ❛ ❙▲❈ ❳✲❇❛♥❞ ❋✲❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ 20 × 20
❝♠2 ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ ✶✻ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ❳❡♦♥ ❈P❯ ✷✳✷✼●❍③✳ ❲✐t❤ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛t❛
❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s♣❡❦❝❧❡ ♥♦✐s❡ ✭❞✉❡ t♦ ③❡r♦ ♣❛❞❞✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✮ ❧❛r❣❡
✇✐♥❞♦✇s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ s❡❛r❝❤ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ r❛❞✐✉s 10 ♣✐①❡❧s✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♦❢ ❛❜♦✉t 314 ❧♦♦❦s✱ ❛♥❞ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ✇✐❞t❤ 9 ✭❤❛❧❢✲✇✐❞t❤ hP = 4✮✳ ❆
♠✐♥✐♠✉♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ 9 ❧♦♦❦s ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ 0.80 ❛♥❞ 0.95✲q✉❛♥t✐❧❡✱
✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦♦❦s ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♥♦✐s② ❛r❡❛
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛r♦✉♥❞ 250 ❧♦♦❦s✳

❃ ❧s

❢✐❧❡✐♥❴❳❤❤✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳❤✈✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳✈✈✳r❛t

❃ s❛r❥♦✐♥ ❢✐❧❡✐♥❴❳❤❤✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳✈✈✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳❤✈✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴✸①✸✳r❛t

❃ ❧s

❢✐❧❡✐♥❴✸①✸✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳❤❤✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳❤✈✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳✈✈✳r❛t

❃ s❛r✐♥❢♦ ❢✐❧❡✐♥❴✸①✸

❞✐♠❡♥s✐♦♥s✿

▼ ❂ ✹✵✾✻

◆ ❂ ✹✵✾✻

❉ ❂ ✸

❃ s❛rs❤♦✇ ❢✐❧❡✐♥❴✸①✸✳r❛t

❋✐❣✉r❡ ❇✳✺✿ ❩♦♦♠ ♦♥ ✶✴✽ ♦❢ t❤❡ 4096× 4096 ✐♠❛❣❡

❃ s❛r❡①tr❛❝t ❢✐❧❡✐♥❴✸①✸✳r❛t r❛t ♥♦✐s❡✳r❛t ✵ ✷✵✹✽ ✷✺✻ ✷✺✻

❃ ❧s

❢✐❧❡✐♥❴✸①✸✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳❤❤✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳❤✈✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳✈✈✳r❛t ♥♦✐s❡✳r❛t

❃ s❛rs❤♦✇ ♥♦✐s❡✳r❛t

❃ t✐♠❡ s❛r♥❧❝❛❧ ❢✐❧❡✐♥❴✸①✸✳r❛t ♥♦✐s❡✳r❛t ❢✐❧❡♦✉t❴✶✐t✳r❛t ✶ ✶ ✐ss❞ ✇✐s❤❛rt ✶ ✶✵ ✹ ✾ ❭

✵✳✺ ✵✳✽✵ ✵✳✾✺



✷✷✷ ❇✳ ◆▲✲❙❆❘✿ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ❇✳✻✿ ❆ ♥♦✐s② ❛r❡❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ✭❛♥❞ r❡s❝❛❧❡✮ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t ♥♦✐s② ❞❛t❛

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ q✉❛♥t✐❧❡s

✵✳✽✵✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✸✳✼✼✼✷✺

✵✳✾✺✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✹✳✵✺✷✷✾

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❑▲ q✉❛♥t✐❧❡s

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

✵✳✽✵✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✵✳✵✽✼✺✾✾

✵✳✾✺✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✵✳✶✽✾✽✵✽

Pr♦❝❡ss t♦ t❤❡ ✶ ✐t❡r❛t✐♦♥s

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

r❡❛❧ ✷♠✺✽✳✵✵✻s

✉s❡r ✸✺♠✹✼✳✷✶✵s

s②s ✸♠✹✹✳✻✹✻s

❃ ❧s

❢✐❧❡✐♥❴✸①✸✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳❤❤✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳❤✈✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳✈✈✳r❛t ❢✐❧❡♦✉t❴✶✐t✳r❛t

♥♦✐s❡✳r❛t

❃ s❛rs❤♦✇ ❢✐❧❡♦✉t❴✶✐t✳r❛t

❋✐❣✉r❡ ❇✳✼✿ ❘❡s✉❧t ❛❢t❡r ✶ ✐t❡r❛t✐♦♥



✷✷✸

❃ t✐♠❡ s❛r♥❧❝❛❧ ❢✐❧❡✐♥❴✸①✸✳r❛t ♥♦✐s❡✳r❛t ❢✐❧❡♦✉t❴✹✐t✳r❛t ✶ ✶ ✐ss❞ ✇✐s❤❛rt ✹ ✶✵ ✹ ✾ ❭

✵✳✺ ✵✳✽✵ ✵✳✾✺

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ●▲❘ q✉❛♥t✐❧❡s

✵✳✽✵✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✸✳✼✼✼✷✺

✵✳✾✺✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✹✳✵✺✷✷✾

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❑▲ q✉❛♥t✐❧❡s

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

✵✳✽✵✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✵✳✵✽✼✺✾✾

✵✳✾✺✲q✉❛♥t✐❧❡ ❂ ✵✳✶✽✾✽✵✽

Pr♦❝❡ss t♦ t❤❡ ✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

⑤❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂❂⑤ ✶✵✵✪

r❡❛❧ ✶✸♠✸✶✳✼✹✷s

✉s❡r ✷✶✷♠✹✸✳✸✺✹s

s②s ✸✷♠✷✾✳✽✻✷s

❃ ❧s

❢✐❧❡✐♥❴✸①✸✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳❤❤✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳❤✈✳r❛t ❢✐❧❡✐♥❴❳✈✈✳r❛t ❢✐❧❡♦✉t❴✶✐t✳r❛t

❢✐❧❡♦✉t❴✹✐t✳r❛t ♥♦✐s❡✳r❛t

❃ s❛rs❤♦✇ ❢✐❧❡♦✉t❴✹✐t✳r❛t

❋✐❣✉r❡ ❇✳✽✿ ❘❡s✉❧t ❛❢t❡r ✹ ✐t❡r❛t✐♦♥s



✷✷✹ ❇✳ ◆▲✲❙❆❘✿ ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r s♣❡❝❦❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥



✷✷✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆❜r❛♠♦✈✐❝❤✱ ❋✳✱ ❙❛♣❛t✐♥❛s✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❙✐❧✈❡r♠❛♥✱ ❇✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❲❛✈❡❧❡t t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ✈✐❛ ❛ ❜❛②❡s✐❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ✻✵✭✹✮✿✼✷✺✕✼✹✾✳

❆❝❤✐♠✱ ❆✳✱ ❚s❛❦❛❧✐❞❡s✱ P✳✱ ❛♥❞ ❇❡③❡r✐❛♥♦s✱ ❆✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✈✐❛ ❇❛②❡s✐❛♥ ✇❛✈❡❧❡t
s❤r✐♥❦❛❣❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡❛✈②✲t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐✳ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✳✱ ✹✶✭✽✮✿✶✼✼✸✕
✶✼✽✹✳

❆❤❛r♦♥✱ ▼✳✱ ❊❧❛❞✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❇r✉❝❦st❡✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❑✲❙❱❉✿ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ♦✈❡r❝♦♠✲
♣❧❡t❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s ❢♦r s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳✱ ✺✹✭✶✶✮✿✹✸✶✶✕✹✸✷✷✳

❆❥❛✲❋❡r♥á♥❞❡③✱ ❙✳ ❛♥❞ ❆❧❜❡r♦❧❛✲▲ó♣❡③✱ ❈✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❖♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥
❢♦r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ s♣❡❝❦❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✳✱ ✶✺✭✾✮✿✷✻✾✹✕✷✼✵✶✳

❆❧❧✐♥❡②✱ ❙✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❉✐❣✐t❛❧ ✜❧t❡rs ❛s ❛❜s♦❧✉t❡ ♥♦r♠ r❡❣✉❧❛r✐③❡rs✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳✱
✹✵✭✻✮✿✶✺✹✽✕✶✺✻✷✳

❆❧t❡r✱ ❋✳✱ ▼❛ts✉s❤✐t❛✱ ❨✳✱ ❛♥❞ ❚❛♥❣✱ ❳✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❆♥ ✐♥t❡♥s✐t② s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ❧♦✇✲❧✐❣❤t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✾✺✹✿✷✻✼✕✷✽✵✳

❆r❣❡♥t✐✱ ❋✳ ❛♥❞ ❆❧♣❛r♦♥❡✱ ▲✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❙♣❡❝❦❧❡ r❡♠♦✈❛❧ ❢r♦♠ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡❝✐♠❛t❡❞
✇❛✈❡❧❡t ❞♦♠❛✐♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐✳ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✳✱ ✹✵✭✶✶✮✿✷✸✻✸✕✷✸✼✹✳

❆r❣❡♥t✐✱ ❋✳✱ ❇✐❛♥❝❤✐✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❆❧♣❛r♦♥❡✱ ▲✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ▼✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ ▼❆P ❞❡s♣❡❝❦❧✐♥❣ ♦❢ ❙❆❘
✐♠❛❣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧❧② ❛❞❛♣t✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❞❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡

Pr♦❝❡ss✳✱ ✶✺✭✶✶✮✿✸✸✽✺✕✸✸✾✾✳

❆✉❜❡rt✱ ●✳ ❛♥❞ ❆✉❥♦❧✱ ❏✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡♠♦✈❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ❙■❆▼
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❚r❛♥s✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳✱ ✺✼✭✷✮✿✹✼✶✕✹✽✶✳

❊❧♠♦❛t❛③✱ ❆✳✱ ▲❡③♦r❛②✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❇♦✉❣❧❡✉①✱ ❙✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ◆♦♥❧♦❝❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞
❣r❛♣❤s✿ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✳✱
✶✼✭✼✮✿✶✵✹✼✕✶✵✻✵✳

❋❛♥✱ ❏✳✱ ❋❛r♠❡♥✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ●✐❥❜❡❧s✱ ■✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ▲♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱ ✻✵✭✸✮✿✺✾✶✕✻✵✽✳

❋❛♥✱ ❏✳ ❛♥❞ ●✐❥❜❡❧s✱ ■✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ▲♦❝❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✻✻ ♦❢
▼♦♥♦❣r❛♣❤s ♦♥ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ✫ ❍❛❧❧✱ ▲♦♥❞♦♥✳



✷✸✶

❋❡♥❣✱ ❍✳✱ ❍♦✉✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ●♦♥❣✱ ▼✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❙❆❘ ■♠❛❣❡ ❉❡s♣❡❝❦❧✐♥❣ ❇❛s❡❞ ♦♥ ▲♦❝❛❧ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✲
❘❡❣✐♦♥ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② ❯s✐♥❣ P✐①❡❧✲❘❡❧❛t✐✈✐t② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐✳ ❘❡♠♦t❡

❙❡♥s✳✱ ✹✾✭✼✮✿✷✼✷✹✕✷✼✸✼✳

❋✐❣✉❡✐r❡❞♦✱ ▼✳ ❛♥❞ ❇✐♦✉❝❛s✲❉✐❛s✱ ❏✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❉❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐ss♦♥✐❛♥ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ■❊❊❊ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭❙❙P✮✱
♣❛❣❡s ✼✸✸✕✼✸✻✳ ■❊❊❊✳

❋r❡❡♠❛♥✱ ❆✳ ❛♥❞ ❉✉r❞❡♥✱ ❙✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❆ t❤r❡❡✲❝♦♠♣♦♥❡♥t s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❙❆❘
❞❛t❛✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐✳ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✳✱ ✸✻✭✸✮✿✾✻✸✕✾✼✸✳

❋r❡❡♠❛♥✱ ❲✳✱ ❏♦♥❡s✱ ❚✳✱ ❛♥❞ P❛s③t♦r✱ ❊✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❊①❛♠♣❧❡✲❜❛s❡❞ s✉♣❡r✲r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❈♦♠✲

♣✉t❡r ●r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✷✭✷✮✿✺✻✕✻✺✳

●❛❧❧❛❣❡r✱ ❘✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❈✐r❝✉❧❛r❧②✲s②♠♠❡tr✐❝ ❣❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ▼❛s✲
s❛❝❤✉s❡tts ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

●❡♠❛♥✱ ❙✳ ❛♥❞ ●❡♠❛♥✱ ❉✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ●✐❜❜s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥
r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧✳ ▼❛❝❤✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✻✿✼✷✶✕✼✹✶✳

●❤✐❣❧✐❛✱ ❉✳ ❛♥❞ ❘♦♠❡r♦✱ ▲✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❉✐r❡❝t ♣❤❛s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✉s✐♥❣ ❢❛st
❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ s♦❧✈❡rs✳ ❖♣t✐❝s ▲❡tt❡rs✱ ✶✹✭✷✵✮✿✶✶✵✼✕✶✶✵✾✳

●✐❧❜♦❛✱ ●✳ ❛♥❞ ❖s❤❡r✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ◆♦♥❧♦❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ✐♠❛❣❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣❡r✈✐s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧✳ ❙✐♠✉❧✳✱ ✻✭✷✮✿✺✾✺✕✻✸✵✳

●♦❧❞st❡✐♥✱ ❘✳✱ ❩❡❜❦❡r✱ ❍✳✱ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r✱ ❈✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❙❛t❡❧❧✐t❡ r❛❞❛r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✿ ❚✇♦✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ✉♥✇r❛♣♣✐♥❣✳ ❘❛❞✐♦ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✸✭✹✮✿✼✶✸✕✼✷✵✳

●♦♦❞♠❛♥✱ ❏✳ ✭✶✾✼✻✮✳ ❙♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♣❡❝❦❧❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❖♣t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢

❆♠❡r✐❝❛✱ ✻✻✭✶✶✮✿✶✶✹✺✕✶✶✺✵✳

●♦♦❞♠❛♥✱ ❏✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▲❛s❡r ❙♣❡❝❦❧❡ P❛tt❡r♥s✳ ▲❛s❡r s♣❡❝❦❧❡ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞

♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✾✿✾✕✼✺✳

●♦♦❞♠❛♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❙♣❡❝❦❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ♦♣t✐❝s✿ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❘♦❜❡rts ✫ ❈♦♠♣❛♥②
P✉❜❧✐s❤❡rs✳

●♦♦❞♠❛♥✱ ◆✳ ✭✶✾✻✸✮✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✸✹✭✶✮✿✶✺✷✕✶✼✼✳

●♦♦ss❡♥s✱ ❇✳✱ ▲✉♦♥❣✱ ❍✳ ◗✳✱ P✐③✉r✐❝❛✱ ❆✳✱ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣s✱ ❲✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧
❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ▲♦❝❛❧ ❛♥❞ ◆♦♥✲▲♦❝❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭▲◆▲❆✮✱ ♣❛❣❡s ✶✹✸✕✶✺✻✳

●♦✉❞❛✐❧✱ ❋✳✱ ❘é❢ré❣✐❡r✱ P✳✱ ❛♥❞ ❉❡❧②♦♥✱ ●✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❇❤❛tt❛❝❤❛r②②❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❛ ❝♦♥tr❛st ♣❛r❛♠❡t❡r
❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ ♥♦✐s② ♦♣t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❖♣t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱
✷✶✭✼✮✿✶✷✸✶✕✶✷✹✵✳

●r❛❤❛♠✱ ▲✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ❙②♥t❤❡t✐❝ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r r❛❞❛r ❢♦r t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❛♣♣✐♥❣✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
■❊❊❊✱ ✻✷✭✻✮✿✼✻✸✕✼✻✽✳

●✉❧❡r②✉③✱ ❖✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❲❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❢♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✇✐t❤ ♦✈❡r❝♦♠♣❧❡t❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✳ ■❊❊❊

❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✳✱ ✶✻✭✶✷✮✿✸✵✷✵✕✸✵✸✹✳



✷✸✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❍❛❝❤✐❝❤❛✱ ❙✳✱ ❉❡❧❡❞❛❧❧❡✱ ❈✳✲❆✳✱ ❈❤❛❛❜❛♥❡✱ ❋✳✱ ❛♥❞ ❚✉♣✐♥✱ ❋✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ▼✉❧t✐✲t❡♠♣♦r❛❧ s❛r ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ■♥ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼✉❧t✐✲t❡♠♣♦r❛❧ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✐♥❣

■♠❛❣❡s ✭▼✉❧t✐✲❚❡♠♣✮✱ ♣❛❣❡s ✶✸✸✕✶✸✻✳ ■❊❊❊✳

❍❛❥♥s❡❦✱ ■✳✱ P♦tt✐❡r✱ ❊✳✱ ❛♥❞ ❈❧♦✉❞❡✱ ❙✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠ ♣♦❧❛r✐♠❡tr✐❝
s❛r✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐✳ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✳✱ ✹✶✭✹✮✿✼✷✼✕✼✹✹✳

❍❛♠♠❡rs❧❡②✱ ❏✳ ❛♥❞ ❈❧✐✛♦r❞✱ P✳ ✭✶✾✼✶✮✳ ▼❛r❦♦✈ ✜❡❧❞s ♦♥ ✜♥✐t❡ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡s✳ ❯♥♣✉❜❧✐s❤❡❞✳
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▲✐♥✱ ◗✳✱ ❱❡s❡❝❦②✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❩❡❜❦❡r✱ ❍✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ◆❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❙❆❘ ❞❛t❛
♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ●❡♦s❝✐✳ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✳✱ ✸✵✭✸✮✿✺✻✵✕✺✻✼✳

▲♦✉❝❤❡t✱ ❈✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✿ ❢r♦♠ t♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥

t♦✇❛r❞s ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❉❡s❝❛rt❡s✳

▲♦✉❝❤❡t✱ ❈✳ ❛♥❞ ▼♦✐s❛♥✱ ▲✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚♦t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ✜❧t❡r✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ❙❝✐✳✱
✹✿✻✺✶✕✻✾✹✳

▲♦✇❡✱ ❉✳ ✭✶✾✾✷✮✳ ❘♦❜✉st ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ♠♦t✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❛r❝❤ ❛♥❞
❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✽✭✷✮✿✶✶✸✕✶✷✷✳



✷✸✺

▲♦✇❡✱ ❉✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❉✐st✐♥❝t✐✈❡ ✐♠❛❣❡ ❢❡❛t✉r❡s ❢r♦♠ s❝❛❧❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❦❡②♣♦✐♥ts✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✻✵✭✷✮✿✾✶✕✶✶✵✳

▲✉❝❛s✱ ❆✳✱ ❆❤❛r♦♥s♦♥✱ ❖✳✱ ❉❡❧❡❞❛❧❧❡✱ ❈✳✲❆✳✱ ❍❛②❡s✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❚❡❛♠✱ ❚✳ ❈✳ ❘✳ ✭✷✵✶✶❛✮✳ ■♠♣r♦✈❡❞
❙❆❘ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ▲❛♥❞❢♦r♠ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦♥ ❚✐t❛♥✳ ■♥ ❚✐t❛♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ▼❡❡t✐♥❣✳

▲✉❝❛s✱ ❆✳✱ ❉❡❧❡❞❛❧❧❡✱ ❈✳✲❆✳✱ ❆❤❛r♦♥s♦♥✱ ❖✳❛♥❞ ❍❛②❡s✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❚❡❛♠✱ ❚✳ ❈✳ ❘✳ ✭✷✵✶✶❜✮✳ ■♠♣r♦✈❡❞
▲❛♥❞❢♦r♠ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦♥ ❚✐t❛♥ ❢r♦♠ ❙❆❘ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✳ ■♥ ❚✐t❛♥ ❙✉r❢❛❝❡ ❲♦r❦s❤♦♣✳

▲✉✐s✐❡r✱ ❋✳✱ ❱♦♥❡s❝❤✱ ❈✳✱ ❇❧✉✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❯♥s❡r✱ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❋❛st ✐♥t❡rs❝❛❧❡ ✇❛✈❡❧❡t ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ♦❢
P♦✐ss♦♥✲❝♦rr✉♣t❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✾✵✭✷✮✿✹✶✺✕✹✷✼✳

▼❛❤♠♦✉❞✐✱ ▼✳ ❛♥❞ ❙❛♣✐r♦✱ ●✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋❛st ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ✈✐❞❡♦ ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ✈✐❛ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ♠❡❛♥s ♦❢
s✐♠✐❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✳ ■❊❊❊ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳ ▲❡tt✳✱ ✶✷✭✶✷✮✿✽✸✾✕✽✹✷✳

▼❛✐r❛❧✱ ❏✳✱ ❇❛❝❤✱ ❋✳✱ P♦♥❝❡✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❙❛♣✐r♦✱ ●✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❖♥❧✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❢♦r ♠❛tr✐① ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ s♣❛rs❡ ❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✶✿✶✾✕✻✵✳

▼❛✐r❛❧✱ ❏✳✱ ❇❛❝❤✱ ❋✳✱ P♦♥❝❡✱ ❏✳✱ ❙❛♣✐r♦✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❩✐ss❡r♠❛♥✱ ❆✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ◆♦♥✲❧♦❝❛❧ s♣❛rs❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r
✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ✭■❈❈❱✮✱ ♣❛❣❡s ✷✷✼✷✕✷✷✼✾✳

▼❛✐r❛❧✱ ❏✳✱ ❙❛♣✐r♦✱ ●✳✱ ❛♥❞ ❊❧❛❞✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♠❛❣❡
❛♥❞ ✈✐❞❡♦ r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧✳ ❙✐♠✉❧✳✱ ✼✭✶✮✿✷✶✹✕✷✹✶✳

▼ä❦✐t❛❧♦✱ ▼✳ ❛♥❞ ❋♦✐✱ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆♥s❝♦♠❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❧♦✇✲❝♦✉♥t
P♦✐ss♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✳✱ ✷✵✭✶✮✿✾✾✕✶✵✾✳

▼ä❦✐t❛❧♦✱ ▼✳✱ ❋♦✐✱ ❆✳✱ ❋❡✈r❛❧❡✈✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ▲✉❦✐♥✱ ❱✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❉❡♥♦✐s✐♥❣ ♦❢ s✐♥❣❧❡✲❧♦♦❦ ❙❆❘ ✐♠❛❣❡s
❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦♥❧♦❝❛❧ ✜❧t❡rs✳ ■♥▼❛t❤✳ ▼❡t❤✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥✳ ❚❤✳ ✭▼▼❊❚✮✱
♣❛❣❡s ✶✕✹✳

▼❛❧❧❛t✱ ❙✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❆ t❤❡♦r② ❢♦r ♠✉❧t✐r❡s♦❧✉t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✿ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧✳ ▼❛❝❤✳ ■♥t❡❧❧✳✱ ✶✶✭✼✮✿✻✼✹✕✻✾✸✳

▼❛❧❧❛t✱ ❙✳ ✭✷✵✵✾❛✮✳ ●❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❣r♦✉♣❧❡ts✳ ❆♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❍❛r♠♦♥✐❝ ❆♥❛❧②s✐s✱
✷✻✭✷✮✿✶✻✶✕✶✽✵✳

▼❛❧❧❛t✱ ❙✳ ✭✷✵✵✾❜✮✳ ❆ ✇❛✈❡❧❡t t♦✉r ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✿ t❤❡ s♣❛rs❡ ✇❛②✳ ❊❧s❡✈✐❡r✴❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss
✭✇✐t❤ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r♠ ●❛❜r✐❡❧ P❡②ré✮✳

▼❛❧❧❛t✱ ❙✳ ❛♥❞ P❡②ré✱ ●✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❜❛♥❞❧❡t ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✹✹✭✸✮✿✷✵✺✕✷✸✹✳

▼❛❧❧❛t✱ ❙✳ ❛♥❞ ❩❤❛♥❣✱ ❩✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♣✉rs✉✐ts ✇✐t❤ t✐♠❡✲❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐❝t✐♦♥❛r✐❡s✳ ■❊❊❊

❚r❛♥s✳ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✳✱ ✹✶✭✶✷✮✿✸✸✾✼✕✸✹✶✺✳

▼❛❧❧♦✇s✱ ❈✳ ▲✳ ✭✶✾✼✸✮✳ ❙♦♠❡ ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ❝♣✳ ❚❡❝❤♥♦♠❡tr✐❝s✱ ✶✺✭✹✮✿✻✻✶✕✻✼✺✳

▼❛ss♦♥♥❡t✱ ❉✳ ❛♥❞ ❘❛❜❛✉t❡✱ ❚✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❘❛❞❛r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✿ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳

●❡♦s❝✐✳ ❘❡♠♦t❡ ❙❡♥s✳✱ ✸✶✭✷✮✿✹✺✺✕✹✻✹✳

▼❛ts✉s❤✐t❛✱ ❨✳ ❛♥❞ ▲✐♥✱ ❙✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ■♥t❡♥s✐t② ❙✐♠✐❧❛r✐t② ▼❡❛s✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ◆♦✐s❡
❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t✳ ❱✐s✳ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ✭❈❱P❘✮✱ ♣❛❣❡s ✶✕✽✳ ■❊❊❊✳

▼❝❑✐♥♥❡②✱ ❏✳✱ ❲❡❜st❡r✱ ▼✳✱ ❲❡❜❜✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❲❡✐♥❡r✱ ❆✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣
✐♥ ♦♣t✐❝❛❧❧② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❞✐❛ ❜② ✉s❡ ♦❢ ❧❛s❡r s♣❡❝❦❧❡ ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❝♦❤❡r❡♥❝❡ s♦✉r❝❡✳ ❖♣t✐❝s

▲❡tt❡rs✱ ✷✺✭✶✮✿✹✕✻✳



✷✸✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

▼✐❣♥♦tt❡✱ ▼✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆ ♥♦♥✲❧♦❝❛❧ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❞❡❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ P❛tt❡r♥

❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ▲❡tt❡rs✱ ✷✾✭✶✻✮✿✷✷✵✻✕✷✷✶✷✳
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