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Introduction générale






Cette thése porte sur ’étude de certains aspects du principe d’incertitude en analyse
harmonique. Historiquement le principe d’incertitude fut énoncé en 1927 par Heisenberg
qui a montré une propriété fondamentale de la mécanique quantique qui dit qu’il est
impossible de mesurer, avec précision, a la fois la position et la vitesse d’une particule.

En notant I'incertitude sur la position Az et I'incertitude sur la vitesse Ap, alors
I'inégalité de Heisenberg asserte que :

AxAp > h/2,

ou h est la constante de Planck.

Ce principe, universel en physique, existe aussi en traitement du signal dés lors
que la transformée de Fourier F intervient et autorise donc une analogie avec les phé-
nomeénes ondulatoires. Dans cette correspondance, la position devient le temps et la
vitesse devient la fréquence.

Pour une fonction f € L'(R) nous définissons sa transformée de Fourier par

Fre) = Fle) = / F(t)e=2me dr.

et nous étendons cette définition & tout L*(R) de fagon usuelle. Cette transformation
mesure la vitesse des oscillations du signal f a la fréquence £ € R. Elle peut étre vue
comme la projection de f sur des fonctions analysantes qui sont des ondes pures :
gee(t) = €™ qui ne dépendent pas du paramétre de temps z. Celle-ci permet donc
d’analyser le contenu fréquentiel d’un signal.
Il semble donc raisonnable de se demander il est possible de construire une fonction
f qui soit bien localisée en temps et dont la transformée de Fourier f soit concentrée
dans un petit intervalle de fréquences. Une masse de Dirac au point ¢, est trés localisée
en temps (son support se réduit & t = ty). Toutefois, sa transformée de Fourier e~2im¢to
est uniformément répartie sur 'ensemble des fréquences. La décroissance de la trans-
formée de Fourier f dépend de la régularité de la fonction f. Ainsi, pour construire
une fonction f telle que f soit bien localisée en fréquence, il est nécessaire que f
soit suffisamment réguliére. Toutefois, les deux observations suivantes montrent qu’un
compromis doit étre trouvé entre bonne localisation temporelle et bonne localisation
fréquentielle :
— Pour réduire la localisation temporelle d’'une fonction f, il est possible de la
dilater par un facteur non nul s < 1 tout en conservant son énergie (norme L?)

constante. En effet, si on pose
1 t
sit)=—7=/ =)
Jalt) \/gf (5)

alors || flle2ey = ||fsr2w). Toutefois, F5(€) = /5f(s€) ce qui montre que la
transformée de Fourier de f, est dilaté d’un facteur % Ainsi, lorsqu’on gagne en
localisation temporelle, on perd en localisation fréquentielle.
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— Il n’est pas possible de construire une fonction f non nulle qui soit a support
compact et dont la transformée de Fourier soit également a support compact
puisque f est alors une fonction entiére.

Ces deux remarques illustrent le principe d’incertitude de Heisenberg qui limite la
possibilité d’une bonne résolution en temps et en fréquence. Le théoréme suivant est
une formulation mathématique du principe d’incertitude pour le cas unidimensionnel.

Théoréme (Heisenberg-Pauli-Weyl).
Soit f € L*(R). Les dispersions d’énergie de f en temps et en fréquence sont définies
par :

1/2
A =min | [1e-aPIfPa)
ac
R
1/2
N L1217 N2
A =i | [ 1€ - bPIFOR ag
R
Alors I'inégalité de Heisenberg-Pauli-Weyl asserte que
~ 1
ANAL) = Tl 2wy, (0.0.1)

et cette inégalité est une égalité si et seulement si f est une Gaussienne.

Le principe d’incertitude de Heisenberg-Pauli-Weyl peut se présenter schémati-
quement par une boite centrée en (tg,&y) et de surface A(f)A(f) au moins égale a
i||f||%2(R), ou ty et & sont les positions moyennes temporelle et fréquentielle de f

définies par :
1
to - / O
171122z,

24
an /5“ SF de.

Les dispersions temporelles et fréquentielles permettent de quantifier la localisation
de f et f autour de leur position moyenne, plus la dispersion est petite meilleure est
la localisation. Ainsi, la relation (0.0.1) montre que lorsque la précision temporelle
augmente, 'incertitude pour la localisation en fréquence augmente et réciproquement.
Pour remédier aux limitations de la transformée de Fourier, il est donc nécessaire de
projeter un signal sur des fonctions analysantes qui sont bien localisées en temps et en
fréquence. Toutefois, la résolution temps-fréquence de ces fonctions sera nécessairement
limitée par le principe de Heisenberg.

o=
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Afin de remédier au probléme de la location temporelle de la transformée de Fou-
rier, Gabor a proposé en 1946 d’utiliser une transformée de Fourier a fenétre. Cette
transformation consiste a calculer la transformée de Fourier sur une partie du signal
sélectionnée & l'aide d’une fenétre bien localisée en temps. Des translations successives
de cette fenétre permettent d’analyser localement le comportement temps-fréquence
du signal. La transformée de Gabor revient a projeter un signal sur des fonctions ana-
lysantes de la forme :

Gug(t) = ¥™g(t — ),

ou g € L*(R) est une fenétre qui est translatée dans le temps par x et modulée par la
fréquence &. Concrétement, la transformée de Fourier a fenétre s’exprime par :

Fo(,€) = F [ (gl = 2)] (©),

ou g(t — x) est la fenétre permettant de localiser la transformée de Fourier de f au
voisinage du point z.

Cette transformation fut tout d’abord évaluée sur différents types des signaux :
acoustiques et sismiques. L’application de cette technique a des signaux électrophysio-
logiques est apparue a la fin des années 1980. Enfin, précisons que cette transformation
vérifie aussi un principe d’incertitude de type Heisenberg. Il existe de nombreuses ver-
sions de ce fait dans la littérature, la plus précise est la suivante :

Théoréme (Bonami-Demange-Jaming [7]).
Soient f, g € L*(R) et a, b € R. Alors on a

Pl ol
(R/ o af o O e | [ [ 16— bR P dnae | » IEE e

L’ inégalité de Heisenberg est I'une des formes typiques des principes d’incertitude
quantitatifs qui mesure la concentration a l'aide de la dispersion. En particulier elle
indique que si f est fortement localisée, alors f ne peut pas étre concentrée prés d’un
seul point. C’est la meilleure information que ce principe pourrait fournir. Les inégalités
d’incertitude locales permettent de préciser cela. Le théoréme suivant est di a Faris
|34] quand s = 1 puis a été généralisé par Price et Sitaram |70, 72]. Pour cela, si A est
un borélien, on note par |A| sa mesure de Lebesgue.

Théoréme (Faris-Price-Sitaram).
Soient f € L*(RY) et E C R? un sous-ensemble mesurable tel que |E| < cc.

1. Si0 < s < d/2, alors il existe une constante K = K(s,d) telle que

1 lz2m) < KIEP 2l fll 2 gea),
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2. Si s > d/2, alors il existe une constante K' = K'(s,d) telle que

d d
17z < KBS gy Nl f I
Par exemple en prenant £ = B,, la boule ouverte de centre 0 et de rayon r > 0.
Alors pour tout 5 > 0

112y = 11220, + 1 I Ze@army < 1122, + 17 NEP F I ey

et en majorant la quantité HJ?Hiz(BT) a 'aide du théoréme précédent puis en prenant le
minimun sur r, on déduit que pour tous s, 8 > 0, il existe une constante C(s, 3) telle
que

Hf”%Z(Rd) < C(SaB)H’x‘sf”LQ(Rd)H’§|Bf||L2(R4)-

Si s = 8 =1 on retrouve I'inégalité de Heisenberg (0.0.1) sauf que la constante qu’on
trouve ici n’est pas optimale méme en utilisant les meilleures constantes K et K.

Une autre maniére de mesurer la concentration est d’estimer la vitesse de décrois-
sance & l'infini d’une fonction. Ainsi, une fonction trés concentrée est typiquement
la gaussienne e~™2* pour laquelle le paramétre a mesure la concentration. Dans ce
contexte, un théoréme de Hardy sur R indique ce qui suit :

Théoréme (Hardy [44]).
Soit f € L*(R) et soient a,b > 0. Supposons que

2

1. pour tout x € R, |f(z)] < C(1 + |z])Ne ™",
2. pour tout £ € R, |f(€)] < C(1 + |¢])Ne ™",

Siab > 1, alors f = 0 et si ab = 1, alors f(z) = P(x)e™™*", ou P un polynéme de
degré au plus N.

La concentration peut étre également mesurée en termes de taille du support. On
désigne par supp f, le support d’une fonction f. On a vu précédemment qu’une fonction
[ € L*(R) et sa transformée de Fourier f ne peuvent pas avoir simultanément un
support compact. On se demande alors ce qui se passe dans le cas ol le support compact
est remplacé par un support de mesure finie. Ainsi M. Benedicks [4] (voir aussi [2]) a
montré le résultat suivant :

Théoréme (Benedicks [4]).

Si f € L*(R) est une fonction telle que |supp f|, |suppﬂ < 00, alors [ est identique-
ment nulle.

La version quantitative multidimensionnelle du théoréme de Benedicks a été dé-
montrée par Amrein et Berthier [2].

14



Théoréme (Amrein-Berthier [2]).
Soient S, deux sous-ensembles mesurables de RY tels que | S|, || < oo. Alors il existe
une constante C(S,Y) telle que pour toute fonction f € L?(R?) on a

1oz < CS2) (IF122qmons) + 1T o)) -

Cette inégalité implique que si f est petite sur R\ S et f elle méme petite sur R\,
alors f est petite sur R?. En particulier si supp f C S et supp f C %, alors f est nulle.

Ce théoréme présente I'une des formes de principes d’incertitude dont la concentra-
tion est mesurée a I'aide de la petitesse des supports. Cette petitesse peut étre mesurée
de nombreuses facons.

En suivant la terminologie du livre de Havin et Joricke, nous introduisons la notion
suivante :

Définition.
Soient S, ¥ deux sous-ensembles mesurables de R?. Alors R
— (5, 3%) est une paire faiblement annihilante si, supp f C .S et supp f C 3 implique
f=0.
— (S, X) est une paire fortement annihilante s’il existe une constante d’annihilation
C =C(S,%) telle que

1 F122qmey < O, 2) (1 aqmans) + 171 2aqunsy ) - (00.2)

Il est clair qu'une paire d’ensembles fortement annihilante est faiblement annihi-
lante. De plus 'inégalité (0.0.2) est équivalente a dire que pour toute fonction f a
spectre (supp f) dans X, il existe une constante D(S, ) telle que

£ 72(ay < DS, D) fII72zars)-

Amrein et Berthier ont montré qu'une paire d’ensembles de mesure finie est forte-
ment annihilante sans donner une estimation de la constante C(S,Y). Ultérieurement
Nazarov [65] a amélioré le théoréme d’Amrein-Berthier en dimension 1 puis par Jaming
[50] pour le cas multidimensionnel en montrant que la constante d’annihilation est de
la forme C(S,Y) = ceSI¥,

D’autre part dans le théoréme de Logvinenko-Sereda [60], si S est le complémentaire
d’un ensemble épais et ¥ est un ensemble compact, alors la paire (5, 3) est fortement
annihilante. Rappelons que R\S est un ensemble épais, s’il existe une boule B et une
constante v > 0 telles que pour tout v € RY

IRN\S N (B +z)| >|B|. (0.0.3)
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Le théoréme de Logvinenko-Sereda, qui a été motivé par la théorie des équations aux
dérivées partielles, est un résultat obtenu a partir de I’étude des normes L sur les
espaces des fonctions entiéres de type exponentiel. De plus, ces auteurs ont donné une
estimation de la constante D(S,¥) = celBIFI/7 qui a été ultérieurement améliorée par
Kovrizhkin [56] en donnant une constante de la forme D(S,%) = (¢/~)IP.

Un autre type de paires fortement annihilantes est introduit par Shubin, Vakilian
et Wolff o1 ils définissent la petitesse d’ensembles comme suit : Soit € > 0, un ensemble

S C R? est e-mince, si pour tout x € RY,

|50 B(x, p(x))] < | Bz, p())] (0.0.4)

ot p(x) = min(1,1/|z|). Ils ont montré dans [82] qu’une paire d’ensembles e-minces
est fortement annihilante dans le but de résoudre quelques questions liées aux modéles
d’Anderson.

Un autre point de vue sur les principes d’incertitude a été proposé par les tra-
vaux Escauriaza, Kenig, Ponce et Vega [31, 32| sur 'unique continuation des solutions
d’équations de la chaleur et de Shrodinger semi-linéaires. Ils ont démontré que les solu-
tions d’équations aux dérivées partielles de ce type satisfont des principes d’incertitude
de type Hardy. Les paires annihilantes sont aussi liées aux comportements de solutions
d’équations aux dérivées partielles. Par exemple Jaming [53] a reformulé le théoréme
de Nazarov et le théoréme de Logvinenko-Sereda pour les solutions des équations de
la chaleur et de Shrodinger libres. Hedenmalm et Montes-Rodriguez [46] considérent
d’autres paires d’ensembles faiblement annihilantes concernant la localisation des so-
lutions de I’équation de Klein-Gordon. Enfin Bégout et Ildefonso-Diaz [5] étudient la
nature du support de la solution de ’équation de Shrodinger non-linéaire dans le cas
stationnaire.

Le but de cette thése est d’étendre certains résultats concernant les paires annihi-
lantes & deux autres contextes. Le premier est dans un cadre continu et le second dans
un cadre discret. Décrivons maintenant nos principaux résultats.

Il est bien connu que I’analyse harmonique des fonctions radiales de I'espace L?(IR%),
d > 2, réduit a étudier les fonctions de I'espace Lz/Q_l(R+), qui désigne I'ensemble

des fonctions de carré intégrables sur Rt par rapport a la mesure lgzrdd//;)tdfldt. La
transformée de Fourier est alors remplacée par la transformée de Fourier-Bessel Fq/o_1.
Par suite d’aprés (0.0.2), on peut facilement voir qu’une fonction f € Lz/z_l(RJ“) et sa
transformée de Fourier-Bessel d’ordre d/2—1 ne peuvent pas étre fortement concentrées
dans deux ensembles de R™ de petite taille. Il est alors naturel de se demander ce qui

se passe lorsque la quantité d/2 — 1 est remplacée par le réel o > —1/2.

Définition.
Soient o > —1/2 et f € LL(RT). La transformée de Fourier-Bessel F, de f est définie

16



par

Fal)(E) = / F(1)da (21€) dpia (),

2t 42041
T(a+1)
Cette définition s’étend a tout L?(RT) comme dans le cas de la transformée de Fourier
usuelle.

La transformation de Fourier-Bessel est une transformation intégrale basée sur un
noyau de fonctions de Bessel. Elle est parfois aussi appelée transformation de Hankel.
Son utilisation se fait surtout lorsque le probléme a résoudre présente une certaine
symétrie.

Bowie [10], Rosler et Voit [74] ont établi I'analogue de I'inégalité de Heisenberg
pour cette transformation et Tuan [88] a montré d’autres principes d’incertitude de
types Hardy, Beurling, Cowling-Price, Gelfand-Shilov et Donoho-Stark pour la trans-
formée de Fourier-Bessel. Dans [66, 67| Omri a établi le principe d’incertitude local et
logarithmique pour cette transformation et dans [64] Moumni et Karoui améliorent les
résultats de Donoho, Stark [23] et de Tuan [88].

Tous ces travaux nous ont motivé pour étudier les paires annihilantes pour cette
transformation. Une partie de cette thése porte sur I'extension des principes d’incerti-
tude du type Benedicks-Amrein-Berthier, de Logvinenko-Sereda et de Shubin-Vakilian-
Wolff pour la transformée de Fourier-Bessel. Dans [40], nous établissons que si S et X
sont deux sous-ensembles mesurables de RT tels que 1,(S), 11 (2) < 00, alors la paire
(S,Y) est fortement annihilante. Plus précisément, nous établissons le théoréme sui-
vant :

Théoréme (Ghobber-Jaming [40]).
Soit « > —1/2. Si S, ¥ C R* sont tels que |S|, |X| < oo, alors il existe une constante
C telle que

avec dpu,(t) = dt et j, est la fonction de Bessel sphérique.

17135 < C(IF g mns + IFalDBzens) )

Dans le chapitre 3 nous étendons le théoréme précédent et celui de Faris-Price-
Sitaram pour la transformée de Dunkl qui généralise a la fois la transformée de Fourier
et la transformée de Fourier-Bessel.

Afin de donner I’analogue du théoréme de Shubin-Vakilan-Wolff pour la transformée
de Fourier-Bessel, nous introduisons la définition suivante qui caractérise les ensembles
e-minces de R pour la mesure ji,.

Définition (Ensemble (¢, «)-mince).
Un ensemble S C RT est dit (¢, «)-mince si, pour tout 0 < z < 1,

fa (SN [z, 24 1]) < epo([z,z +1])
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et pour tout x > 1,

(50 o+ ) 2o ([ 1))

Quand « = d/2 —1 notre définition coincide avec la notion (0.0.4) de Shubin, Vakilian
et Wolff pour les ensembles radiaux de R%. Ainsi nous établissons le théoréme suivant :

Théoréme (Ghobber-Jaming [40]).
Soit o > —1/2. Il existe g, tel que pour tout 0 < & < €y, il existe une constante C|(e)
telle que si S, ¥ sont (&, «)-minces, alors pour toute fonction f € L2(RT) on a

1.f1

22 < CO (I amns) + Iz )-

Dans le chapitre 4 nous introduisons d’autres types de paires fortement annihilantes.
Par exemple nous démontrons qu’'une paire d’ensembles (S,X), avec S (g, a)-mince
et X compact, est fortement annihilante. D’autre part nous établissons un analogue
du théoréme de Logvinenko-Sereda pour la transformée de Fourier-Bessel en donnant
une estimation de la constante C(S,Y) dans le méme esprit que celui présenté par
Kovrizhkin. Pour cela nous aurons besoin de cette définition :

Définition (Ensemble (v, a)-épais).
Un ensemble QQ C RT est dit (v, a)-épais si

1 (XN 1) > v (1),

pour tout intervalle I C RT avec uq(I) > a.

Sia=d/2—1et Q={r{: reQ, £e S} un sous-ensemble radial de R?, alors
Q est (7y,a)-épais si et seulement si € est vy-épais. Nous obtenons alors le théoréme
suivant :

Théoréme.
Soit o > 0 et soient a,b,y > 0. Soit f € L2(R™T) telle que supp F.(f) C [0,b]. Si RT\S
est un sous-ensemble (v, a)-épais de R, alors

Fa(l + pa([0, b])a)“)“”“a([o’b])ws

112 < (
Lg v

1£122 @)

ol Kk, est une constante ne dépendant que de a.

Dans cette thése, nous aborderons également les principes d’incertitude sur les
groupes abéliens finis, dont 'intérét a été renouvelé par la théorie de "’échantillonnage
comprimée" qui est plus connue sous le vocable anglo-saxon du "compressed sensing".
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Si f € L*(G) = CY, alors la localisation est généralement exprimée par le cardinal du
support de cette fonction, que nous notons encore |supp f].

Ce nouveau concept a été développé conjointement par Donoho [22] et Candés,
Romberg et Tao [14]. Elle permet l'acquisition des signaux et la compression de ces
derniers & partir du minimum de mesures possible. Ceci conduit & 'hypothése fonda-
mentale, dite représentation creuse des signaux.

Définition.
Un signal f € L*(G) est dit s-creux (s-sparse) si

|supp f| < s < |Gl.

Plus généralement un signal f est dit compressible si la vitesse de décroissance de ses
coefficients x; dans une base ¢ est rapide. En d’autres termes, si on trie les coefficients
x; par ordre décroissant en module, |z1]| > |xo| > -+ > |x,], alors ils existent m > 1 et
C > 0 tels que

|$Z’§CZ_m, Zzl,,n

Autrement dit, la séquence des coefficients exhibe une décroissance en loi de puissance
dont la vitesse est controlée par le parameétre m. Plus m est grand, plus la décroissance
est rapide.

Le charme de la théorie du compressed sensing réside dans son approche interdisci-
plinaire voire transdisciplinaire. Elle emprunte des outils de plusieurs disciplines mathé-
matiques incluant I'algeébre linéaire, la théorie des probabilités, la géométrie en haute
dimension, ’analyse fonctionnelle, ’analyse harmonique appliquée, 'optimisation. Elle
a aussi des ramifications et des conséquences en statistiques et en apprentissage, ou
encore en théorie du signal et de 'information. A ce stade, nous allons voir comment
le principe d’incertitude discret a des implications sur la reconstruction des signaux
creux.

Le principe d’incertitude sur un groupe abélien fini G' peut étre vu comme un prin-
cipe de I'analyse de Fourier discréte dans I'espace L?*(G) : une fonction et sa transformée
de Fourier discréte ne peuvent étre simultanément bien localisées. Ceci peut se traduire
dans de nombreux énoncés mathématiques, la premiére estimation a été énoncée par
Matolesi et Sziics dans [61] puis a été redécouvert par Donoho et Stark dans [23].

Théoréme (Donoho-Stark [61, 23]).
Si f € L*(G) est une fonction non nulle, alors

|supp f| x | supp Fa(f)| > |G, (0.0.5)

~

ou Fy(f) € L*(G) est la transformée de Fourier discréte de f définie par
1
Fa(F)(€) = G2 > f@)é(-a).

zeG
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Les cas d’égalité dans (0.0.5) sont obtenus par les translations et les modulations des
fonctions caractéristiques des sous-groupes de G.

Le théoréme précédent indique que si f est s-creux alors F,(f) ne peut pas étre s-
creux. Supposons que nous pouvons mesurer certains coefficients de Fourier (Fa(f)(§))¢en
et nous demandons si nous pouvons reconstruire la totalité du signal f a partir de cette
information. Si A = G, alors on retrouve f par la formule d’inversion

1
flz) = (EE > FuH(©().

ceG

Le compressed sensing est une méthode trés récente qui permet d’envisager une nouvelle
facon d’échantillonner les signaux. En exploitant le caractére creux que présentent la
plupart des données physiques, elle permet en effet d’effectuer des acquisitions avec des
fréquences d’échantillonnage bien inférieures a la classique limite de Shannon. Récipro-
quement, l'exploitation de cette propriété permet d’envisager d’augmenter considéra-
blement la résolution spatiale ou temporelle des acquisitions sans modifier la technologie
des capteurs et ’électronique associée. R

Dans le cas ou A est un sous-groupe propre de G, et si en plus on suppose que le
signal f est s-creux, alors le principe de Donoho-Stark assure que f est uniquement
déterminé par (Fa(f)(§))een dés que [A] > (1 — 5-)|G|. Néaumoins cela suppose qu’on
connaisse la quasi-totalité des coefficients de Fourier de f.

Dans le cas théorique, ol les signaux a reconstruire sont s-creux dans une base
appropriée, les mesures ayant la plus forte probabilité de réussir sont des mesures
ponctuelles placées de fagon aléatoire sur le domaine du spectre. Dans ce cas on peut
énoncer le théoréme suivant :

Théoréme (Candés-Romberg-Tao [14, Theorem 1.3]).
Si A est choisi aléatoirement, alors avec une forte probabilité, tout signal s-creux f €
L*(G) peut étre reconstruit & partir des mestres (Fa(f)(§))ecp dés que

|A| > const slog |G]|.

Par ailleurs si G n’a aucun sous-groupe, alors on a le théoréme suivant :

Théoréme (Tao [84]).
Si f € L*(Z,) est une fonction non nulle, alors

| supp f| + | supp Fa(f)| > p.

De plus si A et B sont deux sous-ensembles non vides de Z, vérifiant |A|+|B| > p+1,
alors il existe une fonction f € L*(Z,) telle que supp f = A et supp F4(f) = B. Plus
précisément, nous démontrons dans le chapitre 5 que si |A|+|B| = p+n, alors espace
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des fonctions f € L*(Z,) a support dans A et a spectre dans B est exactement de
dimension n.

Ce théoréme montre que si f est s-creux alors Fy(f) s’annule sur un ensemble
de taille au plus s. D’autre part il implique par exemple qu'un signal s-creux est
uniquement récupéré dés que nous connaissons 2s mesures des coefficients de Fourier
(}—d(f>(£))§em Al = 2s.

L’extension du théoréme de Tao pour tout groupe abélien fini G a été établi dans [62]
par Meshulam, il a montré que l'interpolation linéaire entre diviseurs est un minorant.
Plus précisément on a le théoréme suivant :

Théoréme (Meshulam [62]).
Soit f € L*(G) une fonction telle que 0 # |supp f| = k et soient dy, dy les diviseurs
successifs de |G| qui encadrent k. Alors

G
| supp Fu(f)] > a|l d| (dy + dy — k).

Rappelons que la fonction de Meshulam 6, (voir [62]), est définie par :
0(k, G) = min {I supp Fa(f)[; 0 # f € L*(G), | supp f| < k} k<|Gl.

Par conséquent le théoréme de Donoho-Stark s’écrit 0(k, G) > | , tandis que le théo-
réme de Tao s’écrit 0(k,Z,) = p+ 1 — k, et plus generalement nous démontrons dans
[8] que

(k—d+ )10 <k, G) < 1G] 1~ b

102
Récemment Delvaux et Van Barel ont donné dans |20, 21] la formule explicite de 6.

Théoréme (Delvaux-Van Barel [20, 21]).

Soit G = Z, moX e X L avec les py, 1 € {1,...,m} des nombres premiers. Pour
ke {1,. \G|} il existe deux diviseurs d, pd de |G| avec p premier et un entier
rée {1,...,p} avec rd < k tels que

G

0(k,G)=0(rd,G)=(p—r+ 1)|—|
pd

A partir de cette formule explicite la récupération unique d’un signal s-creux est

possible dés que
Al = |G|+ 1—0(2s,G).

Delvaux et Van Barel ont posé le probléeme de déterminer les fonctions f € L*(G)

telles que
|supp f| =k et [supp Fu(f)| = 0(k,G). (0.0.6)
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De notre coté, nous avons répondu a cette question dans trois cas particuliers. Plus
précisément nous avons considéré les trois groupes suivant Z,, Z, X Z, et Z, X Zq,
avec p, ¢ deux nombres premiers distincts. Dans ces trois cas, nous avons donné dans
[8] une description simple de tous les cas d’égalité (c.a.d les fonctions vérifiant (0.0.6)).
De plus nous démontrons qu'’il existe peu de fonctions satisfaisant

|supp (f)| + | supp Fa(f)| < |G].

Ce dernier probléme a été aussi observé par Candés, Romberg et Tao [14], ils montrent
quavec au plus une probabilité O(|G|~#) il existe de fonctions vérifiant

| < Sl .
~ V(B +1)logG

| supp (f)| + [ supp Fa(f) (0.0.7)

Le théoreme de Donoho-Stark représente la version qualitative du principe d’incer-
titude et il peut étre reformulé de la facon suivante : Si S C G et ¥ C G tels que
|S||X| < |G| alors si supp f C S et supp F4(f) C X, on trouve que f est nulle. Dans ce
cas la paire (9,2) est faiblement annihilante.

En dimension infinie, il existe de nombreux exemples de paires faiblement annihi-
lantes, mais il est en général difficile de démontrer qu’elles sont fortement annihilantes,
par contre en dimension finie, une paire faiblement annihilante est fortement annihi-
lante, mais il est aussi important de donner une estimation de la constante d’annihi-
lation C(S,X). Par exemple, si G = Z, et si S, Z,\X sont deux sous-ensembles non
vides de Z, de méme taille, alors Tao a montré dans [84] que la transformation linéaire
T : L*(S) — L*(Z,\X) définie par T'f = Fy(f)jz,\s est inversible. Dans ce cas on peut
facilement avoir le théoréme suivant :

Théoréme.
Soient S et ¥ deux sous-ensembles non vides de Z,, tels que |S| + |X| = p. Alors pour
toute fonction f € L*(Z,) on a

1l < (17711 +1) (112 + IFaDllzzs )

Dans ce cas la paire (S,3) est fortement annihilante, sauf qu’il est généralement trés
difficile de calculer ||T7!||. D’autre part Candés et Romberg [16] ont montré que si

(S,¥) sont choisis aléatoirement tels que |S| + 2] < ——IS
(B+1) log |G|

quantitative de l'inégalité (0.0.7) (avec la méme probabilité) peut s’écrire,

, alors la version

11226 < 3(Iflz2iens) + IFa Dz )

Dans [39] nous avons reconsidéré le probléme afin d’améliorer I'estimation de la constante
d’annihilation C(S,X) pour tout groupe abélien fini. Nous établissons en effet le théo-
réme suivant :
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Théoréme (Ghobber-Jaming [39]).
Soient S C G et ¥ C G deux sous-ensembles tels que |S||X| < |G|. Alors pour toute
fonction f € L*(G),

2
— (ISIIl/1G))2

1£ll20) < 1 (Il + IFalDllzensy ) (0.0.8)

En 2007, Krahmer, Pfander et Rashkov ont montré dans [57], les principes d’incer-
titude qualitatifs sur les groupes abéliens finis pour la transformée de Fourier discréte
a fenétre définie par

VEF(@.§) = Fa |[f()g =) (©). fg€ L)

Dans le chapitre 6 nous reprenons ce probléme et nous améliorons leurs résultats.
D’autre part nous établissons dans [39] la version quantitative du principe d’incertitude
pour cette transformation de la maniére suivante :

Théoréme (Ghobber-Jaming [39]).
Soit 3 C G x G avec |X| < |G|. Alors pour toutes fonctions f,g € L*(G),

1/2

2v/2
122 llgllz2 @) < SbE > VEf Q)

(z,£)¢%

En particulier si supp V;]Gf C X alors f =0o0ug=0.

La plupart des signaux que 'on observe dans la pratique n’ont pas un support
de petite taille. Néanmoins beaucoup de signaux naturels, lorsqu’ils sont exprimées
dans une base particuliére, ont une représentation comportant de nombreux coefficients
négligeables. On peut par exemple citer la transformation en cosinus, la transformation
de Fourier et les ondelettes. La compression de données exploite ce fait, en supprimant
ces faibles coefficients, ce qui réduit légérement la qualité du signal, mais le rend creux.
Pour calculer le vecteur y € C? qui exprime un signal f de longueur d dans une base
®, il faut projeter f sur chacun des vecteurs ®; : y; = (f, ®;). On reconstitue le signal
original en effectuant la somme des vecteurs de la base, pondérés par les coefficients

Yj -
d—1
F=> vy,
§=0

Quand on dit que f admet une représentation x s-creuse dans une base W, c’est que

f= Zj;é x;WU;, avec s << d. La cohérence M (P, V) entre les deux bases ¢ et ¥
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mesure la plus forte corrélation entre deux éléments de ces deux bases. Elle se calcule
de la maniére suivante :
1

< — ‘ < 1.
\/a = M((I)v\ll) Ogﬁ%);*l |<(I)J7\Ijk>‘ <1

Une faible cohérence entre les bases (bases incohérentes) indique que chacun des vec-
teurs de 'une d’elle, s’il était exprimé dans ’autre base, aurait toutes ses composantes
faibles. C’est-a-dire que, si 'on échantillonne un signal f & l'aide de la base ®, on
récupére de l'information sur chacun des vecteurs de W. Si par exemple le signal f
posséde une représentation x s-creuse dans une certaine base W, est échantillonné par
une partie y d’une base ®, incohérente avec W, alors a partir de ces échantillons y, on
peut retrouver la forme creuse x.

I1 est possible de reconstruire le signal y (et donc f) a partir d’un nombre d’échan-
tillons bien inférieur a ce que prévoit le théoréme de Shannon-Nyquist. Pour ce faire, il
faut chercher, parmi toutes les solutions reproduisant les échantillons x obtenus, celle
qui est la plus creuse (la minimisation [°). En pratique, cette approche étant difficile,
on cherchera la solution de norme [! la plus faible (la minimisation ['), ¢’est-a-dire celle
qui minimise Z?;é |z;].

Une condition de minimisation I' est basée sur la propriété d’isométrie restreinte
qui joue un role central dans la théorie du compressed sensing. Cette propriété est de
plus vérifiée avec une grande probabilité pour plusieurs familles de matrices aléatoires.
Dans [39], nous avons montré que si (S, %) est une paire fortement annihilante avec
|S| = s, alors le complémentaire de X satisfait la propriété d’isométrie restreinte d’ordre
s et réciproquement.

Elad et Bruckstein [33] (voir aussi Donoho et Huo [25]) ont montré le principe
d’incertitude qualitatif pour une paire de bases (®, ¥) et dans [39] nous établissons la
version quantitative qui implique par exemple qu’un signal ne peut pas étre compres-
sible (en particulier creux) dans deux bases (un signal f est dit compressible dans la
tout j =0,...,d—1ona [(f,®,;)| <j ™). Nous le rappelons ici pour le cas particulier
des bases orthonormées.

Théoréme (Ghobber-Jaming [39]).
Soit d € N. Soient ® = {®;};—0, a-1 et ¥ = {V;},—0 41 deux bases orthonormées

1
de C¢. Soient S, deux sous-ensembles de {0,...,d—1}. Si |S||3| < V(B T2 alors

(@, W)’
tout signal a = (aq, . ..,aq4_1) € C¢,
d—1 1/2 . 1/2
|2 < (1 ;)| )2
j=0 Jj¢s jgx
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Si par exemple on considére ® = {0, },ec et ¥ = {|G|7/? é}ge@ deux bases de L*(G),
alors on retrouve immédiatement 'inégalité (0.0.8).

Ce théoréme posséde d’autres applications, par exemple si nous I'appliquons sur
I'ensembles des polynomes trigonométriques en choisissant ® = {e?™'}; o ;1 et

'''''

de 'unité, on obtient le résultat suivant :

Proposition.
d—1

Soit P = cheZi“jt, ¢; € C un polynéme trigonométrique. Si S, ¥ C {0,...,d — 1}
§=0

sont tels que |S||X| < d, alors

1/2 1/2 1/2

/ 2 2 2 1
0/,%)‘ W= e | (290 a2

Jgs JE%

Ce manuscrit rassemble plusieurs travaux réalisés dans le cadre de la préparation
du Doctorat en Mathématiques en cotutelle, sous la direction du Professeur Néjib Ben
Salem de 'université de Tunis El Manar (Tunisie) d’une part et du Professeur Philippe
Jaming de I'université d’Orléans (France) d’autre part. Il est écrit en partie en frangais
et en partie en anglais conformément a la convention de cotutelle du 2009 signée par
les deux universités.

Il comporte deux parties, chacune commence par un chapitre introductif qui pré-
sente les problématiques développées dans les chapitres suivants, fait le point sur les
résultats connus auparavant, et annonce les principaux théorémes de la thése en don-
nant parfois, soit des indications sur les méthodes utilisées, soit les démonstrations
complétes. Les chapitres introductifs 1 et 5 peuvent étre lus de maniére indépendante.
Les chapitres 4 (écrit en commun avec Ph. Jaming) et 7 (écrit en commun avec A. Bo-
nami) sont soumis pour publication et les chapitres 2 et 8 (écrits en commun avec Ph.
Jaming) font 'objet de deux publications 1'une dans Journal of Mathematical Analysis
and Applications et 'autre dans le journal Linear Algebra and its Applications.

La partie IT est consacrée a I’étude des principes d’incertitude dans le cas continu.
Les résultats proposés généralisent certains théorémes pour la transformée de Fou-
rier classique F sur R? notamment le principe d’incertitude local et les principes
d’incertitude de Benedicks-Amrein-Berthier [2, 4|, de Shubin-Vakilian-Wolff [82] et de
Logvinenko-Sereda [60]. Le chapitre 2 reprend 'article [40] ot on démontre le principe
d’incertitude local, le théoréme de Benedicks-Amrein-Berthier ainsi que le théoréme de
Shubin-Vakilian-Wolff pour la transformée de Fourier-Bessel F,, sur RT. Cela permet
de montrer que toute fonction non nulle f et sa transformée de Fourier-Bessel F,(f)
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ne peuvent pas étre simultanément localisées dans deux sous-ensembles minces de la
demi droite réelle. Le chapitre 3 présente un travail en cours sur I'étude de certains
principes d’incertitude pour la transformée de Dunkl Fj. associée a un systéme de ra-
cines de R? et & une fonction de multiplicité positive k. L’objectif est d’utiliser les
méthodes du chapitre 2 afin de montrer le principe d’incertitude local et le principe
d’incertitude de Benedicks-Amrein-Berthier pour cette transformation. Au chapitre 4
on poursuit I’étude des principes d’incertitude pour 'opérateur de Fourier-Bessel dans
le but de chercher une forme optimale du principe d’incertitude de Logvinenko-Sereda
pour cette transformation.

La partie ITI rassemble les résultats qui sont le fruit d’une recherche avec A. Bonami
et Ph. Jaming. Le théme général de ce travail est I’étude des principes d’incertitude
sur les groupes abéliens finis. Le chapitre 6 présente un travail en cours ot on améliore
les principes d’incertitude qualitatifs développés dans [57] puis on donne I'analogue du
principe d’incertitude de Delvaux-Van Barel |20, 21| pour la transformée de Fourier
discréte & fenétre. Au chapitre 7 on démontre les cas d’égalité du principe d’incertitude
sur certains groupes abéliens finis. Cela répond & une question de Delvaux et Van Barel
dans [21]. Enfin le chapitre 8 reprend l'article [39] ot on démontre le principe d’incer-
titude quantitatif pour une paire de bases et comme applications on donne la version
quantitative du principe d’incertitude pour la transformée de Fourier discréte /discréte
a fenétre.
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Deuxiéme partie

Principes d’incertitude dans le cas
continu
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Chapitre 1

Introduction et Principaux Résultats

Dans cette partie, nous allons énoncer les principes d’incertitude dans lesquels la
concentration est mesurée a ’aide de la petitesse des supports pour la transformée de
Fourier-Bessel F,,, a > —1/2, qui est définie pour une fonction f € L*(R™, u,) par

Fal)(y) = / F(@)ja(@m2y) dia(z), y €RY,

ol dpug(x) = %xmﬂ dz et j, est la fonction de Bessel sphérique.

Cette définition s’étend a L?(R™, u,) d’'une fagon usuelle et si de plus F,(f) €
LY(RY, ug), alors la formule d’inversion est donnée par

f(x) = / FalF)@)ja(2m2y) daly), © € RY.

Pour p > 1, nous notons par L?(R*) = LP(R*, u,), espace des fonctions mesurables

sur R* telles que
1/p

T / F@P dua(e)| <o

Soient S et ¥ deux sous-ensembles de RT. Nous sommes alors intéressés par cette
forme du principe d’incertitude, pour f € L2(R™)

1713 < CS.2) (1250 + IFalHliEzn) (1.0.1)

avec A° = RT\A.
Maintenant si nous posons Eg et Fy deux projecteurs de L2 (R™) définies par

Esf = fxs et Fuf = Fo(EsFa(f)),
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alors une inégalité de type (1.0.1) s’écrit

1713, < (S, D) (I1Bs: fI3, + 1 Foe 13, ). (1.02)

Dans ce cas on dit que la paire (S, Y) est fortement annihilante de constante d’annihi-
lation C'(S,X). En particulier si supp f C S et supp F,(f) C X, alors f = 0, et dans
ce cas (5,Y) est dite faiblement annihilante.

Il est facile de voir qu’une paire (5, X)) est fortement annihilante si et seulement, s’il
existe une constante D = D(S,Y) telle que pour toute fonction f € L2(R™) a spectre
(supp Fo(f)) dans %,

1£1I72 < D(S, S| Bse f |75

Pour la transformée de Fourier F, beaucoup d’exemples de ce principe peuvent étre
trouvés dans le livre de Havin et Joricke [45] et dans article de Folland et Sitaram
[35]. Pour f € LY(R?), on rappelle que sa transformée de Fourier est donnée par

fﬁﬂ@=f@%=/f@k2W“Mm,geR¢

Une paire fortement annihilante est faiblement annihilante mais en dimension infinie la
réciproque est en général fausse. Il est par exemple classique qu’une paire d’ensembles
compact est faiblement annihilante et un simple argument d’analyse fonctionnelle |6]
permet de montrer qu’elle est également fortement annihilante, et dans [73] auteur a
donné 'estimation optimale de la constante d’annihilation.

Il est bien connu que 'analyse harmonique des fonctions radiales dans |’espace
L*(R?), d > 2, nous conduise & étudier des fonctions de I'espace L7, (R*), et dans
ce cas particulier la transformée de Fourier F est alors remplacée par la transformée
de Fourier-Bessel Fy/5_;.

Pour motiver les résultats de cette partie, rappelons que Rosler et Voit [74] ont
établi 'analogue de 'inégalité de Heisenberg pour la transformée de Fourier-Bessel que
I’on peut énoncer de la maniére suivante :

Théoréme 1.0.1 (Rosler-Voit [74]).
Soit f € L2(RT). Alors

1z fllz2 16 Fa(Hllzz = (o + DI (1.0.3)

Cela nous a conduit a établir le principe d’incertitude local suivant qui améliore
partiellement 'inégalité précédente dans le sens qu’il implique une inégalité de type
Heisenberg sans donner la constante optimale (v + 1).

Théoréme 1.0.2 (Ghobber-Jaming [40], Omri [66]).
Soit « > —1/2. Alors
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1. Si0 < s < a+1, il existe une constante K = K(s, «) telle que pour toute fonction
f e LA(R") et tout sous-ensemble S C RT de mesure finie j1,(S) < oo,

1Es/llzz < K [11a(8)] € Fal £z,

2. Si s> a+1, il existe une constante K' = K'(s, ) telle que pour toute fonction
f e LA(R") et tout sous-ensemble S C RT de mesure finie j1,(S) < oo,
(at1) (at1)

, 1/2 1 (atD) (at1)
1Bsfllzz < K [1ma($)] T I1FDlz — I€Flg

3. Si s =a+1, il existe une constante K" = K"(«a) telle que pour toute fonction
f € L2(RY) et tout sous-ensemble S C RT de mesure finie j1,(S) < oo,

1
2s

2 .
La

1Bsflly < K" [1a(8)] “1Fal )2 * 1€ Fal £

En particulier si s = 2(a + 1), alors le principe d’incertitude local, (2.) implique
que pour tout f € L2(R™) a spectre dans [0, b]
IBsfll7e < K20 ug(9)| Fal()l72

_ E@iE&ZMMQMMJﬁwﬂﬁmﬁ-

o+l
Ce qui montre que si j14([0,8])pa(S) < F(%;;K,Q alors la paire (.5, [0, b]) est fortement
annihilante de constante
I(a+2)K" -
D5, 0.8) = (1= L0 Da(s))

Une question se pose alors de savoir si toute paire (S,%) de mesure (u,) finie est
fortement annihilante.

Pour la mesure de Lebesgue, une paire d’ensembles de mesure finie est fortement
annihilante, et ceci est donné par le théoréme d’Amrein-Berthier 2], qui est une version
quantitative du théoréme de Benedicks [4]. L’inconvénient de ces deux théorémes est
qu’ils ne donnent pas une estimation sur la constante d’annihilation. La question se
pose alors de savoir comment la constante C'(S,) dépend de S et X. En prenant
S =¥ = B(0, R) une boule centrée en 0 et f une gaussienne, on est conduit & penser
que la constante optimale est de la forme C/(S, %) = ce™ISIED? o | A| est la mesure
de Lebesgue de A. Cette question est encore ouverte en toute généralité. Mais, en
dimension 1, Nazarov a démontré que C(S, %) = ce?ISI=D | ce qui donne la croissance
optimale a la constante ¢ prés. Ce résultat a été généralisé en dimension supérieure par
Jaming [50]. Précisément il a démontré :
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Théoréme 1.0.3 (Nazarov, d = 1 [65], Jaming [50]).
Il eziste une constante C = C(d) telle que si, S et ¥ sont deux sous-ensembles de
mesure finie dans R, alors pour toute fonction f € L*(RY),

2 C min(|8]|Z],|S]|Y w () ,w(S)|Z[ /¢ 2 7
113y < CeCmmUSIEHSI LIS (12, 0o o) 411 FIaqgonsy )

ot w(S) désigne la largeur moyenne de S.

Si de plus S est convexe, alors w(S) < c¢g|S|/?. Dot on obtient I'estimation
cecUSIEDY? Maintenant si on applique le théoréme précédent sur les fonctions radiales
de L*(R%), on peut facilement voir que si S et ¥ sont deux sous-ensembles de R tels
que

paja—1(5), paj2-1(E) < oo,

alors pour toute fonction f € Lfm_l(RJr), il existe une constante c telle que

2 Cﬂd/271(s)lld/271(2)< R Ik >
1715, , <ce I1Bseflizs,  + 1P s, ).
Dans ce cas particulier on peut estimer la constante d’annihilation C(S,%). On se
demande alors ce qui se passe dans le cas général. Dans [40], nous avons établi le
théoréme suivant :

Théoréme 1.0.4 (Ghobber-Jaming [40]).
Soit a > —1/2. Si S, X C R sont tels que pa(S), 1a(X) < o0, alors il existe une
constante C' telle que

1703, < C(IBs 17, + IFsef 13, ).

Ce théoréme se démontre en modifiant I'argument d’Amrein-Berthier de la fa-
con suivante : tout d’abord nous démontrons que FxFEgs est un opérateur de Hilbert-
Schmidt, ce qui permet & avoir

dim (Im Eg N Im Fy) < oo,

avec Im Fg désigne I'image du projecteur Eg.

D’aprés [45, 1.1.3.2.A page 90], il suffit de montrer que la paire (.5, X) est faiblement
annihilante. Pour cela on suppose qu'’il existe une fonction non nulle fy a support Sy
et & spectre X tels que |Spl,|Xo| < oo. Puis on construit une suite de réels positifs
(Aj)j>0, avec A9 = 1, de sorte que si nous prenons S = szo NSy et ¥ = szo /\ing,
alors ces deux sous-ensembles sont de mesure finie et ils contiennent respectivement Sy
et 2. Pour conclure, on montre qu'il existe une famille infinie (f;);>o de dilatées de fj a
support A;Sy et a spectre dans %EO qui sont linéairement indépendantes dans Im FgN
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Im Fy. Les détails se trouvent dans [40]. La démonstration que nous avons esquissée ici
ne permet malheureusement pas de donner la constante que nous supposons optimale,
a savoir )
C(S,%) = ceCta(S)ua(X))2oF2

Dans le chapitre 3, nous avons adapté cette démonstration pour donner ’analogue du
principe d’incertitude local et du théoréme d’Amrein-Berthier pour la transformée de
Dunkl F, associée a un groupe de réflexions W et a une fonction de multiplicité po-
sitive k. La théorie de Dunkl initiée par Charles F. Dunkl en 1989, trouve son origine
dans I’étude des polynémes orthogonaux relatifs & une fonction poids wy invariante par
un sous groupe fini W du groupe orthogonal O(d) de I'espace euclidien R?. Le cas ou W
est un groupe de Coxeter-Weyl associé a un systéme de racines R de R? est particuliére-
ment intéressant pour diverses raisons qui trouvent leur justification dans les multiples
applications qui en découlent en physique théorique ([91]), théorie des algébres de Lie
semi-simples, théorie des opérateurs, analyse de Fourier et récemment en probabilités.
L’outil fondamental introduit par Dunkl, consiste en une famille (7});<;j<q4 d’opérateurs
différentiels et aux différences qui généralisent les dérivées partielles usuelles % et dont
la propriété fondamentale est d’engendrer une algébre commutative d’opérateurs sur
C%(R?) (I'espace des fonctions de classe C? définies sur RY). On peut en trouver la
justification dans le livre de Dunkl et Xu [29].

La transformée de Dunkl généralise a la fois la transformée de Fourier qui correspond
a k = 0 et la transformée de Fourier-Bessel. En effet si f est une fonction radiale sur
R¢, alors sa transformée de Dunkl JF(f) est radiale et elle coincide avec la transformée

de Fourier-Bessel d’ordre y+d/2—1, f7+d/2_1(f)(%), oll y est une constante positive.

Deux autres exemples du principe d’incertitude de la forme (1.0.1) auxquels nous
nous intéressons sont le théoréme de de Logvinenko-Sereda [60] et celui de Shubin-
Vakilan-Wolff [82]. Dans le cas du théoréme de Logvinenko-Sereda, un ensemble com-
pact et le complémentaire d’un sous-ensemble épais jouent le role de petits ensembles.
Ces auteurs ont introduit la notion suivante :

Définition 1.0.5.
Un ensemble R\S est dit p-épais a léchelle a > 1 si, pour tout x € R,

R\S N[z —a,z + a]| > 2pa. (1.0.4)

Il est intuitivement clair que dans un certain sens S est un ensemble de petite taille.
Logvinenko et Sereda ont montré le théoréme suivant :

Théoréme 1.0.6 (Logvinenko-Sereda [60]).
Soit J un intervalle tel que |J| = b. Alors il existe une constante C' telle que pour toute
fonction f € L*(R) a spectre dans J et pour tout ensemble R\S, p-épais o l'échelle

a>1ona
(ab+1

o (abt1)
12 <€ 7 1 fl72@ys)-
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Notons que Havin et Joricke [45] ont donné une interprétation en termes d’intégrales
de Poisson de la condition d’épaisseur de S et avaient proposé une démonstration
alternative du théoréme précédent.

Le théoréme de Logvinenko-Sereda donne une estimation de la constante C(S,J),
qui a été ultérieurement améliorée par Kovrizhkin :

Théoréme 1.0.7 (Kovrizhkin [56]).
Il existe une constante C telle que, pour toute fonction f € L*(R) a spectre dans J et
pour tout ensemble R\S, p-épais a l'échelle a > 1 on a

o Clab+1)
wm;m>s(;) T

Afin d’étendre le théoréme de Logvinenko-Sereda pour la transformée de Fourier-
Bessel nous introduisons la définition suivante :

Définition 1.0.8 (Ensemble (p, a)-épais).
Un ensemble 2 C R est dit (p,a)-épais si

(2N T) > ppa(1), (1.0.5)

pour tout intervalle I C R avec puq(I) > a.

En adaptant 'argument de Kovrizhkin [56], nous établissons dans le chapitre 4 une
inégalité de type Bernstein qui est indispensable pour la démonstration de ’analogue
du théoréme 1.0.7 pour la transformée de Fourier-Bessel qui donne une estimation de
la constante C'(Q°, [0, b]). Présicément nous avons montré :

Théoréme 1.0.9 (Ghobber-Jaming).
Soit o > 0 et soient a,b,p > 0. Soit f € L2(R") telle que supp F.(f) C [0,0]. Si Q
est un sous-ensemble (p,a)-épais dans RT, alors

fa(1 + pa([0, b})a)“)wa([&b})am
p

|m@s( 1BafI2,

0l Ko est une constante ne dépendant que de c.

Il est bien connu que la condition (1.0.4) est nécessaire pour avoir un résultat de
type Théoréme 1.0.7, voir par exemple [45, page 113]. Mais malheureusement dans
notre cas nous n’avons pas encore établi la nécessité de la condition (1.0.5).

Enfin, dans [82], d’autres exemples de paires fortement annihilantes sont donnés. Ce
sont les paires d’ensembles e-minces, ces ensembles jouent ici le role de petits ensembles.

Sir > 0et 2z €R? on désigne par B(x;7) la boule ouverte de centre z et de rayon
r et par |z|, la norme euclidienne de x.
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Définition 1.0.10.
Un sous-ensemble S C R? est e-mince si, pour tout x tel que |z| <1,

1SN B(z,1)| <e.

et pour tout x tel que |x| > 1

SN Bz, |2|™)

< 5’B(x, lz| Y.

Le résultat suivant est démontré dans [82] :

Théoréme 1.0.11 (Shubin-Vakilan-Wolff).
Il existe ¢ tel que, pour tout 0 < e < gy il existe une constante C' = C(e) telle que, si
S, X sont e-minces, alors pour toute fonction f € L*(R%) on a

2 .
1 < € (1 132gansy + 1 sy -

Avant de présenter nos résultats sur ce genre d’ensembles, nous commencons par
donner la définition d’un ensemble (&, &)-mince.

Définition 1.0.12 (Ensemble (g, o)-mince).
Un sous-ensemble S C RT est dit (e, a)-mince si, pour tout 0 <z <1,

o (SN [z, x4+ 1]) < epa([z,z+1])

o (30 e 2]) < ([ro1]).

Dans [40], nous avons montré qu'une paire d’ensembles (g, a)-minces est fortement
annihilante. Le résultat est le suivant :

et pour tout x > 1,

Théoréme 1.0.13 (Ghobber-Jaming [40]).
Soit o« > —1/2. 1l existe ¢ tel que pour tout 0 < € < g¢ ; il existe une constante C(e)
telle que si S, 3 sont (&, a)-minces, alors pour toute fonction f € L2(RY) on a

1118, < C@ (I1Bs: FI; + 1 P FI, ).

L’outil essentiel dans la démonstration de ce théoréme est de construire deux opé-
rateurs intégrals bornés K et L vérifiant K + L = I et pour conclure il suffit d’estimer
les normes des opérateurs K Eg et FyL :

IKEs|| < er/z et [|FSLl| < e/,
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ce qui permet a avoir

IFsEsl < (e1 + c2) Ve

Dans la chapitre 4, nous en déduisons d’autres types de paires fortement anni-
hilantes pour la transformée de Fourier-Bessel. Par exemple si (S,) est une paire
d’ensembles avec S (e, a)-minces et ¥ compact, alors en s’inspirant du [82, Lemme
4.2] nous montrons qu’elle est fortement annihilante, cela nous conduit & donner le
théoréme suivant :

Théoréme 1.0.14.
Soient o > —1/2 et S, ¥ C RY deuz sous-ensembles de la forme

S =S,USy, U=Y,UX,

avec Sy = [0,a], ¥g = [0,b] el So C [a,00), Yoo C [b,00) sont (g, a)-minces. Alors la
paire (S, %) est fortement annihilante.
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Chapitre 2

Strong annihilating pairs for the
Fourier-Bessel transform
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Abstract : The aim of this paper is to prove two new uncertainty prin-
ciples for the Fourier-Bessel transform (or Hankel transform). The first of
these results is an extension of a result of Amrein-Berthier-Benedicks, it
states that a non zero function f and its Fourier-Bessel transform F,(f)
cannot both have support of finite measure. The second result states that
the supports of f and F,(f) cannot both be (e, «)-thin, this extending
a result of Shubin-Vakilian-Wolff. As a side result we prove that the di-
lations of a Cy-function are linearly independent. We also extend Faris’s
local uncertainty principle to the Fourier-Bessel transform.

Keywords : Fourier-Bessel transform; Hankel transform; uncertainty
principle ; annihilating pairs.

AMS subject class : 42A68; 42C20.

2.1 Introduction

The uncertainty principle is an essential restriction in Fourier analysis. Roughly
speaking, this principle states that a function and its Fourier transform cannot be
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simultaneously well concentrated. There are numerous mathematical formulations for
this principle as well as extensions to other transforms (e.g. Fourier type transforms on
various types of Lie groups, other integral transforms...) and we refer to the book [45]
and the surveys [35], [6] for further references. Our aim here is to consider uncertainty
principles in which concentration is measured in sense of smallness of the support and
when the transform under consideration is the Fourier-Bessel transform (also known
as the Hankel transform). This transform arises as e.g. a generalization of the Fourier
transform of a radial integrable function on Euclidean d-space as well as from the
eigenvalues expansion of a Schrodinger operator.

Let us now be more precise and describe our results. To do so, we need to introduce
some notations. Throughout this paper, a will be a real number, & > —1/2. For 1 <
p < +00, we denote by L2(R™) the Banach space consisting of measurable functions f
on R* equipped with the norm

1/p

HmﬁzlﬂﬂmwMu> 7

where dp,(x) = %xh*l dx. For f € LL(R™T), the Fourier-Bessel (or Hankel) trans-

form is defined by
fxmwzfﬂmM%me@»
0

where j, is the Bessel function given by

. Ja (.T) > (—1)” T\ 2n
o) = 2°T(a + 1 =T(a+1 (5)
Note that J, is the Bessel function of the first kind and I' is the gamma function. The
function j, is even and infinitely differentiable (also entire analytic). One may show

that the Fourier-Bessel transform extends to an isometry on L2(R¥) i.e.
IFalPllez = 1fllzz-

Uncertainty principles for the Fourier-Bessel transform have been considered in
various places, e.g. [10, 74] for a Heisenberg type inequality or [88] for Hardy type
uncertainty principles when concentration is measure in terms of fast decay. We will
here concentrate on uncertainty principles where concentration is measured in terms of
smallness of support. Our first result (Proposition 2.3.1) is a straightforward extension
of Faris’s local uncertainty principle to the Fourier-Bessel transform which compares
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the L2-norm of F,(f) on some set E of finite measure to weighted norms of f (see
Proposition 2.3.1 for details).

Our main concern here are uncertainty principles of the following type : a function
and its Fourier-Bessel transform cannot both have small support. In other words we are
interested in the following adaptation of a well-known notion from Fourier analysis :

Definition.
Let S, ¥ be two measurable subsets of RT. Then
— (S,%) is a weak annihilating pair if, supp f C S and supp F,(f) C ¥ implies
f=0.
— (5,%) is called a strong annihilating pair if there exists C' = C, (S, ) such that

1122 < C (I iagse) + IFal Dl n): (2.1.1)

where A° = RT\ A. The constant C,(S,%) will be called the a-annihilation constant
of (5,%).

Of course, every strong annihilating pair is also a weak one. There are several
examples of the Uncertainty Principle of the form (3.1.1) for the Euclidean Fourier
transform . One of them is the Amrein-Berthier theorem [2] which is a quantitative
version of a result due to Benedicks [4] showing that a pair of sets of finite measure is an
annihilating pair. It is interesting to note that, when f € L?(R?) the optimal estimate
of C', which depends only on measures |Sy| and |¥,|, was obtained by F. Nazarov [65]
(d = 1), while in higher dimension the question is not fully settled unless either S or
Y is convex (see the second author’s paper [50] for the best result today). Our first
result will be the following adaptation of the Benedicks-Amrein-Berthier uncertainty
principle :

Theorem A.
Let S, 3 be a pair of measurable subsets of Rt with p4(S), pa(X) < +00. Then the
pair (S,X) is a strong annihilating pair.

We will actually show a slightly stronger result, namely that a pair of sets with finite
Lebesgue measure is strongly annihilating. The proof of this theorem is an adaptation
of the proof for the Euclidean Fourier transform in [2]. In [2], the fact that the Fourier
transform intertwines translations and modulations plays a key role. This property is
no longer available for the Fourier-Bessel transform but we have been able to replace
translations by dilations. As a side result, we prove that the dilates of a Cy-function
are linearly independent.

Another Uncertainty Principle which is of particular interest to us is the Shubin-
Vakilan-Wolff theorem [82, Theorem 2.1|, where so called e-thin sets are considered.
The natural notion of e-thin sets for the Fourier-Bessel transform is the following :
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Definition.
A set S C R will be called (g, a)-thin if, for 0 < z < 1,

o (SN [z, 2+ 1]) < epa(z,z+1])

o (0 [ 2]) < ([ 1]).

We adapt the proof of [82] to show the following theorem :

Theorem B.
If ¢ is small enough and S and ¥ are (e, «)-thin then

and for x > 1,

£z < C(1F s + IFalDllzz e )

where C' is a constant that depends only on ¢ and «.

The structure of the paper is as follows : in the next section we introduce some
further notations as well as some preliminary results. In Section 3 we prove the local
Uncertainty Inequality for the Fourier-Bessel transform. Section 4 is devoted to the
proof of our Amrein-Berthier-Benedicks type theorem and in Section 5 we conclude
with our Shubin-Vakilan-Wolff type result, Theorem B.

2.2 Preliminaries

2.2.1 Generalities

In this section, we will fix some notations. We will denote by |z| and (z,y) the
usual norm and scalar product on R?. The unit sphere of R? is denoted by S ! and
we endow it with the (non-normalized) Lebesgue measure do, that is 74~ dr do(¢) is
the polar decomposition of the Lebesgue measure. The Fourier transform is defined for
F € LY(RY) by

F(¢&) = /F(:U)ez“r@”’£> dz.
Rd
Note that || F|, = |F'||, and the definition of the Fourier transform is extended from
F e LYRY) N L*(RY) to L*(R?) in the usual way. With this normalizations, if F(z) =
F(|z|) is a radial function on R?, then F(¢) = Faso—1(f)(|&])- More generally, if F/(x) =
Fy.(|z|)Hg(), Hy, a spherical harmonic of degree k (so that F(r¢) = r*Fy(r)Hy(¢), r >
0,¢ € S™), then the Funk-Hecke Formula leads to F(€) = i*Fyarx1 (Fi)(|€]) Hi(€),
see [83, Chapter IV.2] for details.
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If Sy is a measurable set in RY, we will write |S,| for its Lebesgue measure.
For a > —1/2, let us recall the Poisson representation formula

1
I'(a+1) ds

F(a—i—%)F(%) /(1—3 ) cos sx —

-1

ja(‘r) =

Therefore, j, is bounded with |j,(z)| < jo(0) = 1. As a consequence,
[Fallloo < 1Fllz- (2.2.2)

Here ||.||, is the usual essential supremum norm.
From the well-known asymptotic behavior of the Bessel function, we deduce that
there is a constant k. such that

[ (b)] < Kot ™2, (2.2.3)

Further, F, extends to a unitary operator on L2, || Fo(f)|l;2 = ||f|l;2- Finally, if
Fo(f) € LL(RT), the inverse Fourier-Bessel transform, is defined for almost every = by

f(x) = / FulF)9)a(2mzy) dualy).

Finally, if I is an interval, I = [a,b] C R™ then 37 is the interval with same center
as I and “triple” length, 3] = [a — (b —a),b+ (b — a)] N R*. A simple computation
shows that the measure p, is doubling : there exists a contant C, such that, for every
interval I C R, 11,(31) < Copa().

2.2.2 Generalized translations

Following Levitan [59], for any function f € C?*(R™") we define the generalized Bessel
translation operator
T;f(x):U([E,y), Z, y€R+7

as a solution of the following Cauchy problem :

i2+204+1i u(z, y) = i+2a+1i w(z,y)
da? r dx Y= dy? y dy Y0

with initial conditions u(z,0) = f(z) and Zu(z,0) = 0. Here dd—; + 204l d g the

differential Bessel operator. The solution of this Cauchy problem can be written out in
explicit form :

I'(a+1)

LW = i

) /f(\/x2 + 42 — 2y cos 0)(sin 0)** d6. (2.2.4)
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By formula (2.2.4), the operator T can be extended to all functions f € L2 (R™).
The operator T can be also written by the formula

/f (2, ,1) dpa(),

where W (z,y,t) du,(t) is a probability measure and W (x,y,t) is defined by
220720 (e + 1)% A(z,y,t)? !

W(z,y,t) = 73T (a+35)  (zyt)*
0 otherwise

if|lz—y|<t<z+y

where 2 2
A(QE, y>t) = ((.CE + y)2 - t2) (t2 - ('CB - y)2)
is the area of the triangle with side length x,y,t. Thus for reasonable functions f, g,

we have
(@)

/ F)T2(9) () dpialy) = / o)) (v) dptaly). (2.2.5)

0
Further, W (x,y,t) dua(t) is a probability measure, so that for p > 1, |TSf|P < T2|f|?

thus "Taf|’LP ®Y) S Hf||LP(R+
The Bessel Convolutlon f *4 g of two reasonable functions f, g is defined by

f o gla /f T2 (9)(8) dpa(t).
Then (2.2.5) reads f *, g = g *, f. It is also well known that for A > 0, T, (\.)(y) =

Ja(AT)jo(Ay). Therefore,
Fo (TN ) = jo2may) Fal(f)(y)

and
Folf *a 9)(@) = Folf)(@) Falg)().
Note also that if f is supported in [0, b] then T, f is supported in [0,b + z].

2.2.3 Linear independence of dilates

In this section we will prove that the dilations of a Cyp-function are linearly inde-
pendent, this result may be of independent interest and plays a key role in the proof
of Theorem 3.4.1. Let us first introduce the dilation operator d,, A > 0, defined by :

nf(0) = 1t (3)-
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It is interest to notice that F,0) = 5§}"a.

We may now prove the following lemma which is inspired by a similar result in [30]
for translations.

Lemma 2.2.1.
Any nonzero continuous function on [0, +00) such that lim,_,, f(z) = 0 has linearly
independent dilates.

Proof. Suppose that there are some distinct elements Ay, - -+, A, € RT\{0} and scalars
c1, -, ¢ € C satisfying
S af(—)=o. (2.2.6)
k=1 Ak

Assume towards a contradiction that one of the scalars c¢; is non-zero. Write x = €°
and i = et with ug, s € R. Then Equation (2.2.6) is equivalent to

Z ceg(pr +s) =0, (2.2.7)

k=1

where g(x) = f(e”) is a continuous bounded function on R and lim,_, ;- g(z) = 0. We
will denote by ¢ the distributional Fourier transform of g. Note that, as ¢ is bounded,
g is a distribution of order 0.

The distributional Fourier transform of equation (2.2.7) implies

(Z Ck€2i7ruks> /g\ —0.
k=1

n

As Z cre®™ 4 i an entire function, its zero set is discrete, therefore § has a discrete
k=1
support. Assume sy € supp g, and let 7 > 0 be such that |sog — 7, so +n[Nsupp g = {so}-
Let ¢ € C*°(R) with support in |so—n, so+n[ and such that ¢ = 1 on |sg—n/2, so+n/2].
Then gy is a distribution of order 0 such that supp gy = {so}. It follows that gy = cds,
for some ¢ € C. But then g* @ = ce* ! where ¢ is the inverse Fourier transform of ¢.
As ¢ € S(R), one easily checks that lim;_,, « g(t) = 0 implies that lim,_, , o, gxp(z) = 0,
thus ¢ = 0. It follows that supp ¢ = () which implies f = 0. O

2.3 Local Uncertainty Inequalities

Heisenberg’s inequality for the Fourier-Bessel transform has been established in |74]
as follows :

£l 2 16Fal Nz = (@ DII7:- (2.3.8)
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It says that if f is highly localized, then F,(f) cannot be concentrated near a single
point, but it does not preclude F,(f) from being concentrated in a small neighborhood
or more widely separated points. In fact, the latter phenomenon cannot occur either,
and it is the object of local uncertainty inequality to make this precise. The first
such inequalities for the Fourier transform were obtained by Faris [34], and they were
subsequently sharpened and generalized by Price [70, 71]. The corresponding result for
the Fourier-Bessel transform is given in the following proposition :

Proposition 2.3.1.

1. If0 < s < a+1, there is a constant K = K (s, ) such that for every f € L2(R")
and every measurable set E C Rt of finite measure ju,(E) < 400,

1Zal D)l ey < K [a(B)] 77 2 1l (2.3.9)

2. If s > a + 1, there is a constant K' = K'(s,a) such that for every f € L:(R")
and every measurable set E C Rt of finite measure p,(E) < +00,

(a+ a+1
s

1—ledb o
1FalP 2y < K'ra(B) 2N fllz = ll2°f]

3. If s = a+ 1, there is a constant K" = K"(«) such that for every f € L2(RT)
and every measurable set E C Rt of finite measure p,(E) < 400,

(2.3.10)

2
Lz 7

1 1
% (2.3.11)

x°f

1—
Fllzz

1FalDll gz < K" [alB)]

Proof. As for the first part take r > 0 and let X, = X{s: 0<z<r} and X, = 1 — x,. We
may then write

I Fa(Dllz ) = 1Fa(Pxellz < 1FalFxe)xelly + 1FalXr)xel L2

hence, it follows from Plancherel’s Theorem that

1FalH 128y < HalB)PIFalfx) oo + 11Xl 12 -

Now
IFalfxlee < Mol < o™Xl o 12" 1] 2
= aar® 2 fl s
rlat1)/2
with a, = . On the other hand,

Vie+1—s)(a+1)
1%l < el Pl = =112l a
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so that
IZalD ey < (7 + 00 B)2) 2 fll 5

The desired result is obtained by minimizing the right hand side of that inequality over
r > 0.

As for the second part we write

1ol 5y < taEMFalh)llz < mal BV FIZ: -

Moreover
o 2

11, = { [+ @)+ 2 2 () |
0
by the Cauchy-Schwartz inequality, we have

OOdMa(I) i 2s 2
G, < ) (14 22)| ()2 dpue ()
0/1+$2 0/
oo d X
- / o ” 17125 + " 13, |

0

Replacing f(z) by f(rx), r > 0, in the last inequality gives

oo

dpa () -
2 @ o 2 a s s (|12
91 < | [ e | [P + ey

0

the desired result is obtained by minimizing the right hand side of that inequality over
r > 0.

As for the last part we write

Now replacing f(x) by f(rz), r > 0, we have

Minimizing the right hand side of that inequality over r > 0, we obtain

x%f‘

2 < 2 s 2
S+ 12
«

e < el e
s L2 L2

1

S
2.

LO(

x°f

12 1 2(1-35;)
o, < 2s(2s - E A
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By Inequality (2.3.9) we have

x%f‘

2 1 9
> F B
Lz ](2(1/27Q)Ma(E)1/28H Oé(f)HLg( i

which implies that

s (A=35))s £||25
|1Fe( 2y < K" (@)pa( BVl 2 25 117
An easy computation shows that this proof gives

' +1 [anla+1—3)]"

Ky = L [ular1=9)%

a+1-—s S
. atl—s 1/2

K0 = [ (-1) remra- )|

| K7(0) = /2(a + 1)(20 + 1) 7= K (1/2,0).

]

2.4 Pairs of sets of finite measure are strongly anni-
hilating

In this section we will show that, if S and X have finite measure, then the pair
(S,Y) is strongly annihilating. Before proving the general case, let us first notice that
if a is a positive half-integer, this can be obtained by transferring the result for the
Euclidean Fourier transform established in [50] (|65] for d = 1). Indeed there exists ¢4
such that, for Sy, ¥y C R? of finite Lebesgue measure, and F' € L*(R?),

1P ey < cac™S0=40 (| Fl gsry + 1P lracss ) (24.12)

Now, if we take S; and ¥y be two radial subsets of R,
Sq={ré:reS, 6cS™} and Sy={ré: rex, eSS,

then for every function f € LZ/Q_I(R+), there exists ¢ such that

I1Flls,, | < cetrarnsvanat (| £

d/2—1 d/2—1

(se) F || Farz=1 ()] 2 (EC)). (2.4.13)

d/2—1

Remark. It is conjectured that the constant cge!al®al in (2.4.12) may be replaced

(ISal[Zal)*/

by cqe“ even when Sy, ¥, are not radial sets.
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We will now consider the general case where o > —1/2. We will still show that if S
and X have finite measure then the pair (S5, 3) is strongly annihilating. Unfortunately
a precise estimate like (2.4.13) still eludes us unless 11, (S)pa(X) is small enough (see
Lemma 2.4.2). In order to prove that the pair (S, X) is strongly annihilating, we will use
an abstract result for [45, I.1.1.A, page 88|, for which we need the following notations.

We consider a pair of orthogonal projections on L?(R™) defined by

Esf = xs/f, FolFxf) = xsFalf),

where S and Y are measurable subsets of RT.

Lemma 2.4.1.
Let S and X be two measurable subsets of RT. Then the following assertions are
equivalent :

1. ||FsEs|| < 1;
2. There exists a constant D(S,Y) such that for all f € L2(R™) supported in S

1/l < DS, E)|[Fye f

L2
L2»

3. (S,%) is a strongly annihilating pair i.e. : there exists a constant C(S,%) such
that for all f € L2(RT)
)

-1
Moreover one may take D(S,X) = <1 - ||FEES||> and C(S,%) =1+ D(S,Y).

10z < CS,%) (IBse flly + 1 Fef

Proof. For sake of completeness let us recall the proof of (1) = (2) = (3), which is the
only fact needed in this paper.
Suppose f is supported in S. Then

1Fsfllre = 1FsEsfllz < [[FsEsl[ -
It follows that

| Fxe f

2 2 L — 1By > (1= 1FsBs]) £l

Hence, if ||FxEs|| < 1, then

2

-1
1, < (1= 1FsEsl)  1Fses
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Let us now show the second implication . Let f € L2(R"), then

1z < IBsflls + [1Esefllz
< DS E)[FecEsfl s + 1 Ese fll 2
= D(S, D)1 Fee(f = Esef)ll 2 + |1 Ese fll 2
<

DS, )| Fse fll 2 + DS, E) [ Fre Bse fll 1z + | Ese fll 12

Since || FyeEge f|| 2 < ||Ese fl| 2, we obtain

11z < (14 D(S.D) (IBsefll g + 1 Fo-f

y%) , (2.4.14)

as claimed. O

Unfortunately, showing that ||[FxEs| < 1 is in general difficult. However, the
Hilbert-Schmidt norm ||.|| ;¢ is much easier to compute. In our case, we have the follo-
wing lemma :

Lemma 2.4.2.
Let S and X be a pair of measurable subsets of RT with finite Lebesgue measure. Then

15 Eslns < maVISIIX]

where k., is a numerical constant that depends only on « given by (2.2.3).
In particular, if |S||S| < k.72, then for any f € L2(RY),

1Esllzs + 1 FBsefl13 ). (2.4.15)

1
'm%§<Hﬁ—% mm)<

Proof. The second part of the lemma follows immediately from the fact that || FxEg|| <

1FxEsllfs-
Since || < 400 it follows from (2.2.3) that, for every = > 0, j,(27z-)xs € L2(R™).
A straightforward computation shows that FxEyg is an integral operator with kernel

N (@) = Fu(xsial272) ) () xs(2). (2.4.16)
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From Plancherel’s theorem, we deduce that

BBl = [ @ | [ 1FaGodal2me)) ) dhaly) | dita(o)

- / xs(@)? / s (0) Plia (@) dita(y) | djia(2)

27ra+1 20T 20-+1
= Xs(2) s (¥)|ja2rzy) | (2y)** T do dy
0 0

(a+ 1
< KglS|IZl
: 2 iz
using (2.2.3), where k. = 3 Tr(as 1) -

Let us now be more general, set & > —1/2 and S, ¥ two measurable subsets of
finite measure.

Theorem 2.4.3.
Let S, 3 be a pair of measurable subsets of RT with 0 < |S|, |2| < +o0. Then the pair
(S,3) is a strong annihilating pair.

Remark. Let S be a measurable subset of RT. Using Holder’s inequality one easily
shows that, for every € > 0 there is a constant C' = C(«, €) depending only on « and
e such that the Lebesgue measure |S| satisfies

1S < 1+ Cepta(S)7r e, (2.4.17)

In particular, Theorem A from the introduction follows directly from Theorem 2.4.3.

Note that the proof below will not give any estimate on the a-annihilation constant
of (S,%).

Proof. According to [45, 1.1.3.2.A, page 90|, if FxEg is compact (in particular if FyFg
is Hilbert-Schmidt), then if (S,X) is a weak annihilating pair, it is also a strong an-
nihilating pair. Let us now show that if 0 < |S],|¥X| < +oo, then (S,%) is a weak
annihilating pair.

In order to do so, let us introduce some further notations. We will write Eg N Fx;
for the orthogonal projection onto the intersection of the ranges of EFs and Fy and we
denote by Im T the range of a linear operator 7T'.

We will need the following elementary fact on Hilbert-Schmidt operators applied to
the pair of projections Fg and F; :

dim (Im Eg N Im Fy) = ||[Es N Fy||%s < [|FsEs|%s-
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As S and ¥ have finite measure then according to Lemma 2.4.2 we deduce that
dim (Im Es N Im Fy) < ||FsEs]|%¢ < +00. (2.4.18)

Assume towards a contradiction that there exists fo # 0 such that Sy := supp fo
and Yo := supp F,(fo) have both finite measure 0 < |Sp|, |3o| < +00.

Let S; be a measurable subset of R of finite Lebesgue measure such that Sy C S;.
Since for A > 0,

|Sl U )‘SU| = ||X/\So - X51||2L?(]R+) + <X)\507 XS1>L2(]R+)’

the function A +— |S; U ASp| is continuous on (0, +00). From this, one easily deduces
that, there exists an infinite sequence of distinct numbers (X;);%5 C (0,00) in the

+oo
neighborhood of 1 with A\g = 1, such that, if we denote by S = U AjSy and ¥ =
j=0
+00
1
/\_207
=07

S < 2[So], [XE] < 2[X0l.
We next define f; = 0y, fo, so that supp f; = \;Sp. Since F,(f;) =6
supp Fo(fi) = /\%EO.
As supp Fo(fo) has finite measure, fy is continuous on R™ and fo(z) — 0 when

r — +oo. It follows from Lemma 2.2.1 that (f;):°, are linearly independent vectors
belonging to ImFg N ImFy, which contradicts (2.4.18). O

Faolfo), we have

1
i

Corollary 2.4.4. Let S, X be a pair of measurable subsets of R with 0 < |S], |Z| <
+o00 and let Sy = {x € R : |z| € S}, ¥y = {£ € RY . [£] € B}. Then the pair
(Sq,Xq) is a weak annihilating pair for the Fourier transform : if F € L*(R?) is such
that supp F' C Sg and Suppﬁ C Xg4, then FF = 0.

Proof. We may write, for almost all » > 0

F(r() = ZFk(T)Tka(C)

k>0

where Hy(() is a spherical harmonic polynomial of degree k and the series converges
in the L?(R?) sense. As

Fu(r)r* Hi(C) = / F(ré) Z4(6,0) do (€)

gd—1
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with Z, the zonal polynomial of degree k, F}. is supported in S. Moreover, the Funk-
Hecke Formula gives

F(r() = Z i* Fajarn[Fi] (r)r* Hi(C)

k>0

so that Fyjopp—1[F3](r) is supported in ¥. As (S, ) is annihilating for Fy/o 41 Fi =0
for all k£, thus F = 0. O

Remark. We do not know whether Sy, >, is a strong annihilating pair. Indeed, the
proof above appealed to Fourier-Bessel transforms of various exponents. To prove that
(S4,%4) is a strong annihilating pair this way, we would need to prove that (S,X) is
a strong annihilating pair for each Fy/5,,_1, K = 0,1,..., with annihilation constants
Caja+k-1(5, %) independent of .

Moreover, let us denote by v4(r¢) = drde(¢), r > 0 and o € S* !, which should be
compared to the Lebesgue measure r¢~drdo(¢). It is also natural to conjecture that
if Sy, ¥4 C R? are such that v4(Sg), v4(Xq) < +oo then (Sg,34) is a weak annihilating
pair for the Fourier transform.

2.5 A result on e-thin sets

2.5.1 e-thin sets

Results in this section are inspired by the ones of Shubin-Vakilian-Wolff who proved
in [82] that pairs of e-thin sets are strongly annihilating for the Euclidean Fourier
transform. To be more precise, let 0 < ¢ < 1 and let us define p(z) = min(1, |z|™).
A measurable set S C R is said to be e-thin if, for every z € R%, |S N B(z, p(z))| <
e|B(z, p(z))|. Then

Theorem (Shubin-Vakilian-Wolff [82, Theorem 2.1]).
There exists € such that, for every 0 < € < gy there is a constant C' = C(e) such that,
if S,% C R? are e-thin, then, for every f € L?(R%),

11l 2 ay < C(1flzgse) + 11Fllz2cee))-

We will now adapt this result to the Fourier-Bessel transform. In order to do so, we
first need to define an appropriate notion of e-thin sets for the measure u,. We want
that the notion which we introduce coincides with the notion of e-thin radial sets when
a=d/2-1.

Let us write C,, ,, = {x € R? 1 ry <|z| < 1o}

Now, take S = {r¢ : r € Sy, € S™!} be a radial subset of R? that is e-thin and
let us see how the fact that S is e-thin translates on .Sj.
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First, let » > 2. Let {z;};c; be a maximal subset of C,, 11/, such that |z; — x| >
min(p(z;), p(xy)). Then the B(z;, p(z;)) cover Cp 41/, Moreover, it is easy to check
that, if y € B(x, p(x)) then C~'p(x) < p(y) < Cp(z). It follows that there is a constant
Cy > 1 such that the balls B(z;, C;'p(z;)) are disjoint. But then

SOCripel < D[S0 B, p(x))| <) |B(xj p(x))
< Ke Z|B($jycd_1p($j))‘ < Ke|Crovjamriasr]-
This can be rewritten in terms of g1 as
taja—1(So N [ryr +1/r)) < Keprajoa([r —1/2r,70 +2/r]) < Kepgjoa([r —1/r,r 4+ 1/7])

since the measure p, is doubling.
A similar argument leads also to

faj2—1(S0 N [r,r +1]) < Kepapoa([r,r + 1)

for r < 1, where K is a constant that depend only of a. This leads us to introduce
the definition of (e, a)-thin sets given in the introduction. For the convenience of the
reader, let us recall it :

Definition.
Let e € (0,1) and a > —1/2. A set S C R" is (e, «)-thin if, for 0 <z < 1,

pa(S 0,2+ 1) < epa ([, 2 + 1)

o (30 e 2]) < ([ro1]).

We will need the following simple lemma concerning those sets :

and for x > 2,

Lemma 2.5.1.
Let € € (0,1) and o > —1/2 and let S C R* be (e, )-thin. Then, there is a constant

C depending only on « such that, if a > 1 and b —a > —, we have
a

fa (SN fa,b]) < Cepg ([a, b))

while for b > 1,
o (S 01[0,8]) < Cpta ([0,0])
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1
Proof. For a > 1, we define the sequence (a;);>0 by ap = a and a;41 = a; + —. It

is easily seen that (a;) is increasing and a; — +oo. Thus there exists n such that
an, < b < apyq. Note that b > a + 1/a = a; thus n > 1. Further a,.1 = a, + 1/a, <
b+ 1/a <b+b—a thus py([a,ani1]) < Copa(la,b]) since the measure p, is doubling.
It follows that

(SN a,b]) < ZN&(S Nlaj, aj]) < 52#&([%’;%‘“])
5=0 5=0
= epal[a, ani1]) < Cocpa([a,b]).
On the other hand, if b > 2 then b > 1+ 1/1 so that
11a(S00,8]) = 110 (SN0, 1)+ 110 (SO, b)) < 1[0, 1))+ Cacpta[1,5]) < (1+Ca)epia([0, 8]
according to the first part of the proof. For 1 < b < 2,
1a (SN [0,0]) < pa(SN[0,2]) < epa((0,2]) < Caepia([0,H])

which gives the second part of the lemma. ]

Remark. We will need the following computations. If r/x < z then

z4r/z
r r ot Tott 2
o - = — = 29— R A 2a+1
H ([x x’x+xD Ia+1) / - F(a+1)x(m+r/x)
z—r/T
(47T)a+1 )
-z 2.9.19
- T(a+ 1)Tx ( )
On the other hand, for /2 > x/2 a similar computation shows that
r (9m)ott
(1o, —D <9 (Dyzate, 2.5.20
a ([ T r(a+1)(z) (2.5.20)

Example. It should be noted that a measurable subset (e, a)-thin may not be of finite
Lebesgue measure.

Let e € (0,1), k€ Nand S = U [k‘, k+ %] so that |S| = +o00. Moreover if the
c
k>106

1
constant c is large enough then S is (¢, «)-thin. Indeed if SN [x, x + —1 # () then there
x

exists an integer k£ such that x ~ k and

ua<5ﬂ{m,x+l}) = ua([k,k—l—i]ﬂ{x,x—l—l})
T ck z
< S éepa | T+ —
c T
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if ¢ is large enough.

2.5.2 Pairs of e-thin sets are strongly annihilating

We are now in position to prove the following Uncertainty Principle in the spirit of
|82, Theorem 2.1].

Theorem 2.5.2.
Let o« > —1/2. There exists ey such that, for every 0 < € < g, there ezists a positive
constant C' such that if S and ¥ are (g, a)-thin sets in R then for any f € L}(R")

1z < C(”f“Lg(sc) + H«Fa(f)HLg(EC))- (2.5.21)

Proof. In this proof, we construct two bounded integral operators K and L such that
K + L = I.Moreover KEg and FxL are bounded operators on L?(R™T) with

|KEs|| < CivE, || < Cave.
From such a situation, the Uncertainty Principle can be easily derived. As
[FsEs|| = [ Fs(L + K)Es|| < [[FsL|| + [| K Es],

then
|FaEs| < (Cy + Ca)VE.
1

m, using Lemma 2.4.1, we obtain the desired result

Now if € < g¢ =

I7zs < { 1= | (IBseflly + 1P )

€0

Now we will show how to construct a pair of such operators K and L via a
Littlewood-Paley type decomposition. To do so, we fix a real-valued Schwartz func-
tion ¢y : Rt — R with 0 < ¢g < 1, supptp C [0,2] and ¥g = 1 on [0,1] and let
¢ = Fo(tho). Note that ¢ is also in the Schwartz class.

Next, for j > 1 an integer, we define ¢; by 1;(z) = 1(2772) — (277 ) so that
¥j(z) = ¢1 (279 2). Note that [juyl|,, = 22DVl [lyll, < 1, suppyy C

(271,274 for j > 1and Y o =1.
j=0
Finally, for j € N we let ¢;(z) = 22"V ¢(2x). Thus ||¢y]| ;= @]l 1. Fale;)(€) =
Faol$)(279€), supp Fa(d;) C [0,277] and F,(¢;) =1 on [0, 27].
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Define now the operators K and L on L2(R™) in the following way :

+o0o
Kf =Y () *a f) (2.5.22)
j=0
and .
Lf=Y> i(f —j*af). (2.5.23)
j=0

Note that the series in (2.5.22) and (2.5.23) converge pointwise since they have at most
three nonvanishing terms at a given point. It is also clear that K f + Lf = f. Further,
K is given by an integral kernel :
+oo
K1@) = [ )i 0)dualy
0

where

Z bi(2)Te;(x (2.5.24)

We also have
—+oo

FulLf) (@) = / Bl y)Fal£)(y) dpta(y)

0

where
—+00
= > TR )W) (1 - Fale)®)). (2.5.25)
Notice that j
Blay) = 3Tl (1= Fald) ) = L TFalb) ) 30y
= Z¢k<y)ZT“f (¥5)(y Z@bk T pe-1(y). (2.5.26)

This has the same shape as A(y, x).
The remaining of the proof consists in two lemmas. We will first show that K and
L are bounded. This will then be used to show that

|IKEs|| < Cive, ||FeL|| < Cove,

if S and X are (e, «)-thin.
To show that K and L are bounded operators on L2(R™), it will suffice to prove
the following lemma related to Schur’s test :
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Lemma 2.5.3.
The kernel A satisfies the following bounds :

+oo
sup/ |A(z,y)| dpa(y) < C (2.5.27)
0
and
+o0o
sup [ 1Az.0)] dua(e) < €. (2.5.28)
y
0

where C is an absolute constant.
The same bound holds for B.

Proof of Lemma 2.5.3. Formula (2.5.27) follows from the fact that for a fixed x the sum
in (2.5.24) contains at most three nonvanishing terms, ||¢;|| .. < 1 and ||¢;|,. = [|®]| .-

Therefore,
“+o00

sup / Az, )] dpaly) < 31611,
0

Fix y and note that there are at most three values of j such that dist(y,supp ;) < 1.
Call this set of j’s P. We have

/ A, 9)| dptale) < 36ll5, + 3 / 52| | T2 (2) | dptal).

JEP
Since ¢ is a Schwartz function we have

and, for t > 1,

Let x > 0 and j ¢ P such that ¢;(z) # 0. Since

oty
T, ¢;(x) = / O; ()W (y, , t) dpg (t)
lz—y|
and t > |z —y| > 1 then
oty
[ Ty5(w)] < C27Herty / W (y, 2, ) dpg (t) = C274+DI,
lz—y|
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Hence N
> [ @756, duate) < € 321,
J¢P Jj=0

from which we deduce

+oo
sup / A2, )] dptal) < 310, +C S 2720y
Yy
0

J20

which completes the proof for A. According to (2.5.26), A and B have the same "shape",
the proof immediately adapts to B. O]

Using Schur’s test, it follows that K and L are bounded operators on L2,
Now we will show that there are constants C, Cy > 0 such that

IKEsfllr2 < Civellfll 2
and
IFLfllps < CovElfllps-
Using again Schur’s test, it will suffice to prove the following lemma :

Lemma 2.5.4.
If S and ¥ are (e, a)-thin sets, then

sup / Az, y)| dpaly) < Ce (2.5.29)

and

sup/ |B(z,y)| dpa(z) < Ce. (2.5.30)
v
s

Proof of Lemma 2.5.4. By identity (2.5.26) it will suffice to prove (2.5.29). We want
to estimate

[ 1@l dnat) < 3 [ 105@I[1756,) diatv)

70 %

There are at most three values of j such that v;(z) # 0, so it will suffice to prove

/}T;gbj(x)\ dpa(y) < Ce. (2.5.31)
S

Fix 2 and let j be such that ¢;(z) # 0. Then 277! < z < 27+1, We will write C for a
constant that depends only on « and that may change from line to line.
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Let us explain the method of computation when replacing ¢ by xo,1. Then |¢;(t)| =
22(a+1)jX[0727j] (t) and

T2, (2)| < / 16,(v/2 + 5 — 2y cos 0) | (sin 6)°* df

™

< 2ol /X{o,z—ﬂ (Va2 + y? — 2zy cos 0)|(sin 6)** do.

0

Note that x ~ 27. So that if
2+ y* — 2xycosf = (v —y)* + daysin?(0/2) < 274,
then
|z —y| <279 and |9 < 2720+D),
Therefore

2—2(3+1)

’T;¢]<I>‘ < 22(a+1)j / 9204 do < 022(a+1)j y 272(2a+1)(j+1) < C272aj.

It follows that

[Imo@lant = [ o]
S S’ﬂ[x—%,:c—&—%}
—2aj 1 1 —2a . 2a
< C27%%pua (SN — =4+ —]) < Ce27°Yg** < Ce.
x x
As ¢ is a Schwartz function, then

) < CNZQ Xjo,2# (¢

k>0

where NV is a large integer. Then

T

T d5()| < Oy 22t Z kN / X[mgk—j}(\/la + 92 — 22y cos 0)(sin §)** db.

k>0 0

Now, if the integral on the right hand side is nonzero, then z? + y* — 22y cos 0 := (v —
y)2+4xysin®(0/2) < 225727, This implies that |z —y| < 287 ie. y € [a:—%,a:%— %]HRJF.
Further, for k < j we have x ~ y ~ 2/ and sin(0/2) ~ /2, then |§] < C2F2. So that

T C2k—2J
/X[O’zk—,j](\/.fQ + 42 — 2y cos #)(sin 0)** dh < / 9% dh < C2a+Dk=2)),
0 0
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For k > j, we will use the straightforward inequality

™

/X[o,gkj](\/x2 + 92 — 2wy cos f)(sin 0)**dh < C.
0

It follows that

Teg;(x)| < Cn27 Y- 2*’“<N*2“*1)X[(I_%)+7x 42t] (v)

0<k<j
Oy 220D Z Q_kNX[(x_%)+,x+%] (y), (2.5.32)
k>j

where a, = max(0,a). Note that, since 207! < x < 2/t1 7 — % > 0 as long as
k <2j —2. From (2.5.32) we deduce that

; ok ok
/’Tya@ﬁj(l’)} dpa(y) < Cy2729 Y a7hN=207l)y (S N [x -+ —D

. xr x
S 0<k<yj

+CN22(0+1)] Z 2_kN[1,oé (S N |:(IL' - _)+7 T+ —:|>
x My

J<k<2j-2

. ok
+CON22OTT N 9Ny, <S N {0, T+ —D
X

k>2j—1

= On(3 + 25 + X3).

Using (2.5.19), the first sum is simply estimated as follows :
El < 027201]'1_204 Z ka(N72a72)€ < CZQ*I{?(N*20&*2)€ < Ce
0<k<j k>0

provided we take N > 2a + 2.
For the second sum, we appeal again to (2.5.19) and write

22 < 02(4a+2)j Z 2_k(N_1)€ < Ce
J<k<2j

provided we take N > 4o + 3, while for the last sum we use (2.5.20) to get

92(a+1)j

—kNo2(a+1)k
Y < C—x2(°‘+1) Z 2752 e < (Ce.

k>2j

The proof of (2.5.30) is similar. O
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This completes the proof Theorem 2.5.2. ]

Remark. It would be interesting to obtain more precise quantitative estimates of the
constants C'(S,%) in Theorems 2.4.3 and 2.5.2. In a forthcoming work, we will obtain
such an estimate in the case S = [0, a] is an interval and ¥ is (g, &)-thin with 0 < e < 1
arbitrary. This estimate takes the form HFZE[OM H < fa(€) where f,(¢) > 0ase — 0.1
Note that this allows to extend Theorem 2.5.2 to sets S, % of the form S = Sy U S,
Y = ¥y UZXy where Sy C [0,a], X9 C [0,b] and Sy C [a,+00), Xo C [b, +00) are
e-thin.

Indeed, FyEg = Fy Eg,+Fx,  Esy+Fs,Es +Fs_Es, . Now, according to Theorem
2.4.3, ||Fs,Es, || < 1. Further, ||Fx_Es,|| + [|[Fso Es. || < fale) + fo(e) > 0ase — 0
and ||Fx_FEs_|| < Cy/e, according to (the proof of) Theorem 2.5.2. It follows that, if
e is small enough, then ||[FxEs|| < 1 so that (S,) is still a strong annihilating pair.

1. An easy modification of the above argument also provides such an estimate for ¢ small enough.
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Chapitre 3

Benedicks-Amrein-Berthier’s Theorem
for the Dunkl transform

Abstract : The aim of this paper is to prove two new uncertainty prin-
ciples for the Dunkl transform. The first one concerns an extension of
a result of Faris’s local uncertainty principle. The second result extends
the Benedicks-Amrein-Berthier uncertainty principle, it states that a non
zero function f € L? and its Dunkl transform F(f) cannot both have
support of finite measure.

Keywords : Dunkl transform ; uncertainty principle ; annihilating pairs.

AMS subject class : 42A68; 42C20.

3.1 Introduction

Uncertainty principles are mathematical results that give limitations on the simul-
taneaous concentration of a function and its Euclidean Fourier transform. They have
implications in two main areas : quantum physics and signal analysis. In quantum
physics they tell us that a particle’s speed and position cannot both be measured with
infinite precision. In signal analysis they tell us that if we observe a signal only for a
finite period of time, we will lose information about the frequencies the signal consists
of. There are many ways to get the statement about concentration precise. The most
famous of them is the so called Heisenberg uncertainty principle [47]. A considerable
attention has been devoted recently to discovering new contexts for the uncertainty
principle (see the surveys [35], [6] and the book [45] for other forms of the uncertainty
principle). In particular, Bowie studied the Heisenberg uncertainty principle for the
Hankel transforms in [10]. Similar inequalities on Lie groups of polynomial growth
were established in [17], which is based on earlier work of Faris [34], Price and Sitaram
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[72]. Our aim here is to consider uncertainty principles in which concentration is mea-
sured in sense of smallness of the support and when the transform under consideration
is the Dunkl transform on R¢.

In order to describe our results, we first need to introduce some notation (further
details can be found in Section 3.2.1). Let G be a finite reflection group on R¢, associated
with a root system R and R, the positive subsystem of R (see [18], [27], [28], [74], [89]).
We denote by k a nonnegative multiplicity function defined on R with the property
that k is G-invariant. We associate with k£ the weight function wy defined by

w(x) = [T & 2)PH

§eRy

and the measure dug(z) = wi(z) dz. Following C.F. Dunkl in [26], we associated to £,
the first-order differential-difference operators given by

f(@) = flog(x))

e "R

Tif(x) = 30—+ > k(g

EERY

where o¢(x) denotes the reflection of  with respect to the hyperplane orthogonal to
. These are differential-difference operators, generalizing the usual partial derivatives.
They play, for example, a useful role in the algebraic description of exactly solvable
quantum many body systems of Calogero-Moser-Sutherland type; among the broad
literature, we refer to [3], [58] and [69]. We then define the Dunkl kernel (see [27]) Ej
on R? x R? as the solution on R? of the following initial problem

Tiu(z,y) =yju(z,y), 1<j<d; u(0,y)=1.

Finally, the Dunkl transform (see [18], [28]) is defined on L*(RY, uy) by

Fr(f)ly) = Ck/Ek(—iy,I)f(I) dpg(z), yeR?

R4

and extended to L?(R%, ;) by a Parseval-type relation, where c;, is a suitable constant.

This transform generalizes the classical Fourier transform and the Hankel transform.
On suitable function spaces, it establishes a natural correspondence between the action
of multiplication operators on one hand and so-called Dunkl operators on the other.

Uncertainty principles for the Dunkl transform have been considered in various
places, e.g. |76] for a Heisenberg type inequality or [38] for Hardy type uncertainty
principles when concentration is measured in terms of fast decay and [55] for a gene-
ralization and a variant of Cowling-Price’s theorem, Beurling’s theorem and Donoho-
Stark’s uncertainty principle. We will here concentrate on uncertainty principles where
concentration is measured in terms of smallness of support.
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Our first result (Proposition 3.3.1) is a straightforward extension of Faris’s local
uncertainty principle to the Dunkl transform which compares the L2-norm of F(f) on
some set F of finite measure to weighted norms of f (see Proposition 3.3.1 for details).

Our main concern here are uncertainty principles of the following type : a func-
tion and its Dunkl transform cannot both have small support. In other words we are
interested in the following adaptation of a well-known notion from Fourier analysis :

Definition.
Let S, ¥ be two measurable subsets of R?. Then
— (S,%) is a weak annihilating pair if, supp f C S and supp F(f) C ¥ implies
f=0.
— (5,%) is called a strong annihilating pair if there exists C' = Cy(S,X) such that

2 2 2
A1 s gy < € (115 + 1T oo ) (3.1

where A° = R\ A. The constant C,(S,X) will be called the annihilation constant of
(S,%).

To prove that a pair (S,Y) is a strong annihilating pair, one usually shows that
there exists a constant C(S, ) such that for all f € L? supported in S

112ty < CrS ENFl) 7250 - (3.1.2)

Of course, every strong annihilating pair is also a weak one.

There are several examples of the Uncertainty Principle of the form (3.1.1) for the
Euclidean Fourier transform and some of their extensions (see [39] for the Fourier-
Bessel /Hankel transform). In his paper [19], de Jeu proved a quite general uncertainty
principle for integral operators with bounded kernel which applies to the Dunkl trans-
form. This result states that if S, ¥ are sets with sufficiently small measure, then (S, 3)
is a strong annihilating pair.

One is thus led to ask whether any pair of sets of finite measure is a strong-
annihilating pair.

In the case of the Euclidean Fourier transform, this was proved by Amrein-Berthier
[2] (while the weak counter-part was proved by Benedicks [4]). It is interesting to note
that, when f € L?(R?) the optimal estimate of C, which depends only on Lebesgue’s
measures |S| and |X|, was obtained by F. Nazarov [65] (d = 1), while in higher dimen-
sion the question is not fully settled unless either S or 3 is convex (see [50] for the
best result today). Our main result will be the following adaptation of the Benedicks-
Amrein-Berthier uncertainty principle :

Theorem.
Let S, ¥ be a pair of measurable subsets of R? with ju,(S), ur(X) < co. Then the pair
(S,Y) is a strong annihilating pair.
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The proof of this theorem is an adaptation of the proof for the Euclidean Fourier
transform in [2]. In [2], the fact that the Fourier transform intertwines translations
and modulations plays a key role. This property is no longer available for the Dunkl
transform. To do so, we will adapt the scheme that two of us have developed for the
Fourier-Bessel transform.

The structure of the paper is as follows : in the next section we introduce some
further notation as well as some preliminary results. In Section 3 we prove the local
Uncertainty Inequality for the Dunkl transform. Section 4 is devoted to the proof of
our Benedicks -Amrein-Berthier type theorem.

3.2 Preliminaries

3.2.1 The Dunkl transform

In this section, we will fix some notation and we shall present some necessary
material on the Dunkl transform. Throughout this paper we denote by (.,.) the usual
Euclidean inner product in R? we write for z € R?, |z| = /(z,2) and if S is a
measurable subset in R, we will write |S| for its Lebesgue measure.

Let G be a finite reflection group on R?, associated with a root system R and R, the
positive subsystem of R (see [18], [27], [28], [74], [89]). We denote by k a nonnegative
multiplicity function defined on R with the property that k is G-invariant. We associate
with £ the index

and the weight function w;, defined by

= I 1o

§ERy

Further we introduce the Mehta-type constant c; by

—1
/ d:uk )

where dug(z) = wy(x) dz. Moreover

—1
C
/ wnl@) do(w) = o a) ~

gd—1

where S9! is the unit sphere on R? with the normalized surface measure do.
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For every 1 < p < oo, we denote by L} = LP(RY, ) the spaces of complex-valued
functions f, measurable on R? such that

1/p

g = | [P i) <o irpe oo

and

| fll 0o = esssup |f(x)] < o0 if p=o0.
zER4

By using the homogeneity of wy, it is shown in |74] that for a radial function f € L} the
function F defined on R by f(z) = F(|z|), for all z € R? is integrable with respect
to the measure 27741 dr. More precisely,

/f(x)wk(@dx = / /wk(Ty)da(y) F(r)yrtdr

= dk/F(r)rzwd_ldr. (3.2.3)
0

Introduced by C.F. Dunkl in [26], the Dunkl operators 7, 1 < j < d on R?
associated with the reflection group G and the multiplicity function k are the first-
order differential-difference operators given by

_of f(@) — flog(x))

Tif(x) = == + k(&)¢; . zEeRY
+
where f is an infinitely differentiable function on R? & = (£,¢;), (e1,...,eq) being

the canonical basis of R? and o¢ denotes the reflection with respect to the hyperplane
orthogonal to €.

The Dunkl kernel Ej, on R? x R? has been introduced by C.F. Dunkl in [27]. For
y € R? the function z — Ej(z,y) can be viewed as the solution on R? of the following
initial problem

Tiu(z,y) = yu(e,y), 1<j<d; u0,y)=1.

This kernel has a unique holomorphic extension to C? x C%. M. Rosler has proved
in [75] the following integral representation for the Dunkl kernel

Bz, 2) = / 0 dub(y), we R, zeCh,

R4
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where ;¥ is a probability measure on R? with support in the closed ball B(0, |z|) of
center 0 and radius |z|.

We have (see [27], [75], [74], [89], [90]) for all A € C, z, 2’ € C? and z, y € R?
Eyx(z,2") = Ex(7,2), Ep(\z,2') = Ex(z,\2), |Er(—iy,z)|] < 1.
The Dunkl transform Fj, of a function f € L; which was introduced by C.F. Dunkl
(see [18], |28] ), is given by
Fi(H)y) = ck/Ek(—iy,x)f(x) dpe(w), y€R?
R4

When both f and Fi(f) are in L}, we have the inversion formula

f(@) = e / Folf) ) Euliz,y) duly), o € RY

According to 18], [74], [28] we have the following results :
1. For all f € Li, the function F,(f) belongs to Co(R?) and we have

[Fr( oo < Mf1l L2

2. (Plancherel Theorem) The Dunkl transform on the Schwartz class extends uni-
quely to an isometric isomorphism on L.

The Dunkl Laplacian A}, is defined by A := Z?:o T? and we have

Fu(Ae )W) = =yl Fu(Hly), yeR™

If £ = 0 then F, = F the Euclidean Fourier transform and v = 0. So that we will
suppose take k > 0 for which we have v > 0.

3.2.2 Linear independence of dilates

In this section we will prove that the dilation of a Cy-function are linearly inde-
pendent, this result plays a key role in the proof of Theorem 3.4.1. Let us first introduce
the dilation operator Dy, A > 0, defined by :

D) = 5z d (5)

It is interest to notice that F, Dy = D%]-"k.

We may now prove the following lemma which is inspired by a similar result in [40]
for function in Co(R™).
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Lemma 3.2.1.
Any nonzero function in Co(R?) has linearly independent dilates.

Proof. This lemma was proved in [39] for functions in Co(R*). Now if f € Co(R?) is
not 0, then there exists § € S9! such that the restriction fy of f to R*# is in Co(R™)
and is not zero.

But then, if there is a vanishing linear combination of dilates of f

finite
then for ¢ > 0
Z a; fo(t/ i) = Z i f(t0/ i) =0
finite finite

thus a; = 0 for every . O

3.3 Local Uncertainty Inequalities

Heisenberg’s inequality for the Dunkl transform has been established in |76, 79| as
follows :

Nl £l €l FlDllz = G+ d/2) 112 (3.3.4)

It tells us that if the variance of f is small, then the variance of Fj(f) cannot be
small too. But assume that f is a function such that Fi(f) has two (or more) points
of concentration, then the variance of F(f) is big, but the classical uncertainty prin-
ciples (3.3.4) do not give much information about f. Investigating this problem leads
to uncertainty principles that can be called local uncertainty principles. The first such
inequalities for the Fourier transform were obtained by Faris [34], and they were subse-
quently sharpened and generalized by Price [70, 71]. The corresponding result for the
Hankel transform was proved in [39, 66| and its generaliation for the Dunkl transform
is given in the following theorem :

Theorem 3.3.1.

1. If 0 < s <y +d/2, there is a constant K = K (s, k) such that for all f € L? and
a measurable set X C R of finite measure 0 < (X)) < oo,

1F) zsy < 6 [ 77 Nl (3.5

2. If s >~y +d/2, there is a constant K' = K'(s, k) such that for all f € L2 and a
measurable set ¥ C Réof finite measure 0 < p(3) < oo,

y+d

V2 -z s 2ok
1Dl < B[] 0 I MalF1l3 (3.3.6)
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8. If s = v+ d/2, there is a constant K"(s,k) such that for all f € L? and a
measurable set ¥ C RY of finite measure 0 < (%) < oo,

1—L

Pzl s

IFe) gy < B (s ) (2] L. (337

Proof. As for the first part take r > 0 and let X, = X{a: |z|<r}- and X, = 1 — x,.. We
may then write

[ Fr(D 222y = IFe(Pxzll e < NF(xe )Xz + 1F(F ) L2

hence, it follows from Cauchy-Schwartz and Plancherel’s Theorems that
1FR (2 sy < ()N Fe(F XM oo + 1K 2
Now from (3.2.3) we have

I < Wil < el el Al

[N
~1/2
with aj, = (27+d/2(7 +d/2 — $)D(y + d/2)ck> . On the other hand,

1l < el ool Fllz < vl £ 2
so that
1P ()l 2 sy < (T—s 4 a2 uk(Z)”?) .
The desired result is obtained by minimizing the right hand side of that inequality over

y+d/2
Y+d/2 Ta(y+d/2—s)] ¢
v+d/2—s s
As for the second part we write

el z2ey < 1) NF(P) e < (D)2 f -

r >0 with K(s,k) =

Moreover

IFIz; = /(1 + |2V (22 f ()] dp(2)

d

/M /(1 1)) £ (2)]? dpsg ()

1_|_|$|25
d
_ A (27 +d 2y +d ) \ o
- gl“( o )F(l— o )(||fuLi+r||x| 7). (3:38)
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Replacing f(z) by f(Az), A > 01in (3.3.8), gives

2v+d 2v+d 9
< 2k _ y+d 2(v+d/2—s) >
1718, < oer (P50 ) 1 (1 2550) (s + o (e

Minimizing the right hand side of that inequality over A > 0, we obtain the desired
result with

d 2 T 9y 4d 2+ ]
K'(s k) = |~ L r (2 p (o2t
2y +d \2y+d 2s 2s
As for the last part we write
Nt £, < 1712, + et
Lz - Li Li'
Now replacing f(z) by f(Az), A > 0, we have
S A+ Al I
Li - Li L%
Minimizing the right hand side of that inequality over A > 0, we obtain
2 o1y 420-35)
[1at? ], < 2s02s - mE 0
By Inequality (3.3.5) we have
2
which implies that
s (1-3)
IFe () sy < K" (s, (31 £11 2
where K" (s, k) \/23 25 — 1)z 1K (1/2, k). O

Let B, the ball of center 0 and radius . We will show that local uncertainty principle
is stronger than Heisenberg uncertainty principle (3.3.4).

Corollary 3.3.2.
For s, B> 0, there exists a constant cs g such that for all f € L7,

2l f];

e P FO

S+B > CS,BkaHLQ‘ (339)
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Démonstration. Let 0 < s <y +d/2 and § > 0. Then

117 = IFe(OIT = 17D T2, + 177200
K2(s, k)i (By) 7 ||| F1175 + 2P Fa( )12
< Kopr® ||zl £ +r 2 1€ Fi( )17,

IN

the desired result follows by minimizing the right hand side of that inequality over
r > 0.
For s > v+ d/2 and § > 0 we have

Hing = HFk(fNQLi = ”Fk(waLi(BT) + H]:k(f)Hig(Bg)

9 2—M s 2y+d 2
< K7 R)fl = m(Blllel Flly + 1F6 () e sey-

9 2y+d 9 2y+d
So that as HfHL% s> ||]:k(f)||L%(B;) we have

2y+d 2y+d 2y+d

LiT S KIQ(Sak):uk(BT)le‘sfHL{ +”Fk(f)HL§(Bg)

27+d ! 27+d
< KLl Sl 4 SRR

1.f]

The desired result follows by minimizing the right hand side of that inequality over
r > 0 and the same techniques gives the result for s = v + d/2. O

For s = = 1 Inequality (3.4.12) gives the Heisenberg uncertainty principle (3.3.4),
however the constant c, g is not the optimal one. Moreover if the function f € Li is
supported in a set S of finite measure one can easily obtain bounds on Fi(f) that
limit the concentration of Fi(f) in any small set and may provide lower bounds for
the concentration of Fi(f) in sufficiently large sets. For instance we have this simple
local uncertainty inequality

1B ey < i DIF) 2w < iDL < (S (D12,

which implies that the pair (S, ) is strongly annihilating provided that

e (S)p (2) < 1.

3.4 Pairs of sets of finite measure are strongly anni-
hilating

In this section we will show that, if S and ¥ have finite measure, then the pair
(S,3) is strongly annihilating. This result is a generalization of a similar one for the
Hankel transform in [39].
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In order to prove that the pair (S,Y) is strongly annihilating, we will need to
introduce a pair of orthogonal projections on L? defined by

Esf =xs/f, Fr(Fef) = xsFe(f),

where S and ¥ are measurable subsets of RY.

We will write Es N Fy, for the orthogonal projection onto the intersection of the
ranges of Fg and Fy and we denote by Im 7' the range of a linear operator 7.

Now we are going to adapt the proof in [2| to show that any pair of sets of fi-
nite measure is a weak annihilating pair. The main difference here is that we replace
translations by dilations.

Theorem 3.4.1.
Let S, ¥ be a pair of measurable subsets of RY with 0 < pg(S), un(X) < oo. Then
(S,Y) is a weak annihilating pair

Proof. First we shall show that
dim (Im Es N Im Fy;) < oo. (3.4.10)
We will need the following elementary fact on Hilbert-Schmidt operators :
dim (Im Eg N Im Fy) = ||[Es N Fx||%s < ||EsFs |- (3.4.11)

Since px(X) < oo, xx belongs to L N Li. A straightforward computation shows
that FsFy is an integral operator with kernel

N(z,y) = Fi (xzEx(iz, ) (y)xs ().

Since |Ey(iz,y)| < Tand 0 < px(S), ux(X) < oo then N € LE(R*xR?) and || EsFx|| ;74 =
HNHLi(Rded) < 0o. From Inequality (3.4.11) one deduces that dim (Im Eg N Im Fy) <
0.

Assume now that there exists fy # 0 such that Sy := supp fy and X := supp Fr(fo)
have both finite measure 0 < p(Sp), pr(20) < 00.

Let S; be a measurable subset of R? of finite measure 0 < ux(S;) < oo, such that
So C S;. Since for A > 0,

i (S1UANS) = [Ixas, — Xsi H%g + (X250 X51>L§7

the function A — g (S1 U ASp) is continuous on (0, 00).
From this, one easily deduce that, there exists an infinite sequence of distinct num-
o

bers (A;)32 C (0,00) with g = 1, such that, if we denote by S = | JA;S; and

00 1 7=0
m=Ugm
() < 2pu(S0),  pe(E) < 2p(X0)-
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We next define f; = D, fo, so that supp f; = \iSg. Since Fy(f;) = D%}"k(fo), we have

supp Fi(fi) = ,\%Eo-

As supp Fi(fo) has finite measure, fo € Co(R?). It follows from Lemma 3.2.1 that
(fi)22, are linearly independent vectors belonging to Im Eg N Im Fy, which contradicts
(3.4.10). O

A simple well known functional analysis argument allows us to obtain the following
improvement (see e.g. [6]) :

Corollary 3.4.2.
Let S, ¥ be a pair of measurable subsets of R® with finite measure, 0 < ug(S), () <
0o0. Then (S,X) is a strong annihilating pair.

Proof. Assume there is no such constant C,(S,3). Then there exists a sequence f,, € L?
of norm 1 and with support in S such that HXEc]:k(fn)HLg converge to 0. Moreover,
we may assume that f, is weakly convergent in L? with some limit f. As Fp.(f,)(y) is
the scalar product of f,, and cxEx(—iy, .)xs, it follows that Fi(f,) converge to Fr(f).
Finally, as |Fy(f,)| is bounded by cx+/ 1k (S), we may apply Lebesgue’s theorem, thus
Fi(fn)xs converges to Fi(f) in L? and the limit f has norm 1. But the function
f has support in S and spectrum in X so by Theorem 3.4.1, it is 0, which gives a
contradiction. ]

In particular, this corollary implies a Heisenberg uncertainty inequality type.
Proposition 3.4.3.
Let s, B> 0. Then there exists a constant C gy such that for all f € L3,

28 25
[l £11537 NEPFNE" = Copall £IZ2. (3.4.12)

where

s\ 548
Cspr = 5f_s (E) C By, By),

where Cy(B1, By) is the annihilating constant of (B, By).

Proof. Let S = ¥ = By the ball of center 0 and radius 1. From Corollary 3.4.2 there
exists a constant Cy = Ci(By, By) such that

17125 < Ce (12 gy + IRz ) )
It follows then
1A < Co (M1l A2 + WEPFelD )
Cr (el P13, + g Fe( )13, ) -

IN
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Replacing f by D, f in the last inequality we have

1F12: < G (XNl £I2; + A2 NEPFCNIE: )

The desired result follows by minimizing the right hand side of that inequality over
A > 0. ]



74



Chapitre 4

Le théoréme de Logvinenko-Sereda et
d’autres paires d’ensembles fortement
annihilantes pour la transformée de
Fourier-Bessel

Notre principal objectif est ici d’étendre le théoréme de Logvinenko et Sereda pour
la transformée de Fourier-Bessel. Toutes les notations et les définitions concernant la
transformée de Fourier-Bessel sont introduites dans le chapitre 2. Plus précisément,
dans ce chapitre on va montrer que si € est (7, a)-épais, alors la paire (Q°, [0,0]) est
fortement annihilante.

Notre démonstration est inspirée de celle de Kovrijkine [56] dans le cas Euclidien
qui a amélioré le résultat de Logvinenko et Sereda [60]. Cette preuve nous permet
d’obtenir une estimation de la constante d’annihilation C'(Q°, [0, b]).

Malheureusement nous ne sommes pas encore arrivés a avoir la nécessité de la
condition d’épaisseur sur {2 pour que la paire (Q2°, [0,b]) soit fortement annihilante.

D’autres part on répondra a la question posée a la fin du chapitre 2 qui donne une
autre famille de paires fortement annihilantes, mais dans ce cas on ne trouve pas une
estimation de la constante d’annihilation.

4.1 Notations et préliminaires

Nous commencons ce chapitre par rappeler quelques notations que nous avons uti-
lisées dans le chapitre 2. Nous notons |z|, le module du nombre complexe z et par ||,
la mesure de lebesgue de I'’ensemble mesurable 2 C R*.

Soient o > —1/2 et 1 < p < oo. Définissons lespace LP(R') comme étant I'espace

)



des fonctions mesurables f : R™ — C satisfaisant

1/p

1Al = | [ [f@Fdpalz) | < oo,
/

a+1
21 x2a+1 dx.

avec du,(z) = atD)

4.1.1 La transformée de Fourier-Bessel

Définition 4.1.1.
Soit f € LL(RT). La transformée de Fourier-Bessel de [ notée F,(f) est définie par

Fol£)0) = [ F@ia(2mzy) dpo(a),
0
Ici j, est la fonction de Bessel donnée par

Ja(z) =2°T (a0 + 1)(](;_?) =T(a+1)) n!r((_l)n ) ({)2”_

—~ n+a+1)\2

De plus on a
Ja(@)] < Ja(0) = 1.
Remarque 4.1.2.

1. Si f et Fo(f) sont dans LL(RT) alors on a la la formule d’inversion donnée par

f(a) = / FulF)(9)ja2mry) dua(y),

presque partout.

2. La transformée de Fourier-Bessel se prolonge en un isomorphisme isométrique de
L2(RY) sur lui méme. On notera encore Fo(f) image de f par ce prolongement.

4.1.2 Translation généralisée

La translation généralisée d’une fonction f € L2(R") est définie par

['(a+
V(o +

T f(y)

11)/2) / J(V/2 + y — 2y cos ) (sin 6)* 6

_ / FOW (2, 1) da(t),
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avec W (z,y,t)dus(t) est une mesure de probabilité et W (x,y,t) est donnée par

22a—2r(a ‘I‘ 1)2 A(.T, Y, t)2a—1
W(w,y,t) = { 7320 (a+ 1) (ayt)>
0 sinon

stz —y|<t<z+y

ou
Alw,y, 1) = ((x+9)? =) = (= y)?)"".
La convolution de Bessel f *, g de deux fonctions f, g € L2(R") est définie par

fmmmzjfwnwwwaw

De plus on a f %, g = g *, f et comme pour A > 0,

T Ja(X )(Y) = Ja(Az)ja(Ay),

alors
Fo (T2 1)) = ja2may) Folf)(y)
et
Folf *a 9)(x) = Fa(f)(2) Falg)(2).

D’autre part si supp f C [0,0] alors supp TS f C [0,b + z].

4.2 Paires d’ensembles fortement annihilantes

Nous commencons par rappeler les principaux résultats démontrés dans le [40] qui
vont nous permettre de donner d’autres paires d’ensembles fortement annihilantes.
Tout d’abord nous définissons les deux projecteurs de L2(R™) suivants :

ESf:XSfa FQ<FEf):XE'Fa(f)7

avec S et X sont deux sous-ensembles mesurables de RT. En particulier si || FxEg|| < 1,
alors la paire (S, Y) est fortement annihilante. Plus précisément on a le lemme suivant :

Lemma 4.2.1.
Si ||FsEs|| < 1, alors

1713 < (1= 1B Bsll) ™ (1| Esef

72 + || Fae f

|§3> . (4.2.1)
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Démonstration. Comme [ = Fy 4+ Fyxe = FyEg + FxFEgc + Fyxe, alors en utilisant
I'orthogonalité de Fy, et Fxe on a

If = FsEsfll7s = |FaBse f + Faef

Par suite comme ||[Fx||=1on a

1z = [FeBse fllZs + | Fae f

, \1/2
|12
D’autre part on a

If = FeEsfllz = 1 fllz = 1FsEsfllez = [[fllez — [[F2Esll] f]lzz-

|2
L2

I = FeBsflz < (I1Bse I3y + 1P f

Ainsi

1/2
12 (1= IBsEsl) < (I Ese Sl + 1 Foefl2:) (4:22)
d’ou le résultat. ]

Remarque 4.2.1.
Soit f € LZ(RT) telle que || f||,2 = 1. Si f est ey-concentrée dans S, c.a.d ||Ege f
e1 et e5-bande limitée dans X, c.a.d ||Fxe f||12 < €2, alors d’aprés (4.2.2) on a

(1= [[FsEs|)) < y/ef + &3

Dans [40] nous avons montré que

[FxEs|l < v/ pa(S)pa(X).

D’ou sie; 1 =1, 2 sont assez petits, alors pour tous sous-ensembles S et ¥ de RT on a

lSheat) = (13 (1.2

Un tel principe d’incertitude o été démontré pour la premiére fois par Donoho et Stark
[23] pour la mesure de Lebesgue. L’inégalité (4.2.3) améliore légérement le résultat
a(S)pa(X) > (1 — ey — &5)? démontré récemment dans [64, 88] pour la mesure iq.

2 <

Dans ce chapitre nous somme intéressés par les ensembles minces. Le premier
exemple introduit dans [40] est le suivant :

Définition 4.2.2 (Ensemble (¢, «)-mince).
Soient o > —1/2 et € € (0,1). Un sous-ensemble mesurable S C RT est (e, a)-mince
st, pour 0 < x <1,

ta (SN [z, 2+ 1]) < epa(z,z+1])

(0 [ ) <o ([ s 1]).
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A partir de cette définition on a immédiatement le lemme suivant :
Lemme 4.2.3 ([40]).
Soient € € (0,1), « > —1/2 et S C RY un sous-ensemble (e, «)-mince. Alors il existe

une constante ¢ dépendant uniquement de « telle que, siu > 1 etv —u> — on a
u

po (S O [, v]) < cepua ([u, v])

et pour b > 1,
fa (S N[0,0]) < cepa ([0,0]) .

Dans [40] nous avons montré qu’une paire d’ensembles (e, «)-minces est fortement
annihilante, plus précisément nous avons établi le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.4.
Soit o > —1/2. 1l existe g tel que, pour tout 0 < & < &g, il existe une constante C
telle que si S et X sont deux sous-ensembles (e, a)-minces dans Rt alors

|FsEg| < Ce'/2.
D’autre part nous avons montré dans [40] le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.5.
Soient S et & deux sous-ensembles mesurables de R avec 0 < |S|, |3| < oo. Alors

HFEESH < 1.

Ce théoréme permet de montrer qu'une paire d’ensembles de mesure finie (pour la
mesure fi,) est fortement annihilante. Par conséquent en prenant S = ¥ = [0, 1], on
peut montrer (comme dans la proposition 3.4.3) que l'inégalité (4.2.1) implique que
pour tous s, 8 > 0 il existe une constante C; 3 telle que

2

28 s
2 NEFa(IZ = Cosllf 12 (4.2.4)

l*f

En particulier pour s = § = 1 on retrouve 'inégalité d’incertitude de Heisenberg (2.3.8)
avec C1; < a+ 1.

Maintenant posons S = [0,a] U Sy et X = [0,b] U X, avec Sy et Xy deux sous-
ensembles (g, a)-minces. Dans [40] nous avons posé la question si la paire (S, %) est
encore fortement annihilante (c.a.d ||FxEg|| < 1). Pour répondre & ce probléme il suffit
de montrer que si S est un sous-ensemble (e, a)-mince alors (5, [0,b]) est une paire
fortement annihilante. Plus précisément nous établissons le lemme suivant :
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Lemme 4.2.6.
Soient S un sous-ensemble (e, a)-mince et ¥ = [0,b]. Alors

||f%;l§s|’f§ (781/2.

Démonstration. Notons que
| Es fl|r2
[FxEs|| = [[EsFs| = sup ———=
r=raf ISz

Soit f € L2(R™) telle que supp Fo(f) C X c.a.d f = Fyf. Fixons une fonction de
Schwartz ¢ avec Fo(¢) = 1 sur 2. Alors f = ¢ *, f. Soit P Papplication de L2 (RT)
dans L2(S) définie par

o

Py(z) = Bs(6 %0 9)(x) = / (@) T ()9(y) dia(y).

0

Comme

Sug/!T%(yﬂdua(y) <ol
xe 0
on a d’aprés (2.5.31)

sup / T20(y)| djtae) < ce.

yeR+t

Il s’ensuit par le test de Schur que

1Pl < \/elldllze.

Par suite comme ||[Fx|| =1 on a
IEsFsfllz = Pfllez < IPIIFsfllz < P2z
Dou [|[FyEs| < \/c[[@]lr1e/?. O

Théoréme 4.2.7.
Soient o > —1/2 et 5,3 C RT deuz sous-ensembles de la forme

S=5USx, E=%XUZZx
avec Sy = [0, a], Xg = 1[0,b] et Sy C [a,00), Lo C [b,00) sont (e, a)-minces. Alors

HF&E%“ < 1.
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Démonstration. On a
FyEg = Fy Es, + Fx_Es, + Fs,Es, + Is _Eg,.

D’aprés le théoréme 4.2.5,
HFEOESOH <1l

D’autre part, par le lemme 4.2.6,

1Fs By | + | Feo Es || < c1e? + e,

[ee] ’

enfin d’aprés le théoréme 4.2.4
HFEOOESOOH S 081/2'
D’oti pour ¢ suffisamment petit, on déduit que ||[FxEg| <1 O

Remarque 4.2.8.
Soient S = [0,a] U Sy et ¥ = [0,b] U3 ot chacun des ensembles So et Yoo est une
réunion finie de sous-ensembles (g, a)-minces. Alors pour € suffisamment petit on a

HFEESH < 1.

Maintenant nous allons montrer notre principal résultat de ce chapitre. Tout d’abord
nous démontons une inégalité de type Bernstein pour la transformée de Fourier-Bessel.

4.3 L’inégalité de Bernstein

Tout d’abord, nous présentons les notations suivantes :

Notations 4.3.1.
Soit f une fonction paire et entiére, f(z) =Y o0, a,z*". Définissons les deuz opérateurs

suivants :

1 df

Df:2—25 et Pf(z)zganz.

Autrement dit f(z) = Pf(2?).
Il est clair que PDf = OPf, ainsi PD*Ff = 0*Pf.
Proposition 4.3.2 (Inégalité de Bernstein).
Soit f une fonction dans LL(RT) N L2(RT) telle que supp F,(f) C [0,0]. Alors

['(a+1)

T(a+k+1) (VA O) £z (4.3.5)

[0, <
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Démonstration. Comme supp F,(f) C [0,0], alors F,(f) € LL(RT) N L2(R"). Par la
formule d’inversion pour la transformée de Fourier-Bessel, on a

b
/ Fol )W) ja2rzy) dpta(y).
0

En particulier, f est une fonction paire et entiére.

d t
Comme Eja(t) = —mja+1(t), nous pouvons a partir de la formule précédente
obtenir ,
2
Y
=27z | Fo(f a1 (2T dug(y).
0

Il s’ensuit que
b
-7 / FolH)W)Jar12r2y) dptas1(y)
0

et en répétant I'opération précédente, on obtient

b
DH1(w) = (=) [ Ful)0)ss(2mey) ditarals) = (-7 Fassl Fa( Do)

Parsuite

104, = P Fasel B,
= 7 Fa(Nlzz,,

- / Fal )P ok )

Tla+k+1)

1/2

1/2

[la+ )\/_b /yf )2 dpia ()

< [ S e
- F(a+k+1)

par I’égalité de Plancherel. O]
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4.4 Un théoréme de type Logvinenko-Sereda

Définition 4.4.1.
Soient o > 0 et v,a > 0. Un sous-ensemble mesurable Q C RT est dit (v, a)-épais

(pour piy) si
(20 1) > ypa(l), (4.4.6)

pour tout intervalle I C R avec po(I) > a.
Cette définition est analogue & une propriété euclidienne qui est nécessaire et suf-

fisante pour avoir le théoréme de Logvinenko-Sereda. Dans ce chapitre on montrera
qu’une telle définition est suffisante pour avoir le théoréme 4.4.3.

Exemples 4.4.2.

1. Soit S C RT un sous-ensemble tel que ju,(S) < co. Alors Q = 5¢ est (3,244(5))-
épais.

2. Soit S C R" un sous-ensemble (¢, «)-mince. D’apres le lemme 4.2.3 il existe une
constante ¢ dépendant uniquement de « telle que, pour 0 < u < v < 00

ta (S N [u,v]) < cepg ([u,v]),

avec pio ([u, v]) > 1]{2—112) Ainsi

Ha (SC N [u’ UD 2> (1 - Cs)lua ([uv U]) :
Dot Q) = S€¢ est ((1 —cg), F’{;—T:Q))-épais.
Théoréme 4.4.3.

Soient a > 0 et a,b,y > 0. Soit f € L2(R™) telle que supp Fo(f) C [0,b]. Si Q C RT
est (v, a)-épais, alors

) Kapa([0,0])a+3

2 Y 2
1Bs > (i 1712, (147)

ol Ko est une constante qui dépend uniquement de .

Démonstration. Supposons qu'il existe une fonction ¢ : R™ — R™ telle que I'inégalité

1£1172 0y = @ (aora((0,81)) 11 £1I72 (4.4.8)

soit vérifice pour tous b,y > 0, f € L2(R") avec supp F,(f) C [0,b] et tout sous-
ensemble Q@ C RT| (v, ag)-épais.
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Maintenant soient a > 0 et € un sous-ensemble (v, a)-épais de RT. Soient § =
(ag/a)*?@+D) ot Qg = {Bx : x € Q}. Alors Qs est (7, ag)-épais. Comme f est &
spectre dans [0, b], alors dg f = #f(ﬁ) est a spectre dans [0, /] et on a ||55f||L3(Qﬂ) =
[/l 22 ) 11 résulte de (4.4.8) que

72y = 108f 1720, = ¢ (a0mal[0,b/BD)I0s 172
= (0B (0,0))) [ £172
= (aua(0,0)) 1 £117-

Notons que p,([0,0]) = (0:2 v+ donc il suffit de montrer une inégalité de la
forme

2 1/a+1 2
1720 = W (ag* )1 f1I%z
avec () est (7, ag)-épais.

Nous allons maintenant choisir ag. Posons € C RT un sous-ensemble et I’ un

intervalle définis par Q = {z >0 : 22 € A}, I ={z >0 : 22 € I'} et dy,(t) =
a+1

msa ds. Alors la condition (4.4.6) est équivalente a
v (20 1) > (D) (4.4.9)

pour tout intervalle I’ C RT avec v, (I') > ag. Enfin, soit g = Pf c.a.d f(z) = g(x?).

D’abord reformulons ce que nous voulons démontrer. Un simple changement de
variables dans (4.4.7) montre qu’il suffit de prouver une inégalité de la forme

i Caagb®t1) 43 %

2 « 2 .«
[l ds > A, (G g [lato)ps as
Q 0

Posons

T o I a—l—l
lollZ, = / o) as = "Dz
0

donc on veut montrer une inégalité de la forme

aaObQ(a+1)+3
2 « g 2 a
Jlatrstas = o (G D ) /|g Psds. (44.10)
Q/

Supposons que I’ = [0,0 + 1], 0 > 0, alors v, (") > T(FQL)

o®. Par suite v,(I") > aop

/o
: D(a+1 o o :
sio > 2 (%) . Ainsi, nous avons une estimation sur v, (£ N I’) uniquement
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si o est loin de 0. Pour éviter cette difficulté, nous devrons enlever un voisinage de 0
dans l'intégrale dans (4.4.10). Notons maintenant que si 7 > 0, alors

a+1 a+1

T 2
sup |g(s)|* = sup |f(z)
a+1 s€[0,7] a+1 z€[0,72]

/ g(s) 25 ds <
0
b 2

T / Ful ) )n(272y) dpta(y)

b 2

/ FulH) )] dualy)

0

IN

a+1

puisque j, est majoré par 1. Par 'inégalité de Cauchy-schwartz, on déduit que

Jlsrstas < 2
0

b

IOl [ dnale)

0

a+1

a—+1

7].a—irl(sz)cx—H

_ 2
 (a+ 12 (a+1) 1711z

= calrt?) ! [lg(s)sds
0

N o gotl 2 Ch . .
ou ¢, = <m) . 0181SS0nSs
7= (3¢q) Y Op2 et gy =

Alors pour tout entier j > 0
Ca(TV?) < 1/3 et vo([r+ 4,7+ 35 +1]) > ao.
Pour simplifier les écritures, nous écrivons
T=d.,b? et ayg=eb (4.4.11)

ou d,, e, sont deux constantes dépendant uniquement de «. Il s’ensuit que
2 « 2 2 .«
lg(s)|“s*ds > 3 lg(s)|7s™ ds. (4.4.12)
T 0
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Nous reformulerons maintenant 1’inégalité de Bernstein. D’abord, un simple calcul
montre que

a+k+1
D"l = Zﬂ—l-k—i— /\ FO)[F e g
a+
a+k+1
- I‘(cj+k:+ /‘PDk f(s)] s+ ds
a+l<:+1
= T i D /\a’fpf 250tk s,

L’inégalité de Bernstein s’écrit alors

/‘8kg(s)|2so‘+k ds < (7rb)2k/|g(s)|23a ds. (4.4.13)
0

Ainsi a partir de (4.4.12) on a

o0

/‘8kg(s)|23°‘+k ds < g(ﬂb)% / lg(s)]*s ds. (4.4.14)
0

T

Définition 4.4.4.
- On dit qu’un entier j et que l'intervalle correspondant [T + j,7 + j + 1| sont
mauvais s’il existe kj > 1 tel que

THj+1 T+
/ 5" ‘5’“7'9(8)‘25& ds > (2mb)*™ / 19(s)|?s ds.
T+j T+j

— On dit que j est bon si j n’est pas mauvais.

Maintenant démontrons que les mauvais intervalles comptent seulement pour une
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fraction de la norme de ¢ :

T+j+1 T+j+1

> /|g(s)|25°‘ds < > m / 59| g(s)| s ds

J est mauvais J est mauvais

T+j T+j
1 T+j+1
< Z Z (4m2b2)F / 5k|8k9(5)‘25a ds
j est mauvais k>1 4j
1 0o
< 2 Gy / gl s ds

k>1 2

31 [ . 17,
< = - o _ a
< 35 [latoPsas =5 [lat)Pseas

k>1

ot nous avons utilisé l'inégalité (4.4.14) dans la derniére ligne. D’aprés (4.4.12) on
déduit que

T+j+1

Z / l9(5)|?s% ds > %/|g(s)|2s°‘ds > %/|g(s)]23“ds. (4.4.15)

j est bon g

Lemme 4.4.5.
Si j est bon, alors il existe t; € [T+ j, 7+ j + 1] tel que pour tout k > 0,
T+j+1
ey 2 k 2 o
tatr kg ()| < 2 (120%0%) / g(s)|*s* ds.
T+3

Démonstration du Lemme 4.4.5. Supposons par I’absurde que ce n’est pas vrai. Alors
pour tout t € [T+ j,7 4+ j + 1], il existe k; > 0 tel que

T+j+1 )
(03 (04 t t 2
2 [ oS s < gt 0o
T+
donc
T+j+1 )
« o 2
2 [ latos s < 3 ottt
T+j k>0
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En intégrant des deux cotés sur [T + j, 7 + j + 1], nous obtenons

T+j+1 ] T+j+1
2 [6% 2 (6%
T+7j k>0 T+7

Comme j est bon, on déduit que

T+j+1 T+j+1 T+.7'+1

« 1 « 3 [e%
2 / lg(s)Ps>ds <> m / lg(t) 2t dt = 5 / lg(s)|s® ds,
4 R20 0y T+
ce qui donne une contradiction. O

La prochaine étape est une réécriture d’un résultat de O. Kovrijkine [56, Corollary,
p 3041] :
Théoréme 4.4.6 (Kovrijkine [56]).
Soit ® une fonction analytique, I' un intervalle de longueur 1 et J C I' un sous-
ensemble de mesure positive. Soit M = maxp , |®(z)| ot Dy = {z € C,dist(z,1') < 4}
et soit m = maxy |®(z)|. Alors

300 1111]\/I£7n+%
oy < (37) T 18l (1416
Nous appliquerons le théoréme 4.4.6 avec I' = [T + j, 7 4+ j + 1] un bon intervalle,
J=UNI" et &=g.50it N =gl 2001441 AloTs
T+j+1
N? = / lg(s)|?s*ds < (7 +j+1)* max |g(s)?
[T+, 7+5+1]
T+
c.a.d o
1 < (T+7+1)2 ‘
m ~ N

Maintenant nous allons estimer M. Puisque j est bon, nous pouvons utiliser le
lemme 4.4.5 pour estimer la serie entiére de ¢ : si t € Dy, alors |t — ;| < 5. Ainsi

= [0%(t,)
g < 3L g
k=0

V2 1 (1037 ’
W\ vh gl

LE([r+5,7+5+1])

IN
~
Q.Q‘
~
[\]
T[]
=

2 1
< iQ exp 0v/37b N
t2 Vi
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En particulier, comme ¢; > 7+ j

M In2 1 i +1 In2 1 1
ln—<n— O\/gﬁbnglnT—i_j—i_ < 1 + ()\/gwb—l—glnT+ .

m = 2 N t;, 2 v 2 7

D’aprés (4.4.11), on a

M In2
In— < —(1 4.4.1
D < (14 ) (4417

ol v, est une constante qui ne dépend que de a.
Comme

[ bersaszeaas [ )l
[T+, 7+ +1]NY [T47,7+i+1]NQ

alors d’aprés (4.4.16) on a

l9(s)|?s™ ds
[T+, m+5+1]NEY
| A
o (F+ir+i+1nQ\ "
SR ( 300 [ lras
[r+j,7+j+1]
21n]W/m+1
r4j \(llr+iritn] ™ .
T+ j+1 300 lg(s)]"s“ ds
[r44,7+j+1]
’Yab2+2
T \* [l +ir+i+1NY .
(7'+>1> <} 300 | lg(s)]"s*ds  (4.4.18)
[T+4,7+7+1]

ou nous avons utilisé le fait que pour 5 > 0 on a

T+
T+j+1 7 741

r+4,7+i+1NQ| <1

t (4.4.17) a la derniére inégalité. Comme

['a+1)

[+ 7+ + 0N 2 =52+ i+ ) v I+ 5,7+ +1N9Y),

alors d’aprés (4.4.11) on déduit que Va<[7' +5,7+j+1] ) ag, par suite

. . T+7 \“ 7 \“
N> —— > )
T +4,7+5+1] }_(T+j+1) 7_(T+1) gl
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Intégrant ceci dans (8.3.17), nous obtenons

oa('yab2+3) Lb242
lg(s)]?s* ds > <T j—l— 1) (%)V X / lg(s)|?s* ds.

[T+, 77 +1]NQY [7+7,74+5+1]

De plus, (4.4.11) implique qu’il existe une constante K, dépendant que de « telle
que

. a(7ab2+3) 1
< 1) 2 Yab2+3"
T+ (Ka(eab® +1)2/300)™
Enfin, (4.4.11) donne que b = e aoh* V), d’ou

5 y ﬁaaobz(a+1)+3 )
[ bR as = (gt ) [ latpsas

[T+, 7+ +1]NQY [T+7,7+5+1]

avec Yo = Ya/€q- En faisant la somme sur tous les j bons, on trouve

5 aogb2(at+1)
[latoPsas = . B S T
= Ka(aon(a+1)+1)a
Q/

j est bon[TJrj,TJerrl]

Faagb?@ 43 7
> E i lg(s)|*s* ds
= 3 \ K,(agh?et)) 4 1)a 9 .
0

Ainsi on trouve (4.4.10). O

Remarque 4.4.7.
Le théoreme 4.4.3 donne en particulier que

|| Flob) Eae

Kapa([0,0])a+3
) (4.4.19)

8
<1l-
(/fa(l + 11a ([0, b])a)e
Ainsi ||FlonEqel|* < 1 et d’apres le lemma 4.2.1 la paire (Q°,[0,b]) est fortement an-
nihilante, de plus l'inégalité (4.4.19) permet d’estimer la constante d’annihilation

C(Q°,[0,b]) = (1 — || Floy Bacl]) >
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Troisiéme partie

Principes d’incertitude dans le cas
discret
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Chapitre 5

Principes d’incertitude sur un groupe
abélien fini pour la transformée de
Fourier discréte

L’étude que nous proposons ici concerne la transformée de Fourier discréte sur un
groupe abélien fini G. Sa définition mathématique pour un signal f € L?(G) = C% est
la suivante :

Faf(€) = |G|1/2 > f@(-n), £€G,

zeG

ol G = {€: G — S'} est le groupe dual de G.

Cette transformation est utile dans divers domaines des mathématiques théoriques
ou appliquées et notamment dans 1'étude des signaux stationnaires (le contenu fré-
quentiel ne change pas dans le temps). L’analyse spectrale, basée sur la transformée de
Fourier discréte, est un outil puissant de traitement du signal reposant sur le concept
physique de fréquence. Habituellement, les signaux issus des phénoménes physiques
sont de nature non-stationnaire. Parmi les signaux non-stationnaires, on peut citer les
signaux de parole ou de radar. Dans de telles situations, la transformée de Fourier dis-
créte ne permet pas la localisation temporelle de ces composantes. Ainsi, partant des
propriétés de ces signaux et des limitations de la transformée de Fourier discréte, il est
naturel de s’orienter vers un schéma d’analyse temps-fréquence. En effet la transformée
de Fourier discréte a fenétre fournit une information sur la facon dont la fréquence du
signal f € L?(G) varie au cours du temps. Concrétement, la transformée de Fourier
discréte a fenétre s’exprime par :

VES(@,€) = Fa [FO)gC—2)] (€),

ol g € L*(G) est une fenétre bien localisée en temps.
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Dans ce chapitre nous allons consacrer & établir les principes d’incertitude pour la
transformée de Fourier discréte et dans le chapitre suivant nous étudierons ceux pour
la transformée de Fourier discréte a fenétre.

Nous consacrons la premiére section pour rappeler les principes d’incertitude de
Donoho-Stark [23, 80| de Tao [84], de Meshulam [62] et de Delvaux-Van Barel |20,
21]. Nous proposons aussi une autre démonstration des cas d’égalité du théoréme de
Donoho-Stark (voir le théoréme 5.1.3) et une simple amélioration du théoréme de Tao
(voir la proposition 5.1.6). A la deuxiéme section on résumera les principaux résultats
établis dans les chapitres 7 et 8.

5.1 Principes d’incertitude

Les principes d’incertitude sur les groupes abéliens finis ont récemment trouvé de
ré-intérét grace a leurs relations avec le traitement du signal et grace a 1’émergence
plus récente de la théorie du compressed sensing par les travaux paralléles accomplis
indépendamment dans [13, 14| et [22]. Ce nouveau concept renouvelle la vision de
Shannon de la théorie de I’échantillonnage pour les signaux creux (la plupart de leurs
composantes sont nulles).

Le principe d’incertitude établit des restrictions sur la localisation simultanée d’une
fonction f € L?(G) et de sa transformée de Fourier f. Le résultat suivant est la premiére
inégalité dans ce contexe qui relie les cardinaux des supports de f et de f

5.1.1 Le théoréme de Donoho-Stark

Une version de ce théoréme a été publiée en 1989 par Donoho et Stark [23]| dans le
cas d'un groupe cyclique puis généralisée en 1990 par Smith [80].

Théoréme 5.1.1 (Donoho-Stark |23, 80]).
Soient G un groupe abélien fini et f € L*(G) une fonction non nulle. Alors on a :

|supp (f)| x |supp (f)| > |G|. (5.1.1)

Nous rappelons aussi la démonstration de ce théoréme qui sera utile dans la suite.

Démonstration. Rappelons que la norme || . || de f est donnée par

I 15=) 1f @),

zeG

et la norme || . || par

I f lloo= max | f(2)].
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Alors nous avons
I £ 1< F 1% Isupp(f).

Maintenant nous allons utiliser la formule d’inversion
1 ~
1) = 1amm >_f(©8(@).
te@

Comme |{(z)| = 1, alors

1 .
[ f o= € Z | £(E)]-
¢e@
Ainsi par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons

17 G EIfor ¥
eed ¢ € supp (f)
D’aprés la formule de Plancherel, on obtient
1
[
Enfin en combinant les résultats (5.1.2) et (5.1.5) on obtient

I f 13 = 115 lsupp(f)]-

£ 15 ,—(1;| 1S 113 Isupp(f)] x [supp(f)l-

Puisque f est non nulle alors en divisant par || f ||3 on aura
|G| < [supp(f)] x [supp(f)]

(5.1.2)

(5.1.3)

(5.1.4)

(5.1.5)

O

Pour un sous-ensemble A de G, on note par A+, le sous-groupe de G défini par

At ={eqG :ga=1}
Exemples 5.1.2.
Soient G un groupe abélien fini et H un sous-groupe de G. St
1, sixe H,

J(x) = on(w) = {0 sizx¢ H

alors |supp (f)| = |H|. Comme

f&) =Y fwely) = Y &ly) = |H[op-.

yeaG yeH

Ainsi supp (f) = H* et |supp (f)| x |supp (f)| = |H| x |H*| = |G|.
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Donoho et Stark, [23], ont montré que tous les cas d’égalité sont de cette forme
lorsque G est un groupe cyclique, ensuite Matusiak, Ozaydin et Prezebinda, [63], ont
généralisé ce résultat dans le cas d’un groupe abélien fini non cyclique. Nous donnons
ici une autre démonstration beaucoup plus simple.

Théoréme 5.1.3.
Soient G un groupe abélien fini et f € L*(G) tels que

| supp (f)] x |supp ()| = |G|. (5.1.6)

Alors f a une constante pres, est une translation et une modulation d’une fonction
caractéristique d’un sous-groupe de G.

Démonstration. On peut supposer que 0 € supp (f) et 1 € supp (f) (en translatant et
modulant f si nécessaire).

L’inégalité (5.1.1) est une égalité si et seulement si les inégalités (5.1.2), (5.1.3) et
(5.1.4) sont des égalités.

Notons que f et f jouent un role symétrique dans la démonstration du théoréme 5.1.1.
Légalité dans (5.1.2) et (5.1.4) implique que |f] et |f| sont constantes sur leurs sup-
ports.

Les égalités dans (5.1.3) donnent

1w \G!’Zf ) |G|Z!f(€)!, @ € supp (f), (5.1.7)
e ¢ed
‘Zf ‘_ZV(@)L n € supp (f). (5.1.8)
a€eG r=te]

Comme 1 € supp (f), (5.1.8) implique

S r@] =1
aeG acG
ainsi il existe A € C tel que f = A|f|. Donc (5.1.8) peut s’écrire comme

= | > Af@ln-a)| = S 1@l 0 e suwp(f).

aeG aeG

D’ou supp (f) € (—supp f)*. .
De méme comme 0 € supp (f), on montre que supp (f) C (supp f)*. Par suite

(—supp f) C (—supp f)** C (supp f)*, supp (f) € (supp f)** C (supp f)*. (5.1.9)
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Comme R
|(supp f)*| x |(supp f)*| = |G, (5.1.10)

Alors en combinant (5.1.6), (5.1.9) et (5.1.10), on conclut que les inclusions dans (5.1.9)
sont des égalités. En particulier (—supp f) = (supp f)* est un sous-groupe de G. Ainsi
a une constante prés, f est une fonction caractéristique d’un sous-groupe de G. O]

A partir du théoréme 5.1.1 on a immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 5.1.4.
Soient G un groupe abélien fini et f € L*(G) une fonction non nulle. Alors on a

supp (f)| + [supp (f)| > 2/|G]. (5.1.11)

Ainsi si [supp (f)| + |supp (f)| = 24/|G], alors |G| = n? (n € N*) et d’aprés le
théoréme 5.1.3, il existe H un sous-groupe de G avec |[H| =n,c€ C*,a € Getne G
tels que f = cdgyrpm.n.

5.1.2 Amélioration du théoréme de Tao sur un groupe cyclique
d’ordre premier

Terence Tao |84] a montré que si G est un groupe cyclique d’ordre premier p,
I'inégalité (5.1.11) peut étre améliorée. Plus précisément, on a

|supp(f)| + |supp(f)| > |G| + 1.
Dans toute cette partie, on suppose que G = Z/pZ = Z,.

Théoréme 5.1.5 (Tao [84]).
Soit p un nombre premier. Si f € L*(Z,) est une fonction non nulle, alors

[supp (f)| + |supp (f)| > p+ 1. (5.1.12)
De plus si A et B sont deux sous-ensembles non vides de Z, vérifiant :
Al +|B] = p+1,
alors il existe une fonction f € L*(Z,) telle que supp (f) = A et supp (f) = B.

Plus précisément nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 5.1.6 (Bonami-Ghobber).
Soient A, B deux sous-ensembles non vides de Z, et k € N* tels que :

|A|+ |B| =p+k.
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Alors le sous-espace

Eap={f € L*Z,) :supp(f) C A et supp (f) C B}
est un espace vectoriel de dimension k.

Démonstration. 1l est bien clair que F4 p est un sous-espace vectoriel de L*(Z,).
Choisissons maintenant k éléments distincts z1, - -+, zx de A et A le sous-ensemble de
A tels que A = AU {xy,...,x;}. Ainsi pour tout 1 < i < k, on a |AU {z;}| + |B| =
p + 1. D’aprés le théoréme 5.1.5, pour tout 1 < ¢ < k il existe une fonction non nulle
fi € L*(Z,) telle que supp(f;) = AU {z;} et supp(fi) = B. Il est clair que les f; sont
linéairement indépendantes puisque f;(z;) # 0 et fi(x;) = 0si j # .

D’ou E4 p contient k£ fonctions linéairement indépendantes, donc il est au moins de
dimension k.

Maintenant supposons que E4 p soit de dimension supérieure & k. Alors I'application
linéaire H : Ea 3 — C* définie par

H(P) = (£, f()

aurait un noyau non réduit a {0} car sinon H devient bijective. Autrement dit il
existerait f € E4p telle que supp (f) C A et supp (f) C B. Ce qui est absurde car
Al +[B] = p.

D’oil F4 p est un sous-espace vectoriel de L*(Z,) de dimension égale a k. ]

Remarque 5.1.7.
1. Soit f € L*(Z,) vérifiant

[supp (f)| + [supp ()| = p+ 1. (5.1.13)

Alors on a :

~ Sip =2, alors ’ensemble des fonctions de L*(Zy) qui vérifient (5.1.13) sont
les deux sous-espaces engendrés respectivement par oy et 0.

— Pour p > 3. soient A et B deuz sous-ensembles non vides de Z, tels que
|A| + |B| = p+ 1. Alors il existe un sous-espace vectoriel de L*(Z,) de dimen-
sion 1 qui vérifie (5.1.13). On pose fa p la fonction qui engendre cet espace.
Chercher ensemble des fonctions qui vérifie (5.1.13) revient a chercher ’en-
semble des fonctions fap. Ainsi son cardinal est égal au cardinal des sous-
ensembles A et B qui vérifient |A| + |B| =p+ 1. D’ou

{A,B:[A[+[B]=p+1}

pt1
2

_ jp+1—j
o Z Cpcp :
Jj=1

{faB :supp (fa,B) = A et supp (ﬂ;) = B}‘ —
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2. Soient A et B deuz sous-ensembles non vides de Z,, tels que |A|+|B| = p, alors la
transformation linéaire T : L*(A) — L*(B¢) définie par T'f = fipe est inversible
o B¢ =7,\B. Supposons maintenant que supp (f) C A, alors

IF12 =" 1F @) < 1T P> IF )R

z€A £¢B

On en déduit que pour tout f € L*(Z,)

1/2

1/2
£l < (11771 (Z|f(:v>|2> +( TIfer

¢ A £¢B

Dans ce cas on dit que la paire (A, B) est fortement annihilante de constante
d’annihilation C = 1+ ||T~||. Malheureusement le calcul de | T~ semble hors
d’atteinte, méme dans ce cas particulier. Nous étudierons la notion de paire an-
nihilante dans la section 5.2.2.

5.1.3 Les théorémes de Meshulam et de Delvaux-Van Barel

Dans ce paragraphe nous commencons par rappeler le théoréme de Meshulam qui
est une généralisation du théoréme de Tao au cas d'un groupe abélien fini quelconque
G. Commencons tout d’abord par définir la fonction de Meshulam

0k, G) = win {Jsupp ()] ;0 # 1 € L2(G), lwpp ()| <k}, 1<k <Gl

1G]
o k
|G|, alors 0(d, G) = % Le théoréme de Tao implique que 0(k,Z,) = p+1—k, et plus
généralement mous montrons dans [8] (voir le chapitre 7) que pour un groupe abélien
fini G on a :

Le théoréme de Donoho-Stark implique que 0(k,G) > et si d est un diviseur de

0(k,G) < |G| +1—k. (5.1.14)

D’autre part si A et B sont deux sous-ensembles de Z,, tels que |A| = ket |B| = 0(Z,, k),
alors I'espace des fonctions f qui sont & support dans A et & spectre dans B est de
dimension 1.

Le théoréme de Tao montre que quand il n’y a pas de diviseurs non triviaux de |G|
la fonction (., G) est linéaire. Plus généralement Meshulam montre que Iinterpolation
linéaire entre diviseurs est un minorant. Précisément on a le théoréme suivant :
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Théoréme 5.1.8 (Meshulam [62]).
Soient G un groupe abélien fini, f € L*(G) et 1 < k < |G|. Soient dy et dy les deux
diviseurs consécutifs de |G| qui encadrent k. Alors

0(k,G) > u(k,G), (5.1.15)
ot u(k, G) = 1% (dy + dy — k).

Dans le cas d’un groupe produit, Delvaux et Van Barel [21] ont pu écrire explicite-
ment la fonction (., G) en fonction de celles de chacun des deux facteurs.

Théoréme 5.1.9 (Delvaux-Van Barel [21]).
Sotent G1, Go deux sous-groupes non triviaux d’un groupe abélien fini G tels que
G =Gy x Gy et soit 1 <k <|G|. Alors

bk, G) = i 0(s, G102, ).
%,G) Sték;lgsg\nGlﬂ;lgtg@\ (5, G1)0(t, Go)
Exemples 5.1.10.
1. 81 G =74 X Z, avec q et p deur nombres premiers tels que ¢ < p, alors
plg—k+1), 1<k<g
k +1
p—[g]+1,  ¢<k<qlm

gip—k+1), B3 <k<p;
g—[8+1, p<k<pg

2. 81 G =17y, meN", alors

0(k,G) =

G(k,G)zpmfsA(erl—[k/pS])a PP<k<pt s=0,...,m—1

Dans |20, 21|, Delvaux et Van Barel ont poursuivi les travaux de Meshulam en
donnant la valeur explicite de la fonction 6(., G). En particulier il ont montré que

Ok, Zyn) = 0(k,Z,'),

et plus généralement quand G = Z, o1 X +oe X Zyon ot les p;, i € {1,...,n} sont des
nombres premiers, ils ont établi le theoreme sulvant

Théoréme 5.1.11 (Delvaux-Van Barel [21]).
Pour k € {1,...,|G|} il existe deux diviseurs d, pd de |G| avec p premier et un entier
re{l,...,p} avec rd < k tels que

I

0k, Q) :9(7"d,G):(p+1—7°)pd
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5.2 Cas d’égalité pour le principe d’incertitude et paires
fortement annihilantes

Dans cette section nous allons résumer les principaux résultats des chapitres 7 et 8
concernant la transformée de Fourier-discréte.

5.2.1 Cas d’égalité pour le principe d’incertitude

Delvaux et Van Barel [21] ont posé le probléme de déterminer tous les cas d’égalité
pour (k,G), c.a.d. 'ensemble des fonctions f € L?(G) vérifiant

supp (f)| =k et [supp (f)| = 0(k, Q).

Dans le chapitre 7 nous allons répondre a cette question dans trois cas particuliers. Plus
précisément nous allons considérer les groupes suivant Z,z, Z, X Z,, et Z, X Z,, pour p et
g deux nombres premiers distincts pour lesquels nous donnons une description simple
de tous les cas d’égalité.

5.2.2 Paires fortement annihilantes

Définition 5.2.1. R

Soient G un groupe abélien fini, S C G et ¥ C G.
~ On dit que la paire (S,X) est faiblement annihilante si toute fonction de L*(G)
est nulle dées que son support est inclus dans S et son spectre est inclus dans X.

— Une paire (S,X) est dite fortement annihilante s’il exriste une constante d’anni-
hilation C(S,X) telle que pour toute fonction f € L*(G),

I£1l: < €5, (IFlzcsey + 1 Fllzacs)

Les paires fortement annihilantes sont liées a la propriété d’isométrie restreinte qui
joue un role central en compressed sensing (échantionnage compressé) et dont 'objectif
est de reconstruire un signal f € L?(G) a partir de nombre de mesures bien en dega de
la dimension ambiante |G/|.

Définition 5.2.2 ([12]).

Soient G un groupe abélien fini, @ C G et s € {1,...,|G|}. Alors (S, s) satisfait la
propriété d’isométrie restreinte d’ordre s (ou le principe d’incertitude uniforme) s’il
existe une constante 0 < c; < 1 telle que pour tout S C G avec |S| = s et pour toute
fonction f € L*(G) asupp(f) C S,

€]
(1 - )|G,Hf\|2 < |l < (14 o)

/13 (52.16)
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Une condition de type propriété d’isométrie restreinte est assez forte puisqu’elle
requiert de controler simultanément les supports de tous les vecteurs s-creux (le nombre
des composantes non nulles est plus petit que s). En effet si (€2, s) satisfait la propriété
d’isométrie restreinte de constante cg, alors pour tout S C G de cardinal s, la paire
(S, Q) est fortement annihilante. Plus précisément

G ~
I < (1 + (1_'—')‘9‘) (1250 + 1) -

Réciproquement si la paire (S,3) est fortement annihilante pour tout sous-ensemble
S de cardinal s, alors (%€, s) satisfait la propriété d’isométrie restreinte de constante
ce=1— m, oit C(X) = supg—; C(5,%).

Dans [15], il a été montré que ¢y, < /2 — 1 est une condition suffisante pour assurer
non seulement I'identifiabilité par minimisation /! (c’est a dire que la solution de norme
[* la plus faible d’un systéme linéaire coincide avec la solution la plus creuse vérifiant
ce systéme) mais aussi la robustesse aux signaux compressibles et la stabilité au bruit.
Une telle condition a été récemment améliorée dans les travaux de Foucart [36, 37].
Tous ces travaux présentent des nouveaux résultats sur la reconstruction des signaux
creux a partir des données incomplétes en utilisant des techniques non linéaires basées
sur 'optimisation convexe.

Le théoréme de Donoho-Stark représente la version qualitative du principe d’in-
certitude et il montre que si S C G et ¥ C G tels que |S||X] < |G, alors la paire
(S,X) est faiblement annihilante. En dimension finie une paire faiblement annihilante
est fortement annihilante mais il est aussi important de donner une estimation de la
constante d’annihilation. Pour cela nous établissons le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.3 (Ghobber-Jaming [§]).

Soient G un groupe abélien fini, S C G et X C G deuz sous-ensembles tels que
1S||Z] < |G|. Alors pour toute fonction f € L*(G),

1/2

1/2
1 2 ¢ 2
e FSTISTITENRE (%\f(x)l) + | 2_17©)

32

[avantage de cette inégalité par rapport a (5.1.1) est qu'elle affirme que si f est
petite en-dehors de S et f est petite en-dehors de Y, la fonction f est elle méme petite.

Démonstration. Soient Ps et Ps les deux projecteurs définis sur L?(G) par :

Psf(z) = f(x)bs(x) et ﬁzﬂx):@zjﬂs)s(x).

£ex
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Alors comme R N
| PsPs|| < ||PsPsllus = VIS|12]/|G] < 1,

lopérateur T'= I — Psﬁz est inversible avec

1

VISIEI/IGT

En écrivant [ = Pg + Psc = Psﬁz) + Psﬁzc + Pge, on en déduit que

1T <> IPPsll* <D (IS|[Z]/IG)*? = —
k=0 k=0

Ifls < IT7 TSl = 1T || PsPoe f + Pse f

E

1 N
< | PsPse fll2 + || Pse f1]2
1 —/ISIIE|/IG| < )
1 .
< | Pe fll2 + || Pse fll2 ) ,
1 —ISIIZ|/|G| < )
d’otu le résultat. O

La transformée de Fourier discréte peut étre vue comme l'opérateur de changement
de bases entre la base standard (d,).cc et la base orthonormée (|G\_1/2§)£€@, ce qui
nous a conduit a établir la généralisation du théoréme 5.2.3 pour une paire de bases.
En particulier si (®, V) est une paire de bases orthonormées on a le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.4 (Ghobber-Jaming [8]).
Soit d € N. Soient & = {®;};—0 a1 et ¥V ={V;},o 41 deur bases orthonormées
de C? et définissons la cohérence de ®, U par M(®,¥) = max [(®;, Uy)|. Soient

0<j k<d—1
1
S, % deux sous-ensembles de {0,...,d — 1}. Si |S||X] < M@ T alors pour tout
a = (CL07 s aad—l) € Cd;
1
|2 < @ 2 \Il 2
7=0 J¢s J¢E

La version qualitative de ce théoréme a été établie par Elad et Bruckstein [33]
(voir aussi Donoho et Huo [25]). En particulier ce théoréme implique que tout signal
a € C% ne peut pas étre compressible dans les deux bases ® et ¥ (c.a.d la séquence
de ses coeflicients dans chaque base exhibe une décroissance en loi de puissance dont
la vitesse est controlée par un paramétre fixe. En d’autres termes a est compressible,
par exemple dans la base ®, s’ils existent une constante C' et un parameétre m tels que
pour tout j =0,...,d—1, [{(a, ®;)| < j~™). Nous donnons aussi une autre application
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du théoréme précédent sur les polynomes trigonométriques. Si P désigne lespace
vectoriel des polynomes trigonométriques de degré au plus n — 1

n—1
P = {P(t) = che%”jt tcj € C} ,

=0
alors nous établissons le résultat suivant :

Proposition 5.2.5.
Soit P € P un polynome trigonométrique. Si S, ¥ C {0,...,n — 1} sont tels que
|S||Z| < n, alors

1/2 1/2

1 2 1 J N2
1Pl < =gz || 2]+ |2 S IPC))
j¢s

JE%

Démonstration. On muni L*([0,1]) du produit scalaire usuel et on considére ® =
{®;}i—0..n1 et U ={¥;};_0. 1 deux bases orthonormeées de L?([0,1]) définies par

q)j = €2i7rjt et \Ilj = lj<t), 0 S] S n—1.

ou
e2imt _ 217rk/n n-1 €2i77kj/n
\/_ H E €2iﬂ'kt
e2imj/n _ e?zﬂ'k/n \/ﬁ
k=0; k+#j k=0

sont les polyndmes d’interpolation de Lagrange sur les racines de 'unité.
C’est bien clair que la cohérence M (P, V) = \/Lﬁ (bases débiaisées) et si P € P,
alors

Ainsi d’aprés le théoréme 5.2.4 on déduit que si S;% C {0,...,n — 1} sont tels que
|S]|XZ| < n, alors
1/2 1/2

1 1 j
< |2 - )2 .

J¢s JEE
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Chapitre 6

Principes d’incertitude sur un groupe
abélien fini pour la transformée de
Fourier discréte a fenétre

Face aux critiques concernant la transformée de Fourier discréte qui ne permet
pas une description locale d’un signal et au principe d’incertitude de Heisenberg sur
I'impossibilité de connaitre a la fois le temps et la fréquence, Gabor a proposé en 1946
d’utiliser une transformée de Fourier a fenétre. Sa version discréte consiste a calculer
la transformée de Fourier discréte sur une partie du signal sélectionnée a 1’aide d’une
fenétre bien localisée en temps. Plus précisément Gabor a introduit la transformée
suivante :

Définition.
Soit G un groupe abélien fini. La transformée de Fourier discréte d’une fonction f €
L*(G) a fenétre g € L*(G) est donnée par :

VEf(x,€) = D ft)glt—2)€(—t), z€G, £eC. (6.0.1)

teG

‘G’l/Q

La formule d’inversion pour cette transformation est donnée par :

1

ft) = W Z VEf(z,€)g(t — 2)E(t). (6.0.2)
eax@
D’autre part on a, HVngH2 = [|fll2llgll2, en particulier Vng = 0 si et seulement si f =0

oug=>0.
Ce chapitre présente une version préliminaire d’une note obtenue en combinant les
nouveaux résultats dans |14, 20, 21].

105



6.1 Principes d’incertitude qualitatifs /quantitatifs

6.1.1 Principaux résultats de Krahmer, Pfander et Rashkov

La version qualitative du principe d’incertitude a été établi par Krahmer, Pfander
et Rashkov [57]. Ces auteurs ont donné une extension pour la transformée de Fourier
discréte & fenétre des théorémes de Donoho-Stark (théoréme 5.1.1), de Tao (théoréme
5.1.5) et de Meshulam (théoréme 5.1.8). En particulier on a (voir |57, Proposition 4.1|)

|G| < [supp (V7 /)| < |GJ?, (6.1.3)

o supp (V) = { (2,6) € G x G VEf(2,6) #0}.
Les inégalités dans (6.1.3) sont critiques, plus précisément Krahmer, Pfander et
Rashkov ont remarqué que pour tout 1 < k < |G|,

= . . G . LQ . <k
|G| geLg{lcl;gl\{O}mm{hupp (V) f e LA(G); 0 < [supp (f)] < }

et

2 = G . 2 . <
G geLg%gii\{o}maX{‘SuPp (VEF; f € LA(G); 0 < |supp (f)] < k}

Afin d’établir une borne inférieure a |supp (V¥ f)| (pour une fenétre g convenable-
ment choisie) strictement supérieure a |G|, Krahmer, Pfander et Rashkov ont défini la
fonction ¢(., G) suivante : pour 1 < k < |G/,

6(hG) = _max  min{lsupp (V1)L f € L(G); 0 < Jsupp (/)] < k}.

Ces auteurs ont montré que le maximum dans la formule précédente est atteint pour
toutes les fenétres g € L%(G) = C¢ sauf pour un sous-ensemble négligeable de L?(G).
Par conséquent ils ont montré (voir [57, Proposition 4.8]) que pour presque toute fenétre
g € L*(G) et tout 1 < k < |G|,

é(k, G) := min {|supp (VEP); f € LXG); 0 < [supp (f)] < k} (6.1.4)
On peut résumer les principaux résultats établis dans [57] par le théoréme suivant :

Théoréme 6.1.1 (Krahmer-Pfander-Rashkov).
1. Si G = Z,, alors pour tout 1 <k < |G| on a
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2. Si G est un groupe abélien fini, alors pour tout 1 < k < |G| on a

gb(k, G) Z %(dl + dg - k’) = ?J(k, G), (615)

162

ow dy et dy sont les diviseurs consécutifs de |G| encadrant k.

La démonstration du premier résultat est une adaptation de celle de Tao [84] qui
utilise essentiellement le théoréme de Chebotarev qui dit que tout mineur de la matrice
de Fourier de taille p X p avec p premier est non nul. Alors que le deuxiéme résultat se
démontre par récurrence sur |G| en utilisant la proposition suivante :

Proposition 6.1.2 ([57, 62]).
Soit H un sous-groupe de G. Alors

1. Pour tout 1 <k < |G| il existe 1 < s < |H| et 1 <t <|G/H| tels que st < k et
o(k, G) = ¢(s, H)o(t, G/H). (6.1.6)
2. Pour tous 1 < s<|H| et1<t<|G/H| on a

v(s, H)v(t,G/H) > v(st,G). (6.1.7)

6.1.2 Taille des supports et sous-groupes

Dans cette partie on va donner l'analogue du théoréme 5.1.9. Précisément nous
établissons le théoréme suivant :

Théoréme 6.1.3.
Soit G un groupe abélien fini tel que G = Gy X Gy et soit 1 < k < |G|. Alors

ok, G) = min P(k1, G1)p(k2, G2).

k1ko <k;1<k1<|G1[;1<ko<|Ga|

Démonstration. La preuve est inspirée des papiers [57, 62|. Soient 1 < k < |G,
g(z1,79) = g1 ® ga(x1,72) = g1(71)ga(w2) € L*(G) et f € L*(G) une fonction non
nulle telle que [supp (f)| < k. On pose

o(k,G) = max (Gz)min{]supp (‘/'g?®g2f)|;f € L*(G) et 0 < |supp (f)| < k’}

91€L?(G1),92€ L?

Il est clair que ¢(k,G) > gg(k, () et la méme technique utilisée pour montrer I’égalité
(6.1.4) donne que pour presque tout (gi, g2)

ok, G) = min { Jsupp (Vo 1) £ € L(G) et 0 < [supp (f)] < k }.
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Posons
Joo (1) = f(21,22), (r1 € Gy,22 € Gy),

lev"]l(xQ) = Vﬁlfrz(%ﬂ?lL (T]l S é\17552 € G2)7

X, = {(5151,771) € Gy x é\l;Fxl,m #* O} et Xy = {3?2 € Go; fo, # 0}-

Comme

F9617771 ('172) - Z fm(tl)gl(tl - xl)n(t1)7

t1€G1

alors supp (Fy, ) C Xz et
[supp (£ )| < | Xo]-

Soit t = | Xs|. Alors 0 <t < |Gy et

|Supp (‘/;72Fx1,771)‘ > ¢(t> GZ)

De plus
k> |supp (f)] = > [supp (fa,)| > to min [supp (fz,)].
T2€X2
r2€Xo
Notons par f,, la fonction qui vérifie mi)r(l |supp (fu,)| = [supp (fz,)| = s-
T2E€EX2

Soit S = supp (Vg?1 fzo) C X1. Alors

S| = lsupp (Vi7" fuo )| = 6(s,G1).

Comme
‘/g?®ggf [(z1, 22), (1, m2)] = Z le,m(tz)g2(7§2 — Zo)Ma(—t2) = %§2Fx1,n1($277]2)7
to€Go
alors
supp (Vg?@)ngﬂ = Z [supp (ngsz,m” > Z |supp (ng2Fw1,m)| > ¢(s,G1)o(t, Go).
(z1,m)€EX1 (z1,m)€eS

Ainsi on a montré que

o(k,G) >

> min
k1ko <k;1<k1<|G1];1<k2<|G2]

P(k1, G1)p(k2, G2).

Supposons que le minimum est obtenu pour ki, ks. Soient f; € L*(Gy) et fo € L*(Gy)
telles que [supp (fi)] < ki et ¢(ki, Gi) = [supp (V5" fi)| pour i« = 1, 2. Posons f =
f1® fy € L*(@G), alors

|supp (f)| = [supp (f1)| x [supp (f2)| < kik2 < k.
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Comme

%?é;§2f1 ® f2 |:('r17 SUQ), (Xl? X2>i|

B W >0 Y Al flt)glt = wn)glts — w)xa(—t)xa(—t2)

t1€G1 t2€Ga

S S— Y Alt)glt —a)xa(=t) Y falta)g(ts — 23)xa(—1t2)

1/2 1/2
|G1| |G2| t1€G1 to€Go

= ‘/gflfl(wh Xl)‘/g§2f2('r27 X2)7

alors

supp (Vg?é;z%fl & f2) = ’SUPP (‘/g?lfl) X ‘SUPP (Vg(jzfz) = ¢(7€1, G1)¢<k27 Gz)-
D’ou

(K, G) = d(k1, G1)d(ka, Go) = min o(k1, G1)p(k2, G2). [

k1ko<k;1<k1<|G1[;1<k2<|G2|

6.1.3 Minorant et majorant de la fonction ¢(.,G)

Maintenant on va légérement améliorer I'inégalité (6.1.5). Tout d’abord remarquons
que (6.1.5) donne en particulier que ¢(1,G) = v(1,G) = |G|*>. Mais pour k > 1 on va
montrer que ¢(k, G) > v(k, G). Plus précisément nous établissons le théoréme suivant :

Théoréme 6.1.4.
Soit G un groupe abélien fini. Alors pour tout 1 < k < |G| on a

ok, G) > v(k,G) + |G| — 1 (6.1.8)

Démonstration. Montrons le théoréme par récurrence sur |G|. Si G ne posséde pas de
sous-groupes non triviaux, (G cyclique d’ordre premier), alors pour tout k > 2

ok, G) —v(k,G) = (|G + 1= k) = [GI(IG| + 1 = k) = (k = (|G| - 1) = |G| - L.

Sinon, pour H un sous-groupe de G et k > 1, il existe d’aprés (6.1.6) 1 < s < |H]| et
1 <t <|G/H]| tels que st < ket ¢p(k,G) > ¢(s, H)p(t, G/H). Comme s et t jouent un
role symétrique donc on peut supposer que 1 < s < |H|et 1 <t <|G/H]|.

Si s = 1, alors par hypothése de récurrence on a

¢(k,G) = (L, H)[v(t,G/H) +|G/H| - 1]

= (L, H)(t,G/H) + [H*(|G/H| - 1)
> o(t,G) + [H|(|G] = |H]),
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ot on a utilisé (6.1.7) a la derniére ligne et le fait que |G/H| = ||—| De plus on a

'
(1G]~ 1)) - (6] = 1) = (H] - )(16] - (7] + 1)) > 0.

Finalement comme ¢ < k alors v(t,G) > v(k,G) et ¢(k,G) > v(k,G) + |G| — 1.
Sinon on a par hypothése de récurrence

¢(k,G) = [o(s, H) +[H| = 1][v(t, G/H) + |G/H| = 1]
= w(s,H)v(t,G/H) + |H||G/H|
+ 1+ (|H|—-1)v(t,G/H)+ (|G/H| — 1)v(s, H) — |H| — |G/H]|.

Comme v > 1, alors
L+ ([H] = 1)o(t,G/H) + (|G/H| = 1)v(s, H) — [H| = |G/H| = —1.

D’autre part puisque
o(s, Hyo(t,G/H) > v(k, G)

alors ¢(k,G) > v(k,G) + |G| — 1. O

Dans la suite on va donner une borne supérieure pour la fonction ¢(-, G). Précisé-
ment nous établissons le théoréme suivant :

Théoréme 6.1.5.
Soit G = G1 X Gy un groupe abélien fini. Alors pour tout 1 < k < |G| on a

o(k,G) < 0(k,G) + |G]* - |G]. (6.1.9)

Démonstration. Montrons le théoréme par récurrence sur |G|.
Si |G| =1, on a ¢(k,G) = 0(k,G) = 1. Sinon, par hypothése de récurrence on a

o(s,G1)o(t, Ga) < ((s,Gr) + |G1* — |Ghl) (6(t, G2) + |Ga|* — |Ga)
= &(s,G1)o(t,Ga) + (IG1]> — |G1l) (IG2f* — |Gal)
+ (‘GQ‘Q_ 1G2l) ¢(s,Gr) + (’Gﬂz— |G4]) o(t, Ga).

Comme 6(s,G1) < |Gy] et 0(t,G2) < |Gy, alors

(IG1]* = |G1l) (IG2* = |Gol) + (IG2l* = |Gal) 6(s, G1) + (IG1[* — |G1) é(t, Go)
< GiPIGl* = 1Gil|Ge| = |G = |G

et
¢(s,G1)o(t, Ga) < 0(s,G1)0(t, Go) + |GI* = |G|.

Ce qui implique par passage au minimum sur s, t que ¢(k, G) < 0(k, G)+|G|*—|G|. O
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Remarque 6.1.6.

2. Si G = Z,, p premier, alors pour tout 1 < k < |G| on a
o(k, G) = 0(k,G) + |G - |GI.

Corollaire 6.1.7.
Soit G = G1 X Gy un groupe abélien fini. Alors pour tout 1 < k < |G| on a

o(k,G) < |GP* +1— k. (6.1.10)

Démonstration. Conséquence directe du fait que 0(k,G) < |G|+ 1 — k, (voir [8]). O

6.1.4 Version quantitative du principe d’incertitude

Dans [39] nous avons montré la version quantitative du principe d’incertitude pour
la transformée de Fourier discréte a fenétre. Plus précisément nous avons établi le
théoréme suivant :

Théoréme 6.1.8 (Ghobber-Jaming [39]).
Soient G un groupe abélien fini et ¥ C G x G tels que |X| < |G|. Alors pour tous f,
g € L*(G),

1/2
2v/2
Il < gt | 3 Wes o

(z.8)¢%

En particulier si supp (Vng) C X, alors f =0o0u g=0.

6.2 Formule explicite de la fonction ¢(., G)

Commencons par le cas le plus simple. Soit G = Z, X Z,,, alors a partir du théoréme
6.1.3 on a:

Proposition 6.2.1.
Soit G = Zy X Ly, avec p et q deur nombres premiers tels que g < p. Alors

P(—k+1), l<k<g
k,G)=
ok, G) {(q2_q+1)(p2—[§]+1), q<k<pq

Démonstration. ¢(k,G) = min (p* —s+1)(¢* —t+1).

Syl >oxph b 0>
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1. Sil<k<g,alors 1 <t<ket

¢(k,G) = min (p*—s+1)(F —t+1)

st=k; 1<t<k

k
: 2 2
- min p__—i_l - +1

Comme la fonction ¢ — (p* — £ 4+ 1)(¢? — t 4 1) est concave, alors le minimum
est obtenu au bord. Ainsi

k
— . 2 v 1 2 1
o(k, G) ter?ffi}(p ;+ g®—t+1)
= min(p2(q2—k+1);q2(p2—k+1))
= p¢*—k+1).

2. Sig<k<p,alors1<s < ket dans ce cas

o(k,G) = min (p? —s+1) (¢ —t+1)

oy L xb>

k
= min (p2—s+1)(q2—;+1).

k<s<k
PRCAS

Toujours grace a un argument de convexité et comme la fonction ¢(., G) ne prend
que des valeurs entiéres, alors

k
¢(k,G) = min (p®—s+1)(¢* - = +1)
se{k; &} s

= min (@08 £+ 10 - g+ D67 - () +1)

= (@ —q+ 1" - [-]+ 1)

IN
e
IN
S
E‘>
=
4

3. Sip<k<qgp,alorsilexiste r€e Rtel quet <r <gqets

¢(k,G) = min (p* — = +1)(¢* —r +1).

k<r<q r

D’ot1 pour les mémes raisons que précédemment on a

k
¢(k,G) = min (p*—— +1)(¢° —t+1)
te{t;q} t

=<f—q+n@%w§+n.
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D’ou le résultat. O]

Maintenant nous considérons les groupes abéliens finis de type G = Z;'. Dans ce
cas nous établissons le théoréme suivant :

Théoréme 6.2.2.
Soit G = Z;. Alors pour tout k € {1,...,p"} tel que rp® < k < (r+1)p°,
ref{l,...,p—1} ets€{0,....m—1} ona

ok, G) = p*™ 1) (p? — p+1)°(p* — 7 + 1). (6.2.11)

Démonstration. Sik € {1,...,p"}, alorsilexister € {1,...,p—1}et s €{0,...,m—1}
tels que rp® < k < (r + 1)p°. D’aprés le théoréme 6.1.3 on a

<;5(k,G):min{(p2—k1—|—1)~--(p2—km+1); kv,.... kn <p; Hklgk}

i=1

Le minimum est obtenu pour k = rp°. Pour cela il faut que 'un des k; soit égal a r
et s autres termes prennent la valeur p puis les (m — 1 — s) termes qui restent soient
égales a 1. Dot

O T) = o, Z)
= 00r2,) x [6(0.2,)] x [0(1,2,)]

m—s—1

Ainsi ¢(k, G) = p?™m 19 (p? —p+ 1)(p* —r + 1). O

Remarque 6.2.3.
1. Sim =1, alors on retrowve ¢(k,Z,) = p* — k + 1 pour tout 1 < k < p.

PP —k+1) si 1<k<p,
2

2. Sim =2, alors ¢(k,22) =
7 m 7&07“$¢( p) {<p —p+1)(p2—[k/p]+1) St pSkSpQ.

Plus généralement nous établissons le théoréme ci-dessous.

Théoréme 6.2.4.

Soit G = Zgt x -+ x Zyr. Alors pour tout k € {1,...,|G|} il existe p = p;, i €
{1,...;n} et d=p" x - xpir, s, €{0,...,0; — 1}, s; € {0,..., a5}, j # i tels que
rd<k<(r+1d, re{l,...,p;—1} et

o(k,G) = ¢(rd,G) = (%) (p* —r+1) l_I(pj2 —p; +1)%. (6.2.12)

j=1
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Démonstration. Soit k € {1,...,|G|}. Sans perte de généralités on peut supposer qu'’il
existe r € {1,...,py — 1} tel que rpi* X -+ x pi» < k < (r+ )p* x -+ X pir,
s1€{0,...,a1 —1} et pour j # 1, s; € {0,...,a;}. Posons d = pj* x -+ x pi», alors d
et pid divisent |G|. D’aprés le théoréme 6.1.3 on a

gb(k”Z o X"'XZ“H) :gb(rp‘il pry,nyzgll X.szg:)
- J a1—1-s1 n o —Ss;
= o(r,Zy,) x H [ ¢(pj, Z ] [(b(l,Zm)] X H [¢(17ij>i|
Jj=1 j=2
= (pj—r+1) xH —py 1) x g T2
=2
\G\> -
(pld ]:[1 pit
j_
D’ou le résultat. O

Pour conclure ce paragraphe il reste a donner la valeur exacte de ¢(k,Z,m). Pour
cela nous établissons la proposition suivante :

Proposition 6.2.5.
Soient p un nombre premier et m > 2. Alors pour tout 1 < k < p™

¢k, Zym) = o(k, Z,).

Démonstration. Par récurrene sur m. Pour m = 2 soit f € L*(Z,2), alors f(x) =
f(xo + px1) avec 0 < g, 1 < p— 1. En posant f,,(z1) = f(zo + pr1) € L*(Z,) et
en prenant t = [{xg € Z,: fi, # 0} et s = min |supp f,,|, on déduit & partir de la
démonstration du théoéme 6.1.3 que st < k et que

Ok, Zyz) = min o(s, Z,)0 (1, 7). (6.2.13)

Supposons que le minimum est obtenu pour g, to et fi, fo € L?(Z,) et prenons
flz+px') = fi(z)f2(2’) on en déduit Iégalité dans (6.2.13).

Maintenant supposons que le résultat est vrai pour le rang m — 1. Soit f € L*(Zm)
avec f(x) = f(zo+pry + - +p" o) et 0 < 29,..., 7,1 < p — 1. Posons
¥ =z +pro- + P iy, € Zym-t, alors f(x) = f(zo + pa’) et d’aprés le cas
m = 2 on a ¢(k, Zym) = ming<y ¢(, Zym-1)P(t, Z,). Or par hypothése de récurrence
on a ¢(s, Zyn-1) = ¢(s,Z~"), ce qui fini la démonstration. O

Remarque 6.2.6.

A partir de cette proposition on peut facilement voir que les inégalités (6.1.9) et (6.1.10)
sont aussi valable pour le groupe Zym et que pour tout groupe abélien fini G on a

o(k,G) = ¢ (k, 23 x --- X Zo),

Pn



o pit X -+ X p2n est la décomposition de |G| en produit de facteurs premiers.
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Equality cases for the uncertainty
principle in finite Abelian groups
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Abstract : We consider the families of finite Abelian groups Z/pZx7Z/qZ
and Z/p*Z, for p, q prime numbers. We give a simple characterization of
all functions f for which the size of the support is at most k£ and the size
of the spectrum is minimal among such functions. Such equality cases
were previously known when k divides the cardinality of the group, or
for groups Z/pZ.

Keywords : Uncertainty Principle, Finite Abelian Groups, Fourier Ma-
trices.

AMS subject class : 42A99.

7.1 Introduction

In this work we consider a finite Abelian group G, which can always be described
as

G=Z/m"Zx---xXZL/p,""Z, (7.1.1)

where the integers p; are prime numbers with possible repetition.
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We will write
Ly, :=1|nZ

to simplify notation.
Uncertainty principles show how small the support and the spectrum of a nonzero
function f may be simultaneously. The Fourier transform of f is defined, for x € G, as

FO) =" fla)x(—a).

zeG

Here G is the group of characters of GG, which identifies to G. More precisely, for G
given by (7.1.1), for some element x, which may be written as z = (z1,...,2,), and
some character x that identifies with y = (y1,...,¥,), then

x(x) = exp (27ri Z xﬂ,?j) )
j=1 %7

p;
The spectrum of f is the support of its Fourier transform ]? We refer to [85] for
background on finite Abelian groups.
The first well-known estimate has been stated by Matolcsi and Sziics in [61]. It is
usually referred to as Donoho-Stark Uncertainty Principle and deals simultaneously
with cardinalities of the supports of f and f (see [23] or [85]) :

~

[supp ()] x [supp (f)| = |G|, (7.1.2)

Here |A| stands for the cardinality of the finite set A. Let us also fix the following
notation. For A a subset of G we note d 4 its characteristic function. When A is reduced
to one point a, then we write 9,.

Equality cases for this inequality have been entirely described (see [23]), that is,
nonzero functions f for which [supp (f)| X |supp (f)| = |G|. Up to translation, modu-
lation and multiplication by a constant, they are given by characteristic functions of
subgroups of G.

Then, it has been observed by Tao in [84| that Inequality (7.1.2) can be considerably

improved for Z, when p is a prime number. Namely, he proved the following theorem.

Theorem 7.1.1 (Tao).
When f is a nonzero function on Z, with p prime, then

~

[supp (f)[ + [supp (f)| = |G| + 1. (7.1.3)

Moreover, for any A C G and B C G such that |A| + |B| = |G| + s, the space of
functions with support in A and spectrum in B is exactly of dimension s.
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In Tao’s paper, the second part of the theorem is not exactly stated in this way,
but this is seen by an easy modification of the proof.

Tao’s Theorem contains a complete (but non explicit) description of equality cases,
that is, of all nonzero functions f for which |supp (f)| + |supp (f)| = |G| + 1. Namely,
given A and B such that [A| + [B| = |G| + 1, there is a unique (up to a constant)

function f such that supp (f) = A and supp (f) = B.

In order to describe the situation for any finite Abelian group, let us give some
definitions. Firstly, for any nonempty set A we call L(A) the space of complex functions
on A. Then we will use the following notations.

Definition.
For k1 two positive integers, we set

B(k,1) := { f € L(G): lsupp (/)] < k. [supp (F)] = 1.

Eo(k,1) := { f € L(G): lsupp (/)] = . lsupp (F)] = 1}.

Next, for 1 < k < |G|, let us define Meshulam’s Function, which we note 0(-,G). It
has been introduced by Meshulam in [62] as

0(k,G) ;== min{l; E(k,l) # {0}}. (7.1.4)

For |G| prime, by Tao’s Theorem we have 0(k,G) = |G| — k + 1 while, in general, we
have only the inequality 0(k, G) < |G| —k+1 (see Lemma 7.2.2 below). Donoho Stark’s
Uncertainty Principle asserts that in general 6(k,G) > |G|/k, with possible equality
when k is a divisor of |G|.

Meshulam has given a better lower bound for 6(-, G) in [62], see also [57] for com-
ments and extensions to the windowed Fourier transform. More precisely, let u(-, G)
be the largest convex function on [1,|G|] that coincides with |G|/d at each divisor d of
|G|. Equivalently, u(-, G) is continuous and linear between two consecutive divisors of
|G|. Then Meshulam has shown that 0(-,G) > u(-, G).

The same problem has been considered recently by Delvaux and Van Barel |20,
21] with a different vocabulary. These authors give a large number of examples and
revisit proofs with elementary methods of linear algebra. They give the precise value
of Meshulam’s Function as a minimum (while Meshulam stated only an inequality).
They also have partial results in the direction that we consider here.

We are interested in the values k£ for which there exists equality cases according to
the following definition.

Definition.
We say that there are equality cases for (k, Q) if the set Ey(k,0(k,G)) is not empty. In
this case, we call equality case for (k,G) any nonzero function f € L(G) that belongs
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to the set Eqo(k,0(k,G)). We say that f is an equality case for G when it is an equality
case for some (k, Q).

Delvaux and Van Barel implicitly pose the problem of finding all equality cases,
that is, having a complete description of the set Ey(k,0(k,G)) for all (k,G).

We will answer this question in three particular cases. More precisely, we will consi-
der groups Z,2, Z, x Z, and Z, x Zg, for p,q distinct prime numbers. In these three
cases, we are able to give a simple description of all equality cases, in the same spirit
as the already known one for k a divisor of |G|. It is particularly simple to describe the
equality cases in the third case.

Theorem 7.1.2.

Let p,q be two distinct prime numbers and let k be such that 0(k,Z, x Z,) < 0(k —
1,Z, %X Z,). Then, when a function f is an equality case for Z, X Z,, it may be written
as a tensor product g ® h, where g is an equality case for Z,, h is an equality case for
Zq and, moreover, one of the two functions g or h is a character or a Dirac mass.

Our description of equality cases allows us to answer positively to a conjecture of
Delvaux and Van Barel for the three families of groups. Let us give some notations.
For M = (aij)ierjes and N two matrices, N is said to be extracted from the matrix
M if I' and J" are subsets of [ and .J, and if N = (a;;)icr jes. We say that M can be
decomposed into matrices N, that are extracted from M if [ x J is the disjoint union
of I, x Jy, with each N, consisting of the coefficients of M indexed by I, x J,. We have
the following theorem.

Theorem 7.1.3.

Let G be a group of one of the three families under consideration. Let A and B
respectively in G and G, with |A| =k and |B| = 0(k,G) < |G| — k, with the restriction
that k is such that the conclusion of Theorem 7.1.2 holds when G = Z,, X Z,. Consider
the matriz M = Map = (Xi(J))igB,jea, which is oblained by extraction from the
Fourier matriz. Then, if M does not have full rank, it has rank k — 1 and may be
decomposed into k — 1 matrices, extracted from the matriz M, which have rank one.

Our results can be summarized as the fact that there are no other equality cases
than trivial ones, except for one family of equality cases in Z,2. Unfortunately, even if
solutions are simple, proofs are technical and it seems difficult to generalize them to all
finite Abelian groups, especially when an arbitrary number of primes p; are involved.

This paper is a first attempt to show that, even if Meshulam’s Function is in general
smaller than k +— |G| — k + 1, there is only a “small" number of functions such that

~

lsupp (f)|+|supp (f)| < |G|, a phenomenon that is observed in [14] in a random setting.
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7.2 Some preliminary results

Let us first recall that the function € is non increasing. If 0(k,G) < 0(k — 1,G),
then there are equality cases for (k, G). We will see in Section 7.4 that the converse is
not true.

Next we have the following lemma.

Lemma 7.2.1.
The set Eo(k,0(k,G)) is either reduced to 0, or is a finite union of vector spaces of
dimension 1.

Proof. Tt is sufficient to prove that E(k,0(k,G)) is contained in a finite union of vector
spaces of dimension 1. The set E(k,0(k,G)) is the union of F(A, B), where A and B
are respectively subsets of G and G, verify |A| =k, |B| = 6(k, G), and

E(A,B) = {f € L(G) : supp(f) C A, supp (]?) C B}. (7.2.5)

Assume F(A, B) is of dimension > 2, with |A| = k and |B| = [. Then we can find f
and g two linearly independent functions in E(A, B) and there exists a nonzero linear

combination of f and g whose Fourier transform vanishes at some b € B. This implies
that 0(k,G) <1 — 1. ]

Remark that all equality cases are known as soon as we know all subsets A and B
for which the space of functions with support in A and spectrum in B is not reduced
to 0.

Lemma 7.2.2.
For |A| = k and |B| = |G| — k + 1, the space E(A, B) is not reduced to 0. As a
consequence, 0(k,G) < |G| — k + 1.

Proof. The function f = ) _,a(x)d, belongs to E(A,B) if the k coefficients a(x)

-~

satisfy the k — 1 linear equations given by f(y) = 0 for y ¢ B. There is at least one
nonzero solution to this system. ]

There is no equality in general between 6(k, G) and |G| —k+1 for k # 1, |G|, except
for |G| a prime number or when k = |G| — 1. This is described in the next proposition,
as well as the values of k for which 0(k, G) = 2.

Proposition 7.2.3.
Let G be an Abelian group G such that |G| > 2 is not prime. Let 1 < dy < --- < d, <
|G| be the divisors of |G|. Then

(i) 0(k,G) =2 for k=G| —d,,...,|G|] — 1.
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(1) Moreover, there are equality cases for (|G| — 1,G) if and only if there exists a
character x that generates G.

(iii) One has the inequality 0(k,G) < |G| — k for 1 <k < |G| — 1.

Proof. When the Fourier transform of f is a Dirac mass, that is, f is a character, then
the support of f has cardinality |G|. So (|G| — 1,G) > 2 and we have equality by
Lemma 7.2.2. Now let us compute the cardinality of the support of all functions f such
that f vanishes at one point and f is a linear combination of two Dirac masses with
nonzero coefficients. Up to translation, modulation and multiplication by a constant,
we can assume that f := 1—y, with x¥ € GG a non-principal character. Then f supported
by the z such that x(z) # 1. So

[supp (f) = |G| = {z € G; x(x) = 1}].

The complement of supp (f) is a subgroup of G, so that the only nonzero possible
values for |supp (f)| are |G| — d,,...,|G| — d1,|G| — 1. By assumption G admits a
non trivial subgroup H of cardinality d,. There exists a non-principal character y that
is orthogonal to this subgroup and to no smaller subgroup. So the support of f has
cardinality |G| —|H|. This means that 0(|G|—|H|, G) = 2. The fact that 0(|G|—k, G) =
2 for 1 < k < d, follows by monotonicity. We have proved (i). The proof of (ii) follows
at once : a character y such that x(x) # 1 for x # 0 generates the whole group G.
Let us now prove (iii). Consider first d; < k < d,. Then 0(k,G) < d,, while
|G| —k > |G| —d,. So the inequality follows from the fact that 2d, < |G|. It remains to
consider the first and the last intervals. In the last interval, we know that the inequality
is satisfied for |G| — d, < k < |G| — 1. For d, < k < |G| — d,, we use the inequality
0(k,G) <0(d,,G) = dy < |G| — k. We do not give details for the other interval, where
one can use the fact that 0(2,G) = |G| — d,. O

Remark 7.2.4. o
There are equality cases for (|G| —1,G) when G is the group Z, x Z, (take e?mipty)

as character that generates the whole group) or Z,» (take 627”7’%). This proves that for
k = |G| — 1 one may have simultaneously the equality 0(k,G) = 0(k — 1,G) and the
existence of equality cases for (k,G). Remark that in the group Z, x Z, every element
generates a proper subgroup. So in this case there is no equality case for k = p? — 1.

The next lemma allows to exchange the role of f and J?

Lemma 7.2.5.
Assume that 0(k,G) < 0(k — 1,G). Then

0(6(k,G),G) = k.
The proof is elementary and we leave it to the reader.

We next give all equality cases for a product with a supplementary assumption.
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Proposition 7.2.6.
Let G = Gy x Gy and 1 < k < |G|. Then

H(k, G) == min{@(l{il,G1>9(/€2,G2> ;kll{?g S /{Z, 1 S k?z S |G1’,Z = 1,2}
Assume that (ky, ko) is the only couple for which kiks < k and
O(k,G) = 0(k1,G1)0(k2, Gs). (7.2.6)

Then there are equality cases for (k,G) if and only if k = kiky and there are equality
cases for (k;, G;), i = 1,2. Moreover, all equality cases for (k,G) may be written as
fi(x1) fa(xs), with f; an equality case for (k;,G;), i = 1,2.

Proof. 1t is inspired by Meshulam’s paper, who has proved the first statement. Let
f be a nonzero function with support of size < k and spectrum of size O(k,G). For

Y(#) = x1(z1)x2(x2) a character, that is, an element of G = G1 x Ga, we write

Foaxa) = D0 > flanm)a(—z1)xa(—22)

21€G1 £2€G2

ﬁXl (XZ)'

Here

— Z flr1,y)xi(—z1) = J/C;(Xl)a

r1€G

if we put f,(z1) :== f(x1,y) for y € G3. Then
[supp (F(x1, )| > 0(|supp (F}, )], Go)
when F), # 0. Let us denote by
S:={6e G| Fe#0}={¢ € G| f(€,) # 0}

Then we have
|supp (f ( )| > \S|m1n9(|supp (Fe)l, Ga). (7.2.7)

Now take for ¢ the size of T':= {y | f, # 0}. The support of F¢ is contained in 7' for
all £ € Gy, so that, for £ € S, we have

6(|supp (F¢)|, G2) > 0(t, Gs). (7.2.8)

We also have R R
S| = [Uyer {€ | Fe(y) = [,(§) # 0} = 6(s, G1) (7.2.9)

123



for s the smallest size for the support of f,. We finally remark that st < k. So we
conclude from (7.2.7), (7.2.8), (7.2.9) that

0(k,G) > 0(s, G1)0(t, Gs). (7.2.10)
We have proved that
Q(k,G) Z min{@(kl,Gl)Q(kg,GQ) ;k‘lkz S /{Z, 1 S k?l S |Gz|,l = ].,2}

Next we prove that there is equality in this inequality. Assume that the minimum is
obtained for ki, ko. Let fi € L(Gy) and fy € L(G5) such that [supp (f;)| < k; and
supp (f3)| = 0(k;, G;) for i = 1,2. Then f1 ® f has support of size < kiky < k and its
spectrum has size 0(k1, G1)0(k2, Gs) = 0(k, G).

Next, assume that (ki,kq) is the only couple for which kiky < k and (7.2.6) is
valid. Let us characterize the values k for which we have equality. Assume that there
is some equality case f for (k,G). If we proceed as above, the inequality (7.2.10)
is an equality and the minimum is obtained for (s,t), which coincides with (ky, k3).
Inequalities (7.2.9), (7.2.8) and (7.2.7) are also equalities. Looking at the definition of
T and S it is easily seen that 7' is the projection of the support of f on G5 while S is
the projection of the support of f on G1 So t is the size of the prOJectlon T of supp (f)
on Gy, while 6(s,G1) is the size of the projection S of supp (f) on G;. Exchanging
the role of G; and G5, we define as well S and T which are respectively of size s and
0(t, Go). In particular, the size of supp (f), which is contained in S x T', is at most st.
This proves that & = st and the support of f is exactly S x T'. Similarly the support of
f is exactly S x T'. Moreover, each f, has the same support S and the same spectrum
S. Tt isin particular an equality case for (s, Gy). By symmetry, there are also equality
cases for (t,G5), with support 7" and spectrum T. More premsely, there exists some
function hy on Gy (resp. hy on G) with support S and spectrum S (resp. T and T)
Then h; ® hy is an equality case for (st, G), with support S x T" and spectrum SxT.
By Lemma 7.2.2, it coincides with f, up to some constant. We have proved that f can
be written as a tensor product.

This finishes the proof of the proposition. O

7.3 The case of groups Z, x Z,, with ¢ < p prime num-
bers

Let us first give Meshulam’s Function, which one can already find in [21]. We give
the proof, nevertheless, since we need to know when there is uniqueness of the minimum.

Proposition 7.3.1.
Let G =7, X Zq, with p and q prime numbers such that 1 < g < p. Then
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plg—k+1), 1<k<g;

(k. ) = p—E+1,  g<k<qbh;
’ gp—k+1), ¢B5 <k<p;

g—[8+1, p<k<pg
Proof. Using Tao’s Theorem and Proposition 7.2.6, we know that
0(k,G)=min{(p—s+1)(g—t+1); st <k;1<s<p;1<t<q}

Let us first consider the function F(s,t) := (p — s+ 1)(¢ — ¢t + 1) with real variables
s,t. Let R be the rectangle defined by 1 < s < p, 1 <t < g and let A be the region
in R such that st < k. We first look at the minimum of F on A. Because of the
concavity of F' its minimum cannot be attained inside the domain A. Moreover, the
function is a concave function of s on the hyperbola st = k, so that it does not attain
its minimum in the interior part of the hyperbola, but on its boundary. It decreases on
the common boundary with R when s or ¢ increases, so that the minimum is obtained
on the intersection of the hyperbola with the boundary of R, which consists in two
points. We have to consider separately four cases. In the following table, we give for
each of them the values of the minimum, followed by the two points of intersection :

p(¢—k+1) obtained in (1, k) or (k, 1), 1<k <gq

—k i in (& p+1

min F'(s,t) = p ‘1+1 obtained 1n(q,q) or (k,1), q<k<qq+1a

A g(p—k+1) obtained in (£,q)or (k,1),  ¢%4 <k <p;
q—%—i—l obtained in (%,q) or (p7§)7 p <k <pq.

pt1

Remark that the minimum is obtained at exactly one point, except when k = ¢ o

We give the value of the other point because it will play a role later on.

Let us now consider the minimum on the integer values for s and ¢, that is, 0(k, G) =
minannxyy F(s,t). When the minimum on the whole A is obtained for integer values
of s and ¢, it is also the minimum on A N (N x N). This allows to conclude for the first
and the third case.

Let us concentrate on the second case, for which the minimum on A is obtained
at (%,q). It coincides with the minimum on A N (N x N) when is a multiple of ¢. It
remains for this second case to consider values of £ such that & is not a multiple of ¢,
with k < 4T p“ . Then the minimum on A is not an integer and cannot be attained on
AN (N x N) So the minimum on A N (N x N) is at most the smallest integer that is
larger than mina F'(s,t), that is, p — [g] + 1. It remains to see that this value is really
attained, which is the case at the point ([g], q). So 0(k,G) =p— [g] + 1.

The same argument allows to conclude for the fourth case as well.

Before going on we try to answer the following question. Is there uniqueness of the
couple of integers (s, t) for which the minimum is obtained 7 Again, it is easy to answer
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when the minimum of F' over A N (N x N) coincides with the minimum over all A :

there is uniqueness, except when k£ = qu This answers positively the question in the

first and the third case except when k: = qpﬁ, for which the minimum is obtained

twice. It also answers the question in the second case when k is a multiple of ¢ and in
the fourth case when k is a multiple of p. The following lemma concerns the second
case.

Lemma 7.3.2.
When q < k < q JZE, the minimum of F on AN(NxN) is obtained at one point exactly
except for p+1=q mod g+ 1, when k = q [zii] +q—1, where it is obtained in ([g}, q)

and (k,1). In this particular case, there are equality cases of the form f & dz,(- —b),
with b € Zy and f € L(Z,) such that |supp (f)| =k and |supp (f)| =p — k + 1.

Proof. The minimum p — [%] + 1 is obtained at only one point (s,t) on the line ¢ = ¢.
We want to know whether this value is obtained by F'(s,t) at another point (s,t) €
AN (N xN) with 1 <t < ¢g— 1. For real values of (s,t), the minimum on this new
region is obtained for the same reasons as before at one of the two points where the
hyperbola meets the lines ¢t = 1 and ¢t = ¢ — 1. The minimum is attained at the point
(k,1)ifglp—k+1)=p— [%] + 1. If we write k = ¢j + r, with r < ¢, it means that
qr = (¢—1)(p—(¢+1)j+1), which implies that r = ¢—1. Moreover p+1 = (¢+1)j+gq,

sothat p+1=gmod g+ 1, and j = [Zﬁ]

To conclude, we have to prove that the value of F at ( %=,q—1), that is 2(p——+1)
is larger than p — H + 1. If it was not, we would have that 2(p — qu +1)<p-— 3 +2,

which is not satisfied for k£ < ¢ pH
Finally, it is easy to see that functions [ ® 0z,(- — b) are equality cases. O

The same kind of proof allows us to find all integer values (s,t) where the minimum
is achieved when k& > p. They are given as follows : let k = jp+r, with 1 <r <p-—1.
We then have that (k,G) =q—j+1=ab, withp+1—s=aand g+1—1t=0».
Moreover, we have st < kp < (j + 1)p, that is,

(p+1—a)(g+1—0)<plqg+2—ab).

This implies that a < 1+ (p+1)+r1 so that either a = 1, or (p+1)b < g+ 1+ p, which

can only happen when b = 1. The case a = 1 corresponds to the couple (p, [f])) where
we already know that the minimum is attained, while the case b = 1 corresponds to
the couple ([g], q). So either the minimum is obtained at only one point or it is also
obtained at exactly two points. We finally find that it is also obtained at the second
point ([g], q) if and only if (p — q)(¢ — j) < r. We can state the next lemma.
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Lemma 7.3.3.

Let k = gp+r, withl1 <3< q—1and 0 <r < p—1. Then the minimum is also
obtained at another value if and only if (p — q)(q — 7) < r. In this case, this second
couple for which the minimum is obtained is ([S], q). For k = lq, then the minimum is
obtained at (1,q) if and only if (p — 1)(p — q) < p. In this case, there are equality cases
of the form f® x, with x a character of Z, and f € L(Z,) such that |supp (f)| =1 and

~

supp (f)| =p—1+1.

Proof. Tt follows from the last computations and from direct computations. Remark
that we do not know whether the equality cases that we have described are the only
ones when k = lq. O

]

We restrict the values of k£ in the next proposition. We call 91 the set of 1 < k£ <
pq — 1 such that 0(k,G) < 6(k — 1,G). We know that for £ € 9 there are equality
cases. We give their complete description.

Proposition 7.3.4.
Let G =7, x Zq, with p and q prime numbers such that 1 < g < p. Then we have the
following. They can be described as follows.

1. All k < q belong to M. The equality cases are of the form 0z,(- —a) ® f, with

-~

a € Z, and f € L(Z,) such that |supp (f)| = k and |supp (f)| = ¢ —k+ 1.
2. All k such that ¢ < k < qf’q% belong to M if and only if k a multiple of q.
If k = qr, equality cases are of the form f ® x, with x a character of Z, and

~

f € L(Z,) such that |supp (f)| =r and |supp (f)| =p—1r + 1.

3. All k such that q% < k < p belong to M. Equality cases are of the form

J®0z,(-=b), withb € Zq and f € L(Zy,) such that |supp (f)| = k and |supp (f)| =
p—Fk-+1.

4. All p < k < qp belong to M if and only k is a multiple of p. For k = pr, equality
cases are of the form x ® f, with x a character of Z, and f € L(Z,) such that

~

supp (f)| = r and |supp (f)| =q—r+1.
9. When % = r 1s an integer and k = rq, equality cases are of one of the two
following forms : either f ® x, with x a character of Z, and f € L(Z,) such that

~

supp (f)| = 7 and |supp (f)| = p—r+1, or f ® 0z, (- — b), with b € Zg and

~

f € L(Z,) such that |supp (f)| = k and |supp ()| =p — k + 1.

Proof. There is only one couple (s, t) for which the minimum value is obtained when k €

N, except when k = q%. So Proposition 7.2.6 allows to conclude for the description

of equality cases, except for the case (5), which we now consider.
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Assume now that r = g% is an integer. Let f be an equality case for (qr,G). We

want to prove that f is of one of the forms given in the statement of the theorem. We
use the notations of the proof of Proposition 7.2.6 and define S, T, S, T as before.

The two possibilities for (s,t), which give the minimum, are (1, ¢r) and (¢, 7). So s
is 1 or g, and tis r or gr. If s = 1, it means that S is reduced to one point and f may
be written as the tensor product of a Dirac mass on Z, and a function on Z,, from
which we conclude directly. If ¢ = r, then s = ¢ and S is reduced to one point since
6(q,Z,) = 1. So f is the tensor product of a Dirac mass on Z, and a function on Z,.
This implies that f is the tensor product of a character of Z, and a function on Z,.

It remains to prove that there is no other case, that is, no nonzero function f such
that |S| = |S| = ¢, while |T'| = |T| = ¢r, with |supp (f)| = [supp (f)| = ¢r. Assume
that f is such a function, which may be written as

x,y) = Z oz,(x — ) fi(v),

J€Lq

with the functions f; having disjoint supports of cardinality . We identify Z, with
{0,1,...¢ — 1} and call T} the support of f;, for j =0,1,...¢ — 1. By assumption, we

can also write
n) = Z5Zq(f —Dai(n).

=

The support of g;, which we call YA}, is also of cardinality r and T is the disjoint union
of sets 7;. We note 7" = Z, \T and T’—Z \T

Let us first prove that all f] s vanish on 7". Take one of the r — 1 points in T’ say
k. Then, we have

~ _2migl o~
FUk)y=> e fi(k)=0
J
for [ =0,...,q— 1. This implies that each coefficient f](k) is 0.
Next we consider k € Tlo. We have the ¢ — 1 equations, written for # [

27rZJl/\
Ee « fj(k) =0,

which may be interpreted as the fact that the vector (J?]( ))q:é is orthogonal to the
q—1 vectors (e a )?_07 with [ # ly. So it is colinear to the missing vector in the Fourier

basis of Z,. Namely,

2#2][0 ~

fo(k) for keT,. (7.3.11)

fik) =
So, for k € YA}, we have that



In particular, because of (7.3.11), for j =0,1,...,¢ — 1 we have
go(k) = af;(k) for ke Ty

These properties will be sufficient to find a contradiction. Let us note U; the isomor-

phism from L(7Tj) to L(T}) whose matrix is given by the matrix <ei e . Then

>jeﬁ,keTo
g1, which identifies with a function on 7}, is given by qU, fo (identified with a function
on Tp). Similarly, if V} is the isomorphism from L(7}) to L(T) whose matrix is given

by the matrix (e_zigkl , then go = ¢V} f;.

)kefO,leTj

Because of Plancherel’s Formula, we can exchange the role of G and G and take
conjugate Fourier transforms to obtain functions f; from the functions g, taking into
account the Plancherel constant, which is equal to pg. The role of Uy is played by U,
while the role of Vj is played by U;. We get

pafo = qUsg0 = U Us fo,

pafo=qUi g = ¢°U; Ui fo.
Let us finally call W the operator from L(Tp) to L(T") whose matrix is given by the

ikl ~
matrix (6_27 . Since fy has null coefficients on 77, we have W*W fy = 0. As

)ke?’,leTD
a consequence we have

q—1
pfo=4¢ (Z Ul + W*W> fo.

=0

We get a contradiction, since we assumed ¢ > 1 and fy nonzero, by proving that
?:_01 UrU, + W*W = p Id. But the (k, k) coefficient of the corresponding matrix is

> e_%kle%%ﬁl, where the sum is taken on each YA} separately, then on [, then on T
Finally the sum is taken over 0,1,...,p — 1. So it vanishes unless k& = £/, for which it
is equal to p.

This finishes the proof of (5), and the proof of the proposition. ]

Remark 7.3.5.

We restricted to values of k in M for simplicity, but we can conclude for other values.
Indeed, for all other values of k < pq—1 for which the minimum is obtained at only one
point, there is no equality case. These values of k are described in Lemmas 7.3.2 and
7.3.3. For other values of k there may be equality cases as described in these lemmas.
We do not know whether they are the only ones.
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7.4 The case of groups Z, x Z,, with p prime
The formula for Meshulam’s Function is also given in [21].

Proposition 7.4.1.
Let G = Z}%, with p a prime number. Then

0k, G) plp—k+1), 1<k<p;
’ p—[E+1, p<k<p®

The proof is the same as for Proposition 7.3.1. Remark that now there is never
uniqueness for the minimum. For k < p it is obtained for both couples (1, %) and (k,1)
(and only there), while, for £ > p it is obtained for (p, [%]) and ([g],p). The same
proof as for Lemma 7.3.3 allows us to prove that there is no other couple for which the
minimum is attained.

To describe equality cases, we will use the fact that ZZ% is a vector space of dimension
2 over the field Z,. The main difference with the previous case is the fact that there
are many proper subgroups of size p, namely all subgroups generated by one element
m = (my,mg), which we write G,,. Let us define a scalar product on Z2 by (z,§) :=
x1§1 + 22€2. Remark that it is not definite positive if and only if —1 is a square in Z,,
that is, —1 = m3 (so, in particular, when p = 17). In this case there are two isotropic
directions, given by the vectors (1, my). For this scalar product, the orthogonal of G,,
is G, with m = (m24+m3) = (mg, —m;y) for m3+m3 # 0, while m = m for m?+m3 = 0.

For m?+mj # 0, then Z2 can also be written as Gy, X G. Moreover, let us consider
the linear transformation A(m), given for m € Z, x Z, by the invertible matrix (that

we still note A(m))
my —m
A(m) = ( m; m12 ) .

M > Moreover A(m)A(m)* = (m? + m3)I, and

—ma Ty

Then A(m)” = (

(A(m)z, A(m)€) = (m] +m3)(z, £).

It follows in particular that the function g(z) := f(A(m)~'x), which is the image of f
under the action of A(m), has Fourier transform g(§) = f(A(m)*&'). Transformations
A(m) preserve the size of the support and the spectrum of a function, so that the sets
E(k,l) and Ey(k,1) are invariant through the action of A(m).

Here is simple way to describe all equality cases, which do not distinguish between
the values of m. Let us first consider k£ < p. For each subgroup G,,, the following lemma
describes equality cases supported by G,,.
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Lemma 7.4.2.

Let f be a function supported in G,, and k < p. Then f is an equality case for
(k,Z, x Z,) if and only if the function h defined on Z, by f(jm) = h(j) for j € G,, is
an equality case for (k,Z,).

Proof. 1t is easily seen that the Fourier transform of f is constant on cosets modulo the
orthogonal of G,,,. Assume that G,, is not generated by (1,0) (which we can always do
by exchanging the coordinates if necessary). Then the restriction of J?to the subgroup
generated by (1,0) is given by f(k, 0) = ?L(mlk). This allows to conclude. O

Remark that, for mi 4+m3 # 0, then f is the image through A(m) of h® dz,. Other
equality cases are given by their translates.

If k£ is a multiple of p, then equality cases are obtained by exchanging the role of f
and its Fourier transform. We claim that there are no other equality cases.

We can now state the theorem. As in the previous case, we have already considered
the value £ = |G| — 1 in Proposition 7.2.3.

Theorem 7.4.3.
Let G = ZZQ), with p a prime number. There are equality cases if and only if 0(k,G) <
O(k —1,G). They can be described as follows.

1. For all k < p, equality cases are supported by a translate of some subgroup G,,,
where they are given by an equality case for Z,. In particular, when m? +m3 # 0,
they are transforms under the transformation A(m) of a function of the form

~

[®0z,(-—a), witha € Z, and f € L(Z,) such that |supp (f)| = k and |supp (f)| =
p—Fk-+1.

2. For all p < k < p*—1, there are equality cases if and only k is divisible by p. For
k = pr, their Fourier transforms are equality cases for p —r + 1.

Proof. We have seen that the functions given in the statement are equality cases. Let
us prove that they are the only ones, assuming first that £ < p. We consider an equality
case f. Without loss of generality we can assume that f(0) # 0. We conclude by Lemma
7.4.2 once we have proved that f is supported by some subgroup G,,. We define T as
before, as the projection on the second factor of the support of f. Using the same proof
as in Proposition 7.2.6, we see that |T| take the values 1 or k. If |T'| = 1, we recognize
directly a function of the required form, which is supported by the subgroup G,, with
m = (1,0). Assume that |T'| = k. Since |supp (f)| = k, it means that supp (f) has no
other point than 0 in Z, x {0}. By invariance, the property that the support of the
function has no other point than 0 in Z, x {0} is also satisfied by all transforms of f
through some A(m), with m? 4+ m3 # 0. The next lemma allows to conclude.

Lemma 7.4.4.
Let E C Z, X Zy, such that |E| = k < p and 0 € E. We assume that the projection
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onto Zx{0} of E and all its transforms by A(m), with m? +m3 # 0, have cardinality
1 or k. Then E s contained in some G,,.

Proof. In particular E is such that, for each m such that m? + m32 # 0, either F is
contained in G,,, or E has no other point than 0 in G,,,. We conclude directly if there
are no isotropic directions. Let us now assume that there exists two isotropic directions,
(1, £my). If E has no other point in G, than 0 for all m such that m?+m3 # 0, then E
is contained in the union of G(1 ) and G(1,—m,). We want to prove that E' is contained
either in G'(1 ) or in G(1,—m,)- If it was not the case, that is, if there existed in E two
points (1, mgly) and (I3, —mgly) with {1 and [y nonzero, then these two points would
project on the same one when taking the parallel projection with respect to a non
isotropic direction (I; — la, mo(l1 + 12)). By using some transformation A(m), we could
as well assume that this is the direction (1,0). We get a contradiction, since this would
imply that the cardinality of the projection of E lies between 2 and k — 1. ]

Let us now consider p < k < p?. For k = pr, the equality cases are deduced from
the ones of p—r+1 by taking Fourier transforms, and we recognize the functions given
in the statement of the theorem. It remains to prove that there are no equality cases
when k cannot be divided by p. Let us assume that pr < k < p(r + 1) and f is an
equality case for k. Then, proceeding as in Proposition 7.2.6 and defining T as before,
we know that |T\| takes the values 1 or p — r + 1. This is also valid for the supports of
transforms of fthrough all transformations A(m) with m? 4+ m3 # 0. So the support
of fsitisﬁes the assumptions of Lemma 7.4.4, with p —r + 1 in place of k. This implies
that f is supported in some G,,. The support of its Fourier transform, and f as well,
have a cardinality that is a multiple of p. This proves that k is a multiple of p. ]

7.5 The case of groups Z,, with p prime

As remarked in [21], the functions 6(k,Z,) and 0(k,Z:) are identical (and equal
to the function u(k, G)). We will see that the values of f for which there are identity
cases are the same except for p? — 1, for which, by Remark 7.2.4, there are no equality
cases for Z]% while there are equality cases for Z,:.

Let us note H the subgroup {pj;j =0,1,...,p — 1}, which identifies with Z,. For
k = p?—1, by Remark 7.2.4 the Fourier transforms of the equality cases are of the form
ax(d; — 6y), with a a constant, x a character and x,y two points such that z —y ¢ H.

We will assume, from now on, that k& < p> — 1. We have the following theorem.

Theorem 7.5.1.
Let G = Z,2, with p a prime number. Then
plp—k+1), 1<k<p

0(k,G) =
(k,G) p—El+1, p<k<p’
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Moreover there are equality cases if and only if 0(k,G) < 0(k—1,G) or k = p* —1.
They can be described as follows.

1. For all k < p, equality cases are of the form
f(p$+$,):g($)6a+H(.fL’/), ﬂf,I/:O,...,p—l,

with g € L(Z,) such that |supp (9)| = k and |supp ()| =p — k + 1, and a taking
one of the values 0,...,p — 1.

2. For allp < k < p?—1, there are equality cases if and only k is divisible by p. For
k = pr, equality cases are of the form

flpx +2') = x(x)g(z"), =z,2'=0,...,p—1,

with x a character of Z,, and g € L(Z,) such that |supp (g)| = r and |supp (g)| =
p—r+1.

Proof. Even if not stated in the same way, most of this theorem is practically proved in
[20] (and even its analog for any arbitrary power of p) but using a different vocabulary,
with decomposition of Fourier matrices that are not simple to follow from a group point
of view. So we give the complete proof in our vocabulary.

As for products of groups, the computation of 6 is given by Meshulam in [62]. We
nevertheless give the whole proof, which we will use again for equality cases. For f a
nonzero function such that |supp (f)| < k, one defines s et ¢, with ¢ the number of
m = 0,...,p— 1 such that f,,(x) = f(m + px) is not identically 0 on Z, and s the
minimum of [supp (f,,)|, so that st < k. It is then proved that

~

supp (f)| > 0(s,Z,)0(t,Z,) = (p+1—=s)(p+1-1),

so that
0k, G) > min{(p—s+1)(p—t+1); st <k;1 < s,t<p}

In the right hand side we recognize the same expression as in the product case. So
the minimum is obtained for (1,%) or (k,1) when k£ < p (resp. (p,r) or (r,p) when
rp <k < (r+1)p, withr=1,...,p—1). It is easy to see that the functions given in
the statement of the theorem give the equality. This gives the value of the function 6.

It remains to prove that there are no other equality cases. Let us first assume that
k < p. Let f be an equality case. By invariance by translation, we can assume that
f(0) # 0 (so that a will be 0). We define s and t as before. If t = 1, we conclude
directly that the support of f is contained in one coset a + H, and a = 0 since the
coset contains 0. We claim that in this case f is of the form given in the theorem : the
function g on Z,, is such that f(pj) = g(j), so that |supp (¢g)| = k. If we note also g the

Fourier transform on Z,, then the Fourier transform of f is given by f(p + 1) =g(n)

~

for all £ € {0,1,...,p— 1}, which gives that |supp (f)| = p(p — k + 1) = p|supp (9)|.
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So it remains to prove that there is no possible equality case f for which ¢t =k > 1.
If it was the case, since the support of f has cardinality &, then each nonzero f,, is a
Dirac mass, so that

k
f = E aj(;mj+pm;_.
i=1

We conclude directly from the following lemma.

Lemma 7.5.2.
For k > 2 let f be a nonzero function that may be written as

k
J=1

with m; taking k different values between 0 and p — 1 and m/; integers between 0 and

p — 1. Then its spectrum has size at least p(p — k + 2), unless k = 2 and f vanishes
exactly at one point.

Proof. From the expression

R k . (m_7'+pm;)y
Fly) = a7,
j=1
we see that for each fixed y' ¢ H, the function defined on Z, by y" — f(y’ + py”)
has its support of cardinality > p + 1 — k& by Theorem 7.1.3. Assume that f takes
p(p+ 1 — k) + j nonzero values on Z,, with 0 < j < p — 1. So at least one of the p

~

functions y” — f(y' + py”) has its support of size p+ 1 — k and at least one of the other
ones has support of size less than p, unless £ = 2 and j = p— 1. From now on we assume
that we are not in this particular case and want to find a contradiction. By replacing
eventually f by its product with a character, which has the effect to translate its Fourier
transform, we can assume that for y’ = 0 the size is p. By replacing eventually f by
f(xo-) for some xy € Z,, we can assume that for ' = 1 the function y" — f(v' + py”)
vanishes at least at one point. This means that the sequence aq,...,a; is a nonzero
solution of a system of £ equations, whose determinant vanishes. The determinant is

2im
the value at w = e»®* of a polynomial in one variable X with coefficients in Z. If we
expand the determinant along the last row, which comes from the equation relative to
y' =1, it can be written as

k
P = Z X3 Py(XP)XPimay" ),

j=1
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with P;’s cofactors obtained from the k& — 1 first rows. It is easily seen that, up to a
multiplicative constant, each P;(w?) is a (k —1) x (k — 1) determinant extracted from
the Fourier matrix of Z,, so it does not vanish by Chebotarev’s Lemma (see [84]). Since
P(X) has coefficients in Z and vanishes at w, it can be factorized by the polynomial

Q=1+XP+...4 X0 Vp

see for instance [20]. The uniqueness of the writing of P as Z?:o XIR;(XP) allows to
see that each P;(XP?) can also be factorized by the polynomial Q. So it vanishes at w,
which gives a contradiction.

When k£ = 2 and j = p — 1, we conclude by hand. The fact that there exists such
functions f is elementary. Up to a translation we can assume that f = ady + bd, with
x ¢ H. Up to multiplication by a character we can assume that its Fourier transform
vanishes at 0. So a + b = 0. It remains to see that it does not vanish at another point.
This is only possible if zy = 0 in Z,2 for some y # 0, which is excluded by the condition
that = ¢ H. O

We have been able to conclude for the theorem when 1 < k£ < p. It is easy to
conclude for k = pr, with 1 < r < p. Indeed, pr = 0(l,G), so that 6(pr,G) = [ and
equality cases are given by Fourier transforms of equality cases for [. We consider now
values k such that pr < k < pr + p— 1 and still note 6(pr, G) = [. Assume that f is a
nonzero equality case for k. We claim that we are lead to a contradiction if we can say
that the number of nonzero g,, with g = f, is 1 or [. Indeed, we have seen that if it is
1 then the support of f is a multiple of p, which is excluded. If it is [, we use Lemma,
7.5.2 to conclude.

S0 let us prove that the number of nonzero g, is 1 or /. Coming back to Meshulam’s
proof for g, if we define s and ¢ as before, we know that & = |[supp (f)| > (p+ 1 —
s)(p+1—t)and st <. It is easy to see that the two inequalities p(p—I+1)+p—1>
(p+1—3s)(p+1—1t)and st <l imply that (s,t) = (1,1) or (s,t) = (I,1). Recall that
t is the number of nonzero g,’s.

This allows to conclude for the proof of the theorem. O

7.6 Extracted matrices of rank one

Let us prove Theorem 7.1.3. In general, the number of lines is much larger than the
number of columns. It has rank less than k only if there exists some equality case in
E(A, B). Recall that this space is at most of dimension 1 by Lemma 7.2.2. So the rank
of the matrix is at least k — 1. It remains to look at each particular case, corresponding
to one of the equality cases that we have described. It is possible to use a construction
of Delvaux and Van Barel (see |21, Theorem 14]) to conclude from this point. We
choose to give a complete proof for the reader.
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We do it for Z,2, the proof being analogous, but simpler, in the other cases. Assume
first that 1 < k < p. After translation (which gives the same multiplication on each line
of the Fourier matrix, and, so, does not change ranks of extracted matrices), an equality
case has support A of size k in the subgroup H, which gives k columns. Its spectrum is

2iTxy

of the form C'+ H, with C of size p — k4 1. Moreover, for x € H the character e »* is
constant on each coset ¢+ H. So, in the matrix M under consideration, there are only
k — 1 different lines, each of them being repeated p times, which allows to conclude.

Let us now show the construction for Z,» with k¥ = rp and 0(k,G) = p —r + 1.
By eventually performing a translation on the Fourier side, we can assume that the
character is trivial. So A can be written as C'+ H, with C' of size r and the support of
f, say B, is contained in H, and of size p — r 4+ 1. Recall that the matrix M is defined
as a matrix with coefficients in G \ B x A. We decompose this set as follows : we first
consider the r(p — 1) sets (a + H) x (c+ H), for a # 0 and ¢ € C, then the r — 1 sets
{b} x (C + H). It is elementary to see that the corresponding rp — 1 matrices are of
rank one.

The construction given for 1 < k < p works for the other groups under consi-
deration when there is a Dirac mass in the expression of the equality case. For Zg,
transformations A(m) do not change ranks of extracted matrices, which allows also to
conclude when the decomposition of f into a tensor product can only be done after
having used some transformation A(m). The second construction is used when there is
a character in the expression of the equality case.
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On uncertainty principles in the finite
dimensional setting
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Abstract : The aim of this paper is to prove an uncertainty principle
for the representation of a vector in two bases. Our result extends pre-
viously known “qualitative” uncertainty principles into more quantitative
estimates. We then show how to transfer such results to the discrete ver-
sion of the Short Time Fourier Transform.

Keywords : Fourier transform, short-time Fourier transform, uncer-
tainty principle, annihilating pairs.

AMS subject class : 42A68; 42C20.

8.1 Introduction

The aim of this paper is to deal with uncertainty principles in finite dimensional
settings. Usually, an uncertainty principle says that a function and its Fourier transform
can not be both well concentrated. Of course, one needs to give a precise meaning to
“well concentrated” and we refer to [45, 35| for numerous versions of the uncertainty
principle for the Fourier transform in various settings. Our aim here is to present
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results of that flavour for unitary operators on C? and then to apply those results to
the discrete short-time Fourier transform. Let us now be more precise and describe our
main results and the relations with existing literature.

8.1.1 Main results

Before presenting our results, we need some further notation. Let d be an integer
and (2 be C? equipped with its standard norm denoted ||al|,» or simply ||al|, and the
associated scalar product (-,-). More generally, for 0 < p < 400, the P~“norm” is

1/
defined by ||all,, = (Z?;é |aj|p> " Foraset E C {0,...,d — 1} we will write E° for

its complement, |E| for the number of its elements. Further, for a = (ay, . ..,a4_1) € £2,
1

we denote HaHeQ(E) = <EJ.€E |aj]2) °. Finally, the support of a is defined as suppa =
{j : a; # 0} and we set ||a||,0 = [suppal.

Our aim here is to deal with finite dimensional analogues of the uncertainty prin-
ciple. Here, instead of the Fourier transform, we will consider general unitary operators,
(i.e. a change of coordinates from one orthonormal bases to another one), and concen-
tration is measured in the following sense :

Definition.
Let ® = {®;}j—0.. a1 and ¥ = {¥;},_o 41 be two orthonormal bases of (3. Let
S, ¥ CH{0,...,d—1}. Then (S, %) is said to be a

— weak annihilating pair (for those bases) if supp ((a, ®;))o<j<a—1 C S and supp (a, ¥;) C
Y implies that a = 0 ;

— strong annihilating pair (for those bases) if there exists a constant C(S, %) such
that for every a € (3

lalle < CCS, ) (s @)l gse, + 1@ U s (8.1.1)

Of course, any strong annihilating pair is also a weak one. This notion is an adapta-
tion of a similar one for the Fourier transform for which it has been extensively studied.
We refer to [45, 35| for more references. The advantage of the second notion over the
first one is that it states that if the coordinates of a in the basis ® outside S and those
of a in the basis ¥ outside X are small, then «a itself is small.

It follows from a standard compactness argument (that we reproduce after Formula
(8.2.5) below) that, in a finite dimensional setting, both notions are equivalent. Ho-
wever, this argument does not give any information on C(S,X). It is our aim here to
modify an argument from [23| to obtain quantitative information on this constant in
terms of S and Y. More precisely, we will prove the following Uncertainty Principles :

Theorem A.
Let d be an integer. Let ® = {®;};— 41 and ¥V = {W;},— 41 be two orthonormal
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bases of C% and define the coherence of ®, ¥ by M(®,¥) = max [(®;, V). Let

0<jk<d—1
S, % be two subsets of {0, ...,d — 1}. Assume that |S||X| <

a € C?,

1
W. Then for every

1
< . )
||CL||2 — (1 + 1 o M(CD,\I])(|S||E|)1/2) (H<a7q)3>||22(50) + ||<CL, \IJ]>||€2(EC)) .

As a first corollary of this result, we will show that a sequence may not be too
compressive in two different bases (see Corollary 8.2.4 for a precise statement). Further,
we show in Proposition 8.2.7 that, if M(®,¥) = d~'/2 (in which case, the bases are
said to be unbiased), then any set 3 that is not too large is a member of a strong
annihilating pair. More precisely, if |X| < d — v/240d, there exists a set S such that

,S‘Z(d_—w

Let us stress that all results mentioned so far apply to the discrete Fourier transform
Fq4 which may be seen as the unitary operator that changes the standard basis A =

and (S,3) is a strong annihilating pair.

U, = Fald;] = d_l/z(l, o ,ezmjk/d7 o ,eQiﬂj(d_l)/d).
Note that these two bases are unbiased.

Finally, we will apply our results to the discrete short-time Fourier transform. Let
us describe these results in a slightly simplified setting. First, for d an integer, we will
consider elements of (3 as d-periodic functions on {0,...,d — 1}. For f,g € (% the
short-time (or windowed) Fourier transform of f with window ¢ is then defined for
J,ke{0,...,d—1} by

IS

-1
F(Og(f — j)e*mi/e.

0

Note that, if we write 7;9(¢) = g(¢ — j), then V, f(j, k) = Fa[f 7;9](k), so the windowed
Fourier transform can be seen as the Fourier transform of f seen through a sliding
window g. We refer to e.g. [49, 48, 57| for various applications of the discrete short-
time Fourier transform in signal processing. Our aim is to show that this transform
satisfies an uncertainty principle :

Theorem B.
Let 3 be a subset of {0,...,d — 1}* with || < d and g € (% with ||g||, = 1. Then for
every f € (2,

Vo (G, k) =

Sl -
)

o~

I

1/2

2v/2

— Vo f(4,k)|?

(4.
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Following [57], the definition of the windowed Fourier transform will be extended
to the setting of finite Abelian groups. We will prove an analogue of the above theorem
in that general setting.

8.1.2 Comparison with existing results

The two uncertainty principles given in Theorems A and B are quantitative impro-
vements of known results.

First, uncertainty principles for the discrete Fourier transform F; are known for
some time. To our knowledge, the first occurrence of such a result is due to Matolcsi-
Szucs [61] and was rediscovered by Donoho-Stark [23]. More precisely, if one considers
F4 as the change of coordinate operator from the standard basis to the Fourier basis
then Theorem A reads as follows : if |S||3| < d then

1

In particular, if a is supported in S and Fy[a] is supported in X, then a = 0, which is
the result proved in |61, 23].

This result may also be seen as a discrete counterpart of an uncertainty principle
for the continuous Fourier transform on L?*(R™) originally proved by F. Nazarov for
n = 1 [65] and the second author for arbitrary dimension [50]. This was one of the
motivations in writing this paper.

At this stage, we would also like to mention that T. Tao [84] proved that, if the
dimension d is a prime number, and if |S|+ |X| < d, than (S, ) is an annihilating pair.
Unfortunately, Tao’s proof does not give any information on the constant C'(S, ), and
our method of proof does not recover his result neither. For sake of completeness, we
would like to mention the work of Meshulam [62] and Delvaux-Van Barel [20, 21| that
pursue Tao’s work.

Further, Donoho-Huo [25] considered other particular pairs of bases. For the general
case of two arbitrary bases, Theorem 8.2.3 gives a quantitative version of a result of
Elad-Bruckstein [33]. Note that Elad-Bruckstein’s result was extended to more than
two bases by Gribonval-Nielsen [42]. Note also that [25, 33, 42| further deal with the
problem of recovering a vector that is sparse (i.e. with small support) in one basis from
knowledge of a small number of its coordinates in an other basis via ¢!-minimization,
an issue we do not tackle here.

Next, if the sets S, are chosen randomly, then one may improve the result in
Theorem A. This was done for the discrete Fourier transform by Candés-Tao and
almost simultaneously by Rudelson-Vershynin [78] who obtained a slightly better result
that also applies to unbiased bases. As we will use it for the discrete short-time Fourier
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transform, we will reproduce the result in Theorem 8.2.5. Further results of probabilistic
nature may be found in the work of Tropp [87, 86].

Finally, the uncertainty principle for the short-time Fourier transform that we prove
here is a quantitative strengthening of the main result of Krahmer, Pfander, Rashkov
|57|. Tts proof is an adaptation of a method that was originally developed in |52, 54| and
improved in [24, 43] in the continuous setting. More precisely, we first prove that the
discrete Fourier transform of the product of two short-time Fourier transforms is again
a product of short-time Fourier transforms (Lemma 8.3.1). This allows us to prove a
transfer principle from strong annihilating pairs for the discrete Fourier transform into
a similar result for its short-time version (Lemma 8.3.2). From this, we deduce Theorem
B (in a more general version, Corollary 8.3.3) as well as a “probabilistic improvement”
(Corollary 8.3.4).

8.1.3 Link with compressive sensing

Although our results do not apply directly to the blooming subject of compressed
sensing, this subject was one of the motivations of our research. Let us recall that
the Uniform Uncertainty Principle was introduced by E. Candés and T. Tao in their
seminal series of papers [12, 13, 14, 16].

Definition.

Let T : (3 — (% be a unitary operator. Let s < d be an integer and Q C {0,...,d —
1}. Then (T,€,s) is said to have the Uniform Uncertainty Principle (also called the
Restricted Isometry Property) if there exists d; € (0,1) such that, for every S C
{0,...,d — 1} with |S| = s and for every a € (% with suppa C S

Q Q
(1= 50 al < 17al gy < (14 )5 (3.1.3)

We will call §; the Restricted Isometry Constant of (T',€2, s).

The purpose of this property was to show that, one may recover a from the know-
ledge of PoTa (where Py is the projection onto the coordinates in €2), under the res-
triction of a to be sufficiently sparse, that is [supp a| to be sufficiently small. Moreover,
if 8, is sufficiently small, @ may be reconstructed by an ¢!-minimization program (see
the paper of Candés [11] and Foucard-Lai [36] for the best results to date).

Let us now mention how the Uniform Uncertainty Principle (UUP) is linked to the
notion of annihilating pairs. If (7, €2, s) has the UUP with constant d, then for every S
of cardinality s, (5,€°) is an annihilating pair for the standard basis A = {J, }o<j<a—1
and the orthonormal basis TA = {T'§; }o<j<a—1. More precisely, a standard computation
(see (8.2.7) where we reproduce the simple argument) shows that

d
lall, < <1+ m) (lall ey + 1Tall () -
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Conversely, assume that ¥ is such that, for every S such that |S| = s, (S, X) is a strong
annihilating pair for A and TA. Let C(X) = supg_, C(S, %), then (T, X, s) satisfies
1

the Uniform Uncertainty Principle with s =1 — co i |nd

8.1.4 Outline of the paper

This article is organized as follows : in the next section, we prove results about strong
annihilating pairs for a change of basis. The following section deals with applications
to the short-time Fourier transform. We devote the last section to a short conclusion.

8.2 The Uncertainty Principle for expansions in two
bases.

8.2.1 Further notations on Hilbert spaces

Let ® = {®;};—0. 41 be a basis of C? that is normalized i.e. |®;||2 = 1 for all j. If

d—1
a € C4, then we may write a = Z a;®;. We will denote by [|al|pq) = [[(ao, -, aa—1) |
i=0
and suppg a = {i : a; # 0}. We also define ||a|[;2(g z) in the obvious way when E is a
subset of {0,...,d —1}. When no confusion can arise, we simply write [|a[|,z g)-

Next, we will denote by ®* = {®}};—o . 41 the dual basis ' of ®. More precisely,
®* is the basis defined by (®;, ®f) = §;, where §; is the Kronecker symbol, §;, =
{0 if j £ k

o . Every a € C? can then be written as
1 ifj=k

9

-1
a=Y (a,®)®;.

J

I
o

Moreover, there exist two positive numbers a(®) and 5(®), called the lower and upper
Riesz bounds of ® such that

1/2
®)llallz < (Z|a‘1’ ) < B(®)|lalla- (8.2.4)

1. We would like to point the reader’s attention to the notation adopted here and that is standard
in linear algebra. The vectors ®; may be seen as the row (or column) vector of its coordinates in the
standard basis. Then ®7 may be seen as the transposed-conjugate of ®; if the basis ®; is orthonormal.
In general, this is not the case.
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Note that, if we take a = @y, we obtain a(®) < 1 < 3(®). Moreover, a(P) = 5(P) =1
if and only if ® is orthonormal.
If ® and ¥ are two normalized bases of C?, we will define their coherence by

1
Obviously M (P, V) <1 and, if & and ¥ are orthonormal bases, then M (P, V) > ﬁ

If M(®,V) = \/LE’ then ® and VU are said to be unbiased. A typical example of a pair
of unbiased bases is the standard basis and the Fourier basis of C?, see Section 8.3.1.

Let us recall that the Hilbert-Schmidt norm of a linear operator is the ¢2 norm of
its matrix in an orthonormal basis  :

Ul gs = (Z_: |<U(I)i7q)j>|2> .

i.j=0

As is well known, this definition does not depend on the orthonormal basis and it
controls the norm of U as a linear operator (3 — (3 :

U = max Uall, < ||U .
Ul 2= max [Ualls < Ul

8.2.2 The strong version of Elad and Bruckstein’s Uncertainty
Principle.

Let us start by giving a simple proof of a result of Elad and Bruckstein [33].

Lemma 8.2.1.
Let ® and VU be two normalized bases of CL. Then for every a € C4\ {0},

1

5
(@, v), L8 (@, w)})

||aHeO(<1>)||a||zO(\If) >
(min{

In particular,

»

«

—~

2
||a||£0 ) T ”aHgo o) = .
w ) min{%M(@,\D*),%M(@*,\D)}
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Proof. As the arithmetic mean dominates the geometric mean, the second statement
immediately follows from the first one. The proof mimics the proof given in [84] for the
Fourier basis. For a #0 and j =0,...,d — 1,

d—1 d—1
(a7 = o)t < (s, 100 2)]) 3 0.0
k=0 r k=0
d—1 1/2
< M(®,U")[suppg al'/? (ZK@@DV)
k=0
< B@)M(®, U)|[all il llalle
5(®) v
< 2 M(®, ) ||al|p o)
< 2w vttty (3 o0
B(®) 1/2 1/2 .
< —= .
< Q(W)M@ ) lall o llall o k:{){}?}f§71|<aa%>|
It follows that )
B(2) o)
ol llallo = (2@, )
Exchanging the roles of ® and ¥, we obtain the result. [

Remark 8.2.2. Let ® and U be two unbiased orthonormal bases. The lemma then
reads |suppg al|suppy a| > d. We can thus reformulate the lemma as follows : if S and
Y are two subsets of {1,...,d} with |S||X| < d, and if suppga C S and suppya C 3
then a = 0.

We will now switch to strong annihilating pairs. First, note that if (S,X) is a weak

annihilating pair, then it is also a strong annihilating pair, i.e. there exists a constant
C =C(S,%,®,¥) such that, for every a € C¢,

lallz < € (llallews + lallewss )- (8.2.5)

Indeed, C' = D' where D is the minimum of |lal|e@ sc) + |lallew e over a € S,
the unit sphere of C%. This minimum is reached in some ay € S%~! and is thus non-zero
since (S,%) is a weak annihilating pair. However, this does not allow to obtain an
estimate on the constant C'. This will be overcome in the next theorem, Theorem A
from the introduction.

Theorem 8.2.3.
Let d be an integer. Let ® and ¥ be two orthonormal bases of C? and S,% be two
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subsets of {0,...,d — 1}. Assume that |S||X| < . Then for every a € C¢,

1
M(®,)?

1
||CLH2 S (1 + 1— M(@,\P)OSHEDl/Q) (HaHZQ(@,SC) + ||a||€2(\11,20)> :

Remark.
For comparison with the previous lemma, recall that as &, ¥ are orthonormal they are
equal to their dual bases and that their lower and upper Riesz bounds are 1.

Proof. The proof we present here is in the spirit of [45] and is also inspired by [23].
Let U be the change of basis from ¥ to ®, that is the linear operator defined by
U¥; = ®;. We will still denote by U its matrix in the basis ®;, so that U = [U; ;]1<i j<d
is given by U, ; = (®;, ;). As U is unitary, U*®; = U,.
For a set £/ C {1,...,d} let Pp be the projection Pra = ). 5 (a, ®;)®;. A direct

computation then shows that [|a||pg gy = || Pseall> while
1/2 1/2
oo = (Tlww) = (Sierror)
j€E jEE
1/2 B 1/2

- (Swmear) - (Sirenr)

jEE =1
= [|PrUall.

Assume first that a € C? is such that suppg a C S. Then
| PeUallz = |PsUPsalls < ||[PeUPs|l oy ellall 2.5
It follows that
lallpwsey = [[PeeUalle = [[Ually = |[PsUallz = [lalls = [PsUPs| oz llall 2 o,5)
= (1= IRUPsl e ) Nl o) (8.2.6)

The last equality comes from the assumption suppgx C S which implies ||a|lz =
||a||e2(q>,5)'

Note that, if we are able to prove that ||PxUPs||,2_,,» < 1, then this inequality
implies that (S, ) is an annihilating pair. The following computation allows to estimate
the constant C'(S,X) appearing in the definition of a strong annihilating pair : write

1
D= (1 - HPEUPSHEWQ) then for a € CY,

lallz = [|Psa+ Pscalls < |[Psallz + || Pseallz < D||PseUPsallz + || Pseal|»
= DHPEcU(CL—PscCL)HQ—F HPScCLHQ
S DHPEcUCZHQ—{—DHUPScCLHQ—I— ||P5ca||2 (827)
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since || Psex

lo < ||z]|2 for every # € CL Now, as U is unitary, we get

lallz < D||PecUallz + (1 + D) || Pseall»

which immediately gives an estimate of the desired form with

It remains to give an upper bound on ||PsU Ps|| 2

C(5,%,8,9) =1+ (1= [RUPs| )

-0

d d 1/2
[ PeUPslye < ”PEUPSHHS:<ZZ|<®i7PEUPS(I)j>|2>

i=1 j=1
1/2
- (Zxmwer)
i€y jes
< M(®,0)(|S|[z])'? (8.2.8)
which completes the proof of the theorem. ]

Remark.

A similar result can be obtained for more general bases. Let us outline the proof of
such a result : let ®, ¥ be two bases of C? and S, Y two subsets of {0,...,d — 1} such
that |S||X|3(®)>M (@, ¥*)? < a(¥)2. The following computation replaces (8.2.6) and
(8.2.8) :if supp ga C 5,

>, o)

JEX

But then

JjED

< [SE[M (@, 1) [{a, B;)
keS

< [S]IS[M (@, ¥*)*B(P)*|lal*.

Z <av (I)Z;><(I)ka

kesS

<z(z|a¢* )(D@k, ]>|)

j€X \keS keS

d—
lalfor ey = Zl<a VO = e, U5)
Jj=

JEX

> (a()? — [S|IIM (@, ¥*)25(2)%) [lal” (8.2.9)

It then remains to mimic the computation in (8.2.7) to obtain the result : write (8.2.9)
as [[al| < Dllall,2(y se) if supp ga C S (note that the hypothesis on S, ¥ is equivalent to
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D > 0). Now, if a € C%, write a = ag + agc where supp gag C S and supp gage C S°.
Then

lasllz + llasel2 < Dllas||ew,ze) + [lase|l2
Dllallewse) + Dlase||e2wse) + llase|l2 < Dllallewse + (1 4+ DB(Y)) [lase |

1+ Dp() 1+ DB(V)
D 2 c I — 2 c < —_— 2 c 2 c .
lallew,se) + (@) lalle@,se) < (@) (llallew,se + lalle@,se)

lally

IA A

IA

Of course, we may exchange the roles of ® and ¥ in these computations.

In order to illustrate our main theorem, let us show that a vector can not be too
compressible in two different bases. First, let us recall the definition.
Definition.
Let C > 0 and a > 1/2. We will say that a € C? is (C, a)-compressible in the basis
¢ if, for j = 0,...,d — 1, the j—tlébiggest coefficient |(a,®)|*(j) of a in the basis ®
satisfies |{a, ®)|*(7) < V2« 1(]' e l|all.

We will restrict our statement to a simple enough case, the proof being easy to
adapt to more general settings :

Corollary 8.2.4.
Let ® and U be two unbiased orthonormal bases of C%. Let d > 4, C > 0 and a > 1/2

([Vd] — 1)z
4/d

only vector a that is (C, a)-compressible in both bases is 0.

be such that C < (where [x] is the largest integer less than x). Then the

Proof. Let a # 0 and assume that a is (C, a)-compressible in both bases. Without loss
of generality, we may assume that [ja|s = 1.

Let 0 = 04 be a permutation such that <|(a, CDU(]-)>|> is non-increasing. For
0<j<d-1

k=1,...,ddefine S, = {05(0),...,06(k — 1)}, the set of the k biggest coefficients of
a in the basis ®. Then

d—1

||a||32(CI>,Sg) = Z (a, (I)j>|2 = Z |<a7q)0(j)>|2
J¢Sk j=k
d e
90 dx C?
j=k+1 !
It follows that ||a||s2(e,se) < £ In a similar way, we get alleew s < k‘il where Y
2 2

is the set of the k biggest coefficients of a in the basis V.
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Let us now apply Theorem 8.2.3 with S = S, and ¥ = Y. Then as long as k < V/d,

2 2C 1 k 1
1< — X —. In other words, C' > —(1 — —)ka_ﬁ.
]_ — 78 k’afi 4 \/a

Assume now that d > 4 and chose k = [v/d] — 1 so that k < v/d. It follows that

L, Wi -1 o (VA -1
ez (1M a2 O

which completes the proof. O

Remark.

— This corollary may be seen as a discrete analogue of Hardy’s Uncertainty Principle
which states that an L?(R) function and its Fourier transform can not both decrease
too fast (see |35, 45]).

— The above proof also works if the bases are not unbiased, in which case the condition
on C' has to be replaced by

o <52 (Lram) - 1)%1/3

— Let ® be an orthonormal basis of C? and a € C? with ||a|]| = 1 and 0 < p < 2. From
Bienaymé-Chebyshev, we get

ol @)

(I{a, @)[*(k))"

. HaHm)(cb) 2 D _
o, 810 < g =2 = 1 Egllalloe ) (6 + 17
1
It follows that a is (1 /%HCLHM@), 5)—compressible in .

This shows that a vector can not have coeflicients in two bases with too small ¢P-
norm, namely : if ® and ¥ be two unbiased orthonormal bases of C¢, d > 4, and if
0 < p < 2 then, for every a € C%,

1 1
2= p (VA — 1) 1\/m
max({ ||a|| ey 1|G]| o > T "
(H Hé (@) H ”f (‘I’)) P 4\/3 4 p

k+1<|{y : [a, ®))| > [(a, ®)"(k)}] <

thus
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8.2.3 Results on annihilating pairs using probability techniques

So far, we have only used deterministic techniques, which lead to rather weak results.
In this section, we will recall some results that may be obtained using probability
methods.

First, let us describe a model of random subsets of average cardinality k. Let £ < d
be an integer and let &g, ...,d5_1 be d independent random variables take the value 1
with probability k/d and 0 with probability 1 —k/d. We then define the random subset
of average cardinality k, Q@ C {0,...,d — 1} by Q = {i : §; = 1}. Those sets have
of course average cardinality & (which is immediate once one write 1 = Zj;é 6;1;).
Moreover, one has the following standard estimate (see e.g. [1, Theorems A.1.12 and
A.1.13] or [51]) :

P {|Q — k| > g} < 2e7k/10,

Therefore, some authors call those sets “random sets of cardinality £”. In the next

section, we will use the following result of Rudelson-Vershynin [78], (improving a result
of Candés-Tao) :

Theorem 8.2.5 (Rudelson-Vershynin [78]).
There exist two absolute constants C, ¢ such that the following holds : let ® = {®q, ..., Py_1}
and ¥ = {Wq,..., Uy 1} be two unbiased orthonormal bases of C* and let T : (2 — (2
be defined by Tv; = ®; for 7 =0,...,d—1.

Let 0 < n < 1,t > 1 be real numbers and s < d be an integer. Let k > 1 be an
integer such that,

k ~ (Ctslog d) log(Ctslog d) log* s. (8.2.10)

Then with probability at least 1 — Te=¢=" o random set Q of average cardinality
k satisfies

k—Vitk <|Q| < k+Vik

and (T, 2, s) satisfies the Uniform Uncertainty Principle with Restricted Isometry Constant
ds < 1 —mn. In particular, for any S C {0, ...,d} with |S| < s, for every a € (3,

| d
lalle < (1 + m) (||a||e2(<1>,5c) + ||a||z2(\1/,9)>- (8.2.11)

The parameter 7 is not present in their statement, but it can be obtained by straight-

forward modification of their proof.
d log d
Taking s = ——, t = 98 % we obtain k ~ d/2. Thus, with probability > 1 —
log” d 2C
7d="0=" (k some universal constant)  has cardinality |Q| = d/2 + O(d"/?1og"/? d)
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form a strong annihilating pair in

the sense of (8.2.11) which may now (for d big enough) be reduced to
2
Jalle < = (lall o 5o + lall o) (8:2.12)

Another question that one may ask is the following. Given a set >, does there exist
a “large” set S such that (S, Y) is an annihilating pair 7 In order to answer this question,
let us recall that Bourgain-Tzafriri [9] proved the following :

Theorem 8.2.6 (Bourgain-Tzafriri, [9]).
If T : 02 — 2 is such that | Te]|o = 1 fori=0,. — 1 (where the e;’s stand for the

standard basis of (%), then there exists a set o C {0 ,n— 1} with |o| > ———
20T 19

such that, for every a = (a;)j=o. n_1 with support in o such that |Ta| > | al|.

5
In other words, the matriz of T in the standard basis has a well

In other words, this theorem states that a matrix with columns of norm 1 has
a well-conditioned sub-matrix of large size. The original proof of this theorem uses
probabilistic techniques (somewhat similar to those used later in |78]). Recently, an
elementary constructive proof of the set o was given by Spielman-Srivastava [81]. The
values of the numerical constants where given in [51].

We may apply this theorem in the following way : consider two mutually unbiased
orthonormal bases ® = {¢,} and ¥ = {¢,;} of /3 and let S, Q C {0,...,d—1} be two sets
with |S| = |Q2] = n and enumerate them : S = {jo,...,Jn-1} and Q = {wog,...,wn_1}.

d
Let T be the operator defined by T'¢;, = \/jwwk for k=0,...,n—1. Then T satisfies
n

d

the hypothesis of Bourgain-Tzafriri’s Theorem and ||T||> < —. Thus there exists ¢ C S
n

with |o| > n?/240d such that, for every a € (> with support in o,

S

From which we immediately deduce the following (where ¥ = Q°) :

Proposition 8.2.7.
Let ® and ¥ be two mutually unbiased bases of (5 and let 5,3 C {0,...,d — 1} be two
(d - |Z])?

sets with |S| + |X| = d. Then there exists o C S such that |o| > 5104

and, for

every a € (2,
13

Cl S - — CI, oc¢ _l— a c .
lolly S =z (lolla.r + lolla,ss)

2. The dimension of the ¢2 space in this theorem is denoted by n as we will apply it to a n-
dimensional subspace of 3.

(8.2.13)

150



Of course, this proposition only makes sense when || < d — v/240d otherwise there
is no guarantee to have o # (). We may thus rewrite (8.2.13) as

||a||e2 < 4d1/4(”a||£2(<1>,ac) + ||a’|e2(\1/,26))'

8.3 The uncertainty principle for the discrete short-
time Fourier transform

The short-time Fourier transform (or windowed Fourier transform) is a useful tool
in time-frequency analysis and in signal processing. For f, g € L*(R), we define V, f on
R? by the formula

nf@fwzjf@mu—xw*m&m

This may be rewritten as V, f(z, &) = F[f7,9)(§) where F is the Fourier transform on
L*(R) and 7,9(t) = g(t — ) is the translation operator. Written like this, it is straight-
forward to generalize this transform to the more general setting of locally Abelian
groups G and its dual G as

V@6 = [ FOiT- D@, (@ eGxG
G

where dvg is the Haar measure on G.

For the reader that is not acquainted with this general setting, it may be sufficient
to consider G = Z/dZ the cyclic group seen as {0,...,d — 1}, G the (multiplicative
group of) d-th roots of unity. Note that, if we identify the d-th root of unity /4
with the integer k, then @ is identified to {0,...,d—1}.

For j € G and £ € G, we write (¢€,7) = &. Then L?(G) may be seen either as
the set of d-periodic sequences or as (2. If a € L*(G), the discrete Fourier transform

d—1

1 - .
g aje_%”k/d may be seen as a function on G if we identify £ with
§=0

=72

C: eQiTrk/d .

Falal(k)

FaldQ)=—= > a(Ci).

Note that G may also be seen as the “dual group” of G if we write (j,€) = (€, ) for
j € G and £ € G. The Fourier transform on G is then defined by

Falbl(j) = % Z be(j,¢) = 1 Z bye2imki/d

Ce{LeQiﬂ/d ..... 62i7r(d—1)/d}

S
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if we write by, for b,aixk/a (i.e. if we identify the d-th roots of unity with {0,...,d —1}).
Thus the Fourier transform on G is the inverse discrete Fourier transform. Finally, we
will use the Fourier transform on G x G, this is then just the discrete Fourier transform
in the first variable and the inverse discrete Fourier transform in the second one.

Now take f, g two d-periodic sequences. With these notations, the discrete short-
time Fourier transform is defined on G x G ={0,...,d — 1} x {0,...,d — 1} as

d—1
. 1 - —2r
VafGik) = =3 figimye 0"
=0

The symmetry lemma (Lemma 8.3.1) then reads
Fa® Fy Vo Vak] (3, k) = Vif (=k, j)Vag(=k. ).

The reader that does not want to enter the details concerning finite Abelian groups
nor the proof of the symmetry lemma may now skip the following two sections and
replace G, G by {0,...,d — 1} in the statements of Section 8.3.3.

8.3.1 Finite Abelian groups

In this section, we recall some notations on the Fourier transform on finite Abelian
groups. Results stated here may be found in [85] and (with slightly modified notations)
in [57].

Throughout the remaining of this paper, we will denote by G a finite Abelian
group for which the group law will be denoted additively. The identity element of GG
is denoted by 0. The dual group of characters G of G is the set of homomorphisms
¢ € G which map G into the multiplicative group S' = {z € C : |z| = 1}. The set
G is an Abelian group under pointwise multiplication and, as is customary, we shall
write this commutative group operation additively. Note that GAis isomorphic to C?,

in particular |G| = |G|. Further, Pontryagin duality implies that G' can be canonically
identified with G, a fact which is emphasized by writing (¢, z) = £(x). Note that, as
group operations are written additively,

(=& ) = (€, —x) = (§,2).

The Fourier transform Fqf = f € CY of f € C% is given by
. 1 X

f(§) = WZf(x)@,@, ¢ed.

z€G
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The transform is unitary : || f||2 = ||f||2, thus Fg is invertible. The inversion formula
is given by the following

f(@) = Falf @ ’G’WZf (¢ 1), weG.

ced
Moreover, as the normalized characters {|G|~/2¢ }ee form an orthonormal basis of c¢
that is unbiased with the standard basis we can reformulate Theorem 8.2.3 as follows :

Strong Uncertainty Principle on Finite Abelian Groups.
Let G be a finite Abelian group and let S C G and ¥ C G be such that |S||X| < |G].
Then for every f € C®,

1/2

1/2
2 ; 2

32

For any x € GG, we define the translation operator T, as the unitary operator on
CC given by T.f(y) = f(y — x), y € G. Similarly, we define the modulation operator
M, for £ € G as the unitary operator defined by M¢f = f - &, where here and in the

following f - g denotes the pointwise product of f,g € CG Since Mgf Tgf, we refer
to M¢ also as a frequency shift operator. Note also that T, f M_l,f

We denote by m(A\) = M¢T,, A = (x,§) € G X G the time-frequency shift operators.
Note that these are unitary operators. The short-time Fourier transformation VgG :
CC — CO*Y with respect to the window g € C¢\ {0} is given for z € G, £ € G by

Vi f(a,€) =

(f,m(x,€)g) > fwgly — ) (€, 9) = Falf - Tugl(€)

yeG

e - e

where f € CY. The inversion formula for the short-time Fourier transform is
1
W) = =marm > VI gy — 2)(&y).
GI2]glz

(z,£)eGx G

Further, ||V, fll2 = || fll2]lgll2, in particular V; f = 0 if and only if either f =0 or g = 0.
Finally, let us note that a simple computation shows that

Vwﬁb,v)gﬂ(a, w)f(z,8) = (u—v— & a)lv, x>Vng(x —a+b&—u+v). (8.3.15)
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8.3.2 The symmetry lemma

Let us first note that the short-time Fourier transform on G is defined by

A 1
VG y L) = —(~—— MxT x).
Fele x) ‘G’1/2< ) = |G|1/Q§G¢ —&)n()

This is linked to V¢ in the following way :

1 1
quGf(l'ag) = W(fvﬂ(xvf)g> = ’G‘1/2<~FGfaFG[M€Txg]>
B IcuuzérGﬁ =70 = Knua<rgf7 M_,TeFC).
so that »
Vi f(w,€) = (& 0V f (&, —w). (8.3.16)

Lemma 8.3.1. A
Let f,q,h,k € CY. Then for every u € G and every n € G,

FeoxalVy FViERn,u) = Vid f(—u,mVig(—u, n).
Proof. First note that

— 1
FoxalVy FViEK(n,u) = W Z Z Vi [, €) ViEE(x, €) (n,x) (€, u)
zeG é‘eé

= e Y Y VE @ O VER(E, —2) .7 (G u—a)

/210012
A \GI S5

with (8.3.16). Using the definition of the short-time Fourier transform, this is further
equal to

|G||G|Zzzzf y— ) S—M%(C)E(C—S)@,—x) (n,x) (€, u+ x)

zeG ce@ yEG’ ced

|GH 1G] 2 2 2 2 gy =2 EOME =€) T+ C.a) (€ u {857)

z€G ¢ yeC ceC

We will now invert the orders of summation. First

1 i — 1 )
G 2 MO u =) = G D hE Qe u—aty)
feG el
1 —
- ’GP/Q ZM—Ch<€><§>U —x+y) = [M_ch|(u—z+vy)

€eG
= <C7 ZL‘><—C, u -+ y>h(u — T+ y)
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Then

|G|1/2|G|1/2 Zg ){C+n, Zh C—&Eu—x+7y)

eca

CU+y

zeG

_C’&;}Zg Bz +u)in, 2) ()

z€G

= (C,u) (n+ ¢ y) ViIEg(—u,n).

It follows that

mz%ng(y—x) Crna) Y hC—&Eu—sty)
ced

el e

1 RS
ceq
_ () Vig(—u,m)
\(};!1/2 2 MOy +u)

ce@

= (n,y) Vi€ g(—u,n) k(y + u).

Finally, it remains to take the sum in the y-variable in (8.3.17) to obtain

FGXG[‘/;]Gf Vth](na U) = VkGf(_u7 n)VhGg(_ua 77)
as announced. W

In the case G = R?, this lemma was given independently in [52, 54].

8.3.3 The Uncertainty Principle for the short-time Fourier trans-
form

We will conclude this section with the following lemma that allows to transfer results
about strong annihilating pairs in G X G to Uncertainty Principles for the short-time
Fourier transform and then give two corollaries.

Lemma 8.3.2. -
Let X C GxGand ¥ = {(&,—x) : (,6) € 2} € G x G = G x G. Assume that
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(2,%) is a strong annihilating pair in G x G, i.e. that there is a constant C(X) such
that, for every F € CE*C,

IFI3<CE@) | Y. 1F@ P+ > [FaueF & )P

(z,£)¢x (z,6)¢S

then for every f,g € CE, with ||g||2 = 1,

I£13 <20(2) Y [VEfa, &P
(x,8)¢%

Proof. We will adapt the proof in the case G = R? given in [24] to our situation. Let
us fix f,g € CY.

We will only use Lemma 8.3.1 in a simple form : for a € G,n € G define the function
F,, on G x G by

Fon(,8) = (€ —n,a)VFg(e —a,& =mVE[(x,€).

Note that F, ,(x,&) = VFm(a,n) gV, ./ s0 that then Fo o Foy(§,7) = Fop(—2,).
It follows that

IFaully < CE) | Y Fan@ OF + Y [Fan(=2,O)P

(z,8)¢% (z,£)¢%
= 20(2) Y Vfglae —a, & —n)PIVEf(a, 9 (8.3.18)
(z.£)¢Z

Now note that

SELE = D> D> VPl —a =PV f(z,9)]

(a,))eGXG (a,))€GXEG (z,£)eGxEG
= VP gll2llVy Flla = 1 Fll2llgll

where we inverted the summation over (a,n) and the summation over (x,€). Finally,
summing inequality (8.3.18) over (a,7n) € G X G gives

If13llgll3 < 20N fU3Ngl3 D IV f (@, &)
(2.6)¢%

which completes the proof. ]

Combining this result with (8.3.14) we immediately get the following :
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Corollary 8.3.3.
Let ¥ C G x G with |X| < |G|. Let g € CE with ||g|l2 = 1. Then for every f € C%,

2 VG

The corresponding weak annihilating property for > was obtained by F. Krahmer,
G.E. Pfander and P. Rashkov [57].

Finally, using the fact that two random events A and B that each occur with
probability > 1 — «, jointly occur with probability > 1 — 2a, we deduce the following
from Theorem 8.2.5, as reformulated in (8.2.12) :

Corollary 8.3.4.
There exist two absolute constants C,c such that the following holds : Let 0 < n < 1,
let g € (3 with |\g]l, = 1.
Then with probability at least 1—14|G|~°0"), a random set Q of average cardinality
|G|/2 satisfies
Q] = 1G1/2 + O(|G|'*10g"? |G))

and, for any S C G with |S| < %7 for every f € C%,

1/2

2v2 > VI P : (8.3.19)

11l
\/ﬁ x¢S,E€Q

IA

8.4 Conclusion and future directions

In this paper, we have shown how to obtain quantitative uncertainty principles for
the representation of a vector in two different bases. These estimates are stated in
terms of annihilating pairs and both extend and simplify previously known qualitative
results. We then apply our main theorem to the discrete short time Fourier transform,
following the path of corresponding results in the continuous setting.

Let us now describe a question raised by our work. First note that we may rewrite
(8.3.19)

1/2

\/' 1
I£ll, < __ (@O | (8.4.20)
NZEEE }; g

But, the family {r(z,&)g, z € G, € € G} forms a so-called finite (tight) Gabor frame
(see [57] and references therein for more on finite Gabor frames). In other words, we
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have a system of |G||G| = |G|? := d? vectors ey, ... ep in C? such that, for every

fecd
d2
ZW, e) > =d|If]*.

If we write Q for the subset of {1,...,d?} such that {e;,j € Q} is an enumeration of
{m(x,&)g, © ¢S, €N}, then (8.4.20) may be rewritten as

d
TP < Yl

jeQ

As a consequence, we obtain that, if (f1,e;) = (f2,¢;) for every j € Q, then applying
this to f = fi1 — fo, we obtain that f; = f5. It would thus be desirable to have an
algorithm that allows to reconstruct f from its frame coefficients {(f,¢;),7 € Q}. In
particular, we ask the following :

Problem 1. Let {e1,... e} be a Gabor frame in C. Assume that QcC {1,...,d*}
and 0 < § < 1 are such that, for every f € C¢,

S|l fII <D K frenl”

jeQ

Is it true that every f in C? is given by
- ) )
f= argmin{zw,@jﬂ (f,e5) =(fes) Vi€ Q}?
j=1

Note that no sparsity is assumed on f here which make this problem differ from
the one considered by Pfander-Rauhut [68]. Also, we expect that there is a minimal
dp > 0 such that this property only holds for §p < 6 < 1.

A slightly different problem that may arise in radar theory is that of recovering f
and g from partial knowledge of Vng. It is totally unclear to us whether our results may
contribute to this task. In particular, note that this problem is quadratic (bilinear), so
that an identity such as (8.3.19)-(8.4.20) does not immediately imply that if V.7 f =

G f c ~ F_ : —
Viifon S¢xQ, then g =cg and f =cf with c € C, |c| = 1.
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