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Introduction

“Comment s’étaient-ils rencontrés ?
Par hasard comme tout le monde.
Comment s’appelaient-ils ? Que vous importe ?
D’où venaient-ils ? Du lieu le plus prochain.
Où allaient-ils ? Est-ce que l’on sait où l’on va ?”

Denis Diderot.

"We are such stuff as dreams are made on",

William Shakespeare



Introduction

Les travaux présentés dans ce mémoire concernent des équations aux dérivées partielles issues de la
physique des plasmas ou de la mécanique des fluides. En amont, ils comportent une part importante
de modélisation : approximation de systèmes hyperboliques oscillants, dérivation de systèmes de type
Zakharov, modèles Hele-Shaw, modèles de micelles géantes. En aval, ils abordent un certain nombre de
problèmes théoriques : existence et unicité des solutions, stabilité/instabilité des ondes solitaires, contrôle
optimal, estimations d’erreur et convergence de modèles. Ils explorent aussi des méthodes numériques
de résolution qui ont toutes pour point commun d’utiliser des méthodes de volumes finis sur des grilles
cartésiennes en utilisant éventuellement des méthodes de pénalisation. Le but de cette introduction est
de décrire brièvement la structure de ce document, chaque chapitre présentant les résultats publiés ou en
voie de publication.

La première partie de ce mémoire concerne l’étude des interactions laser-plasma. La propagation
d’une onde électro-magnétique dans un plasma provoque un grand nombre de phénomènes physiques
suceptibles de modifier en profondeur la structure même du milieu. Le but de cette partie est d’étudier
quelques phénomènes qui interviennent dans une telle situation.

Le chapitre 1 est une bref résumé des travaux effectués durant ma thèse, sous la direction d’Anne de
Bouard. Il concerne une équation de Schrödinger relativiste quasi-linéaire pour laquelle on montre que le
problème de Cauchy est bien posé sans faire d’hypothèse de petitesse sur la donnée initiale. On montre
ensuite l’existence, l’unicité et la stabilité d’un état fondamental en dimension 2. Elle comporte aussi
l’étude d’une version semi-classique de l’équation.

Le chapitre 2 est consacré à l’effet Raman. Il présente un nouveau système de type Zakharov qui
décrit l’interaction des ondes Raman avec les autres ondes du milieu (onde laser incidente, ondes plasma-
électroniques et ondes accoustiques-ioniques). L’originalité de ce travail réside dans la manière d’obtenir
ce système en partant des équations d’Euler-Maxwell. Le problème de Cauchy y est ensuite résolu à l’aide
de méthodes de symétrisation. Une analyse semi-classique du système permet ensuite de déterminer les
taux d’amplification des ondes Raman. Il se termine par la présentation de quelques résultats numériques.

Le chapitre 3 est dédié à l’étude des ondes solitaires qui peuvent se propager dans de tels milieux.
Il traite d’équation ou de systèmes de types Schrödinger semi-linéaires ou quasi-linéaires et aborde les
questions d’existence, d’unicité et de stabilité orbitale d’ondes solitaires au sens large (ondes stationnaires,
ondes progressives). La structure de l’ensemble des états fondamentaux est aussi étudiée lorsque l’équation
le permet.

Le chapitre 4 termine cette première partie et montre comment modéliser des impulsions ultra-courtes
ou à spectre large dans des milieux dispersifs. Plus précisément, on introduit plusieurs approximations
de systèmes hyperboliques ayant des données initiales rapidement oscillantes. On fournit des estimations
d’erreur dans des espaces de Wiener pour trois types d’approximation (approximation d’enveloppe, modèle
dispersif et approximation de Schrödinger) en discutant de la validité des modèles introduits. On justifie
ensuite l’introduction d’un modèle de Schrödinger avec une relation de dispersion "améliorée". Enfin, on
illustre tous ces résultats avec des simulations numériques.

La deuxième partie de ce manuscrit concerne l’étude de problèmes issus de la mécanique des fluides.
Le chapitre 5 traite d’un problème de contrôle optimal pour les équations de Navier-Stokes. Il s’agit
d’introduire un cadre fonctionnel adéquat pour traiter ce genre de problème, lorsque que le contrôle est
défini seulement sur une partie du bord. Un théorème d’existence est ensuite proposé et les équations
d’Euler sont dérivées. Remarquons que par manque de convexité de la fonctionnelle d’énergie étudiée,
aucun résultat d’unicité n’est démontré. Pour contourner cela, nous introduisons un système linéarisé sur
lequel il est possible d’énoncer des résultats constructifs.

Le chapitre 6 traite du problème de mélanges de fluides Newtoniens dans des canaux micro-fluidiques.
Deux approches dites "passives" sont ici privilégiées : la première consiste à considérer un canal plat
associé à des conditions de type glissement et la seconde utilise un canal avec un fond à reliefs associé à
des conditions d’adhérence aux parois. A partir des équations de Stokes et des lois de Darcy, des modèles
fondés sur une approximation de type Hele-Shaw sont introduits. La validité de ces modèles est alors
discutée à l’aide de simulation numériques.

Le chapitre 7 étudie l’écoulement de micelles géantes dans des jonctions micro-fluidiques. Notons que
ces fluides sont utilisés dans la récupération assistée du pétrole. Plus particulièrement, on s’intéresse au
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Introduction

phénomènes de bouchage au niveau des jonctions qui interviennent dans de tels écoulements. Ces fluides
non-Newtoniens peuvent être décrits à l’aide des modèles de Johnson-Segalman-Giesekus diffusif. Des
expérience numériques 3D sont alors développées pour étudier la pertinence de telles approximations.
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Première partie

Interactions Laser-Plasma : Équations
de Schrödinger et Systèmes de

Zakharov.
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Chapitre 1

Résumé des travaux de thèse

Dans ma thèse, j’ai étudié quelques propriétés mathématiques d’une équation de Schrödinger quasi-
linéaire intervenant en physique des plasmas. Trois aspects y ont été abordés : le problème de Cauchy
associé à cette équation en dimension quelconque d’espace et sans hypothèse de petitesse sur la donnée
initiale, la convergence d’une équation d’onde de type Klein-Gordon vers cette équation de Schrödinger
et enfin l’existence et la stabilité d’ondes stationnaires en dimension 2 d’espace.

1.1 Interactions laser-plasma relativiste.

Lorsqu’une impulsion laser haute-énergie (de durée τ < 1 picoseconde, P= 1010W) est envoyée dans
un milieu gazeux (par exemple He, H2, CO2, N2), il se produit une ionisation du gaz qui se situe sur
les contours du laser. Même dans les régions où l’intensité est faible, l’impulsion arrache de nombreux
électrons aux atomes et molécules de gaz présents créant ainsi une colonne de plasma dans laquelle les
plus hautes intensités du laser se propagent.

La présence de ce plasma “abaisse” l’indice de réfraction du gaz et la colonne de plasma possède alors
des propriétés défocalisantes. Cependant, il existe un certain nombre de phénomènes physiques qui font
“augmenter” cet indice de réfraction. En premier lieu, il y a l’effet Kerr : les radiations electromagnétiques
déforment le nuage électronique des atomes et des ions, créant ainsi des dipôles induits. Ensuite, il y a
l’augmentation de masse des électrons libres oscillants dans le champ electromagnétique intense avec des
vitesses proches de celle de la lumière et enfin il y a la répulsion des électrons depuis la région occupée
par le champ qui aboutit à la création d’un tunnel rempli d’ions. Lorsqu’un seuil critique est atteint, on
obtient un régime particulier dans lequel des impulsions lasers autofocalisées se propagent.

Les interactions entre une impulsion laser relativiste et un milieu gazeux ont fait l’objet de nombreuses
recherches en physique ainsi qu’en mathématiques. On peut citer de manière non-exhaustive les travaux
de A.I. Akhiezer et R.V. Polovin [AP56], de A.B. Borisov et al [BBBKLPRSS92], de A.V. Borovskii et
A.L. Galkin [BG93], de S.V. Bulanov, V.I. Kirsanov et A.S. Sakharov [BKS90], de X.L. Chen et R.N.
Sudan [CS93], de T. Lehner [L98], de G-Z Sun, E. Ott, Y.C. Lee et P. Gudzar [GLOS87] pour la physique
et de A. de Bouard, N. Hayashi et J.C. Saut [BHS97], de C-H. Bruneau, L. Di Menza et T. Lehner
[BDL99], de L. Di Menza [D95] ou encore de M. Poppenberg [P01] pour les mathématiques.

Pour décrire la propagation, on va utiliser l’approche suivante (voir[BG93]) : puisque les atomes et les
ions subissent une rapide ionisation sur les contours de l’impulsion laser, on considère que la plupart des
impulsions se propagent dans un plasma existant déjà. En conséquence, dans ce qui suit, on va étudier le
cas d’une propagation d’onde dans un plasma. D’après les expérimentations, les électrons ne sont soumis
qu’à des énergies thermiques Ether de l’ordre de quelques kilo-électronvolts pendant le temps durant
lequel l’intensité agit sur le matériel ([BBBKLPRSS92], [GLRTW92]). D’un autre coté, l’énergie moyenne
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Interactions laser-plasma

d’oscillation Eosc des électrons dans de tels champs dépasse les 100 kilo-électronvolts. En conséquence,
puisque Ether � Eosc, on peut considérer que le plasma est froid.

Un tel plasma plongé dans un champ électromagnétique ne répond qu’aux forces électromagnétiques.
La pression dynamique et les phénomènes qui y conduisent peuvent être négligés. Par contre, du fait
de leur grande vitesse oscillante, l’augmentation de masse des électrons doit être prise en compte. Ainsi
on va utiliser, pour décrire le modèle, la physique de l’électrodynamique des plasmas froids relativistes
([BBBKLPRSS92]).

On considère donc la propagation d’une impulsion laser ultra-courte dans un plasma constitué ini-
tialement par une densité d’électrons inhomogène, radiale, décrite par la fonction f(r) de telle sorte
que

N (0)
e = Ne,0f(r), maxf(r) = 1.

N
(0)
e désigne la densité de charges initiale. On note

• ~A et φ le vecteur et le potentiel du champ électromagnétique

• E le champ électrique correspondant

• ~pe le moment des électrons

• ~j la densité d’électrons

• ρ la densité de charges

• Ne = N
(0)
e +Ne,0δn la densité de charge dynamique

• me,0 la masse initiale des électrons.

On considère qu’initialement, les électrons sont figés dans le plasma. On peut alors écrire les équations
du sytème. On couple les équations de Maxwell avec les équations issues de la dynamique des plasmas :

� ~A =
1

c
~∇∂φ
∂t
− 4π

c
~j (1.1)

∆φ = −4πρ (1.2)

∇ · ~A = 0 (1.3)

(
∂

∂t
+ ~ve · ~∇)~pe = −e[−1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇φ+

1

c
~ve × (~∇× ~A)] (1.4)

~j = −eNe~ve, ρ = e(N0
e −Ne) (1.5)

~ve =
~pe
me

, me = me,0γ (1.6)

γ =

√
1 +

|pe|2
(me,0c)2

(1.7)

Les équations (1.1) et (1.2) sont les équations de Maxwell. L’équation (1.3) représente une condition
de jauge de Coulomb alors que (1.4) est l’équation de mouvement des électrons. Les équations (1.5)
définissent les densités de courant et de charge. (1.6) représente les relations relativistes entre la vitesse
ve des électrons et leurs moments. Enfin, (1.7) définit le facteur de Lorentz γ. Comme d’habitude, �
désigne l’opérateur d’Alembertien

� = ∆− 1

c2
∂2

∂t2
.
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Interactions laser-plasma

Il est bien sûr utile de normaliser toutes les grandeurs afin de faire disparaître les constantes liées à
la masse. On pose donc

~A
′

=
e

me,0c
~A, φ

′
=

e

me,0c
φ, E

′
=

e

me,0c
E,

~p
′

e =
~pe

me,0c
, ~v

′

e =
~ve
c
, N

′

e =
Ne
Ne,0

.

Dans la suite, on supprimera le signe ′ pour des commodités d’écriture. D’après les relations

(~pe · ~∇)~pe =
1

2
~∇|~pe|2 − ~pe × (~∇× ~pe)

~∇γ =
∇|~pe|2

2γ
,

on peut réécrire l’équation (1.4) sous la forme

∂

∂t
(~pe − ~A)− ~ve × [~∇× (~pe − ~A)] = ~∇(φ− γ). (1.8)

On note ωp = (4πe2Ne/me)
1
2 la fréquence du plasma et τ la durée de l’impulsion. En supposant que

τ >> 2π
ωp

(on dira que l’on est en présence d’un pulse long), on peut alors écrire ~pe = ~A. Cette hypothèse
signifie que l’on peut regarder le système formé par les électrons comme étant “adiabatique”. Le système
d’équations (1.1)− (1.8) peut ainsi être réécrit sous la forme

� ~A = k2
pNeγ

−1 ~A (1.9)

∆φ = k2
p(Ne − f(r)) (1.10)

~∇(φ− γ) = 0 (1.11)

γ =
√

1 + |pe|2, ~pe = ~A (1.12)

où ωp,0 est la fréquence du plasma non perturbé

ωp,0 =
4πe2Ne,0
me,0

et kp =
ωp,0
c
.

On a supprimé le terme 1
c
~∇∂φ
∂t dans l’équation (1.9) car on suppose que φ et γ varient lentement au cours

du temps. L’équation (1.10) résulte de l’identité vérifiée par la densité de charge dynamique

Ne = max[0, f(r) + k−2
p ∆γ]. (1.13)

En effet, il est possible de montrer que l’équation vérifiée par la charge δn peut s’écrire sous la forme

∂2δn

∂t2
+
ω2
p,0

γ
(1 + δn)δn = c2(~∇ · (Ne

~∇γ
γ

) + ~∇(
Ne
γ

) · ~E − ~∇ · ( ∂
∂t

(
Ne
γ

)(~Pe − ~A)). (1.14)

En supposant que la répartition de charge est uniforme dans l’espace et en ne gardant dans (1.14) que
les termes d’ordre le plus bas en q = E

Ec
, on obtient, puisque ~Pe = ~A,

∂2δn

∂t2
+
ω2
p,0

γ
δn = c2

∆γ

γ
. (1.15)

On effectue maintenant une hypothèse de type quasi-statique qui consiste à négliger la variation temporelle
de δn devant ωp,0, ce qui permet finalement d’aboutir à

δn = k−2
p ∆γ. (1.16)
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Interactions laser-plasma

En tenant compte du fait que Ne est une quantité positive, la relation (1.13) découle directement de
(1.16).

En combinant les équations (1.9), (1.10) et (1.11), on aboutit finalement à l’équation suivante

� ~A = k2
p

(
max[0, f(r) + k−2

p ∆γ]

γ

)
~A. (1.17)

Dans la suite, on supprimera les flèches des différents vecteurs. On regarde maintenant un champ
polarisé linéairement suivant l’axe des z et on suppose que l’on dispose de deux échelles spatio-temporelles
différentes, c’est-à-dire que l’on suppose A de la forme

A(x, y, z, t) = uε(x, y, εz, εt)e
i(kz−ωt), (1.18)

où le paramètre ε s’écrit

ε =
ωp,0
ω

=
kp
k0
. (1.19)

En tenant compte de la relation de dispersion

k2 = k2
0 − k2

p avec k0 =
ω

c
, (1.20)

un calcul rapide montre que uε est solution de

∆⊥uε + ε2 ∂
2uε
∂z2

− ε2 1

c2
∂2uε
∂t2

+ 2iεk
∂uε
∂z

+ 2iε
ω

c2
∂uε
∂t

+ k2
puε

= k2
p

(
1 + k−2

p ∆⊥γε

γε

)
uε + ε2 uε

2γ2
ε

∂2|uε|2

∂z2
− ε2 uε

4γ4
ε

(
∂|uε|2

∂z

)2

,
(1.21)

où γε =
√

1 + |uε|2. Grâce aux relations

εk = kp
√

1− ε2, ε
ω

c
= kp

et après une renormalisation avec des constantes fixes par rapport à ε des variables x, y, z et t, on obtient
finalement

∆⊥uε + ε2 ∂
2uε
∂z2

− ε2 ∂
2uε
∂t2

+ 2i
√

1− ε2
∂uε
∂z

+ 2i
∂uε
∂t

=

(
1

γε
− 1

)
uε +

∆⊥γε
γε

uε + ε2 uε
2γ2
ε

∂2|uε|2

∂z2
− ε2 uε

4γ4
ε

(
∂|uε|2

∂z

)2

.
(1.22)

L’hypothèse ε � 1 signifie que la fonction uε(x, y, εz, εt) varie lentement suivant les variables z et t
par rapport à l’onde plane ei(kz−ωt). Elle revient à supposer que dans l’équation (1.22), on peut négliger
les termes ε2 ∂2uε

∂t2 et ∂2uε
∂z2 . Physiquement, cela veut dire que l’on est en présence d’un plasma sous-dense.

Ainsi, en prenant formellement ε = 0 dans l’équation (1.22), on aboutit à l’équation de Schrödinger
relativiste suivante

2i
∂u

∂t
+ ∆⊥u−

u√
1 + |u|2

∆⊥(
√

1 + |u|2) + (1− 1√
1 + |u|2

)u = 0. (1.23)
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1.2 Le problème de Cauchy pour des équations de Schrödinger
quasi-linéaires

Le deuxième chapitre de ma thèse traite du problème de Cauchy pour l’équation de Schrödinger
quasi-linéaire (1.23){

2i∂u∂t + ∆u− u√
1+|u|2

∆(
√

1 + |u|2) + u(1− 1√
1+|u|2

) = 0

u(x, 0) = a0(x) x ∈ RN ; 0 ≤ t ≤ T
(1.24)

où la dimension d’espace N est quelconque et a0 représente la donnée initiale. Cette équation a été déjà
étudiée par A. de Bouard, N. Hayashi et J.C. Saut (voir [BHN99], [BHS97]). Dans [BHS97], les auteurs
montrent que le problème de Cauchy (1.24) est bien posé dans H6(RN ) si N = 1, 2, 3 et si la donnée
initiale a0 est suffisamment petite. De plus, ils prouvent qu’en dimension N = 2, 3, il existe une unique
solution globale au problème (1.24) dans C([0,+∞[;H8(RN ) ∩W 6,6(RN )) si a0 est suffisament petite.
Enfin, en dimension 1, ils montrent que (1.24) est localement bien posée sans hypothèse de petitesse sur
la donnée initiale.

Après ces travaux, M. Poppenberg (voir [P01]) a étudié l’équation de Schrödinger suivante

iut + ∆u+ uh
′
(|u|2)∆(h(|u|2)− V (x)u− ug(|u|2) = 0 (1.25)

où V est un potentiel donné. Dans [P01], l’auteur montre, moyennant certaines hypothèses sur h, g et
V que le problème de Cauchy (1.25) est bien posé dans H∞(RN ) quelle que soit la dimension N sans
supposer aucune petitesse sur la donnée initiale. Le principal ingrédient de sa preuve est un théorème de
fonctions implicites de type Nash-Moser combiné avec la théorie des semi-groupes hyperboliques.

Il est cependant possible de montrer que le problème (1.24) est bien posé quel que soit la dimension
d’espace N dans des espaces de Sobolev de régularité finie et sans restriction de taille sur la donnée
initiale. Plus précisément, le résultat s’énonce de la manière suivante

Théorème 1.2.1. Soient N ≥ 1, s = 3 si N = 1 et s = 2[N2 ] + 2 si N ≥ 2 et supposons que a0 ∈
Hs+2(RN ). Alors, il existe un temps T > 0 et une unique solution u au problème de Cauchy (1.24) telle
que

u ∈ L∞(0, T ;Hs+2(RN )) ∩ C([0, T ];Hs(RN )).

On peut étendre ce résultat à la classe d’équation plus générale de la forme suivante

2i
∂u

∂t
+ ∆u− 2uh

′
(|u|2)∆(h(|u|2)) + ug(|u|2) = 0, (1.26)

où g et h sont des fonctions à valeurs réelles régulières et où h vérifie la condition

∃ Ch > 0, ∀s ∈ R+, 1− 4sh
′2(s) > Chh

′2(s). (1.27)

La condition (1.27) assure en particulier que le terme ∆u− 2uh
′
(|u|2)∆(h(|u|2)) est elliptique et permet

de mettre en oeuvre la méthode d’énergie utilisée. Il est à noter que ces hypothèses sont aussi utilisées
par M. Poppenberg dans [P01].

Pour montrer ce résultat, on utilise la méthode introduite dans [BHS97]. On commence par réécrire
l’équation (1.24) en un système en (u, u)t. Ensuite, pour linéariser le terme quadratique en ∇u, on dérive
(1.24) par rapport à l’espace et au temps pour obtenir un système en u0, ..., uN+2 où

∀ 1 ≤ j ≤ N, uj =
∂u

∂xj
, uN+1 = ef(|u0|2) ∂u

∂t
, uN+2 = eq(|u0|2)∆u.
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Ici, f et q jouent le rôle de transformation de jauge (voir [H095]). Ces transformations sont utiles pour
pouvoir effectuer des intégrations par parties dans les estimations d’énergies. Enfin, la méthode consiste
à appliquer un théorème de point fixe au nouveau système obtenu. Le fait de travailler avec une seule
dérivée en temps nous permet de considérer des espaces de Sobolev plus simples que dans [BHS97] ce qui
nous permet de supprimer les hypothèses de petitesse sur les données initiales.

1.3 Approximation de l’équation de Schrödinger non-linéaire re-
lativiste par une équation de Klein-Gordon

Le but de cette partie est de regarder en détail l’approximation ε� 1 faite sur l’onde électromagné-
tique A, à savoir que si l’on introduit deux échelles spatio-temporelles différentes, alors on peut négliger
les dérivées secondes suivant z et t de u. Plus précisément, on aimerait pouvoir justifier le passage de
l’équation (1.22) à l’équation (1.23) en procédant de la manière suivante : trouver des solutions uε de
(1.22) qui convergent vers de solutions de (1.23) dans un espace L∞(0, T ;Hs). Les solutions uε consi-
dérées devront alors avoir un temps d’existence indépendant de ε et devront avoir des données initiales
uε(·, 0) de taille elles aussi indépendante de ε.

Ce programme a été appliqué sur une équation modifiée réduite en dimension 2

−ε2 ∂
2uε
∂t2

+ 2i
∂uε
∂t

+ ∆uε =

(
1

γε
− 1

)
uε +

∆γε
γε

uε. (1.28)

En prenant formellement ε = 0 dans (1.28), on obtient à nouveau formellement l’équation de Schrödinger
(1.23). L’équation (1.28) possède des solutions uε quelle que soit la valeur du paramètre ε qui convergent
dans un espace approprié vers des solutions de l’équation (1.23) lorsque ε tend vers zéro, sous certaines
restrictions sur leurs données initiales.

Tout d’abord, l’équation (1.28) a la forme d’une équation de Klein-Gordon. En effet, si on pose

vε(x, y, t) = uε(x, y, t) exp
( it
ε2

)
alors on peut montrer que vε vérifie l’équation de Klein-Gordon suivante

−ε2 ∂
2vε
∂t2

+ ∆vε −
1

ε2
vε =

(
1

γε
− 1

)
vε +

∆γε
γε

vε (1.29)

avec les conditions initiales

vε(x, y, 0) = uε0(x, y)

∂tvε(x, y, 0) = uε1(x, y, z) + i
1

ε2
uε0(x, y).

D’après [KP83], si les données initiales vε0 et vε1 sont petites dans des espaces adéquats, alors le problème
de Cauchy (1.29) est globalement bien posé dans C([0,+∞[;Hs(R3)) ∩ C1([0,+∞[;Hs−2(R3)) pour un
certain entier s. En revenant à uε, on peut alors montrer que (1.28) admet une unique solution uε qui
tend vers zéro avec ε dans les espaces L∞(0, T ;Hs(R2)). De même, en utilisant les estimations d’énergies
classiques concernant les équations d’ondes, il est possible de montrer les deux assertions suivantes :

1) le problème de Cauchy (1.28) est localement bien posé dans L∞(0, Tε, H
s(R2)) sans supposer au-

cune restriction de taille sur les données initiales avec un temps d’existence Tε = ε2

(||uε0||Hs(R2)+||uε1||Hs−1(R2))
.

2) le problème de Cauchy (1.28) est localement bien posé dans L∞(0, T,Hs(R2)) avec un temps
d’existence T = 1 mais pour des données initiales vérifiant ||uε0||Hs(R2) + ||uε1||Hs−1(R2) ≤ h(ε) où h(ε)
tends vers zéro avec ε.
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Dans la première assertion, le temps d’existence tend vers zéro avec ε alors que dans la seconde, on
demande aux données initiales d’être de l’ordre de ε2. Finalement, on commence par montrer le résultat
suivant :

Théorème 1.3.1. Supposons que uε0 ∈ H8(R3) et que uε1 ∈ H7(R3). Alors il existe deux constantes δε
(δε ∼ 2−

1
ε2 ) et M > 0 indépendante de ε telles que si ||uε1||H7(R2) ≤ δε, alors il existe un temps T > 0

indépendant de ε tel que (1.28) admet une unique solution uε vérifiant

uε ∈ L∞(0, T ;H8(R2)) ∩ C([0, T ];L2(R2)).

De plus,
sup
t∈[0,T ]

(
||uε||2H8(R2) + ε2||∂tuε||2H6(R2) + ε2||∂2

t uε||2H6(R2)

)
≤M.

Pour montrer le Théorème 1.3.1, on va considérer l’équation (1.28) comme une perturbation de l’équa-
tion de Schrödinger relativiste (1.23), c’est-à-dire que dans (1.28), le terme ε2∂2

t uε sera traité comme un
terme perturbatif. C’est pourquoi, on va utiliser la méthode introduite dans le Chapitre 2, à savoir que
l’on va commencer par transformer (1.28) en un système en (uε, uε). Ensuite, on dérive l’équation obtenue
par rapport à l’espace et au temps pour obtenir un nouveau système où les inconnues s’écrivent

u0 = uε, uj = ∂juε, ∀1 ≤ j ≤ 2, u3 = eq(|u0|2)∆uε, u4 = ∂t∆uε, u5 = ∂2
t ∆uε.

Comme dans le Chapitre 2, la fonction q joue ici le rôle de transformation de jauge Les équations vérifiées
par u4 et u5, sont traitées à l’aide des estimations d’énergie relatives aux équations d’ondes La fin de la
preuve consiste à appliquer un théorème de point fixe.

Une fois montré le Théorème 1.3.1, il est possible d’étudier la convergence de uε vers la solution u
de (1.23) ayant pour condition initiale u(x, y, 0) = u0(x, y) sous les conditions que uε0 et uε1 vérifient les
hypothèses du Théorème 1.3.1, que u0 vérifie les hypothèses du Théorème 1.2.1 et que uε0 converge vers
u0 dans l’espace de Sobolev H6(R2). Plus précisément, on montre

Théorème 1.3.2. Soient (uε0) et (uε1) deux suites bornées respectivement dans H8(R2) et H7(R2) véri-
fiant

uε0 −→
ε→0

u0 dans H6(R2) et uε1 −→
ε→0

0 dans H7(R2).

On suppose de plus que ||uε1||H7(R2) ≤ δε où δε est donné par le Théorème 1.3.1. Soient alors uε la solution
de (1.28) donnée par 1.3.1 et u la solution de (1.23) donnée par 1.2.1. Alors il existe un temps T commun
d’existence à uε et u tel que

uε − u −→
ε→0

0 dans L∞(0, T ;H6(R2)).

La preuve du Théorème 1.3.2 repose sur l’estimation d’énergie utilisée dans le Chapitre 2. Les deux
points essentiels sont ici d’utiliser le fait que les solutions uε de (1.28) possèdent un temps commun
d’existence et sont bornées dans L∞(0, T ;H8(R2)) avec une borne indépendante de ε.

1.4 Stabilité des ondes stationnaires en dimension deux d’espace
pour des équations de Schrödinger quasi-linéaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’existence et à la stabilité d’ondes stationnaires de la forme uω =
eiωtφω(x) où x ∈ R2, t ≥ 0 qui sont solutions de l’équation (1.24). On suppose ici que la dimension
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de l’espace est égale à 2. En effet, en dimension 1, le problème de l’existence et de la stabilité d’ondes
stationnaires pour l’équation (1.24) à déjà été résolu par I.D. Iliev et K.P. Kirchev dans [IK93]. On
demande à la fonction φω d’être un état fondamental de l’équation

∆φ− φ√
1 + |φ|2

∆(
√

1 + |φ|2) + φ(1− 1√
1 + |φ|2

)− 2ωφ = 0, (1.30ω)

c’est-à-dire une solution qui minimise l’action Sω

Sω(φ) =
1

2

∫
R2

(
|∇φ|2 − |∇(

√
1 + |φ|2)|2 − (

√
1 + |φ|2 − 1)2

)
dx+ ω

∫
R2

|φ|2dx

parmi toutes les solutions de (1.30ω). Il apparait difficile de travailler directement sur la fonctionnelle
Sω car celle-ci ne contrôle pas la norme H1, c’est-à-dire qu’une borne sur Sω(φ) ne fournit pas de borne
H1 sur φ. Par contre, on peut remarquer que si l’on effectue le changement de fonction χ = argsinh(φ),
on se ramène à l’équation elliptique

−∆χ = (1− 2ω)sinh(χ)cosh(χ)− sinh(χ), (1.31
ω

)

à laquelle on peut associer l’action suivante

Tω =
1

2

∫
R2

(
|∇χ|2 − (cosh(χ)− 1)2

)
dx+ ω

∫
R2

|sinh(χ)|2dx,

(les fonctions sinh, cosh et argsinh désignent respectivement le sinus hyperbolique, le cosinus hyperbolique
et la fonction réciproque du sinus hyperbolique). Il existe un lien très fort entre ces deux équations : on
peut effectivement montrer qu’une fonction φω est un état fondamental de (1.30ω) si et seulement si
χω = argsinh(φω) est un état fondamental de (1.31ω ). De plus, en dimension 2, l’inégalité de Trudinger
démontrée dans [O95] permet d’estimer la norme L1 de (e|χ|

2 − 1) en fonction de la norme H1 de χ. En
conséquence, la fonctionnelle Tω contrôle cette fois la norme H1.

On va donc plutôt travailler sur l’équation (1.31
ω

), tout en sachant que de nombreux résultats relatifs
à l’équation (1.30ω) seront déduits des résultats obtenus sur (1.31

ω
). Par contre, on peut noter qu’en

dimension supérieure où égale à trois, les termes (cosh(χ) − 1)2 et sinh2(χ) ne sont pas a priori dans
l’espace L1(R2), ce qui rend l’étude de l’existence des ondes uω beaucoup plus délicate.

En utilisant des résultats de H. Berestycki, T. Gallouët et O. Kavian ([BGK84]), on peut alors montrer

Théorème 1.4.1. Il existe une constante ωmax telle que pour tout ω dans ]0, ωmax[, il existe une solution
φω de l’équation (1.30ω) vérifiant

i) φω > 0 dans R2,

ii) φω est radiale, symétrique et décroissante par rapport à r = |x|,
iii) φω ∈ C2(R2),

iv) ∀α ∈ N2, |α| ≤ 2, ∃(cα, δα) ∈ (R∗+)2, tels que pour tout x ∈ R2,

|Dαφω(x)| ≤ Cαe−δα|x|,
v) Pour tout φ solution de (1.30ω), on a Sω(φω) ≤ Sω(φ)

Ensuite, il apparait naturel d’étudier l’unicité des états fondamentaux φω, cette propriété étant par
ailleurs utile pour l’analyse de la stabilité. Là encore, le résultat découlera de l’unicité des états fondamen-
taux de l’équation (1.31

ω
). Ce genre de problème a déjà fait l’objet de nombreuses études. On peut citer
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en particulier les travaux de Adimurthi ([A98]), L. Erb et M. Tang ([ET97]), K. McLeod ([M93]), L.A.
Peletier et J. Serrin ([PS83]) ou encore de M.K. Kwong ([K89]). P. Pucci et J. Serrin ([PS98]) ont étudié
le cas d’une nonlinéarité qui croit exponentiellement à l’infini, ce qui est bien sûr le cas pour l’équation
(1.31ω ). Ainsi, des travaux de P. Pucci et J. Serrin, on peut facilement déduire le théorème suivant :

Théorème 1.4.2. Pour tout ω ∈]0, ωmax[, l’équation (1.30ω) possède un unique état fondamental, aux
translations et multiplications par eiθ (θ ∈ R) près.

Une fois montré les Théorèmes 1.4.1 et 1.4.2, nous possédons tous les ingrédients pour étudier la
stabilité des ondes stationnaires uω. En dimension 1, dans [IK93], les auteurs ont montré la stabilité
orbitale de l’onde uω en utilisant les méthodes spectrales introduites par M. Grillakis, J. Shatah et W.
Strauss ([GSS90]).

En dimension 2, cette méthode parait peu adaptée à cause de la difficulté à calculer le spectre de
l’opérateur linéarisé autour de φω. C’est pour cela que l’on a choisi la méthode de minimization de T.
Cazenave et P.L. Lions ([CL82]). Introduisons l’énergie E associée à (1.30ω)

E(φ) = Sω(φ)− ω
∫
R2

|φ|2dx.

La méthode consiste à étudier les minima de l’énergie E sous la contrainte d’un invariant de l’équation,
ici la norme L2. Elle repose sur le principe de concentration-compacité introduit par P.L. Lions dans [L84].
Cependant, comme on l’a déjà remarqué, la fonctionnelle E ne contrôle pas la norme H1. En d’autres
termes, il est possible de construire une suite (φn)n∈N telle que pour chaque n, φn est dans l’espace
H1(R2), la suite (E(φn))n∈N est bornée mais dont la norme L2 du gradient tend vers +∞. De plus, la
fonctionnelle E n’est pas continue sur H1(R2).

Pour ces raisons, on est obligé de travailler avec l’équation (1.31
ω

) et surtout avec son énergie F

F (χ) = Tω(χ)− ω
∫
R2

|sinh(χ)|2dx.

En conséquence, on ne montrera pas un résultat de stabilité orbitale pour les ondes uω mais un résultat
un peu plus faible portant sur argsinh(|uω|). Le résultat est le suivant

Théorème 1.4.3. Pour ω ∈]0, ωmax[, on définit uω(x, t) = eiωtφω(x) où φω est un état fondamental
de (1.30ω). Alors, il existe un sous-ensemble infini Ω de ]0, ωmax[ tel que pour tout ω ∈ Ω, uω vérifie
la propriété suivante : quel que soit ε > 0, ∃δ > 0 tel que si a0 ∈ H6(R2), ||a0 − φω||L2(R2) ≤ δ et
|E(a0)−E(φω)| ≤ δ, alors la solution u(x, t) de l’équation (1.24) avec pour donnée initiale a0 définie sur
[0, T ] vérifie

sup
t∈[0,T ]

inf
y∈R2

||argsinh(|u(·, t)|)− argsinh(|φω(· − y))||H1(R2) ≤ ε

et
sup
t∈[0,T ]

|E(u(·, t))− E(|u(·, t)|)| ≤ ε.

Le théorème ci-dessus n’est pas valable pour toutes les valeurs possibles du paramètre ω dans ]0, ωmax[
pour lesquelles il existe des ondes stationnaires uω.

En effet, une condition nécessaire pour que l’onde uω soit stable est que χω = argsinh(φω) soit un
minimum de l’énergie F . Un des problèmes importants pour ce genre d’étude est de pouvoir relier ω
et µ =

∫
R2 sinh2(χω)dx. Tout d’abord, grâce au Théorème 1.4.2, il est possible de définir µ comme une
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fonction de ω. Cependant, on aimerait faire l’inverse, à savoir définir ω comme une fonction unique de µ.
Cela revient à montrer que le problème de minimisation suivant

inf
χ∈Mµ

F (χ) où Mµ =

{
χ ∈ H1(R2) /

∫
R2

sinh2(χ)dx = µ

}
possède une unique solution (aux rotations et translations près).

Par exemple, dans le cas de l’équation de Schrödinger cubique, il existe un changement d’échelle qui
permet de le faire (voir [C94]). Lorsqu’il n’existe pas de tel changement, ce qui est bien sûr le cas pour
l’équation qui nous intéresse, le problème apparait beaucoup plus délicat.

En d’autre terme, il est possible que pour une valeur de µ donnée, il existe deux états fondamentaux
χω1

et χω2
avec ω1 6= ω2 tels que ∫

R2

sinh2(χω1
)dx =

∫
R2

sinh2(χω2
)dx.

Des simulations numériques ont été effectuées sur l’équation (1.31
ω

) par L. Di Menza : il a notamment
tracé la courbe représentant la norme L2 des fonctions sinh(χω) en fonction du paramètre ω. Il a obtenu
une courbe strictement croissante, ce qui tendrait à prouver, qu’au moins dans le cas de l’équation (1.31ω ),
il soit possible de relier de manière unique ω et µ. C’est-à-dire, il apparaitrait raisonnable de montrer
qu’il existe une valeur critique ωc telle que le théorème de stabilité 1.4.3 soit vrai pour toutes les valeurs
de ω comprises dans l’intervalle ]ωc, ωmax[. Ceci reste un problème ouvert.

Nous montrons seulement ici qu’il existe un ensemble infini Ω inclus dans ]0, ωmax[ pour lequel on a
effectivement stabilité des ondes uω.

Il reste à noter que d’une manière générale, il n’est pas toujours vrai que les ondes solitaires uω soient
stables pour toutes les valeurs du paramètre ω. Par exemple, considérons l’équation

iut + ∂2
xu+ a|u|p−1u+ b|u|q−1u = 0 (1.32)

où a, b sont des réels, x ∈ R et 1 < p < q < +∞. Dans [O95], M. Ohta a montré que si a et b sont positifs
et si q = 2p− 1, alors uω est stable pour ω proche de 0 et instable pour de grandes valeurs de ω.
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Chapitre 2

L’effet Raman.

La construction de lasers de plus en plus puissants, comme le laser Méga-Joule en cours de dévelop-
pement actuellement au CEA-Cestas, est en train de rendre la fusion par confinement inertiel accessible
à l’échelle expérimentale du laboratoire. Le principe de base est le suivant : une chambre contenant un
plasma et une cible deuterium-tritium est soumise à un flux laser. Une réaction de fusion intervient alors
entre les deux éléments dégageant une énergie considérable, censée être récupérée puis être réutilisée par
la suite. Lorsque le laser pénètre dans la chambre, une multitude de phénomènes physiques se produisent
et sont susceptibles de modifier la réaction entre le deuterium et le tritium. Ils entrainent une modifica-
tion en profondeur des caractéristiques de l’onde laser incidente : phénomènes de déviation du faisceau,
création d’ondes de type Brillouin et Raman, effet Landau.... Le rendement de la réaction de fusion, qui
se calcule en comparant l’énergie nécessaire à produire l’onde laser et l’énergie que l’on récupère en fin de
réaction, se trouve ainsi grandement modifié par l’existence de tous ces phénomènes. Il est donc primor-
dial d’essayer d’en comprendre les mécanismes en introduisant des modèles capables de rendre compte
de leurs effets. Le but étant, sur le long terme, de minimiser leurs effets sur la production d’énergie.

C’est dans cette optique, qu’en collaboration avec T. Colin, nous avons étudié un de ces effets non-
linéaires qui intervient lorsqu’une onde incidente laser se propage dans un plasma : l’effet Raman. C’est
un phénomène d’interaction à trois ondes, l’onde laser incidente, l’onde plasma-électronique et l’onde
Raman, dans lequel les champs Raman croissent de manière exponentielle au moins en temps court.
L’idée de départ est de construire des systèmes de type Zakharov décrivant cette interaction. Notons
qu’un premier système de ce type a été présenté dans [DRR99] dans le cas où l’onde Raman est colinéaire
à l’onde incidente et se propage en sens inverse. Dans [5], nous avons montré comment dériver un tel
système en appliquant des méthodes de type optique diffractive "à la Joly-Métivier-Rauch" ([JMR93])
aux équations d’Euler-Maxwell. On a alors montré comment résoudre localement en temps le problème
de Cauchy associé et mis en oeuvre dans [6] une méthode de résolution numérique (basé sur les méthodes
de [G92] et [B98]) ainsi qu’une analyse semi-classique permettant d’évaluer les taux d’amplification de
chacun des champs. Dans un deuxième temps, nous avons repris cette étude en supposant cette fois que
les champs pouvaient avoir une vraie configuration 2D. Ainsi, dans [14], nous mettons en évidence deux
nouvelles directions de propagation privilégiées, non-colinéaires à l’onde laser incidente, correspondant
à deux nouvelles composantes Raman qui se propagent vers l’avant. La suite de ce chapitre comporte 4
sections dans lesquelles je vais exposer en détail les résultats enoncés ci-dessus, en commençant par la
présentation de la situation 2-dimensionnelle qui englobe, en un certain sens, le système étudié dans [5].

2.1 Interactions laser-plasma : Les systèmes de type Zakharov.

2.1.1 Présentation du système.

Dans cette partie, nous présentons comment obtenir un système d’équations multi-dimensionnel dé-
crivant une interaction à 3 ondes. La situation physique est la suivante : lorsque une onde incidente A0
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de vecteur d’onde et de pulsation (K0, ω0) pénètre dans un plasma, une partie de son énergie est rétro-
diffusée sous la forme d’une onde Raman AR de vecteur d’onde et de pulsation (KR, ωR). Ces 2 ondes se
combinent pour créer une onde plasma-électronique E0 de vecteur d’onde et de pulsation (K1, ωpe +ω1).
Enfin ces 3 ondes interagissent pour provoquer une variation basse fréquence de la densité des ions p
qui a elle-même une influence sur les 3 ondes précédentes. On suppose pour le moment que les vecteurs
d’onde sont dans R2. L’interaction est effective lorsque les conditions suivantes sont réunies (on note | · |
la norme euclidienne de R2) :
• (K0, ω0) et (KR, ωR) satisfont la relation de dispersion pour les ondes électro-magnétiques

ω2
0 = ω2

pe + c2|K0|2, (2.1)

ω2
R = ω2

pe + c2|KR|2, (2.2)

où c est la vitesse de la lumière dans le vide,
• (K1, ωpe + ω1) satisfait la relation de dispersion pour les ondes plasma-électroniques

(ωpe + ω1)2 = ω2
pe + v2

th|K1|2, (2.3)

où vth est la vitesse thermique des électrons,
• les données vérifient la condition de résonnance

ω0 = ωpe + ωR + ω1, (2.4)
K0 = KR +K1. (2.5)

Puisque K0, ω0, ωR, c et vth sont fixés, nous disposons donc de 4 inconnues (ωR, KR, ω1, K1) et
des 4 équations (2.2)-(2.5). La méthode consiste à identifier les directions correspondantes à des taux
d’amplification maximum. En effet, du fait de la croissance exponentielle des composantes Raman, seules
ces directions précises sont à envisager. Deux approches sont alors possibles. Dans [5], nous avons adopté
une approche 1D : les vecteurs d’ondes sont tous portés par l’onde incidente A0, ce qui permet de montrer
l’existence d’un champ Raman AR rétrodiffusé correspondant à un taux d’amplification maximum. Dans
un cadre plus général où les vecteurs sont dans R2, la situation s’avère beaucoup plus riche. En effet,
une des solutions du système (2.1)-(2.5) correspond à la configuration où les vecteurs d’ondes K0, KR et
K1 sont colinéaires. Cette solution décrit l’onde Raman rétrodiffusée, que l’on notera AR1 dans la suite.
Cependant, il est aussi possible de montrer, au moins numériquement, que ce système possède une infinité
de solutions dans le plan parmi lesquelles deux directions privilégiées, symétriques par rapport à l’onde
incidente mais non-colinéaires à celle-ci, correspondent à un maximum d’amplification des champs Raman.
Pour écrire le système de Zakharov, nous nous sommes donc intéressés à ces 3 directions privilégiées
d’amplification. Deux nouveaux champs Raman AR2

et ARs2 se propageant vers l’avant sont ainsi mis en
évidence dans ce travail. Le système complet s’ecrit

i
(
∂t +

c2k2
0

ω2
0

∂x

)
A0 +

(c2k2
0

2ω2
0

∆− c4k4
0

2ω4
0

∂2
x

)
A0 =

ω2
pe

2ω2
0

pA0 (2.6)

−∇ · E||
(
AR1

e−iθ1,1
kR1

|KR1 |
+ α

(
AR2

e−iθ1,2 +ARs2e
−iθ1,2s

) kR2

|KR2 |

)
,

i
(
∂t +

c2k0

ωR1
ω0
KR1

· ∇
)
AR1

+
1

2ωR1
ω0

(
c2k2

0∆− c4k2
0

ω2
R1

(
KR1

· ∇
)2)

AR1

=
ω2
pe

2ω0ωR1

pAR1
−∇ · E∗||A0e

iθ1,1
kR1

|KR1
|
, (2.7)

i
(
∂t +

c2k0

ωR2ω0
KR2

· ∇
)
AR2

+
1

2ωR2ω0

(
c2k2

0∆− c4k2
0

ω2
R2

(
KR2

· ∇
)2)

AR2

=
ω2
pe

2ω0ωR2

pAR2
− α∇ · E∗||A0e

iθ1,2
kR2

|KR2 |
, (2.8)
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i
(
∂t +

c2k0

ωR2ω0
KRs2

· ∇
)
ARs2 +

1

2ωR2ω0

(
c2k2

0∆− c4k2
0

ω2
R2

(
KRs2

· ∇
)2)

ARs2

=
ω2
pe

2ω0ωR2

pARs2 − α∇ · E
∗
||A0e

iθ1,2s
kRs2
|KRs2

|
, (2.9)

i∂tE|| +
v2
thk

2
0

2ωpeω0
∆E|| =

ωpe
2ω0

pE|| +∇
(
A0A

∗
R1
eiθ1,1

kR1

|KR1
|

+ α
(
A0A

∗
R2
eiθ1,2 +A0A

∗
Rs2
eiθ1,2s

) kR2

|KR2 |

)
, (2.10)

(
∂2
t − c2s∆

)
p =

4me

mi

ω0ωR1

ω2
pe

∆
(
|E|||2 +

ωpe
ω0
|A0|2 +

ωpe
ωR1

|AR1 |2

+
ωpe
ωR2

(
|AR2 |2 + |ARs2 |

2
))
. (2.11)

Les notations adoptées sont les suivantes. Les vecteurs d’ondes sont 2D et on suppose que l’onde incidente
A0 est portée par l’axe des x :

K0 =

(
k0

0

)
, KR1

=

(
kR1

`R1

)
, KR2

=

(
kR2

`R2

)
, KRs2

=

(
kRs2
`Rs2

)
,

θ1,1 = K1,1 ·X − ω1,1t, θ1,2 = K1,2 ·X − ω1,2t, θ1,2s = K1,2s ·X − ω1,2st,

α =
√

ωR1

ωR2
. Les constantes cs, me et mi désignent respectivement la vitesse du son, les masses des

électrons et des ions.

2.1.2 Description de la méthode.

Nous expliquons maintenant comment obtenir un tel système. Tout d’abord, justifions le choix de la
forme (K1, ωpe +ω1) dédiée à l’onde plasma-électronique. La vitesse thermique vth étant petite devant la
vitesse de la lumière dans le vide (vth � c), les allures des graphes des relations de dispersions (2.1) et
(2.3) sont très différentes, celle de (2.3) étant beaucoup plus plate à l’origine que celle de (2.1) comme on
peut le voir sur la figure 2.1. En conséquence, concernant le graphe de (2.3), on en déduit que quel soit la

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
1.0

1.5
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Figure 2.1 – Tracé (ω en fonction de |K|) de la première partie des relations de dispersion (2.26) (ligne
pointillée) et (2.27) (ligne continue) avec ω2

pe = 1, c2 = 1 et v2
th = 0.01.
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valeur du vecteur d’onde |K|, la valeur de ω correspondante restera proche de ωpe. Pour cette raison, on
introduit une pulsation ω1 vérifiant ω1 << ωpe, qui rend compte des petites fluctuations de ω = ωpe +ω1

lorsque K = K1 décrit un ensemble continu de valeurs.
Partant de cette constation, la méthode consiste à décomposer chaque champ F sous la forme (la

notation c.c. désigne le complexe conjugué)

F = F0e
i(K0·X−ω0t) + FRe

i(KR·X−ωRt) + Fee
−iωet +c.c,

et d’injecter cette décomposition dans un système d’Euler-Maxwell en collectant les différents coefficients
des termes temporels oscillants en e−iω0t, e−iωRt et e−iωpet. Cela conduit aux résultats suivants :

1) pour la partie linéaire, chaque composante satisfait une équation de Schrödinger avec sa propre
vitesse de groupe et ses termes de dispersion,

2) pour la partie non-linéaire, on garde seulement les termes résonnants, ce qui introduit un déphasage

sous la forme ei
(
K1·X−ω1t

)
. Ce terme traduit deux phénomènes différents : le premier est que K1 peut

prendre un ensemble continu de valeurs et le second exprime le fait que la relation ω0 = ωR + ωpe n’est
pas vérifiée et que l’on doit introduire un terme correctif ω1 << ωpe pour obtenir la relation exacte (2.4).

Les équations d’Euler-Maxwell décrivent de manière générale l’évolution du champ électromagnétique
dans un plasma. Le plasma peut être modélisé par un système de deux fluides (un pour les ions et un
pour les électrons) et le système s’écrit

(n0 + ne) (∂tve + ve · ∇ve − (n0 + ni)vi) , (2.12)

(n0 + ne) (∂tve + ve · ∇ve) = −γeTe
me
∇ne −

e(n0 + ne)

me
(E +

1

c
ve ×B), (2.13)

(n0 + ni) (∂tvi + vi · ∇vi) = −γiTi
mi
∇ni +

e(n0 + ni)

mi
(E +

1

c
vi ×B), (2.14)

∂tne +∇ · ((n0 + ne)ve) = 0, (2.15)
∂tni +∇ · ((n0 + ni)vi) = 0. (2.16)

Les équations de Maxwell sont écrites en termes de champs électro-magnétiques pour l’étude des ondes
plasma-électroniques

∂tB + c∇× E = 0, (2.17)

∂tE − c∇×B = 4πe
(
(n0 + ne)ve − Z(n0 + ni)vi

)
, (2.18)

et en termes de potentiel dans la jauge de Lorentz pour l’étude des ondes électromagnétiques

∂tψ = c∇ ·A, (2.19)
∂tA+ cE = c∇ψ, (2.20)

∂tE − c∇×∇×A = 4πe
(
(n0 + ne)ve − Z(n0 + ni)vi

)
, (2.21)

où Z désigne le nombre atomique des ions. En négligeant la contribution des ions dans les équations
d’Euler (m1 ≥ 103me), et en linéarisant les équations autour de la solution nulle, on obtient

n0∂tve = −γeTe
me
∇ne −

en0

me
E, (2.22)

∂tne + n0∇ · ve = 0, (2.23)
∂tB + c∇× E = 0, (2.24)
∂tE − c∇×B = 4πen0ve. (2.25)

On cherche alors des solutions du système (2.22)-(2.25) sous la forme d’onde plane ei(K·X−ωt)
(
ve, ne, B,E

)
.

Deux types d’ondes peuvent se propager dans le milieu :
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i) Les ondes longitudinales pour lesquelles K est parallèle à E (ondes plasma-électroniques). Elles
satisfont la relation de dispersion

ω2 = ω2
pe + v2

th|K|2, (2.26)

avec

ω2
pe =

4πe2n0

me
, v2

th =

√
γeTe
me

.

ii) Les ondes transverses pour lesquelles K est orthogonal à E (ondes électromagnétiques). Leur
relation de dispersion s’écrit

ω2 = ω2
pe + c2|K|2. (2.27)

Le champ électromagnétique total est alors cherché sous la forme
B
E
ve
ne

 =


B||
E||
ve||
ne||

 e−iωpet +

2∑
j=1


Bj⊥
Ej⊥
vje⊥
0

 ei(Kj ·X−ωjt) + c.c. (2.28)

où || correspond à la partie parallèles et ⊥ à la partie transverse. De plus , pour tout 1 ≤ j ≤ 2,

ω2
j = ω2

pe + c2|Kj |2. (2.29)

En injectant (2.28) das (2.23)-(2.27), on obtient pour la partie longitudinale

ve|| = −i ωpe
4πen0

E||, B|| = 0, ne|| = − 1

4πe
∇ · E||,

et pour la partie transverse

vje⊥ =
e

mec
Aj⊥, Ej⊥ = i

ωj
c
Aj⊥. (2.30)

Notons au passage qu’on obtient aussi l’équation suivante

−iωjEj⊥ + cKj ×Kj ×Aj⊥ = −i4πe
2n0

meωj
Ej⊥.

qui permet de montrer que Ej⊥, A
j
⊥ et vje⊥ sont orthogonaux à Kj

A partir de maintenant, on utilise la notation A pour les champs de vecteur et on réserve la notation
A pour les champs scalaire. L’équation satisfaite par chaque champ électromagnétique

(
B0,E0,ve0

)
et(

BR,ER,veR

)
est, en utilisant le potentiel vecteur A (A=A0 ou AR)

∂2
tA− c2∆A = −4πec(n0 + ne)ve.

On écrit
A = A0e

i
(
K0·X−ω0t

)
+ ARe

i
(
KR·X−ωRt

)
+c.c,

et on introduit les potentiels scalaires A0 and AR de A0 et AR par rapport à K⊥0 et K⊥R ,

A0 = PK⊥0 A0, AR = PK⊥RAR,

où PK⊥0 et PK⊥R désignent les projections orthogonales surK⊥0 etK⊥R . En regroupant les termes dépendant

de ei
(
K0·X−ω0t

)
(resp. ei

(
KR·X−ωRt

)
) et en appliquant PK⊥0 (resp. PK⊥R ) on obtient les équations suivantes

sur A0 et AR

i
(
∂t +

c2

ω0
K0 · ∇

)
A0 +

1

2ω0

(
c2∆− c4

ω2
0

(
K0 · ∇

)2)
A0

=
2πe2

ω0me
pA0 −

e

2ω0me

(
∇ · E||

)
ARe

−iθ1 K0 ·KR

|K0||KR|
, (2.31)
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i
(
∂t +

c2

ωR
KR · ∇

)
AR +

1

2ωR

(
c2∆− c4

ω2
R

(
KR · ∇

)2)
AR

=
2πe2

ωRme
pAR −

e

2ωRme

(
∇ · E∗||

)
A0e

iθ1
K0 ·KR

|K0||KR|
. (2.32)

Par le même type de procédure, on obtient l’équation satisfaite par E (on renvoit à l’article [6] pour les
détails techniques)

i∂tE|| +
v2
th

2ωpe
∇∇ ·E|| −

c2

2ωpe
∇×∇×E||

=
ωpe
2n0

pE|| +
eωpe

2mec2
∇
(
A0A

∗
Re

iθ1
K0 ·KR

|K0||KR|

)
. (2.33)

Pour la partie accoustique, l’obtention de l’équation d’onde sur p se fait de manière plus classique et
on renvoit à [5]. (

∂2
t − c2s∆

)
p =

1

4πmi
∆
(
|E|||2 +

ω2
pe

c2
(
|A0|2 + |AR|2

))
, (2.34)

où
c2s =

γiTi
mi

+
γeTe
me

.

2.1.3 Directions de propagation correspondant à une amplification maximale
des champs.

Rappelons tout d’abord que l’effet Raman est un phénomène d’amplification exponentielle (pour
des petits temps) des champs : en conséquence, seules les directions de propagation correspondant à une
amplification maximale sont prises en considération ici. La question est de savoir comment déterminer ces
directions priviégiées. Dans [5] et [6], on propose la démarche suivante. On commence par introduire une
version semi-classique du système (2.31)-(2.34), en supposant p = 0, puisque on se concentre uniquement
sur l’interaction à 3 ondes. On introduit ainsi un paramètre ε qui décrit l’ordre de grandeur de l’inverse
de la fréquence des ondes. En réécrivant le déphasage θ1 sous la forme

θ1 =
(K1 ·X − ω1t)

ε
,

on introduit une version semi-classique de (2.31)-(2.33) (voir [C07])

i
(
∂t +

c2

ω0
K0 · ∇

)
A0 +

ε

2ω0

(
c2∆− c4

ω2
0

(
K0 · ∇

)2)
A0

= −ε e

2ω0me

(
∇ ·E||

)
ARe

−iθ1 K0 ·KR

|K0||KR|
, (2.35)

i
(
∂t +

c2

ωR
KR · ∇

)
AR +

ε

2ωR

(
c2∆− c4

ω2
R

(
KR · ∇

)2)
AR

= −ε e

2ωRme

(
∇ ·E∗||

)
A0e

iθ1
K0 ·KR

|K0||KR|
, (2.36)

i∂tE|| + ε
v2
th

2ωpe
∆E|| = ε

eωpe
2mec2

∇
(
A0A

∗
Re

iθ1
K0 ·KR

|K0||KR|

)
. (2.37)
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En notant E|| = Eei
(K1·X−ω1t)

ε on obtient le système suivant

i
(
∂t +

c2

ω0
K0 · ∇

)
A0 +

ε

2ω0

(
c2∆− c4

ω2
0

(
K0 · ∇

)2)
A0

= −i e

2ω0me
K1 · EAR

K0 ·KR

|K0||KR|
− ε e

2ω0me

(
∇ · E

)
AR

K0 ·KR

|K0||KR|
, (2.38)

i
(
∂t +

c2

ωR
KR · ∇

)
AR +

ε

2ωR

(
c2∆− c4

ω2
R

(
KR · ∇

)2)
AR

= i
e

2ωRme
K1 · E∗A0

K0 ·KR

|K0||KR|
− ε e

2ωRme

(
∇ · E∗

)
A0

K0 ·KR

|K0||KR|
, (2.39)

(
i∂t +

1

ε

(
ω1 −

v2
th

2ωpe
|K1|2

)
+ i

v2
th

ωpe
K1 · ∇

)
E + ε

v2
th

2ωpe
∆E

= i
eωpe

2mec2

(
A0A

∗
R

K0 ·KR

|K0||KR|

)
K1 + ε

eωpe
2mec2

∇
(
A0A

∗
R

K0 ·KR

|K0||KR|

)
. (2.40)

En effectuant un développement limité sur la relation de dispersion

(ωpe + ω1)2 = ω2
pe + v2

th|K1|2,

on peut écrire

ω1 ≈
v2
th|K1|2

2ωpe
.

Ainsi l’équation (2.40) devient

i
(
∂t +

v2
th

ωpe
K1 · ∇

)
E + ε∆E = i

eωpe
2mec2

(
A0A

∗
R

K0 ·KR

|K0||KR|

)
K1

+ ε
eωpe

2mec2
∇
(
A0A

∗
R

K0 ·KR

|K0||KR|

)
. (2.41)

Enfin, en notant

f0 =
ωpe
c
A0, fR =

ωpe
c
AR, f =

K1 · E
|K1|

,

les équations (2.38), (2.39) and (2.41) deviennent au premier ordre en ε(
∂t +

c2

ω0
K0 · ∇

)
f0 = − e|K1|

2ω0me
ffR cos(θ), (2.42)(

∂t +
c2

ωR
KR · ∇

)
fR =

e|K1|
2meωR

f∗f0 cos(θ), (2.43)(
∂t +

v2
th

ωpe
K1 · ∇

)
f =

e|K1|
2meωpe

f0f
∗
R cos(θ), (2.44)

où θ désigne l’angle entre les vecteurs K0 and KR. Une analyse de Fourier permet d’étudier la stabilité
de la solution (f0, 0, 0) où f0 est constante

∂tf̂R + i
c2

ωR
ξ ·KRf̂R =

e|K1|
2meωR

f0f̂∗cos(θ) (2.45)

∂tf̂∗ + i
v2
th

ωpe
ξ ·K1f̂∗ =

e|K1|
2meωpe

f∗0 f̂Rcos(θ) (2.46)
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Pour découpler les équations (2.45) et (2.46), on applique l’opérateur ∂t + i
v2th
ωpe

ξ · K1 sur (2.45) pour
obtenir, en utilisant (2.46)

∂2
t f̂R + i

( v2
th

ωpe
K1 +

c2

ωR
KR

)
· ξ∂tf̂R

−
( c2v2

th

ωpeωR
(ξ ·K1)(ξ ·KR) +

e2|K1|2|f0|2cos2(θ)

4m2
eωRωpe

)
f̂R = 0. (2.47)

Le discriminant associé à l’équation (2.47) est égal à

∆ = −
(( v2

th

ωpe
K1 +

c2

ωR
KR

)
· ξ
)2

+ 4
( c2v2

th

ωpeωR
(ξ ·K1)(ξ ·KR) +

e2|K1|2|f0|2cos2(θ)

4m2
eωRωpe

)
= 4

e2|K1|2|f0|2cos2(θ)

4m2
eωRωpe

−
(( v2

th

ωpe
K1 −

c2

ωR
KR

)
· ξ
)2

. (2.48)

Il est clair que (2.48) atteint son maximum pour

ξ ·
( v2

th

ωpe
K1 −

c2

ωR
KR

)
= 0, (2.49)

ce qui signifie que le taux d’amplification des solutions de (2.45) et (2.46) est maximal lorsque ξ satisfait
(2.49). Le taux d’amplification est alors proportionnel à

β =
|K1|√
ωRωpe

|cos(θ)|.

En rappelant que

K0 =

(
k0

0

)
, KR =

(
kR
`R

)
, K1 =

(
k1

`1

)
,

les relations de dispersion (2.26) and (2.27) deviennent, en adimensionnant le système suivant ωpe et
ωpe
c , ω2

0 = 1 + k2
0,

ω2
R = 1 + (k2

R + `2R),
(1 + ω1)2 = 1 + ρ2(k2

1 + `21),
(2.50)

où
ρ =

vth
c
<< 1.

Le taux d’amplification s’écrit alors

β =

√
k2

1 + `21√
1 + k2

R + `21

|kR|√
k2
R + `21

, (2.51)

ou encore, en utilisant le fait que kR = k0 − k1,

β =

√
k2

1 + `21√
1 + (k0 − k1)2 + `21

|k0 − k1|√
(k0 − k1)2 + `21

. (2.52)

A k0 fixé, le problème revient donc à maximiser le coefficient β sous la contrainte√
1 + k2

0 =
√

1 + (k0 − k1)2 + `21 +
√

1 + ρ2(k2
1 + `21). (2.53)

Nous avons choisit de résoudre ce problème numériquement et les conclusions sont les suivantes :

30



Interactions laser-plasma

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

0

1

2

3

4

5

6ß

l1

Figure 2.2 – Tracé de β en fonction `1 avec ρ = 0.01 dans le cas k < 0.

• pour la composante rétrodiffusée du champ Raman (k1 < 0), le maximum est atteint pour `1 = 0,
ce qui correspond au cas où la direction d’amplification maximale est colinéaire à l’onde laser incidente
(voir la figure 2.2). Ce cas est traité dans [5].
• pour la composante se propageant vers l’avant (k1 > 0), on s’aperçoit dans la figure 2.3, que le

maximum de β est atteint pour `1 > 0. Le champ Raman fait ainsi un angle non nul avec la direction
de propagation. Nous montrons donc l’existence de 2 nouvelles directions de propagation privilégiées,
symétriques par rapport à l’axe de propagation. Il reste donc à introduire les 3 vecteurs d’ondes Raman
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Figure 2.3 – Tracé de β en fonction `1 avec ρ = 0.01 dans le cas k > 0.

correspondant aux solutions de (2.52)− (2.53)

KR1
=

(
kR1

`R1

)
, KR2

=

(
kR2

`R2

)
, KRs2s

=

(
kRs2
`Rs2

)
,

avec
K0 = KR1

+K1,1 = KR2
+K1,2 = KRs2

+K1,2s ,

c’est-à-dire (
k0

0

)
=

(
kR1

`R1

)
+

(
k1,1

`1,1

)
,

=

(
kR2

`R2

)
+

(
k1,2

`1,2

)
,

=

(
kRs2
`Rs2

)
+

(
k1,2s

`1,2s

)
,
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et les fréquences Raman associées ωR1
, ωR2

and ωRs2 vérifiant

ω0 = ωpe + ωR1
+ ω1,1,

= ωpe + ωR2
+ ω1,2,

= ωpe + ωRs2 + ω1,2s .

Avec toutes ces données, il est alors possible de construire le système (2.6)-(2.11).

2.2 Le problème de Cauchy.
Dans cette partie, on présente comment nous avons aborder le problème de Cauchy pour des systèmes

du type (2.6)-(2.11). Dans un souci de simplicité, on va considérer ici le système introduit dans [5] qui
traite seulement de l’onde Raman rétrodiffusée. Ce système s’ecrit, sous forme adimensionnée(

i(∂t +
k2

0c
2

ω2
0

∂y) +
c2k2

0

2ω2
0

∆− k4
0c

4

2ω4
0

∂2
y

)
A0 =

ω2
pe

2ω2
0

pA0

− (∇ · E0)ARe
−i(k1y−ω1t). (2.54)

(
i(∂t +

kRk0c
2

ωRω0
∂y) +

c2k2
0

2ωRω0
∆− k2

0k
2
Rc

4

2ω3
Rω0

)
AR =

ω2
pe

2ωRω0
pAR

− (∇ · E∗0 )A0e
i(k1y−ω1t), (2.55)

i∂tE0 +
v2
thk

2

2ωpeω0
∆E0 =

ωpe
2ω0
∇∆−1div(pE0)

+∇
(
A∗RA0e

i(k1y−ω1t)
)
, (2.56)

(
∂2
t −

c2sk
2
0

ω2
0

∆

)
p =

4me

mi

ω0ωR
ω2
pe

∆

(
ωpe
ω0
|A0|2 + |E0|2 +

ωpe
ωR
|AR|2

)
. (2.57)

En effet, d’un point de vue théorique, l’ajout des ondes Raman se propageant vers l’avant n’apporte
aucune difficulté dans le traitement global du système et c’est pour cela que nous les omettons dans le
cadre de cette partie.

L’intérêt du système (2.54)-(2.57) réside dans les 2 points suivants :
i) Le système comporte un couplage entre 3 équations de Schrödinger quasi-linéaires et une équation

d’onde qui implique une perte de dérivée,
ii) la partie quasi-linéaire des équations de Schrödinger n’est pas hyperbolique et donc les résultats

classiques de l’hyperbolique ne s’applique pas ici.
Nous allons maintenant développer ces deux points fondamentaux et expliquer comment les surmonter.

Pour cela, nous allons introduire une hierarchie de modèles de la manière suivante. Le système de Zakharov
originel (voir [ZMR85]) s’écrit sous la forme i∂tE + ∆E = ∇∆−1div(pE),

∂2
t p−∆p = ∆(|E|2).

(2.58)

Ce système a fait l’objet de nombreuses études et on peut citer, par exemple, de manière non exhaustive
[SS99] et [R]. Comme annoncé plus haut, le système (2.58) comporte une perte de dérivée. En effet, une
estimation d’énergie sur l’équation de Schrödinger fournit une borne sur la solution dans un espace de
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Sobolev Hs à condition bien sûr que p soit dans le même espace Hs. L’équation d’onde quant à elle a
bien un effet régularisant, c’est à dire permet de gagner une dérivée en espace par rapport à son second
membre. Or si E ∈ Hs, il est clair que ∆|E|2 est au mieux dans Hs−2 et une estimation d’énergie sur
l’équation d’onde permet seulement de récupérer une borne sur p dans Hs−1, ce qui s’avère insuffisant
pour traiter l’équation de Schrödinger. Ainsi, il n’est pas possible de mettre en oeuvre directement un
schéma itératif pour résoudre le problème de Cauchy.

Parmi toutes les techniques existantes pour contourner ce problème, la méthode d’Ozawa-Tsutsumi
(voir [OT92]) paraît très bien adaptée. L’idée est la suivante : on introduit une nouvelle variable A = ∂tE
et on réécrit le système sous la forme

iA+ ∆(E) = ∇∆−1div(pE),

i∂tA+ ∆A = ∇∆−1div(∂tpE + pA),

∂2
t p−∆p = ∆(|E|2).

(2.59)

Cette fois, une estimation Hs sur la nouvelle variable A permet d’obtenir, grâce au caractère régularisant
de l’équation elliptique (première équation de (2.59)) une estimation Hs+2 sur E, ce qui permet cette fois
de boucler l’estimation sur l’équation d’onde en p. Cette méthode permet ainsi de récupérer la dérivée
manquante dans les estimations d’énergie.

Nous expliquons maintenant en quel sens, le système (2.54)-(2.57) n’est pas hyperbolique. Nous in-
troduisons d’abord un système simplifié composé uniquement de la partie quasi-linéaire des équations de
Schrödinger, en omettant les exponentielles,

∂tA0 = i (∇ · E0)AR, (2.60)
∂tAR = i (∇ · E∗0 )A0, (2.61)
∂tE0 = −i∇(A∗RA0). (2.62)

En décomposant chaque champ suivant sa partie réelle et sa partie imaginaire, A0 = u1 + iu2, AR =
u3 + iu4, E0 = u5 + iu6, et en se limitant à la dimension 1 d’espace, on obtient

∂tu1 = −∂xu6u3 − ∂xu5u4,

∂tu2 = ∂xu5u3 − ∂xu6u4,

∂tu3 = ∂xu6u1 − ∂xu5u2,

∂tu4 = ∂xu5u1 + ∂xu6u2,

∂tu5 = ∂x(u2u3 − u1u4),

∂tu6 = −∂x(u1u3 + u2u4),

qui peut être écrit sous la forme compacte suivante

∂tU = M(U)∂xU ,

où U = (u1, u2, u3, u4, u5, u6)t et

M(U) =


0 0 0 0 −u4 −u3

0 0 0 0 u3 −u4

0 0 0 0 −u2 u1

0 0 0 0 u1 u2

−u4 u3 u2 −u1 0 0
−u3 −u4 −u1 −u2 0 0

 .

Il apparait clairement que les deux blocs

M1 =

(
−u2 u1

u1 u2

)
and M2 =

(
u2 −u1

−u1 −u2

)
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sont antisymétriques. Ainsi, le problème de Cauchy (2.60)-(2.62) est mal-posé car ce système présente
des zones elliptiques.

Cependant, en utilisant cette fois la partie dispersive des équations il est possible de montrer que le
système suivant est localement bien posé

(i(∂t + vC∂y) + α∆)AC = − (∇ · E0)AR, (2.63)
(i(∂t + vR∂y) + β∆)AR = − (∇ · E∗0 )AC , (2.64)
(i∂t + γ∆)E0 = ∇(A∗RAC), (2.65)

où

vC =
k2

0c
2

ω2
0

, vR =
kRk0c

2

ωRω0
,

α =
k2

0c
2

2ω2
0

, β =
k2

0c
2

2ωRω0
, γ =

v2
thk

2

2ωpeω0
,

comme le montre le théorème suivant

Théorème 2.2.1. Soient (aC , aR, e0) ∈ Hs(Rd) avec s > d
2 + 3. Ils existent T ∗ > 0 et une unique

solution (A0, AR, E0) ∈ (C([0, T ∗[;Hs(Rd)))3d de (2.63), (2.64), (2.65) vérifiant (A0, AR, E0)(0, X) =
(a0, aR, e0)(X).

Idée de la preuve : Il s’agit de transformer le système (2.63)-(2.65) en une perturbation dispersive d’un
système quasi-linéaire symétrique. On procède de la manière suivante. Considérons le système d’EDP 1D
ci-dessous

∂tU +B(U)∂xU +K∂2
xU = 0, (2.66)

où
U : [0, T ]× R −→ Rd,

K est une matrice hermitienne et inversible,

B(U) = B1(U) +B2(U),

où B1(U) est symétrique et B2(U) 6= 0 est anti-adjoint. On introduit V = ∂tU , X = ∂xU et W = ∂2
xU .

Les equations vérifiées par V, X et W s’écrivent

∂tV +B(U)∂xV +K∂2
xV = termes semi-linéaires , (2.67)

∂tX +B(U)∂xX +K∂2
xX = termes semi-linéaires, (2.68)

∂tW +B(U)∂xW +K∂2
xW = termes semi-linéaires, (2.69)

∂tU = termes semi-linéaires, (2.70)

et

V +KW = termes semi-linéaires, (2.71)

où les termes semi-linéaires dépendent de U , V, X etW. Dans l’équation (2.67), on remplace V par −KW
+ termes semi-linéaires dans B2(U)∂xV et dans (2.69) on renplaceW par −K−1V + termes semi-linéaires
dans B2(U)∂xW. Le nouveau système sur V et W s’écrit

∂tV +B1(U)∂xV −B2(U)K∂xW +K∂2
xV = termes semi-linéaires, (2.72)
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∂tW +B1(U)∂xW −B2(U)K−1∂xV +K∂2
xW = termes semi-linéaires. (2.73)

Le système (2.72) − (2.73) est maintenant symétrisable à condition que B2 and K aient les bonnes
propriétés, ce qui est le cas pour le système (2.63)-(2.65).

Concernant le Problème de Cauchy du système initial (2.54)-(2.57), en collaboration avec T. Colin,
nous avons montré dans [5], le résultat suivant.

Théorème 2.2.2. Soient (a0, aR, e) ∈ (Hs+2(Rd))3d, p0 ∈ Hs+1(Rd) et p1 ∈ Hs(Rd) avec s > d
2 + 3. Ils

existent T ∗ > 0 et une unique solution maximale (A0, AR, E, p) de (2.54)− (2.57) telle que

(A0, AR, E) ∈ C([0, T ∗[;Hs+2)3d, n ∈ C([0, T ∗[;Hs+1) ∩ C1([0, T ∗[;Hs)

vérifiant
(A0, AR, E, p)(0) = (a0, aR, e, p0), ∂tp(0) = p1.

La preuve repose sur une combinaison de la méthode d’Ozawa-Tsutsumi décrite plus haut avec la
méthode de symétrisation de la partie antisymétrique des équations de Schrödinger exposée dans le
Théorème 2.2.1.

2.2.1 Retour sur la condition de résonnance.
Dans cette partie, on se place dans le cadre développé dans [5, 6], à savoir que l’on prend en consi-

dération uniquement la partie rétrodiffusée de l’onde Raman. Rappelons tout d’abord que l’effet Raman,
phénomène d’interaction à 3 ondes, se caractérise par une croissance exponentielle des champs Raman et
de l’onde plasma-électronique, au moins au début de l’interaction. Ce phénomène est effectif à condition
que la condition de résonnance soit satisfaite : l’onde (ωpe + ω1, k1) doit vérifier la relation de dispersion
des ondes plasmas-électroniques

(ωpe + ω1)2 = ω2
pe + v2

thk
2
1. (2.74)

Cette condition peut être écrite sous la forme

2ωpeω1 + ω2
1 = v2

thk
2
1,

et tenant compte du fait que ω1 � ωpe, on obtient

ω1 ≈
v2
thk

2
1

2ωpe
,

c’est-à-dire

ω1

ω0
=

v2
thk

2
0

2ωpeω0

(
k1

ω0

)2

= γ

(
k1

ω0

)2

. (2.75)

L’objectif de cette section est d’illustrer ce propos à l’aide du résultat ci-dessous. On introduit le
système simplifié suivant, écrit dans une version semi-classique,

i(∂t + vC∂y)A0 + ε(α1∂
2
y + α2∆⊥)A0 = −ε (∇ · E)ARe

−i (k1y−ω1t)
ε ,

i(∂t + vR∂y)AR + ε(β1∂
2
y + β2∆⊥)AR = −ε (∇ · E∗)A0e

i
(k1y−ω1t)

ε ,

(i∂t + ε(γ∆− δ∇×∇×))E = ε∇(A∗R ·A0e
i
(k1y−ω1t)

ε ),

(2.76)

où ε est un petit paramètre destiné à tendre vers 0. Les différents coefficients de ce système sont définis
dans [6]. Le comportement asymptotique des solutions de (2.76) dépend de la condition de résonnance
(2.75). Dans le cas où celle-ci est satisfaite, on pose

E = Eεei
(k1y−ω1t)

ε ,
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et on introduit le système limite  (∂t + vC∂y)A0 = −(k · E)AR,
(∂t + vR∂y)AR = (k · E∗)A0,
∂tE + 2γk · ∇E = (A∗R ·A0)k,

(2.77)

où k = (0, k1, 0). Dans le cas où celle-ci n’est pas satisfaite, on introduit

Eε = F εei(ω1−γk21) tε ,

et le système  (∂t + vC∂y)A0 = 0,
(∂t + vR∂y)AR = 0,
(∂t + 2γk · ∇)F = 0.

(2.78)

Le résultat est le suivant

Théorème 2.2.3. Soient A0
0, A0

R, E0 in Hs(Rd) pour s suffisament grand. Ils existent un temps T
indépendant de ε et une unique solution (Aε0, A

ε
R, Eε) de (2.10) telle que

Aε0(0) = A0
0, AεR(0) = A0

R, Eε(0) = E0ei
k1y
ε .

i) Supposons que ω1 = γk2
1 et soit (A0, AR, E) la solution de (2.77) telle que

A0(0) = A0
0, AR(0) = A0

R, E(0) = E0,

alors (
Aε0 −A0, A

ε
R −AR, Ee−i

(k1y−ω1t)
ε − E

)
−→ 0

lorsque ε tend vers 0 dans
[
L∞(0, T ;Hσ(Rd))

]3d pour σ > d
2 .

ii) Si ω1 6= γk2
1, soit (A0, AR, F ) la solution de (2.78) telle que

A0(0) = A0
0, AR(0) = A0

R, F (0) = E0,

alors (
Aε0 −A0, A

ε
R −AR, Ee−i

(k1y−ω1t)
ε − Fei(ω1−γk21) tε

)
−→ 0

lorsque ε tend vers 0 dans
[
L∞(0, T ;Hσ(Rd))

]3d for σ > d
2 .

A la suite de ce théorème, deux commentaires s’imposent. Dans le cas non-résonnant ii), le système
limite est linéaire. Partant de conditions initiales pour AR et F prochent de 0, on voit que ces deux
champs restent proche de 0 au cours du temps. Ainsi, le processus Raman est quasi-inexistant dans ce
cas là. A l’opposé, dans le cas résonnant i), le système limite est non-linéaire. De plus, il aisé de voir que
pour le système

∂tA0 = −(k · E)AR,
∂tAR = −(k · E∗)A0,
∂tE = (A∗R ·A0)k,

le point stationnaire (α, 0, 0) est instable, ce qui entraine une croissance au cours du temps du champs
Raman et de l’onde plasma-électronique. La preuve du Théorème 2.2.3 se décompose en quatre étapes.
On commence par découpler les parties transverse et longitidunales de l’onde plasma-électronique en
écrivant E = E⊥ + E|| avec

E⊥ = −∇× (∆−1∇× E), E|| = ∇∆−1div(E).
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Ainsi (2.76) devient (en utilisant ∇ · E⊥ = 0 et ∇× E|| = 0)

i(∂t + vC∂y)A0 + ε(α1∂
2
y + α2∆⊥)A0 = −ε

(
∇ · E||

)
ARe

−i (k1y−ω1t)
ε ,

i(∂t + vR∂y)AR + ε(β1∂
2
y + β2∆⊥)AR = −ε

(
∇ · E∗||

)
A0e

i
(k1y−ω1t)

ε , (2.79)

(i∂t + εγ∆)E|| = ε∇(A∗R ·A0e
i
(k1y−ω1t)

ε ),

(i∂t + εδ∆)E⊥ = 0.

On suppose dans la suite que E⊥ = 0 et E = E||. On note k = (0, k1, 0) et

E = Eei
(k1y−ω1t)

ε .

Alors ∇× E = 0 si et seulement si ik × E +∇× E = 0, ce qui permet d’introduire le nouveau système

i(∂t + vC∂y)A0 + ε(α1∂
2
y + α2∆⊥)A0 = −i(k · E)AR − ε (∇ · E)AR,

i(∂t + vR∂y)AR + ε(β1∂
2
y + β2∆⊥)AR = −i(k · E∗)A0 − ε (∇ · E∗)AC , (2.80)

( i∂t +
ω1 − γk2

1

ε
+ 2iγk · ∇+ εγ∆)E = i(A∗R ·A0)k + ε∇(A∗R ·A0).

Dans une seconde étape, on montre qu’à ε fixé, le système (2.80) est bien posé localement.

Proposition 2.2.4. Soient s > d
2 + 3 et (A0

0, A
0
R, E0) ∈

[
Hs(Rd)

]3d. Supposons de plus que E0 vérifie
la condition de polarisation ik × E0 + ε∇ × E0 = 0. Alors ils existent T (ε) > 0 et une unique solution
(A0, AR, E) ∈

[
L∞(0, T (ε);Hs(Rd))

]3d de (2.80) telle que (A0, AR, E)(0) = (A0
0, A

0
R, E0).

La preuve de la Proposition 2.2.4 repose sur la même technique de symétrisation que celle utilisée
dans la preuve du Théorème 2.2.1. La technique est cependant légérement modifiée pour tenir compte du
fait que, dans le système (2.80), les opérateurs de dispersions sont inhomogènes (voir [6] pour les détails
techniques).

Ensuite, il est nécessaire d’obtenir des estimations indépendantes de ε afin de passer à la limite ε tend
vers 0.

Proposition 2.2.5. Soient s > d
2 +3 et (A0

0, A
0
R, E0) ∈

[
Hs(Rd)

]3d. Il existent T > 0 indépendant de ε et
une unique solution (Aε0, A

ε
R, Eε) ∈

[
L∞(0, T ; (Hs(Rd))

]3d de (2.25) − (2.27) telle que (Aε0, A
ε
R, Eε)(0) =

(A0
0, A

0
R, E0). De plus, il existe une constante C > 0 telle que

|(Aε0, AεR, Eε)|[L∞(0,T ;(Hs(Rd))]3d ≤ C.

Il est important de noter que le temps d’existence des solutions de (2.80) ne tend pas vers 0 avec ε.
La preuve de cette proposition est fondée sur le même type de transformations que celles utilisées dans
la preuve du Théorème 2.2.1 (voir [6]). Elle repose aussi sur l’inégalité suivante qui permet de répartir ε
dans les différentes estimations

|ε∂yf |Hs(Rd) ≤ |f |Hs(Rd) + |ε2∆f |Hs(Rd),

pour toute fonction f ∈ Hs(Rd)
Finalement, la preuve du Théorème 2.2.3 est une conséquence directe des Propositions 2.2.4 et 2.2.5.

2.2.2 L’approche numérique et quelques résultats.
Dans cette partie, nous présentons un schéma numérique adaptée à la résolution du système (2.54)-

(2.57). Les contraintes que nous nous sommes imposées sont les suivantes. Tout d’abord, puisque la partie
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quasi-linéaire n’est pas hyperbolique, les schémas de splitting sont à proscrire. Ensuite, le système (2.54)-
(2.57) conserve l’invariant suivant

∫
R 2|AC |2 + |AR|2 + |E|2 = constante, ce qui doit être le cas de notre

schéma. Cet invariant apporte un phénomène de saturation non-linéaire que l’on expliquera plus loin. De
plus, l’effet Raman, dans le cas résonnant, étant un processus de croissance exponentielle, il faut utiliser
un schéma implicite. Pour toute ces raisons, nous avons donc décider d’utiliser, pour la partie Schrödinger
du système, un schéma de type Crank-Nicolson couplé avec un schéma de type relaxation pour éviter les
étapes non-linéaires inspiré de [B98]. Pour la partie accoustique, on utilise un schéma de Glassey (voir
[G92]).

2.2.3 Présentation du schéma.
Nous avons effectués des simulations 1D et 2D, mais par souci de clareté, nous présentons maintenant

la version 1D du schéma. Pour la discrétisation en espace, on utilise des schémas de type différences finies.
La semi-discrétisation en temps s’écrit

i
An+1
C −AnC

δt
+ (ivC∂y + α∂2

y)

(
An+1
C +AnC

2

)
=
b2

2

(
pn+1 + pn

2

)(
An+1
C +AnC

2

)
− 1

2
φn+ 1

2

(
An+1
R +AnR

2

)
e−iθ

n+1
2 − 1

2
ψn+ 1

2

(
∂yE

n+1 + ∂yE
n

2

)
e−iθ

n+1
2 , (2.81)

i
An+1
R −AnR
δt

+ (ivR∂y + β∂2
y)

(
An+1
R +AnR

2

)
=
bc

2

(
pn+1 + pn

2

)(
An+1
R +AnR

2

)
− (φn+ 1

2 )∗
(
An+1
C +AnC

2

)
eiθ

n+1
2 , (2.82)

i
En+1 − En

δt
+ γ∂2

y

(
En+1 + En

2

)
=
b

2

(
pn+1 + pn

2

)(
En+1 + En

2

)
+ ∂y

[
(ψn+ 1

2 )∗
(
An+1
C +AnC

2

)
eiθ

n+1
2

]
, (2.83)

pn+1 − 2pn + pn−1

δt2
− v2

s∂
2
y

(
pn+1 + pn−1

2

)
= a∂2

y

(
|En|2 + b|AnC |2 + c|AnR|2

)
, (2.84)

où les fonctions auxiliaires φ et ψ sont données par

φn+ 1
2 + φn−

1
2

2
= ∂yE

n,
ψn+ 1

2 + ψn−
1
2

2
= AnR, (2.85)

et
θn+ 1

2 = k1y − ω1(n+
1

2
)δt.

Comme annoncé ci-dessus, ce schéma préserve l’invariant L2.

Proposition 2.2.6. Toute solution régulière de (2.81)− (2.84) vérifie∫
R

2|An0 |2 + |AnR|2 + |En|2 =

∫
R

2|A0
0|2 + |A0

R|2 + |E0|2.

On peut de plus montrer que le schéma numérique est bien défini comme le prouve le résultat suivant.

Proposition 2.2.7. Pour toute donnée (An0 , A
n
R, E

n, pn−1, pn, φn−
1
2 , ψn−

1
2 ), il existe une unique solution

(An+1
C , An+1

R , En+1, pn+1, φn+ 1
2 , ψn+ 1

2 ), de (2.81)− (2.84).

Cette proposition montre, en autre, que la matrice du système est inversible.
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2.2.4 Quelques résultats numériques.

On commmence par un cas test simple en 1D pour illustrer le phénomène de croissance exponentielle.
La direction de propagation est ici notée y. On suppose que la condition de résonnance est vérifiée. Voici
les données du problème : c0 = 3 ∗ 108m.s−1, vth = c0

10 , cs = 0.005 ∗ c0, memi = 0.01, ωpe = 3 ∗ 1015s−1 et
k0 = 2 ∗ 107m−1. On calcule ω0 par

ω0 =
√
ω2
pe + k2

0c
2
0,

on cherche kR, k1, ωR et ω1 sous la forme

k0 = kR − k1, ω0 = ω1 + ωR + ωpe,

où
ωR =

√
ω2
pe + k2

Rc
2
0, ω1 =

√
ω2
pe + k2

1v
2
th,

par un processus de dichotomie. On obtient

kR = −6.65 ∗ 106m−1, k1 = 2.6 ∗ 107m−1, ωR = 3.6 ∗ 1015s−1,
ω1

ω0
= 0.01561.

On travaille sur un système adimensionné où l’unité de référence pour les longueurs est 1
k0

et celle pour le
temps 1

ω0
. L’intervalle d’espace est alors [0, L] avec L = 200 et celui pour le temps est [0, T ] avec T = 100.

La donnée initiale sur le champ incident A0 est une gaussienne

A0(0) = 0.3e−0.001(x−100)2 .

Puisque nous travaillons sur un effet Raman stimulé, la donnée initiale sur AR est AR(0) = 0.01A0(0). De
plus, E, p and ∂tp sont égaux à 0 à t = 0. Les nombres de points de discrétisation en espace et en temps
sont respectivement Ny = 500 et Nt = 200. Dans la figure 2.4, on peut observer les courbes des champs
A0, AR et E0 aux différents temps t = 0, 50, 100. La ligne continue correspond à A0, la ligne pointillée
à E0 et la dernière à AR. La figure 2.5 représente le maximum des modules des différents champs en
fonction du temps. On voit clairement la croissance exponentielle de AR et E0 au début, puis au bout
d’un certain temps, on atteint le régime de saturation, c’est-à-dire que le phénomène s’arrête.

On présente maintenant un deuxième test numérique en 2D qui concerne le système complet (2.6)-
(2.11) sous forme adimensionnée comprenant l’onde Raman rétrograde et les deux ondes Raman se
propageant vers l’avant. Les conditions sont les suivantes. Le domaine spatial est x ∈ [0, 300] et y ∈ [0, 200],
le domaine temporel est t ∈ [0, 200]. Les nombres de points en espaces sont Nx = 300 et Ny = 200 et
en temps Nt = 596. On note θ l’angle entre les vecteurs A0 and AR2

et θmax l’angle qui correspond au
maximum d’amplification du champ Raman AR2

qui se propage vers l’avant. La données initiales sur A0

est
A0(0, ·) = αe−βx(x−γx)2e−βy(y−γy)2 .

On considère un cas de collision : les données initiales pour AR1
et AR2

sont localisées en différentes
positions de telle sorte que l’interaction se fasse au milieu du domaine de calcul, au point x = 100 et
y = 100. Pour tenir compte de la vitesse de propagation de chaque onde on introduit les paramètres
suivants

LxR1
=
vR1

v0
∗ 50, LxR2

=
vR2

v0
∗ 50 ∗ cos(θ), LyR2

= 100− LxR2
∗ tan(θ).

Les données initailes sont égales à
A0(0, ·) = αe−βx∗(x−50)2e−βy∗(y−100)2 ,

A1
R = α

100e
−βx∗(x−(100+LxR1

))2e−βy∗(y−100)2 ,

A2
R = α

100e
−βx∗(x−(100−LxR2

))2e−βy∗(y−L
y
R2

)2 .

(2.86)
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Figure 2.4 – Géométrie 1D, cas résonnant. Module des champs au temps t = 0, 50, 100, AC(0) =

0.3e−0.001(x−100)2 , ω1

ω0
= 0.01561 Première ligne t = 0, secondg ligne t = 50, troisième ligne t = 100.

On fait varier l’angle θ entre 1
6θmax et 4

3θmax. Dans la figure 2.6, on trace le maximum des champs AR1 et
AR2

en fonction du parametètre γ = θ
θmax

. On observe que l’angle n’a pas d’influence sur AR1
, alors qu’il

en a beaucoup sur AR2
. En effet, comme attendu, le maximum du champ AR2

est atteint lorsque γ = 1,
c’est-à-dire pour θ = θmax. De plus, on remarque que le processus est bien plus efficace pour γ = 1 que
pour γ = 1

6 par exemple, puisque le rapport entre le maximum des amplitudes correspondantes est de
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Figure 2.5 – Géométrie 1D, cas résonnant. Maximum des modules des champs en fonction du temps.
AC(0) = 0.3e−0.001(x−100)2 , ω1

ω0
= 0.01561.

l’ordre de 20 pour cent, ce qui représente un gain considérable. D’autres test numériques ont été réalisés
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Figure 2.6 – Géométrie 2D, maximum des champs en fonction du paramètre γ = θ
θmax

. On fait varier γ
de 1

6 à 8
6 . De gauche à droite, AR1

et AR2
.

dans [6] et [14].

2.3 Conclusion.

La justification mathématique des modèles de type Zakharov (2.6)-(2.11) dérivés à partir des systèmes
d’Euler-Maxwell reste un problème largement ouvert. Quel serait le cadre mathématique approprié ?
Quelques résultats partiels concernant cette question générale existent (voir [B07]), mais beaucoup de
choses restent à comprendre. Il serait aussi intéressant de décrire une vraie situation 3D : dans ce cas, les
directions de propagation correspondantes à une amplification maximale des champs Raman forment un
cône, c’est-à-dire que l’on dispose d’un ensemble infini et "continu" de telles directions. Il n’existe pas, à
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notre connaissance, de cadre mathématique susceptible de décrire une telle situation.
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Chapitre 3

Le point de vue des ondes solitaires.

Les résultats de ce chapitre concernent l’étude des ondes solitaires pour des équations ou des systèmes
de type Schrödinger semi-linéaires ou quasi-linéaires. Les ondes solitaires sont des solutions particulières
d’équations d’évolution qui se propagent sans changer de forme. Elles ont la particularité d’être des
solutions globales en temps. Deux aspects principaux sont ici abordés : l’existence et la stabilité (ou
l’instabilité) orbitale. Cette dernière propriété fournit des informations précieuses sur la dynamique de
ces équations. Nous définissons maintenant la notion de stabilité et d’instabilité pour un système général
de la forme {

∂tU +A(∂, U) = F (U),
U(0, ·) = U0(·), (3.1)

où, par exemple, A(∂, U) = −i∆U , U : R+ × Rd → C3 dans le cadre des systèmes de Schrödinger
semi-linéaires (voir partie 3.1), ou A(∂, U) = −i∂2

xU + ∂2
x(|U |2U), U : R+ × R → C pour l’équation

DNLS (voir partie 3.2.2). Notons E l’espace (si possible l’espace d’énergie) dans lequel le système (3.1)
est localement bien posé.

Définition 3.0.1. On dit qu’une onde solitaire u(t, ·) de (3.1) est stable si pour tout ε > 0, il existe
δ > 0 tel que si U0 ∈ E vérifie ‖u(0) − U0‖E ≤ δ, alors la solution U(t) de (3.1) existe globalement en
temps et vérifie

sup
t∈R+

inf
(θ,y)∈R2

‖U(t)− eiθu(t, · − y)‖E < ε.

Dans le cas contraire, on dit que l’onde solitaire est instable.

Dans la suite nous présentons, pour chaque équation proposée, la forme de l’onde solitaire étudiée
ainsi que les résultats de stabilité associés.

3.1 Cas des équations semi-linéaires.
Dans cette partie, on se limite aux systèmes semi-linéaires de type Schrödinger.

3.1.1 Etude d’ondes solitaires semi-triviales.
Les travaux présentés dans cette section ont été réalisés en collaboration avec T. Colin et M. Ohta et

sont regroupés dans [10] et [11]. Dans [10], on commence par montrer que, moyennant quelques hypothèses,
le système (2.54)-(2.56) peut être simplifié sous la forme

i∂tu1 = −∆u1 − |u1|p−1u1 − γu3u2, (3.2)
i∂tu2 = −∆u2 − |u2|p−1u2 − γu3u1, (3.3)
i∂tu3 = −∆u3 − |u3|p−1u3 − γu1u2, (3.4)
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où globalement u1 représente l’onde incidente A0, u2 l’onde Raman AR et u3 l’onde plasma-électronique
E. On suppose que (t, x) ∈ R × RN , N = 1, 2, 3, 1 < p < 1 + 4/N , γ > 0 et on note ~u(t, x) =(
u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)

)
. Tout d’abord, d’après [C94], le problème de Cauchy (3.2)-(3.3) est bien posé

dans l’espace d’énergie H1(RN , C3). De plus les solutions régulières vérifient les lois de conservations
suivantes (~u0 désigne la donnée initiale)

E(~u(t)) = E(~u0), (3.5)
Q1(~u(t)) = Q1(~u0), Q2(~u(t)) = Q2(~u0) (3.6)

où

E(~u) =

3∑
j=1

(
1

2
‖∇uj‖2L2 −

1

p+ 1
‖uj‖p+1

Lp+1

)
− γ<

∫
RN

u1u2u3 dx,

Q1(~u) = ‖u1‖2L2 + ‖u3‖2L2 et Q2(~u) = ‖u2‖2L2 + ‖u3‖2L2 .

Désignons par ϕω l’unique solution radiale positive de

−∆χ+ 2ωχ− |χ|p−1χ = 0, x ∈ RN . (3.7)

La fonction uω(t, x) = eiωtϕω(x) est une onde solitaire de l’équation

i∂tu = −∆u− |u|p−1u, (t, x) ∈ R× RN , (3.8)

et pour ω > 0, uω(t) est orbitalement stable pour 1 < p < 4/N et instable pour 1+4/N ≤ p < 1+4/(N−2)
(voir [BC81, CL82, SS85, W86] ). Dans ce contexte, il est clair que les ondes semi-triviales

(e2iωtϕω, 0, 0), (0, e2iωtϕω, 0), (0, 0, e2iωtϕω) (3.9)

sont solutions du système (3.2)–(3.4). L’objet de cette partie est alors d’étudier leur stabilité orbitale.
Les principaux résultats obtenus dans [10] sont les suivants.

Théorème 3.1.1. Soient 1 ≤ N ≤ 3, 1 < p < 1+4/N , γ > 0, ω > 0, et ϕω la solution positive radiale de
(3.7). Alors, les ondes solitaires (e2iωtϕω, 0, 0) et (0, e2iωtϕω, 0) de (3.2)–(3.4) sont orbitalement stables.

Théorème 3.1.2. Soient 1 ≤ N ≤ 3, 1 < p < 1 + 4/N , ω > 0, et ϕω la solution positive radiale de
(3.7). Alors, il existe une constante strictement positive γ∗ telle que :

(i) si 0 < γ < γ∗, alors l’onde solitaire (0, 0, e2iωtϕω) solution de (3.2)–(3.4) est orbitalement stable.

(ii) si de plus N ≤ 2, p > 2 et γ > γ∗, alors l’onde solitaire (0, 0, e2iωtϕω) solution de (3.2)–(3.4) est
orbitalement instable.

On commence par remarquer que lorsque 1 + 4/N ≤ p < 1 + 4/(N − 2), l’onde solitaire (e2iωtϕω, 0, 0)
solution de (3.2)–(3.4) est fortement instable, car pour λ > 1, (wλ(t), 0, 0) est solution de (3.2)–(3.4) et
explose en temps fini, où wλ(t) est une solution de (3.8) qui explose en temps fini, avec wλ(0) = λϕω. Pour
les mêmes raisons, les ondes (0, e2iωtϕω, 0) et (0, 0, e2iωtϕω) de (3.2)–(3.4) sont aussi fortement instables
lorsque 1 + 4/N ≤ p < 1 + 4/(N − 2). On se limite donc au cas 1 < p < 1 + 4/N .

La preuve du Théorème 3.1.1 est très classique et suit les arguments développés dans [CL82]. Le
point essentiel de la démonstration réside dans la caractérisation variationnelle des ondes (e2iωtφω, 0, 0)
et (0, e2iωtφω, 0) (voir Lemme 4 de [10]). Le preuve du second Théorème 3.1.2 est beaucoup plus délicate.
La méthode variationnelle du théorème 3.1.1 ne s’adapte pas au cas du théorème 3.1.2 car les lois de
conservations (3.5) − (3.6) ne sont pas adaptées. Il faut alors introduire l’action associée au système
(3.2)–(3.4)

S(~u) = E(~u) + ω
(
‖u1‖2L2 + ‖u2‖2L2 + 2‖u3‖2L2

)
, (3.10)
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Notons que l’onde (0, 0, e2iωtϕ) est un point critique de S. D’après la théorie générale développée par
Grillakis, Shatah and Strauss dans [GSS90], il s’agit d’étudier l’opérateur linéarisé S′′. Le point clé est
de montrer que S′′ est un opérateur elliptique sur H1(RN ,C3), ce qui s’avère être suffisant pour montrer
que (0, 0, e2iωtϕ) est orbitalement stable. On décompose alors S′′ en deux parties B1 et B2 où B1 ne
dépend que de u1 et u2 alors que B2 ne dépend seulement que de u3. L’opérateur B2 est elliptique sous
certaines conditions d’orthognonalité (voir Lemme 5 de [10]). De plus, dans le Lemme 7 de [10], on prouve
que B1 est elliptique si γ est strictement inférieure à une valeur critique γ∗ définie par un problème de
minimisation (voir Lemme 6, [10]).

Concernant le point ii) du Théorème 3.1.2, puisque le système (3.2)−(3.4) est symétrique par rapport
à u1 et u2, on commence par introduire le changement de variable

~u(t) = (eiωtv1(t), eiωtv1(t), e2iωt(ϕω + v2(t))) (3.11)

pour obtenir
∂tv1 = L1v1 + F1(v1, v2), ∂tv2 = L2v2 + F2(v1, v2), (3.12)

où

L1v = −i(−∆v + ωv − γϕωv), (3.13)

L2v = −i(−∆v + 2ωv − p+ 1

2
ϕp−1
ω v − p− 1

2
ϕp−1
ω v), (3.14)

et

F1(v1, v2) = i(γv1v2 + |v1|p−1v1),

F2(v1, v2) = i{γv2
1 + |ϕω + v2|p−1(ϕω + v2)− ϕpω

−p+ 1

2
ϕp−1
ω v2 −

p− 1

2
ϕp−1
ω v2}.

L’idée est alors de construire une direction instable de la forme zγ = (ζγ , 0) de telle sorte que la solution
vδ de (3.12) ayant pour condition initiale vδ(0) = δzγ où δ peut être choisi arbitrairement petit, sorte
de l’orbite de (0, 0, e2iωtϕω). Cette construction est fondée sur une étude minutieuse du spectre des
opérateurs linéarisés L1 et L2. Plus précisément, si γ > γ∗, on montre que les bornes supérieures de la
partie réelle des spectres des opérateurs L = (L2,L2) et L1 sont égales et que cette valeur est une valeur
propre de L et L1. La direction instable est alors construite à partir du vecteur propre correspondant.

Notons enfin que les restrictions sur p et N intervenant dans la partie ii) du Théorème 3.1.2 servent
à assurer la régularité C2 de la fonction z 7→ |z|p−1z nécessaire pour effectuer des estimations dans des
espaces de Sobolev H1+α (α > 0) des termes non-linéaires de (3.12).

L’objet de l’article [11] est de relaxer cette condition technique, notamment en dimension 3 d’espace.
Le résultat obtenu est le suivant.

Théorème 3.1.3. Soient 1 ≤ N ≤ 3, 1 < p < 1 + 4/N , ω > 0, et ϕ la solution radiale, positive de
(3.7). Soit γ∗ = γ∗(N, p, ω) la constante du théorème 3.1.2. Si γ > γ∗, alors l’onde solitaire (0, 0, e2iωtϕω)
solution de (3.2)–(3.4) est orbitalement instable.

Dans la preuve du Théorème 3.1.2, la nonlinéarité F apparaissant dans les équations (3.12) est estimée
dans H1 (resp. H1+α) en dimension 1 (resp. dimension 2). L’idée principale ici est d’utiliser les dérivées
en temps plutôt que les dérivées en espace de telle sorte que F soit estimé seulement dans L2, ainsi que
sa dérivée par rapport au temps ∂tF .

3.1.2 Etude générale pour un système de Schrödinger issu de la physique des
plasmas.

Le but de ce travail est de reprendre le système de la partie précédente et de faire une étude exhaustive
des ondes solitaires, notamment de déterminer la structure des états fondamentaux. Il est le fruit d’une
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collaboration avec M. Ohta et a fait l’objet de l’article [16]. On précise maintenant le cadre de cette étude.
On considère le système réduit suivant{

i∂tu1 = −∆u1 − κ|u1|u1 − γu1u2

i∂tu2 = −2∆u2 − 2|u2|u2 − γu2
1

(3.15)

pour (t, x) ∈ R × RN , N ≤ 3. Notons encore une fois que le problème de Cauchy (3.15) est localement
bien posé dans H1(RN ,C)2. Essentiellement, on suppose que, dans le système (3.2)-(3.4), u1 = u2 et on
fait le choix p = 2. Par contre, pour enrichir la structure du système, on rajoute un paramètre κ devant
le terme non-linéaire de la première équation de (3.15). Dans ce contexte, le paramètre γ∗ introduit dans
la section précédente est égal à 1. Il est alors aisé de montrer le théorème suivant, analogue du Théorème
3.1.3.

Théorème 3.1.4. Soient N ≤ 3, κ ∈ R, γ > 0, ω > 0, et ϕω la solution radiale positive de (3.7).
Alors, l’onde solitaire semi-triviale (0, e2iωtϕω) de (3.15) est orbitalement stable si 0 < γ < 1 et instable
si γ > 1.

La question naturelle qui se pose ensuite est de savoir s’il existe d’autres ondes solitaires et, si la
réponse est positive, d’étudier leur stabilité orbitale. Remarquons tout d’abord, que d’après le théorème
de bifurcation de Crandall et Rabinowitz [CR71], il est aisé de montrer que γ = γ∗ = 1 est un point de
bifurcation pour le système (3.15). On reviendra sur ce point un peu plus tard. De manière générale, dans
ce travail, on s’intéresse à la structure de cette bifurcation depuis l’onde solitaire semi-triviale (0, e2iωtϕω)
ainsi qu’aux propriétés de stabilité de cette dernière. On se propose aussi de donner une classification
complète des états fondamentaux, c’est-à-dire des solutions de{

−∆φ1 + ωφ1 = κ|φ1|φ1 + γφ1φ2

−∆φ2 + ωφ2 = |φ2|φ2 + (γ/2)φ2
1

(3.16)

qui minimisent l’action Sω parmi toutes les autres solutions de (3.16). L’action Sω est définie de la manière
suivante. On commence par introduire l’énergie E et la charge Q associées à (3.15)

E(~u) =
1

2

(
‖∇u1‖2L2 + ‖∇u2‖2L2

)
− κ

3
‖u1‖3L3 −

1

3
‖u2‖3L3 −

γ

2
<
∫
RN

u2
1u2 dx,

Q(~u) =
1

2

(
‖~u1‖2L2 + ‖u2‖2L2

)
,

et on pose
Sω(~v) = E(~v) + ωQ(~v).

L’idée est alors de chercher des solutions de (3.16) sous la forme ~φ = (αϕω, βϕω) avec (α, β) ∈]0,∞[2, ϕω
étant la solution radiale positive de (3.7). Il est clair que si (α, β) ∈]0,∞[2 vérifie

κα+ γβ = 1, γα2 + 2β2 = 2β, (3.17)

alors (αϕω, βϕω) est solution de (3.16). Avant d’énoncer les résultats obtenus, il est nécessaire d’introduire
un certain nombre de notations utiles pour la suite. Pour κ ∈ R et γ > 0, on définit

Sκ,γ = {(x, y) ∈]0,∞[2: κx+ γy = 1, γx2 + 2y2 = 2y}.

Afin de déterminer la structure de l’ensemble Sκ,γ , pour κ2 ≥ 2γ(1− γ) on introduit

α± =
(2− γ)κ± γ

√
κ2 + 2γ(γ − 1)

2κ2 + γ3
,

β± =
κ2 + γ2 ± κ

√
κ2 + 2γ(γ − 1)

2κ2 + γ3
, (3.18)

α0 =
(2− γ)κ

2κ2 + γ3
, β0 =

κ2 + γ2

2κ2 + γ3
.
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L’ensemble des paramètres admissibles (κ, γ) est noté D = {(κ, γ) : κ ∈ R, γ > 0}. On décompose D à
l’aide des 4 sous-ensembles suivants (voir figure 3.1).

J1 = {(κ, γ) : κ ≤ 0, γ > 1} ∪ {(κ, γ) : κ > 0, γ ≥ 1},

J2 = {(κ, γ) : 0 < γ < 1, κ >
√

2γ(1− γ)},

J3 = {(κ, γ) : 0 < γ < 1, κ =
√

2γ(1− γ)},
J0 = {(κ, γ) : κ ∈ R, γ > 0} \ (J1 ∪ J2 ∪ J3).

Remarquons que les ensembles J0, J1, J2 et J3 sont disjoints, et que D = J0 ∪ J1 ∪ J2 ∪ J3. Notons,

1
0

J0

J2

κ

J3

J1

γ1
2

1√
2

Figure 3.1 – Exemple d’ensemble J0, J1, J2 et J3.

de plus, que pour 0 < κ ≤ 1/
√

2, l’équation 2γ(1 − γ) = κ2 permettant de définir l’ensemble J3, a
pour solutions γ = γ± := (1 ±

√
1− 2κ2)/2. Il est alors possible de déterminer l’ensemble Sκ,γ suivant

l’appartenance de (κ, γ) aux ensembles J0, J1, J2 et J3, commme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.1.5. (0) Si (κ, γ) ∈ J0, alors Sκ,γ est vide.
(1) Si (κ, γ) ∈ J1, alors Sκ,γ = {(α+, β−)}.
(2) Si (κ, γ) ∈ J2, alors Sκ,γ = {(α+, β−), (α−, β+)}.
(3) Si (κ, γ) ∈ J3, alors Sκ,γ = {(α0, β0)}.

A ce stade il est utile de préciser la notion de bifurcation utilisée ci-dessus. D’après (3.18),
• si κ ≤ 0, (α+, β−) → (0, 1) lorsque γ → 1 + 0, c’est-à-dire que la branche de solutions positives

{(α+ϕω, β−ϕω) : γ > 1} de (3.16) bifurque depuis la solution semi-triviale (0, ϕω) au point γ = 1.
• si κ > 0, (α−, β+) → (0, 1) lorsque γ → 1 − 0, ce qui signifie que la branche de solutions positives

{(α−ϕω, β+ϕω) : γm < γ < 1} de (3.16) bifurque depuis la solution semi-triviale (0, ϕω) au point γ = 1,
où γm = inf{γ : (κ, γ) ∈ Sκ,γ}. De plus, on montre que γm = 0 si κ > 1/

√
2, et γm = γ+ si 0 < κ ≤ 1/

√
2.

Il est maintenant possible d’énoncer les résultats de stabilité et d’instabilité obtenu sur les ondes
(αϕω, βϕω).

Théorème 3.1.6. Soit N ≤ 3. Alors :
i) si (κ, γ) ∈ J1 ∪ J2, pour tout ω > 0, l’onde solitaire (eiωtα+ϕω, e

2iωtβ−ϕω) solution de (3.15) est
orbitalement stable
ii) si (κ, γ) ∈ J2, pour tout ω > 0, l’onde solitaire (eiωtα−ϕω, e

2iωtβ+ϕω) solution de (3.15) est orbitale-
ment instable.

La preuve de ce théorème repose sur une étude précise des propriétés d’ellipticité des opérateurs
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1

1
0

κ

γ

κ1

κ2

κ3

Figure 3.2 – Les ensembles K1, K2 and K3.

linéarisés suivants (voir section 2 de [16])

LR =

[
−∆ + ω 0

0 −∆ + ω

]
−
[

(2α+ γβ)ϕω γαϕω
γαϕω 2βϕω

]
, (3.19)

LI =

[
−∆ + ω 0

0 −∆ + ω

]
−
[

(α− γβ)ϕω γαϕω
γαϕω βϕω

]
, (3.20)

combiné avec une utilisation du Théorème 3.4 de [GSS90] et du Théorème 1 de [O11].
On montre aussi un résultat de stabilité concernant l’onde semi-triviale (0, e2iωtϕω) au point de

bifurcation γ = 1.

Théorème 3.1.7. Soit N ≤ 3.
i) Si κ > 0 et γ = 1, alors pour tout ω > 0, l’onde solitaire (0, e2iωtϕω) solution de (3.15) est orbitalement
instable.
ii) Si κ ≤ 0 et γ = 1, alors pour tout ω > 0, l’onde solitaire (0, e2iωtϕω) solution de (3.15) est orbitalement
stable.

La preuve de la partie i) du Théorème 3.1.7 repose sur une adaptation du théorème 2 de [O11] alors
que celle de la partie ii) est fondée sur la méthode variationnelle introduite par Shatah dans [S83] et de
la caractérisation des états fondamentaux donnée par le Théorème 3.1.8.

Nous passons maintenant à l’étude des états fondamentaux de (3.16). Notons

κc(γ) =
1

2
(γ + 2)

√
1− γ, 0 < γ < 1. (3.21)

La fonction κc est une bijection de ]0, 1[ dans ]0, 1[ et on peut ainsi définir son inverse γc. Il est utile de
découper le domaine D avec les sous-ensemble suivants (voir la figure 3.2).

K1 = {(κ, γ) : κ ≤ 0, γ > 1} ∪ {(κ, γ) : κ ≥ 1, γ > 0}
∪ {(κ, γ) : 0 < κ < 1, γ > γc(κ)},

K2 = {(κ, γ) : κ ≤ 0, 0 < γ ≤ 1} ∪ {(κ, γ) : 0 < κ < 1, 0 < γ < γc(κ)},
K3 = {(κ, γ) : 0 < κ < 1, γ = γc(κ)}.
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En notant Gω l’ensemble des états fondamentaux de (3.16) et

G0
ω =

{
0, e2iθϕω(· − y)

)
: θ ∈ R, y ∈ RN

}
.

G1
ω =

{(
eiθα+ϕω(· − y), e2iθβ−ϕω(· − y)

)
: θ ∈ R, y ∈ RN

}
,

le résultat peut s’énoncer ainsi.

Théorème 3.1.8. Soit N ≤ 3 et ω > 0.
(1) Si (κ, γ) ∈ K1, alors Gω = G1

ω.
(2) Si (κ, γ) ∈ K2, alors Gω = G0

ω.
(3) Si (κ, γ) ∈ K3, alors Gω = Gω = G0

ω ∪ G1
ω.

La preuve de ce théorème est fondée encore une fois sur des méthodes variationelles et sur une étude
appronfondie de la structure de l’ensemble défini par les relations (3.17). Un des points clés réside dans
l’étude, pour un couple (κ, γ) donné, du signe de la quantité α2 + β2 − 1.

3.2 Cas des équations quasi-linéaires.

Dans cette partie, on présente des résultats concernant des équations de Schrödinger de type quasi-
linéaires.

3.2.1 Un premier résultat d’existence.

Les résultats de cette partie ont été obtenus en collaboration avec L. Jeanjean et ont fait l’objet de la
publication [4]. On s’intéresse ici à l’existence d’ondes stationnaires de la forme u(t, x) = eiωtφ(x) pour
l’équation de Schrödinger suivante, issue de la physique des films super-fluides,

i∂tu−∆u−∆(u2)u = h(x, u), u ∈ H1(RN ), (3.22)

où h est une fonction régulière donnée. L’inconnue φ est alors solution d’une équation stationnaire du
type

−∆φ−∆(φ2)φ = g(x, φ), u ∈ H1(RN ), (3.23)

la fonction g s’exprimant en fonction de h. Il est alors naturel de chercher une solution de (3.23) sous la
forme d’un point critique de la fonctionnelle J : H1(RN )→ R donnée par

J(u) =
1

2

∫
RN
|∇u|2 dx+

∫
RN
|∇u|2u2 dx−

∫
RN

G(x, u) dx

où G(x, s) =
∫ s

0
g(x, t)dt. Cependant J n’est pas définie sur l’espace H1, excepté en dimension 1 d’espace.

Pour surmonter cette difficulté, on introduit une formulation duale par l’intermédiaire du changement de
variable ψ = f−1(φ) qui transforme l’équation quasi-linéaire (3.23) en l’équation sur ψ

−∆ψ =
1√

1 + 2f2(ψ)
g(x, f(ψ)), (3.24)

à condition que la fonction f vérifie

f ′(t) =
1√

1 + 2f2(t)
; f(0) = 0
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sur [0,+∞[ et f(t) = −f(−t) sur ]−∞, 0]. L’équation (3.24) est de type semi-linéaire et la fonctionnelle
d’énergie qui lui est associée est I : H1(RN )→ R

I(v) =
1

2

∫
RN
|∇v|2 dx−

∫
RN

G(x, f(v)) dx.

La fonctionnelle I est cette fois bien définie sur H1(RN ) et est de plus de classe C1. Cette formulation
duale du problème permet de travailler directement sur (3.24) et d’en déduire les résultats correspondants
sur (3.23). Nous avons considéré alors deux types d’équations différents. Tout d’abord, nous nous sommes
intéressés aux équations autonomes suivantes

−∆u−∆(u2)u = g(u), u ∈ H1(RN ). (3.25)

D’un point de vue technique, les hypothèses sur g sont décrites ci-dessous :

(g0) g(s) est localement Hölder continue sur [0,∞[.

(g1) −∞ < lim inf
s→0

g(s)

s
≤ lim sup

s→0

g(s)

s
= −ν < 0 pour N ≥ 3,

lim
s→0

g(s)

s
= −ν ∈ (−∞, 0) pour N = 1, 2.

(g2) Si N ≥ 3, lim
s→∞

|g(s)|
s

3N+2
N−2

= 0.

Si N = 2, pour tout α > 0 il existe Cα > 0 tel que

|g(s)| ≤ Cαeαs
2

, pour tout s ≥ 0.

(g3) Lorsque N ≥ 2, il existe ξ0 > 0 tel que G(ξ0) > 0,
Lorsque N = 1, il existe ξ0 > 0 tel que

G(ξ) < 0 pour tout ξ ∈]0, ξ0[, G(ξ0) = 0 et g(ξ0) > 0.

Sous ces conditions, nous avons montré le résultat suivant.

Théorème 3.2.1. Sous les hypothèse (g0)-(g3), l’équation (3.25) admet une solution u0 ∈ H1(RN )
vérifiant les propriétés suivantes :

(i) u0 > 0 sur RN .

(ii) u0 est radiale : u0(x) = u0(r) avec r = |x| et u0 est décroissante par rapport à r.

(iii) u0 ∈ C2(RN ).

(iv) u0 et ses dérivées jusqu’à l’ordre 2 décroissent exponentiellement à l’infini

|Dαu0(x)| ≤ Ce−δ|x|, x ∈ RN ,

avec C, δ > 0 et pour |α| ≤ 2.

La preuve est fondée sur des techniques variationnelles et consiste à étudier les points critiques de la
fonctionnelles I.

Ensuite, nous avons étudié les équation non-autonomes suivantes

−∆u−∆(u2)u+ V (x)u = h(u), (3.26)

dans lesquelles V ∈ C(RN ,R) et h ∈ C(R+,R) est Hölder continue. Les hypothèses sur V et h sont :
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(V0) il existe V0 > 0 tel que V (x) ≥ V0 > 0 sur RN .

(V1) lim|x|→∞ V (x) = V (∞) et V (x) ≤ V (∞) sur RN .

(h0) lim
s→0

h(s)

s
= 0.

(h1) il existe p <∞ si N = 1, 2 et p < 3N+2
N−2 si N ≥ 3 tel que |h(s)| ≤ C(1 + |s|p), ∀s ∈ R, pour C > 0.

(h2) il existe µ ≥ 4 tel que, ∀s > 0,

0 < µH(s) ≤ h(s)s où H(s) =

∫ s

0

h(t) dt.

On peut alors montrer le résultat suivant.

Théorème 3.2.2. Sous les hypothèses (V0)-(V1) et (h0)-(h2), l’équation (3.25) possède une solution
positive non nulle si une des conditions suivantes est satisfaite :

1) (h2) est vérifiée avec µ > 4.

2) (h2) est vérifiée avec µ = 4 et p ≤ 5 si N = 3, p < 3N+4
N si N ≥ 4 dans (h1).

La preuve du Théorème 3.2.2 est aussi fondée sur l’étude de la fonctionnelle I. Plus précisémment,
on montre que I possède une géométrie de col. La principale difficulté est de contourner le manque de
compacité des suites de Palais-Smale. Pour cela on utilise les résultats de [JT03.1] et [JT03.2] en montrant
que le niveau c > 0 du col est en-dessous du premier niveau où il y a une perte de compacité.

3.2.2 L’équation DNLS.
L’équation DNLS (Derivative Nonlinear Schrödinger Equation) est aussi un modèle issu de la physique

des plasmas. L’équation s’écrit

i∂tu+ ∂2
xu+ i∂x(|u|2u) = 0, (t, x) ∈ R+ × R. (3.27)

Une des particularités intéressantes de cette équation est qu’elle possède une famille explicite d’ondes
solitaires généralisées indexée par deux paramètres ω et c de la manière suivante

uω,c(t, x) (3.28)

= φω,c(x− ct) exp

{
iωt+ i

c

2
(x− ct)− 3

4
i

∫ x−ct

−∞
|φω,c(η)|2dη

}
,

où (ω, c) ∈ R2 vérifient c2 < 4ω, et

φω,c(x) =

[ √
ω

4ω − c2

{
cosh(

√
4ω − c2 x)− c

2
√
ω

}]−1/2

, (3.29)

est une solution positive de l’équation stationnaire

−∂2
xφ+

(
ω − c2

4

)
φ+

c

2
|φ|2φ− 3

16
|φ|4φ = 0, x ∈ R. (3.30)

L’étude de la stabilité orbitale de ces familles d’ondes a été menée en partie dans [GW95], modulo deux
hypothèses importantes : d’une part, les auteurs se limite au cas c < 0 avec c2 < 4ω et d’autre part,
suivant la théorie générale introduite dans [GSS90], ils utilisent un théorème de stabilité abstrait dont ils
omettent la preuve.

L’objet de ce travail, en collaboration avec M. Ohta, publié dans [7], est de reprendre l’étude de la
stabilité orbitale en considérant toutes les valeurs des 2 paramètres admissibles, à savoir (ω, c) ∈ R2 avec
c2 < 4ω. L’idée est d’utiliser des méthodes variationnelles similaires à celles utilisées dans [S83] et [O94],
évitant ainsi l’utilisation de méthodes spectrales. Le résultat principal obtenu est le suivant.
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Théorème 3.2.3. Pour tout (ω, c) ∈ R2 vérifiant c2 < 4ω, l’onde solitaire uω,c(t) définie par (3.28) est
orbitalement stable pour l’équation DNLS (3.27).

On commence par noter encore une fois que le problème de Cauchy (3.27) est bien posé dans H1(Rn)
(voir [O96]). On décrit maintenant brièvement la méthode. En utilisant la transformation de jauge

G1/2 : H1(R)→ H1(R)

u 7−→ G1/2(u)(x) = u(x) exp

(
νi

∫ x

−∞
|u(η)|2dη

)
,

on réécrit (3.27) sous la forme hamiltonienne suivante

i∂tv + ∂2
xv + i|v|2∂xv = 0. (3.31)

On travaille alors sur cette nouvelle équation et on introduit Gω,c l’ensemble des solutions non nulles de
l’équation stationnaire associée

−∂2
xϕ− i|ϕ|2∂xϕ+ ωϕ+ ic∂xϕ = 0, x ∈ R. (3.32)

Par la transformation
φ(x) = ϕ(x) exp

(
− c

2
ix+

i

4

∫ x

−∞
|ϕ(η)|2dη

)
, (3.33)

l’équation (3.32) est transformée en

−∂2
xφ+

(
ω − c2

4

)
φ+

1

2
Im(φ̄∂xφ)φ+

c

2
|φ|2φ− 3

16
|φ|4φ = 0. (3.34)

Il est alors clair que la fonction φω,c, solution de (3.30), satisfait aussi l’équation (3.34) puisqu’elle est
réelle et ainsi la fonction

ϕω,c(x) = φω,c(x) exp

(
c

2
ix− i

4

∫ x

−∞
|φω,c(η)|2dη

)
(3.35)

satisfait (3.32) et donc ϕω,c ∈ Gω,c si c2 < 4ω. De plus, si ϕ ∈ Gω,c alors eiωtϕ(x − ct) est une onde
solitaire de (3.31). Le cadre de l’étude étant posé, notons que l’équation (3.34) possède une structure très
particulière. On montre en effet ce résultat surprenant : toute solution φ de (3.34) vérifie

Im(φ̄∂xφ) = 0,

ce qui signifie que φ est aussi solution de (3.30). Ceci constitue un des points les plus originaux de la
preuve. Muni de ce résultat, on peut alors décrire la structure de l’ensemble Gω,c de la manière suivante.

Proposition 3.2.4. Pour tout (ω, c) ∈ R2 vérifiant c2 < 4ω, on a

Gω,c = {eiθϕω,c(· − y) : (θ, y) ∈ R2}.

Le reste de la preuve de la stabilité orbitale est basée sur des méthodes variationnelles et on renvoit
à [7] pour plus de précisions.

3.3 Une équation de Schrödinger quasi-linéaire.
Les travaux présentés dans cette partie concerne l’équation de Schrödinger quasi-linéaire suivante{

iφt + ∆φ+ φ∆(|φ|2) + f(|φ|2)φ = 0 in (0,∞)× RN ,
φ(0, x) = a0(x) in RN ,

(3.36)
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où f est une fonction donnée et ont fait l’objet de la publication [13] en collaboration avec L. Jeanjean
et M. Squasina. Nous nous sommes tout d’abord intéressés au problème de Cauchy local. La présence du
terme quasi-linéaire rend difficile l’obtention d’un résultat d’existence dans l’espace d’énergie naturel

X =
{
u ∈ H1(RN , C) :

∫
RN
|u|2|∇|u||2dx <∞

}
.

On peut aussi remarquer que le résultat de [1] ne s’applique pas car la fonction `(s) = s ne vérifie pas la
condition nécessaire

1− 4σ`
′2(σ) > C``

′2(σ), for all σ ∈ R+. (3.37)

On a donc montré le théorème suivant.

Théorème 3.3.1. Soient N ≥ 1, s = 2E(N2 ) + 2, a0 ∈ Hs+2(RN ) et f ∈ Cs+2(R+). Alors ils existent
un temps T > 0 et une unique solution de (3.36) telle que

φ(0, x) = a0(x),

φ ∈ L∞([0, T [;Hs+2(RN )) ∩ C([0, T [;Hs(RN )).

De plus, φ vérifie les lois de conservation

‖φ(t)‖2 = ‖a0‖2, E(φ(t)) = E(a0),

pour t ∈ [0, T [, où

E(φ) =
1

2

∫
RN
|∇φ|2dx+

1

4

∫
RN
|∇|φ|2|2dx−

∫
RN

F (|φ|2)dx,

avec F (σ) =
∫ σ

0
f(u)du.

La preuve du Théorème 3.3.1 est fondée sur des méthodes d’énergie et pour surmonter la perte de
dérivée induite par le terme quasilinéaire, on utilise des transformations de jauge. Pour contourner la
condition (3.37), dans la procédure de point fixe, on introduit une version linéarisée différente de celle
introduite dans [1].

Pour l’étude de l’existence et de la stabilité des ondes stationnaires, on se restreint au cas particulier
f(s) = s

p−1
2 . Une onde stationnaire est ici une solution de la forme φω(t, x) = uω(x)e−iωt où ω > 0 est

un paramètre fixé. La fonction φω est solution de (3.36) si uω est une solution de

−∆u− u∆(|u|2) + ωu = |u|p−1u, dans RN . (3.38)

On appelle état fondamental de (3.38) toute solution qui minimise l’action Eω parmi toute les solutions
de (3.38), avec

Eω(u) =
1

2

∫
RN
|∇u|2dx+

1

4

∫
RN
|∇|u|2|2dx+

ω

2

∫
RN
|u|2dx− 1

p+ 1

∫
RN
|u|p+1dx.

On note Gω l’ensemble des états fondamentaux de (3.38). Nous avons alors prouvé le théorème suivant
décrivant la structure de Gω.

Théorème 3.3.2. Pour tout ω > 0, Gω est non vide et chaque élément u ∈ Gω est de la forme

u(x) = eiθ|u(x)|, x ∈ RN ,

pour θ ∈ S1. En particulier, les éléments de Gω sont, modulo une phase complexe, réels et positifs. De
plus, tout état fondamental réel, positif u ∈ Gω vérifie les propriétés suivantes
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i) u > 0 in RN ,

ii) u est radiale, décroissante,

iii) u ∈ C2(RN ),

iv) pour tout α ∈ NN avec |α| ≤ 2,il existe (cα, δα) ∈ (R∗+)2 tel que

|Dαu(x)| ≤ Cαe−δα|x|, pour tout x ∈ RN .

De plus pour N = 1 il existe une unique solution positive de (3.38), modulo les translations. En particulier,
il existe un unique état fondamental positif de (3.38), modulo une translation.

Ce théorème amène le commentaire suivant. Dans le cas N ≥ 2, nous ne disposons pas de résultats
concernant l’unicité. Nous conjecturons l’existence de plusieurs solutions radiales, comme c’est le cas pour
l’équation

−∆u+ ωu = |u|p−1u, in RN (3.39)

La preuve du Théorème 3.3.2 utilise l’approche duale introduite dans [4]. Ensuite, nous prouvons le
résultat d’instabilité par blow-up suivant, valable pour p > 1 suffisament grand.

Théorème 3.3.3. On suppose que ω > 0, p > 1 si N = 1, 2,

3 +
4

N
< p <

3N + 2

N − 2
,

si N ≥ 3, et que f(σ) = σ
p−1
2 ∈ Cs+2(R+). Soit u ∈ X un état fondamental de

−∆u+ u∆|u|2 + ωu = |u|p−1u dans RN . (3.40)

Alors, pour tout ε > 0, il existe a0 ∈ Hs+2(RN ) tel que ‖a0−u‖Hs+2(RN ) < ε et la solution φ(t) de (3.36)
avec φ(0) = a0 explose en temps fini dans l’espace Hs+2(RN ).

On remarque que les hypothèses sur la régularité de la fonction f sont satisfaites dans les cas suivants :

p ≥ 9 lorsque N = 1, p = 7, 9, 11 ou p ≥ 13 si N = 2,

p = 5, 7, 9 si N = 3 et p = 5 si N = 4.

Pour prouver le Théorème 3.3.3, on raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe une solution globale
dans Hs+2(RN ). A l’aide d’identités de type Viriel, on montre alors qu’une telle hypothèse ne peut être
vérifiée. Pour ce faire, on introduit des ensembles invariants et on privilégie une approche sous contrainte,
en jouant avec plusieurs caractérisations des états fondamentaux.

Lorsque 1 < p < 3+ 4
N , nous conjecturons que les états fondamentaux sont stables, sans être capable de

donner une preuve de ce résultat. Cependant, dans cette direction, on considère la stabilité des minimiseurs
pour le problème

m(c) = inf{E(u) : u ∈ X, ‖u‖22 = c}, (3.41)

où
E(u) =

1

2

∫
RN
|∇u|2dx+

∫
RN
|u|2|∇|u||2dx− 1

p+ 1

∫
RN
|u|p+1dx. (3.42)

On note G(c) l’ensemble des solutions de (3.41). Ce problème peut constituer une première étape vers
la stabilité orbitale des états fondamentaux. En effet pour toute solution u de (3.41) avec ‖u‖22 = c et
E(u) = m(c), il existe un paramètre ω∗, dépendant de c et u, tel que u soit solution de (3.38) avec ω = ω∗.
Cependant, l’étude de la stabilité orbitale des états fondamentaux via une approche de minimisation
sous contrainte (voir [CL82] par exemple) nécessite de savoir que tout les états fondamentaux de (3.38)
partagent la même norme L2. Excepté dans le cas N = 1 pour lequel on est capable de prouver l’unicité
des états fondamentaux, on ne dispose pas en général de cette information. De plus, même en dimension
1 d’espace, nous n’arrivons pas à montrer que deux solutions différentes u1 et u2 de (3.41) possèdent le
même multiplicateur de Lagrange, à savoir ω∗1 = ω∗2 . Notre résultat de stabilité est le suivant.
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Théorème 3.3.4. Supposons que

1 < p < 3 +
4

N
,

et soit c > 0 tel que m(c) < 0. Alors G(c) est non vide et orbitalement stable.

Dans le Théorème 3.3.4 la stabilité orbitale de G(c) est à prendre au sens suivant : pour tout ε > 0,
il existe δ > 0 tel que, pour toute donnée a0 ∈ X ∩Hs+2(RN ) avec infu∈G(c) ‖a0 − u‖H1 < δ, la solution
φ(t, ·) de (3.36) ayant pour donnée initiale a0 vérifie

sup
0<t<T0

inf
u∈G(c)

‖φ(t, ·)− u‖H1 < ε,

où T0 > 0 est le temps d’existence pour φ donné par le Théorème 3.3.1. La preuve du Théorème (3.3.4)
est basée essentiellement sur la convergence des suites minimisantes de (3.41) et utilise la méthode de
concentration-compacité (voir [L84]). Une fois cette convergence établie, la stabilité orbitale découle
d’arguments standard. Finalement, on termine cette partie par une discussion sur la condition m(c) < 0.

Théorème 3.3.5. La fonction m(c) vérifie les propriétés suivantes :
1) si 1 < p < 1 + 4

N , alors m(c) < 0 pour tout c > 0.
2) Si 1 + 4

N ≤ p ≤ 3 + 4
N , alors il existe c(p,N) > 0 tel que

i) si 0 < c < c(p,N) alors m(c) = 0 et m(c) n’admet pas de minimiseur.
ii) si c > c(p,N) alors m(c) < 0 et m(c) admet un minimiseur. De plus, la fonction c 7→ m(c) est

strictement décroissante.

3.4 Conclusion
A la suite des travaux présentés dans cette partie, il est possible de faire un certain nombre de

remarques et de présenter quelques problèmes ouverts. Tout d’abord, en complément des résultats d’exis-
tence des ondes solitaires, se pose la question de l’unicité des états fondamentaux. Cette question se révèle
cruciale lorsqu’il s’agit d’aborder la stabilité orbitale de telles solutions via des méthodes variationnelles
(essentiellement des méthodes de minimisation sous contraintes). On peut citer, par exemple, le Théorème
3.3.4 qui montre, sous certaines conditions, la stabilité de l’ensemble G(c) mais qui ne s’attaque pas à
la stabilité proprement dite des états fondamentaux (qui peut être raisonnablement conjecturée). Cette
version faible de "stabilité dans son ensemble" est expliquée en partie par le fait que l’on ne dispose pas
de résultat d’unicité pour ces états. Plus précisément, le problème se reformule de la façon suivante :
Soit ω1 > 0 et uω1

un état fondamental de l’équation (3.38). On note c = ‖uω1
‖22 et u une solution du

problème de minimisation (3.41). Alors, il existe un multiplicateur de Lagrange ω2 tel que u soit solution
d’une équation de type (3.38) dont le paramètre est égal à ω2. La question est alors de savoir si tous les
états fondamentaux de (3.38) partagent la même norme L2 et si ω1 = ω2. Ce problème est aussi apparu
dans la partie 1.4 de ce mémoire et un argument de concavité permet de donner une réponse positive
partielle pour presque toutes les valeurs admissibles du paramètre ω.

Un deuxième point important laissé en suspend est celui de la caractérisation des phénomènes d’in-
stabilité. Le Théorème 3.3.3 propose un résultat d’explosion en temps fini. Qu’en est-il du comportement
instable des solutions des théorèmes de la partie 3.1 ? Il serait intéressant d’étudier de telles instabilités
via une approche numérique. Un autre prolongement possible de la partie 3.1 serait de continuer l’etude
des ondes solitaires, non pas sur des systèmes de Schrödinger simplifiés dans lesquels les opérateurs de
dérivation de la partie quasi-linéaire ont étés supprimés mais sur les équations complètes présentées dans
la partie 2.
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Chapitre 4

Approximation des impulsions courtes
dans des milieux dispersifs.

4.1 Introduction.
L’équation de Schrödinger non-linéaire est très souvent présentée comme un modèle asymptotique

pour de nombreux phénomènes physiques liés à la propagation d’ondes planes. On peut citer en exemple
le contexte des ondes de surfaces, du ferromagnétisme et bien sûr de l’optique non-linéaire. Considérons
un système hyperbolique avec une donnée initiale rapidement oscillante de la forme ∂tu+A(∂)u+

1

ε
Eu = εF (u),

u|t=0
= U0(x)ei

k·x
ε + c.c.;

(4.1)

où ε � 1 est un petit paramètre qui correspond à la longueur d’onde des oscillations. L’approximation
de type Schrödinger consiste alors à

1) décomposer la solution en produit d’une enveloppe U avec un train d’onde rapidement oscillant

u(t, x) ∼ U(t, x)ei
k·x−ω(k)t

ε + c.c., (4.2)

où (ω(k),k) vérifie une relation de dispersion,
2) approcher l’enveloppe U par la solution de l’équation de Schrödinger suivante

∂tU + (cg · ∇)U − ε i
2
R(∂, ∂)U = εF̃ (U), U|t=0

= U0, (4.3)

où la vitesse de groupe cg, l’opérateur différentiel R(∂, ∂) et la nonlinéarité F̃ s’expriment en fonction
des données du problème de départ. L’approximation 1)-2) a été justifiée dans, par exemple, [L98] pour
des temps de l’ordre de O(1/ε), ce qui correspond à un nombre d’oscillation des pulses du même ordre
O(1/ε). Cependant, les impulsions laser ultra-courtes ne rentrent pas dans ce cadre là et pour les dé-
crire, l’approximation d’enveloppe 1) n’est plus valide. En effet, il est communément admis que cette
approximation est valide tant que

|∇U0|∞ �
1

ε
, (4.4)

ce qui exclut les impulsions ultra-courtes. Des alternatives ont alors été proposées. Citons en particulier le
travail [AR03] dans lequel la condition oscillante est remplacée par une donnée rapidement décroissante
de la forme

u|t=0
= U0(x,

k · x
ε

),
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avec U0(x, z)→ 0 as |z| → ∞, et l’approximation d’enveloppe est remplacée par

u(t, x) ∼ U
(
t, x,

k · x− ω(k)t

ε

)
,

où U(t, x, z)→ 0 as z →∞. L’équation de Schrödinger (4.3) est alors remplacée par

∂t∂zU + (cg · ∇)∂zU + ε
1

2
R(∂, ∂)U = ε∂zF̃ (U), U|t=0

= U0. (4.5)

Notons que dans [AR03], la vitesse de groupe cg ne dépend pas de |k| et l’approximation n’est donc pas
valable pour les milieux dispersifs. Pour traiter le cas de tels milieux, Barrailh et Lannes (voir [BL02])
ont choisi de considérer des données initiales de la forme

u|t=0
= U0(x, 0,

k · x
ε

),

où la transformée de Fourier du profil U0 est une mesure à variations bornées dans Hs. Cependant, les
équations qui découle de ce choix sont en générale non locales et s’avèrent difficiles à traiter de manière
numérique.

Les impulsions ultra-courtes possèdent un spectre en fréquence très large. En conséquence, puisque la
relation de dispersion de (4.3) est un développement de Taylor d’ordre 2 de celle de (4.1), l’erreur commise
sur des fréquences éloignées de k devient importante, ce phénomène n’étant pas exclusivement réservé
aux impulsions ultra-courtes puisqu’il concerne toutes les impulsions à spectre large. Une alternative
possible pour décrire ces impulsions est de consever l’approximation d’enveloppe en gardant les propriétés
dispersives du modèle originel ainsi que la relation de dispersion totale. L’approximation est alors valable
pour les impulsions courtes (mais pas ultra-courtes). Par exemple, dans [CGL05], les auteurs introduisent
l’équation FDM (full dispersion model)

∂tU +
i

ε
(ω(k + εD)− ω)U = εF̃ (U), U(x) = U0(x),

où ω(·) est une paramétrisation de la branche adéquate de la variété caractéristique. Ce modèle est
plus simple que les précédents mais inclut des opérateurs non-locaux et nécessite donc des méthodes
spectrales de résolution. Le but de ce travail est de fournir un nouvelle approximation qui conserve les
propriétés dispersives de l’équation FDM tout en ayant les avantages de l’équation de Schrödinger. Pour
les applications pratiques, nous considérons deux types d’impulsions

• Short-pulses : le profil initial U0(x) dans (4.1) est de la forme

U0,β(x) = f(
x− x0

β
), (4.6)

avec 0 < β ≤ 1, f étant une fonction régulière. Le cas β = 1 correspond aux impulsions laser
classiques, le cas ε� β � 1 aux impulsions courtes et β = O(ε) aux impulsions ultra-courtes ;

• Chirped pulses : le profil initial U0(x) dans 4.1) est de la forme

U0,β(x) = f(x− x0) cos(
1

β
cos(

x− x0

β
)), (4.7)

avec 0 < β ≤ 1, f est aussi une fonction régulière. Le cas β = 1 correspond aux impulsions laser
classiques et β � 1 aux chirped pulses.

Les objectifs de ce travail sont alors les suivants
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1. fournir un cadre de travail plus simple que celui de [BL02] permettant quand même de traiter le cas
des spectres larges. L’idée est de garder l’approximation d’enveloppe (4.2) et de travailler dans les
algèbres de Wiener (qui permettent de contrôler la norme L∞, ce qui n’est pas le cas des espaces
de Sobolev) définies de la manière suivante

W k(Rd;Cn) := {f ∈ S ′(Rd)n,∀α ∈ Nd, |α| ≤ k, |∂αf |W <∞}, (4.8)

avec |f |W := |f̂ |L1(Rd;Cn).

2. Prouver de manière rigoureuse la règle (4.4). Nous montrons que l’approximation (4.2) a un sens
tant que |∇U0|W � 1

ε , où | · |W est la norme dans l’espace de Wiener.

3. Etablir des estimations d’erreur précises pour les différents modèles afin d’établir leur domaine de
validité.

4. Introduire une nouvelle famille d’équations de Schrödinger avec une "meilleure" relation de disper-
sion, contenant uniquement des opérateurs différentiels. Ces modèles s’écrivent sous la forme(

1− iεb · ∇ − ε2∇ ·B∇
)
∂tU + (cg · ∇)U

− ε i
2
R(∂, ∂)U + iε∇ · (∇ω1(k)bT )∇U + ε2C(∇)U = F̃ (U),

(4.9)

où b ∈ Cd, B ∈Md×d(R) et C : Cd × Cd × Cd → C est une forme trilinéaire.

5. Présenter des résultats numériques en comparant les différents modèles, pour des impulsions courtes
et des chirped pulses.

4.2 Présentation des résultats.
Avant d’énoncer les résultats obtenus, il est nécessaire de préciser les hypothèses faites sur le système

général suivant  ∂tu+A(∂)u+
E

ε
u = εT (u, u, u),

u|t=0
= U0(x)ei

k·x
ε + c.c..

(4.10)

Hypothèse 1 :
i. Le système (4.10) est hyperbolique symétrique : il existe n ≥ 1 tel que

• A(∂) =
∑d
j=1Aj∂j , où les matrices Aj sont réelles, symétriques d’ordre n,

• La matrice, d’ordre n, E est réelle et anti-symétrique ;

ii. L’application

T =
C3n → Cn

(u1, u2, u3) 7→ T (u1, u2, u3),

est linéaire par rapport à u1, u2 et u3.
Sous l’Hypothèse 1, la matrice A(k) + E

i =
∑d
j=1Ajkj + E

i est hermitienne pour tout k ∈ Rd. On
peut donc définir la variété caractéristique

C := {(ω,k) ∈ R× Rd, ω est une valeur propre de A(k) +
E

i
}. (4.11)

Il est alors classique de faire les hypothèses suivantes sur C.
Hypothèse 2 : Ils existent m ∈ N et des fonctions régulières ωj ∈ C∞(Rd\{0}) (j = 1, . . . ,m), telles
que pour tout k ∈ Rd\{0}, les valeurs propres de A(k) + E

i sont données par ωj(k) (j = 1, . . . ,m).
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Sous l’Hypothèse 2, on peut alors écrire pour k ∈ Rd\{0},

A(k) +
E

i
=

m∑
j=1

ωj(k)πj(k), (4.12)

où πj(k) est le projecteur asssocié à ωj(k) (en particulier, πj ∈ C∞(Rd\{0};Mn(C)).

On peut enfin énoncer la dernière hypothèse portant sur le nombre d’onde k de la donnée initiale de
(4.10).
Hypothèse 3 : On a k 6= 0 et, avec ω = ω1(k) :

• on a (3ω, 3k) /∈ C ;

• Avec les notations de l’Hypothèse 2,

∃c0 > 0, ∀j = 2, . . . ,m, inf
k∈Rd\{0}

∣∣ω − ωj(k)
∣∣ ≥ c0.

On peut maintenant énoncer le premier résultat concernant l’approximation d’enveloppe (4.2). On montre,
qu’au premier ordre, la solution de (4.10) peut être décrite par uεapp

uεapp(t, x) = U(t, x)ei
k·x−ωt

ε + c.c., (4.13)

où U est solution de {
∂tU + i

εL(ω,k + εD)U = εT (U)
U|t=0

(x) = U0(x),
(4.14)

L(·, ·) est défini par

L(ω,k) := −ωI +A(k) +
E

i
, (4.15)

et T est égale à
T (U) = T (U,U,U) + T (U,U, U) + T (U,U, U).

L’avantage de l’approximation (4.14) est que l’échelle ε n’apparait plus dans la condition initiale. Le
résultat est le suivant.

Théorème 4.2.1. On suppose que les Hypothèses 1, 2 et 3 sont satisfaites. Soient a, b ∈W 1(Rd;Cn) et

U0 = π1(k)a+ εb.

i. Il existe un temps τ0 > 0 tel que pour tout 0 < ε < 1, il existe une unique solution U ∈ C([0, τ0ε );W (Rd;Cn))
de (4.14) ;
ii. Pour tout 0 < τ < τ0, il existe ε0 tel que pour tout 0 < ε < ε0, il existe une unique solution
uεex ∈ C([0, τ/ε]× Rd)n de (4.10), vérifiant

|uεex − uεapp|L∞([0,τ/ε]×Rd)n ≤ εC(τ, |U0|W )(1 + |b|W + |∇U0|W ),

où uεapp est défini par (4.13).

On peut maintenant introduire les nouveaux modèles scalaires.
• Le modèle complètement dispersif. Il consiste à approcher la solution exacte de (4.10) par

uεapp,1(t, x) = U(1)(t, x)ei
k·x−ωt

ε + c.c., (4.16)

où U(1) est solution de {
∂tU(1) + i

ε (ω1(k + εD)− ω)U(1) = επ1(k)T (U(1))
U(1) |t=0

(x) = U0(x)
(4.17)

et ω1(·) vérifie l’Hypothèse 1. On a alors le résultat suivant.
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Corollaire 4.2.2. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.1, pour tout 0 < ε < ε0 (ε0 > 0 suffisamment
petit), il existe une unique solution U(1) ∈ C([0, τ0/ε);W (Rd;Cn)) de (4.17).
De plus, pour tout 0 < τ < τ0, on a

|uεex − uεapp,1|L∞([0,τ/ε]×Rd) ≤ εC(τ, |U0|W )(1 + |b|W + |∇U0|W ),

où uεapp,1 est défini par (4.16).

• L’équation de Schrödinger non-linéaire. Dans ce contexte, la solution exacte de (4.10) est approchée
par

uεapp,2(t, x) = U(2)(t, x)ei
k·x−ωt

ε + c.c., (4.18)
où le profil U(2) est solution de l’équation de Schrödinger{

∂tU(2) +
(
∇ω1(k) · ∇

)
U(2) − ε

i

2

(
∇ ·Hk(ω1)∇

)
U(2) = επ1(k)T (U(2))

U(2) |t=0
(x) = U0(x),

(4.19)

et Hk(ω1) est le Hessien de ω1(·) en k. On peut alors énoncer le résultat suivant.

Corollaire 4.2.3. Sous les hypothèses du Théroème 4.2.1, pour tout 0 < ε < ε0 (ε0 > 0 suffisament
petit), il existe une unique solution U(2) ∈ C([0, τ0/ε);W (Rd;Cn)) de (4.19).
Si de plus U0 ∈W 3(Rd;Cn)alors pour tout 0 < τ < τ0, on a

|uεex − uεapp,2|L∞([0,τ/ε]×Rd) ≤ εC(τ, |U0|W )(1 + |∇U0|W + |b|W + |cSchrod|∞|U0|W 3),

où uεapp,2est défini par (4.18) et

cSchrod(ξ) :=

(
ω1(k + εξ)−

(
ω + ε∇ω1(k) · ξ + ε2 1

2ξ ·Hk(ω1)ξ
))

ε3(1 + |ξ|3)
.

• L’équation de Schrödinger non-linéaire améliorée. On propose ici une équation de Schrödinger
modifiée pour laquelle la relation de dispersion est proche de celle du modèle exact. Elle est définie par

uεapp,3(t, x) = U(3)(t, x)ei
k·x−ωt

ε + c.c., (4.20)

où l’enveloppe U(3) est solution de
(
1− iεb · ∇ − ε2∇ ·B∇

)
∂tU(3)

+
(
∇ω1(k) · ∇ − iε∇ · (1

2
Hk(ω1) +∇ω1(k)bT )∇+ ε2C(∇)

)
U(3)

= επ1(k)T (U(3))
U(3) |t=0

(x) = U0(x),

(4.21)

avec b ∈ Cd, B ∈Md×d(R) C : Cd × Cd × Cd → C étant une forme trilinéaire. On suppose de plus que

B est symétrique positive, b ∈ Image(B), et 4− b · (B−1b) > 0 (4.22)

Le résultat suivant justifie alors cette approximation.

Corollaire 4.2.4. Sous les hypothèses du Théroème 4.2.1, pour tout 0 < ε < ε0 (ε0 > 0 suffisament
petit), il existe une unique solution U(3) ∈ C([0, τ0/ε);W (Rd;Cn)) de (4.21).
Si de plus U0 ∈W 3(Rd;Cn) alors pour tout 0 < τ < τ0, on a

|uεex − uεapp,3|L∞([0,τ/ε]×Rd) ≤ εC(τ, |U0|W )(1 + |∇U0|W + |b|W + |cimproved|∞|U0|W 3),

où uεapp,3 est défini par(4.20) et

cimproved(ξ) :=
ω1(k + εξ)−

(
ω + ε

∇ω1(k)·ξ+εξ·( 1
2Hk(ω1)+∇ω1(k)bT )ξ−ε2C(ξ)

1+εb·ξ+ε2ξ·Bξ
)

ε3(1 + |ξ|3)
.

Nous verrons dans le paragraphe suivant, à l’aide d’un exemple concret, quelle est l’amélioration
apportée par ce nouveau modèle.
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4.3 Simulations numériques.
Pour illustrer le bien fondé de ces approximations, on présente maintenant quelques simulations nu-

mériques sur le modèle suivant utilisé dans [CGL05] ∂tf + ∂xg −
g

ε
= −ε(|f |2 + |g|2)g,

∂tg + ∂xf +
f

ε
= ε(|f |2 + |g|2)f.

(4.23)

Le but est de comparer numériquement les solutions du système complet (4.10) avec celles des différentes
équations introduites dans la section précédente, en considérant des impulsions courtes et des chirped
pulses. La condition initiale est

f|t=0
(x) = f0(x)ei

x
ε + c.c., g|t=0

(x) =
1− i√

2
f0(x)ei

x
ε + c.c. (4.24)

(ce qui, avec les notations du Théorème 4.2.1 correspond à k = 1, b = 0 et a = π1(k)a = (f0, 1−i√
2
f0)T ).

Les 3 modèles asymptotiques s’écrivent alors :

• Modèle complètement dispersif. La solution exacte de (4.23) est approchée par

uεapp,1(t, x) = U(1)(t, x)ei
x−
√

2t
ε + c.c.,

où U(1) = (f(1), g(1)) est solution de ∂tf(1) + i
ε

−D+εD2√
1+(1+εD)2+

√
2
f(1) = 4iε√

2
|f(1)|2f(1),

g(1) = 1−i√
2
f(1) (condition de polarisation).

(4.25)

• L’équation de Schrödinger nonlinéaire. La solution exacte de (4.23) est approchée par

uεapp,2(t, x) = U(2)(t, x)ei
x−
√

2t
ε + c.c.,

où U(2) = (f(2), g(2)) vérifie{
∂tf(2) + 1√

2

(
∂xf(2) − i ε4∂

2
xf(2)

)
= ε 4i√

2
|f(2)|2f(2),

g(2) = 1−i√
2
f(2) .

(4.26)

• L’équation de Schrödinger modifiée. On approche la solution def (4.23) par

uεapp,3(t, x) = U(3)(t, x)ei
x−
√

2t
ε + c.c.,

où U(3) = (f(3), g(3)) est solution de{ (
1− iε∂x − ε2 5

16∂
2
x

)
∂tf(3) + 1√

2

(
∂x − iε 5

4∂
2
x + ε2 7

16∂
3
x

)
f(3) = 4iε√

2
|f(3)|2f(3),

g(3) = 1−i√
2
f(3) ;

(4.27)

En ce qui concerne le schéma numérique, on utilise une méthode spectrale en espace et une méthode
de splitting en temps. On commence par décrire les résultats pour les impulsions courtes. Le domaine de
calcul est [0, 30π]. La données initiales est prise sous la forme

f0(x) = G(
x− x0

β
),
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où G = e−x
2

, x0 = 15. La pertinence des approximations (4.25), (4.26) et (4.27) est établie à l’aide de la
quantité suivante :

E(j)(ε, β) = sup
t∈[0, 1ε ]

|f(t, ·)− (f(j)(t, ·)ei
kx−ωt
ε + c.c.)|∞

|f(t, ·)|∞
, (4.28)

où j = 1 correspond à (4.25), j = 2 à (4.26) et j = 3 à (4.27).
Les données sont : ε varie entre 0.001 et 0.1, T = 50 (temps de calcul final) et β = 0.1. Les résultats sont
regroupés dans la figure 4.1. On peut observer sur la figure 4.1 que les modèles (4.25) et (4.27) fournissent
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Figure 4.1 – Impulsions courtes : Erreur E(j)(ε, β) pour β = 0.1 et ε ∈ [0.001, 0.1].

une bonne approximation alors que l’équation de Schrödinger (4.26) est complètement inappropriée.
On regarde maintenant le cas des chirped pulses. On considére une condition initiale pour (4.23) de

la forme (4.24) avec

f0(x) = G(x− x0) cos(
1

β
cos(

x− x0

β
)),

où G = e−x
2

. Les domaines de calculs sont les mêmes que dans l’exemple précédent. Les autres paramètres
sont : ε = 0.01, et on fait varier β de 0.01 (chirped pulses) à 1, T = 1/ε = 100. On observe sur la figure
4.2 que les deux modèles (4.25) et (4.27) deviennent appropriés pour β ≥ 0.1 alors que l’approximation
de Schrödinger (4.26) n’est valable que pour β ≥ 0.4.
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Figure 4.2 – Chirped pulses : Erreur E(j)(ε, β) pour ε = 0.01 et β ∈ [0.01, 1].

En conclusion, le but de ce travail était d’une part d’introduire de nouveaux modèles ne faisant
intervenir que des opérateurs différentiels capables de décrire la propagation de "short pulses" et de
"chirped pulses" et d’autre part de donner des estimations d’erreur permettant de décrire le domaine

63



Interactions laser-plasma

de validité de ces modèles. Enfin, nous avons effectué des tests numériques pour illustrer ces résultats à
l’aide du système introduit dans [CGL05].
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Deuxième partie

Etude de quelques problèmes issus de la
mécanique des fluides.
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Chapitre 5

Un problème de contrôle optimal.

5.1 Présentation du problème.
Le but de ce travail est de fournir de nouvelles directions pour appréhender un problème de contrôle

optimal pour les équations de Navier-Stokes posées sur un domaine borné. Il a fait l’objet de la publi-
cation [12], en collaboration avec P. Fabrie. En théorie du contrôle optimal, on cherche à minimiser une
fonctionnelle de coût, impliquant généralement l’énergie cinétique et une norme adéquate sur le contrôle.
C’est un problème très classique de mécanique des fluides qui apparait, par exemple, lorsque l’on veut
augmenter les performances d’un avion en modifiant l’écoulement près des parois à l’aide de conditions
aux bords non-homogènes (voir [BMT01], [CFT85]). Un nombre d’articles importants traite le sujet d’un
point de vue théorique (voir [B03], [B01], [F96], [F98], [I98] et [I01]), mais le point de vue numérique
reste un domaine largement ouvert (voir [IFZ01], [IZ01]). On s’intéresse ici au cas où le contrôle est défini
seulement sur une partie de la frontière du domaine. La situation est la suivante. Soit Ω un domaine
borné régulier de R2 et ∂Ω sa frontière (voir Fgure 5.1). On suppose que ∂Ω = Γe ∪ Γc avec Γe ∩ Γc = ∅,
Γe et Γc désignant respectivement les parties extérieure et intérieure du domaine. Le contrôle est défini
sur Γc et sur Γe, on impose une condition de Dirichlet non-homogène.

On se donne alors une fonction régulière g définie sur Γe, un contrôle uρ défini sur Γc et on introduit
la fonctionnelle d’énergie que l’on souhaite minimiser

J(uρ) = ||u(τ)||2Y + α||uρ(τ)||2X ,

où X and Y sont deux espaces de Hilbert à choisir et α est un paramètre positif (d’un point de vue
mathématique, on choisira α = 1). Notons que l’espace X représente l’ensemble des contrôles admissibles.

Ω

Γ

Γe

c

Figure 5.1 – Exemple de domaine Ω.
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La relation entre u et uρ est donnée par le système de Navier-Stokes suivant

∂u

∂t
(t, x) + (u(t, x) · ∇)u(t, x)− 1

Re
∆u(t, x) +∇p(t, x) = f(t, x),

div(u)(t, x) = 0,

u|Γc(t, x) = uρ(t, x), u|Γe(t, x) = g(x),

u(0, x) = u0(x),

(5.1)

où (t, x) ∈ [0, T ]× Ω, u0 est une donnée initiale régulière, f est la force extérieure appliquée au système
et Re est le nombre de Reynolds. L’originalité de ce travail réside dans l’introduction d’un cadre naturel
pour définir l’espace X (voir ci-dessous pour la construction). On recherche alors un contrôle uoptρ dans
l’espace X qui vérifie

J(uoptρ ) = inf
uρ∈X

J(uρ). (5.2)

Les résultats présentés dans [12] sont les suivants. En premier lieu, rappellons que, sous certaines hypo-
thèse sur g et u0, le problème de Cauchy (5.1) est bien posé (voir [T77]). Après avoir introduit l’espace des
contrôles admissibles X, nous montrons l’existence d’un contrôle optimal uoptρ vérifiant (5.2). Notons que
la fonctionnelle J n’étant pas convexe, nous ne pouvons prouver l’unicité d’un tel uoptρ . Cependant, nous
présentons les équations d’Euler satisfaites par le contrôle optimal. Le manque d’unicité peut s’avérer
problématique pour la construction d’une approximation de celui-ci, c’est pour cela que nous introduisons
ensuite un problème linéarisé sur lequel nous pouvons énoncer des résultats constructifs.

5.2 Construction de l’espace de contrôle.
L’originalité du travail présenté ici est de définir un cadre naturel pour l’espace des contrôles ad-

missibles X. Nous présentons ici la manière de le construire. Commençons par relever la condition de
Dirichlet au bord en introduisant Uρ solution du système de Stokes suivant

∂Uρ
∂t
− 1

Re
∆Uρ +∇p = 0,

div(Uρ) = 0,

Uρ|Γc = uρ, Uρ|Γe = 0,

∫
Γc

Uρ · n ds = 0,

Uρ(0) = 0.

(5.3)

La solution Uρ appartient à l’espace

WL =
{
v ∈ L2(0, T ;H1(Ω)), tel que

∂v

∂t
− 1

Re
∆v +∇p = 0,

div(v) = 0, v(0, ·) = 0, v∣∣Γe = 0
}
, (5.4)

On montre alors que l’espace WL est un sous-espace fermé de L2(0, T ;H1) pour la topologie induite. De
plus, les éléments de WL possèdent des traces sur Γc dans L2(0, T ;H

1
2 (Γc)). Plus précisément, l’applica-

tion
RΓc : L2(0, T ;H1(Ω)) −→ L2(0, T ;H

1
2 (Γc))

v −→ RΓc(v) = v∣∣Γc
est continue et injective. Pour 0 < σ < 1, on introduit

WNL
σ =WL ∩Hσ(0, T ;L2(Ω))
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équipé de la norme
‖v‖WNL

σ
=
(
‖v‖2L2(0,T ;H1(Ω)) + ‖Dσ

t v‖2L2(0,T ;L2(Ω))

) 1
2 ,

où Hσ(0, T ;L2(Ω)) est définit a partir des dérivées fractionnaires d’ordre σ en temps Dσ
t , via la transfor-

mée de Fourier. On regarde maintenant l’espace de trace WNL
σ, c associé à travers l’opérateur R∣∣Γc . Pour

1
2 < σ < 1, l’espace X des contrôles admissibles adapté au problème de contrôle optimal non-linéaire est

X =WNL
σ, c .

En vue d’étudier un problème approché linéarisé, on introduit aussi l’espace de Hilbert des restrictions à
Γc des fonctions de WL

WL
c = RΓc(WL) =

{
w∣∣Γc , w ∈ WL

}
,

muni de la norme
‖γ‖WL

c
= ‖v‖L2(0,T ;H1),

où v est l’unique fonction de WL telle que RΓc(v) = γ.

5.3 Présentation des résultats.
Dans cette partie, on présente les principaux résultats obtenus sur ce problème de contrôle optimal.

Pour tout couple de données (u0, g), rappellons tout d’abord la condition de compatibilité associée au
système (5.1) ∫

Γe

g · n dσ = 0, (u0 · n)∣∣Γe = g · n. (5.5)

Ensuite, on introduit les espaces de Banach

Y = L2
(
0, T ;H1(Ω)

)
,

H = {v ∈ L2(Ω), div(v) = 0, (v · n)|Γc = 0}, (5.6)

V = {v ∈ H1
0 (Ω), div(v) = 0}. (5.7)

Le premier résultat concerne l’existence d’un tel contrôle dans l’espaceX =WNL
σ, c que nous avons introduit

dans la section précédente.

Théorème 5.3.1. Supposons que Ω est un domaine borné de R2 de frontière C1. Alors pour toute
fonctions (u0, g) appartenant à H×H 1

2 (Γe)qui vérifient la condition (5.5), il existe au moins un contrôle
optimal uoptρ solution de J(uoptρ ) = infuρ∈X J(uρ), avec X =WNL

σ, c .

On pose alors v = u− Uρ la solution du système de Navier-Stokes suivant
∂v

∂t
+ (v · ∇)v + (Uρ · ∇)v + (v · ∇)Uρ −

1

Re
∆v +∇p

= f − (Uρ · ∇)Uρ,
div(v) = 0, v|Γc = 0, v|Γe = g, v(0) = u0.

(5.8)

Il est ici utile de préciser que, par application du Theorem 3.1 de [T77], on peut montrer le résultat
suivant sur l’existence d’une solution du système (5.8) :

Théorème 5.3.2. Supposons que g ∈ H 1
2 (Γ)vérifie (5.5), f ∈ L2(0, T ;V

′
) et u0 ∈ H. Alors il existe une

unique solution v ∈ L∞(0, T ;H) de (5.8). De plus, v est faiblement continue de [0, T ] dans H.

71



Mécanique des fluides

On montre aussi un résultat de régularité pour l’application Uρ 7−→ v.

Théorème 5.3.3. Soit 1
2 < σ < 1. L’application Uρ ∈ WL ∩ Hσ(0, T ;L2) 7−→ v où v est la solution

de (5.8) est dérivable au sens de Fréchet. De plus, pour tout h ∈ WL ∩Hσ(0, T ;L2), z = v
′
(Uρ) · h est

solution de 
∂z

∂t
− 1

Re
∆z + v · ∇z + z · ∇v + Uρ · ∇z + z · ∇Uρ

+h · ∇v + v · ∇h+ Uρ · ∇h+ h · ∇Uρ +∇p = 0,
div(z) = 0, z|Γ = 0, z(0) = 0.

On met ensuite en évidence la condition d’optimalité, sous sa forme faible, satisfaite par Uoptρ .

Corollaire 5.3.4. Sous les hypothèses du Théorème 5.3.1, le relèvement Uoptρ défini par (5.3) de uoptρ

vérifie
∀h ∈ WNL

σ , (z,Uoptρ )X + ((Uoptρ , h))Y = 0,

où z est solution de l’équation
∂z

∂t
− 1

Re
∆z + v · ∇z + z · ∇v + Uoptρ · ∇z + z · ∇Uoptρ

+h · ∇v + v · ∇h+ Uoptρ · ∇h+ h · ∇Uoptρ +∇π = 0,
div(z) = 0, z|Γ = 0, z(0) = 0.

et (·, ·)X (resp. ((·, ·))Y ) est le produit scalaire sur X (resp. Y ).

Nous présentons maintenant la version linéarisée du problème de contrôle optimal. Soit v̄ ∈ H2(Ω) la
solution de  −

1

Re
∆v̄ + v̄ · ∇v̄ +∇π = 0,

div(v̄) = 0, v̄|Γc = 0, v̄|Γe = g,
(5.9)

où g ∈ H 3
2 (Γe). On note v la solution de (5.1) avec les conditions aux bords

v|Γc = uρ ∈ WL
c , v|Γe = g.

Alors w = v − v̄ est solution de
∂w

∂t
− 1

Re
∆w + w · ∇w + v̄ · ∇w + w · ∇v̄ +∇π = 0,

div(w) = 0, w|Γe = 0, w|Γc = uρ, w(0) = 0.
(5.10)

Puisque l’on s’attend à ce que w soit petit, on introduit une version linéarisée de (5.10) autour de 0
∂wL
∂t
− 1

Re
∆wL + v̄ · ∇wL + wL · ∇v̄ +∇π = 0,

div(wL) = 0, wL|Γe = 0, wL|Γc = uρ, wL(0) = 0.
(5.11)

Enfin, w̃ = wL − Uρ est solution de
∂w̃

∂t
− 1

Re
∆w̃ + v̄ · ∇(w̃ + Uρ) + (w̃ + Uρ) · ∇v̄ +∇π = 0

div(w̃) = 0, w̃|Γe = 0, w̃|Γc = 0, w̃(0) = 0.
(5.12)

Ce cas apparait plus simple que sa version non-linéaire : en effet, dans ce contexte, l’espace WNL
σ ,c n’est

pas indispensable et il suffit de travailler dans WL
c . Cela vient du fait qu’il n’est pas nécessaire d’obtenir
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d’estimations sur les dérivées en temps de Uρ pour passer à la limite dans les équations de Navier-Stokes,
puisque les termes non-linéaires ont été supprimés. On introduit alors la fonctionnelle de coût

JL(Uρ) =
1

2

∫ T

0

(||w̃ + Uρ||22 + ||Uρ||2H1)dt,

et nous prouvons le résultat suivant.

Théorème 5.3.5. On suppose que Ω est un domaine borné de R2 à frontière C1. Pour toute fonction
(u0, g) ∈ H(Ω)×H 3

2 (Γe) vérifiant (5.5), il existe un unique contrôle optimale Uoptρ solution de

JL(Uoptρ ) = inf
Uρ∈WL

JL(Uρ). (5.13)

De plus, Uoptρ vérifie les équations d’Euler-Lagrange

J
′

L(Uoptρ ) · h =

∫ T

0

{
(z + h, w̃ + Uoptρ )L2 + ((Uoptρ , h))H1

}
dt = 0, (5.14)

pour tout h solution de 
∂h

∂t
− 1

Re
∆h+∇π = 0,

div(h) = 0, h|Γc = k, h|Γe = 0, h(0) = 0,
(5.15)

où k est une fonction arbitraire sur Γc. La fonction z apparaissant dans (5.14) est égale à ∂w̃
∂Uρ (Uoptρ ) · h

et vérifie 
∂z

∂t
− 1

Re
∆z + v̄ · ∇(z + h) + (z + h) · ∇v̄ +∇π = 0,

div(z) = 0, z|Γe = 0, z|Γc = 0, z(0) = 0.
(5.16)

En conclusion, dans ce travail, nous introduisons un ensemble d’espaces fonctionnels qui permettent
d’appréhender les problèmes de contrôle optimal pour les équations de Navier-Stokes. Dans ce contexte,
nous montrons l’existence d’un contrôle optimal, sans toutefois présenter un résultat d’unicité. Dans un
cadre linéaire simplifié, nous considérons le problème de stabilisation autour d’un état stationnaire. Dans
cette situation, le contrôle optimal est unique et nous dérivons les équations d’Euler associées.
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Chapitre 6

Modèles pour les mélanges de fluides
Newtoniens en microfluidique

6.1 Présentation du modèle de mélange.

Ce travail a été réalisé dans le cadre de la thèse de J. Dambrine (Maître de conférence à l’Université de
Poitiers), encadrée par T. Colin. Il a fait l’objet de la publication [15]. L’objectif est le suivant : on désire
introduire des modèles pour décrire des écoulements de mélanges de fluides Newtoniens dans des canaux
très fins. On se limite au cas de deux fluides A et B ayant des viscosités dynamiques différentes. On
souhaite alors évaluer l’efficacité de deux méthodes passives différentes de mélange qui impliquent toutes
les deux une modification du fond et du haut des canaux. La première méthode consiste à considérer
un canal plat associé à des conditions de type glissement (voir ([KB03], [KB04])) qui correspondent à
un traitement chimique de la surface qui permet aux fluides de glisser et pour la seconde, on considère
un canal avec un fond à reliefs associé à des conditions d’adhérence ([S02-1], [S02-2]). Il est toujours
coûteux numériquement de comparer ces deux stratégies en effectuant directement des simulations 3D.
On propose donc ici de se placer dans une approximation de type Hele-Shaw (voir [JR93]), justifiée par le
fait que dans des canaux microfluidiques, une des dimensions est en générale très fine. C’est un processus
asymptotique dans lequel l’écoulement est généralement décrit par l’équation de Reynolds. Ce travail
comporte donc une part importante de modélisation, dont en voici une brève description. On commence
par introduire une fonction φ(t,X) qui décrit la fraction volumique de l’espèce A dans le canal. Cette
inconnue est alors solution d’une équation de convection-diffusion

∂tφ+ V · ∇φ = ∇(D(φ)∇φ),

où V est la vitesse du fluide et D un coefficient d’inter-diffusion. L’hydrodynamique est décrite de manière
classique par un système de Stokes (écoulement à bas nombre de Reynolds) incompressible auquel on
ajoute une loi rhéologique pour relier la contrainte au taux de déformation. Une analyse asymptotique
nous permet d’obtenir deux systèmes différents
• un système dit 2.5 D pour lequel les vitesses sont 3D mais la pression est seulement 2D :

∂tϕ+

uv
w

 · ∇ϕ−∇x,y · (D(ϕ)∇x,yϕ)− 1

ε2
∂z(D(ϕ)∂zϕ) = 0,

∇xy ·
(
K2D

1 (ϕ)∇x,yP (x, y)
)

= 0,(
u
v

)
= K3D

1 (ϕ)∇xyP,

w = −
∫ z

0
∇xy ·

(
u
v

)
(x, y, σ)dσ.

(6.1)
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• un système simplifié pour lequel toutes les grandeurs sont 2D :
∇xy ·

[
K2D

2 (x, y)∇xyP
]

= 0,(
u
v

)
(x, y) = K

3D

2 (x, y)∇xyP,

∂tϕ+

(
u
v

)
· ∇x,yϕ−∇x,y · (D(ϕ)∇x,yϕ) = 0.

(6.2)

Finalement les différents coefficients K2D
1 , K3D

1 , K
2D

2 et K
3D

2 des deux précédents systèmes sont déter-
minés par les caractéristiques des canaux envisagés. Un des résultats de cette étude asymptotique est
de montrer l’équivalence des deux modes de mélange. En effet, dans ce régime, on peut comparer les
coefficients précédents correspondants aux deux types de canaux envisagés (canaux traités chimiquement
ou canaux à reliefs). Plus précisément, dans le cas du modèle 2D, à viscosité constante, nous montrons
qu’il est possible de choisir les paramètres définissant les deux types de canaux de telle sorte que les
deux modèles correspondants soient très proches (c’est-à-dire telle que l’écart entre les vitesses soit petit)
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 6.1.1. Soient h(x, y) = h+ h̃(x, y) la hauteur du canal à reliefs où h représente la hauteur
du canal à fond plat. On note L(x, y) la longueur de glissement associée au canal plat. Alors il existe une
fonction L(x, y) qui minimise l’erreur entre les coefficients des systèmes (6.1) et (6.2). De plus, L(x, y)
est donnée par

L(x, y) = − 1

12h
2 (h̃3(x, y) + 4hh̃2(x, y) + 4h

2
h̃(x, y)).

Nous nous sommes ensuite intéressés au problème de Cauchy pour le système 2D (6.2) en montrant
l’existence de solutions faibles et fortes, dans l’esprit de [B99]. Nous avons considéré un canal rectangulaire
[0, L]× [0, `] à relief associé à des conditions d’adhérence. On note Γe l’entrée du canal, Γs la sortie et ΓL
les murs latéraux et ν la normal sortante. Les conditions aux bords associées au système (6.2) s’écrivent
alors 

sur Γe, on impose la vitesse u = u0(y) et le paramètre d’ordre ϕ = ϕ1(y),

sur Γs, on impose P = 0 et
∂ϕ

∂ν
= 0,

sur ΓL, on impose v = 0 et
∂ϕ

∂ν
= 0.

L’intérêt de ces résultats réside dans la prise en compte de conditions aux bords physiquement pertinentes,
à savoir que les fluides se déplacent sous l’effet du gradient de pression. Nous montrons ainsi que ce type
de modèle fournit un comportement physique raisonnable pour les fluides sur Γs. La preuve est basée sur
une méthode de Galerkin et utilise des principes du maximum ainsi que des méthodes de relèvement. Les
deux résultats sont les suivants. Pour les solutions faibles :

Théorème 6.1.2. On suppose que D(ϕ) est constant, ϕ1(y) ∈ H2(0, `), ∂ϕ1

∂ν = 0 sur ΓL, u0(y) ∈ L2(0, `),
u0 ≥ 0 et ϕ0 ∈ L2(Ω) telle que 0 ≤ ϕ0 ≤ 1. Alors il existe une solution globale faible (P, u, v, ϕ) du système
(6.2) telle que ϕ(0, x, y) = ϕ0(x, y) et

P ∈ L2
loc

(
R+;H1(Ω)

)
,

(u, v) ∈
[
L2

loc

(
R+;H1(Ω)

)]2
,

ϕ ∈ L∞loc
(
R+;L2(Ω)

)
∩ L2

loc

(
R+;H1(Ω)

)
.

Pour les solutions fortes :

Théorème 6.1.3. On suppose que D(φ) est constant, ϕ1(y) ∈ H3(0, `), ∂ϕ1

∂ν = 0 sur Γ, u0(y) ∈ H1(0, `),
u0 ≥ 0, ∂yu0 = 0 sur ΓL et ϕ0 ∈ H1(Ω) telle que ϕ0 = ϕ1 sur Γe et 0 ≤ ϕ0 ≤ 1. Alors il existe un temps
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T > 0 et une unique solution (P, u, v, ϕ) au Système (6.2) telle que ϕ(0) = ϕ0 et

P ∈ L∞
(

0, T ;H2(Ω)
)
, (u, v) ∈

(
L∞
(

0, T ;H1(Ω)
))2

ϕ ∈ L∞
(

0, T ;H1(Ω)
)
∩ L2

(
0, T ;H2(Ω)

)
.

6.2 Tests numériques.
Nous avons effectué des simulations numériques sur les 2 modèles. Les méthodes de discrétisation sont

classiques : différences finies en temps et utilisation de schéma volumes-finis sur des grilles cartésiennes
décalées en espace. La première simulation concerne une expérience de co-flow décrite par la Figure 6.1
et utilise le modèle 2D (6.2). Il s’agit d’injecter deux fluides de viscosités différentes η1 et η2 dans un
canal à fond plat avec conditions de glissement et de décrire la position de la zone de mélange. Dans cette
configuration, le mélange s’effectue essentiellement par auto-diffusion. Les caractéristiques du canal et
des fluides sont les suivantes : longueur L = 1300µm, largeur ` = 200µm, vitesse d’entrée identique pour
les 2 fluides U0 = 1.8 ∗ 10−2m.s−1, même densité ρ = 1.2 ∗ 103kg.m−3, η2 = 0.67Pa.s et on fait varier la
viscosité du fluide 1 de η1 = 8.375 ∗ 10−2Pa.s à η1 = 5.36Pa.s, Nx = 100, Ny = 80. Il est généralement

Figure 6.1 – Expérience de co-flow.

admis que la position de l’interface dépend du contraste de viscosité égale à

ε =
η1 − η2

min(η1, η2)
. (6.3)

De plus, la notion d’interface n’étant pas claire en elle-même, nous avons utilisé, pour la décrire, un
moment d’ordre 1 défini par

M1(x, t) =

∫ D

−D
y∂yϕ(x, y, t)dy.

On s’attend à ce que le fluide le plus visqueux soit poussé par le moins visqueux dans la section transverse
du canal et que les murs latéraux aient une influence sur ce déplacement. Les résultats obtenus sont les
suivants (voir Figure 6.2) :
• pour des petites valeures de ε, l’influence des murs latéraux est négligeable etM1 dépend linéairement

du paramètre ε,
• pour des grands rapports de viscosité, les effets dûs aux murs sont les plus importants et l’interface

se rapproche des murs.
Un calcul élémentaire permet alors de prévoir le déplacement relatif

M1

`
=

η2 − η1

2(η2 + η1)
:= f(η1, η2).

Les résultats numériques (voir Figure 6.3) confirment cette loi et font penser que ce modèle est ici adapté
à la description d’une telle expérience (voir aussi [15] pour une expérience de "viscous-fingering").
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Figure 6.2 – Expérience de co-flow : déplacement de l’interface en fonction de ε.
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Figure 6.3 – Expérience de co-flow : déplacement relatif de l’interface en fonction de f(η1, η2).
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Une seconde expérience numérique vise à déterminer le domaine de validité du modèle de Reynolds. Un
des sujets importants en micro-fluidique est l’accélération de mélange de fluides dans les micro-canaux.
Deux méthodes existent actuellement : mettre des reliefs sur le fond et le haut des canaux ou traiter
chimiquement les surfaces pour induire des zones de glissement. L’objectif de ces tests est de déterminer
si le modèle de Reynolds 2.5D permet de décrire correctement de tels écoulements et surtout de reproduire
les re-circulations nécessaires à l’accéleration du mélange. Dans cette expérience, on choisit un canal à
reliefs, la hauteur du canal étant donnée par

h(x, y) = hmax

(
1− 1 + cos(6π (x+ 2y))

5

)
,

où hmax désigne la hauteur maximale du canal. On veut tout d’abord quantifier l’influence de hmax sur
l’erreur entre les solutions du modèle de Stokes complet et celles du modèle (6.1) dans la géométrie décrite
ci-dessus. On choisit de calculer l’erreur sur les vitesses (voir Figure 6.4). Les caractéristiques du canal et
de la grille numérique sont : L = 2.5mm, l = 500µm, hmax varie de 50µm à 200µm, Nx = 400, Ny = 100
et Nz = 50. La figure 6.4 montre la convergence des 2 modèles lorsque hmax tends vers 0.

La différence qualitative entre les solutions des deux modèles ((6.1) et Stokes) sont présentées dans la
Figure 6.5. Elle représente les lignes de courant partant de l’entrée du canal. On remarque que pour hmax
suffisament grand, les lignes de courant calculées sur le modèle de Stokes présente une déviation vers le
mur gauche du canal. Cette déviation ne s’apercoit pas sur les solutions du Système (6.1). Ce phénomène
de déviation est pourtant un mécanisme très important dans les processus de mélange par modification
du canal en microfluidique (voir [NW10]) En conséquence, le modèle de Reynolds n’est pas adapté pour
les modèles de mélange basés sur cette approche. D’autres expériences numériques sont présentées dans
[15] faisant intervenir les canaux traités chimiquement pour induire des zones de glissement, confirmant
elles-aussi l’inadaptation du modèle de Reynolds (6.1) dans ce cadre-là.

En conclusion, nous pouvons dire que les modèles de Reynolds sont bien adaptés pour décrire des
phénomènes de mélange en régime d’auto-diffusion. Ils permettent de montrer que, dans ces régimes, les
canaux traités chimiquement et les canaux à reliefs fournissent des modèles asymptotiquement équivalents.
Enfin, les modèles asymptotiques (6.2) sont bien posés et décrivent bien le régime "pressure driven flows".
Par contre, ils ne conviennent pas pour étudier les phénomènes d’accélération de mélange qui nécessitent
de prendre en considération les modèles complets de Stokes 3D.
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Figure 6.4 – Erreur sur les vitesses données par (6.1) et le modèle de en fonction hmax.

Figure 6.5 – Comparaison des lignes de courant calculées sur les deux modèles pour différentes valeurs
de hmax. a) : hmax = 200µm , b) : hmax = 150µm , c) : hmax = 100µm , d) : hmax = 50µm.
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Chapitre 7

Les écoulements de solution de micelles
géantes.

7.1 Description du modèle.

Ce travail, relatif aussi à la thèse de J. Dambrine, porte sur les écoulements de micelles géantes en
solution dans les micro-canaux. Les micelles géantes sont des agrégats de molécules bipolaires nageant
dans un solvant. Elles possèdent essentiellement deux états distincts dépendant de la force du cisaillement
appliqué à la solution : un état aligné et un état enchevétré. Dans les micro-canaux, du fait du cisaillement
non-homogène, plus important près des murs, on retrouve l’état aligné près des murs et l’état enchevétré au
milieu du canal, provoquant ainsi des sortes de "bouchons". Dans ce contexte, nous nous sommes intéressés
à la rhéologie de ces écoulements. Pour décrire de tels écoulements, nous avons choisi le modèle de Jonhson-
Segalman diffusif, qui décrit la contrainte interne comme la somme d’une contribution visqueuse qui
représente le fluide dans sa phase alignée et d’une contribution visco-élastique σp qui décrit la contrainte
du fluide dans sa phase enchevêtrée

σ = 2ηsD[V ] + σp.

L’évolution de σp est alors donnée par(
∂t + V · ∇

)
σp + σpΩ[V ]− Ω[V ]σp − a

(
σpD[V ] +D[V ]σp

)
+
σp
τ

= 2GD[V ] +D∆σp, (7.1)

où G est un module élastique, τ un temps de relaxation, D un coefficient de diffusion et Ω[V ] = (∇V −
∇V t)/2. Ce modèle a cependant le défaut de n’être valable que pour des taux d’élongations petits. Pour
contourner ce problème, on propose de rajouter un terme quadratique dans l’équation sur la contrainte
(modèle de Giesekus [G82]) afin de saturer la contribution visco-élastique σp. Pour fermer, cette équation,
on ajoute alors une équation de Stokes incompressible pour aboutir finalement au modèle suivant
∇ ·
(
2ηD[V ] + σp

)
= ∇P,

∇ · V = 0,(
∂t + V · ∇

)
σp + σpΩ[V ]− Ω[V ]σp − a

(
σpD[V ] +D[V ]σp

)
+

σp
τ + κ

Gτ σ
2
p = 2GD[V ] +D∆σp.

(7.2)

7.2 Les conditions aux limites et les modèles réduits.

Le type de géométrie utilisée dans ces travaux est décrit par la Figure 7.1.
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Figure 7.1 – Représentation schématique du type de domaine considéré.

On distingue 3 types de bords : l’entrée du canal Γe, les sorties du canal notées Γsi avec i = 1, ..., N
et les murs latéraux Γm. La difficulté est ici de déterminer les conditions appropriées à l’entrée et aux
sorties du canal. En effet, la structure décrite par 7.1 ne représente qu’une petite partie du dispositif
micro-fluidique envisagé pour les applications et il est destiné à être aggloméré à d’autres cellules du
même type. Sur les murs latéraux, on considère une condition d’adhérence pour les vitesses

V |Γm = 0

alors que pour contrainte σp, on choisit parmi les deux conditions suivantes :
• une condition de Dirichlet

σp|Γm = σlocp ,

où σlocp est la solution de (7.1) avec D = 0,
• une condition de Neuman

∂νσp|Γm = 0.

A l’entrée, on souhaite imposer un gradient de pression δPe alors qu’a priori, le modèle ne permet de
considérer que des conditions sur les vitesses. Cependant, sous certaines hypothèses (écoulement établi,
stationnaire, parallèle), il est possible d’introduire une version réduite de (7.2) dans laquelle le gradient
de pression δPe à l’entrée apparait comme un paramètre (modèle Poiseuille 2D)

η∆yzu+ ∂yσ
xy
p + ∂zσ

xz
p = δP

∂tσp + σpΩ[V ]− Ω[V ]σp − a
(
σpD[V ] +D[V ]σp

)
+
σp
τ

+
κ

Gτ
σ2
p

= 2G
(
∂y(δ1

2 + δ2
1) + 2G∂zu(δ1

3 + δ3
1)
)

+D∆yzσp.

(7.3)

Ici, δji est une matrice dont les composantes sont nulles sauf pour i = j. Les conditions sur Γm sont les
mêmes que celles décrites ci-dessus. L’écoulement stationnaire permet alors de calculer les profils d’entrée
V ∗(δPe) et σ∗p(δPe) correspondants. On peut alors considérer une condition de type Dirichlet sur Γe pour
le système (7.2)

V |Γe = V ∗(δPe),

σp|Γe = σ∗p(δPe).

Pour les conditions de sortie, on envisage deux jeux de conditions différents. D’une part, on considère
une condition de sortie similaire à celle calculée en entrée à l’aide du modèle Poiseuille 2D. La difficulté
consiste alors à trouver des gradients de pression δP is qui soient compatibles, c’est-à-dire qui assurent que
la somme des débits de sortie soit égale à la somme des débits à l’entrée. Sachant que la relation entre les
débits et les gradients de pression n’est pas linéaire, nous avons proposé un algorithme de recherche de
gradient de pression δP is compatibles (voir [D09]) et qui permettent de calculer les vitesses et contraintes
V ∗(δP is) et σ∗p(δP is) correspondantes. En résumé, les conditions de Dirichlet s’écrivent

V |Γis = V ∗(δP is),
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σp|Γis = σ∗p(δP is).

D’autre part, on a aussi considéré des conditions de type Neuman classique

∂νV |Γis = 0,

∂νσp|Γis = 0.

7.3 Les expériences numériques.

Les méthodes numériques sont décrites en détail dans la thèse de J. Dambrine ([D09]). Pour la dis-
crétisation en temps, on utilise des schémas implicites aux différences finies couplés avec des méthodes
de splitting. En espace, on utilise des schémas MAC sur des grilles décalées, avec des méthodes de pé-
nalisation pour prendre en compte des géométries complexes. L’incompressibilité du fluide est assurée
par l’algorithme d’Uzawa. Dans ce travail, nous proposons deux applications de ce modèle dans le cadre
d’écoulements micro-fluidiques.

La première concerne l’étude des bandes de cisaillement dans des canaux droits, dont la section
transverse possède un grand rapport d’aspect. Des expériences menées au LOF (unité mixte CNRS-
Bordeaux1-Rhodia) par Colin-Masselon montrent l’importance des effets de surface dans cette configu-
ration particulière et mettent en lumière la perte de la notion de "courbe d’écoulement" (profil entre
taux de cisaillement et contrainte de cisaillement). Les tests numériques présentés ici ont pour but de
montrer que le modèle diffusif de Johnson-Segalman est capable de rendre compte de ces effets. Dans ce
cadre précis, la description de l’écoulement est simplifiée et il est possible, pour le décrire, d’introduire
des modèles réduit de type Poiseuille 1D. Nous avons alors montré que si le gradient de pression imposé
est suffisament fort, des bandes de cisaillement se forment près des bords du canal tout en laissant une
bande faiblement cisaillée au centre du canal. Ainsi, le fluide est séparé en deux phases : une phase fluide
près des bords et une phase visqueuse au centre. Nous voulions aussi vérifier que des effets non-locaux
pouvaient être à l’origine de la perte de la notion d’écoulement. Plus précisément, la relation σxy(

.
γ), qui

donne la contrainte totale de cisaillement en fonction du taux de cisaillement
.
γ, ne dépend pas de la

condition initiale (grâce à la présence du terme diffusif dans le modèle) mais peut dépendre du gradient
de pression imposé dans le canal. D’un point de vue numérique, le modèle de Johnson-Segalman est ca-
pable de rendre compte de ce comportement suivant les conditions aux limites choisies sur σp. On choisit
comme condition initiale σp = 0. On effectue alors des simulations numériques pour les valeurs suivantes
de D et δP :

D = [8, 16, 80]m2.s−1 , (7.4)
δP = [330, 495, 660, 825, 990, 1155, 1320]mB/(6 cm). (7.5)

On considère également deux types de conditions aux limites :

• une condition de Neumann homogène :

∂~nσp|Γm = 0 , (7.6)

• une condition de Dirichlet non-homogène :

σp|Γm = σ∗p (γ̇) |Γm , (7.7)

où σ∗p(γ̇) représente le résultat du modèle local (D = 0).
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La Figure 7.2 présente les résultats des simulations effectuées dans les conditions décrites ci-dessus pour
des conditions aux limites de Dirichlet sur σp, lorsque l’état stationnaire est atteint. A gauche on présente
les courbes d’écoulement obtenues en tracant σxy en fonction du taux de cisaillement γ̇. On s’aperçoit
qu’à mesure que D augmente, le profil σxy(γ̇) dépend de plus en plus du gradient de pression δP imposé.
Conformément aux expériences on a donc une perte de la notion de courbe d’écoulement à mesure que
l’on augmente les effets non-locaux sur la contrainte(dans les expériences on augmente les effets non
locaux en diminuant la largeur du canal, ici on les augmente en faisant varier le coefficient de diffusion
D).

Le second groupe d’expériences numériques porte sur les écoulements de micelles géantes à travers
des jonctions micro-fluidiques en forme de "T", dans le cadre d’une véritable géométrie 3D (voir Figure
7.3). On choisit L3 = l = h = 1mm, et on fait varier L1 et L2. On note Γe l’entrée de la jonction, Γ1

s et
Γ2
s les deux sorties et enfin Γm désigne les murs du canal. Les paramètres du système (7.2) sont

η = 1Pa.s ,G = 150Pa , τ = 0.5 s , κ = 0.3 ,D = 1.0e−10m2.s−1 ,

et on définit les débits d’entrée Qe et de sortie Qs1 et Qs2 par :

Qe =

∫
Γe

udΓe , Qs1 = −
∫

Γ1
s

vdΓ1
s, Qs2 =

∫
Γ2
s

vdΓ2
s .

Le fluide étudié ici étant incompressible, on doit avoir Qe = Qs1 + Qs2. Dans ce cadre-là, la question
est alors de savoir comment déterminer les débits de sortie Qs1 et Qs2 connaissant le débit d’entrée Qe.
Assurément, il existe une infinité de débits de sortie vérifiant la relation précédente, le but étant d’en
sélectionner une paire avec un argument physique. Dans cette optique, en première approximation, on
peut supposer que, dans ce type d’écoulement incompressible, la pression évolue linéairement dans la
direction longitudinale du canal. On applique ce principe aux 3 branches du canal et on considère que
la pression Pj est constante au niveau de la jonction. On peut donc définir les gradients de pression à
travers Γ1

s et Γ2
s

δPs1 ∼
Ps1 − Pj

L1
, δPs2 ∼

Ps2 − Pj
L2

.

Supposant Ps1 = Ps2 = 0 (sorties à la pression atmosphérique), on exprime le débit à travers une conduite
droite en fonction du gradient de pression à l’aide du modèle réduit (7.3) (qui permet de calculer un profil
de vitesse) et de l’expression Qs =

∫
Γs
udΓs. Il reste à déterminer la pression Pj au milieu du canal pour

que
Qs1(δPs1) +Qs2(δPs2) = Qe .

La relation entre débit et gradient de pression n’étant pas linéaire, nous avons proposé l’algorithme
suivant :

0. Initialiser P 0
j

1. Pnj est connue ,

2. On calcule δPs1 et δPs2 à partir de Pnj ,

3. On calcule les débits correspondants Qns1, Qns2 ,

4. On corrige la pression intermédiaire avec : Pn+1
j = Pnj + δr

Qe − (Qns1 +Qns2)

max(Qe, Qns1 +Qns2)
,

5. on itère en revenant à 1.
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Lorsque cet algorithme a convergé on a bien : Qe = (Qns1 + Qns2). La pression intermédiaire Pj obtenue
permet alors d’évaluer les gradients de pression δPs1 et δPs2 et enfin Qs1 et Qs2. Notons qu’à l’étape 3,
les débits sont calculés en fonction des gradients de pression en utilisant les formules (7.8). Il est donc
nécessaire de calculer les vitesses u et v en fonction de ces mêmes gradients de pression. Pour ce faire,
on utilise le modèle Poiseuille 2D (7.3). Pour illustrer ces écoulements, la Figure 7.4, à droite, montre
des coupes en z = h/2 de profils de vitesses obtenus grâce au modèle (7.3) avec les paramètres décrits
ci-dessus, pour plusieurs gradients de pression imposés (la résolution du maillage choisie pour ces calculs
est Nx × Ny = 50 × 50). On remarque sur la Figure 7.4, à droite, l’existence d’un saut dans l’ordre de
grandeur des vitesses correspondant à une valeur seuil du gradient de pression. Au delà de ce seuil, il y a
formation de bandes de cisaillement qui produisent au centre du canal un bouchon visqueux (phénomène
connu sous le nom de "spurt effect" ou "effet de jaillissement"). La conséquence directe sur les débits
(voir Figure 7.4, à gauche) est un saut dans la relation débit/gradient de pression.

La Figure 7.5 illustre les calculs fournis par cet algorithme. On prend L1 = 1mm, L2 = 2mm, on
fait varier Qe dans la gamme Qe ∈ [0.1, 110]µL.s−1 et on trace le rapport Qs1/Qs2 des débits de sortie
obtenus. On observe sur la Figure 7.5 une bosse très localisée pour une certaine gamme de débits d’entrées
qui correspondent à la formation au milieu du canal d’un bouchon visqueux (spur effect). Cette approche
se révèle cependant insuffisante car elle est fondée sur une approximation de pression linéaire dans chacune
des branches, ce qui ne permet pas de reproduire tous les mécanismes en jeu dans de tels écoulements
(notamment au niveau de la jonction).

Nous avons donc envisagé une deuxième approche basée sur des simulations directes sur le système
complet (7.2). Afin de ne pas forcer l’écoulement en sortie, on consière des conditions de Neuman pour
les vitesses sur Γ1

s et Γ2
s. Cela suppose que les écoulements en aval de Γ1

s et Γ2
s soient établis et il faut

donc que les sorties soient suffisamment loin de la jonction. On considère d’abord le cas d’une jonction
asymétrique L2 = 2L1. On fixe plusieurs débits d’entrée

Qe = [25.28, 33, 49.66, 57.18, 72.04, 146.66, 293.54]µL.s−1

sur un maillage Nx ×Ny ×Nz = 100× 200× 50. La Figure 7.6, présente un exemple de simulation pour
Qe = 72, 04 µL.s−1. On constate que la pression présente le comportement souhaité, c’est-à-dire qu’elle
est au même niveau aux deux sortie Γ1

s et Γ2
s, validant ainsi l’utilisation des conditions de Neuman sur

les vitesses. Les simulations montrent également la tendance du fluide à passer préférentiellement par
la branche de sortie la plus courte. La Figure 7.7 présente les rapports de débits de sortie obtenus par
cette simulation directe pour différentes valeurs Qe = [25.28, 49.66, 72.04, 293.54]µL.s−1. On constate
sur cette figure que ce rapport de débits de sortie suit la même tendance que celle présentée dans la
Figure 7.5, c’est-à-dire que l’effet de bouchage diminue à mesure que l’on augmente le débit d’entrée
dans la jonction. Toutefois, le décalage entre les 2 courbes suggère l’importance de la jonction dans ce
type d’écoulements. Pour décrire les effets de bouchage propre aux micelles géantes, il est donc nécessaire
d’effectuer des simulations directes sur le système (7.2)

Pour terminer cette section, on présente maintenant le cas d’un écoulement de micelles géantes dans
une jonction symétrique (L1 = L2). La Figure 7.8 montre les profils de vitesse obtenus en différents ins-
tants de l’écoulement. Dans cette configuration, l’écoulement n’atteint pas d’état stationnaire et l’écoule-
ment semble osciller périodiquement autour d’une position d’équilibre. La Figure 7.9 représente le taux
de cisaillement | .γ| en différents temps. On remarque une oscillation au niveau du mur face à l’entrée des
bandes de cisaillement. Ce phéomène doit être à l’origine de la déstabilisation de l’écoulement, et on peut
donc voir ici l’influence très forte de la jonction sur l’écoulement.

En conclusion, on a montré que le modèle de Jonhson-Segalman utilisé permet de décrire correctement
les phénomènes de bouchage observés expérimentalement. Ces calculs ont mis en lumière l’importance de
la géométrie sur les rapports des débits de sortie ainsi que l’importance de l’asymétrie de la jonction sur
ces débits. On a ainsi observé des régimes non-permanents au niveau de la jonction. Tous ces phénomènes
mettent bien sûr en évidence le caractère non-Newtonien des micelles géantes et la tendance du modèle
à créer des bandes de cisaillement dans l’écoulement. Cette étude montre aussi l’importance d’effectuer,
dans ce cas, de véritables simulations 3D afin de prédire les effets dûs à la jonction. Notons enfin que ce
travail va faire l’objet de la publication [19].
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Figure 7.2 – Résultats à l’état stationnaire des simulations effectuées sur le modèle réduit (7.3). De haut
en bas, D = [8, 16, 80]m2.s−1, pour une condition aux limites de Dirichlet sur σp. A gauche courbes
d’écoulement. A droite : profil transverse de cisaillement .
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Figure 7.3 – Géométrie du domaine et notations
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Figure 7.5 – Rapports de débits Qs1/Qs2 en fonction du débit d’entrée Qe obtenus avec l’algorithme
présenté ci-dessus. En pointillés, résultat attendu sur un fluide Newtonien.
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Figure 7.6 – Simulations numériques d’écoulement de micelles géantes dans une jonction en T asymé-
trique. Conditions aux limites de Neumann sur la vitesse en sortie. Débit d’entrée Qe = 72.04 µL.s−1. A
gauche : coupe en z = h/2 du champ de vitesses et lignes de courant partant de l’entrée. A droite : coupe
en z = h/2 du champ de pressions.
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simulation directe sur le modéle (7.2). En bleu, résultats obtenus sur le modèle simplifié. En pointillés,
résultat attendu sur un fluide Newtonien.
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Figure 7.8 – Champs de vitesse et lignes de courant en différents instants obtenus par simulation sur le
modèle (7.2) pour une jonction symétrique (coupe en z = h/2).

90



Mécanique des fluides

x (m)

y
 (

m
)

 

 

0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
−3

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

x 10
−3

T
au

x
 d

e 
ci

sa
il

le
m

en
t 

(s
−

1
)

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

x (m)

y
 (

m
)

 

 

0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
−3

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

x 10
−3

T
au

x
 d

e 
ci

sa
il

le
m

en
t 

(s
−

1
)

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

x (m)

y
 (

m
)

 

 

0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
−3

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

x 10
−3

T
au

x
 d

e 
ci

sa
il

le
m

en
t 

(s
−

1
)

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

x (m)

y
 (

m
)

 

 

0.5 1 1.5 2 2.5

x 10
−3

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

x 10
−3

T
au

x
 d

e 
ci

sa
il

le
m

en
t 

(s
−

1
)

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

Figure 7.9 – Répartition spatiale du taux de cisaillement en différents instants obtenus par simulation
sur le modèle (7.2) pour une jonction symétrique (coupe en z = h/2).
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Projets et Perspectives

Pour conclure ce mémoire, voici quelque éléments de perspectives pour le futur. Certains des points
ci-dessous reprennent ceux déjà mentionnés dans le manuscrit et les autres concernent de nouveaux axes
de recherches que j’aimerai explorer dans les années à venir.

Interactions laser-plasmas

De manière générale, les modèles que l’on introduit pour décrire les phénomènes physiques sont dif-
ficiles à justifier d’un point de vue mathématique. Les modèles de Zakharov introduit pour décrire les
interactions laser-plasma dans ce manuscrit ne dérogent pas à la règle : il n’existe pas, à notre connais-
sance, de cadre mathématique approprié pour justifier l’introduction de tels modèles dérivés à partir des
équations d’Euler-Maxwell. De plus, le formalisme présenté ici s’adapte bien à une description géomé-
trique 2D : on suppose que les vecteurs d’ondes des impulsions laser incidente, plasma-électronique et
Raman sont coplanaires. Dans ce cadre-là, nous avons exhibé 2 directions privilégiées correspondant à
une amplification maximale des champs Raman se propageant dans le même sens que l’onde incidente.
Il est aisé d’extrapoler ce résultat au cas d’une vraie configuration 3D en conjecturant que ces directions
d’amplification maximale forment alors un cône, c’est-à-dire qu’il existe une infinité de telles directions.
Comment pourrait-on alors écrire des systèmes qui rendent comptent de cette situation ? Ce problème
est totalement ouvert et présente un intérêt important tant du point de vue de la modélisation que de la
compréhension physique du phénomène.

Ondes solitaires

Les ondes solitaires apportent des informations importantes sur la dynamique des équations ou des
systèmes que l’on étudie, notamment sur les comportements des solutions : existence globale ou explosion
en temps fini. Dans cette direction, il reste à étudier le type d’instabilité présentée dans la partie 3.1 pour
les systèmes de Schrödinger. Une investigation numérique pourrait fournir des renseignements précieux.
L’unicité des ondes solitaires jouent un rôle important dans l’obtention des résultats de stabilité orbitale
via des méthodes variationnelles de minimisation sous contraintes. Lorsque ces ondes sont obtenues comme
solution de tels problèmes, un multiplicateur de Lagrange apparait alors dans les équations et le calibrage
ou l’identification de ce paramètre est alors crucial. Lorsque l’équation ne dispose pas de changement
d’échelle qui permet de répondre à cette question, alors il devient très difficile de relier ce paramètre de
Lagrange aux états fondamentaux. Une solution partielle a été proposée dans [3] avec un argument basé
sur la concavité de la courbe qui au paramètre ω décrivant l’état fondamental associe la norme L2 de
cette solution. Cependant, ce problème reste largement ouvert et du fait de son importance demeure un
challenge intéressant à relever.

Mécanique des fluides

La partie 6.1 présente des modèles pour l’étude de mélanges de fluides dans des géométries fines. Les
expériences numériques montrent que le modèle de Reynolds 2D (6.2) décrit de manière satisfaisante
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l’hydrodynamique d’un mélange de fluides ayant des viscosités différentes dans des expériences de co-
flow. Au contraire, le modèle 2.5D n’est pas adapté pour décrire un écoulement dans un canal à reliefs
puisqu’il ne rend pas compte des phénomènes de re-circulation observés sur le modèle de Stokes 3D. Les
prolongements possibles de ces travaux sont les suivants. En vue d’étudier les réactions chimiques entre
les constituants des fluides en présence, il faudrait revenir sur l’étude de l’interdiffusion des fluides dans
les expériences de co-flow en ajoutant un modèle de réaction chimique aux modèles développés dans cette
partie.

La partie 7 est consacrée à l’étude d’écoulements de micelles géantes et est basée sur le modèle de
Jonhson-Segalman diffusif. Un gros travail reste à faire sur la compréhension des conditions aux limites
associées aux canaux. En particulier, nous ne sommes pas capables de relier les conditions aux limites
sur la contrainte à l’état de la surface (rugosités, nature chimique) des canaux envisagés. Il faudrait donc
établir une loi réhologique de surface qui permette de moduler la nature des murs du canal.

Production de nanotubes de carbone.

Il s’agit d’un travail initié avec T. Colin et K. Santugini et en collaboration avec P. Poulain (CRPP,
Université Bordeaux 1). Les nanotubes de carbone ont des propriétés mécaniques remarquables mais
pour le moment, on les trouve sous forme de films fins, cassants et isotropiques. L’enjeu est ici de pouvoir
obtenir des films de nanotubes plus résistants sur des échelles macroscopiques. Plusieurs méthodes existent
pour produire les nanotubes de carbone. Celle utilisée par P. Poulain et son équipe consiste à orienter les
nanotubes dans la même direction en utilisant un "shear flow" : en pratique on injecte par l’intermédiaire
d’une buse une "poussière" de carbone dans un polymère en mouvement. La vitesse d’injection du carbone,
la vitesse du polymère sont autant de paramètres qui vont influencer la structure et la résistance des
nanotubes. Notons aussi qu’au niveau de l’interface, une réaction chimique se produit et un gel apparait
(voir figure ci-dessous ).

Nanotubes
Polymères

Nanotubes Polymères

Fig. 1 – Injection de nanotube dans un milieu de polymères

• La viscosité de la solution de polymère est de 200 fois celle de l’eau :
νP = 200νeau.

• Il manque les coefficients rhéologiques nécessaires dans l’équation en
σ (5), i.e. G et τ . Peut-on mettre du gel dans un Couette ? ?

• Pour déterminer les coefficients de diffusion dans la loi d’Einstein, on
a besoin des rayons des polymères et des nanotubes.

• On a besoin des coefficients stochiométrique de la réaction ainsi que
de la constante de vitesse de la réaction.

4

Polymers Nanotubes

Polymers
Nanotubes

Injection of nanotubes inside a polymer flow

Nous avons donc mis en place un système rendant compte de ce phénomène, couplant les équations
de Navier-Stokes incompressibles avec une équation sur le tenseur des contraintes et une équation de
réaction-diffusion pour décrire la réaction chimique. Des simulations numériques 2D sont en cours et vont
être comparées aux expériences.
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Résumé

Les travaux présentés dans ce mémoire concernent des équations aux dérivées partielles
issues de la physique des plasmas ou de la mécanique des fluides. En amont, ils comportent
une partie importante de modélisation : approximation de systèmes hyperboliques oscil-
lants, dérivation de systèmes de types Zakharov, modèle Hele-Shaw, modèle de micelles
géantes. En aval, ils abordent un certain nombre de problèmes théoriques : existence et
unicité des solutions, stabilité/instabilité des ondes solitaires, contrôle optimal, estima-
tions d’erreur et convergence de modèles. Ils explorent aussi des méthodes numériques de
résolution qui ont toutes pour point commun d’utiliser des méthodes de volumes finis ou
différences finies sur des grilles cartésiennes en utilisant éventuellement des méthodes de
pénalisation.


