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Introduction

La représentation d’une unité nécessite 1'utilisation pratique d’un principe de mesure ré-
pétable et reproductible. Aussi, des 1980 et la premiére observation de la quantification de la
résistance transverse dans un MOSFET silicum sous fort champ magnétique [1], i.e. Ueffet Hall
quantique, il avait été envisagé son utilisation pour la métrologie. L’effe Hall quantique permet
d’obtenir une résistance électrique qui ne dépend que des constantes fondamentales de la physique
h (constante de Planck) et e (charge de 1’électron). Il peut donc étre employé comme étalon de
représentation des résistances électriques. Dix ans plus tard, I'utilisation de I'effet Hall quantique
était recommandée par le Comité International des Poids et Mesures (CIPM) pour la métrologie des
résistances électriques. L’effet Hall quantique dans des hétérostructures GaAs/AlGaAs constitue
a ce jour I’étalon de conservation et a permis de réduire de trois ordres de grandeur 'incertitude
relative sur la représentation de I’ohm ; elle est & I’heure actuelle égale & 1077,

En 2005, effet Hall quantique a pu étre observé [2] dans une couche d’atomes de car-
bone d’un seul atome d’épaisseur : le graphéne. Par la suite, l'effet Hall quantique a été mesuré
dans une bicouche de graphene. L’effet Hall quantique dans une monocouche et dans une bicouche
représentent un double intérét pour la métrologie. En premier lieu, les métrologues peuvent envisa-
ger la réalisation de tests d’universalité de I’effet Hall quantique, c’est a dire la comparaison direct
de deux effets Hall quantiques dans deux matériaux différents. Un électron dans une monocouche de
graphene obéit a une équation de Dirac a l'inverse d’un électron dans un semi conducteur conven-
tionnel (MOSFET silicium ou hétérostructure GaAs) qui obéit & une équation de Schrédinger. La
réalisation d’une comparaison directe entre I’effet Hall quantique de <« fermions de Dirac > et l'ef-
fet Hall quantique de < fermions de Schrédinger > constituerait un important test d’universalité.
Ces tests d’universalité sont nécessaires non seulement pour améliorer la compréhension de I'effet
Hall quantique mais aussi dans le processus actuel de révision du Systeme International d’unités.
Le second intérét pour la métrologie est la réalisation d’un étalon quantique de résistance opérant
a plus haute température et/ou plus faible champ magnétique par rapport & I’étalon actuel. En
effet, l'effet Hall quantique dans une monocouche de graphéne est plus robuste que dans un semi
conducteur conventionel ; il a par exemple pu étre observé a température ambiante [3]. L’effet Hall
quantique dans le graphéne serait donc un étalon de résistance plus pratique a mettre en ceuvre.
Pour atteindre ces deux objectifs, il est nécessaire avant toute chose de vérifier la quantification
de la résistance transverse dans les feuillets de grapheéne. Il s’agit 1a de I'objectif de ce travail de
these.

La métrologie des résistances s’inscrit dans le cadre plus large de la métrologie électrique.
Depuis deux décennies, celle-ci est en constante évolution grace a la découverte et a la maitrise
expérimentale d’effets de la matiere condensée tels que Ueffet Hall quantique et I'effet Josephson. Le
progres de la représentation des unités électrique amene a envisager une modification du Systeme
International d’unités (SI), ce qui constituerait ’avénement de 1’application métrologique de ’effet
Hall quantique et de l'effet Josephson. Le Chapitre 1 sera 'occasion de présenter le SI, puis de
s’intéresser aux cas de la métrologie électrique. Nous verrons aussi dans ce chapitre, au travers des
expériences du triangle métrologique et de la Balance du Watt, comment 'effet Hall quantique
joue un role crucial pour cette modification du SI. Le Chapitre 1 permettra de comprendre les
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INTRODUCTION

motivations de ce travail de these.

Nous présenterons dans le Chapitre 2 une introduction au transport électronique et le Cha-
pitre 3 sera consacré a la description de 'effet Hall quantique. En particulier, nous essaierons de
comprendre pourquoi, sous fort champ magnétique, la résistance transverse d’un conducteur bidi-
mensionnel forme des plateaux et, en parallele a ces plateaux, la résistance longitudinale s’annule.

Dans le Chapitre 4, nous décrirons comment 'ohm est réalisé dans une hétérostructure
GaAs/AlGaAs. Nous présenterons ensuite le pont de comparaison de résistances qui est basé sur
un comparateur de courant. Cet outil de précision permet d’étalonner des résistances matérielles
avec un incertitude de 'ordre de 1079,

Les feuillets de graphene existent a 1’état naturel sous forme empilée dans des grains de gra-
phite, autrement dit du charbon. La monocouche de graphéne possede des propriétés électroniques
nouvelles, & la fois sans champ magnétique mais aussi lorsqu’il est soumis a un fort champ
magnétique. Ces propriétés ne sont pas les mémes dans le cas de la bicouche. Les Chapitres 5
et 6 nous permettront de présenter les propriétés des deux matériaux, respectivement sans champ
magnétique puis sous fort champ.

Pour fabriquer des échantillons a base de graphéne en vue d’une application en métrologie,
nous avons utilisé la méthode de clivage micro-mécanique, aussi appelée exfoliation. Au début de
ce travail de these, il s’agissait de la seule méthode permettant d’observer I'effet Hall quantique
dans des feuillets de graphéne. Nous présenterons au Chapitre 7 le principe de cette méthode ainsi
que les moyens d’observation et de repérage des feuillets.

Nous décrirons au Chapitre 8 le dispositif expérimental du travail de these. Les deux cryo-
stats, les deux bobines magnétiques, les cannes de mesure et les appareils de mesures seront
détaillés.

Avant d’étudier les échantillons sous fort champ magnétique, nous avons cherché a com-
prendre les propriétés de transport dans nos échantillons moncouches et bicouches. Ces propriétés,
a la fois sans champ magnétique puis en régime mésoscopique, seront présentées au Chapitre 9.

Enfin, I'étude de D'effet Hall quantique dans une monocouche et dans une bicouche fera
lobjet du Chapitre 10; nous y présenterons I’étude des résistances des contacts métal/graphéne
puis les tests de quantification que nous avons réalisés au LNE. Il s’agit des premiers tests de
quantification de l'effet Hall quantique dans une bicouche de graphene exfolié jamais réalisés.
Nous avons démontré un accord entre l'effet Hall quantique dans une bicouche et l'effet Hall
quantique dans 'étalon en GaAs/AlGaAs avec une incertitude relative de 4x 10~7.Pour comprendre
Porigine de la limitation sur les incertitudes obtenues, nous avons étudié la rupture de 'effet Hall
quantique dans cette bicouche lorsqu’on augmente le courant. L’ordre de grandeur de notre test
de quantification, observé aussi lors des mesures de quantification dans une monocouche, confirme
les précédents tests réalisés dans des monocouches et confirme aussi l'intérét du graphéne en tant
qu’étalon de résistance.
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Chapitre 1

Introduction a la métrologie
quantique

1.1 Introduction

La nécessité d’un systeme unifié des poids et mesures est apparue au cours de la Révolution
francaise. En particulier, lors d’un discours en mars 1790, Talleyrand souleve la question de
prendre en considération des phénomenes physiques connus et des lois associées afin d’obtenir
une représentation la plus universelle possible des unités pour rendre possible les échanges, notam-
ment économiques. Ce principe d’universalité reste a ’heure actuelle un des éléments fondateurs
du systeme d’unités.

Les premieres démarches ont consisté a définir les échelles de division ainsi que le metre. Ces
définitions furent adoptées respectivement en 1793 avec I’adoption des préfixes latins et en 1795
pour le metre. Ce dernier est alors défini a partir du méridien terrestre et le kilogramme a partir
de la masse de 100 centimetres cube d’eau a 4 °C. Les premiers étalons matériels qui constituent
la premiere représentation des unités de longueur et de masse furent fabriqués.

Au cours du XIX®™¢ lors de leurs travaux sur les champs électromagnétiques, des physiciens
comme Gauss et Maxwell ont élaboré des systémes d’unités basés sur les trois grandeurs, longueur,
masse et temps. La nécessité d’un systeme d’unités était alors d’origine scientifique. C’est Maxwell
qui mit en place le premier systeme CGS (Centimetre, Gramme et Seconde). Ce systéme cohérent
d’unités comprenait déja a I’époque des unités principales et des unités dérivées : il s’agit de
lancétre du Systeme International d’unités (SI).

Lorsque la métrologie s’organise au niveau international & la fin du XIX®™¢, les unités
électriques, le volt, 'ohm et 'ampere, sont intégrées au systeme d’unité. C’est réellement en 1948
que les travaux concernant un systeme d’unités dans sa forme actuelle ont débuté et se sont terminés
en 1960 quand le SI fut adopté.

1.2 Le Systéme Internationnal d’unités (SI)

Le principe du SI est d’avoir un systéme cohérent d’unités avec des unités de base, associées
a des grandeurs indépendantes, i.e. de natures différentes, et des unités dérivées formées par des
produits de puissance des unités de base. En outre, le SI est un systéme pouvant évoluer au gré
des avancées scientifiques et technologiques ; le nombre d’unités de base ainsi que leur définition et
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leur réalisation peuvent changer. Ce fut le cas pour le metre dont la définition a changé trois fois
entre 1875 et 1983.

Le SI est composé de sept unités de base et d'unités dérivées. Les dates d’adoption des
définitions des unités de base s’étalent sur un siecle, la plus ancienne étant celle du kilogramme
et la plus récente celle du metre. Le tableau ci-dessous donne les définitions de ces sept unités de
base :

| Unité | Symbole [ Définition ‘
metre m Le metre est la longueur du trajet parcouru dans le vide par
la lumiere pendant une durée de 1/299 792 458 seconde (17°*¢
CGPM, 1983)

kilogramme kg Le kilogramme est I'unité de masse; il est égal a la masse du
prototype international du kilogramme (3¢ CGPM, 1901)
seconde S La seconde est la durée de 9 192 631 770 périodes de la radia-

tion correspondant a la transition entre les deux niveaux hyper-
fins de I’état fondamental de ’'atome de césium 133 (13¢*¢ CGPM,
1967/68)

ampere A L’ampere est 'intensité d’un courant constant qui, maintenu dans
deux conducteurs paralleles, rectilignes, de longueur infinie, de
section circulaire négligeable et placé a une distance de 1 metre
I’'un de l'autre dans le vide, produirait entre ces conducteurs une

force égale & 2.10~7 newton par metre de longueur (9 CGPM,
1948)
kelvin K Le kelvin, unité de température thermodynamique, est la fraction

1/273.16 de la température thermodynamique du point triple de
Peau (10°™¢ CGPM, 1954)

mole mol La mole est la quantité de matiere d’un systeme contenant autant
d’entités élémentaires qu’il y a d’atomes dans 0.012 kg de carbone
(14¢™m¢ CGPM, 1971)

candela cd La candela est 'intensité lumineuse, dans une direction donnée,
d’une source qui émet un rayonnement monochromatique de
fréquence 540.10'2 Hz et dont l’intensité énergétique dans cette
direction est 1/683 watt par stéradian (16°* CGPM, 1979)

On remarque rapidement que le kilogramme occupe une place a part. En effet, il s’agit de
la seule unité qui est encore a I’heure actuelle définie & partir d’un artéfact matériel. La seconde est
définie a-partir d’'un < phénomene > quantique (transitions életroniques dans I'atome de césium)
et le metre a partir de la seconde et d'une constante physique dimensionnée et considérée comme
exacte, en 'occurence la vitesse de la lumiere dans le vide c¢. La seconde et le metre sont les
seules unités qui possedent une définition <« moderne > dans le sens ou elles sont basées sur un
phénomene quantique. Pour clore cette description rapide du SI, on constate que la définition du
kelvin est basée sur un état physique correspondant & un équilibre thermodynamique ; la définition
de Pampere, tout en reposant sur la mécanique, nécessite que g (la perméabilité magnétique du
vide) soit fixée.

L’incertitude d’une mesure caractérise I'erreur probable sur le résultat de cette mesure.
Actuellement, ce sont les besoins industriels qui définissent les incertitudes recherchées de chaque
grandeur. Par exemple, pour les résistances électriques, les incertitudes relatives demandées par
I'industrie sont de 107°. Les centres d’étalonnage doivent donc avoir des références dont les incerti-
tudes sont de I'ordre de 10~7. De fait, I'incertitude relative des étalons primaires dans les instituts
nationaux de métrologie doit étre de I’ordre de 10~°.
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1.3 Unités électriques dans le SI

Les unités électriques sont liées au SI par I'intermédiaire de 'ampere. Celui-ci, tout en étant
une unité de base du SI, est défini a partir du metre, du kilogramme et de la seconde. Les autres
unités électriques, le volt pour la tension, le coulomb pour la charge, I’ohm pour la résistance, le
farad pour la capacité et le henry pour I'inductance, sont toutes définies & partir de 'ampere et
des autres unités de base du SI. L’ampere joue donc le role de pierre angulaire pour les définitions
des unités électriques dans le SI.

Toutefois, la définition de 'ampére est une définition purement théorique et ne permet
pas d’obtenir d’étalon facilement exploitable. En effet, les hypotheses de fils de longueurs infinie
et de section négligeable sont tres difficiles réaliser expérimentalement au regard des incertitudes
recherchées.

Au milieu du XX®"¢ siecle, un théoreme en électrostatique offrit de nouvelles perspec-
tives concernant la réalisation d’étalons d’unités électriques. Il s’agit du théoreme de Thompson-
Lampard qui relie les capacités croisées de quatre électrodes placées dans le vide. Ce théoreme
permet ainsi la réalisation d’un étalon calculable de capacité qui est a la fois un étalon de définition
et un étalon de représentation du farad. Grace a 1’étalon calculable éponyme, le farad est I'unité
électrique dont la définition est réalisée avec la plus faible incertitude a I’heure actuelle dans le SI.
C’est pourquoi il est apparu naturel d’avoir une représentation des unités électriques reposant sur
I’étalon Thompson-Lampard.

Durant la seconde moitié du XX®™¢ la découverte et la maitrise expérimentale de ’effet
Josephson et de I'effet Hall quantique a modifié la représentation des unités électriques.

Dans ce qui suit, nous serons amenés a distinguer deux sortes d’étalons différents :
— étalon de définition : il s’agit d’un étalon permettant la réalisation d’une unité a partir
de sa définition dans le SI;

— étalon de conservation : il s’agit d’un étalon permettant la représentation pratique
d’une unité, il est utilisé dans les laboratoires nationaux de métrologie afin de disséminer
Punité.

A T’heure actuelle, la représentation des grandeurs électriques est basée sur des effets quan-
tiques. Ces effets présentent l'intérét d’offrir une grande reproductibilité et une universalité des
références. Toutefois, les valeurs des étalons quantiques exprimées a partir des unités du SI ne sont
pas bien connues.

1.3.1 La représentation du volt et ’effet Josephson

Le volt est défini comme "la différence de potentiel électrique qui existe entre deux points
d’un fil conducteur transportant un courant constant de un ampére, lorsque la puissance dissipée
entre ces points est égale a un watt”. Autrement dit, le volt est une unité dérivée de I'ampere
et des unités mécaniques. Pendant longtemps, il était réalisé a partir de la balance du volt qui
consiste & comparer une force électrostatique (par exemple la force entre les deux armatures d’un
condensateur) & une force mécanique.

La conservation du volt quant a elle se faisait par I'intermédiaire de piles étalons au cad-
mium, les piles Weston saturées, qui ont une force électromotrice de 1.01864 V a 20°C. Du fait
de la présence d’une solution électrolytique, ces piles ne sont pas aisément transportables. La
reproductibilité de conservation du volt était alors limitée & quelques 1076,

Prédit en 1962 par B. Josephson [4] (récompensé en 1973 par le prix Nobel de physique),
Peffet Josephson a été observé au cours de 'année suivante par S. Shapiro [5]. Les dispositifs & effet
Josephson sont utilisés aujourd’hui comme étalons de représentation du volt. L’effet Josephson
apparait lorsque ’on place un matériau isolant entre deux matériaux supraconducteurs. La supra-
conductivité est un phénomeéne quantique macroscopique se manifestant & basse température dans
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certains matériaux ; elle se caractérise notamment par I’appariement d’électrons en paires de Co-
oper. Considérons une jonction Josephson constituée de deux systéemes supraconducteurs séparés
par une barriére isolante (c.f. Figure 1.1), les paires de Cooper peuvent traverser la barriére isolante
par effet tunnel.

I

D

FIGURE 1.1 — Schéma de principe d’une jonction Josephson:; en vert les deux
électrodes supraconductrices et en gris la barriere isolante. V' est
la tension de polarisation de la jonction.

Lorsque la tension de polarisation de la jonction est nulle, il apparait un supercourant, Ig,
entre les deux électrodes :
Is = Iysin(Ag) (1.1)

ou Iy est le supercourant maximal que peut supporter la jonction et A¢ est la différence de phase
entre les deux électrodes supraconductrices. Il s’agit de leffet Josephson continu.

Si la jonction est polarisée par un tension V non nulle, la différence de phase obéit a
I’équation suivante :
dAo _ 20V )
dt h
Dans le cas ou la tension de polarisation est continue, le supercourant circulant au travers
de la jonction est alternatif de fréquence v = 2eV/h. Et si on irradie la jonction avec un signal
hyperfréquence de fréquence f;, le supercourant se synchronise avec I'onde électromagnétique a
la fréquence f;. La caractéristique I(V') de la jonction est alors composée de marches pour des
valeurs de V telles que : V =n;f;(h/2e) ot ny est un nombre entier. Cette caractéristique porte
le nom de marches de Shapiro (c.f. Figure 1.2-b)).

Dans I’étude de 'effet Josephson, la constante Josephson K est introduite et définie comme
le rapport entre la fréquence d’irradiation et la différence de potentiel sur la marche n; = 1. Elle
est théoriquement liée aux constantes h et e par la relation :

2 1
Ky =2 <_ %> Ky~ 4.827 x 10" Hz/V (1.3)

Les marches de tension sont données par :

V=K't (1.4)

Dans les années 1980, cette relation fut testée dans des jonctions faites de matériaux
différents ou de géométries différentes avec une incertitude relative de quelques 10716, 11 a alors
été décidé d’utiliser 'effet Josephson pour la conservation du volt.
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Toutefois, les tensions délivrées par une jonction Josephson restent faibles ; on a typiquement
144.9 pV avec une fréquence de la polarisation de 70 GHz et 207 pV avec une fréquence de 100
GHz. Pour obtenir des tensions plus élevées, on réalise un réseau de jonctions en série (additivité
des tensions). Les premiers réseau Jospehson sont apparus au cours des années 1980. A I’heure
actuelle, un réseau composé de plus 8192 jonctions (réseau de jonctions programmables) permet
d’obtenir un étalon de 1 volt (Figure 1.2-a)) avec des incertitudes relatives inférieures & 1071°.

b)

Tek Run: 5‘uuksfs[ Hi Res N

ension

T

T00mMV  ChZ 300mv  M10.0ms CRT 7 152MV 1 jun 2005

Courant ;

FIGURE 1.2 — a) Photographie d’un réseau de jonctions Josephson program-
mables comprenant 8192 jonctions utilisé comme étalon a 1 volt.
b) Marches de Shapiro de ce réseau issues de caractérisations faites
au LNE.

Un apercgu de la conservation du volt montre ainsi que 'incertitude sur la représentation
du volt entre les différents laboratoires nationaux de métrologie est passée de 10™% & 1076 avec les
piles Weston entre 1930 et 1970. L’introduction de 'effet Josephson et des dispositifs a une seule
jonction ont permis de passer & 1078 et enfin I'introduction des réseaux Josephson au milieu des
années 80 a fait descendre cette incertitude sur ’accord du volt entre les laboratoires a moins de
1079, Autrement dit, effet Josephson a considérablement amélioré la représentation du volt. Une
revue de 'utilisation de l'effet Josephson en métrologie du volt est disponible dans [6].

1.3.2 La représentation de I’ohm et P’effet Hall quantique

L’ohm est défini comme “la résistance électrique qui existe entre deux points d’un conduc-
teur lorsqu’une différence de potentiel constante de un volt, appliquée entre ces deux points, pro-
duit, dans le conducteur, un courant de un ampeére, ce conducteur n’étant le siege d’aucune force
électromotrice.”

La réalisation de I'ohm dans le SI s’effectuait par l'intermédiaire d’un étalon du farad,
comme [’étalon calculable de Thompson Lampard, en utilisant un pont d’impédance dit de qua-
drature qui permet de comparer une résistance a une capacité si la fréquence d’alimentation du
pont est bien déterminée.

La conservation de I'unité s’effectuait jusqu’en 1990 par des résistances métalliques bobinées
conservées dans des bains maintenus a température constante. La dispersion relative entre différents
NMIs était alors de quelques 1076 illustrant la mauvaise représentation de ’ohm & cette époque
(Figure 1.3-a)).

La découverte de Deffet Hall quantique en 1980 [1] a abouti & 'attribution du prix Nobel de
physique a K. von Klitzing en 1985. Au méme titre que leffet Josephson pour la représentation du
volt, l'effet Hall quantique a profondément changé la représentation de I’'ohm. En effet, 'incertitude
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sur la représentation de I’ohm entre les différents laboratoires nationaux de métrologie est passée
de quelques 10~¢ au début des années 80 (utilisation de résistances bobinées) & quelques 107 &
I'heure actuelle grace a leffet Hall quantique (Figure 1.3-b)). Il est a noter que seulement dix ans
apres sa découverte, le CIPM recommandait son utilisation pour le maintien de 'ohm [7] tout
comme leffet Josephson pour le maintien du volt.
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FIGURE 1.3 — a) Comparaison de 'ohm entre différents NMIs (2, 45) et le NML
d’Australie (Qnarr); b) Comparaison bilatérale entre le BIPM et
différents NMIs.

Nous verrons au Chapitre 3 comment la résistance transverse d’'un conducteur bidimension-
nel placé a basse température et sous fort champ magnétique est quantifiée en Ry /i, i étant un
entier et Rk la constante de von Klitzing :

no

(&

R = Ry~ 25812807 Q (1.5)

1.3.3 L’ampeére et les transistors monoélectroniques

L’ampere est défini comme “l’intensité d’un courant constant qui, maintenu dans deux
conducteurs paralléles, rectilignes, de longueur infinie, de section circulaire négligeable et placé a
une distance de 1 meétre 'un de Uautre dans le vide, produirait entre ces conducteurs une force
égale & 2.1077 newton par métre de longueur”. Comme nous l'avons dit précédemment, cette
définition théorique est tres difficile a mettre en ceuvre expérimentalement au regard des incerti-
tudes recherchées a 1'heure actuelle. Une nouvelle voie de réalisation de 'ampere fondée sur un

effet quantique est apparue dans les années 1990.

La figure 1.4-a) représente une jonction tunnel : il s’agit d’une structure métallique inter-
rompue par un isolant d’épaisseur fine (2 — 3 nm). Dans une telle structure, les électrons ont une
probabilité non nulle de traverser la barriere isolante par effet tunnel, un effet observé a la fin des
années 60 [8]. L’énergie de Coulomb de Iilot est Q?/(2C) ol Q est sa charge électrique et C est
sa capacité. Q2?/(2C) est I'énergie & payer pour ajouter un électron dans 'ilot. Le passage d’un
électron au travers de la jonction n’est possible que s’il y a un état libre, dans 1'llot, ayant énergie
inférieure a celle de I’électron. Il s’agit du blocage de Coulomb.

Le transistor a un électron (SET) permet de mettre a profit le blocage de Coulomb. C’est
d’ailleurs sur de tels dispositifs que fut observé expérimentalement le phénomene de blocage [9].
Un SET est un circuit électrique interrompue par deux jonctions tunnel qui définissent un ilot (c.f.
figure 1.4-b)). En outre l'ilot est couplé capacitivement & une électrode de grille. Celle-ci permet,
lorsqu’on la polarise en tension, de controler 1’état de charge et donc 'occupation de I'tlot. Ainsi,
en exploitant le blocage de Coulomb, il est possible de générer un courant ou les électrons passent
un par un ou pas du tout. En effet, en raison de I’énergie de charge de 1'llot, un électron ne peut
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FIGURE 1.4 — a) Représentation d’une jonction tunnel métal/isolant /métal ; b)
Schéma électrique d’un transistor SET, n est le nombre d’électrons
en exces sur 1'llot.

entrer dans I'llot par une jonction tunnel que si le précédent électron a quitté 1'llot par 'autre
jonction.

Pour une application en métrologie, il est nécessaire de maitriser le débit des électrons
passant au travers du systeme. Pour cela, les dispositifs proposés et utilisés sont les pompes a
électrons; elles ont vu le jour au début des années 90 [10]. Les pompes & électrons sont des circuits
électriques interrompus par IV jonctions tunnel définissant N — 1 ilots qui fonctionnent comme des
écluses a électrons. La figure 1.5-a) représente une pompe a trois jonctions. En mode dynamique,
c’est & dire lorsqu’on applique des tensions alternatives déphasées typiquement de 7/2 sur les
deux électrodes de grille, on observe des marches de courant (c.f. figure 1.5-b)) pour lesquelles la
valeur du courant est quantifiée. On appelle fréquence de pompage des électrons, f, la fréquence
des tensions de grille des deux ilots (un des deux tensions est déphasée par rapport & lautre). Le
courant circulant dans une pompe a électrons s’écrit :

I=xQf avec@Q=c¢e (1.6)

Dans les pompes a électrons avec une fréquence de pompage de 100 MHz, le courant généré
est 16 pA.

a) b)
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FIGURE 1.5 — a) Schéma électrique d’'une pompe & électrons & trois jonctions;
b) Marches de courant & différentes fréquences.

De tels dispositifs ont fait 1'objet de nombreux travaux métrologiques afin d’obtenir un
étalon de représentation de 'ampere. Cependant les courants générés étant tres faibles (typique-
ment de I'ordre de 10~!! A), des amplificateurs basés sur des comparateurs cyogéniques de courants
sont utilisés pour les mesurer. Leur bruit sont a 'origine d’une augmentation des incertitudes de
mesure. Les pompes a électrons ne permettent pas, a I’heure actuelle, d’obtenir une représentation
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métrologique de 'ampere avec une incertitude requise par les besoins industriels (10~%). La prin-
cipale raison est que leffet tunnel n’est pas aussi robuste que 'effet Josephson et l'effet Hall
quantique.

Toutefois, intégrées dans 'expérience du triangle métrologique, elles devraient permettre
de vérifier la cohérence des trois phénomenes quantiques que sont l'effet Jospehson, 'effet Hall
quantique et I'effet tunnel & un électron. Dans une voie directe, ’expérience du triangle métrologique
consiste a vérifier la loi d’Ohm avec des étalons quantiques de tension, de courant et de résistance.
Le courant généré par un dispositif SET circule dans une résistance étalonnée en termes de Ry grace
a effet Hall quantique. La tension induite aux bornes de la résistance est comparée a une tension
créée par un réseau Josephson. Cette comparaison permet de déterminer le produit Rx K;Q et de le
comparer a la valeur attendue, en ’occurence 2. On trouvera un exposé détaillé de ’expérience du
triangle métrologique menée au LNE dans [11]. Cette expérience du triangle métrologique s’inscrit
dans le cadre plus large de redéfinition des unités qui aboutirait & une redéfinition du SI.

1.3.4 La balance du Watt : lien entre unités électriques et mécaniques

Il reste une derniere expérience a évoquer dans cet apercu de la métrologie électrique. 11
s’agit de I'expérience de la balance du Watt. Elle fut proposée en 1975 par Kibble dans [12] (chapitre
5). Le principe de cette expérience est de comparer une masse & des grandeurs électriques. Elle
doit permettre de relier le kilogramme aux unités électriques par le biais d’'une comparaison de
puissances.

L’expérience a deux phases :

— Une phase statique (c.f. figure 1.6-a)) pendant laquelle on fait circuler un courant I dans
un conducteur de longueur [ placé dans un champ magnétique radial B de telle sorte que
la force de Laplace compense exactement le poids de la masse placée en vis-a-vis sur la
balance. On a alors mg = BII.

— Une phase dynamique (c.f. figure 1.6-b)) qui consiste a déplacer I’ensemble de la balance
dans un mouvement rectiligne a la vitesse v sans faire circuler de courant dans le conduc-
teur mais en maintenant le champ magnétique radial. La tension e induite aux bornes du
conducteur est : ¢ = Blv. La phase dynamique a pour but de déterminer les parametres
géométriques du circuit magnétique. En combinant les deux équations, on a : mgv = el.

Lors de la phase statique, le courant I est mesuré grace a la loi d’Ohm, c’est a dire en

mesurant la tension V' qui apparait aux bornes d’une résistance R. Les grandeurs V et R sont
elle-mémes déterminées avec une tres faible incertitude grace a leffet Josephson et 'effet Hall
quantique. On obtient la relation : mgv = A/(K}Rk) ot A est un parametre connu.

a) Phase statique b) Phase dynamique

FIGURE 1.6 — a) Schéma de principe des deux phases de I’expérience de la ba-
lance du Watt, a) en phase statique et b) en phase dynamique.
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L’expérience de la balance du Watt permet donc de déterminer le produit K% Rk dans le SL
Si 'on prend en considération les relations théoriques vues précédemment pour l'effet Josephson
et leffet Hall quantique : Ky = 2e/h et Rk = h/e?, Pexpérience de la balance du Watt consiste &
relier le kilogramme a la constante de Planck. On trouvera un exposé détaillé de I'expérience de la
balance du Watt menée au LNE dans [13]. A termes, la balance du Watt permettrait de définir le
kilogramme & partir de h que I'on aurait fixé dans un futur SI.

1.4 Vers une redéfinition du SI

1.4.1 Nécessité d’une redéfinition

L’effet Hall quantique et I'effet Josephson ont révolutionné la représentation la représentation
des unités électriques. En outre, la possibilité de relier I'ampere a la charge de 1’électron grace aux
pompes a électrons est intensivement étudiée. Ces dispositifs sont basés sur un troisieme effet quan-
tique de la matiere condensée qui est l'effet tunnel. La tres grande reproductibilité et I'universalité
de ces effets quantiques ont pour origine le lien intrinseque avec les constantes fondamentales h
et e. Ces caractéristiques ont amené les métrologues & envisager la redéfinition du SI vers un SI
plus < naturel > qui serait obtenu en fixant certaines constantes fondamentales de la physique :
h, e, ¢, kp et No. Ce SI naturel serait plus en adéquation avec la physique moderne et en particu-
lier les effets quantiques de la matiere condensée. Cette redéfinition permettrait de combler 1’écart
qui existe entre les représentations actuelles et les définitions des unités.

A Theure actuelle, le kilogramme est la derniére unité définie par rapport & un artéfact
matériel. Comme nous 'avons vu précédemment, une voie possible pour redéfinir le kilogramme
est de le relier aux unités électriques dans I'expérience de la balance du watt. Ceci permettrait de
tirer pleinement profit de la grande reproductibilité des représentations quantiques du volt et de
I'ohm.

L’effet Hall quantique et D'effet Josephson joue un role clef dans cette redéfinition. Cette
derniére serait une réussite majeure pour la métrologie électrique quantique et en particulier de
Papplication en métrologie électrique de 'effet Hall quantique. Avant de pouvoir redéfinir le SI,
plusieurs objectifs doivent étre atteint. En particulier, il est impératif de vérifier la relation Rx =
h/e?. Cette vérification passe par les déterminations indépendantes de Rk et de h/e? dans le SI.

De plus, étant donné le rdle crucial joué par Ueffet Hall quantique (il intervient dans les
expériences du triangle métrologique et de la balance du watt), il est nécessaire d’améliorer sa
maitrise expérimentale et d’en approfondir notre compréhension.

1.4.2 Détermination dans le SI

Nous allons nous focaliser sur 'unité de résistance électrique, ’'ohm, représentée par 1'ef-
fet Hall quantique. Cet effet se manifeste par la quantification de la résistance transverse d’un
conducteur bidimensionnel en sous multiples de Rk. Nous verrons au Chapitre 3 qu’il existe des
arguments théoriques forts, tels que I'invariance topologique par exemple, permettant de déterminer

théoriquement Ry :

Le point de vue adopté par les métrologues est le suivant ; avec quel niveau d’incertitude
les techniques expérimentales actuelles permettent-elles de vérifier ’égalité théorique entre Rk et
h/e?. Pour répondre & cette question, il est nécessaire de déterminer indépendamment Rk et h/e?
dans le SI.
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Détermination de Rk dans le SI

Pour déterminer Rk dans le SI, les métrologues utilisent 1’étalon calculable de capacité [14].
L’étalon calculable est basé sur le théoreme Thompson-Lampard qui relie les capacités croisées
d’électrodes. Cet étalon permet d’obtenir une capacité qui ne dépend que de caractéristiques
géométriques : la capacité calculable est reliée au metre et a pg, perméabilité du vide, qui est
fixée dans le SI.

Un pont de quadrature est un pont de comparaison d’impédances fonctionnant en courant
alternatif. Il permet de comparer une résistance matérielle étalonnée en termes de Rk et une
capacité calculable. Grace a cette méthode, 'incertitude sur la valeur de Rk dans le SI obtenue au
LNE en 2003 est 5.3 x 10~%. Au total, il existe plusieurs déterminations issues de différents NMIs.
Apres calcul d’'une moyenne pondérée sur ces valeurs, le groupe CODATA a attribué Iincertitude
de 1.7 x 1078 & la détermination de Rk dans le SI [15].

Détermination de h/e? dans le SI

Quant & la détermination de h/e? dans le SI, rappelons que dans le SI actuel les constantes
¢, vitesse de la lumiere dans le vide, et pg, perméabilité du vide, sont fixées : les incertitudes
associées a ces deux grandeurs sont nulles. De fait, déterminer «, constante de structure fine,
revient & déterminer h/e? car :

_ MoC

o = Hoc
h
252

(1.8)

« fut introduite par A. Sommerfeld en 1916 ; elle régit la force électromagnétique entre le
noyau et les électrons d’un atome assurant sa cohérence. La meilleure détermination a été réalisée
en 2006 par des mesures du rapport gyromagnétique de 1’électron, g, combinées a des calculs
d’électrodynamique quantique (calculs de diagrammes de Feynman) [16]. L’incertitude relative
obtenue par cette voie est 0.7 x 10710 (valeur entourée en vert sur la Figure 1.7). o peut aussi
étre déterminée par des mesures d’interférométrie atomique avec du rubidium ; ce type de mesure
permet d’atteindre une incertitude de 6.7 x 1079 (valeure entourée en bleu sur la Figure 1.7).
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FI1GURE 1.7 — Comparaison des valeurs de la constante de structure fine .
Courbe tirée de [15].
Au vu des incertitudes sur la détermination de «, c’est la détermination de Rk dans le SI

qui freine actuellement la vérification de 1'égalité théorique entre Rk et h/e? avec les meilleures
incertitudes. De nouvelles déterminations sont donc nécessaires. A cette fin, un nouvel étalon
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calculable de capacité est en cours de développement au LNE afin de réduire I'incertitude sur la
détermination de Rk dans le SI.

Constantes conventionnelles exactes

Prenant en compte le fait que Rk doit trés probablement étre égale & h/e?, le CIPM a
attribué & Rk entachée d’une incertitude égale & 1 x 1077 :

Rk = 25812.807 Q (1+1 x 1077) (1.9)

Pour des raisons pratiques, il a été adopté en 1990 une valeur conventionnelle exacte de Rk
pour la communauté des personnes mesurant des résistances électriques. C’est une valeur connue
de tous et sur laquelle il n’y a aucune incertitude. Il s’agit de Rx_go :

Ri_g0 = 25812.807 (1.10)

Lorsqu’on utilise la valeur conventionnelle exacte, aucune incertitude sur Rx_gp n’est prise
en compte dans les certificats d’étalonnage. Autrement dit, les résistances matérielles sont étalon-
nées en termes de Rk _gg. Il faut souligner que le méme raisonnement est appliqué a la métrologie
du volt : une valeur conventionnelle exacte a été fixée pour Ky en 1990 :

Kj_g0 = 483597.9 GHz. V™! (1.11)

Les étalonnages de tensions sont réalisés en termes de Kj_gog.

1.4.3 Connaissance de Ri

Au dela de la détermination dans le SI, une meilleure compréhension de I'effet Hall quantique
passe par une meilleure connaissance de la constante Rk . En effet, outre 'amélioration des modeles
physiques qui permettent de décrire I'effet Hall quantique, il est nécessaire de vérifier qu’en tant
qu’étalon cet effet est reproductible et universel avec des incertitudes de mesure les plus faibles
possibles.

Tests de reproductibilité de 1’effet Hall quantique

Un test de reproductibilité consiste a vérifier que 'effet reste le méme au cours du temps.
Une maniere de le vérifier est de comparer de fagon directe ’effet Hall quantique dans quatre barres
de Hall réalisées dans le méme matériau. Il s’agit d’un test de quantificantion directe en faisant
varier tres peu de parametres.

Un test de reproductibilité de U'effet Hall quantique dans quatre barres de Hall en GaAs/Al-
GaAs a été réalisé au LNE [17]. Le montage utilisé consiste a disposer quatre barres de Hall
différentes, et caractérisées individuellement au préalable, dans une géométrie de pont de Wheats-
tone c.f. Figure 1.8). Ce pont est polarisé avec une tension; si l'effet Hall quantique dans une des
quatre barres differe de I'effet Hall quantique dans les trois autres barres, il apparailt un courant de
déséquilibre au centre du pont. Le comparateur cryogénique de courants, que nous présenterons au
Chapitre 4, est utilisé comme amplificateur de courant pour mesurer ce courant de déséquilibre.
Dans le systeme utilisé au LNE, il a été démontré une reproductibilité avec une incertitude relative
inférieure & 4 x 107! dans GaAs [18].
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Lock-in
amp lifier

FIGURE 1.8 — Schéma du pont de Wheatstone quantique utilis¢é au LNE pour
tester la reproductibilité de l’effet Hall quantique dans quatre
barres de Hall GaAs/AlGaAs. La tension est appliquée entre les
points InjA+ et InjA- et le courant de déséquilibre est mesuré
entre les contacts Hg+ et Hg-.

Tests d’universalité de I’effet Hall quantique

Pour approfondir la connaissance de Rk, on peut envisager la comparaison directe entre
deux effets Hall quantiques ayant lieu simultanément dans deux matériaux différents. Ce type de
mesure constitue un test d’universalité de 'effet Hall quantique. On ne s’attend pas a observer
d’écart, toutefois il est nécessaire de réaliser cette comparaison avec la plus faible incertitude
relative possible.

Des tests d’universalité ont déja été réalisés : Delahaye et al. [19] en 1986 ont comparé U'effet
Hall quantique entre des barres de Hall fabriquées en GaAs/AlGaAs et d’autres en InGaAs/InP.
Ils ont démontré, sur les plateaux v = 2 et ¥ = 4, un accord avec une incertitude relative de
2.2 x 1078, Hartland et al. [20] en 1991 ont comparé de maniere directe I'effet Hall quantique dans
une hétérostructure GaAs/AlGaAs (plateau v = 2) & leffet Hall quantique dans un MOSFET
silicium (plateau v = 4) ; ils ont démontré un accord avec une incertitude relative de 3.5 x 10710,

Un montage du type pont de Wheatstone peut étre mis a profit pour réaliser un test d’uni-
versalité de haute exactitude. Pour cela, on utilise trois barres de Hall fabriquées en GaAs/AlGaAs
et précaractérisées individuellement et une quatrieme barre de Hall dans un matériau différent, elle
aussi caractérisée au préalable.

Depuis 2005 et la premiere observation de l'effet Hall quantique dans des feuillets de
graphene, les métrologues ont rapidement envisagé que le graphéne puisse servir a la réalisation
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de tels tests. Comme nous verrons au Chapitre 6, la physique de 'effet Hall quantique dans une
monocouche de graphéne est différente de celle dans une hétérostructure GaAs/AlGaAs : dans le
premier cas on a un effet Hall quantique pour des fermions de Dirac alors que dans le second cas,
il s’agit d’un effet Hall quantique de fermions de Schrédinger. Nous expliquerons ces appellations
aux Chapitres 2 et 6.

Pour envisager la réalisation d’un test d’universalité en utilisant un feuillet de graphene, il
est nécessaire de verifier la qualité de la quantification de la résistance de Hall dans ce feuillet. Ces
tests de quantification consistent a comparer indirectement la résistance de Hall dans le feuillet a la
résistance de Hall dans une hétérostructure GaAs/AlGaAs & 'aide d’un étalon de transfert. Pour
envisager la réalisation d’un test d’'universalité, il faut mesurer I’écart relatif entre la résistance de
Hall dans le feuillet de graphéne et la résistance de Hall dans une hétérostructure GaAs/AlGaAs
avec une incertitude de Iordre de 1077,

C’est dans ce contexte que ce travail de these a débuté. Son objectif est de réaliser des tests
de quantification de la résistance de Hall dans des feuillets monocouche et bicouche de graphene
pour envisager la réalisation future de tests d’universalité en comparant ’effet Hall quantique dans
le graphéne avec 'effet Hall quantique dans une GaAs.
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Chapitre 2

La transport électronique

2.1 Du transport classique au transport quantique

Les propriétés de conduction électrique locale d’'un matériau sont décrites par la conducti-
vité o ou son inverse, la résistivité p. Une conductivité élevée indique que les porteurs de charge
(électrons ou trous) peuvent se déplacer librement en subissant peu de collisions. Pour étudier le
transport électronique, nous nous placerons dans le cadre de la réponse linéaire en courant a une
excitation électrique. La rédaction de ce chapitre s’appuie sur des ouvrages de référence tels que
les ceuvres de Datta [21], de Imry [22], de Montambaux et Akkermans [23] ou encore Beenakker et
van Houten [24].

Dans toute la suite, nous nous focaliserons sur le transport a fréquence quasi nulle, c¢’est-a-
dire en courant continu : hAw < kg1 et hw < eV ou h est la constante de Planck, kg la constante de
Boltzmann, —e la charge électrique de 1’électron (e > 0), f = w/27 la fréquence, T la température
et V est la différence de potentiel électrostatique, i.e. I’excitation électrique.

Afin de décrire les propriétés de conduction dans un conducteur macroscopique, on peut
utiliser le modele de Drude. Dans le cadre de ce modele, les électrons sont considérés comme des
particules ponctuelles et soumises & une force extérieure —e E (ot E est le champ électrique créé par
la différence de potentiel appliquée). En outre, dans un solide, les électrons ont une masse effective
m*, différente de la masse dans le vide. Cette masse effective est propre a la cristallographie du
solide considéré. Par exemple, dans GaAs, la masse effective des électrons est m* = 0.067m, avec
me =~ 9.11 x 1073t kg.

Au sein du conducteur, les électrons vont subir des collisions. Deux grandes hypotheses
sont a la base du modele de Drude : la premiere consiste a supposer qu’entre deux chocs, les
électrons se déplacent sans interagir avec leur environnement, par exemple les autres électrons. Par
conséquent, ces électrons ont un mouvement rectiligne et uniforme entre deux chocs. La seconde
hypotheése concerne ces derniers : ils sont instantanés et assurent une redistribution aléatoire et
isotrope de la vitesse des électrons.

Pendant l'intervale de temps At qui s’écoule depuis sa derniére collision, 1’électron acquiert
une vitesse de dérive v = —%E. La valeur moyenne de At est appelée temps de collision 7. Ainsi,
la valeur moyenne de cette vitesse de dérive est :

er
Vdrift = *ﬁE = pkE (2~1)

oll on a défini la mobilité électronique p. = —°%. La mobilité est d’autant plus grande que le

désordre est faible. Nous allons principalement nous intéresser a des conducteurs bidimension-
nels. I est a ’heure actuelle possible d’obtenir des gaz 2D d’électrons dans des hétérostructures
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GaAs/AlGaAs qui atteignent plusieurs 107 cm?/(V.s) de mobilité & basse température. Dans le cas
de nos échantillons de graphéne, les mobilités typiques sont beaucoup plus faible : 5x 10% cm?/(V.s).

En multipliant 1’équation 2.1 par —en (n est la densité volumique de porteurs), on obtient la
densité de courant qui est reliée a la conductivité par la Loi d’Ohm (j 4,7, = 0 E). La comparaison
des deux égalités permet d’obtenir la conductivité de Drude :

n€27'

*

0= enpe = (2.2)

Sous l'effet d’'un champ électrique extérieur les électrons sont donc mis en mouvement ce

qui provoque un gradient de concentration Vn. En réponse a ce gradient, il apparait un courant
de diffusion donné par la Loi de Fick :

jd’iff =eDVn 5 (23)

ou D est le coefficient de diffusion.
Les électrons sont des fermions et obéissent & une distribution de Fermi-Dirac :

1

Pour une telle distribution, en raison du principe de Pauli, seuls les électrons situés au niveau de
Fermi (oli, & température finie, situés dans un intervalle +kgT autour du niveau de Fermi) vont
pouvoir participer a la conduction, les électrons situés a des énergies inférieures n’ayant pas d’états
libres accessibles. L’énergie du niveau de Fermi est appelée énergie de Fermi ep.

Lorsqu’on se place a l’équilibre thermodynamique, le potentiel chimique donné par p =
er + eV (V est la tension appliquée) est uniforme :

0
Vi=0 = e¢E+°Lvn=0 (2.5)
on
11
e a .
Oep

avec gg"F = g(er) la densité d’états (densité d’états électroniques par unité d’énergie) évaluée a
I’énergie de Fermi.

En outre, la notion d’équilibre thermodynamique revient a dire que le courant total, somme
du courant de dérive et du courant de diffusion, s’annule. On a donc :

j=0=0E+eDVn=0. (2.7)

Ainsi, en combinant 2.6 et 2.7, on obtient la relation d’Einstein qui relie la conductivité au
coefficient de diffusion :
o =e*Dy(ep) . (2.8)

Cette relation lie la conductivité électrique & deux grandeurs mesurées au niveau de Fermi (a priori
D dépend de I’énergie).

La conductivité est une grandeur locale qui permet de faire une description microscopique :
elle relie la densité locale de courant au champ électrique (j = oFE, loi d’Ohm locale). Une
expérience de transport ne permet pas d’avoir acces a la conductivité mais permet de mesurer
la conductance, G. En effet, G relie le courant total & la chute de potentiel (I = GV, loi d’Ohm
intégrée). C’est une grandeur globale. Notant L et W respectivement la longueur et la section du
conducteur bidimensionnel, on peut déterminer la relation qui lie conductivité et conductance :

w

G = fo . (2.9)
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Cette loi d’échelle, qui décrit le comportement ohmique d’un conducteur, souléve une ques-
tion : jusqu’a quel point peut-on diminuer les dimensions du conducteur (L et/ou W) avant que
cette relation ne soit mise en défaut ? Par exemple, en diminuant la longueur L, observe-t-on une
divergence de la conductance G ? Pour répondre a cette question, il est nécessaire d’introduire des
longueurs caractéristiques du transport électronique.

2.2 Temps et longueurs caractéristiques

Jusqu’a maintenant, nous avons considéré les porteurs de charge comme des corpuscules.
Nous allons voir par la suite que la description des propriétés de transport électronique necessite de
tenir compte aussi de leur caractere ondulatoire, c’est a dire réaliser une description quantique de
I’électron. En particulier, la fonction d’onde qui décrit I’électron est solution d’'un Hamiltonien. A
ce titre la, on peut définir la longueur d’onde. Ensuite, les différents processus de diffusion subis par
les porteurs dans le conducteur amenent a définir des temps et des longueurs caractéristiques de
ces différents processus. De plus, en raison du caractere ondulatoire des électrons, il faut introduire
un concept fondamental qui est la cohérence de phase. Ces échelles de longueur permettent de
définir un domaine situé entre le microscopique et le macroscopique : le domaine mésoscopique ou
se manifeste le caractéere ondulatoire des électrons..

2.2.1 La longueur d’onde

Considérons un électron libre, 4.e. soumis a aucune force. L’équation de Schrodinger s’écrit :

in S w(r ) —h—2A\I/(r £) (2.10)
ot YT Tome ’ ‘

Les solutions de cette équation différentielle sont du type [25] :
U(r,t) = Aettkr—ek)/ht) (2.11)

h2k?
2m* °

ou e(k) est donnée par la relation de dispersion de I’électron libre : e(k) =

Selon le principe de superposition, toute combinaison linéaire de ces solutions est aussi
solution de I’équation de Schrodinger. De cette maniére, on construit des paquets d’ondes qui
décrivent les électrons [25] :

1 i(k-r—e
U(r,t) = W/g(k)e(k (R)/1t) g3 (2.12)

ol g(k) présente un maximum en un k donné qui représente le vecteur d’onde central du paquet
d’ondes, noté k.

On appelle vitesse de groupe, vg, la vitesse de déplacement du paquet d’ondes : vg =
1/h0e/Ok (dérivée prise en k = ko). Avec la relation de dispersion, on obtient : vg = h|ko|/m*.
La vitesse de groupe est la vitesse de ’électron décrit par le paquet d’ondes.

Les électrons situés au niveau de Fermi ont un vecteur d’onde de module kp, tel que :

1
k‘F = ﬁ\/Qm*ep . (2.13)

On peut associer au vecteur d’onde kpr une longueur d’onde :



LA TRANSPORT ELECTRONIQUE

La longueur d’onde représente l’extension spatiale du paquet d’ondes électronique. Elle
permet de définir la dimensionnalité d’un conducteur en comparaison avec ses dimensions. En
effet, si une de ses dimensions, par exemple son épaisseur, est inférieure ou égale Ap, alors la
fonction d’onde ne peut pas < s’étendre > : on dit que I’électron est confiné suivant une direction.
On parle alors de gaz bidimensionnel d’électrons (2DEG). De tels systémes ont pu voir le jour grace
a lamélioration des procédés de fabrication, en particulier I’épitaxie par jets moléculaires (MBE
pour < Molecular Beam Epitaxy > ).

De maniere analogue, on peut définir des systemes unidimensionnels lorsque les électrons
sont confinés suivant deux dimensions de l'espace. Enfin, les objets dits < zéro dimension > |,
aussi appelés boites quantiques, correspondent & un confinement selon les trois dimensions de 1’es-
pace. Les systemes de basse dimensionnalité ont pour point commun la quantification des niveaux
d’énergie en raison du confinement, au point que les boites quantiques se comportent comme des
atomes artificiels avec une discrétisation complete du spectre d’énergie.

Dans l’espace des impulsions, les électrons occupent un certain volume délimité par la
surface de Fermi. Généralement, on assimile ce volume & une sphere, appelée spheére de Fermi. En
fonction de la dimensionnalité du conducteur, on peut relier le vecteur d’onde kr a la densité n
(on consideére ici une seule vallée d’énergie et une dégénérescence double de spin) :

3 o, 2 .
kr = V3m2n pour un conducteur 3D , n est alors une densité volumique
krp = 2mn pour un conducteur 2D , n est alors une densité surfacique.

Dans un métal oll la densité volumique de porteur est de I'ordre de ny = 10?2 cm™3, on

trouve une longueur d’onde voisine du nanometre (9 A). Par contre, dans un semiconducteur de
densité ny = 10'2 ecm ™3, on trouve Ap ~ 20 — 30 nm. Cette derniere valeur permet de com-
prendre pourquoi il est possible de confiner des électrons dans des structures a base de matériaux
semiconducteurs et de techniques de fabrication a 1’échelle nanométrique.

2.2.2 Libres parcours moyens et régimes de transport

Dans le modele de Drude, nous avions succintement évoqué la notion de collision. Nous
allons maintenant décrire plus en détail la nature des centres diffuseurs qui sont responsables de
ces collisions.

Il existe deux grandes familles de collisions : les collisions élastiques et les collisions inéla-
stiques.

Chocs élastiques

Lors d’une collision élastique, 1’énergie de 1’électron est conservée. Ce type de collision
concerne les impuretés présentes dans le solide. On entend par impuretés toute espece inattendue
dans le réseau. On inclut donc dans le terme impuretés les atomes en substitution ou en position
interstitielle, les dislocations ou encore les bords de I’échantillon.

La longueur caractéristique des chocs élastiques, [, est la distance parcourue par un électron
situé au niveau de Fermi entre deux chocs élastiques. On a :

lo = vpTe . (2.15)

le est appelé libre parcours moyen élastique.

Quand la longueur du conducteur est supérieure au libre parcours moyen (L > [.), on parle
de régime de conduction diffusif 2.1-a). Lors de leur traversée du conducteur, les électrons vont subir
plusieurs chocs élastiques contre des impuretés. Ce sont ces chocs qui définissent la trajectoire des
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électrons. Dans ce régime, on peut observer des phénomenes d’interférences entre des trajectoires
électroniques qui vont apporter des corrections quantiques a la conductance (localisation faible,
fluctuations universelles de conductance,. . .)

Le libre parcours moyen permet d’exprimer le coefficient de diffusion introduit précédement
en fonction de la dimensionnalité du conducteur :
1

D= gvple ot d est la dimensionnalité du conducteur. (2.16)

Le libre parcours moyen élastique est proche de 20 nm a température ambiante pour de
trés bons métaux (cuivre et or par exemple) et peut atteindre 20 um dans le cas de lor & basse
température (15 K). Il est & remarquer que pour du cuivre idéalement pur, le libre parcours moyen
théorique grimpe & 390 um a 15 K. Pour un semiconducteur tridimensionnel, il est de I’ordre de 100
nm. Par contre, dans une structure bidimensionnelle de semiconducteur, le libre parcours moyen
élastique peut atteindre 30 a 40 pym a basse température.

a) Régime diffusif

b) Régime ballistique

FIGURE 2.1 — Différents régimes de transport mésoscopiques : en a) régime dif-
fusif et en b) régime ballistique. Les cercles rouge entourés de bleu
représentent les impuretés. L est la longueur du systéeme et W sa
largeur.

Chocs inélastiques

Cette catégorie concerne I’ensemble des collisions au cours desquelles il y a échange d’énergie
entre I'électron et le centre diffuseur. Les collisions inélastiques sont a l’origine du processus de
thermalisation des électrons. On y regroupe les collisions entre porteurs ou les collisions sur les
phonons.

Comme précédement, on définit un libre parcours moyen inélastique : l;, = vp7,.

Lorsque la longueur du conducteur est plus petite que les libres parcours moyens élastique
et inélastique : L, W < [, l;,, on parle de régime de conduction ballistique 2.1-b). La trajectoire
des électrons est alors entierement déterminée par les collisions sur les bords de 1’échantillon.
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C’est donc la géométrie de ’échantillon qui définit ses propriétés électroniques de transport. Des
effets d’interférences entre trajectoires électroniques peuvent aussi étre observés dans les billiards
quantiques qui sont des systemes ballistiques.

On peut aussi distinguer un cas intermédiaire entre les régimes diffusif et ballistique corres-
pondant au régime quasi-ballistique pour lequel W < I, < L. Ce régime obéit a des lois analogues
a celles du régime diffusif. Dans le cas de nos échantillons de grapheéne, nous serons dans le cas du
transport quantique diffusif : W > min(l., L;y,).

Evolution en fonction de la température

Les modes de phonons sont d’autant plus peuplés que la température est élevée. A tempéra-
ture ambiante, ce sont les collisions sur les phonons qui sont prépondérantes. Au fur et & mesure
que la température diminue, les vibrations du réseau diminuent elles aussi. A basse température,
ce sont les collisions sur les impuretés et les collisions entre électrons qui dominent.

Temps de transport

Dans le cadre du modele de Drude introduit précédement nous avons supposé que les vitesses
des porteurs étaient redistribuées de maniere isotrope apres les collisions. Dans la pratique, les
mécanismes de diffusion (< scattering » ) au sein du conducteur peuvent engendrer une anisotropie.
On distingue alors deux temps caractéristiques : le temps de relaxation du transport, ou temps de
vie de diffusion, noté 74, et le temps de vie quantique noté 7.. C’est 74, qui détermine la conductivité
(c’est le temps caractéristique qui intervient dans la formule de Drude 2.2) alors que 7. est le temps
de vie moyen d’un état propre de vecteur d’onde k et d’énergie e. Il est courament appelé temps
de vie élastique

Le rapport 7¢./7. permet de rendre compte de l'anisotropie du champ des vitesses en-
gendrée par les centres diffuseurs. Dans le cas d’une isotropie parfaite (pas de direction de diffusion
privilégiée), ce rapport est égale a 1; les deux temps caractéristiques sont égaux. Dans un gaz
bidimensionnel d’électron obtenu par exemple dans une hétérostructure GaAs/AlGaAs, ce rapport
est proche de 15 indiquant une grande anisotropie des mécanismes de diffusion; les mécanismes
entrainant une diffusion vers l'avant (<« forward scattering » ) sont prépondérants.

D’un point de vue expérimental, la conductivité a champ magnétique nul permet d’extraire
le temps de transport. Pour estimer le temps de vie élastique, il faut par exemple étudier 1évolution
en fonction de I'induction magnétique B des oscillations Shubnikov-de Haas (c.f. page 59).

Taux de désordre et longueur de localisation

11 est intéressant de comparer la longueur entre les évenements de diffusion (i.e. le libre
parcours moyen) et la longueur d’onde de Fermi. Etant donné que la longueur d’onde est reliée au
vecteur d’onde, cela revient a regarder I’évolution du produit kgl.. Il s’agit du critére de Ioffe-Regel
pour traiter de la localisation.

Si kple > 1 (I. > Ap) alors Délectron peut de se propager entre deux collisions ; on dit que
le désordre est faible.

A Dinverse, si kpl. < 1 (I, < Ap) alors Délectron ne peut pas se propager avant de subir
des collisions. On parle de désordre fort.

De maniere générale, le désordre a pour conséquence de localiser les porteurs de charge;
I’enveloppe de leur fonction d’onde décroit de maniere exponentielle a grande distance du centre
de localisation. Ce phénomene de localisation qui est d’origine quantique est caractérisé par la
longueur de localisation &,
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Dans le cas de conducteurs 1D et 2D, on peut montrer que, quel que soit le taux de désordre,
les longueurs de localisation ne sont pas infinies. En particulier, d’'un point de vue théorique,
ces systemes sont des isolants d’Anderson. Néanmoins, a température nulle, si la longueur de
I’échantillon, notée L, est inférieure a &,., on observe un comportement métallique. A température
non nulle, il faut comparer &, & la longueur de cohérence de phase L, (voir plus loin) car cette
longueur correspond a la taille typique sur laquelle se manifestent les effets quantiques. Si Lg > &oc,
les électrons sont localisés et le systéme est isolant ; si &0 > Lg, le systeme est conducteur.

Dans le cas d’un conducteur 3D, on assiste a une transition métal-isolant lorsque le taux
de désordre augmente. En effet, lorsque kpl. > 1 (i.e. pour un désordre faible), la longueur de
localisation est infinie et le systéme conduit le courant électrique car les porteurs de charge peuvent
se déplacer d’une extrémité a 'autre du systeme. A partir d’un certain taux de désordre, £ devient
fini : les porteurs sont alors localisés sur de tres petites distances. Dans une telle situation, le
systeme ne peut plus conduire aucun courant, il devient isolant.

2.2.3 La cohérence de phase
Présentation

D’un point de vue général, une onde est caractérisée par une amplitude, A, et une phase,
¢ : W = Ae'®. La fonction d’onde est solution d’un Hamiltonien (HW¥ = V). Dans le cas out H se
résume & un terme cinétique (H = p?/2m*, cas de 1’électron libre), la fonction d’onde se met sous
la forme : ¥ = Aei(kr—e¢/ht),

Au cours de la propagation, 'onde accumule une phase, par exemple pour une onde de
vecteur d’onde k parcourant une distance d, la phase accumulée est égale a fod kdl. On appelle
temps de cohérence de phase, le temps 75 au bout duquel la cohérence de phase a été détruite
suite a une évolution irréversible de la phase. Les mécanismes qui peuvent briser la cohérence de
phase d’un électron au sein d’un conducteur sont les collisions inélastiques ou les collisions sur des
impuretés magnétiques (inversion du spin).

Le temps 7, est aussi appelé temps de relaxation de la phase. On appelle L la longueur
parcourue par 1’électron avant que sa cohérence de phase ne soit détruite.

— En régime ballistique, on a :
L¢ = VFrTyp (217)

— Par contre, en régime diffusif Ly est donnée par :

Ly = /D7y (2.18)

ou D est le coefficient de diffusion.

Le premier cas correspond généralement aux semiconducteurs & grande mobilité (donc &
tres faible désordre) alors que le second correspond aux systémes fortement désordonnés.

Systéme mésoscopique

Lorsqu’ un conducteur a ses dimensions inférieures a la longueur de cohérence de phase, on
dit qu’il est cohérent. Au vu des valeurs numériques, cette échelle de longueur est intermédiaire
entre le microscopique et le macroscopique ; on "appelle mésoscopique.

Un systeme mésoscopique est un systeme conducteur dont une des dimensions est inférieure
ou du méme ordre que la longueur de cohérence de phase : L < Lg. La propagation des électrons
est cohérente. De fait, il est possible d’observer des phénomenes d’interférences mettant en jeu la
nature ondulatoire des électrons.
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Les concepts développés pour 1’étude des systemes mésoscopiques ont émergé des la fin
des années cinquante grace a Landauer. Toutefois, les premieres études expérimentales ne datent
que des années quatre-vingt avec ’amélioration des techniques de croissance, de lithographie et
de cryogénie. Ces améliorations ont permis de réduire la taille des systemes étudiés. 11 s’agit donc
d’une physique jeune mais qui connait depuis trente ans un grand engouement expérimental.

2.3 Le transport quantique cohérent

Dans cette partie, nous allons considérer le cas de systemes dont les dimensions sont
inférieures a la longueur de cohérence de phase. Ces systemes sont cohérents et une description par
des grandeurs locales n’a plus de sens : il est nécessaire d’utiliser des grandeurs globales comme la
conductance G. Pour se faire, 'approche dite de < scattering > a été mise en place par Landauer
a la fin des années cinquante puis poursuivie par Biittiker dans les années 80 [26].

2.3.1 Formule de Landauer

L’approche de Landauer consiste a décrire le courant traversant le conducteur mésoscopique
en terme de probabilité qu'un électron soit transmis au travers du conducteur. Elle peut étre
généralisée a des conducteurs tridimensionnels mais nous allons nous limiter au cas quasi-unidi-
mensionnel.

A T’échelle mésoscopique, les dimensions des fils conducteurs sont telles qu’ils se comportent
comme des guides d’onde électronique. En effet, les conditions d’annulation aux limites imposent
que la fonction d’onde voit son vecteur d’onde transverse quantifié. Ces conditions de quantification
définissent de fait des modes unidimensionnels de propagation pour les électrons. Dans ce qui suit,
nous établirons les relations dans le cas ou il n’y a qu’un seul mode de propagation, et nous
généraliserons au cas d’un systéme multimode.

Prenons le cas d’un conducteur unidimensionnel relié & deux réservoirs (Figure 2.2). Ces
réservoirs ont pour role d’injecter des électrons et d’absorber les électrons qu’ils regoivent (pas de
réémission). L’émission se fait de telle sorte que les électrons n’ont aucune corrélation de phase entre
eux. Les réservoirs sont le lieu de tous les phénomenes inélastiques (et donc dissipatifs) : c’est dans
les réservoirs que les électrons perdent leur cohérence de phase. On parle souvent de corps noirs a
électrons pour les réservoirs. Enfin, pour imposer le passage des électrons dans le conducteur, on
applique une différence de potentiel chimique, i.e. on décale 'un des deux réservoirs d’une énergie
eV = p1 — po par rapport a 'autre.

1, A eV

FIGURE 2.2 — Représentation schématique d’'un conducteur unidimensionnel
monomode connecté & deux réservoirs. La différence de potentiel
chimique entre les deux réservoirs est imposée par la différence de
potentiel V.
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Sans chercher a décrire exactement les processus microscopiques de diffusion au sein du
conducteur, on le modélise simplement par une barriere de potentiel de transmission T et de
réflexion R =1 —T. Les électrons susceptibles de porter du courant sont les électrons qui ont une
énergie située entre uy et pg. Cette tranche d’énergie contient eV.g1p(ep) électrons (on a supposé
que la tension appliquée reste suffisament faible de sorte que ni g1p ni T ne varie dans la gamme
er + €V). Ces électrons se déplacent a la vitesse v(ep). Etant donné que ces électrons ont une
probabilité T d’étre transmis, on peut écrire le courant sous la forme :

I = eVigip(ep)ev(ep)T

1

2
= —T
ewh 14

On aboutit a la formule de Landauer pour un conducteur unidimensionnel monomode pour
la conductance deux fils en tenant compte du spin :

(&
= —_ . .1
G=2T (2.19)

La quantité e2/h est appelée quantum de conductance : elle ne dépend que de constantes
fondamentales de la physique. On a : €2 /h ~ (25812.807 Q)~!

Pour comprendre l'origine de ce quantum de conductance, on peut faire une description
qualitative du courant dans le canal unidimensionnel. En effet, on peut y construire une succession
de paquets d’ondes qui, en vertu du principe de Pauli, ne peuvent contenir, au maximum, qu’un
seul électron aux dégénérescences de vallée et de spin pres, respectivement g, et g;. En outre, en
utilisant le principe de Heisenberg reliant le temps et I’énergie, ces paquets d’ondes sont séparés
en temps par la quantité 7 = h/Ae.

Ainsi, on peut écrire le courant dans le canal sous la forme :

I=(1x e)(%) :e%. (2.20)

Par conséquent le quantum de conductance a pour origine la nature méme des porteurs de
charge qui sont des fermions et donc obéissent a la statistique de Fermi-Dirac.

Il est possible de généraliser la formule de Landauer dans le cas d’un conducteur multimode
(la transmission du n°™¢ mode est notée Ty,) :

2 N
e
G =gsgv 7 > T, (2.21)
n=1

Ainsi la conductance dépend de la transmittance du conducteur vis-a-vis de chaque mode suscep-
tible de se propager. En faisant un rapprochement avec la formule d’Einstein 2.8, il apparait que
la conductivité d’un conducteur dépend de la < facilité > avec laquelle les électrons peuvent se
propager dans le conducteur. Cette notion abstraite de facilité est donnée, dans I’approche quan-
tique, par des coefficients de transmission relatifs a des modes de propagation, et dans 1’approche
semi-classique, par un coefficient de diffusion évalué a I’énergie de Fermi.

Nous venons d’établir I’expression de la conductance en prenant la différence de potentiel
chimique entre les réservoirs. Il s’agit donc de la conductance du systeme conducteur+réservoirs
dans une configuration < deux fils » . Méme si les modes sont parfaitement transmis (7, = 1), la
conductance reste finie du fait de la résistance entre les réservoirs et le conducteur, la résistance
de contact.

Dans une configuration < quatre fils > (Figure 2.3), on ne mesure pas la chute de potentiel
entre les réservoirs (« fils de courant » ) mais au niveau de deux fils supplémentaires (« fils de
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tension » ). La conductance du conducteur quantique est donnée par #—4. Le calcul donne la
formule de Landauer-Biittiker pour un conducteur multiterminal :

e2T

G= gSg”ﬁE (2.22)

On remarque qu’un systéme qui transmet parfaitement (7' = 1) a une conductance infinie (R =

) [

p=wteV K,

_ N

Hy Hy

FI1GURE 2.3 — Modélisation d’un conducteur quantique en configuration quatre
fils : la tension est appliquée entre les contacts 1 et 2, la conduc-
tance du conducteur quantique peut étre mesurée grace aux
contacts 3 et 4.

D’un point de vue des résistances, il est utile de définir la notation <« quatre fils > du
formalisme de Landauer-Biittiker sous la forme (le courant circule entre les contacts « et 3) :
R _ My — s V'y - Vs

apys = = 2.23
By eIoé%[i Ia%ﬁ ( )

Dans toute la suite, en particulier au niveau des résultats expérimentaux, toutes les rési-
stances seront notées dans ce formalisme.

Pour terminer, on peut écrire dans le cadre de cette approche de diffusion du transport
électronique le courant qui entre dans le contact o du conducteur sous la forme :

€
Lo =5 | (Mo~ Ra)pia = ) Thapss (2.24)
BFa

ou M, est le nombre de modes entrant dans le contact «, R,, et u,, sont respectivement le coefficient
de réflexion et le potentiel chimique du contact «, et Tz, est le coefficient de transmission du contact
a vers le contact 3. Cette relation permet de retrouver facilement la loi des noeuds (3, Io = 0).
Il s’agit en fait des lois de Kirchhoff quantique :

In=Y GapVs (2.25)
B

ot g = eVg et les G, sont les conductances généralisées :

dl,,

2.3.2 Corrections a la conductance

Considérons un systeme de taille supérieure & Ly. En raison du caractere ondulatoire des
électrons, des effets d’interférences quantiques apparaissent sur chaque zone de taille Ly au sein
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de I’échantillon. Ces effets d’interférence apportent des corrections a la conductance telle qu’on I’a
calculée dans le modele de Drude. On peut écrire la conductance sous la forme :

G=Geg + AGQ . (2.27)

Lorsque 'on mesure la conductance d’'un tel systéme, on est sensible & la combinaison
incohérente (parallele ou série) des conductances de chaque < boite > de taille L. Parmi tous
les effets de localisations et de fluctuations & l'origine de corrections a la conductance, certains
disparaissent lorsque la dimension du systeme augmente alors que d’autres résistent. Nous allons
nous intéresser & la localisation faible (exemple d’effet d’interférences qui résiste) et aux fluctuations
universelles de conductance (exemple qui disparait).

Dans une description semi-classique de chemins de diffusion valide pour kgl. > 1, la pro-
babilité d’aller d’un point & un point ' pendant un temps ¢ est la somme des amplitudes de
probabilité, A;, sur tous les chemins reliant r & v’ :

Plr,v') = ‘ZAJ-(Q = S IAP+ Y A (2.28)

J#i

Dans le cas d’'un conducteur quasi-unidimensionnel, cette probabilité est égale a la trans-
mission qui apparait dans la formule de Landauer :

2
e *
G~ 2o > A7+ 2Re(> | AiA7) (2.29)
J VED)
2
[ *
~ 2% § |A;]? +2 § | A; A3| cos(i — ¢;) (2.30)
J JFi

ol ¢; — ¢; est la différence des phases accumulées entre les chemins i et j.

Fluctuations universelles de conductance

Considérons dans un premier temps la probabilité de diffusion d’un point = & un point 7’.
Dans I'hypothese ou il est possible de définir un potentiel vecteur, A, non nul, la phase accumulée
le long d’un chemin j se met sous la forme tres générale suivante :

¢; = / (k("'j)d"'j +eAdr; + Y _heF dt) (2.31)
J

ou dr; est la coordonnée le long du chemin j et V est le potentiel de désordre.

Avec les équations 2.30 et 2.31, on voit que la conductance dépend du détail microscopique
du conducteur car elle résulte des interférences entre trajectoires électroniques. En modifiant 'un
des parametres que sont le potentiel-vecteur A, I’énergie de Fermi ep et le potentiel de désordre
V', on met en évidence des fluctuations de conductance. Ces fluctuations obéissent au principe
d’ergodicité, c’est a dire que 'amplitude observée des fluctuations est la méme que ’on fasse varier le
potentiel-vecteur (au travers d’une modification de 'induction magnétique B) ou I’énergie de Fermi
(par exemple en faisant varier la densité de porteur dans un semi-conducteur). Ces fluctuations
de conductance sont dites universelles : leur amplitude ne dépend que de la dimensionnalité du
conducteur et de sa symétrie. En particulier, ces corrections de conductance ne dépendent pas de
la conductance. Ces fluctuations universelles peuvent étre observées de trois manieres différentes :
soit par variation du champ magnétique, soit en modifiant le potentiel de désordre (par réchauffage
de I’échantillon, on peut avoir réorganisation des centres diffuseurs) ou en déplagant le niveau de
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b)

FIGURE 2.4 — Mécanismes de rétrodiffusion cohérente ; dans le cas général a), les
amplitudes de probabilité A4; et A; de deux trajectoires différentes
reliant r & v’ n’ont pas de corrélation de phase entre elles. En b),
pour un retour & 'origine, les amplitudes AT et A~, symétriques
par renversement du temps, sont égales.

Fermi (par couplage capacitif & une grille par exemple). Dans I'hypothese d’ergodicité, ces trois
méthodes sont équivalentes et permettent d’observer des fluctuations de méme amplitude.

Pour un conducteur de taille supérieure a la longueur de cohérence de phase, chaque
< boite > de taille Ly donne lieu a des fluctuations de conductance dont les variances s’auto-
moyennent, cet effet d’automoyennage augmentant avec la taille de ’échantillon. On a donc des
fluctuations tres faibles autour de la conductance classique. Cependant, les fluctuations univer-
selles de conductance (UCF pour < Universal Conductance Fluctuations » ) permettent d’obtenir
la signature du désordre propre a un échantillon donné. C’est donc un outil supplémentaire pour
évaluer la qualité (au sens du désordre) d’un conducteur.

Localisation faible

Dans le cas d’un retour & l'origine (r et 7’ sont confondus, Figure 2.4 b)), on peut regrouper
les termes d’interférences par paires symétriques par renversement du temps A' et A~. Dans le
cas ou le probleme est invariant par renversement du temps, les amplitudes de probabilité des
chemins de propagation horaire et anti-horaire sont identiques : AT = A~ = A. La probabilité de
rétrodiffusion cohérente est donc : |[AT + A~|2 = 4|A|?, soit le double de la probabilité classique.
Cette augmentation de la probabilité de retour a ’origine entraine une réduction du coefficient de
diffusion et donc une réduction de la conductivité. Il s’agit la de ’essence méme de la localisation
faible.

L’application d’un champ magnétique faible détruit I’augmentation de résistance dtie a la
localisation faible. En effet, ce champ magnétique brise la symétrie par renversement du temps : les
chemins horaire (+) et anti-horaire (-) n’accumulent plus la méme phase. Il apparait une différence
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de phase, A¢, entre les chemins + et - qui est donnée par :

1 1
Ap = = Todl— = —.dl
10) hﬁp dl h?{p d

= 2—; (VxA)-dS
B 2eBS_§
B I

ou S est la surface fermée définie par la trajectoire et g = /h/eB est la longueur magnétique.
La somme des amplitudes associées a des trajectoires de surface fermée S variables conduit & un

terme d’interférence qui s’automoyenne a zéro.

Rappelons que le conducteur n’est pas, ici, nécessairement mésoscopique; en particulier il
peut étre plus grand que Lg. On peut donc définir des grandeurs locales. La correction négative,
0070c, & la conductivité de Drude en raison de la localisation faible est proportionnelle & la probabi-
lité de retour a 'origine. Dans le cas d’un conducteur bidimensionnel de largeur W et de longueur
L, on a: 6Gioe = (W/L)001oc- On peut montrer que l'expression complete de la correction de
conductance & 2D due & la localisation faible et sans tenir compte du couplage spin-orbite est [24] :

5G3D = %gsgv% [‘I’(; + 2%) - ‘I’(% A ;:;) +ln (2)} ’ (2:32)

olt 75 = 1%/2D est le temps de relaxation magnétique et ¥(z) la fonction digamma. C’est 'ajus-
tement de ce modele & une mesure de magnétoconductance qui permet d’extraire 7, et L.
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Chapitre 3

L’Effet Hall

Ce chapitre a pour but de présenter 'effet Hall quantique que 1’on peut observer lorsque
I’on place un conducteur bidimensionnel sous un fort champ magnétique perpendiculaire et a tres
basse température. Aussi, nous ne nous intéresserons qu’a des systémes a deux dimensions. Ce
chapitre s’appuie sur quelques livres de référence, écrits par Prange et Girvin [27] et Yoshioka [28],
des notes de cours donnés par D.C. Glattli et par M.O. Goerbig et un article de revue écrit par
Poirier et Schopfer [29]. Nous commencerons par décrire le comportement d’une particule chargée
sous champ magnétique ainsi que l'effet Hall classique qui se manifeste a faible champ. Ensuite, a
I’aide de la mécanique quantique, nous expliquerons pourquoi la conductance transverse d’un tel
conducteur peut étre quantifiée en mutliples de e?/h.

3.1 Un effet classique

3.1.1 Particule chargée dans un champ magnétique

Lorsqu’un électron se déplace a deux dimensions en présence d’'un champ magnétique per-
pendiculaire & sa trajectoire, il est soumis a une force de Lorentz. Les équations du mouvement
sont :

mi = —er A B (3.1)

En utilisant des coordonnées complexes (z = x + iy), on peut résoudre le systeme précédent :

- wet

1vpe’e . eB

z2=7Jy— — Zy=Xo+1y , We = —.
We m

(3.2)

L’électron décrit une orbite cyclotron (Figure 3.1-a)) & la pulsation we, le centre de lorbite étant
immobile.

Lorsque l'on ajoute un champ électrique dans la direction = (Figure 3.1-b)), les équations
du mouvement deviennent :
mi = —e(E +7 A B) (3.3)

Via une transformation de Galilée, on peut montrer que 1’électron a toujours un mouvement
cyclotron, cette fois-ci dans une repere mobile se déplagant a la vitesse vy dans la direction y :

_EAB

v 732 s

E
Vo = E . (34)
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)
fe @

>y >

FIGURE 3.1 — Mouvement cyclotron d’une particule chargée, a) dans un champ
magnétique et b) dans un champ magnétique et un champ
électrique.

3.1.2 Magnetorésistance dans le modele de Drude

Considérons un conducteur 2D dans le plan xy, de densité ng, de longueur L suivant x
et de largeur W suivant y, placé dans un champ magnétique dans la direction z et soumis a un
champ électrique dans la direction y. En tenant compte des processus de diffusion sous la forme
d’un terme de relaxation, les équations du mouvement des électrons vont s’écrire :

*

m*i = —e(E+# AB) — —i . (3.5)
7_13
La densité de courant (j = —ent) est liée au champ électrique par le tenseur de résistivité :
Ey —sz pa:m ]y ’ v O—a%x + U%y Y U?:m + J:%y ’

A Taide des équations précédentes, on détermine les deux composantes du tenseur de
résistivité : . B
m
Prr = — et ey = (3.7)
Nse Ty nge
Si 'on fait passer un courant suivant la direction x dans le conducteur 2D soumis & un
champ magnétique perpendiculaire, on a accumulation de charges de signes opposés sur les bords
de I’échantillon ce qui engendre une tension transverse non nulle.

En outre, la résistance transverse Ry (appelée résistance de Hall) se calcule en divisant la
tension transverse du conducteur (V = WE,) par le courant (J = W), soit : Ry = Ey/j, =
Pzy- Autrement dit, il n’y a pas de différence entre résistance de Hall et résistivité de Hall :
c’est un invariant d’échelle. L’expérience donne donc directement acces a la résistivité de Hall
permettant ainsi d’extraire la densité de porteurs ng dans le conducteur. L’élément diagonal du
tenseur est la résistivité longitudinale. Pour un conducteur donné (et donc une masse m* donnée),
cette résistivité permet de connaitre le temps de transport dans le conducteur. Les mesures de Hall
(en référence & des mesures de magnétorésistances tranverse et longitudinale) sont des outils de
base pour caractériser des structures de semiconducteurs, en particulier la densité et la mobilité
des porteurs.

Revenons-en au déplacement d'un électron dans un champ magnétique. Le rayon de l'or-
bite cyclotron qu’il décrit est inversement proportionnel au champ magnétique : plus le champ
augmente, plus le rayon est faible. Dans la limite ou la taille des orbites devient plus petite que la
longueur de cohérence de phase [y, il faut faire une description quantique des particules chargées
sous fort champ magnétique.
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FIGURE 3.2 — Représentation schématique d’une configuration de mesure de Hall
permettant de mesurer les composantes du tenseur de résistivité
d’un conducteur bidimensionnel sous champ magnétique.

3.2 Un effet quantique

3.2.1 Les niveaux de Landau

Pour tenir compte du champ magnétique, on substitue a I'opérateur d’impulsion P, Vopérateur
d’impulsion dynamique IT qui contient le potentiel vecteur :

I, =p, +eA, = m*z

M=p+ecA :
p+€ Hy=py+614y=m*y

(3.8)

)

Si l'on tient compte de leffet Zeeman qui leve la dégénérescence de spin, le Hamiltonien
d’un électron sous champ magnétique s’écrit sous la forme :

~2
II B
+ guB

H= ,
2m* 2

(3.9)

ou g est le facteur de Landé et up est la magneton de Bohr. Nous ne tiendrons pas compte de
leffet Zeeman dans la suite et nous ferons les calculs pour un spin donné.

Nous avons vu dans le cas de l'effet Hall classique que le mouvement de 1’électron se
décompose en deux parties : 1’électron décrit une rotation et le centre de guidage dérive en
présence d’un champ électrique. On introduit donc les coordonnées complexes du centre de gui-
dage : C = C, +1iC,. L'opérateur IT décrit quant a lui le mouvement cyclotron. On a :

1
—C— (I, +T 1
2= 0= —( ) (3.10)

Les relations de commutation des opérateurs II et C sont :

| =, (0,6, = i, [fLA) = [0.8] 0. = L (3.11)
M

En particulier, II et C sont indépendants : on peut séparer ’étude du mouvement du centre de
guidage et ’étude de la rotation cyclotron.

49



L’EFrFeT HALL

Au vu des relations de commutations précédentes, on peut définir les opérateurs d’échelle
a et b caractéristiques de I'oscillateur harmonique :

at = /55 (I, +illy) @ =/ 551, —l,)

bt = /L(C, —iC,) b= /L(C,+iC,)

(3.12)

Il s’agit d’opérateurs de création (af, ET) ou d’anihilation (a, E) qui vérifient : [@,a’] =

[E, ET] = 1. A l’aide de ces définitions, le Hamiltonien peut étre mis sous la forme :

- 1
H = hw, (aTaJr 2) : (3.13)

dont le spectre en énergie est :

€ = hw, <n + ;) . (3.14)

Ces niveaux d’énergie sont appelés niveaux de Landau, n est la valeur propre de @@ : c’est
un nombre entier, positif ou nul, qui correspond a l'indice du niveau de Landau. Etant donné que
H commute avec C' et ses composantes, on a une tres forte dégénérescence des niveaux de Landau
par rapport au centre de guidage. Il est possible de décrire cette dégénérescence a I'aide du nombre
quantique m qui est la valeur propre de bfb. Les états propres associés & chaque niveau de Landau
peuvent étre notés : |n,m). Ils sont obtenus en appliquant successivement I'opérateur de création
en partant du vide : [n = 0, m). Par définition, cet état est le seul vérifiant la relation : a|0,m) = 0.
On a : |1,m) = af|0,m) ce qui permet de construire de proche en proche les états propres du
Hamiltonien : R
(ah)@h™

n,m) = 2
n:m.

10) (3.15)

La forme exacte des fonctions d’onde dans I’espace réel dépend du choix de jauge pour le
potentiel vecteur. La représentation spatiale de la fonction d’onde associée au niveau de Landau
d’indice n est la fonction VU, x(x,y) = (z,y|n,m). Par exemple dans la jauge symétrique, les
fonctions d’onde du plus bas niveau de Landau sont :

1 z\™ =k
Vo) = ———o (2} e =gt 3.16
om(e) = s (Z) y (3.16)

Dans le cas de jauge de Landau, on montre que :

1 . _ (w—wy)?
U, kw(z,y) = L—ezkyHn(os —ap)e B avec xp = ki . (3.17)
y

Les x, sont les centres des orbites cyclotron et H,(z) est le polynéme de Hermite d’ordre n.
L’espace des phases est ici le plan zy, c’est-a-dire le plan physique. En effet la relation de
commutation entre les composantes de I'opérateur du centre de guidage ([Cx,Cy] = il%) nous

indique qu’elles sont canoniquement conjuguée. De plus, on en déduit la relation d’incertitude :

AC,AC, =13 = e%' Autrement dit, la surface occupée par un électron est traversée par un
quantum de flux : 2713 = J& = %.

Une autre maniere de voir cela consiste a calculer la densité d’états de chaque niveau de
Landau. Pour une valeur de spin donnée, on montre que chaque niveau de Landau contient 1/27l%
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états. Ainsi, la densité d’états de chaque niveau de Landau est égale & la densité de quantum de
flux (ng) :
1 eB

_B_ 3.18
oz~ h P (3.18)

La densité d’états pour un conducteur bidimensionnel sans désordre est représentée Figure
3.3-a). Lorsque le nombre d’électrons dans le conducteur bidimensionnel est un multiple de npg
(ns = png), le niveau de Fermi coincide avec le niveau de Landau d’indice p. Dans une telle
situation, pour ajouter un électron supplémentaire, il faut fournir 1’énergie hw. pour commen-
cer a remplir le niveau de Landau suivant. Avec B = 10 T et m* = 0.067m. (hétérostructure
de GaAs/AlGaAs), on a hwe = 17.5 meV, soit deux ordres de grandeur au dessus de I’énergie
thermique & T = 1.5 K. On dit que le fluide électronique est incompressible (il est impossible de
modifier la densité d’électron dans le conducteur) ou encore que le conducteur est non-dissipatif
(car il ne peut échanger d’énergie inférieure & hwc). Cette propriété a pour origine la conservation
du volume dans 'espace des phases qui est ici le plan zy.

B=0 B, A0
Energie A Energie A P}(l).ter?tiel A
chimique

n=2 2 :

densité Dy densité Ny 2n,  3n,
d'états d'états

a) b) c)

FIGURE 3.3 — Densités d’état d’un 2DEG ballistique sans champ en a) et sous
fort champ magnétique en b). En ¢), évolution du potentiel chi-
mique lorsqu’on augmente la densité d’électrons dans le 2DEG.

Y

On appelle facteur de remplissage v, le rapport entre la densité d’électrons dans le conduc-
teur et le nombre de quantum de flux le traversant : v = ng/np. Il y a deux maniéres de modifier
v : la premiere consiste & modifier le champ magnétique afin de modifier la densité de quantum de
flux et la seconde consiste & modifier la densité d’électrons dans le conducteur (par exemple par
effet capacitif en le couplant & une grille). Pour un conducteur parfait (i.e. sans désordre), lorsque
v est entier, on peut montrer dans une approche semi-classique que :

B h
Rye =0 et ny = Pxy = — = (319)

nge  ve?

Partons de la situation ou le niveau de Fermi est situé sur le plus haut niveau de Landau
rempli. Lorsque ce dernier est compléetement rempli et qu’on ’on continue a augmenter v, le niveau
de Fermi saute de maniere abrupte de ce niveau de Landau vers le niveau de Landau suivant. En
d’autres termes, la quantification de la résistance de Hall n’existe que pour les valeurs entieres de
v; il n’y a pas de plateau de résistance pour un conducteur sans désordre.
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On peut retrouver ce résultat d’une autre maniere. Considérons un conducteur soumis, en
plus du champ magnétique, a un champ électrique suivant la direction x. Les valeurs propres et
les états propres, dans la jauge de Landau, sont :

ns = (0 §) + eBon + % ()’

_ (m—xp)?

U= L%eikyHn(x —xp)e 2B (3.20)

— 2 _ _eE
avec T = (le m*wg>

On peut alors calculer les composantes de la vitesse des électrons :

II, + eBx

(Vv | W) = <‘I’|yT|‘I’>=E/B
11,

(Vv |¥) = <‘I’|W|‘I’>:0

On a donc une dérive des électrons perpendiculairement au champ électrique appliqué : ils sont
délocalisés suivant la direction y. On retrouve ici le résultat classique.

Cette délocalisation a pour origine I'invariance du probléme par translation dans la direction
y. Aussi, pour expliquer l'existence de plateaux de résistance, il faut tenir compte du désordre au
sein du conducteur. La principale conséquence du désordre est de briser 'invariance par translation.

3.2.2 Les effets du désordre

Nous avons vu au premier chapitre qu’appliquer un champ magnétique revient a briser la
symétrie par renversement du temps et donc modifie les propriétés de localisation électronique.
Lorsque l'on tient compte du désordre dans un conducteur bidimensionnel, on brise une autre
symétrie qui est l'invariance par translation : toutes les portions du conducteur ne sont plus
équivalentes.

De maniere générale, le désordre leve la dégénérescence des niveaux de Landau en introdui-
sant deux types d’états : des états localisés entre les niveaux de Landau et des états délocalisés (ou
étendus) au centre de chaque niveau (Figure 3.4). Ces deux types d’états jouent un role fondamental
dans 'effet Hall quantique.

Pour discuter des effets du désordre, commencgons par regarder le déplacement d’un électron
en présence d’un potentiel V(r) qui peut étre un potentiel extérieur, comme dans le cas du champ
électrique, ou un potentiel de désordre engendré par des impuretés dans le conducteur. On va
supposer que ce potentiel varie de maniere lente sur une longueur [p. Cette condition peut étre
mise sous la forme :

iV (V(r))| < hwe (3.21)

Lorsque cette condition est vérifiée, le potentiel vu par les électrons au cours d’une rotation cyclo-
tron reste le méme. On peut alors montrer que :

. 1
C= ke ANVV(r) (3.22)

Autrement dit, les électrons se déplacent le long des lignes équipotentielles et le sens de
ce déplacement dépend du gradient local du potentiel. Focalisons-nous pour le moment sur un
potentiel de désordre. Ce dernier engendre des fluctuations autour d’un potentiel moyen (le niveau
de Landau) : on a des sommets et des creux (Figure 3.5). Les lignes équipotentielles autour de ces
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sans désordre avec désordre
Energie A Energie A

Etats localisés

Etats étendus

d'états d'états

FIGURE 3.4 — Densités d’état sous fort champ magnétique d’'un 2DEG sans
désordre en a) et lorsque l'on tient compte du désordre en b).
Les cercles bleus représentent les états localisés ; lorsque le niveau
de Fermi coincide avec le niveau de Landau n = 1, les cercles
pleins sont occupés alors que les cercles creux ne le sont pas.

sommets et ces creux sont fermées : les électrons sont donc localisés. En particulier, étant piégés,
ces électrons ne contribuent pas au courant net dans le conducteur. Les impuretés sont a lorigine
d’une densité d’états localisés finie entre les niveaux de Landau. Ces états localisés définissent un
gap de mobilité. Entre deux niveaux de Landau, la longueur de localisation, &;,., est petite. Au fur
et & mesure qu’on se rapproche du centre d’un niveau Landau (en augmentant ou en diminuant v),
&oc augmente : les porteurs occupent des équipotentielles de rayons de plus en plus larges. Pour
une certaine valeur d’énergie, noté €,,, o devient supérieure a la longueur de I’échantillon a T'= 0
K, ou, a température finie, supérieure a ly ; les porteurs ne sont plus localisés et ils participent au
courant net dans le conducteur. On dit que €, définit les bords de mobilité : lorsque les porteurs
ont une énergie comprise entre €, et €. (énergie du centre du niveau de Landau) ils participent &
la conduction. En dehors de 'intervalle [ec — €m, €c + em], les porteurs sont piégés par le désordre
et ne contribuent pas au courant net. La dépendance de £, en fonction de ’énergie est [30] :

Eloc(€) = e — €| (3.23)

ol v = 2.3.

On peut faire une analogie pour décrire le comportement du conducteur ; entre deux niveaux
de Landau, les fluctuations de potentiel engendrent des flaques indépendantes qui contiennent
des électrons. Lorsqu’on augmente le facteur de remplissage, on augmente la quantité d’électrons
piégés dans ces flaques. Les électrons occupent des équipotentielles de plus en plus larges; la
taille apparente des flaques augmente. Puis, lorsqu’on approche un niveau de Landau, les flaques
< débordent > et communiquent entres ellles : le < fluide > d’une flaque peut communiquer avec le
fluide des flaques voisines. Il s’agit du seuil de percolation : apparaissent alors les états délocalisés
qui s’étendent sur tout le conducteur analogues a un cours d’eau formé par la mise en commun du
fluide des flaques.

Du fait de 'existence d’'un densité d’états finie entre les niveaux de Landau, le niveau de
Fermi se déplace de maniére continue lorsque 1’on fait varier le facteur de remplissage. Pour v = p
entier, le niveau de Fermi se situe entre deux niveaux de Landau : les états localisés ne contribuent
pas au courant et, en raison du gap énergétique important, les états étendus ne sont pas excités.
On a donc R,, = 0 et Rg = h/pe®. Si, & partir de cette situation, on augmente le facteur de
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Sommet Creux

FIGURE 3.5 — Vision semi-classique du déplacement des électrons sur des lignes
équipotentielles engendrées par le désordre : a gauche dans le cas
d’une fluctuation supérieure au potentiel moyen (sommet) et a
droite une fluctuation inférieure (creux).

remplissage, de plus en plus d’états localisés sont occupés mais Ry reste constant car ces états ne
portent aucun courant. Ensuite, lorsque v est tel que pres de la moitié du niveau de Landau suivant
est occupée, on atteint le seuil de percolation et les états étendus participent a la conduction ; R,
augmente alors brusquement et Ry s’écarte de la valeur quantifiée. Enfin, lorsque que l'on quitte
le niveau de Landau, les états localisés piegent de nouveau des électrons et les états étendus ne
sont pas excités : Ry, chute de maniére abrupte jusqu’a zéro et Ry devient égale & h/(p + 1)e?.
Ces variations de R, sont appelées oscillations de Shubnikov - de Haas.

RyA AR,

K= «l=

Bords de

mobilité
b

FIGURE 3.6 — Représentation schématique du comportement de Ry et de R,
en fonction du facteur de remplissage v : Ry reste accrochée a
sa valeur quantifiée lorsque v est entier, i.e. lorsque le niveau de
Fermi est entre deux niveaux de Landau.

Nous venons de voir comment le désordre introduit des états localisés et des états étendus

qui expliquent la formation de plateaux de résistance. Cependant, jusqu’a maintenant nous avons
considéré que le conducteur était d’extension infinie. Aussi, pour décrire un conducteur bidimen-
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8.2 Un effet quantique

sionnel réel, il faut décrire ses bords et en particulier introduire un potentiel de confinement.

3.2.3 Les états de bord

Pour traduire le fait que les électrons ne peuvent sortir du conducteur, on introduit un po-
tentiel de confinement représenté Figure 3.7 a). Le Hamiltonien en présence d’un champ magnétique
et d’un potentiel extérieur devient :

1

H pr—
2m*

IT° + V() (3.24)

Loin des bords du conducteur, c’est-a-dire dans le < bulk > , le potentiel de confinement
est nul. Etats propres et valeurs propres sont alors déterminés dans la jauge de Landau (Eq. 3.17).
Pres des bords, il faut tenir compte de ce potentiel de confinement. Celui-ci a pour effet de courber
chaque niveau de Landau au voisinage des bords (Figure 3.7 b)). Considérons le cas illustré sur
la figure pour lequel le niveau de Fermi se situe entre deux niveaux de Landau dans le bulk. En
raison de la courbure sur les bords, les niveaux de Landau interceptent le niveau de Fermi sur les
bords. On a donc un nombre d’états finis au niveau de Fermi sur les bords du conducteur : ce sont
les états de bord.

yLX

Energie

a) b)

FIGURE 3.7 — a) Représentation schématique du potentiel de confinement dans
la direction  pour un conducteur réel. b) Courbure des niveaux
de Landau au voisinage des bords et intersection avec le niveau
de Fermi dans la situation v = 2.

Comme dans la partie précédente, on suppose que le potentiel varie de maniere lente sur
une longueur Ig. Ceci a pour conséquence ’absence de couplage entre les niveaux de Landau sur
le bord du conducteur. On peut donc écrire les valeurs propres du Hamiltonien sous la forme :

€n,k = hwe (n + ;) + V() (3.25)

On peut ensuite calculer la composante de la vitesse de groupe selon la direction x :

W M0eu L0V
9T h Ok eB Oy

(3.26)
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La direction et 'amplitude de la vitesse de groupe dépendent donc de la courbure locale
du potentiel de confinement. En particulier, les vitesses de groupe des états situés sur des bords
opposés ont des directions opposées (Figure 3.7 -b)) : ils sont spatialement séparés. On parle d’états
de bord chiraux. Etant donné que la largeur de ’échantillon est supérieure a Ig, la rétrodiffusion,
qui consiste a faire passer un électron d’un bord a l’autre du conducteur par des mécanismes tunnel,
est extrémement faible (proportionnelle & exp(—W/Ip)). En d’autres termes, lorsque le niveau de
Fermi est situé entre deux niveaux de Landau dans le bulk, il n’y a pas de rétrodiffusion donc pas
dissipation dans le conducteur : R, = 0.

La principale conséquence est que les états de bord sont des canaux de conduction unidimen-
sionnels parfaitement transmis. Ainsi, en utilisant la formule de Landauer introduite au chapitre
précédent, la conductance s’écrit (gs =2 et g, = 1) :

2¢?
G=N— (3.27)
h
avec N le nombre de niveaux de Landau remplis dans le bulk. IV est aussi le nombre de canaux de
bord.

La théorie des états de bord permet d’expliquer la quantification de la conductance comme
une conséquence directe de ’absence de rétrodiffusion des électrons. Dans la pratique, il y a bel et
bien dissipation. En effet, on vient de voir qu’il n’y a pas de chute de potentiel le long des bords
mais qu’il y a une chute de potentiel d’un bout & autre du conducteur (i.e. entre les contacts de
courant). La dissipation, c’est-a-dire la variation brutale du potentiel électrique, a lieu au niveau
d’un coin des deux contacts de courant (Figure 3.8).

N

v=1

D

FIGURE 3.8 — Représentation des deux points chauds au niveau des contacts de
courant en régime d’effet Hall quantique. En trains fins noirs on
a représenté les équipotentielles dans le cas v = 1.

Arrivé au terme de la description des états de bord, il est nécessaire de faire une remarque
concernant la répartition du courant dans le conducteur. En effet, cette description donne I’image
que le courant circule uniquement sur les bords de 1’échantillon. Ce n’est pas complétement vrai, le
courant circule aussi dans le bulk, c’est a dire loin des bords. La théorie des états de bord n’a pas
vocation & décrire la distribution locale de courant. Pour obtenir cette distribution locale, il est
nécessaire de tenir compte des électrons situés en-dessous du niveau de Fermi ainsi que du champ
électrique local. En régime d’effet Hall quantique, lorsque 'on prend en considération 1’écrantage
électrostatique des états de bord, on montre [31] que le fluide électronique est constitué de bandes
incompressibles (i.e. dont la densité ne peut étre modifiée) spatialement séparées par des bandes
compressibles. Ces bandes ont pu étre observées expérimentalement a l'aide d’une pointe STM
(<« Scanning Tunneling Microscope ») équipée d’un transistor monoélectronique [32] et [33].

3.2.4 Transport a température finie en régime d’effet Hall quantique

Nous venons de voir qu’a température nulle, il ne peut y avoir rétrodiffusion des porteurs
de charge lorsque le facteur de remplissage est entier (i.e. lorsque le niveau de Fermi est situé entre
deux niveaux de Landau) et par conséquent la conductivité longitudinale est nulle. Le systéme a
alors le comportement d’un isolant.
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8.2 Un effet quantique

A température faible mais non nulle, des mécanismes tunnels assistés par des phonons ont
lieu dans le bulk et sont responsables de la rétrodiffusion de porteurs. Ces mécanismes portent le
nom de sauts tunnels & portée variable dépendante de la température (VRH pour <« Variable Range
Hopping > ). Il faut souligner que ce type de conduction est prépondérant & basse température
dans les systemes désordonnés isolants. Le VRH est a I'origine d’une conductivité finie a tres basse
température. En tenant compte des interactions entre électrons, la dépendance en température est
[30] :

TO 1/2 62
T ) } avee To (V) = 4kB€T€0§IOC(U>

avec {loc(v) la longueur de localisation au facteur de remplissage v, I le courant, €, et € les
constantes diélectriques respectives du matériau et du vide.

022 (T') o exp[—( (3.28)

Lorsque l'on fait circuler un courant, les électrons acquiérent une température effective
donnée par :

eE&oc(V) . eRul&ioc(v)

T = = 2
ke lers 2 2W (8:29)
La dépendance en courant de la conductivité en régime de VRH est [34] :
Io(l/) 1 ]CBT()(Z/) W
(T (2R 7y1/2 I MBIV 3.30
Oz (I) o expl—( 7 )77l avee  Ip(v) e () R (3.30)

Au fur et & mesure que la température continue d’augmenter, un deuxieme phénomene
remplace le VRH. Il s’agit de 'activation thermique. Celle ci peut étre a 'origine de transitions
d’électrons vers les niveaux de Landau situés de part et d’autre du niveau de Fermi. Obéissant a
une loi du type Arrhenius, la dépendance de o en fonction de la température peut étre mise sous
la forme [35] :

030(T) o exp|—€,/(2kpT)] (3.31)
ol ¢, correspond au gap en énergie entre les états étendus des niveaux de Landau successifs.

L’étude de I’évolution de o en fonction du courant ou de la température permet de mettre
en évidence ces deux comportements successifs [36] ot d’estimer la longueur de localisation & et
ainsi de vérifier son comportement en loi de puissance en fonction de I’énergie (Equation 3.23).

3.2.5 Théorie de Landauer-Buttiker

Dans le cadre de la théorie de Landauer-Biittiker, le courant résulte d’une différence de po-
tentiels chimiques et non du champ électrique. Le conducteur bidimensionnel a électrodes multiples
est décrit comme un systéme relié & des réservoirs électroniques (les contacts) dont les potentiels
chimiques sont définis : le potentiel chimique d’un contact ¢ est : u; = pg+eV; ou V; est le potentiel
électrique. La Figure 3.9 représente un conducteur bidimensionnel en régime d’effet Hall quantique
v = 2 avec six contacts. On a donc deux états de bords. Le courant circule entre les contacts 1 et
4.

On va maintenant utiliser la formule 2.24 du chapitre précédent ; les états de bord sont
des modes parfaitement transmis (M, = 2 et R, = 0). En outre, on suppose qu’il n’y a pas de
diffusion élastique au sein du conducteur : il n’y a pas d’échange d’énergie entre les états de bord
contrapropageants. Cela se traduit par le fait que les coefficients de transmission sont égaux au
nombre d’états de bord, en l'occurence : T, = 2. Enfin, nous allons considérer que les contacts
sont parfaits, i.e. la population des états de bord en sortie des contacts est a I’équilibre.
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FIGURE 3.9 — Barre de Hall a six contacts et états de bord pour v = 2.

La formule 2.24 nous donne :

pour le contact 1: I = 7(2u2 — 2pe)
pour le contact 2 : 0= 7(u2 — p1)
pour le contact 3 : = E‘(ug — 12) (3.32)
pour le contact 4 :  —I = £(2us — 2u3)
pour le contact 5 : = 7 (s — pa)
pour le contact 6 : 0= (16 — pis)
On retrouve donc la regle d’équipotentialité :
p1=p2 =p3 =pr et pa = ps = pg = UR , (3.33)
puis :
Vo— V3 Ve — Vo h
Ryy=—+—=0 t Rp=—7—= 3.34
i e I 2¢2 (3:34)

Dans le cadre de cette théorie, on peut montrer que deux mauvais contacts adjacents peuvent
provoquer un écart de Ry a la valeur quantifiée car les états de bord ne vont plus étre peuplés
de maniere équilibrée. Toutefois, la présence de diffuseurs inélastiques permet de restaurer une
population équilibrée des états de bord car ils autorisent les échanges d’énergie. La grande force de
la théorie des états de bord tient au fait que I'effet Hall quantique est un effet macroscopique pour
lequel la cohérence de phase n’est requise qu’a 1’échelle de la longueur magnétique ; en particulier
leffet Hall quantique peut étre observé sur des échantillons de tres grande taille.

3.2.6 Robustesse de I’effet Hall quantique

Il existe plusieurs arguments théoriques forts justifiant de la robustesse de 'effet Hall quan-
tique et de la relation Rx = h/e?. En 1981, Laughlin [37] fournit la premiere explication de I'effet
Hall quantique et de son caractére universel. En utilisant un 2DEG ayant une géométrie de ruban
fermé sur lui-méme, il a démontré que l'effet Hall quantique est issu d’une propriété d’invariance
de jauge du Hamiltonien et non du détail de la structure microscopique du 2DEG.

Les idées de Laughlin ont été reprises, par exemple par Thouless et al. [38]. La conductance
en régime d’effet Hall quantique est un invariant topologique, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas
du détail microscopique au sein du conducteur. De plus, des arguments récents ont montré que la
conductance de Hall n’est pas sensible au champ gravitationnel [39]. Enfin, nous avons vu en page
48 que la conductivité en régime d’effet Hall quantique est un invariant topologique.
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8.8 Observation expérimentale

Yy
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Localized states

F1GURE 3.10 — Description de l'effet Hall quantique pour un 2DEG ayant une
géométrie cylindrique (& gauche). A droite, les densités d’états
dans le cas sans désordre (en haut) et avec désordre (en bas).
Schémas tirés de [37].

De facon globale, la robustesse de I'effet Hall quantique a pour origine le principe d’exclusion
de Pauli, le principe d’incertitude de Heisenberg et la chiralité des canaux de conduction sous fort
champ magnétique.

3.3 Observation expérimentale

La Figure 3.11 montre la résistance longitudinale et la résistance de Hall mesurées dans une
hétérostructure GaAs/AlGaAs en fonction du champ magnétique selon la configuration représentée
Figure 3.2. Dans la partie faible champ, i.e. jusqu'a B = 2 T, la résistance de Hall dépend
linéairement du champ ; il s’agit de 'effet Hall classique. En parallele, on remarque que la résistance
longitudinale marque des oscillations. Il s’agit d’oscillations Shubnikov-de Haas. Ces oscillations
ont pour origine la modification de la densité d’état, i.e. 'apparition des niveaux de Landau.

14 T T T T T T 4
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101 3
-
G 8 L, A
< 2y
N 6 - —_
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4 e

2,

O_I T T T T T T T T T T T _0

0 2 4 6 8 10 12
B (T)

FIGURE 3.11 — Résistance longitudinale (en bleu) et résistance transvere (en
rouge) mesurées dans une hétérostructure GaAs/AlGaAs a T =
1.3 K en fonction du champ magnétique avec un courant de 42 pA.

A plus fort champ magnétique, la résistance de Hall forme des plateaux aux valeurs prédites
par la théorie : %7 3%, % Lorsque cette résistance transverse est quantifiée, la résistance longitu-

dinale chute a des valeurs proches de zéro : le systeme est alors non dissipatif. Lorsque la résistance
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transverse s’écarte de la valeur quantifiée, le niveau de Fermi passe entre deux niveaux de Landau
dans le bulk, la résistance longitudinale marque alors un maximum puis décroit de nouveau quand
le niveau de Fermi est proche d’un niveau de Landau. Il faut bien remarquer que dans ce type de
mesure, le niveau de Fermi est fixé par la valeur de la densité de porteurs et que le fait de varier
le champ magnétique fait < défiler » les niveaux de Landau. Soulignons enfin qu’on peut observer
sur la Figure 3.11 entre 4 et 5 T une levée de dégénérescence de spin.

Dans les instituts nationaux de métrologie, la résistance de Hall d’une hétérostructure
GaAs/AlGaAs sur le plateau v = 2 sert de référence pour étalonner des résistances matérielles
comme nous allons le voir dans le chapitre suivante.
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Deuxieme partie

La Métrologie des résistances
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Chapitre 4

La Représentation de I’ohm

4.1 Conservation de ’ohm

4.1.1 Principe

Les Instituts Nationaux de Métrologie (NMIs pour <« National Metrology Institutes > ) uti-
lisent des gaz bidimensionnels d’électrons (2DEG) obtenus dans des hétérostructures GaAs/AlGaAs
pour reproduire 'effet Hall quantique afin de réaliser 'unité de résistance électrique. Les barres
de Hall ainsi obtenues ont des dimensions macroscopiques : la largeur est de 400 pm et la dis-
tance entre deux électrodes de tension adjacente est de 500 um (Figure 4.1-a)). Ces dispositifs
sont montés sur des supports en céramique (alumine Al;O3) appelés TO8 (Figure 4.1-b)), refroidis
a 1.5 K au centre d’une bobine supraconductrice. Les résistances de Hall, Ry, et la résistance
longitudinale, Ry, sont respectivement données par :

(4.1)

(GaAs/AlGasAs)
a) b) c)

FIGURE 4.1 —a) Schéma dun 2DEG basé sur une hétérostructure
GaAS/AlGaAs et utilisé en métrologie; b) Photographie du
dispositif sur le support en céramique; c¢) Photographie d'une
résistance matérielle dans son bain d’huile thermorégulé.

Les mesures de tension sont réalisées avec des courants de 'ordre de plusieurs dizaines de
micro ampere (typiquement 40 pA). La Figure 3.11 de la page 59 représente le comportement de
Ry et de Ry en fonction du champ magnétique. En particulier, pour certaines plages de valeurs du
champ magnétique, la résistance de Hall est quantifiée et, en parallele, la résistance longitudinale
chute & zéro ce qui signifie que le transport a lieu sans dissipation, i.e. sans rétro-diffusion des
électrons.
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L’étalonnage d’une résistance matérielle constituée d’un fil bobiné est réalisé en comparant
sa valeur & la résistance de Hall sur un plateau ¢ (Ry = Rk/i) grace & un pont de comparaison
de résistance. Dans la pratique, le plateau ¢ = 2 est majoritairement utilisé car il est le mieux
quantifié. Comme nous 'avons dit au Chapitre 1, la résistance matérielle est étalonnée en termes
de Rk _go qui est exacte (I'incertitude associée est nulle dans le SI). La Figure 4.2 montre le suivi
au cours du temps d’une résistance de 100 €2 étalonnée grace a l'effet Hall quantique. On constate
grace a l'effet Hall quantique qu’hormis une dérive linéaire, I’étalon peut étre stable a quelques
1077,

T T T T T
22+ -
o~
v
S 204 .
A
S 184+ _
S :
—
= 16
o :
S
= L4+ 1
A
124 -
T T T T T T T
5 » & o Q $
N\ \ N\ N\ D )
5 o 5 5 5 o
Q- Q- Q- Q- Q- Q-
B\\ B\\ B\\ B\\ B\\ B\\

FIGURE 4.2 — Suivi temporel d’une résistance de 100 €2 étalonnée en termes de
Rg_g0.

Des conditions assez strictes concernant le dispositif de mesure et son environnement sont
nécessaires pour atteindre ce degré de précision. En particulier, la salle de mesure dont la tempé-
rature et le taux d’humidité sont régulés est située dans une cage de Faraday afin de limiter les
perturbations électromagnétiques extérieures.

4.1.2 Réalisation d’un 2DEG

Plusieurs méthodes existent pour obtenir des 2DEG : dans des MOSFET silicium (< Metal
Oxyde Semiconductor Field Effet Transistor ») ou dans des hétérostructures de semiconducteurs
ITI-V. Les propriétés électroniques, notament la mobilité, obtenues dans des hétérostructure de
GaAs/AlGaAs permettent des applications en métrologie. Ces hétérostructures forment un puits
de potentiel dans lequel les électrons sont confinés (Figure 4.3).

Pour commencer, rappelons que 'on appelle "gap”, la différence d’énergie entre le haut de
la bande de valence (BV) et le bas de la bande de conduction (BC) d’un matériau semiconducteur.
Pour un semiconducteur non dopé, cette bande d’énergie située entre BV et BC constitue une
bande d’énergie interdite : il n'y a pas d’états accessibles aux électrons. Par exemple, dans le
cas de GaAs non dopé, le gap est 1.42 eV, et dans le cas de Al,Ga;_,As avec x = 0.28 le gap
est 1.77 eV. Lorsque deux matériaux semiconducteurs de gaps différents sont mis en contact, les
potentiels chimiques des deux matériaux s’équilibrent. Considérons le cas d’une couche de GaAs
non dopée et une couche de AlGaAs dopée avec des atomes de silicium jouant le role d’impuretés
donneuses d’électrons. Pour que les potentiels chimiques puissent s’équilibrer, des électrons fournis
par les dopants de AlGaAs sont transférés vers GaAs. Ce transfert de charge a pour conséquence
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Energie Energie
A
Al Ga, As GaAs Al Ga, As GaAs
dopé non-dopé dopé non-dopé

2DEG

FIGURE 4.3 — Représentation des bandes d’énergie (bas de la bande de conduc-
tion en trait gris, haut de la bande de valence en trait noir et
niveau de Fermi en pointillé) en a) pour deux matériaux distants
et en b) lorsque les deux matériaux sont en contact.

de courber les bandes d’énergie de telle sorte qu’il apparait au niveau de I'interface un potentiel
de confinement de profil triangulaire. La largeur du puits est de I'ordre de 10 nm, ce qui permet
de confiner quantiquement les électrons.

Contacts ohmiques

’—I/ AuGeNi par recuit \’—I

GaAs dopé n (108 cm3 14 nm
« Spacer » 40nm 2DEG
G N
D SV E
GahAs non-dopé ;600 nm

Puits de

Substrat GaAs potentiel

FIGURE 4.4 — A gauche, schéma d’empilement des couches dans une
hétérostructure GaAs/AlGaAs. La couche « spacer » est une
couche non dopée qui permet d’isoler le 2DEG des impuretés io-
nisées. A droite, aggrandissement des bandes d’énergie au voisi-
nage de l'interface : il apparait un puits de potentiel de profil
triangulaire.

Du fait de ce confinement, le vecteur d’onde transverse & l'interface est quantifié. Il apparait
des sous-bandes d’énergie. L’écart en énergie de ces sous-bandes est lié a la largeur du puits.
Dans le cas des 2DEG que nous utilisons, cet écart en énergie est de 'ordre de 0.1 eV. Cet écart
en énergie est trés grand devant Iénergie thermique (A T = 1.3 K, kgT =~ 1 x 1074 eV). De
fait, seule la premiere sous-bande électronique est occupée; on considere que les électrons ont
une dynamique purement bidimensionnelle. La Figure 4.4 représente ’empilement des différentes
couches qui permettent d’obtenir un 2DEG. Ce type d’empilement est réalisé par épitaxie par jets
moléculaires (MBE pour <« Molecular Beam Epitaxy » ) ou par dépdt chimique en phase gazeuse
(MOCVD pour « Metal Organic Chemical Vapor Deposition > ). Au final, le 2DEG se situe a 70
nm de la surface. Les contacts électriques, permettant de faire les mesures de tension et 'injection
de courant, sont obtenus en chauffant un empilement de couches d’or, de germanium et de nickel.
Lors de ce chauffage, 'eutectique AuGe se forme et diffuse verticalement en profondeur jusqu’a
atteindre le gaz d’électrons. Ce type de contacts porte le nom de contact ohmique.
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4.2 Dispositifs réels a effet Hall quantique

La description de l'effet Hall quantique lors du chapitre précédent a été faite & température
nulle. Or dans le cas de mesures métrologiques, les échantillons sont placés & température finie;
il y a toujours un peu de dissipation au sein du 2DEG. De fait, des guides techniques doivent
étre suivis par les métrologues afin que la mise en ceuvre de l'effet Hall quantique fournisse une
résistance quantifiée avec une incertitude de 107,

4.2.1 Les effets de température

Nous avons vu au Chapitre 2 (page 67) qu’en régime d’effet Hall quantique & température
finie, une conductivité longitudinale finie apparait. Cette conductivité est due a des phénomenes
de rétrodiffusion dans I’échantillon.

D’un point de vue général, a partir du moment ou il y a de la rétrodiffusion des électrons, on
peut s’attendre a une écart de quantification, ARy, qui dépend de R,,. Ce lien n’a rien d’universel
et dépend de nombreux parametres (température, rapport d’aspect, courant,...). En pratique,
pour des applications en métrologie, il est nécessaire de déterminer ce lien expérimentalement puis
d’extrapoler Ry & zéro dissipation (i.e. zéro R,,) puisque seulement dans ce cas la quantification
parfaite est attendue. La figure 4.5-a) montre les dépendances linéaires entre ARy et p,, pour
plusieurs échantillons. Cette relation linéaire subsiste sur plusieurs décades et le coefficient de
proportionnalité dépend de ’échantillon, de la paire d’électrodes de mesure et un peu du sens du
champ magnétique. Dans le cas des échantillons pour la métrologie, le coefficient est typiquement
compris entre 0.1 et 1.
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FIGURE 4.5 — A gauche, écart relatif entre la résistance transverse et la valeure
quantifiée en fonction de p,,, courbe extraite de [40]. A droite,
schématisation d’une barre de Hall avec les lignes équipotentielles
engendrées par le courant de mesure du voltmetre.

Quand la résistance longitudinale est finie, les lignes équipotentielles ne sont plus paralléles
aux bords de ’échantillon. La résistance transverse n’est alors plus égale a la valeur quantifiée. Les
réflexions des métrologues autour de ces problématiques amenent a utiliser des modeles relative-
ment simples pour appréhender ces phénomenes. Par exemple, dans une approche semi classique,
Pécart a la quantification peut étre approximé par (I est la distance entre le contact de courant et
les contacts de tension mesurant Vi) :

ARy Rayx ( —Ir >
exp

=4
Ry Ry

= (4.2)
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Numériquement, pour un rapport [/W égal & 2, I'écart relatif de quantification est de
I'ordre de 1071, ce qui est beaucoup plus faible que les valeurs observées sur la figure 4.5-a). Pour
expliquer les écarts observés, il faut revenir sur les propriétés des états de bord en régime d’effet
Hall quantique. En particulier, ils sont chiraux (les électrons ne se déplacent que dans un seul sens
sur un bord donné). Lorsque l'on fait une mesure de tension, le voltmetre injecte un faible courant
de mesure dans ’échantillon. Or la chiralité des états de bord impose un désalignement effectif des
< points > de mesures de la tension : le voltmetre mesure la chute de potentiel totale entre les
points A et B (Figure 4.5-b)). Le désalignement effectif des électrodes de tension est a ’origine d’un
couplage linéaire entre ARy et R,,. En effet, I’écart entre la résistance mesurée et la résistance

quantifiée est :

ARH _ VABI VH _ 7WcoWntact Rmz (43)
ol Weontaer €st la largeur des électrodes de tension. Les 2DEG que 'on utilise en métrologie sont
tels que Weontaet/W < 1/8 afin de limiter ce désalignement effectif. En outre, l'inhomogénéité
de la densité de porteur peut engendrer un désalignement effectif similaire. En effet, lorsque la
densité présente de fortes inhomogénéités, il apparait une composante transverse du courant entre
les électrodes de tension. Toutefois, le signe de la déviation ARy change lorsqu’on inverse le sens

du champ magnétique :

ARy(-B) = —ARy(B) (4.4)

On peut donc s’affranchir de cette déviation en moyennant des mesures faites en champ positif et
en champ négatif.

4.2.2 Courant critique

Lorsqu’on augmente le courant dans le 2DEG, on observe une brusque augmentation de la
résistance longitudinale & partir d’une certaine valeur du courant (Figure 4.6-a)). Il s’agit de la
rupture (< breakdown » ) de l'effet Hall quantique. Au dela de I (le courant critique), la résistance
de Hall commence & s’écarter de la valeur quantifiée.
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FIGURE 4.6 — a) Rupture de l'effet Hall quantique en fonction du courant
(courbe tirée de [40]); dépendances de Ic avec la largeur de
la barre de Hall : b) dépendance linéaire tirée de [41] et c)
dépendance sous-linéaire tirée de [42].

Pour comprendre, on peut faire la description qualitative suivante ; en raison de la résistivité
finie, il se développe une puissance thermique interne, Q;,, sous U'effet du courant : Q;y, = puu(Ter)I?
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ou T est la température des électrons. Cette température életronique est aussi liée a I’environne-
ment des électrons, c’est a dire au flux de chaleur, Q,,¢, qu’ils peuvent échanger (évacuer) avec le
réseau qui est a la température T7,. Le systéme est thermodynamiquement stable si Q;n = Qout-
Cette condition de stabilité suppose que :

aQin aC?out
aTel ajjel

(4.5)

Quand le courant devient supérieur au courant critique, la relation précédente n’est plus
vérifiée et le systeme devient instable d’un point de vue thermique. La température électronique
augmente alors de facon brutale et le régime d’effet Hall quantique est détruit. Une approche plus
précise montre que la rupture de 'effet Hall quantique fait intervenir des transitions inter et intra
niveaux de Landau (c.f. Chapitre 10).

Dans les barres de Hall que nous utilisons en métrologie, le courant critique peut atteindre
plusieurs centaines de micro amperes; la différence de potentiel chimique est alors tres grande
devant 1’énergie cyclotron qui sépare deux niveaux de Landau. En effet, pour I = 400 pu A et
B=10T, Apu =5 eV soit Ay =~ 300/w.. Dans le régime des forts courants, le courant électrique
n’est pas localisé sur les bords de I’échantillon : il passe aussi dans le bulk. On s’attend donc a ce
que I¢o dépende de la largeur du 2DEG. Les figures 4.6-b) et 4.6-c) tirées de différents résultats
expérimentaux, montrent respectivement une dépendance linéaire et sous-linéaire du courant cri-
tique en fonction de la largeur. On constate que plus le 2DEG est large, plus le courant critique
est élevé. De fait, pour la métrologie, on cherche a avoir les 2DEG les plus larges possibles de sorte
que le courant critique soit le plus élevé possible et des résistances longitudinales les plus faibles
possibles.

4.2.3 Les contacts

Nous avons discuté de I'influence des contacts lors de la description de I'effet Hall quantique
dans le cadre de la théorie de Landauer-Biittiker (page 58). En particulier, il est crucial que
les contacts soient bons, i.e. qu’ils ne soient pas résistifs, afin de préserver un bon niveau de
quantification.

Pour discuter des résistances de contact, nous allons nous appuyer sur des résultats expéri-
mentaux obtenus par des métrologues [43] et représentés figure 4.7. Celle-ci représente 1’écart relatif
de la résistance de Hall, |ARy|/Ru, en fonction de la résistance relative des contacts utilisés pour
la mesure de la tension de Hall, Rc/Ry, pour les plateaux de résistance ¢ = 2 et i = 4. Ces mesures
ont été effectuées a 0.3 K avec un courant de 20 pA. Les valeurs élevées des résistances de contact
sont, dans le cas de cette expérience, dues a 'existence d’une barriere Schottky a la suite d’un
mauvais recuit du contact AuGeNi ou dues a une déplétion des électrons au voisinage du contact
dans le 2DEG pendant le refroidissement. Ces mauvais contacts sont ici obtenus volontairement
en utilisant une grille placée sur le bras de contact.

On remarque que les points présentent une forte dispersion et qu’il est impossible d’en
tirer une relation bien définie entre déviation relative et résistance des contacts. Une résistance
de contact peut engendrer des détails microscopiques compliqués et notamment un chauffage des
électrons. Cependant, on constate que la déviation relative a la valeur quantifiée reste inférieure a
1079 si la résistance des contacts reste inférieure a 10 €2, et ce quel que soit le plateau considéré
(i =2 et i =4). Au-del, le contact perturbe la population des états de bord, on observe alors des
écarts & la quantification qui peuvent étre importants (écart de 107° lorsque R¢ est de 'ordre de
20 kQ). Toutefois, dans cette expérience, l’effet d’un mauvais contact est un effet local ; 'utilisation
d’une paire de bons contacts sur le méme échantillon permet de mesurer une résistance parfaitement
quantifiée.

Ce travail [43] montre que pour obtenir des écarts & la quantification qui soient inférieurs
4 1079, il est nécessaire d’avoir des résistances de contact qui soient inférieures a 10 € pour les
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FIGURE 4.7 — Ecart relatif de la résistance de Hall en fonction de la résistance
des contacts pour les plateaux ¢ = 2 (courbe supérieure) et i = 4
(courbe inférieure).

plateaux 7 = 2 et ¢ = 4. Pour des applications en métrologie, on cherche donc a avoir les résistances
de contact les plus faibles possibles, supportant les forts courants et a disposer de plusieurs paires
sur un méme 2DEG. En outre, les contacts doivent avoir un comportement ohmique. Nous verrons
au Chapitre 10 comment se réalise la mesure d’une résistance de contact.

4.2.4 Les guides techniques

Comme nous venons de le voir, la mesure de 'effet Hall quantique dans un dispositif réel
peut donner des résultats écartés de la valeur quatifiée, avec parfois des écarts relatifs importants
(de Tordre de 107°). Certaines caractérisations doivent donc étre menées au préalable afin de
disposer d’une résistance quantifiée en termes de Rk avec une incertitude relative inférieure & 1072,
L’ensemble des recommendations & prendre est résumé dans les Guides Techniques (< Technical
Guidelines ») [44]. De maniere générale, les 2DEGS doivent présenter des plateaux de Hall larges
et un désordre peu élevé. Ces recommendations se classent en deux catégories.

Tout d’abord, les propriétés électroniques du 2DEG et la géométrie du dispositif doivent
vérifier certains criteres :
— Pour une hétérostructure de GaAs/AlGaAs, la mobilité doit vérifier :

40T ' <p<80T™ (4.6)
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avec 1 T71 =1 m?2V-1s 1,
— Il ne doit pas y avoir de conduction parallele diie au remplissage d’une deuxieme sous-
bande dans le 2DEG. La densité doit étre telle que :

3x10"% m™? < ng < 5.5 x 10 m™2 (4.7)

— Les contacts doivent avoir des résistances inférieures a 10 2, un comportement linéaire
en courant (comportement dit ohmique) et supporter les forts courants.
— Enfin, la barre de Hall doit avoir des dimensions telles que :
— le canal est le plus large possible pour avoir le courant critique le plus élevé possible
— la distance entre deux contacts de tension est la plus grande possible afin de favoriser
une population a I’équilibre des états de bord
— la largeur des contacts de tension doit étre faible devant les dimensions de la barre de
Hall (pour avoir une mesure de tension quasi-ponctuelle) mais suffisament large pour
éviter tout phénomene de dépletion des électrons.

Ensuite, un ensemble de mesures doit étre réalisé pour étre str que la barre de Hall fournisse
la résistance la mieux quantifiée :
— pour étre dans I’état de non dissipitation, ou a défaut dans 1’état de dissipation la plus
faible possible, il est nécessaire de mesurer la résistance longitudinale sur le plateau de
Hall (en faisant varier le champ magnétique ou la tension de grille) pour en extraire le
minimum, R7%", des deux c6tés de la barre et ainsi vérifier 'homogénéité de la densité
de porteurs. Si R™™ n’est pas négligeable, Ry devra étre extrapolée a R, = 0.
— vérifier que les résistances des contacts sont faibles.

— s’assurer que Ry ne dépende pas du sens du champ magnétique et qu’elle reste constante
sur le plateau considéré.

— s’assurer que Ry ne dépende pas de la paire de contact utilisée pour la mesure.

En particulier, le point concernant les contacts nécessite de directement mesurer la valeur
des résistances de contact au centre du plateau. Pour ce faire, nous utilisons une configuration < 3-
fils » représentée Figure 4.8. Cette configuration tire partie des propriétés de quasi équipotentialité
en régime d’effet Hall quantique. En effet, les deux contacts utilisés pour la mesure de tension sont
a des potentiels électriques proches. La tension mesurée est donc la somme de la chute de potentiel
au niveau du contact (sur la figure, le contact i), de la chute de potentiel dans le cdble de mesure
relié & ce méme contact (<« lead » ) et la chute de potentiel longitudinale, supposée faible, entre les
deux contacts de la mesure. En termes de résistances, on a :

Rij,il = Rc + Rlead + sz (48)

Dans la mesure ou la résistances des fils est connue et que la résistance longitudinale est
tres faible, cette méthode nous permet donc d’évaluer la résistance de chacun des contacts.

4.3 Réseaux

Les métrologues utilisent les valeurs quantifiées sur les plateaux i = 2 et ¢ = 4 afin de
réaliser 'ohm avec une incertitude de l’ordre de 107°. Pour obtenir d’autres valeurs quantifiées
on peut associer des barres de Hall entre elles, en série et/ou en parallele. Toutefois, I’association
de barres de Hall par des liens résistifs apportent une contribution a la résistance du réseau : il
apparait des résistances d’interconnexion. Aussi, pour limiter leur poids relatif, les barres de Hall
doivent étre reliées entre elles par des liens redondants entre les contacts de tension et de courant ;
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FIGURE 4.8 — Représentation d’une mesure de résistance de contact en configu-
ration 3-fils sur le plateau v = 1.

il s’agit de la technique de connections multiples. Cette méthode permet de définir des résistances
4-fils quantifiées pour des réseaux de barres de Hall. La Figure 4.9 représente ’association en série
de deux barres de Hall.
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FIGURE 4.9 — a) Association en série de deux barres de Hall. b) Technique de
connection multiple pour une association en série.

Dans le cas d’une association simple (Figure 4.9-a)), les deux barres de Hall sont reliées
entre elles par un lien résistif de résistance Ry;., = €1 Ry. La tension V5, _gp est :

Voa—eb = Voa—sa + Vaa—ob + Vie—m = 2Rul(1 + €, /2) (4.9)

On a donc un écart a la valeur 2Ry attendue. Ceci a pour origine le fait que les contacts
Ob, 1b et 2b ne sont pas au méme potentiel électrique que les contacts 4a, ba et 6a en raison du
lien résistif. Si on place un second lien entre les contacts (Figure 4.9-b)), une petite portion du
courant va circuler entre les deux échantillons. La tension Vs,_g; devient :

Vaa—e6b = Vaa—sa + Voa—1b + Vie—mo = 2Rul(1 + €1€2/4) (4.10)

La résistance ainsi mesurée est donc moins écartée dans le cas de la double connection.

D’un point de vue général, pour un réseau composé de n liens, on peut montrer que ’écart a
la valeur quantifiée est de Uordre de O(e™). Par exemple, considérant des liens de 1 ) de résistance,
on peut obtenir des réseaux de barres de Hall étalons de résistance (QHARS pour « Quantum Hall
Array Resistance Standard ») dont I'incertitude est inférieure & 10~% pour n = 3 connexions.

Les réseaux permettent de réaliser des étalons de forte valeur de résistance stables. A termes,
ces réseaux vont permettre de raccourcir et d’améliorer la chaine d’étalonnage car les valeurs de
ces étalons s’étendent sur une plus large gamme : de 100 2 a 1 MQ. Un autre atout des réseaux
est leur compatibilité avec les besoins industriels. En effet, les réseaux fournissent des résistances
exactes & plus fort courants de mesure (jusqu’au mA pour des réseaux paralleles); les réseaux
de barres de Hall peuvent étre utilisés au sein des ponts de comparaion. A I’heure actuelle, les
QHARS sont utilisés comme des étalons quantiques de transfert entre NMIs pour des comparaisons
internationnales.
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4.4 Le comparateur cryogénique de courant

L’effet Hall quantique possede une tres grande reproductibilité et permet d’étalonner des
résistances matérielles qui servent a leur tour a disséminer I'unité. Pour tirer pleinement profit des
propriétés de l'effet Hall quantique, il est nécessaire de disposer de I'instrumentation adéquate,
en l'occurence le pont de comparaison de résistances basé sur un Comparateur Cryogénique de

Courants (CCC).

4.4.1 Principe

La Figure 4.10-a) représente de maniére schématique un CCC. Il s’agit d’un transformateur
parfait fonctionnant en courant continu. Il est constitué de deux enroulements de fils en supracon-
ducteur niobium-titane (NbTi) dont les nombres de tours sont Ny et Na. Ces enroulements sont
placés dans un blindage torique en plomb qui se recouvre sur lui-méme sans contact électrique.
L’ensemble du dispositif fait approximativement 4 cm de diametre (Figure 4.10-b)) et est placé
dans ’hélium liquide (7' = 4.2 K) de sorte que le blindage en plomb soit supraconducteur.

a) SQUID I b)

Boucle de piquage

Blindage torique

Enroulement 1
(V, tours) Enroulement 2
(IV, tours)

FIGURE 4.10 — a) Représentation schématique d'un Comparateur Cryogénique de
Courant. b) Photographie d’'un CCC. c¢) Conducteur cylindrique
supraconducteur traversé par deux courants de sens opposés.

Le principe d'un CCC repose sur le théoreme d’Ampere et Ueffet Meissner. Considérons
un tube supraconducteur traversé par deux fils dans lesquels circulent deux courants, I et I, en
sens opposé (voir Figure 4.10-c)). En vertu de leffet Meissner, I'induction magnétique est nulle au
sein du supraconducteur ; il apparait un courant d’écrantage I en surface de celui-ci. Le théoreme
d’Ampere sur le chemin fermé (C) donne :

,U()(Il-l-IQ—I): B-dl=0 (4].1)
(o)

soit, I = I + Is.

Dans le cas du CCC, l'application du théoréme d’Ampere donne :
Iccc = NI — NoIo (4.12)

ou Icce est le supercourant d’écrantage sur le blindage en plomb.
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Etant donné que le blindage se referme sur lui-méme sans contact électrique, le courant
d’écrantage est forcé de circuler de la surface intérieure vers la surface extérieure en suivant un
chemin fermé. Ce courant est détecté via une boucle de piquage connectée a un dispositif & in-
terférences électroniques (SQUID pour < Superconducting Quantum Interférence Device > ).

Dans la pratique, la source de courant primaire est asservie sur la source de courant se-
condaire. De plus, le CCC est utilisé en flux nul : une boucle de rétro-action en utilisant la sortie
du SQUID permet d’agir sur le courant Io afin d’annuler le courant d’écrantage. Le rapport des
courants dépend alors uniquement du rapport des enroulements : I /Iy = No/N;. Le CCC est un
amplificateur qui peut étre exact a quelques 10~ pres.

4.4.2 Exactitude et sensibilité

L’exactitude du rapport de courant est limitée par la fuite de flux magnétique a I’extrémité
du blindage torique. Ces fuites sont liées a la géométrie du CCC et tout particulierement a la
longueur de recouvrement du blindage sur lui-méme. En effet, cette fuite conduit & un rapport
I, /15 qui s’écarte du rapport No/Ny :

L Ny
—=—(1 4.1
E= e+ (413)

Afin d’évaluer ces erreurs, on oppose les flux magnétiques générés par des enroulements
qui sont supposés avoir le méme nombre de tours et parcourus par le méme courant mais en
sens inverses. Pour la longueur de recouvrement du blindage utilisée dans le CCC du LNE;, les
incertitudes relatives sur les rapports d’enroulements sont inférieures & 10719,

SQUID
I CCC| O 4 o W &
x N, b N >

CCC
x N,

1/Res

FIGURE 4.11 — Schéma de la boucle de feedback externe utilisée pour le pilotage
du courant secondaire.

Pour calculer 'exactitude du CCC, nous avons représenté sur la figure 4.11 le principe
de la boucle de rétro-action externe. Le courant I§ est le courant de préajustement de la source
secondaire. En utilisant la sortie du SQUID, la boucle de rétro-action permet d’ajuster le courant
de cette source secondaire pour annuler le courant d’écrantage.

Un second élément limitant ’exactitude relative est le gain, G, de ’électronique du SQUID
(Figure 4.11). Ce gain est donné par : G = NoGyGor/(ScccRrp) ou Gy et Gor, sont respec-
tivement les gains en tension et en boucle ouverte, Scoc est la sensibilité du CCC et Rpp est la
résistance de la boucle de rétro-action. G étant fini, on a [29] :

h_MP @@M] (4.14)

I, N, G
G est de I'ordre de 10° & la fréquence de 10 mHz. Si I permet un ajustement relatif de I & moins
de 1075, alors I’erreur sur le rapport de courant devient inférieure & 107'°. De maniere générale,
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on peut augmenter No pour réduire I’erreur mais la contrepartie sera une gamme de stabilité plus
étroite pour le CCC; un compromis doit étre trouvé.

La sensibilité du CCC, Sccc, est le plus petit courant qui génere un quantum de flux ¢q
dans le SQUID. Elle est définie par :

O0lcce
0¢sq

Sccc = ‘ (4.15)

ol p5q est le flux magnétique vu par le SQUID.

Pour calculer la sensibilité du CCC, on a représenté sur la figure 4.12 le schéma du couplage
entre le CCC et le SQUID. Ce couplage est réalisé par 'intermédiaire d’un transformateur de flux,
i.e. d’une boucle de piquage située au centre du blindage torique pour convertir le courant Iocc en
flux magnétique au niveau du SQUID. La sensibilité du CCC dépend directement de cette boucle de
piquage. Dans la pratique, I'inductance du CCC, le facteur de couplage entre la boucle de piquage
et le blindage torique ainsi que I'inductance d’entrée du SQUID sont les éléments principaux qui
déterminent la sensibilité.

La sensibilité du SQUID est donnée par 'inverse de I'inductance mutuelle :

SSQ:MS_CE en  ¢o.AT? (4.16)

¢1 T d}w
I \ I
M= % M
L, LSQ

Transformateur de flux SQUID
supraconducteur

LCCC

FIGURE 4.12 — Schéma du couplage entre le CCC et le SQUID par U'intermédiaire
d’un transformateur de flux.

Le CCC utilisé au LNE a sensibilité :

Sccc = 13.6 pA.tours/gg (4.17)

En prenant 2000 pour le nombre de tours et 10~* ¢o/v/Hz pour le niveau de bruit du
SQUID, on obtient la sensiblité du CCC, en A/+v/Hz, utilisé dans le pont de comparaison du LNE :

Scoco ~ 680 fA/Hz'/? (4.18)

4.5 FEtalonnage d’une résistance

4.5.1 Principe

Le pont de comparaison de résistances utilisé au LNE est représenté schématiquement Fi-
gure 4.13. Le principe du pont consiste a comparer les courants circulant dans ces résistances
avec la condition d’égalité des tensions aux bornes des résistances. La différence entre ces deux
tensions est controlée a Paide d’un détecteur de zéro (DZ) qui est un voltmetre analogique de
précision (EMN11). Dans toute la suite nous appellerons primaire toutes les caractéristiques (cou-
rant, résistance, enroulement) situé du coté de la résistance de valeur la plus élevée et secondaire
du c6té de la résistance de valeur la plus faible.
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Comparateur

Cryogénique SQUID RF
de Courants -
Continus (4C) I;étéc())—?;ﬂ[;)n
u
VN

M‘“ Transformateur
de flux Diviseur de

Rétro-action par asservissement de la source I,

FIGURE 4.13 — Schéma du pont de comparaison de résistances basé sur un CCC
et un diviseur de courant.

Les courants sont fournis par deux sources; la source secondaire est asservie sur la source
primaire. Le choix des enroulements du CCC permet de mettre le rapport des courants dans le
rapport inverse des enroulements. Par construction, les enroulements sont tels que le rapport N, /N,
est proche du rapport Rs/R, & quelques 107° afin que le courant d’écrantage, Iccc, soit faible
lorsque les tensions aux bornes des résistances sont équilibrées.

Une premiere étape de l’étalonnage consiste a pré-ajuster le rapport des courants de telle
sorte que la tension vue par la détecteur de zéro soit inférieur & 107 fois la chute de tension aux
bornes de la résistance. Par exemple, lors de I’étalonnage d’une résistance de 100 §2 par rapport
a Rk/2 (plateau v = 2 dans une hétérostructure GaAs/AlGaAs) avec un courant primaire de
42 pA, la chute de tension aux bornes de la résistance primaire est de 'ordre de 0.54 V. Lors du
préajustement, on cherche a obtenir une tension de 0.5 ¢V sur le détecteur de zéro.

Pour améliorer I’ajustement du rapport des courants dans le rapport inverse des résistances
et donc pour que la tension aux bornes de 'EMN11 soit nulle, une fraction du courant secondaire
est déviée vers un enroulement auxiliaire, N,, grace a un diviseur de courant. Cette fraction du
courant est notée el ou € est appelé compensation. Enfin, la rétro-action externe permet d’ajuster
le courant I; pour étre dans la condition de flux nul (Icce = 0).
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LA REPRESENTATION DE L’OHM

Le fonctionnement du pont de comparaison peut se résumer aux deux équations suivantes :

R,I, = R,I; traduisant 1’égalité des tensions

Npl, = NgIs + eNgI;,  traduisant la condition de flux nul (4.19)
En combinant ces deux équations, on obtient :
Ry  Ng N,
— =—|14e— 4.20
w0 F) (@20

De fait, le rapport des résistances, c’est a dire leur comparaison, est déterminé par le rapport des
enroulements primaires et secondaires ainsi que par I’enroulement auxiliaire. L’exactitude de ce
type de pont de comparaison est principalement limitée par I'incertitude du rapport d’enroulements
et par l'incertitude de I’étalonnage du diviseur de courant permettant d’alimenter I’enroulement
auxiliaire. Le pont de comparaison utilisé au LNE permet détalonner une résistance de 100 €2 situé
au secondaire en terme de Rx_go avec une incertitude relative de 1 x 1079,

4.5.2 Niveau de bruit et bilan d’incertitude

Plusieurs précautions sont nécessaires afin de réaliser un étalonnage le plus précis possible.
En particulier, I’exactitude du pont repose sur la parfaite égalité du courant circulant dans la
résistance et dans l’enroulement. L’isolation électrique entre les cébles de mesure ainsi qu’entre
I’électronique du pont et la terre doit donc étre grande ; dans le dispositif utilisé au LNE, I'isolation
du circuit a la terre est de 1 TQ = 10'2 €. Un systéme de garde a été mis en place pour cour-
circuiter tout couplage capacitif avec ’environnement. Les fils situés a des potentiels électriques
voisins sont torsadés ensemble et les différentes gaines sont recouvertes d’une tresse métallique mise
a la masse. Le point bas du détecteur de zéro est relié a 'armature de I'appareil (i.e. & sa garde
interne) pour réduire les effets de mode commun. De plus, le point bas qui est relié a la résistance
de plus faible valeur (la 100 Q) est mis a la terre pour mettre les fuites & la terre en parallele avec
la résistance de plus faible valeur. Ainsi, du fait de I'isolation de 'ordre du T2, les fuites a la terre
sont mises en parallele avec la résistance de 100 €2 ; ces fuites créent une erreur < 107'° en valeur
relative.

Une seconde précaution concerne la stabilité des sources de courant. En effet, elles doivent
étre stables durant toute la mesure (qui peut atteindre plus d’une heure). Elles sont constituées
de composants électroniques stables. De plus, la comparaison de résistances étant faite en courant
continu, toute force électromotrice au niveau des connecteurs due a des effets de températures doit
étre supprimée. De méme, une fois les cables raccordés au pont et aux résistances a comparer, un
temps d’attente est nécessaire pour que ces phénomenes se dissipent.

Le tableau 4.1 donne les niveaux de bruit typiques aux bornes de la résistance de 100 2
lors d’un étalonnage avec I, = 42 pA, N, = 1936, N, = 15 et N, = 15. La principale source de
bruit est le détecteur de zéro. Pour une acquisition de 4 minutes, 'incertitude relative de type A
sur I’étalonnage est de 1 n2/Q, soit 1 x 1079.

Source de bruit | Niveau de bruit (nV/vHz)

RF SQUID 2.7
Détecteur de zéro 7
Bruit thermique 1.6
Bruit total 7.7

TABLE 4.1 — Niveaux de bruit lors d’un étalonnage d’une 100 €.

Pour finir, plusieurs éléments sont a l'origine de l'incertitude de type B : lerreur sur le
rapport d’enroulements du CCC, les fuites directes de courant, les fuites a la terre, des erreurs
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sur ’étalonnage du diviseur de courant, des erreurs de quantification dues a un R, fini,...Pour
le pont que nous utilisons au LNE, les différentes sources de l'incertitude de type B et leur valeur
sont données dans le tableau 4.2.

Cause d’incertitude | Incertitude relative (10~9)
Erreur sur le rapport d’enroulements du CCC 0.2
Fuite de courant directe 0.2
Fuite de courant a la masse 0.4
Gain fini en boucle ouverte du SQUID 0.03
Erreurs sur I’étalonnage du diviseur de courant 0.35
Non linéarité du détecteur de zéro 0.1
Erreur de quantification 0.5
Incertitude totale 0.72

TABLE 4.2 — Contributions a l'incertitude de type B.

4.5.3 Etalonnage d’une résistance de 100 )

L’étalon quantique de résistance (LEP514) est refroidi jusqu’a 1.3 K. Dans le but d’obtenir
une référence la mieux quantifiée, certaines vérifications sont nécessaires en accord avec les Guides
Techniques. En particulier, le minimum de R, est déterminé en faisant varier le champ magnétique.
Ensuite, les résistances des contacts sont évaluées par la méthode 3-fils; pour les contacts de
courant, le courant de mesure est égal au courant qui sera utilisé pour I'étalonnage (I = 42 pA)
alors que pour les contacts de tension, le courant utilisé est beaucoup plus faible (typiquement 1
pA) pour ne pas les endommager.

Comme nous 'avons vu dans la partie précédente, la compensation ¢ permet d’annuler la
tension mesurée par le DZ. Dans la pratique, on s’écarte volontairement de la situation a I’équilibre
en choisissant deux compensations e et e_ successives qui permettent de mesurer deux tensions op-
posées V et V_. La compensation a ’équilibre qui permet de déterminer le rapport des résistances
est donnée par :

V|

B A A

(4.21)

Pour les deux sens de courant, on va mesurer les tensions V, et V_ pour chaque compensa-
tion puis extraire la compensation a 1’équilibre. L’utilisation d’une table tracante en sortie du DZ
permet de suivre ’évolution de la tension de déséquilibre au cours de la mesure. La sortie du DZ et
aussi reliée a un ordinateur via une liaison IEEE optiquement découplée permettant le traitement
automatique des données.

Dans le cas de I’étalonnage d’une résistance de 100 €2, on utilise les parametres suivants :
R, = Rk/2, N, = 1936, N, = 15 (N,/N, ~ 129.06 ~ R,/R;) et N, = 15. Le choix des com-
pensations doit respecter certains criteres : les tensions de déséquilibre doivent rester faibles pour
s’affranchir des défauts de linéarité du détecteur de zéro et symétriques par rapport a zéro afin de
minimiser 'incertitude. De plus, elles doivent étre symétriques lorsqu’on inverse ce courant. Cette
derniere condition signifie que les tensions doivent étre proches en valeur absolue et de signes op-
posés d’une compensation & une autre et pour les deux sens du courant : V(ey, 1) ~ =V (ey, ),
Ve, I1) ~—V(e_,I;) et V(ex,I_) =~ —V(e_,I_). Une fois que les compensations sont choisies,
le programme d’acquisition automatique est lancé. La Figure 4.14 représente I’évolution au cours
du temps de la tension de déséquilibre pour une compensation.

Une mesure complete se décompose en groupes de mesure, et chaque groupe est constitué
de plusieurs étapes :
— A : Etablissement des courants I, et I;  dans les résistances.
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FIGURE 4.14 — Schéma du pont de comparaison de résistances basé sur un CCC
et un diviseur de courant.

— B : Apreés un temps d’attente de 20 s, acquisition de la tension de déséquilibre V' (e, I;).
Ce temps d’attente permet de s’affranchir de tout phénomene transitoire et ainsi réaliser
une mesure en courant continu.

— C : Annulation des courants circulant dans les résistances : [ = 0.

— D : Commutation des sources de courant de I =04 a I =0_.

— E : Etablissement des courants I, — et I, _ dans les résistances.

— F : Apres un temps d’attente de 20 s, premiere acquisition de la tension de déséquilibre
V(€+, I_ ) .

— G : Seconde acquisition de la tension de déséquilibre V(e4, ).

— H : Courants nuls dans les résistances et commutation de I/ =0_ a [ =0,.

— 1 : Etablissement des courants I, et I  dans les résistances.

— J : Seconde acquisition de la tension de déséquilibre V(ei,I;). Immédiatement apres
débute la premiere acquisition de la tension V(ei, ;) du groupe de mesure suivant.

Chaque groupe de mesure est consitué de deux mesures de chaque tension de déséquilibre
et une mesure compléte est généralement composée de six a huit groupes de mesure. Une mesure
complete dure approximativement 45 minutes pour huit groupes de mesure. Une fois les tensions
de déséquilibre mesurées pour les deux sens de courant et pour chaque compensation, le programme
synthétise les tensions moyennes de déséquilibre pour chaque groupe de mesure. On utilise ensuite
une fiche de mesure qui tient compte de I’étalonnage du diviseur de courant. De plus, on tient
compte de la température et du taux d’humidité de la piece ainsi que de la température de la
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résistance secondaire