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Introduction générale

1 Contexte, objectif et spécification de la recherche

1.1 Contexte

Aujourd’hui, les ossatures métalliques légéres sont largement utilisées dans la construction.
Ce type de structure présente de nombreux avantages tels que la rapidité de construction, la
flexibilité du batiment, la facilité de montage et de démontage. Elles sont utilisées soit comme des
éléments porteurs tels que dans les batiments résidentiels, bureaux ou des batiments industriels,
soit comme des éléments non porteurs dans les cloisons et les plafonds suspendus. D’autre part,
depuis plusieurs années, un effort considérable a été fait pour développer des matériaux ayant une
bonne résistance au feu. Ces matériaux doivent fournir une résistance mécanique suffisante pour
éviter 'effondrement prématuré de la structure du batiment lorsqu’il subit un incendie. L’un des
matériaux de construction présentant la meilleure résistance au feu est la plaque multicouche
en CPC (carton-platre-carton). Dans la suite on appellera simplement une telle plaque, "plaque
CPC". Le platre présente la particularité de subir deux réactions chimiques de déshydratation au
cours de sa montée en température. Ces deux réactions ralentissent considérablement la montée
en température des plaques CPC. Les plaques CPC ont donc une excellente résistance au feu.
Grace a cet avantage, celles-ci sont couramment utilisées pour la construction afin d’améliorer la
résistance au feu des structures de batiments. Ainsi, les cloisons légéres de grande hauteur sont
constituées d’'une ossature métallique sur la quelle sont vissées des plaques CPC. La tenue au
feu de ces cloisons légéres fait 'objet de ce travail.

1.2 Objectif de la recherche

Dans le cadre de ce travail, nous étudions le comportement thermomécanique d’une cloison
légere faite de plaques CPC vissées sur une ossature métallique. Selon la norme NF P 72-203-1,
une cloison légére doit vérifier non seulement la résistance structurale, mais aussi satisfaire a des
exigences de la résistance au feu. Dans le contexte réglementaire actuel, pour la caractérisation
de la résistance au feu de ce type de structure composite, il est nécessaire d’effectuer des essais
en vraie grandeur sous une charge thermique nominale définie dans la norme ISO 834 et appelée
"courbe d’incendie conventionnel". La hauteur d’une cloison légére en plaque CPC peut faire jus-
qu’a plus de 10 métres. Les essais de telles cloisons en vraie grandeur posent alors des difficultés
de mise en oeuvre de 'expérience (les dimensions des fours existants d’essais de résistance au feu
permettent d’essayer des panneaux de 3 m x 3 m). Le développement de moyens expérimentaux
pour des panneaux de 10 m de hauteur induirait des cotits importants. Des méthodes de simu-
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lation numérique sont donc envisagées pour certifier la résistance au feu des cloisons de grande
hauteur & la place des essais expérimentaux. Des modélisations numériques doivent donc étre
développées et validées. Le développement de ces modéles requiert 'identification expérimentale
des caractéristiques thermiques, mécaniques et thermomécaniques des différents constituants de
la cloison légére. Des travaux ont déja été réalisés en ce sens, en particuliers dans le cadre de
la these de S. Sakji [61] en collaboration avec le CSTB, dont les résultats ont été publiés dans
[62] [63]. La présente recherche consiste d’une part & mener une analyse expérimentale pour iden-
tifier expérimentalement les propriétés thermiques, mécaniques et thermomécaniques les plus
importantes et d’autre part, a développer un modéle analytique et un modéle numérique robuste
du comportement thermomeécanique non linéaire de cloisons légéres de grande hauteur, soumises
4 un incendie naturel. Il est & noter qu’un point trés difficile de ce type de modélisation est lié au
comportement en cisaillement & froid et a chaud des assemblages par vissage des plaques CPC
sur les montants de I'ossature métallique de la cloison. Ce point constitue un objectif majeur de
la recherche.

1.3 Spécification de la recherche

Pour une modélisation robuste d’une cloison légére compléte, il est nécessaire d’une part,
de développer un modéle du comportement thermomécanique de l’assemblage par vissage des
plaques CPC sur l'ossature métallique, et d’autre part de développer un modéle globale de
la cloison légére en combinant, le modéle thermomécanique non linéaire du vissage, le modéle
du comportement thermomécanique d’une plaque CPC et le modéle de 'ossature métallique.
Concernant le comportement de 1’assemblage par vissage d’une plaque carton-platre-carton sur
un montant métallique, on pourrait envisager de mettre en place un modéle non linéaire multi-
échelle micro-macro pour décrire le comportement thermomécanique. Un tel modéle thermomé-
canique non linéaire multi-échelle serait trés difficile & développer compte tenu de la nature des
matériaux (carton et platre, avec vissage par des vis en acier), de la physique mise en jeu et des
comportements mécaniques & température élevée. De plus, une telle modélisation nécessiterait
de connaitre les valeurs expérimentales de nombreux paramétres difficiles & mesurer et il y aurait
donc beaucoup de données manquantes pour effectuer des calculs. Ainsi, la spécification de ce
travail de recherche n’était pas de développer des modéles multi-échelles, mais de développer une
loi semi-physique du comportement mécanique et thermomécanique, & I’échelle macroscopique,
du vissage et en I'identifiant & I’aide d’une analyse expérimentale que nous avons menée au CSTB.
Comme il existe une grande variabilité dans les résultats expérimentaux, liée aux dispersions de
comportement thermomécanique des plaques CPC ainsi que de la résistance de ces derniéres
dans la zone de vissage, les incertitudes doivent étre prises en compte. Pour ce faire, on propose
d’utiliser un modéle probabiliste du comportement de I'assemblage par vissage.

Concernant les caractéristiques mécaniques et thermomécaniques en traction-compression
d’une part, et des caractéristiques thermiques (dilatation et courbure) d’autre part, des plaques
CPC, nous avons mené une campagne d’essais au CSTB. Il est a noter que les caractéristiques mé-
caniques et thermomeécaniques en flexion des plaques, ainsi que les caractérististiques thermiques
(conductivité et diffusivité thermique) de ces plaques CPC, ont été identifiées préalablement. Les
essais de caractérisation doivent étre menés sur des éprouvettes en CPC de taille réduite.
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2 Positionnement de la recherche

Ce travail a été mené dans le cadre de la modélisation du comportement thermomécanique
des cloisons légéres, et fait intervenir plusieurs domaines comme : ’étude de la résistance et de la
tenue au feu d’éléments structuraux, la modélisation du comportement mécanique et thermomé-
canique de matériaux complexes comme les plaques CPC et le comportement thermomécanique
de 'assemblage par vissage. La mise en place d’une telle modélisation requiert le développement
d’essais expérimentaux, a froid et & chaud, I'utilisation de méthodes d’identification de modéles &
partir de données expérimentales, la mise en place de modélisations probabilistes des incertitudes
pour prendre en compte les variabilités trés importantes de tels systémes thermomeécaniques.

La résistance au feu des éléments structuraux est un probléme étudié largement depuis
plusieurs décennies par de nombreux auteurs. Nous pouvons citer quelques exemples comme
[11L 12, 17, 4T), 54) 57, 60, [72]. La littérature en ce domaine est donc relativement abondante. A
I'inverse, bien que le platre soit un matériau utilisé dans la construction depuis trés longtemps,
les résultats sur ce matériau soumis & des charges thermiques restent épars. Il existe quelques
études concernant les propriétés thermiques du platre pour la résistance au feu, telles que celles
de Ryan en 1962 [59] et Lawson en 1977 [49]. Puis, en raison du développement de I'utilisation des
plaques CPC dans la construction, la recherche sur les propriétés de ces plaques s’est dévéloppée
dans plusieurs groupes de recherche. Ainsi Benouis [10] a étudié le comportement mécanique de
la plaque CPC en traction-compression mais seulement & la température ambiante. Axenenko [7],
Belmiloudi [8], Korte [47], Mehaffey [53], Park [67], S. Sakji [61 62} [63], Thomas [78] s’intéressent
a ’évolution de la densité de masse (caractéristique physique) et de la chaleur spécifique et de
la conductivité thermique (caractéristiques thermiques) de la plaque CPC a haute température,
en tenant compte de I'influence de la vitesse de montée en température sur ces caractéristique
(vitesse constante de montée en température ou correspondant a la vitesse de la courbe nominale
définie dans la norme ISO 834). Les caractéristiques mécaniques de la plaque CPC, soumise au
feu, ont été étudiées aussi par Cramer [19] pour différentes valeurs de la température (coefficient
de dilatation thermique, module d’élasticité, masse volumique), tandis que S. Sakji [61], [62], 63]
s’'intéresse aux caractéristiques thermomeécaniques de chaque constituant d’une plaque CPC sou-
mise & une charge thermique définie par la courbe ISO 834 (raideur de flexion d’une plaque de
platre sans carton, comportement en traction des feuilles de carton). Toutefois, les comparaisons
des calculs avec des essais montrent qu’il existe encore des différences. Il est donc nécessaire de
compléter la base de données expérimentales pour I'’ensemble des paramétres qui interviennent
dans les modélisations des plaques CPC. Ces aspects constituent une partie expérimentale du
présent travail de recherche.

En utilisant les informations disponibles sur les caractéristiques mécaniques, thermiques et
thermomécaniques des plaques CPC, plusieurs auteurs se sont intéressés a la modélisation d’une
plaque CPC et/ou d’une cloison légére compléte. Par exemple, Benouis [10] a modélisé, pour la
température ambiante, une cloison légére en plaque CPC avec ossature métallique en utilisant
des expériences de caractérisation de la plaque CPC (& température ambiante). Telue |76}, [77],
s’est intéressé au comportement & chaud de 'ossature métallique avec des plaques CPC, en consi-
dérant que les plaques CPC sont des éléments protecteurs de la structure, qui ne contribuent pas
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a la résistance mécanique. Sous cette méme hypothése, des modélisations du comportement au
feu de structures avec des plaques CPC (ossature en bois [8I] ou ossature métallique [32]) ont été
développées. Plusieurs autres auteurs se sont intéressés au développement de modéles de transfert
thermique d’une plaque CPC soumise a la charge thermique définie par ISO 834, comme Ang
[6], Axenenko [7], Belmiloudi [8], Feng [28], Sakji S. [61, [63], Thomas [78]. A I'exception de Sakji
S. et al, tous les autres auteurs ont considéré la plaque CPC comme un matériau homogéne dont
les propriétés thermophysiques sont celles données par Mehaffey [53]. Dans le travail de Sakji S.
et al, la plaque CPC n’est pas considérée comme homogéne, mais comme une plaque multicouche
homogénéisée avec prise en compte de ’endommagement dans le carton et dans le platre, en se
basant sur le modéle de plaque multicouche homogénéisée introduite par Reissner en 1948. Un
modéle probabiliste a été développé pour prendre en compte les incertitudes de modélisation et
les incertitudes sur les paramétres du modéle dans le modéle numérique de transfert thermique
[63] et dans le modéle thermomécanique non linéaire avec endommagement [62].

Concernant ’assemblage par vissage, aucun résultat n’étant disponible dans la littérature,
nous avons donc développé dans ce travail, d’'une part une campagne de mesures expérimentales
mécaniques et thermomeécaniques que nous avons réalisée au CSTB et d’autre part, un mo-
dele semi-physique (empirique) du comportement de 1’assemblage par vissage des plaques CPC
sur des montants métalliques, en fonction de la température. Ce modéle a été identifié expéri-
mentalement, la variabilité expérimentale étant prise en compte par l'introduction d’un modéle
probabiliste.

Il est a noter, que pour les essais mécaniques, thermiques et thermomécaniques réalisés au
CSTB, des variabilités importantes des résultats expérimentaux ont été constatées. Ces varia-
bilités ne sont pas dues & des erreurs de mesure, mais sont dues aux variations des configura-
tions expérimentales testées. Par exemple, les plaques CPC présentent de fortes variabilités de
comportement mécanique, thermique et thermomécanique, liées au processus de fabrication des
matériaux et des plaques. Ces variabilités sont encore plus importantes lorsque 1’on sollicite les
propriétés locales de la plaque CPC, comme c’est le cas pour le comportement & chaud d’une vis
traversant la plaque et qui réalise I’assemblage par vissage de la plaque CPC (simple parement)
avec l'ossature métallique ou avec une autre plaque CPC (cas du double parement). Dans ces
conditions, les petites erreurs de mesure sont du second ordre devant les variabilités des confi-
gurations expérimentales et ne sont pas prises en compte dans la procédure d’identification des
paramétres du modéle. Par contre, les incertitudes de modélisation et la variabilité expérimentale
doivent étre prises en compte.

Comme nous venons de 'expliquer, nous avons introduit une modélisation probabiliste pour
la loi de comportement du vissage des plaques CPC afin de prendre en compte des variabilités
expérimentales, ce modéle probabiliste de loi de comportement étant & son tour utilisé dans le
modéle des cloisons légéres. C’est donc I’approche probabiliste paramétrique des incertitudes sur
les paramétres des modéles que nous utilisons dans ce travail. Rappelons que cette approche
consiste & modéliser les paramétres incertains par des variables aléatoires dont les lois de proba-
bilité @ priori sont construites et identifiées avec les mesures expérimentales disponibles (voir
par exemple [21], 48, [52], 65, [64], 66, [73]).
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3 Meéthodologie de la recherche

La méthodologie de la recherche proposée a été construite en s’appuyant sur les arguments
suivants.

(1) Pour une modélisation robuste de la cloison légére soumise a des chargements méca-

niques et thermiques, il est nécessaire de développer des modélisations mécaniques, thermiques
et thermomécaniques des différentes éléments qui constituent la cloison et d’identifier expéri-
mentalement les paramétres de ces modélisations, en particulier, de développer et d’identifier
expérimentalement la loi de comportement en cisaillement de 1’assemblage par vissage d’une
plaque CPC avec une ossature métallique ou une autre plaque CPC.
Pour identifier les caractéristiques thermiques et thermomécaniques des plaques CPC et des as-
semblages vissées, nous avons effectué les mesures en utilisant, d’une part un banc expérimental
de charge thermique existant au CSTB et d’autre part un banc de charge mécanique d’éprou-
vette & froid et & chaud, développé au CSTB. Il est & noter que le banc de charge thermique a
été congu, réalisé et validé expérimentalement par le CSTB dans le cadre de la thése de Sakji
S. [61], ce banc de charge thermique permettant de reproduire sur des éprouvettes une charge
thermique équivalente a la charge thermique définie par la courbe ISO 834 appliquée lors des
essais de résistance au feu.

(2) De part la grande variabilité constatée expérimentalement des paramétres mécaniques,
thermiques et thermomécaniques des modélisations évoquées ci avant, c’est-a-dire du modéle
des plaques CPC et du modéle de ’assemblage par vissage, il est nécessaire d’implémenter une
modélisation probabiliste des incertitudes (approche paramétrique) pour ce type de systéme ther-
momécanique extrémement complexe.

(3) Ainsi, en utilisant les bancs d’essai et avec un protocole expérimental que nous avons
développé, nous avons réalisé les mesures pour mener une analyse du comportement en cisaille-
ment des assemblages par vissage des plaques CPC sur montant métallique, a la température
ambiante et sous la charge thermique correspondant a la courbe ISO 834. Un modéle moyen a
été proposé dont les paramétres ont été identifiés a 'aide des mesures expérimentales. Puis, nous
avons développé un modéle probabiliste de cette loi de comportement qui a été construit en se
basant sur le modéle moyen et en utilisant le Principe du Maximum Entropie issu de la Théorie
de I'Information. Nous avons procédé a 'identification des paramétres inconnus du modéle moyen
et du modéle probabiliste en utilisant les données expérimentales et les méthodes statistiques

appropriées.

Le modéle thermomécanique de la cloison légére a été construit en combinant le modéle de
transfert thermique et thermomécanique de la plaque CPC avec le modéle de ’assemblage par
vissage que nous avons construit dans ce travail.

Concernant les modéles numériques et 'identification expérimentale des paramétres, nous
avons d’une part développé les logiciels pour l'identification expérimentale de la loi de com-
portement en cisaillement des assemblages vissés et d’autre part nous avons implanté cette loi
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de comportement dans un logiciel thermomécanique non linéaire de structure développé par le
CSTB.

Finalement, la derniére étape de ce travail de recherche concerne la simulation a froid et a
chaud, avec les modéles développés, d’une cloison légére soumise & des chargements mécaniques

et thermiques.

4 Plan du mémoire de thése

Le mémoire commence par la présente introduction générale dans laquelle nous avons pré-
senté le contexte, les objectifs et la spécification de la recherche, ainsi que le positionnement de
la recherche et la méthodologie utilisée dans ce travail. Cette introduction générale est suivie de
sept chapitres. Puis on présente une conclusion générale. On y trouve enfin deux annexes et la

bibliographie. Une bréve description des chapitres est donnée ci-apres.
Premszer chapitre

Ce chapitre dédié a une étude bibliographique présente (1) les caractéristiques mécaniques,
thermiques et thermomécaniques des plaques CPC, (2) le modéle de transfert thermique et le
modéle du comportement thermomécanique avec endommagement d’une plaque CPC soumise &
une charge thermique, (3) des éléments de la théorie des probabilités utiles pour la construction
du modéle probabiliste de la loi de comportement des assemblages vissés.

Deuxiéme chapitre

Ce chapitre est consacré a une analyse du comportement en cisaillement, & la température
ambiante, de ’assemblage par vissage d’'une plaque CPC sur un montant métallique de 'os-
sature. Cette analyse a été réalisée expérimentalement et un modéle moyen est proposé. Puis,
un modéle probabiliste de cette loi de comportement est développé. Les paramétres du modéle
moyen et du modéle probabiliste sont alors identifiés en utilisant les données expérimentales. En-
fin, les résultats expérimentaux sont comparés aux prévisions fournies par le modéle probabiliste.

Troisiéme chapitre

Ce chapitre présente I’ensemble des essais expérimentaux de caractérisation thermique et ther-
momeécanique de la plaque CPC, soumis & la charge thermique définie par la courbe ISO 834, a
plusieurs instants de I’évolution temporelle de cette charge thermique. Ces essais concernent : (1)
des essais pour mesurer les déformations thermiques, (2) des essais pour mesurer le comportement
thermomécanique en traction, (3) des essais pour mesurer le comportement thermomécanique en

compression.
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4. Plan du mémoire de thése

Quatriéme chapitre

Ce chapitre est dédié a l'identification expérimentale du comportement probabiliste en ci-
saillement, & chaud, de ’assemblage par vissage de la plaque CPC sur le montant métallique de
I'ossature, a plusieurs instants de I’évolution temporelle de la charge thermique.

Cinquiéme chapitre

Dans ce chapitre, nous présentons le modéle analytique de calcul, & froid, de la fléeche de la
cloison 1égére soumise & une charge mécanique de service.

Siziéme chapitre

Nous présentons dans ce chapitre la modélisation numérique du transfert thermique et du
comportement thermomécanique de la cloison légére soumise simultanément & une charge méca-
nique et & une charge thermique.

Septiéme chapitre

Ce dernier chapitre, dédié & des simulations d’une cloison légére, présente : la simulation
du comportement mécanique avec le modéle moyen déterministe et le modéle probabiliste, a

la température ambiante, et la simulation du comportement thermomécanique avec le modéle
probabiliste sous thermique.
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Chapitre 1
Etude bibliographique

Dans ce chapitre, nous présentons une étude bibliographique sur (1) la description d’une
cloison légére, (2) la notion de courbe conventionnelle de l’incendie naturel ISO 834, (3) les pro-
priétés chimiques et les caractéristiques mécaniques, thermiques et thermomécaniques de plaque
CPC, (4) le modéle déterministe moyen du transfert thermique et du comportement thermomé-
canique non linéaire avec endommagement d’une plaque CPC, (5) des rappels de la théorie des

probabilités utiles pour la modélisation stochastique des incertitudes.

1.1 Description d’une cloison légére

La structure considérée dans ce travail est une cloison légére faite de plaques CPC vissées
sur une ossature métallique (voir la figure a). Les plaques CPC sont constituées d'un corps
de platre collé & deux feuilles de carton sur ses deux faces (voir la figure . Les plaques CPC
ont pour fonction d’empécher la propagation du feu et permettent, durant un certain temps, de
limiter I’élévation de la température. Les caractéristiques des plaques CPC sont définies par la
norme NF 72-302 [NF.81]. L’ossature (montant) métallique de la cloison légére est montrée sur
la figure [I.1}b. Les cloisons légéres dont utilisées dans la réalisation d’éléments structuraux non
porteurs comme les cloisons, les plafonds, les doublages de mur, etc. Les vis sont destinées a la
fixation des plaques CPC sur l'ossature métallique. Les vis ont une téte de profil adaptée a cet
usage qui permet une pénétration progressive dans la plaque CPC et un affleurement satisfaisant
sans toutefois couper le carton [DTU.81].

1.2 Courbe conventionnelle de 'incendie naturel ISO 834

Selon la norme NF P 72-203-1, une cloison légére doit non seulement avoir une résistance
mécanique, mais aussi satisfaire & des exigences de la résistance au feu. Dans le contexte régle-
mentaire actuel, pour la caractérisation des structures au feu, il est nécessaire d’effectuer des
essais en vraie grandeur sous une charge thermique normalisée qui est décrite par une courbe
nominale de la norme ISO 834, appelée la courbe conventionnelle de 'incendie naturel. Cette
courbe ISO 834 est la courbe qui définit la charge thermique de référence permettant de faire les
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matallique

a/r

(a) (b)

F1G. 1.1 — Description d’une cloison légére. (a) Exemple d’une cloison acoustique-thermique
légére en plaque CPC. (b) Ossature métallique.

Couches de carton sur les deux faces,

Corps de platre ;
P P avant et arriere, du corps de platre

F1G. 1.2 — Description d’une plaque CPC.

tests et les calculs dans le cadre des régles des D.T.U. Cette courbe a I’équation suivante

0(t) = 20 + 345 log(8t + 1) (1.1)

ou 6(t) est écart entre la température, en degré Celsius, a U'instant ¢ et la température initiale,
et ou ¢ est le temps mesuré en minutes. Le graphe [I.3]illustre la courbe ISO 834 qui est comparée
a la montée en température pour un feu réel. Le graphe montre que les courbes de feu réel sont
différentes de la courbe moyenne ISO 834 dont la caractéristique principale est qu’elle n’arréte pas
de croitre, alors que, pour un feu réel, elle finit toujours par re-décroitre, faute de combustible.
Toutefois, la courbe ISO 834 présente l'avantage de ne mettre en jeu directement d’un seul
paramétre (le débit combustible) et facilite la reproductibilité et la comparaison des résultats
d’essais.

1.3 Propriétés chimiques et caractéristiques mécaniques, ther-
miques et thermomécaniques de plaque CPC

1.3.1 Propriétés chimiques

Les plaques CPC sont couramment utilisées pour assurer la résistance au feu en construc-
tion. Les bonnes propriétés de résistance au feu des plaques de CPC viennent de la composition
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1.8. Propriétés de la plaque CPC

Courbe I1ISO 834 et courbe d'un feu réel

Tempeérature

Mesures actives 1 Mesures passives = = = rzasm ple de feu réel
H feu 150 B34

1i06% |-

1000°c | /
s00°c  |— Q_)S

Flash-over

Succes mesures actives

[

90 120 Temps [min]

FiG. 1.3 — Courbe ISO 834 en comparaison avec la courbe pour un feu réel.

chimique du platre. Le platre pur, existant & 1’état naturel, est composé de sulphate de cal-
cium (CaS0y), d’eau libre a I'état d’équilibre avec un taux d’humidité d’environ 3%, et de 1’eau
chimiquement liée avec un taux d’environ 20% [7], [32]. Sa formule chimique est CaSO4.2H20
(sulphate de calcium di-hydraté). Lorsque les plaques CPC sont exposées a une source de cha-
leur, I’eau chimiquement liée se dissocie du réseau cristallin, migre et se vaporise. Au cours du
chauffage, le platre subit trois réactions de décomposition endothermique, dans la quelle, la dis-
sociation de I’eau chimiquement liée a lieu dans deux étapes. Ces étapes peuvent s’exprimer par
les équations suivantes de réaction chimique :

1
CaS04.2H50 — CCLSO4.§HQO + gHQO (1.2)

CCLSO4.%HQO — CaSO4 + %HQO (1.3)

La premiére réaction de déshydratation se produit entre 100°C et 120°C), lorsque le sulfate de
calcium di-hydraté est converti en sulfate de calcium semi-hydraté comme le montre I’'Eq. .
Pour la seconde réaction de déshydratation, la température ot cette seconde réaction se produit
n’est pas connue avec précision. Sultan (1996) [75] a signalé que la seconde réaction de déshydra-
tation se produisait a environ 600°C. Toutefois, Andersson et Jansson (1987) [4] estiment que
cette seconde réaction se produit entre 210°C' et 300°C'. La seconde réaction de déshydratation
se produit quand le sulfate de calcium semi-hydraté est converti en sulfate de calcium anhydre
comme le montre I'’Eq. .

Concernant les feuilles de carton collées sur le corps en platre, elles fournissent la résistance a
la traction et a la flexion de la plaque CPC, mais elles briilent lorsque la température atteint
environ 300°C.

1.3.2 Caractéristiques mécaniques du platre et de la plaque CPC

Pour développer un modéle du comportement mécanique homogénéisé de la plaque CPC, il
est nécessaire de connaitre les caractéristiques mécaniques de ses constituants. Dans les travaux
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de Benouis [10], on trouve des résultats d’essais et I'identification des caractéristiques mécaniques
des plaques CPC standard, d’épaisseur 13 mm, & la température ambiante. Les principaux ré-
sultas sont reportés dans les tableaux suivants.

- Tableau : Caractéristiques mécaniques en traction de la plaque CPC homogénéisée
(grandeurs effectives), pour o, o, E et v, qui sont respectivement la contrainte a la rupture, la
limite d’élasticité, le module d’Young en traction et le coefficient de Poisson de la plaque CPC.

Sens or (MPa) o, (MPa) E (MPa) v
Longitudinal 1.84 1.08 1007 0.16
Transversal 0.76 0.53 2218 -

TaB. 1.1 — Caractéristiques mécaniques en traction de la plaque CPC homogénéisée, selon les
résultats de Benouis [10]

- Tableau : Caractéristiques mécaniques en compression de la plaque CPC homogénéisée
(grandeurs effectives) pour o, o, E et €, qui sont respectivement la contrainte a la rupture, la
limite d’élasticité, le module d’Young en compression et la déformation a la rupture de la plaque
CPC.

Sens or (MPa) o, (MPa) FE (MPa) €.(%)
Longitudinal 5.28 3.81 997 1.35
Transversal 4.47 3.54 924 1.31

TaB. 1.2 — Caractéristiques mécaniques en compression de la plaque CPC homogénéisée, selon
le travail de Benouis [10)]

- Tableau : Caractéristiques mécaniques en flexion de la plaque CPC homogénéisée (gran-
deurs effectives) pour F), f,, F. et E qui sont respectivement, pour le sens longitudinal et pour
le sens transversal, la force de rupture, la fléche & rupture, la force de limite d’élasticité et le
module d’Young en flexion de la plaque CPC.

Sens F. (N) fr (mm) F, (N) E(MPa)
Longitudinal  827.5 12.24 314.7 2851
Transversal 300 4.22 201.3 2373

TAB. 1.3 — Caractéristiques mécaniques en flexion de la plaque CPC homogénéisée, selon le
travail de Benouis [10]

- Module de cisaillement : Le module de cisaillement est G = 519 MPa.
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1.8. Propriétés de la plaque CPC

- Tableau : Cramer [19] s’intéresse aux caractéristiques mécaniques de la plaque CPC
d’épaisseur 15.9 mm & plusieurs niveaux de température. Ses résultats sont montrés dans le
tableau suivant.

Température E o «

°C (Gpa) (Mpa) (mm/mm °C)

L T L T L T
23 25 1.75 3.79 225 - -
100 141 1.15 3.76 164 26 x107% 3.9 x 1076
200 094 048 237 1.09 -5.1 x 107% -6.2 x 1076
300 0.58 0.54 093 066 -3.2x 1076 -54 x 1076
400 0.47 052 0.26 0.14 -1.6 x 1076 -1.9 x 1076

TAB. 1.4 — Propriétés mécaniques de la plaque CPC d’épaisseur 15.9 mm, d’aprés Cramer et al.
[19]

1.3.3 Caractéristiques thermiques du platre et de la plaque CPC

La précision de toute analyse de transfert thermique d’une plaque CPC dépend des données
d’entrée et des propriétés thermiques des matériaux. Pour une analyse de transfert thermique de
la plaque CPC homogénéisé, les paramétres effectifs de la plaque CPC sont la densité volumique
de masse, la chaleur spécifique et la conductivité thermique. Plusieurs auteurs se sont intéressés
aux mesures de ces paramétres, ce qui donnent une littérature assez riche.

Densité volumique de masse

La densité volumique de masse de la plaque CPC, a la température ambiante, varie de 578
4 1000 kg/m?. Cette variation provient de la différence de quantité d’humidité contenue dans le
platre et de la densité de pores remplies d’air dans le platre. Ces deux facteurs jouent un role
important dans la performance & la résistance au feu des plaques CPC. A haute température, la
densité volumique de masse de la plaque a été étudiée par différents groupes de recherche, qui
ont établi, pour des plaques CPC similaires, 1’évolution de la densité avec la température. La
figure montre des résultats de 1’évolution de la densité avec la température dans la gamme
des hautes températures.

Mehaffy et al [53], Sultan (1996) [75], et le NIST (1980) [2] ont trouvé des résultats similaires
concernant 1’évolution de la densité volumique de masse en fonction de la température pour les
plaques CPC. La figure montre une diminution importante de la densité volumique de masse
a environ 100°C ou la premiére réaction de déshydratation se produit. Pour I’ensemble de ces
travaux expérimentaux, seul Mehaffy rapporte que la seconde réaction de déshydratation (repé-
rée par la baisse de la densité volumique de masse, est a environ 600°C. Harmanthy (1991) [35]
et Fuller et al (1992)[31] signalent également les changements de densité volumique de masse avec
la température de la plaque CPC. Cependant, les résultats expérimentaux donnent des valeurs
différentes de celles de Sultan et Mehaffy et al [53].
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Fi1G. 1.4 — Evolution de la densité volumique de masse en fonction de la température, normalisée
par rapport & la densité volumique de masse & la température ambiante.

Chaleur spécifique

La valeur de la chaleur spécifique mesurée a la température ambiante varie de 600 & 1500
J/kg.K. Similairement a la variation de la densité volumique de masse en fonction de la tempé-
rature, il y a des différences significatives entre les valeurs mesurées pour la chaleur spécifique
des plaques CPC.

La figure montre qu’il existe un bon accord entre les auteurs pour la premiére déshydratation
qui se produit a environ 100°C. Toutefois, il y a une forte dispersion dans les valeurs mesurées
par les différents auteurs sur la seconde déshydratation.

Sultan (1996) [75] rapporte deux pics dans l’évolution de la chaleur spécifique de 18500
et 3070 J/kg. K a 125°C et 670°C, respectivement. Harmanthy (1988) [35] prévoit un pic de
7320 J/kg. K a 100°C' alors que Harmanthy présente des mesures avec un pic de 2000 J/kg.K
pour une température de 630°C, valeur similaire & celle de Sultan. Bien que non représentées
sur la figure Fuller et al (1992) donne des conclusions similaires a Sultan et Harmanthy,
avec un premier pic de 16600 J/kg.K a 103°C' et un second pic de 1700 J/kg.K a 600°C.
Mehaffy et al (1994) [53] ont seulement mesuré la chaleur spécifique jusqu’a 200°C' et n’ont
pas enregistré de second pic. Leur études font état d'un pic de 49950 J/kg. K a 110°C, et une
chaleur spécifique extrapolée de 980 J/kg.K pour la température ambiante. Hadjisophocleous
(1996) [34] ne trouve pas de pic pour la chaleur spécifique. Andersson et Jansson (1987) [4]
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FiG. 1.5 — Evolution de la chaleur spécifique avec la température.

fournissent des valeurs de la chaleur spécifique, obtenues a partir de mesures sur des plaques
CPC de type "nordique". Ils signalent des pics de 52200 et 19200 J/kg.K pour les températures
110°C et 210°C, respectivement. Thomas (1997) [78] a étudié les valeurs déclarées par Mehaffy
et al [53], Andersson et al [4], et Harmanthy [35]. Il est a noter que C. Konig et Walleij (2000)
[46] définissent pour les modéles numériques de transfert thermique des plaques CPC, des valeurs
pour la chaleur spécifique, basées sur les résultats expérimentaux de Harmanthy [35], Mehaffy et
al [53], Andersson et al [4] et Thomas [78], avec un pic & 46300 J/kg.K pour une température
de 105°C' et négligent le second pic. Ils obtiennent ainsi des prévisions numériques correctes en
comparaison avec des résultats expérimentaux.

Conductivité thermique

Comme le montre la figure [I.6] il y a une cohérence entre les auteurs sur la conductivité
thermique des plaques CPC jusqu’a 400°C'. Au dela de cette température, les valeurs sont dis-
persées.

Cooper (1997) [18] a défini les valeurs par défaut pour la conductivité thermique des plaques
CPC dans le logiciel SAFIR, qui proviennent de travaux effectués par Sultan (1996) [75]. Sultan
définit des valeurs de la conductivité thermique qui ont données de bons résultats en compa-
raison avec les résultats expérimentaux. Mehaffy et al (1994) [53] ont extrapolé une courbe de
conductivité thermique & partir de mesures effectuées au Conseil National de Recherche du Ca-
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F1G. 1.6 — Evolution de la conductivité thermique avec la température.

nada (CNRC). Harmanthy (1988) [35] fournit des valeurs jusqu’a 750°C, mais n’a pas trouvé
d’augmentation de la conductivité thermique au-dela de 400°C. Thomas (1997) [78] a utilisé
les valeurs provenant de Mehaffy et al [53] pour les plaques CPC, valeurs extrapolées jusqu’a
1000°C'. Pour tenir compte de ’ablation, Thomas a modifié la courbe de conductivité thermique
2 0.775 W/m.K pour 1000°C afin d’atteindre 2.3 W/m.K a 1500°C'. Toutefois, aucun essai mené
par Thomas ont dépassé 800°C), et il est peu probable que la plaque CPC reste intacte au-dela de
cette température, comme indiqué par Sultan (1996) [75] et Goncalves et al (1996) [33]. La va-
leur de la conductivité mesurée par Hadjisophocleous (1996) [34] est inférieure a celle des autres
études, cette différence pouvant étre due a des variations de la densité de fissuration dans le platre
des plaques CPC provenant de fabrications différentes comme ’a noté Goncalves et al (1996) [33].

1.3.4 Caractéristiques thermomécaniques des constituants de la plaque CPC

Dans ce paragraphe, nous rappelons les résultats concernant les caractéristiques thermomé-
caniques des constituants de la plaque CPC établies par Sakji [61], en reprenant largement des
passages de la thése de Sakji. Bien que nous n’utilisions pas directement ces résultats dans notre
travail, nous les rappelons ici par soucie de cohérence de ’étude de bibliographique, car nous
compléterons ces essais.
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1.8. Propriétés de la plaque CPC

La figure montre les résultats d’essais en flexion d’une plaque CPC, sans les feuilles de
carton, & plusieurs instants de 1’évolution temporelle de la charge thermique équivalente a celle
définie par la courbe ISO 834.

Aprés 10 minutes de charge thermique, les plaques CPC ne présentent plus de résistance mé-
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Fiag. 1.7 — Caractérisation thermomécanique d’une plaque CPC sans les feuilles de carton, en
flexion 4 points, réalisée par Sakji S. ([61]). Force (N) en fonction du déplacement transversal (en
mm) au centre de la plaque : 3 essais a la température ambiante (3 traits trés minces en haut de
la figure), 1 essai & 5 minutes (1 trait tiret épais), 3 essais & 7 minutes (3 traits épais), 2 essais a
10 minutes (2 traits trés épais en bas de la figure).

canique et il n’est donc pas possible de continuer les essais mécaniques aprés cet instant. Les
résultats d’essais montrent que le comportement du platre est de type élastique-fragile. Les autres
constituants de la plaque CPC sont les feuilles de carton. Pour les plaques CPC de type BA13
standard, la feuille de carton de la face exposée a la charge thermique est de type "carton gris"
alors que le carton de la face non exposée est de type "carton créme". Les caractéristiques de
deux cartons, & la température ambiante, et & plusieurs instants de charge thermique, ont été
identifiées par des essais de traction. La figure [I.§] illustre les résultats d’essais d’identification
de la loi de comportement en traction des feuilles de carton gris, & température ambiante, pour
les 3 directions 09, 45 et 90°.

Selon ces résultats, le comportement mécanique en traction des feuilles cartons est faiblement
non linéaire avant rupture pour la direction 0°, et plus fortement non linéaire pour les direc-
tions 45° et 90°. Sakji S [61] a pris une approximation linéaire pour le comportement du carton
en traction dans la direction 09, c’est-a-dire un comportement élastique-fragile. La figure [1.9
montre des courbes expérimentales de la contrainte de traction (en MPa) mesurée en fonction de
la déformation mesurée pour la direction 0° & température ambiante et & 5 minutes de la charge
thermique.
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F1G. 1.8 — Identification expérimentale de la loi de comportement en traction des feuilles de
carton gris & température ambiante pour les 3 directions 0°, 45° et 90°, réalisée par Sakji S.
[61]. Contrainte (en MPa) en fonction de la déformation : direction 0° (6 traits groupés dans la
partie supérieure de la figure), direction 45° (5 traits groupés au milieu de la figure), direction
90° (6 traits groupés dans la partie inférieure de la figure.
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F1G. 1.9 — Identification expérimentale de la loi de comportement en traction des feuilles de
carton gris & température ambiante et & 5 minutes de la charge thermique pour la direction
0° réalisée par Sakji S. [61]. Contrainte (en MPa) en fonction de la déformation. Température

ambiante (6 courbes en traits minces en haut de la figure), 5 minutes de la charge thermique (3
courbes en traits épais en dessous).
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1.4. Modéle du transfert thermique et thermomécanique de la plaque CPC

L’analyse de Sakji S. montre qu’avant rupture, le comportement mécanique en traction dans
la direction 0° du carton gris et & 5 minutes de la charge thermique est assez voisin du compor-
tement a la température ambiante, par contre, les limites de rupture sont trés différentes I'un de
Iautre.

1.4 Modéle déterministe moyen du transfert thermique et du
comportement thermomécanique non linéaire avec endom-
magement d’une plaque CPC

Dans cette Section, nous rappelons le modéle déterministe moyen développé par Sakji pour
le transfert thermique [61],[63] et pour le comportement thermomécanique non linéaire avec
endommagement [61],[62], pour les plaques CPC soumises a la charge thermique équivalente a la
courbe ISO 834. Comme précédemment, afin de faciliter la lecture de ce travail, nous rappelons
dans ce paragraphe de 1’étude bibliographique les principaux résultats obtenus par Sakji, en
reprenant largement des passages de sa these [61].

1.4.1 Modéle de transfert thermique

Sakji [61],[63] a développé un modéle déterministe moyen de transfert thermique en intro-
duisant des hypothéses simplificatrices. Sous ces hypothéses, ’analyse du transfert thermique
tridimensionnel est ramenée & une analyse unidirectionnelle suivant I’épaisseur de la plaque.
Soit 4, le domaine tridimensionnel dont le bord 9y, s’écrit I'y UT, UT'3 UT4. Soit n la normale
unitaire au bord extérieure a €y,. Sur I'y on impose une température, sur I'y on impose un flux
de chaleur de nature convective, sur I's on impose un flux de chaleur dii au rayonnement et enfin
sur 'y on a un flux de chaleur imposé. Soit p(#) la masse volumique et ¢(#) la chaleur spécifique.
En présence d’une source volumique de chaleur notée r, le champ de température 0(t) dans
est régi par ’équation de la chaleur

p(0) C(Q)gf — div{[K(0)|grad(f)} = r dans ), . (1.4)

Cette équation utilise la loi de Fourier reliant linéairement, en un point donné, le flux de chaleur
q au gradient de température selon ’expression
a=—[K(0)gradd | (1.5)

ou [K(0)] est la matrice des conductivités thermiques. Les conditions aux limites pour ce probléme
de diffusion de la chaleur sont :
- La condition aux limites de Dirichlet sur I'; (température imposée)

=0 sur I'y . (1.6)
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- Trois conditions aux limites de Newmann :

. Une condition de convection sur I's, tel que le flux de chaleur sur cette partie du bord soit
régit par ’équation

an = he(0 — Ogmp) sur Ty . (1.7)

. Une condition de rayonnement sur I's, telle que le flux de chaleur sur cette partie du bord
soit donné par la loi de Stéphane-Boltzmann

qn = £p(0* — 03,.,) sur Ty . (1.8)

. Une condition de flux de chaleur imposé sur I'y définie par

qn =7¢q sur Ty . (1.9)

Dans ces équations, h. et 04,5 représentent respectivement le coefficient d’échange convectif et
la température extérieure sur les bords considérés, £ et ¢ représentent le facteur d’émission et
la constante de Stephan-Boltzmanm. Pour le probléme d’évolution, il faut ajouter une condition
pour la température a l'instant initial tg

O(ty) =0 . (1.10)

1.4.2 Modéle déterministe moyen thermomeécanique non linéaire homogé-
néisé avec endommagement d’une plaque CPC

Dans ce paragraphe, nous rappelons le modéle thermomécanique non linéaire homogénéisé

d’une plaque CPC qui a été développé par Sakji [61) 62], en adoptant la théorie classique de
Reissner-Mindlin. Nous faisons ce rappel pour bien positionner les travaux antérieurs qui ont été
menés et qui seront nécessaires au développement d’un modéle de simulation thermomécanique
non linéaire d’une cloison légére de grande hauteur (voir les perspectives de notre travail dans
les conclusions du mémoire). Toutefois nous n’utiliserons pas directement ce modéle trés avancé
dans notre travail.
Dans ce développement, chacune des trois couches (carton-platre-carton) a été modélisée avec
prise en compte de 'endommagement. Les deux couches de carton de la plaque CPC sont modé-
lisées par un modéle de comportement fragile. Tant que la contrainte n’atteint pas la contrainte
de rupture, la matrice d’endommagement est la matrice nulle. Si la contrainte atteint la limite
de rupture alors la matrice d’endommagement est égale a la matrice unité. Pour la couche de
platre, elle est discrétisée par morceaux avec une approximation constante par morceaux suivant
la direction de I’épaisseur de la plaque. L’endommagement du platre est modélisé par morceaux
dans le cadre de 'endommagement quasi-fragile isotrope.

Soit une plaque CPC (tricouche) de domaine €2,,, définie dans le repére orthonormé (Oxix9x3),
dont le plan moyen géométrique est (Oxiz2). On note n la normale unitaire au bord, extérieur
au domaine. Les deux feuilles de carton de la plaque CPC constituent deux couches distinctes.
Pour construire, suivant la coordonnée 3, une approximation constante par morceaux du champ
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d’endommagement et du champ de température, on discrétise suivant x3 la couche de platre
de la plaque CPC en J — 2 sous-couches. On obtient ainsi J sous-couches. La valeur de J
est choisie suffisamment grande pour que l'approximation constante par morceaux du champ
d’endommagement et du champ de température soit valable. Les coordonnées, suivant x3, des
deux faces de la sous-couches k sont notées zp_1 et z, avec zp_1 < z. La loi de comportement
de la plaque CPC s’écrit

Nz +Bijﬁ] - bg (Z,] = 1)276)
N; = e] (1,7 =4,5)

ou N et M sont les forces globales et les moments globaux qui sont définis par les relations,

h
2
Ni == f Sidl‘3 (l == 1,2,4, 5,6)
;h
2, (1.12)
2
MZ' = f Si$3d.ilf3 (Z = 1, 2, 6)
—h
2

avec s le vecteur des contraintes s = (011,011, 0922, 033,023, 031,012). Les efforts globaux N; et
M, pour ¢ = 1,2, 6, s’expriment en fonction de la déformation membranaire e]" et des courbures
du plan moyen k; ainsi qu’en fonction de la dilatation thermique o; AT'. Les efforts globaux de
cisaillement transverse N;, pour i = 4, 5, s’expriment en fonction de la déformation en cisaillement
transverse e; pour ¢ = 4, 5. Les matrice introduites dans I'Eq. sont définies par les relations
suivantes,

Ik
ﬁl] = EJZ = Z Qij(x)<zk - Zkfl) (Z,] = 1, 2,6)
k=1
J Nk . .
Bij=B;; = % > Qij(x)(zlz‘ - 213—1) (i, =1,2,6)

B
Il
—

LQ

Il
LQ

I
SV
M~
|

=

(x)(z,:;’ - 22—1) (27] = 17 276)

Fii=Fj = kyQ (x)(z — z1) (1,5 = 4,5)

ij

bl
Il
—_
<.
<.

(1.13)

k=1
n
,.,k; .
h; = Z y; (X)(Zk — Zk_l)Oé?ATk (Z = 17 27 6)
k=1 j:172
n
~k .

B=33 5 QG- )abATr (11,26

=1j5=1,

avec X = (1, x2,z3). Dans cette équation, la matrice @k est la matrice de rigidité réduite de la
sous-couche k a I'état endommagé, définie par

k

@ (x)] = (1] - [D*(x)])[Q"] (1.14)

s Nk k k ko k k k
et ou Qn /( V21V12) = V21E /(1 V21V12) Yoo = E3 /(1 —v3iv1y) et QGG = G,
sont les coefficients de rigidité membranalre. Les coefficients de rigidité QZ , et Q§5 correspondent
aux coefficients de rigidité pour le cisaillement transverse. Les autres coefficients de rigidité
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ng1 ’QTG’Q’;@"Q’QQ sont nuls car tous les matériaux de la plaque CPC sont décrits dans la méme
base d’orthoptropie (o, x1, z2,x3).

La matrice [D¥(x)] est la matrice d’endommagement de la sous-couche k de la plaque multicouche
au point x. ’endommagement des sous-couches de platre est supposé quasi-fragile isotrope. Cette
matrice n’est fonction que d’un seul parameétre 5(x) et s’écrit

[D(x)] = )] (1.15)

Dans cette équation, [I] est la matrice (6x6) unité et §(x) est une variable d’endommagement. La
loi d’évolution de la variable de ’endommagement a été construite en se basant sur le modéle de
Najar ([45]). Cette variable de 'endommagement a été identifiée expérimentale par Sakji S., en
minimisant, pour la force appliquée a la plaque CPC, en fonction du déplacement transversal au
centre de la plaque, ’écart quadratique entre le résultat donné par le modéle thermomécanique
de la plaque CPC et la valeur expérimentale.

Les huit relations donnant les efforts globaux en fonction des déformations globales, s’écrivent
sous la forme suivante,

Ny Hyy Hyy Hyg | By B Big | 0 0 er’ 7,1
N Hyy Hyy Hyg | By B Byg | 0 0 e’ 7,2
N Hys Hys Hgg | Big By Beg | 0 0 ey’ 7%
__ S e _ _
M, _ By, By By | €y Cip Cig | 0 0 K1 B ,’1
My By Bgy Bag | Cig Co Cos | 0 0 K2 /2
Mg Bis Bas Bgg | Cig Cos Ces | O 0 Ke b%
_ — - — | = == =] == —= _ _
Ny 0 0 0 | 0 0 0 | Fy Fus e4 0
N5 0 0 O ‘ O 0 0 ‘ F45 E55 €5 0
(1.16)
que nous pouvons réécrire globalement
N H) (B 0 ] (e y
M |=|B € ol |-|V (1.17)
N¢ 0 0 [F] e‘ 0

Dans cette équation, ont été introduits les vecteurs N = (N, Ny, Ng), M = (M, My, M),
N¢ = (N47N5)7 h/ = (fll)f/27ﬁ%)a b/ = (,,1),/27@,6)7 e = (6T765n>6%n)7 K = (K15K2)ﬁ6) et
¢ = (eq,e5).

La matrice [H] est la sous-matrice de rigidité globale qui relie les forces globales de membrane

e

N; aux déformations de membrane e[* pour 7 = 1,2, 6.

La matrice [C] est la sous-matrice de rigidité globale de flexion qui relie les moments globaux de
flexion Ml; aux déformations de flexion k; pour i = 1,2, 6.

La matrice [B] est la sous-matrice de rigidité globale de couplage membrane-flexion qui relie les
forces globales de membrane N; pour i = 1, 2,6 aux déformations de flexion k; pour ¢ = 1,2,6 et
les moment globaux de flexion M; aux déformations globales de membrane e]* pour 7 = 1,2, 6.
La matrice [F] est la sous-matrice de rigidité de plaque pour les efforts tranchants.
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1.5 Rappels de la théorie des probabilités, utiles pour la modéli-
sation stochastique des incertitudes

Pour donner plus de lisibilité a ce travail, nous donnons dans ce paragraphe des rappels sur
la modélisation probabiliste paramétrique des incertitudes sur les parameétres du systéme.

1.5.1 Modélisation probabiliste paramétrique des incertitudes sur les para-
métres du systéme

Pour simplifier I’exposé de ce rappel, nous nous plagons dans le cadre d’un modéle numérique
correspondant & un probléme d’élasticité linéaire statique d’un milieu borné. Le modéle numé-
rique s’écrit donc

K(s)lv = f (118)

ou v est le vecteur des degrés de liberté, f est le vecteur dii aux efforts extérieurs moyens appliqués
et s € D C R? est le vecteur moyen des d paramétres considérés comme incertains.
L’approche probabiliste paramétrique des incertitudes consiste 4 modéliser s par un vecteur
aléatoire S a valeurs dans R¢ dont le support de la mesure de probabilité Pg(ds) est D. Dans
ces conditions, la réponse v devient un vecteur aléatoire V qui est la solution de I’équation
stochastique,

K(S)V =t (1.19)

Nous sommes intéressés par le calcul effectif de la mesure de probabilité Py (dv) du vecteur
aléatoire V, qui permet, par exemple, de calculer des régions de confiance des déplacements et
de toutes observations sur les déplacements (déformations, contraintes, etc). Comme l'applica-
tion S + V = [K(S)]~'f est non linéaire, il est indispensable pour mener ce type de calcul
de connaitre la mesure de probabilité Ps(ds) qu’il faut effectivement construire en n’utilisant
que l'information disponible. Une des méthodes permettant la construction de cette mesure de
probabilité, est l'utilisation du principe du maximum d’entropie (Shannon, 1948) [68], (Jaynes,
1957a) [42], (Jaynes, 1957b) [43], (Kapur et Kesavan, 1992) [44].

1.5.2 Rappel sur la construction de la loi de probabilité d’un vecteur aléatoire
par le principe du maximum d’entropie

Ces rappels sont tirés de (Soize, 2003) [4]. L’entropie d’une mesure de probabilité d’une
variable aléatoire a été introduite par (Shannon, 1948) [68] dans le cadre de la théorie de l'infor-
mation pour mesurer le niveau d’incertitude.

Entropie d’une variable aléatoire vectorielle. Soit X = (X1, ..., X;,) une variable aléatoire a va-
leurs dans R™ dont la mesure de probabilité Px (dx) est définie par une densité px (x) par rapport
a la mesure de Lebesgue dx,

Px(dx) = px(x) dx, (1.20)
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avec x = (z1,...,Z,) le point de R™ et ot dx = dx;...dx,. Nous notons Supp, C R" le support
de la densité de probabilité px, ce qui implique

px(x) =0 si x¢ Supp, . (1.21)

L’entropie de la mesure de probabilité Px(dx), définie par sa densité de probabilité px, est telle
que

Stox) == [ px(in(px(x)) dx = ~&{in(px (X))} (122

ou & désigne l'espérance mathématique.

Principe du mazimum de ’entropie (Shannon, 1948) [68], (Jaynes[42, [43]). La densité de
probabilité, px (x), & construire est celle qui doit générer la plus grande incertitude sur I’ensemble
de toutes les densités de probabilité possibles qui vérifient les contraintes définies par I'information
disponible. La densité de probabilité inconnue a construire est alors la solution du probléme
d’optimisation

max  S(px) (1.23)

px €Cad

ol Cuq est 'espace admissible des densités de probabilité sur R™ a support Supp,, défini par
I'information disponible.

Définition de l'information disponible et de ’espace admissible Cyq. L’information disponible
permet de donner des informations supplémentaires sur la variable aléatoire X. Supposons, par
exemple, que la densité de probabilité inconnue px (x) soit sur R” avec un support connu Suppy,
et telle que 'on connaisse m vecteurs f; € R",....f , € RY" ou vy,...,v, sont m entiers
supérieurs ou égaux a 1, tels que

E{gj(X)}=/Rn gi(x)px(x)dx=1£;, , j=1,...m |, (1.24)

avec X + g;(x) une application mesurable connue de R" dans R". On définit ainsi I'espace
admissible C,q par

Caa = {px : R" — R"; Supp px = Suppn; / pxdx =1;

n

/ngj(x)px(x)dX:fj , j=1..,m} . (1.25)

Solution du probleme d’optimisation. Pour résoudre le probléme d’optimisation défini par I'Eq. ((1.23)),
nous introduisons 1 + m multiplicateurs de Lagrange (A\g — 1) € R, Ay € R, ..., A, € R as-
sociés aux 1 + m contraintes et le Lagrangien défini par

L(px) = S(px) — (Mo — 1){/]1@ px(z)dx — 1} — Z <Ay, {/Rn g;(x)px dx —f;} >gv;  (1.26)
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ou < W,V >py;=uivy + ... + Uy, vy, est le produit scalaire Euclidien dans R".
Le Lagrangien s’écrit

Llox) =0~ [ hlxpx()dx . (1.27)
b= (A — 1){/R" px(x)dx — 1} — Z <A, {/Rn g; (%)px(x) dx — £;} >y (1.28)

et m
h(x,px (%)) = px (){In(px(x)) + (Mo — 1) + > < Aj,g;(x) >pw} - (1.29)

=1

Un calcul de variation (Luenberber, 1969) [51] montre que px(x) est la solution de 1’équation

9
apx (x)

Cette solution se construit facilement et s’écrit

h(x,px(x)) =0 . (1.30)

Px(%) = Lsupp, (x) exp{—(ho = 1) = > < Aj,g;(x) >p} (1.31)
j=1

ou les multiplicateur Ag, A1, ..., A, sont calculées avec les équations définies par les contraintes.
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Chapitre 2

Construction des modéles déterministe
et probabiliste de la lo1 de
comportement en cisaillement de
I’assemblage par vissage d’une plaque
CPC avec un montant métallique, a la
température ambiante

2.1 Généralité

Dans ce chapitre, nous proposons une modélisation robuste vis-a-vis des variabilités expéri-
mentales pour la loi de comportement en cisaillement de ’assemblage par vissage d’une plaque
CPC avec un montant métallique, a la température ambiante. Comme nous ’avons expliqué dans
"I'Introduction générale", pour développer un modeéle complet d’une cloison 1égére, on pourrait
tenter de mettre en place un modéle non linéaire multi-échelle micro-macro pour décrire le com-
portement de I'assemblage par vissage d’une plaque CPC avec un montant métallique. Un tel
modéle micro-macro du vissage serait trés difficile a élaborer et nécessiterait la connaissance
d’un grand nombre de données dont beaucoup ne sont pas connues et seraient difficile & mesu-
rer. D’autre part le calcul thermomécanique non linéaire d’une cloison légére avec un tel modéle
micro-macro pour le comportement des vis dans les plaques CPC, en fonction de la température,
conduirait & des calculs extrémement lourds. C’est pourquoi, dans ce travail, une telle approche
n’a pas été envisagée et nous avons préféré construire la loi de comportement macroscopique en
cisaillement de ’assemblage par vissage en utilisant une analyse expérimentale, a température
ambiante (pour des hautes températures, voir le chapitre 4), et ajuster un modele algébrique avec
les données expérimentales. On obtient ainsi un modéle moyen. Compte tenu de la trés grande
variabilité des résultats expérimentaux, liée aux variabilités des configurations expérimentales
et non pas a des erreurs de mesure, on a construit un modéle probabiliste & partir du modéle
moyen. L’identification des paramétres du modéle probabiliste est réalisée avec les mesures.
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En ce qui concerne la méthodologie utilisée, on identifie tout d’abord les paramétres du mo-
déle moyen en minimisant I’écart entre la moyenne des mesures expérimentales et la prévision
fournie par ce modeéle moyen. Puis on identifie les paramétres (moyennes et paramétres de dis-
persion) du modeéle probabiliste par le maximum de vraisemblance avec un prédicteur construit
par la méthode des moindres carrés.

2.2 Analyse expérimentale du comportement en cisaillement de
P’assemblage par vissage, a la température ambiante

2.2.1 Description du dispositif expérimental

Afin d’analyser le comportement en cisaillement de ’assemblage par vissage, des expériences
ont été effectuées en utilisant la configuration expérimentale montrée sur la figure 2.1 L’éprou-
vette est constituée d'une plaque CPC de dimension 0.22 m x0,15 m, vissée a deux montants
métalliques séparés (verticaux). Le montant supérieur est vissé avec la plaque CPC par une vis
tandis que le montant inférieur est vissé par 3 vis. On suppose que les 3 vis sur le montant
inférieur réalisent une liaison indéformable tandis que 'on mesure le comportement en cisaille-
ment de la vis isolée sur le montant supérieur. Le montant inférieur est maintenu fixe et on
applique un effort de traction sur le montant supérieur dans le plan de la plaque a 'aide d’une
presse qui engendre le déplacement du montant supérieur. Un capteur de déplacement est fixé
sur le montant supérieur qui permet de mesurer le déplacement entre le montant supérieur et la
plaque CPC, grace & une mire fixée sur la plaque CPC. Lorsque I'éprouvette est mise en charge,
le capteur mesure ainsi le déplacement relatif entre le montant métallique et la plaque CPC.
Un autre capteur de force reléve 'effort appliqué sur ’éprouvette par la presse. Les éprouvettes
ont été mise en place dans la presse par des morts auto-bloquant empéchant le glissement de
I’éprouvette durant la mise en traction. Gréace a ce dispositif, la précharge induite par le blocage
de I’éprouvette est trés petite et peut donc étre négligée dans le traitement des mesures. La photo
du banc d’essai est représentée a la figure 2.2].

2.2.2 Reésultat d’essai et analyse
Résultats des essais

Dix éprouvettes ont été préparées et testées, mais deux d’entre elles ont été prévues pour
parer a des problémes éventuels. L’exploitation des essais est donc basée sur une série de huit
éprouvettes. Les résultats des essais sont présentés a la figure Cette figure montre, pour
chaque éprouvette, le graphe de la force appliquée en fonction du déplacement mesuré.

Pour chaque éprouvette, I’essai a été mené jusqu’a la chute brutale de la raideur de I'assemblage.
Ceci conduit & des plages importantes avec une forte dispersion pour le déplacement maximal
mesuré. Dans la suite, nous avons retenu un déplacement maximal de 7 mm comme plage utile.
Cette valeur correspond a la limite supérieure pour la quelle la courbe déplacement-force expéri-
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F1G. 2.1 — Schéma, de face et de profil, de la configuration expérimentale pour un essai d’assem-
blage par vissage. La fléche verticale représente le capteur de déplacement fixé sur le montant
métallique de I'éprouvette. Le barreau horizontal représente la mire fixée sur la plaque CPC. Les
vis sont représentées par gros points.

mentale moyenne est monotone croissante. La figure 2.4 montre les 8 graphes "déplacement-force"
pour les 8 éprouvettes ainsi la courbe expérimentale moyenne (moyenne des mesures) sur la plage
d’intérét.

Analyse des résultats expérimentaux

En observant les résultats d’essai, nous constatons que la courbe expérimentale moyenne est
une fonction monotone croissante et strictement concave dans U'intervalle [0, Zyn42] avec e = 7
mm. Le modéle moyen du comportement en cisaillement qui est construit dans le paragraphe
suivant, devra donc satisfaire ces propriétés. Il est noté aussi que le nombre d’essais est faible
en raison du cotit des expérimentations. Dans ces conditions, la variabilité observée avec ce pe-
tit nombre d’essai n’est pas complétement représentative de la fluctuation statistique réelle qui
pourrait étre observée si un grand nombre d’essais était disponible. Par conséquent, une méthode
déterministe simple consistant a prendre les bornes inférieure et supérieure expérimentales ne
serait pas satisfaisante. De plus, une telle approche déterministe ne permettrait pas de calculer
la probabilité d’atteindre ces limites ainsi construites. Remarquons aussi que pour une méme
valeur du déplacement, la force expérimentale correspondante est incertaine liée a la variabilité,
et réciproquement. Ces raisons nous ont conduit a développer un modéle probabiliste pour te-
nir compte des variabilités et avoir un modéle qui interpole correctement dans ’espace statistique.
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Fi1G. 2.2 — Photo du banc d’essai de I’assemblage par vissage.
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F1G. 2.3 — Résultats des essais de comportement en cisaillement de ’assemblage par vissage.
Force appliquée en N (axe vertical) en fonction du déplacement en mm (axe horizontal).
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2.8. Construction du modéle moyen du comportement en cisaillement de l’assemblage par vissage a températur
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F1G. 2.4 — Résultat des essais de comportement en cisaillement de I’assemblage par vissage sur la
plage d’intérét. Graphe des 8 courbes expérimentales (traits minces) et la courbe expérimentale
moyenne (trait épais). Force appliquée en N (axe vertical) en fonction du déplacement en mm
(axe horizontal).

2.3 Construction du modéle moyen du comportement en cisaille-
ment de ’assemblage par vissage a température ambiante

Le modéle algébrique moyen du comportement en cisaillement a été construit pour vérifier
les hypothéses suivantes concernant les courbes déplacement-force. La fonction, sur son domaine
de définition, doit étre a valeurs positives, doit étre strictement monotone croissance et doit étre
strictement concave, et enfin, doit avoir un paramétrage minimal qui garantisse la génération
d’une famille suffisamment représentative de courbes "déplacement-force", entre autre, puisse
représenter la courbe expérimentale moyenne mais aussi les autres courbes mesurées. Soit x le
déplacement relatif et y la force appliquée, le modéle moyen proposé est écrit,

y(z) =a{(z+0)* —b*} . (2.1)

Dans I'Eq. a,b et o sont 3 parameétres réels positifs. Soit r le vecteur tel que r = (a, b, @)
qui appartient a un sous-ensemble admissible ® de R3. Le paramétre r est identifié en utilisant
la courbe expérimentale moyenne et sera appelé le paramétre d’identification du modéle moyen.
Le modéle algébrique proposé est tel que, sur lintervalle [0, Zy,q.], la fonction z—y(z) est a
valeurs positives, est monotone strictement croissante, est strictement concave, et est tel que le
déplacement relatif « est nul si la force appliquée est nulle. On en déduit que, pour tout r dans
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R et pour tout = € [0, Zymaz], on doit avoir,
y (z)
y (0)
y' () = aa(z+ 5> >0

y' (#)=a(a—1Dalz+b)>2<0

v

0
0

(2.2)

On peut déduire facilement de 'Eq. (2.2)) que les paramétres a, b et a doivent étre tels que

a>0, b>0, O<a<l , (2.3)

ce qui montre que R =0, +00[x]0, +00[x]0, 1[. L’identification des paramétres du modéle moyen
sera présentée dans le paragraphe

2.4 Construction du modéle probabiliste du comportement en
cisaillement de P’assemblage par vissage a température am-
biante

Conformément aux explications données au paragraphe les variabilités des résultats ex-
périmentaux sont pris en compte au travers d’'un modéle probabiliste consistant a modéliser les
paramétres a et b par deux variables aléatoires indépendantes A et B, a valeurs positives, dont
les valeurs moyennes sont E{A} = a et E{B} = b, ou E désigne 'espérance mathématique.
L’hypothése d’indépendance des deux variables aléatoires A et B est justifiée par le fait qu’il
n’y a pas d’information disponible concernant la dépendance statistique de ces deux variables
A et B. D’autre part, le paramétre o n’est pas modélisé par une variable aléatoire. dans ces
conditions, le paramétre vectoriel moyen du modéle probabiliste est r = (a, b, a) dont la valeur
optimale doit étre identifiée a I'aide des mesures. Par conséquent, I’'Eq. est remplacée par
I’équation aléatoire,

Y(z) = A{(z + B)* — B} . (2.4)

Il est noté que E{Y (x)} est différent de a[(xz + b)* — b*]. Pour tout x fixé, la variable aléatoire
Y () est définie sur I'espace probabilité (A, F, P), est a valeur dans R et sa loi de probabilité est
notée Py (,)(dy; ). Pour des raisons physiques, Y (x) doit étre une variable aléatoire du second-
ordre, ce qui signifie que E{Y (2)?} = [+ y2Py(x)(dy; x) < 4o00. Compte tenu de I'hypothése
d’indépendance de A et B, nous avons,

E{A?} < 40

E{[(z + B)* = B]} < +00
(2.5)

On peut vérifier que la seconde condition est satisfaite si F{B?} < +oco sachant que E{A%} <

+00.

B{Y(2)*} = E{A’} E{[(z + B)® — BY)?} < +00 — {
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On déduit de I'Eq. (2.4) que, si la force est donnée, alors le déplacement relatif  devient une
variable aléatoire X telle que

Q=

X:<%+B°‘) ~B . (2.6)

De méme, pour des raisons physiques, la variable aléatoire X doit étre du second ordre, c’est-a-
dire que E{X?} < +o00. Comme 0 < a < 1, une telle condition est satisfaite si E{A~2} < +oo0.
Finalement, les informations disponibles pour la variable aléatoire A sont : (i) le support de la
fonction de densité de probabilité est ]0, +oo], (ii) sa valeur moyenne E{A} = a, (iii) E{A7%} <
+00. La condition (iii) impliquera que E{A?} < +occ. Le principe du maximum d’entropie avec
ces informations disponibles donnent une loi Gamma pour la densité de probabilité p4(a) de A,
qui s’écrit

1 1 1/6% 1 a 1/64-1 a
ca,04) =1 — | — — | - - 2.
pA(CL,Q, A) ]0’+Oo[(a)g (5A2> F(1/5A2) (a) exXp ( Q5A2> ) ( 7)

ol 04 = 04/a est le coefficient de variation de la variable aléatoire A, qui satisfait 64 < 1/ V2,04
est I’écart type de A, I est la fonction Gamma et ot 1g(a) =1sia € Ket =0sia ¢ K. Pour la
variable aléatoire B, les informations disponibles sont (i) le support de la fonction de densité de
probabilité est ]0, +-00], (ii) sa valeur moyenne E{B} = b, (iii) E{B?} = b*(1 + d%) < +o0. Le
principe du maximum d’entropie avec ces informations disponibles donne alors une loi gaussienne
tronquée (ce n’est donc pas Gaussien),

pB(b;b,65) = 1jg 4 oe[(b)Co exp(—A1b — A2b%) (2.8)

ou (Cp, A1, A2) sont des multiplicateurs de Lagrange dont les valeurs sont calculées en résolvant
le systéme d’équations non linéaires suivant,

“+oo
CO/ bexp(—Aib— Xb?)db=1b

0
+00
co/ b? exp(—A1b — Mob?)db = b?(1 4 6%) (2.9)
0
+00
co/ exp(—A1b — Apb?)db =1
0

Les fonctions de densité de probabilité p4 et pgp ne dépendent donc que du vecteur r a valeurs
dans R et du vecteur des paramétres de dispersion § = (d4,dp) & valeurs dans son ensemble
admissible A. Le paramétre 6 permet de controler le niveau de fluctuations statistiques, c’est-a-
dire le niveau d’incertitudes.

2.5 Identification expérimentale des paramétres des modéles dé-
terministe et probabiliste

Conformément aux explications données dans le paragraphe il y a deux types de para-
métres & identifier : le vecteur r € R et le vecteur r € R controlant les moyennes, et le vecteur
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0 € A controlant les dispersions. Ces vecteurs sont identifiées en utilisant les ve., = 8 courbes ex-
périmentales y*?> (), ..., y*P>Ye=r (z) pour € [0, Tmqz). Ces courbes expérimentales sont consi-
dérées comme des réalisations indépendantes d’une courbe aléatoire {Y**P(z),x € [0, Zymqaz]}. La
moyenne d’échantillon {y“P(z),z € [0, Zymas)}, appelée courbe expérimentale moyenne, est telle

que pour tout z,
Vexp

gexp(x> = (l/Vexp> Z yea:p,é(x>
=1
L’identification de ces vecteurs est effectuée en deux étapes pour lesquelles on doit résoudre des
problémes d’optimisation. Ces problémes d’optimisation sont non convexes et sont résolus par la
"méthode d’essai" en tirant des valeurs dans la région d’une valeur initiale. La premiére étape
consiste & calculer une valeur optimale initiale du vecteur r par la méthode des moindres carrés
(paragraphe . Cette valeur optimale, notée rg, est utilisée comme valeur initiale pour la
seconde étape. La seconde étape concerne 'identification des parameétres du modéle probabiliste
et donc l'identification du vecteur r et du vecteur & (paragraphe [2.5.2). Pour cela deux sous-
étapes sont introduites. La premiére consiste & estimer une valeur optimale de &, d’une part,
par la méthode des moindres carrés avec une fonction cotit usuelle différentiable et d’autre part,
avec une fonction coiit plus sophistiquée mais non différentiable. Nous verrons que la fonction
colit non différentiable est plus pertinente que la différentiable. La seconde sous-étape consiste a
estimer la valeur optimale de r et § par la méthode du maximum de vraisemblance avec, pour
valeur initiale, la valeur calculée & la premiére sous-étape par la fonction cotit non différentiable.

2.5.1 Identification des paramétres du modéle moyen

Le modéle moyen du comportement de 'assemblage par vissage a été présenté au para-
graphe Le paramétre a identifier est le vecteur r = (a,b, ) qui appartient au domaine
R =]0, +00[x]0, +00[x]0, 1[. Sa valeur optimale est estimée en résolvant le probléme d’optimisa-

tion suivant,

ro = (a0, bo, a0) = arg min / (y(zir) — y*P(2)  de (2.10)
reR 0

ot Y°P(2) = (1/Vewp) D_pe? y°*P*(x) est la courbe expérimentale moyenne. La valeur optimale
du paramétre est ro = (ao, bo, @) = (32108, 0.01905, 0.00294), ces coefficients ayant les dimen-
sions telles que le déplacement = soit en mm, et la force y en N pour la loi de comportement.
La comparaison entre le modéle moyen et le résultat expérimental moyen est présentée a la fi-
gure [2.5]

La figure montre que la courbe expérimentale moyenne est bien représentée par la courbe du
modéle moyen identifié. Cette valeur optimale rg du parameétre r du modéle moyen sera utilisée
comme une valeur initiale pour l'identification des paramétres du modéle probabiliste.
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F1G. 2.5 — Comparaison de la courbe expérimentale moyenne (trait fin) avec le modéle moyen
identifié (trait épais). Force appliquée en N (axe verticale) en fonction du déplacement en mm
(axe horizontale).

2.5.2 Identification des paramétres du modéle probabiliste

Comme nous lavons expliqué dans le paragraphe [2.4] il y a deux types de paramétre du mo-
déle probabiliste & identifier : le vecteur r et le vecteur d qui controle la dispersion. L’identification
est faite en deux étapes pour estimer la valeur optimale (r,§)°?" du paramétre (r,d) € £ x A.
La premiére sous-étape consiste a utiliser la méthode des moindres carrés d’une part, avec une
fonction cott différentiable et d’autre part, avec une fonction non différentiable. La seconde sous-

étape est la mise en oeuvre de la méthode du maximum de vraisemblance.

Meéthode des moindres carrés

La méthode des moindres carrés est une méthode usuelle en statistiques mathématiques
utilisée pour calculer 'estimation de paramétres. Cette méthode consiste & minimiser la somme
des carrés résiduels qui sont définis comme la différence entre une donnée expérimentale et
la valeur correspondante calculée par le modéle. Le probléme d’identification revient alors a
un probléme d’optimisation consistant & minimiser sur l’espace admissible la fonction cott (ou
encore, fonction "objectif"). Nous considérons deux fonctions cotts, une fonction différentiable
par rapport aux paramétres a estimer et une fonction cotit non différentiable.
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Cas de la fonction différentiable

Pour tout r fixé dans R et pour tout § fixé dans A, nous introduisons la fonction coiit suivante,

res) = [T e v (2.11)

Le probléme d’identification est de trouver (ry,dp) qui minimise cette fonction cott f sur l'es-
pace admissible & x A. En développant le membre & droite de I’'Eq. , grace a la linéarité
de I'espérance mathématique et en tenant compte de I'indépendance des familles de variables
aléatoires {Y (z;r,z € [0, Tmae)} et {YP(x), 2 € [0, Zymaz]}, on vérifie que la minimisation de la
fonction coiit f est équivalente a la minimisation de la fonction cotlit g suivante,

oe.8) = [ (B{((@in.0) ~ Ylwir 0} + (Vwir ) -y @) ) do (212

ouY(x;r,8) = E{Y (x;r,d)}. Dans cette premiére sous-étape de la minimisation, nous utilisons
la valeur optimale ro = (ag, by, ap) du paramétre du modéle moyen identifiée dans le paragraphe
comme une valeur fixée dans la fonction coiit de I’'Eq. , qui ne dépend donc plus que
du vecteur 8. Le probléme d’identification devient & trouver la valeur optimale dy de § dans A,
telle que,

0 = axg min /0’” (E{(Y(2:r0,8) — Y (310,8))*} + (Y(w;10,8) — 4P ()" do . (2.13)

Nous pouvons détailler les termes de la fonction cotit définie par 'Eq. (2.12). On a,

E{(Y (;10,68) — Y (x; 10, 5))2} =F {Yz(x; ro,8)} — Y (z; 10, 8)? . (2.14)
Par définition de ’espérance mathématique, nous avons,

Y(x;r9,0) = E{Y (x;10,0)} = E{A(x + B)* — B*} = E{A} E{(z + B)* — B"}

oo 2.15
= ao/ ((x +b)* —b%) pp(b;bo, d5) db (2.15)
0
et
E{Y*(2i10,8)} = E{AX((x + B)* — B*)?} = B{A%}E{((z + B)" — B*)?}
+oo 2.16
= (0% + 1)a3/ ((z 4+ 0)* —b*)? pp(b; b, dp) db . (2.16)
0
Pour simplifier ’écriture, nous posons
—+00
I (x5 b0,0B) = / ((x +0)* = b%) pp(b; by, 65) db
0+oo (2'17)
Iy(z;bo,0p) = / ((z 4+ b)* — b*)? pg(b; b, dp) db
0
Dans ce cas, le probléme de minimisation défini par I'Eq. (2.13)) se réécrit,
dp = arg zlsqéirAl g(d) (2.18)
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avec

g(8) = (53 + 1)a3 / - Iy(x;bo,0p) dx — a% / " I (x; b0,53)2 dx
0 0

Tmax
+/ (ao I (x; by, 0B) — ye”jp(:ﬂ))2 dv . (2.19)
0

Notons que la fonction g peut s’écrire

g(84,08) = 64 J1(6) + Jo(dB) (2.20)

avec Jp et Jo tels que

J1(0B) :a%/ Iy(x;bo,0p)dx
0

Jo(0) = J1(65) — ag/ Il(x;bo,éB)de—i—/ (a0 I (a3 b, 65) — 4™ (2))2 de . (2.21)
0 0

Le probléme de minimisation est résolu par la méthode d’essai. Pour évaluer la fonction cofit, les
intégrales I1(x, by, dp) et Ia(x, by, 0p), définies par 'Eq. (2.17]), sont calculées par la méthode de
Monte Carlo. Soit I représentant I; ou Is. Pour tout z fixée, on peut écrire I sous la forme,

1= /0 " h(b) pis (b o, Gp)b = B {R(B)) (2.22)

dans la quelle, h(b) représente la fonction appropriée. Soient B(61),...,B(6,), v réalisations
indépendantes de la variable aléatoire B ayant pour densité de probabilité pg(b;by,dp). On a
alors I'estimation suivante de I,

v

LS h By (2.23)

I~ -
v
k=1

Concernant la génération des réalisations indépendantes de la variable aléatoire B, nous avons
utilisé la méthode de transformation inverse. Elle est basée sur le résultat connu suivant : si B est
une variable aléatoire de fonction de répartition F(b), et si U est une variable aléatoire uniforme
sur [0, 1], alors B(6},) est solution de U(fy) = Fp(B(0)), c’est-a-dire, B(0;) = F5' (U(fy)). La

fonction de répartition de B s’écrit,

b b
Fp(b) :/ pB(b;bo,aB)db:CO/ exp(—Ait — \ot?)dt =

0 0
[ 2 A1 Al
=y 4—)\Qexp (4)\12> (erf (\//\gb—i— 5 7\2> —erf (2 T\2>)

ou erf est la fonction définie par erf(z) = (2/v/7) [y e~"ds. Par conséquent, nous déduisons la

(2.24)

fonction inverse de la fonction de répartition de la variable aléatoire B,

Fpl(u) = ky inverf (ko u + k3) — ka (2.25)
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dans la quelle, inverf est la fonction inverse de la fonction d’erreur et ki, ko, k3 et k4 sont des
coefficients tels que,

1 1 [4) A2 A1 At
by = e hy = 222 AT I A A B 2.26
YT T eV eXp( 4>\2>’ 3 erf(wz T N (2.26)

A titre indicatif, le graphe de la fonction dp — ¢(0,0p5) est montré sur la figure
La solution trouvée par la méthode d’essai donne § = (d4, dg) = (0, 0), c’est-a-dire que le

x 10°

15

—_
o
T

(&)
T

Fonction cout différentiable

OO 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Coefficient de dispersion 3

F1G. 2.6 — Graphe de la fonction cott g — ¢(0,dp).

modéle optimal, vu par cette fonction cofit, est le modéle déterministe moyen. Ce résultat est
cohérent, car la fonction coiit ne tient compte que de la valeur expérimentale moyenne mais pas
des fluctuations statistiques expérimentales. L’Eq. montre, en effet, que la fonction cout
est la somme du biais sur les moyennes et de la variance du modéle. Comme le modéle moyen
est trés bien ajusté sur la courbe expérimentale moyenne, une dispersion nulle dans le modéle
donne le minimum absolu de la fonction cotit. Dans ces conditions, une autre fonction cotit doit
étre construite. C’est 'objet du paragraphe suivant.

Cas de la fonction non différentiable

On propose comme autre fonction cofit, une fonction non différentiable construite en se
basant sur le critére suivant : les courbes expérimentales appartiennent & la région de confiance
des courbes aléatoires engendrées par le modéle probabiliste et associée a un niveau P, donné
de probabilité. Soient y*(z;r,d) et y~(x;r,8), avec © € [0, Timaz], les enveloppes supérieure et
inférieure de la région de confiance de la courbe aléatoire, associées au niveau de probabilité P..
Donc pour tout z fixé, on a Proba{y~ (z;r,d) < Y(z;r,8) < y*(x;r,8)} = P.. Pour tout z
fixé, soient y**P~(x) = miny—y ., Yol (x) et y*Pt(z) = maxy—i. ., y°™P*(x) les enveloppes
inférieur et supérieur des réalisations expérimentales. La fonction cotlit non différentiable est
alors construite pour minimiser la zone définie par la région grisée (ou la région en jaune pour
la version en couleur) montrée sur la figure .
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F1G. 2.7 — Schéma définissant la fonction cotit non différentiable. Cette fonction colit mesure la

région grisée.

Soit donc {z1,...,zm} avec 1 = 0 et z,, = Tyma, une partition a pas constant de 'intervalle
[0 Zmaz]. On introduit les deux vecteurs z* (r,8) = (27 (x1;r,8),...,27 (x;m;1,8)) et 27 (r,d) =
(27 (z151,0), ..., 27 (w1, 0)) tels que,

(g1, 0) = (v (zas 1, 8) — y*PH (21)) (1 — Heav(y™ (ap; 1, 8) — y*PH (21)))

2 (wp;r,0) = (y~ (zi; 1, 8) — y“P () (1 — Heav(y™ (i1, 8) — y= P~ (x1))) (2.27)

dans laquelle, t — Heav(t) est la fonction de Heaviside telle que Heav(t) = 1 sit > 0 et
Heav(t) = 0sit < 0. La fonction cott (r,d) — J(r,d) est définie par

J(r,8) = [z (x, &) + [z~ (x, 6)|* (2.28)

La fonction cotlt définie par 'Eq. n’est pas différentiable par rapport au parameétre (r, d).
En fixant la valeur du parameétre r = ry calculée au paragraphe [2.5.1] la minimisation de la
fonction permet de trouver la valeur optimale 53 du paramétre de dispersion & = (34, 65) du
modéle probabiliste,

80" = (9, 650)™" = arg min J(ro, 6) . (2.29)
S

Pour le calcul des enveloppes supérieure et inférieure par la méthode des quantiles, pour chaque
xr, on introduit la statistique ordonnée 7 < Yo < ... < Yp, des ng réalisations Y (zy;r, d;61),

., Y(xg;x,0;0,,) de la variable aléatoire Y (zp;r,d). Une estimation de y~ (x;r,d) et de
yT (xp; 1, 8) est donnée par

y_($k§£7 6) = f/g\j* avec j- = fix(ns(l - Pc)/z) )

yt(zp;r,8) g+ avec jT = fiz(ns(l+ F.)/2) |
ou fix(x) est la partie entiére du réel z. La minimisation de la fonction cotit définie par I’'Eq.
a &té réalisée par la méthode d’essai en tirant 200 valeurs dans le rectangle [0,0.04] x [0,0.25]
La solution estimée est § = (4, 6p) = (0,0.1703). A titre d’illustration, les figures et
représente les deux coupes de la surface définie par la fonction cotit pour ég =0 et d4 = 0.

(2.30)
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La région de confiance du modéle probabiliste a été construite avec un niveau de probabi-
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F1G. 2.8 — Graphe de la fonction §4 +— J(rg, (d4,0))
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F1G. 2.9 — Graphe de la fonction g — J(rg, (0,05))

lité P. = 0.95. La figure montre une comparaison entre les courbes expérimentales et
la région de confiance construite avec le modele probabiliste identifiée avec les valeurs ry =

(32108,0.01905,0.00294 et Jgpt = (0,0.1703).

La figure montre que le modéle probabiliste ainsi identifié donne déja des prévisions satis-
faisantes. Néanmoins, la méthode d’identification par les moindres carrés ne permet pas d’inclure
dans la région de confiance toutes les courbes expérimentales. Nous allons voir, que la méthode du
maximum de vraisemblance va permettre d’obtenir un meilleur modéle de prévision des courbes
expérimentales.

Meéthode de maximum de vraisemblance

Dans ce paragraphe, on présente une autre méthode d’identification des paramétres, basée sur
la méthode du maximum de vraisemblance, qui permet d’améliorer I'identification des paramétres
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F1G. 2.10 — Comparaison des 8 courbes expérimentales (8 traits continus) avec la région de
confiance (zone grise) construite avec le modéle probabiliste identifié par la méthode des moindres
carrés avec la fonction cotit non-différentiable.

effectuée par la méthode des moindres carrés avec la fonction cotit non différentiable.
Soit
Y ()’ da

anazﬁmmwwmﬁ—

la variable aléatoire dont la fonction de densité de probabilité est notée pc(c;r, d) avec (r,d) =

((a,b, ), (64,0B)) est le vecteur a identifier dans I'espace admissible # x A. Soit [, ..., ¢/
les données expérimentales telles que
Tmazx 2
6= [ (i) -y @) e =L
0

Soit L(r,d) la fonction log-vraisemblance définie sur & x A & valeurs dans R™, telle que,

Vexp

L(r,8) = Zlog (pc(c;™;r, A)) . (2.31)
(=1

Le probléme d’identification est donc de trouver la valeur optimale du paramétre (r,§)°P qui
maximise la fonction log-vraisemblance,

(r,8)%" = arg (;,glea;%(xA L(r,d) . (2.32)

Pour tout (r,d) dans R x A, la fonction densité de probabilité po(c;r,d) est estimée par la
méthode statistique non paramétrique utilisant la méthode des noyaux gaussiens pour laquelle
les réalisations indépendantes de la variable aléatoire C(r, d) sont construites par la méthode de
Monte Carlo. Une analyse de convergence par rapport au nombre ng de tirages 61, ..., 6,, pour
la méthode de Monte Carlo a été menée.

1 &
7MMW%FFZWWW. (2.33)
5 =1
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Chapitre 2. Construction des modéles de la loi de comportement en cisaillement de [’assemblage

La figure présente le graphe de la fonction ng — conv(ng) pour (a, b, a, 64, 6p) =
(33208,0.0108,0.0024,0.,0.2658) (ce sera en fait la valeur optimale). La convergence est at-
teinte a partir de ng = 4000 pour ces valeurs de r et 9.

Le probléme d’optimisation est résolue par une méthode de recherche aléatoire (méthode d’es-

22

21.5f N

211 N

—

20 §

conv(ns)

! 9'50 2000 4000 6000 8000 10000

Nombre de simulation numérique (ns)

F1G. 2.11 — Convergence vis-a-vis du nombre de tirages. Graphe de la fonction ng — conv(ns)

sai) dans une partie de # x A centrée autour du point optimal r, = (32108,0.01905,0.00294
et égpt = (0,0.1703) qui a été déterminé précédemment. Cette partie est [26 000,39 000] x
[0.004,0.03] x [0.002,0.0036] x [0.,0.15] x [0.15,0.5]. A titre d’illustration, les figures
[2.14] 2.15] et [2.16] montrent les coupes de I’hypersurface, définie par la fonction log-vraisemblance,
par les hyperplans paralléles aux hyperplans définis par les axes et passant par le point optimal
ro = (32108,0.01905,0.00294) et 58pt = (0,0.1703). Nous remarquons que le graphe de la
fonction 54 +— L(rg, (54, {05}"") est une fonction monotone décroissante. En fait, comme pré-

N

cédemment, la valeur optimale conduira & d4 = 0, c’est-a-dire, & une valeur déterministe de
A. D’autre part les fluctuations qui apparaissent sur la figure 2.15] sont liées & un manque de
convergence par rapport & ng. Cela n’est pas génant car la solution optimale correspond & 64 = 0
pour laquelle la convergence est atteinte.

La valeur optimale estimée par le maximum de vraisemblance est (r, §)°"" = (a, b, a, 4, 65)°Pt =
(33208,0.0108,0.0024,0.,0.2658).

La région de confiance construit avec le modéle stochastique identifié par le maximum de vrai-
semblance, associé au niveau de probabilité P. = 0,95, et correspondant au paramétre optimal
(r,8)' = (a, b, a, 64, 6)°Pt = (33208 ,0.0108,0.0024, 0., 0.2658) est montrée a la figure
Cette figure montre que ’on a une bonne prévision avec ce modéle probabiliste.
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2.5. Identification expérimentale des paramétres des modéles déterministe et probabiliste
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F1G. 2.12 — Graphe de la fonction log-vraisemblance a — L((a, by, o), 58pt)
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Chapitre 2. Construction des modéles de la loi de comportement en cisaillement de [’assemblage
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FIG. 2.15 - Graphe de la fonction log-vraisemblance d4 — L(rg, (34, {05}7))
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F1G. 2.16 — Graphe de la fonction log-vraisemblance 65 — L(rg, ({54}, 05))

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit et identifié la loi de comportement en cisaillement de
I’assemblage par vissage d’une plaque CPC avec un montant métallique, pour la température
ambiante. L’identification a été faite & partir de mesures que nous avons réalisées au CSTB.
Nous avons décrit le banc expérimental et les configurations mesurées. Nous avons développé
un modéle moyen et nous l'avons identifié expérimentalement. Puis, pour tenir compte de la
variabilité des résultats expérimentaux, nous avons développer un modéle probabiliste que nous
avons identifié avec les mesures expérimentales.
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2.6. Conclusion

Force (N

OO 1 2 3 4 5 6 7

Déplacement x(mm)

F1G. 2.17 — Comparaison des 8 courbes expérimentales (8 traits continus) avec la région de

confiance (zone grise) construite avec le modéle probabiliste identifié par la méthode de maximum

de vraisemblance.
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Chapitre 3

Caractérisations expérimentales
thermiques et thermomeécaniques d’une

plaque CPC

Pour une modélisation compléte de la cloison légere, il est nécessaire de déterminer les carac-
téristiques thermiques et thermomécaniques de la plaque CPC, soumise a une charge thermique
définie par la courbe ISO 834, sachant que ces caractéristiques dépendent de la vitesse de mon-
tée en température. Nous présentons dans ce chapitre ’ensemble des essais de caractérisation.
Notons que chaque essai que nous avons réalisé au CSTB a été fait sur parement simple et sur
parement double :

- essats dédiés aur mesures de la dilatation thermique et de la courbure thermique de la plaque
CPC.

- essais dédiés aux mesures de la perte de masse et de la température sur la face exposée et la face
non exposée de la plaque CPC, aprés 30 minutes de charge thermique équivalente & celle définie
par la courbe I1SO 834.

- essais dédiés aux mesures du comportement en traction et du comportement en compression de
la plaque CPC, a plusieurs instants de ’évolution temporelle de la charge thermique équivalente
a celle définie par la courbe ISO 834.

3.1 Présentation du banc de charge thermique (BCT)

Concernant la charge thermique, un banc essai de charge thermique (BCT) (voir la figure 3.1])
a été développé au CSTB dans le cadre de la thése de S. Sakji [61]. Ce banc peut reproduire un
flux de chaleur équivalent & celui induit par la charge thermique définie par la courbe ISO 834. Le
BCT se compose d’'un panneau radiant et d’un chariot mobile automatisé. Un porte-éprouvette
a été fixé sur le chariot mobile pour tenir I’éprouvette. Le panneau radiant est constitué d’un
matériau réfractaire chauffé par un gaz combustible qui assure le role de source de chaleur par
rayonnement.
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC

FiG. 3.1 — Banc de charge thermique

Pour une charge thermique définie par la courbe ISO 834, le flux de chaleur que regoit 1’éprou-
vette est reproduit soit en modifiant le débit de gaz combustible soit en variant la distance entre
I'éprouvette et le panneau radiant. Ce banc de charge thermique (BCT) a été développé en fai-
sant varier cette distance et en supposant que I’émittance du panneau radiant est constante tout
au long de la durée d’un essai. Pour ce faire, I’éprouvette est placée sur le porte-éprouvette fixé
au chariot mobile mi par un moteur pas a pas et 'opération de charge thermique des éprouvettes
a lieu une fois que le panneau radiant a atteint son régime permanent. La combinaison d’une
source de chaleur utilisée en régime permanent et du déplacement de 1’éprouvette controlé au
millimétre prés assure une excellente reproductibilité des charges thermiques.

Le mouvement du chariot mobile est défini par des procédures suivantes :

- Mesurer la température de surface du panneau radiant lors que le BCT atteint son régime
permanent. Les mesures montrent que le champ de température au niveau de la surface du pan-
neau radiant ont une bonne homogénéité et que le panneau radiant offre une puissance nominale
suffisante pour reproduire ’historique d’une charge thermique spécifiée.

- Calculer le flux total incident sur une éprouvette lors d’un essai de résistance au feu.
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3.2. Mesure de la dilatation thermique et de la courbure thermique

- Calculer la position théorique de 1’éprouvette par rapport au panneau radiant en utilisant la
loi de Stéfan-Boltzman.

- Imposer le mouvement du chariot a ’aide d’un variateur dans lequel la loi d’évolution tempo-
relle a été implémentée. La précision du déplacement du chariot est de ’ordre du millimétre.

3.2 Mesure de la dilatation thermique et de la courbure ther-
mique

3.2.1 Objectif des mesures

Ces essais consistent a mesurer les déplacements de plusieurs points (7 points) de I'éprouvette
pour calculer la dilatation thermique et la courbure thermique des plaques CPC et soumise & la
charge thermique par le BCT. Le flux de chaleur est équivalent a celui donné par la courbe ISO
834.

3.2.2 Configuration expérimentale

Dix éprouvettes de plaque CPC en parement simple et dix en parement double, rectangulaires,
de méme dimension 100 x 400 mm?, ont été testées. Pour les essais de parement double, les deux
plaques CPC sont fixées par vissage avec une vis au centre. Le BCT sollicite thermiquement une
face des éprouvettes. Théoriquement, grace aux propriétés de symétrie de la source de charge
thermique et de ’éprouvette, on devrait utiliser 5 capteurs pour mesurer la dilatation thermique
et la courbure thermique : un capteur mesure le déplacement du point au milieu de la plaque,
2 capteurs mesurent le déplacement des points sous deux tiges en aluminium vissées & chaque
extrémité de la plaque et deux autres capteurs mesurent le déplacement de ces deux tiges. Mais
en réalité, ce montage peut entrainer une petite rotation de ’ensemble du systéme. Nous avons
donc ajouté deux capteurs de chaque coté de maniére a controler 'estimation faite avec les 5
points de la dilatation thermique et de la courbure thermique. Les positions de capteurs sont
montrés sur le schéma de la figure 3.2

Protection « » Protection

'E----U—-—-E'

==

Fi1G. 3.2 — Position des capteurs de déplacement de ’essai de déformation thermique.
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC

Dans la figure Ly est la valeur initiale avant ’application de la charge thermique. Les
fleches correspondent & 'emplacement des capteurs de déplacement. Un déplacement suivant
le sens des fleches est un déplacement négatif. Deux plaques d’isolation thermique sont mise en
place aux deux extrémités de la plaque CPC. Les éprouvettes sont sollicitées par le BCT pendant
30 minutes. Les valeurs des capteurs de déplacement sont mesurées toutes les 5 secondes.

La figure montre le banc de mesure (éprouvette et capteurs). Il est & noter que le capteur
de mesure du déplacement au point milieu de la plaque a été décalé vers le bas par rapport a la
ligne moyenne de la plaque pour des questions de montage, mais ce décalage ne géne pas car les
déplacements sont uniformes sur la hauteur de I’éprouvette. Il est noté aussi que, pour les essais
de plaque CPC en parement double, les capteurs de mesure de déplacement ont été mis sur la
seconde plaque.

F1G. 3.3 — Banc de mesure (éprouvette et capteurs de déplacement) pour I'essai de déformation
thermique.

3.2.3 Reésultats et analyse
Reésultats d’essais

A la figure nous présentons les mesures d’un essai de la plaque CPC en parement simple.
Nous constatons que dans cet essai, le déplacement du capteur au centre prend une valeur négative
pendant environ 18 mn (soit 1080 s) de charge thermique par le BCT, et apreés il change le signe.
Cela signifie qu’au bout de 18 mn la plaque s’oriente vers le feu, apreés elle s’inverse. La figure [3.5
montre la déformation de I’éprouvette en parement simple aprés 15 mn de charge thermique par
le BCT.
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3.2. Mesure de la dilatation thermique et de la courbure thermique

Calcul de la courbure thermique et de la dilatation thermique

La dilatation thermique et la courbure thermique de la plaque CPC soumise une charge
thermique sont calculées analytiquement comme il est expliqué ci-dessous.
Soient Al(t) la dilatation et w(t) la courbure de la plaque & U'instant ¢ dus a la charge thermique
par le BCT. En chaque point d’appui, le déplacement de la plaque peut s’exprimer a I'aide d’une
translation et d’une rotation de section. Le schéma (voir les figures et présentent 1’état
déformé de la plaque. Dans le repére (O, 1,j) (voir figure , par convention le capteur indique
des valeurs négatives quand la plaque se bombe vers le feu. Soient Uy () et Us(t) les vecteurs
du déplacement des points 1 et 2 et soient Q¢ (t) et Qp(t) les rotations des tiges en aluminium
a gauche et a droite. A cause de la taille de I’éprouvette et du niveau de déformation thermique
faible, la courbure thermique de la plaque CPC est calculée en supposant que les déplacements
sont petits. Nous pouvons donc calculer la courbure en négligeant la translation.
Soit 7(t) = 1/w(t) le rayon de courbure, et soient (a(t), b(t)) les coordonnées du centre du cercle
dans le repére (O, 1,j) a I'instant ¢ de la charge thermique par le BCT. Soit (z,y) les coordonnées
d’un point du plan dans le repére. L’équation du cercle est :

(z —alt)) + (y = b(t))* = r(t)* . (3.1)

En prenant l'origine du repére au point 1 ’équation, on a la relation,

a(t)? +b(t): =r(t)> . (3.2)

1,5
— Capt loin a gauche
— Capt proche a gauche
Capt a I'appui gauche
14 — Capt au centre”
— Capt Pr_oche a droit
— Capt loin a droit
— Capt a I'appui droite
c 0,5 -
IS
: /)
)
% 0 w/\ 1l
£ a4 oA
)
Q
<
[oX
©
0-0,5 4
-1 4

-1,5

Temps en seconde (s)

FiG. 3.4 — Mesures d'un essai de déformation thermique. Le déplacement du capteur au centre

prend une valeur négative lorsque la plaque est orientée vers le feu.
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC

FiG. 3.5 — Déformation de la plaque CPC en parement simple aprés 15 mn de charge thermique
par le BCT .

M

L Sollicitation thermique

centre

CloinD
D
FiG. 3.6 — Déformation de la plaque CPC induite par la charge thermique.
Dans ce repére dont l'origine est au point 1, nous savons que a(t) est positif et que b(t) est

négatif si la concavité est tournée vers le feu (cas de la figure). Soient (x2,y2) et (x3,y3) les
coordonnées des points 2 et 3 (voir figure dans le repére dont l'origine est au point 1. Ces
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3.2. Mesure de la dilatation thermique et de la courbure thermique

deux points étant sur le cercle, on a les relations,

(z3(t) — a(t))® + (y3(t) — b(t))* = a(t)® + b(t)?

En connaissant les cordonnées des points 2 et 3 & chaque instant de la charge thermique, données

{ (w2(t) = () + (1) = b(1))> = a(t)? +b(1)* 53)

par les capteurs de déplacement, nous pouvons déterminer les cordonnées du centre de cercle
a(t) et b(t) en résolvant ce systéme,

a(t) = {y2(t)(w3(t)* + ys(t)?) — ya(t) (w2(t)* + y2()*) H2(ys () 22(t) — y2(t)23(t))} "
b(t) = {z5(t)* — 2z3(t)a(t) + ys(t)*H2ys ()}
(3.4)
Une fois que les cordonnées du centre de cercle sont déterminées, la courbure de la plaque et
I’angle de rotation des tiges en aluminium sont données par,

w(t) = —{alt)? + b)) 2 sign(ya(t) — 2 Dyo(r))
tan Qc(t) = —a(t)/b(1), (3.5)
tan Qp(t) = {Lo — a()}{b(1) — ()} "

La dilatation de la plaque CPC, mesurée suivant i, qui est le déplacement relatif entre les

deux points 1 et 2, s’écrit,

Al(t) =< Ug(t) - U; (t) > (3.6)

avec < .,. > le produit scalaire. En notant e I’épaisseur de la plaque, le déplacement du point
situé au niveau de 'appui gauche, est défini (voir schéma de la figure |3.8)) par :

FiG. 3.7 — Plaque se bombe vers le feu.
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC
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FiG. 3.8 — Schéma des déplacements au niveau de l'appui gauche.

- Une rotation Q¢(t)

orocheG(t) = —Yprochec tanQg(t)

lomc(t) = —Yioing tanQa(t) (3.7)
CE(t) = §(emazm — V)

- Un vecteur de translation U

{<$M£wZQ%dw=4m—mmwmw>,

3.8
CE(t) = Uy, + Uy, tanQq(t) (38)

avec Uy = (Uy,, Ukj). Par combinaison des deux équations, on obtient,

CprOcheG(t) = _Uli - Ulj tan QG(t) — YprocheG tan QG(t) )
Cioina(t) = =U1, — Uy, tan Qa(t) — Yioimc tan Qa(t) (3.9)

Ca(t) = U, + Uy, tan Qa(t) + 5 (saom — L

En supposant que la rotation est petite, ¢’est-a-dire cos Qg (t) ~ 1, le déplacement du point 1 est
déterminé par les valeurs mesurées avec les capteurs. De méme, le déplacement du point 2 est
donné par,

Uz, (t) = Cproche 0(t) — Qp(t)(yp — Cp(1)) (3.10)

La dilatation thermique et la courbure thermique des dix essais de plaque CPC en parement
simple ont été calculées et présentées sur les figures et

{ Uli (t) = _CprocheG’(t) - QG(t) (?JG - CG(t)) ;
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3.2. Mesure de la dilatation thermique et de la courbure thermique
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F1G. 3.9 — Dilatation thermique de la plaque CPC en parement simple pendant 30 mn (soit 1800
s) de charge thermique par le BCT. Les dix courbes représentent les résultats de dix essais.
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F1G. 3.10 — Courbure thermique de la plaque CPC en parement simple pendant 30 mn (soit 1800
s) de charge thermique par le BCT. Les dix courbes représentent les résultats de dix essais.

Les résultats d’essais montre que la plaque CPC en parement simple se dilate trés fortement
pendant les 5 premiéres minutes de charge thermique (la pente des courbes de la dilatation ther-
mique augmente), entre 5 et 7 minutes la dilatation est quasi-inchangée, elle atteint sa valeur
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC

maximale aprés 10 minutes et est de 'ordre de 0.15%. A partir de 10 minutes, la plaque a ten-
dance a se contracter. Elle revient & sa configuration initiale aprés environ 18 a 20 minutes. Au
bout de 20 minutes, on observe le phénoméne inverse. La plaque se contracte et sa concavité est
orientée a 'opposé de la source thermique. La courbure thermique de la plaque CPC en parement
simple varie de la méme maniére. Elle prend une valeur négative lorsque la concavité est orientée
vers la source thermique. La courbure augmente pendant les 10 premiéres minutes pour atteindre
sa valeur maximale (~ 0.06 m~!), puis elle diminue.

Les figures[3.11] et montrent les résultats des dix essais en parement double. Nous consta-
tons que la dilatation thermique de la plaque CPC en parement double, soumise a la charge ther-
mique par le BCT, est identique a celle de la plaque en parement simple mais avec un décalage
du temps. La dilatation thermique augmente trés fortement pendant les 7 premiéres minutes,
puis entre 7 et 15 minutes, elle est quasi-inchangée. A partir de 15 minutes, la dilatation continue
a augmenter jusqu’a 25 minutes et atteint sa valeur maximale de (~ 0.15%). Aprés 25 minutes,
elle diminue. La courbure de la plaque CPC en parement double atteint sa valeur maximale qui
est environ 0.05 m™!. Il est aussi & noter que la variabilité du résultat des essais en parement
double est plus grande que celle des essais en parement simple.
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F1G. 3.11 — Dilatation thermique de la plaque CPC en parement double pendant 30 mn (soit
1800 s) de charge thermique par le BCT. Les dix courbes représentent les résultats de dix essais.
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3.8. Mesure de la température et de la perte de masse de la plague CPC
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F1G. 3.12 — Courbure thermique de la plaque CPC en parement double pendant 30 mn (soit 1800
s) de charge thermique par le BCT. Les dix courbes représentent les résultats de dix essais.

3.3 Mesure de la température et de la perte de masse de la plaque
CPC soumise a la charge thermique

3.3.1 Objectif des mesures

Ces essais ont pour but de mesurer la température de la face exposée et de la face non exposée
ainsi que ’évolution de la masse de la plaque CPC soumise & la charge thermique par le BCT.
Ces essais ont été réalisés pour mieux comprendre le comportement thermique de la plaque CPC.

3.3.2 Configuration expérimentale

Pour ces essais, nous avons utilisé les éprouvettes de méme dimension que celles des essais de
déformation thermique présentés au paragraphe Les capteurs sont des thermométres collés
sur 'éprouvette et permettant de mesurer la température pendant environ 30 minutes de charge
thermique par le BCT. La masse de la plaque a été mesurée avec une balance de précision, d’une
part avant le début des essais et d’autre part, aprés un instant pré-choisi pour estimer la perte
de masse des éprouvettes. Des essais de plaque en parement simple et en parement double ont
été réalisés.

3.3.3 Reésultats d’essai

Les figures [3.13] et [3.14] montrent les résultats des essais de mesure de température pour 5
plaques et de mesure de la perte de masse pour 5 autres plaques CPC en parement simple.

67



Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC
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Fi1G. 3.13 — Température pour chacune des deux faces de la plaque en parement simple. Les traits
minces continus représentent la température sur la face exposée, les traits en tirets représentent
la température sur la face non exposée et les traits épais continus représentent la température
ambiante.
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FiG. 3.14 — Evolution de la masse en pourcentage par rapport & la masse initiale de 5 plaques
CPC en parement simple sous une charge thermique selon courbe ISO 834.
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3.8. Mesure de la température et de la perte de masse de la plague CPC

En analysant les résultats des mesures de la température et de la perte de masse pour les
plaques CPC en parement simple, nous constatons que :
- entre 0 et 5 minutes de charge thermique, la température de la face exposée augmente trés
fortement, tandis que celle de la face non exposée ne croit pas significativement. La perte de
masse est aussi petite dans cette phase,
- entre 5 et 7 minutes, la température de la face non exposée commence a augmenter, la pente
de la courbe de perte de masse croit simultanément ,
- entre 7 et 10 minutes, la vitesse d’augmentation de la température de la face exposée diminue,
- entre 10 et 18 & 20 minutes, la courbe de la température sur la face non exposée est une droite
horizontale, ce qui signifie que la température de la face non exposée est quasi-inchangée,
- & partir de 18 & 20 minutes, la température de la face non exposée croit de plus en plus. La
vitesse de perte de masse diminue (la pente de la courbe décroit).
Les figures [3.15] et [3.16] montrent les résultats expérimentaux pour la température et pour la
perte de masse de 5 plaques en parement double.
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FiG. 3.15 — Température sur chacune des deux faces de la plaque en parement double. Les 5 traits
minces continus représentent la température sur la face exposée. Les 5 traits en tirets représentent
la température sur la face non exposée. Le trait épais continu représente la température ambiante
pour les 5 essais.

Nous observons que I'évolution de la température sur la face exposée et sur la face non ex-
posée d’une part, et la perte de masse d’autre part, de la plaque CPC en parement double, sont
identiques & celles de la plaque CPC en parement simple mais avec un décalage temporel. Dans
les 7 premiéres minutes de la charge thermique, la température sur la face non exposée n’évolue
pas et la perte de masse est petite. Entre 7 et 15 minutes, la température de la face non exposée
augmente ainsi que la perte de masse. De 15 minutes & 25 minutes, la température de la face non
exposée est constante (palier). A partir de 25 minutes, la température recommence a augmenter.
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC
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F1G. 3.16 — Evolution de la masse en pourcentage par rapport a la masse initiale de 5 plaques
CPC en parement double sous une charge thermique selon la courbe ISO 834.

Comme le flux thermique délivré par le banc expérimental de charge thermique présente une
bonne reproductibilité, la variabilité observée de la température mesurée sur la face exposée ne
peut étre attribuée qu’aux variabilités des propriétés géométriques, thermiques et hydriques des
plaques CPC. Il est noter que les erreurs de mesures expérimentales sont trés petites puisque les
mesures sont effectuées de la méme maniére sur les deux faces et que la température mesurée sur
la face non exposée ne présente pas de dispersion significative.

3.3.4 Analyse globale des mesures de la déformation thermique, de la tem-
pérature et de la perte de masse

En observant et en analysant les mesures de déformation, de température et de perte de
masse des plaques CPC testées et soumises a la charge thermique par le BCT, nous remarquons
que :

- le comportement thermique d’une plaque CPC peut étre décomposé en deux étapes : (1) la
dilatation thermique puis (2) le retrait hydrique;

- le comportement thermique de la plaque en parement double suit la méme évolution temporelle
que celle de la plaque CPC (en parement simple) mais avec un décalage temporel par rapport a
la charge thermique. La valeur de ce décalage dépend de I'étape.

Nous pouvons détailler le comportement de la plaque CPC en parement simple comme suit.

(1) Etape de dilatation thermique :

- Dans les 5 premiéres minutes, soit dans les 300 premiéres secondes, (7 minutes, soit 420 se-
condes, pour la plaque en parement double), le phénoméne de la migration de I’eau est dominant,
I’eau dans le platre se déplace vers la face non exposée au feu et la température croit, en parti-
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3.4. FEssais de traction

culier la température de ’eau. Cet accroissement de la température produit une forte dilatation
thermique (notons que si I’évaporation de I’eau commence a se produire, elle reste non significa-
tive car la perte de masse est petite).

- Entre 5 et 7 minutes, soit entre 300 et 420 secondes, (7 et 15 minutes, soit 420 et 900 secondes,
pour la plaque en parement double), une forte augmentation de la température de la face non
exposée se produit. La pente de la courbe d’évolution de la perte de masse augmente aussi.
L’eau prés de la face exposée de la couche de platre s’évapore tandis que celle prés de la face
non exposée continue de se déplacer vers la face non exposée. Dans cette période, la dilatation
thermique (homogénéisée sur 1’épaisseur de la plaque CPC) est quasi-inchanggée.

- Puis, de 7 & 10 minutes, soit de 420 a 600 secondes, (de 15 & 25 minutes, soit de 900 & 1500
secondes, pour la plaque en parement double), la vitesse d’accroissement de la température
de la face non exposée diminue. Dans le processus d’essai, nous avons observé des fumées qui
s’échappent par le bord supérieur de la plaque, ce qui montre que le phénoméne d’évaporation
de 'eau est dominant.

- A 10 minutes, soit 600 secondes, (25 minutes, soit 1500 secondes, pour la plaque en parement
double), la dilatation thermique atteint sa valeur maximale. Ensuite, la plaque a simple parement
se contracte dans son plan. La température de sa face non exposée reste sur un palier jusqu’a
18-20 minutes, soit 1080-1200 secondes. Dans cette période, la perte de masse est réguliére. Au
bout de 18-20 minutes, soit 1080-1200 secondes, la longueur et la largeur de la plaque en pare-
ment simple reviennent & leurs valeurs initiales. Le phénoméne d’évaporation de I’eau n’est plus
observé. Ce fait est validé par la diminution de la vitesse de perte de masse. Le comportement
plan de la plaque change alors et aborde 1’étape de retrait hydrique.

(2) Etape de retrait hydrique :

A partir d’environ 18-20 minutes, soit 1080-1200 secondes, la vitesse d’accroissement de la tem-
pérature de la face non exposée croit alors que la vitesse d’évolution de la perte de masse est
quasi nulle car ’eau dans le platre est presque complétement évaporée et donc le phénomeéne de
dilatation s’inverse, la plaque se contracte dans son plan.

3.4 Essais de traction

3.4.1 Objectif des mesures

L’objectif de ces essais est d’identifier I’évolution temporel du comportement de la plaque

CPC (parement simple et parement double) en traction soumise a la charge thermique selon la
courbe ISO 834. Ces essais donnent une vue globale de 1’évolution temporelle du comportement
en traction de la plaque CPC en fonction de la température.
Il est noté que, pour 'essai mécanique de traction & chaud de la plaque en parement double,
nous n’avons étudié que le comportement mécanique en traction & chaud du second parement,
celui situé du coté non exposé dans l’essai en température sous charge thermique de la plaque
en double parement.
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC

3.4.2 Configuration expérimentale

Le protocole d’essai de déformation en traction dans le plan de la plaque, des plaques CPC,
en fonction de la température est le suivant. Nous avons découpé, dans une plaque CPC de 30
cm de longueur sur 6.5 cm de largeur, une éprouvette dont la géométrie est celle d’une haltére.
La partie centrale de I’éprouvette qui est resserrée, a pour dimensions 15 cm de longueur sur 3
cm de largeur. La charge thermique n’est appliquée que dans le trongon centrale de 1’éprouvette,
sur une longueur de 8 cm. Pour réaliser cela, les deux extrémités de 1’éprouvette sont isolées
thermiquement de la charge thermique en les protégeant & I’aide de deux plaques isolantes. Cette
configuration a été prise afin d’assurer que la rupture en traction et & chaud se produise dans la
zone centrale de I’éprouvette. Concernant les effets de bord de la charge thermique sur le trongon
central de ’éprouvette et afin que ce troncon soit dans les mémes conditions thermiques que si il
était dans la plaque CPC, on a placé deux petits morceaux de plaque CPC, prédécoupés, ajustés
sur les deux bords du trongon central de I’éprouvette, assurant ainsi la continuité de la conduction
thermique et des phénoménes hydriques pendant la charge thermique. Chaque éprouvette testée
est exposée a la charge thermique [SO 834. A un instant donné, la charge thermique est stoppée,
les deux petits morceaux de plaque CPC qui sont rapportés sur I’éprouvette sont enlevés, et
I'éprouvette (chaude) est soumise a l'essai mécanique de traction dans un laps de temps ne
dépassant pas 1 minute. Il est & noter que, pour un essai de la plaque en parement double,
I’éprouvette "parement double" est réalisée en attachant deux éprouvettes de "parement simple"
et, aprés une charge thermique, I'essai mécanique de traction est fait sur I’éprouvette situé du
coté de la face non exposée. La figure [3.17] illustre les différentes étapes d’un essai en traction a
chaud pour une plaque CPC en parement simple.

Fi1G. 3.17 — Photos montrant les deux étapes d’un essai thermomécanique en traction de la
plaque CPC en parement simple : (1) charge thermique par le BCT (figure de gauche); (2) essai
de traction & chaud (figure de droite).
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3.4. FEssais de traction

Les essais mécaniques de traction a chaud sont réalisés avec un banc de traction uniaxiale
dont la capacité est de 500 daN et qui est asservi en déplacement avec une vitesse constante
de 0.8 mm/min. Compte tenu des aspects thermiques, les jauges de déformation n’ont pas été
utilisées. En effet il y aurait, non seulement des difficultés de collage sur les éprouvettes CPC,
mais aussi des problémes de métrologie induits par les effets de température. Dans ces conditions,
nous avons préféré utiliser un systéme mire-capteur de mesure des déplacements. Deux mires en
aluminium sont attachées a l'aide d’une pince légére en plastique. ces deux mires sont placées
a 'extrémité haute et de chaque coté de I'éprouvette CPC. Deux capteurs de déplacement sont
attachés a ’aide de supports plastiques fixés sur des corniéres, les corniéres étant fixées a 1’aide
d’une pince légére en plastique sur U'extrémité basse et de chaque coté de I’éprouvette (voir le
montage sur la figure [3.17] Le dispositif expérimental permet de mesurer les déplacements pour
le trongon centrale de I’éprouvette CPC, qui & une longueur de 8 cm. Concernant la fixation
de I’éprouvette CPC dans les mors du banc de traction, le serrage des mors entraine une légére
précontrainte dans 1’éprouvette. Nous avons limité cette influence en s’assurant qu’aucun glisse-
ment ne se produisait pendant l'essai de traction. Cette précontrainte a été contrdlée de maniére
a ce qu’elle reste inférieure & 0.1 MPa pour tous les essais. Un capteur de force mesure la force
appliquée & I’éprouvette et les deux systéme mire-capteur mesurent les déplacements de chaque
face (exposée et non exposée) de I’éprouvette CPC.

3.4.3 Reésultat d’essai

La figure [3.18 montre la rupture d’une éprouvette CPC aprés le chargement de traction, a
une température donnée. Il est & noter que la rupture se produit bien dans la partie centrale de
I’éprouvette.

F1G. 3.18 — Rupture de I’éprouvette CPC dans le banc de traction, a une température donnée.
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC

La déformation dans le plan moyen de I’éprouvette CPC est calculée en prenant la moyenne
des déformations dans les deux plans correspondant aux deux faces de I’éprouvette. Des essais
pour des éprouvettes CPC en parement simple et en parement double, soumises & la traction,
aprés une charge thermique, ont été réalisés a plusieurs instants (c’est-a-dire, a plusieurs tempéra-
tures). Les figures|3.19} [3.20} [3.21} |3.22| et [3.23| montrent les résultats d’essai pour des éprouvettes
CPC, en parement simple, & la température ambiante, aprés 7, 10, 15 et 20 minutes de charge
thermique par le BCT. On notera, que les ordonnées de ces figures commencent & —0.1 MPa a
cause de la précontrainte.
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F1a. 3.19 — Courbes contrainte-déformation pour 5 éprouvettes CPC, en parement simple, en
traction, & la température ambiante. Contrainte en MPa en fonction de la déformation.

Les figures [3.19 et [3.20] montrent que le comportement des éprouvettes CPC en traction, a
la température ambiante et aprés 7 minutes de charge thermique par le BCT, est relativement
voisin. Nous pouvons distinguer deux phases dans ce comportement. La premiére correspond a
la rupture de la feuille de carton de la face exposée, la seconde correspondant & la rupture de la
feuille de carton de la face non exposée. La premiére phase est de type élastoplatisque fragile. La
seconde est la résistance de la feuille de carton sur la face non exposée. La limite de rupture des
éprouvettes est de I'ordre de 1.9 MPa tandis que la seconde rupture est de I’ordre de 0.9 MPa.

En observant les courbes de contrainte-déformation aprés 10 minutes de charge thermique
(figure , nous constatons que le comportement plastique disparait dans la premiére phase
et que I'on a un comportement de type élastique fragile. Par contre, la seconde phase liée a la
résistance de la feuille de carton de la face non exposée, se comporte comme un matériau élasto-
plastique fragile.
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FiG. 3.20 — Courbes contrainte-déformation pour 7 éprouvettes CPC, en parement simple, en

traction, aprés 7 minutes de charge thermique par BCT. Contrainte en MPa en fonction de la
déformation.
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FiGc. 3.21 — Courbes contrainte-déformation pour 5 éprouvettes CPC, en parement simple, en

traction, aprés 10 minutes de charge thermique par BCT. Contrainte en MPa en fonction de la
déformation.
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC

Pour 15 et 20 minutes de charge thermique (figures et [3.23), nous observons une seule
limite de rupture sur chaque courbe contrainte-déformation du comportement en traction de
I’éprouvette CPC, en parement simple. A 15 minutes, nous constatons un changement de pente
dans la partie quasi linéaire avec un affaiblissement de la résistance en traction, tandis qu’a partir
de 20 minutes, le comportement de I’éprouvette CPC est de type élastique linéaire fragile.
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Fi1G. 3.22 — Courbes contrainte-déformation pour 7 éprouvettes CPC, en parement simple, en

traction, aprés 15 minutes de charge thermique par BCT. Contrainte en MPa en fonction de la
déformation.
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FiG. 3.23 — Courbes contrainte-déformation pour 5 éprouvettes CPC, en parement simple, en

traction, aprés 20 minutes de charge thermique par BCT. Contrainte en MPa en fonction de la
déformation.
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Fi1G. 3.24 — Courbes contrainte-déformation pour 5 éprouvettes CPC, en parement double, en

traction, aprés 30 minutes de charge thermique par BCT. Contrainte en MPa en fonction de la
déformation.

1,9 -

1,4

Contrainte (MPa)
o
©

0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014
Déformation

FiGc. 3.25 — Courbes contrainte-déformation pour 5 éprouvettes CPC, en parement double, en

traction, aprés 45 minutes de charge thermique par BCT. Contrainte en MPa en fonction de la
déformation.
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F1G. 3.26 — Courbes contrainte-déformation pour 6 éprouvettes CPC, en parement double, en
traction, aprés 60 minutes de charge thermique par BCT. Contrainte en MPa en fonction de la
déformation.

Les figures [3.24], [3.25] et [3.26] montrent le comportement en traction des éprouvettes CPC en
parement double aprés 30, 45 et 60 minutes de la charge thermique par le BCT. Les compor-
tements sont similaires a ceux de I’éprouvette en parement simple avec un décalage temporelle

correspondant a un décalage de la montée en température de I’éprouvette située du coté de la
face non exposée.

3.4.4 Analyse des résultats d’essai

L’analyse de ces résultats permettent de tirer les conclusions suivantes pour les plaques CPC
en parement simple ou parement double.
- Il y a une forte évolution du comportement en traction des plaques CPC en fonction de la
température.
- I y a une forte dispersion des valeurs de la limite de déformation correspondant & la limite
de rupture en traction, & un méme instant de charge thermique, pour différentes plaques CPC
qui sont supposées étre les mémes (cette variabilité montre le bien fondé d’introduire un modéle
probabiliste pour en tenir compte).
- A un instant donné de la charge thermique, les deux feuilles de carton (face exposée et face
non exposée) n’étant pas a la méme température et n’ayant pas le méme taux d’humidité, leurs
propriétés mécanique et thermique ne sont pas les mémes et donc, causent une dissymétrie qui
croit lorsque la température augmente.
Le comportement d’une plaque CPC en parement simple & la traction peut étre caractérisé par
des étapes suivantes :
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3.5. FEssais de compression

- A base température (avant 7 minutes de charge thermique), le phénomeéne d’évaporation d’eau
ne se produit pas encore. Comme les feuilles de carton de la face exposée et de la face non exposée
ne sont pas les mémes et donc n’ont pas les mémes propriétés mécaniques, il y a une dissymétrie
(méme a température ambiante) induisant, pour la traction uniaxiale, deux ruptures dans la
loi de comportement, une premiére rupture partielle, puis une rupture totale. Le comportement
en traction d’une plaque CPC, a basse température, présente deux types de comportement. Un
premier comportement est de type élastoplastique correspondant au travail simultané des trois
couches carton-platre-carton. Puis aprés la rupture de la feuille de carton sur la face exposée,
feuille de carton sur la face non-exposée résiste a la traction et son comportement est de type
élastique fragile. Remarquons qu’a base température, cette feuille de carton non exposée au feu
n’est pas endommaggée.

- Au bout de 10 minutes de charge thermique, le phénoméne d’évaporation de I’eau dans le platre
est dominant. La couche de platre prés de la face exposée au feu perd sa résistance a la traction,
et I’on constate un premier type de comportement de la plaque CPC a la traction de type élas-
tique fragile. Aprés la rupture de la feuille de canton exposée, on a de nouveau un comportement
élastoplastique fragile jusqu’a la rupture totale.

- A partir de 15 minutes de charge thermique, la feuille de carton sur face exposée est compleé-
tement détruite et il n’existe plus qu’une seule rupture liée & la feuille de carton sur la face non
exposée. On a un comportement en traction de la plaque CPC du type élastoplastique fragile
avec un "accident" sur la partie élastique.

- A partir de 20 minutes, ’eau dans le platre est complétement évaporée et le platre qui n’a plus
de cohésion ne contribue plus dans la résistance a la traction de la plaque CPC. Le comportement
en traction de la plaque CPC est alors du type élastique fragile.

3.5 Essais de compression

3.5.1 Objectif des mesures

Dans ce paragraphe, nous présentons des essais de compression des plaques CPC, en parement
simple et parement double, soumises & la charge thermique selon la courbe ISO 834. L’approche
est similaire a celle des essais en traction a chaud, mais les éprouvettes sont de géométrie différente
et le banc d’essai mécanique est un banc pour la compression.

3.5.2 Configuration expérimentale

Avant de choisir la dimension de I’éprouvette des essais de compression, nous avons fait des
essais préliminaires sur 3 types d’éprouvette de type parallélépipéde rectangle, que nous appelle-
rons dans la suite, pour simplifier I’écriture, "cube". Par convention, la force de compression est
appliquée suivant la "hauteur" du cube. Cette direction correspond & la direction longitudinale
d’une plaque CPC. Le premier type est un cube de 3 cm de hauteur par 3 cm de largeur et 1.25
cm d’épaisseur (épaisseur de la plaque). Le second type est un cube de 4 cm de hauteur par 4
cm de largeur et 1.25 cm d’épaisseur. Enfin le troisiéme type est un cube de 5 cm de hauteur par
5 cm de largeur et 1.25 cm d’épaisseur. Ces essais de compression ont été faits a la température
ambiante et montrent que 'influence des dimensions de I’éprouvette sur le résultat n’est pas trés
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC

significative. Finalement, le second type a été retenu pour faire les essais.

La préparation des éprouvettes de compression a été faite afin d’éviter les effets thermiques
de bord, comme pour les essais de traction. L’essai thermique est fait sur une plaque CPC 10
cm par 10 cm dans laquelle est insérée en son centre I’éprouvette 4 cm par 4 cm qui est utilisée
pour ’essai mécanique de compression a chaud.

La figure montre la configuration d’essai pour la charge thermique avec le BCT pour
préparer les essais de compression a chaud.

F1G. 3.27 — Configuration d’essai pour la charge thermique avec le BCT pour préparer les essais
de compression a chaud. Plaque CPC de 10 cm par 10 cm, suspendu par un porte-éprouvette.

Les essais mécaniques de compression & chaud sont effectués & ’aide d’un banc de traction
adapté pour générer une compression. La vitesse du banc de traction est de 2 mm/min. Un
systéme de charge mécanique pour transformer la traction en compression a été développé. Deux
plateaux (voir figure sont utilisés pour mettre en compression les éprouvettes, le plateau
du haut est fixé & la table du banc de traction tandis que le plateau du bas est relié aux mors,
en haut du banc de traction, et peut se déplacer. Les deux plateaux sont liés & la presse par 4
tiges. Trois mires en aluminium sont fixées autour du plateau du haut, tandis que 3 capteurs de
déplacement sont fixés sur des supports plastiques vissées sur le plateau du bas. Il est & noter que
ces trois capteurs mesurent les déplacements des 3 points qui sont & 120° chacun. Un capteur de
force mesure la force appliquée a I’éprouvette.

Les essais de compression n’ont pas permis d’aller jusqu’a la rupture totale des éprouvettes a
cause de la limitation des capteurs qui mesurent les déplacements. Les essais de compression ont
été réalisés jusqu’a la limite de course des capteurs de déplacement. Cette limite de déplacement
implique une limite de déformation mesurée de I'ordre de 4%. Il est & noter que cette limitation
ne géne pas 1’étude proposée car les cloisons légéres en plaque CPC ne travaillent pas au de la
4% de déformation.
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F1G. 3.28 — Banc de charge mécanique pour les essais en compression et position des capteurs
de mesure de déplacement. Les capteurs sont espacés de 120°.

3.5.3 Reésultats d’essai

Des essais de plaques CPC en parement simple et en parement double soumises & la com-
pression, aprés application d’une charge thermique, ont été réalisés pour plusieurs instants. La
procédure utilisée pour les essais de compression des plaques CPC en parement double est si-
milaire & la procédure utilisée pour les essais de traction a chaud des éprouvettes en parement
double. La figure [3.:29 montre la banc d’essai en compression avec une éprouvette CPC déformée,
aprés 30 minutes de charge thermique par le BCT.

Fia. 3.29 — Banc d’essai en compression avec une éprouvette CPC déformée, aprés 30 minutes
de charge thermique par le BCT.
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC

Les figures [3.30] et montrent les résultats d’essai en compression des éprouvettes CPC
en parement simple, a la température ambiante et aprés 7 minutes de charge thermique.
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F1G. 3.30 — Courbes contrainte-déformation de 6 éprouvettes CPC en parement simple, en com-
pression, & la température ambiante. Contrainte en MPa en fonction de la déformation.

Contrainte (MPa)

F1G. 3.31 — Courbes contrainte-déformation de 7 éprouvettes CPC en parement simple, en com-
pression, aprés 7 minutes de charge thermique par le BCT. Contrainte en MPa en fonction de la

déformation.

82

0 -

s
¥
0

0,01

0,015

0,02
Déformation

0,025

0,03

0,035

0,04



3.5. FEssais de compression

Nous constatons que le comportement en compression des éprouvettes CPC est de méme
type a la température ambiante et & 7 minutes de charge thermique. Dans les cas, le contrainte

de rupture est de 'ordre 6 MPa.

Les figures[3.32] [3.33] et [3-34] illustrent le comportement en compression des éprouvettes CPC
en parement simple aprés 15 minutes, 20 minutes et 25 minutes de charge thermique.
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Fia. 3.32 — Courbes contrainte-déformation de 6 éprouvettes CPC en parement simple, en com-

pression, aprés 15 minutes de charge thermique par le BCT. Contrainte en MPa en fonction de

la déformation.
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FiG. 3.33 — Courbes contrainte-déformation de 6 éprouvettes CPC en parement simple, en com-
pression, aprés 20 minutes de charge thermique par le BCT. Contrainte en MPa en fonction de

la déformation.
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC
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F1G. 3.34 — Courbes contrainte-déformation de 8 éprouvettes CPC en parement simple, en com-

pression, aprés 25 minutes de charge thermique par le BCT. Contrainte en MPa en fonction de
la déformation.

Les essais de compression des éprouvettes CPC en parement double ont été faits a 30 minutes,

45 minutes et 60 minutes de charge thermique. Les résultats sont présentés aux figures [3.35] [3.36]
et B.37
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Fi1G. 3.35 — Courbes contrainte-déformation de 7 éprouvettes CPC en parement double, en com-

pression, aprés 30 minutes de charge thermique par le BCT. Contrainte en MPa en fonction de
la déformation.
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3.5. FEssais de compression
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FiG. 3.36 — Courbes contrainte-déformation de 6 éprouvettes CPC en parement double, en com-

pression, aprés 45 minutes de charge thermique par le BCT. Contrainte en MPa en fonction de
la déformation.
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FiG. 3.37 — Courbes contrainte-déformation de 6 éprouvettes CPC en parement double, en com-

pression, aprés 60 minutes de charge thermique par le BCT. Contrainte en MPa en fonction de
la déformation.
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Chapitre 8. Caractérisations expérimentales thermiques et thermomécaniques d’une plaque CPC

3.5.4 Analyse des résultats

L’analyse des résultats pour les essais de compression a chaud des plaques CPC en parement
simple ou en parement double.
- I1 y a une forte évolution du comportement en compression en fonction de la température.
- Pour un instant de charge thermique, il y a une plus forte dispersion des courbes du compor-
tement en compression que pour le comportement en traction.
- Globalement, on a un comportement élastoplastique avec radoucissement et sans rupture jus-
qu’a le taux de déformation de 0.04 pour tous les cas considérés.
- Remarquons qu’il n’existe pas de comportement vraiment linéaire dans la premiére partie de
la courbe contrainte-déformation. Cela est vraisemblablement liée & la nature du matériau mul-
ticouche CPC et a son comportement en compression. La résistance en compression est fournie
par le platre dont le gonflement a la compression est équilibré par les effets de membranes des
feuilles de carton. Dans ces conditions, le comportement & la compression est trés lié & planéité
des feuilles de carton qui sont collés au platre. Il peut donc y avoir de nombreux effets non
linéaires du seconde ordre et de plus des effets non linéaires trés importante sur l'interface entre
les feuilles de carton et la couche de platre avec des décollements partiels.
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Chapitre 4

Essais a chaud de assemblage par
vissage d’une plaque CPC et
identification de son comportement en
cisalllement sous charge thermique

4.1 Essais et résultats d’essais

4.1.1 Objectif des mesures et configurations expérimentales

Dans ce paragraphe, nous présentons les essais en vue d’identifier le comportement en ci-
saillement de I'assemblage par vissage d'une plaque CPC soumise & une charge thermique définie
par la courbe ISO 834. Trois types d’assemblage par vissage ont été testés. Dans les trois cas, le
vissage est fait sur une ossature métallique. Pour le premier type, la plaque CPC est en parement
simple (type 1). Pour le deuximéme type, la plaque est en parement double, et la vis traverse
les deux plaques CPC qui constituent le parement double (type 2). Pour le troisiéme type, la
plaque est encore en parement double, mais la vis ne traverse que la plaque CPC en contact avec
I'ossature métallique, la seconde plaque CPC du parement recouvrant la téte de la vis (type 3).
La figure illustre le schéma des 3 types d’éprouvette liés aux trois types d’assemblage. Le
protocole d’essai est le suivant pour une éprouvette (de type 1 & 3) : (1) Sollicitation thermique
de I'éprouvette par le BCT, (2) A un instant choisi, arrét de la charge thermique puis essais
mécaniques en cisaillement.

La figure montre le banc d’essai réalisé dans la configuration pour des mesures en cisaille-
ment de I’assemblage par vissage de type 2, & chaud.
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Chapitre 4. Essais a chaud et identification de comportement de l’assemblage sous charge thermique

150

150

150

200

v

v

F1G. 4.1 — Schéma des trois types d’éprouvette liés aux trois types d’assemblage pour les essais
en cisaillement et & chaud. Figure du haut : assemblage de type 1. Figure du bas : assemblage de
type 2 (a droite) et de type 3 (& gauche). Les vis sont représentées par des cercles noirs, les fleches
en orange présentent le capteur de mesure de déplacement et les rectangles en bleu représentent
les mires.
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4.1. FEssais et résultats d’essais

F1G. 4.2 — Banc d’essai réalisé dans la configuration pour des mesures en cisaillement de ’assem-
blage par vissage de type 2, & chaud.
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Chapitre 4. Essais a chaud et identification de comportement de l’assemblage sous charge thermique

4.1.2 Reésultats des essais et analyse

Nous avons effectué les mesures pour les trois types d’assemblage. Toutefois, nous ne présen-
tons dans ce chapitre que les résultats des essais pour les assemblages de type 1 et de type 2.
Les courbes force-déplacement obtenues par les essais, pour 8 assemblages de type 1, pour les
instants de charge thermique 15 minutes, 20 minutes, 25 minutes et 30 minutes, sont montrées

aux figures et

Force (N)

0 T T T T
10

4 6
Déplacement (mm)

F1G. 4.3 — Courbes expérimentales force-déplacement pour 8 assemblages par vissage de type 1

aprés 15 minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en
mm.
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F1G. 4.4 — Courbes expérimentales force-déplacement pour 8 assemblages par vissage de type 1
aprés 20 minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en
min.

90



4.1. FEssais et résultats d’essais
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FiG. 4.5 — Courbes expérimentales force-déplacement pour 8 assemblages par vissage de type 1

aprés 25 minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en
mm.
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F1G. 4.6 — Courbes expérimentales force-déplacement pour 8 assemblages par vissage de type 1

aprés 30 minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en
mm.
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Chapitre 4. Essais a chaud et identification de comportement de l’assemblage sous charge thermique

L’analyse des résultats de ces essais permet de tirer les conclusions suivantes.

- Il y a un changement significatif du comportement de ’assemblage dés 15 minutes de la
charge thermique par le BCT vis-a-vis de celui a la température ambiante montré a la figure 2.3

- Entre 15 minutes et 20 minutes, il n’y a pas d’évolution significative, mais les résultats a 20
minutes sont plus dispersés que ceux a 15 minutes. Remarquons que pour ce niveau de charge
thermique, aprés le maximum de la courbe, il y a un palier de type plasticité assez important
avant rupture.

- A partir de 25 minutes de charge thermique, le palier de type plasticité disparait, et est
remplacé par un radoucissement de type écrouissage.

Les figures [4.7], [£:8] [£.9] et [£.10] présentent les résultats des essais de I’assemblage de type 2.
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F1G. 4.7 — Courbes expérimentales force-déplacement pour 8 assemblages par vissage de type 2
4 température ambiante. Force en N en fonction du déplacement en mm.
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4.1. FEssais et résultats d’essais

Force (N)

0 \ T \

0 2 4 6 8 10
Déplacement (mm)

FiG. 4.8 — Courbes expérimentales force-déplacement pour 8 assemblages par vissage de type 2

aprés 30 minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en
mm.
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F1G. 4.9 — Courbes expérimentales force-déplacement pour 8 assemblages par vissage de type 2

aprés 45 minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en
mim.
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Chapitre 4. Essais a chaud et identification de comportement de l’assemblage sous charge thermique
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F1G. 4.10 — Courbes expérimentales force-déplacement pour 8 assemblages par vissage de type
2 aprés 60 minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en
mm.

L’analyse des résultats de ces essais permet de tirer les conclusions suivantes.
- Il n’y a pas de changement significatif du comportement de I’assemblage a 30 minutes de la
charge thermique par le BCT vis-a-vis de celui a la température ambiante montré a la figure [.7]
Le comportement est de type élastoplastique.
- A 45 minutes, il y a une légére évolution sur le niveau maximum par rapport & la situation &
30 minutes, & ’exception de 3 courbes expérimentales qui présentent une limite de rupture pour
un déplacement entre 7 mm et 9 mm. Ces trois courbes semblent ne pas étre représentatives du
comportement & 45 minutes et il est probable que les ruptures soient apparues a un autre endroit
que celui de la vis, ce phénoméne étant alors lié a une déficience de la protection thermique de
la partie inférieure de ’assemblage pendant 1’essai de charge thermique.
- A 60 minutes de charge thermique il y a une évolution forte de la résistance et certaines courbes
présentent un radoucissement de type écrouissage.
- En comparant les résultats des essais pour Iassemblage de type 1 (simple parement) avec les
essais de 'assemblage de type 2 (double parement), on peut voir une cohérence dans les résultats
obtenus. Tout d’abord, pour le double parement, tant que la plaque du coté exposé n’est pas
significativement endommagée, la force de résistance au cisaillement devrait étre de ’ordre du
double de celle de I'assemblage & simple parement, puisqu’il y a deux plaques CPC au lieu
d’une. On constate bien cette tendance en comparant le comportement de ’assemblage a simple
parement aux instants 15 minutes et 20 — 25 minutes, avec le comportement de ’assemblage a
double parement aux instants 30 minutes et 45 minutes, respectivement. Le décalage de temps,
de 'ordre d’un facteur 2, est lié au transfert thermique associé a 1’épaisseur d’une plaque & une
double épaisseur. Toutefois, & 60 minutes, la plaque CPC du coté feu du double parement est
trés endommagée, et donc le niveau des forces devrait étre comparable entre 30 minutes pour le
simple parement et 60 minutes pour le double parement, ce qui est approximativement le cas.
Enfin, on aurait pu s’atteindre & ce que la force pour le double parement & froid soit de 'ordre
du double de la force pour le simple parement (toujours a froid), ce qui n’est pas le cas.
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4.2. Identification des paramétres du modéle de ’assemblage par vissage a chaud

4.2 Identification des paramétres du modéle de ’assemblage par
vissage a chaud

Comme nous 'avons expliqué précédemment, nous cherchons & construire un modéle de
comportement dans les régimes qui ne sont pas de type radoucissement. On s’intéresse donc a des
comportements pour lesquels les courbes de force en fonction du déplacement sont monotones
croissantes. L’identification des paramétres du modéle présentée au chapitre 2 est donc faite
pour des déplacements qui correspondent a cette hypothése. Rappelons que le modéle moyen
et le modéle probabiliste du comportement de 1’assemblage par vissage est basé sur 1’équation
algébrique présenté au Chapitre 2 qui correspondent bien a ’hypothése introduite. Les paramétres
de ce modéle & la température ambiante ont été identifiés par deux méthodes de moindre-carrée et
de maximum vraisemblance. Pour I'identification & chaud, sur la base des données expérimentales
présentées dans ce chapitre, compte tenu de la forte évolution du comportement en fonction de la
température, nous avons identifié les parameétres pour chacun des instants de la charge thermique
pour lesquels nous avons fait des mesures. Pour chacun de ces instants, la méthode d’identification
utilisée est celle présentée du chapitre 2. Les résultats de cette identification expérimentale sont

récapitulés dans les tableaux [4.1] et [4.2] suivants.

a b a 0B
Omin 33208 0.0108 0.0024 0.2658
15 min 33101 0.0152 0.0018 0.273
20 min 32684 0.0184 0.0017 0.2756
25 min 31995 0.0212 0.0015 0.281
30 min 31973 0.0215 0.0011 0.2982

TAB. 4.1 — Paramétres du modéle probabiliste (voir chapitre 2) du comportement a chaud de
I'assemblage par vissage en parement simple (type 1) aux instants de charge thermique par le
BCT.

a b « 0B
0 min 35360 0.279 0.005 0.2655
30 min 34400 0.156  0.0036 0.2716
45 min 34282 0.0974  0.003  0.2762
60 min 29553 0.014 0.00081 0.281

TAB. 4.2 — Paramétres du modéle probabiliste (voir chapitre 2) du comportement a chaud de
lassemblage par vissage en parement double (type 2) aux instants de charge thermique par le
BCT.

Les figures [4.11], [4.12] [4.13] et [4.14] représentent les régions de confiance associées au niveau de

probabilité P, = 0.95 du modéle probabiliste du comportement de ’assemblage par vissage pour
le cas du parement simple (type 1) aux instants de charge thermique par le BCT, correspondant
aux mesures, construites avec les paramétres identifiés qui sont présentés dans le tableau
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Chapitre 4. Essais a chaud et identification de comportement de l’assemblage sous charge thermique
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F1a. 4.11 — Région de confiance (zone grise) construite par le modeéle probabiliste identifié du
comportement de 'assemblage par vissage pour le cas de parement simple (type 1) aprés 15
minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en mm.
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F1G. 4.12 — Région de confiance (zone grise) construite par le modéle probabiliste identifié du
comportement de I’assemblage par vissage pour le cas de parement simple (type 1) aprés 20
minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en mm.

96



4.2. Identification des paramétres du modéle de ’assemblage par vissage a chaud
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F1G. 4.13 — Région de confiance (zone grise) construite par le modeéle probabiliste identifié du
comportement de l’assemblage par vissage pour le cas de parement simple (type 1) aprés 25
minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en mm.
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F1c. 4.14 — Région de confiance (zone grise) construite par le modeéle probabiliste identifié du
comportement de 'assemblage par vissage pour le cas de parement simple (type 1) aprés 30
minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en mm.
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Chapitre 4. Essais a chaud et identification de comportement de l’assemblage sous charge thermique

De méme, les figures [4.15] [4.16] [4.17] et [4.18] représentent les régions de confiance associées

au niveau de probabilité P. = 0.95 du modéle probabiliste du comportement de ’assemblage par
vissage pour le cas du parement double (type 2) aux instants de charge thermique par le BCT,

correspondant aux mesures, et construites avec les paramétres identifiés qui sont présentés dans
les tableaux
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F1G. 4.15 — Région de confiance (zone grise) construite par le modéle probabiliste identifié du
comportement de I'assemblage par vissage pour le cas de parement double (type 2) a la tempé-
rature ambiante. Force en N en fonction du déplacement en mm.
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F1G. 4.16 — Région de confiance (zone grise) construite par le modéle probabiliste identifié du
comportement de I'assemblage par vissage pour le cas de parement double (type 2) aprés 30
minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en mm.
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F1G. 4.17 — Région de confiance (zone grise) construite par le modeéle probabiliste identifié du
comportement de 'assemblage par vissage pour le cas de parement double (type 2) aprés 45
minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en mm.
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F1G. 4.18 — Région de confiance (zone grise) construite par le modeéle probabiliste identifié du

comportement de ’assemblage par vissage pour le cas de parement double (type 2) aprés 60
minutes de charge thermique par le BCT. Force en N en fonction du déplacement en mm.
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Chapitre 4. Essais a chaud et identification de comportement de l’assemblage sous charge thermique

Le modéle probabiliste proposé qui a été identifié expérimentalement donne des régions de
confiance trés raisonnables pour les assemblages de type 1 et de type 2. Ces prévisions pour-
raient certainement étre améliorées si nous avions introduit un modéle algébrique ayant plus de
paramétre, ou méme si nous avions introduit des représentations stochastiques plus sophistiquées
telles que des représentations par les chaos polyndémiaux, par exemple. Toutefois, la spécifica-
tion de ce travail était, dans le but d’implémenter cette loi de comportement dans un logiciel
de calcul thermomeécanique non linéaire des cloisons légéres soumises aux charges thermiques
des incendies, de rester suffisamment simple et surtout robuste pour éviter les difficultés numé-
riques potentielles rencontrées dans ce type de calcul. Enfin, il est & noter que ’approche se veut
volontairement globale au niveau du comportement macro de ce type d’assemblage dont le com-
portement thermomeécanique non linéaire est extrémement complexe, puisqu’il s’agit de traduire
le comportement d’un vissage dans des feuilles de carton et dans une couche de platre, pour des
températures allant de la température ambiante jusqu’aux hautes températures pour lesquels les
lois d’endommagement, pour le carton et le platre, semblent trés difficile & construire par la voie
théorique. C’est pour cela que nous avons privilégié la construction d’un modéle semi-physique

recalé sur ’expérimentation.
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Chapitre 5

Construction du modéle
semi-analytique de calcul de la fleche
des cloisons légéres sous charge de
service a température ambiante

Ce chapitre présente le modéle semi-analytique de calcul de la fleche d’une cloison légére sou-
mise a la charge de service conventionnelle, a la température ambiante (charge répartie uniforme
de 20 daN/m 2). Pour ce faire, nous somme partis de l’analyse menée dans [37]. Cette approche
repose sur un modéle de comportement de la cloison qui intégre explicitement la participation
des plaques CPC wvissées sur l’ossature métallique et la loi de comportement de ’assemblage par
vissage que nous avons identifiée expérimentalement (voir Chapitre 2).

5.1 Meéthode de construction du modéle moyen déterministe

5.1.1 Hypothéses utilisées pour la construction du modéle

La méthode de construction du modéle semi-analytique repose sur un modéle de type RDM
pour les cloisons sollicitées en flexion sous l'effet d’une charge répartie uniformément sur la
cloison.

On suppose que les déplacements sont bloqués aux extrémités latérales de la cloison (ex-
trémité gauche et extrémité droite sur le schéma de la figure 5.1 On introduit une hypotheése
de périodicité, la cloison correspondant & une translation périodique de la cellule définie sur le
schéma de la figure Dans ces conditions, ’analyse de la cloison se raméne & ’analyse de la
cellule en introduisant des conditions de périodicité sur ses bords. Ces conditions aux limites
appliquées sur les bords suivant 'axe z3 de la cellule (voir figure consistent a écrire que les
déplacements suivant x; sont nuls.

La géométrie et le chargement de la cellule sont symétriques (on néglige le poids propre) par
rapport au plan d’équation zg = 0, l'origine de repére étant a la distance H (voir figure .
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Chapitre 5. Modeéle semi-analytique de calcul de la fleche des cloisons sous charge de service

Mont?nt Cellule périodique
métallique de la cloison légére

Plaque CPC
v /

en platre
2,

> Vis
2H T ) d’assemblage

Coté de la cellule
Coté de la cellule

F1G. 5.1 — Schéma d’une cloison 1égére constituée par les montants métalliques de 1'ossature et

des plaques CPC vissées sur les montants.
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Pour décrire le comportement de la cloison, nous introduisons les hypothéses cinématiques :

— Les montants sont modélisés par des poutres minces en flexion de type Euler-Bernoulli.
— Les deux plaques CPC de la cellule sont représentées par une cinématique mixte de type

poutre de Euler-Bernoulli pour le comportement en flexion et de type plaque pour le
comportement en membrane. L’hypothése de comportement en poutre en flexion au tour
de 'axe x1 de chacune des deux plaques CPC, a été validée par des calculs par éléments
finis qui ont montré que, sous le chargement uniforme, les déplacements suivants xo sur
une ligne définie par x3 égale a une constante sont indépendants de x1. Cette propriété est
liée & ’élancement de la plaque suivant ’axe 3, qui se comporte alors comme une poutre.
Par contre, les déplacements en z1 etxg de la plaque sont significatifs, ce qui nécessite
I'introduction un modéle de plaque en membrane ;

Il n’y a pas de continuité des déplacements en z; et x3 au droit de chaque vis entre
le montant et la plaque CPC. En effet c’est la vis qui réalise I'assemblage de la plaque
CPC avec le montant. Il est & noter que cette discontinuité est rendue possible par la
rotation de chaque vis vis-a-vis de la normale a la plaque CPC (ou au montant) au droit
de cette vis qui réalise la connexion. Dans la suite, nous appellerons "glissement" cette
discontinuité des déplacements en x1 et x3 au droit d’une vis. La relation entre la force sur
une vis et ce glissement est difficilement accessible par la voie théorique et/ou numeérique,
méme en imaginant une modélisation multi-échelle et multi-physique du comportement
thermomécanique non linéaire (il faut en effet se rappeler qu'il s’agit d’une vis dans une
feuille mince de carton et d’une couche de platre). C’est pour cela que nous avons développé
un modéle semi-physique a froid et a chaud dans les chapitres 2 et 4 & partir de données
expérimentales.

Nous faisons aussi ’hypothése, cohérente avec les observations expérimentales, que les
montants et les plaques CPC restent "plaqués" sur la ligne de vissage. Cette hypothése
associée a la cinématique de Euler-Bernoulli pour la flexion et au fait que les glissements
restent faibles & ’état limite de service, implique I'égalité des courbures du montant et de
la plaque CPC en tout point de la ligne de vissage.



5.1. Meéthode de construction du modéle moyen déterministe

5.1.2 Ecriture du modéle pour les cloison & parement simple

La cloison et la cellule sont rapportées a repére orthonormé (O, 21, 22, x3) (voir les figures
et . L’axe x1 est I’axe transversale de la cloison (axe horizontale), zo est ’axe perpendiculaire
au plan de la cloison et 3 est I’axe longitudinale de la cloison (axe verticale). L’origine du repére
est situé & mi-hauteur suivant I’axe verticale de la cloison (ou de la cellule). Les composantes des
déplacements suivants x1, xo et xg sont notés respectivement u, v et w. La rotation autour de
x1 associée & la flexion est noté ¢1. Soit N 'effort normal dans chaque plaque CPC induit par

Mo M
| T
N N

E Montant métallique

/ji Plaque CPC

R

2H 2H |*®

!
=

_

F1G. 5.2 — Notations pour ’écriture du modéle - vue de face et vue en coupe de la cellule.

Cm

la flexion de la cellule autour de 'axe z; (voir figure . Soit M le moment total autour de x
engendré par les efforts extérieurs. Soient M,, et M, respectivement les moments de flexion local
autour de z; dans le montant et dans chacune des deux plaques CPC. L’épaisseur de chacune
des deux plaques CPC est notée e, et I’épaisseur du montant est e,,. On note 2H la hauteur de
la cloison (dimension suivant x3).

L’écriture de I’équilibre statique des sections conduit a la relation suivante :

M =My, +2M, + (em +ep) N . (5.1)

On utilise les notations introduites sur la figure Comme par hypothése, le montant et les
plaques CPC ont la méme courbure, la loi de comportement de la cellule en flexion s’écrit :

dpy  dv My M, M- (emte)N

_Yv_ - - 5.2
drs  da  Epln  Eyl,  Eply + 2B, (52)

Dans cette équation, F et I sont respectivement le module d’Young et l'inertie du montant
ou d’une plaque CPC selon l'indice m ou p dont ils sont affectés. Dans la suite, on notera
R = E,, I, +2E,1),, la rigidité principale de flexion.

L’effort N dans une section d’abscisse x3 de la cellule est équilibré par la somme des efforts
passant par les vis situées entre cette section et 'extrémité libre de la cellule.
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Chapitre 5. Modeéle semi-analytique de calcul de la fleche des cloisons sous charge de service

Les coordonnées suivant x3, des vis sur la demi-hauteur de la cellule, sont notées xi, 23, ... 2%.
Soit 4 I'indice de la vis tel que xg_l < z3 < 7%. On obtient ainsi la relation entre l'effort de

membrane et les forces exercées par les vis :

N =8 - (5.3)

Nous nous intéressons maintenant au glissement entre le montant et une plaque CPC, induit
par leffet du chargement. Ce glissement est le déplacement relatif g dans la direction x3 des
deux points qui coincidaient dans 1’état non déformé (voir figure . Nous nous placons pour
le raisonnement qui suit du coté de la plaque CPC tendue.

Compte tenu de la symétrie, & mi-hauteur de la cloison x3 = 0, le déplacement suivant x3 et la

)
< parement de membrane

> —>
e./2 e/2

Fi1Gc. 5.3 — Déplacement relatif g entre le montant et la plaque CPC suivant la direction z3
(direction verticale sur la figure).

rotation autour de x; sont nuls en tout les points de la section z3 = 0. Soient wp,(x3) et wy(x3)
les déplacements suivant x3 du montant et de la plaque CPC de la section d’abscisse x3, dont
la rotation autour de z; est noté 1 (z3). Enfin on note wpmembrane(x3) le déplacement suivant
x3 de la plaque CPC de la section d’abscisse x3 induit par les forces exercées par les vis. Nous

avons donc :
e

Wy, (T3) = 7m¢1 (x3) (5.4)
e
Wp (1"3) = _Epwl (5[33) + Wp membrane (373) . (55)
Nous obtenons ainsi le glissement :
em + €
g (:EB) = %djl (1'3) — Wp membrane (1'3) . (56)

On suppose que la non-linéarité de la loi de comportement en cisaillement de chaque vis est
suffisamment confinée autour de la vis pour ne pas affecter la linéarité du comportement global
en membrane des plaques CPC. Dans ces conditions, par linéarité, le déplacement en x3 de
membrane de la section d’abscisse z3 dans la plaque CPC s’écrit donc :

Wp membrane ($3) = Z fje d(l‘%, 2133) ) (57)
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5.1. Meéthode de construction du modéle moyen déterministe

avec d(x}, x3) le déplacement suivant 23 de membrane a I'abscisse 23 dans une plaque d’épaisseur
1 et de module d’Young 1 soumis a une charge ponctuelle unitaire a 'abscisse x3. Les dévelop-
pements conduisant & l’expression de d(x3, :cg) sont assez lourds et sont présentés en Annexe A.

Par combinaison des équations (5.2 . et (5.7), on obtient :
T3 n
_emtep [M—(enm+ey)N fi
g(x3) = 5 / 7 dxs — ; Eye pd (xg,m;»,) . (5.8)
0 —

Aux droits des vis, la relation entre force et glissement est la loi de comportement en cisaillement
de I'assemblage par vissage que nous avons identifiée dans le chapitre 2 a été obtenue par voie
expérimentale sous la forme d’un module de raideur k(g;) dépendant du glissement g; au droit
de la vis j. Nous avons donc :

fi = k(95) 9; (5.9)

n

De plus, sachant que la répartition des vis est réguliére de pas " a ", la cote de la i-éme vis est

x4 = ia, (on rappelle qu’il y a une vis en z3 = 0 dans le plan symétrie, cette vis n’intervient
pas dans les équations d’équilibre compte tenu des hypothéses de symétrie du chargement et du
systéme mécanique) et nous avons :

7M(x3)dx3 _ ng?) (3;‘; _ (Z)3> , (5.10)
0

oil p est la charge linéique correspondant & une pression de 20 daN/m? multipliée par entraxe
entre montants (largeur de la cellule). Nous avons également,

/N(l‘g)dl’g =a) min(i,j)f; . (5.11)
0 J=1

Par combinaison des équations (5.8)), (5.9)), (5.10) et (5.11)), nous obtenons aux droits des n vis

situées sur la demi-hauteur de cloison, pour i =1,...,n,

- 2R6;; 2Rd(ja,ia) o o pH? ia ia\®
S (et ey * Beplon o * Mnti-Boten ) 5= 7 <3H (%) > |

7j=1
(5.12)
ol d;; est le symbole de Kronécker. On obtient ainsi un systéme linéaire de n équations a n

inconnues (les forces sur les n vis d’une demi-hauteur de cloison) que I’on résout numériquement.
Connaissant les forces aux vissages, on peut calculer la fléche sous charge de la cloison. La fléche
en x3 = 0 est notée vy et elle est définie par vg = |v(0)|. Compte tenu de I'Eq. (5.2)), on a

H z3
m JN
_’—/¢1 x3 dxgl—// (e +€p ) dxs (5.13)
Or nous avons
H x3 n .
) ia
//Nd$3:az;z<H—2> fi . (5.14)
0 0 i=
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Chapitre 5. Modeéle semi-analytique de calcul de la fleche des cloisons sous charge de service

On obtient finalement ’expression de la fléche :

_5pH4 a4 — . ia
Vo = 2R —R;'l(H—z) (em‘i‘ep)fz . (515)

Le premier terme de cette expression est la fleche que 'on obtiendrait si le montant et les
deux plaques CPC étaient simplement plaqués les uns aux autres sans que rien n’empéche leurs
glissements relatifs. Le deuxiéme terme exprime la diminution de fléche engendrée par ’opposition
partielle aux glissements qu’apportent les vissages. En introduisant la loi de comportement définie

par 'Eq. (5.9)), 'Eq. (5.12)) est réécrit

Vi = { 1,n } ,
~ (2R 2Rd(ja, ia) o ol (ia fia\?
JZ; <6m +ep i <Ep€p (em +€p) +min (i, j) alem +¢p) ) k(g5) | 95 = 6 3ﬁ H )

(5.16)
La démarche consiste donc maintenant & calculer le glissement g; pour chacune des n vis située
sur la demi-cellule z3 > 0 en utilisant I'Eq. , puis en déduire ’expression de la force f;
donnée par I'’Eq. et enfin, calculer la fléche par I'’Eq. .
En tenant compte de la loi de comportement en cisaillement des vis d’assemblage, pour le modéle
nominal (ou modéle moyen) présentée dans le chapitre 2, on a

{k(gj):aaba_l siog=0 , (517)

k(gj) = a{(g; +0)* —0"}/g; st g; #0

5.2 Meéthode de la construction du modéle probabiliste

Comme il existe des variabilités importantes du comportement en cisaillement des vis d’as-
semblage du montant avec les plaques CPC, un modéle probabiliste a été introduit. Les para-
métres a, b ont été modélisés des variables aléatoires A et B, dont les lois de probabilité ont été
déterminées et identifiées dans le chapitre 2 & ’aide de mesure expérimentale. L’Eq. est
donc réécrite sous forme :

K(g;) = A{(g; + B)* = B*}/g; si g;#0 (5.18)

{ K(g;) =aAB*' s g;=0
Dans ces conditions, la fléche vy devient une variable aléatoire notée V. Concernant la méthode
de résolution des équations stochastiques, nous utilisons la méthode de Monte Carlo, consistant
& générer, pour chaque vis de ’assemblage de la cellule, des réalisations indépendantes des va-
riables aléatoires A et B suivant leur loi de probabilité, puis & introduire chaque réalisation dans
I’Eq. , puis a résoudre le probléme comme le modéle moyen déterministe, ce qui permet de
construire les réalisations indépendantes de la fléche, et enfin a utiliser les statistiques mathé-
matiques pour estimer les grandeurs probabilistes qui décrivent la fléche aléatoire V dont on a
construit des réalisations indépendantes.

106



5.8. Application numérique et résultat de calcul

5.3 Application numérique et résultat de calcul

Dans ce paragraphe, on présente les résultats relatifs au modéle moyen déterministe et au
modéle probabiliste. Chaque plaque CPC de la cellule correspond & une cloison en parement
simple de type BA13, dont les caractéristiques sont les suivantes : épaisseur 12.5 mm, hauteur
de la cellule 2.7 m, distance entre deux vis 0.3 m, largeur de la cellule 0.6 m. Le montant est en
profil en acier en "C" de dimension 48 x 50 mm.

Calcul avec le modéle déterministe
La valeur de la fleche calculée par le modéle moyen est vg = 5.6 mm.
Calcul avec le modéle probabiliste

On controle la convergence de la méthode de Monte Carlo par rapport au nombre ng des
réalisations 6y, ..., 0, utilisées pour la simulation Monte Carlo en étudiant la fonction suivante :

| 5 1/2
ng — conv (ng) = { > vo(ee)?} . (5.19)

ou les Vy(6y) sont les réalisations indépendantes calculées avec le modéle probabiliste de la

x 10°

5.54

5.521 7

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Nombre de simulation

F1G. 5.4 — Convergence par rapport au nombre ng des simulations. Graphe de la fonction ng —
conv (ng).

fleche aléatoire V. La figure montre le graphe de la fonction ns +— conv(ng). On voit que
la convergence est atteinte & partir de ny = 2500 et tous les résultats qui suivent ont été faits
pour ng = 10000. L’estimation de la fonction de densité de probabilité de la fleche aléatoire Vj &
demi-hauteur de la cellule est donnée a la figure [5.5] On peut voir la densité de probabilité n’est
pas Gaussienne. L’estimation de la moyenne V, et de 'écart type oy, de la fleche aléatoire Vj
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Chapitre 5. Modeéle semi-analytique de calcul de la fleche des cloisons sous charge de service

sont Vi = 5.4 mm et oy, = 0.14 mm. Pour les 10000 réalisations, le minimum et le maximum
de la force dans chacune des 4 vis est donné dans le tableau aprés Pour la température ambiante

Numéro de la vis  Min de la force (N) Max de la force (N)

1 88 313
2 149 376
3 180 479
4 198 466

TAB. 5.1 — Minimum et maximum de la force en N dans chacune des 4 vis sur I’ensemble des
10 000 réalisations

et sous la charge de service, on peut voir que la fleche nominale vy (modéle moyen) est voisine
de la moyenne statistique V, de la fleche aléatoire Vj et que la dispersion est relativement faible.
Cependant, le tableau montre qu’il y a des fluctuations statistiques significatives des forces
dans les vis, mais qu’elles induisent des fluctuations statistiques relativement faibles pour le
glissement (voir la figure . De plus, il y a un effet de moyennage statistique sur le nombre
de vis qui a pour effet de réduire la fluctuation statistique de la fléche aléatoire V.

3500

3000+ = _

2500 Z x |
2000 z x 4
1500
1000 1

500 + g

Fonction de densité probabilité de V,
1
T

45 5 5.5 6 -3
Fléche a demi-hauteur de la cloison (m)

F1G. 5.5 — Graphe de la fonction de densité probabilité de la fleche aléatoire V; & mi-hauteur de
la cloison.
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Chapitre 6

Développement du modeéle
thermomeécanique non linéaire
déterministe et probabiliste, de la
cloison légére.

Ce chapitre est dédié au développement du modéle thermomécanique non linéaire de la cloison
légére soumise a la charge thermique selon la courbe ISO 834 et sous leffet d’une charge répartie
uniforme. Afin de décrire le comportement de la cloison, nous faisons les choir cinématiques
sutvants :

- Les plaques CPC' sont modélisées par une théorie de plaque épaisse et le modeéle est rappelée
ci-dessous.

- Les montants métalliques (profils "C") sont modélisés par des poutres minces de section ouverte
de type Bernoulli.

- Les assemblages par vissage des plaques CPC sur les montants métalliques sont modélisés par
un systéme de ressorts a comportement non linéaire dont les raideurs sont calculées en utilisant
le modéle du comportement en cisaillement de [’assemblage présenté dans le Chapitre 2 (a froid)
et le Chapitre 4 (& chaud).

- Le modéle mécanique utilisé pour représenter la force de cisaillement transmise par une vis
entre une plaque CPC' et le montant métallique est ponctuelle (la force est concentrée en un
point). Un tel modéle provoquerait une déformation locale importante dans la plaque CPC et ne
correspondrait pas & la réalité physique. En fait, cette force est localement distribuée au voisinage
de la vis. Pour mieux présenter cette réalité et la diffusion de la force exercée par la vis dans la
plaque CPC, nous avons introduit un sous-domaine (en forme de disque), centré au droit de la
vis, de rayon r = 1.5 cm et supposé indéformable. Ainsi la force concentrée au droit de la vis se
répartit sur la circonférence de ce sous-domaine assurant ainsi une diffusion de la force dans la
plaque CPC.
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Chapitre 6. Développement du modéle thermomécanique non linéaire

6.1 Modéle du comportement thermomécanique non linéaire de
la plaque CPC

6.1.1 Modéle de la plaque CPC

Nous rappelons ci-dessous la formulation variationnelle en déplacement du probléme aux
limites pour la plaque CPC.
L’espace est rapportée a un repére orthonormé Oxx2x3. Le plan moyen de la plaque est dans le
plan Oziz9. L’axe x3 est donc perpendiculaire au plan moyen de la plaque. Soit D le domaine
occupé par le plan moyen de la plaque CPC (partie de R? dont le point courant est (z1,22)).
La plaque est encastrée sur la partie dy de son bord 9D. Soit Cy I'ensemble des champs de
déplacement admissibles défini par

Co = {(u, ) suffisamment régulier et tel queu = 0etp = Osurdp}, (6.1)

ou (x1,x2) — u(z1, z2) est le champ de déplacement et (x1, x2) — 1 (x1,x2) le champ de rotation
de la plaque CPC paramétrés dans le plan moyen. La forme faible du probléme aux limites de la
plaque CPC avec prise en compte de I'’endommagement s’écrit alors en explicitant la dépendance
du probléme par rapport a la température. Il s’agit de trouver (u, ) dans Cy tel que, pour tout
(0u, 01p) dans Cp on ait,

H(0)] [BO)] 0 o (u, ) W\ (e (ou,5y)
| <| o) con o www) | ]| o) | > dode
Polo 0 [E(0)] | \ e“(u3) 0 e“(du, 6¢h)

° ou
- /D < ( m? ) ’ ( k(0u, 61p) ) > drydrs
(6.2)

ou les vecteurs f* = (f7, f3, f5) et m® = (m7, m§, m3) représentent respectivement le vecteur des
forces et des moments extérieurs appliqués, et ol tous les autres grandeurs sont définies dans le

paragraphe

6.1.2 Discrétisation par la méthode des éléments finis du modéle de la plaque
CPC

Le vecteur des déformations généralisées en un point x = (z1,z2,23) du domaine 3D oc-
cupé par les matériaux de la plaque multicouche s’exprime en fonction des déplacements gé-

néralisés q(z1,2) = (u(z1, 22), ¥ (21,22)), avec u(z1,x2) = (u(w1,22),v(21, 2), w21, 22)) et
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6.1. Modéle du comportement thermomécanique non linéaire de la plaqgue CPC

P(z1,22) = (Y1(z1,22), a1, 22)), s'écrit

el (x1,x0,23) = z

Ozo
Ow
ox1

Le vecteur q est réécrit, q = (u, v, w, 1, Y2).
Des éléments finis isoparamétriques a m noeuds sont utilisés pour la discrétisation spatiale du

domaine D. Soit D¢ C D le domaine d’'un élément fini fixé et soient N7, ...,

d’interpolation telles que

u(zy,z2) = Y0 NE(x1, 20’
v(xy,29) = > iy NE(z1,22)0°
w(xy, x9) = > it NE(z1,22)0°
Y1, w2) Yoty NE(w1,x2)), avee k=12

u(xy,x2)
v(x1,z2)
w(z1, z2)
Y11, 22)

)

o (1, 22

= L{q(z1,22)}

(6.3)

N@

., ses fonctions

(6.4)

ol ui,vi,wi,Wi,l/J%, sont les valeurs des champs au nceud i de I’élément fini de domaine D..
En remplagant dans I'Eq. les composantes du champ des déplacements généralisés par
leurs interpolations nodales données par I'Eq. , on obtient les matrices d’interpolation des
déformations généralisées [B(x1,z2,23)] permettant de calculer les déformations généralisées
en chaque point (z1,x9,x3) avec (r1,z2,0) un point dans De, en fonction des déplacements

généralisés des nceuds de I'élément fini D, :

m

e (w1, 09, 25) = Y B (a1, 00, x3)q’ avee g’ = (ul, v, wl, g, h)

=1
et avec

[ Nie,xl(xlvx2)

0
Nz%a:g('rlvx?)

0

(B (x1, 22, 23)] = 0

0

0

i 0

N¢

1,T2

Ne

1,T1

(z1,22)
(z1,22)

o O O O O

0
0
0
0
0
0
Nie,:m (.%'1, .%'2)
Nf(fEl, .TQ)

(6.5)
.’L‘gNie’ml ({L‘1,1‘2) 0
0 z3N{,, (z1,22)
ngfm (a:l,xg) ‘T?’Nim (1’1,1’2)
Nle (xl,xg) 0
0 Nf s, (1, x2)
Nim(azl,xg) fol (wl,l’g)
0 Nf(xl,:rg)
Nl-e(.Tl,ZEQ) 0
(6.6)
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avec Nf, (71,72) = ON{ (21, 22)/0xk. L'Eq. (6.5) est réécrite globalement

1,Tk

_ql_

e;(l'l,l’g,xg) = [[Bf(l‘l,lbz,l'g)] [Bﬁl(l‘l,lig,l‘g)]] . = [Be(ZEl,l'z,l'g)}q . (67)

qm

En introduisant la discrétisation du champ de déplacement donné par 'Eq. (6.4)), dans 'Eq. (6.2)),
et en tenant compte de la condition de Dirichlet sur le bord dy, nous obtenons 1’équation matri-
cielle non linéaire suivante

[K(qv 9)](31 =f , (68)

ou [K(q,0)] est la matrice de rigidité globale qui est une fonction non linéaire de q de part la
présence du modéle d’endommagement, et qui dépend de la température 6. Cette matrice résulte
de ’assemblage des matrices élémentaires qui s’écrivent

[K(q,0)] = / [B(w1, x2,0)]" [A9(21, 32, q, 0)][B (21, 2, 0)]dardws (6.9)
ou [AY(x1,x2,q,0)] est la matrice de la loi de comportement mécanique globale de la plaque
CPC reliant les déformations aux efforts résultants définie par I'Eq. (1.16]) et qui est fonction du
champ de température 6.

6.2 Modéle de I’assemblage par vissage montant-plaque CPC

Nous présentons dans ce paragraphe le développement du modéle numérique de ’assemblage
par vissage d’une plaque CPC au montant métallique par la méthode des éléments finis, pour les
deux cas de cloison en parement simple ou en parement double. On suppose que chaque vis ne
tourne pas autour de son axe. La rotation autour de ’axe de la vis est donc nul. Le développement
numérique consiste & modéliser ’assemblage par vissage par un systéme de ressorts en translation
et en rotation dont les raideurs sont déterminées en utilisant le modéle de comportement en
cisaillement de l’assemblage construit dans le chapitre 2 et identifié expérimentalement dans
les chapitres 2 et 4 (& froid et & chaud). A cause de la dissymétrie de la géométrie d’une vis
par rapport au plan perpendiculaire & son axe et passant par le point milieu par rapport & sa
longueur, le centre de rotation de la vis se décale avec une excentricité par rapport au point
milieu. Nous étudions ci-dessous 3 cas. Le cas d’une cloison en parement simple en tenant et en
tenant pas compte de 'excentricité et le cas de la cloison en parement double.

6.2.1 Cas de la cloison en parement simple en ne tenant pas compte de
I’excentricité de la rotation

Considérons une cloison légére constituée de plaques CPC assemblées par vissage au montant

métallique (voir les figures et [6.2)).
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6.2. Modéle de I’assemblage par vissage

Montgnt Cellue périodique
métallique de la cloison légere

Plaque CPC
X, /

en platre
Vis
O
2H X, X, d’assemblage

Coté de la cellue
Coté de la cellue

FiG. 6.1 — Cloison légére constituée de plaques CPC assemblées par vissage au montant métal-

lique.

=

N
4 77/, Montant métallique
Plaque CPC
XH\ X,
2H
X, X, X, X,

SHGHGH SNNBASI JONSES) OSESE) CUSUHN SEBSGN SHESGH SHEEH s JRI

F1G. 6.2 — Section représentative d’une cellule de la cloison légére en parement simple.

Supposons que la dissymétrie géométrique induit par la géométrie de la vis d’assemblage soit
annulée (c’est-a-dire qu’il n’y a pas de rotation de la vis au tour d’un axe perpendiculaire a ’axe
longitudinale de la vis et passant par son point au milieu). Considérons une vis de 'assemblage
d’une plaque CPC avec le montant métallique. Le modéle mécanique de la vis est celui d’une barre
indéformable (trait épais grisé (en vert pour la version couleur) sur la figure On considére
les noeuds 1 et 2 du maillage par élément fini situé sur axe neutre du montant et situé dans
le plan moyen de la plaque CPC, respectivement. On considére maintenant les points 3 et 4 de
neeuds intermédiaires situées sur 'interface entre le montant métallique et la plaque CPC, ainsi
que le point 5 au milieu de la vis d’assemblage. A 1’état initial non chargé, les points 3 et 4
coincident, les points 2 et 5 coincident et les points 1,2,3,4 et 5 sont allignés (voir la figure
a gauche). Dans la configuration déformée, la vis d’assemblage tourne au tour du point 5 avec
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Chapitre 6. Développement du modéle thermomécanique non linéaire

un vecteur rotation 3 = (31, 0, B3). Pour cette configuration, la section droite de la plaque CPC
se déplace en translation suivant 1’axe xg par rapport a sa position initiale, et tourne au tour
de l'axe x1. Le déplacement du nceud 2 peut donc étre décomposé en une translation et une
rotation. L’assemblage par vissage est modélisé par deux ressorts. Le premier est un ressort en
translation, reliant les points 5 et 2, dont la raideur est notée k;. Le second est un ressort en
rotation reliant la section droite de la plaque CPC et la rotation de ’axe de la vis, dont la raideur
est notée ¢ (voir la figure a droite).

Ty | |
xé—»mz 1 L
; ; 1 CPC
. . aque
| | //P
| |
L 133 5;h
: 4 -2
| |
Montant 7 | |
métallique
| |
| |
| |
Configuration au repos Configuration déformée

F1G. 6.3 — Modélisation de l'assemblage par vissage avec des ressorts. Figure de gauche : confi-
guration initiale non chargée, figure de droite : configuration déformée liée au chargement.

Pour simplifier les développements, le ressort en rotation est transformé en un ressort en
translation avec une rigidité équivalent k. = ¢/ lg ot [, est la demi-épaisseur de la plaque CPC. Le
systéme de ressorts en translation et en rotation, présenté a la figure de droite, se transforme
en un systéme de deux ressorts en translation en série, illustré a la figure de gauche. Notons
un systéme de deux ressorts en translation en série peut étre modélisé par un unique ressort en
translation (figure a droite) dont la rigidité K s’écrit

kt kc
R (6.10)

En conclusion, 'assemblage par vissage d’une plaque CPC sur le montant métallique est
modélisé par un ressort en translation qui relie les points 3 et 4 avec une raideur définie par
I’Eq. . Soit u? = (u',v*, w?) le vecteur de déplacement de translation du nceud 4 suivant les
3 directions x1, x2 et x3. Soit Y? = ( {, wg) le vecteur de déplacement en rotation du nceud i
au tour des axes Ox1 et Oxs . Il est noté que la composante w; du vecteur de déplacement en
rotation au tour de 'axe Oxo n’est pas prise en compte dans la théorie de plaque.
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6.2. Modéle de I’assemblage par vissage

F1G. 6.4 — Ilustration du systéme de ressorts. A gauche : Systéme de deux ressorts en translation
en série. A droite : Un ressort en translation équivalent.

Les relations cinématiques entres les vecteurs de déplacement des nceuds s’écrivent

(6.11)

u3:u1+1,b1><1_3> ,
4 _ .2 2 o o4
ut=u"+¢Y° x24 |

oit 13 et 24 sont les vecteurs définis par les points 1 et 3 d’une part et 2 et 4 d’autre part.
De I'Eq. (6.11)), nous déduisons les relations cinématiques pour les composantes du vecteur de

déplacement,
ud =ul — lm¢§
v = ot (6.12)
w? = wh + i

et

ut = u? + 3
vt = v? , (6.13)
wt = w? — [,Y?

avec lp, et [, la demi-épaisseur du montant métallique et de la plaque CPC. La norme g du
déplacement relatif (vecteur) dans le plan de la plaque CPC entre les nceuds 3 et 4 peut donc
étre réécrit comme suit,

g2 = (u4 — u3)2 + (w4 — w3)2 = (u2 + lp¢§ —ut+ lmq/)%)Q + (w2 - lpq/)% —w! — lm¢%)2 . (6.14)

De plus, puisque les vis ne travaillent qu’en cisaillement pour le glissement dans le plan Oxxs,
on a
vd =0t . (6.15)
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Chapitre 6. Développement du modéle thermomécanique non linéaire

En introduisant ’'Eq. (6.15]) dans les Eqgs. (6.12)) et (6.13]), on obtient
vl =02 =0 . (6.16)

L’équilibre d’une vis s’obtient en minimisant sa puissance I sous la contrainte définie par 'Eq. (6.16))
et en utilisant les relations cinématiques définie par I’'Eq. (6.11]). La puissance s’écrit

I= %ng —-g9f(9) - (6.17)

La contrainte est prise en compte par la méthode de pénalisation. La fonctionnel I est alors
remplacée I’ tel que

1 P
I'=Kg* = fg+ 50 v (6.18)

avec P le coefficient de pénalisation qui est trés grand. Soit q° = (u!, v, wl, i, i, u? v?, w?, 2, 92)
—

le vecteur de déplacement nodale de 1’élément de liaison 12. La fonctionnel I’ peut s’écrire alors

(voir les détails de calcul dans 'annexe B),

I'= Sa K - (o) (619

ou [K€] est matrice de rigidité élémentaire de ’élément de liaison des vissages entre la plaque
CPC et le montant métallique, qui s’écrit

(100 0 —l, 10 0 0 — |
PO 0 0 O —-PO 0 0
1 0, O 0 0 -1 1, 0
2,0 0 0 —by lnlp 0
2, I, 0 0 0 Inl
K=K mom e 6.20
K] 1 0 0 0 (6.20)
sym P 0 0 0
1 -, 0
20
2
L lp _

On notera que la matrice K¢ dépend de la constante K définie par I'Eq. (6.10)), de I, et [, et
du coefficient de pénalisation P.

6.2.2 Cas de la cloison en parement simple en tenant compte de ’excentricité
de la rotation

Dans cette partie, la dissymétrie géométrique des vis d’assemblage est prise en compte dans la
construction du modéle de 'assemblage. La vis ne tourne plus au tour de son point milieu noté 2,
mais au tour de son centre de rotation noté 5 correspondant & un point excentré de e, par rapport
au point 2. Le déplacement de la vis est maintenant décrit par le déplacement suivant ’axe x3
de son extrémité (le point 3) et la rotation autour de l'axe z1 au point 5. La modélisation de
I’assemblage par vissage est faite par des ressorts comme le cas précédent. La matrice de rigidité
élémentaire de la liaison est construite en remplacant, dans 1’Eq. , la raideur du ressort
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I I
@, x | |

2

Montant | |
métallique

| |
1

Configuration au repos Configuration déformée

FiGg. 6.5 — Modélisation de 'assemblage des vissages par un systéme des ressorts dans le cas

parement simple avec prise en compte de 1’excentricité de la rotation des vis.

en translation K par la nouvelle raideur K., qui tient en compte de ’excentricité e;, et qui est
définie par

k?t k=
K., = e ;kem ; (6.21)
avec
€r __ C
kC —_— m . (6.22)

6.2.3 Cas de la cloison en parement double en tenant compte de ’excentricité
de la rotation

Nous étudions dans cette partie la construction du modéle de 1’assemblage par vissage dans
le cas d’une cloison en parement double avec prise en compte de ’excentricité de la rotation. La
figure [6.6) montre la cellule de la cloison légeére en parement double.

Dans la configuration déformée, une vis de ’assemblage tourne avec un vecteur de rotation
B = (41, 0, B3). Les sections droites des plaques de CPC se déplacent en translation suivant s
par rapport & leurs positions initiales, et tournent au tour de I’axe x1. Dans le cas du parement
double, la vis traverse deux plaques CPC. La partie de la vis qui traverse la plaque CPC en
contact avec le montant a une symétrie et sa rotation est donc décrit par rapport au centre
de cette partie de la vis. Par contre, la partie de la vis qui traverse l'autre plaque CPC et
qui contient donc la téte de vis, ne tourne pas par rapport au point milieu mais par rapport
au centre de rotation excentré de e, par rapport a ce point milieu. Comme dans le cas de la
cloison en parement simple, I'assemblage par vissages est modélisé par un systéme des ressorts
en translation et en rotation suivant le schéma montré a la figure Les raideurs des ressorts en
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Chapitre 6. Développement du modéle thermomécanique non linéaire

Montant métallique
Plaque CPC

Cu €109

F1G. 6.6 — Cellule de la cloison 1égére en parement double.

translation et en rotation de la premiére plaque CPC et de la seconde sont notées ki1, ¢1 et ko,
¢, respectivement. Ce systéme de ressorts est transformé en un systéme plus simple composé de
deux ressorts en translation équivalents (voir la figure . Les raideurs K; et K9 de ces ressorts
équivalents sont données par

ktl kcl 2
1= m y avec kc1 = Cl/lpl (623)
et oo k
12 hvc2
KQ = m y avec kcz = CQ/(lp2 + 6.1:)2 (624)

Finalement, I'assemblage par vissage dans le cas d’'une cloison en parement double est modé-
lisé par un systéme de deux ressorts en translation, I'un relie le point 4 du montant au point
8 de la premiére plaque CPC, les points 4 et 8 étant situés & l'interface entre le montant et la
premiére plaque CPC. L’autre relie le point 9 de la premiére plaque CPC avec le point 11 de la
seconde. Les points 9 et 11 sont situés sur 'interface entre deux plaques CPC (voir la ﬁgure .

Le développement du modéle consiste a construire la matrice de rigidité élémentaire de 1’élé-
ment de liaison qui lie les déplacements de trois points 1, 2 et 3 qui seront trois nceuds du
maillage par éléments finis. Le point 1 est sur la fibre neutre du montant. Le point 2 est sur la
fibre neutre de la plaque CPC en contact avec le montant. Le point 3 est sur la fibre neutre de la
seconde plaque CPC. Dans la configuration non déformée, les points 1, 2 et 3 sont allignés. Dans
la configuration déformée, les relations cinématiques décrivant la position des différents points
sont les suivantes
4 _ 1 114

=u +v¢¥ x14 |
RN
8 —u?+¢?x28
9 _ .4 16
=u*+03x49 ,
ull = ud + 3 x 311 ,

=

s

(6.25)

=
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L | | |

1 —+
X X, . . .
| | |

| | I,

| I1 Il

1 “p, P,

¢ é | ¢

=2

| | |
Montant | | |
métallique . . .
| | |
| | |
| | |

1 S o -

Configuration au fepos " Configuration déformée

FiG. 6.7 — Modélisation de ’assemblage par un systéme de ressorts en translation et en rotation.

F1G. 6.8 — Modélisation de I'assemblage par un systéme de deux ressorts en translation.
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Chapitre 6. Développement du modéle thermomécanique non linéaire

On déduit de I'Eq. les relations cinématiques pour les composantes du vecteur de
déplacement,
ut = ul — Il
v = ! (6.26)

wt = w! + I}

ud = u? + Iy, 3

V8 = 0? (6.27)
W = 1y}

u? = ut — 21, B3

v? = vt (6.28)
w? = wt + 21, 4y

ul =B 4 1,0

v =3 (6.29)
W' = — 1}

ol by, lp,, 1y, sont les demi-épaisseurs du montant, de la premiére et de la seconde plaque CPC,
respectivement. Les composantes du vecteur rotation 3 de la vis sont données par

/8 U)6 _ w9 U)6 _ w4
1 = =

bt bt (6.30)
/83 = =

lpo tex 2lp +1p, + e

Les composantes suivant zo des vecteur des déplacements des nocuds 1, 2 et 3 vérifient
vl =02 =03 . (6.31)

Comme précédemment, 1’équilibre d’une vis s’obtient en minimisant sa puissance I sous la
contrainte définie par I'Eq. (6.31)) et en utilisant les relations cinématiques définie par 'Eq. ((6.25)).

La puissance s’écrit
1 1
25&ﬁ—mﬁ@ﬁ+5@£—wb@)- (6.32)

La contrainte est prise en compte par la méthode de pénalisation. La fonctionnel I est alors

1

remplacée I’ tel que

g

2 P 1 3

1 1
I'= §Klg% —g1fi(g1) + §K29% — g2f2(92) + 5(”% —u3)® + S (uy —u3)? (6.33)

avec P le coefficient de pénalisation qui est trés grand. Dans cette équation, g; et go sont des
déplacements relatifs dans le plan Ox123 des plaques CPC entre les points 4 et 8, et entre les
points 9 et 11, respectivement. Soit q° = (ul, vl wl, ¥}, 3, u? v w? 3 2 ud v3 w3 ¥3)
le vecteur de déplacement nodale de I’élément de liaison entre les points 1, 2 et 3. La fonctionnel

I’ peut s’écrire alors (voir les détails de calcul dans I'annexe B),

1

F=5fﬂKWf—mﬁ@ﬂ—mb@ﬂ : (6.34)
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6.2. Modéle de ’assemblage par vissage

avec [K¢| matrice de rigidité élémentaire de 1’élément de liaison par vissage entre le montant et
les deux plaques CPC, et qui s’écrit

(K] = [KTo] + [Ki5] (6.35)

ou [K7Y,] et [K{;] sont les matrices de rigidité définies par

(10 00 I, =10 0 0 ~lp, 00 00 0]
POO0O O O —-PO 0 0 00000
16, 0O 0 0 =1 1, 0 00000
2,0 0 0  —by Ilnlp O 00000

2, L, 0 0 0 lnlp, 0 0 0 0 0
1 0 0 0 ly 00000
P 0 0 0 00000
[KTs] = K1 1 =, 0 00000 (6.36)
20 000O0O
2 00000
sym 00 0 00O
0000
00 0
00

L 0

(10 00 -l,, 00000 -10 0 0 -
POO O 00O0O0O0O0 —-P O 0 0
16, 0 000000 0 -1 I 0

2,0 000000 0 —lyp by, O
20000016, 0 0 0 Il
000000 O 0 0 0
00000 O O O 0
[Kis] = A2 K 0000 O O 0 0 (6.37)
000 0 0 0 0
00 0 0 0 0
sym 1 0 0 0 Ly
P 0 0 0
1 =l 0
7 oo
L b ]
ot A et [;,, sont définies par
A\ = (lpz + er)(th + k62)

B 2lp1 ktz =+ (lpz + €$>(kt2 + kcg) (6.38)
/
po = 21}71 + lpz
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Chapitre 6. Développement du modéle thermomécanique non linéaire

6.2.4 Estimation de la raideur des ressorts a ’aide des résultats expérimen-
taux

Ce paragraphe a pour objectif d’établir les relations permettant 'identification expérimen-
tale les constante de raideur des différents ressorts introduits dans la modélisation. Les résultats
expérimentaux sont ceux des essais présentés dans les chapitres 2 et 4 (a froid et a chaud).

Cas d’une cloison en parement simple

La figure[6.9]illustre le schéma de la configuration expérimentale pour I’assemblage par vissage
dans le cas d’une cloison en parement simple (voir le chapitre 2). Rappelons que dans ces essais,
la force appliquée f et le déplacement relatif g entre le montant et la plaque CPC sont mesurés.
Les équations d’équilibre de la vis s’écrivent,

{/ {/ Plaque CPC
€, | 7 | &
l | L, I e
Xy x, . P
| ci | /1B,
: =3
| g u 5
Montant i:kt
métallique | | ::
. - 4
1 T

F1G. 6.9 — Schéma illustrant la configuration expérimentale pour ’assemblage par vissage dans
le cas d’une cloison en parement simple.

f = ktw
6.39
{ Fllp +es) = by (6.2
Le glissement relatif entre le montant et la plaque CPC s’écrit

g=w+p1(l, +ex) . (6.40)

En tirant les expressions de w et de 3 de 'Eq. (6.39)), et en les substituant dans 'Eq. (6.40]), on

obtient )
1 (lp+ea)
= —_ . 6.41
g f<h+ . (6.41)
En utilisant les Eqs. (6.21)) et (6.22)), on obtient
1 1 f
_ L) = 6.42
Finalement, la raideur K., (g) du ressort équivalent est donnée par ’équation suivante
_
Ke.(9) = g (6.43)
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6.2. Modéle de I’assemblage par vissage

L’expression de f = K, (g) g a été établie aux chapitres 2 et 4 a partir des essais.
Cas d’une cloison en parement double

La figure [6.10] illustre le schéma de la configuration expérimentale pour Iassemblage par
vissage dans le cas d’une cloison en parement double (voir le chapitre 4). Rappelons que dans
ces essais, la force appliquée f et le déplacement relatif g entre le montant et la seconde plaque
CPC sont mesurés. Le schéma des essais est présenté a la figure[6.10] De la méme fagon que dans

Plaque CPC

A
|

L—V . I
i x, I 2 I

2
lfl-l

m P, p "

t1 Nl W/
. C .
. w, ! { CZ‘ 9
w,| " o

Montant o - k,, Tﬂ 6

métallique | |

gt 1 v

F1G. 6.10 — Schéma illustrant la configuration expérimentale pour I’assemblage par vissage dans

le cas d’une cloison en parement double.

le cas de la cloison en parement simple, les équations d’équilibre s’écrivent

f=kywe
{ flpr = (C1+Co)B1 avec [ = (w1 —w2)/ly, (6.44)

Le glissement relatif entre le montant et la seconde plaque CPC s’écrivent
9= (w1 —w2)(2lp, + lp, +€2)/lp, (6.45)

En tirant w; —wy de la seconde Eq. (6.44]) et en portant cette valeur dans I'Eq. (6.45]), on obtient

Ch1+ Oy

f= g . (6.46)
lp1 (2lp1 + lpz + em)
En posant K = f/g, 'Eq. (6.46|) donne :
C1+ Cy =Kl (2l + 1y, +€5) . (6.47)

Pour déterminer les raideurs des ressorts K et Ko définies par les Eqs. (6.23]) et (6.24)), ainsi
que le coefficient A défini par I’Eq. , nous avons introduit les rapports ke, /ki,, ke, /kt, et
k¢, /ki,. Des calculs par la méthode des éléments finis ont été mené pour la plaque CPC située
entre le montant et la seconde plaque CPC, et ont permis de trouver les valeurs suivantes pour

ces rapports
ke, ke, ki, 07
L =05 -2=06 —L=-L=r, 6.48
ki, ki, ke, 05 (6.48)
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Chapitre 6. Développement du modéle thermomécanique non linéaire

ot 67" et 05" sont les températures moyennes au centre de la plaque CPC 1 (celle en contact avec
le montant) et de la plaque CPC 2 (celle en contact avec la plaque CPC 1). A la température
ambiante, r, = 1. Par définition et en utilisant les Eqgs. (6.48)), les raideurs K; et Ky s’écrivent

_ kyke 1 _ 2
Ki= ke the, 3kt = 3ke,

_ kigkey 3 _ 5
K2 = 1,57, = skts = gke, (6.49)
ke,

2
_a( m \"_s,
ko c2 \lpyt+eq 6°a

A partir des Eqgs. (6.47)) et (6.49)), nous pouvons déterminer la raideur des ressorts K7 et Ks par :

_ 5
{ K= g iar X (6.50)
Ko =St ter &

avec
lpl (2ZP1 + lp2 + ex)

5670y /(g + €0))? + 1

(6.51)

6.3 Modéle du montant métallique

Ce paragraphe est dédié au développement du modéle du comportement thermomécanique
du montant métallique. Un montant métallique est modélisé par une poutre mince de section
ouverte de type Bernoulli, de longueur [/, pour laquelle il n’y a donc pas de gauchissement de la
section droite de la poutre. Un tel profil en "C" est représenté a la figure[6.11] Soient G et C' sont

F1G. 6.11 — Schéma d’un élément de poutre en profil mince ouvert.

le centre de gravité et le centre de torsion de la section de la poutre. Soit (Oxjzax3) le repére
local de la poutre (voir la ﬁgure, translaté du repére principal d’inertie et ayant pour origine
le centre de torsion. Soit x = (x1,x2,x3) les coordonnées cartésiennes dans ce repére local d'un
point x. Les coordonnées du point C sont x¢ = (xlc, :1:20, xg) Les déplacements dans le plan de la
section (plan Ozoxs) seront donc exprimés dans ce repére. D’autre part, les déplacements axiaux
(selon la direction Ox1) sont exprimés dans le repére principal d’inertie 1ié au centre de gravité
G, pour conserver le découplage entre les déplacements de flexion et de traction - compression.
Dans ces conditions,les effets de torsion et de flexion sont découplés dans ce repére local. A cause

des effets induits par la charge thermique, la position du centre de gravité varie en fonction
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6.3. Modéle du montant métallique

du temps, il n’y a pas de moyen direct de définir a priori ce repére. Nous considérerons donc
que la position du centre de gravité concide avec 'origine du repére local pour les calculs de la
déformation axiale, c’est-a-dire que les coordonnées du point G sont x& = (xlc, a:g =0, ng =0).
Soit up le déplacement de l'origine O du repére locale selon la direction Oz, et soient v, et w,
les déplacements du centre de torsion C selon les directions Oxo et Oxg. Soient 1, Y9 et 3
les rotations autour des axes Ox1, Oxy et Ox3. Le vecteur des déplacements en translation d’un

point x = (z1, 2, x3) est noté u(x) = (u(x), v(x), w(x) et s’écrit dans le repére local,

u(x) uo (1) w312 (1) —x2tp3(w1) 0

v(x) = 0 + 0 + ve(1) +9 —(z3 — a§)vu(a1)

w(x) 0 we (1) 0 (x2 — 2§ )i (21)
membrane flexion au‘trour de Ox2  flexion autour de Ox3 torsion

(6.52)
Dans cette expression, le champ de déplacement d’un point quelconque se décompose en 4 termes,
un concernent le déplacement membranaire, deux termes de flexion au tour de deux axes Oz et
Ozxs, et un terme de torsion dont le gauchissement de la section droite est négligé sous I’hypotheése
de Bernoulli. Le champ de déformation s’écrit donc,

€11 uo,1(21) x3ta 1(x1) —w21)31(21)
Y2 = 0 + 0 + 9 —3(x1) + vei(xr)
713 0 a(x1) + we(xr) 0
0
+9 —(z3 — 2§)P1(21) (6.53)

(z2 — 2§ )11 (21)

et ot hj = Oh/0z;. Soit & = (011,012,013) et soit € = (e11,712,713) avec Y12 = 212 et
Y13 = 2¢e13. La loi de comportement thermoélastique isotrope de la poutre s’écrit :

011 E(0) (e11 — 55’1)
g12 = ka(H)fylg (6.54)
013 k2, G(0)713

ol kg, et kg, sont des coefficients de correction de cisaillement et ot G(#) le module de cisaillement
qui est relié¢ au module d’¢lasticité E(6) et au coefficient de Poisson v(6) par I’expression suivante,

E(0)
Gll) = ———— 6.55
(9) 2(1+v(0)) (6:55)
Dans I'équation ’Eq. ((6.54) z’fi’i est la déformation thermique axiale qui s’écrit
efh —aAh | (6.56)

ol « est le coefficient de dilatation thermique et ot A8 = 6 — 0y avec 0y la température initiale.
Les coefficients G(6), v(0) et E(0) dépendent de la température 6.
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Chapitre 6. Développement du modéle thermomécanique non linéaire

Puissance virtuelle des efforts intérieurs

La puissance virtuelle des efforts intérieurs de la poutre s’écrit :
Pis = /Q o e dV = /Q (110211 + 0120715 + o130m3) AV (6.57)
En introduisant ’Eq. dans I'Eq. , on obtient donc :
Py = /l<5uo,1 /5011615 + 0121 [9$3011d5 + 03,1 /S —2011dS + (=093 + 0vc 1) /SUlzdS

+(6v2 + 5wc,1)/ 013dS + 091 1 /(112 — 25013 — (23 — 5U:?)0'12d5> dxy
S s
(6.58)

Nous introduisons les efforts généralisés effectifs dus aux contraintes mécaniques, définis par,

N™ = [ ondS = [ BO) (e — lh) = /S B(0)ends — /S B(0)thds
N WV

Nth
Mg = fS $3011d5 = fS :133E(9)(€11 —E%) = /SLU;;E(Q)EHdS—/Sl‘gE(H)é‘i}idS

]\4352 Mth

Y
Mg = fS —l‘gO‘ndS = fS —.%'QE(Q)(EH — Eﬁ) = / —.Z'gE(Q)E%dS—/ —$2E(9)€11d$
S S

—
My ML

T, :/Ulgds

ng :/galgds
S

Mwl - (332 — xg)Ulg — (.’Eg — xg)algds
S
(6.59)
La puissance virtuelle des efforts intérieurs se réécrit donc,
Pint = /(5UO,1(N = N™) 4 42,1 (Myy — M) + 53,1 (M, — M) (6.60)
l .

+(—5¢3 + 67}0,1)ng + (57/}2 + 6wc,1>Tx3 + 5¢1,1Mx1> dxl

Nous introduisons donc le vecteur des efforts généralisés globaux et le vecteur des efforts géné-
ralisés dus & la dilatation thermique,

Sg: (N’TIQ’TI3’M$17MCC25Mx3) )
Sth — (Nth Mth Mth)
9 T3

x2)

(6.61)

Le vecteur €9 des déformations généralisées associé au vecteur s9 des efforts globaux généralisé

s’écrit,
([ uoq ) ([ uo(x1) )
Ve,1 — U3 ve(21)
() = ¢ LT A= 108 T = (ea()} (6.62)
Y21 Yo (r1)
V3,1 P3(w1)
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6.3. Modéle du montant métallique

avec q(x1) = (uo(z1), ve(z1), we(x1), Y1(x1), Y2(x1), P3(z1)) et ou Popérateur différentiel ma-
triciel [£] est défini par I'Eq. (6.62)). En introduisant les expressions des efforts et des déformations
généralisés dans I'Eq. , la puissance virtuelle des efforts intérieurs s’écrit

Py = / s9 - 5eddry — / sth . [L)oeddz; (6.63)
l l

ou [L] est la matrice de localisation définie par

L] = (6.64)

o O =
o O O
o O O
oS O O
O = O
—_ o O

Pour la méthode des éléments finis, nous utilisons des éléments finis de poutre droite & m = 3
nceuds. Soit [, le domaine d’un tel élément fini. Soient N7, ..., Ny, les fonctions d’interpolation
telles que toute quantité géométrique ou mécanique s’écrit :

r(z1) =Y Nf(z)r' . (6.65)
=1

En remplacant dans I’Eq. les composantes du champ de déplacement par leurs interpo-
lations nodales données par I’Eq. , nous obtenons les matrices d’interpolation des défor-
mations généralisées Bf(z1) permettant de calculer les déformations généralisées en fonction des
déplacements nodaux de I'élément fini I :

m

el(x1) =) [Bf(z1)la (6.66)

i=1

avec q° = (uo(z?), ve(xh), we(x?h), Yi(xh), Yo(z?h), wa(x?)), ott % est abscisse du noeud 7 et ot
q. = (uo(z}), 1) 1) 1) 1) 1)) 1

[ Nii(x1) 0 0 0 0 0
0 N@l({L‘l) 0 0 0 —Ni(xl)
0 0 Nzl(xl) 0 Nl(ajl) 0 N
Be _ : 6.67
0 0 0 0 Ni,l(m) 0
B 0 0 0 O 0 Ni71({1,‘1) i
o Nfy(w1) = ONf(x1)/0x1. L'Eq. est réécrite, :
- qé -
el(xy) = [[Bi(z)] ... [Bu(e)l] | . | =[B%1)lqe - (6.68)
L q¢" ]

Le loi de comportement qui relie les efforts généralisés globaux s9 aux déformations généralisées
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Chapitre 6. Développement du modéle thermomécanique non linéaire

eY s’écrit s9 = [A9(0)]e? on la matrice [A9(0)] est telle que :

N ) T H, 0 0 0 Hpyfey —Hpfpes T1( Uo,1
Tgc2 0 ffcx2 0 0 0 0 Ve, 1 — wg
., | _ 0 0 Hey 0 0 0 Wet + s (6.69
M,, 0 0 0 H, 0 0 Y11 '
M,, Hpyfas 0 0 0 Hypy, 0 o1

[ M., | —Hpfeys O 0 0 0 Hey 1 U 431

avec
H,, = / E(0)dS rigidité de membrane
S

Hyfas —/xgE(H)dS; Hyp oy —/xgE(Q)dS rigidités de couplage membrane/flexion

S S
Heypy = kg, / G(0)dS; Hegy = kay / G(0)dS  rigidité de cisaillement transversal
H, =G(0)J ’ ’ rigidité de torsion
Hpyy = / 23E(0)dS; Hyppy = / 3E(0)dS rigidité de flexion
° ° (6.70)

ou J l'inertie de torsion. En introduisant la discrétisation par éléments finis, la puissance virtuelle
des efforts intérieurs s’exprime donc sous la forme matricielle suivante

Pint = Sa(([K (6)]q — £7) (6.71)

o [K ()] est la matrice de rigidité globale, q est le vecteur des déplacements nodaux globaux et
" est le vecteur des forces nodales dii & la dilatation thermique. La matrice de rigidité globale

résulte de ’assemblage des matrices élémentaires qui s’écrivent :

[K<(0)] =/l[Be(xl)]T[Ag(H)][Be(wl)]dxl - (6.72)

Le vecteur des forces nodales f** di a la dilatation thermique résulte de I’assemblage des vecteurs
de forces élémentaires qui s’écrivent :

gth — / 1B (21)]T[L] s da (6.73)
le
Construction des matrices élémentaires

Nous avons implémenté dans le logiciel éléments finis du CSTB, un élément de poutre droite
quadratique & 3 nceuds suivant la formulation donnée précédemment. Cet élément a le domaine
de référence montré a la figure Les fonctions d’interpolations quadratiques sont données
par

N1<f>=§('52_1), No(€) = (1 =€), N3<g):5<52+1>

Le calcul des sous matrice [K[;] de la matrice rigidité élémentaire [K°] s’effectue sur I'élément de

(6.74)

référence défini par le domaine I, = {—1 < £ < 1} (voir figure). L’interpolation des coordonnées
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6.3. Modéle du montant métallique

&1 =1 izz <:3 =1
»
1 2 3 <

F1G. 6.12 — Elément quadratique a 3 noecuds dans le domaine de référence.

géométriques de ’élément dans le domaine de référence s’écrit

3
z1(8) =) _ @i Ni(§) (6.75)
=1

En coordonnées locales et dans le domaine de référence, la sous matrice [Kf;] s’écrit :

1 1
K] = / B [AY(O)]155 (©)]ldet. g = / Fyleo)de (6.76)

ou J¢ = 0x1/0¢ est le Jacobien relatif a la transformation géométrique du domaine global dans
le domaine de référence. La méthode de Gauss est utilisée pour 1'évaluation de 'Eq. (6.76]) en

introduisant ng points de Gauss de poids wi, ..., wp,,. Le calcul de 'Eq. (6.76) revient alors a

calculer
ng

(K5 = Fij(&b)wy (6.77)
=1
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Chapitre 7

Simulation d’une cloison légére en
plaques CPC vissées sur une ossature
métallique

Nous présentons dans ce chapitre la simulation du comportement mécanique & froid et du
comportement thermomécanique a chaud de la cellule d’une cloison légere en simple parement,
la cellule est constituée d’un montant métallique sur lequel est vissée de chaque coté une plaque
CPC. Le chargement mécanique est constitué d’un champ de pression uniforme appliqué sur la

plaque CPC du coté non exposé a la charge thermique.

7.1 Résumé des configurations simulées et des méthodes utilisées

Pour les simulations thermomécaniques sous les charges thermiques et mécaniques, on pré-
sente des résultats a des instants fixés de la charge thermique. Nous allons présenter les résultats

obtenus

1. avec le modéle moyen déterministe & température ambiante (comportement méca-
nique) pour lequel on utilise les résultats du chapitre 2 concernant la loi de comportement
moyen de ’assemblage par vissage de chaque plaque CPC sur le montant métallique et les
modéles mécaniques de la plaque CPC et du montant métallique présentés au chapitre 6.

2. avec le modéle probabiliste & température ambiante (comportement mécanique avec
variabilités) pour lequel on utilise les résultats du chapitre 2 concernant la loi de com-
portement probabiliste de I’assemblage par vissage de chaque plaque CPC sur le montant
métallique et les modéle mécaniques de la plaque CPC et du montant métallique présentés
au chapitre 6.

3. avec le modéle probabiliste sous charge thermique (comportement thermomécanique
avec variabilités) pour lequel on utilise les résultats du chapitre 4 concernant la loi de
comportement probabiliste de I'assemblage par vissage & chaud de chaque plaque CPC sur
le montant métallique et les modéles thermomeécaniques de la plaque CPC et du montant
métallique présentés au chapitre 6.
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Chapitre 7. Simulation d’une cloison légére en plaques CPC vissées sur une ossature métallique

Tous les résultats des calculs ont été obtenus & ’aide d’un logiciel du CSTB, permettant les
calculs thermomécaniques non linéaires, dans lequel nous avons implémenté

1. les lois de comportement déterministe et probabiliste, en cisaillement des assemblages par
vissage, a température ambiante et sous charge thermique.

2. les éléments finis des plaques CPC et des poutres droites dont les modéles ont été présentés
au chapitre 6.

3. le solveur stochastique de Monte Carlo et les estimateurs statistiques pour résoudre les
équations stochastiques liées a la modélisation probabiliste des assemblages par vissage des
plaques CPC.

7.2 Description de la configuration géométrique et mécanique de
la cellule faisant ’objet des différentes simulations

Nous avons effectué des simulations pour une cloison légére dont les données sont les suivantes.
La cellule est un parement simple, est constituée de deux plaques CPC BA13 standard, chacune
ayant une largeur de 0.6 m (I'entraxe entre des montants métalliques de la cloison légere est
donc de 0.6 m), une hauteur de 2.7 m (hauteur de la cloison), et une épaisseur e, = 12.5 mm.
La distance entre deux vis suivant 1’axe longitudinal du montant métallique est a = 0.3 m. Le
montant métallique est un profil en "C" 48 mm x 50 mm en acier, d’épaisseur 6 mm.

7.3 Simulation du comportement mécanique avec le modéle moyen
déterministe & température ambiante

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats de la simulation du comportement mé-
canique de la cellule avec le modéle moyen déterministe & température ambiante. La cellule
est soumise & une pression uniforme de 20 daN/m?, et la température constante est celle de
la température ambiante. Les caractéristiques mécaniques des composants de la cellule sont les
suivants. Pour la plaque CPC, nous avons utilisé les valeurs effectives du module d’Young et
du coefficient de Poisson de la plaque homogénéisée issues des mesures expérimentales, pour le
module d’Young, nous l'avons estimé a partir de la figure [3.19) du chapitre 3 et pour le coefficient
de Poisson, nous avons utilisé la valeur expérimentale donnée dans [61]. Le module d’Young vaut
alors 2 GPa et le coefficient de Poisson vaut 0.16. Pour le montant métallique, le module d’Young
de Dacier est 210 GPa et son coefficient de Poisson est 0.2. Pour I’assemblage par vissage, les
paramétres du modéle de comportement en cisaillement & température ambiante sont données
au paragraphe du chapitre 2 et sont tels que (a,b,a) = (32108,0.01905,0.00294), ces co-
efficients ayant les dimensions telles que le déplacement x soit en mm, et la force y en N dans la
loi de comportement définie par I’Eq. . La figure représente le déplacement hors plan
(fleche des plaques en flexion) de la cellule.
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7.4. Sitmulation du comportement mécanique avec le modéle probabiliste o température ambiante

the 1 x
! f MSC ASoftware
Time i ¥ iyt 24

FiG. 7.1 — Déplacement hors plan de la cellule soumise & la pression uniforme obtenu par simu-
lation avec le modéle moyen déterministe & température ambiante.

Nous constatons que la fléche maximale & mi-hauteur de la cloison calculée avec le modéle
numérique du chapitre 6 est de 5.5 mm, valeur qui est proche de la valeur 5.6 mm de la fléche
calculée par le modéle analytique moyen présenté dans le chapitre 5. Cela montre que le modéle
analytique et le modéle numérique donne de méme ordre de grandeur pour la valeur de la fléche.

7.4 Simulation du comportement mécanique avec le modéle pro-
babiliste & température ambiante

La simulation du comportement mécanique de la cellule avec le modéle numérique proba-
biliste du chapitre 6, & température ambiante, est réalisée avec les mémes données que celles
du paragraphe concernant les plaques CPC et le montant métallique. Pour I’assemblage par
vissage, les données sont différentes et sont celles du paragraphe du chapitre 2. Ces valeurs
sont (a,b, a,04,9p) = (33208,0.0108,0.0024, 0.,0.2658), les coefficients (a et b ayant les dimen-
sions telles que le déplacement soit en mm, et la force en N, dans la loi de comportement. La
figure montre le graphe de la fonction ng — conv(ns), qui permet de controler la convergence
en moyenne d’ordre deux de la fleche aléatoire Vj, convergence qui est atteinte pour ng > 800.
Les calculs ont été effectués pour n, = 1000. La fonction de densité de probabilité estimée par
la méthode des noyaux (dans le cadre des statistiques non paramétrique), de la fleche aléatoire
Vo & mi-hauteur de la cellule, est montrée a la figure [7.3] Nous constatons que la prévision de Vj
donnée par le modéle moyen qui est 5.5 mm est proche de la valeur moyenne Vp = 5.76 mm de
la fleche aléatoire donnée par le modéle numérique probabiliste. L’estimation de I'écart type oy,
de la fleche aléatoire V est oy, = 0.068 mm. La figure montre que la loi de probabilité de
la variable aléatoire V) n’est pas Gaussienne. En comparant les résultats fournis par le modéle
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analytique probabiliste (voir le paragraphe avec les résultats donnés par le modéle numérique
probabiliste, on peut voir des différences significatives sur les quantités statistiques, & savoir, la
moyenne 5.76 mm & comparer a 5.40 mm, et I’écart-type de 0.068 mm & comparer a 0.14 mm et
enfin, la densité de probabilité (figure a comparer a la figure Les résultats du modéle nu-
mérique probabiliste étant convergés vis-a-vis du maillage éléments finis, et le modéle numérique
probabiliste et le modéle analytique probabiliste étant convergés vis-a-vis du nombre de tirages
pour la méthode de Monte-Carlo, ces différences s’expliquent par les différences de modélisations
mécaniques en particulier celles utilisées pour représenter ’assemblage par vissage. Par exemple,
pour le modéle numérique, le transfert des forces de la vis dans la plaque CPC a été modélisé en
introduisant une zone indéformable autour de ’axe de la vis. Dans le modéle analytique, nous
avons introduit des hypothéses simplificatrices (voir le paragraphe En I’absence de résultats
expérimentaux concernant la configuration modélisée, il n’est pas possible de dire quelle serait
la, prévision la plus proche de 'expérimentation (non disponible). Toute fois, les deux résultats,
analytique probabiliste et numérique probabiliste, donnent des ordres de grandeur comparables.
Les deux modélisations donnent une fléche moyenne voisine et une dispersion sur la fléche qui est
trés faible. Ce dernier point peut sans doute s’expliquer par le fait que, bien que la dispersion sur
la loi de comportement (voir chapitre 2) soit relativement importante, le nombre de vis étant de
18, il y a un effet de moyennage spatial vis-a-vis de la réponse (fleche aléatoire), ce qui implique
une dispersion faible sur cette derniére.

x 10

5.76 b

5'740 200 400 600 800 1000

Nombre de simulation

F1c. 7.2 — Convergence en moyenne d’ordre deux de la fléche aléatoire Vj en fonction du nombre
ns des simulations : graphe de la fonction ng — conv (ny).
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FiG. 7.3 — Graphe de la fonction de densité probabilité de la fleche aléatoire Vy & mi-hauteur de
la cellule.

7.5 Simulation du comportement thermomécanique avec le mo-
déle probabiliste sous charge thermique

7.5.1 Simulation du transfert thermique pour la cellule

Nous avons effectué une simulation du transfert thermique de la cellule en utilisant le logiciel
SAFIR disponible au CSTB. Pour une telle simulation du transfert thermique, il est nécessaire
de connaitre les paramétres thermophysiques des constituants de la cellule : les plaques CPC
(carton-platre-carton), 'isolant thermique entre les deux plaques CPC et le montant métallique.
Dans le modéle de transfert thermique, les feuilles de carton, qui jouent un réle important sur le
plan mécanique, ne sont pas pris en compte.

Propriétés thermophysiques du pldtre

Nous avons utilisé, pour cette simulation, le platre de type C-Gypsum, correspondant aux
données de [53], qui sont données sur la figure pour la masse volumique p(#), sur la figure
pour la chaleur spécifique A(f) et sur la figure pour la conductivité thermique A(6). Pour
rappel, la diffusivité thermique a(f) est donnée par

a(f) = —— (7.1)
Les valeurs utilisées en fonction de la température, pour le modéle SAFIR de transfert thermique,
sont montrées sur les figures [7.4] [7.5] [7.6] et [7.7] Pour les échanges radiatifs et convectifs, nous

avons utilisé les valeurs suivantes pour les coefficients de convection h = 5 W/m/°K et d’émissi-
vité relative 0.8.
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FiG. 7.4 — Diffusivité thermique du platre
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Fia. 7.5 — Conductivité thermique du platre

Propriétés thermophysiques de lisolant entre les deux plaques CPC

L’espace entre les plaques CPC est comblé par de la laine de verre de densité 25 kg/m?. Les
propriétés thermophysiques utilisées proviennent des bases de données du CSTB. Ces valeurs
sont données dans le tableau [Z1]
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Fi1G. 7.6 — Chaleur spécifique du platre
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Fi1c. 7.7 — Masse volumique du platre

Propriétés thermophysiques du montant métallique

Les propriétés thermophysiques que nous avons utilisées pour le montant est acier sont celles
données par I’Eurocode 3, partie 1-2. La masse volumique de 'acier est considérée indépendante
de la température, sa valeur est p = 7850 kg/m>. La chaleur spécifique et la conductivité
thermique de l'acier sont données aux figures [7.§| et
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Température Conductivité thermique Chaleur spécifique Masse volumique

(C) (W/m/*K) (J/ke/°K) (kg/m?)
20 0.039 1024 22
650 0.12 1024 22

TAB. 7.1 — Propriétés thermophysiques de la laine de verre

Chaleur spécifique [J / kg K]
5000 :
as00{

4000 - | S (S S S — R—

|

3500 |

3000 41— _____[ .

2500

20M S —

1500 4

1000
500 !

a L) T T ;
0 200 400 600 800 1000 1200

Température [°C]

F1G. 7.8 — Chaleur spécifique de 'acier selon I’'Eurocode 3

Mazillage pour le modeéle numérique et résultats

La figure [7.10| montre le maillage de la section de la cellule. La figure [7.11] montrent le champ
de température dans la section de la cellule & 20 minutes de charge thermique. La partie haute de
la figure correspond & la face exposée de la charge thermique. La température dans ce voisinage
est de 'ordre de 760 °C alors que la température de la face non exposée (partie basse de la
figure) reste a la température ambiante, qui est de 21 °C. Les deux tiers inférieurs environ,
reste & la température ambiante a I’exception de la zone entourant le profil métallique dont la
conduction thermique est importante. Nous constatons que, & cet instant charge thermique, le
gradient thermique est trés grand dans le tiers supérieur de la cellule.
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Fic. 7.9 — Conductivité thermique de ’acier selon I’Eurocode 3

W

| S

Fi1g. 7.10 — Maillage 2D de la section de la cellule pour le modéle de transfert thermique, le
trait noir épais représente la section en C du profil du montant métallique, les zones haute et
basse en gris foncés représentent la section des deux plaques CPC et la zone centrale en gris clair
représente la laine de verre
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E —

L

F1G. 7.11 — Champ de température & 20 minutes de charge thermique dans la section de la cellule.

La partie haute correspond & la face exposée de la sollicitation thermique.

7.5.2 Simulation du comportement thermomécanique avec le modéle numé-
rique probabiliste sous charge thermique

La simulation du comportement thermomécanique de la cellule avec le modéle numérique
probabiliste a été faite & 20 minutes de la charge thermique et avec les données suivantes. Pour
la plaque CPC, nous avons utilisé les valeurs effectives du module d’Young et du coefficient de
Poisson de la plaque homogénéisée issues des mesures expérimentales & chaud, pour le module
d’Young, nous ’avons estimé & partir de la figure du chapitre 3 et pour le coefficient de Pois-
son, nous avons utilisé la valeur expérimentale donnée dans [61] pour la température ambiante,
ne disposant pas de valeurs expérimentales a la température considérée. Le module d’Young vaut
alors 120 MPa et le coefficient de Poisson est encore 0.16. Pour le montant métallique, le module
d’Young et le coefficient de Poisson de 'acier a la température considérée ont été déterminés en
utilisant I’Eurocode 3. Pour I'assemblage par vissage, pour la plaque CPC du coté exposé a la
charge thermique, on suppose que la vis est a la température correspondant a 20 minutes de la
charge thermique, ce qui est conforme le champ température calculé & 20 minutes. Les paramétres
du modéle de comportement en cisaillement sont donc donnés au tableau du paragraphe
du chapitre 4 sur la ligne correspondant & 20 minutes de charge thermique. On a donc que
(a,b,a,04,08) = (32684,0.0184,0.0017,0.,0.2756), ces coefficients ayant les dimensions telles
que le déplacement z soit en mm, et la force y en N dans la loi de comportement définie par
I’Eq. . Concernant la plaque CPC du coté non exposé, contenu du résultat du transfert
thermique & 20 minutes, les vis de ’assemblage de cette plaque CPC avec le montant métallique
sont & température ambiante. On prend donc les données présentées dans le paragraphe [7.4] La
figure montre le graphe de la fonction ng — conv(ns), qui permet de controler la convergence
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7.5. Simulation du comportement thermomécanique avec le modéle probabiliste sous charge thermique

en moyenne d’ordre deux de la fléche aléatoire Vj, convergence qui est atteinte pour ng > 800.
Les calculs ont été effectués pour ng = 1000. La fonction de densité de probabilité estimée par la
méthode des noyaux, de la fléche aléatoire V) & mi-hauteur de la cellule, est montrée a la figure
[7.13] Nous constatons que la prévision de la valeur moyenne de la fleche aléatoire donnée par le
modele numérique probabiliste est Vo = 61.9 mm, ce qui correspond a plus de dix fois la fleche
du modéele nominal & froid. L’estimation de I'écart type oy, de la fleche aléatoire Vg est oy, = 0.2
mm. On note donc I'écart-type est trois fois plus grand que pour la fleche aléatoire calculée a
la température ambiante. La figure [7.13] montre que la loi de probabilité de la variable aléatoire
Vo n’est pas Gaussienne. Les commentaires introduits au paragraphe concernant le niveau
de fluctuations statistiques de la fléche & température ambiante restent valables pour ce cas &
chaud.
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~
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0.061 80 200 400 600 800 1000

Nombre de simulation
Fi1c. 7.12 — Sollicitation thermique a 20 minutes. Convergence en moyenne d’ordre deux de

la fleche aléatoire Vj en fonction du nombre ng des simulations : graphe de la fonction ng —
conv (nyg).
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Chapitre 7. Simulation d’une cloison légére en plaques CPC vissées sur une ossature métallique
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FiG. 7.13 — Sollicitation thermique & 20 minutes. Graphe de la fonction de densité probabilité
de la fléche aléatoire Vi & mi-hauteur de la cellule.
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Conclusions et perspectives

Le travail que nous avons réalisé se place en continuité de travaux antérieurs menés avec
le CSTB visant au développement d’'un modéle robuste de simulation numérique d’une cloison
légére de grande hauteur soumise a des charges mécaniques et des charges thermiques qui cor-
respondent aux charges d’incendie. Les enjeux sont importants puisqu’il s’agit de remplacer, a
terme, les essais de certification par des simulations numériques.

Un élément fondamental qui intervient dans le comportement thermomécanique non linéaire
d’une cloison légére, est le comportement non linéaire en cisaillement des assemblages par vissage
des plaques CPC sur les montants métalliques de 1'ossature. Dans ce travail nous avons apporté
des résultats expérimentaux nouveaux, & froid et a chaud, obtenus au CSTB, et nous avons dé-
veloppé une modélisation déterministe et probabiliste de la loi de comportement que nous avons
identifié & I'aide des mesures réalisées.

En plus de ces expérimentations, nous avons réalisé un ensemble d’essais expérimentaux au
CSTB pour caractériser les propriétés thermiques, thermophysiques, mécaniques et thermomé-
caniques des constituants des plaques CPC. Tous ces résultats expérimentaux que nous avons
obtenus seront utiles a terme, et nous avons utilisé certains d’entre eux dans ce travail, comme
I’essai de traction & froid et & chaud des plaques CPC.

En suite, en partant d’un travail existant, nous avons développé un modéle analytique sim-
plifié qui s’est révélé tres efficace pour le calcul de la fléche d'une cloison 1égére a température
ambiante. Nous avons aussi développé un modéle numérique avec le méme objectif de calcul de
la fléche d’une cloison légére, a froid mais aussi & chaud. Les deux modéles utilisent le modéle
probabiliste de comportement non linéaire en cisaillement de I’assemblage par vissage des plaques
CPC sur les montants métalliques. Nous avons développé des routines de calcul et implémenté
ces derniéres dans un logiciel de calcul du CSTB.

A T’aide de ce logiciel, nous avons testé I’ensemble des modéles déterministes et probabilistes,
a froid et a chaud, pour une cloison légére. Les résultats obtenus pour la fléeche de la cloison
sont cohérents et sont de l'ordre de grandeur des valeurs observées. Toutefois nous n’avons pu
procéder & une comparaison expérimentale directe de ces simulations, par manque de données
expérimentales sur ce type de cloison. Les résultats obtenus par simulation numérique montrent
que, bien que les variabilités expérimentales soient relativement importantes pour la loi de com-
portement en cisaillement des assemblages par vissage, les dispersions induites au niveau de la
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Conclusions et perspectives

valeur de la fléche de la cloison restent faibles. Ce résultat est vraisemblablement di & la présente
d’un nombre important de vis qui ont un comportement local.

Les perspectives de ce travail concernent :

- la finalisation d’un modéle complet de simulation numérique d’une cloison légére de grande
hauteur, sous charges thermiques et mécaniques, intégrant, d’une part le comportement thermo-
mécanique non linéaire des plaques CPC avec endommagement sous charge thermique et modéle
probabiliste des incertitudes, développés précédemment, et d’autre part, le modéle probabiliste
du comportement en cisaillement des assemblages par vissage que nous avons présenté dans ce
travail.

- la validation expérimentale d’un tel modéle pour une cloison légére de grande hauteur en

utilisant d’une part les données existantes et d’autre part, les données issues des essais expéri-
mentaux que nous avons menés.
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Annexe A

Calcul du champ de déplacement plan
dans un parement simple soumis a un
chargement ponctuel périodique

Cette annexe A est I’étude [37] que nous donnons pour faciliter la lecture du mémoire. On
rappelle ’hypothése générale d’une cloison horizontalement infinie dans son plan. Le probléme
résolu est celui d’une plaque mince (d’épaisseur unitaire) chargée périodiquement dans son plan,
selon une période 2T correspondant & ’entraxe entre deux montants, par deux charges ponc-
tuelles unitaires situées symétriquement & une distance a de la mi-hauteur. La linéarité admise

A

Q=1

«—
2T

FiG. A.1 — Probléme de la plaque mince chargée ponctuellement dans son plan.

du comportement de la plaque permettra, une fois ce probléme résolu, de connaitre par superpo-
sition le champ de déplacement dans un parement soumis & un ensemble de charges ponctuelles
d’intensités quelconques. On se propose de résoudre ce probléme par la méthode des séries de
Fourier. La résolution est effectuée en deux temps : on commence par traiter un premier pro-
bléme doublement périodique en x; et x3 par prolongement périodique en x3 du probléme de
base, on traite ensuite un second probléme périodique en x; simplement dans lequel la cloison
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Annexe A. Calcul du champ de déplacement d’une plaque soumise chargement ponctuel

n’est plus soumise aux chargements ponctuels du probléme de base mais & un chargement sur ses
bords libres haut et bas issu du champ de contrainte correspondant a la résolution du premier
probléme. Selon le schéma suivant ot I’on présente les équations que doivent satisfaire les champs
mécaniques sur la cellule de référence contenant 1’origine et de dimensions 27" x 2H, le champ de
contrainte pour le probléme de base sera finalement obtenu en retranchant le champ du probléme
2 au champ du probléme 1. Afin de définir complétement les problémes 1 et 2, il convient d’ajou-

1 2
g=g - g
Probléme de base Probléme 1 Probléme 2
1
o (x,H).n
''''' 2H L .
-
2T a'(x,-H).n
diva +P=0 diva' +P=0 diva® =0
+ Conditions aux limites + Conditions aux limites + Conditions aux limites
déplacement.n=0en X,=+T déplacement.n =0 déplacement.n=0en x,= +T|
on=0eny=+H Xi=*T | g®’n=c'n en X,=+H
en == ==
X; =+H

FiGc. A.2 — Méthode de résolution du probléme de base par décomposition en deux probléme
"plus simples".

ter aux équations présentées sur la figure I’équation de compatibilité cinématique que doit
satisfaire le champ de déformation 2e1313 = €11,33 + €33,11 et la loi de comportement élastique

linéaire et isotrope du parement & = I—EVO' — %tr(g)l avec E module et v coefficient de Poisson

du parement.

A.1 Reésolution du probléme 1

La résolution du probléme 1 commence par la définition du chargement P auquel est soumis
le systéme sous la forme d’une série de Fourier. Si 'on regarde la ligne de chargement située a
la cote x3 = a par exemple, les charges ponctuelles unitaires sont réparties selon un peigne de
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A.1. Résolution du probléeme 1

Dirac de période 2T. Son expression et la série de Fourier associée sont de la forme :

s iTmx
u(zy) = Lllop(z) = 3 d(zi—2mT)= 3 %6 T =uy+ Y Up cos T
m==00 m=—00 m>1

avecuozﬁetum:%

(A1)
Si 'on regarde maintenant la ligne de chargement située a la cote x1 = 0, les charges ponctuelles
unitaires sont réparties selon deux peignes de Dirac de périodes 2H décalés de 2a et de signes

OPPOSES :
o
v(zg) =Llllog(zg—a) —Lllog(xzs+a) = >, (6(zg—a—2nH)—05(x3+a—2nH))
nz*oooo 1 ™ma ITNT3
= Y H(—isinT)e m
n=-—o0o

_ s T3
= Y Upsin T

n>1
avec v, = % sin T

(A.2)
Le chargement pour le probléme 1 est finalement défini par le produit des peignes de Dirac
précédents :

B (1‘1, .7}3) = (J_J_J_QT (1‘1)) (J_J_J_QH (.7)3 — a) — J_J_J_QH ($3 + a)) (A?))

gq; 3

On exprime le chargement selon le produit des développements en séries de Fourier précédents :

7Tn:U3 7rmx1 . TNTs3
P(x1,x3) g UQ Uy, SIN g g Uy Uy, COS sin i [ (A.4)

n>1 n>1m>1

On définit alors le champ de contraintes planes o par son développement en série de Fourier. On
tient compte pour cela des parités de ses composantes, a savoir composantes ah et 031,3 paires en
1 et x3 et composante 0%3 impaire en x1 et x3. Dans ces conditions, le développement le plus
général est de la forme :

1 Tmx TN Tmx ™
op1 (21,73) = ago + Y Qo cos T 4+ 7 app cos TR 4 D0 Y Qi cOs THEE cos T

m>1 n>1 n>1m>1
oy (w1, 23) = Boo + Y. Bmocos T+ 37 Boncos T2+ D7 Y Bmn cos T cos TR
m>1 n>1 n>1m>1
0}3 (r1,23) = D D Ymnsin T sin TR
n>1m>1

(A.5)
Résoudre le probléme 1 consiste alors a définir les coefficients amn, Bmn €t Ymn pour tout
m > 0 et n > 0 qui permettent a gl de satisfaire au systéme suivant présenté sous forme

147



Annexe A. Calcul du champ de déplacement d’une plaque soumise chargement ponctuel

indicielle avec le chargement défini dans I’équation :

011,1 T 9133 =

0%3,1 + 031,3,3 +P=0
+compatibilité cinématique exprimée sur les contraintes par le biais de la loi de comportement

11 1 1 1
2(1+v)oy313 =01133 03311 —V (011,11 + 033,33)

équilibre statique {

i - , z=4T
+Conditions aux limites déplacement.n = 0 en
—_— y=+H
o 1 T 1
soit [ (oiy —vogs)dzy = [ (033 —voly)dzs =0
L o7 “H
(A.6)
Tous calculs faits, on trouve les expressions suivantes des composantes de o'
( 2 2,2 2

1 o« uH HT?n(vT?n2—H2m

011 (:Ela 1:3) - E 7 40Un COS 7m$3 + Z Z T(2n2+H2m2)2 UmUn COS m’%xl Cos F?f?’

n>1 n>1m2>1
2 2,2 2,2

1 _ H TTTs HT "(T n*+(24+v)H*m ) ™M1 ™3

033 (T1,23) = = UugUy, COS U, Uy, COS cos
33 (1, 23) n§1 7n 10Vn H T ngl m2>1 m(T2n2+H2m?2)* men T H

_ H2Tm(yT2n2—H2;12 N
1 _ s TMIT] L3, TNT3
o3 (T1,23) = Uy Uy, SIN sin
13 (71, 23) n§1m2>1 7(T2n2+H2m?2)? mon T H
(A.7)

On reconnait dans ’expression Z —uovn cos T2 une forme proche des développements des

fonctions wu(z1) et v(x3) deﬁnlbsant le chargement. Ceci nous invite a exprimer cette somme
par une combinaison de ces fonctions. Disposant des hypothéses nécessaires de continuité et de
convergence, nous pouvons inverser la disposition des intégrales et des sommes et obtenir la

relation :
w3 w3
nacg ™3 H
uo/ (.’Eg)d:l?g—/g UQVy, Sin —Z uovncos I JrZ—uovn (A.8)
™
0 o n=>1 n>1

On introduit la fonction w(a) homologue de u(x1) paire et 2H périodique :
w(a) = L11log (a Z 6 (a—2nH) +ZH (A.9)
n=-—00
On a donc la relation :
/ (a)da = — + i = +TZH (A.10)
U= oR " H 2H on 0" '
0 n>1 n>1

Notre probléme n’ayant un sens que si a est strictement positif, on obtient finalement une ex-
pression de la somme qui nous intéresse sous la forme d’une fonction f(x3) :

IS}

f(903) = Z EUOUTL

——uof (x3) dacg—i—lfw(a)da—ﬁ

n>1 0
gm‘f si z3 € |—a,af (A.11)
H—2a

= g Siox3 = ta
sr sl x3 € [-H,—a[U]a, H]
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A.2. Résolution du probléme 2

On obtient ainsi les expressions suivantes sous forme condensée des composantes de ¢!

HT?n(vT?*n?—H?*m
oty (w1, 23) = vf (x3) + ; 2;1 T(z:2+H2mz) U U, COS - cOs T
n>1m
HT?n(T?n2+(24v)H?*m?

O—%?) (x17 x3) = f (y) + Z>:1 Z>1 7T((T27L2+H2m2)2 )umvn Ccos TFT% COs T”}{Is (A12)

n>1m>

H2Tm(vT?n?—H?*m? .
o3 (x1,23) = g > ﬂ(T§n2+H2m2)2 U Uy, ST T sin TS

\ n>1m>1

Il reste & ce stade & exprimer les composantes aég et 0}3 aux cotes x3 = +H qui définiront les
conditions aux limites du probléme 2.

YPHT?n (T2n2+(2+V)H2m2)
m(T2n2+H2m?2)?

U Uy, COS Tt

ol (wr, £H) = f(H) + Y, 3 ©

n>1m>1 (A.13)

A.2 Reésolution du probléme 2

Le probléme 2 consiste & définir le champ de contraintes planes dans une plaque chargée
sur son contour. Il s’agit d’exprimer les composantes de o* , champ 2T périodique en z1, qui
permettent & celui-ci de satisfaire au systéme suivant présenté sous forme indicielle :

2 2
P . oi11 t0133=0
équilibre statique ;1’1 é?”?’
0131+ 0333 =0

+ compatibilité cinématique exprimée sur les contraintes par le biais de la loi de comportement
2 _ 2 2 2 2

2(1+v)0i313 = 07133 + 03311 — ¥ (07111 + 033.33)

+ conditions aux limites déplacement.n = 0enxy = £T

T
soit [ (0% —vods)dzy =0

+ conditions aux limites en x3 = j:H

YVYHT?n(T?n?+(2+v)H2m?
0-33 (1‘1, iH) ( ) + ngl mZ>1 7r(T2(n2+H2m2)2 )

U Uy, COS Tt

‘ (A.14)

On profite a nouveau de la linéarité du probléme pour décomposer celui-ci en n problémes plus
simples dont nous superposerons les résultats pour obtenir le champ gQ. Notre décomposition
porte sur la condition aux limites 0§3 (z1,+H) dont nous allons considérer successivement chaque
harmonique de la variable n.

Pour la composante 0 correspondant & la condition aux limites O'géo (r1,+H) = f(H), le
probléme est trivial car engendre nécessairement un champ homogéne dans le parement de la
forme :

0—270 = f (H) (Vgxl ® €y + [ ® Q:cg) (A15>

Pour les n composantes suivantes correspondant & la condition aux limites agén (x1,£H) =
-1 "HTQn(T2n2+(2+1/)H2m2)

(=1
m§1 7(T2n24+H2m?2)?

, on tire profit de fagon classique des équations

U Uy, COS Tt
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Annexe A. Calcul du champ de déplacement d’une plaque soumise chargement ponctuel

d’équilibre et de compatibilité du systéme pour simplifier le probléme de la recherche d’un
champ de tenseur par celui d’une fonction scalaire ® (z1,x3) biharmonique (fonction d’Airy)
dont les dérivées secondes sont liées aux composantes des contraintes selon :

2.n
011 = D" 33

O'gén =®" (Alﬁ)

Le systéme est ainsi transformé en n systémes auxquels doivent satisfaire les fonctions
®" (z1,x3), 2T périodiques en xy, paires en x; et en x3 :

AADP" =0 (double Laplacien)
T
J (@33 —v®",11)dxy =0
-7 (A.17)
—1)"HT?n(T?n2+(24+v)H?*m? ma
Q"1 (w1, £H) = 2;1 cD W(TQ(nQJrHZ,EnQ)g) )umvn cos TEL
(I)n,lg (.Tl, :EH) = 0 -

La forme du probléme nous invite a définir la fonction d’Airy sous la forme de sa série de Fourier

en ry :

™I,
T

D" (21,23) = ag (x3) + Z apm, (r3) cos

m>1

(A.18)

Appliquer ’équation du double Laplacien du systéme a cette définition de ®™ (z1,x3) en-
traine les relations pour les fonctions a,,(z3) :

4
al! (a3) = 21) otz (2 o (A.19)
Vm > 1, am (y) — “gz—am (v3) + 5i-a,, (v3) =0

La résolution de cette équation différentielle linéaire homogéne a coefficients constants et la parité
de ®" (x1,x3) entrainent :

M M
VYm > 1, am, (x3) = ¢y cosh T3—|—Tm 3

. T™mxs
sinh

- - (A.20)

Les conditions aux limites du systéme [A.17] permettent alors de définir les coefficients ¢, et 7,
et de conclure a la nullité de la fonction ag (3). On obtient finalement :

U Uy, COS 7t

B (o, gy — 5 U T )
L) = 2, wm2 (T2 4 H2m?)?
h L”%H +L¥H_Cosh ""%H ) cosh m;f% —sinh L;H LT;E:S sinh LT;Z?’

TmH | 1 _: 2rmH
7+ 5 sinh 2502

(A.21)

(sin

On obtient finalement les composantes de gz par dérivation des ®" (x1, x3) selon le systéme
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A.8. Champ de déplacement dans le parement en cas de montants simples

et superposition des solutions individuelles selon g2 = ¢ + > a?m.
g =g e

(—1)"HT2n(T2n2+(2+y)H2m2) Ty

oty (w1, 23) =vf(H)+ > X

Um, Uy, COS
S m(T2n2+H2m?)? men T
(sinh mgiH - ”;Hicoshj”;iH) cosh szS+sinh % ”’7}13 sinh %
TrmH_’_l sinh 2mrmH
—1)"HT?n(T?n2+(2+v) H?m?
oy (1) = [ (H) + X, ¥ ST CoIEn) o cos
w(T?n?2+H?m?)
n>1m>1 (A22)
(sinh %—&-% cosh %) cosh &TT?’ —sinh % &TT?’ sinh %
7rmH+% sinh 271';—‘77.H
2 2,2 2,2
9 . (-1)"HT n{T n?+(24v)H?*m ) .
013 (xlax?)) - Z Z 7T(T2n2+H2m2)2 UmUp SIN
n>1m>1
sinh % &TI‘O’ cosh %—# cosh "T;H sinh &Tz?’

mmH | 1 . 2mrmH
-+ 5 sinh <1

A.3 Champ de déplacement dans le parement en cas de montants
simples

En se rapportant au probléme général qui nous intéresse ici, seul le déplacement vertical que
I’on note d nous est nécessaire. Les hypothéses faites plus haut conduisent immédiatement & son
expression :

3 3
1
d(a,z1,23) = /633d$3 = E/ (033 — voir) — (035 — voiy)) das (A.23)
0 0

Disposant des hypothéses nécessaires de continuité et de convergence, nous pouvons passer cette
derniére intégrale dans les sommes de Fourier définissant les champs de contraintes et donner
I’expression suivante du déplacement vertical dans une plaque d’épaisseur et de module unitaires
soumise & deux charges ponctuelles unitaires situées symétriquement & une distance a de la
mi-hauteur :

Va € [0,H| , ¥V (x1,23) € [-T,T] x [0,H] —{0,a}
2 .
d(a,z1,23) = (1 — V2) g(x3) + (HV# Y Upm €0s T Y VP SID TR+ 1 (23) D UnGmn
m>1 n>1 n>1
avec
&£ sl 23 < a
g(xs)=| 2
57 Sl 3 >a
» . H((lfu)T2n2+2H2m2) q . (71)”n(T2n2+(2+1/)H2m2)
mn — 2,2 2.m2)2 mn — 2,2 2.12)2
7r-(,I’hT;"m—"_HI_I " )h mTmxg H h TmH (Y;Tn +H }Z/rirn)'LH inh Tmr3
r (x _ sin T &3 Cos T—( COS T "rm Sin T )Sln 7
m 43 %-&-%sinh QW;nH

(A.24)
Le déplacement au point d’application d’une charge ponctuelle nécessite un traitement particu-
lier. En effet, en toute théorie, le déplacement est infini en ce point et naturellement la série
précédente n’est pas applicable. Il y a donc lieu dans ce cas de faire le lien entre le chargement
ponctuel idéalisé et le chargement réel imposé par le biais des vis sur le parement. On considérera
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Annexe A. Calcul du champ de déplacement d’une plaque soumise chargement ponctuel

pour cela que le déplacement au point d’application d’une charge est la moyenne des déplace-
ments sur l'aire centrée sur ce point et égale a la section d’une vis. On considére une aire carrée
de coté 2b. Le déplacement au point de chargement est alors de la forme :

] atb b
d Eig =12 / /d(a,xl,xg) dxidxs (A.25)
a—b —b

De facon plus générale dans notre démarche, on ne s’intéresse qu’aux déplacements dans le
parement aux lieux des vissages sur le montant et la formule précédente sera généralisée a x3

quelconque :
z3+b b
d(a,zs3) =02 / /d a,x1,x3) dridrs (A.26)
-b —b

Exprimé a partir de la formule le déplacement au droit d’une vis centrée en (0, z3) prend
finalement la forme :
Va €)0,H[ , Vx3 € [b,H — b]
-2 1 HT3 1 nrmn oy
d(a,z3) = 12—%’k($3) + % > “ﬁsm%mb (Z H"Tpsm o sm’rgb +sm (y) D2 vnqmn)
n>1 n>1

avec

r3 st x3 < a

— b oo _ _ T'(s1—s2)

k (:’U3) - a — ) St X3 =a et Sm (‘/I"v?)) - m(ﬂmH+ sinh 27r$H)

a st y>a
s1 = sinh W"%H (y cosh 7% sinh mmb 4 psinh T cosh meb — % sinh 7% sinh meb)

T
TmH . mmH : TMIT3 3 wmb
(H cosh T+ sinh T ) sinh e sinh T

§2 7rm(1+1/)

(A.27)

A.4 Validation de la démarche par un calcul aux éléments finis

Afin de contréler qu’aucune erreur ne s’est glissée dans le développement précédent, on réalise
un calcul aux éléments finis d’une plaque de module et d’épaisseur unitaires, de coefficient de
Poisson égal a 0.35, soumise a un chargement ponctuel unitaire dans la situation d’une cloison
de hauteur 2,5m avec montants simples d’entraxe 0.6m. Pour des raisons de périodicité et de
symétrie, seule une zone de largeur 7' = 0.3 m et de hauteur H = 1.25 m est simulée. La charge
ponctuelle est appliquée & la cote a = 0.125 m et le diamétre d’une vis fait retenir b = 2.2
mm. On pratique alors le calcul des déplacements verticaux dans la plaque selon les profils
présentés sur la figure précédente. On utilise pour cela la formule [A:24] en un point courant
et la formule au point d’application de la charge (z1 = 0,23 = a). La figure suivante
présente la confrontation des deux méthodes. La parfaite superposition des courbes obtenues
valide notre approche. Considérant un comportement linéaire des parements, on peut appliquer
alors le principe de superposition pour définir le champ de déplacement dans une plaque chargée
par des charges ponctuelles périodiques d’intensités différentes.
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A.4. Validation de la démarche par un calcul aux éléments finis

MSC >

b

FiGc. A.3 — Champ de déplacement vertical dans une plaque soumise a une charge ponctuelle
-profil des confrontations simulation EF / approche analytique.

Déplacement vertical en fonction de la distance a la mi-hauteur
de la cloison
— X,=0 analytique
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F1G. A.4 — Confrontation simulations EF / approche analytique.
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Annexe A. Calcul du champ de déplacement d’une plaque soumise chargement ponctuel
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Annexe B

Construction de la matrice de rigidité
élémentaire de 1’élément d’assemblage

B.1 Cas de plaque en parement simple

Ce paragraphe est relatif a la construction de la matrice de rigidité élémentaire présentée dans
I’Eq. . Rappelons que cette matrice a été construite en développant la fonction énergétique
décrite par I'Eq. . Cette fonction énergétique dépend du glissement relatif entre le montant
et le parement, donné par I'Eq. , glissement qui peut étre exprimé a l'aide des variables
nodales de I'élément de liaison. En introduisant 1'Eq. dans I'Eq. , nous pouvons

réécrire la fonction énergétique sous forme

1 P
I'= SR{(u] + b5 = ug + bnty)” + (u = ot —uz = bath1)*} + 5 (ug —u)* = fg . (B.1)

En développant explicitement 1’équation ci-dessus, nous obtenons

1
I'= S K { () + (@) + B 3)° + 15,(43) + (u)” + (u3)” + 15, (1) + G (U1)* + 2lpuivi+
—2uiu? + 2 — 2,uid 4 2mlybis — 2muiihy — 2pudd — 2uiul — 20, uddi +
P
+2Apugtt + Amlpi ] + 2mugiy } + S (w3 —ud)® — fg
(B.2)

A partir de 'Eq. (B.2) nous pouvons construire la matrice de rigidité élémentaire de 1'élément
d’assemblage donnée par I'Eq. (6.19).

B.2 Cas de plaque en parement double

La matrice de rigidité élémentaire de I’assemblage dans le cas d’une plaque CPC en parement
double a été construite de fagon similaire au cas du parement simple. Elle est décomposée en deux
matrices suivant 'Eq. (6.35). Dans ce cas, la fonction énergétique est donnée par 'Eq. (6.32) qui

peut se réécrire sous forme
I'=Ii+ 1)~ figi — fag2 (B.3)
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Annexe B. Construction de la matrice de rigidité élémentaire de [’élément d’assemblage

avec

1 1
fi= gt + Pty o
;o 2 1 312 ’
I = §K192 + §P(U2 —u3)

ou g1 et go sont des déplacements relatifs dans le plan des parements entre les nceuds 4-8 et les
nceuds 9-11 et qui s’écrivent

g% = (uél1 - u£1;)2 + (ug - u§)2 (B 5)
11 11 .
g = 0~ (0] -

Calcul de I}

A partir des relations cinématiques entre les noeuds, données par les Eqgs. (6.16) et (6.17)),
nous déduisons la forme explicite de I7,

1 P
I = S8 + 40— ud + bnd) o+ (o = ot — o L) + S — ) (B)
En comparant cette équation avec I’'Eq. (B.1]), nous constatons que I a la méme forme que pour
le parement simple. La matrice [K72]¢ est donc donnée par 'Eq. (6.36)).

Calcul de I

Le calcul de I} est un peu plus compliqué a cause des relations cinématiques implicites qui
impliquent une dépendance entre les nocuds 9 et 11 et les variables nodales de 1’élément de liaison
123. A partir de 'Eq. (6.30)), nous déduisons

’LL6 — u?(lel + lp2 + eﬂﬁ) — ULIL(ZPQ + ez)

1 )
21,
B.7
ub = “8(21171 + lpy +€2) — U%(lpz + ez) (B7)
’ 2lp,

Nous allons ajouter un nceud intermédiaire labellé nceud 10. Nous avons donc des relations
cinématiques suivantes
ul® = ul + (1, + e )3
us? = u§ (B.8)
ug’ = ug — (Ip, + €a)}
La transformation du systéme d’un ressort en rotation et d’un ressort de translation, en un
systéme de deux ressort en translation équivalent, nous donne deux relations complémentaires

entre des nceuds 9, 10 et 11, qui s’écrivent

{ (kty + key Jug° = keyud + kiyup!

B.9
(Foty + kCQ)u;)O = ke, “g + kt, uilil (B:9)

En introduisant 'Egs. (B.7) et (B.8) dans I'Eq. (B.9)), on obtient
9 __ 2lp1u%1 + (lp2 + ew)(kb + kjcz)(uzll — 2lp1¢§)

B (lm + efli)(th + kcz) + 2lp1 B
: .10
9 _ 2lp1u%)1 + (Ipy + €x)(kty + km)(“% + 2lp1wf) ( )

U =
5 (lp2 + em)(kt2 + ch) + 2l}71

u

[y
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B.2. Cas de plaque en parement double

Nous déduisons donc le glissement relatif dans le plan entre le noceud 9 et le nceud 11, qui s’écrit

95 = (uf —ui')® + (uf — uz')?
— (lpz + eiﬂ)(th + kCQ)
QZ’Pl th + (lp2 + ez)(th + k62)

En introduisant les Egs. (6.26) et (6.29)) dans 'Eq. (B.11)), et en posant

_ (lp2 + 6;,;)(](3,52 + kCQ)
2lp1 ktz + (lpz + ew)(ktz + kcz) (B'12)
/
lpz = 2lp1 + lpz

B.11
[t — 20— ) 4 (a4 2 0f — a2y (B

nous obtenons

1 P
Iy = S Ko{(uf + 1,05 — ug + bn3) o+ (u — G, 0f —uy — o)} + 5 (g —u3)*. - (B.13)

La matrice [K13)¢ est donc donnée par 'Eq. (6.37).
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