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Résumé

On étudie dans cette thèse la régularité des cônes et d’ensembles de dimension
3 dans R4.

Dans la première partie, on étudie d’abord la régularité Bi-Hölderienne des cônes
minimaux de dimension 3 dans R4. Ceci nous permet ensuite de montrer la régularité
C1 des cônes minimaux de dimension 3 dans R4. La méthode est la même que pour
les ensembles minimaux de dimension 2. On construit des compétiteurs et on se
ramène aux situations connues des ensembles minimaux de dimension 2 dans R3.

Dans la deuxième partie, on utilise le résultat de la première partie pour donner
quelques résultats de régularité Bi-Hölderienne pour les ensembles minimaux de di-
mension 3 dans R4. On s’intéresse aussi aux ensembles minimaux de Mumford-Shah
et on obtient un résultat de l’existence d’un point de type T.

Mots clefs. Ensembles minimaux, ensembles presques minimaux, mesure de
Hausdorff, cônes minimaux, rectifiabilité, théorème de J.Taylor.

Abstract

In this thesis we study the problems of regularity of three-dimensional minimal
cones and sets in R4.

In the first part we study the Hölder regularity for minimal cones of dimension 3
in R4. Then we use this for showing the C1 regularity of the same class of cones. The
techniques used here are the same as the ones for the regularity of two-dimensional
minimal sets. We construct some competitors to reduce to the known situation of
two-dimensional minimal sets in R3.

In the second part, we use the first part to give somme results of the Hölder
regularity for three-dimensional minimal sets in R4. We interested also in Mumford-
Shah minimal sets and we get a result of the existence of a T-point.

Key words. Minimal sets, almost minimal sets, Hausdorff measure, minimal
cones, rectifiability, J.Taylor theorem.
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Chapitre 1

Introduction

Le but principal de cette thèse est de démontrer la régularité C1 pour les cônes
minimaux de dimension 3 dans R4. Les démonstrations sont le plus souvent élémen-
taires, basés sur le contrôle de la distance locale d’un ensemble avec certains types
de cônes.

On rappelle le résultat de J. Taylor dans [JT] qui dit que les ensembles mini-
maux de dimension 2 dans R3 sont localement C1-équivalents aux cônes minimaux
de dimension 2 dans R3. G.David, dans [D2] a généralisé ceci à tous les ensembles
minimaux de dimension 2 dans Rn, sous la condition de "‘full length"’ pour les cônes
tangents. On compte aussi faire quelque chose de semblable pour les ensembles mi-
nimaux de dimension 3 dans R4, mais on n’arrivra pas à une description aussi précise.

Ensembles minimaux.

On commmence par la définition et quelques propriétés des ensembles minimaux.
On parle d’abord de la mesure de Hausdorff.

Définition 1.1. Soit E ⊂ Rn un ensemble fermé. On recouvre E par des
ensembles {Ai}∞i=1, avec la propriété diam(Ai) ≤ r pour tout i. Pour s et r positifs
et une constante cs positive qu’on va choisir à la fin, on définit

Hs
r (E) = inf{cs(

∞∑
i=1

diam(Ai)
s) : E ⊂ ∩∞i=1Ai et diam(Ai) < r}.

La fonction Hs
r est décroissante en r, donc elle a une limite quand on fait tendre r

vers 0. On pose
Hs(E) = lim

r→0
Hs
r (E).

Alors Hs(E) s’appelle la mesure de Hausdorff de dimension s de E. La dimension
de Hausdorff de E est l’unique s ∈ [0, n] tel que Hs1(E) = 0 pour tout s1 > s et
Hs2(E) = +∞ pour tout s2 < s.

La constante cs est une constante de normalisation, que nous choisissons telle
que Hd(Bd(O, 1)) = 1, où Bd(O, 1) est la boule unité de dimension d dans Rd.
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

La mesure Hd est borélienne, mais n’est pas sigma-finie. Ensuite, la restriction à
Rd ou un plan de dimension d de la mesure Hd est un multiple avec une constante
positive qui est une fonction de n et d de la mesure de Lebesgue. Aussi, la restriction
de Hd à une sous-variété de dimension d est un multiple du volume de dimension d
de cette sous-variété.

Fixons d, et soit E un ensemble Hd-mesurable et x ∈ E. On note

θE(x, r) = r−dHd(E ∩B(x, r)),

pour tout rayon r > 0. Si maintenant la limite limr→0 θE(x, r) existe et est finie,
alors on pose

θE(x) = lim
r→0

θE(x, r).

On appelle θE(x) la densité de E en x.

Définition 1.2. Soient E un ensemble fermé de Rn et d ≤ n− 1 un entier. Un
compétieur au sens d’Almgren (aussi dit Al-compétiteur) pour E est un ensemble
fermé F ⊂ Rn qui peut s’écrire comme F = ϕ(E), où ϕ : Rn → Rn est une
application Lipschitzienne telle que Wϕ = {x ∈ Rn;ϕ(x) 6= x} soit borné.

Un ensemble minimal au sens d’Almgren de dimension d dans Rn est un en-
semble fermé E ⊂ Rn tel que Hd(E ∩B(O,R)) < +∞ pour tout R > 0 et

(1.2.1) Hd(E \ F ) ≤ Hd(F \ E)

pour tout Al-compétiteur F pour E.

Il existe des ensembles minimaux de dimension d dans Rn, par exemple les sous-
espaces de dimension d. Mais il est très probable qu’il en existe beaucoup d’autres.
Dans le cas où d = 2 et n = 3, on connaît la liste des cônes minimaux, ce sont les
plans, les cônes de type Y et les cônes de type T, définis comme suit.

Définition 1.3. On choisit dans R3 un système de coordonné Oxyz.
Dans le plan Oxy, on choisit ensuite trois demi-droites Om,On,Op, de sorte

que l’angle entre deux de ces demi-droites est 2π/3. Un cône de type Y est l’image
par une isométrie du cône [Om∪On∪Op]×L, où L est la droite passant par O et
orthogonale au plan Oxy.

Soit ABCD un tétraèdre régulier de centre O. Un cône de type T est le cône de
centre O, porté sur l’union des arêtes du tétraèdre, ou l’image de ce cône par une
isométrie.

On ne sait pas encore quelle est la liste des ensembles minimaux dans R3. De
plus, au lieu d’étudier la régularité des ensembles minimaux, on peut introduire
une autre classe d’ensembles, avec une condition plus légère, la classe des ensembles
presque minimaux, dont la définition peut se localiser à un ouvert.

Intuitivement, un ensemble presque minimal est un ensemble qui a des proprié-
tés comme un ensemble minimal, mais on peut ajouter au côté droit de l’inégalité
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(1.2.1) une toute petite quantité. Pour la définition, soit h une fonction croissante
de (0,+∞) dans [0,+∞], telle que limδ→0 h(δ) = 0. On appelle une telle fonction
une fonction de jauge.

Définition 1.4. Soit U ⊂ Rn un ouvert, et soit E une partie fermée de U telle
que Hd(E ∩ B) < +∞ pour chaque boule B ⊂ U . On dit que E est un ensemble
presque minimal dans U , avec la fonction de jauge h, si pour chaque δ > 0 et pour
chaque famille des fonctions ϕt, 0 ≤ t ≤ 1 : U → U satisfaisant à

ϕ0(x) = x pour x ∈ U,

la fonction (t, x)→ ϕt(x) de [0, 1]× U vers U , est continue

ϕ1 est Lipschitzienne,

et, si on pose

Wt = {x ∈ U ;ϕt(x) 6= x} et Ŵ =
⋃
t∈[0,1]

[Wt ∪ ϕt(Wt)],

si Ŵ est relativement compact dans U avec diam(Ŵ ) < δ,
alors

Hd(E ∩W1) ≤ Hd(ϕ1(E ∩W1)) + h(δ)δd.

Une propriété des ensembles presque minimaux est qu’ils sont tous rectifiables. Un
ensemble A ⊂ Rn est d-rectifiable s’il existe des fonctions Lipschitziennes {fi}∞i=1 :
Rd → Rn telles que Hd(A \ (∪∞i=1fi(Rd))) = 0. Cela nous permet de parler de
l’existence du plan tangent approché presque partout pour un ensemble presque
minimal.

Régularité pour les ensembles minimaux de dimension 2.

On commence par rappeler le théorème de J. Taylor pour la régularité des ensembles
presques minimaux et réduits de dimension 2 dans R3. On dit que E ∈ Rn, de di-
mension d est réduit si pour tout x ∈ E, la densité θE(x) = limr→0

Hd(E∩B(x,r))
rd

> 0.

Théorème 1.5. Soit E un ensemble réduit presque minimal de dimension 2
dans R3, avec une fonction de jauge h telle que h(r) ≤ Crα pour r assez petit.
Soit x ∈ E. Alors il existe un cône minimal X de dimension 2, centré en O tel
que x + X est tangent à E en x. De plus, il existe un rayon r0 > 0 tel que, pour
0 < r < r0, il existe un C1,β difféomorphisme Φ : B(O, 2r) → Φ(B(O, 2r)), tel que
Φ(O) = x, |Φ(y)−x−y| ≤ 10−2r pour y ∈ B(O, 2r), et E∩B(x, r) = Φ(X)∩B(x, r).

Dans le théorème, β > 0 ne dépend que de α. Le C1,β difféomorphisme dans
la conclusion veut dire que DΦ et son inverse sont Höldériennement continues avec
coefficient β.

Dans [D2], G. David a généralisé ce théorème aux ensembles minimaux de di-
mension 2 dans Rn, avec n ≥ 3. Mais pour obtenir la régularité C1,β, il lui faut
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supposer la condition de "‘full length"’ pour les limites d’explosion de E en x, qui
sont aussi des cônes minimaux de dimension 2.

Aussi, G.David a vérifié dans [D2] que des cônes minimaux de dimension 2 dans
R3 satisfont tous à la condition de "‘full length"’. Donc le théorème 1.15 dans [D2]
est vraiment une génération du théorème 1.5. On va définir les notions de limites
d’explosions dans le chapitre 2, et la condition de "‘full length"’ dans le chapitre 5.

On rappelle d’abord la régularité Bi-Höldérienne locale d’un ensemble presque
minimal E de dimension 2. Pour cela, on utilise le théorème de Reifenberg géné-
ralisé, dont on va parler dans le chapitre 3. Donc soit x ∈ E et r un rayon assez
petit. La technique est d’approcher pour chaque y ∈ B(x, r/2) et t ≤ r/2, l’ensemble
E par un cône minimal de dimension 2 dans la boule B(y, t). On montre que si le
rayon r est très petit, on peut trouver dans chaque boule B(y, t) un cône minimal de
dimension 2 qui est assez proche de notre ensemble E, et ceci de manière uniforme.
Cela nous permet d’utiliser le théorème de Reifenberg généralisé dans [DDT] pour
démontrer la régularité Bi-Höldérienne.

Maintenant parlons de la régularité C1 de E. Dans le chapitre 6 de [D2], on
construit, grâce à l’équivalence Bi-Höldérienne pour E, un réseau de courbes recti-
fiables dans E ∩B(x, r). Dans le chapitre 8 de [D2], on construit par extension har-
monique, un "‘compétiteur"’ pour le cône s’appuyant sur une courbe Lipschitzienne
dans ∂B(x, r). Ce compétiteur a une aire plus petite que celle du cône, si la courbe
n’est pas géodésique. Dans le chapitre 9 de [D2], on construit un compétiteur pour E
dans B(x, r). On utilise ensuite la preque-minimalité de E, pour déduire une inéga-
lité entre la mesure de H1(E∩∂B(x, r)) et H2(E∩B(x, r)). Grâce à cette inégalité,
on obtient une inégalité différentielle sur l’excès de densité pour chaque point x ∈ E.

La fin de la démonstration pour la régularité C1 est donc de montrer, pour chaque
y ∈ E ∩ B(x, r) et t ≤ r/2, qu’il existe un cône minimal Y (y, t) de dimension 2 tel
que dy,t(E, Y (y, t)) ≤ Ctα ( voir le chapitre 3 pour la définition de la distance de
Hausdorff locale dy,t ). Ici, α est une constante positive qui dépend de la fonction de
jauge h. Donc on peut utiliser le chapitre 10 dans [DDT] pour conclure que E est
C1-équivalent à un cône minimal de dimension 2 dans B(x, r).

Résultats principaux de la thèse.

Donc une orientation naturelle est d’étudier la régularité d’un ensemble minimal
de dimension 3 dans R4, surtout le comportement de l’ensemble des singularités de
cet ensemble. Mais nous avons une difficulté ici, c’est qu’on ne sait pas encore la liste
des cônes minimaux de dimension 3 dans R4, ce qui n’est pas le cas pour les cônes
minimaux de dimension 2 dans R3, où on sait exactement qu’il n’y a que trois types
P, Y et T. Alors on se restreint à étudier d’abord les cônes minimaux de dimension
3 dans R4.
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Déjà, la liste des cônes minimaux de dimension 3 dans R4 est loin d’être connue.
A ma connaissance, il y a les cônes de type P, Y, T. Ken Brakke a montré dans
[Br] que le cône s’appuyant sur les 2-faces du cube unité dans R4 est aussi un cône
minimal. Par la méthode de calibration, Morgan et Lawlor dans [LM] ont montré
que le cône porté sur le (n − 2) squelette d’un simplexe régulier de dimension n
dans Rn, est aussi un cône minimal de dimension n − 1 dans Rn. Donc on peut
prendre n = 4 pour obtenir un autre candidat dans la liste des cônes minimaux de
dimension 3. Pour l’instant, je ne connais pas d’autre exemple de cônes minimaux
de dimension 3 dans R4. De plus, si on considère un ensemble minimal ou presque
minimal de dimension 3 en général, toute limite d’explosion de cet ensemble en un
point est un cône minimal, mais contrairement au cas de dimension 2 dans R3, on
ne sait pas quel est le type de ce cône. Donc pour étudier les ensembles minimaux
de dimension 3, il est crucial d’étudier d’abord les cônes minimaux de dimension 3.

On va parler maintenant des résultats principaux de la thèse. On se donne E un
cône minimal de dimension 3 dans R4, centré à l’origine O. Soit x ∈ E ∩ ∂B(O, 1),
soitH l’hyperplan de dimension 3, tangent à ∂B(O, 1) au point x, et soit E ′ = E∩H.
On note également ∂E = E ∩ ∂B(O, 1). Les théorèmes principaux qu’on veut mon-
trer dans cette thèse sont les suivants.

A. Théorème de régularité C1 pour les cônes minimaux de dimension
3 dans R4.

Théorème 1.6. Pour chaque x ∈ E ∩ ∂B(O, 1), on peut trouver un rayon
r > 0, qui dépend de x, un cône minimal Y de dimension 2 contenu dans H et un
difféomorphisme de classe C1 f : H → H tel que

f(Y ∩B(x, r)) ⊂ E ′ ∩B(x, 3r/2) ⊂ f(Y ∩B(x, 2r)).

On voit que cela équivaut au fait que ∂E est localement C1 équivalent à un des
cônes des trois types ci-dessus, puisque localement, ∂E est difféomorphe à E ′, car
E est un cône. Notre stratégie repose principalement sur l’estimation de la distance
locale de E avec un des trois cônes minimaux spéciaux de dimension 3 dans R4,
qu’on note également de type P, Y ou T, sauf que maintenant ils sont de dimension
3. Concrètement

Un cône minimal de dimension 3, de type P n’est rien d’autre qu’un plan affine
de dimension 3.

Un cône minimal de dimension 3, de type Y est de la forme j(Y ′ × L), où
Y ′ ⊂ R3 est un cône de dimension 2 de type Y centré à l’origine et L est la droite
passant par l’origine et orthogonale à R3. Ici, j est une isométrie de R4.

Un cône minimal de dimension 3 de type T est de la forme j(T ′×L), où T ′ ⊂ R3

est un cône minimal de dimension 2 de type T, centré à l’origine et L est la droite
passant à l’origine et orthogonale à R3. Ici, j est une isométrie de R4.
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On va d’abord montrer l’équivalence Bi-Höldérienne de E ′ avec un cône minimal
dans B(x, r). L’idée est de montrer que pour chaque ε > 0, on peut trouver r > 0
tel que pour y ∈ E ′ ∩ B(x, r/2) et 0 < t < r/2, il existe un cône minimal Y ′ de
dimension 2 dans H, tel que

dy,t(E
′, Y ′) ≤ ε.

Une fois qu’on aura obtenu l’équivalence Bi-Höldérienne pour E ′, on pourra faci-
lement construire des compétiteurs pour E. Pour cela, on construira d’abord un
compétiteur pour E ′ dans H. La procédure est la même que dans le chapitre 9 de
[D2]. Ensuite, on utilisera une interpolation pour construire un compétiteur pour
E. Finalement, on utilisera la minimalité de E pour obtenir une sorte d’inégalité
epipérimétrique pour E ′. On obtiendra ainsi l’inégalité

|θE′(x, t)− θE′(x)| ≤ Ctα,

pour t ≤ r/2 et où α est une constante géométrique. On utilisera ensuite les chapitres
11 et 12 dans [D2] pour en déduire que

dx,t(E
′, Y ′) ≤ Ctb,

pour t ≤ r/2. Ici, Y ′ est la limite d’explosion de E ′ en x et b est aussi une constante
géométrique. SoitM la collection des cônes Z ′ de dimension 2 qui sont l’image d’un
cône minimal de dimension 2 dans H par une application affine, Bi-Lipschitzienne
avec la constante bi-Lipschitzienne plus petite que 100. Un peu plus de travail nous
donnera, qu’il existe pour chaque y ∈ B(x, r/2) et t ≤ r/2, un cône Z ′ ∈M tel que

dy,t(E
′, Z ′) ≤ Ctb.

Cela nous permettra d’utiliser la partie 10 dans [DDT] et d’obtenir le théorème 1.6.

B. Régularité près d’un point de type P ou Y d’un ensemble minimal
de dimension 3 dans R4.

Une fois obtenu le théorème de régularité pour les cônes minimaux de dimen-
sion 3 dans R4, on s’intéressera à la régularité près d’un point de type P ou Y d’un
ensemble minimal de dimension 3 dans R4. Voir le chapitre 4 pour la définition des
points de type P, Y ou T d’un cône minimal, et le chapitre 6 pour ceux d’un en-
semble minimal général de dimension 3 dans R4. En bref, un point est dit de type
P si la densité en ce point est égale à celle d’un point d’un plan de dimension 3. Un
point est dit de type Y si la densité en ce point est égale à celle au centre d’un cône
minimal de dimension 3 de type Y et similairement pour la définition d’un point de
type T. Maintenant, on a le théorème suivant, qui est d’Almgren dans [Al].

Théorème 1.7 [Al]. Soit E un cône minimal de dimension 3 dans R4, centré
à l’origine. Si ∂E = E∩∂B(O, 1) est une sous-variété lisse de la sphère unité, alors
E est un plan de dimension 3 passant par l’origine.

En fait, pour démontrer ce théorème, Almgren a d’abord montré que la surface
∂E est topologiquement équivalent à une sphère de dimension 2. Ensuite, il a montré
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que toute surface fermé de dimension 2 dans ∂B(O, 1) qui a une courbure moyenne
nulle partout et qui est topologiquement équivalente à une sphère de dimension 2,
est exactement une sphère de dimension 2. J. Simons a généralisé le théorème 1.7
pour tout les cônes lisses de codimension 1 dans Rn, pour n ≤ 6. Ici, un cône lisse
veut dire un cône centré à l’origine et qui s’appuie sur une surface lisse de la sphère
∂B(O, 1). La démonstration de J. Simons utilise un calcul direct sur la deuxième
variation de l’aire de E ∩ B(O, 1). Il en déduit ensuite que la deuxième forme fon-
damentale en tout point de ∂E est nulle et puis on peut déduire facilement que ∂E
est une sphère de dimension n− 2.

Grâce au théorème 1.7, on peut montrer que si pour tout z ∈ ∂E, la densité
θE(z) est égale à dP (celle d’un point d’un plan de dimension 3), alors E est un plan
de dimension 3. Si maintenant E est un ensemble minimal de dimension 3 dans R4

et x ∈ E un point de type P, on montre dans chapitre 6 que pour chaque ε > 0, il
existe un rayon r > 0 tel que pour t < r/2 et y ∈ B(x, r/2), E est ε-proche d’un
plan de dimension 3 dans la boule B(y, t). On en déduit le théorème suivant.

Théorème 1.8. Soit E un ensemble minimal de dimension 3 dans R4 et x ∈ E
un point de type P. Alors pour chaque α > 0, il existe un rayon r > 0 qui dépend de
x et de α, tel que dans la boule B(x, r), E est Bi-Höldériennement équivalent à un
plan de dimension 3, avec la constante Bi-Höldérienne plus petite que 1 + α.

Voir le chapitre 3 pour la définition d’équivalence Bi-Höldérienne. Notons qu’Al-
lard dans [Ald] a montré qu’autour d’un point de type P, E est une surface lisse
de dimension 3. Mais ici on utilise les techniques différentes, on ne parle pas des
courants, et la démonstration est plus simple.

Grâce aussi au théorème 1.7, on déduit (voir le corollaire 5.33) qu’il n’existe pas
de cône minimal dont la densité au centre est comprise entre les densités dP et dY
d’un plan et d’un cône de type Y. Voir au début du chapitre 4 pour les définitions de
dP et dY . Soit maintenant x ∈ E un point de type Y. Alors on peut montrer que près
de x, les points ont pour densité soit dP , soit dY , soit une densité très légèrement
plus grande que dY . Cela nous permet de conclure que pour chaque ε > 0, il existe
un rayon r > 0 tel que si y ∈ E ∩ B(x, r/2) et t ≤ r/2, E est ε-proche d’un cône
minimal de dimension 3, de type P ou Y. C’est exactement ce dont on a besoin pour
obtenir l’équivalence Bi-Höldérienne autour de x. On déduit le théorème suivant.

Théorème 1.9. Pour chaque α > 0, on peut trouver ε > 0 tel que les choses
qui suivent sont vraies. Soit E un ensemble minimal de dimension 3 dans R4. On
suppose que x ∈ E est tel que dY ≤ θE(x) ≤ dY + ε. Alors il existe un rayon r > 0
tel que dans la boule B(x, r), E est Bi-Höldériennement équivalent à un cône mini-
mal de dimension 3 de type Y, avec la constante Bi-Höldérienne plus petite que 1+α.

C. L’existence d’un point de type différent de P et Y pour un ensemble
minimal de Mumford-Shah près d’un cône de type T.
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Un autre résultat de cette thèse est l’existence d’un point de type différent de
P et Y pour un ensemble minimal de Mumford-Shah dans R4, à condition que cet
ensemble soit très proche d’un cône de type T dans B(O, 1). On donne la définition
d’un ensemble minimal de Mumford-Shah, qu’on appellera aussi un ensemble MS-
minimal.

Définition 1.10. Soit E un ensemble fermé dans Rn. Un Mumford-Shah com-
pétiteur (MS-compétiteur) pour E est un ensemble fermé F ⊂ Rn tel que l’on peut
trouver R > 0 tel que

F \B(O,R) = E \B(O,R)

et de plus, F sépare y et z quand y, z ∈ Rn \ (B(O,R)∪E) sont séparés par E dans
Rn.

Ici, un ensemble fermé K est dit séparer y et z dans un ouvert U si y et z sont
dans deux composantes connexes différentes de U \K. On peut donner maintenant
la définition d’un ensemble MS-minimal.

Définition 1.11. L’ensemble fermé E ⊂ Rn est un ensemble MS-minimal si E
a pour la mesure Hn−1 localement finie et

Hn−1(E \ F ) ≤ Hn−1(F \ E)

pour tout MS-compétiteur F de E.

La motivation pour montrer l’existence d’un point de type non-P et non-Y vient
de la proposition 18.1 dans [D1]. Dans cette proposition, G.David a montré que si E
est un ensemble MS-minimal qui est très proche d’un cône de dimension 2 de type T
dans B(O, 1), alors il existe un point de type T dans E ∩B(O, 3/4). Ceci lui permet
ensuite de montrer que E est Bi-Höldériennement équivalent à un T dans une boule
plus petite, et aussi de montrer que tout ensembleMS minimal de dimension 2 dans
R3 tout entier est un cône minimal.

Maintenant, si E est de dimension 3 dans R4, la situation est un peu différente.
D’abord, puisqu’on ne sait pas s’il y a des cônes minimaux de dimension 3 dans R4

dont les densités aux centres de ces cônes sont comprises strictement entre dY et dT ,
on ne peut pas forcément parler d’un point de type T ici. Ensuite, puisque les points
de type Y de E ne forment plus une courbe simple, mais une variété Höldérienne de
dimension 2, on doit changer de technique pour montrer une propriété de connexité
entre deux points de type Y. On montrera le théorème suivant.

Théorème 1.12. Soit E un ensemble MS-minimal dans R4. Alors il existe
ε > 0 une constante petite, mais géométrique, telle que si T est un cône minimal de
type T de dimension 3 dans R4 centré en O et tel que

dO,1(E, T ) < ε,

alors il existe un point de type non-P et non-Y dans E ∩B(O, 3/4).
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Voilà tous les théorèmes présentés dans cette thèse. Il nous reste encore des
problèmes ouverts, notamment la question de l’existence d’un cône minimal de di-
mension 3 dans R4, dont la densité au centre serait légèrement plus grande que dY .
Mieux encore, on se demande aussi s’il en existe un dont la densité est strictement
comprise entre dY et dT . Toutes ces questions seront présentées dans le chaptire 8.

Voici la structure de cette thèse.

Dans le chapitre 2, on présente des résultats généraux sur les ensembles mini-
maux.

Dans le chapitre 3, on introduit un résultat qui est la généralisation du théorème
de Reifenberg.

Dans le chapitre 4, on montre l’équivalence Bi-Höldérienne locale loins d’origne
pour les cônes minimaux de dimension 3 dans R4. On montre qu’il sont localement
Bi-Höldériennement équivalents à un cône minimal de type P, Y ou T.

Dans le chapitre 5, on montre l’équivalence C1 locale loins d’origine pour les
cônes de dimension 3 dans R4. C’est le théorème 1.6.

Dans le chapitre 6, on montre l’équivalence Bi-Höldérienne avec un cône minimal
de dimension 3 de type P ou Y, autour d’un point x de type P ou Y, d’un ensemble
minimal de dimension 3 dans R4.

Dans le chapitre 7, on introduit les ensembles minimaux de Mumford-Shah. On
va montrer l’existence d’un point de type différent de P et de Y, d’un ensemble mi-
nimal de Mumford-Shah qui est ε-proche d’un cône de dimension 3 de type T dans
B(O, 1). Avec ε une constante très petite.

Dans le chapitre 8, on donne quelques questions ouvertes.
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Chapitre 2

Propriétés des ensembles minimaux

Ce chapitre est une introduction aux propriétés connues et générales des en-
sembles minimaux. La référence se trouve principalement dans [D1]. Comme dans
l’introduction, on a déjà donné la définition d’ensemble minimal et presque minimal,
on commence ce chapitre par la définition des ensembles quasi-minimaux.

Définition 2.1. Soient U un ouvert dans Rn, M ≥ 1 une constante, δ0 > 0,
h ∈ [0, 1). On note GAQ(M, δ0, U, h) l’ensemble des sous-ensembles fermés E de U
tels que Hd(E ∩B) < +∞ pour chaque boule B ⊂ U et

(2.1.1) Hd(E ∩W1) ≤MHd(ϕ1(E ∩W1)) + hδd

pour tout δ ≤ δ0 et pour toute famille de fonctions continues ϕt, 0 ≤ t ≤ 1 comme
dans la définition 1.4. Ici, W1 = {x : ϕ1(x) 6= x} et δ = diam(Ŵ ).

Les éléments de GAQ(M, δ0, U, h) sont appelés les ensembles quasi-minimaux
d’Almgren généralisés. On constate que si M = 1 et h = 0, il sont exactement les
ensembles minimaux dans U (voir [D1]). On introduit la définition suivante.

Définition 2.2. Pour chaque ensemble fermé E ⊂ U , on appelle

E∗ = {x ∈ E;Hd(E ∩B(x, r)) > 0 pour tout r > 0}

le support fermé dans U de la restriction de Hd à E. On dit que E est réduit si
E∗ = E.

On observe que
Hd(E \ E∗) = 0,

car on peut recouvrir E \ E∗ par un nombre dénombrable des boules Bj telles que
Hd(E ∩Bj) = 0. On prend d’abord E ∩K, avec K un compact qui ne rencontre pas
E∗, donc pour chaque x ∈ E ∩K, il existe une boule Bx tel que Hd(E ∩Bx) = 0 car
x n’est pas dans E∗. Maintenant E ∩K est recouvert par les boules Bx, x ∈ E ∩K
comme ci-dessus. Mais E ∩K est compact, donc il existe un sous-recouvrement fini
des Bx, qu’on appelle {Bj}, 1 ≤ j ≤ m. On a

Hd(E ∩K) ≤
m∑
j=1

Hd(E ∩Bj)

17
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ce qui est égal à zéro, par définition des Bj. Donc Hd(E ∩K) = 0 pour chaque K
compact dans E \ E∗. On en déduit que Hd(E \ E∗) = 0.

Une autre remarque est que si E ∈ GAQ(M, δ0, U, h), alors E∗ est aussi dans
GAQ(M, δ0, U, h). Cela est dû au fait que Hd(E\E∗) = 0, donc on a aussi Hd(ϕ1(E\
E∗)) = 0 car ϕ1 est Lipschitzienne, où ϕ1 est la fonction Lipschitzienne utilisée
dans la définition 2.1. Ensuite Hd(E ∩W1) = Hd(E∗ ∩W1) et Hd(ϕ1(E ∩W1)) =
Hd(ϕ1(E

∗ ∩W1)). On a maintenant, grâce à (2.1.1) et les égalités ci-dessus,

Hd(E∗ ∩W1) ≤MHd(ϕ1(E
∗ ∩W1)) + hδd

donc E∗ ∈ GAQ(M, δ0, U, h).

On donne quelque propriétés des ensembles quasi-minimaux, qui viennent pour
l’essentiel de [Al], [DS] et [D1].

Proposition 2.3. Pour chaque M ≥ 1 il existe des constantes h > 0 et C ≥ 1,
qui ne dépendent que de n, d et M , telles que si E ∈ GAQ(M, δ, U, h), x ∈ E∗, et
0 < r < δ sont tels que B(x, 2r) ⊂ U , alors

C−1rd ≤ Hd(E ∩B(x, r)) ≤ Crd.

On appelle cela la propriété de régularité d’Ahlfors de E∗.

Avant de parler d’autres propriétés des ensembles quasi-minimaux, on donne
quelques définitions et propriétés de la distance de Hausdorff sur les ensembles.
Soient H ∈ U un compact, E,F fermés dans U , la distance Hausdorff locale dH
entre E et F est définie comme

dH(E,F ) = sup{dist(x, F );x ∈ E ∩H}+ sup{dist(x,E);x ∈ F ∩H}.

Donc si dH(E,F ) = 0, alors E = F dans H. Ensuite, si {Ek} est une suite d’en-
sembles fermés dans U et E ⊂ U un fermé qui satisfont à

lim
k→+∞

dH(Ek, E) = 0

pour chaque compact H ⊂ U , alors on dit que la suite {Ek} converge vers E dans
U . On a le lemme suivant [D1].

Lemme 2.4. Soit {Ek}∞k=1 une suite d’ensembles fermés dans U , alors il existe
une sous-suite {Ekj} de {Ek} et un ensemble fermé E ⊂ U tels que {Ekj} converge
vers E dans U .

Maintenant, si on a une suite {Ek} d’ensembles quasi-minimaux réduits qui
converge vers un ensemble E dans U , alors on peut estimer la mesure de E dans
chaque ensemble ouvert ou fermé de U , comme suit.
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Lemme 2.5. Soit {Ek} une suite d’ensembles fermés réduits qui sont tous dans
GAQ(M, δ, U, h). Supposons que h est assez petit, ne dépendant que de n, d et M ,
et que {Ek} converge vers un ensemble fermé E dans U . Alors E est réduit,

Hd(E ∩ V ) ≤ lim inf
k→+∞

Hd(Ek ∩ V ) pour chaque ouvert V ⊂ U ,

et
E ∈ GAQ(M, δ, U, h).

Voir [D1], lemme 3.3 pour la démonstration.

Lemme 2.6. Soient U,M, δ, h, {Ek} et E comme dans le lemme précédent. On
suppose h suffisamment petit, ne dépendant que de d et M . Alors

lim sup
k→+∞

Hd(Ek ∩H) ≤ (1 + Ch)MHd(E ∩H)

pour tout compact H ⊂ U . Ici, C ne dépend que de d et M .

Pour la démonstration, voir [D1], lemme 3.12. En particulier, toutes les inégali-
tés ci-dessus restent valable quand {Ek} est une suite d’ensembles minimaux, avec
M = 1 et h = 0.

Lemme 2.7. Soit {Ek} une suite d’ensembles presques minimaux dans U , avec
la même fonction de jauge h. On suppose que chaque Ek est réduit et que la suite
converge vers un ensemble fermé E dans U . Alors E est un ensemble presque mini-
mal dans U , avec la même fonction de jauge h.

Voir [D1], lemme 3.3 pour la démonstration. On déduit de ce lemme que si Ek
est un ensemble presque minimal avec la fonction de jauge hk, si pour tout r > 0,
limk→+∞ hk(r) = 0, et si Ek converge vers un ensemble fermé E dans U , alors E est
un ensemble minimal dans U . Voir [D1] pour plus de détails.

On donne maintenant quelques notions de densité. Pour un ensemble A ∈ Rn de
dimension d et x ∈ A, r > 0, on définit

θA(x, r) =
Hd(A ∩B(x, r))

rd
,

et de plus, si la limite limr→0 θA(x, r) existe et est finie, on l’appelle densité de A en
x, et on la note θA(x).

Proposition 2.8. Soit E un ensemble minimal de dimension d dans B(O,R).
On suppose qu’il existe un intervalle ]a, b[ (0 < a < b < R) et une constante θ0 ≥ 0
tels que

θE(O, r) = θ0 pour a < r < b.

Alors, il existe un cône minimal C centré en O tel que

E ∩ [B(O, b) \B(O, a)] = C ∩ [B(O, b) \B(O, a)].
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Démonstration. Voir [D1], théorème 6.2.

Proposition 2.9. Pour chaque n ≥ 0 et τ > 0, on peut trouver ε > 0 tel que les
choses suivantes sont exactes. Soit E un ensemble presque minimal dans un ouvert
U ⊂ Rn, avec la fonction de jauge h. Soient x ∈ E et r > 0 tels que B(x, r) ∈ U ,
h(2r) < ε et

θE(x, r) ≤ inf 0<t<r/100θE(x, t) + ε.

Alors il existe un cône minimal C centré en x tel que

dist (y, C) ≤ τr pour y ∈ E ∩B(x, (1− τ)r)

dist (y, E) ≤ τr pour y ∈ C ∩B(x, (1− τ)r).

De plus, on a |Hd(E ∩B(y, t))−Hd(C ∩B(y, t))| ≤ τrd, pour y ∈ Rn et t > 0 tels
que B(y, t) ⊂ B(x, (1− τ)r).

Démonstration. Voir [D1], proposition 7.1.

On introduit maintenant la notion de limite d’explosion. Une limite d’explosion
de E en x est un ensemble fermé dans Rn qui est obtenu comme la limite dans Rn

d’une suite
{
r−1k (E − x)

}
, avec limk→+∞ rk = 0.

Lemme 2.10. Soit E un ensemble presque minimal dans un ouvert U , soit x ∈ E
tel que

θE(x) = lim
r→0

r−dHd(E ∩B(x, r)) existe.

Alors toute limite d’explosion de E en x est un cône minimal F centré en O, et
Hd(F ∩B(O, 1)) = θE(x).

Démonstration. Voir [D1], proposition 7.31.

Lemme 2.11. Soient m,n, d trois entiers positifs. On suppose que E × Rm est
un ensemble minimal de dimension d+m dans Rn+m, alors E est aussi un ensemble
minimal de dimension d dans Rn.

Démonstration. Voir [D1], proposition 8.3.

Pour étudier un ensemble minimal, on s’intéresse aussi aux densités de ses points.
On a le résultat suivant qui se trouvent dans [D1], proposition 5.16.

Lemme 2.12. Soit E un ensemble minimal de dimension d dans B(x,R), avec
x ∈ E, alors la fonction f(r) = θE(x, r) = r−dHd(E ∩ B(x, r)) est croissante pour
0 < r < R.
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En fin, on a le lemme suivant, qui compare les mesures de deux ensembles
presques minimaux qui sont très proche localement.

Lemme 2.13. Pour chaque δ > 0, il existe ε > 0 qui ne dépend que de δ,
tel que si E et F sont deux ensembles presques minimaux, de dimension d dans
B(x, 3r) ⊂ Rn, avec une fonction de jauge h, et si un point x et un rayon r qui
satisfont à

h(20r/9) ≤ ε, dx,10r/9(E,F ) ≤ ε

alors
Hd(E ∩B(x, r)) ≤ Hd(F ∩B(x, (1 + δ)r)) + δrd.

Démonstration. Voir [D1], lemme 16.43.
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Chapitre 3

Une généralisation du théorème de
Reifenberg

Dans ce chapitre, on introduit le théorème de Reifenberg généralisé. La référence
se trouve dans [DDT].

Pour commencer, on pose

dx,r(E,F ) =
1

r
.max{sup{dist(z, F ); z ∈ E∩B(x, r)}, sup{dist(z, E); z ∈ F∩B(x, r)}},

lorsque E,F sont deux ensembles fermés qui rencontrent B(x, r).

On introduit dans ce chapitre une collection des cônes spéciaux de dimension
d dans Rn. On déclare quelque résultats de régularité pour des ensembles qui sont
assez proches de ces cônes.

On appelle P′d l’ensemble des plans affines de dimension d.

On appelle Y′d la collection des cônes de dimension d de type Y, définis comme
suit ; on prend un ensemble Z dans un plan P de dimension 2 de Rn, qui est l’union
de trois demi-droites avec le même extrémité, et l’angle entre deux demi-droites
entre elles est supérieur à π/2. On prend V un sous-espace de dimension d− 1 qui
est orthogonal à P . On pose Y0 = Z × V . Un ensemble de type Y dans Rn est
l’image par une isométrie de tout ensemble Y0. En fait, l’angle π/2 peut sans doute
être remplacé par n’importe quel angle ω strictement positif.

On appelle T′d la collection des cônes de type T de dimension d, définis comme
suit ; on prend un cône minimal Z de type T de dimension 2 dans P ′ = R3, comme
dans le chapitre 1. On prend ensuite un sous-espace V de dimension d − 2, qui est
orthogonal à P ′, on a alors T′d = j(Z × V ), où j est une application affine bi-
Lipschitzienne de Rn, avec la constante bi-Lipschitzienne plus grande que 1/100.

Donc soient P′d, Y′d, T′d comme ci-dessus. On pose Z′d = P′d ∪ Y′d ∪ T′d. Pour
les choses qui suivent, on se donne un ensemble fermé E ∈ Rn, tel que O ∈ E. On
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mesure la distance de E aux ensembles dans Z′d par la formule

(3.1) βZ(x, r) = inf
Z∈Z′d

dx,r(E,Z).

On suppose que

βZ(x, r) ≤ ε pour x ∈ E ∩B(O, 3) et 0 < r ≤ 3,

avec ε très petit. Cela veut dire que pour x ∈ E∩B(O, 3), on peut choisir Z(x, r) ∈ Z′d
tel que dx,r(E,Z(x, r)) ≤ ε. Alors E sera l’image par une application Bi-Höldérienne
d’un ensemble Z ∈ Z′d. On a le théorème suivant (théorème 2.2 dans [DDT]).

Théorème 3.2. Pour chaque α ∈ (0, 1), on peut trouver ε ∈ (0, 10−15) tel que :
Soit E ∈ Rn est compact, contient l’origine, et supposons pour chaque x ∈

E ∩ B(O, 2) et chaque rayon r > 0 tel que B(x, r) ⊂ B(O, 2), il existe un cône
Z(x, r) ∈ Z′d contenant x tel que

dx,r(E,Z(x, r)) < ε.

On suppose de plus que si d > 2, les cônes Z(x, r) ci-dessus n’appartiennent pas à
T′d.

Alors, il existe un cône Z ∈ Z′d passant par l’origine, de même type que le cône
Z(O, 2), et une fonction f injective f : B(O, 3/2)→ B(O, 2) tels que

B(O, 1) ⊂ f(B(O, 3/2)) ⊂ B(O, 2),

E ∩B(O, 1) ⊂ f(Z ∩B(O, 3/2)) ⊂ E ∩B(O, 2),

(1 + α)−1|x− y|1+α ≤ |f(x)− f(y)| ≤ (1 + α)|x− y|1/(1+α) pour x, y ∈ B(O, 3/2).

On peut, de plus, prendre α < Cε quand ε est petit.

Si notre ensemble E satisfait à la conclusion du théorème, on dit que E est
Bi-Höldériennement équivalent à Z dans la boule B(O, 2), avec la constante Bi-
Höldérienne 1 + α, et B(O, 2) est la boule Bi-Höldérienne de E, de type P, Y ou T
selon que Z est de type P, Y ou T, respectivement.

Si on peut contrôler mieux les distances βZ(x, r) à toutes petites échelles, on
peut avoir la régularité C1 de E. On a le théorème suivant [DDT].

Théorème 3.3. On prend d = 2. On suppose que pour chaque x ∈ E∩B(O, 2)
et pour chaque r tel que B(x, r) ⊂ B(O, 2), il existe un cône Z(x, r) ∈ Z′2 et une
fonction positive ε(r) tel que dx,r(E,Z(x, r)) ≤ ε(r), et on suppose en plus∑

k≥0

ε(2−k) < +∞

alors il existe un cône Z et une fonction f comme dans le théorème 3.2, qui satisfont
à toutes les conclusions du théorème 3.2, et en plus

f est une fonction de classe C1.



Chapitre 4

Régularité Bi-Höldérienne pour les
cônes minimaux de dimension 3 dans
R4

Comme dans le chapitre précédent, il existe trois types de cônes minimaux de
dimension 2 dans R3 ; ce sont les plans, les cônes de type Y et les cônes de type T.
On prend un cône de chaque type, P ′ de type P, Y ′ de type Y et T ′ de type T, dans
un sous-espace de dimension 3 de R4, tous centrés à l’origine, on appelle d′P , d′Y , d′T
les densités de ces cônes à l’origine.

On considère les ensembles P = P ′ × R, Y = Y ′ × R, T = T ′ × R qui sont les
produits de P ′, Y ′, T ′ avec une droite orthogonale au sous-espace ci-dessus. Alors
P, Y, T sont des cônes minimaux de dimension 3 dans R4 centrés à l’origine. On
appelle dP , dY , dT les densités de ces cônes à l’origine, respectivement. Les cônes
qui sont image par une isométrie de P, Y ou T sont appelés les cônes minimaux de
dimension 3 de type P, Y ou T, respectivement.

On explique un peu pourquoi P, Y et T sont des cônes minimaux. En fait, on
sait que P ′, Y ′ et T ′ sont des ensembles minimaux de Mumford-Shah dans R3. Voir
le chapitre 7 pour la définition des ensembles minimaux de Mumford-Shah et la pro-
position 7.5 pour la preuve du fait que A×R est un ensemble minimal de Mumford-
Shah si A l’est. Donc leur produits avec R sont aussi des ensembles minimaux de
Mumford-Shah dans R4. On déduit que P, Y, T sont des ensembles au sens d’Alm-
gren.

On définit ensuite l’axe d’un cône minimal de dimension 3 de type P,Y et T
dans R4. Pour un cône P de type P, l’axe de P est lui-même. Pour un cône Y de
type Y, alors Y = Y ′′ × L, où Y ′′ est un cône minimal de dimension 1 de type Y
contenu dans un plan Q de dimension 2 et L est un plan de dimension 2 passant
par le centre de Y ′′ et orthogonal à Q. On appelle L l’axe de Y . Pour un cône T
de type T, alors T = T ′ × L′, avec T ′ un cône minimal de dimension 2 de type T
contenu dans un plan R de dimension 3 et L′ est la droite passant par le centre de
T ′ et orthogonal à R. On appelle L′ l’axe de T .
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CÔNES MINIMAUX DE DIMENSION 3 DANS R4

Fixons dans ce chapitre E un cône minimal de dimension 3 dans R4, centré à
l’origine, et x ∈ E ∩ ∂B(O, 1). Pour chaque z ∈ R4, on note Hz le plan affine de
dimension 3 passant par z et orthogonal à Oz et Ez = E∩Hz. On pose en particulier
H = Hx et E ′ = Ex.

Le but de ce chapitre est de montrer que pour chaque τ > 0, il existe un rayon
r > 0 tel que E ′ est Bi-Höldériennement équivalent à un cône minimal de dimension
2 dans H et centré en x, dans la boule B(x, r), avec une constante Bi-Höldérienne
plus petite que 1 + τ .

Lemme 4.1. Toute limite d’explosion de E en x est un cône minimal de dimen-
sion 3 de type P,Y ou T.

Démonstration.Une limite d’explosion deE en x est de la forme F = limk→∞
E−x
rk

,
avec {rk} une suite positive qui tend vers zéro. On veut montrer que F est un en-
semble de la forme F = F ′ × D, avec D la droite qui passe par l’origine et qui
contient x, et F ′ un ensemble de dimension 2 contenu dans l’hyperplan orthogonal
à D. Donc soit y ∈ F ; on veut montrer que y + D ⊂ F . On pose Ek = E−x

rk
;

puisque {Ek} tend vers F , on peut trouver yk ∈ Ek tel que {yk} tend vers y. Posons
zk = rkyk + x, alors zk ∈ E par la définition de Ek, et zk tend vers x car rk tend
vers zéro. Fixons λ ∈ R, et posons vk = (1 +λrk)zk. Alors vk ∈ E, car E est un cône
centré à l’origine. Ensuite wk = r−1k (vk − x) est contenu dans Ek. De plus,

wk = r−1k ((1 + λrk)zk − x)

= r−1k ((1 + λrk)(rkyk + x)− x)

= r−1k (rkyk + λr2kyk + λrkx)

= yk + λx+ λrkyk

donc la suite {wk} tend vers y + λx. Donc y + D ⊂ F quand y ∈ F . Maintenant
posons Q l’hyperplan passant par O et orthogonal à D. Posons ensuite F ′ = F ∩Q.
C’est clair que F = F ′ ×D.

Ensuite, par le lemme 2.10, puisque F est une limite d’explosion de E en x,
alors F est un cône minimal centré en O. Mais F = F ′ × D, donc F ′ est aussi
un cône (du fait que F est un cône), minimal (par le lemme 2.11), de dimension 2
dans l’hyperplan de dimension 3, centré en O. Donc F ′ est un plan de dimension
2, un cône minimal de type Y ou un cône minimal de type T. Cela termine notre
démonstration. �

Notons que pour tout z ∈ E ∩ R4 \ O, par homothétie, toute limite d’explosion
de E en z est aussi un cône minimal de type P, Y ou T.

Lemme 4.2. Si E est un cône minimal de dimension 3 dans R4, centré à l’ori-
gine et x ∈ E ∩ ∂B(0, 1), alors la densité θE(x) existe et est égale à dP , dY ou dT .
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Démonstration. D’après le lemme 4.1, une limite d’explosion F de E en x est un
cône minimal de dimension 3, de type P,Y ou T et centré en O.

On applique le lemme 2.10, Hd(F ∩B(O, 1)) = θE(x). Mais Hd(F ∩B(O, 1)) =
dP , dY ou dT selon que F est de type P,Y ou T, respectivement. On a donc ce qu’il
faut démontrer. �

Maintenant, pour tout z ∈ E \O, la demi-droite Oz coupe la sphère ∂B(O, 1) en
un point z′. On a donc θE(z) = θE(z′), par homothétie. Donc pour tout z ∈ E∩R4\O,
la densité θE(z) est dP ou dY ou dT . On dit que z est de type P, si θE(z) = dP , de
type Y, si θE(z) = dY et de type T, si θE(z) = dT . On constate que toute limite
d’explosion de E en z est de la même type que z.

Proposition 4.3. Pour chaque ε > 0, il existe rx > 0 tel que pour r ≤ rx, il
existe un cône minimal F (x, r) de dimension 3 , de type P, Y ou T dont l’axe passe
par l’origine, tel que

dx,r(E,F (x, r)) ≤ ε.

On remarque qu’un cône minimal F de dimension 3 de type P, Y ou T dont l’axe
passe par O et x est égal à F ′ × Dx, où Dx est la droite qui passe par O et x et
où F ′ est un cône minimal de dimension 2 contenu dans l’hyperplan orthogonal à Dx.

Démonstration. Sinon, il existe r1, r2, ..., rk, ... qui tendent vers 0 tels que pour
tout cône minimal F comme ci-dessus, on a dx,rk(E,F ) > ε.

On pose alors Ek = E−x
rk

; quitte à extraire une sous suite, on peut supposer que
dans R4, limk→∞Ek = M existe.

C’est clair que M est une limite d’explosion de E en x. Donc M est de la forme
M ′ × Dx, avec M ′ un cône minimal de dimension 2 (par le lemme 4.1). Donc, il
existe k tel que D(O,1)(Ek,M) < ε (Dx,r désigne la distance entre deux ensembles
dans la boule B(x, r)). On a donc

DO,rk(E − x,M) < εrk car Ek =
E − x
rk

dx,rk(E, x+M) < ε

mais M est de type M ′ × Dx, donc M = x + M , donc dx,rk(E,M) < ε, ce qui
contredit la définition des rk (car M est de la forme F (x, r) comme ci-dessus). On
obtient une contradiction et on termine ainsi la démonstration. �

Notons que pour ε assez petit, la démonstration ci-dessus dit également que
F (x, r) est un plan de dimension 3 si x est de type P, un cône minimal de type Y si
x est de type Y et un cône minimal de type T si x est de type T.

On donne maintenant des lemmes importants pour montrer l’équivalence bi-
Höldérienne près de x. L’idée est toujours d’utiliser les cônes minimaux de type P,
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Y ou T comme référence.

Lemme 4.4. Soit C ⊂ R4 un cône minimal de dimension 3, centré à l’origine.
Alors, si θC(O) = dP , (où θC(O) est la densité de C en O), C est un plan.

Démonstration. Puisque C est minimal, C est rectifiable et donc pourH3-presque
tout point x ∈ C, on a θC(x) = 1. On prend un tel x.

On a θC(O) = 1, donc θC(O, r) = 1, car C est un cône centré en O.
Pour r assez grand,

θC(x, r − |x|)
θC(O, r)

=
H3(C ∩B(x, r − |x|))
H3(C ∩B(O, r))

.
r3

(r − |x|)3

≤ r3

(r − |x|)3

(car la boule B(x, r − |x|) est contenue dans la boule B(O, r)),

ce qui tend vers 1 quand r tend vers +∞. Alors lim supr→∞ θC(x, r − |x|) ≤ 1.

Mais θC(x, r − |x|) est une fonction croissante de r, θC(x) ≤ θC(x, r − |x|) ≤ 1
pour r ≥ |x|. On en déduit θC(x, r − |x|) = 1 pour r ≥ |x|.

Donc θC(x, r) est une constante. Par la proposition 2.8, C est un cône centré en
x. Donc C est un cône centré en presque chacun de ses points. On montre mainte-
nant que C est un plan de dimension 3.

Soient M,N,P,Q 4 points dans C qui n’appartiennent pas au même plan affine
de dimension 2, c’est à dire qui forment un tétraèdre. Il existe 4 point comme cela,
sinon, C est contenu dans un plan affine de dimension 2 et puis la dimension de
C est 2, ce qui n’est pas possible. Maintenant, C est un cône centré en M , donc
la demi-droite MN est contenue dans C, de même, la demi-droite NM est aussi
contenue dans C, donc la droite MN est contenue dans C. Puisque C est aussi un
cône centré en P , le cône centré en P et contient la droite MN est contenu dans
C. Par le même raisonnement, le cône centré en M qui contient la droite NP et le
cône centré en P qui contient la droiteMN , sont contenus dans C. L’union des trois
cônes ci-dessus est bien le plan affine MNP .

On raisonne totalement comme ci-dessus, pour montrer que le cône centré en Q
qui contient le plan MNP , le cône centré en P qui contient le plan MNQ,... (il y
a 4 cônes en tous), sont contenus dans C. Donc C contient le plan de dimension
3 MNPQ. On doit avoir que C est exactement ce plan. Sinons, il existe un point
R ∈ C qui n’est pas contenu dans MNPQ, alors le cône centré en R et qui contient
le plan de dimension 3 MNPQ est contenu dans C, mais c’est un ensemble de di-
mension 4, donc la dimension de C est 4 (absurde).

Donc C est un hyperplan affine de dimension 3 et on termine la démonstration.�
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Lemme 4.5. Pour chaque δ > 0, il existe ε > 0 tel que si C est un cône
minimal de dimension 3 dans R4, centré à l’origine, tel que θC(O) < 1 + ε, alors il
existe un plan P passant par O, tel que dO,1(C,P ) < δ.

Démonstration. Supposons que ce soit faux ; alors il existe δ > 0 et des cônes
minimaux C1, C2, ..., Cn, ... centrés à l’origine, ε1, ε2, ..., εn, ...→ 0 tels que

pour tout i, θCi(O) < 1 + εi

et pour tout plan P passant par O,

dO,1(Ci, P ) ≥ δ.

On regarde les ensembles Ci ∩ B(O, 1). Ce sont des ensembles compacts, alors, il
existe une sous-suite Ci1 , Ci2 , ..., Cin , ... tel que :

lim
k→∞

(Cik ∩B(O, 1)) existe. Notons C cette limite ;

alors C est un cône minimal (puisque c’est une limite des cônes minimaux centrés
en O), et sa densité est

θC(O) = Hd(C ∩B(O, 1))

≤ lim inf
k→∞

Hd(Cik ∩B(O, 1))

= lim inf
k→∞

θCik (O)

≤ lim
k→∞

1 + εik = 1,

par le lemme 2.5 appliqué pour les cônes minimaux Cik qui convergent vers C.

Mais on a également θC(O) = θC(O, r) pour tout r > 0, car C est un cône centré
à l’origine. C est un ensemble rectifiable, donc il existe x ∈ C dont la densité θC(x)
est 1. On démontre comme dans le lemme 4.4 le fait que θC(O) ≥ θC(x) = 1. On a
donc θC(O) = 1. Par le lemme 4.4, c’est un plan. On prend ik assez grand tel que
dO,1(Cik , C) < δ/2 et on obtient une contradiction. �

On passe maintenant à notre lemme principal. Comme ci-dessus, on sait que si
la densité d’un cône minimal est très proche de celle d’un plan de même dimension,
alors le cône est lui aussi très proche d’un plan. Mais la situation va changer si la
densité est proche de celle d’un cône de dimension 3 de type Y ou de type T. On
ne sait pas s’il y a un résultat pareil comme celui pour les plans. Mais si on ajoute
une hypothèse que notre cône est aussi très proche d’un "‘produit"’, alors on a un
lemme qui est l’analogue du lemme 4.5.

Lemme 4.6. Pour tout δ > 0, il existe ε > 0 avec la propriété suivante :
On se donne un rayon R > 0. Soit I ∈ R4 avec d(O, I) > 100R, et soit C un cône
minimal de dimension 3 centré en I qui admet les propriétés suivantes

(4.6) m− ε < θ(C, I) < m+ ε,
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où m prend une des trois valeurs dP , dY , dT et de plus, pour tout x ∈ C ∩ B(I, R),
il existe une droite dx passant par O telle que

(4.6.1) dist(dx, x) < εR

(4.6.2) pour tout y′ ∈ dx ∩B(I, R), il existe x′ ∈ C : d(y′, x′) < εR.

Alors il existe un cône minimal YC dont l’axe passe par O et I, tel que dI,R(C, YC) ≤
δ. De plus, YC est de type P, Y, ou T selon que m prend la valeur dP ,dY , ou dT ,
respectivement.

Démonstration. Supposons que ce soit faux. Par homothétie, on peut supposer
que R = 1. Alors il existe ε1, ..., εn, ... → 0 et des cônes minimaux C1, ..., Cn, ...
centrés en I satisfaisant à l’hypothèse correspondante à ε1, ..., εn, ... mais pas à la
conclusion. C’est à dire pour tout cône Y comme ci-dessus, on a dI,1(Ci, Y ) > δ.
Alors, on peut extraire une sous-suite Ci1 , ..., Cin , ... qui converge vers un ensemble
E. Comme les Cij sont des cônes minimaux centrés en I, E l’est aussi.

Maintenant, si u ∈ E ∩ B(I, 1/2), il existe ui1 ∈ Ci1 , ui2 ∈ Ci2 , ..., uik ∈ Cik , ...
qui convergent vers u. D’après (4.6.1), pour chaque k il existe une droite dik passant
par O et un point yik ∈ dik tel que d(yik , uik) ≤ εik et puis la droite dik satisfait aussi
à l’hypothèse (4.6.2). Alors la suite {yik} tend aussi vers u. Si u′ ∈ Ou ∩ B(I, 1/2),
on prend y′ik ∈ dik de manière que |Oy′ik |/|Oyik | = |Ou′|/|Ou|, où |AB| désigne
la longeur du segment AB. Puisque dik est une droite passant par O, on obtient
|y′iku

′| = (|Ou′|/|Ou|).|yiku|, on en déduit que limj→+∞ y
′
ij

= u′.

Mais pour chaque j, il existe un point u′ij ∈ Cij tel que d(u′ij , y
′
ij

) < εij , d’après
(4.6.2). Donc la suite {u′ij} converge vers u

′, ce qui implique u′ ∈ E. On a maintenant

(4.6.3) pour chaque u ∈ E ∩B(I, 1/2), Ou ∩B(I, 1/2) ⊂ E,

en particulier OI ∩B(I, 1/2) ⊂ E.

De plus, E est un cône centré en I, donc on a ~Iu ⊂ E, avec ~Iu la demi-droite
partant de I et passant par u. Maintenant soit u1 appartient à l’intersection du
demi-plan de dimension 2 portant sur OI et passant par u avec B(I, 1/2). On prend
un point u2 dans le segment [Iu1], assez proche de I de sorte que la demi-droite ~Ou2
coupe le segment [Iu]. Soit u3 le point de l’intersection, alors u3 ∈ E puisque E est
le cône centré en I et u ∈ E. Par (4.6.3) u2 ∈ Ou3 ∩ B(I, 1/2) est aussi dans E,
enfin on utilise le fait que E est un cône centré en I pour conclure que u1 ∈ E.

Donc pour chaque u ∈ E ∩ B(I, 1/2), dans B(I, 1/2), le demi-plan de bord OI
et qui contient u, est contenu dans E. On en déduit que E est de type E ′ ×D dans
B(I, 1/2) , avec D la droite contenant OI et E ′ un ensemble de dimension 2 dans
l’hyperplan passant par O et orthogonal à D. Puisque E est un cône minimal, E ′
l’est aussi, par le lemme 2.11. Ensuite, θE(I) = limk→∞ θCik (I) = m, alors la densité
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au centre de E ′ est d′P , d′Y ou d′T selon que m soit égale à dP , dY ou dT , respecti-
vement. Donc on a bien que E est l’un de trois types P, Y ou T en fonction de m.
Maintenant, pour k assez grand, d(I,1)(Cik , E) < δ/10 et on obtient une contradic-
tion. On termine ainsi la démonstration. �

Grâce au lemme 4.6, on peut obtenir un corollaire qui contrôle la distance dans
la boule B(x, r) entre E et un cône minimal C(x, r) de dimension 3, de type P,Y
ou T dont l’axe passe par O et x.

Corollaire 4.7. Pour chaque δ > 0, il existe ε > 0 qui ne dépend que de δ, tel
que si x ∈ E ∩ ∂B(O, 1) et 1/100 > r > 0 un rayon assez petit qui satisfont à

(4.7.1) |θE(x, r)− θE(x)| ≤ ε,

alors, il existe un cône minimal Y de dimension 3, de type P,Y ou T dont l’axe
passe par O et x, tel que dx,r/2(E, Y ) ≤ δ. De plus, le type du cône minimal Y est
exactement le type des limites par explosion de E en x.

Démonstration. D’après la proposition 2.9, pour chaque τ > 0 petit, il existe
ε > 0 tel que si (4.7.1) est vraie, il existe un cône minimal C de dimension 3, centré
en x tel que

(4.7.2) dx,r/2(E,C) ≤ τ,

et

(4.7.3) |H3(E ∩B(x, r/2))−H3(C ∩B(x, r/2))| ≤ τr3.

Mais on sait que θE(x, r) ≥ θE(x, r/2) ≥ θE(x), donc

(4.7.4) θE(x)(r/2)3 ≤ θE(x, r/2)(r/2)3 ≤ (θE(x) + ε)(r/2)3;

grâce à (4.7.3), on obtient

(4.7.5) (θE(x)− 8τ)(r/2)3 ≤ H3(C ∩B(x, r/2)) ≤ (θE(x) + ε+ 8τ)(r/2)3.

Alors si on pose ε1 = ε+ 8τ . On déduit de (4.7.5) que

(4.7.6) θE(x)− ε1 ≤ θC(x, r/2) ≤ θE(x) + ε1;

c’est la condition (4.6) dans le lemme 4.6, pour notre cône C centré en x et pour le
rayon r. Vérifions les conditions (4.6.1) et (4.6.2) du lemme 4.6 pour le cône C.

On a dx,r/2(E,C) ≤ τ , alors si z ∈ C ∩ B(x, r/4), il existe y ∈ E ∩ B(x, r/3) tel
que d(z, y) ≤ τ.r/2. Maintenant E est un cône centré en O, donc la demi-droite dy
passant par O et y est contenue dans E. Donc si y′ ∈ dy∩B(x, r/2), y′ ∈ E∩B(x, r/2)
et donc il existe z′ ∈ C tel que d(y′, z′) ≤ τr/2. Donc pour chaque z ∈ C∩B(x, r/4),
la droite dy ci-dessus satisfait aux conditions (4.6.1) et (4.6.2) du lemme 4.6, pour
le rayon r. Si bien que notre cône C satisfait à toutes les hypothèses du lemme 4.6,
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avec une constante ε2 = max{ε1, τ} pour le rayon r. On peut appliquer le lemme
et donc pour chaque δ1 > 0 on peut choisir ε2 > 0 et un cône minimal Y de type
P,Y,T avec l’axe passant par O et x, tels que

(4.7.7) dx,r/2(Y,C) ≤ δ1,

en fait, Y est de type P si θE(x) = dP , de type Y si θE(x) = dY et de type T si
θE(x) = dT . Maintenant, (4.7.7) et (4.7.2) nous donnent

(4.7.8) dx,r/2(E, Y ) ≤ τ + δ1.

Maintenant pour chaque δ > 0, on peut choisir ε > 0 tel que τ et δ1 sont aussi
petits qu’on veut, donc on choisit ε tel que τ + δ1 ≤ δ. On conclure que pour chaque
δ > 0, on peut choisir ε > 0, tel que dx,r/2(E, Y ) ≤ δ. C’est ce qu’il faut démontrer.�

Le lemme suivant dit que si deux cônes sont très proches, alors leurs intersections
avec un hyperplan sont très proches aussi.

Lemme 4.8. Soient C et C1 deux cônes centrés en O, ε > 0 une constante
très petite. Soient r ≤ 1/100 un rayon très petit, y ∈ C ∩ ∂B(O, 1), Hy l’hyperplan
de dimension 3, qui est tangent à ∂B(O, 1) en y, C ′ = C ∩ Hy, C ′1 = C1 ∩ Hy. Si
z ∈ C ∩B(y, r/2) ∩Hy, et t ≤ r/3 satisfont à dz,t(C,C1) ≤ ε, alors

dz,t/2(C
′, C ′1) ≤ 2(1 + r)ε.

Démonstration. Pour w ∈ C ′ ∩ B(z, t/2), il existe w′1 ∈ C1 ∩ B(y, r) tel que
d(w,w′1) ≤ εt car dz,t(C,C1) ≤ εt, par l’hypothèse. Soit w1 l’intersection de la demi-
droite Ow′1 avec Hy. Alors w1 ∈ C1 ∩Hy. On veut estimer la distance d(w,w1).

Par l’inégalité triangulaire,

d(w,w1) ≤
d(w,w′1)

sin(ŵw1w′1)
=

d(w,w′1)

sin(ŵw1O)

ici, x̂yz, où x, y, z sont des points dans R4, désigne l’angle entre deux demi-droites
yx et yz. Donc x̂yz ∈ [0, 2π].

On estime
sin(ŵw1O) =

dist(O,ww1)

d(O,w1)
≥ 1

1 + r
,

puisque dist(O,ww1) ≥ dist(O,Hy) = 1 et d(O,w1) ≤ d(O, y) + d(y, w1) ≤ 1 + r.

Donc on a d(w,w1) ≤ (1 + r)εt pour chaque w ∈ C ′∩B(z, t/2), et c’est clair que
w1 ∈ B(z, t). De même, pour chaque w1 ∈ C ′1 ∩B(z, t/2), il existe w ∈ C ′ ∩B(z′, t)
tel que d(w1, w) ≤ (1 + r)εt, donc on a démontré que dz,t/2(C ′, C ′1) ≤ 2(1 + r)ε, c’est
ce qu’on veut démontrer. �

L’équivalence Bi-Höldérienne pour un point de type P.
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Théorème 4.9. Si x est de type P, alors pour tout τ > 0, il existe un rayon
r > 0 tel que B(x, r/4) est une boule Bi-Höldérienne pour Ex, de type P, avec une
constante Bi-Höldérienne plus petite que 1 + τ .

Démonstration. D’après la proposition 4.3, pour chaque ε > 0 petit, qu’on va
choisir après, il existe r = rx > 0 et un plan P passant par O et x tel que
dx,r(E,P ) ≤ ε. Notons que d’après la proposition, on peut choisir r aussi petit
qu’on veut.

Pour y ∈ B(x, r/2), on a :

dy,r/2(E,P ) ≤ 2dx,r(E,P ) ≤ 2ε

Alors, par le lemme 2.13, pour chaque δ > 0, on peut choisir ε > 0 tel que

H3(E ∩B(y, r/2)) ≤ H3(P ∩B(y, (1 + δ)r/2)) + δr3

≤ ((1 + δ)r/2)3 + δr3

≤ (r/2)3 + 2δr3

On en déduit que |θE(y, r/2)− 1| ≤ 16δ, mais on sait que θE(y) = dP , dY ou dT , et
θE(y, r/2) ≥ θE(y), par le lemme 2.12, donc on obtient θE(y) ≤ θE(y, r/2) ≤ 1+16δ,
donc θE(y) < dY pour δ petit, donc θE(y) = 1. On a alors

|θE(y, r/2)− θE(y)| ≤ 16δ.

Maintenant θE(y, r/2) < θE(y) + 16δ = 1 + 16δ ; de plus, θE(y, t) est une fonction
croissante de t, on en déduit que pour tout t ≤ r/2, θE(y, t) ≤ θE(y) + 16δ. Par la
proposition 2.9, pour chaque δ1 > 0 on peut choisir δ > 0 tel que pour 0 < t < r/2,
il existe un cône minimal C(y, t) centré en y satisfaisant à

(4.9.1)
dy,t(E,C(y, t)) < δ1

|H3(E ∩B(y, t))−H3(C(y, t) ∩B(y, t))| < δ1t
3.

On en déduit que |H3(C(y, t)∩B(y, t))−t3θE(y, t)| < δ1t
3, ce qui entraîne |H3(C(y, t)∩

B(y, t)) − t3| < (16δ + δ1)t
3, donc θC(y,t)(y, t) < 1 + 16δ + δ1, où θC(y,t)(y, t) =

t−3H3(C(y, t) ∩ B(y, t)), donc θC(y,t)(y)-la densité de C(y, t) en y, est inférieure à
1 + 16δ + δ1.

On regarde la condition (4.9.1), le fait que dy,t(E,C(y, t)) < δ1 implique que

si z ∈ C(y, t) ∩ B(y, t), il existe u ∈ E tel que d(z, u) ≤ tδ1, puis, E est un
cône centré en O, donc la demi droite Ou est contenue dans E, on appelle cette
demi-droite dz. Maintenant, puisque dz ⊂ E

(4.9.2)
pour tout u′ ∈ dz ∩B(y, t), il existe z′ ∈ C(y, t) ∩B(y, t) tel que d(u′, z′) ≤ tδ1.
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Maintenant, (4.9.2) avec le fait que θC(y,t)(y, t) < 1 + 16δ + δ1 sont exactement les
conditions du lemme 4.6 pour le cône C(y, t), pour le rayon t. Donc, on peut utiliser
le lemme 4.6 et on obtient, pour chaque δ2 > 0, on peut choisir δ1 > 0 et puis δ > 0,
tels que :

il existe un plan P (y, t) de dimension 3 passant par y, etO, tel que dy,t(C(y, t), P (y, t)) <
δ2.

Mais dy,t(E,C(y, t)) < δ1, donc dy,t/2(E,P (y, t)) ≤ 2(dy,t(E,C(y, t))+dy,t(C(y, t), P (y, t))) <
2(δ1 + δ2), on pose δ3 = 2(δ1 + δ2).

Donc, pour tout y ∈ E ∩B(x, r/2) et pour tout t < r/4, il existe un plan P (y, t)
passant par y et O tel que

dy,t(E,P (y, t)) < δ3.

Soient z ∈ Ex ∩ B(x, r/4) et t ≤ r/2, soit P ′(z, t) l’intersection de P (z, t) avec
Hx, ici, P (z, t) est l’analogue de P (y, t) ci dessus. On obtient un plan P ′(z, t) de
dimenson 2 dans Hx. Puisque P (z, t) et E sont des cônes centrés en O, on a par le
lemme 4.8

dz,t/2(Ex, P
′(z, t)) ≤ 2(1 + r)δ3 ≤ 6δ3

puisque r ≤ 1/2.

Donc, si ε est petit, on a le fait que pour tout z ∈ Ex ∩ B(x, r/4) et pour tout
t ≤ r/4, il existe un plan P ′(z, t) dans Hx, tel que

(4.9.3) dz,t(Ex, P
′(z, t)) ≤ 6δ3.

Par le théorème 3.2, pour chaque τ > 0, on peut choisir δ3 > 0, et puis r > 0, tel
que Ex ∩ B(x, r/4) soit Bi-Höldériennement équivalent à un plan de dimension 2
avec une constante C = 1 + τ . On a donc terminé notre démonstration. �

L’équivalence Bi-Höldérienne pour un point de type Y.

On considère maintenant le cas où x est de type Y. Donc pour tout ε > 0 donné,
par le lemme 4.3, il exite r > 0 et un cône minimal Y (x, r) de type Y, dont l’axe passe
par x et l’origine, tels que dx,r(E, Y (x, r)) ≤ ε. Soit maintenant y ∈ E ∩ ∂B(O, 1).
Si notre cône minimal E est assez proche d’un cône minimal Y de type Y, centré en
y et en l’origine. Alors la proposition suivante donne l’existence d’un point de type
Y près de y.

Proposition 4.10. Soient y ∈ E ∩ ∂B(0, 1) et r < 1/2. Il existe ε > 0 une
constante très petite, mais universelle, telle que si Y (y, r) est un cône minimal de di-
mension 3, de type Y dont l’axe passe par O et y, qui satisfait à dy,r(E, Y (y, r)) < ε.
Alors, dans la boule B(y, r

50
), il existe un point de type Y dans Ey.

Une petite remarque avant de démontrer la proposition. Ici, 1/50 est juste une
constante symbolique. En fait, on peut montrer que pour chaque η > 0, il existe
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ε > 0 tel que si le cône minimal Y (y, r) et ε satisfait aux hypothèses de la proposi-
tion, alors dans la boule B(y, ηr), il existe un point de type Y dans Ey.

Démonstration. On prend au début ε > 0 très petit, qu’on va choisir après.
Supposons que la proposition n’est pas vraie, alors pour tout z′ ∈ Ey ∩ B(y, r

50
), z′

n’est pas de type Y. Puisque E est un cône centré en O, donc pour tout z ∈
E ∩ B(y, r/75), Oz coupe Hy en un point z′ ∈ Ey ∩ B(y, r/50). De plus, z est du
même type que z′. Donc si un point z ∈ E ∩B(y, r/75) est de type Y, alors le point
z′ comme ci-dessus appartient à Ey ∩ B(y, r/50) et est de type Y, ce qui n’est pas
possible. On en déduit que pour tout z ∈ E ∩ B(y, r/75), z n’est pas de type Y.
Soit maintenant z ∈ E ∩B(y, r/75) ; par le lemme 2.13, pour chaque δ > 0 on peut
choisir ε > 0, tel que

H3(E ∩B(z, r/200)) ≤ H3(Y (y, r) ∩B(z, (1 + δ)
r

200
)) + δ(

r

200
)3

≤ dY .((1 + δ)
r

200
)3 + δ(

r

200
)3

< dT (
r

200
)3.

Donc si δ est assez petit, H3(E∩B(z, r/200)) < dT ( r
200

)3 ou bien θE(z, r/200) < dT .
On en déduit que θE(z) ≤ θE(z, r/200) < dT . On peut conclure que z ne peut pas
être un point de type T. Donc, si z n’est pas un point de type Y, z ne peut qu’être
un point de type P.

Soit L l’axe de Y (y, r) ; L est un 2-plan qui passe par O et y. Soient F1, F2, F3 les
trois demi-plans de dimension 3 qui forment Y (x, r). Alors F1, F2, F3 se coupent en L
et l’angle entre deux demi-plans entre eux est 120̊ . Soient wi ∈ Fi ∩ ∂B(y, r/100)∩
Hy, i = 1, 2, 3. On a bien dist(wi, L) = d(wi, y) = r/100 pour 1 ≤ i ≤ 3. Or
dy,r(E, Y (y, r)) ≤ ε, donc pour chaque 1 ≤ i ≤ 3, il existe zi ∈ E tel que d(zi, wi) ≤
εr, et il est clair que zi ∈ B(y, r/75). Par le lemme 2.13, on a pour chaque 1 ≤ i ≤ 3,

H3(E ∩B(zi,
r

200
)) ≤ H3(Y (y, r) ∩B(zi, (1 + δ)

r

200
)) + δ(

r

200
)3

= H3(Fi ∩B(zi, (1 + δ)
r

200
))

≤ (
r

200
)3 + δr3,

car comme dist(wi, L) = r/100, donc dist(zi, L) ≥ dist(wi, L)−d(wi, zi) ≥ r/100−εr,
et par conséquent, la boule B(zi, (1 + δ) r

200
) ne rencontre pas L. Donc dans la boule

B(zi, (1 + δ) r
200

), Y (y, r) coïncide avec Fi qui est un demi-plan de dimension 3.

Puisque H3(E ∩B(zi,
r

200
)) ≥ ( r

200
)3θE(zi), on a bien que θE(zi) = 1. On obtient

ensuite

H3(E ∩B(zi,
r

200
))− (

r

200
)3θE(zi) ≤ δr3

θE(zi, r/200)− θE(zi) ≤ Cδ,

où C est une constante.
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Donc en suivant la démonstration du théorème 4.9, on peut conclure que pour
chaque τ > 0, on peut choisir δ > 0 tel que pour chaque 1 ≤ i ≤ 3, E ∩B(zi, r/400)
est bi-Höldériennement équivalent à un plan de dimension 3, avec une constante bi-
Höldérienne plus petite que τ . Puisque dzi,r/400(E,Fi) ≤ 400dy,r(E, Y (y, r)) ≤ 400ε,
on peut même prendre Fi comme ce plan. Cela veut dire qu’il existe pour chaque
1 ≤ i ≤ 3 un homéomorphisme gi : B(zi, r/400)→ R4 telle que

(4.10.1) E ∩B(zi, r/800) ⊂ gi(Fi ∩ r/600) ⊂ E ∩B(zi, r/400)

(4.10.2) |gi(z)− z| ≤ τr pour z ∈ B(zi, r/400).

De plus, on voit que B(zi, r/400) ⊂ B(y, r/75) pour 1 ≤ i ≤ 3.

Maintenant, comme on a vu plus haut, pour z ∈ E ∩ B(y, r/75), on doit avoir
que z est de type P. Donc d’après le théorème 4.9, il existe un rayon rz > 0 tel que
dans la boule B(z, rz), E est Bi-Höldériennement équivalent à un plan de dimension
3, avec une constante Bi-Höldérienne plus petite que 1+τ , où τ est comme ci-dessus.

On regarde maintenant notre ensemble E1 = E∩B(y, r/75). On a un sous-lemme.

Sous-lemme 4.10.1. Si ε et τ sont suffisamment petits, alors il n’existe pas
un ensemble E1 avec les propriétés suivantes.

Il existe un cône minimal Y de dimension 3 de type Y, tel que dy,r/75(E1, Y ) ≤
75ε. En fait, Y = Y (y, r) comme ci-dessus.

Il existe trois points z1, z2, z3 dans E1, tels que B(zi, r/400) ∈ B(y, r/75) et les
conditions (4.10.1) et (4.10.2) sont satisfaites, où Fi, 1 ≤ i ≤ 3 sont les trois faces
de Y (y, r), et avec une constante τ > 0.

Pour chaque z ∈ E1, il existe un rayon rz > 0 tel que dans la boule B(z, rz),
E1 est Bi-Höldériennement équivalent à un plan de dimension 3, avec une constante
Bi-Höldérienne plus petite que 1 + τ , où τ est comme ci-dessus.

Démonstration. On adapte la démonstration du théorème d’existence d’un point
de type Y dans le chapitre 17 du [D1]. L’idée est d’abord construire une courbe γ
simple et fermée, qui coupe E1 transversalement en trois points zi, 1 ≤ i ≤ 3. En-
suite, on déforme γ comme suit ; on construit une famille de courbes γj, 0 ≤ j ≤ n
telle que γ0 = γ et γn est un point A qui n’appartient pas à E1. La construction est
telle que pour chaque 0 ≤ j ≤ n−1, le nombre de l’intersection de γj avec E1 a pour
même parité que celui de γj+1 avec E1. On obtiendra une contradiction puisque γ0
coupe E1 en trois points et γn ne coupe pas E1. On déduit que ce n’est pas possible
pour qu’un ensemble E1 satisfasse à toutes les hypothèses comme ci-dessus, avec ε
et τ suffisamment petits. �

Le sous-lemme 4.10.1 nous permet de terminer la démonstration du lemme. �
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On est prêt à annoncer le théorème d’équivalence Bi-Höldérienne autour d’un
point de type Y.

Théorème 4.11. Si x est un point de type Y. Alors pour chaque α > 0 très
petite, il existe ε1 > 0, tel que si le rayon r satisfait aux conditions

θE(x, 2r)− θE(x) < ε1,

et
2r < ε1,

alors, dans la boule B(x, r/16), Ex est Bi-Höldériennement équivalent à un cône
minimal Y , de dimension 2 dans Hx et de type Y, qui est centré en x, avec une
constante Bi-Höldérienne plus petite que 1 + α.

La démonstration repose sur le fait que pour chaque δ > 0, on peut choisir
ε1 > 0, tel que pour chaque y ∈ B(x, r/16) et pour chaque 0 < t ≤ r/16, il existe un
cône minimal Z(y, t) de dimension 2 dans Hx, tel que dy,t(Ex, Z(y, t)) ≤ δ. Notons
que pour chaque ε > 0, d’après la proposition 4.3, il existe toujours un rayon r qui
satisfait aux hypothèses du théorème.

Démonstration. On applique le corollaire 4.7. Pour chaque ε > 0, il existe ε1 > 0
tel que si r satisfait aux hypothèses du théorème, alors pour chaque t ≤ r, il existe
un cône minimal Y (x, t) de type Y dont l’axe passe par O et x, tel que

dx,t(E, Y (x, t)) ≤ ε

On considère un point y ∈ Ex ∩B(x, r/2).

Premier cas, y est de type Y.

Puisque dy,r/2(E, Y (x, r)) ≤ 2dx,r(E, Y (x, r)) ≤ 2ε, on applique le lemme 2.13,
pour chaque δ > 0 on peut choisir ε > 0 tel que

θE(y, r/2) = (r/2)−3H3(E ∩B(y, r/2))

≤ (r/2)−3H3(Y (x, r) ∩B(y, r/2)) + δ(r/2)−3(r/2)3

≤ dY + δ

= θE(y) + δ (car y est un point de type Y)

Soit t ≤ r/2, puisque la fonction θE(y, t) en variable t est croissante, on a 0 ≤
θE(y, t) − dY ≤ δ. En appliquant la proposition 2.9, pour chaque δ1 > 0 on peut
choisir δ > 0 tels qu’il existe un cône minimal K(y, t), centré en y tel que

dy,t(E,K(y, t)) ≤ δ1 et
|θK(y,t)(y)− θE(y)| < δ1

Ensuite, si z ∈ K ∩ B(y, t/2), puisque dy,t(E,K(y, t)) ≤ δ1, il existe w ∈ E tel que
d(w, z) ≤ δ1t. Mais E est un cône centré en O donc tout w′ ∈ Ow est dans E. On



38
CHAPITRE 4. RÉGULARITÉ BI-HÖLDÉRIENNE POUR LES

CÔNES MINIMAUX DE DIMENSION 3 DANS R4

applique encore la condition dy,t(E,K(y, t)) ≤ δ1 : si w′ ∈ Ow ∩ B(y, t/4), alors
w′ ∈ E ∩ B(y, t/4) et puis il existe z′ ∈ K(y, t) ∩ B(y, t/4) tel que d(w′, z′) ≤ δ1t.
On obtient donc :

Pour tout z ∈ K ∩B(y, t/2), il existe w ∈ E ∩B(y, t/4) tel que d(w, z) < δ1t.

Pour tout w′ ∈ Ow∩B(y, t/4), il existe z′ ∈ K(y, t)∩B(y, t/4) tel que d(w′, z′) <
δ1t.

Donc, K(y, t) satisfait aux hypothèses du lemme 4.6, pour le rayon t. Ensuite, la
densité de K(y, t) en y est δ1-proche de dY . Donc on peut appliquer le lemme 4.6,
pour chaque δ2 > 0, on peut choisir δ1 > 0 tel qu’il existe un cône minimal Y (y, t)
de type Y, dont l’axe passe par O et y tel que

dy,t(Y (y, t), K(y, t)) ≤ δ2.

Par l’inégalité triangulaire, on a dy,t/2(E, Y (y, t)) ≤ 2(δ1 + δ2). On pose

δ3 = 2(δ1 + δ2).

Soit Y1(y, t) = Y (y, t)∩Hx, alors Y1(y, t) est un cône de dimension 2 centré en y. Par
le lemme 4.8, on a dy,t/2(Ex, Y1(y, t)) ≤ 2(1 + r)δ3 ≤ 6δ3. De plus, puisque Y (y, t)
est un cône minimal de type Y × Oy, avec Y un cône minimal de dimension 2, on
a alors l’existence d’un cône minimal Y ′(y, t) de dimension 2, de type Y centré en y
et contenu dans Hx, tel que

dy,t/2(Y
′(y, t), Y1(y, t)) ≤ Cr,

et de plus, l’axe de Y ′(y, t) est l’intersection de l’axe de Y (y, t) avec Hx, avec C une
constante. On obtient donc

dy,t/4(Y
′(y, t), Ex) ≤ 2(6δ3 + Cr),

puisque c’est plus petit que 2(dy,t/2(Y1(y, t), Ex) + dy,t/2(Y
′(y, t), Y1(y, t))).

On obtient comme ci-dessus que si y ∈ B(x, r/2) est de type Y, alors pour tout
t ≤ r/4, il existe un cône minimal Y (y, t), de type Y, dont l’axe passe par y et O,
tel que dy,t(E, Y (y, t)) ≤ δ3. On note maintenant pour chaque z ∈ B(x, r/2) de type
Y et t ≤ r/4,

(4.11.1) Y (z, t) ce cône minimal.

Deuxième cas, y est de type P.

On considère maintenant que y est dans la boule B(x, r/16).

On pose EY = {z ∈ B(x, r/2) ∩ Ex : z est de type Y }, alors d(y, EY ) > 0, car
par le théorème 4.9, il existe ry > 0 tel que dans la boule B(y, ry), il n’y a que les
points de type P. On pose ensuite d(y) = d(y, EY ), alors d(y) ≤ d(y, x) ≤ r/16. On
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prend u ∈ EY tel que d(y, u) ≤ d(y).11/10.

Puisque u est de type Y, et u ∈ Ex ∩ B(x, r/2), d’après le cas précédent, pour
chaque t ≤ r/4, il existe un cône minimal Y (u, t) de type Y dont l’axe passe par O et
u, tel que du,t(E, Y (u, t)) ≤ δ3. Puis il existe un cône minimal Y ′(u, t) de dimension
2, de type Y et contenu dans Hx, tel que du,t/2(Y ′(u, t), Ex) ≤ 6δ3 + Cr. De plus,
l’axe de Y ′(u, t) est l’intersection de l’axe de Y (u, t) avec Hx.

Soit L l’axe de Y ′(u, 2d(y)), on veut montrer que

(∗) d(y, L) ≥ d(y)/10.

On suppose que (∗) est faux, donc il existe z ∈ L tel que d(y, z) < d(y)/10, on
déduit que d(z, u) ≤ d(y, z) + d(y, u) ≤ 3

2
d(y) et puis B(z, d(y)/10) ⊂ B(u, 2d(y)).

On a ensuite

dz,d(y)/10(E, Y (u, 2d(y))) ≤ du,2d(y)(E, Y (u, 2d(y))).
2d(y)

d(y)/10

≤ 20δ3.

Puisque z ∈ L et L est contenu dans l’axe de Y (y, 2d(y)) donc, z est contenu
dans l’axe de Y (y, 2d(y)). Maintenat si δ3 est suffisamment petit, on peut appli-
quer la proposition 4.10, et il existe un point ξ ∈ EY dans la boule B(z, d(y)/100),
donc d(ξ, y) ≤ 10−2d(y) + d(z, y) < d(y)/3. Soit maintenant ξ′ l’intersection de la
droite Oξ avec Ex. Quand r est très petit, on a d(ξ′, y) ≤ 2d(ξ, y) ≤ 2d(y)/3 et
ξ′ ∈ B(x, r/2). Donc ξ′ est un point de type Y dans Ex ∩ B(x, r/2) et satisfaisant
d(ξ′, y) ≤ 2d(ξ, y) ≤ 2d(y)/3 < d(y), ce qui est absurde. On a donc (∗).

Observons que B(y, d(y)/20) ⊂ B(u, 2d(y)). Ensuite, du,2d(y)(E, Y (u, 2d(y))) ≤
δ3, donc on peut appliquer le lemme 2.13 ; pour chaque δ4 > 0 on peut choisir δ3 > 0
tel que

θE(y, d(y)/20) = (d(y)/20)−3H3(E ∩B(y, d(y)/20))

≤ (d(y)/20)−3(H3(Y (u, 2d(y)) ∩B(y, d(y)/20)) + δ4(d(y)/20)3)

≤ 1 + δ4

(car B(y, d(y)/20) ne rencontre pas l’axe de Y (u, 2d(y)) ).

Puisque θE(y) = 1 donc, on raisonne comme dans le théorème 4.9. Pour chaque
δ5 > 0 on peut choisir δ4 > 0 tel que pour tout t ≤ d(y)/30, il existe un plan P (y, t)
de dimension 3 passant par y et O tel que dy,t(E,P (y, t)) ≤ δ5. Soit P ′(y, t) =
P (y, t) ∩ Hx, donc P ′(y, t) est un plan de dimension 2 contenu dans Hx. Par le
lemme 4.8

(4.11.2) dy,t/2(Ex, P
′(y, t)) ≤ 2(1 + t)δ5 ≤ 6δ5,

pour t ≤ d(y)/30. On pose δ6 = 6δ5.
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Maintenant, si d(y)/60 ≤ t ≤ r/8, on prend toujours u comme ci-dessus, c’est à
dire u ∈ EY tel que d(u, y) ≤ 11d(y)/10, on a u ∈ B(x, r/2). Puisque t+2d(y) ≤ r/4,
on peut prendre le cône Y (u, t+ 2d(y)) comme (4.11.1). On obtient maintenant

dy,t(E, Y (u, t+ 2d(y))) ≤ t+ 2d(y)

t
du,t+2d(y)(E, Y (u, t+ 2d(y))) ≤ 140δ3,

Ensuite soit Y1(u, t + 2d(y)) l’intersection de Y (u, t + 2d(y)) avec Hx, donc on a
dy,t/2(Ex, Y1(u, t+ 2d(y))) ≤ Cδ3, d’après le lemme 4.8, où C est une constante uni-
verselle. Ensuite, il existe un cône minimal Y ′(u, t+ 2d(y)) de type Y, de dimension
2, contenu dans Hx, tel que

dy,t/2(Y
′(u, t+ 2d(y)), Y1(u, t+ 2d(y)) < Cr,

on peut prendre C comme en avant en prenant le maximum des deux constantes.
Donc on a

(4.11.3) dy,t/2(Ex, Y
′(y, t)) ≤ C(δ3 + r) pour d(y)/60 ≤ t ≤ r/4 .

Maintenant, puisqu’on peut choisir ε1 > 0 au début tel que δ5, δ3, r sont aussi petits
qu’on veut. Donc de (4.11.2) et (4.11.3), on déduit que pour chaque δ7 > 0, on peut
choisir ε1 > 0, tel que pour tout t < r/16, il existe un cône minimal Z ′(y, t), de
dimension 2, de type Y ou P et contenu dans Hx, tel que

dy,t(Ex, Z
′(y, t)) ≤ Cδ7

avec C une constante. Avec le cas traité pour y de type Y, on obtient : pour chaque
δ8 > 0, on peut choisir ε1 > 0 tel que pour tout y ∈ B(x, r/16) ∩ Ex, pour tout
t ≤ r/16, il existe un cône minimal L(y, t) de dimension 2 tel que

(4.11.4) dy,t(Ex, L(y, t)) ≤ δ8.

De plus, le cône Y ′(x, r/8) qui est l’intersection du cône Y (x, r/8) avec Hx est un
cône minimal de dimension 2, de type Y, contenu dans Hx et centré en x, et satisfait
à

(4.11.5) dx,r/16(Ex, Y
′(x, r/8)) ≤ 2(1 + r/8)dx,r/8(E, Y (x, r/8)) ≤ 6ε.

On constate qu’on peut choisir ε1 au début tel que tous les autres quantificateurs
sont aussi petits qu’on veut, en particulier, δ8 et ε. Maintenant (4.11.4) et (4.11.5)
nous permet d’appliquer le théorème 3.2. On conclut que pour chaque α > 0, on
peut choisir ε1 > 0 tel que si (x, r) satisfait aux hypothèses du théorème avec ε1,
alors Ex ∩ B(x, r/16) est bi-Hölderiennement équivalent à un cône minimal Y de
type Y, de dimension 2, avec une constante bi-Höldérienne C ≤ 1 + α. �

Régularité près d’un point de type T.
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On donne quelques définitions, pour un cône minimal T de dimension 3 centré à
l’origine et passant par x ∈ ∂B(0, 1), T = T ′×Ox, avec T ′ le cône minimal de type
T, de dimension 2 dans l’hyperplan P de dimension 3 tangent à ∂B(0, 1) à x. Alors
on appelle les plans de dimension 2, qui sont de la forme li × Ox, avec li, 1 ≤ i ≤ 4
des axes de T ′, les 2-faces de T . Les plans de dimensions 3, centré en O et de la
forme Fi ×Ox, avec Fi, 1 ≤ i ≤ 6 des faces de T ′ sont applés les 3-faces de T . Donc
T a 4 2-faces et 6 3-faces, et on appelle Ox l’axe de T . Chaque 2-face de T est
l’intersection de 3 3-faces de T , dont l’union forme un Y centré à l’origine.

On passe maintenant au théorème de la régularité près d’un point de type T.
C’est à dire on suppose que x est un point de type T. On veut montrer que si r est un
rayon assez petit, alors dans la boule B(x, r), Ex est Bi-Höldériennement équivalent
à un cône minimal de dimension 2, de type T et centré en x. L’idée directrice est
encore d’approcher Ex par les cônes minimaux de dimension 2 dans Hx, à tout point
dans B(x, r/2) et à toute échelle t ≤ r/2.

Théorème 4.12. Si x est un point de type T, alors, pour tout α > 0, il existe
ε > 0 tel que si le rayon r satisfait à

θE(x, 2r)− θE(x) ≤ ε

et
2r < ε,

alors, Ex ∩B(x, r/32) est Bi-Höldériennement équivalent à un cône minimal T ′ de
dimension 2 et de type T, avec la constante Bi-Höldérienne < 1 + α.

Notons que pour chaque ε1 > 0, d’après la proposition 4.3, il existe toujours un
rayon r qui satisfait aux hypothèses du théorème.

Démonstration. On applique d’abord le corollaire 4.7, pour chaque δ > 0, il existe
ε > 0 tel que, pour tout t ≤ r, il existe un cône minimal T (x, t) de type T, dont
l’axe passe par O et x, tel que

(4.12.1) dx,t(E, T (x, t)) ≤ δ.

Considérons maintenant un point y ∈ Ex∩B(x, r/32), avec y 6= x. On prend la boule
B(y, η|x− y|) avec η = 10−5. On pose ρ(y) = |x− y| > 0. Le cône T (x, (1 + 2η)ρ(y))
satisfait alors à

(4.12.2) dx,(1+2η)ρ(y)(E, T (x, (1 + 2η)ρ(y))) ≤ δ

d’après 4.12.1, et avec t = (1+2η)ρ(y). On a ensuite, puisque B(y, ηρ(y)) ⊂ B(x, (1+
2η)ρ(y)),
(4.12.3)

dy,ηρ(y)(E, T (x, (1 + 2η)ρ(y)) ≤ (1 + 2η)ρ(y)

ηρ(y)
dx,1+2ηρ(y)(E, T (x, (1 + 2η)ρ(y)))

≤ 2η−1δ.
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Puisque d(y,Ox) > |x − y|/2, la distance de y à l’axe de T (x, (1 + 2η)|y − x|) est
supérieure à |x−y|/2, donc dans la boule B(y, η|x−y|), T (x, (1+2η)|y−x|) coïncide
avec un cône Yy de type Y, dont l’axe passe par O.

Donc (4.12.3) nous donne

(4.12.4) dy,ηρ(y)(E, Yy) ≤ 2η−1δ.

On applique le lemme 2.13, pour chaque δ1 > 0 on peut choisir δ > 0, tel que

(4.12.5) |H3(E ∩B(y, ηρ(y)))−H3(Yy ∩B(y, ηρ(y)))| ≤ δ1ρ(y)3.

Mais H3(Yy ∩B(y, ηρ(y))) ≤ dY (ηρ(y))3 donc

(4.12.6) H3(E ∩B(y, ηρ(y))) ≤ dY (ηρ(y))3 + δ1ρ(y)3.

on en déduit que

(4.12.7) θE(y, ηρ(y)) ≤ dY + Cδ1,

avec C = 1
η3
. Donc θE(y) ≤ dY +Cδ1 ce qui veut dire que si δ1 est assez petit, pour

tout y 6= x dans B(x, r), la densité en y est inférieur à dT . Donc x est le seul point
de type T dans Ex ∩ B(x, r). Par conséquent, pour tout y 6= x dans B(x, r) ∩ E, y
est de type Y ou de type P.

Le cas où y est de type Y.

On pose toujours ρ(y) = |x− y|. Comme dans (4.12.7), θE(y, ηρ(y)) ≤ dY +Cδ1,
alors θE(y, t) ≤ dY +Cδ1 pour t ≤ ηρ(y). On applique le corollaire 4.7 ; pour chaque
δ2 > 0, on peut choisir δ1 > 0 tel que pour chaque t ≤ ηρ(y), il existe un cône
minimal Y (y, t) dont l’axe passe par O et y, tel que

(4.12.8) dy,t(E, Y (y, t)) ≤ δ2

Soit Y ′(y, t) l’intersection de Y (y, t) avec Hx ; alors Y ′(y, t) est un cône de dimension
2 centré en y dans le plan Hx. Puisque E et Y (y, t) sont des cônes centré en O, par
le lemme 4.8,

(4.12.9) dy,t/2(Ex, Y
′(y, t)) ≤ C1δ2,

pour t ≤ ηρ(y). Ensuite, car Y (y, t) est un cône de type Y dont l’axe passe par O
et y, et de plus d(y,Ox) < r/32, on voit facilement qu’il existe un cône minimal
Y 1(y, t), de dimension 2, de type Y, centré en y et contenu dans le plan Hx, tel que

(4.12.10) dy,t/2(Y
′(y, t), Y 1(y, t)) ≤ Cr,

pour tout t > 0. De (4.12.9) et (4.12.10), on déduit que, pour t ≤ ηρ(y),
(4.12.11)
dy,t/4(Ex, Y

1(y, t)) ≤ 2(dy,t/2(Ex, Y
′(y, t)) + dy,t/2(Y

′(y, t), Y 1(y, t)) ≤ 2(δ2 + Cr),
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pour t ≤ ηρ(y).

Considérons le cas où r/32 ≥ t ≥ ηρ(y)/4. Posons η1 = η/4 = 10−5/4. Comme
dans (4.12.1), pour 0 < t < r/2− ρ(y), il existe un cône minimal T (x, t+ ρ(y)) dont
l’axe est Ox, tel que dx,t+ρ(y)(E, T (x, t+ρ(y))) ≤ δ. Soit T ′(x, t+ρ(y)) l’intersection
de T (x, t + ρ(y)) avec Hx, alors T ′(x, t + ρ(y)) est un cône minimal de type T, de
dimension 2 dans Hx, qui satisfait à

(4.12.12) dx,t+|x−y|(Ex, T
′(x, t+ |x− y|)) ≤ Cδ.

Puisque B(y, t) ⊂ B(x, t+ |x− y|), on a alors, si t ≥ η1ρ(y),

(4.12.13)

dy,t(Ex, T
′(x, t+ ρ(y))) ≤ t+ ρ(y)

t
dx,t+ρ(y)(Ex, T

′(x, t+ ρ(y)))

≤ t+ |x− y|
t

Cδ

≤ 2C

η1
δ.

Donc, on déduit de (4.12.11) et (4.12.13), que pour tout r/32 ≥ t ≥ 0, il existe un
cône minimal Y ′(y, t) de dimension 2 dans Hx, tel que

(4.12.14) dy,t(E
′, Y ′(y, t)) ≤ δ3,

avec δ3 = max{2(δ2 + Cr), 2C
η1
δ}.

Le cas où y est de type P.

On a toujours que d(y,Ox) > |x − y|/2. Comme on a vu ci-dessus, on pose
T (x, 2|x − y|) le cône de type T dont l’axe est Ox, qui est 2δ|x − y|-proche de E
dans la boule B(x, 2|x − y|). On pose ensuite EY l’ensemble des points de type Y
dans la boule B(x, r), et d = min(dist(y, EY ), |x− y|).

On a aussi deux cas.

Premier cas, d > η|x− y|.

Soit T2 l’union des 2-faces de T (x, 2|x− y|), on veut montrer que d(y, T2) >
d
10
.

Sinon, il existe une 2-face L de T (x, 2|x − y|) et un point z ∈ L tel que d(y, z) =
d(y, L) < d/10. C’est clair que |z − x| > |x − y| − d/10 > |x − y|/2, on a aussi
d(z,Ox) > d(y,Ox)− d/10 > |x− y|/2− |x− y|/10 > |x− y|/3. Donc dans la boule
B(z, d

10
), T (x, 2|x−y|) coïncide avec un cône minimal Yz de type Y, dont l’axe passe

par O et z. De plus,

(4.12.15)

dz,d/10(E, Yz) ≤
2|x− y|
d/10

dx,2|x−y|(E, T (x, 2|x− y|))

≤ 20

η
.δ
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Mais d’après la proposition 4.10, quand δ est assez petit, il existe un point z′ de type
Y, dans la boule B(z, d

100
). On en déduit que d(y, z′) ≤ d(y, z) +d(z, z′) ≤ d

5
, mais z′

est bien un point dans EY , donc on a une contradiction. Alors on a bien d(y, T2) >
d
10
.

Maintenant d(y,Ox) > d
2
et d(y, T2) >

d
10
, donc par un simple argument géomé-

trique, dans la boule B(y, d
100

), T (x, 2|x− y|) coïncide avec un plan Py de dimension
3 qui passe par O et x. En fait, Py est l’une des 3-faces de T (x, 2|x − y|) qui est
la plus proche de y. Calculons maintenant la distance entre E et Py dans la boule
B(y, d

100
) :

(4.12.16)

dy, d
100

(E,Py) ≤
2|x− y|
d/100

dx,2|x−y|(E, T (x, 2|x− y|))

≤ 200

η
.δ.

Par le lemme 2.13, pour chaque δ1 > 0, on peut choisir δ > 0 tel que θE(y, d/100) ≤
1 + δ1. Ensuite, car E est un ensemble minimal, alors θE(y, t) est une fonction
croissante pour t, on déduit que pour tout t ≤ d

100
, θE(y, t) ≤ 1 + δ1. Puis, on

applique le corollaire 4.7, pour chaque δ2 > 0, on peut choisir δ1 > 0 tel que pour
t ≤ d

100
, il existe un plan P (y, t) de dimension 3 qui passe par y et O, tel que

(4.12.17) dy,t(E,P (y, t)) ≤ δ2.

Soit P ′(y, t) l’intersection de P (y, t) avec Hx, par le lemme 4.8,

(4.12.18) dy,t/2(Ex, P
′(y, t)) ≤ 2dy,t(E,P (y, t)) ≤ 2δ2

pour t ≤ d
100

.

Si t > d
200

, soit T ′(x, 2|x − y|) l’intersection de T (x, 2|x − y|) avec Hx, alors
T ′(x, 2|x − y|) est un cône minimal de dimension 2 dans Hx, centré en x. Puisque
dx,2|x−y|(E, T (x, 2|x − y|)) ≤ δ, par le lemme 4.8, dx,|x−y|(E ′, T ′(x, 2|x − y|)) ≤ 2δ.
Maintenant pour d

200
< t ≤ |x− y|/2, puisque B(y, t) ⊂ B(x, |x− y|), on obtient

(4.12.19)
dy,t(Ex, T

′(x, 2|x− y|)) ≤ |x− y|
t

dx,|x−y|(Ex, T
′(x, 2|x− y|))

≤ 200

η
δ,

car d > η|x− y|.

Pour r/32 > t > |x − y|/2, c’est plus simple, on prend le cône T (x, 2t +
|x − y|), qui est un cône minimal de type T dont l’axe passe par O et x, tel que
dx,2t+|x−y|(E, T (x, 2t + |x − y|)) ≤ δ. Posons T ′(x, 2t + |x − y|) l’intersection de
T (x, 2t + |x − y|) avec Hx qui est bien un cône minimal de dimension 2 de type T
dans Hx ; par le lemme 4.8, dx,t+|x−y|/2(Ex, T ′(x, 2t+ |x− y|)) ≤ 2δ. On a ensuite
(4.12.20)

dy,t(Ex, T
′(x, 2t+ |x− y|)) ≤ t+ |x− y|/2

t
dx,t+|x−y|/2(Ex, T

′(x, 2t+ |x− y|))

≤ 4δ
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De (4.12.18), (4.12.19) et (4.12.20), on déduit que pour chaque δ3 > 0, on peut
choisir ε > 0 tel que pour tout t ≤ r/32, il existe un cône minimal T ′(y, t), qui est
dans Hx, tel que dy,t(Ex, T ′(y, t)) ≤ δ3.

Deuxième cas, d ≤ η|x− y|.

Il existe alors un point z de type Y tel que d(y, z) < 2d. Donc, z ∈ B(x, 2|x− y|)
et d(z, x) > |x − y|/2, ce qui implique d(z,Ox) > |x − y|/4 et donc dans la boule
B(z, |x − y|/10), T (x, 2|x − y|) coïncide avec un cône minimal Yz de type Y dont
l’axe passe par O. On a ensuite

(4.12.21)
dz,|x−y|/10(E, Yz) ≤

2|x− y|
|x− y|/10

dx,2|x−y|(E, T (x, 2|x− y|))

≤ 20δ,

puisque B(z, |x− y|/10) ⊂ B(x, 2|x− y|).

On applique le lemme 2.13, sachant que z est un point de type Y, et on a

(4.12.22) θE(z, |x− y|/10)− dY ≤ δ1,

de plus

(4.12.23) |x− y| ≤ r/16 ≤ ε/16

Donc si on prend ε de manière que ε et δ1 sont plus petits que ε1 dans le théorème
4.11, (4.12.22) et (4.12.23) sont exactement les hypothèse du théorème 4.11 pour le
point z et le rayon |x−y|/10. Notons que y ∈ B(z, |x−y|/40) puisque d(y, z) ≤ 2d ≤
2η|x − y|. En suivant la démonstration, pour chaque δ4 > 0, on peut choisir ε > 0
tel que pour tout t < |x− y|/20, il existe un cône minimal Y 1(y, t) de dimension 2,
qui est soit de type P, soit de type Y et qui est dans Hy, tel que

(4.12.24) dy,t(Ey, Y
1(y, t)) ≤ δ4.

Soit L la projection de centre O vers Hx, cela veut dire, pour chaque w ∈ R4 tel
que Ow n’est pas parallèle à Hx, L(w) est l’intercsection de Ow avec Hx. Donc
pour chaque cône minimal Y 1(y, t) dans (4.12.24), le cône L(Y 1(y, t)) sera un cône
de dimension 2 dans Hx, tel que dy,t(L(Y 1(y, t)), Ex) ≤ 2δ4, pour t ≤ |x − y|/40.
Puisque l’angle entre Hy ou Hz avec Hx est de l’ordre Cr, on voit facilement qu’il
existe un cône minimal Y ′(y, t) dans Hx qui admet le même centre que L(Y 1(y, t)),
et qui satisfait à dy,t(Y ′(y, t), L(Y 1(y, t))) ≤ Cr. De ce qui précède, on déduit que

(4.12.25) dy,t(Ex, Y
′(y, t)) ≤ 2δ4 + Cr

pour t < |x− y|/40.

Il nous reste le cas où r/2 > t ≥ |x− y|/40. C’est le cas qu’on a traité plus haut
comme dans (4.11.20).
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On constate qu’on peut choisir ε > 0 au début, tel que tous les autres quantifi-
cateurs sont aussi petits qu’on veut. Donc on peut conclure :

Pour chaque δ′ > 0, on peut choisir ε > 0 tel que pour tout y ∈ Ex ∩B(x, r/32),
pour 0 < t ≤ r/32, il existe un cône minimal T ′(y, t) qui est dans Hx, tel que

(4.12.26) dy,t(Ex, T
′(y, t)) ≤ δ′

Cela nous permet d’appliquer le théorème 3.2. On conclut que pour chaque α > 0,
on peut choisir ε > 0 tel que si le coupe (x, r) satisfait aux hypothèses du lemme
avec ε, alors Ex est Bi-Höldériennement équivalent à un cône minimal de dimension
2, de type T, dans B(x, r/32) avec une constante Bi-Höldérienne ≤ 1 + α. . �



Chapitre 5

C1 régularité pour les cônes
minimaux de dimension 3 dans R4

Pour la simplicité de l’intégration, on renormalise la mesure de Hausdorff telle
que la restriction de la mesure de Hausdorff dans un plan de dimension d coïncide
avec la mesure de Lebesgue. On note toujours d′P , d′Y et d′T les nouvelles valeurs
des densités aux centres des cônes minimaux de dimension 2 de type P, Y et T,
respectivement. Puis dP , dY et dT les densités aux centres des cônes minimaux de
dimension 3 de type P, Y et T, respectivement.

Dans ce chapitre, E est toujours un cône minimal de dimension 3 dans R4, centré
à l’origine. On pose comme dans le chapitre 4, pour chaque y ∈ R4, Hy l’hyperplan
de dimension 3 passant par y et orthogonale à Oy et Ey = E ∩Hy.

On fixe un point x ∈ E ∩ ∂B(O, 1) et on pose en particulier H = Hx, E ′ = Ex.
On se donne un système de coordonnée (x1, x2, x3, x4) dans R4, tel que Ox ait pour
équation x2 = x3 = x4 = 0, donc x ait pour coordonnée (1, 0, 0, 0). On note Ht,
0 ≤ t ≤ +∞, l’hyperplan affine d’équation x1 = t, donc Ht est orthogonal à Ox et
la distance de O à Ht est t. Notons que H = Hx = H1. Alors, d’après le chapitre 4,
pour chaque α > 0, on peut choisir r = rx tel que :

Dans la boule B(x, 2r), E ′ est Bi-Höldériennement équivalent à un cône minimal
Z, de demension 2 dans H, centré en x, avec une constante Bi-Höldérienne plus
petite que 1 +α. Cela veut dire qu’il existe un cône minimal Z de dimension 2 dans
H centré en x, une fonction f injective f : H ∩B(x, 3

2
r)→ H ∩B(x, 2r) tels que

H ∩B(x, r) ⊂ f(H ∩B(x,
3

2
r)) ⊂ H ∩B(x, 2r),

E ′ ∩B(0, r) ⊂ f(Z ∩B(0,
3

2
r)) ⊂ E ′ ∩B(0, 2r),

(1+α)−1[
|x− y|
r

](1+α) ≤ |f(x)− f(y)|
r

≤ (1+α)[
|x− y|
r

]1/(1+α) pour x, y ∈ H∩B(0,
3

2
r).

Dans ce chapitre, on va montrer que E ′ est C1 équivalent à un cône minimal de
dimension 2. Le centre de la démonstration est d’adapter les démonstrations dans

47
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[D2] pour la régularité des ensembles presques minimaux de dimension 2 dans R3.
On va voir que l’ensemble coupé E ′ = E ∩H a des "‘bonnes"’ propriétés comme un
ensemble presque minimal de dimension 2 dans R3. Cela nous permet de construire
des compétiteurs pour E ′ et par la suite, construire un compétiteur pour notre cône
minimal E.

Premièrement, on utilisera le chapitre 4 pour construire des courbes dans E ′ ∩
∂B(x, r), où r est le rayon comme ci-dessus. A partir de ces courbes construites,
on construira un compétiteur dans H pour l’ensemble E ′. On suivra [D2] pour les
méthodes de construction. Ensuite on utilisera une interpolation en fonction du
rayon pour construire un compétiteur pour E. On utilisera la minimalité de E et le
fait que E est un cône pour avoir une inégalité épipérimétrique pour E ′. Le but final
est d’obtenir une inégalité différentielle pour les fonctions θE′(x, t), où la fonction
de densité θ est définie dans le chapitre 2. Grâce à cette inégalité différentielle, on
estimera l’excès de densité pour E ′ en x, c’est à dire qu’on obttiendra une inégalité
du genre

|θE′(x, t)− θE′(x)| ≤ Ctb,

où C et b sont des constantes positives universelles. Cette inégalité est la clé pour
qu’on puisse adapter les constructions comme dans les chapitres 11 et 12 de [D2].
Donc on montrera que pour tout y ∈ E ′ ∩ B(x, r/2) et pour tout t ≤ r/2, on peut
approximer E ′ dans la boule B(y, t) par les cônes dans Z′, de dimension 2 dans H,
où Z′ est défini dans le chapitre 3. C’est à dire on montrera qu’il existe un cône
Y ∈ Z′ tel que

dy,t(E
′, Y ) ≤ Ctb,

pour y et t comme ci-dessus. On appliquera le théorème 3.3 pour conclure que E ′
est C1 équivalent à un cône minimal de dimension 2 dans H.

On commence ce chapitre par rappeler le théorème de la coaire ([Fe], théorème
3.2.22).

Théorème de la coaire.

Soient M ⊂ Rh et N ⊂ Rk deux ensembles rectifiables, de dimensions m,n,
respectivement. Soit f : M → N une application Lipschitzienne. On a alors la
formule

(1)

∫
M

Jf (x)dHmx =

∫
N

Hm−n(M ∩ f−1(y))dHny.

Pour g borélienne, positive sur M ,

(2)

∫
M

g(x)Jf (x)dHmx =

∫
N

(∫
f−1(y)

g(u)dHm−nu

)
dHny.

Ici, Jf (x) est le Jacobien approximé de dimension m de l’application f , qui est
défini pour Hm-preque partout x ∈M . On note également Df la dérivée approximée
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de f .

En particulier, quand N est de dimension 1, Df sera une fonction linéaire Rm →
R. Un calcul montre que Jf est la norme de Df . Donc,

(3) Jf (x) = sup
v∈TM (x),|v|=1

|Df(x).v|.

On considère maintenant notre ensemble E ′ localement près du point x. On com-
mence par un lemme simple sur la dimension de Hausdorff de E ′.

Lemme 5.1. E ′ est un ensemble de dimension 2 dans H.

Démonstration. Il nous suffit de montrer que pour tout y ∈ E ′ et pour un rayon
s > 0, H2(B(y, s) ∩ E ′) < ∞. Donc soient F = B(y, s) ∩ E ′, F̂ le cône centré à
l’origine et porté sur F , F ′ = F̂ ∩ ∂B(O, 1). Alors F est l’image de F ′ par une
application Lipschitzienne, donc H2(F ) ≤ CH2(F ′) avec C < +∞. Donc il nous
suffit de montrer que H2(F ′) <∞. Mais puisque F ′ ⊂ ∂B(O, 1) et F̂ le cône porté
sur F , donc sur F ′, donc H3(F ∩B(O, 1)) = cH2(F ′), par le théorème de la coaire.
Ensuite, H3(F ∩ B(O, 1)) ≤ H3(E ∩ B(O, 1)) puisque F ⊂ E. On en déduit que
H3(F ∩B(O, 1)) < +∞ et on en déduit le lemme. �

On s’intéresse maintenant à la densité de E ′ en x. La denstité de E en x est
dP , dY ou dT selon qu’une limite d’explosion de E en x est de type P,Y ou T. On a
une formule utile qui fait un lien entre la densité de E ′ en x et la densité de E en x.
On appelle p la projection sur l’axe Ox, donc par coordonnée, p(y1, y2, y3, y4) = y1.
Donc on peut voir p comme une application Lipschitzienne pE de E dans R, ce
sont deux ensembles rectifiables et on peut calculer le Jacobien de pE comme ci-
dessus. Pour caculer le Jacobien JpE(z), on prend trois vecteurs unités tangents à
E en z, dont le premier est vz = z

|z| , le deuxième et le troisième sont deux vecteurs
orthogonaux v1 et v2 qui sont tangents à E∩Hz1 . On voit que DpE.v1 = DpE.v2 = 0
et |DpE.vz| = z1

|z| . Soient L le 2-plan engendré par v1 et v2 et Q ∈ L tel que le vecteur
~OQ est orthogonal à L. Soit vQ = ~OQ/|OQ|. Alors vz peut être exprimé comme une
combinaison linéaire de v1, v2 et vQ, on écrit alors vz = α1vQ + β1v1 + γ1v2, avec
α2
1 +β2

1 +γ21 = 1. Ensuite, chaque vecteur unité v qui est tangent à E en z peut être
exprimé comme une combinaison linéaire de vz, v1, v2. On écrit v = mvz+nv1+pv2 =
m(α1vQ + β1v1 + γ1v2) + nv1 + pv2 = mα1vQ + (mβ1 + n)v1 + (mγ1 + p)v2. Puisque
|v| = 1, donc (mα1)

2 + (mβ1 + n)2 + (mγ1 + p)2 = 1. On en déduit que |mα1| ≤ 1
ou |m| ≤ 1

α1
. On a ensuite,

|DpE.v| = |DpE(mvz + nv1 + pv2)|
= |m||DpE.vz|

≤ 1

α1

z1
|z|
.

Aussi, l’égalité peut se produire en choissisant m = 1
α1

et n = −mβ1 et p = −mγ1.
On en déduit que

sup
v∈TE(z),|v|=1

|DpE.v| =
1

α1

z1
|z|
.
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Ensuite, comme α1 = |vz ∧ v1 ∧ v2| = |z∧v1∧v2|
|z| , ou ∧ désigne le produit extérieur. On

obtient

(4)

JpE(z) =
z1

|z ∧ v1 ∧ v2|
=

z1
|OQ|

≥ z1
|z|
,

puisque |OQ| ≤ |z|. On vérifie maintenant la formule

(5)

∫
E∩B(x,r)

JpE(z)dH3z =

∫ r

−r
(1− t)2H2(E ′ ∩B(x,

√
r2 − t2
1− t

))dH1t.

On voit cela comme suit, l’application pE envoie E ∩B(x, r) sur l’axe Ox, en coor-
donnée, pE(E ∩B(x, r)) = {(z1, 0, 0, 0)} avec 1− r ≤ z1 ≤ 1 + r. Donc pour chaque
z = (1 − t, 0, 0, 0) avec −r ≤ t ≤ r, on a p−1E (z) ∩ B(x, r) = E ∩ H1−t ∩ B(x, r).
Ensuite, comme E est un cône centré en O, H2(E∩H1−t∩B(x, r)) = (1−t)2H2(E∩
H ∩B(x,

√
r2−t2
1−t )), par homothétie. Mais E ∩H = E ′, donc on a bien (5).

Si E est un cône quelconque, il n’est pas du tout évident que la densité de E ′ en
x existe. En fait, on ne sait pas si cela est vraie pour un cône E quelconque. Mais
si E est minimal, on peut montrer la proposition suivante.

Proposition 5.2. La densité de E ′ en x existe, et égale à d′P ,d′Y ,d′T - qui sont
les densités au centre d’un plan de dimension 2, d’un cône de dimension 2 de type
Y et d’un cône de dimension 2 de type T, respectivement, selon que la densité de E
en x est dP , dY , ou dT .

Démonstration. Si la densité de E ′ en x existe, alors par (5)

(5.2.1)

∫
E∩B(x,r)

JpE(z)dH3z =

∫ r

−r
(1− t)2H2(E ′ ∩B(x,

√
r2 − t2
1− t

))dt

=

∫ r

−r
(1− t)2.(r

2 − t2)
(1− t)2

θE′(x,

√
r2 − t2
1− t

)dt

=

∫ r

−r
(r2 − t2)θE′(x,

√
r2 − t2
1− t

)dt

donc, si la densité θE′(x) de E ′ en x existe, on a limr→0 θE′(x,
√
r2−t2
1−t ) = θE′(x), et

donc
(5.2.2)

lim
r→0

r−3
∫ r

−r
(1− t)2.(r

2 − t2)
(1− t)2

θE′(x,

√
r2 − t2
1− t

)dt = lim
r→0

r−3
∫ r

−r
(1− t)2.(r

2 − t2)
(1− t)2

θE′(x)dt

= r−3
4

3
r3θE′(x)

=
4

3
θE′(x),
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On déduit de (5.2.2) que

(∗) lim
r→0

r−3
∫
E∩B(x,r)

JpE(z)dH3z =
4

3
θE′(x)

On estime maintenant JpE(z), on sait que pE est 1-Lipschitzienne, donc JpE(z) ≤ 1
pour tout z. Par (4), on a JpE(z) ≥ z1

|z| ≥ 1− 2r quand z ∈ B(x, r). Donc de (∗) on
obtient

lim
r→0

r−3H3(E ∩B(x, r)) ≥ 4

3
θE′(x) ≥ lim

r→0
(1− 2r)r−3H3(E ∩B(x, r)),

on en déduit que θE(x) = 4
3
θE′(x). Donc la densité de E ′ en x, si elle existe, se cal-

cule à partir de la densité de E en x, et ne peut prendre que les valeurs d′P ,d′Y , ou d′T .

Il nous reste à montrer que la densité en x de E ′ existe. On suppose pour une
suite {rk}∞k=1 qui tend vers 0,

(5.2.3) lim
rk→0

θE′(x, rk) = c

avec c un nombre réel positif, 0, ou +∞. Pour chaque r > 0, soit Sr le cylindre
ouvert porté sur B′(x, r), où B′(x, r) = B(x, r)∩H, de hauteur 1/2 et contenu dans
le demi-espace séparé par H et contenant l’origine. On peut imaginer S comme le
produit Sr = B′(x, r)×]xz[, avec ]xz[ le segment ouvert dont les extrémités sont x et
z et avec z le milieu du segment [Ox]. En coordonnée, Sr = {x1, x2, x3, x4} : 1/2 <
x1 < 1;x22 + x23 + x24 < r2. Posons ensuite

Ek = x+
E − x
rk

.

Alors, quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite {Ek} converge
vers un ensemble L. Maintenant, L est une limite d’explosion de E en x, donc par
le lemme 4.1, L est de la forme L = C×Ox où C est un cône minimal de dimension
2 dans H, centré en x. De plus, C est de type P si x est de type P, de type Y quand
x est de type Y et de type T si x est de type T. Cela veut dire que θC(x) ne dépend
que de x. On pose

E ′k = Ek ∩H = x+
E ′ − x
rk

,

alors on a
H2(E ′k ∩B(x, 1)) =

1

r2k
H2(E ′ ∩B(x, rk))

on déduit de (5.2.3) que

(5.2.4) lim
k→+∞

H2(E ′k ∩B(x, 1)) = c

Pour chaque ε > 0, par le théorème de la coaire, on a

(5.2.5)

∫
Ek∩S1−ε

JpEk (z)dH3(z) =

∫
]xx′[

H2(Ek ∩ S1−ε ∩ p−1Ek(u))du,
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où x′ a pour coordonnées (1/2, 0, 0, 0) et ]xx′[ est le segment ouvert avec d’extrémités
x et x′. Puisque chaque Ek est un cône centré en Ok = x − x

rk
(un ensemble T est

dit un cône centré en a si T −a est un cône centré en O), on obtient par homothétie
(5.2.6)∫

Ek∩S1−ε

JpEk (z)dH3(z) =

∫ 1/2

0

(1− 1

2
rk + trk)

2H2(E ′k ∩B(x,
1− ε

1− 1
2
rk + trk

))dt.

On estime maintenant JpEk (z) comme en (4). On prend d’abord le vecteur
−−→
Okz qui

est un vecteur tangent à Ek en z. Les deux autres vecteurs tangents sont vk et wk,
qui sont dans le plan Hz1 , et tangents à l’ensemble Ek ∩Hz1 (ici z1 est la première
coordonnée de z = (z1, z2, z3, z4)). Donc le Jacobien JpEk (z), pour z ∈ Ek ∩ S1−ε,
satisfait à

(5.2.7)

JpEk (z) ≥ d(Ok, pEk(z))

d(Ok, z)

≥ d(Ok, pEk(z))

d(Ok, pEk(z)) + 1
,

ici, d(x, y) désigne la distance entre deux points x et y.

Mais de plus, pEk(z) a pour coordonnées (z1, 0, 0, 0) et Ok a pour coordonnées
(1− 1

rk
, 0, 0, 0), alors la distance d(Ok, pEk(z)) = z1 + 1

rk
− 1. Donc, puisque z1 ≤ 1,

on obtient d(Ok,pEk (z))

d(Ok,pEk (z))+1
≥ 1− 3rk. On a donc

(5.2.8) JpEk (z) ≥ 1− 3rk

pour z ∈ Ek ∩ S1−ε.

De plus, puisque pEk est 1-Lipschitzienne, on a bien

(5.2.9) JpEk (z) ≤ 1 pour tout z.

De (5.2.6), (5.2.7), (5.2.8) et (5.2.9) on déduit
(5.2.10)

(1−3rk)H
3(Ek∩S1−ε) ≤

∫ 1/2

0

(1−1

2
rk+trk)

2H2(E ′k∩B(x,
1− ε

1− 1
2
rk + trk

))dt ≤ H3(Ek∩S1−ε)

Mais limk→+∞ rk = 0, donc quand k est assez grand, H2(E ′k ∩ B(x, 1−ε
1− 1

2
rk+trk

)) ≤
H2(E ′k ∩B(O, 1)). Par suite, puisque limk→∞H

2(E ′k ∩B(O, 1)) = c, on a∫ 1/2

0

(1− 1

2
rk + trk)

2H2(E ′k ∩B(x,
1− ε

1− 1
2
rk + trk

))dt ≤ c/2,

pour k assez grand. On applique le lemme 2.5 à notre suite d’ensembles minimaux
Ek qui converge vers L dans l’ensemble ouvert S1−ε et on en déduit que

(5.2.11) H3(L ∩ S1−ε) ≤ lim inf
k→+∞

H3(Ek ∩ S1−ε) ≤ c/2.
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Maintenant, L est de type C×Ox, où C est le cône dans H et centré en x. De plus,
S1−ε est un cylindre dont l’axe passe par x et orthogonal à H, donc H3(L∩S1−ε) =
1
2
H2(C ∩B(x, 1− ε)) = 1

2
(1− ε)θC(x). Donc, par (5.2.11), 1

2
(1− ε)θC(x) ≤ 1

2
c. Cela

est valable pour tout ε > 0, donc on doit avoir

(5.2.12) θC(x) ≤ c.

On applique maintenant le théorème de la coaire pour les ensembles de la forme
Ek ∩ S1+ε et les application pEk qui envoient chaque point z ∈ Ek sur l’axe Ox.
Pour ε très petit, le Jacobien JpEk (z) quand z ∈ Ek ∩ S1+ε s’estime comme (5.2.8)
et (5.2.9), c’est à dire 1 − 3rk ≤ JpEk (z) ≤ 1. Puisque S1+ε est le cylindre fermé
porté sur B(x, 1 + ε), la même formule que (5.2.6) s’applique et le Jacobien s’estime
comme ci-dessus, donc
(5.2.13)

(1−3rk)H
3(Ek∩S1+ε) ≤

∫ 1/2

0

(1−1

2
rk+trk)

2H2(E ′k∩B(x,
1 + ε

1− 1
2
rk + trk

))dt ≤ H3(Ek∩S1+ε).

Puisque limk→∞ rk = 0, pour k assez grand, on aH2(E ′k∩B(x, 1+ε
1− 1

2
rk+trk

)) ≥ H2(E ′k∩
B(O, 1)), et puisque limk→∞H

2(E ′k ∩B(O, 1)) = c, pour k assez grand∫ 1/2

0

(1− 1

2
rk + trk)

2H2(E ′k ∩B(x,
1 + ε

1− 1
2
rk + trk

))dt ≥ c/2.

On déduit de (5.2.13) que

(5.2.14) lim sup
k→∞

H3(Ek ∩ S1+ε) ≥ c/2.

On applique le lemme 2.6 pour notre suite Ek qui converge vers L dans l’ensemble
fermé S1+ε,

(5.2.15) lim sup
k→∞

H3(Ek ∩ S1+ε) ≤ H3(L ∩ S1+ε),

de (5.2.14) et (5.2.15), on obtient pour tout ε > 0

(5.2.16) H3(L ∩ S1+ε) ≥ c/2.

Puisque L est de la forme C × Ox avec C un cône minimal de dimension 2 dans
H et S1+ε est le cylindre fermé, porté sur B(x, 1 + ε) et avec l’axe Ox, on a bien
H3(L ∩ S1+ε) = 1/2(1 + ε)H2(C ∩ B(x, 1)) = 1/2(1 + ε)θC(x). Donc de (5.2.16) on
déduit que

1/2(1 + ε)θC(x) ≥ c/2,

pour tout ε > 0, et donc

(5.2.17) θC(x) ≥ c.

Maintenant (5.2.12) et (5.2.17) nous donnent que c = θC(x), donc pour toute suite
{rk} qui tend vers 0, tout le point limite de {θE′(x, rk)} quand k → +∞, est θC(x).
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On en déduit que la suite {θE′(x, rk)} elle même converge vers θC(x), puis que la
densité de E ′ en x existe, et prend la valeur θC(x), qui ne peut qu’être d′P ,d′Y ou d′T
(CQFD). �

Constructions des courbes et adaptation pour avoir une déformation
comme dans [D2]

On est prêt à construire des courbes dans E ′ ∩ B(x, r), pour r assez petit. On
va suivre les méthodes de construction de [D2].

Lemme 5.3. Pour chaque ε > 0, il y a un rayon r = rx > 0 et un cône minimal
X de dimension 2 dans H = Hx et centré en x tel que

(5.3.1)
dx,r(E

′, X) < ε,

|θE′(x, t)− θE′(x)| ≤ ε pour t ≤ r.

Démonstration. On applique le lemme 4.3, en fixant ε, il existe r1 > 0 tel que pour
chaque 0 < r < r1, il existe un cône minimal F (x, r) de type P, Y, T, de dimension
3, dont l’axe passe par O et x, tel que

(5.3.2) dx,r(E,F (x, r)) ≤ ε/10.

De plus, θE(x) = θF (x,r)(x), donc, en notant F ′(x, r) l’intersection de F (x, r) avec
H, F ′(x, r) est un cône minimal de minimal de dimension 2, centré en x. On déduit
de (5.3.2) que :

(5.3.3) dx,r(E
′, F ′(x, r)) ≤ ε/2.

Maintenant, comme on a montré dans la proposition 5.2, la densité de E ′ en x existe,
et est égale à celle de F ′(x, r) en x. Alors il existe r2 > 0 tel que pour 0 < t < r2,
on a

(5.3.4) |θE′(x, t)− θE′(x)| ≤ ε

2

On prend maintenant r = min{r1/2, r2/2}, X = F ′(x, r), alors (5.3.2) et (5.3.4)
nous donnent le lemme. �

Proposition 5.4. Pour chaque τ > 0, il existe ε > 0 tel que si le rayon r > 0
satisfait à

(5.4.1) r < ε

et

(5.4.2) θE(x, r)− θE(x) < ε

alors il existe un cône minimal X de dimension 2 dans H, centré en x et une
fonction f : H → H tels que

(5.4.3) |f(y)− y| ≤ τr pour y ∈ B(x, 2r) ∩H,
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(5.4.4)

(1− τ)[
|y − z|
r

]1+τ ≤ |f(y)− f(z)|
r

≤ (1 + τ)[
|y − z|
r

]1−τ pour y, z ∈ B(x, 2r) ∩H

(5.4.5) B(x, (2− τ)r) ∩H ⊂ f(B(x, 2r) ∩H)

(5.4.6) E ′ ∩B(x, (2− τ)r) ⊂ f(X ∩B(x, 2r)) ⊂ E ′

(5.4.7) dx,r(E
′, X) ≤ τ.

Démonstration. C’est le résultat du chapitre 4. �

Le théorème suivant donne une inégalité entre H2(E ′ ∩ B(x, r)) et H1(E ′ ∩
∂B(x, r)). Ce qui est très important puisque pour presque tout r, on a

H1(E ′ ∩ ∂B(x, r)) ≤ d

dr
H2(E ′ ∩B(x, r)),

donc si on a une telle inégalité, on obtiendra une inégalité différentielle qui concerne
la densité θE′(x, r) et on pourra contrôler l’excès de densité θE′(x, r) − θE′(x). Ce
qui nous permettra ensuite d’approcher E ′ par des cônes de dimension 2 Z ∈ Z′
(où Z′ est comme dans le chapitre 3) à toute échelle avec une certaine vitesse. On
pourra en conclure que E ′ est C1-équivalent à un cône minimal de dimension 2 dans
H. Donc on va consacrer une grande partie de ce chapitre à démontrer le théorème
suivant.

Théorème 5.5. Il y a une fonction h(r) qui est de l’ordre rc, avec c une constante
géométrique positive, et une constante α > 0 petite, mais géométrique, telles que
(5.5.1)

H2(E ′∩B(x, r)) ≤ r

2
H1(E ′∩∂B(x, r))−αr[H1(E ′∩∂B(x, r))−2θE′(x)r]+4r2h(2r).

Pour cela, on va construire une déformation ϕ̃ pour E ′ dans l’hyperplan H, qui est
l’identité hors de la boule B(x, r) ∩ H. On construira ensuite, grâce à cette défor-
mation, une déformation pour E. On utilisera la minimalité de E pour avoir une
inégalité épipérimétique pour E ′ et puis on obtiendra l’inégalité (5.5.1).

Lemme 5.6. Si H1(E ′ ∩ ∂B(x, r)) ≥ 2(1 + η)rθE′(x), où η est une constante
universelle petite, alors on a automatiquement (5.5.1).

Démonstration. On a

H2(E ′ ∩B(x, r))−r
2
H1(E ∩ ∂B(x, r)) + αr[H1(E ∩ ∂B(x, r))− 2θE′(x)r]

= θE′(x, r).r
2 − 1− 2α

2
rH1(E ′ ∩ ∂B(x, r))− 2αr2θE′(x)

≤ r2[(θE′(x) + ε)− (1− 2α)(1 + η)θE′(x)− 2αθE′(x)]

= r2(ε− (1− 2α)ηθE′(x)) < 0
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ce dont on a besoin. �

Donc, pour démontrer le théorème 5.5, on peut se donner une hypothèse supplé-
mentaire.

Hypothèse 5.6. On peut supposer que l’ensemble E ′ satisfait à

H1(E ′ ∩ ∂B(x, r)) ≤ 2(1 + η)rθE′(x).

Donc on a toutes les hypothèses nécessaires pour construire les courbes, on va
suivre les notations comme dans [D2]. D’abord, on veut décrire l’ensemble K =
X ∩ ∂B(x, r), qui est l’union d’arcs de grands cercles et de grands cercles Cj, j ∈ J .
Quand X est un plan de dimension 2 passant par x, les Cj sont un grand cercle.
Quand X est un ensemble de type Y, ils sont l’union de 3 demi-grands cercles, qui
se rencontrent en deux points formant un diamètre de B(x, r) ∩H. Finalement, au
cas où X est de type T, ce sont l’union de quatre morceaux de grands cercles, qui
sont l’intersection d’un ensemble de type T de dimension 2 dans H, centré en x avec
B(x, r) ∩ H. Dans les deux premiers cas, K est plus facile à contrôler si on coupe
chaque Cj en deux ou trois sous-arcs plus petits. Pour chaque Cj dont la longeur est
plus grand que 9πr/10, on coupe Cj en deux ou trois sous-arcs disjoints par la même
longeur. Pour les autres Cj, on les laisse comme ils sont. Donc, on a maintenant une
décomposition de K en arcs de cercles disjoints Cj,k, (j, k) ∈ J̃ tels que

πr/4 ≤ length(Cj,k) ≤ 9πr/10 pour (j, k) ∈ J̃ .

On va maintenant distinguer deux types d’extrémités. On note V la collection de
tous les extrémités de Cj,k. Ensuite, notons V0 l’ensemble d’extrémités x ∈ V qui est
un extrémité commune de trois arcs Cj,k. On pose ensuite V1 = V \ V0, l’ensemble
des extrémités que nous avons ajoutées, et qui appartiennent exactement à deux
arcs Cj,k. On a donc, si (j, k) et (j′, k′) sont deux pairs distinctes, alors

dist(Cj,k, Cj′,k′) ≥ πr/6 ou Cj,k et Cj′,k′ ont un extrémité commune z ∈ V .

Lemme 5.7. On peut trouver des arcs simples gj,k dans E ′∩∂B(x, r), tels qu’ils
sont disjoints, sauf pour leurs extrémités. Et si y, z sont les deux extrémités de Cj,k,
il existe deux extrémités y′, z′ de gj,k satisfaisant à d(y, y′) ≤ ηr et d(z, z′) ≤ ηr. De
plus, dist(z, Cj,k) ≤ ηr pour z ∈ gj,k.

Démonstration. Voir le lemme 6.11 dans [D2], ici, par homothétie et par trans-
lation, on remplace r = 1 et x = 0. Donc E ′ devient un ensemble de dimension 2
dans R3 qui vérifie tous les hypothèses du lemme 6.11 de [D2]. �

Notons aussi que par la preuve dans [D2], on a H1(gj,k) ≤ C length(Cj,k) + ηr et
H1([E ′ ∩ ∂B(x, r)] \ ∪j,kgj,k) ≤ Cηr, avec C une constante géométrique.

Construction d’un graphe Lipschitzien et estimation de longeurs.
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Lemme 5.8. Pour chaque η1 > 0, on peut choisir τ1 > 0 tel que les choses qui
suivent sont exactes. Soit B la boule unité de R4, soit γ une courbe simple, rectifiable
dans ∂B, avec deux extrémités a, b. On suppose que :

π/6 ≤ length(γ) ≤ 10π

11

length(γ) ≤ dist∂B(a, b) + τ1

où dist∂B est la distance géodésique dans ∂B,

dist(z, P ) ≤ τ1 pour z ∈ γ,

où P est le plan de dimension 2 passant par O et a, b.

Alors on peut construire une courbe Lipschitzienne Γ sur ∂B, avec les mêmes
extrémités a et b, avec une constante Lipschitzienne η1 telle que

H1(Γ \ γ) ≤ H1(γ \ Γ) ≤ Cη−21 (∆L)

avec C une constante géométrique et ∆L = length(γ)− dist∂B(a, b).

Pour la démonstration, voir le chapitre 7 dans [D2]. �

On peut appliquer le lemme 5.8 aux courbes gi,j construites dans le lemme 5.7.
On obtient le lemme suivant :

Lemme 5.9. Pour chaque courbe gi,j on peut construire une nouvelle courbe
Lipschitzienne Γi,j dans la sphère ∂B(x, r), avec les mêmes extrémités et avec une
constante Lipschitzienne plus petite que η1, et qui satisfait à

(5.9.1) H1(Γi,j \ gi,j) ≤ H1(gi,j \ Γi,j) ≤ Cη−21 (length(gi,j)− dist∂B(x,r)(a, b)),

où a et b sont les deux extrémités de gi,j.

Une déformation d’un cône sur un petit graphe Lipschitzien.

On considère dans cette partie, pour l’espace ambiant R4, un graphe Lipschitzien
Γ avec une petite constante Lipschitzienne dans la sphère d’unité. On veut trouver
une surface dans la boule unité, avec le même bord que le cône sur Γ, mais avec une
aire plus petite.

Donc, on se donne une courbe Γ sur la sphère unité ∂B, dont on note les deux
extrémités a et b, on suppose que

a = (1, 0, 0) et b = (cosT, sinT, 0) pour T ∈ [8η0, 10π/11].

On suppose aussi que Γ est un graphe Lipschitzien avec une constante Lipschitzienne
plus petite que η1. Alors il existe une fonction η1-Lipschitzienne v : [0, T ]→ R2, avec
v(0) = v(T ) = 0, telle que si on pose

w(t) = (1− |v(t)|2)1/2 et z(t) = (cos tw(t), sin tw(t), v(t)) pour t ∈ [0, T ],
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alors z est un paramétrage de Γ par [0, T ].

On peut prendre η1 aussi petit qu’on veut, et on va estimer les variations de l’aire
en terme de length(Γ)− T et la quantité ||v′(t)||22, qui se trouve être équivalente.

On pose
DT = {(r cos t, r sin t) : r ∈ (0, 1) et t ∈ [0, T ]}.

On définit ensuite une fonction homogène F , par

F (r cos t, r sin t) =
rv(t)

w(t)
pour r ≥ 0 et t ∈ [0, T ],

puis on note ΣF le graphe de F sur D̂T . C’est clair que Γ ⊂ ΣF .

On veut trouver une nouvelle fonction G, définie sur D̂T , telle que

G(r cos t, r sin t) = F (r cos t, r sin t) pour t ∈ {0, T}, et pour 9/10 ≤ r ≤ 1,

et dont le graphe ΣG a une aire plus petite. On demande aussi que G(r cos t, r sin t) =
F (r cos t, r sin t) pour r ≥ 9/10 pour assurer que on ne change rien près de Γ. On
veut aussi que

G(r cos t, r sin t) = 0 pour 0 ≤ r ≤ 2κ et 0 ≤ t ≤ T,

où κ est une constante positive, petite et géométrique.

Lemme 5.10. On peut trouver une fonction Lipschitzienne G : DT → R2

satisfaisant aux conditions ci-dessus et

|∇G(z)| ≤ C||v′||∞ ≤ Cη1 pour presque tout z ∈ DT ,

H2(ΣF )−H2(ΣG) ≥ 10−4
∫ T

0

|v′(t)|2dt ≥ 10−4[length(Γ)− T ].

Démonstration. Voir [D2], le point essentiel est le suivant. Posons

f(t) = F (cos t, sin t) =
v(t)

w(t)
= v(t)(1− |v(t)|2)−1/2 pour 0 ≤ t ≤ T.

Alors, f est 2||v′||∞-Lipschitzienne et f(0) = f(T ) = 0. On peut donc écrire f
comme une somme de sinus,

f(t) =
∑
k≥1

βk sin(πkt/T )

pour 0 ≤ t ≤ T . On a ensuite

π2

2T

∑
k≥1

k2|βk|2 =

∫ T

0

|f ′(t)|2dt < 4η2T,



59

donc
∑

k≥1 |βk| < +∞, on peut ensuite poser

G1(ρ cos t, ρ sin t) =
∑
k≥1

βkρ
πk/T sin(πkt/T )

pour t ∈ {0, T} et 0 ≤ ρ ≤ 1, la série converge normalement, on a G1(cos t, sin t) =
f(t), donc

G1(z) = F (z) sur DT ∩ ∂B(O, 1),

et
G1(ρ cos t, ρ sin t) = 0 pour t ∈ {0, T} et 0 ≤ ρ ≤ 1.

On définit ensuite notre déformation G2,

G2(z) = G1(z) pour z ∈ DT ∩B(O, s)

avec s = 1− 10−6 un rayon très proche de 1. Puis on pose pour 0 < ρ < 1,

G2(ρ cos t, ρ sin t) =
1− ρ
1− s

G1(s cos t, s sin t) +
ρ− s
1− s

G1(cos t, sin t).

Maintenant, pour définir G, on choisit un κ très petit, et on pose

G(z) = F (z) pour z ∈ DT \B(O, 9/10),

ensuite
G(z) =

9

10
G2(10z/9) pour z ∈ DT ∩B(O, 9/10) \B(O, 3κ)

G(z) = 0 sur DT ∩B(O, 2κ).

G(ρ cos t, ρ sin t) =
ρ− 2κ

κ
G(3κ cos t, 3κ sin t)

pour 0 ≤ t ≤ T et 2κ ≤ ρ ≤ 3κ.
On obtient, comme dans [D2]

H2(ΣF )−H2(ΣG) ≥ 5.10−4||f ′||22

≥ 1

2
||v′||22

≥ 1

2
(length(Γ)− T ),

d’où le lemme.

Par homothétie, on peut améliorer notre ensemble E ′ ∩ ∂B(x, r), puis on fait la
même construction, pour obtenir une amélioration de l’aire de E ′ ∩B(x, r), tout en
fixant le bord. On va maintenant construire une déformation pour E ′, et puis E.
L’idée principale est d’utiliser le lemme 5.10 pour les cône centrés en x et porté sur
les courbes gi,j dans ∂B(x, r).

Construction de compétiteur pour E ′.



60
CHAPITRE 5. C1 RÉGULARITÉ POUR LES CÔNES MINIMAUX

DE DIMENSION 3 DANS R4

On considère toujours le point x et le rayon r comme précédemment. Comme dans
le lemme 5.7, on a construit des courbes simples gi,j dans E ′∩∂B(x, r). Maintenant
pour une courbe gi,j dont les deux extrémités sont y, z, soit Dj,k le cône centré en
x et s’appuyant sur l’arc géodésique de ∂B(x, r) qui passe de y à z. On note Pj,k
le plan qui contient Dj,k. On applique les constructions comme dans le lemme 5.8,
pour obtenir pour chaque gj,k une courbe Γj,k dans ∂B(x, r), qui est un graphe η1-
Lipschitzien sur Pj,k et admet une grande partie en commun avec gj,k. On note Γ∗j,k
le cône centré en x et s’appuyant sur Γj,k. Alors Γ∗j,k est le graphe d’une fonction
homogène Lipschitzienne définie surDj,k. On applique ensuite la construction comme
du lemme 5.10, pour obtenir les surfaces Σj,k qui sont les graphes de fonctions Cη-
Lipschitziennes Gj,k définies sur Dj,k. De plus, Σj,k coïncide avec Γ∗j,k en dehors de
la boule B(x, 19

20
r). On a une inégalité comme dans le lemme 5.10 :

(6) H2(Σj,k ∩B(x, r)) ≤ H2(Γ∗j,k ∩B(x, r))−10−4r(length(Γj,k)−dist∂B(x,r)(y, z)).

Où y, z sont les deux extrémités de Cj,k. On pose ensuite

(∗) g = ∪j,kgj,k; Γ = ∪j,kΓj,k; Γ∗ = ∪j,kΓ∗j,k; Σ = ∪j,kΣj,k.

Le lemme suivant est obtenu à partir du lemme 9.4 dans [D2] :

Lemme 5.11. Il existe un voisinage U de E ′ ∩B(x, r) dans B(x, r)∩H et une
application 50-Lipschitzienne p2 : U → Σ ∩ B(x, r) (ici, Σ est défini comme dans
(∗)) tels que

p2(z) = z pour z ∈ Σ ∩B(x, r) \B(x, r/3)

et
p2(z) ∈ Σ ∩B(x, r/2) pour z ∈ U ∩B(x, r/3).

Soit maintenant ξ > 0 très petit, on définit ψ(t) par ψ(t) = 1 pour 0 ≤ t ≤ (1− ξ)r,
ψ(t) = 0 pour t ≥ r et ψ est linéaire dans [(1− ξ)r, r].

Définition 5.12. On définit une déformation de E ′ dans H comme suit :

(5.12.1) ϕ̃(z) = ψ(|z − x|)p2(z) + (1− ψ(|z − x|))z pour z ∈ H .

Ensuite, pour z ∈ H, z a pour coordonnée (1, z2, z3, z4), puis ϕ̃(z) est aussi dans H,
donc on peut poser ϕ̃(z) = ϕ̃(1, z2, z3, z4) = (1, φ(z2, z3, z4)) avec φ une application
de R3 dans R3 qui est construite comme la fonction f1 dans le lemme 9.42 de [D2],
modulo une homothétie de rapport r. On a de plus, ϕ̃(z) = z pour z ∈ H \B(x, r).

Proposition 5.13. En posant F1 = ϕ̃(E ′), on a l’inégalité suivante :

(5.13.1) lim sup
ξ→0

H2(F1∩B(x, r)) ≤ H2(Σ∩B(x, r))+2550

∫
E∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z

où Σ, Γ sont définis comme ci-dessus.
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Démonstration. La démonstration est exactement comme celle du lemme 9.42
dans [D2], modulo une homothétie de rapport r. �

Construction de compétiteurs pour E.

On veut maintenant construire un compétiteur au sens d’Almgren pour notre
cône minimal E. On prend τ assez petit, qu’on va décider après, soit L l’homo-
thétie de centre O, avec coefficient b = 1 + τ . On rappelle que Hb est l’hyperplan
orthogonal à Ox et de distance b de l’origine. On note xb et B(xb, r1) les images de
x et de B(x, r) par L, respectivement, donc, xb ∈ Hb et B(xb, r1) est la boule de
centre xb et de rayon r1 = (1 + τ)r. Pour simplifier, on note les vecteurs colonnes
horizontalement, c’est à dire que si un vecteur z a pour coordonnée (z1, ..., zn), on
l’écrit comme z = (z1, ..., zn).

On pose
E2 = {tz : 0 ≤ t ≤ 1, z ∈ E ′ ∩B(x, r)},

E1 = {tz : 1 ≤ t ≤ 1 + τ, z ∈ E ′ ∩B(x, r)},

C1 = {tz : 0 ≤ t ≤ 1, z ∈ B(x, r) ∩H},

C2 = {tz : 1 ≤ t ≤ 1 + τ, z ∈ B(x, r) ∩H},

E ′1 = {(1 + τ)z : z ∈ E ′}.

On va maintenant construire un compétiteur de E, c’est à dire une fonction
Lipschitzienne ϕ, de R4 à R4, qui est l’identité en dehors d’une boule assez grande.
Notre fonction est comme suit.

Définition 5.14. Une déformation ϕ de E est donnée par :
Sur R4 \ (C1 ∪ C2), ϕ est l’identité.
Sur H, ϕ est la fonction Lipschitzienne ϕ̃.
Dans C1-l’ensemble des points z tels que z = tz′, z′ ∈ H ∩ B(x, r), 0 ≤ t ≤ 1, on
pose ϕ(z) = tϕ̃(z′).
Dans C2-l’ensemble des points de la forme z = tz′ + (1 − t)z′′, 0 ≤ t ≤ 1, avec
z′ ∈ H, z′′ ∈ Hb et z′′ = (1 + τ)z′, on pose

ϕ(z) = tϕ(z′) + (1− t)ϕ(z′′) = tϕ̃(z′) + (1− t)z′′.

Donc, pour un point y = (y1, y2, y3, y4) ∈ C2, si on veut exprimer ϕ(y) par ses
coordonnées, on a

ϕ(y) = ϕ(y1, y2, y3, y4) = (y1, (
y1 − 1

τ
b(
y2
y1
,
y3
y1
,
y4
y1

) +
b− y1
τ

φ(
y2
y1
,
y3
y1
,
y4
y1

)),

on voit que ϕ(y) est au même "‘niveau"’ que y.

On veut maintenant, à partir de la définition de ϕ, calculer la dérivée Dϕ de ϕ
dans le domaine C2, de manière à appliquer la formule de l’aire.
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Proposition 5.15. La dérivée Dϕ(y) de ϕ pour un point y dans C2 est donnée
par

(5.15.1) Dϕ(y) =


1 0 0 0

A1 A2


où A1 est un 3-vecteur colonne et A2 est une matrice 3× 3, qui sont donnés par

A1 = b
τ
(y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

)− y1−1
τ
b( y2
y21
, y3
y21
, y4
y21

)−
φ(
y2
y1
,
y3
y1
,
y4
y1

)

τ
− b−y1

τ
Dφ(y2

y1
, y3
y1
, y4
y1

).( y2
y21
, y3
y21
, y4
y21

).

A2 = y1−1
τ

b
y1
Id+ b−y1

τ
1
y1
Dφ(y2

y1
, y3
y1
, y4
y1

).

Démonstration. La démonstration est claire grâce à la formule explicite de ϕ
dans le domaine C2. �

La formule de l’aire et une estimation pour H3(ϕ(E1)).

Rappelons maintenant le théorème de l’aire [Fe].

Théorème 5.16. Théorème de l’aire. Soit f : Rn → Rm une fonction
Lipschitzienne et A ⊂ Rn est un ensemble rectifiable de dimension n′. Donc on peut
considérer f comme une application Lipschitzienne de A dans Rm. Notons Jf (x) le
Jacobien approximé de f en x vu comme une application de A dans Rm. Notons
aussi, pour y ∈ Rm, Nf,A(y) ∈ [0,+∞] le nombre de points de A ∩ f−1(y), alors∫

Rm
Nf,A(y)dHn′(y) =

∫
A

Jf (x)dHn′(x).

On a aussi, pour une fonction g : A→ R borélienne et positive,∫
Rm

∑
x∈f−1(y)

g(x)dHn′(y) =

∫
A

g(x)Jf (x)dHn′(x).

On utilise maintenant le théorème de l’aire pour estimer H3(E1). En effet, on
prend ici E1 comme A et ϕ comme la fonction f . Alors, dans notre formule de l’aire,
Jϕ(z), avec z ∈ E1, est le Jacobien de ϕ au point z entre deux ensembles rectifiables
E1 et ϕ(E1).

On applique le théorème 5.16 pour obtenir∫
ϕ(E1)

Nϕ,E1(y)dH3(y) =

∫
E1

Jϕ(x)dH3(x).

Pour y ∈ ϕ(E1), on a toujours Nϕ,E1(y) ≥ 1, donc

(7) H3(ϕ(E1)) ≤
∫
E1

Jϕ(x)dH3(x).
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On calcule Jϕ(y) pour chaque y ∈ E1. On prend 3 vecteurs, qui sont tangents à
E en y = (y1, y2, y3, y4). Le premier vecteur est y = (y1, y2, y3, y4). C’est bien un
vecteur tangent puisque E est un cône passant par l’origine. Ensuite, on prend deux
verteurs v, w orthogonaux, de norme 1, qui sont dans l’hyperplan Hy1 passant par
y = (y1, y2, y3, y4) et parallèle à H et Hb. On va choisir v, w plus tard. Notons que
v, w ont pour premières coordonnées vectorielles 0, donc ils ont pour coordonnées
(0, v′) et (0, w′), avec v′, w′ des vecteurs dans R3. On note par la suite E ′y1 = l’inter-
section du cône sur E ′ ∩B(x, r) avec Hy1 . En particulier, E ′1 = E ′ ∩B(x, r).

On a maintenant la formule

(8) Jϕ(y) =
|Dϕ.y ∧Dϕ.v ∧Dϕ.w|

|y ∧ v ∧ w|
,

où ∧ est le produit extérieur, Dϕ est la matrice de la dérivée de ϕ au point y, cal-
culée comme ci-dessus, et on prend la norme des deux trois-vecteurs calculés.

On calcule d’abord Dϕ.y. On a :

Dϕ.y = Dϕ(y1, y2, y3, y4) = (y1, K),

où K est le vecteur colonne donné par

K =
b

τ
(y2, y3, y4)−

(y1 − 1)

τ
b(
y2
y1
,
y3
y1
,
y4
y1

)−
φ(y2

y1
, y3
y1
, y4
y1

)

τ
.y1 +

y1 − 1

τ

b

y1
(y2, y3, y4)

=
b

τ
(y2, y3, y4)−

φ(y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

)

τ
.y1

= (y2, y3, y4) + y1
(y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

)− φ(y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

)

τ
.

On veut maintenant estimer la norme de K, en tenant compte que (1, y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

) et
(1, φ(y2

y1
, y3
y1
, y4
y1

)) sont dans la même boule B(x, r), donc ||(y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

)−φ(y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

)|| ≤
2r et par conséquent

|K| ≤ C ′1 + C ′2
r

τ

où C ′1, C ′2 sont des constantes universelles.

Mais |Dϕ.y| =
√
y21 + |K|2, donc on a aussi

(9) |Dϕ.y| ≤ C1 + C2
r

τ
,

où C1 et C2 sont des constantes universelles.

Ensuite, par la formule de Dϕ, on a bien :{
Dϕ.v = (0, b−y1

τ
1
y1
Dφ.v′ + y1−1

τ
b
y1
v′)

Dϕ.w = (0, b−y1
τ

1
y1
Dφ.w′ + y1−1

τ
b
y1
w′)
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ici, Dφ désigne toujours la dérivée de φ au point (y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

). Puisque 1 ≤ y1 ≤
1 + τ = b et |v′| = |w′| = 1, on a alors

(10)
|Dϕ.v| ≤ |Dφ.v′|+ b

|Dϕ.w| ≤ |Dφ.w′|+ b

De (9) et (10) on déduit que

(11) |Jϕ(y)| = |Dϕ.y ∧Dϕ.v ∧Dϕ.w|
|y ∧ v ∧ w|

≤ (C1 + C2.
r

τ
)(|Dφ.v′|+ b)(|Dφ.w′|+ b)

car y, v, w sont presque orthogonaux (les angles entre eux sont proches de π/2),
donc |y ∧ v ∧ w| ≥ C ′|y||v||w| ≥ C une constante positive.

Considérons l’application f : E1 → R, donnée par y = (y1, y2, y3, y4) 7→ y1, pour
y ∈ E1. Par la formule de la coaire∫

E1

Jϕ(y)dH3(y) =

∫
E1

Jf (y)
Jϕ(y)

Jf (y)
dH3(y)

=

∫ b

1

dy1

∫
E′y1

Jϕ(y)

Jf (y)
dH2y

On estime Jf (y) comme dans (4), on a Jf (y) ≥ y1
|y| . Puisque |y| =

√
y21 + y22 + y23 + y24,

alors

(12)

1

Jf (y)
≤

√
1 +

y22 + y23 + y24
y21

≤
√

1 + r21

≤ 1 + 2r

Donc, (11) et (12) nous donnent
(13)∫
E1

Jϕ(y)dH3(y) =

∫ b

1

dy1

∫
E′y1

Jϕ(y)

Jf (y)
dH2y

≤ (1 + 2r)

∫ b

1

dy1

∫
E′y1

Jϕ(y)dH2y

≤ (1 + 2r)(C1 + C2
r

τ
)

∫ b

1

dy1

∫
E′y1

(|Dφ.v′|+ b)(|Dφ.w′|+ b)dH2(y)

Rappelons que Dφ est la dérivée de φ au point (y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

).

Puisque E est un cône, par changement de variable y′2 = y2
y1
, y′3 = y3

y1
, y′4 = y4

y1

(14)

∫
E′y1

(|Dφ.v′|+b)(|Dφ.w′|+b)dH2(y) = y21

∫
E′1

(|Dφ.v′|+b)(|Dφ.w′|+b)dH2(y′).
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Ici, si y′ ∈ E ′1 a pour coordonnée (1, y′2, y
′
3, y
′
4), alors Dφ dans notre formule est pris

au point (y′2, y
′
3, y
′
4), puis, v′, w′ sont deux vecteurs tels que (1, v′) et (1, w′) sont

tangents à E ′ au point y′- ce qui sont les même qui correspondent au point y tel que
y2 = y′2y1, y3 = y′3y1, y4 = y′4y1.

On sait que y1 < 2, donc (13) et (14) nous donnent
(15)

H3(ϕ(E1)) ≤ 4(1 + 2r)(C1 + C2
r

τ
)

∫ b

1

dy1

∫
E′1

(|Dφ.v′|+ b)(|Dφ.w′|+ b)dH2(y′)

= 4(1 + 2r)(C1 + C2
r

τ
)τ

∫
E′1

(|Dφ.v′|+ b)(|Dφ.w′|+ b)dH2(y′).

Il nous reste à estimer
∫
E′1

(|Dφ.v′|+ b)(|Dφ.w′|+ b)dH2(y′).

On regarde l’application φ dans la boule B(x, r) ∩H. Comme dans la définition
de φ dans le lemme 5.11 et la définition 5.12, on a deux parties Bξ = (1− ξ)B(x, r)
et Aξ = B(x, r)\Bξ de la boule B(x, r). De plus, notre application φ a les propriétés
suivantes.

Sur Bξ ∩ E ′1, φ est 50-Lipschitzienne (ici, on comprend toujour que φ agit sur
les trois coordonnés des points dans B(x, r) autres que la coordonnée Ox), alors sur
Bξ ∩ E ′1, (|Dφ.v′|+ b)(|Dφ.w′|+ b) < 3000

Sur Aξ, on a

lim sup
ξ→0

∫
E′1∩Aξ

(|Dφ.v′|+ b)(|Dφ.w′|+ b)dH2(y′) ≤ 5000

∫
E′1∩∂B(x,r)

dist(z,Σ)dH1z

Donc, en faisant tendre ξ vers 0, on peut choisir notre déformation φ de manière que
(16)∫
E′1

(|Dφ.v′|+b)(|Dφ.w′|+b)dH2(y′) ≤ 3000H2(E ′1)+5000

∫
E′1∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z

Maintenant, (15) et (16) nous donnent
(17)

H3(ϕ(E1)) ≤ 4(1 + 2r)(C1r + C2τ)(3000H2(E ′1) + 5000

∫
E′1∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z)

On peut choisir τ maintenant, on pose τ = r, et on va estimer H3(E1 ∪ E2) et
H3(ϕ(E2)). Vérifions d’abord que

(18) H3(E1 ∪ E2) ≥
1

3
(1 + r)(H2(E ′b)) =

1

3
(1 + r)3H2(E ′1).

En effet, E1 ∪ E2 est une partie du cône centré en O et porté sur E ′b ; de plus, la
distance de O à Hb est bien 1 + τ = 1 + r, donc on applique le théorème de la coaire
pour déduire (18). Ensuite

(19) H3(ϕ(E2)) ≤
1

3
(1 + r)H2(ϕ̃(E ′1)),
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car similairement, ϕ(E2) est une partie du cône centré en O et porté sur ϕ̃(E ′1),
sauf que maintenant ϕ̃(E ′1) est contenu dans la boule B(x, r) ; on applique toujours
le théorème de la coaire à la fonction f qui est la projection orthogonale sur l’axe Ox.

Maintenant E est un cône minimal, donc H3(E1 ∪E2) ≤ H3(ϕ(E1 ∪E2)), et on
utilise (17), (18) et (19) pour obtenir

1

3
(1 + r)3H2(E ′1) ≤

1

3
(1 + r)H2(ϕ̃(E ′1))

+ 4(1 + 2r)(C1r + C2τ)[3000H2(E ′1) + 5000

∫
E′1∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z].

En majorant 1 + 2r par 2 et substituant r à τ , on obtient
(20)

1

3
(1 + r)3H2(E ′1) ≤

1

3
(1 + r)H2(ϕ̃(E ′1))

+ 8(C1 + C2)r[3000H2(E ′1) + 5000

∫
E′1∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z].

On constate que H2(E ′1) ≤ C ′r2, car par la propriété de régularité d’Ahlfors de E,
il existe une constante C qui ne dépend que de la dimension 4 tel que

H3(E ∩B(x, r)) ≤ Cr3,

mais E est un cône centré à l’origine, donc H3(E∩B(x, r)) ≥ C1H
2(E ′∩B(x, r)), où

C1 est aussi une constante géométrique. Donc on a bienH2(E ′1) = H2(E ′∩B(x, r)) ≤
C ′r2, avec C ′ une constante géométrique, pour tout x et pour tout r.

En divisant par 1
3
(1 + r)3 et puisque H2(E ′1) ≤ C ′r2, et d’après la proposition

5.13, H2(ϕ̃(E ′1)) ≤ H2(Σ ∩B(x, r)) + 2550
∫
E′1∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z, on obtient
(21)

H2(E ′1) ≤ H2(ϕ̃(E ′1)) + Cr3 + Cr

∫
E′1∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z

≤ H2(Σ ∩B(x, r)) + Cr3 + C3

∫
E′1∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z

≤ H2(Γ∗ ∩B(x, r))− 10−4r(H1(Γ)−H1(ρ)) + C3ηrH
1(E ′1 ∩ ∂B(x, r) \ Γ) + Cr3

≤ 1

2
rH1(Γ)− 10−4r(H1(Γ)−H1(ρ)) + C3ηr(H

1(E ′1 ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ)) + Cr3

≤ 1

2
rH1(E ′1 ∩ ∂B(x, r))− 1

2
r(H1(E ′1 ∩ ∂B(x, r))−H1(Γ))

− 10−4r(H1(Γ)−H1(ρ)) + C3ηr(H
1(E ′1 ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ)) + Cr3

≤ 1

2
rH1(E ′1 ∩ ∂B(x, r))− 10−5r[H1(E ′1 ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ)] + Cr3,

si on pend η assez petit. En fait, la troisième ligne vient du (6) et le fait que
dist(z,Γ) ≤ Cηr pour z ∈ E ′1 ∩ ∂B(x, r). La quatrième ligne vient du fait que
Γ∗ est un cône et H1(E ′1 ∩ ∂B(x, r) \Γ) ≤ H1(E ′1 ∩ ∂B(x, r) \ g) +H1(g \Γ), ce qui
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est majoré par C[(H1(E ′1 ∩ ∂B(x, r)) − H1(g)) + (H1(g) − H1(ρ))] = C(H1(E ′1 ∩
∂B(x, r))−H1(ρ)), comme dans le lemme 5.9. Ici,

ρ = ∪i,j∈J̃ρi,j ⊂ ∂B(x, r),

où pour chaque i, j, ρi,j est la géodésique dans la sphère ∂B(x, r), qui connecte les
deux extrémités de gi,j.

On a donc effectivement

(22) H2(E ′1) ≤
1

2
rH1(E ′1 ∩ ∂B(x, r))− 10−5r[H1(E ′1 ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ)] + Cr3.

Maintenant, si H1(ρ) ≤ 2rθX(x) = 2rθE′(x), où X est le cône minimal dans le
lemme 5.4, (22) nous donne, en observant que E ′1 = E ′ ∩B(x, r)
(23)

H2(E ′∩B(x, r)) ≤ 1

2
rH1(E ′∩∂B(x, r))− 10−5rH1(E ′∩∂B(x, r)− 2rθE′(x)) +Cr3

C’est exactement le théorème 5.5, avec α = 10−5.

Si H1(ρ) > 2rθX(x), on va construire une deuxième déformation pour E ′, et puis
on va construire notre déformation pour E de la même manière que dans la défini-
tion 5.14, sauf qu’on va remplacer notre déformation ϕ̃ par une nouvelle déformation
qui nous permettra de gagner plus de l’aire. La procédure est essentiellement comme
dans la section 10 dans [D2]. On va détailler pour construire notre déformation.

Une nouvelle déformation pour le cas où H1(ρ) > 2rθX(x).

On rappele, comme dans la partie précédente, que ρ = ∪i,j∈J̃ρi,j l’union des
géodésiques dans ∂B(x, r) dont les deux extrémités sont les mêmes que les gi,j. On
note X1 le cône dans l’hyperplan H, centré en x, et porté sur notre réseau ρ. Donc
si on peut trouver une déformation X2 de X1 dans B(x, r), avec une mesure de
Hausdorff plus petite, alors on pourra trouver ainsi un autre compétiteur F2 de E ′
dans B(x, r), dont l’aire est plus petite que celle de F1. On commence par un lemme.

Lemme 5.17. Supposons qu’on puisse trouver une fonction Lipschitzienne
f : H → H telle que

f(z) = z pour x ∈ H \B(x, r) et f(B(x, r)) ⊂ B(x, r)

et que si l’on pose X2 = f(X1),

H2(X2 ∩B(x, r)) ≤ H2(X1 ∩B(x, r))− Ar2

pour un A > 0. De plus, f est Lipschizienne avec une constante Lipschitzienne
bornée, disons qui ne dépend que de la dimension 4. Alors on a

H2(E ′∩B(x, r)) ≤ 1

2
rH1(E ′∩∂B(x, r))−10−5r[H1(E∩∂B(x, r))−H1(ρ)]−Aκ2r2+Cr3.
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Démonstration. On utilise la minimalité de E. On construit une nouvelle déforma-
tion pour E ′ comme suit.

On pose au début

(5.17.1) fκ(z) = x+ κ(f(x+ κ−1(z − x))− x) pour z ∈ H.

Donc, fκ est définie dans l’hyperplan H, et sa valeur au point z est l’image par
homothétie de centre x, et de coefficent κ de la valeur de f au point z′ qui est
aussi l’image de z par une homothétie de centre x et de coefficient κ. Donc si f est
Lipschitzienne avec une constante Lipschitzienne bornée, fκ est aussi Lipschitzienne
avec une constante Lipschitzienne bornée. On définit une nouvelle déformation pour
E ′, à savoir

(5.17.2) ϕ̃1 = fκ ◦ ϕ̃,

puis une nouvelle déformation ϕ1 pour E, exactement comme on a définit pour ϕ
dans la définition 5.14, mais en remplaçant ϕ̃ par ϕ̃1. C’est clair que ϕ̃1 est l’identité
en dehors de la boule B(x, r)∩H, et donc que ϕ1 est l’identité en dehors de l’ensemble
R4 \ (C1 ∪ C2). La fonction φ1 est définie aussi comme la fonction φ, par le fait que

ϕ̃1(1, y2, y3, y4) = (1, φ1(y2, y3, y4)).

On pose ensuite fκ(1, y2, y3, y4) = (1, gκ(y2, y3, y4)) où gκ est une fonction de R3 vers
R3. Puisque fκ est une fonction Lipschitzienne, avec une constante Lipschitzienne
bornée qui ne dépend que de la dimension 4, gκ l’est aussi. Ensuite

φ1 = gκ ◦ φ.

Alors pour un vecteur v ∈ R3, on a Dφ1.v = Dgκ.Dφ.v et puisque gκ est Lipschit-
zienne avec une constante Lipschitzienne bornée, on obtient

(∗) |Dφ1.v| ≤ C|Dφ.v|,

où C est une constante géométrique. Maintenant, la dérivée de ϕ1 en un point y ∈ C2

est exactemant comme celle de ϕ en y, sauf qu’on remplace φ par φ1. On a alors la
formule pour Dϕ1 :

Dϕ1(y) =


1 0 0 0

A1 A2


avec A1 un 3-vecteur colonne et A2 est une matrice 3× 3 qui sont donnés par

A1 = b
τ
(y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

)− y1−1
τ
b( y2
y21
, y3
y21
, y4
y21

)−
φ1(

y2
y1
,
y3
y1
,
y4
y1

)

τ
− b−y1

τ
Dφ1(

y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

).( y2
y21
, y3
y21
, y4
y21

).

A2 = y1−1
τ

b
y1
Id+ b−y1

τ
1
y1
Dφ1(

y2
y1
, y3
y1
, y4
y1

).
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Les estimations maintenant sont les mêmes que pour ϕ. Le plus important est
d’estimer H3(ϕ1(E1)). En appliquant la formule de l’aire

(5.17.3) H3(ϕ1(E1)) ≤
∫
E1

Jϕ1(y)dH3y,

on obtient pareillement que

Jϕ1(y) =
|Dϕ1.y ∧Dϕ1.v ∧Dϕ1.w|

|y ∧ v ∧ w|

avec v, w comme dans (8). Pour |Dϕ1.y|, comme dans (9), on obtient

|Dϕ1.y| ≤ C1 + C2
r

τ
.

Ensuite, comme dans (10) et par (∗), on a

(∗∗)
|Dϕ1.v| ≤ |Dφ1.v

′|+ b ≤ C|Dφ.v′|+ b

|Dϕ1.w| ≤ |Dφ1.w
′|+ b ≤ C|Dφ.v′|+ b

.

On peut avoir une inégalité comme dans (11), mais grâce à (∗∗), on peut remplacer
φ1 par φ, on obtient

|Jϕ1(y)| ≤ (C ′ + C ′
r

τ
)(|Dφ.v′|+ b)(|Dφ.w′|+ b),

où C ′ est une constante géométrique.

Donc les estimations pour H3(ϕ1(E1)) sont les mêmes que pour H3(ϕ(E1)). On
peut maintenant estimer H3(ϕ1(E1)) grâce à (17). On prend toujours τ = r comme
dans (17), on obtient

H3(ϕ1(E1)) ≤ C3r[3000H2(E ′1) + 5000

∫
E′1∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z],

où E ′1 = E1 ∩H = E ′ ∩B(x, r).

On a donc une inégalité totalement comme (20) sauf qu’on remplace ϕ̃ par ϕ̃1 :

(5.17.4)

1

3
(1 + r)3H2(E ′1) ≤

1

3
(1 + r)H2(ϕ̃1(E

′
1))

+ C3r[3000H2(E ′1) + 5000

∫
E′1∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z].

Alors

(5.17.5) H2(E ′1) ≤ H2(ϕ̃1(E
′
1)) + C4r

3 + C4r

∫
E′∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z.

Maintenant comme dans la section 9 de [D2], on a
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(5.17.6)

C4r

∫
E′∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z ≤ C5τr[H
1(E ′ ∩ ∂B(x, r) \ g) + [H1(g)−H1(ρ)]]

= C5τr(H
1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ)),

ce qui nous donne, avec (5.17.5) :

(5.17.7) H2(E ′1) ≤ H2(ϕ̃1(E
′
1)) + C4r

3 + C5τr(H
1(E ′ ∩ ∂B(x, r)−H1(ρ)).

Donc on constate maintenant comment notre déformation ϕ̃1 agit sur E ′. Puisque
ϕ̃1 = fκ◦ϕ̃, et fκ est l’identité en dehors de la boule B(x, κr), on a donc ϕ̃1(z) = ϕ̃(z)
pour z ∈ H \B(x, κr). On a aussi fκ(z) ⊂ B(x, κr) quand z ∈ B(x, κr). Donc pour
comparer H2(ϕ̃1(E

′ ∩ B(x, r))) avec H2(ϕ̃(E ′ ∩ B(x, r))), on n’a qu’à considérer
notre fonction ϕ̃1 dans la boule B(x, κr), puisque ϕ̃1 coïncide avec ϕ̃ en dehors de
la boule B(x, κr). On a maintenant

ϕ̃1(E
′ ∩B(x, κr)) = ϕ̃1(E

′ ∩B(x, r)) ∩B(x, κr)

= fκ(F1 ∩B(x, κr))

⊂ fκ(X1 ∩B(x, κr))

= κ(f(X1) ∩B(x, r))

= κ(X2 ∩B(x, r))

avec F1 = ϕ̃(E ′ ∩B(x, r)). Par conséquent,

H2(ϕ̃1(E
′ ∩B(x, κr))) ≤ κ2.H2(X2 ∩B(x, r));

ensuite
(5.17.8)
H2(ϕ̃1(E

′ ∩B(x, r)) = H2(ϕ̃1(E
′ ∩B(x, r)) \B(x, κr)) +H2(ϕ̃1(E

′ ∩B(x, κr)))

≤ H2(ϕ̃(E ′ ∩B(x, r)) \B(x, κr)) + κ2H2(X2 ∩B(x, r))

≤ H2(ϕ̃(E ′ ∩B(x, r)) \B(x, κr)) + κ2(H2(X1 ∩B(x, r))− Ar2)
≤ H2(Σ ∩B(x, r) \B(x, κr))+

+ 2550

∫
E′∩∂B(x,r)

dist(z,Γ)dH1z + κ2(H2(X1 ∩B(x, r))− Ar2)

≤ H2(Σ ∩B(x, r)) + C6τr(H
1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ))− Aκ2r2

en faisant ξ tendre vers 0 puis en utilisant le fait que F1∩B(x, κr) ⊂ Σ∩B(x, κr) =
X1 ∩B(x, κr).
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Alors (5.17.7) et (5.17.8) nous donnent
(5.17.9)
H2(E ′1) ≤ H2(Σ ∩B(x, r)) + C7τr(H

1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ))− Aκ2r2 + C4r
3

≤ H2(Γ∗ ∩B(x, r))− 10−4r[H1(Γ)−H1(ρ)]+

+ C7τr(H
1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ))− Aκ2r2 + C4r

3

=
1

2
rH1(Γ)− 10−4r[H1(Γ)−H1(ρ)]+

+ C7τr(H
1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ))− Aκ2r2 + C4r

3

=
1

2
rH1(E ′ ∩ ∂B(x, r))− 1

2
r(H1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(Γ))− 10−4r[H1(Γ)−H1(ρ)]+

+ C7τr(H
1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ))− Aκ2r2 + C4r

3

≤ 1

2
rH1(E ′ ∩ ∂B(x, r))− 10−4r(H1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ))+

+ C7τr(H
1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ))− A.κ2r2 + C4r

3

≤ 1

2
rH1(E ′ ∩ ∂B(x, r))− 10−5r(H1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ))

− Aκ2r2 + C4r
3,

ce qui est exactement la conclusion du lemme. On a donc terminé la démonstration
du lemme. �

Rappelons que X1 est le cône de dimension 2 dans H, centré en x et porté sur le
réseau ρ. On sera donc content si on peut trouver une déformation f de manière que
H2(X1) − H2(f(X1)) ≥ Cr(H1(ρ) − 2rθx(X)), puisque notre hypothèse au début
du lemme 5.17 est que H1(ρ) > 2rθx(X). Mais cela vient de la condition de "‘full
length"’ de X. Donc on peut utiliser le chapitre 10 dans [D2] pour construire une
telle fonction f , avec la constante Lipschitzienne bornée et ne dépendante que de la
dimension ambiante. On obtient le lemme :

Lemme 5.18. Il existe une fonction Lipschitzienne f : H → H, qui est
l’indentité en dehors de la boule B(x, r), avec une constante Lipschitzienne bornée
et ne dépend que de la dimension 4, et une constante C qui ne dépend aussi que de
la dimension 4, telles que

(24) H2(X1)−H2(f(X1)) ≥ Cr(H1(ρ)− 2rθX(x))

où X1 est l’intercsection avec B(x, r) du cône centré en x et porté sur ρ.

On va dire plus sur la condition de "‘full length"’ des cônes minimaux dans le
paragraphe suivant. Maintenant on a un lemme qui permettra de contrôler la densité
de E ′ autour de x.

Lemme 5.19. Il existe une constante universelle α > 0 telle que pour chaque
x ∈ E ∩ ∂B(O, 1), il existe rx > 0 un rayon tel que pour chaque r ≤ rx on a

H2(E ′ ∩B(x, r)) ≤ 1

2
rH1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−αr(H1(E ′ ∩ ∂B(x, r))− 2rθE′(x)) +Cr3,
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où E ′ = Ex = E ∩ Hx est l’intersection de E avec l’hyperplan tangent à ∂B(O, 1)
en x.

Démonstration. D’après (5.17.9),

H2(E ′1) = H2(E ′ ∩B(x, r))

≤ 1

2
rH1(E ′ ∩ ∂B(x, r))− 10−5r(H1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ))−

− Aκ2r2 + C4r
3.

Mais d’après (24), on peut choisir A de manière que A.r2 = H2(X1)−H2(f(X1)) ≥
Cr(H1(ρ)− 2rθX(x)), alors
(5.18.1)

H2(E ′ ∩B(x, r)) ≤ 1

2
rH1(E ′ ∩ ∂B(x, r))− 10−5r(H1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ))−

− Crκ2(H1(ρ)− 2rθX(x)) + C4r
3.

≤ 1

2
rH1(E ′ ∩ ∂B(x, r))− Cκ2r(H1(E ′ ∩ ∂B(x, r))−H1(ρ))−

− Crκ2(H1(ρ)− 2rθX(x)) + C4r
3.

=
1

2
rH1(E ′ ∩ ∂B(x, r))− Cκ2r(H1(E ′ ∩ ∂B(x, r))− 2rθX(x)) + C4r

3.

Puisque θX(x) = θE′(x), on a donc ce qu’il faut démontrer, avec α = Cκ2. �

On pose maintenant, f(r) = 1
r2
H2(E ′ ∩ B(x, r)) − θE′(x) = θE′(x, r) − θE′(x)

et v(r) = H2(E ′ ∩ B(x, r). On voit facilement que pour presque tout r, v′(r) ≥
H1(E ′ ∩ ∂B(x, r)) (la dérivée de v en r). De plus, f ′(r) = r−2v′(r) − 2r−1θE′(x, r),
donc, H1(E ′ ∩ ∂B(x, r)) ≤ f ′(r).r2 + 2rθE′(x, r). En substituant dans (5.18.1) on
obtient

H2(E ′ ∩B(x, r)) ≤ (r/2− αr)H1(E ′ ∩ ∂B(x, r)) + 2αr2θE′(x) + Cr3

donc
θE′(x, r) ≤ (

1

2
− α)rf ′(r) + (1− 2α)θE′(x, r) + 2αθE′(x) + Cr.

On divise par r2 et on utilise les inégalité ci-dessus. Il vient

2αf(r) ≤ (
1

2
− α)rf ′(r) + Cr.

On en déduit que rf ′(r) ≥ 4α
1−2αf(r)−C1r, où C1 est une constante. Maintenant, si

on pose g(r) = r−af(r), avec a = 4α
1−2α , on a

g′(r) = r−af ′(r)− ar−a−1f(r) = r−a−1[rf ′(r)− af(r)] ≥ −C1r.r
−a−1 = −C1r

−a

donc g(s) − g(t) ≥
∫ s
t
g′(r)dr ≥

∫ s
t
−C1r

−adr = − C1

1−a(s1−a − t1−a) pour s > t > 0.
On a bien

f(t) = tag(t) ≤ tag(s) + ta
C1

1− a
(s1−a − t1−a).
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On peut conclure que pour tout t ≤ r,

f(t) ≤ C.ta,

pour des constantes C, a > 0. Voici maintenant le théorème qui contrôle la densité
θE′(x, r), quand r est petit.

Théorème 5.20. Il existe α1 > 0 une constante universelle, telle que si le
rayon rx satisfait aux conditions

(5.20.1) θE(x, rx)− θE(x) ≤ α1,

et,

(5.20.2) rx < α1.

Alors on a l’inégalité suivante :

(5.20.3) θE′(x, r)− θE′(x) ≤ Cra,

où C, a sont des constantes universelles.

Démonstration. C’est ce que nous venons de vérifier. En fait, quand α1 est
chosie très petite, alors si rx satisfait aux hypothèses du théorème 5.20, on peut
conclure que Ex est Bi-Hölderiénnement équivalent à un cône minimal de dimen-
sion 2 dans Hx, qui est centré en x. Ensuite, on peut construire des courbes et des
compétiteurs comme ci-dessus, et on arrive à l’inégalité différentielle, et finalement
l’inégalité (5.20.3). �

Sur la propiété de "‘full length"’ des cônes minimaux de dimension 2
dans R3.

On rappelle que après lemme 5.6, on a une description de l’ensemble K = X ∩
∂B(x, r), et on a divisé K en arcs de cercles Cj,k, j, k ∈ J̃ tel que

πr/6 ≤ length(Cj,k) ≤ 9πr/10 pour (j, k) ∈ J̃ .

On appelle aussi V l’ensemble des extrémités des {Cj,k}. On veut considérer des
déformations de K, obtenues comme suit. Soit η1 = 10−6 une constante. On note
ensuite Φ(η1) l’ensemble des fonctions ζ : V → ∂B(x, r) tel que

|ζ(z)− z| ≤ η1r pour z ∈ V.

Soient ζ ∈ Φ(η1) et (j, k) ∈ J̃ . Si a, b sont les extrémités de Cj,k, on note ζ∗(Cj,k)
la géodésique de ∂B(x, r) qui va de ζ(a) à ζ(b). On remarque aussi qu’il existe une
unique telle géodésique. En fin on pose

ζ∗(K) = ∪(j,k)∈J̃ζ∗(Cj,k).
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Ainsi on déforme juste K en un ensemble de géodésique, en bougeant ses sommets.
On note ζ∗(X) le cône sur ζ∗(K).

On a maintenant la définition de "‘full length"’ pour les cônes de dimension 2.

Définition 5.21. Soit X un cône minimal réduit centré en x. On dit que X
est un cône minimal full length s’il existe une décomposition K comme ci-dessus,
une constante η1 = 10−6 et une constante C1 ≥ 1, tel que si ζ ∈ Φ(η1) satisfait à

(5.21.1) H1(ζ∗(K)) > H1(K)

alors il existe une déformation X̃ de ζ∗(X) dans B(x, r) tel que

(5.21.2) H2(X̃ ∩B(x, r)) ≤ H2(ζ∗(X) ∩B(x, r))− C−11 r[H1(ζ∗(K))−H1(K)].

Par déformation de ζ∗(X) dans B(x, r), on veut dire un ensemble de la forme
X̃ = f(ζ∗(X)), avec f : H → H une fonction Lipschitzienne tel que f(z) = z
hors de la boule B(x, r) et ensuite f(B(x, r) ∩H) ⊂ B(x, r) ∩H.

Il est démontré dans [D2], section 14 que si X est un cône minimal de dimension
2 de type P, Y, ou T, X est automatiquement un cône minimal full length. De plus,
on peut trouver une déformation f avec une constante Lipschitzienne qui ne dépend
que de la dimension 4.

On va dire un peu plus sur des propriétés de full length pour un cône minimal
X de dimension 2 de type P, Y ou T qui concerne l’angle de déviation. D’abord
on a l’ensemble des extrémités des arcs de K = X ∩ ∂B(x, r), qui est V , et puis
V = V0 ∪ V1, où V0 l’ensemble des points qui sont un extrémité d’exactement trois
arcs Ci,j, et V1 = V \V0 l’ensemble des arcs qu’on ajoute. Pour une déformation ζ(K)
définie juste comme ci-dessus et pour chaque z ∈ V , on veut définir une déviation
αζ(z) des angles idéaux à ζ(z) comme suit.

Si z ∈ V0, alors il y a trois courbes ζ(Cj,k), qui sont en fait trois morceaux de
géodésiques qui admettent ζ(z) comme extrémité commune. On note w1, w2, w3 les
trois vecteurs unités qui sont tangents à ζ(Cj,k) en ζ(x) pointant dans la direction
opposée à ζ(z), et on pose

(25) αζ(z) = |w1 + w2 + w3|.

Donc si les trois ζ(Cj,k) forment des angles de 120̊ en ζ(z), αζ(z) = 0.

Quand z ∈ V1, il y a seulement deux arcs C1 et C2 qui partent de z, on note w1

et w2 les vecteurs unités qui sont tangent à ζ(C1) et ζ(C2) et qui partent aussi de
z. Soit θ ∈ (0, π) l’angle entre w1 et w2, avec la convention que θ est très proche de
π ; on pose

(26) αζ(z) = π − θ.
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On peut montrer facilement que αζ(z) est équivalent à w1 +w2. On pose finalement

(27) α+(ζ) = sup
x∈V

αζ(x).

Le lemme 10.23 dans [D2] dit que si α+(ζ) 6= 0, on peut déformer ζ∗(X) et puis
gagner Cr2α+(ζ)2, par une application Lipschitzienne, avec une constante Lipschit-
zienne qui ne dépend que de la dimension 4.

Lemme 5.22. Soient X un cône minimal de dimension 2 dans H et centré
en x, et ζ ∈ Φ(η1). Alors on peut trouver une fonction Lipschitzienne f : H → H
qui est l’identité hors de la boule B(x, r), telle que f(B(x, r)) ⊂ B(x, r) et dont la
constante Lipschitzienne ne dépendant que de la dimension 4, telle que

(5.22.1) H2(X̃ ∩B(x, r)) ≤ H2(ζ∗(X) ∩B(x, r))− Cr2α+(ζ)2,

où X̃ = f(ζ∗(X)) et C une constante qui ne dépend que de 4 et de η0.

Le lemme suivant donne une inégalité entre la déviation de l’angle α+(ζ) et la
différence H1(ζ∗(K))−H1(K), quand K est un cône minimal de dimension 2-donc
de type P, Y, T-centré en x et contenu dans H, et affirme que ces trois types de
cônes ont vraiment la propriété de "‘full length"’ et donc termine la démonstration
de l’excès de densité en x.

Lemme 5.23. Soient K, ζ, α+(ζ) comme ci-dessus, on a alors l’inégalité

H1(ζ∗(K))−H1(K) ≤ Crα+(ζ)2,

avec C une constante universelle, qui ne dépend que de la dimension 4.

Approximation de E ′ par des cônes très proches des cônes minimaux

Le but de ce paragraphe est d’approcher E ′ ∩ B(x, r) par les cônes très proches
des cônes minimaux. On va adapter les démonstrations de la section 11 dans [D2].
Si le couple (x, r) satisfait aux hypothèses du théorème 5.20, alors on a la propriété
suivante pour l’ensemble E ′ ∩B(x, r).

Propriété 5.24. Pour chaque ε > 0 très petit, on peut choisir α1 > 0 tel
que si le couple (x, r) satisfait aux hypothèses du lemme 5.20, alors notre ensemble
E ′ ∩B(x, r) ait les propriétés suivantes :

(i) Pour r′ ≤ r, il existe une constante C tel que f(r′) = θE′(x, r
′) − θE′(x) ≤

C(r′)a, où C, a sont les mêmes constantes que dans le théorème 5.20.
(ii) Pour r′ ≤ r, il existe un cône minimal Xr′ centré en x dont la densité en x

est la même que celle de E ′ en x, tel que dx,r′(E ′, Xr′) ≤ Cε.
(iii) Pour chaque z ∈ E ′ ∩ B(x, r), il existe un cône minimal Y ′z ⊂ H, tel que si

t ≤ |x− z|, on a dz,t(E ′, Y ′z ) ≤ Cε.

En effet, (i) vient du théorème 5.20, (ii) vient du corollaire 4.6 et (iii) vient de
la démonstration de l’équivalent Bi-Hölderienne pour E ′. �
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Maintenant, si ζ ∈ Φ(η1), et si un cône Z obtenu comme Z = ζ∗(X), avec X un
cône minimal de dimension 2 dans H et centré en x, on note

(28) α+(Z) = α+(ζ),

avec α+(ζ) défini dans (27) ci-dessus. On voit que α+(Z) mesure la différence entre
Z et le cône minimal X, modulo une rotation. Bien sur si α+(Z) = 0, alors Z est
l’image de X par une isométrie dans H. Grâce à la propriété 5.24, on obtient le
résultat suivant pour notre ensemble E ′ dans la boule B(x, r).

Proposition 5.25. Soient x ∈ E ′ et r satisfaisant à la propriété 5.24. On a
donc X = Xr. Alors il existe un cône Z = ζ∗(X), avec ζ ∈ Φ(η1) définie près de la
définition 5.20, des constantes universelles C et b, tels que

(5.25.1) dx,r(E
′, Z) + α+(Z) ≤ C.rb

Démonstration. La démonstration est exactement comme celle du théorème 11.4
dans [D2] pour les ensembles presque minimaux de dimension 2. La démonstra-
tion est longue et compliquée mais la propriété 5.24 contient les mêmes hypothèses
nécessaires pour démontrer le théorème 11.4. On peut adapter totalement cette dé-
monstration pour avoir notre proposition. �

En effet, dès que notre rayon r satisfait aux hypothèse du théorème 5.20, avec
α1 assez petite, on peut obtenir le théorème 5.25 dans la boule B(x, r). Donc l’excès
de densité contrôle bien la distance entre E ′ avec des cônes minimaux centrés en x,
dans la boule B(x, r).

Approximation de E ′ par des cônes minimaux centrés en x.

On va utiliser la proposition 5.25 pour le couple (x, r) pour déduire un théorème
comme le théorème 12.8 dans [D2].

Proposition 5.26. Il existe unique limite d’explosion de E en x, qui est de la
forme Y = Y ′×Ox, où Y ′ est le cône minimal de dimension 2 dans H, centré en x.
De plus, il existe α1 > 0 une constante petite, mais universelle, telle que si le couple
x, r satisfait aux hypothèse du théorème 5.20 pour α1, alors il existe des constantes
C et b1 qui ne dépendent que de la dimension 4, tels que

(5.26.1) dx,r(E
′, Y ′) ≤ Crb1 .

Démonstration. On considère maintenant la suite 2−lr, l ≥ 0, et on regarde dans les
boules B(x, 2−lr). Pour chaque boule B(x, 2−lr), il existe un cône Yl centré en x tel
que

(5.26.2) dx,2−lr(E
′, Yl) + α+(Yl) ≤ C(

r

2l
)b,

par la proposition 5.25. On compare maintenant les cônes Yl et Yl+1 ; on a
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(5.26.3)

dx,r(Yl, Yl+1) = dx,2−l−2r(Yl, Yl+1)

≤ 2[dx,2−l−1r(Yl, E
′) + dx,2−l−1r(E

′, Yl+1]

≤ 4dx,2−l.r(Yl, E
′) + 2dx,2−l−1r(E

′, Yl+1)

≤ 4C(
r

2l
)b + 2C(

r

2l+1
)b

≤ 10C(
r

2l
)b,

par (5.26.2), le fait que Yl sont des cônes et le fait que dx,2r(A,B) ≤ 2dx,r(A,B)
pour deux ensembles A et B.

Ensuite, pour 0 < n < m, on a

(5.26.4)

dx,r(Ym, Yn) ≤ 2[
m∑

i=n+1

dx,r(Yi, Yi−1)]

≤
m∑

i=n+1

20C(
r

2i−1
)b par (5.26.3)

≤ C1(
r

2n
)b,

avec C1 une constante. Donc on voit bien que la suite Ym dans la boule B(x, r) est
une suite de Cauchy pour d’ensembles. On conclut que Yl, l ≥ 0 converge vers un
ensemble Y ′′. Puisque les Yl sont des cônes centré en x, Y ′′ est aussi un cône centré
en x. Grâce à (5.26.4), on a bien

(5.26.5) dx,r(Yl, Y
′′) ≤ lim sup

n→∞
dx,r(Yl, Yn) ≤ C1(

r

2l
)b,

mais puisque dx,2−lr(E ′, Yl) ≤ C( r
2l

)b, et dx,2−lr(Yl, Y ′′) = dx,r(Yl, Y
′′) ≤ C1(

r
2l

)b,
alors

(5.26.6) dx,2−lr(E
′, Y ′′) ≤ C2(

r

2l
)b,

de plus, Y ′′ est un cône centré en x, donc Y ′′ est une limite d’explosion de E ′ en
x dans l’hyperplan H. On en déduit que Z = Y ′′ × Ox est une limite d’explosion
de E en x. Donc Z est un cône minimal de dimension 3 de type P, Y ou T. On en
déduit que Y ′′ est un cône minimal de dimension 2 de même type, par le lemme
2.11. Maintenant, en posant l = 0 dans (5.26.6), on obtient

(5.26.7) dx,r(E
′, Y ′′) ≤ C2r

b,

pour tout r tel que x, r satisfait aux hypothèse du théorème 5.20. Donc en prenant
Y ′ = Y ′′ et les constantes 10C2, b, on a (5.26.1).

Il nous reste à montrer que Y ′ est l’unique limite d’explosion de E ′ en x dans
le plan H. Soit Z ′ une limite d’explosion de E ′ en x dans le plan H. On sait que
Z ′ est un cône minimal de dimension 2 dans H et centré en x. De plus, il existe
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une suite {rk} qui tend vers 0, telle que limk→∞ dx,rk(E
′, Z ′) = 0. Mais on sait

d’après (5.26.7), pour rk assez petit pour que rk ≤ r, que dx,rk(E ′, Y ′) ≤ C2r
b
k. Donc

dx,rk/2(Y
′, Z ′) ≤ 2(dx,rk(E

′, Z ′) + dx,rk(E
′, Y ′)), ce qui tend vers 0 quand k tend vers

+∞. Mais Y ′ et Z ′ sont des cônes centrés en x, donc dx,rk/2(Y
′, Z ′) = dx,1(Y

′, Z ′)
pour tout k. On en déduit que dx,1(Y ′, Z ′) = 0 puis que Z ′ = Y ′.

Ceci termine la démonstration du théorème. �

Remarque 5.26. Puisque E et Y = Y ′ × Ox sont des cônes centrés en O,
donc on a l’équivalence entre les distances dx,r(E, Y ) et dx,r(E ′, Y ′), donc

dx,r′(E, Y ) ≤ C(r′)b

pour tout r′ ≤ r et où C, b sont des constantes qui ne dépendent que de la dimension
4.

Régularité C1 pour les cônes de dimension 3 dans R4.

On veut montrer maintenant que si le rayon r et notre point x ∈ E ∩ ∂B(O, 1)
satisfont aux hypothèses du théorème 5.20, pour α1 une constante très petite, qu’on
va choisir après, alors dans la boule B(x, r), E ′ est C1 équivalent à un cône minimal
de dimension 2, centré en x, de type P, Y, ou T selon que la densité de E en x est
dP , dY ou dT , respectivement. On a trois cas.

Régularité C1 près d’un point de type P.

Théorème 5.27. Supposons que x est de type P, alors si le rayon r satisfait
aux hypothèses du théorème 5.20 pour une constante α2 très petite, qu’on va choisir
après. Alors dans la boule B(x, r/32), E ′ est C1 équivalent à un plan P ′ de dimen-
sion 2 contenu dans H, qui passe par x.

Démonstration. Soit z ∈ E ′∩B(x, r/32) et z′ l’intersection de Oz avec ∂B(O, 1).
Alors z′ ∈ E puisque E est un cône centré en O. On a aussi z′ ∈ B(x, r/16). De
plus, puisque x et r satisfont aux hypothèses du théorème 5.20 pour la constante
α2, on a

θE(x, r)− θE(x) ≤ α2

donc d’après le corollaire 4.7, pour chaque δ > 0 on peut choisir α2 > 0 tel qu’il
existe un plan P (x, r) de dimension 3 dont l’axe passe par O et x, tel que

(5.27.1) dx,r/2(E,P ) ≤ δ.

Considérons maintenant le point z′, on a bien B(z′, r/4) ⊂ B(x, r/2), alors

(5.27.2) dz′,r/4(E,P ) ≤ 2dx,r/2(E,P ) ≤ 2δ.

On applique lemme 2.13, pour chaque δ1 > 0, on peut choisir δ > 0, tel que si on a
(5.27.2) avec δ, alors

(5.27.3) |H3(E ∩B(z′, r/8))−H3(P ∩B(z′, (1 + δ1)r/8))| ≤ δ1r
3,
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puisque H3(P ∩ B(I, s)) ≤ dP s
3 pour un centre I et un rayon s quelconques. On a

alors

(5.27.4) H3(E ∩B(z′, r/8)) ≤ dP (r/8)3 + δ2r
3

avec δ2 = 2δ1 + δ21 + δ31. Mais (5.27.4) veut dire que

(5.27.5) θE(z′, r/8)− θE(z′) ≤ δ2,

donc si on choisit δ2 plus petite que α1, ce qui est possible à partir seulement du
choix de α2 au début, alors le couple z′, r/8 satisfait aux hypothèse du théorème 5.20,
donc on peut appliquer la proposition 5.26. On trouve que la limite d’explosion Pz′
de E en z′, qui est de la forme P ′z′ × Oz′, où P ′z′ ⊂ Hz′ est un plan de dimension 2,
satisfait à

(5.27.6) dz′,r′(E
′
z′ , P

′
z′) ≤ C(r′)b1 pour r′ ≤ r/8 .

Soit maintenant L : Hz′ → Hx, qui envoie un point y ∈ Hz′ en L(y) qui est l’in-
tersection de Oy avec Hx. Alors L(z′) = z et puis L est 2-biLipschitzienne dans la
boule B(z′, r/4) ∩Hz′ . Donc soit P ′z = L(Pz′) ; P ′z est un plan de dimension 2 dans
Hx et contient z. Grâce à (5.27.6) et le fait que L est 2-biLipschitzienne, on a bien
pour tout r′ ≤ r/16,

(5.27.7) dz,r′(E
′, P ′z) ≤ 2C(r′)b1 ,

donc, pour chaque z ∈ E ′∩B(x, r/32), la distance entre E ′ et un plan de dimension
2 dans B(z, r′), avec r′ ≤ r/16, est équivalente à (r′)b1 . On applique le théorème 3.3
et on a bien que E ′ est C1 équivalent à P ′ dans la boule B(x, r/32).

Régularité C1 près d’un point de type Y.

Avant de continuer, on note M(Y) l’ensemble des cônes qui sont l’union de trois
demi-plans F1, F2, F3 de dimension 2 qui admettent un bord commun L, tels que
l’angle entre deux faces quelconques est supérieur à 90̊ .

Théorème 5.28. Supposons que x est de type Y, alors si le rayon r satisfait
aux hypothèse du théorème 5.20, avec une constante α3 très petite, qu’on va choisir
après, alors dans la boule B(x, r/32), E ′ est C1 équivalent à un cône minimal de
dimension 2 Y ′ contenu dans H, centré en x.

L’idée de la démonstration est de montrer que pour tout y ∈ E ′ ∩ B(x, r/32)
et pour tout s tel que B(y, s) ⊂ B(x, r/32), il existe un cône Ys ⊂ H, qui est soit
un plan, soit de type M(Y), tel que dy,s(E ′, Ys) ≤ Csb, ou C, b sont des constantes
universelles.

Démonstration. Par convention, on confond les multiplicatrices, on note souvent
ces constantes C, c’est à dire qu’au lieu de passer de C à C1, on écrit toujours C.
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On prend un point z ∈ E ′ ∩ B(x, r/32). Alors c’est facile de voir que z est de
type Y ou P. On a deux cas.

Premier cas, z est de type Y .

Soit z′ l’intersection de Oz avec ∂B(O, 1). Puisque E est un cône centré à l’ori-
gine, z′ ∈ E et de plus, z′ ∈ B(x, r/16). On a aussi que z′ est de type Y car z est de
type Y. De plus, puisque x et r satisfont aux hypothèses du théorème 5.20 pour la
constante α3,

θE(x, r)− θE(x) ≤ α3

donc d’après le corollaire 4.7, pour chaque δ > 0, on peut choisir α3 > 0 tel qu’il
existe un cône minimal Y = Y (x, r) de dimension 3, de type Y, dont l’axe passe par
O et x, tels que

(5.28.1) dx,r/2(E, Y ) ≤ δ.

Maintenant z′ ∈ B(x, r/16), alors B(z′, r/4) ⊂ B(x, r/2), et

(5.28.2) dz′,r/4(E, Y ) ≤ 2dx,r/2(E, Y ) ≤ 2δ,

On applique le lemme 2.13, pour chaque δ1 > 0, on peut choisir δ > 0, tel que

(5.28.3) |H3(E ∩B(z′, r/8))−H3(Y ∩B(z′, (1 + δ1)r/8))| ≤ δ1r
3,

puisque H3(Y ∩ B(I, s)) ≤ dY s
3 pour un centre I et un rayon s quelconques, on

obtient

(5.28.4) H3(E ∩B(z′, r/8)) ≤ dY (r/8)3 + δ2r
3,

avec δ2 = 2δ1 + δ21 + δ31. Mais (5.28.4) veut dire que

(5.28.5) θE(z′, r/8)− θE(z′) ≤ δ2,

donc si on choisit δ2 plus petite que α1 dans le théorème 5.20, ce qui est possible
à partir seulement du choix de α3 au début, alors le couple (z′, r/8) satisfait aux
hypothèse du théorème 5.20, donc on peut appliquer la proposition 5.26, qui dit que
la limite d’explosion Yz′ de E en z′, qui est de la forme Y ′z′ ×Oz′, avec Y ′z′ ⊂ Hz′ un
cône minimal de dimension 2 de type Y centré en z′ et qui satisfait à

(5.28.6) dz′,r′(E
′
z′ , Y

′
z′) ≤ C(r′)b1 pour r′ ≤ r/8 .

Soit maintenant K : Hz′ → Hx, qui envoie un point y ∈ Hz′ en K(y) qui est
l’intersection de Oy avec Hx. Alors K(z′) = z et puis K est Cr-biLipschitzienne
dans la boule B(z′, r/4)∩Hz′ . Soit Y ′z = K(Y ′z′), alors Y ′z est un cône de type M(Y)
dans Hx et centré en z. Grâce à (5.28.6) et le fait que K est 2-biLipschitzienne, on
a bien que pour tout r′ ≤ r/16,

(5.28.7) dz,r′(E
′, Y ′z ) ≤ 2C(r′)b1 ,
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c’est bien ce qu’on veut atteindre pour un point de type Y.

Deuxième cas, z est de type P .

On note EY l’ensemble des points de type Y dans B(x, r/2), alors EY est un
ensemble fermé car il n’existe pas un point de type T dans B(x, r/2) et près d’un
point de type P, il n’y a que des points de type P. On peut poser donc dist(z, EY ) =
d > 0. Soit maintenant y ∈ EY tel que

(5.28.8) d(z, y) ≤ 11d/10,

c’est clair que y ∈ B(x, r/16). On commence par l’excès de densité au point x,
puisque θE(x, r) − θE(x) ≤ α3, et x est de type Y, on peut appliquer le corollaire
4.7 : pour chaque δ > 0, on peut choisir α3 > 0, tel qu’il existe un cône minimal
Y (x, r/2) de type Y, dont l’axe passe par O et x, tel que

(5.28.9) dx,r/2(E, Y (x, r/2)) ≤ δ,

ensuite, la boule B(y, r/4) ⊂ B(x, r/2), alors on a

(5.28.10) dy,r/4(E, Y (x, r/2)) ≤ 2dx,r/2(E, Y (x, r/2)) ≤ 2δ,

donc d’après le lemme 2.13, pour chaque δ1 > 0, on peut choisir δ > 0, tel que

(5.28.11) |H3(E ∩B(y, r/8))−H3(Y (x, r/2) ∩B(y, (1 + δ1)r/8))| ≤ δ1(r/8)3,

on sait maintenant que pour tout cône minimal de dimension 3 de type Y, pour tous
centre I et rayon s, on a

(5.28.12), H3(Y ∩B(I, s)) ≤ dY s
3

avec l’égalité si et seulement si I est dans l’axe de Y . Donc on peut déduire de
(5.28.11) et (5.28.12), en posant δ2 = 2δ1 + 3δ21 + 3δ31, que

(5.28.13)

H3(E ∩B(y, r/8)) ≤ dY (r/8)3 + δ2(r/8)3, ou bien
θE(y, r/8)− θE(y) ≤ δ2,

θE(y, t)− θE(y) ≤ δ2 pour t ≤ r/8

car la densité est une fonction croissante.

En particulier, on peut prendre t = 10d, alors θE(y, 10d)− θE(y) ≤ δ2. On applique
le corollaire 4.7, pour chaque δ3 > 0, on peut choisir δ2 > 0 tel qu’il existe un cône
minimal Y (y, 10d) de dimension 3, de type Y dont l’axe passe par O et y, tel que

(5.28.14) dy,10d(E, Y (y, 10d)) ≤ δ3.

Soit L l’axe de Y (y, 10d). On affirme que

(5.28.15) dist(z, L) ≥ d/2.
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On va montrer cela par l’absurde. Si dist(z, L) < d/2, alors il existe un point u ∈ L
tel que d(z, u) ≤ d/2. Ensuite, d(y, u) ≤ d(y, z) + d(z, u) ≤ 2d, donc B(u, 2d) ⊂
B(y, 4d) et

(5.28.16) du,2d(E, Y (y, 10d)) ≤ 5dy,10d(E, Y (y, 10d)) ≤ 5δ3.

Donc si on prend δ3 très petit, ce qui est possible à partir du choix de α3 au début,
on peut appliquer la proposition 4.10, il existe un point u1 ∈ E ∩ B(u, d/100) tel
que u1 est de type Y. Maintenant d(z, u1) ≤ d(z, u) + d(u, u1) ≤ d/2 + d/100 < d,
ce qui n’est pas possible car dist(u,EY ) = d et u1 ∈ EY . On a maintenant (5.28.15).

On déduit de (5.28.15) que dans la boule B(z, d/2), Y (y, 10d) coïncide avec un
plan P de dimension 3. De plus c’est clair que B(z, d/2) ⊂ B(y, 10d), donc

(5.28.17) dz,d/2(E,P ) = dz,d/2(E, Y (y, 10d)) ≤ 20dy,10d(E, Y (y, 10d)) ≤ 20δ3.

On applique le lemme 2.13, pour chaque δ4 > 0, on peut choisir δ3 > 0, tel que

(5.28.18) θE(z, d/4)− θE(z) ≤ δ4.

On peut maintenant choisir δ4 ≤ α1 dans le théorème 5.20, ce qui est possible à
partir du choix de α3, on peut appliquer la proposition 5.26, on considère z comme
le point x et la boule B(O, |z|) comme la boule B(O, 1). Alors, la limite d’explosion
de E en z est de la forme Pz = P ′z ×Oz, où P ′z est un plan de dimension 2 dans Hz,
et où Hz est l’hyperplan de dimension 3 passant par z et orthogonal à Oz. On note
également Ez = E ∩ Hz. Donc P ′z est un plan de dimension 2 passant par z et tel
que

(5.28.19) dz,r′(Ez, P
′
z) ≤ C(r′)b,

pour tout r′ ≤ d/4.

Soit L : Hz → H qui envoie s ∈ Hz sur L(z) ∈ H qui est l’intersection de Os
avec H, on a L(z) = z ; L est Cr-biLipschitzienne, et de plus E est un cône centré
en O, donc L(Ez) = Ex = E ′. De (5.28.19), on déduit que

(5.28.20) dz,r′(E
′, L(P ′z)) ≤ C(r′)b

pour tout r′ ≤ d/8. De plus, L(P ′z) est un plan de dimension 2 dans H.

On rappelle que (5.28.13) nous donne θE(y, r/8)− θE(y) ≤ δ2, donc si on choisit
δ2 ≤ α1 comme dans le théorème 5.20, ce qui est possible à partir du choix de α3.
On peut donc appliquer la proposition 5.26, soit Yy la limite d’explosion de E en y ;
alors Yy est un cône de type Y dont l’axe passe par O et y, il existe deux constantes
universelles C et b telles que

(5.28.21) dy,r′(E, Yy) ≤ C(r′)b,
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pour tout r′ ≤ r/16. Maintenant, soit d/8 ≤ t ≤ r/16−2d ; alors B(z, t) ⊂ B(y, 2d+
t), et

(5.28.22)

dz,t(E, Yy) ≤
2d+ t

t
dy,2d+t(E, Yy)

≤ 20C(2d+ t)b

≤ 20C.20btb

= C1t
b.

Notons Y 1 l’intersection de Yy avec H ; alors Y 1
y ∈M(Y) et on déduit facilement de

(5.28.22) que

(5.28.23) dz,t(Ex, Y
1
y ) ≤ C2t

b,

pour d/8 ≤ t ≤ r/32.

Maintenant, à partir de (5.28.7),(5.28.20), et (5.28.23), on peut conclure que,
pour chaque z ∈ E ′ ∩ B(x, r/32), et pour chaque r′ ≤ r/32, il existe un cône
Y ′z ⊂ H, de dimension 2 qui est soit un plan, soit un cône de type M(Y), tel que

(5.28.24) dz,r′(E
′, Y ′z ) ≤ C(r′)b,

ce qui est l’hypothèse dans le théorème 3.3, pour montrer que E ′ est C1 équivalent
à un cône minimal Y ′, de dimension 2, de type Y, contenu dans H et centré en x.
On termine ainsi la démonstration du théorème. �

Régularité C1 près d’un point de type T.

Théorème 5.29. Supposons que x est de type T, alors si le rayon r satisfait
aux hypothèse du théorème 5.20, avec une constante α4 très petite, qu’on va choisir
après, ce qui veut dire

θE(x, r)− θE(x) ≤ α4,

et,
r < α4,

alors dans la boule B(x, r/32), E ′ est C1 équivalent à un cône minimal de dimension
2 T ′ de type T, contenu dans H, centré en x.

Démonstration. Comme dans le théorème 5.28, on confonde toujours les constantes
mutiplicatrices, on les note souvent C.

On applique le corollaire 4.7, pour chaque δ > 0, on peut choisir α4 > 0, tel que
pour chaque t ≤ r/2, il existe un cône minimal de dimension 3 T (x, t), de type T,
dont l’axe passe par O et x, tel que

(5.29.1) dx,t(E, T (x, t)) ≤ δ.

Maintenant on considère un point z ∈ E ′ ∩ B(x, r/32), z 6= x. On veut montrer
d’abord que
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z ne peut pas être un point de type T.

Posons ρ(z) = |z − x| > 0. On prend dans (5.29.1) le cône Tz = T (x, (1 + η)ρ(z)),
avec η = 10−3. Alors B(z, 10ηρ(z)/9) ⊂ B(x, (1 + η)ρ(z)) et de plus, dans la boule
B(z, ηρ(z)), Tz coïncide avec un cône minimal de dimension 3, de type Y qu’on note
Yz. On a alors

(5.29.2)

dz,10ηρ(z)/9(E, Tz) = dz,10ηρ(z)/9(E, Yz)

≤ 1 + η

10η/9
dx,(1+η)ρ(z)(E, Tz)

≤ 104δ.

Donc on peut appliquer le lemme 2.13, pour chaque δ1 > 0 on peut choisir δ > 0,
tel que

(5.29.3)
H3(E ∩B(z, ηρ(z))) ≤ H3(Yz ∩B(z, (1 + δ1)ηρ(z))) + δ1(ηρ(z))3

≤ dY (ηρ(z))3 + δ2(ηρ(z))3,

où δ2 = 3(δ1 + δ21 + δ31). Donc

(5.29.4) θE(z) ≤ θE(z, ηρ(z)) ≤ dY + δ2 < dT ,

et z ne peut qu’être un point de type Y ou P.

On distingue deux cas.

Premier cas, z est de type Y.

Comme pour (5.29.4), θE(z, ηρ(z))− θE(z) = θE(z, ηρ(z))− dY ≤ δ2. Donc si on
chosit δ2 ≤ α1 comme dans le théorème 5.20, ce qui est possible à partir de α4, on
peut appliquer la propositon 5.26 à notre point z dans l’hyperplan Hz passant par
z et orthogonal à Oz. Notons toujours Ez = E ∩Hz. Il existe alors un cône minimal
Y 1
z , de type Y, de dimension 2, centré en z et contenu dans Hz tel que

(5.29.5) dz,ηρ(z)(Ez, Y
1
z ) ≤ Cr′b1 pour r′ ≤ ηρ(z).

Ensuite, soit toujours L : Hz → H qui envoie y ∈ Hz vers le point y′ qui est
l’intersection de Oy avec H. Alors L est Cr-Lipschizienne, et Y ′z = L(Y 1

z ) est un
cône de dimension 2 dans H, centré en z et Y ′z ∈M(Y). Maintenant,

(5.29.6) dz,ηρ(z)/2(E
′, Y ′z ) ≤ 2Cr′b1 pour r′ ≤ ηρ(z)/2.

Il nous reste le cas où ηρ(z)/2 ≤ r′ ≤ r/32. On a que θE(x, r) − θE(x) ≤ α4, donc
si on choisit α4 ≤ α1, on peut appliquer la proposition 5.26. On trouve que pour
chaque r′ ≤ r/2, il existe un cône minimal T ′(x, r′) de dimension 2, de type T, centré
en x et contenu dans H tel que

(5.29.7) dx,r′(E
′, T ′(x, r′)) ≤ C(r′)b1 .
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En particulier, pour 0 ≤ t ≤ r/16−2ρ(z), on a que B(z, ηρ(z)/2+t) ⊂ B(x, 2ρ(z)+t)
(5.29.8)

dz,ηρ(z)/2+t(E
′, T ′(x, 2ρ(z) + t)) ≤ 2ρ(z) + t

ηρ(z)/2 + t
dx,2ρ(z)+t(E

′, T ′(x, 2ρ(z) + t))

≤ 4

η
C(2ρ(z) + t)b1

=
4

η
C(

2ρ(z) + t

ηρ(z)/2 + t
)b1(ηρ(z)/2 + t)b1

≤ 104C104b1(ηρ(z)/2 + t)b1

≤ C1(ηρ(z)/2 + t)b1 .

De (5.29.7) et (5.29.8), on a pour r′ ≤ r/32, il existe un cône de dimension 2
Y ′(z, r′) ⊂ H, qui est soit de type M(Y), soit de type T, tel que

(5.29.9) dz,r′(E
′, Y ′(z, r′)) ≤ Cr′b1

où C et b1 sont des constantes positives géométriques.

Deuxième cas, z est de type P.

On pose toujours ρ(z) = |z − x| > 0 ; donc dist(z,Ox) = ρ(z). On note ensuite
EY l’ensemble points de type Y dans E ∩B(x, r), et d = min(dist(z, EY ), ρ(z)).

Si d > η|x− z|. Soit T2 l’union des 2-faces de T (x, 2ρ(z)). On veut montrer que
d(z, T2) >

d
10
. Sinon, il existe une 2-face F de T (x, 2ρ(z)) et un point y ∈ F tels que

d(z, y) = d(z, F ) < d/10. C’est clair que |y − x| > |x − z| − d/10 > |x − z|/2, et
aussi d(y,Ox) > d(z,Ox)− d/10 > |x− z|/2− |x− z|/10 > |x− z|/3. Donc dans la
boule B(y, d

10
), T (x, 2ρ(z)) coïncide avec un cône minimal Yy de type Y, dont l’axe

passe par O et y. De plus,

(5.29.10)

dy,d/10(E, Yy) ≤
2|x− z|
d/10

dx,2ρ(z)(E, T (x, 2ρ(z)))

≤ 20

η
δ ≤ 105δ.

Donc si on choisit δ très petite, ce qui est possible à partir du choix de α4, on peut
appliquer la proposition 4.10 : il existe un point y′ de type Y, dans la boule B(y, d

100
).

On en déduit que d(z, y′) ≤ d(z, y) + d(y, y′) ≤ d
5
, mais y′ est bien un point dans

EY , donc on a une contradiction. Alors on a prouvé que d(z, T2) >
d
10
.

Maintenant d(z,Ox) = ρ(z) > d
2
et d(z, T2) >

d
10
, donc par un simple argument

géométrique, dans la boule B(z, d
100

), T (x, 2ρ(z)) coïncide avec un plan Pz de di-
mension 3 qui passe par O et x. En fait, Pz est l’une des 3-faces de T (x, 2ρ(z)).
Calculons maintenant la distance entre E et Pz dans la boule B(z, d

100
) :

(5.29.11) dz, d
100

(E,Pz) ≤
2ρ(z)

d/100
dx,2ρ(z)(E, T (x, 2ρ(z))) ≤ 200

η
δ,
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les mêmes arguments s’appliquent, on obtient que pour chaque δ1 > 0, on peut
choisir δ > 0, tel que

(5.29.12) θE(z, d/100)− θE(z) ≤ δ1.

Donc si on choisit α4 de manière que δ1 ≤ α1 dans le théorème 5.20, on peut
appliquer le théorème 5.27, il existe P 1

z un plan de dimension 2, passant par z et
contenu dans Hz qui est l’hyperplan de dimension 3 passant par z et orthogonal à
Oz, tel que pour tout r′ ≤ d/200,

(5.29.13) dz,r′(Ez, P
1
z ) ≤ C(r′)b1 ,

avec Ez = E ∩ Hz. Soit toujours L : Hz → H l’application qui envoie y ∈ Hz vers
le point L(y) qui est l’intersection de Oy avec H ; alors L est Cr-Lipschitzienne.
Ensuite E ′ = L(Ez), puis P ′z = L(P 1

z ) est un plan de dimension 2 dans H passant
par z et tel que

(5.29.14) dz,r′(E
′, P ′z) ≤ 2C(r′)b1 pour 0 ≤ r′ ≤ d/400.

Il nous reste donc les r′ tels que d/400 ≤ r′ ≤ r/32. Puisque θE(x, r)− θE(x) ≤ α4,
si on choisit α4 ≤ α1, on peut appliquer la proposition 5.26 et on obtient, pour tout
r′ ≤ r/2, il existe un cône minimal de dimension 2, de type T, centré en x, qu’on
note T ′(x, r′), tel que

dx,r′(E
′, T ′(x, r′)) ≤ C(r′)b1 .

Soit 0 ≤ t ≤ r/16− 2ρ(z), alors B(z, d/400 + t) ⊂ B(x, 2ρ(z) + t). Ensuite,

(5.29.15)

dz,d/400+t(E
′, T ′(x, 2ρ(z) + t))

≤ 2ρ(z) + t

d/400 + t
dx,2ρ(z)+t(E

′, T ′(x, 2ρ(z) + t))

≤ 800

η
C(2ρ(z) + t)b1

≤ 107C(
2ρ(z) + t

d/400 + t
)b1(d/400 + t)b1

≤ 107b1C(d/400 + t)b1 = C1(d/400 + t)b1 ,

car d > ηρ(z).

On conclut que si d > ηρ(z) et si 0 ≤ r′ ≤ r/32, il existe un cône de dimension
2 Y ′z dans H qui est soit un plan, soit de type T, tel que

(5.29.16) dz,r′(E
′, Y ′z ) ≤ C(r′)b1

avec C, b1 des constantes géométriques.

Il nous reste à traiter donc le cas où d ≤ ηρ(z). Il existe alors un point y de type Y
dans E∩B(x, r) tel que d(z, y) < 2d. Donc, y ∈ B(x, 2ρ(z)) et d(y,Ox) > d(z,Ox)−
d(y, z) = d(z,Ox) − 2d > |x − z|/2 = ρ(z)/2, donc dans la boule B(y, ρ(z)/10),
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T (x, 2ρ(z)) coïncide avec un cône minimal Yy de type Y dont l’axe passe par O.
Ensuite, B(y, ρ(z)/10) ⊂ B(x, 2ρ(z)), et

(5.29.17) dy,ρ(z)/10(E, Yz) ≤
2|x− z|
|x− z|/10

dx,2ρ(z)(E, T (x, 2ρ(z)) ≤ 20δ,

où δ est comme (5.29.1).

Donc par les mêmes arguments que dans le cas d’un point de type Y, on obtient
que pour chaque δ1 > 0, on peut choisir δ > 0, tel que si (5.29.17) soit valable pour
δ, alors

(5.29.18) θE(y, ρ(z)/20)− dY ≤ δ1.

C’est clair maintenant que z ∈ B(y, (ρ(z)/20)/32). Donc si on choisit dans (5.29.18)
δ1 < α3 dans le théorème 5.28, les mêmes arguments sont valables pour notre point
y qui est de type Y et pour notre rayon r = (ρ(z)/20)/32. On a donc la même
conclusion que (5.29.24), c’est à dire que pour 0 < r′ ≤ ρ(z)/20.32, il existe un cône
Y 1(y, r′) ⊂ Hy qui est soit un plan, soit un cône de type M(Y) tel que

(5.29.19) dz,r′(Ez, Y
1(y, r′)) ≤ C(r′)b1

avec C, b1 des constantes géométriques, Hy l’hyperplan orthogonal à Oy et passant
par y, et Ey = E ∩ Hy. L’application L qui envoie en point w ∈ Hy vers un point
L(w) ∈ H, qui est l’intersection de Oy et H est Cr-biLipschitzienne, L(Ez) = E ′,
L(z) = z. Ensuite, Y ′(y, r′) = L(Y 1(y, r′)) est aussi un plan de dimension 2 ou un
cône de typeM(Y). Puisque L est Cr-Bilipschitzienne, on a que pour r′ ≤ ρ(z)/40.32

(5.29.20) dz,r′(E
′, Y ′(y, r′)) ≤ C1r

′b1 ,

avec C1 = 2C. Donc on a contrôlé la distance de E ′ avec un cône dans M(Y) pour
r′ ≤ ρ(z)/40.32 = ρ(z)/1280.

Pour le cas où r′ > ρ(z)/1280, puisque θE(x, r) − θE(x) ≤ α4, si on choisit
α4 ≤ α1, on peut appliquer la proposition 5.26 et on obtient, pour tout r′ ≤ r/2, un
cône minimal de dimension 2, de type T, centré en x, qu’on note T ′(x, r′), tel que

dx,r′(E
′, T ′(x, r′)) ≤ Cr′b1 .

Soit 0 ≤ t ≤ r/16− 2ρ(z), alors B(z, ρ(z)/1280 + t) ⊂ B(x, 2ρ(z) + t). Ensuite,
(5.29.21)

dz,ρ(z)/1280+t(E
′, T ′(x, 2ρ(z) + t)) ≤ 2ρ(z) + t

ρ(z)/1280 + t
dx,2ρ(z)+t(E

′, T ′(x, 2ρ(z) + t))

≤ 104C(2ρ(z) + t)b1

= 104C(
2ρ(z) + t

ρ(z)/1280 + t
)b1(ρ(z)/1280 + t)b1

≤ 107b1C(ρ(z)/1280 + t)b1

= C1(ρ(z)/1280 + t)b1 .
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Alors dans ce cas aussi, on obtient des constantes C et b1 géométriques, telles que
si r′ ≤ r/32, il existe un cône Y ′(z, r′) ∈M(Y) qui est contenu dans H, tel que

(5.29.22) dz,r′(E
′, Y ′(z, r′)) ≤ C(r′)b1 .

Maintenant (5.29.16) et (5.29.22), et le fait que dx,r/2T ′(x, r/2) ≤ α1 nous permet
d’utiliser le théorème 3.3 pour conclure que E ′ est C1 équivalent à un cône minimal
de dimension 2, de type T, dans H et centré en x. On termine ainsi la démonstration
du théorème. �

Les techniques utilisées dans les théorèmes 5.27, 5.28 et 5.29 sont très semblables
à celles dans [D2]. Ici, on ne sait pas si notre ensemble E ′ est presque minimal ou
pas. De plus, au lieu de mesurer la distance entre E ′ et les cônes minimaux comme
dans [D2], on mesure plutôt la distance entre E ′ et les cônes qui sont l’image d’un
cône minimal par une application affine bijective. Ensuite, on utilise le théorème 3.3
pour obtenir l’équivalence C1.

Notre approche n’est pas suffit pour démontrer la lissité autour d’un point de
type P. On va utiliser le théorème d’Allard pour la proposition suivante.

Proposition 5.30. Si pour tout y ∈ E ∩∂B(O, 1), la densité θE(y) = dP , alors
E est un hyperplan de dimension 3 passant par l’origine.

Démonstration. Posons ∂E = E ∩ ∂B(O, 1). D’après [Ald], si la densité θE(y) =
dP , alors y est de type P et il existe r > 0 tel que ∂E ∩B(y, r) est une surface lisse
de dimension 2. On en déduit que l’ensemble E ∩ ∂B(O, 1) est une surface lisse de
dimension 2 dans S3. Donc E est un cône minimal s’appuyant sur une surface lisse,
et on en déduit, d’après [Al], que E est un plan de dimension 3. �

Corollaire 5.31. Si la densité au centre de E satisfait θE(O) < dY , alors E
est un plan de dimension 3.

Démonstration. On sait que pour chaque x ∈ E ∩ ∂B(O, 1), θE(x) ne prend que
l’une des trois valeurs dP , dY ou dT . De plus, θE(x) ≤ θE(O) puisque E est un cône
minimal centré en O, donc pour tout x ∈ E ∩ ∂B(O, 1), θE(x) < dY . On en déduit
que θE(x) = dP pour tout x ∈ E ∩ ∂B(O, 1), d’après la proposition 5.30, E est un
plan de dimension 3. �

Proposition 5.32. Si θE(O) = dY , alors E est un cône minimal de type Y
centré en O.

Démonstration.On sait que pour un cône minimal, la densité au centre est la plus
grande parmi celle de tous les points de ce cône. Donc pour tout z ∈ E ∩ ∂B(O, 1),
θE(z) ≤ θE(O) = dY . Mais θE(z) ne peut prendre que trois valeurs dP , dY ou dT .
On en déduit que θE(z) = dP ou dY . Maintenant si pour tout z ∈ E ∩ ∂B(O, 1),
θE(z) = dP , alors d’après le théorème 5.30, E sera un plan (absurde). Donc il existe
z0 ∈ E∩∂B(O, 1) tel que θE(z0) = dY . Ensuite on a θE(O, r+1) (r+1)3

r3
≥ θE(z0, r) ≥
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θE(z0) pour tout r > 0 d’après le lemme 2.12. Donc θE(O) (r+1)3

r3
≥ θE(z0, r) ≥ θE(z0).

En faisant tendre r vers l’infini, on a dY ≥ θE(z0, r) ≥ θE(z0) = dY pour tout r > 0.
On en déduit que θE(z0, r) = dY pour tout r > 0. D’après la proposition 2.8, E est
un cône centré en z0. Donc E est un cône centré en deux point O et z0, on en déduit
que E = Oz0 ×E ′, où E ′ est un cône minimal de dimension 2 dans l’hyperplan Hz0

et centré en z0. Mais θE(z0) = dY , donc on a forcément θE′(z0) = d′Y et puis E ′ est
de type Y. On a ensuite E est aussi de type Y. �

Corollaire 5.33. Il n’existe pas un cône minimal F de dimension 3 dans R4,
centré à l’origine O tel que dP < θF (O) < dY .

Démonstration. On montre par l’absurde. Supposons qu’il existe un cône mini-
mal F comme dans le corollaire. Soit ∂F = F ∩∂B(O, 1). Alors par les mêmes argu-
ments que dans la proposition 5.32, pour chaque y ∈ ∂F , on a θF (y) ≤ θF (O) < dY .
Puisque θF (y) ne peut prendre que l’une des trois valeurs dP , dY ou dT , on en déduit
que θF (y) = dP . Cela est vraie pour chaque point y ∈ ∂F . Donc d’après la propo-
sition 5.30, F est un plan de dimension 3 passant par l’origine. Mais dans ce cas,
θF (O) = dP , ce qui est absurde. On a donc la proposition. �
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Chapitre 6

Extension aux ensembles minimaux
de dimension 3 dans R4

Dans ce chapitre, on va introduire quelques résultats concernants les ensembles
minimaux généraux de dimension 3 dans R4. Comme on a vu dans le chapitre pré-
cédent, on a le théorème d’équivalence C1 pour les cônes minimaux de dimension 3
dans R4, localement en chaque point différent du centre du cône. On en déduit des
résultats suivants sur les cônes minimaux.

(i) Si F est un cône minimal de dimension 3 dans R4, dont les points différents
de l’origine sont tous de type P, alors F est un plan de dimension 3.

(ii) Si F est un cône minimal de dimension 3 dans R4, dont la densité au centre
est dY , alors F est un cône minimal de type Y.

(iii) De plus, il n’existe pas un cône minimal de dimension 3 dans R4 dont la
densité au centre est comprise strictement entre dP et dY .

Donc pour obtenir des propriétés sur un ensemble minimal de dimension 3 dans
R4 quelconques, on doit se limiter à poser autres hypothèses sur notre ensembles,
puisque nous ne savons pas beaucoup sur les cônes minimaux. On fixe dans ce cha-
pitre E un ensemble minimal de dimension 3 dans R4.

On va revenir à la normalisation de la mesure de Hausdorff comme dans l’intro-
duction. C’est à dire la mesure Hd est définie de sorte que Hd(Bd(O, 1)) = 1, où
Bd(O, 1) est la boule unité de dimension d.

Lemme 6.1. Il n’existe pas un point z ∈ E tel que dP < θE(z) < dY . De plus, si
x ∈ E et θE(x) = dP , alors toute limite d’explosion de E en x est un cône minimal
de dimension 3 de type P. Si θE(x) = dY , alors toute limite d’explosion de E en x
est un cône minimal de dimension 3 de type Y.

Démonstration. On suppose qu’il y a z ∈ E tel que dP < θE(z) < dY . Soit
F une limite d’explosion de E en z. Alors par le lemme 2.10, F est un cône mi-
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nimal de dimension 3, centré en O et de plus, θF (O) = θE(z). On en déduit que
dP < θF (O) < dY ce qui n’est pas possible d’après la proposition 5.33. On a montré
donc la première partie du lemme.

Ensuite, soit x ∈ E tel que θE(x) = dP . D’après le lemme 2.10, toute limite
d’explosion F de E en x est un cône minimal centré en O et satisfait à θF (O) = dP .
Par le corollaire 5.31, F est un plan de dimension 3.

Finalement, supposons que θE(x) = dY . Par le lemme 2.10, toute limite d’explo-
sion F de E en x est un cône minimal centré en O et satisfait à θF (O) = dY . Par la
proposition 5.32, F est un cône de type Y. �

Le lemme 6.1 nous permet de définir les points de type P et de type Y pour un
ensemble minimal E de dimension 3 dans R4.

Définition 6.2. Soit x ∈ E. On dit que x est un point de type P si θE(x) = dP .
On dit que x est un point de type Y si θE(x) = dY .

On va montrer maintenant l’équivalence Bi-Höldérienne près d’un point de type
P.

Proposition 6.3. Soit E un ensemble minimal de dimension 3 dans R4, x un
point de type P dans E. Alors pour chaque ε > 0, il existe un rayon r > 0 tel que
dans la boule B(x, r), E est Bi-Höldériennement équivalent à un plan de dimension
3, avec une constante Bi-Höldérienne ≤ 1 + ε.

Démonstration. Puisque la densité de E en x est 1 pour chaque ε > 0, il existe
un rayon r > 0 tel que pour 0 < t ≤ r, 1 ≤ θE(x, t) ≤ 1 + ε. Par la proposition 2.9,
pour chaque ε1 > 0, on peut choisir ε > 0 tel qu’il existe un cône minimal C, centré
en x et , tel que

dx,(1−ε1)r(E,C) ≤ ε1

et

(6.3.1) |H3(E ∩B(x, (1− ε1)r)−H3(C ∩B(x, (1− ε1)r))| ≤ ε1r
3.

Alors

H3(C ∩B(x, (1− ε1)r)) ≤ ε1.r
3 +H3(E ∩B(x, (1− ε1).r)

= ε1r
3 + [(1− ε1)r]3(θE(x, (1− ε1)r)− 1) + (1− ε1)3r3

≤ [(1− ε1)r]3(1 + ε+ 2ε1),

donc θC(x, (1− ε1)r) ≤ 1 + ε2, où ε2 = ε + 2ε1. Mais C est un cône minimal centré
en x, donc θC(x, (1− ε1)r) = θC(x). On en déduit que θC(x) ≤ 1 + ε2 < dY , qui est
la densité d’un cône minimal de dimension 3 de type Y. Donc C est forcément un
plan de dimension 3 passant par x. On pose ensuite (1− ε1)r = r1 > 0. On considère
maintenant un point z ∈ E ∩B(x, r1/2). Alors B(z, r1/2) ⊂ B(x, r1), et on obtient

(6.3.2) dz,r1/2(E,C) ≤ 2dx,r1(E,C) ≤ 2ε1
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en appliquant le lemme 2.13 pour deux ensembles minimaux E,C, pour chaque
ε3 > 0, on peut choisir ε1 > 0, tel que

H3(E ∩B(z, r1/2)) ≤ H3(C ∩B(z, (1 + ε3)r1/2)) + ε3(r1/2)3

≤ (r1/2)3((1 + ε3)
3 + ε3)

≤ (r1/2)3(1 + 6ε3).

On en déduit que θE(z, r1/2) ≤ 1 + 6ε3. Mais E est un ensemble minimal, donc la
fonction θE(z, t) en variable t est croissante. Donc pour chaque t ≤ r1/2, on a aussi
θE(z, t) ≤ 1 + 6ε3. On raisonne ensuite comme ci-dessus, pour chaque ε4 > 0, on
peut choisir ε3 > 0, puis ε > 0, tel que pour chaque t ≤ r1/2, il existe un plan Pt de
dimension 3 passant par z tel que

(6.3.3) dz,t(E,Pt) ≤ ε4.

On applique le théorème 3.2 et conclut que, pour chaque ε5 > 0, on peut choisir
ε4 > 0 tel que dans la boule B(x, r1/2), E est Bi-Höldériennement équivalent à un
plan de dimension 3, avec une constante Bi-Höldérienne ≤ 1+ ε5. Donc pour chaque
τ > 0, on choisit ε de manière que ε5 ≤ τ et on obtient le lemme. �

Par la démonstration de la proposition 6.3, on obtient la remarque suivante.

Remarque 6.3. Pour chaque τ > 0, il existe ε > 0 tel que si x ∈ E, P est un
plan de dimension 3 et r est un rayon qui satisfont à

dx,r(E,P ) ≤ ε.

Alors, E est Bi-Höldériennement équivalent à P dans la boule B(x, r/2), avec une
constante Bi-Höldérienne ≤ 1 + τ .

L’équivalence Bi-Höldérienne autour d’un point de type Y d’un en-
semble minimal de dimension 3.

Un cône minimal Y de dimension 3 de type Y se représente comme Y = F1 ∪
F2∪F3, où F1, F2, F3 sont trois demi-plans de dimension 3 qui ont un bord commun
(l’axe de Y ) et qui forment un angle 120̊ l’un avec l’autre. On appelle F1, F2, F3 les
faces de Y .

On va montrer dans cette partie que si x est un point de type Y d’un ensemble
minimal de dimension 3 E dans R4, alors pour chaque δ > 0, il existe r = rx > 0 tel
que dans B(x, r), E est Bi-hölderiennement équivalent à un cône minimal de type
Y de dimension 3 dans R4, centré en x et avec une constante Bi-hölderienne plus
petite que 1 + δ.

Pour chaque z ∈ E ∩ B(x, r) et pour chaque t ≤ r, on estime la distance de
Hausdorff dans la boule B(z, t) entre E et un cône minimal de type Y ou P. Si
cette distance est assez petite pour chaque z, on peut conclure à l’équivalence Bi-
Höldérienne dans B(x, r/2).
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On commence par un lemme sur l’existence d’un point de type Y quand E est
très proche d’un cône de type Y.

Lemme 6.4. Pour chaque η > 0, il existe ε > 0 avec les propriétés suivantes.
On suppose que E est minimal dans B(O, 2) et qu’il existe un cône minimal Y de
dimension 3 et de type Y dont l’axe passe par O, tel que dO,1(E, Y ) ≤ ε. Alors dans
la boule B(O, η), il existe un point de E qui n’est pas de type P.

Puisque E est très proche d’un cône de type Y dans B(O, 1), on sait que dans
B(O, η), la densité d’un point z ∈ E est plus petite que dY + δ, où δ est aussi petit
petit qu’on peut veut, qu’on peut obtenir à partir du choix de ε et η. Donc si z n’est
pas de type P, la densité à ce point est forcément comprise entre dY et δ+ dY , mais
on ne sait pas encore s’il existe ou pas un cône minimal dont la densité au centre
est strictement comprise entre dY et dY + δ, donc on doit se contenter d’avoir une
conclusion avec un point de type non P.

Démonstration. Supposons que le lemme est faux. Alors pour tout z ∈ E ∩
B(O, η), z est de type P. Par l’hypothèse, l’axe L de Y passe par O. Soient F1, F2, F3

les trois faces de Y . Soient wi ∈ Fi ∩ ∂B(O, η/4), 1 ≤ i ≤ 3, tels que la distance
dist(wi, L) est maximale. Cela veut dire que dist(wi, L) = d(wi, O) = η/4 pour
1 ≤ i ≤ 3. Puisque dO,1(E, Y ) ≤ ε, alors pour chaque 1 ≤ i ≤ 3, il existe zi ∈ E
tel que d(zi, wi) ≤ ε. Alors d(zi, O) ≤ d(wi, O) + ε = η/4 + ε < 3η/8. Ensuite,
dist(zi, L) ≥ dist(wi, L) − ε ≥ η/4 − ε > 3η/16. Cela veut dire que pour chaque
i ≤ 3, B(zi, η/8) ne rencontre pas L. Par conséquent, dans la boule B(zi, η/8), Y
coïncide avec Fi. On a maintenant

(6.4.1)

dzi,η/8(E,Fi) = dzi,η/8(E, Y )

≤ 8

η
dO,1(E, Y )

≤ 8ε

η
.

Donc pour chaque τ > 0, d’après la remarque 6.3, on peut choisir ε > 0 très petit
tel que dans la boule B(zi, η/16), E est Bi-Höldériennement équivalent à Fi, avec
une constante Bi-Höldérienne ≤ 1 + τ .

Maintenant, pour chaque z ∈ E ∩B(O, η), z est de type P. Donc d’après la pro-
position 6.3, il existe rz > 0 tel que dans la boule B(z, rz), E est Bi-Höldériennement
équivalent à un plan de dimension 3, avec une constante Bi-Höldérienne ≤ 1 + τ ,
avec τ comme ci-dessus.

On voit que E ∩ B(O, η) satisfait à toutes les hypothèses semblables aux celles
du sous-lemme 4.9.1. Donc si ε est suffisamment petit, ce qui entraîne que τ est aussi
suffisamment petit, on peut conclure qu’il n’existe aucun ensemble E1 = E∩B(O, η)
satisfaisant aux telles hypothèses. On en déduit ainsi notre lemme 6.4. �

Passsons maintenant à la démonstration de l’équivalence Bi-Höldérienne avec un
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cône de type Y près d’un point de type Y d’un ensemble minimal de dimension 3
dans R4. Avant de commencer, on a un lemme qui dit que pour chaque δ1 > 0, on
peut choisir δ > 0 tel que si la denstité au centre d’un cône minimal de dimension 3
dans R4 est comprise entre dY et dY + δ, alors le cône lui-même est aussi δ1-proche
d’un cône minimal de type Y avec le même centre.

Lemme 6.5. Pour chaque δ1 > 0, on peut trouver δ > 0 tel que les choses qui
suivent sont vraies.

Soit C un cône minimal de dimension 3 dans R4, centré à l’origine O. On sup-
pose que la densité en O de C est comprise entre dY et dY +δ. Alors il existe un cône
minimal YC de dimension 3, de type Y dans R4, centré en O tel que dO,1(C, YC) ≤ δ1.

Démonstration. On raisonne par l’absurde. Donc on suppose qu’il existe δ1 > 0
et les cônes minimaux C1, C2, ..., Cn, ... centrés en O satisfaisant à dY ≤ θCi(O) ≤
dY + 1/2i, et tels que pour chaque i entier, et pour chaque cône minimal Y de type
Y, centré en O, on a dO,1(Y,Ci) > δ1.

Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que les cônes {Ci} convergent
vers un ensemble C dans R4. Puisque chaque Ci est un cône minimal centré en O,
C est aussi un cône minimal centré en O. Par le lemme 2.5, on a

lim inf
i→+∞

H3(Ci ∩B(O, 1)) ≥ H3(C ∩B(O, 1))

on en déduit que θC(O) ≤ lim infi→∞(dY + 1/2i) = dY .

Ensuite, par le lemme 2.6, on a

lim sup
i→+∞

H3(Ci ∩B(O, 1)) ≤ H3(C ∩B(O, 1)

on en déduit que θC(O) ≥ lim supi→+∞(dY + 1/2i) = dY .

Donc on peut conclure que θC(O) = dY . Alors par la proposition 5.32, C est
un cône minimal de type Y centré en O. Maintenant puisque {Ci} converge vers C,
il existe i tel que dO,1(Ci, C) ≤ δ1/2, une contradiction. On a donc terminé notre
démonstration. �

On peut remplacer dans le lemme 6.5 le fait que C soit un cône minimal par
une condition plus légère, c’est que C est un ensemble minimal de dimension 3 quel-
conque dont la densité dans un point x ∈ C est comprise entre dY et dY + δ. On a
le lemme.

Lemme 6.6. Pour chaque δ > 0 on peut trouver ε > 0 tel que les choses qui
suivent sont exactes. On suppose que l’origine O est dans E et que

dY ≤ θE(O) ≤ dY + ε

θE(O, 1)− θE(O) ≤ ε.



96
CHAPITRE 6. EXTENSION AUX ENSEMBLES MINIMAUX DE

DIMENSION 3 DANS R4

Alors il existe un cône minimal YE de dimension 3 de type Y, dont l’axe passe par
O, et tel que

dO,1/4(E, YE) ≤ δ.

En fait, 1/4 n’est qu’une constante formelle. On peut la remplacer par n’importe
quelle constante plus petite que 1.

Démonstration. D’après la proposition 2.19, pour chaque ε1 > 0, on peut choisir
ε > 0 tel qu’il existe un cône minimal C de dimension 3 centré à l’origine, tel que

(6.6.1) dY ≤ θC(O) ≤ dY + ε1 et

(6.6.2) dO,1/2(E,C) ≤ ε1.

Mais d’après le lemme 6.5, pour chaque δ1 > 0, on peut choisir ε1 > 0 tel que si
(6.6.1) est satisfaite, il existe un cône minimal de dimension 3 de type Y, que nous
notons YC , tel que

(6.6.3) dO,1/2(C, YC) ≤ δ1.

Donc (6.6.2) et (6.6.3) nous donnent

(6.6.4) dO,1/4(E, YC) ≤ 2(ε1 + δ1).

Maintenant, on n’a qu’à chosir ε de manière que δ1 + ε1 ≤ δ/2, et on pose YE = YC ;
alors (6.6.4) nous donne ce qu’il faut démontrer. �

Passons maintenant au théorème central dans ce chapitre.

Théorème 6.7. Soient E un cône minimal de dimension 3 dans R4 et conte-
nant l’origine O. On suppose que O est de type Y. Alors pour chaque δ > 0, il existe
un rayon r > 0 tel que dans la boule B(O, r), E est Bi-Hölderiennement équivalent
à un cône minimal Y de type Y, centré en O et avec une constante Bi-Höldérienne
≤ 1 + δ.

Démonstration. La démonstration est la même que celle du théorème 4.11, juste
remplacer la dimension 2 par la dimension 3. Pour chaque ε > 0, il existe un rayon
r > 0 et un cône minimal Y de dimension 3 de type Y centré en O tel que

(6.7.1) dO,r(E, Y ) ≤ ε,

(on prend Y comme n’importe quelle limite d’explosion de E en O). On considère
deux types de points de E dans B(O, r/2), des points de type P et des points qui
ne sont pas de type P. On appelle par EY l’ensemble des points qui ne sont pas de
type P. On va voir que pour chaque y ∈ EY , la densité θE(y, t), avec 0 ≤ t ≤ r/2,
est très proche de dY .

Donc soit y ∈ EY , puisque y n’est pas de type P,

(6.7.2) θE(y) ≥ dY .
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Ensuite, par (6.7.1), dO,r(E, Y ) ≤ ε, alors

(6.7.3) dy,r/2(E, Y ) ≤ 2dO,r(E, Y ) ≤ 2ε,

donc par la le lemme 2.13, pour chaque δ > 0, on peut choisir ε > 0 tel que

(6.7.4) H3(E ∩B(y, r/3)) ≤ H3(Y ∩B(y, (1 + δ)r/3)) + δr3

mais puisque H3(Y ∩B(z, t)) ≤ dY t
3 pour tout centre z et rayon t, avec l’égalité si

et seulement si z appartient à l’axe de Y , donc on déduit de (6.7.4) que

(6.7.5) θE(y, r/3) ≤ dY + δ1,

où δ1 = 3(δ+ δ2 + δ3). Ensuite, la fonction θE(y, t) en variable t est croissante, alors
pour 0 ≤ t ≤ r/3,

(6.7.6) θE(y, t) ≤ dY + δ1,

donc avec (6.7.2), on a

(6.7.7) dY ≤ θE(y) ≤ dY + δ1

maintenant (6.7.6) et (6.7.7) sont bien les hypothèses du lemme 6.6 pour l’ensemble
minimal E, quitte à remplacer y par O et une homothétie de rapport t. Donc on
peut conclure que

pour chaque δ2 > 0, on peut choisir δ1 > 0, tel que pour chaque t ≤ r/6, il existe
un cône minimal Y (y, t) de type Y, de dimension 3, centré en y tel que

(6.7.8) dy,t(E, Y (y, t)) ≤ δ2,

observons que (6.7.8) est valable pour tout y ∈ EY ∩B(O, r/2) et 0 ≤ t ≤ r/6.

On veut montrer ensuite que EY ∩ B(O, r) est un ensemble fermé. Donc soit
z ∈ B(O, r) est un point d’accumulation de EY , il nous suffit de montrer que z n’est
pas de type P. Sinons, z est de type P, alors pour ε1 > 0 assez petite, il existe t > 0
tel que H3(E ∩B(z, t)) ≤ t3 + ε1t

3. Donc si z′ ∈ B(z, t/100), H3(E ∩B(z′, 99
100
t)) ≤

H3(E∩B(z, t)) ≤ t3 + ε1t
3, ou bien H3(E∩B(z′, 99

100
t) < dY ( 99

100
t)3. Puisque θE(z′, t)

est une fonction croissante, on a θE(z′) < dY . On en déduit que θE(z′) = 1 pour
tout z′ ∈ E ∩B(z, t/100) ce qui contredit le fait que z est un point d’accumulation
de EY . On a bien que EY ∩B(O, r) est fermé.

Considérons maintenant un point z ∈ E ∩ B(O, r/12) qui est de type P. On
pose d(z) = dist(z, EY ) > 0 et on prend y ∈ EY tel que d(y, z) = d. Puisque
z ∈ E ∩ B(O, r/12) et O ∈ EY , on a bien y ∈ B(O, r/2) et d(z) ≤ r/12. Alors par
(6.7.8) appliqué pour cet y, il existe un cône minimal Y (y, 2d(z)) de dimension 3,
de type Y et avec l’axe passant par y tel que,

(6.7.9) dy,2d(z)(E, Y (y, 2d(z))) ≤ δ2.
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Posons L l’axe de Y (y, 2d(z)), alors L est un plan de dimension 2 passant par y. On
veut montrer que

(6.7.10) dist(z, L) ≥ d(z)/2,

on va montrer cela par l’absurde. Si dist(z, L) < d(z)/2, alors il existe y′ ∈ L tel que
d(z, y′) = dist(z, L) < d(z)/2. Donc d(y′, y) ≤ d(y′, z) + d(z, y) ≤ 3d(z)/2, donc on
a bien B(y′, d(z)/2) est contenue dans la boule B(y, 2d(z)). Maintenant

(6.7.11) dy′,d(z)/2(E, Y (y, 2d(z))) ≤ 4dy,2d(z)(E, Y (y, 2d(z))) ≤ 4δ2

alors, si on prend δ2 plus petite que la constante ε/4 dans le lemme 6.4, on peut
l’appliquer et on obtenir,

dans la boule B(y′, d(z)/1000), il existe un point y1 ∈ E, qui n’est pas de type
P.

Mais y1 ∈ EY , ensuite d(z, y1) ≤ d(z, y′) +d(y′, y1) ≤ d(z)/2 +d(z)/1000 < d(z).
On trouve alors un point dans EY dont la distance à z est < d(z), ce qui contredit
la définition de d(z), donc on a bien(6.7.10).

Puisque dy,2d(z)(E, Y (y, 2d(z))) ≤ δ1 et B(z, d(z)/2) ⊂ B(y, 2d(z)), alors

(6.7.12) dz,d(z)/2(E, Y (y, 2d(z))) ≤ 4dy,2d(y)(E, Y (y, 2d(z))) ≤ 4δ2.

Donc on applique le lemme 2.13, pour chaque δ3 > 0, on peut choisir δ2 > 0, tel que

θE(z, d(z)/3) = (d(z)/3)−3H3(E ∩B(z, d(z)/3))

≤ (d(z)/3)−3H3(Y (y, 2d(z)) ∩B(z, d(z)/3)) + δ3

≤ 1 + δ3,

le fait que (d(z)/3)−3H3(Y (y, 2d(z))∩B(z, d(z)/3)) ≤ 1(∗) vient du fait que la boule
B(z, d(z)/3) ne rencontre pas l’axe de Y (y, 2d(z)), par (6.7.10). Donc dans la boule
B(z, d(z)/3), Y (y, 2d(z)) coïncide avec un plan de dimenson 3 et donc on a bien (*).

On peut adapter la démonstration du lemme 6.3, pour chaque δ4 > 0, on peut
choisir δ3 > 0 tel que

pour chaque t ≤ d(z)/3, il existe un plan P (z, t) de dimension 3 passant par z
tel que

(6.7.13) dz,t(E,P (z, t)) ≤ δ4.

Si d(z)/3 ≤ t ≤ r/12, alors t + d(z) ≤ r/6 et donc on peut appliquer (6.7.8), il
existe un cône minimal Y (y, t + d(z)) de type Y dont l’axe passant par y tel que
dy,t+d(z)(E, Y (y, t + d(z))) ≤ δ2. Maintenant la boule B(z, t) ⊂ B(y, t + d(z)), donc
on a

(6.7.14) dz,t(E, Y (y, t+ d(z))) ≤ t+ d(z)

t
dy,t+d(z)(E, Y (t, t+ d(z))) ≤ 4δ2.
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Maintenant (6.7.13) et (6.7.14) nous donnent : pour chaque z ∈ E ∩ B(O, r/12),
pour chaque t ≤ r/12, il existe un cône minimal Z(z, t) de dimension 3, de type Y
ou de type P, tel que

(6.7.15) dz,t(E,Z(z, t)) ≤ δ5

avec δ5 = max{4δ1, δ4}. De plus, d’après (6.7.1), dO,r/12(E, Y ) ≤ 12ε et Y est un cône
de type Y. Cela avec (6.7.15) nous permettent de conclure que pour chaque δ > 0,
on peut choisir ε > 0 tel que dans la boule B(O, r/24), E est Bi-Höldériennement
équivalent à un Y de dimension 3 centré en O, avec une constante Bi-Höldérienne
≤ 1 + δ. C’est ainsi qu’on termine notre démonstration. �

En suivant la démonstration du théorème 6.7, on a un corollaire.

Corollaire 6.8. Pour chaque δ > 0, il existe ε > 0 tel que si E est un ensemble
minimal de dimension 3 dans R4, x ∈ E et r un rayon qui satisfont à

dY ≤ θE(x) ≤ dY + ε

et
θE(x, r)− θE(x) < ε,

alors dans la boule B(x, r/2), E est Bi-Höldériennement équivalent à un cône mi-
nimal de dimension 3 de type Y, centré en x et avec une constante Bi-Höldérienne
plus petite que 1 + δ.

Démonstration. En fait, pour chaque ε1 > 0, on peut choisir ε > 0 dans l’hypo-
thèse tel que pour chaque z ∈ E ∩ B(x, r/2) et chaque rayon s tel que B(z, s) ⊂
B(x, r/2), il existe un cône Y de type Y ou P tel que dz,s(E, Y ) ≤ ε1. De plus, par
le lemme 6.6, pour chaque ε2 > 0, on peut choisir ε > 0 tel qu’il existe cône minimal
YE de type Y, centré en x tel que

dx,r/2(E, YE) ≤ ε2.

On peut conclure que E est Bi-Hölderiennement équivalent à YE, avec une constante
Bi-Hölderienne ≤ 1+τ , où τ est aussi petit qu’on veut et qu’on peut obtenir à partir
du choix de ε. On chosit ε tel que τ ≤ δ et cela nous permet de conclure. �

Donc pour avoir l’équivalence Bi-Höldérienne, il suffit de calculer l’excès de den-
sité autour d’un point de type Y. Maintenant, si E est ε-proche d’un cône de type
Y dans la boule B(x, r), alors il existe un point z ∈ E ∩ B(x, r/100), de type non
P et la densité de E en z est comprise entre dY et dY + δ, avec δ aussi petit qu’on
veut qu’on peut obtenir à partir du choix de ε. On a le corollaire suivant.

Corollaire 6.9. Pour chaque δ > 0, il existe ε > 0 tel que si E est un ensemble
minimal de dimension 3 dans R4 et Y un cône minimal de type Y qui satisfont
à dx,r(E, Y ) ≤ ε, alors E est Bi-Höldériennement équivalent à Y dans la boule
B(x, r/2), avec une constante Bi-Höldérienne plus petite que 1 + δ
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Par construction de la fonction Bi-Hölderienne dans [DDT], on voit que si E est
Bi-Hölderiennement équivalent à un Y de type Y dans B(x, r) par une fonction f ,
alors f envoie l’axe de Y dans B(x, r/2) vers l’ensemble de type non-P de E dans
B(x, r). Inversement, f−1 envoie l’ensemble de type non-P de E dans B(x, r/2) vers
l’axe de Y . On a alors la remarque suivante.

Remarque 6.10. Soient E un ensemble minimal de dimension 3 dans R4 et
x ∈ E et r > 0 un rayon. On suppose que E est Bi-Hölderiennement équivalent à
un cône Y de dimension 3, de type Y dont l’axe passe par x, dans la boule B(x, r).
Notons EY l’ensemble de type non-P de E dans la boule B(x, r), LY l’axe de Y et
f l’application Bi-Hölderienne qui envoie Y vers E dans B(x, r/2), alors

(6.10.1) EY ∩B(x, r/8) ⊂ f(LY ∩B(x, r/4)) ⊂ EY ∩B(x, r/2).



Chapitre 7

Ensembles minimaux de
Mumford-Shah de dimension 3 dans
R4 et l’existence d’un point de type T

Dans ce chapitre on s’intéresse aux ensembles minimaux de type Mumford-Shah
de dimension 3 dans R4. On donne la définition pour commencer.

Définition 7.1. Soit E un ensemble fermé dans Rn. Un MS-compétiteur
(Mumford-Shah) pour E est un ensemble fermé F ⊂ Rn tel que l’on peut trouver
R > tel que

F \B(O,R) = E \B(O,R)

et de plus, F sépare y et z quand y, z ∈ Rn \ (B(O,R) ∪ E) sont séparés par E.

On rappelle que "‘F sépare y et z veut dire que y et z sont dans deux compo-
santes connexes différentes de Rn \F . Aussi, si les conditions ci-dessus sont valables
pour un rayon R, elles sont aussi valables pour tous les rayons R′ > R. On donne
maintenant la définition d’un ensemble MS-minimal dans Rn.

Définition 7.2. Un ensemble MS-minimal dans Rn est un ensemble fermé
E ⊂ Rn tel que

Hn−1(E \ F ) ≤ Hn−1(F \ E)

pour tout MS-compétiteur F de E.

Donc si E est un ensemble MS-minimal dans Rn, forcément la dimension de E
est n − 1. On montre dans [D1] que tout Al-compétiteur pour E est aussi un MS-
compétiteur pour E. Donc si E est un ensemble minimal de Mumford-Shah dans
Rn, E est aussi un ensemble Al-minimal de dimension n−1 dans Rn. Pour n = 3, on
a déjà la liste des ensembles MS-minimaux, comme dans [D1], où on a le théorème
suivant.

Théorème 7.3. Si E est un ensemble MS-minimal dans R3, alors il existe un
ensemble E∗ ⊂ E, tel que H2(E \ E∗) = 0 et E∗ est un ensemble vide, un plan de

101
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dimension 2 ou un cône minimal de dimension 2 de type Y ou T.

La partie la plus difficile de la démonstration repose sur le fait que si E est très
proche d’un cône minimal de type T dans B(O, 1), alors E ∩B(O, 1/1000) contient
un point de type T. Voici quelques résultats des ensembles MS-minimaux.

Lemme 7.4. Soient E1, E2, ..., En, ... une suite d’ensembles MS-minimaux ré-
duits dans Rn qui converge vers un ensemble fermé E ⊂ Rn, alors E est aussi un
ensemble MS-minimal.

Proposition 7.5. Soit E ⊂ Rn un ensemble MS-minimal, alors E×R ⊂ Rn+1

est un ensemble MS-minimal dans Rn+1.

Démonstration. Voir exercice 16, pp 537 de [D4].

On rappelle un peu la démonstration de G.David dans [D1] pour l’existence d’un
point de type T. Supposons maintenant que E est MS-minimal de dimension 2 dans
R3 et O ∈ E, et T un cône minimal de dimension 2, de type T, centré en O tel que
dO,1(E, T ) ≤ ε, avec ε une constante très petite qu’on va choisir après. Alors on veut
montrer dans B(O, 1), il existe un point de type T dans E.

Pour cela on procède par l’absurde. Supposons qu’il n’existe aucun point de type
T dans E ∩ B(O, 1), donc il n’y a que des points de type Y et de type P dans
E∩B(O, 1). On note EY l’ensemble des points de type Y dans E∩B(O, 1), alors lo-
calement, EY est une courbe simple, et ensuite EY ∩∂B(O, 1) est composé de 4 points
ai, 1 ≤ i ≤ 4. Posons pour chaque y ∈ EY , U(y) la liste de composantes connexes
de B(O, 1) \E, qui touche y. Alors U(y) est localement constante et U(ai) 6= U(aj)
quand i 6= j. Mais en suivant EY à partir d’un point ai quelconque, on voir que
puisque EY est localement une courbe simple, on obtient aussi une courbe simple
dans B(O, 1), qui coupe ∂B(O, 1) à un autre point aj, et donc on a U(ai) = U(aj),
ce qui est une contradiction.

Si on n’a pas la condition de MS-minimal, on ne peut pas obtenir la condition
de séparation et donc comme dans [D1], on peut trouver un ensemble qui est très
proche d’un T mais qui ne contient aucun point de type T. Donc la condition de
MS-minimal est nécessaire.

Donc on veut maintenant obtenir un résultat similaire pour un ensemble MS-
minimal de dimension 3 dans R4, qui est très proche d’un T dans la boule B(O, 1).
Puisqu’on ne sait pas encore s’il existe un cône minimal dont la densité est stricte-
ment comprise entre dY et dT , qui sont la densité d’un cône de type Y et d’un cône
de type T de dimension 3, respectivement, on est content d’obtenir l’existence d’un
point de type non Y et non P, dans la boule B(O, 1). Notre résultat principal dans
ce chapitre est le suivant.

Théorème 7.6. Soit E un ensemble MS-minimal de dimension 3 dans R4.
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On suppose qu’il existe un cône minimal T , de type T, de dimension 3 centré à
l’origine tel que dO,2(E, T ) ≤ ε, avec ε une constante très petite, qu’on va choisir
après. Alors, dans la boule B(O, 2), il existe un point de type non Y et non P dans E.

On veut montrer le théorème par l’absurde. Alors on suppose que

(7.6.1) Il n’y a que des points de type P et Y dans E ∩B(O, 2)

On rappelle qu’un cône minimal T de dimension 3 dans R4, de type T est de la forme
T = T ′ ×R, avec T ′ un cône minimal de dimension 2 de type T et contenu dans un
hyperplan de dimension 3. On suppose que T ′ ⊂ P , avec P = {x1, x2, x3, x4} : x4 = 0
et T = T ′ × L, où L est la droite x1 = x2 = x3 = 0. On appelle L l’axe de T . C’est
aussi l’ensemble des points de type T dans T . Notons l1, l2, l3, l4 les quatres axes de
T ′ ; alors L1 = l1 × L,L2 = l2 × L,L3 = l3 × L,L4 = l4 × L seront les 2-faces de
T dont leur union privé L est l’ensemble des points de type Y dans T . Finalement,
soient Fi, 1 ≤ i ≤ 6 l’ensemble des faces de T ′ dans P , alors les {Fi × L} seront les
six 3-faces de T dont l’union privé l’ensemble de type T et l’ensemble de type Y sont
l’ensemble des points de type P dans T . La démonstration de théorème 7.6 prend
plusieurs étapes. On commence par un lemme qui parle des compsantes connexes de
B(O, 2) \ E.

Lemme 7.7. Soient a1, a2, a3, a4 les quatre points dans ∂B′(O, 1/2) dont les dis-
tances à T ′ sont maximales. Alors si on note Vi la composante connexe de B(O, 2)\E
qui contient ai, les {Vi} sont deux à deux distinctes.

Démonstration. On note au début que a1, a2, a3, a4 forment les sommets d’un
tétradre régulier dans P . On procède par l’absurde ; on suppose que V1 = V2 = V .
Maintenant, le point a = (a1 + a2)/2 est dans une 3-face P12 de T ; de plus, T coïn-
cide avec un plan, qu’on note P12, dans B(a, 1/6).

Maintenant dO,1(E, T ) ≤ ε, alors da,1/6(E, T ) = da,1/6(E,P12) ≤ 6ε, donc E est
Bi-Höldériennement équivalent à P12 dans la boule B(a, 1/6), avec une constante
Bi-Hölderienne ≤ 1+τ , où τ est une constante aussi petite qu’on veut et qu’on peut
obtenir à partir du choix de ε. On note f cette fonction Bi-Höldérienne ; alors, f est
une homéomorphisme et

E ∩B(a, 1/24) ⊂ f(P12 ∩B(a, 1/18)) ⊂ E ∩B(a, 1/12) ⊂ f(P12 ∩B(a, 1/6))

|f(x)− x| ≤ τ pour x ∈ B(a, 1/6)

|x− y|1+τ ≤ |f(x)− f(y)| ≤ |x− y|1−τ pour x, y ∈ B(a, 1/6).

On veut montrer ensuite que,

(7.7.1) si z ∈ ∂B(a, 1/24) \ E, alors z ∈ V .

En effet, soient z′ = f−1(z), alors z′ ∈ B(a, 1/18). On pose z1, z2 les deux points
dans ∂B(a, 1/24) dont la distance à P12 sont maximale, alors on voit facilement que
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z1 et z2 sont antipodaux par rapport à P12 et a. De plus, ils sont séparés dans R4 par
P12. Alors un des deux segment [z′, z1] et [z′, z2] ne coupe pas P12. On suppose que
c’est le cas de [z′, z1] ; alors la courbe γ = f([z′, z1]) ne coupe pas E, car si elle coupe
E dans un point z′′, alors z′′ ∈ B(a, 1/18) et donc f−1(z′′) est défini et appartient à
P12, ce qui est absurde.

Ensuite, on voit que [a1, z1] ne coupe pas P12. De plus, on voit facilement que
dist(u, P12) ≥ 1/36 pour u ∈ [a1, z1] et puisque E est très proche de T dans B(O, 1),
on a donc [z1, a1] ne coupe pas E. Maintenant, la courbe γ′ dans B(O, 1), qui est la
composée de γ et le segment [z1, a1], est une courbe qui ne coupe pas E, et qui joint
z et a1, et cela veut dire que z ∈ V1 = V . On a donc (7.7.1).

Maintenant on veut déduire une contradiction du fait que V1 = V2, on va
construire un MS-compétiteur F pour E dont la mesure de Hausdorff de dimen-
sion 3 dans B(O, 1) est plus petite que celle de E dans B(O, 1). On fait ça en
coupant un morceau de E en B(O, 1). En fait, on pose

F = E \B(a, 1/24),

alors c’est facile de voir que F \ B(O, 2) = E \ B(O, 2). Ensuite, considérons
x1, x2 ∈ R4 \ B(O, 2), qui sont séparés par E, on veut montrer qu’ils sont aussi
séparés par F .

On montre cela par l’absurde, on suppose que

il existe une courbe γ ⊂ R4, qui joint x1 et x2 et qui ne coupe pas F .

Alors, si γ ∩ B(a, 1/24) est un ensemble vide, alors γ ne coupe pas E, puisque
F = E \B(a, 1/24), donc x1 et x2 ne sont pas séparés par E, une contradiction.

Si γ ∩ B(a, 1/24) est non vide, alors on note x′1 le premier point de rencontre
de γ avec ∂B(a, 1/24) et x′2 le dernier point de rencontre de γ avec ∂B(a, 1/24),
alors les parties de x1 à x′1 et de x2 à x′2 de γ ne coupent pas B(a, 1/24), et sont
dans le même composante connexe de R4 \ F . Alors elles sont aussi dans la même
composante connexe de R4 \ E.

De plus, x′1, x′2 ∈ ∂B(a, 1/24) \ E, alors d’après (7.7.1), ils sont dans V et donc
on peut joindre x′1 et x′2 par une courbe γ1 qui ne coupe pas E.

Maintenant, la courbe γ2, qui est l’union de la partie de x1 à x′1 de γ, γ1 et la
partie de x′2 à x2 de γ, est une courbe qui joint x1 et x2 et qui ne coupe pas E. C’est
une contradiction, on a donc F est un MS-compétiteur pour E.

Maintenant puisque dist(a,E) ≤ ε, il existe a′ ∈ E tel que d(a, a′) ≤ ε et puis
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B(a′, 1/36) ⊂ B(a, 1/24), on a donc

H3(F ∩B(O, 1)) = H3(E ∩B(O, 1) \B(a, 1/24))

≤ H3(E ∩B(O, 1) \B(a′, 1/36))

= H3(E ∩B(O, 1))−H3(E ∩B(a′, 1/36))

≤ H3(E ∩B(O, 1))− C.(1/36)3 < H3(E ∩B(O, 1)),

où la dernière ligne vient du fait que E est un ensemble Alhfors-régulier, donc C
est une constante géométrique positive. Ceci contredit l’hypothèse que E est MS-
minimal, et on obtient le lemme. �

Maintenant si x est un point de type Y ou P dans E, alors par la proposition 6.3
et le théorème 6.7, pour chaque τ > 0 choisi d’avance, il existe un rayon r > 0 et une
application Bi-Hölderienne f : B(x, 2r) → R4, et un cône minimal Y de dimension
3, de type Y ou P respectivement, centré en x, tels que

(1) |f(z)− z| ≤ τr pour z ∈ B(x, 2r)

(2) (1− τ)[
|y − z|
r

]1+τ ≤ |f(y)− f(z)|
r

≤ (1 + τ)[
|y − z|
r

]1−τ pour y, z ∈ B(x, 2r)

(3) E ∩B(x, r) ⊂ f(Y ∩B(x, 3r/2)) ⊂ E ∩B(x, 2r).

Notons S = B(O, 2). Par l’hypothèse de l’absurde, il n’y a que des points de type
Y et de type P dans E ∩ S. On pose

EY l’ensemble des points de type Y dans E ∩ S.

On voit que EY est un ensemble fermé, car si y1, y2, ... une suite des points dans EY
qui converge vers un point y ∈ E ∩ S, alors y est soit de type P, soit de type Y,
mais y ne peut pas être un point de type P car sinon dans un voisinage de y, il n’y
aurait que des points de type P. Donc y est de type Y et EY est fermé.

Soit y ∈ EY ∩ S, alors il existe ry > 0 tel que B(y, 2ry) ⊂ S, et un cône minimal
yy de type Y, centré en y, et un homéomorphisme Bi-Hölderien f : B(y, 2ry)→ R4

tels que (1), (2) et (3) sont valables pour f et Yy. Soit Ly l’axe de Yy, alors Ly sera
un plan de dimension 2, passant par y. Par la remarque 6.10, il existe un voisinage
Uy de y dans R4, tel que

(4) EY ∩ Uy = f(B(y, ry) ∩ Ly).

On rappelle l’hypothèse du théorème 7.6, on a

dO,2(E, T ) ≤ ε,

avec T = T ′ × L où T ′ est un cône minimal de dimension 2, de type T centré en O
dans un plan P de dimension 3, qui a pour l’équation P = {x1, x2, x3, x4} : x4 = 0
et L est la droite orthogonale à P . Donc T ′ est un cône centré en O, porté sur les
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arrêtes d’un tétraèdre régulier inscrit dans ∂B′(O, 1), où B′(O, 1) = B(O, 1)∩P . On
suppose que d1, d2, d3, d4 sont les quatre sommets de ce tétraèdre. On peut prendre
di de sorte qu’il est opposé à ai par O, où les {ai} sont comme dans le lemme 7.7.
Alors, l’ensemble de type Y de T ′ est

∪1≤i≤4(Odi)

avec (Odi) la demi droite ouvert partant de O et vient vers di, c’est à dire (Odi) =
[Odi) \ {O}. L’ensemble de type Y de T est donc

TY = ∪1≤i≤4(Odi)× R.

Notons aussi Li = (Odi)× R, 1 ≤ i ≤ 4.

Maintenant, pour chaque 1 ≤ i ≤ 4 on a ddi,1/2(E, T ) ≤ 4dO,2(E, T ) ≤ 4ε, mais
dans la boule B(di, 1/2), T coïncide avec un cône Yi de type Y dont l’axe est Li,
donc par le corollaire 6.9, pour chaque τ > 0, on peut choisir ε > 0, tel que E
est Bi-Hölderiennement équivalent à Yi dans la boule B(di, 1/4), avec une constante
bi-Höldérienne plus petite que 1 + τ . Si on note ψi cette fonction Bi-Hölderienne,
alors

(5) |ψi(z)− z| ≤ τ pour z ∈ B(di, 1/4) ,

et puis par la remarque 6.10, ψi envoie Li ∩ B(di, 1/8) vers EY . En particulier, il
existe bi ∈ EY tel que ψ(di) = bi et par (5), on a d(di, bi) ≤ τ . On veut montrer
ensuite la proposition suivante.

Proposition 7.8. Le point b1 ∈ EY est connecté par un autre point bi ∈ EY , i 6=
1 par une courbe γ ⊂ EY ∩B(O, 2).

Démonstration. Pour chaque point z ∈ EY ∩ B(O, 2), il existe un rayon rz
et une application Bi-Höldérienne ψz tel que (1),(2) et (3) sont satisfaits pour ψz
et rz, avec τ comme dans (5). Ensuite, pour chaque boule B(di, 1/20), EY est Bi-
Höldériennement équivalent à Li-qui est (Odi) × R. Donc il existe un homéomor-
phisme Bi-Höldérien ψi : B(di, 1/20)→ R4, tel que

(7.8.1) EY ∩B(di, 1/40) ⊂ ψi(Li ∩B(di, 1/30)) ⊂ EY ∩B(di, 1/20)

(7.8.2) ψi(di) = bi

(7.8.3) (1− τ)|y− z|1+τ ≤ |ψ(y)−ψ(z)| ≤ (1 + τ)|y− z|1−τ pour y, z ∈ B(di, 1/20)

(7.8.4) |ψi(z)− z| ≤ τ pour z ∈ B(di, 1/20)

Donc on démontre la proposition par l’absurde. On pose comme ci-dessus, E1
Y la

composante connexe de b1 dans EY ∩ B(O, 2). Puisque dans chacun des boules
B(bi, 1/20), i 6= 1, EY est Bi-Höldériennement équivalent à un plan, donc pour
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chaque z ∈ EY ∩ B(bi, 1/30), z est conecté à bi par une courbe dans EY . Donc
si la proposition est faux, c’est à dire b1 n’est pas dans la même composante connexe
avec n’importe quel autre bi, i 6= 1, alors on doit avoir

(7.8.5) E1
Y ∩ (bi, 1/30) est vide pour i 6= 1.

On va construire d’abord une sphère topologique S0, de dimension 2, qui coupe E1
Y

dans un seul point b1 de manière "‘transversale"’. Ensuite, on la déformera de ma-
nière continue pour avoir une famille de sphères St, 0 ≤ t ≤ 1 tel que S1 ne coupe
pas E1

Y , et on obtiendra une contradiction puisque S1 est homotope à S0, donc le
nombre d’intersection avec E1

Y reste de la même parité. Mais ça sera plus simple si
on utilise l’équation et le degré des fonctions continues entre sphères.

On va élaborer maitenant. D’abord, notre cône minimal T est de la forme T ′×L,
où T ′ est le cône de dimesion 2 de type T, centré à l’origine et contenu dans le plan
P de dimension 3 de l’équation x4 = 0 et L la droite d’équation x1 = x2 = x3 = 0.
Donc la sphère d’unité S ′ dans P a pour l’équation

S ′ = {x : x4 = 0, x21 + x22 + x23 = 1}.

Donc on pose f0(x) = (x4, |x|2 − 1). On voit que f0(S ′) = (0, 0). On construit
ensuite une famille des boules de dimension 2 S ′t ∈ P . En fait, S ′t est l’image de S ′
par l’homothétie de centre d2 et de coefficient 1− t. Donc S ′t a pour centre dt = t.d2
et rayon 1− t, dans le plan P . On peut écrire maintenant la formule pour ft :

ft(x) = (x4, |x− dt|2 − (1− t)2).

On a clairement, si x ∈ E1
Y ,

|f1(x)| ≥ |x− d2|2 ≥ dist(d2, E
1
Y )2 ≥ 10−4,

par (7.8.5) et le fait que d(di, bi) ≤ τ . On ne va pas utiliser la famille {ft} pour
aller de f0 à f1. On va utiliser un nombre fini des fonctions intermédiares, tel que à
chaque fois les modifications auront lieu dans une boule petite, Bi-Höldérienne pour
EY . On va donc utiliser une partition de l’unité. La construction est comme suit.

D’abord, posons K = E1
Y ∩ B(O, 3/2). Donc pour chaque z ∈ K, il existe un

rayon rz tel que la boule B(z, rz) est une boule Bi-Höldérienne pour E1
Y , avec une

constante Bi-Höldérienne plus petite que 1 + τ . On va recouvrir K par une nombre
fini de boules B(z, rz), qu’on note B(zi, rzi), 1 ≤ i ≤ N . Finalement, on choisit η > 0
qui est plus petit que 1/10 fois les rayons rzi .

Ensuite, on pose {xi}, 1 ≤ i ≤ l, une collection maximale de points dans E1
Y ∩

B(0, 3/2) tel que |xi−xj| ≥ η pour i 6= j. Soit ϕ̃j une fonction de bosse avec support
dans B(xj, 2η) et telle que ϕ̃j(x) = 1 pour x ∈ B(xj, η) et 0 ≤ ϕ̃j(x) ≤ 1 partout.
On note que

∑
j ϕ̃j(x) ≥ 1 pour x ∈ E1

Y ∩B(O, 3/2), car x est dans une des boules
B(xj, η) par la maximalité de la famille {xi}. Puis on pose ϕ̃0(x) une fonction C∞



108

CHAPITRE 7. ENSEMBLES MINIMAUX DE MUMFORD-SHAH
DE DIMENSION 3 DANS R4 ET L’EXISTENCE D’UN POINT DE

TYPE T

dans R4 telle que ϕ̃0(x) = 0 pour |x| ≤ 3/2 − η et ϕ̃0(x) = 1 pour |x| ≥ 3/2, et
0 ≤ ϕ̃0(x) ≤ 1 partout. Alors

∑l
j=0 ϕ̃j(x) ≥ 1 sur E1

Y , et on pose

ϕj(x) = ϕ̃j(x){
l∑

j=0

ϕ̃j(x)}−1 pour x ∈ E1
Y et 0 ≤ j ≤ l.

Alors les ϕj ont les même propriétés de support que comme les ϕ̃j, donc

(7.8.6) ϕj est supportée dans B(xj, 2η) pour j ≥ 1,

(7.8.7)
l∑

j=0

ϕj(x) = 1 pour x ∈ E1
Y ,

et

(7.8.8)
l∑

j=1

ϕj(x) = 1 pour x ∈ E1
Y ∩B(O, 3/2− η) ,

car ϕ0(x) = 0 ici. Notre première approximation est une suite d’applications donnée
par

(7.8.9) gk = f0 +
∑

0<j<k

ϕj(f1 − f0),

avec 0 ≤ k ≤ l. Alors g0 = f0 et

(7.8.10) gl(x) = f1(x) pour x ∈ E ∩B(O, 3/2− η).

On note que pour k ≥ 1,

gk(x)− gk−1(x) = ϕk(x)(f1(x)− f0(x)) est supportée dans B(xk, 2η).

On veut maintenant calculer le nombre de solutions dans E1
Y des équations gk(x) = 0.

On va modifier un peu f0 et les gk de manière qu’ils aient seulement un nombre fini
de racines. On modifie d’abord f0.

Sous-lemme 7.8.1 Il existe une fonction continue h0 sur E1
Y , tel que

(7.8.11), |h0(x)− f0(x)| ≤ 10−6 pour x ∈ E1
Y

h0 a exactement un zéro b1 dans E1
Y , et b1 est un zéro simple, non-dégénéré de h0.

Ici, on dit que ξ ∈ E1
Y est un zéro simple, non-dégénéré d’une fonction continue

h sur E1
Y si h(ξ) = 0 et il y a une boule B(ξ, ρ) et une fonction Bi-Höldérienne γ

qui envoie E1
Y ∩ B(ξ, ρ) sur un ensemble ouvert V d’un plan de dimension 2, telle

que h◦γ−1 est de classe C1 sur V et la dérivée de h◦γ−1, au point γ(ξ), est de rang 2.
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Démonstration. On modifie f0 dans un voisinage de d1. On a déjà notre homéo-
morphisme Bi-Höldérien ψ1 qui satisfait aux conditions (7.8.1)-(7.8.4). De plus, E1

Y

est la composante connexe de EY près de b1, donc

EY ∩B(d1, 1/20) = E1
Y ∩B(d1, 1/20),

donc

(7.8.11) E1
Y ∩B(d1, 1/40) ⊂ ψ1(B(L1 ∩B(d1, 1/30)) ⊂ E1

Y ∩B(d1, 1/20).

Donc on pose h0 = f0 en dehors de la boule B(d1, 1/30). Dans B(d1, 1/60), on
remplace f0 avec h0 ◦ ψ−1. Dans la région entre deux boules, c’est à dire dans
R = B(d1, 1/30) \B(d1, 1/60), on pose

(7.8.12) h0(x) = α(x)f0(x) + (1− α(x))f0 ◦ ψ−1(x),

avec α(x) = 60|x− d1| − 1. On a alors |h0(x)− f0(x)| ≤ |f0(x)− f0 ◦ ψ−11 (x)| ≤ Cτ
pour x ∈ B(d1, 1/30) car |ψ1(x) − x| ≤ τ et la dérivée de f0 est bornée dans cette
région. On a donc (7.8.11).

Noter que f0(x) = (x4, |x|2− 1), donc |f0(x)| ≥ 1/500 pour x ∈ E1
Y \B(d1, 10−2,

puis

(7.8.13) f0(x) ≥ 1/1000 pour x ∈ E1
Y ∩B(O, 2) \B(d1, 1/60).

Donc les zéros de h0 sont tous dans la boule B(d1, 1/60).

On vérifie ensuite que h0 a exactement un zéro dans B(d1, 1/60), qui est un zéro
simple. Posons γ1 = ψ−11 (x) pour x ∈ B(d1, 1/60). Puisque ψ1 est Bi-Höldérienne, γ1
est un homéomorphisme de E1

Y ∩ B(d1, 1/60) dans son image, qui est un ensemble
ouvert dans L1.

Maintenant h0 = f0 ◦ ψ−11 = f0 ◦ γ1 dans B(d1, 1/60). Donc pour ξ ∈ E1
Y ∩

B(d1, 1/60), ξ est un zéro de h0 si et seulement si γ1(ξ) est un zéro de f0(x) =
(x4, |x|2 − 1) dans L1 ∩ B(d1, 1/30) ; on voit facilement que c’est d1. La vérification
que Df0 est de rang maximal en d1 est évidente. On a donc terminé la démonstration
du lemme.

On a besoin ensuite un autre sous-lemme, qui nous permet de passer de h0 à h1,
de manière "‘transversale"’ à E1

Y .

Sous-lemme 7.8.2. On peut trouver des fonctions continues θk, 1 ≤ k ≤ l,
telles que

(7.8.14) θk est supportée dans B(xk, 3η) ,

(7.8.15) ||θk||∞ ≤ 2−k.10−6
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et si on pose

(7.8.16) hk = hk−1 + ϕk.(f1 − f0) + θk,

pour 1 ≤ k ≤ l, alors
(7.8.17)

chaque hk a une nombre fini de zéros dans E1
Y , qui sont tous non-dégénérés et

simples.

Démonstration. On va construire les hk par récurrence. Soit k ≥ 1, et on suppose
qu’on a déjà construit hk−1 telle que (7.8.17) soit valable. On voit que c’est le cas
quand k = 1, par le sous-lemme 7.8.1.

On note que hk−1+ϕk(f1−f0) coïncide avec hk−1 en dehors de la boule B(xk, 2η),
par (7.8.6). On prend un anneau très mince

(7.8.18) A = B(xk, ρ2) \B(xk, ρ1), avec 2η < ρ1 < ρ2 < 3η,

qui ne rencontre pas l’ensemble fini de zéro de hk−1. On rappelle qu’il y a une fonction
Bi-Höldérienne ψk : B(xk, 20η) → R4 et un plan de dimension 2 Pk passant par xk
tels que |ψk(x)− x| ≤ 10ητ pour x ∈ B(xk, 20τ), et de plus

(7.8.19) E1
Y ∩B(xk, 19η) ⊂ ψk(Pk ∩B(xk, 20η)) ⊂ E1

Y .

On va prendre maintenant θk supportée dans B(xk, ρ2), on a alors hk = hk−1 en de-
hors de la bouleB(xk, ρ2). On peut aussi prendre ||θk||∞ < min{2k.10−6, infx∈A |hk−1(x)|}.
On voit que infx∈A |hk−1(x)| > 0 car A ne rencontre pas l’ensemble de zéro de hk−1.

On va contrôler hk dans la boule B(xk, ρ1). Posons γ(x) = ψ−1k (x) pour x ∈
E1
Y ∩ B(xk, ρ1). Par (7.8.19) et puisque ψk est Bi-Höldérienne sur B(xk, 20η), γ est

un homéomorphisme Bi-Höldérien de E1
Y ∩B(xk, ρ1) à un ouvert V dans le plan de

dimension 2 Pk, dont l’inverse est la restriction de ψk à V .

Par la densité des fonctions C1 dans l’espace des fonctions continues bornée sur
V avec norme sup, on peut choisir θk avec les conditions ci-dessus, et telle que

(7.8.20) hk ◦ θk est de classe C1 sur V .

On peut aussi ajouter une constante très petite w ∈ R2 à θk dans E1
Y ∩ B(xk, ρ1),

et interpoler continuement sur A. On vérifie que pour presque tout choix de w,

(7.8.21) hk a une nombre fini de zéros dans E1
Y ∩B(xk, ρ1).

Pour cela, on pose Zy = {z ∈ V ;hk ◦ ψk(z) = y}. Par (7.8.20), on peut appliquer le
théorème de la coaire pour hk ◦ ψk sur V , et on obtient

(7.8.22)

∫
V

J(z)dH2(z) =

∫
y∈R2

H0(Zy)dH
2(y),
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ici, J(z) est le Jacobien de hk ◦ ψk au point z, qui est bien bornée. Alors Zy est fini
pour presque tout y ∈ R2. Si on chosit w tel que Zw est fini et ajoute −w à θk dans
E1
Y ∩B(xk, ρ1), alors le nouveau Z0 sera fini, et on a donc (7.8.21).

On considère maintenant le rang de la dérivée. Par théorème de Sard, l’ensemble
des valeurs critiques de hk ◦ ψk a pour mesure 0 dans R2. Alors si on chosit w ∈ R2

tel que w n’est pas une valeur critique, et ajoute −w à θk dans E1
Y ∩B(xk, ρ1), alors

la dérivée de la nouvelle fonction hk ◦ ψk à chaque zéro de hk ◦ ψk a pour rang 2.

Donc on prend w très petit avec les propriétés ci-dessus, et ajoute −w à θk dans
B(xk, ρ1) ; ensuite, on interpole dans la région A, on obtient alors une fonction hk, qui
a un nombre fini de zéros dans E1

Y ∩B(xk, ρ1), qui sont tous simple, non-dégénérés.
Ceci termine la démonstration du sous-lemme.

Maintenant on note N(k) le nombre de zéros de hk dans E1
Y ∩B(O, 2). On voit

facilement que N(0) = 1 et N(1) = 0, on obtient une contradiction en montrant le
sous-lemme.

Sous-lemme 7.8.3. N(k)−N(k − 1) est pair pour 1 ≤ k ≤ l.

Démonstration. On sait que hk−1 ne s’annule pas sur A, où A est l’anneau défini
dans (7.8.18), et on a choisi ||θ||∞ très petite de sorte que hk ne s’annule pas non
plus dans A. Ensuite, par définition de ϕk, ϕk = 0 sur A. Posons

(7.8.23) mt(x) = hk−1(x) + t[hk(x)− hk−1(x)] = hk−1(x) + tθk(x),

pour x ∈ E1
Y ∩B(xk, ρ2) et 0 ≤ t ≤ 1. Alorsm0 = hk−1 etm1 = hk sur E1

Y ∩B(xk, ρ2).
Puisque mt(x) = hk−1(x) + tθ(x) pour x ∈ E1

Y ∩ A et 0 ≤ t ≤ 1, donc mt(x) 6= 0
si on prend θ assez petite. On prend maintenant βk > 0 tel que |mt(x)| ≥ βk pour
x ∈ E1

Y ∩A. Posons S∞ = R2∪{∞}, qu’on peut voir comme une sphère de dimension
2, et on définit π : R2 → S∞ par

(7.8.24) π(x) =∞ si |x| ≥ βk et π(x) =
x

βk − |x|
sinon.

Puis on pose

(7.8.25) pt(x) = π(mt(x)) pour x ∈ E1
Y ∩B(xk, ρ2) et 0 ≤ t ≤ 1.

Donc, pt(x) est une fonction continue de x et t, qui prends ses valeurs dans S∞. Par
la définition de βk,

(7.8.26 pt(x) =∞ pour x ∈ E1
Y ∩ A et 0 ≤ t ≤ 1.

On veut aussi remplacer le domaine E1
Y ∩ B(xk, ρ2) par un ouvert dans un plan de

dimension 2 Pk. On a toujours notre fonction Bi-Höldérienne ψk comme ci-dessus,
qui envoie un ouvert V d’un plan Pk de dimension 2 vers E1

Y ∩ B(xk, ρ2) et son
inverse γ, qui est aussi Bi-Höldérienne de E1

Y ∩B(xk, ρ2) vers V . Pour 0 ≤ t ≤ 1, on
pose finalement

(7.8.27) qt(x) = pt(ψk(x)) pour x ∈ V et qt(x) =∞ pour x ∈ Pk \ V.
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On vérfie que qt est continue sur Pk × [0, 1]. Elle est continue sur V × [0, 1], puisque
pt est continue sur E1

Y ∩ B(xk, ρ2) × [0, 1], et aussi sur [Pk \ V ] × [0, 1], car elle
est ∞ ici. Maintenant si x ∈ ∂V × [0, 1], alors ψk(x) ∈ E1

Y ∩ ∂B(xk, ρ2), donc il
existe un voisinage de ψk(x) dans B(xk, ρ2) qui est contenue dans A, et on a donc
pt((ψk)) =∞ dans ce voisinage, et puis qt =∞ près de x.

On pose ensuite qt(∞) = ∞, alors qt est bien définie sur S ′ = Pk ∪ ∞ et c’est
clair que qt est continue pour 0 ≤ t ≤ 1.

Maintenant on a deux fonctions q0 et q1 qui vont d’une 2-sphère S ′ vers une
2-sphère S∞, donc on peut calculer leur degrés. D’abord, puisque q0 et q1 sont
homotopes, donc elles ont le même degré. On calcule, par exemple, le degré de la
fonction q0. Celui-ci peut être calculé localement près un point quelconque Q ∈ S∞,
donc on prend par exemple Q = 0. Soit maintenant

(7.8.28) q−10 (0) = {y1, y2, ..., ym},

avec m un entier <∞, car qt a un nombre fini de zéros pour chaque t. Alors, puisque
q0 n’a que des zéros simples et non dégénérés, pour chaque 1 ≤ l ≤ m, il existe un
voisinage ouvert Wl de yl tel que

(7.8.29) q0 est un homéomorphisme de Wl vers q0(Wl),

et de plus,

(7.8.30) Wk ∩Wl = si 1 ≤ k 6= l ≤ m.

Alors le dégré de q0 peut être calculé comme suit, on commence par 0, ensuite, pour
1 ≤ l ≤ 0, si q0 préserve l’orientation de Wl, on ajoute 1, si q0 inverse l’orientation
de Wl, on ajoute -1. Donc on voit clairement que

(7.8.31) d(q0) a la même parité que m,

avec d(q0) désigne le degré de la fonction q0.

Similairement, on a

(7.8.32) d(q1) a la même parité que le nombre de zéros de q1,

mais on a q0 et q1 sont homotopes, donc d(q0) = d(q1) et donc le nombre de zéros
de q0 est même parité que le nombre de zéros de q1. Ensuite, puisque hk−1 et hk
coïncident en dehors de la boule B(xk, ρ2), et n’ont pas de zéros sur E1

Y ∩A, on n’a
qu’à considérer leur nombres de zéros dans E1

Y ∩B(xk, ρ1). On vérifie que
(7.8.33)

le nombre de zéros de hk−1+t dans E1
Y est égal au nombre de zéros de qt dans S ′,
t ∈ {0, 1}
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Si q0(x) = 0, alors x ∈ V ( sinon q0(x) = ∞ ), donc q0(x) = p0(ψk(x)) et donc
p0(ψk(x) = 0) et puis m0(ψk(x)) = 0, alors hk−1(ψk(x)) = 0, puisque x ∈ V ,
ψk(x) ∈ B(xk, ρ1). On a bien {ψk(yi)}, 1 ≤ i ≤ m sont zéros de hk−1(0) dans
B(xk, ρ1).

Ensuite, soit y ∈ B(xk, ρ1) tel que hk−1(y) = 0, alors p0(y) = 0, puis, il existe
y′ ∈ V tel que ψk(y′) = y car ψk est un homéomorphisme entre V et B(xk, ρ1). Alors
p0(ψk(y

′)) = q0(y
′) = 0 et donc y′ = yl, 1 ≤ l ≤ m.

On montre bien que tous les zéros de hk−1 dans B(xk, ρ1) sont ψk(yl), avec
1 ≤ l ≤ m, on peut conclure que le nombre de zéros de hk−1 dans B(xk, ρ1) est égal
au nombre de zéros de q0 dans S ′. La même chose est vraie pour hk et q1. Donc on
a (7.8.33).

Grâce à (7.8.31),(7.8.32),(7.8.33), on conclut que le nombre de zéros de hk−1 dans
E1
Y ∩ B(xk, ρ1) est égale au nombre de zéros de hk dans E1

Y ∩ B(xk, ρ1), modulo 2.
Puis, le nombre de zéros de hk−1 dans E1

Y ∩B(O, 2) est égal au nombre de zéros de hk
dans E1

Y ∩B(O, 2), modulo 2, puisque hk−1 coïncide avec hk en dehors de B(xk, ρ1).
Donc N(k)−N(k − 1) est pair pour chaque 1 ≤ k ≤ l, et on a le sous-lemme.

C’est ainsi qu’on obtient la contradiction, puisque N(0)−N(1) = 1 est impair.
Ceci termine donc la démonstration de la proposition 7.8. �

7.9. Démonstration du théorème 7.6.

On peut démontrer le théorème 7.6 maintenant. On pose U(y), y ∈ EY ∩B(O, 2)
l’ensemble de composantes connexes V de B(O, 2) \ E tel que y ∈ V . Puisque
pour chaque y ∈ EY ∩ B(O, 2), il existe un petit voisinage Vy de y où EY est Bi-
Hölderiennement équivalent à un ouvert dans un plan de dimension 2, U(y) est une
fonction localement constante. Donc si y1, y2 sont connectés par une courbe dans E,
alors U(y1) = U(y2). En particulier, par la proposition 7.8,

U(b1) = U(bi),

où i 6= 1 l’indice comme dans la proposition. On peut supposer que i = 2.

Maintenant, on peut utiliser le lemme 7.7, on trouve que

{V2, V3, V4} = U(b1)

et
{V1, V3, V4} = U(b2)

donc U(b1) 6= U(b2). Ce qui est absurde. Donc (7.6.1) est faux, et on termine la
démonstration du théorème 7.6. �

Remarque. On voit que ce n’est pas très important les points de type Y dans
la démonstration du théorème 7.6. En fait, ce qui est important c’est qu’autour
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d’un point de type Y, E est Bi-Höldériennement équivalent à un Y et l’application
Bi-Höldérienne envoie les points de type Y de E vers l’axe de ce Y. Mais on sait
par le corollaire 6.8 que si dY ≤ θE(x) ≤ dY + δ, où δ est très petit, alors près
de x, E est aussi Bi-Höldériennement équivalent à un Y, avec une constante Bi-
Höldérienne aussi petite qu’on veut qu’on peut obtenir à partir du choix de δ. On
peut donc adapter la démonstration du théorème 7.6 pour avoir le corollaire suivant.

Corollaire 7.10. Pour chaque δ > 0, on peut trouver ε > 0 tel que si E est
un ensemble MS-minimal de dimension 3 dans R4 qui contient l’origine O et T un
cône minimal de dimension 3, de type T centré en O satisfaisant à

dO,2(E, T ) ≤ ε.

Alors dans la boule B(O, 1), il existe un point y ∈ E tel que θE(y) > dY + δ.

Pour l’instant, on ne sait pas du tout, même dans le cas de Mumford-Shah, s’il
existe un cône minimal dont la densité au centre est comprise strictement entre dY
et dT .



Chapitre 8

Quelques questions ouvertes et des
cas particuliers

Dans la partie précédente, on a montré que si E est un ensemble minimal de
Mumford-Shah, qui est ε-proche d’un T dans la boule B(O, 1) et si T est centré en
O, alors dans la boule B(O, 1/2), il existe un point de type non-P et non-Y de E.
Mais on ne sait pas quel est le type de ce point, contrairement au cas de la dimension
2 dans R3. La raison ici est que dans R3, on sait qu’il n’y a que trois type de cônes
minimaux, donc si un cône de dimension 2 dans R3 n’est pas de type P ou Y, il est for-
cément de type T mais dans R4 ce n’est pas le cas. On a la question ouverte suivante.

Question ouverte 8.1. Soit E un cône minimal de dimension 3 dans R4,
centré à l’origine O. Supposons que

dY < θE(O) ≤ dT ,

alors, E est-il un cône de type T ?

Revenons à la section 6, on a montré que si la densité de E en x est légèrement
supérieure à dY , alors il existe un rayon r tel que E est Bi-Höldérienne équivalent à
un cône de dimension 3 de type Y, centré en x. Mais est ce qu’il existe un ensemble
minimal dont la densité dans un point est strictement supérieure à dY , mais très
proche de dY ; là encore, on ne sait pas répondre.

Question ouverte 8.2. Soit E un cône minimal de dimension 3 dans R4,
centré à l’origine O. Alors existe-t-il une constante δ > 0, qui ne dépend que de la
dimension 4, telle que si

dY ≤ θE(O) ≤ dY + δ,

alors E est un cône minimal de type Y, et θE(O) = dY ?

On sait qu’un tel cône minimal est Bi-Hölderiennement équivalent à un Y centré
en O dans B(O, 1). Donc si on pense que la question 8.2 est faux, une piste possible
est de construire un champs de vecteurs dans E ∩ ∂B(O, 1). Ensuite, on construit
une famille de déformations {Et}, t ≥ 0 pour E grâce à ce champs de vecteurs, ici
E0 = E. On calcul ensuite d2H3(Et∩B(O,2))

dt2
et on essaie de montrer que si E n’est pas
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un Y, cette valeur est négative et par conséquent, E ne peut pas être minimal. Mais
la difficulté ici est que E ∩ ∂B(O, 1) se compose comme trois surfaces de dimension
2 dans ∂B(O, 1) qui ont pour une courbe fermé et simple leur bord commun. Puis
on ne trouve pas quel est le moyen pour construire un champs de vecteurs sur cette
courbe, contrairement au cas des surfaces lisses où on peut tranquillement prendre
le champs de vecteurs normale.

Les autres questions possibles sur les ensembles de dimension 3 dans R4 sont
bien sur plus difficiles et on n’a aucune idée de les aborder.

Quelques cas particuliers.

On peut obtenir quelques résultats si on restreint à notre ensemble E quelques
conditions particulières.

Proposition 8.3. Soit E un ensemble minimal de dimension 3 dans R4. Si
en tout point x ∈ E, la densité θE(x) = dP , alors E est un hyperplan de dimension 3.

Démonstration. Sans perte de généralité, on suppose que O ∈ E. On montre
par absurde, supposons que E n’est pas un plan. On veut montrer au début

(8.3.1) lim
r→∞

θE(O, r) > dP ,

sinon, on utilise la croissance de la fonction θE(O, r) pour déduire que θE(O, r) = 1
pour tout r > 0 et puis E est un cône centré en O, de plus, E est lisse en O puisque O
a pour densité dP . On en déduit que E est un plan passant par O, une contradiction.

Soit F une limite par implosion de E en O. Cela veut dire qu’il existe une suite
{r1, r2, ..., rk, ...} qui tend vers +∞ telle que

F = lim
k→∞

E

rk
.

Alors θF (O) = limr→∞ θE(O, r) > dP . Par la proposition 5.30, il existe un point
y ∈ F ∩ ∂B(O, 1) tel que θF (y) > dP . On veut montrer que

(8.3.2) il existe un point de type Y dans ∂F = F ∩ ∂B(O, 1).

En fait, si y est de type Y, on a automatiquement (8.3.2). Sinons, y est forcément
de type T et donc par le lemme 4.3, pour chaque ε > 0, on peut trouver un rayon
r > 0 et un cône minimal F (y, r) de type T, dont l’axe L passe par O et y, tel que
dy,r(F, F (y, r)) ≤ ε. Soit P l’une des 2-faces de F (x, r), définie près du théorème
4.12. On prend un point z ∈ P ∩ B(y, r/2) tel que dist(z, L) = r/2. Alors dans la
boule B(z, r/4), F (x, r) coïncide avec un cône minimal Y de type Y dont l’axe est
P . Maintenant puisque B(z, r/4) ⊂ B(y, r), on a

(8.3.3)
dz,r/4(F, Y ) = dz,r/4(F, F (x, r))

≤ 4dy,r(F, F (x, r)) ≤ 4ε.
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Donc si ε est assez petit, par le lemme 6.4 pour l’ensemble minimal F et le cône Y
de type Y dont l’axe passe par z, il existe un point z′ ∈ B(z, r/32)∩F qui n’est pas
de type P. Puisque z′ ne peut pas être de type T, on déduit que z′ est de type Y.
Maintenant le point z′′ qui est l’intersection de Oz′ avec ∂B(O, 1) est bien un point
de type Y de F , et on a donc (8.3.2).

Revenons à notre ensemble E. Puisque F = limk→∞
E
rk
, alors pour chaque ε > 0,

il existe N > 0 tel que pour tout k ≥ N , dO,1(F, Erk ) ≤ ε ou bien dO,rk(E,F ) ≤ ε

puisque F est un cône centré en O. Maintenant par (8.3.2), il existe un point y ∈ ∂F
qui est de type Y. Alors par la remarque 5.26, pour cet ε comme ci-dessus assez
petit, posons δ =

√
ε, il existe des constantes universelles C et b positives telles que

dy,δ(F, Y ) ≤ Cδb, où Y est la limite d’explosion de F en y, qui est bien de type
Y. Puisque F et Y sont des cônes centrés en O, donc d(rk/2)y,(rk/2)δ(F, Y ) ≤ Cδb.
Ensuite,

(8.3.4)
d(rk/2)y,(rk/4)δ(E, Y ) ≤ 2[d(rk/2)y,(rk/2)δ(E,F ) + d(rk/2)y,(rk/2)δ(F, Y )]

≤ 8ε/δ + 2ε = 8δ + 2Cδb.

Donc si on choisit ε très petit, et on note que l’axe de Y passe par (rk/2)y, on peut
appliquer le lemme 6.4 qui dit qu’il existe un point x ∈ E ∩ B((rk/2)y, (rk/100)δ)
qui n’est pas de type P et c’est bien la contradiction qu’on veut. �

Comme on a discuté ci-dessus, si E est un cône minimal centré en O et si la
densité θE(O) satisfait à dY ≤ θE(O) ≤ dY + ε avec ε très petit, alors E est bi-
Hölderiennement, voire C1 équivalent à un Y centré en O. Notre difficulté est que
∂E = E ∩ ∂B(O, 1) est formé par trois surfaces qui admet une courbe fermé et
simple comme bord commun, mais on n’arrive pas à construire un champ de vecteur
raisonable près de cette courbe. Par contre, si on sait que la courbe de singularité
est un grand cercle dans ∂B(O, 1), alors on peut conclure que E est exactement un Y.

Proposition 8.4. Soit E est un cône minimal de dimension 3 centré en O. On
suppose que E∩∂B(O, 1) est composé de trois surfaces qui admettent un grand cercle
γ comme bord commun. De plus, chaque surface est topologiquement équivalent à un
demi-sphère de dimension 2. Alors E est un Y centré en O.

Démonstration. Soient S1, S2, S3 trois surfaces qui forment ∂E. Soit P le plan
de dimension 2 qui contient γ. On prend S1 par exemple. Puisque E est un cône
minimal, S1 est une sous-variété minimal de ∂B(O, 1) au sens d’équation. Soit S la
surface obtenue par réflexion de S1 par rapport au P . Cela veut dire S = S1 ∪ S ′1,
où S ′1 est l’ensemble des point x′ qui est l’image par réflexion d’un point x ∈ S par
P . Alors par la proposition 3.1 dans [Bl], S est une surface lisse et minimal. On en
déduit que S est une surface analitique et qui est homéomorphique à une sphère de
dimension 2. Par le lemme 1 dans [Al], S est bien la sphère de dimension 2 dans
∂B(O, 1). Par conséquent, S1 est la demi-sphère avec bord γ. Similairement, S2 et
S3 le sont aussi. De plus, puisque E est minimal, on voit facilement que l’angle entre
Si et Sj, 1 ≤ i 6= j ≤ 3, est 120̊ . On en déduit que E est bien un Y. �
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