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Résumé

Résumé

Cette these, composée de trois parties, est centrée sur I’'application du calcul de Malliavin
a différents domaines de l'analyse stochastique, tels que les théorémes limites, le calcul
stochastique fractionnaire et la régularité des solutions d’équations différentielles stochas-
tiques. La premiére partie porte sur ’étude asymptotique de modeles de regression frac-
tionnaire et fait appel au calcul stochastique par rapport au mouvement Brownien frac-
tionnaire et au calcul de Malliavin. La deuxieme partie est centrée sur la méthode de
Stein sur ’espace de Wiener et présente des résultats ayant attrait aux théoremes lim-
ites pour des fonctionnelles de champs Gaussiens (processus moyenne mobile & mémoire
longue, sommes autonormalisées) ainsi que des résultats portant sur des propriétés de dé-
convolution de la loi Gamma. La troisieme et derniere partie a pour objet 1’étude, par le
calcul de Malliavin, des solutions d’équations différentielles stochastiques rétrogrades, et
en particulier I'existence de densité ainsi que d’estimées de densité pour ces solutions.

Mots-clefs

Calcul de Malliavin, théorémes limites, mouvement Brownien fractionnaire, modeles de ré-
gression, moyennes mobiles & mémoire longue, théorémes de Cramér, loi Gamma, sommes
autonormalisées, équations différentielles stochastiques rétrogrades, estimées de densités.

On limit theorems and backward stochastic differential
equations via Malliavin calculus

Abstract

This thesis is organized in three distinct parts, all of which focus on the application of the
Malliavin calculus to various areas of stochastic analysis such as limit theorems, fractional
stochastic calculus and regularity of the solutions to stochastic differential equations. The
first part is dedicated to the asymptotic study of fractional regression models via Malliavin
calculus and stochastic calculus with respect to fractional Brownian motion. The second
part deals with Stein’s method on the Wiener space and several results on limit theorems



for functionals of Gaussian fields (long memory moving averages, self-normalized sums) are
presented, along with results on the deconvolution properties of the Gamma distribution.
The third and last part addresses the study of the solutions to stochastic differential
equations and backward stochastic differential equations and more precisely the study of
the conditions for those to have a density for which upper and lower estimates can be
derived.

Keywords

Malliavin calculus, limit theorems, fractional Brownian motion, regression models, long
memory moving averages, Cramér theorems, Gamma distribution, self-normalized sums,
backward stochastic differential equations, density estimates.
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Chapitre 0

Introduction

Cette thése est divisée en trois parties distinctes mais ayant toutes comme dénominateur
commun le calcul de Malliavin. Le calcul de Malliavin, connu aussi sous le nom de calcul
des variations stochastique, est un calcul différentiel en dimension infinie introduit par
Paul Malliavin en 1976 | | pour étudier la régularité des solutions d’équations dif-
férentielles stochastiques. La notion de différentiation pour des processus stochastiques a
contribué a compléter la théorie de I'intégration d’It6. Ce calcul des variations stochastique
a également permis de donner plus tard une preuve probabiliste du théoreme d’Hérman-
der sur les opérateurs différentiels hypoelliptiques. Le cadre d’application du calcul de
Malliavin s’est ensuite considérablement étendu dans les décennies qui ont suivies. Il a,
par exemple, permit d’introduire le calcul stochastique anticipant et plus particulierement
le calcul stochastique par rapport a des processus fractionnaires. Les premieres applica-
tions en mathématiques financieéres du calcul de Malliavin remontent & la fin des années

1990 avec l'article de Fournié et al. | | qui a sucisté un grand engouement pour ces
techniques dans le monde des mathématiques appliquées. Récemment, suite aux travaux
fondateurs de Nourdin et Peccati | | et de Nualart et Peccati | ], le calcul de

Malliavin est entré au coeur de 1’étude des théoremes limites, et plus particulierement de
I’étude de la vitesse de convergence dans ces derniers. Cette these concerne quasiment
tous les domaines d’application du calcul de Malliavin. En effet, il y est question de calcul
stochastique fractionnaire, de théorémes limites mais également de I’étude de la régularité
d’équations différentielles stochastiques.

Cette these est composée des cinqg articles suivants :

S. BOURGUIN et C.A. TUDOR : Asymptotic theory for fractional regression models via
Malliavin calculus. J. Theoret. Probab., 2010. A paraitre.

S. BOURGUIN et C.A. TUDOR : Berry-Esséen bounds for long memory moving averages
via Stein’s method and Malliavin calculus. Stoch. Anal. Appl., 29(5) : 881-905, 2011.

S. BOURGUIN et C.A. TUDOR : Cramér theorem for Gamma random variables. FElect.
Comm. in Probab., 16(1) : 365-378, 2011.

S. BOURGUIN et C.A. TUDOR : Malliavin calculus and self normalized sums. Soumis pour
publication ¢ Séminaire de Probabilité, 2011.

O. ABOURA et S. BOURGUIN : Density estimates for solutions to one dimensional sde’s
and backward sde’s. Soumis pour publication a Potential Analysis, 2011.
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> La premiere partie de cette these est consacrée a 1’étude de la convergence de suites de
variables aléatoires qui ne sont pas des semi-martingales apparaissant naturellement
dans I’étude asymptotique de modeles de régression fractionnaires.

> La deuxiéme partie de cette theése est dédiée a des applications de la méthode de
Stein sur l'espace de Wiener introduite par Nourdin et Peccati dans [ ]. Le
but initial de la méthode de Stein est de mesurer 1’éloignement entre des lois de
probabilité au moyen d’opérateurs caractéristiques des lois considérées et de 1’étude
des solutions de I’équation de Stein associée. Plus tard, ces techniques probabilistes
ont été combinées au calcul de Malliavin par Nourdin et Peccati | |, permettant
notamment l’obtention de bornes des vitesses de convergence dans les théorémes
limites sur ’espace de Wiener. Ces bornes font intervenir les opérateurs différentiels
du calcul de Malliavin. Dans cette these, les applications de la méthode de Stein et
du calcul de Malliavin portent notamment sur ’obtention de bornes de Berry-Esséen
dans des théorémes de la limite centrale ainsi que sur des propriétés nouvelles de la
loi Gamma.

> Dans la derniere partie de cette these, nous utilisons le calcul de Malliavin dans le
cadre de sa vocation initiale, a savoir ’étude de la régularité des lois de probabilité
des solutions d’équations différentielles stochastiques et d’équations différentielles
stochastiques rétrogrades. Plus précisement, nous nous intéressons aux conditions
nécessaires a l’existence de densité pour ces solutions, ainsi qu’aux conditions requi-
ses pour encadrer ces densités par des estimées, gaussiennes ou plus générales. Tous
ces travaux étant tous fortement basés sur le calcul de Malliavin, nous commencerons
par une introduction plus détaillée de ce calcul différentiel sur ’espace de Wiener.

0.1 Calcul de Malliavin

Considérons un processus gaussien centré (Bi),cjo,] définit sur un espace probabilisé
(Q,F,P) ou F est la tribu engendrée par B. Soit £ 'espace des fonctions simples sur
I'intervalle [0,7]. On définit alors 'espace de Hilbert $) comme la fermeture de £ par
rapport au produit scalaire

(10,5 10, >;) — E(B:B,).

L’application 1jg,; — B; peut étre étendue a une isométrie entre §) et I'espace gaussien
associé au processus B. Dans ce qui suit, nous donnons les outils et propriétés fondamen-
tales du calcul de Malliavin par rapport au processus B auxquelles nous ferons appel dans
I’ensemble de cette these.

0.1.1 Opérateur de dérivation

Soit Cp°(R™,R) la classe des fonctions f : R” — R infiniment dérivables et telles que f
ainsi que toutes ses dérivées partielles soient bornées. Notons S la classe des fonctionnelles
cylindriques de la forme

F:f(B(Qal)a”' 7B(90n)) (1)

ou f € C°(R™,R), p1,--- ,on € Hetn > 1et ou B(yp) désigne I'image de ¢ par I'isométrie
entre $) et 'espace gaussien associé au processus B. L’opérateur de dérivation, au sens de
Malliavin, d’une fonctionnelle de la forme (1) est alors I'application D : & — L2(£; )
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définie par

DF:};giﬂﬂm%~wB@%D%-

Soient £ > 1 et p > 1. On note DFk-p I’espace de Sobolev défini comme la fermeture de S
par rapport a la norme

k

2, =BUFP) + Y 1D P2 00
j=1

1

ot D7 est I'opérateur de dérivation D itéré j fois.

0.1.2 Opérateur de divergence

L’opérateur de divergence (ou opérateur de Skorohod) noté § est I'adjoint de l'opérateur
D et est défini par la relation de dualité

E(F§(u)) =E ((DF,u)g), u€L*(Q;9),F e

Le domaine de §, noté Dom(§), est Pensemble des processus u € L% (Q; §) tels que
E ((DF, u)ﬁ) < C/E (F?),

pour tout F' € D2, et ot C est une constante pouvant dépendre de u. De plus, si u est
adapté a la filtration engendrée par B, 'opérateur de divergence coincide avec I'intégrale
d’'Tt6. C’est ce qui motive le fait que 'opérateur de divergence §(u) puisse également étre
noté

T
o(u) :/ us0 Bs.
0

0.1.3 Formule d’intégration par partie

Soient F' € DY? et u € Dom(§). Supposons de plus que les quantités aléatoires Fu et
Fé(u) — (DF,u)g soient de carré intégrable. Alors on a la relation suivante, connue sous
le nom de formule d’intégration par partie

5(Fu) = Fé(u) — (DF, )y, .

Soit (u,) une suite de Dom(§) qui converge vers u dans L? (;$)). Supposons aussi que
§(up) converge dans L' (Q) vers une variable aléatoire de carré intégrable G. On a alors
le résultat suivant,

u € Dom(6) et 6(u) = G.

0.1.4 Intégrales stochastiques multiples
On suppose ici que B est un mouvement brownien, auquel cas $§ = L?([0,T]). Soit S,
I’ensemble des fonctions simples & n variables de la forme

n

[= Z Cityo yim 1Ai1 T 1Aim

i1, s im=1
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ou les coefficients c¢;, ... ;,, sont nuls si deux indices i et ¢; sont égaux et ou les boréliens
A;, € B(]0,T]) sont deux & deux disjoints. Pour une telle fonction, on définit I'intégrale
stochastique multiple d’ordre n par

i1, im=1

ou l'on a noté B(A) := B(14) pour A € B([0,T]). On notera que pour tout n > 1, I,, est
une application linéaire continue entre S,, et L?(€). I,, vérifie la propriété suivante : pour
tout h € § tel que ||h||g = 1, on a I,(h®") = n!H, (B(h)), ott H,(z) est le n’*™° polyndme

de Hermite définit par
=" 2 d" [ 2
H o) = | n!) T <6 2)’

pour tout n > 1 et avec Ho(xz) = 1. On définit alors le ni*™¢ chaos de Wiener, noté £,
comme étant la fermeture dans L?(Q2) du sous-espace vectoriel engendré par
{H,(B(h)); h € $,|lh|ls = 1}. Par othogonalité des polynémes de Hermite, on a

{ E (In(f)-[m(g)) =n! <f~7§>L2([O,T]") sim=mn
E (In(f)Im(g)) = 0 si m # n.

De plus, on a
In(f) = I, (]E)

ou f définie par f(z1, - - ,x,) = %Zaee([[Ln]])f(%(l),“- s To(n)) désigne la fonction
symétrisée de f. L’ensemble S,, étant dense dans L?([0,T]") pour tout n > 1, 'opéra-
teur I,, peut étre étendu & une application linéaire continue de L?([0,7]") dans L?(f2) et
les propriétés énoncées ci-dessus sont également vérifiées par cette extension. Notons que
I, peut aussi s’écrire comme une intégrale stochastique itérée dans laquelle les intégrales
s’entendent au sens d’Ito :

T tn to
In(f) :n'/O /(; 0 f(tla 7tn)dBt1dBtn

Le produit de deux intégrales stochastiques multiples peut s’écrire comme une somme finie
d’intégrales stochastiques multiples. En effet, si f € L%([0,7]") et g € L%([0,7]™) sont des
fonctions symétriques, alors

L(Phale) = 3 1 (“j) (’;) Lt (f ®1.9)

ol la contraction f ®; g € L2([0, T]™+"~2) est donnée, pour 1 <1 < m An par
(f@09) (51,7 s Sn—trt1, s tm—1)
l

- /[OT} f(slv'” sy Sn—1, U1, """ ,Ul)g(tl,"’ ,tm_l,U17"' ,Ul)dUl"'dUl,

le cas [ = 0 correspondant au produit tensoriel. Toute variable aléatoire F' de carré in-
tégrable mesurable par rapport a la o-algebre engendrée par B peut étre décomposée de
maniere unique comme une somme orthogonale de chaos de Wiener :

F= iln(fn) (2)
n=0
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ou fo = E(F) et Iy est Papplication identité sur les constantes. Les noyaux f, sont des
fonctions symétriques déterminées de maniere unique par la formule de Stroock

1 n
fn=SE(D"F).

0.1.5 Opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck

Soit F' définie par (2). L’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck, noté L, défini sur Dom(L) =
D22, est donné par
LF = = " nl(fa).
n>0
Il existe une connection entre §, D et L dans le sens ou une variable aléatoire F' appartient
au domaine de L si et seulement si F' € D2 et DF € Dom(4). Dans ce cas, si de plus F
est centrée, on a 6 DF = —LF.

0.2 Partie 1 : Modeles de régression et calcul de Malliavin

Dans la premiere partie de cette these, nous nous intéressons a des comportements asymp-
totiques de suites de variables aléatoires apparaissant de maniere naturelle dans I’étude
théorique de modeles de régression. Nous nous intéressons particulierement a des modeéles
faisant intervenir le mouvement brownien fractionnaire en temps que processus d’erreur
et en tant que régresseur. Avant d’aller plus loin, nous allons consacrer un avant propos
au mouvement brownien fractionnaire et a ses propriétés.

0.2.1 Mouvement brownien fractionnaire

L’étude de phénomenes irréguliers a pris une place tres importante dans beaucoup de
domaines scientifiques, comme la mécanique des fluides, le traitement d’image ou encore
les mathématiques financieres. Le degré d’autosimilarité d’un processus est directement
lié a sa régularité (holdérienne par exemple). Par ailleurs, 1'utilisation de fonctions aléa-
toires est un outil pratique pour obtenir des modeles irréguliers. Le mouvement brownien
fractionnaire se trouve & l'intersection de ces deux techniques. C’est dans | ] que Kol-
mogorov introduit pour la premiere fois le mouvement brownien fractionnaire sous le nom
de “spirales de Wiener” en le définissant comme étant 1'unique processus gaussien centré
B = (Bt > 0) de fonction de covariance

R"(s,t) = E (BI'Bf") = % (2 + 82 —|s —17) st Ry,

ou H € (0,1). C’est plus tard, lors de la publication des articles de Hurst | | et
de Hurst, Black et Simaika | | consacrés & la capacité de stockage a long terme
d’un réservoir, que le parametre H prend le nom de “parameétre de Hurst”. Le calcul
stochastique par rapport au mouvement brownien fractionnaire débute avec le travail

novateur de Mandelbrot et Van Ness | ]. Ils donnent une représentation en moyenne
mobile sur un intervalle infini de B¥ basée sur le processus de Wiener (W;,t > 0),
1 t -1 H-1
BHzi/ (t—s 2 —(-s 2)dVV, t>0.
V= L (= e e

Ils baptisent ce processus “mouvement brownien fractionnaire”. On remarquera que pour
1 . .
H = %, Bz est le mouvement brownien standard (ou processus de Wiener). Comme
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E (\Bf — Bl \2) = |s — t|?", B" admet une version continue (en utilisant le critére de
continuité de Kolmogorov) dont les trajectoires ne sont presque siirement holderiennes que
pour des exposants strictement inférieurs a H. Par conséquent, plus H est petit, plus les
trajectoires sont irrégulieres. Ce phénomene est du au fait que les accroissements, qui sont
stationnaires pour toutes les valeurs de H, sont positivement corrélés dans le cas H > %
et négativement corrélés dans le cas H < % Plus précisement, pour H # % et h > 0 fixés,

E (Bl (B, ~ Bl')) ~ H(H-1)n%0, (3)

t—+o00

Une propriété simple mais souvent utile du mouvement brownien fractionnaire de parametre
de Hurst H est son auto-similarité : pour toute constante a > 0, les processus (Bg ,t>0)
et (e BF,t > 0) ont la méme loi. Cette propriété a suscité un grand intérét dans des
domaines aussi variés que la modélisation d’actifs financiers, le traffic dans les réseaux de
télécommunications ou encore les sciences naturelles (voir par exemple le livre de Mandel-
brot | ]). Le mouvement brownien fractionnaire peut également étre représenté sous

forme intégrale sur l'intervalle compact [0,T]. Dans ce cas, on a (voir | 1)
t
BH — / Ky(t, s)dW,, te0,T],
0

ou K (t, s) est une fonction déterministe de t et de s. La propriété (3) implique que pour
H > % et pour tout h > 0 fixé, la série des corrélations diverge, i.e.

S IE(BE (B - BE_,)) | = .

n=1

Cette propriété est connue sous le nom de dépendance & long terme (ou longue mémoire).
Cet aspect de longue mémoire est souvent considéré comme étant une motivation pour
étudier les processus fractionnaires. Dans le cas H € (O, %) U (%, 1), le mouvement brown-
ien fractionnaire n’est ni un processus de Markov, ni une semimartingale relativement a
sa filtration naturelle.

0.2.2 Chapitre 1 : Théorie asymptotique pour les modeles de régression
fractionnaires par le calcul de Malliavin

En statistique, I'estimation par noyau est une méthode non-paramétrique d’estimation
utilisée par exemple pour estimer des fonctions inconnues dans des modeles de régression.
En économétrie, entre autre, la problématique de ’estimation d’une fonction f dans un
modele de régression général du type

yi = fzi) +uy,, >0

ou (u;)i>0 est 'incertitude et ou (z;);>0 est le régresseur, revient souvent. L’estimateur &
noyau usuel de f(x), basé sur les observations (y;, z;)i>0, est donné par

2oy 2o Kn(mi — 2)y;
@) = S Ko — )

oit K est un noyau strictement positif vérifiant [ K2(y)dy = 1 et [ yK(y)dy = 0. En
définissant Kp(s) = %K (5) ou la “fenétre” h = hy, vérifie h, — 0 quand n — oo, on sait
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que le comportement asymptotique de l’estimateur f est directement relié au comporte-
ment asymptotique de la suite

En effet, la différence f — f s’écrit sous la forme d’un quotient dont le numérateur est
la suite V,,. L’étude de la limite en loi de la suite V,, est une problématique qui a suscité
beaucoup d’interét chez les statisticiens, les économetres, et plus généralement les mathé-
maticiens. Cette limite a été étudiée dans le cas ou z; est une chaine de Markov récurrente

dans | et [ |, mais aussi dans le cas ol x; est une somme partielle de processus
linéaires généraux dans [ ]. Un cas plus général a été traité dans | |. Pour plus
de détails, ce sujet est également traité dans | et | ]. Il est important de noter

que tous les travaux mentionnés ci-dessus ont en commun une hypothese sur le processus
d’erreur (u;);>0 : il est toujours considéré que ce processus est une suite d’accroissements
d’une martingale.

Le Chapitre 1 de cette these est constitué de la publication | | en collaboration avec
Ciprian A. Tudor, paru dans Journal of Theoretical Probability.

L’objet de ces travaux est I’étude et la recherche, par le calcul stochastique par rapport
au mouvement brownien fractionnaire et le calcul de Malliavin, de la limite de la suite V,
dans le cas ot le processus d’erreur n’est plus une suite d’accroissements d’une martingale.
Nous considérons comme noyau K le noyau gaussien, comme fenétre h,, = n~%, comme
régresseur un mouvement brownien fractionnaire B! d’indice de Hurst H; € (0,1) et
comme processus d’erreur les accroissements d’un mouvement brownien fractionnaire B2
d’indice de Hurst Hy € (0, 1) indépendant de B!, La suite étudiée peut alors étre réécrite

sous la forme "
Sul@) =Y K(n*(B" — ) (B[ - B/?).
=0
Soit = 0. La loi de S,, = S,,(0) conditionnellement & B est celle de

(an)? Z, (4)

ou Z est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite et ou a, est donné par
n
_ anH apHi Ho Ho\ ( pH2 Ho
an = Y K(n*B/")K(n*B/")E ((B{3 - B[*)(B]"2 -~ B")).
1,5=0
Nous nous intérressons au cas ou le terme diagonal, i.e. le cas ou ¢ = j, domine le terme
non diagonal dans la convergence en norme L? de la suite S,. Ce terme diagonal s’écrit

(S =D K*(n*BfM). ()
i=1

Dans le cas H = %, (S)n est réellement le crochet de la martingale discrete Sy, ce qui
justifie cette notation entre crochet dans notre cas plus général. La condition requise pour

que ce terme soit effectivement dominant est la suivante et porte sur a, Hy et Ho.
a—4Hs + Hi +2 > 0. (6)

Le premier résultat que nous avons obtenu est le suivant et porte sur la limite en loi de

(S)n.-
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Théoréme 1. La suite (S), définie par (5) et correctement renormalisée converge en loi
vers le temps local L™ (1,0) du mouvement brownien fractionnaire BH1 pondéré par le
carré de la norme L?>(R) du noyau gaussien :

n TSy — (K[ @) LT (1,0).

A cause de (4), ce résultat est central dans la preuve du théoréme suivant ayant pour objet
la convergence en loi de la suite 5, .

Théoréeme 2. Sous [’hypothése
a<l-— Hl, (7)

la suite (Sy,) correctement renormalisée converge en loi vers un mouvement brownien stan-
dard W changé de temps par le temps local du mouvement brownien fractionnaire BH1 et
pondéré par le carré de la norme L?(R) du noyau gaussien :

Hi—-1 2
notth=lg n_>—+>oo ||K||L2(R)WLH1(1,O)'

De plus, W et B™ sont indépendants.

Ce théoreme est une extension naturelle d’autres résultats obtenus dans le cas H = % (voir
[ | et [ |). Dans ces travaux, c’est le temps local du mouvement brownien
standard qui apparait. La condition (7) n’apparait pas dans le cas H = % et est du ici au
fait que I’on utilise également un mouvement brownien fractionnaire en tant que régresseur.
Nous avons ensuite étendu ce résultat au cas de la convergence stable, qui est plus forte
que la convergence en loi.

Théoréme 3. Soit (G¢)i>0 un processus stochastique indépendant de By et adapté a
la filtration de B2 tel que pour tout t > 0 la variable aléatoire Gy appartienne a D2
et ||[DsGe|| < C pour tous s,t et w. Alors, sous les hypothéses (6) et (7), le vecteur

(Sn, (Gt)t=0) converge vers le vecteur (CWLHI(LO), (Gt)tZO) au sens des lois fini-dimension-
nelles, ot ¢ est une constante positive.

La preuve de ce théoreme fait intensivement appel au calcul stochastique par rapport au
mouvement brownien fractionnaire. On y utilise par exemple une formule d’It6 pour des
intégrales stochastiques par rapport au mouvement brownien fractionnaire ainsi que le
calcul de Malliavin et plus particulierement 'opérateur de divergence fractionnaire.

0.3 Partie 2 : Bornes d’erreurs dans les TCL par la méthode
de Stein et le calcul de Malliavin

La deuxiéme partie de cette these est consacrée & des travaux portant sur I’application de
la méthode de Stein et du calcul de Malliavin a I'obtention de bornes de type Berry-Esséen
pour des théorémes de la limite centrale ainsi que sur d’autres applications, notamment &
la preuve de théorémes de type Cramér pour la loi Gamma sur ’espace de Wiener. Avant
toute chose, nous commencons par introduire la méthode de Stein combinée au calcul de
Malliavin compte tenu du fait que ces techniques jouent un réle central et prépondérant
dans cette partie.
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0.3.1 Méthode de Stein et calcul de Malliavin

Soit (Xj;i=1,---,n) une suite i.i.d de variables aléatoires telles que E (X;) = 0 et
E (Xf) = 02 et considérons W,, = » 1 X;. Il n’est en général pas possible de trouver
la loi exacte de W, ou si oui, elle peut étre difficile & manipuler. D’un autre coté, le
théoréeme de la limite centrale nous dit que

w2
P (W" < t> — Dt “Tdx, VteR.

1 ¢

n n——+00 ) o \/727 [oo €
La question qui se pose est alors celle de la qualité d’une telle approximation. La réponse a
cette question est donnée par la méthode de Stein : en 1972, Stein introduit une méthode
pour borner la distance entre la loi d’une variable aléatoire X et la gaussienne centrée
réduite N(0,1) | ]. En 1975, Chen étend les travaux de Stein a la loi de Poisson
[ ]. Depuis, la méthode a été généralisée a beaucoup d’autres distributions : la loi
uniforme en 1989 | |, 1a loi Binomiale en 1991 | ], 1a loi de Poisson composée
en 1992 | ], la loi multinomiale en 1992 | ], la loi Gamma en 1994 | | ou
encore la loi géométrique en 1995 | |. Pour plus de détails, nous conseillons la tres
bonne revue des résultats de ce type par Reinert | .

Opérateurs caractéristiques

Soit Z une variable aléatoire telle que £(Z) = p ol la notation £(Z) désigne la loi de Z.
Un opérateur caractéristique de p est un opérateur A, sur une certaine classe de fonctions
F, tel que, pour toute variable aléatoire X,

ViEeF, BAf(X)] =0+« L(X)=L(Z)=p

Il existe en général une infinité de tels opérateurs pour une méme loi. La question duquel
vaut il mieux choisir est toujours une question ouverte. Nous donnons quelques exemples
de ces opérateurs caractéristiques dans le cas de lois usuelles. Ces résultats sont connus
sous le nom de Lemme de Stein pour la loi concernée.

> Loi Normale N(0,1) : A, f(X) = f(X) — X f(X) pour f: R —R.

> Loi Gamma I'(a, 1) : A, f(X) = X f'(X) — (X — (a+1))) f(X) pour f: Ry — R.

> Loi de Poisson P(\) : A, f(X) =Af(X +1) - Xf(X) pour f: N — N.

Principe de la méthode de Stein

Soit W une variable aléatoire qui nous intéresse (W = Y "' | X; avec (X;;0=1,--- ,n)
une suite i.i.d de variables aléatoires par exemple) dont on ne connait pas la loi. Soit
Z une variable aléatoire d’opérateur caractéristique A, que I'on suppose étre une bonne
approximation de W. L’idée de la méthode de Stein est d’essayer d’évaluer la taille (ou de
la borner si une mesure directe s’avérait impossible) de E [A, f(W)] pour toute fonction
f € F. Si cette taille s’avérait étre petite, cela impliquerait que W est proche de Z. La
taille de E[A,f(W)] détermine la distance entre W et Z. Si de plus W dépend d'un
parameétre n tendant vers 'infini, alors E [A, f(WW)] sera la vitesse de convergence de la
suite W), vers Z. La propriété que nous venons de décrire est une consequence du lemme
de Stein.

L’équation de Stein

Pour mettre en pratique cette idée, il faut mettre en relation I'opérateur caractéristique
de la variable aléatoire approximante Z et la quantité h(x) — E(h(Z)). En effet, beaucoup



20 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

de distances usuelles peuvent étre exprimées sous la forme

d(X,Y) = 2161713\13(]1()()) —E(R(Y))]; (8)

ou H est une classe de fonctions test appropriée. Ci-dessous, on trouvera des exemples de
différentes distances pouvant s’exprimer ainsi.

> SiH ={h:h=14,A € B}, alors nous obtenons la distance en variation totale.

> SiH = {h:||hllc < 1}, alors nous obtenons la distance de Wasserstein.

> SiH = {h th =140 € Ry, alors nous obtenons la distance de Kolmogorov.
Cette relation est établie par I’équation de Stein : soit Z une variable aléatoire telle que
L(Z) = p. Pour une fonction donnée h € H, résoudre 1’équation de Stein, c’est trouver
une fonction fj telle que

Aufn(x) = h(z) — E(h(Z)).

Cette fonction f; déterminée, on a
[E[Aufr(W)]] = [E(R(W)) — E(h(Z))].

On voit donc que si |E [A, fr,(W)]| est petit, alors [E(h(W)) — E(h(Z))| aussi et inverse-
ment.

Réduction du probléeme

Au moyen de I’équation et du lemme de Stein, le probléme qu’est I’estimation de la distance
entre W et Z est réduit a la mesure de la taille de E [A,, fr,(W)], c’est a dire

d(W, 2) = }SllelglE(h(W)) - E((2))] = 21615\13 [Apfn (W] .

Il ne reste plus qu’a étudier de manieére plus approfondie I’équation de Stein afin de mettre
en lumiere certaines propriétés de sa solution fj.

Propriétés des solutions de I’équation de Stein

Soit h une fonction bornée de R dans R. Pour tout A, il existe une fonction absolument
continue f; solution de ’équation de Stein associée a la loi normale,

h(z) —E(h(Z)) = f'(z) - 2 f(z)

pour tout z et vérifiant || fp|leo < \/gﬂh —E(h(Z))|lo et || f1llo < 2||h —E(R(Z))]|s ol

Z ~ N(0,1). Si h est lipschitzienne mais pas forcément bornée, alors ||fillcc < [|P]/cos
I fille < 1M lloo €t || f7]loc < 2[|A”||oo. On peut également obtenir ce genre de résultats
dans les autres cas, ils ne sont pas limités au cas gaussien.

Liens avec le calcul de Malliavin

Nous exposons ici le cas de 'approximation gaussienne, mais les résultats établis ici sont
parfaitement transposables a d’autres types d’approximation (loi Gamma, loi de Poisson,
mais aussi la loi de Pearson [ | ou encore les mesures invariantes d'une diffusion | ]
). Nous avons le théoréme suivant, établit par Nourdin et Peccati dans | ].
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Théoréme 4. Soit F' € D2 telle que E(F) = 0 et soit ¢y = (DF, —DL*1F>).,). Z désigne
une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. On a alors

dw(F,2) <E (1L - ¥p]) <E (]1 - vrf*)?,

ot dyy désigne la distance de Wasserstein qui n’est prise ici qu’a titre d’exemple d des fins
de simplicité d’écriture. Ce résultat est valable également pour beaucoup d’autres distances

de la forme (8).
Preuve : On a

dw (F, Z) = ,Sup [E(h(F)) — E(h(2))].

En se servant de la solution de I’équation de Stein, on peut écrire

dw (F,Z) = sup [E[f(F) = fu(F)F]|.

heHw

D’autre part, comme E(F) = 0, on a ' = LL™'F = —6DL"'F = §(—DL™'F). En
appliquant la formule d’intégration par partie, on obtient

E (fu(F)F) = E (fu(F)3(~DL™'F)) = B (<th(F), DL_1F>ﬁ) .

On obtient finalement, aprés simplification du terme D f, (F),

E(fu(F)F)=E (f,;(F) (DF, —DL‘1F>ﬁ> .

D’ou
dw(F.2) = su [B|fi(F)~ fi(F)(DF,-DL'F) ||
heHw 9
< s |filE |t (DR.-DLF) |
heHw )
212
< sup |N|w E (1—<DF,—DL1F>) .
heHw H
—_———

=1
|
Mesurer la distance entre une variable aléatoire de D'? et une gaussienne centrée réduite
revient donc & évaluer le terme E {(1 — (DF, —DL1F>~6)2} .

Théorémes limites sur les chaos de Wiener

Le théoreme suivant, connu sous le nom de “Fourth moment Theorem”, a été démontré
par Nualart et Peccati dans | | et complété par la suite dans | et ]. En
voici I’énoncé.

Théoréme 5. Soit ¢ > 2 et soit F,, = L,(fn), n > 1, une suite du q*™ chaos telle que

E(F?) njroo 1. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. F, 55 N(0,1) = L(Z).
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2. d(F,,Z) — 0.

n——+o0o

8. Pour toutp=1,---,q—1, ||fn®pan%@2(p_q) — 0.

n—-+o0o

4. Var[HIDEJE] — 0.

n—-+4o0o

5. fu(Fy) =E(F)) —3E(F)° = 0.
Les équivalences entre 1., 3. et 5. ont été démontrées par Nualart et Peccati dans | ]
au moyen du calcul chaotique et du théoréeme de Dambis, Dubins-Schwarz. L’équivalence
entre 1. et 4. a été démontrée par Nualart et Ortiz-Latorre dans | | en utilisant une
approche basée sur ’équation différentielle satisfaite par la fonction caractéristique de la
gaussienne centrée réduite. L’équivalence entre 2. et 4. a été démontrée par Nourdin et
Peccati dans [ |,