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Introduction

E PROJET ANR APPROFI, dans lequel s’est déroulée cette these, a pour objectif de
fournir une méthodologie pour le calcul de la probabilité de défaillance d'une
piece ou d’'un assemblage de l'industrie aéronautique ou spatiale. L'enjeu par rapport
aux approches existantes est de pouvoir traiter le cas ou la modélisation du matériau
conduit a des probléemes non linéaires. Ce cas engendre la difficulté d'un effet d’his-
toire du chargement, de la localisation des déformations et un traitement numérique
plus complexe du modéle physique.

La probabilité de défaillance est calculée en comparant la probabilité de résistance
du matériau et la probabilité d'une sollicitation. Cette sollicitation est issue de la
propagation dans un modele mécano-probabiliste de modeles probabilistes des
variables d’entrée telles que le chargement, la géométrie et les propriétés du maté-
riau. Le calcul du modele mécano-probabiliste, tel qu'il est effectué dans le projet,
demande la résolution d'un probléme déterministe pour de nombreux jeux de valeurs
des parametres d’entrée, i.e. de réalisations du modele physique. L'objectif majeur de
ce travail de these est de diminuer les temps de calcul associés aux calculs répétés de
réalisations a I'aide d’une stratégie dite « multiparamétrique ».

Le projet APPROFI est découpé en sous projets gérés par des spécialistes de chaque
discipline. La modélisation stochastique des variables d’entrée est effectuée par la
société PHIMECA, celle des variables de résistance par le CETIM, coordinateur du
projet. Le laboratoire LaMI est en charge de I'analyse stochastique et du calcul de la
probabilité de défaillance. La société SNECMA fournit des cas tests et est en charge de
I'industrialisation de la méthode. Enfin, le laboratoire Roberval, la société MODARTT
et le LMT-Cachan fournissent des méthodes performantes pour la résolution des
problémes déterministes.

Le laboratoire LaMI a choisi d’utiliser une méthode de Monte-Carlo [Caflisch,
1998], qui s’appuie sur la simulation d'un grand nombre de réalisations pour diffé-
rents jeux des parametres, pour le calcul de la probabilité de défaillance. Suivant cette
probabilité, entre une dizaine et des milliards de réalisations sont nécessaires. Le cal-
cul d'une réalisation pour des cas industriels peut prendre plusieurs heures avec les
techniques de résolutions classiques. Un méta-modéle du modele physique [Keane et
Prasanth, 2005] est donc utilisé en remplacement du modele physique complet. Une
approximation de la loi entrée/sortie du modele physique est recherchée a partir d'une
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X Introduction

collection de réalisations existantes. La méthode de Monte-Carlo peut alors s’appli-
quer sur le méta-modele, sur lequel les temps de calcul sont tres faibles.

Le méta-modele de Krigeage [Sacks et al., 1989, Cressie, 1993, Davis et lerapetritou,
2009], qui a été utilisé, repose sur une approximation par processus gaussien. Une
erreur au sens probabiliste peut étre définie entre le méta-modele et le modéle phy-
sique, et un lien direct peut étre fait entre cette erreur et la probabilité de défaillance
[Echard et al., 2010, Echard et al., 2011]. Si nécessaire, le méta-modele est enrichi
pour les entrées conduisant a la plus grande erreur pour le calcul de la probabilité
de défaillance. Lenrichissement du méta-modele consiste a considérer une plus
grande collection de réalisations. Le probleme déterministe doit étre calculé pour un
ensemble de nouveaux jeux de valeurs des parametres d’entrée. Le calcul pour cet
ensemble de jeux de valeurs est accéléré par la stratégie multiparamétrique.

[Boucard et Ladeveze, 1999, Allix et Vidal, 2002] ont introduit la terminologie de
stratégie multirésolution ou multiparamétrique pour désigner les stratégies permet-
tant la détermination de la réponse du modele physique pour une entrée donnée avec
une erreur d’approximation controlée, connaissant déja un certain nombre de réali-
sations pour d’autre valeurs des parametres. La méthode non-incrémentale en temps
LATIN [Ladeveze, 1985a, Ladeveze, 1996, Ladeveze, 1999] est utilisée dans ces straté-
gies. L'idée est d’initialiser cette méthode itérative avec la solution d'un probléme sup-
posé proche. Le temps de calcul d'une nouvelle réalisation est alors d’autant plus faible
que l'initialisation en est réellement proche. Un exemple est le cas d’assemblages avec
contact frottant et pieces a comportement élastique traité dans [Boucard et Champa-
ney, 2003]. Linformation issue d’un calcul est réutilisée en conservant les grandeurs
aux interfaces entre les pieces.

La solution d'un probleme avec un matériau a comportement non linéaire est don-
née par des champs définis sur 'ensemble de la structure et de l'intervalle de temps
considéré. Le stockage de I’ensemble des solutions pour les différentes réalisations de-
manderait trop de capacité de mémoire. Des travaux effectués au LMT-Cachan, [Co-
gnard et Ladeveze, 1993, Cognard et al., 1999, Ladeveze et al., 2002] ont montré qu'’il est
possible d’utiliser dans la méthode LATIN une approximation, sous la terminologie de
«décomposition radiale », pour diminuer le volume de données a stocker et les temps
de calcul. Les champs de la solution sont approximés par des sommes de produits de
fonctions du temps par des fonctions d’espace. Un modele réduit de la solution est
ainsi construit, qui rend possible la conservation de I'ensemble des réalisations. La
particularité de ce modele réduit est qu’aucune fonction n’est choisie a priori, avant le
début du calcul. Cette idée a été reprise et étendue par [Chinesta et al., 2010] sous le
nom de Proper Generalized Decomposition (PGD).

[Ladeveze et Nouy, 2003] puis [Ladeveze et al., 2010] ont proposé une nouvelle ma-
niere d'utiliser 1a PGD dans la LATIN, et ont montré sur des exemples visco-élastiques
que le nombre de fonctions nécessaires pour atteindre la méme erreur est plus faible.
Cette nouvelle maniere de construire la PGD a été adaptée dans cette these aux pro-
blemes visco-plastiques.
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Dans la stratégie multiparamétrique, les fonctions d’espace de la décomposition
peuvent étre conservées d'un jeu de parametres a ’autre sous certaines hypothéses.
La majeure partie du temps de calcul dans la résolution pour un nouveau jeu de
parametres consistant en la génération des fonctions d’espace, conserver les fonctions
pertinentes est trés intéressant. Cette idée a été testée par [Passieux, 2008] en visco-
élasticité, mais la visco-plasticité apporte des difficultés supplémentaires traitées dans
cette these.

La nouveauté de ce travail est ainsi la réutilisation d'un modele réduit de type PGD
dans la méthode LATIN pour la résolution de problemes visco-plastiques d’évolution
dans une stratégie multiparamétrique, ainsi que I'amélioration des algorithmes de
résolution pour pouvoir traiter des problemes a grand nombre de degrés de liberté.
Ces améliorations ont été intégrées dans un logiciel basé sur la plateforme C++ du
LMT-Cachan afin de montrer la pertinence de la stratégie proposée sur des exemples
a géométrie complexe.

Pour comprendre les apports de cette thése, il est nécessaire de préciser les fonda-
mentaux de la méthode LATIN. Dans cette méthode non incrémentale en temps, les
difficultés de résoudre un probleme non linéaire et global sont séparées. La solution,
qui vérifie 'ensemble des équations, est recherchée de maniére approchée sur tout
I'espace et le temps dans une stratégie itérative. Chaque itération est composée :

— d’'une étape dite locale oli, connaissant une approximation de la solution véri-
fiant les équations linéaires (éventuellement globales), une approximation de la
solution vérifiant les équations locales est recherchée, selon une direction de re-
cherche locale qui est un parametre de la méthode;

— d’une étape dite linéaire ou1, connaissant une approximation de la solution véri-
fiant les équations locales, une approximation de la solution vérifiant les équa-
tions linéaires (éventuellement globales) est recherchée, selon une direction de
recherche linéaire qui est un parametre de la méthode.

La détermination de la solution vérifiant les équations linéaire est I'étape la plus coti-
teuse, car globale en espace pour assurer I’équilibre. Une approximation en variables
séparées temps-espace (PGD) en est recherchée.

Un premier apport du travail de thése a consisté dans le choix des directions de
recherches afin d’obtenir le meilleur taux de convergence possible en limitant la diffi-
culté d'implémentation, en s’appuyant sur les travaux de [Artz, 1994, Boisse, 1987, Co-
gnard, 1989]. L'algorithme de détermination de la décomposition PGD développé par
[Ladeveze et Nouy, 2003, Ladeveze et al., 2010] a ensuite d étre adapté au cas visco-
plastique. La principale difficulté vient du fait que dans ce cas, 'opérateur sur lequel
est construit la PGD devient dépendant du temps et n’est pas toujours défini. Les per-
formances en termes de temps de calcul n’étant pas suffisantes, un nouvel algorithme
itératif a été mis en place pour la détermination des fonctions d’espace de la décom-
position PGD. Contrairement aux précédents algorithmes, celui-ci ne demande plus
d’assemblages de matrices éléments finis au cours des ces itérations. Cette étape était
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xii Introduction

la plus cotiteuse précédemment.

Un deuxieme apport est le développement de la stratégie multiparamétrique dans
le cas visco-plastique. Le choix de la solution la plus proche et des fonctions spatiales
a conserver est une question difficile a laquelle ce travail essaie de répondre.

Ce document est composé de six chapitres. Le premier chapitre est consacré a
la modélisation des variabilités et aux méthodes de résolution associées. La stratégie
de calcul LATIN et la stratégie multiparamétrique, permettant I'accélération de la ré-
solution d’ensemble de problémes visco-plastiques complexes, sont détaillés dans le
deuxieme chapitre. Le modele matériau utilisé et le choix des directions de recherche
de la méthode LATIN y sont présentés. Le troisieme chapitre est consacré aux mé-
thodes de réduction de modele, permettant d’accélérer les calculs et de diminuer la
quantités de données a stocker. Le quatrieme chapitre présente comment le modele
réduit PGD est introduit dans la méthode LATIN avant de fournir un exemple détaillé.
La qualité de I'approximation PGD est évaluée, notamment 'influence de la discrétisa-
tion spatiale et temporelle. Dans le cinquieme chapitre, le détail du calcul des fonctions
de la décomposition PGD est donné. Trois algorithmes de détermination des fonctions
spatiales sont présentés et comparés. Il s’agit d'un point critique pour le temps de cal-
cul. Enfin, le dernier chapitre présente 'application de la stratégie développée sur le
cas test du projet APPROFI ainsi qu'une comparaison avec le logiciel ABAQUS.
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Chapitre 1

Méthodes pour la propagation
des incertitudes

Dans ce premier chapitre, le cadre dans lequel s’est effectuée la thése est pré-
cisé. Un bref rappel de la modélisation probabiliste des incertitudes est tout
d’abord présenté. On donne ensuite la définition de la probabilité de défaillance
en fatigue. Une breve revue des méthodes pour le calcul stochastique est effec-
tuée dans un cadre plus général que celui de la détermination de la probabilité
de défaillance. Un méta-modele de Krigeage étant employé dans le projet AP-
PROFI, le dernier paragraphe précise la définition de ce méta-modele et son
utilisation pour le calcul de la probabilité de défaillance en fatigue.
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2 Méthodes pour la propagation des incertitudes

1 Introduction

Le but de ce premier chapitre est d'introduire le contexte dans lequel s’est déroulée
la these.

La description réaliste d'un systeme mécanique contient nécessairement des in-
certitudes. Celles-ci peuvent provenir de la modélisation incompléte qui est faite du
syteme (incertitudes de modélisation) ou bien du caractere aléatoire intrinseque des
variables, lié aux phénomeénes étudiés (incertitudes de données).

Suivant le degré de confiance accordé a la modélisation et des descriptions dispo-
nibles des variables, différentes théories peuvent étre appliquées afin de décrire I'in-
certain :

- la théorie des intervalles [Moore, 1966] ;

— la théorie des ensembles flous [Zadeh, 1978] ;

— la théorie des ensembles convexes [Ben-Haim, 1994] ;

— la théorie des méconnaissances [Puel, 2004, Ladeveze et al, 2006, Enjalbert,

2009];

— la théorie probabiliste.

La premiere théorie décrit I'incertain par des intervalles dans lesquels les valeurs
des variables évoluent, sans information de probabilité d’occurence. Le résultat du cal-
cul est aussi exprimé sous forme d’intervalles. Cette théorie a 'avantage de ne néces-
siter que tres peu d’'informations sur les variables d’entrées. Elle a par contre I'incon-
vénient de donner une solution de plus en plus pessimiste, a mesure que le nombre de
parametres augmente. Lintervalle solution peut alors devenir tres grand, voire infini.

La théorie des ensembles flous décrit I'incertain par un degré d’appartenance des
variables a des intervalles. [Drakopoulos, 1995] présente une comparaison des mé-
thodes probabilistes et par ensembles flous. Ces conclusions semblent indiquer que,
pour des domaines finis, le pouvoir de représentation des méthodes probabilistes est
supérieur a celui des approches par ensembles flous; la contrepartie est une com-
plexité de calcul plus importante et une moindre efficacité numérique.

La théorie des méconnaissances se présente comme une alternative aux coeffi-
cients de sécurité. L'incertain est décrit par des intervalles dont les bornes sont pro-
babilisées. La propagation s’effectue sur ces bornes et donne un résultat sous la forme
d’un intervalle probable. Peu d'informations sont nécessaires sur les variables et elles
peuvent étre obtenues facilement par recalage du modele avec méconnaissances. La
description de l'incertain est moins fine avec cette technique qu’avec la théorie des
probabilités, ce qui peut étre un avantage ou un inconvenient suivant la connaissance
disponible au moment de la modélisation.

Enfin, la théorie des probabilités est la plus utilisée pour décrire I'incertain. Elle
permet une description de la probabilité d’occurence d’événements.

C’est cette théorie qui est utilisée dans le projet APPROFI dans le but de prévoir la
défaillance de piece en fatigue. Celle-ci est calculée en comparant une sollicitation a
une capacité de résistance du matériau. Le calcul de la sollicitation est le plus cotliteux
car il fait intervenir des effets de structure et non pas uniquement des effets locaux.
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Modélisation probabiliste des incertitudes 3

Une technique de méta-modele de Krigeage est donc employée pour en réduire le cotit
tout en garantissant la bonne valeur de la probabilité de défaillance en fatigue calculée.

2 Modélisation probabiliste des incertitudes

On présente tout d’abord de maniere tres générale la théorie des probabilités. Len-
semble des définitions présentes dans cette section sont issues de [Saporta, 1990] et
[Radix, 1991].

2.1 Espace probabilisé

Lensemble des réalisations d'un phénomene aléatoire forme un espace noté ©. Un
événement est défini comme une partie de © contenant I’ensemble des réalisations
0 € ©. La théorie des probabilités consiste en 'association de nombre aux événements,
i.e.leurs probabilités d’occurence. A I'espace des événements élémentaires © est asso-
ciée une o-algebre Z de parties de O, et une mesure p appelée loi de probabilité est
définie sur (0, %).

o-algebre Une classe & de parties de O est une o-algebre (ou tribu) si:
1. Oe F;
2. AeF = A°e F («stabilité par passage au complémentaire ») ;
3. A, A, Ay €F = Upent An € & («stabilité par union dénombrable »).

Un espace (0,.%) est dit mesurable si & est une o-algebre sur 0.

Mesure de probabilité Une mesure de probabilité p sur (0,%) est une fonction p :
F — [0,1] telle que :

1. p(®) =0, p@®)=1;

2. si {A;,As,---, Ay} est un ensemble dénombrable d’événements disjoints (A; N
Aj=@,Vi# j)alors:

pJA) =) pA)

Le triplet (©,%,p) définit un espace probabilisé.

Application mesurable Soit (0, %) et (@, #') deux espaces mesurables, une applica-
tion f : @ — O estdite & — %' mesurable si :

U ={f 1A : Ae F'}cO
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4 Méthodes pour la propagation des incertitudes

2.2 Variable aléatoire

Une variable aléatoire réelle X est une application mesurable de (0, %) surI’espace
mesurable des réels (R, Z(R)) L.

Les éléments images de © par X sont appelés réalisations de la variable aléatoire
X; aune cause 6 € ©, X associe une conséquence X (0) € R.

Remarque Par définition d'une application mesurable, pour tout borélien A, I'en-
semble {0 : X(0) € A} est un événement.

Probabilité d’'une variable aléatoire La définition d'une variable aléatoire permet
d’attribuer une probabilité a tout intervalle I € 4(R) identifié a I'événement dont il
est'image :

Px(I) :fdPX(x) =p{0e®: XO)el})
I
Laloi de probabilité d'une variable aléatoire est la description de sa répartition de pro-

babilité.

Fonction de répartition On appelle fonction de répartition de X la fonction

e R = 0]
X" 1t - Fx(=Px(-oo,t)=pifec® : X(O) <t}

La loi d’'une variable aléatoire est, en pratique, completement déterminée par la don-
née de sa fonction de répartition Fy. Celle-ci posséde les propriétés suivantes :
— Fx caractérise la loi. En particulier,

V(a,b) € R*, Px(la,b]) = Fx(b) - Fx(a)

— Fx est une fonction croissante, continue a droite et avec une limite a gauche en
tout point;
— Fx est alimites finies

lim Fx(t)=0, lim Fx(f) =1
{——00 t—+oo

Densité de probabilité Une variable aléatoire X est continue s’il existe une fonction
densité fx(x) (pdf: probability density function) telle que VI € B(R) :

Px(I) =flfx(x)dx

On dit aussi alors que laloi Px de X « possede une densité », ou bien « est a densité ». De
maniere équivalente, on dit que Py est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue dx. La fonction densité de probabilité posséde les propriétés suivantes :

1. 8 (R) est’ensemble des boréliens de R.
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Modélisation probabiliste des incertitudes 5

- fx20
- [fZ fxdx=1

La fonction de répartition d’'une variable aléatoire a densité est donnée par :

Fx(a)=Px(—-o0,al]) = f fx(x)dx

Des exemples classiques de densité de probabilité sont présenté dans le tableau 1.1.

loi de X support © densité fx(x)
1
Uniforme [-1,1] >
2
Gaussienne R (27[)_% exp (Tx)
1 1 — )2
Normale R exp (—— (x ,u) )
o 27{ 2 g
Gamma Rt —— x*lexp(—x)
T'(a)
(1+x)% 11 -x)b!
Beta [—-1,1]
. B ((%, 119)) 2a+b+1 .
: + AT _(*
Weibull R ()L) ()L) exp( (/1) )

Tableau 1.1 : Exemples de fonction de densité de probabilité

Mesures d’une variable aléatoire continue
— espérance :

E(X):fdeX(x)
R

ou pour une variable aléatoire a densité,

E(X):fxfx(x)dx
R

— moment d’ ordre k :
ue(X) = E(X%)

— moment centré d’ordre k :
mi(X) =E(X - E(X))k)

Les principales valeurs caractéristiques d'une variable aléatoire X sont :
— la moyenne ou espérance E(X) ;
— lavariance V(X) qui estle moment centré d’ordre 2: V(X) = my = E(X—-E(X))?);
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6 Méthodes pour la propagation des incertitudes

— V'écart-type o(X) qui est la racine carré de la variance;

— la covariance Cov(Xy, Xo) = E((X; — E(X1)) (X2 — E(X?))) = E(X1 X2) — E(X1)E(X2) ;
— le coefficient de variation 6 (X) = %

La dépendance stochastique d’'une variable aléatoire pourra étre rappelée en notant

X(0).

2.3 Espace des variables aléatoires de carré sommable

Les variables aléatoires telles que E(X¥) < oo sont appelées variables aléatoires
d’ordre k. Lensemble des variables aléatoires d’ordre k définies sur I’espace probabi-
lisé (©,F, p) et a valeur dans R constitue un espace vectoriel noté £ k@, dPx,R). Dans
le cas k = 2, 'espace £ est appelé espace des variables aléatoires du second ordre ou
de carré sommable. Il s’agit d'un espace de Hilbert si on le munit du produit scalaire
suivant :

(X,Y)=E(XY)

La norme déduite de ce produit scalaire étant :
I1X15 = (X, X) = E(X?)

Sur un espace de Hilbert, il est possible d'utiliser les outils classiques d’analyse nu-
meérique. [Sudret et Der Kiureghian, 2000] présente une revue des bases Hilbertiennes
possibles de I'espace £2.

2.4 Approche paramétrique ou non paramétrique

Suivant le degré de confiance apporté au modele déterministe du systeme étudié,
deux approches sont envisageables :

Approche paramétrique L'approche paramétrique estla voie priviligiée pour les pro-
blemes dont le modele mécanique déterministe f existe et est robuste. On considere
alors que 'aléa ne porte que sur les variables d’entrées ¢. Pour n'importe quelle réa-
lisation _# observée, on peut associer des valeurs des variables d’entrée qui, injectées
dans le modele, conduisent a cette réalisation (V_¢ 3¢ : f(¢) = _¢, voir FIG. 1.1).

Leffort de modélisation probabiliste porte dans ce cas sur les parametres du sys-
teme mécanique. Des mesures d’échantillons et des jugements d’experts (permettant
d’introduire la physique supposée des phénomenes) permettent de leurs associer des
lois de probabilité adaptées. Nous nous placerons dans la suite dans une vision para-
métrique de I'aléa.

Approche non-paramétrique Lapproche non-paramétrique permet de modéliser
I’aléa dans les cas ou il n’est pas possible de trouver un modele déterministe qui per-
mette 1'association de parametres d’entrée a une réalisation. Les opérateurs du sys-
téeme mécanique sont alors directement probabilisés. Dans le cas du calcul de struc-
tures par éléments finis, on cherche a construire une modélisation probabiliste de la
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Probabilité de défaillance en fatigue 7

FIGURE 1.1: Limite de la vision paramétrique de I'aléa, il n’est pas toujours possible de
trouver une fonction qui associe des valeurs des variables d’entrée a une observation.

matrice de rigidité sous certaines contraintes (matrice symétique, définie positive, ca-
ractere bande) [Soize, 2000] avec la condition de maximum d’entropie. Cette approche
permet d’augmenter la prédictibilité du modeéle, I'ensemble des observations _# pou-
vant étre atteintes. En prenant des assertions plus faibles sur le modele et en le proba-
bilisant, on prend en compte l'incertitude de modélisation en plus de I'incertitude des
causes. On note cependant qu'il est alors impossible de faire une étude de sensibilité
sur les causes de I'aléa.

3 Probabilité de défaillance en fatigue

La quantité d’'intérét dans le projet APPROFI est la probabilité de défaillance dans
le cas d’'une rupture en fatigue.

3.1 Probabilité de défaillance

La probabilité de défaillance P¢ est définie par une fonction de performance G(S)
qui associe 2 un événement ¢ une performance. Le systéme est sain si la fonction de
performance retourne une valeur supérieure a zéro pour un événement &, défaillant si
elle est inférieure ou égale a zéro. Les valeurs de ¢ satisfaisant G(¢) = 0 définissent la
surface d’état limite. La probabilité de défaillance peut étre calculée par une méthode
de Monte-Carlo comme le rapport entre le nombre de réalisations défaillantes ng<g et
le nombre nyc de réalisations totales,

Pp=—= (1.1)

Le nombre de réalisations nécessaires peut étre trés important puisqu'’il est directe-
ment lié a la probabilité de défaillance attendue. Pour quantifier I'incertitude sur la
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8 Méthodes pour la propagation des incertitudes

probabilité de défaillance, on peut calculer son coefficient de variation,

1-Py
C.O.Vp, = (1.2)
p f nwvic
Dans un cadre plus général, la probabilité de défaillance est définie par
Pf:f fe(x)dx (1.3)
{0€0 : GE)=<0} —

avec f¢(x) lafonction de densité de probabilité jointe de I'ensemble des variables d’en-
trée.

3.2 Casdelafatigue

Dans le cas de la défaillance en fatigue, une maniere de procéder est de considérer
que la fonction de performance est issue de la comparaison entre une sollicitation S et
une capacité de résistance R.

G() =R(©&) - S() (1.4)

Si 'on considere que I'on connait les fonctions de densité de probabilité de la résis-
tance et de sollicitation, le calcul de la probabilité de défaillance revient a calculer I'aire
al'intersection des courbes de probabilité de résistance et de sollicitation (FIG. 1.2).

pdf A S R

>
/ o
Py

FIGURE 1.2 : Schéma de définition de la probabilité de défaillance

La sollicitation correspond a 'endommagement de la piece qui dépend naturelle-
ment de 'histoire du chargement. Calculer 'endommagement pour '’ensemble des
évolutions du chargement possible est hors de portée. Le concept de chargement
équivalent pour la fatigue est donc introduit. Il s’agit de transformer une évolution
temporelle quelconque du chargement en un chargement sinusoidal d’amplitude F,,
constante sur un nombre N,,; = 10" cycles (en général n = 6), qui conduit a un en-
dommagement équivalent. Ceci est effectué par une étude statistique des chargements
possibles, transformés en chargements élémentaires, que nous ne détaillerons pas ici.

La fonction de performance consiste alors a comparer I'’endommagement issu d'un
chargement équivalent de fatigue a 10" cycles avec la résistance du matériau a cette
endommagement.
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Calcul de la réponse stochastique 9

L'endommagement issu d'un chargement équivalent de fatigue a 10" cycles est par
exemple calculé en pratique a I'aide du critére de Smith Topper Watson (SWT). Celui-
ci prend en compte I’amplitude de déformation principale totale sur un cycle stabilisé
Ae; et la contrainte principale maximale sur ce cycle o7;.

S= \V4 EO’]A&'[ (1.5)

avec E le module d’Young.

Le probleme qui consiste a savoir si une structure soumise a un chargement com-
plexe va étre défaillante est ainsi simplifié en une comparaison entre :

— d’une part, une sollicitation donnée par le calcul sur un cycle stabilisé du critere
SWT pour une entrée définie par un ensemble de fonctions de densité de proba-
bilité ;

— d’autre part, une résistance dont on connait la fonction de densité de probabilité.

Dans le projet APPROF], la résistance selon le critere SWT a été qualifiée a partir
d’essais sur des éprouvettes en traction et suit une loi normale a coefficient de varia-
tion constant (10,35%) de moyenne pur dépendant du nombre de cycles équivalents
considéré :

Kk = 680,154 x6,252N,,"1%% (1.6)

Les entrées considérées comme aléatoires sont les parametres matériaux et le char-
gement donné par 'amplitude équivalente en fatigue.

Dans le cas d'un probleme mécanique linéaire, une relation linéaire peut étre éta-
blie entre le critere SWT et les entrées du modele. Cette relation est simple a caractéri-
ser a I'aide d'un unique calcul mécanique, avec un cofit de calcul assez faible.

Dans un cas non linéaire, la dépendance entre les variables d’entrée et le critére
SWT est non linéaire. La caractériser pour 'ensemble du domaine de variation des
variables d’entrée est peut étre faisable comme nous le verrons mais présente un coft
de calcul élevé. Une technique de méta-modele est donc plutot utilisée.

4 Calcul de la réponse stochastique

Dans un cadre plus général que celui du projet APPROF]I, le calcul de la réponse
stochastique peut s’effectuer de nombreuses manieres. On note _#(U) une quantité
d’intérét cible, qui peut par exemple étre le déplacement d’'un point particulier ou
la contrainte maximale dans une certaine direction. Différentes informations au sens
probabiliste peuvent étre recherchées :

— les moments statistiques comme la moyenne p 4 = E(_¢ (U)) ;

— la probabilité d’événements particuliers : P s = P({_# (U) < _%o});

- lareprésentation complete de _# (U) (distribution de probabilité).

Les approches fréquentielles du type Monte-Carlo/Quasi Monte-Carlo [Caflisch, 1998]
pourront étre employées dans tous les cas, avec comme limitation le grand nombre
de tirages nécessaires a leur convergence. Des méthodes d’'intégration directe peuvent
permettre de calculer les moments statistiques de _#(U), par exemple les méthodes
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10 Méthodes pour la propagation des incertitudes

de Gauss, Clenshaw-Curtis, etc. Elles seront plus ou moins efficaces selon la forme de
la fonction a intégrer. Les méthodes fiabilistes sont dédiées aux calculs de probabilité
d’événements particuliers.

Il est aussi possible de représenter complétement la solution U (M, 0) sur une base
de fonctions et de chercher a résoudre le probleme stochastique complet sur cette base
[Ghanem et Spanos, 1991a]. On construit alors un méta-modele du probléme sur le-
quel les méthodes d’intégration directe ou fiabilistes pourront étre appliquées avec
un tres faible cofit de calcul. Des méthodes de développement en série, telles que le
développement de Taylor ou la décomposition de Neumann [Yamazaki et al., 1988],
permettent également la construction d'un méta-modele, particulierement pour de
faibles variations des parametres du modele.

4.1 Approches fréquentielles

Les approches fréquentielles reposant sur le théorie des grands nombres peuvent
étre employées pour évaluer les moments statistiques d'une quantité d’intérét ¢ (U),
des probabilités d’événements particuliers, ou sa fonction de répartition. Cette mé-
thode est classique pour traiter des problemes probabilistes. Elle consiste a générer
numériquement un grand nombre M de réalisations caractéristiques des parametres
variables, puis a calculer de maniéere déterministe les M réponses correspondantes
pour la quantité d'intérét _#. Une étude statistique de ces M résultats permet enfin
de caractériser la distribution de _# et d’estimer sa fonction densité de probabilité. La

convergence de la méthode est au pire en —=, il est donc nécessaire de procéder a un

VM’
grand nombre de tirages quand le précision souhaitée est grande.

4.2 Méthodes d’intégration directes

Les méthodes d’intégration directe peuvent étre utilisées pour évaluer les moments
statistiques d'une quantité d’intérét _#(U) ou des probabilités d’événements particu-
liers. Par exemple, la moyenne de cette quantité p g = E(_# (U)) est par définition :

py=EZU) = f@ FUx)dP(x)

avec ¢ 'ensemble des données aléatoires du probléme. Ce probléeme d’intégration peut
étre résolu en utilisant des méthodes d’intégration numérique. Le calcul de u ¢ est
ainsi approché par :

M
Lg= ) Zxwk
k=1

ol les xj sont les points d’'intégration et les wy sont les poids associés. La résolution
du probléeme demande le calcul de M probléemes déterministes pour la détermination
des U(xy). Différents choix sont possibles pour les points et les poids d’intégration. En
prenant des points d’intégration aléatoires vérifiant les distributions de probabilité et
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un poids constant wy = A%I, avec M le nombre de points, on retrouve une méthode de
Monte-Carlo.

Dans la méthode de Quasi Monte-Carlo, les points d’intégration sont choisis de ma-
niere déterministe. Cette méthode permet d’obtenir de meilleurs taux de convergence
que la méthode de Monte-Carlo pour des petites dimensions stochastiques.

Des méthodes de quadrature peuvent aussi étre utilisées. Dans la quadrature de
Gauss, dans un cas unidimensionnel, les x; sont définis comme les n racines du n°
polynome orthogonal associé a la mesure de probabilité d P¢. Les poids wj sont obte-
nus par intégration des interpolants de Lagrange aux point x;. On peut alors intégrer
exactement des fonctions polynomiales de degré (2n—1). Dans le cas d'une dimension
m > 1, les points d’intégration sont obtenus par tensorisation des quadratures unidi-
mensionnelles associées aux mesures d P :

n n
Bg= ) ) Ok Omkn L UEL k) X k)
ki=1  kp=1

Le nombre de points d’intégration M est donné par M = n™. L'inconvénient de cette
méthode est la croissance exponentielle du nombre de points d’'intégrations M avec
I'augmentation de la dimension stochastique m.

En grande dimension stochastique, on peut utiliser des quadratures dites
« creuses » [Matthies et Keese, 2005] qui permettent de limiter le nombre de points
d’intégration. Avec ces méthodes, on obtient une croissance polynomiale de M avec la
dimension stochastique m. Afin de réduire le nombre de points d’intégration, il sera
préférable d’utiliser des quadratures dites « imbriquées » (Clenshaw-Curtis, Gauss-
Patterson,etc.).

4.3 Méthodes fiabilistes

Les méthodes fiabilistes [Lemaire, 1997] s’attachent aux calculs de probabilité
d’événements. Elles sont particulierement performantes dans le cas de probabilités
faibles (1073). Elles sont ainsi utilisées pour le calcul de la probabilité de défaillance,
mais d’autres applications seraient envisageables.

4.3.1 Surface d’état limite

La probabilité de défaillance est définie par :

P :f (x)dx
! {eee):G@sO}fé

Le calcul de cette intégrale pose deux difficultés majeures :
— la densité de probabilité jointe f;(x) est le plus souvent inconnue, I'information
connue étant les lois de probabilité des parametres du probléme;
— la détermination du domaine de défaillance {6 € © : G(&) < 0} est coliteuse.
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4.3.2 FORM, SORM

La premiere difficulté peut étre résolue en opérant une transformation (par
exemple de Rosenblatt ou de Nataf) permettant de se ramener a des variables aléa-
toires de base, gaussiennes centrées réduites indépendantes. On a alors :

Py= f fedy
{0€® : G(y)<0} —
avec f¢(y) la densité de répartition d'une loi gausienne centrée d'un vecteur aléatoire
de taille m.

Cette densité de répartition est fortement décroissante. Les points qui contribuent
le plus dans I'intégrale de la probabilité de défaillance sont donc ceux qui sont les plus
proches de I'origine de 'espace normal.

Le point de défaillance le plus probable est le point le plus proche de I'origine. Il est
calculé en résolvant un probléme de minimisation et est noté P* de coordonnées y*.
Lindice de fiabilité § de la structure est défini géométriquement comme la distance
entre I'origine et la surface d’état limite (figure 1.3) :

B=Ily*ll ot y*= argmin [y|?
{y€® : G(y)<0}

On peut montrer que si G(y) est linéaire :
Pr=0(-p)

avec ®@(-) la fonction de répartition d'un vecteur aléatoire centré gaussien a variables
indépendantes.

Yn

\'\. G(y) =0
i N

'~

»1
FIGURE 1.3 : Définition géométrique du point de défaillance le plus probable
La deuxieme difficulté est contournée en approximant la surface d’état limite :
— soit par son hyper-plan tangent au point de défaillance dans la méthode FORM

(First Order Approximation Method). Dans ce cas, le domaine de défaillance est
approché par un demi-espace D dont la probabilité s’exprime :

Py =®(-p) = Py

Approche multiparamétrique pour la conception robuste en fatigue



Calcul de la réponse stochastique 13

— soit par une paraboloide dont les courbures principales sont notées (k1,: -,k —
1) dans la méthode SORM (Second Order, Approximation Method). La probabilité
du domaine de défaillance approché D est alors estimée par :

U \/1+,61<, =~

Une étude de sensibilité aux parametres du probléme est possible en calculant le
gradient de la probabilité de défaillance en fonction des parametres du probleme.

4.4 Méthodes de perturbation

Les méthodes de perturbation donnent une approximation du champ de déplace-
ment autour de sa valeur moyenne. En appliquant les méthodes d’intégration directe
ou fiabiliste sur cette décomposition, les premiers moments statistiques d’'une quan-
tité d’intérét ou la probabilité d’événement peuvent étre déterminés. La précision ob-
tenue est bonne pour des variations en faible largeur de bandes des parametres.

On suppose que le probléme a résoudre s’écrit sous forme discrétisée :

AO)U(O) =b(0) (1.7)

Avec A(0) une matrice aléatoire, b(0) un vecteur aléatoire et U(0) le vecteur aléatoire
d’inconnues a déterminer.

4.4.1 Développement en série de Taylor

Lidée est de décomposer les quantités du probléme stochastique autour de la va-
leur moyenne des parametres du probleme. Supposons, par exemple, que les para-
metres aléatoires puissent étre représentés par un vecteur aléatoire ¢ de dimension m.
La décomposition de U(0) autour de sa valeur moyenne s’écrit alors :

m 1 m m
U®O)=Uy+ Y. (@i~ pa)U;+ 5 Z Y (@i pa) (@)~ pa)U ;) +0(161)
: :1

i=1

N 2
ot Uy =Upa), U ; = 55:U(@(0)), U ;; = 3555 U @(0)).
De méme, la matrice A et le second membre b issus du probleme discrétisé
s’écrivent :

m 1 m m
A6) =Ag+ Z(ai—ﬂai)A,i"'E (@i pa) (@ — pa)A i+ 0(1017)
i=1 i=1j=1

m 1m m
b(@) =bo+ Y. (@i —pa)b,i+5 Y Y (@i = pa) (@~ Ha b +0(101%)
i=1 i=1j=1
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14 Méthodes pour la propagation des incertitudes

On injecte alors les développements de A et b dans ’équation a résoudre AU =b :

m
(AU, —bo) + ) (a; — fia;) (AOQ,i +A,U, _b:i)

i=1

||M§

1 m

E Z — pa) ()~ pha,) (Aog,l.j +A ;U +AU +A;;U, —b,,-,-) +0(101%) =0
On obtient I'écriture du développement de Taylor du second ordre en 6 d'un vecteur
qui doit étre nul. Les différents termes du développement doivent étre nul, et donc :

AOQ() = by
Aog,i = b,i—A,igo Yiel0,m],VYje€[0,m]
Aog,ij = b,ij_A,jg,i_A,ig,j_A,ijgo

Les termes du développement de U peuvent étre obtenus en résolvant successive-
ment ces systemes linéaires. On notera que dans toutes les équations c’est la matrice
Ay qui intervient dans le premier membre. On pourra éventuellement la factoriser une
seule fois afin de minimiser les cofits de calcul. A et b sont des quantitées connues,
et les termes de leurs développements peuvent étre estimés soit analytiquement soit
numériquement par un code de calcul. Toutefois les gradients d’ordre élevé de A et b
sont difficiles a obtenir. La méthode est souvent limitée a ’ordre 2.

Cette méthode a été appliquée avec succes pour des variations des parametres
aléatoires du probléeme contenues dans des bandes étroites, pour des problemes li-
néaires et non linéaires, en statique et en dynamique [Hisada et Nakagiri, 1985, Liu
etal., 1988].

4.5 Méthode spectrale

Lassociation d'une méthode spectrale a la méthode des éléments finis a été in-
troduite dans [Ghanem et Spanos, 1991b]. Les champs aléatoires connus (coefficients
matériaux...) sont approximés sur les modes propres du noyau de leur matrice de co-
variance selon la méthode spectrale de Karhunen-Loeve.

Les déplacements nodaux aléatoires éléments finis sont recherchés sur le chaos
polynomial [Wiener, 1938],

P
UM, 0)=) UrpM)V¥Y(©)
k=0

ce qui permet d’obtenir une approximation de la solution méme pour de grandes va-
riations des parametres. Une décomposition stochastique de la solution compléte est
recherchée. Un post-traitement par intégration analytique ou numérique de cette so-
lution est nécessaire pour obtenir les moments statistiques, la fonction de répartition
d’'une quantité d’'intérét _# (U) ou la probabilité d’événements particuliers. Cette mé-
thode s’apparente a une méthode de surface de réponse (ou méta-modele). La résolu-
tion s’effectue avec une méthode de Galerkin.
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5 Méta-modele

Les méta-modeles ont pour but de fournir une décomposition sur une base de
fonctions ¥ ;(0), connue et adaptée au calcul stochastique, des quantités d’'intéréts.
Le calcul des moments statistiques, la probabilité d’événements particuliers, ou la dis-
tribution de probabilité des quantités d’intérét sont alors faciles a obtenir par les mé-
thodes d’intégration directe (Monte-Carlo, quadrature, etc.) ou fiabiliste, sur le méta-
modele. La quantité d’intérét _#,(U) décomposée s’écrit :

JpW) =) a;¥;)
JE€Tp

La construction du méta-modele consiste a calculer les coefficients « . Ce calcul
peut étre effectué par différentes méthodes, par exemple : régression, projection, ré-
seau de neuronnes [Lagaros et al., 2005], Krigeage, machine a vecteurs de support [Vap-
nik, 1995], etc. Ces méthodes sont qualifiées de non intrusives, faisant appel a un code
déterministe existant en des points d’évaluation, en opposition aux méthodes de Ga-
lerkin ou de perturbations, qui demandent le développement de codes adaptés. Une
revue des méthodes de construction de méta-modeles est disponible dans [Keane et
Prasanth, 2005].

La détermination des points d’approximation et le choix des bases d’approxima-
tion sont des problématiques communes a I’ensemble des méthodes de construction
de méta-modeles. Certaines méthodes reposent sur des points d’approximation pré-
déterminés (par exemple un plan d’experience complet) et s’attachent soit a minimiser
I'erreur commise entre la quantité d’intérét approximée et celle qui a été calculée (ré-
gression, projection), soit a minimiser I’erreur qui serait commise si un nouveau point
de calcul était fourni (réseau de neurones, machine a vecteur de support). D’autres
méthodes permettent d’ajouter des points d’approximation et d’enrichir |’espace d’ap-
proximation, soit en s'appuyant sur une erreur statistique comme dans le Krigeage
[Jones, 2001], soit sur une erreur stochastique en relation de comportement [Bellec,
2007], soit sur les méthodes sparse grids [Bungartz et Griebel, 2004].

5.1 Détermination des coefficients

Méthode de régression On suppose que la solution U a été calculée pour un en-
semble de M réalisations ¢ . en résolvant I'ensemble des problemes

ACIUE) =bE) k=1,,M

On peut ainsi déduire 'ensemble des quantités d'intérét associées _# (U (¢ k)). Les coef-
ficients sont alors calculés de maniére a minimiser, au sens des moindres carrés, I’écart
entre les valeurs mesurées et I'approximation :

M
{ay, -+, ap}=argmin ) ol FUE) - Y a;¥;E)I?

ay, @M =1 jeip
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16 Méthodes pour la propagation des incertitudes

On considere le cas ou la quantité d’'intérét est un scalaire et on note a = (ay,---, @py) r
le vecteur de composantes. Le probleme de minimisation est alors équivalent a ré-
soudre le systéme linéaire

Ga=g

avec

M M
@)=Y wr¥i€DY;(E,) et (g)j=) wr¥i€)IUE,))
k=1 o k=1

Lutilisation de la méthode de régression nécessite M calculs déterministes indépen-
dants, donc facilement parallélisables, pour évaluer les quantités {_# (U (5 ))}M Le

point délicat de cette méthode réside dans le choix des points d’évaluation { é k} 1 ainsi
que des poids {wi}

Les points d’évaluation peuvent étre optimisés par une étude de la matrice G qui
ne dépend que de I'approximation choisie.

Méthode de projection La méthode de projection consiste a projeter la quantité d’in-
térét sur la base {¥; (9)}j€]p.

(I, v) =(FU),v) Yvespan{¥;0),je€ ]y}

les coefficients a; sont alors calculés de la maniére suivante pour une base orthonor-
male :

aj=E(¥; W)= f@ ¥ (x) 7 (U (x))dPg(x)

Cette intégrale peut étre évaluée par intégration numérique :
M
aj= kX: (Uk‘yj@k)f(g(ék))
=1

ou les E sont les points d’intégration et les wj sont les poids d’'intégration associés. Un
nombre de points, et donc de calculs déterministes, importants peut étre nécessaire.

5.2 Choix des points d’approximation

Dans le cas de méta-modéles non adaptatifs (qui ne permettent pas d’enrichis-
sement automatique), le choix des points d’évaluation aura une forte influence sur la
qualité de 'approximation. [Santner et al., 2003] présente différents plans d’expérience
possibles pour le choix de ces points.

Le plan d’expérience complet est le plus basique. Le nombre de points d’évalua-
tion en k?, avec p le nombre de variables et k le nombre d’états possibles, le rend in-
abordable dans la plupart des cas. Il a pourtant ’avantage de parcourir 'ensemble de
I’espace de conception.

Lutilisation d'un plan aléatoire (technique de Monte-Carlo) est une alternative.
L'idée de base consiste a choisir un générateur de nombres aléatoires de maniére a
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parcourir ’espace de conception. Cet espace ne sera pas forcément bien couvert sui-
vant le nombre de tirages exécutés. Des méthodes permettent d’assurer une meilleure
couverture en forcant la présence de points dans des bandes d’isoprobabilité (quasi
Monte-Carlo).

1 1
0.9 0.9
0.8 0.8 % " i
o K
0.7 0.7
X.
06 0.6 x s x
0.5 0.5 3 .
*
04 0.4 Wi K-
* *
03 0.3 * w
X X iy Xi X
0.2 0.2
*
£ *
0.1 0.1 *
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 00 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
Plan d’expérience complet Plan aléatoire

FIGURE 1.4 : Plan d’expérience complet et plan aléatoire pour deux variables isopro-
babilistes dans [0, 1]

La technique de Latin hypercube (Latin Hypercube Sampling (LHS)) a été propo-
sée par [Mckay et al, 1979]. Chaque variable aléatoire est divisée en n bandes d’iso-
probabilité; il y a alors n” sous-intervalles dans I’espace de conception. n tirages sont
réalisés de maniere a ce que, pour chaque variable, il n'y ait qu'un tirage dans chaque
bande. Une contrainte d’isodistance entre les tirages peut étre imposée afin de garantir
une bonne couverture de ’espace de conception. Des caractéristiques similaires sont
obtenues en utilisant des plans d’expériences orthogonaux.

5.3 Krigeage

Linterpolation par processus Gaussien a été développée originellement dans le
secteur de la géostatistique ol cette méthode est appelée Krigeage (Kriging) [Cressie,
1993]. Lutilisation de cette méthode pour I'analyse de données issues de calcul a été
introduite dans [Sacks et al., 1989].

La quantité d’intérét _# (U(¢)) est vue comme un processus aléatoire Gaussien sta-
tionnaire F (§ ): h

- E(F() = ur,

- Cov(F(),F(") = 0%R(,¢E,
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1 1
x*
0.9 0.9
*
0.8 0.8
*
0.7 0.7
x*
0.6 " 0.6
0.5 0.5
*
0.4 0.4
*
0.3 0.3
0.2[* L 0.2
0.1 0.1
0 X 0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Plan d’expérience avec LHS standard Plan d’expérience avec LHS optimisé

FIGURE 1.5 : Plans d’expérience LHS simple et optimisé pour deux variables isoproba-
bilistes dans [0, 1]

avec R(é , é ") une fonction de corrélation stationnaire, par exemple
R, ¢ =e T Oleel” (1.8)

Les caractéristiques 0;, ur et 0% de ce processus aléatoire sont identifiées a partir des
points d’évaluation ¢ (U (é k)). On dispose alors d'un modele interpolant de _# (U (é ).

Une erreur d’approximation au sens statistique est disponible avec le Krigeage (voir
figure 1.6). La variance o entre la valeur réelle et la valeur approximée peut étre calculée
en tous points et servir d’'indicateur d’erreur. De nouveaux points d’évaluation peuvent
étre introduits afin de réduire cette erreur [Jones, 2001].

—=— réponse compléete
@® données

— approx Kriging
e @rTEUN (£30)

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 01 02 0. 04 05 06 07 08 09 1

FIGURE 1.6 : Approximation par une méthode de Krigeage simple
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5.3.1 Krigeage et fiabilité

Pour le calcul de la probabilité de défaillance, [Echard et al., 2010] propose d’ap-
proximer la fonction de performance G(¢) par un méta-modele de Krigeage dans une
méthode appelée AK-MCS (pour Active Kriging Monte-Carlo Sampling). En partant du
constat qu’en fiabilité, seul le signe de la fonction de performance joue un role, ils in-
troduisent un indicateur pour estimer la probabilité que le signe de la fonction de per-
formance approximée soit faux. Cet indicateur est noté U et a pour expression,

IGE)I+U)o@) =0 (1.9)

avec G 'approximation par le Krigeage de G et o ¢ lerreur de Krigeage au point consi-
déré. U correspond au nombre d’écarts types d’erreur de Krigeage o » nécessaire pour
que le signe de la fonction de performance approximée soit opposé au signe de la fonc-
tion de performance exacte. Plus cet indicateur est faible, plus il est probable que le
signe de la fonction de performance approximé soit faux, et donc qu'une erreur soit
commise sur le calcul de la probabilité de défaillance (FI1G. 1.7).

G A

Uwo g (w) U)o (),

‘U(w)aé(w)
>

1

+U (v)

L U(u)
<= Uw)

FIGURE 1.7 : Définition de I'indicateur U pour trois points

Une méthode avec apprentissage est construite autour de cet indicateur. Avec un
enrichissement du méta-modele de Krigeage aux points ou1'indicateur U est plus petit
que 2. Lenrichissement est stoppé et la bonne probabilité de défaillance est trouvée
quand l'indicateur est plus grand que 2 sur I'’ensemble du domaine de variation des
variables d’entrée.

Lenrichissement demande le calcul du modéle mécanique de maniere a déduire
le critere SWT et donc la fonction de performance réelle G(¢) pour la valeur des para-
metres considérés. -
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20 Méthodes pour la propagation des incertitudes

Le nombre d’appels au modéle mécanique constaté sur des exemples a 5 variables
est d’environ 30 [Echard et al.,, 2011]. La stratégie multiparamétrique développée du-
rant cette these permet de diminuer le cotit de 'ensemble de ces calculs.

6 Bilan

Parmi les différentes techniques vues dans ce chapitre, deux semblent se dégager
pour le calcul de la probabilité de défaillance. Il s’agit des méthodes FORM/SORM et
de la méthode AK-MCS.

Les méthodes de Monte-Carlo ou d’intégration directe ne sont pas adaptées car
elles demandent trop d’appels au modele physique, ce qui est tres coliteux en temps
de calcul dans le cas d'un modeéle complexe. Les méthodes de perturbation sont pré-
cises sur une trop faible plage de variation des parametres pour pouvoir calculer une
probabilité de défaillance, qui met en jeu les queues de distributions des parametres
d’entrée. La méthode spectrale est prometteuse mais demande un ordre élevé dans sa
décomposition pour étre précise dans les queues de distribution. Linformation four-
nie par cette méthode est trop «riche » pour le calcul de la probabilité de défaillance
ou il n'est nécessaire de commettre peu d’erreur qu’a proximité de I’état limite et sur
la fonction de performance. Il en résulte soit des temps de calcul importants soit une
faible précision dans la probabilité de défaillance.

Enrevanche, les méthodes FORM/SORM permettent d’obtenir une bonne approxi-
mation de la probabilité de défaillance avec peu d’appel au modéle physique. Elles
conviennent parfaitement quand la surface d’état limite est proche d'un plan (ou
hyper-plan en dimension supérieure a 3). Pour des surfaces d’état limite moins régu-
lieres, la méthode AK-MCS présente I’avantage de garantir la probabilité de défaillance
prédite grace a l'introduction d'un indicateur d’erreur.
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Chapitre 2

Méthode LATIN
et stratégie multiparamétrique

Dans ce chapitre, la méthode LATIN utilisée pour résoudre le probléme non li-
néaire est présentée. Le probleme de référence a résoudre est défini, la loi de com-
portement matériau est précisée. On présente ensuite la méthode LATIN de ma-
niere générale. Les parametres de la méthode sont explicités, notamment les di-
rections de recherche. Enfin on décrit la stratégie multiparamétrique construite
sur la méthode LATIN qui permet de réduire le coilt des études paramétriques.
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22 Méthode LATIN et stratégie multiparamétrique

1 Introduction

Lenrichissement du méta-modele se fait par un succession de problemes déter-
ministes dont les parametres d’entrée sont fixés. Dans le projet APPROFI, le modele
matériau considéré est non linéaire. Une méthode de Newton aurait pu étre utilisée
pour résoudre le probléme non linéaire d’évolution qui en découle. La méthode non
incrémentale en temps LATIN est utilisée a la place car elle a déja montré de bonnes
performances dans le traitement de tel type de probleme [Cognard et Ladeveze, 1993],
mais surtout car elle permet de maniere simple de diminuer les temps de calculs quand
plusieurs problemes similaires doivent étre résolus [Boucard et Ladeveze, 1999, Allix et
Vidal, 2002], ce qui est le cas dans le cadre d'un enrichissement d’'un méta-modele. Le
gain en temps de calcul provient du fait qu’il est possible d’utiliser une solution déja
calculée comme initialisation de la méthode de part son caractere non incrémental
en temps. [Boucard et Ladeveze, 1999, Allix et Vidal, 2002] ont introduit le terme de
stratégie « multiparamétrique », elle est décrite dans le dernier paragraphe.

2 Définition du probléme de référence

FIGURE 2.1 : Probléme de référence sur le domaine Q

Le probleme référence est un probleme d’évolution quasi-statique isotherme défini
sur [0, T] xQ, s’inscrivant dans le cadre de 'hypothese des petites perturbations. La
structure est soumise aux efforts volumiques f p Aux efforts F; sur la partie 0,Q2 du
bord, et aux déplacements U ; sur la partie corEplémentaire 0:1Q (voir F1G. 2.1).

L'état de la structure est défini par I'ensemble des champs s = (o, A, €, Vi) (o O
est la dérivé temporelle), avec :

— €p la partie inélastique de la déformation € associée au champ de déplacement

U, séparée entre la partie €élastique ¢, et la partie inélastique €, =€ — &,;
— o le champ de contrainte de Cauchy,
— Ay et Vi les champs primaux et duaux des k variables internes définissant I'état
de la structure.
Ces champs sont définis sur [0, T'] xQ et supposés suffisamment réguliers.
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2.1 Loide comportement matériau
2.1.1 Modéele a variable internes, méthode de I’état local

La méthode de I'état local postule que I'état d'un milieu matériel en un point et a
un instant donné est completement défini par la connaissance des valeurs a cet instant
d'un certain nombre de variables ne dépendant que du point considéré [Lemaitre et
Chaboche, 1994, Chaboche et al., 2009].

Les variables sont liées par des équations d’état qui découlent du premier principe
de la thermodynamique. Une énergie libre py (o, Ax) est introduite qui est une pre-
miere caractéristique du matériau. C’est une fonction de o et Ay, etl'ona:

€e= pj—i (2.1a)
Vi = p;—;lpk (2.1b)
En élasticité linéaire, 'opérateur de Hooke K est introduit,
e.=Klo 2.2)
La propriété de découplage est présente dans de nombreux modéeles avec,
Vi = p:—;"[/k = G(Ay) 2.3)

ol G est un opérateur dépendant du matériau ne dépendant pas de la contrainte.
Le second principe de la thermodynamique est assuré par I'introduction d'une
équation d’évolution, qui est la deuxieme caractéristique du matériau,

:B(

avec B un opérateur positif caractéristique du matériau. Cet opérateur peut étre défini
par un potentiel.

d
dr

Ep
_Vk

o
Ak]) Ep=Vr=0 pourt=0 (2.4)

2.1.2 Formulation normale de la relation de comportement

Dans I'équation 2.4, I'opérateur G peut étre non linéaire. [Ladevéze, 1996] pro-
pose un changement de variables permettant de rendre les équations d’état linéaires,
la non linéarité portant uniquement sur I'équation d’évolution. Les équations d’état
s’écrivent alors,

€e= K_lo' (2.5a)
A=AV, (2.5b)
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avec A un opérateur linéaire. L'équation d’évolution s’écrit,

:[@(

avec B un opérateur positif caractéristique du matériau. Une formulation de ce type
est dite normale. Dans la suite on supposera que le changement de variable a été ef-
fectué, et les [J seront omis. On pourra se référer a [Ladeveze, 1996] pour un exemple
de changement de variables.

d

g1 ¢p
dr

Vi

o
Ak

) Ep=Vr=0 pourt=0 (2.6)

2.1.3 Exemple de formulation avec écrouissage cinématique de type Amstrong-
Frederick

Une seule variable interne est introduite, décrivant I'écrouissage cinématique. Le
champ primal est noté « et le champ dual X. De maniere schématique, cette variable
décrit la position du centre des surfaces équipotentielles de I’écoulement (FIG. 2.2).
Un terme de rappel est introduit, qui limite la valeur que peut atteindre I'écrouissage.

o1 o

R e R B

N

9
FIGURE 2.2 : Schématisation de I'action de la variable d’écrouissage
Les équations d’état sont
o=Ke,
2 2.7
X= gCa

avec Kl'opérateur de Hooke (module d’Young E et coefficient de poisson v), C un para-
metre matériau scalaire. Dans sa formulation usuelle, cette formulation est standard,
aucun changement de variable n’est donc nécessaire.

Un seuil élastique est introduit pour définir I'équation d’évolution,

f=lhlc-X)-0, (2.8)
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avec J>(o — X) ! la contrainte équivalente de Von Mises et o y un parametre matériau
scalaire. On introduit le potentiel de dissipation non associé F qui integre le terme de

rappel de I’écrouissage,

3 2yC
F=f+Dx.x-q.a 2.9)
4C 3

avec y un parametre matériau scalaire. L'équation d’évolution dérive de F

OF  3/2(6P-X)

é = —_—
PP o " Thie-x 2.10)

oll p est le multiplicateur plastique, et O dénote la partie déviatorique du champ.
Lopérateur B tel que [&, —a]" = [EB([O’ X ]T) est alors défini. On peut remarquer
qu’il n'agit que sur la partie déviatorique des champs.
Dans le cas d'un matériau élastoplastique, le multiplicateur plastique est déter-
miné par les conditions
f<0, f=0 (2.11)

Dans un modele élastoviscoplastique, I'intensité du multiplicateur plastique dé-
pend du dépassement du seuil, nous avons choisit une loi de Norton,

- £>N
p—<K ) (2.12)

avec K, N, des parametres matériau scalaires, et ((J), la partie positive. Les valeurs des
parametres matériaux sont données dans le tableau 2.1.

EMPa) v oy (MPa) C y KMPas'N) N
élastoplastique 191500 0,3 310 131000 570
élastoviscoplastique " ” 25 " ” 600 10

Tableau 2.1 : Valeurs des coefficients matériaux en élastoplastique [Lemaitre et Cha-
boche, 1994] et en élastoviscoplastique pour un TA6 V

Remarque Les valeurs données dans le tableau 2.1 correspondent aux valeurs
moyennes (nominale). Pour I’évaluation de la probabilité de défaillance, un modele
probabiliste est considéré et les valeurs sont données par leurs répartition de proba-
bilité. Dans 'approche du projet APPROF], le calcul de la probabilité de défaillance
conduit a résoudre le probléme déterministe avec différents jeux de ces valeurs a I’aide
de la stratégie multiparamétrique.

1. L@ =./30P:0P
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2.2 Conditions d’admissibilité et définitions des espaces

On introduit les espaces suivants et les espaces vectoriels correspondant (notés
0*):
— l'espace % des champs de déplacement U admissibles tels que

Uo=UgetU=U,sur 01Q (2.13)

— l'espace & des champs statiquement admissibles o tels que VU™ € % *

—f st(g*)deHf f -U*det+f F,U*dSdr=0 (2.14)
[0, T]xQ2 [0

[0,TIxQ—% T)x02,Q

— l'espace & des champs cinématiquement admissibles € tels que 3U € %, ¢ =
VsymU, qui s’écrit sous forme faible,

YoeF*, —f

o*:e det+f o*n-U,=0 (2.15)
[0, TIxQ

[0,T1x0:Q

— I'espace Aq des champs admissibles s tel que (K 'o + Ep) € 8, 0 € F et que
I’équation d’état 2.1 est vérifiée.
— l'espace I' des champs s tel que I’équation d’évolution 2.4 est vérifiée.
La solution du probleme vérifie les conditions d’admissibilité ainsi que les lois d’évo-
lution. Elle est a I'intersection des espaces Aq et T,

seAgNT (2.16)

3 Méthode LATIN

Larésolution d'un probléme non linéaire pose la double difficulté de trouver 1’équi-
libre global de la structure (s € Aq) et de vérifier les lois non-linéaires matériau (s € I).
Les solveurs non linéaires classiques de type Newton sont incrémentaux en temps. La
méthode LATIN est une méthode non incrémentale en temps. Il s’agit d'une procé-
dure itérative qui consiste a trouver alternativement une approximation de la solution
s sur tout I'intervalle de temps, dans Aq (équilibre global) et dans I (loi d’évolution non
linéaire). Plus de détails sont disponibles dans [Ladeveze, 1996, Ladeveze, 1999].

Une itération n de la méthode LATIN est ainsi constituée d'une étape locale et
d’une étape linéaire définies de la maniere suivante :

— connaissant une solution s,_; dans Aq, I'étape locale consiste a trouver une so-

lution locale § dans I suivant une direction de recherche locale E*, parameétre de

la méthode,
seT
{ 2.17)

§—Sn_1 eE"
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— connaissant une solution § dans I', I'étape linéaire consiste a trouver une solution
linéaire s;, dans Aq suivant une direction de recherche linéaire E~, parametre de
la méthode,

Sn €
" Ad (2.18)
Sn —S € E_

Une initialisation simple de I’algorithme est la solution élastique, qui est dans Aq. Une

schématisation d’'une itération de la LATIN est proposée FIG. 2.3.

Afin de garantir la convergence de la méthode, une régularisation est introduite.

Sp—uSp+ (1 — s, (2.19)

le parametre de régularisation p prend usuellement une valeur comprise entre 0,5 et
0,8.

Un indicateur d’erreur peut étre construit a chaque itération de la LATIN sur la
distance entre la solution issue de I’étape locale et celle issue de I'étape linaire,

_ I8—snll
NLATIN = 7o 2.20)
IS +snll
Etape locale
e lois d'évolution
o direction de recherche E* S, Sh Indicateur N
- directi I d'erreur T
direction de irection de
recherche E* recherche E
sol o Ag sol A, sol N

n-1

e admissibilité

e direction de recherche E-

FIGURE 2.3 : Schématisation d’'une itération de la méthode LATIN

4 Etapelocale

Connaissant une solution s,,—; dans Aq, I'étape locale consiste a trouver une so-
lution locale § dans I' suivant une direction de recherche locale. Deux directions de
recherche sont présentées ici.

4.1 Direction de recherche simple

La direction de recherche locale la plus simple en terme d’implémentation
conserve les quantités duales, par exemple pour la formulation avec un écrouissage
cinématique,
=051

R=X, (2.21)

g_Sn_1€E+: {
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L'étape locale consiste alors dans un premier temps a calculer la valeur de la fonction
seuil (EQ. 2.8) connaissant & = 0,_; et X = X,,—1; puis de calculer le multiplicateur
plastique al’aide de I'équation 2.12; et enfin d’appliquer les lois d’évolution (EQ. 2.10).
Toutes ces opérations sont locales en espace et en temps et traitées aux points de Gauss
et piquets de temps de maniere parallele.

Avec cette direction de recherche locale, la méthode LATIN s’apparente a une mé-
thode de Newton sur les processus-champs.

4.2 Direction de recherche optimisée

Afin d’obtenir un meilleur taux de convergence, il est possible de choisir une direc-
tion de recherche prenant en compte les quantités primales et duales issues de I'étape
linéaire. La méthode LATIN dans le cas stationnaire est alors similaire a un algorithme
le Lagrangien augmenté avec projection proposé par [Ladeveze, 1981]. Ceci apparait
dans [Cognard, 1989], puis dans [Artz, 1994] dans une version simplifiée. La version
simplifiée est ici brievement décrite pour la formulation avec un écrouissage cinéma-
tique.

Les lois d’évolution sont inversées pour exprimer les quantités duales (6, X;) en
fonction des quantités primales (€, ,-1, &,—1) issues de I'étape linéaire. Pour simplifier
les notations, les indices n — 1 sont omis. Le multiplicateur plastique a pour expression

2

La fonction seuil dépend du multiplicateur,
f6eX)=Kkp'Y (2.23)
qui permet de déterminer la contrainte de Mises
P(6c—X) = f6e,X)+0y (2.24)

ainsi que la valeur de I’écrouissage cinématique,

N 21 4 .. .
X, = _§EY Cla—¢€p) (2.25)
La contrainte peut alors étre calculée,
21 .
6.= ggjz(ac—Xc)s,ﬁXC (2.26)

Ces quantités duales sont combinées avec les quantités duales issues de 1'étape
linéaire. Une pondération v dépendant du potentiel dual de dissipation est utilisée.

= 1—v3)0+v3&0

(
(2.27)
(
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ou
*
V=1 f(p* (2.28)
avec
K
¢ = lﬁp”N (2.29)

Avec ces valeurs pour les quantités duales (&, X), les quantités primales vérifiant la loi
d’évolution sont calculées de la méme maniére que dans le paragraphe 4.1.

5 Etape linéaire

Connaissant une solution § dans I', I'’étape linéaire consiste a trouver une solution
linéaire s, dans Aq suivant une direction de recherche, comme dans un algorithme de
Newton. Le choix de la direction de recherche détermine le taux de convergence. La
facilité d’'implémentation doit cependant étre prise en compte.

5.1 Direction de recherche

La direction de recherche linéaire choisie est une pseudo tangente a I’espace I'. On
fait le choix d'une séparation de I'étape linéaire en une partie concernant la déforma-
tion plastique et la contrainte et une autre concernant I’écrouissage cinématique, par
exemple pour la formulation avec un écrouissage cinématique,

P O (c-6)-(Ep—Ep) =0
I {@;((X—X)—(a—&):o (2.30)
avec,
o-m, =28 0p o OF , 5 O°F (2.31a)
)= — =—Q®—+p*— 3la
7 00 |p—y 0o OO do?
orm =2 9P o, i (2.31b)
XU 5%y T ox Cax P axe '

ol ® dénote le produit tensoriel. Pour la formulation d’Amstrong-Frederic, les dérivées
premieres du pseudo potentiel ont été explicitées dans I’expression des lois d’évolution
(EQ. 2.10), les dérivées secondes ont pour expression,

2 J2(0—-X)
do? 2 Jo(o — X)?
0°F 0°F 3y

oL _or . Y 2.32b
oX2 002 2C (2.32b)

0°F 3 (fz(G—X)ILD_§W)

(2.32a)
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avec 1 'opérateur identité et 1° I'opérateur identité sur les déviateurs. En notation
vectorielle, 1° a pour expression,

[ 2/3 -1/3 -1/3 0

-1/3 2/3 -1/3 0

-1/3 -1/3 2/3 0

0 0 0 1 (2.33)
0 0 0 0
0

0 0 0

o= O O O O
—_ o O O o O

Dans le cas élastoviscoplastique, le multiplicateur plastique est contintiment diffé-
rentiable avec,

op f>(N—1) of <f>(N—l) OF

oo <K + oo K/, oo ( %)
op f>(N—1) of op
—=N(= —=—- 2.34b
aX <1< ., 0X do (£-34D)

Ce qui n’est pas le cas élastoplastique. Dans ce cas, la direction de recherche de la for-
mulation élastoviscoplastique peut étre utilisée. On peut remarquer que 1'opérateur
de direction de recherche ®, n’agit que sur la partie déviatorique des champs, comme
I'opérateur B.

5.2 Mise a jour de la direction de recherche

De méme qu'’il existe des variantes de la méthode de Newton, il est possible de dé-
finir des variantes de la LATIN. Pour cela, il suffit de modifier la direction de recherche
associée a I’étape linéaire en choisissant, par exemple, une direction de recherche fixe
pour plusieurs itérations et définir ainsi la méthode de Newton modifiée, appliquée
aux processus-champs. Pour cette variante 'opérateur de I'étape globale est alors dé-
fini par :

0" (M, 1) =0y (M,1) (2.35)

ou O, (M, t) dépend de I'espace et du temps, et est fixé pour plusieurs itérations. Ceci
permet de réduire le cotit des étapes linéaires, comme nous le verrons dans la suite.
Un critere sur le taux de déformation plastique a l'issue de I'étape locale peut étre
utilisé pour déterminer si la direction de recherche doit étre mise a jour. En notant
é po(M, 1) le taux de déformation plastique pour laquelle la direction de recherche a été
calculée, I'indicateur ¢ 44, est défini par,
[€p(M, 8) =&y (M, D

$adr = 5 (2.36)
|€pe M, D]

En pratique la valeur seuil ¢ 4qr seuil de 40% est utilisée pour mettre a jour la direction de
recherche. Cette valeur est choisi comme meilleur compromit entre le nombre d’itéra-
tions et le temps de calcul. Cette valeur est choisie aprés un test sur un probleme de
point de Gauss (FIG. 2.4, FIG. 2.5).
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0l .

z 107 |
5 B .
51071 E
§ i ddr,seuil / E
B L B
2 - |
5107
Q . ]
b= r 1
S i ]
ERUS
i | | | | ]

0 50 100 150 200

Nombre d’itérations LATIN

FIGURE 2.4 : Indicateur d’erreur LATIN en fonction du nombre d’itérations pour diffé-
rents seuils de 'indicateur de mise a jour de la direction de recherche

800 15 80| i
2 200 -
7 = - @«
E g 60| |
S 600 18
o
= 5 40 -
2 500 | 1o
S B i
= 400| 1g %
&
300 I | | | | J 0 L | | | | | |
0 02 04 06 038 0 02 04 06 038
Seuil pour la mise a jour Seuil pour la mise a jour

FIGURE 2.5 : Temps de calcul et nombre de mises a jour de la direction de recherche en
fonction du seuil pour la mise a jour de la direction de recherche
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5.3 Résolution

Le choix d'une direction de recherche séparant la relation entre les variables in-
ternes et la relation entre la contrainte et la déformation permet de séparer la résolu-
tion de I'étape linéaire de la méme maniere. En effet, tant que la propriété de décou-
plage 2.3 est admise, comme par exemple pour le cas de la formulation d’Amstrong-
Frederick, on peut écrire I'étape linéaire en deux blocs,

oeESF
Klo+epes
{sn e{\d — | o =Ke, ) (2.37)
sn—8€E” O (0—6)—(Ep—£p) =0
X:%Ca
{G);((X—X)—(d—&):o

Chaque bloc peut étre résolu séparément, avec un probléme sur la contrainte et les
déformations qui consiste a trouver o, €., et €, tels que

oeF
Klo+e,)eé&
( p) (2.38)
o=Ke,
O (c-6)-(Ep—Ep) =0
et un probleme sur les variables internes, qui consiste a trouver X et a tels que,
X= %Ca
. (2.39)
Oy(X-X)-(@a-a)=0

Le probleme sur les variables internes est une équation différentielle a résoudre en

tous points. En effet en remplacant X dans la deuxieme équation, on a,
X= %Ca

i N (2.40)

03(Ca-R)-(@a-a)=0

Cette résolution ne pose pas de difficultés particulieres une fois le schéma en temps
choisi.

Le probleme sur la contrainte et les déformations est un probleme global sur la
structure. Il est possible de le résoudre de maniere incrémentale mais le cotit de calcul
est important. Une méthode introduisant une approximation dite radiale ou PGD est
donc préférée. Cette méthode est décrite dans les chapitres suivants.
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6 Stratégie multiparamétrique

La stratégie multiparamétrique [Boucard et Ladeveze, 1999, Vidal, 2001, Allix et Vi-
dal, 2002, Boucard et Champaney, 2003] a pour objectif de fournir la solution d'un pro-
bleme non linéaire d’évolution pour certaines valeurs des parametres de ce probléeme
de maniere rapide, en utilisant la solution déja calculée de ce méme probleme avec
des valeurs de parametres « proches ». Cette stratégie est tres liée a la méthode LATIN.
Elle repose sur le caractere non incrémental en temps de cette méthode, qui permet
de choisir comme initialisation n'importe quelle solution déja calculée. Le schéma 2.6
permet de saisir cette idée d'un coup d’ceil. Le nombre d’itérations nécessaires a la
convergence est souvent plus faible avec comme initialisation la solution du probleme
avec des valeurs des parametres proches plutdt qu’avec la solution élastique.

Solution élastique comme Solution précédente comme
initialisation initialisation

7\

sol,

FIGURE 2.6 : Illustration du choix de I'initialisation pour la méthode LATIN dans le cas
des résolutions successives d'un probleme paramétré pour deux jeux des valeurs des
parametres.

Cette idée n’est pas nouvelle, puisqu’elle est présente dans toutes les méthodes ité-
ratives de résolution. La particularité de la stratégie multiparamétrique est qu’elle s’ap-
plique aux problemes non linéaires d’évolution paramétrés.

Le choix des valeurs des parametres proches, permettant de minimiser le nombre
d’itérations, n'est pas forcément trivial et fait parti de la stratégie. [Boucard et al., 2010]
proposent d’utiliser un critere de distance dans I’espace des parametres et dans I'es-
pace des solutions pour déterminer la meilleure initialisation.

Dans [Boucard et Champaney, 2003, Champaney et al., 2008, Boucard et al., 2011],
la stratégie multiparamétrique est appliquée a la résolution de probleme d’assemblage
de pieces élastiques avec contact frottant avec comme parametres variables du pro-
bléme les coefficients de frottement. La solution est alors décrite entierement par la
donnée du champ de déplacement et d’effort aux niveaux des interfaces, la solution
dans les pieces se déduisant a faible cotit de ces quantités.

Dans le cas de cette thése, on s'intéresse a des probléemes dont la solution est dé-
crite par la donnée de I’évolution en temps des champs de contrainte, de déformation
plastique, et des variables internes. La quantité de données a stocker est donc consi-
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dérable. Ce constat est valable tant pour la stratégie multiparamétrique que pour une
résolution unique pour un jeu de parametres avec la LATIN. Pour diminuer le coft
de calcul et de stockage, un modele réduit de la solution est recherché. L'ensemble
des quantités sont recherchées et stockées sous forme décomposée comme somme de
produits de fonctions du temps et de I'espace. Cette décomposition a été introduite
la premiere fois dans [Ladeveze, 1985a] sous la dénomination de « décomposition ra-
diale ». Suite aux travaux de [Chinesta et al., 2010] qui s’en sont inspiré, le nom plus
général de ce type de décomposition est Proper Generalized Decompositon (PGD).

La stratégie multiparamétrique gagne en efficacité avec le modeéle réduit pour ce
type de probleme par rapport au simple transfert de la solution a l'initialisation. En
effet en plus d'une initialisation pertinente, un modéle réduit ou les calculs sont ra-
pides est transmis d'une résolution a une autre. De plus une latitude supplémentaire
est ajoutée a la méthode, puisqu’il est possible de conserver si on le souhaite seule-
ment une partie des fonctions de la décomposition d'une résolution a une autre. Ces
points sont détaillés dans la partie 4 du chapitre 4.

Approche multiparamétrique pour la conception robuste en fatigue



Chapitre 3

Réduction de modele
et stratégies multirésolutions

Dans ce troisieme chapitre, on présente des méthodes de réduction de modele
fondées sur la recherche de la solution dans un espace adapté au modele et de
petite dimension. La méthode POD de décomposition d’'une fonction est tout
d’abord décrite. On remarque que cette décomposition permet d'accéder a une
bonne approximation d’'une fonction sur peu de « modes ». Ceci justifie le fait
que la solution d’'un probleme peut étre recherchée dans un espace de petite
dimension. On présente ensuite une bréve bibliographie de méthodes de réduc-
tion de modele. La méthode de réduction de modele PGD est décrite avec diffé-
rents algorithmes pour sa construction. Une ouverture est faite sur les stratégies

multirésolutions.
Table des matieres
1 Introduction . . . ... ..o vttt ittt v oeeeoossssssssseos 36
2 0 ) 36
3 Réductiondemodele . . .. ... ...ttt ittt 38
4 RéductiondemodeleaveclaPGD ..............ccc000... 42
5 Stratégiesmultirésolutions . ............. ... 0 0. 44
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1 Introduction

Le stockage de I'’ensemble des solutions pose probleme dans la stratégie multipara-
meétrique. Le calcul dans la méthode LATIN des étapes linéaires qui mettent en jeu des
problemes sur tout I'intervalle de temps et sont globaux en espace sont trop cotiteux si
I'on n'utilise pas une méthode de réduction de modele.

La réduction de modele repose sur 'idée que comme une fonction quelconque
peut étre représentée sous forme décomposée en peu de « modes » (par exemple avec
la Proper Orthogonal Decomposition (POD)), la solution d'un probléme, méme com-
plexe, si elle est recherchée dans un espace engendré par ces « modes » conduit a la
résolution d'un petit systéme. Le probleme est ainsi réduit. Il est évidemment difficile
de connaitre les modes avant d’avoir résolu. La plupart des méthodes de réduction de
modele procedent donc avec des algorithmes gloutons. Un indicateur d’erreur est in-
troduit et permet d’évaluer I’écart entre la solution du probléme complet (qui est cher
a résoudre et dont on ne connait pas la solution) et la solution du modele réduit. Le
modele réduit est enrichi de maniere itérative par des « modes » pour réduire cette er-
reur.

La réduction d’'un probleme linéaire est plus simple que celle d'un probleme non
linéaire car le principe de superposition est alors valable. La méthode LATIN est donc
un outil intéressant pour la construction d’'un modele réduit d'un probleme non li-
néaire car, a chaque itération de la LATIN, une approximation linéaire du probleme est
construite (étape linéaire de la LATIN).

Dans ce qui suit, la Proper Orthogonal Decomposition est tout d’abord présentée,
on montre sur deux exemples qu'une fonction connue peut étre représentée sur peu de
«modes ». Une bibliographie de différentes méthodes de réduction de modele est en-
suite effectuée. La méthode de réduction de modele Proper Generalized Decomposition
est décrite brievement. Une ouverture est finalement faite sur les stratégies multiréso-
lutions.

2 POD

La Proper Orthogonal Decomposition (POD) [Pearson, 1901] consiste a trouver la
décomposition d’'une fonction de deux variables sous la forme d'une somme de pro-
duits de fonctions de ces variables.

m

UM, 1) = Ui (M, 1) = Y Ai()A; (M) 3.1)
i=1

Elle est construite de maniere a minimiser I'erreur entre la décomposition tronquée et
la fonction originale selon la norme |[|d|| donnée.

m
lu—1i,, = min u—>y A;jA; (3.2)
wiite [ &
A2 e
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2.1 Construction dela POD

Larticle [Liang et al, 2002] montre 1'équivalence, dans le cas discret et pour la
norme %2, des trois facons de construire la POD : la Décomposition de Karhunen-Loeve
(KLD), I analyse en composantes principales (PCA) et la décomposition en valeurs sin-
gulieres (SVD).

Par exemple dans le cas discret, les valeurs de la fonction f pour n valeurs connues
en p instants sont mises sous la forme d'un matrice A de pxn. Pour la KLD etla PCA, la
décomposition est trouvée en recherchant les valeurs propres et les vecteurs propres
de la matrice de covariance C = AA”. Les vecteurs propres de cette matrice sont les
fonctions A;(M). Les fonctions A;(¢) sont calculées de la maniére suivante :

p
Ai=) AA (3.3)
j=1

2.2 Exemple

On reprend I'exemple traité dans [Chatterjee, 2000]. La fonction considérée a pour
expression analytique,

u(x, ) =exp(—[(x—0.5)(x — 1)|) +sin(x?) (3.4)

On effectue sa décomposition avec la POD et on tronque la décomposition a I'ordre 1,
2, 0u 3. On remarque que la décomposition al’ordre 1 présente déja une tres bonne ap-
proximation de la fonction (F1G. 3.1), ce qui peut étre mis en relation avec la répartition
des valeurs singuliéres (F1G. 3.2).

Si 'on considere maintenant une image en niveau de gris, on remarque que les
valeurs singulieres diminuent moins vite (F1G. 3.3) et qu'une approximation a un ordre
élevé est nécessaire pour que I'image soit proche de la référence (FiG. 3.4). La POD est
construite de maniere a ce que l'erreur entre I'approximation et la fonction de départ
soit les plus proches possibles au sens de la norme, et a tendance a capturer en premier
les caractéristiques globales. La POD n’est donc pas adaptée si la quantité d’intérét est
une expression du visage caractérisée par la position des sourcils, d’autres algorithmes
de réduction de données sont utilisés dans ce cas.

2.3 Bilan

Onremarque qu'’il est possible de tronquer la décomposition POD a un ordre faible
tout en conservant une erreur faible entre la fonction initiale et sa décomposition. Au-
trement dit, il est possible de réduire une fonction donnée en la projetant sur un espace
de fonctions adapté.
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FIGURE 3.1 : Fonction de référence et POD tronquées aux ordres 1, 2 et 3

3 Réduction de modele

La POD permet d’approximer une fonction avec une erreur faible sur peu de fonc-
tions. Si 'on considére maintenant que I'on cherche la solution d'un probleme, une
idée est de la rechercher dans une base engendrée par ces fonctions. En recherchant la
solution dans un espace de petite dimension, on réduit la taille du probleme, d’ot1 la
terminologie de réduction de modele. La difficulté tient a ce qu’avant d’avoir résolu le
probléme complet, on ne connait pas la solution et donc la base adaptée. Cependant,
des méthodes comme la ROM-POD, les reduced basis, permettent a partir de résolu-
tions partielles du probleme d’obtenir une solution proche de la solution compléte
et donc d’en déduire une base. La méthode Proper Generalized Decomposition (PGD)
propose quant a elle de fixer la forme de la décomposition en variables séparées et de
construire la base pendant le calcul.

La réduction de modele est proche des méta-modeles décrits dans le paragraphe 5
du chapitre 1, la différence tient plus a des usages dans des communautés différentes
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(stochastique ou déterministe) qu’a une différence de fond. On retrouve la nécessité
de la définition d’un indicateur d’erreur qui permet d’évaluer la qualité de la solution
obtenue et de techniques d’enrichissement pour controler cette erreur. Le terme de
méta-modele se réfere cependant plus a la modélisation d'un quantité d’intérét sca-
laire, la réduction de modele ayant lieu sur des champs.

Une maniére de réduire le modele est de considérer un espace de recherche de la
solution u(x, t) de petite dimension m.

m
u(x, 1) = iy (x, 1) = Y_ (A (M) (3.5)
i=1
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FIGURE 3.4 : POD tronquées d'une image de 330 x297 pixels

avec {A;(M)}}" | les fonctions connues formant une base engendrant I'espace de re-
cherche et {1(1) i};’i , les inconnues a déterminer.

Lerreur d’approximation de la solution est d’autant plus faible que I'espace de re-
cherche est pertinent. Un exemple de base pertinente est la base modale pour les vibra-
tions, issue d’'un calcul préalable en considérant la structure sans sollicitation. Quand
aucune base pertinente ne peut étre déduite du probléme a résoudre, il est possible
d’utiliser la POD pour extraire une base de taille minimum a partir d'un échantillon
de solutions. Le choix d'un échantillon représentatif de valeurs des parametres est un
point critique. Un mauvais échantillon conduisant a commettre une grande erreur.

Dans le cas d'un probleme d’évolution, avec une solution dépendant de la position
et de I'instant considéré, il est possible d'imaginer plusieurs stratégies. Par exemple,
une stratégie est de sélectionner comme échantillon représentatif les premiers pas de
temps. Le probléme est résolu de maniere exacte sur cet échantillon et la base des fonc-
tions d’espace de la POD de la solution est prise comme base de projection pour la
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résolution sur les autres pas de temps (FIG. 3.5 (a)). Une autre stratégie est de sélec-
tionner des pas de temps d’'une grille grossiere et de résoudre sur cette grille grossiere
de maniere exacte. Le probleme fin est résolu en projection sur les fonctions d’espace
de la décomposition POD de cette solution (F1G. 3.5 (b)).

De telles techniques ont été appliquées avec succes a la dynamique [Krysl et al.,
2001] ou a la thermique transitoire [Biatecki et al., 2005].

TG T T T T T |
snapshot modele réduit | snapshot '
HHHHHH A T
0 ts T 0 modele réduit T
(a) Calcul partiel (b) Calcul approché

FIGURE 3.5 : Deux stratégies de sélection d’échantillons pour le cas d'un probleme
d’évolution

La projection et la résolution sur la base peuvent devenir cotliteuses en temps de
calcul. LAPHR (pour A Priori HyperReduction Method [Ryckelynck, 2005]) propose de
ne sélectionner que certains points du probleme pour la résolution. Des résultats sur
des problemes de propagation de fissure ont été obtenus avec ce type de méthode et
I'utilisation de mesh morphing [Galland et al., 2011]. Le cas de matériaux élastoplas-
tiques a aussi pu étre traité [Ryckelynck et Benziane, 2010].

Lajout d'un critere d’erreur au cours de la résolution permet un enrichissement de
la base de projection et donc de contourner le point critique du choix d'un échantillon
pertinent [Kunisch et Volkwein, 2001, Kunisch et Volkwein, 2002]. Dans le cas d'un pro-
bléme non linéaire d’évolution, [Kerfriden et al., 2011] propose de prendre comme cri-
tere la norme du résidu dans un algorithme de Newton-Raphson. La base est enrichie
par le résidu, apres avoir effectué une décomposition POD avec I’ensemble des échan-
tillons déja existants. La POD permet de garantir une sélection de I'information perti-
nente.

La méthode des Reduced Basis [Fink et Rheinboldt, 1983, Machiels et al., 2000] re-
pose sur la méme idée, avec la définition d'une erreur qui permet d’enrichir la base
pour les valeurs des parametres ol 'erreur est la plus grande. La maniéere dont est dé-
finie cette erreur permet de garantir la qualité de la solution trouvée sur le modele
réduit. Ce type de méthode est employé dans une approche offline-online ou la base
d’approximation ainsi que I'ensemble des opérateurs sont construits dans une phase
préalable offline, les temps de calcul sont alors tres faibles durant la phase d’utilisation
online. Des applications temps réels avec la méthode des Reduced Basis sont présen-
tées dans [Prud’homme et al,, 2002, Huynh et al., 2011].
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4 Réduction de modele avec la PGD

La Proper Generalized Decomposition (PGD) [Ladeveze, 1985b, Beylkin et Mohlen-
kamp, 2005, Ammar et al., 2006, Ammar et al., 2007] consiste a trouver la décomposi-
tion de la solution d'un probléme

A, u™s ) = f(u5p, Yu* (3.6)

dépendantde u= [y ... pn]parametres, souslaforme d'une somme de m produits
de n fonctions des n parametres dont dépend la solution.

m

n
u() = wm () =) [T Air(p) (3.7)
i=1k=1

Des exemples d’application de la PGD en haptique sont disponibles dans [Niroo-
mandi et al., 2010b, Niroomandi et al., 2010a, Bordeu et al., 2011]. Une application
au calcul des plaques est présenté dans [Bognet ef al., 2011]. Le cas de la décomposi-
tion dans le domaine stochastique est traité dans [Nouy, 2007, Nouy et al., 2008, Nouy,
2008, Nouy et Le Maitre, 2009, Nouy, 2010b].

Ce type de décomposition est présente dans la LATIN [Ladeveze, 1985c, Cognard
et Ladeveze, 1993, Ladeveze et Nouy, 2003, Nouy et Ladeveze, 2004a, Ladeveze et al.,
2008] sous la dénomination de décomposition radiale. La décomposition y est effec-
tuée entre fonctions du temps et fonctions d’espace :

UM, 1) = um(M, 1) = Y Ai()A; (M) (3.8)
i=1

[Nouy, 2010a] propose une revue des différents algorithmes pour la détermination de
la décomposition PGD dans le cas d'un opérateur dépendant du temps et de 'espace.
Les principaux algorithmes sont décrits ici brievement. Pour alléger la présentation les
espaces associés a A(r) et A(M) sont omis.

4.1 Meéthode de Galerkin

Cette maniere de construire la PGD se retrouve dans [Cognard et Ladeveze, 1993,
Cognard et al., 1999, Ladeveze, 1999, Dureisseix et al., 2003, Nouy, 2003]. Le champ test
est exprimé sous forme décomposée,

m
uw =Y AN DD+ A (OAF (M) 3.9)
i=1

Dans le cas d'un seul couple, i.e. m = 1, le probléme consiste a trouver

AADADD, A (OADM) + A6 A (M); M, 1)
= A (OADMD) + AN (M); M, 1), VA*(), VA*(M) (3.10)
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S’il est possible de séparer les domaines temporel et spatial, ce probleme se sépare en
deux problemes couplés,

AADAM), A*(OAM); M, 1) = fAT(OAM); M, 1), VA (1) 3.11a)
AAMDADM), AN (MM, 1) = fFADA(M); M, 1), VA*(M) (3.11b)

Une technique de résolution par point fixe peut étre utilisée pour résoudre [Ladeveze,
1999].

Il est possible de chercher plusieurs couples de fonctions simultanément, la taille
des systemes a résoudre augmentant proportionnellement au nombre de couples. [Co-
gnard, 1989] propose une technique similaire a un gradient conjugué pour rendre le
colit de calcul raisonnable dans ce cas.

Une détermination progressive des couples peut cependant s’avérer moins coi-
teuse. On considere qu'une décomposition u,,—; d’ordre m — 1 est déja connue. La dé-
termination de la meilleure décomposition d’ordre m s’effectue alors en appliquant
'algorithme de point fixe décrit précédemment pour résoudre le probleme suivant,

AU +*ANMAA+ AN M, 1) = fF(AXA+ANS; M, 1), VYA*, VA* (3.12)

4.2 Minimisation de résidu

Cette maniere de construire la PGD se retrouve dans [Nouy et Ladeveze, 2004a,
Passieux, 2008, Ladeveze et al., 2010]. Le résidu est introduit comme,

(Rw), u™) = f(u*) - Alw,u*; M, 1), Vu* (3.13)
L'ajout d'un nouveau couple s’écrit comme la minimisation de la norme du résidu,

Am(@©),ApM) =arg ~ min __ |[|R(Um-1+ Am(OA,MD)| (3.14)
A (), A (M)

Cette minimisation est effectuée en pratique avec une méthode itérative :
— connaissant la fonction du temps A,,(#), la fonction d’espace est recherchée telle
que:
Am(M) =arg min | R (-1 + A () A (M) (3.15)

— connaissant la fonction d’espace A, (M), la fonction du temps est recherchée
telle que :
Am() = arg min | R (=1 + A () Ay (M) || (3.16)

L'avantage d'une recherche en minimisation est qu'un indicateur d’erreur peut étre
simplement introduit comme

|Rm-1 + A (DA (M)
IR (-1l

Cette maniere de construire la PGD est utilisée dans la thése.

NprGD = 3.17)
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5 Stratégies multirésolutions

Dans le cadre plus large des stratégies multirésolutions, une vision plus numérique
est possible. En considérant que la résolution d'un probleme passe par la résolution de
systemes linéaires, le gain en temps de calcul peut venir de la maniere de tirer parti des
systemes déja résolus.

5.1 Solveurs de Krylov

Une famille de méthodes sachant tirer parti de I'’ensemble des résolutions anté-
rieures est celle des solveurs a mémoire (ou learning methods) basés sur la réutilisa-
tion des sous-espaces de Krylov. Ces méthodes reposent sur des algorithmes de Kry-
lov (cf. [Saad, 2000]) tels que le Gradient Conjugué (CG) ou GMRES (pour Generalized
Minimal Residual). La résolution d'un systéme linéaire Ax = b par ces algorithmes re-
pose sur la génération d'une certaine base d'un sous-espace de Krylov associé a A.
Lorsque I'on dispose d’'une succession de systémes linéaires (A;, b;)]" proches les uns
des autres a résoudre, 'idée consiste a réutiliser les sous-espaces de Krylov des sys-
temes précédents pour accélérer la convergence du nouveau systeme. Les méthodes
d’accélération [Rey et Léné, 1998, Saad, 2000, Risler et Rey, 2000, Gosselet et al., 2002]
mettent I'information liée aux espaces de Krylov des systemes précédents au profit de
I'initialisation, du préconditionneur, et de ’espace d’augmentation, qui sont les trois
parametres connus pour piloter la vitesse de convergence des solveurs de Krylowv.

En particulier, I'approche SRKS (pour Selective Reuse of Krylov Subspaces) consiste
a injecter un ensemble de vecteurs de Ritz liés aux systemes précédents dans la ma-
trice d’augmentation d'un Gradient Conjugué projeté [Chapman et Saad, 1997]. Cette
méthode comprend, a la fin de la résolution de chaque systéme, une étape de sélection
des seuls vecteurs de Ritz qui ont convergé vers les vecteurs propres de 'opérateur. En
conséquence, seule I'information la plus représentative du comportement spectral de
ce systeme est conservé pour accélérer les systemes suivants. [Kerfriden et al., 2011]
propose une approche qui combine les avantages de la réduction de modéle avec la
POD et du gain de temps numérique apportés par les solveurs de Krylov.

5.2 SLDLT

La méthode SLDLT [Notin et al., 2011] proposée par 'UTC dans le projet APPROFI
s’appuie sur l’algorithme de résolution de systemes linéaires LDL [Golub et Loan, 1996]
pour accélérer la résolution dans le cas ot de nombreux systemes sont a résoudre.

La résolution avec I'algorithme LDL consiste a décomposer la matrice symétrique
définie positive A en une matrice triangulaire inférieure L et une matrice diagonale D,

A=LDL" (3.18)
La résolution d'un probleme Ax = b, s’écrit alors,

x=L"'D 'L 1p (3.19)
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La partie cotiteuse dans cet algorithme est la détermination de la matrice L
Quand un ensemble A;x; = b; de systemes sont a résoudre, I'idée de la décompo-
sition SLDLT est d’approximer A; par :

Aij ~ AP = LoD, L (3.20)

avec Ly calculée pour un Ay particulier. Par exemple, dans un cadre stochastique, la
matrice Ay considérée est celle pour la valeur moyenne des parametres. Le calcul des
matrices L; est alors épargné. La matrice diagonale D; est par contre a déterminer.
Son calcul est effectué via un probleme d’optimisation pour minimiser I'erreur entre
la matrice A; et son approximation A?p.

Une partie des opérateurs du probleme d’optimisation ne dépend que de L.
Quand de nombreux systémes sont a résoudre, le cotit du probléme d’optimisation
devient négligeable par rapport a des résolutions complétes, d’ot le gain en temps de
calcul.

Un point critique est le controle de I'erreur commise sur la solution x;. Dans
le cadre de module d’Young aléatoire en élasticité, des indicateurs d’erreur a priori
peuvent étre calculés. Lintroduction de la méthode SLDLT comme préconditionneur
d’un algorithme de résolution itératif de type gradient conjugué est aussi envisagé.
Lerreur est alors controlée par I'algorithme itératif et le gain en temps de calcul est
apporté par la méthode SLDLT.
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Chapitre 4

Méthode LATIN, PGD,
et stratégie multiparamétrique

Dans ce chapitre, l'introduction de l'approximation PGD dans la méthode LA-
TIN est détaillée. Un exemple précise les opérations réalisées a chaque itération
de la méthode. On montre l'influence du maillage sur la décomposition PGD et
on évalue la qualité de la décomposition obtenue. On explique comment sont
gérés les couples PGD dans la stratégie multiparamétrique et pour quelles va-
riations des parametres ils peuvent étre conservés. La stratégie multiparamé-
trique est appliquée a un exemple simple, qui permet de mettre en évidence les
problemes rencontrés et les solutions proposées.

Table des matieres
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2  Technique de réduction de modele PGD et méthode LATIN ........ 48
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1 Introduction

Létape linéaire de la méthode LATIN est la plus coliteuse en temps de calcul car
elle fait intervenir des problemes globaux en espace sur 'ensemble de l'intervalle de
temps pour la détermination des champs de contrainte et de déformation. Un point
clé de la méthode est |'utilisation d’'un modele réduit afin de réduire ce cofit. Les in-
connues, corrections de l'initialisation élastique, sont recherchées comme sommes de
produits de fonctions du temps et de fonctions d’espace. Le modele réduit se construit
simplement car le probleme a résoudre est linéaire. Lintroduction de la technique de
réduction de modele dans la LATIN est présentée dans le premier paragraphe.

La qualité du modéle réduit ainsi construit doit étre évaluée, notamment sa dépen-
dance a la discrétisation. Ce point fait 'objet du deuxiéme paragraphe.

Enfin, au cours d’'une analyse paramétrique, il faut préciser quand le modele réduit
reste valable. Un tri des fonctions dans le modele réduit est nécessaire pour optimiser
le temps de calcul. Ces points sont précisés dans le dernier paragraphe, ainsi qu'une
application de la stratégie multiparamétrique a un exemple simple.

2 Technique de réduction de modele PGD et méthode
LATIN

On rappelle que le probleme a I'étape linéaire se sépare entre une partie concer-
nant les variables internes traitée au point de Gauss (EQ. 2.40) et une partie sur la
contrainte et les déformations qui consiste a trouver o, €, et €, connaissant & et é p et
0, tels que,

oeF
Klo+e,eé

o=Ke,

4.1)
O,(c—6)—(Ep—Ep) =0

C’est ce dernier probleme qui est résolu avec la PGD.

2.1 Minimisation d’'une erreur en direction de recherche

Une erreur en direction de recherche, qui correspond a une erreur en relation de
comportement, est introduite [Nouy, 2003, Nouy et Ladeveze, 2004a],

eadr = |05 —6)—(€p—&p)|ly (4.2)

La norme est définie, par

[m]p¥ :f 0:MOdQd¢ (4.3)
[0, T]xQ2
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avec M = (@) ! pour éviter les problémes de conditionnement (plus de détails dans
le paragraphe 2 du chapitre 5). Dans la suite du document, 'opérateur ®, est noté ©
pour alléger les notations.

direction de
recherche E-

correction
Erreur ddr PGD

FIGURE 4.1 : Minimisation de I’erreur en direction de recherche pour la PGD

Le probleme a résoudre consiste a minimiser I’erreur en direction de recherche en
conservant les propriétés d’admissibilité (K™'o + ¢ p) €€ eto € F (FIG. 4.1).

Le modele réduit PGD est construit suivant un algorithme progressif avec mise a
jour, avec la particularité par rapport a ce qui est présenté dans [Ladeveze et al., 2010]
que l'opérateur O évolue au cours des itérations de la LATIN.

2.2 Fonction temps unique

[Passieux, 2008, Relun et al., 2011] ont montré que les champs de contrainte, dé-
formation et déformation plastique peuvent avoir les mémes fonctions du temps. On
rappelle ici brievement la démonstration. L'idée principale est que I'ensemble de ces
quantités sont liées par I'’équation d’équilibre.

Considérons les décompositions suivantes pour les différentes quantités avec des
fonctions du temps différentes, dans le cas d'une correction avec un seul couple,

UM, 1) =U,(M, 1) +a“(HU M)
oM, 1) =0oo(M, 1) +a"()CM)
eM,1)=eo(M, 1) +a” (DE(M)
ep(M, 1) = a” () E,(M)

(4.4)

ouU,(M, 1), oo(M, ) et 9(M, t) sont respectivement les champs de déplacement, de
contrainte et de déformation obtenus en considérant un probléme élastique.

Les couples viennent en correction de la solution élastique et sont donc admis-
sibles & zéro. Léquation d’équilibre au sens faible consiste a chercher a (£)E(M) € &*
et a” (1) E,(M) quelconque tels que YU* € 2%,

f K(a®(DEWM) - a” (DE,(M)) :e(U*)dQdt =0 (4.5)
[0, T]xQ2
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en introduisant la décomposition PGD dans le champ test i.e. U* = a“* () U(M) +
a'()U* (M) avec a“* (1) quelconque et U*(M) € 2*, on obtient deux équations dé-
couplées :

Yal* (1), f aE(t)a“*(t)drfKE(A_@:e(U(M))dQ
[0,T] Q

:f ap(t)a“*(t)dtf KE,(M) : (U(M)) dQ
[0,T1] Q

(4.6a)

et, YU"(M)eu™, f

aE(t)a”(t)drf KE(M) : e(U*(M)) dQ
[0,T] Q

:f ap(t)a”(t)dtf KE,(M):e(U*(M))dQ  (4.6b)
[0,T] Q

La premiére équation (4.6a) permet de conclure que les fonctions a” () et a”(¢) sont
proportionnelles. Cependant, dans la décomposition (4.4), les fonctions E(M), et a* (1)
sont définies a une constante multiplicative pres. Fixer I'une revient a fixer 'autre. En
particulier, il est possible de choisir de prendre a”(z) = a” (). La contrainte est re-
liée par une relation linéaire (équation d’état) aux déformations, sa fonction temps est
donc proportionnelle elle aussi. On la choisit égale, ainsi que celle associée aux dépla-
cements. On a donc

a“(H=a(=aft)=a’®=a® 4.7)

Dans ces conditions, I’expression du probléme annexe (4.6b) qui permet de calculer E
a partir de Ep, ne porte que sur les fonctions spatiales et s’écrit :

YU* (M) e U*, fKE(A_/I):e(U*(M))dQ:fKE,,(A_@:s(U*(@)dQ (4.8)
Q Q

On remarque que la décomposition n’est pas unique malgré ces relations. Pour la
rendre unique, on choisit de normaliser la fonction d’espace associée a la déformation
plastique,

Ep

E, — —"_
"Bl

4.9)

Lanorme £2 est utilisée en pratique.

2.3 Enrichissement du modeéle réduit

A chaque étape linéaire, une approximation de la solution est tout d’abord recher-
chée sur les fonctions d’espace existantes. Cette étape est appelée mise a jour des fonc-
tions du temps, elle correspond au calcul sur le modele réduit,

1 1

m- m-
o=+ ) (@j+Aa)Ci, €p= ) (di+Ad;)Ep; (4.10)
i=1 i=1
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Les corrections sont recherchées de maniere a minimiser 1’erreur en direction de re-
cherche,

{Aai}?:ll =arg min
Aap et

(4.11)

m-—1 m-—1
® ) Aa;Ci— Y AGEp;i—A
i:l l=1

M

avec .1 'espace des fonctions continues et a dérivées continues, et A regroupant les
quantités connues a cette étape,

m—1
i=1

m—1
Al 29(&—00+ Z aiCi)—
i=1

Ce probléme conduit a la résolution d'un systéeme d’équations différentielles entrai-
nant un faible cofit de calcul. Les détails de sa résolution sont présentés dans le cha-
pitre 5.

Un indicateur d’erreur sur le modele réduit est introduit :

OX7! AaiCi- £ AdiEps -y
A1 lIm

Si cet indicateur dépasse une valeur seuil aprés la mise a jour des fonctions du
temps, un nouveau couple est ajouté en correction, avec la fonction temps «a,, et les
fonctions d’espace (Cy,, Ep, ). Cette étape correspond a un enrichissement du modele
réduit PGD,

NpPGD = 4.12)

m-1 m-1
o=0p+ Z (a; +Aa;)Ci+anCy, Ep= Z (@i +Aa)Ep i+ amEpm (4.13)
i=1 i=1

Le nouveau couple est recherché comme,

A mES

CneF ™
K Cp+Epm)e&”

I

avec

m—1
Ny =0|6-00+ ) (a,-+Aa,-)C,-) -
i=1

m—1
Ep— ) (@i +Ad)Ep;
i=1

Un algorithme de point fixe (ou des puissances) est utilisé pour résoudre le pro-
bléme de minimisation 4.14. Cet algorithme est initialisé avec une fonction temps aléa-
toire, puis,

— connaissant la fonction temps «,,, les fonctions d’espace sont recherchées

comme,
(Cny Ep,m) = arg min [ @amCm— &nmEp,m— A (4.15)
Cne
K Cp+Epmes”

I
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- connaissant les fonctions d’espace (Cy,, Ep ), la fonction du temps est recher-
chée comme,

am=arg min [|@anChm—dmEpm—»As (4.16)
1

Juin, "

Cet algorithme converge rapidement et, en pratique, de 3 a 10 itérations sont néces-
saires pour obtenir une stagnation des fonctions.

Apres I'ajout de ce nouveau couple, I'erreur d’approximation PGD diminue et 'in-
dicateur a pour expression,

|0amCr — dmEp,m—Aally
NnpGD = 121 ot 4.17)

On conserve au dénominateur || A1 [y, pour pouvoir comparer la diminution de I'erreur
a l'issue de la mise a jour des fonctions du temps et a I'issue de 'ajout d'un nouveau
couple.

2.4 Deétails des itérations de la LATIN

Afin d’illustrer la maniere dont la PGD est utilisée dans la méthode LATIN, on prend
comme exemple une plaque trouée. Les symétries du problemes permettent de ne
considérer qu'un huitieme de la plaque. Le déplacement normal d'une face opposée
au trou est imposé (FIG. 4.2).

~ condition de symétrie

~ déplacement normal

imposé
ud A
ud 6e-6
t
>
30s

FIGURE 4.2 : Définition du probleme de plaque trouée

Les premieres itérations de la LATIN sont détaillées. Pour chaque itération :

— une fenétre en haut a droite montre 'indicateur d’erreur PGD, qui permet de
controler le modele réduit;

— en haut au milieu l'indicateur d’erreur LATIN, qui permet de controler la vérifi-
cation des lois d’évolution;

— en haut a gauchela courbe contrainte déformation apres reconstruction au point
le plus sollicité en termes de contrainte de Mises;;
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— en bas a gauche I'évolution temporelle du champ de déformation apres recons-

truction, et en bas a droite la décomposition PGD.

A la premiére itération, un nouveau couple PGD est généré. Lindicateur d’erreur
LATIN est de 100%, et I'’erreur PGD de 40%.

Stress [Mpa]
N N EN
o o
o o o

N
1=
i<

A
o
=3

°
&

-0.2 -0.1 0 0.1
Strain [%]

0.3

Indicateur LATIN

1 +
0.9 -
0.8-
0.7~
0.6
0.5-
0.4-
03-
02~

“

2

|
3

|

Indicateur PGD
(=] o o o
o N »

o
«

0.4‘1:

4 5 6 7 8
LATIN iteration

ol

1]

2

3

4 5
LATIN iteration

t=18s

Déformation plastique

Fonctions espace

Fonctions temps

Apres la mise a jour de la fonction du temps a la deuxiéme itération, I'indicateur
d’erreur PGD reste inférieur au seuil de 90% et aucun couple n’est ajouté a la décom-

position PGD.
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1
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Jusqu’a l'itération 5, seule la mise a jour de la fonction temps est effectuée et I'indica-
teur d’erreur LATIN diminue. On a donc une amélioration de la solution a tres faible
cofit. A l'itération 5, I'indicateur d’erreur PGD dépasse le seuil aprés la mise a jour des
fonctions du temps et un deuxieme couple est ajouté.
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400 0.9 _ i i
- 0.8_ _ 0.9
= a
= 200 )<—( 0.7 — i O 0.8
[=3 3 o
= — 06— = 5
- = B .
g 0 2 05- - | gor
g B o4 S
g S 04— - | 506
(ol 35 S
200 £ 03~ - | =
02— m 0.5
~400 0.11 ' I I | ' | 0.4 |
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 1 2 3 4 6 7 8 1 2 3 4 6 7 8
Strain [%] LATIN iteration LATIN iteration

Déformation plastique Fonctions espace

+ X
h SM J

Fonctions temps

t=9s
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55

A Tlitération 6, les deux fonctions du temps sont mises

N

diminue et 'indicateur PGD reste inférieur au seuil.

a]
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our, l'indicateur LATIN

ATitération 7, un nouveau couple est ajouté. Les trois fonctions du temps sont miss a
jour a l'itération 8, avec une forte diminution de 'erreur LATIN.

Le processus se poursuit jusqu’a convergence.
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3 Qualité de la décomposition PGD

Dans le cadre de la stratégie multiparamétrique, il est intéressant d’avoir une dé-
composition PGD avec le moins de couples possibles, car le cotit de calcul lors de la
mise a jour des fonctions du temps dépend du nombre de couples.

3.1 Comparaison avec une décomposition effectuée ala dernieére ité-
ration

Les couples PGD sont générés au cours des étapes linéaires des itérations de la LA-
TIN, et donc sur une approximation linéaire du probléme qui s’affine au cours de ces
itérations. La décomposition n’est donc pas forcément optimale pour la derniere ité-
ration, qui est la meilleure approximation linéaire du probleme dont on dispose. Plus
de couples peuvent ainsi étre générés au cours des itérations de la LATIN comparé au
nombre optimal d'une décomposition effectuée a la derniere itération.

Pour mettre ceci en exergue, on compare I’évolution de I'indicateur PGD en fonc-
tion du nombre de couples pour cette décomposition entre :

— une utilisation des fonctions d’espace générées au cours des itérations;

— des fonctions d’espace « optimales », générées a posteriori.

Le résultat de la comparaison est présenté sur la figure 4.3.

T T l
—— fonctions d’espace générées au cours de la LATIN
: - - - fonctions d’espace générées a la derniere itération

10°

Indicateur d’erreur PGD
S

[
<
\S}
T

Nombre de couples

FIGURE 4.3 : Comparaison de I’évolution de I'indicateur PGD en fonction du nombre
de couples pour des fonctions d’espaces générées a la derniere itération de la LATIN
ou au cours des itérations de la LATIN

On constate que moins de couples sont nécessaires pour atteindre le méme in-
dicateur PGD quand les fonctions d’espace sont générées a la derniere itération i.e.
a posteriori. La différence vient majoritairement des premiers couples. Dans les pre-
mieres itérations de la LATIN, la direction de recherche (qui est I'opérateur sur lequel
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est construit la PGD) et les quantités issue de I'étape locale (second membre pour la
PGD) sont tres éloignées de celles obtenues a la derniere itération. Les fonctions d’es-
pace générées sont alors aussi tres éloignées.

Cependant, seulement 3 couples de moins sont obtenus en générant les fonctions
d’espace a la derniere itération, le gain en temps de calcul pour la stratégie multipa-
ramétrique n’est pas évident. En effet le cotit de la génération des fonctions d’espace
générées a la derniére itérations est de I'ordre de grandeur du cott de calcul de la solu-
tion. Les fonctions d’espace générées au cours des itérations de la LATIN seront donc
utilisées dans la stratégie multiparamétrique.

3.2 Influence du maillage et du nombre de pas de temps

On teste I'influence du raffinement du maillage et du nombre de piquets de temps
sur le nombre de couples. Le cas test de la plaque trouée est repris avec 6 finesses de
maillage différentes et 6 discrétisations en temps.

>

number of couples
>

80 x10 80
60

60

0 0 20 .
number of dofs 20 number of time step number of dofs number of time steps

FIGURE 4.4 : Temps CPU et nombre de couples en fonction du nombre de DDLs et de
piquets de temps

On remarque que le nombre de couples est quasiment indépendant de la finesse
du maillage. Par contre le nombre de piquets de temps a une influence. Le nombre de
couples dans la décomposition est stable seulement a partir de 80 piquets de temps.
Ceci peut s’expliquer par I'influence du nombre de piquets de temps sur 'intégration
de la loi de comportement. La convergence du schéma en temps choisi n’est atteinte
qu’a partir de 80 piquets de temps.

On peut donc conclure que la décomposition PGD est bien intrinséque au pro-
bleme étudié, pourvu que les discrétisations en temps et en espace soit assez fines
pour capter I’ensemble des phénomeénes.
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4 Réduction de modele PGD et stratégie multiparamé-
trique

Dans la stratégie multiparamétrique, la solution avec un jeu de valeurs des para-
metres est recherchée a partir d'une solution proche, disponible sous forme approchée
par la technique PGD. La solution proche sert d’initialisation pour la LATIN et doit étre
une solution admissible avec les nouvelles valeurs des parametres. De méme, les fonc-
tions spatiales de la décomposition doivent étre admissibles a zéro.

4.1 Parametres variables possibles

Les fonctions d’espace des couples sont statiquement admissibles a zéro. Toutes les
variations des parametres ne changeant pas I’admissibilité a zéro sont donc possibles
en conservant les mémes fonctions d’espace. Les parametres de la loi d’évolution, de
I'amplitude des déplacements imposés, ou des efforts extérieurs, peuvent ainsi étre
pris en compte.

Les variations des parametres entrainant une modification de I’admissibilité mais
pas de 'admissibilité a zéro (comme par exemple une modification de I'amplitude des
déplacements imposés ou des efforts imposés) nécessitent de recalculer la solution
élastique admissible. Ce calcul est trés peu cotiteux dans le cas de chargement se dé-
composant en combinaison de chargements simples.

Les variations de la valeur de parametres ayant une influence sur I'admissibilité a
zéro, comme les parametres des lois d’état ou la direction et position des déplacements
imposés, imposent de devoir recalculer les couples de la décomposition PGD, ainsi que
la solution élastique.

Ces regles sont résumées dans le TAB. 4.1.

parametres couple PGD conservés maj solution élastique
parametres de la loi d’évolution X

amplitude du chargement X X

direction efforts imposés X X

direction déplacements imposés X
parametres de la loi d’état X

Tableau 4.1 : Conséquences de la variation des parameétres

4.2 FElimination de couples non pertinents

Le calcul de 'ensemble des intégrales en espace pour la mise a jour des fonctions
du temps peut étre coliteux (voir paragraphe 3 du chapitre 5 pour plus de détails). Le
colit augmente en environ N? avec le nombre de couples N mis en jeux. Le calcul de
I’ensemble des intégrales n’est effectué que quand la direction de recherche est mise a
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jour. Il est donc nécessaire de faire une sélection des fonctions d’espace pertinentes au
cours de I'étude paramétrique, quand la variation des parameétre entraine une mise a
jour de la direction de recherche.

La méthode proposée ici est trés empirique et repose sur I'indicateur d’erreur PGD.
Apres la modification des parametres du problémes, a la premiere itération de la LA-
TIN, si la direction de recherche doit étre mise a jour (voir paragraphe 5.2 du cha-
pitre 2), 5 couples au maximum sont conservés, les autres étant gardés en mémoire
mais non utilisés. Au cours des itérations, apres mise a jour des fonctions du temps, si
le critere d’erreur PGD est dépassé, on cherche la meilleure fonction du temps corres-
pondant au sixieme couple, s’il y en a un en mémoire. Si I'’erreur PGD diminue suffi-
samment, le couple est gardé. S’il n'y a pas de sixieme couple ou si I'’erreur PGD ne di-
minue pas suffisamment, un nouveau couple est recherché par la méthode habituelle
de point fixe.

De cette maniere, seuls les couples déja existants et pertinents pour le calcul en
cours sont utilisés.

4.3 Cas d’'un plan d’expérience ordonné

Dans ce premier exemple, la stratégie multiparamétrique est appliquée a un plan
d’expérience parcouru de telle maniere que la solution précédente est toujours la plus
proche. Le nombre d’itérations entre jeux de parametres est alors minimum. Un plan
d’expérience a trois variables pouvant prendre 10 valeurs est considéré sur la plaque
trouée (TAB. 4.2).

R s Nombre de ..
parametre valeur initiale valeur finale pas - % variation
amplitude uy 0,0005 0,00095 0,00005 9 62
oy 15 37,5 2,5 10 85
Y 350 620 30 10 94

Tableau 4.2 : Définition du plan d’expérience pour la plaque trouée

Un chemin possible pour parcourir ce plan d’expérience, déterminé aprés une ana-
lyse de sensibilité, est présenté sur la figure 4.5. Uamplitude du chargement a été iden-
tifiée comme le parametre le plus influent. Le temps de calcul de référence (sans stra-
tégie multiparamétrique) est fonction de 'amplitude du chargement.

amplitude (-10_4) 5 55 6 65 7 75 8 85 9
temps de référence (s) | 136 187 239 290 341 392 444 495 550

On peut alors calculer le gain de la stratégie multiparamétrique en comparant le temps
nécessaire avec la stratégie par rapport aux temps de référence,

. ) temps de référence
gain = — ; . (4.18)
temps avec la stratégie multiparamétrique

Approche multiparamétrique pour la conception robuste en fatigue



60 Méthode LATIN, PGD, et stratégie multiparamétrique
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FIGURE 4.5 : Exemple de parcours optimal du plan d’expérience pour 3 variables pre-
nant 10 valeurs
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FIGURE 4.6 : Gain en fonction du nombre de calculs pour le parcours optimal du plan
d’expérience

On constate que le gain pour les 900 jeux de parametres est de I'ordre 20, i.e. que le
calcul est 20 fois plus rapide avec la stratégie multiparamétrique que sans (FIG. 4.6).

Le nombre total de couples générés durant I’étude paramétrique est de 47, ce qui
est assez peu a la vue des variations des parametres (FIG. 4.7).

4.4 Cas d’'un plan d’expérience aléatoire

On considere maintenant le cas d'un parcours aléatoire du plan d’expérience
(F1G. 4.8). Pour chaque nouveau calcul demandé, il est nécessaire de choisir un jeu de
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45| |
Nombre total 35| .
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FIGURE 4.7 : Nombres de couples total et utilisés au cours de I'étude paramétrique
pour le parcours optimal
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FIGURE 4.8 : Exemple de parcours aléatoire du plan d’expérience pour 3 variables pre-
nant 10 valeurs

parametres parmi ceux déja calculés, tel que le nombre d’itérations de la LATIN sera
minimum. Une méthode est proposée dans [Soulier et Boucard, 2009] pour trouver la
solution la plus proche. Elle est fondée sur un critere de distance dans I'espace des pa-
rametres et dans I’espace des réponses approximé par un méta-modele. Comme on ne
construit pas de méta-modele dans notre cas, on choisit un critere de distance dans
I’espace des parametres pondéré par I'influence de chaque parametre. Lamplitude du
chargement étant la plus influente, on lui assigne un plus gros poids, puis vient le seuil
élastique o, et enfin le terme de rappel de I'écrouissage cinématique y. La distance d
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permettant de trouver le calcul déja réalisé le plus proche est ainsi définie par,

Ug,j— Ud N 10‘7%] —0y N Yi—Y

Uq O'y Y

d(j) =100 (4.19)

Le jeu de parameétre j minimisant cette distance est choisi comme initialisation.

Pour pouvoir réinitialiser avec cette solution, 'ensemble des champs doivent
étre stockés. Le stockage de I'ensemble des champs de déformation plastique et de
contrainte ne pose pas de difficultés particulieres, puisqu’on dispose du modele réduit
PGD. Par contre, le stockage de 'ensemble des champs associés aux variables internes
n’est pas envisageable si ceux-ci ne sont pas approximés sur un modele réduit.

Le calcul des variables internes au cours des itérations de la LATIN consiste en la
résolution d'une équation différentielle (EQ. 2.40). Résoudre cette équation différen-
tielle avec la PGD n’est pas apparu tres efficace en temps de calcul dans nos tests nu-
mériques comparé a une résolution incrémentale en chaque point de Gauss.

La meilleure stratégie semble de réaliser les calculs aux points de Gauss au cours
des itérations et de ne construire le modele réduit PGD qu’une fois les champs connus
(a la derniére itération) pour les stocker a moindre colit de mémoire. Les avan-
tages en temps de calcul d'une résolution incrémentale en chaque point de Gauss et
de stockage a moindre colit de mémoire avec le modele réduit PGD sont ainsi cumulés.

190 fonctions au total sont générées au cours de la stratégie dans le cas du parcours
aléatoire, ce nombre est plus important que dans le cas optimal (F1G. 4.10). Le critere
de sélection des fonctions pertinentes déja connues est donc a améliorer ainsi que la
sélection du plus proche jeu de parametres servant d’initialisation. Le nombre total
de fonctions générées devrait étre intrinseque au probléeme étudié dans la plage de
variation des parametres.

Au bilan, le gain apporté par la stratégie multiparamétrique est plus faible que pour
le parcours optimal du plan d’expérience, mais atteint quand méme 6 (F1G. 4.9). Ce
résultat peut apparaitre comme décevant (diminution du gain d’'un facteur d’environ
4 par rapport au parcours « optimal »), mais il est a pondérer par le fait que de tres
grandes variations des parametres ont été imposées (plus de 60% pour chaque para-
metre).
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FIGURE 4.9 : Gain en fonction du nombre de calculs pour le parcours aléatoire du plan
d’expérience
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FIGURE 4.10 : Nombres de couples total et utilisés au cours de I'étude paramétrique
dans le cas d'un parcours aléatoire
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Chapitre 5

Diminution du temps de calcul
de la décomposition PGD

Dans ce chapitre, on présente deux méthodes de mise a jour des fonctions du
temps et trois méthodes pour la détermination des fonctions spatiales de la dé-
composition PGD. Lobjectif est de minimiser le temps de calcul avec la PGD. Il
estindispensable de disposer d'une méthode efficace de détermination des fonc-
tions d’espace car la majorité du temps de calcul est dépensé dans cette phase.
Un exemple issu de la documentation d’ABAQUS permet d’illustrer les perfor-
mances de la méthode.
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1 Introduction

La résolution de I'étape linéaire de la LATIN avec la PGD consiste a trouver |'en-
semble des fonctions du temps {a;}, des fonctions d’espace {C;} pour la contrainte et
{Ep,i} pour la déformation plastique, connaissant o la contrainte €élastique, & et 5 pla
contrainte et la déformation plastique a I'étape locale et © la direction de recherche,
tels que I'erreur en direction de recherche soit minimale,

{CieF™*}
{K'Ci+Ep;) e&*}
{o=0p+)a;C; (5.1)
Ep=Y &;Ep,

min||® (oo + Y a;Ci—6) — (L diEpi—&p)

"

avec la norme |||y définie comme,

|||:|||M:f O:MOdQd¢ (5.2)
[0, T1xQ2

et 'opérateur M(M, 1) = ©~1(M, 1).

A chaque étape linéaire, les fonctions du temps sont tout d’abord mises a jour, si
I'indicateur d’erreur PGD est trop élevé apres cette mise a jour, le modele réduit PGD
est enrichi (voir paragraphe 2.3 chapitre 4 pour plus de détails). On s’intéresse dans ce
chapitre aux détails du calcul des fonctions du temps et de 'espace pour obtenir un
temps de calcul faible.

2 Régularisation de la direction de recherche

Afin de pouvoir calculer 'opérateur de la norme comme inverse de la direction de
recherche, une étape de régularisation est nécessaire. En effet 'opérateur de direction
de recherche est nul en tout point et tout piquet de temps ou le seuil élastique n’est
pas dépassé. On régularise la direction de recherche a I'aide de I'opérateur identité sur
les déviateurs (EQ. 2.33) afin de garder une direction de recherche déviatorique (voir
paragraphe 5.1 du chapitre 2),

0=0+v1” (5.3)

Le coefficient de régularisation v est choisi de maniere a perturber le moins possible la
direction de recherche. Une possibilité est de prendre comme valeur une fraction de la
plus grande valeur propre de (M, ) sur tout I'espace et le temps.

O(M, t) est un opérateur sur les déviateurs, il possede donc une valeur propre nulle
suivant un vecteur propre de pression pure. En utilisant cette propriété, il est peu
coliteux de calculer ses valeurs propres, la technique est détaillée ci-apres.
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En notation vectorielle le vecteur propre de pression pure a pour expression,
T
1 1100 0 (5.4)

On construit une base orthonormale a partir de ce vecteur avec comme matrice de
passage

(1/v/3 1/vV/3 1/vV/3 0 0 0
1/vV2 -1/V2 0 000

pT _ 1/v6 1/v/6 -2/v/6 0 0 0 5.5)
0 0 0 100
0 0 0 010
0 0 0 00 1

Lexpression de I'opérateur de direction de recherche dans la base déviatorique est ob-
tenue par application de la matrice de passage,

6 =pep’ (5.6)

Dans cette base la valeur propre nulle apparait, avec une matrice de la forme

@
1]

(5.7)

o OO O O
S O O O O

SO o oo Q O
oS oo T o O
S O Qo oo

coococoo

avec a,b,c,d, e, f des coefficients réels. Les valeurs propres d'une telle matrice sont
trés simples a calculer et sont,

vag=[0 @LVA atbVA g o, (5.8)

avec A = (a+ b)% +4(c? - ab).

La valeur du coefficient de régularisation (EQ. 5.3) est choisie comme une fraction
de la plus grande valeur propre ainsi calculée,

v= pm&x(va@) (5.9)
[0,T1]

avec p un parametre dont la valeur est en pratique de 0,01 suite a nos essais numé-
riques.

Approche multiparamétrique pour la conception robuste en fatigue



68 Diminution du temps de calcul de la décomposition PGD

Apres régularisation, 'opérateur de la norme est définie comme la pseudo inverse
sur les déviateurs de la direction de recherche © et a pour expression dans la base dé-
viatorique,

[0 0 0 0 0 0]
0 b/det —c/det 0 0 0
_ 0 —c/det aldet 0 0 0
M= 0 0 0 1/d 0 0 (5.10)
0 0 0 0 /e O
0 0 0 0 0 1/f

avec det = ab — 2. La matrice dans la base usuelle est obtenue par I'application de la
matrice de passage,
M =P’ MpP (5.11)

2.1 Influence sur le taux de convergence

Pour tester 'influence du parametre de régularisation p (EQ. 5.9) de la direction de
recherche, on reprend I'exemple de la plaque trouée (FIG. 4.2). On fait varier le coef-
ficient de régularisation entre les valeurs 0,001 et 0,05 par pas de 0,001. On compare
I'erreur LATIN obtenue au bout de 20 itérations (FIG. 5.1).

1072

4 | |
(| Lol |
1073 1072

parametre de régularisation p

indicateur LATIN a 20 itérations
(@)
T
|

FIGURE 5.1 : Indicateurs LATIN obtenus au bout de 20 itérations en fonction du para-
metre de régularisation de la direction de recherche

On observe un optimum pour la valeur de 0,01. Une valeur plus petite conduit a
des opérateurs moins bien conditionnés et plus grande a une dégradation du taux de
convergence. Différent tests menés en faisant varier 1’évolution en temps du charge-
ment ont montré une invariance de 'optimum avec comme valeur 0,01. Considérer
une régularisation fonction de la plus grande valeur propre semble donc permettre
d’obtenir une valeur de p ne dépendant pas du probléme traité.
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3 Détermination des fonctions temporelles

Considérons tout d’abord I'étape de mise a jour des fonctions du temps, m — 1
couples étant déja introduits,

m—1 m—1
o=+ ) (@ +Aa)Ci, €p= ) (di+Ad)Ep; (5.12)
i=1 i=1
Les corrections Aa; des fonctions du temps sont recherchées de maniére a minimiser
I'erreur en direction de recherche,

m—1 m—1
® ) Aa;Ci— Y AGE,;i—A
i=1 i=1

{Aai}ﬁ_ll = arg min (5.13)

Aa;ym te e

M
avec A regroupant les quantités connues,

m—1
i=1

m-1
Al 29(6'—00+ Z aiCi)—
i=1

La stationarité de l'erreur en relation de comportement (EQ. 5.13) par rapport aux
fonctions temporelles s’écrit de la maniére suivante, en notant pour plus de lisibilité

a le vecteur de fonction temps {Aai};’;l, E, et C les vecteurs des fonctions d’espace

associés a la déformation plastique et la constrainte,

Vg*,f g*(Aug+Awg—D1)dt+f a* (Apd+ Agoa—Do)dt=0  (5.14)
[0,T] [0,T]

avec les matrices suivantes

Allszp:M[E,fdQ Aw:—fQ[Ep:M@CTdQ

Agr =— | OC:ME, dQ AOO:fG)C:M@)CTdQ (5.15)

le—f[Ep:MAldQ QO:T 6C:MA, dQ
Q Q

3.1 Produit de dérivées aux sens de Galerkin discontinu

Le schéma en temps choisi est de type Galerkin discontinu [Nouy et Ladeveze,
2004b]. Pour donner un sens a I'équation (5.14), il est nécessaire de définir I'intégrale
du produit de dérivées au sens de Galerkin discontinu. En effet, on cherche a calculer
des intégrales du type :

f a(t)abdr (5.16)
[0,T]

On choisit de représenter la dérivée a d’'une fonction a par une fonction a. Elle est

définie comme suit :
f c’wdt:f avdr , Yv (5.17)
[0,T] [0,T]
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Il est alors possible de définir un produit de dérivées par I'intégrale suivante :

f a(r)aiadt:f a(t)abdt (5.18)
0,7 (0,7
La résolution dépend donc du schéma temporel. Par exemple, pour Galerkin Discon-
tinu d’ordre 0, les fonctions sont constantes par morceaux, donc 'intégrale de la déri-
vée d'une fonction a s’écrit :

N
f avdr=)_v(t))a(t])—a(t;)) Vv (5.19)
[0,T]

i=1

11 faut trouver une fonction a qui soit telle que Vv :

f dvdt:f avdt (5.20)
[0,T] [0,T]

c’est-a-dire
N

N
Y v aleh) —a;) =) Atjv(t)a(t]) (5.21)
i=1 i=1
avec At; = t; — tj—. Par exemple, la fonction é qui prend comme valeur constante sur
chaque intervalle [#;_1, ;] la valeur suivante, vérifie ces conditions :

A = c“z(ti*) —alt;)

5.22
; AL (5.22)

Cette écriture permet de donner un sens a la notation (5.16). Dans le paragraphe sui-
vant, le systeme a résoudre pour déterminer une solution au probleme temporel est
présenté dans ce cas particulier.

3.2 Résolution

En définissant le produit de dérivées aux sens de Galerkin discontinu, on peut
écrire sur chaque intervalle de temps i

q;'Tiqi =q;b;

T _ bT _ Ql Ql 1 . 516 . 0 d'i
avecq; = [a;_, a,],b/ = —— |7, +Do|| etla matrice élémentaire (ou d'inter-
valle) d’intégration

An _@_ﬂ)

T, = d? de dr?
’ (_ﬂ_ﬂ) (ﬂ+@+@+A )
dr de2) \de2 " dr  dr %

En assemblant les matrices liées a chaque intervalle de temps, on obtient un systéme
global Tq = b de taille le nombre de pas de temps fois le nombre de fonctions couples
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PGD. La matrice T est symétrique et le systeme peut étre résolu par n'importe quelle
technique usuelle. Ce probleme peut étre vu comme le modeéle réduit de 1'étape li-
néaire sur les fonctions d’espace.

Plus de détails sont disponibles dans [Passieux, 2008]. Une méthode alternative ne
nécessitant pas d’assemblage y est aussi proposée. Elle consiste a résoudre le systéeme
d’équations du second ordre a conditions initiales et finales, obtenu apres intégration
par partie de’EQ. 5.14, par une méthode de tir. Cette méthode a été testée et améliorée
durant cette thése mais n'a pas montrée une stabilité suffisante pour étre utilisée, bien
que présentant un léger gain en temps de calcul.

3.3 Mise a jour individuelle

La mise a jour de I'’ensemble des fonctions du temps simultanément nécessite le
calcul d'un grand nombre d’intégrales spatiales pour tenir compte des couplages entre
fonctions. Une idée est de mettre a jour individuellement chaque fonction du temps
en ne tenant pas compte des couplages. On détermine alors les fonctions du temps les
unes apres les autres en minimisant les problémes suivant,

i-1 i-1
OAQ;Ci—Ad;Epi—|M+ ) Aa;Cj+ ) AdjE,;
j=1 j=1

Aa;=arg min (5.23)

Aa;eA)

M

Tant que le nombre de fonctions n’est pas trop important, cette méthode est équiva-
lente a la mise a jour de 'ensemble des fonctions du temps simultanément. Des que
plus de 10 fonctions sont en jeu, cette maniere de mettre a jour donne une erreur en
direction de recherche plus grande apres correction qu’avant.

Par manque de stabilité, cette mise a jour individuelle n’est donc pas utilisée.

4 Détermination des fonctions spatiales

Sil'indicateur d’erreur PGD (EQ. 4.12) dépasse une valeur seuil apres la mise a jour
des fonctions du temps, un nouveau couple est ajouté en correction, avec la fonction
du temps a, et les fonctions d’espace (Cy, Ep, ),

m-1 m-1
o=00+ ) (@i +Aa)Ci+amCp, €p= ) (&;i+A&)Epi+dmEpm (5.24)
i=1 i=1

Le nouveau couple est recherché comme,

W Al
CneF*
(KCyp+Ep,m)e&™

I

avec

3

1
ép- (di+wﬁdi)Epj
=1

2

m-1
Ny =0|6-09+ ) (a,-+Aa,-)c,-)—
i=1
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On introduit ici eqq; tel que

€ddr = ”@amcm - dep,m EAY) (5.26)

I

Un algorithme de point fixe (ou des puissances) est utilisé pour résoudre le pro-
bleme de minimisation 5.25. Cet algorithme est initialisé avec une fonction temps aléa-

toire, puis,
— connaissant la fonction du temps a,,, les fonctions d’espace sont recherchées
comme,
(Cm Epym) =arg  min 0@ Cp—dmEpm—D2l|y (5.27)
Cne

KCn+Ep,m)e&™

— connaissant les fonctions d’espace (Cy,, Ep,m), la fonction du temps est recher-
chée comme,

(5.28)

A =arg min [|0anCr—dmEpm— A2y
1

A €S

Le probléeme de détermination de la fonction temps (5.28) est trés proche du probléme
de mise a jour des fonctions du temps (5.13) et est résolu de la méme maniere.

Plusieurs méthodes sont possibles pour déterminer les fonctions spatiales
(EQ. 5.27). Il s’agit d'un point clef car la majorité du temps de calcul est dépensé a cette
étape. Trois méthodes sont présentées ici. La premiere est issue du travail de [Passieux,
2008] développée pour le cas d'une loi de comportement viscoélastique. Elle est adap-
tée ici au cas élastoviscoplastique ou les opérateurs sont déviatoriques avec 'intro-
duction d'un parametre de régularisation supplémentaire. La deuxieme méthode per-
met d’éviter 'introduction de cette régularisation mais nécessite de nombreux assem-
blages de matrice éléments finis. Une troisieme méthode est donc introduite, proposée
par P. Ladeveze [Ladeveze, 2010], qui permet d’éviter ces assemblages et présente un
cott de calcul bien plus faible que les deux précédentes.

Dans la suite du document, les indices m sont omis pour simplifier les notations.

4.1 Version 1 (V1), issue du cas viscoélastique

Le cas de la viscoélasticité a été traité par [Passieux, 2008]. La méthode consiste a
choisir comme inconnues E et C en utilisant la loi d’état. Le probleme de minimisa-
tion 5.27 s’écrit alors

(C,E)=arg min ||[@aC+K 'aC—aE- Ny (5.29)
Ceg:
Ee

La stationarité de I’erreur par rapport aux fonctions spatiales s’écrit de la maniere sui-
vante

C* (AccC—AcgE+Ac) dQ =0
(5.30)

flE* ‘(ApgE—ApcC—-Ap)dQ =0
Q
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avec,

Acc = (K'MK™'&,d) o 1+ (KT'MOG, @) 7+ (OMK ™' @, &) 1 + (OMOa, @) 0,11

Ace = (K™'Md, &) o 7, + (OMd, @) o,

Agc = (MK ¢, d)

Agg = Ma, @) (o, T
Ac =—(OMAy, @) 1) + (K 'MA, &)
Ap=—(MAz, &),y

[0,T] + (BMa, a) [0,T]

(0,71

avec (a, D)jo,1) = [o, abdt.

Le probleme ainsi obtenu peut-étre vu comme 1’association de deux problémes
couplés : un probléeme en contraintes (probléme statique) et un probleme en dépla-
cements (cinématique). Une premiere facon de le résoudre consiste a assembler le
probleme global et a le résoudre de maniere directe. Cette résolution conduirait a l'in-
version d'un systeme deux fois plus grand que celui d'un probléme éléments finis stan-
dard, ce qui n’est pas envisageable. Pour réduire le cotit de cette étape, une technique
de point fixe est utilisée avec des itérations entre :

— un probleme cinématique :

connaissant C, la fonction de déformation E est recherchée comme,

E=arg min |@aC+K 'aC—aE- Ay, (5.31)
Ee&”

— et un probleme statique :
connaissant E, la fonction de contrainte C est recherchée comme,

C=arg min |@aC+K 'aC-aE- Ay, (5.32)
ceF*

4.1.1 Probleme statique

Le probleme formulé en contrainte doit d’abord étre dualisé afin que I'on puisse le
résoudre par une méthode éléments finis standard. Pour cela, la contrainte d’admissi-
bilité C* € &#* est assurée par l'introduction d’'un multipicateur de Lagrange E € §*.
Le probléme est reformulé de la maniére suivante : trouver C € #* et E € &* tels que
VC*

fQC* :(AccC—AcgE+A¢) dQ—fQC* :E=0 (5.33)

et
VE* e &, f C:E*=0 (5.34)
Q

C* étant désormais quelconque, on peut écrire la relation (5.33) en tout point :

C=Agt (AcgE-Ac+E) (5.35)
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Cette relation, injectée dans 1“équation d’amissibilité (5.34) du multiplicateur E, per-
met d’écrire :
VE* e &™, f Act (AcgkE—Ac+E):E*=0 (5.36)
Q

Ce probleme est résolu par une technique éléments finis. Apres résolution, C est déduit
de E grace al’équation (5.35).

4.1.2 Probleme cinématique

Il s’agit de trouver E tel que
VE*, fE*:(AEEE—AECC—AE)dQ:O (5.37)
Q
Ce probléme est résolu par une technique éléments finis classique.

4.1.3 Extension au cas de quantités déviatoriques

Dans le cas d'un modéle matériau plastique, la direction de recherche tangente
conduit a un opérateur portant uniquement sur la partie déviatorique des champs. Les
opérateurs Acc, Agg possédent alors une valeur propre nulle sur la partie pression. Les
problémes éléments finis des probléemes cinématique et statique ne peuvent pas étre
résolus a cause cette valeur propre nulle. Une possibilité pour supprimer cette valeur
propre nulle est de régulariser 'opérateur de définition de la norme M pour la partie
en pression. Le choix de I'amplitude de la valeur propre conditionne la partie pression
du champ de déformation plastique E), qui est théoriquement nulle.

Un parametre A est introduit sur la partie pression, ce qui donne dans la base dé-
viatorique (5.10),

[ 0 0 0 0 0]
0 b/det -—-c/det 0 0 0
_ 0 —c/det aldet 0 0 0
M= 0 0 0 1/d 0 0 (5.38)
0 0 0 0 /e 0
0 0 0 0 0 1/f

Une valeur possible du parametre de régularisation est A = min(b/det, a/det).

4.1.4 Exemple simple, influence du parametre de régularisation

On prend le cas test le plus simple possible. Il s’agit d'un cube en traction com-
pression. Les symétries du probleme permettent de ne considérer qu'un huitieme de
la structure (FIG. 5.2). Le probleme est homogene en espace, la décomposition PGD ne
fait donc intervenir normalement qu'un couple.

On fait varier le coefficient de régularisation A entre 1 et 1000. On observe une dé-
pendance inversement proportionnelle entre le coefficient de régularisation et le ratio
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iy condition de symétrie uds

ud . déplacement normal imposé

20s Eme

FIGURE 5.2 : Définition du probleme du cube

entre la trace et le Mises (norme de la partie déviatorique) de la premiere fonction spa-
tiale pour la déformation plastique Ej, , (FIG. 5.3).

TE)
ratio = ——— (5.39)
Ep
0 TTTT T T T T T T T T T T T
107 | E
107! | e
s | ]
‘é i |
1071
1073+ g
Bl Lol Lol Lol B
10° 10! 10 103

parametre de régularisation A

FIGURE 5.3 : Ratio entre la partie pression et la partie déviatorique de la premieére fonc-
tion d’espace générée en fonction du parametre de régularisation

Si le coefficient de régularisation n’est pas pris assez grand, un deuxieme couple
PGD est ajouté en correction au cours des itérations de la LATIN, qui rend la déforma-
tion plastique déviatorique. Ceci n’est pas tres satisfaisant, car le probleme est homo-
gene en espace et un seul couple est théoriquement nécessaire.

4.2 Version 2 (V2), développée pour les quantités déviatoriques

Pour palier les problemes d’opérateur déviatoriques dans le cas d'un modele maté-
riau plastique, une nouvelle maniere de calculer les fonctions d’espace est introduite.
On introduit un multiplicateur de Lagrange F € &* pour imposer K(E — E p) EF*

€ aar = |@OK(E - Ep) — G Ep — Ag |y + f K(E-Ep):EdQ (5.40a)
Q

VE* e &%, f K(E-Ep):E*dQ=0 (5.40b)
Q
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La stationarité de I'’erreur en direction de recherche est donnée par
VE*€&*,VE, E€&"
f (@OK(E - Ep) — ¢Ep — Ap) : M(@OKE™) dQd 1
[0, T]xQ
+ f (@OK(E — Ep) — &Ep — A2) : M(-aOKE; — ¢E,) dQd¢
[0, T]xQ
+f K(E*-E;):EdQ=0 (5.41)
Q
avec

VE* e &* f K(E-E,):E*dQ=0 (5.42)
Q

4.2.1 Minimisation suivant El’;

Le VE; permet d’écrire une relation locale
AppEp = ApeE + ApetE+ Apg (5.43)

avec

4.2.2 Minimisation suivant E*

Le VE* € &* permet d’écrire,

VE*e&* Ec&* f (BeeE + BepEP + BeetE+ Bog) : EXdQ =0 (5.44)
Q
avec

Bee = [i07y(@OKM(a@OK)dt  Bep = [ y(—~a@OK— a¢1)M(a®K) dt
Bea = Jio,7)(~A)M(a®K) dt Beer =K

En remplacant E, par (5.43) on obtient,

VE*ec&* Ec&* f (CoeE + CootE+Cpy) : EXdQ =0 (5.45)
Q
avec,
Cee = Bee + BepAypApe  Ceer = K+Bep Ay Aper Ced = Bea + Bep Ay Apa

qui peut étre résolu par une technique éléments finis si 'on connait E.
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4.2.3 Multiplicateur de Lagrange

En remplacant E;, par (5.43) dans (5.42) on obtient,

VE*ec&* Ec&* fQ(Cm[E+ CoteE+Corg) :EXdQ =0 (5.46)

avec
Ceter = _KA;;I')APBI' Cete=K— KA;;Ape Ceta = _KA;;Apd

qui peut étre résolu par une technique éléments finis si l’on connait E.

4.2.4 Résolution

Le systeme couplé (5.45) (5.46) peut étre résolu en assemblant

VE* € &* VE* € &*

f (CeeE + CeetE + Ceq) : E*dQ +f (CetetE + CereE+ Ceta) : E*dQ=0 (5.47)
Q Q

On remarque que les opérateurs C,, et C,;.; n'ont pas de valeur propre nulle sur la par-
tie pression méme si les opérateurs associés a la direction de recherche ou a la norme
en possede une. Ce point était problématique dans la version 1.

Lassemblage conduit a résoudre un systeme avec deux fois plus d'inconnues qu'un
probleme éléments finis standard. Ceci pénalise fortement les temps de calcul. Sur un
exemple de plaque trouée, un algorithme de point fixe similaire a celui utilisé dans le
cas viscoélastique n'a pas montré de bonne propriétés de convergence. Une approche
itérative de type GMRES est donc adoptée pour résoudre le systeme couplé non symé-
trique. Le systéme complet a résoudre avec une technique éléments finis classique est
du type

Cee  Ceer [U Cea
== (5.48)
[Cete Ceter] U Ceta
On choisit comme préconditionneur 'inverse des termes diagonaux par bloc
C, O
S= [ ¢ ] (5.49)
0 Cetet

Chaque application du préconditionneur correspond alors a la résolution de chaque
systeme de maniere découplé. Le stockage des décompositions de Choleski des ma-
trices C,, et Cerer rend les résolutions multiples peu cotliteuses. Une fois la matrice dé-
composée, la résolution consiste uniquement en une descente remonté. Un indicateur
d’erreur est disponible dans la méthode GMRES, qui permet de controler la conver-
gence.
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4.2.5 Exemple simple

On reprend I'exemple simple du cube (F1G. 5.2). Avec cette nouvelle méthode pour
calculer la fonction spatiale, un seul couple PGD est généré au cours des itérations de la
LATIN jusqu’a convergence. De plus, il n’est plus nécessaire de régulariser sur la partie
pression de la direction de recherche.

Par contre le temps de calcul n’est pas satisfaisant puisqu’il 10 fois plus grand que
celui de la premiere méthode. La résolution du probléme couplés avec GMRES et I'as-
semblage des matrices éléments finis sont les étapes de 1’algorithme les plus cofiteuses.

4.3 Version 3 (V3), méthode itérative pour la détermination des fonc-
tions spatiales

Pour diminuer le temps de calcul de la fonction d’espace et pour assurer que les
fonctions d’espace de la déformation plastique seront bien déviatoriques, une troi-
sieme méthode est proposée par P. Ladeveze [Ladeveze, 2010].

Lidée de départ est que I'inconnue principale du probleme de minimisation est la
déformation plastique. En effet 'équation d’équilibre lie I'’ensemble des quantités,

VE* e &* f K(E-Ep): E*dQ=0 (5.50)
Q

Un opérateur E tel que E = EE), peut étre introduit. De méme, comme C = K(E - E),
un opérateur C tel que C = CE), peut étre défini (C = K(E - 1)).
Lerreur en direction de recherche (5.26) est donc seulement une fonction de E,.

edar(Ep) = |@aCE, - ¢E, — Ay (5.51)

[

La minimisation de cette erreur par rapport a E, serait possible mais demanderait un
effort de calcul trop grand. On utilise donc une technique itérative ou la dépendance
de E et C a E), est utilisée.

Cette dépendance passe par la résolution de I’équation d’équilibre (5.50). Celle-ci
est effectuée par une technique éléments finis. Lopérateur impliqué dans cette réso-
lution peut étre décomposé avec un algorithme de Cholesky et étre stocké, afin de di-
minuer fortement le cott de calcul. On peut remarquer que cet opérateur est le méme
que celui mis en jeu pour la détermination de l'initialisation élastique de la LATIN.

4.3.1 Probléme de résidu

Le probleme de minimisation 5.27 peut étre récrit sous la forme d'un probleme
quadratique. Lerreur en direction de recherche egyq; (5.26,5.51) est réécrite en fonction
de E et E;, en utilisant la loi de Hooke et la partition des déformations, C,,;, = K(E — Ep),

eddr(Z):I/Zf QZ:ZdQ+fL:ZdQ+a2/2 (5.52)
Q Q
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avec Z = [E—E, Ep]| qui ne dépend que de E, car E = EE),, Q une matrice symeé-
trique, L une forme linéaire et a un scalaire (EQ. 5.53),

f aOKMa®Kdt —f a®OKMadt
[0,T) (0,71

Q= (5.53a)
- a®KMdadt aMadt
(0,71 [0, T]
—f a®OKMA, dt
L= (9,71 (5.53b)
aMA,dt
[0,T]
a’/2 = f A;MA, dt (5.53c)
[0,T]
Le minimum de eg4q; est trouvé pour
(QZ+L):Z*=0, YZ*,VE*e&*,VC*eF* (5.54)
On définit g = [,(QZ + L) : Z* dQ; séparé en deux parties,
q:f (Q1Z+L1):(E—Ep)*dQ+f (Q2Z + Lp) : Ejy dQ) (5.55)
Q Q

avec Qp, Ly et Q,, Ly respectivement la premieére et deuxieme ligne de Q et L. La pre-
miere intégrale peut étre exprimée en fonction de la seule différentielle E; en utilisant
I'équation d’équilibre. On définit £ € &* un champ cinématiquement admissible a zéro
tel que

VE*e&™ fKz:E*dQ+f(QIZ+L1):E*dQ:0 (5.56)
Q Q

2 peut étre trouvé par une méthode éléments finis si Z (et donc E),) est connu.
Comme le champ C* est statiquement admissible a zéro, C* € &*,

VZe&* fK(E*—E*):ZdQ:O@fKE*:ZdQ:fKE*:ZdQ (5.57)
Q p Q Q p
En introduisant (5.57) dans (5.56) puis le tout dans (5.55), g peut s’écrire,
q= f (Q1Z+Ly1): (—Ep)*dQ +f KZ: E,dQ +f (Q2Z +Lp): E; dQ (5.58)
Q Q Q

En introduisant R(Z, X) tel que,
R(Z,2)=-(QZ+ L)+ (Q:Z+Ly) —KZ (5.59)

g se récrit,
q:fQR(Z,Z) :E; dQ (5.60)

R(Z,Z) est un résidu, dépendant de maniere de la seule variable E), car Z et Z dé-
pendent directement de E,. La solution est trouvée pour R nul.
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4.3.2 Procédure itérative

On utilise une technique itérative, similaire a un gradient conjugué pour trouver
E), tel que R tende vers zéro. Il s’agit de minimiser I'erreur (5.52) itérativement, suivant
des directions orthogonales.

Cette procédure est initialisée avec Ej,o = 0, qui donne comme déformation totale
associée par I'équilibre (5.57) que Eg =0et Zp=[0—-0 0] r
Alitération n de cette procédure itérative, une correction Z,, de Z est recherchée. Le
résidu R doit dans un premier temps étre calculé a 'aide de 'équation (5.59), avec
calculé en résolvant le probleme (5.56) (probléme éléments finis), Z étant connu par
les précédentes itérations,

n—1
Z=) 17,
j=0
Le résidu s’écrit en fonction de E, comme,
R(Z,%2)=—(Qu (E-Ep) + Qi2Ep + L1) + (Q21 (E— Ep) + Qu2Ep + L) —KZ

On choisit une direction E}, , de minimisation,

E),=(Qx-Q12) 'R

Léquilibre (5.57) permet de calculer la déformation totale associée E/, (probleme élé-
. . . T .
ments finis). La direction Z), = [E; —~E,, , E ]  est orthogonalisée par rapport aux
directions des itérations précédentes avec une procédure de Graam-Schmitt pour
trouver Z/, tel que
n-1
Zy=) yiZ +Z, (5.61)
i=0
et
fQZ'j:Z’ndQ:O Vj<n (5.62)
Q

En pratique, I'orthogonalisation avec la direction de l'itération n — 1 suffit pour assurer
la convergence. On cherche ensuite a minimiser I'erreur eqq; suivant cette direction,
on introduit I'intensité A de descente,

Zn=AZ), (5.63)
La nouvelle valeur de Z est
n-1
Z=)Y Zi+Zy
j=0
qui donne pour valeur de I'erreur,
eaar(Z+2y) = € (Z) + € (Zy) (5.64)
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avec,
1
eqar(Zn) = (A7) = 5/12 f QZ, .7, dQ+ A f LZ),dQ (5.65)
Q Q

Le minimum de l'erreur eyq,(Z + Z,,) est trouvé pour,

1= _M (5.66)
- Il :
/o QZ;,:7;,dQ

avec cette valeur de A,
2
1 (JoLZ,dQ
edadr(Zn) = _1 UolZ,d0) A ) (5.67)
2 [,QZ),:Z;,dQ
Lalgorithme itératif est stoppé quand eqq4;(Z,)/ A2 |lm atteint une valeur seuil. En pra-
tique, nous utilisons une valeur de 1072 atteinte dans nos tests en une dizaine d’itéra-

tions.

4.4 Comparaison des trois méthodes

Les trois méthodes sont comparées selon leur capacité a traiter un probleme dévia-
torique, la présence d’'un indicateur d’erreur, la nécessité d’assembler des matrices élé-
ments finis, le fait de garantir une minimisation de I'erreur en direction de recherche,
et du temps de calcul (TAB. 5.1).

V1 V2 V3
E), déviatorique X X
Critere d’erreur X X
Pas d’assemblage matrice EF X
Minimisation ez, X
Temps de calcul 1,16 (s) 9,15(s) 0,51 (s)

Tableau 5.1 : Comparaison des trois méthodes de détermination des fonctions spa-
tiales

La troisieme méthode de détermination des fonctions spatiale est plus pertinente
sur I’ensemble des critéres considérés.

5 Illustration des performances

Pour montrer les performances de la nouvelle maniére de trouver les fonctions spa-
tiales de la PGD, un exemple a la géométrie complexe nécessitant un grand nombre de
degrés de liberté, issue de la documentation d’ABAQUS, est étudié. Il s’agit de la par-
tie supérieure d’'un réservoir sous pression. Les conditions de symétrie permettent de
ne considérer qu'un quart de la structure. Dans I'’exemple original, la partie haute est
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reliée a une partie basse a 'aide de boulons. Cet assemblage n’est pas pris en compte
ici et des conditions de déplacement normal imposé sur la face inférieur sont utilisées
en remplacement (FIG. 5.4 (a)). La structure est soumise a deux cycles de chargement,
conduisant a une déformation totale maximum de 0,4%.

I symetry
Il pressure

@ (b)

FIGURE 5.4 : Exemple de réservoir sous pression, (a) définition des conditions aux li-
mites, (b) champ de déformation plastique (norme Mises) au pas de temps 40

Un maillage de 44 856 éléments tétraédriques a dix nceuds est utilisé, avec 229 614
degrés de libertés, et 60 piquets de temps divisent 'intervalle de temps. Un indicateur
LATIN de 1% est atteint en 80 itérations. Le champ de déformation plastique est pré-
senté sur la figure (FIG. 5.4 (b)).

5.1 Répartition du temps de calcul pour le premier calcul

On compare tout d’abord le temps de calcul par rapport au code de calcul ABAQUS
(TAB. 5.2). Ces temps sont comparables. Le but de la stratégie est d’étre efficace pour
traiter un ensemble de problemes, et un gain fort n’est attendu que dans ce cas.

temps (s)
ABAQUS 1200
LATIN 840

Tableau 5.2 : Comparaison du temps de calcul entre ABAQUS et la LATIN

Le temps de calcul des différentes étapes est ensuite mesuré sur cet exemple
(F1G. 5.5). On remarque que la phase de génération des fonctions d’espace représente

Approche multiparamétrique pour la conception robuste en fatigue



Illustration des performances

83

une grande part du temps total. Le développement d’'une méthode efficace de déter-
mination des fonctions d’espace est donc bien un point central dans la méthode LATIN
avec PGD. La mise a jour des fonctions du temps représente aussi une part non négli-

geable du temps de calcul.

\

[N

o . autre
termination fonction intégrale en temps
d’espace - ®assemblage
mrésolution Cholesky

d

maj fonctions temps
nouveaux couples ‘ ggfrreateur de maj
maj fonctions temps = probleme temporel
mprobléme spatial

autre

< . étape linéaire écrouissage
etape linéaire [ NN = ma fcis temps
mnouveaux couples

calcul indicateur d’erreur

Temps total _ m étape locale

m étape linéaire

CNC N N\

A A A,

0 200 400 600 800 1000
Temps de calcul (sec.)

FIGURE 5.5 : Répartition du temps de calcul pour le premier calcul

5.2 Répartition du temps de calcul pour un deuxiéme calcul

Plusieurs cas de figure peuvent se présenter :

— sil’on consideére un deuxiéme calcul en faisant varier tres peu la solution (varia-
tion de 10% de y le terme de rappel de I’écrouissage), seule une mise a jour des
fonctions du temps est nécessaire et le temps de calcul est trés faible (F1G. 5.6) et

le gain est de I'ordre de 10;

— silasolution varie plus (variation de 10% de o , le seuil élastique), et que la direc-
tion de recherche doit étre mise a jour, le temps de construction de 'opérateur
de mise a jour des fonctions du temps est prépondérant dans le temps de calcul

global (FIG. 5.7) et le gain est de 'odre de 4 ;

— enfin si la solution varie beaucoup (variation de 10% de I'amplitude du charge-
ment), la direction de recherche doit étre mise a jour et des nouveaux couples
sont générés dans la décomposition PGD, le gain apporté par la stratégie multi-

paramétrique est alors plus faible, de I'ordre de 2 (F1G. 5.8).
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- o . autre
détermination fonction intégrale en temps
d’espace assemblage

résolution Cholesky

maj fonctions temps
nouveaux couples operateur de maj

. : autre
maj fonctions temps probleme temporel

probleme spatial

autre =~ .

étape linéaire écrouissage
mmaj fcts temps
mnouveaux couples

étape linéaire

calcul indicateur d’erreur
Temps total I m étape locale
m étape linéaire

0 200 400 600 800 1000
Temps de calcul (sec.)

CNC N/ N\
A A A

FIGURE 5.6 : Répartition du temps de calcul pour un calcul ne faisant intervenir que la
mise a jour des fonctions du temps

. - . autre
détermination fonction intégrale en temps
d’espace assemblage

résolution Cholesky
maj fonctions temps
nouveaux couples ggfrreateur de maj
maj fonctions temps probleme temporel
probléme spatial

autre

A P étape linéaire écrouissage
étape linéaire I = maj fcts temps
mnouveaux couples
calcul indicateur d’erreur
Temps total . m étape locale
m étape linéaire

0 200 400 600 800 1000
Temps de calcul (sec.)

FIGURE 5.7 : Répartition du temps de calcul pour un calcul demandant la mise a jour
de la direction de recherche mais pas de nouveaux couples PGD
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termination fonction

d’espace

autre

intégrale en temps
®assemblage
mrésolution Cholesky

nouveaux couples -
maj fonctions temps

maj fonctions temps
operateur de maj
autre
mprobleme temporel
mprobleme spatial

étape linéaire-

autre =~ .

étape linéaire écrouissage
mmaj fcts temps
mnouveaux couples

YN B

Temps total -

calcul indicateur d’erreur
m étape locale
m étape linéaire

A A A,

0 200 400 600 800 1000
Temps de calcul (sec.)

FIGURE 5.8 : Répartition du temps de calcul pour un calcul demandant la mise a jour

de la direction de recherche et la génération de nouveaux couples PGD
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Chapitre 6

Application au cas test
du projet APPROFI

Dans ce dernier chapitre, 'exemple du projet APPROFI est présenté. Le pro-
bleme est tout d’abord décrit et une comparaison avec ABAQUS est effectuée
pour un jeu de valeurs d’entrée. Lexemple d'un plan d’expérience complet est
ensuite traité avec la stratégie multiparamétrique. Le cas du calcul de la proba-
bilité de défaillance est ensuite considéré, avec la difficulté supplémentaire par
rapport au plan d’expérience complet de la nécessité de définition d’'un critere
pour déterminer la solution proche servant d'initialisation.

Table des matieres
1 Présentationdulogiciel3D ............ ... . .. 88
2 Définitionduprobléeme ... .... ... ...t 88
3 ComparaisonavecABAQUS . . . ... ... ... i 89
4  Multiparamétrique, plan d’expériencecomplet . . ............. 90
5  Multiparamétrique, casinteractif ....................... 90
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1 Présentation du logiciel 3D

Basé sur la plateforme du LMT-Cachan, le logiciel développé permet d'importer des
maillages de différents formats (AVS, UNV, ODB, INP, MSH,...), et de générer des fichiers
de résultats aux formats ABAQUS (ODB), et PARAVIEW (VTU). Un effort particulier a
été effectué pendant la these pour ajouter les formats d’entrée (INP) et sortie (ODB)
d’ABAQUS, pour pouvoir échanger avec les partenaires du projet APPROFI.

Larésolution de systemes linéaires peut s’effectuer soit avec des solveurs classiques
codés dans la plateforme (Cholesky, Cholesky incomplet, LDL, méthodes itératives...),
soit avec des solveurs implantés dans les librairies telles que SuiteSparse, Intel-MKL,
MUMPS et interfacées avec la plateforme. Le solveur de type Cholesky de la librairie
MKL est utilisé majoritairement dans le logiciel car il a montré les meilleurs perfor-
mance pour la résolution des problémes rencontrés.

De nombreux types d’élément peuvent étre utilisés. Tous les exemples présen-
tés sont maillés avec des éléments tetraédriques a 10 nceuds (TET10), mais l'usage
d’autres types d’élément ne serait pas problématique.

2 Définition du probléme

Une piece banalisée est proposée par SNECMA pour le projet APPROFI. Cette piece
est soumise a une température élevée et la SNECMA propose de modéliser son com-
portement matériau par une loi élastoplastique de type Chaboche avec un écrouissage
cinématique de type Amstrong-Frederick. Les coefficients matériaux considérés sont
ceux du tableau 2.1.

2 cycles de chargement sont imposés pour atteindre le cycle stabilisé. Des condi-
tions aux limites en déplacement sont imposées sur les faces latérales (FIG. 6.1).

[ Déplacements nuls

Déplacement normal imposé

A

0.15

temps (s)
30 60 >

Déplacement normal

FIGURE 6.1 : Définition du cas test
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3 Comparaison avec ABAQUS

On compare tout d’abord la répartition des contraintes et des déformations plas-
tiques sur la structure, entre les solutions obtenues par ABAQUS et par la LATIN. Au-
cune différence n’est visible a I'ceil (F1G. 6.2).

LATIN ABAQUS

FIGURE 6.2 : Comparaison des champs de contrainte de Mises et de déformations plas-
tiques obtenus avec ABAQUS et la LATIN

Les temps de calcul sur une station de travail a 12 cceurs sont similaires, avec 1600
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secondes pour ABAQUS et 830 secondes pour la LATIN. La méthode développée est
donc pertinente pour le traitement d'un calcul non linéaire. Le code LATIN nécessite
par contre beaucoup plus de mémoire vive. 4 GB sont utilisés par ABAQUS contre 8
GB pour le code LATIN. Ceci peut étre du a un probléme de programmation, et étre
optimisé.

4 Multiparamétrique, plan d’expérience complet
Pour tester les performances de la stratégie proposée, on réalise un plan d’ex-

périence complet pour 3 variables. Chaque variable pouvant prendre 10 valeurs
(TAB. 6.1), un total de 1 000 calculs pour 1 000 jeux de parametres sont a réaliser.

valeur initiale valeur finale pas % de variation

amplitude 0,1 0,19 0,01 62
seuil o y (MPa) 20 29 1 36
Y 400 600 20 42

Tableau 6.1 : Définition du plan d’expérience complet pour le cas test

La quantité d’intérét pour le calcul de la fiabilité est le critere de Smith Topper Wat-
son. Ce critére est calculé comme le maximum sur la structure et sur le cycle stabilisé

de la quantité suivante,
SSWT:mélX(\/ EO’]A&‘]) (6.1)

avec E le module d’Young, o la contrainte principale maximum sur le cycle stabilisé et
Aey la variation de la déformation principale sur le cycle stabilisé. La valeur du critere
en fonction des valeurs des parametres est présenté sur la FIG. 6.3. On remarque que
le parametre le plus influent est 'amplitude du chargement.

Il n'est évidemment pas envisageable de réaliser les 1000 calculs sans stratégie mul-
tiparamétrique pour pouvoir calculer le gain exact apporté par la stratégie. Le gain est
donc évalué a partir du temps nécessaire au premier calcul.

nxtemps du premier calcul

gain = (6.2)

temps pour les n calculs
L'évolution du gain au cours de 'étude paramétrique est présenté sur la FIG. 6.4. Un
gain de 30 est observé en moyenne.
5 Multiparamétrique, cas interactif
On considere maintenant le cas o1 I'on souhaite déterminer la probabilité de dé-

faillance de la piece. Une communication est nécessaire entre le méta-modele de Kri-
geage et la stratégie multiparamétrique. En effet le méta-modele est enrichi a partir
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e amp=0.1

mamp=0.11
eamp=0.12
xamp=0.13
¢+amp=0.14
eamp=0.15
mamp=0.16
eamp=0.17
xamp=0.18
+amp=0.19

600

FIGURE 6.3 : Critere de SWT obtenu en fonction de la valeur des parameétres d’entrée

gain

0, |

|
0 200 400 600 800 1,000
Nombre de calculs

FIGURE 6.4 : Gain en fonction du nombre de calculs pour I'étude paramétrique sur
|'ailette

des résultats de la stratégie multiparamétrique (voir paragraphe 5.3 du chapitre 1).
Une communication a distance par internet a été mise en place pour relier le LaMI
situé a Clermont-Ferrand ou le méta-modele est développé avec le LMT-Cachan ou
les moyens de calcul sont disponibles et la stratégie multiparamétrique est développée
(FIG. 6.5).

Létude paramétrique réalisée sur le plan d’expérience complet montre que 1'am-
plitude du chargement est le parametre le plus influent. On définit donc la proximité
de deux jeux de parametre en comparant leur amplitude de chargement. Ce critere
permet de choisir parmi les solutions déja calculées celle qui servira d’initialisation.

Le plan d’expérience complet a montré un grande linéarité entre les parameétres
d’entrée et le critere SWT. Trés peu de jeux des valeurs des parametres sont donc né-
cessaires au méta-modele de Krigeage pour déterminer la probabilité de défaillance.
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T ~ - ™ )

Cachan

Clermont-Ferrand
APACHE EAST CGI Cluster X86_64

m SERVER
ScifPy Web _— &a{!&? e

- > g exchange
TOOLBOX e — 7/ -—

- % - %

FIGURE 6.5 : Flux de donnée et services utilisés en mode interactif

On peut cependant calculer le gain apporté par la stratégie multiparamétrique, qui at-
teint environ 2. Ce gain faible est a mettre en rapport avec le petit nombre de jeux de
parametres demandé (environ 15). Comme cela a été montré sur les autres exemples
numériques (FIG. 4.9), des gains plus importants sont obtenus avec un grand nombre
de jeux de parametres.

Ce mode de communication a distance permettant 'échange de données entre
spécialistes de domaine différents (calcul de la probabilité de défaillance pour le LaMI
et calcul multiparamétrique pour le LMT) offre des possibilités prometteuses pour des
études demandant un grand nombre de calculs.
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ANS CE TRAVAIL, une stratégie de calcul pour la réalisation d’études paramétriques
D a été proposée. Ce travail s'inscrit dans le cadre du projet ANR APPROFI, qui vise
a prévoir la probabilité de défaillance en fatigue de pieces ou d’assemblages dans le
cas de comportements non linéaires. Les calculs en non linéaires sur des structures
industrielles sont trés cotiteux en temps CPU et le développement d'une stratégie
adaptée est indispensable pour pouvoir mener des études paramétriques.

La stratégie proposée repose sur deux méthodes :

— La premiere est la méthode LATIN, qui permet la résolution de problémes non
linéaires d’évolution de maniére non incrémentale en temps. Cette méthode
itérative peut étre initialisée avec n'importe quelle solution déja connue. Dans
le cadre d’'une étude multiparamétrique, le nombre d’itérations nécessaires est
alors d’autant plus faible que I'initialisation est proche de la solution recherchée.

— La deuxieme est la méthode de réduction de modele dite Proper Generalized De-
composition (PGD) qui permet de réduire les besoins en mémoire et en temps de
calcul en réduisant le modele sur peu de degrés de liberté.

Une amélioration de ces deux méthodes a été effectuée dans cette thése pour minimi-
ser les temps de calcul dans le cadre multiparamétrique.

Les parametres de la méthode LATIN ont di faire 'objet d’'une attention particu-
liere dans le cadre d’'un comportement matériau non linéaire. En particulier, les direc-
tions de recherche ont été choisies afin de faire un compromis entre le taux de conver-
gence et la simplicité d'implémentation. Un critére sur la mise a jour des directions de
recherche a été mis en place pour optimiser le temps de calcul.

Le calcul de la décomposition PGD a été modifié avec I'introduction d'un nouvel
algorithme beaucoup plus rapide, ne demandant pas d’assemblage de matrices élé-
ments finis. Ce nouvel algorithme permet de plus de prendre en compte sans régulari-
sation des opérateurs déviatoriques.

Enfin, un mode de gestion de I"approximation PGD dans la stratégie multiparamé-
trique a été proposé afin de ne sélectionner, pour un jeu de parametres donné, que les
couples PGD les plus pertinents parmi ceux déja existants .

Avec ces améliorations, un code de calcul performant a pu étre développé, et
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des exemples d’études paramétriques en non linéaire sur des structures complexes
illustrent les performances atteintes pour le traitement de probléemes paramétrés.
Une interaction forte avec les partenaires du projet APPROFI, en utilisant la stratégie
développée pour étre un serveur de calcul efficace, a permis d’atteindre 1'objectif
du projet et de prévoir la probabilité de défaillance d'une piéce complexe avec un
comportement matériau non linéaire.

Une perspective a court terme de ce travail est 'introduction de la technique de
décomposition de domaine mixte de la LATIN afin de pouvoir utiliser les ordinateurs
a architecture parallele et traiter des problemes d’assemblage. Ceci demande la modi-
fication de I'algorithme de détermination des fonctions spatiales. Lintroduction de la
PGD avec la décomposition de domaine laisse de plus envisager une nouvelle maniere
de voir 'homogénéisation pour les structures périodiques.

Lanalyse des temps de calcul dans les exemples traités montre que I'optimisation
du calcul sur le modele réduit PGD est nécessaire (I'étape de mise a jour des fonctions
du temps), en s'inspirant des travaux sur I’hyperreduction par exemple.

La gestion des couples PGD au cours des études paramétriques est aussi a
améliorer. Avec la technique proposée, le nombre total de couples générés dépend
de l'enchainement des jeux de parametres demandés, i.e. du parcours du plan
d’expérience. Une caractéristique attendue de la décomposition PGD est qu’elle soit
intrinseque au probléme traité et ne doit pas dépendre du parcours.

A plus long terme, la prise en compte de la partie stochastique avec la PGD, en gar-
dant a I'esprit que la quantité d’intérét est la probabilité de défaillance, peut permettre
de prédire celle-ci dans des cas plus complexes avec de nombreuses variables. Ceci se
rapproche des travaux de [Nouy, 2010b].

On peut aussi imaginer une prédiction de la probabilité de défaillance plus réaliste,
prenant en compte l'effet de surcharges. La stratégie multiparamétrique parait étre un
outil utile pour calculer de maniere rapide de tels cas.
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Résumé, algorithme LATIN

// Initialisation de la méthode
Résolution du probleme élastique
// Début de 1l’algorithme itératif

tant que AN > 1072 faire

Ftape locale
L // voir paragraphe 4 du chapitre 2

Ftape linéaire
// Etape linéaire pour la déformation plastique

Détermination de la direction de recherche
| // voir paragraphe 5.1 du chapitre 2

Mise a jour des fonctions du temps
| // voir paragraphe 3 du chapitre 5

Calcul de I'erreur PGD, npgp
L // equation 4.12

// 8i 1’erreur dépasse le seuil, ajout d’un nouveau couple
sinpgp > 0.95 alors
// Initialisation, fonction temps quelconque
am=1T
tant que Pas de stagnation de la fonction temps faire
// Minimisation de 1’erreur, probléme spatial
Probléme spatial
// procédure itérative, voir paragraphe 4.3 du chapitre 5
Initialisation E, = 0
tant que e2(Z,)/ A2 lIv > 1072 faire
Détermination de “multiplicateur de Lagrange” = (Pb EF)
Calcul du résidu R
Détermination de la direction de descente E;,’
Détermination de la déformation associée E” (Pb EF)

Minimisation de I'erreur, calcul de €2 (Zn)
fin

// Minimisation de 1l’erreur, probléme temporel
Probleme temporel
| // voir paragraphe 3 du chapitre 5

| fin

Ftape linéaire pour 'écrouissage
| Résolution de I'équation 2.40

// Régularisation

Régularisation de la solution, équation 2.19

// Calcul de 1’erreur

Calcul de a7, critere d’erreur de la méthode (équation 2.20)

fin
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Résumé, algorithme LATIN
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