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DYNAMIQUE DES STRUCTURES À INTERFACES NON LINÉAIRES
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Je tiens en premier lieu à remercier Olivier Allix et Alain Berlioz pour avoir accepté d’être les
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Résumé

Cette étude porte sur la simulation dynamique de structures présentant des interfaces non linéaires

et plus particulièrement sur le développement de diverses extensions à la méthode de balance har-

monique. Cette méthode, qui permet le calcul de réponses vibratoires stationnaires, est basée sur

l’approximation en série de Fourier tronquée de la réponse. En fonction de caractère plus ou moins

non linéaire de la réponse, le nombre d’harmoniques à retenir pour approcher de façon satisfaisante

la réponse peut être important et varier fortement sur l’ensemble de la plage de fréquence de simulation.

Un des objectifs principaux de cette recherche a été de proposer une stratégie de calcul qui permette

d’adapter le nombre d’harmoniques à chaque fréquence. Dans l’optique d’approcher le mouvement glo-

bal de la structure, la méthodologie proposée se base sur le suivi de l’énergie de déformation du système

en fonction de la richesse du contenu fréquentiel. La formulation développée reste simple à calculer et

compatible avec les étapes de condensation interne à la méthode de balance harmonique. L’extension

de cette technique au calcul de réponses quasi-stationnaires est en outre possible en redéfinissant les

stratégies de choix des harmoniques à retenir.

Parallèlement à ce but principal, la présence de variables internes dans les modèles non linéaires

d’interface (modèle de frottement par exemple) a été prise en compte dans la formulation des équations

de la balance harmonique adaptative.

Ces méthodes spécifiques ont ensuite été mises en œuvre sur des modèles numériques de structures

aéronautiques. Un isolateur d’équipement utilisant un matériau viscoélastique non linéaire a ainsi pu

être simulé. Ensuite, la méthode de balance harmonique adaptative a pu être appliquée à l’étude des

effets dynamiques non linéaires observée sur les structures boulonnées. Enfin, le calcul de réponses

quasi-périodiques s’est effectué sur un tronçon de lanceur intégrant des amortisseurs à frottement sec.

Mots Clés : Dynamique des structures, analyse non linéaire, méthode de balance harmonique adap-

tative, interface non linéaire, vibration périodique, condensation, matériau viscoélastique, structure

boulonnée, amortisseur à frottement.
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Abstract

The study deals with the dynamic simulation of structures with non linear interfaces and parti-

cularly with the development of various extensions of the harmonic balance method. This method,

applied for steady state vibrations, is based on the response approximation with a truncated Fourier

series. Depending on the more or less pronounced non linear response behavior, the number of har-

monics to retain to correctly approach the response may be important and may strongly vary over all

the frequency band.

One of the main objectives of this research work has been to propose a calculation strategy which

allows adapting the number of harmonics for each frequency. In order to globally approach the struc-

ture vibration, the proposed methodology basics is to observe the strain energy evolution functions

of frequency contents. The developed formulation is easy to calculate and may be employed with in-

ternal reduction steps of the harmonic balance method. Moreover, an extension of this technique for

quasi-periodic vibrations is possible by redefining harmonic choice strategies.

In conjunction with this main objective, internal variables in non linear interface models (friction

models for example) have been considered in a specific adaptive harmonic balance method formulation.

Then, these specific methods have been applied on numerical aeronautical structure models. An

equipment isolator integrating a non linear viscoelastic material has been simulated. Secondly, adap-

tive harmonic balance method has been employed for the study of non linear dynamic effects of bolted

structures. Finally, quasi periodic vibration calculation has been carried out on a launcher stage inte-

grating dry friction dampers.

Keywords :

Structural dynamics, non linear analysis, adaptive harmonic balance method, non linear interface,

periodic vibration, reduction, viscoelastic material, bolted structure, dry friction damper.
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2.3.1.1.b Cas des systèmes linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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5 Extension aux systèmes multifréquentiels : application sur frotteurs 135
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5.5.2 Réponse à une excitation bifréquentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

5.5.2.1 Structure seule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156



TABLE DES MATIÈRES 5
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Chapitre 1

Introduction

Cette thèse CIFRE a été réalisée à EADS Innovation Works en collaboration avec le Laboratoire

de Tribologie et Dynamique des Systèmes UMR 5513 de l’École Centrale de Lyon.

Contexte de l’étude

L’architecture des structures aéronautiques et spatiales est toujours très complexe et se présente

sous la forme d’un assemblage de différents éléments présentant des comportements mécaniques non

linéaires. Ces comportements peuvent provenir de non linéarités géométriques (déploiement de sa-

tellite, déflection d’ailes d’avion,...), matérielles (comportement élastique de panneau composite, hy-

perélasticité de plots élastomères,...), liées au contact (jonction avec jeu, amortisseur de chocs,...)

ou au frottement (amortisseurs à frottement, dissipation par microglissement dans les jonctions bou-

lonnées, freins aéronautiques...). Pourtant, dans le domaine de la dynamique des structures, l’étude

des vibrations des structures conduit souvent, pour des raisons de simplification, à la construction

de modèles linéaires. En effet, cette simplification est possible si des gammes limitées de charge-

ment permettent d’approcher les caractéristiques des éléments non linéaires comme linéaires ou si des

paramètres équivalents (amortissement modal équivalent, force moyenne, approximation au premier

harmonique d’un effort de frottement,...) sont calculés avant introduction dans le modèle complet

linéaire de la structure étudiée.

Toutefois, la prise en compte des non linéarités dans la dynamique globale de la structure connâıt

ces dernières années un essort de plus en plus important. En effet, l’amélioration des prédictions

vibratoires a un impact direct sur le dimensionnement et l’optimisation des différents composants.

De plus, le développement de solutions antivibratoires performantes pour s’adapter à de nouvelles

configurations ou pour améliorer l’isolation de dispositifs exigeants nécessite d’introduire des systèmes

fortement non linéaires.

Ces éléments non linéaires sont généralement localisés aux interfaces entre deux composants au

comportement linéaire. Il peut s’agir d’éléments de connection discrets ou continus assurant le trans-

7
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fert des efforts statiques et dynamiques (jonctions boulonnées, DIAS 1, absorbeur de choc SASSA 2,

mât moteur...) ou d’amortisseurs connectés entre deux points d’attache (amortisseurs à frottement

SARO 3, amortisseurs de trâınée...). Ainsi, afin de pouvoir réaliser des calculs complets sur structure

non linéaire, des méthodes de réduction et de condensation au niveau des interfaces, ainsi que des

méthodes de résolution adaptées à des systèmes non linéaires, sont généralement développées.

Cette étude s’intéresse particulièrement au calcul de réponses stationnaires sur structures non

linéaires et s’articule autour de la méthode de balance harmonique. Son principe est basé sur l’ap-

proche de la réponse, supposée périodique, par un développement en série de Fourier tronquée. Le

nombre de termes retenus dans ce développement influence alors la précision de l’approximation mais

impacte fortement le temps de calcul. Cependant, en raison de la non linéarité de la structure, il n’est

généralement pas possible de déterminer a priori quels harmoniques interviendront dans la réponse ni

s’ils seront significatifs. En outre, l’importance des harmoniques peut varier sur une plage de fréquence

donnée, notamment dans les zones où les non linéarités ont un effet majeur sur la dynamique de la

structure. Afin de réaliser des simulations sur des structures industrielles de grande taille, il est donc

intéressant de se doter d’outils numériques judicieux permettant d’adapter le nombre d’harmoniques à

chaque fréquence tout en conservant une précision acceptable et une efficacité numérique satisfaisante.

L’objectif principal de la thèse est donc d’étendre les capacités de la méthode de balance harmo-

nique initiale en développant une méthodologie d’adaptation du nombre d’harmoniques. De plus, les

méthodologies proposées seront focalisées sur la simulation de structures industrielles présentant des

non linéarités localisées. Des méthodes de réduction de modèles ainsi que des outils d’interaction avec

les logiciels commerciaux seront donc développés.

Par ailleurs, ce travail portera plus spécifiquement sur la modélisation de trois types d’éléments

d’interfaces à comportement non linéaire rencontrés sur l’ensemble des produits développés par EADS.

En effet, l’approfondissement des connaissances et l’amélioration des modélisations existantes pour ces

technologies est aujourd’hui un enjeu majeur pour le domaine aéronautique et spatial.

Le premier domaine d’intérêt concerne la modélisation des solutions d’isolation vibratoire en élastomère

largement utilisées pour leurs propriétés amortissantes dans le domaine aéronautique ou spatial [68,

153]. Ces technologies peuvent permettre de connecter deux éléments principaux entre différents points

d’attache (DIspositif Assouplisseur d’Ariane 5, silent blocs pour équipements, amortisseurs de trâınée

en élastomère...) ou peuvent être utilisées de façon répartie sur une interface plus grande (dispositifs

absorbeur de chocs entre deux étages de lanceur...). Ces éléments ont des comportements fortement

non linéaires et il devient nécessaire d’améliorer les prédictions et par conséquent de prendre en compte

les effets non linéaires associés. Ainsi, l’étude portera sur la modélisation d’un isolateur d’équipement

en élastomère monté sur satellite. L’élastomère chargé présente alors un effet non linéaire prononcé

engendrant une incertitude forte sur la fréquence de résonance du dispositif et sur sa transmissibilité.

1. DIspositif ASsouplisseur.

2. Shock Attenuation System for Spacecraft and Adaptor.

3. Système Amortisseur du Réservoir d’Oxygène.
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a) b) c)

Figure 1.1 – Illustration des dispositifs étudiés : a) Isolateur élastomère ; b) Jonction boulonnée

spatiale ; c) Amortisseur à frottement.

Le second domaine concerne l’analyse des phénomènes non linéaires au sein des nombreuses jonc-

tions boulonnées présentes sur les structures aéronautiques et spatiales. En effet, la dissipation en-

gendrée par ces éléments de connection représente la source de dissipation majeure pour une structure

assemblée [14] mais reste encore mal connue. Ainsi, la plupart des modélisations existantes utilisent

encore un amortissement global affecté à l’ensemble de la structure ne permettant pas de prendre

en compte les effets dissipatifs spécifiques des jonctions ni leurs propriétés de raideur. De nom-

breuses études ont ainsi déjà été réalisées afin d’améliorer les prédictions [27] ou encore d’utiliser

ces phénomènes dissipatifs pour optimiser le comportement des structures [60, 152]. La construction

de modèles non linéaires intégrables dans des modèles de structures complètes reste encore un enjeu

de taille.

Le dernier domaine concerne l’utilisation d’amortisseurs à frottement comme amortisseurs passifs de

vibration. En effet, ces dispositifs présentent l’avantage d’être adaptables à des températures extrêmes

et de pouvoir amortir des vibrations de faible amplitude. Il sont utilisés sur lanceur [81] actuellement

et pourraient être étendus à l’avenir sur d’autres systèmes. Ces types d’amortisseurs présentent un

comportement fortement non linéaire et il est alors indispensable d’utiliser des méthodes de résolution

spécifique. L’étude s’intéressera ici au calcul par balance harmonique de la réponse dynamique d’un

banc expérimental adapté aux lanceurs intégrant trois amortisseurs à frottement.

Plan du mémoire

Le travail réalisé dans le cadre de cette thèse s’articule autour de cinq chapitres. Le chapitre 2

constitue l’état de l’art et les chapitres 3, 4 et 5 présentent les contributions de la thèse.

Tout d’abord, nous exposerons en chapitre 2 les différentes modélisations possibles pour les trois

types d’interfaces considérées, à savoir les éléments d’isolation en élastomère, les interfaces boulonnées

et les amortisseurs à frottement sec. Dans un deuxième temps, nous présenterons la stratégie globale
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de calcul des réponses dynamiques stationnaires de structures à interfaces non linéaires. Les méthodes

permettant la réduction des parties linéaires des modèles sur les interfaces non linéaires seront ensuite

développées. Enfin, une revue des principales méthodes spécifiques au calcul de réponses stationnaires

non linéaires seront présentées.

A partir de cette synthèse, le chapitre 3 propose une première application directe de la méthode de

balance harmonique effectuée sur un isolateur d’équipements de satellite en élastomère. L’élastomère

utilisé présente un comportement dynamique non linéaire, dénommé effet Payne, qui entrâıne une

variation de la rigidité des plots isolants en fonction de l’amplitude des vibrations auxquelles il est

soumis. Une méthodologie sera proposée pour prendre en compte cet effet dans un calcul de trans-

missibilité du dispositif complet. Des outils d’interaction entre les logiciels Nastran et Matlab via des

routines DMAP seront développés pour améliorer l’adaptabilité de la méthode de balance harmonique

à des cas industriels.

Le chapitre 4 sera consacré au développement d’une méthode de balance harmonique adaptative.

Cette extension permettra de proposer des critères pour ajuster le nombre d’harmoniques à retenir

à chaque fréquence de la plage considérée et de traiter le cas des systèmes non linéaires à variables

internes. L’objectif sera d’approcher de façon globale la dynamique non linéaire du système complet.

L’application sera effectuée sur un système boulonné représenté comme une jonction non linéaire et

intégrable dans un modèle éléments finis complet. L’analyse des réponses vibratoires permettra de

mettre en évidence les atouts et limites de la méthodologie adaptative proposée ainsi que les zones de

fonctionnement où les effets non linéaires sont prépondérants.

Enfin, le chapitre 5 de ce mémoire proposera une extension de la méthode de balance harmonique

adaptative à des réponses multifréquentielles stationnaires. Les structures sont alors excitées par au

moins deux fréquences incommensurables entre elles. L’application sera focalisée sur un modèle de

maquette représentatif d’une partie de lanceur qui comporte trois amortisseurs à frottement.

La synthèse des différentes contributions de la thèse ainsi que les perspectives associées conclueront

ce mémoire.



Chapitre 2

Modélisation des interfaces et Calcul

de réponse dynamique

Le calcul de la réponse dynamique d’un système présentant des interfaces non linéaires nécessite la

mise en place d’une démarche structurée qui s’articule généralement autour de trois étapes principales.

La première d’entre elles est la modélisation des interfaces. Cette modélisation se doit d’être suffi-

samment complexe pour permettre de rendre compte des effets non linéaires significatifs sur la dyna-

mique de la structure tout en restant intégrable facilement dans un modèle de structure complète.

La deuxième étape consiste ensuite à réduire les parties linéaires du modèle sur les interfaces non

linéaires en utilisant les techniques de condensation et de sous-structuration. La taille du système

à résoudre est ainsi largement diminuée, rendant ainsi possible la mise en place de techniques de

résolutions adaptées aux systèmes non linéaires.

Ce chapitre se concentrera donc tout d’abord sur la modélisation de trois types d’éléments d’interface

présents dans les applications d’EADS, à savoir les isolateurs en élastomères, les jonctions boulonnées

et les amortisseurs à frottement. Dans un second temps, les différentes méthodes utilisables ainsi que

les techniques de continuation facilitant le suivi d’une solution sur une plage de fréquence considérée

seront exposées.

11
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2.1 Modélisation des interfaces

La modélisation des interfaces revêt une importance capitale lorsque l’on s’intéresse à la simulation

d’une structure non linéaire. Un compromis entre la représentativité du phénomène et la facilité

d’intégration dans un modèle de structure complet doit être trouvé. De plus, le choix de la modélisation

appropriée est fortement dépendant de l’objectif de la simulation. Par exemple, un modèle de jonction

boulonnée ne sera pas du tout le même s’il s’agit de représenter l’amplitude moyenne de vibration

de la structure ou s’il s’agit de quantifier précisément les efforts vus localement par la jonction.

De même, les modélisations dépendent également de l’architecture de la structure et la taille de

l’interface. Ainsi certaines non linéarités peuvent être représentées comme distribuées sur l’interface

ou réparties de façon discrète. Par exemple, pour assembler deux composants, les jonctions boulonnées

sont généralement présentes en nombre important et il peut alors être possible de les considérer une

à une dans le modèle ou au contraire de les considérer réparties continûment. Il est donc impératif de

prendre en compte ces considérations pour pouvoir réaliser une modélisation adaptée au problème à

traiter.

Dans cette section nous nous intéresserons à la modélisation des trois types d’éléments non linéaires

d’interfaces. Le premier type d’éléments rassemble l’ensemble des solutions en élastomère, bien connues

pour leurs propriétés amortissantes. Le second type concerne les jonctions boulonnées, généralement

très présentes sur les structures industrielles, qui génèrent un amortissement provenant de phénomènes

complexes et difficilement modélisables. Les phénomènes de frottement entre les interfaces des pièces

à assembler y jouent un rôle important. Enfin, les amortisseurs à frottement sec seront détaillés car

adaptés à une dissipation passive dans des environnements contraignants.

2.1.1 Elastomères

Les élastomères sont largement utilisés pour leur grande élasticité mais également pour leur capacité

d’isolation due à leur souplesse et à leur amortissement matériau élevé. En effet leur souplesse permet

d’isoler des structures pour des basses fréquences (à partir de 5Hz et au-delà [14]) et ils peuvent

absorber jusqu’à 70% de l’énergie injectée via un amortissement élevé. Afin de qualifier les isolateurs il

est courant de s’intéresser à la transmissibilité en déplacement ou en effort. La transmissibilité que l’on

peut obtenir pour la fréquence principale à isoler peut être de l’ordre de 0.1 à 0.3. En figure 2.1 sont

présentés les principaux effets que l’on peut observer sur les caractéristiques d’un isolateur en fonction

de ses propriétés dynamiques. ω représente la fréquence de l’excitation qui s’exerce sur le système à

isoler tandis que ωn représente la fréquence de l’isolateur créé (dépendant de la raideur de l’isolateur).

Un faible module de stockage permet d’isoler des fréquences très basses et une rigidification impor-

tante permet d’améliorer les propriétés de filtrage notamment vers les hautes fréquences. En ce qui

concerne la réalisation technologique des isolateurs, les plots en compression ou en cisaillement sont

souvent préférés aux plots en tension qui présentent un risque plus élevé d’usure au niveau du contact

métal-élastomère. Toutefois, dans un environnement réel, les sollicitations sont souvent complexes et la

souplesse des élastomères ainsi que la facilité à produire des pièces à géométrie complexe par moulage

permet de prendre en compte facilement ces types d’excitation.
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Figure 2.1 – Influence des propriétés dynamiques sur les caractéristiques d’isolation.

Afin de concevoir des isolateurs vibratoires efficaces sur une plage de fréquence donnée, il est

nécessaire de connâıtre les principales propriétés de ce matériau qui dépendent de nombreux facteurs

(fréquence, température, amplitude de déformation, précharge...) ainsi que les modélisations utilisées

pour représenter les propriétés dissipatives du matériau. La dépendance du module dynamique en

fonction de l’amplitude de vibration, aussi dénommée effet Payne, peut de plus se montrer significative

sur un certain nombre d’isolateurs. Lors du calcul de réponses dynamiques d’un système intégrant de

tels isolateurs, il est alors indispensable de prendre en compte cette dépendance qui introduit un

terme non linéaire dans les équations du système. Après avoir détaillé les principales propriétés des

élastomères dans un premier paragraphe, nous présenterons les approches courantes pour modéliser la

dépendance en fréquence du module dynamique des élastomères ainsi que la dépendance en amplitude

ou effet Payne.

2.1.1.1 Principales propriétés mécaniques

La terminologie “élastomères“ rassemble les matériaux qui présentent une composition différente

mais des propriétés mécaniques et une structure moléculaire proches. Le terme “élasto“ renvoie à leur

propriété d’élasticité en grandes déformations et le terme “mères“ rappelle leur nature de polymères.

Les élastomères, d’origine naturelle ou synthétique, sont avant tout un assemblage de longues

châınes macromoléculaires carbonées, résultant de la polymérisation de monomères (type isoprène

pour le caoutchouc naturel). Afin de pouvoir accepter de très grandes déformations, le procédé de

vulcanisation, découvert par Goodyear en 1839, doit être appliqué. Il consiste à chauffer le matériau

et à créer des liaisons pontales entre les châınes macromoléculaires à l’aide de soufre introduit. Les

châınes sont alors bloquées dans leur translation relative. Le système réticulaire obtenu peut accepter

de grandes déformations car les châınes carbonées sont repliées et peuvent être étirées dans la direction

de l’allongement. Le comportement du matériau obtenu est isotrope. Parmi les élastomères, il faut
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Figure 2.2 – Effet Mullins.

distinguer les élastomères non chargés et chargés qui peuvent présenter des propriétés différentes.

En effet de nombreux composants sont ajoutés lors de fabrication pour la vulcanisation, la mise en

oeuvre, la protection, la coloration, l’obtention de caractéristiques particulières. Les élastomères non

chargés sont ceux au sein desquels seuls les agents de vulcanisation et de mise en oeuvre sont ajoutés.

Les élastomères chargés intègrent en plus des composants, appelés charges, afin d’améliorer leurs

propriétés, notamment leur résistance. La charge la plus courante est le noir de carbone.

2.1.1.1.a Comportement élastique

Les élastomères possèdent une grande élasticité et peuvent accepter de très grandes déformations,

d’environ 600% jusqu’à 1000% [76, 131]. Toutefois le matériau n’est pas parfaitement élastique puis-

qu’on observe la présence de cycle d’hystérésis pour des chargements cycliques à vitesse constante

traduisant une perte d’énergie correspondante à l’aire du cycle sous forme de chaleur. De plus la

dissipation est supérieure pour les élastomères chargés et pour des amplitudes de débattement plus

grandes. L’amortissement hystérétique généralement caractérisé pour de tels matériaux est supérieur

à 1 [14]. Enfin, il faut noter qu’une déformation homogène en cisaillement, jusqu’à une certaine limite,

fait apparâıtre une relation linéaire entre la contrainte de cisaillement et le taux de cisaillement. Le

coefficient de cisaillement peut être considéré comme une constante du matériau. Ce n’est en revanche

pas le cas pour le module d’Young qui est dépendant du taux de déformation.

Effet Mullins

En plus de cette particularité, un autre effet, appelé effet Mullins [108], est présent lors des premiers

cycles de chargement d’un échantillon en élastomère. En effet, une diminution de raideur des premiers

cycles d’hystérésis est observé (durant les trois à cinq premiers cycles). Ce comportement provient

d’une rupture de quelques liaisons moléculaires. Cet effet est important à prendre en compte lors de

la caractérisation du matériau. La stabilisation doit être obtenue avant toute mesure. On présente en

figure 2.2 une illustration de ce phénomène.
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Figure 2.3 – Réponse à une sollicitation harmonique en déformation.

Incompressibilité

Les matériaux élastomères présentent un module de compressibilité très élevé de l’ordre de 1000

à 2000MPa et un module de cisaillement de l’ordre de 1MPa ce qui leur confère une propriété

de quasi-incompressibilité. Les élastomères conservent donc leur volume même pour de très grandes

déformations. Pour la modélisation, ils sont quasiment toujours considérés comme incompressibles, ce

qui peut engendrer des problèmes de verrouillage numérique lors des calculs [82], surtout pour des

matériaux confinés.

2.1.1.1.b Comportement dissipatif

L’énergie dissipée par cycle au cours d’un chargement périodique permet de caractériser les pro-

priétés dissipatives du matériau. On constate ainsi que le matériau a un comportement viscoélastique,

c’est-à-dire que la réponse en contrainte à une déformation cyclique présente une partie en phase avec

la sollicitation (partie élastique) et une en quadrature de phase (partie visqueuse) (figure 2.3).

Cette caractéristique se retrouve lors du tracé des cycles contraintes-déformations. Afin de quantifier

l’amortissement en réponse à une sollicitation harmonique du type ǫ(t) = ǫ0sin(ωt), on définit les

notions de module complexe et d’angle de perte. En effet on considère que la contrainte répond

de façon sinusöıdale avec un déphasage noté δ ou angle de perte. La contrainte peut alors s’écrire

σ(t) = σ0sin(ωt+ δ). La forme des cycles obtenus est décrit par la figure 2.4 ci-dessous.

En représentant les quantités par des phaseurs, il est alors possible de définir un module d’Young

complexe E∗ = σ/ǫ. L’expression de E∗ s’écrit alors :

E∗ =
σ0

ǫ0
eiδ = E′ + iE′′ = E′(1 + i tanδ) (2.1)

E′ représente la partie réelle du module dynamique E∗ en phase avec l’excitation. Il est appelé module
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Figure 2.4 – a) Courbe contrainte-déformation elliptique b) Module dynamique complexe.

de stockage. E′′ est le module perte qui est en quadrature de phase avec l’excitation. On parle également

de facteur de perte η pour quantifier le ratio d’énergie dissipée par cycle par rapport à l’énergie stockée :

η(ω) = tanδ =
1

π

énergie dissipée par cycle

énergie maximale stockée par cycle
=
E′′(ω)

E′(ω)
(2.2)

L’amortissement généré par le matériau est donc directement relié à E′′ et δ. Si ces deux grandeurs

sont faibles, l’amortissement sera faible également. L’origine de l’amortissement provient de deux

phénomènes. Le premier est la résistance à la réorganisation des châınes moléculaires qui ne peut se

faire instantanément engendrant un effet visqueux. Le second provient de l’interaction entre charges

et macromolécules, expliquant ainsi que l’amortissement des élastomères augmente avec le taux de

charge.

2.1.1.1.c Dépendance en température

Les élastomères sont des matériaux fortement dépendant à la température, notamment en ce qui

concerne leurs propriétés dynamiques. L’allure de cette dépendance est montrée en figure 2.5 pour le

module dynamique et pour le facteur de perte du matériau. Il faut noter la présence d’une température

caractéristique, appelée température de transition vitreuse Tg, autour de laquelle les propriétés dy-

namiques du matériau varient fortement. En effet, le module diminue fortement au passage de cette

température alors que le facteur de perte présente un maximum. A basses températures, les macro-

molécules sont figées et ne peuvent avoir de mouvement relatif. La dissipation est ainsi faible et le

matériau se comporte comme du verre. Le module du matériau est de l’ordre de 104MPa. Lorsque

la température augmente, les châınes peuvent progressivement se déplacer et leur glissement relatif

engendre une dissipation importante. Le pic de dissipation se situe ainsi au niveau de la transition

lorsque le compromis résistance au glissement/déplacement des châınes est optimal. La zone au-delà

de la transition est appelé zone caoutchoutique. Le module du matériau est de l’ordre de 1MPa et les

mouvements de molécules importants. Les élastomères sont souvent utilisés au début de leur zone ca-

outchoutique où les propriétés dissipatives sont encore élevées. Les élastomères couramment rencontrés

ont une température de transition comprise entre −100̊ et −20̊ [76].
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Figure 2.5 – Effet de la température sur les propriétés dynamiques.
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Figure 2.6 – Effet de la fréquence sur les propriétés dynamiques.

2.1.1.1.d Dépendance en fréquence

La fréquence est un paramètre très influent sur le comportement dynamique des élastomères et

déterminant lors de la mise au point d’isolateur vibratoire. L’évolution du module dynamique ainsi

que du facteur de perte est montrée en figure 2.6 pour une température ambiante. Le premier effet à

noter est la rigidification en fréquence qui rend le matériau plus raide lorsque la fréquence augmente.

Le second effet est l’observation d’un pic de dissipation pour une fréquence donnée, fréquence à la-

quelle l’évolution du module dynamique est la plus importante. A fréquence faible, le module tend

vers une certaine limite qui détermine la raideur statique du matériau, toujours plus faible qu’en

dynamique. Il faut noter la correspondance des deux figures 2.5 et 2.6. En effet, du point de vue

phénoménologie, une diminution de température est équivalente à une augmentation de fréquence. On

parle alors d’équivalence temps-température [56]. Ce principe présente l’avantage de pouvoir étendre

les caractérisations des élastomères sur une plus grande bande de fréquence que ne le permettent les

moyens de mesure. En effet, il est possible de réaliser plusieurs caractérisations à des tempréatures

différentes puis d’appliquer le principe d’équivalence pour déduire les propriétés à une température

donnée pour des fréquences plus élevées.
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Figure 2.7 – Effet Payne sur le module de stockage (a,c) et le module de pertes (b,d) : sur une bande

de fréquence (a,b) ; à fréquence fixée en fonction de l’amplitude dynamique (c,d).

2.1.1.1.e Dépendance en amplitude : effet Payne

L’effet Payne, encore appelé effet Fletcher-Gent, a été introduit par W. P. Fletcher et A. N. Gent

en 1953 [57] et par A. R. Payne en 1960 [117,118].

Cet effet se traduit par l’observation expérimentale d’une dépendance des propriétés dynamiques

du matériau en fonction de l’amplitude des vibrations auxquelles l’échantillon testé est soumis. Deux

effets principaux sont notés lorsque l’amplitude de déformation augmente :

– Le module dynamique diminue,

– L’amortissement passe par un maximum.

La figure 2.7 montre l’allure des courbes expérimentales que l’on observe pour un échantillon

d’élastomère chargé au noir de carbone [101]. On remarque que la pente des courbes décrivant

l’évolution du module de stockage en fonction de la fréquence diminue lorsque l’amplitude de déformation

augmente. Cela entrâıne que la dépendance en fréquence du matériau tend à être moins prononcée

plus l’amplitude de déformation est importante.

Les phénomènes responsables de l’effet Payne sont principalement attribués à la présence de charges

dans les élastomères. En effet, les élastomères non chargés présentent une très faible dépendance en

amplitude [30, 79, 100, 117, 146]. Le principal phénomène responsable de l’effet Payne semble être le

frottement des châınes moléculaires et des charges présentes dans le matériau. Plus la concentration de

charges est importante, plus la dépendance en amplitude est prononcée. Ce phénomène de déformation-

reformation du réseau moléculaire des élastomères est, contrairement à l’effet Mullins, réversible.

Enfin, d’autres analyses complémentaires expérimentales ont été menées sur l’effet Payne. Nous

pouvons notamment citer les travaux de Wrana et al. [157] qui constatèrent une atténuation de l’effet
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Payne lorsque l’échantillon testé est soumis, en plus d’une déformation harmonique, à une déformation

de grande amplitude à basse fréquence. En outre, l’influence de la précharge sur l’effet Payne a été

étudiée par Brüger et al. [23] sur des plots élastomères utilisés dans le domaine automobile. Il est noté

qu’il existe une prédéformation du matériau pour laquelle les modules de stockage et de perte sont

minimum, diminuant ainsi l’effet Payne.

2.1.1.2 Modélisation de la dépendance en fréquence

Nous avons vu précédemment que les matériaux viscoélastiques présentaient des propriétés dissipa-

tives qui se traduisent par l’observation d’un cycle d’hystérésis en régime de sollicitation harmonique

ou par l’amortissement d’oscillations libres en réponse impulsionnelle. Lorsqu’il s’agit de simuler la

réponse de tels matériaux à une sollicitation harmonique, la principale propriété qui est présente pour

tous les matériaux élastomères et qui ne peut pas être négligée est la rigidification en fréquence du

matériau. Les analyses sont couramment menées à température fixée dans un premier temps et la

prise en compte d’autres facteurs comme l’effet Payne, la précharge, l’environnement, interviennent,

lorsqu’ils sont significatifs, dans un second temps.

La rigidification en fréquence engendre des propriétés de raideur et d’amortissement variables qui,

selon leur forte variation ou non, peut engendrer des différences importantes sur les modes d’une struc-

ture complète et sur leurs amortissement respectifs. Dans le cas de structures faiblement amorties, la

première approche possible rapidement est de considérer les modes propres réels de la structure et de

calculer un amortissement modal équivalent pour chaque mode en se basant sur la connaissance de

la raideur dynamique de la structure aux différentes fréquences propres (via la méthode des énergies

modales [86] par exemple). Toutefois, en présence d’éléments élastomères fortement amortissants aux

interfaces, cette méthode n’est plus adaptée et le développement de modèles plus détaillés de la raideur

dynamique des éléments est nécessaire.

Nous présentons donc dans cette partie les principales modélisations permettant de prendre en

compte la dépendance en fréquence du matériau. Ces modélisations, à l’exception de l’approche di-

recte, consistent toutes à approcher de façon satisfaisante les parties réelles et imaginaires du module

dynamique. En outre, notre étude se focalise principalement sur le calcul de vibrations à faible ampli-

tude d’éléments isolants en élastomères. Ainsi, les modèles de comportement en grande déformation

permettant de considérer les effets non linéaires géométriques ne seront pas détaillés ici.

2.1.1.2.a Approche directe

L’approche directe ne consiste pas exactement en la construction d’un modèle de comportement

intégrant la dépendance en fréquence dans sa formulation mais plutôt en l’introduction des différentes

valeurs expérimentales obtenues lors de caractérisations élémentaires du matériau utilisé (mesure du

module dynamique E∗) ou lors de mesures de raideur dynamique (mesure de K∗) de pièces complètes.

Les résultats obtenus pour différentes fréquences et différentes amplitudes permettent alors la création
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d’abaques reliant un couple fréquence-amplitude (ω, ǫ0) et le module dynamique. Il ne s’agit donc pas

à proprement parler de modélisation mais juste d’hypothèses sur le comportement.

L’avantage de cette méthode est évidemment l’absence de procédure d’identification de paramètres

d’un modèle à déterminer. De plus, dans un cadre industriel, lorsque les éléments isolants en élastomères

sont à géométrie complexe, la mesure de la raideur dynamique s’effectue rapidement et peut s’in-

troduire aisément dans un calcul sur une structure complète en définissant une raideur complexe

K∗(ω) = K′(ω) + iK′′(ω). Les données tabulaires obtenues expérimentalement sont ensuite directe-

ment insérées dans la procédure de calcul.

Cette approche n’utilise certes pas un modèle mais suppose tout de même de faire une hypothèse

importante. On suppose que le matériau soumis à une sollicitation harmonique répond avec un certain

déphasage de façon harmonique également. On parle d’hypothèse de premier harmonique. En effet,

à une sollicitation harmonique en déformation ǫ(t) = ǫ0sin(ωt), la réponse peut comporter d’autres

harmoniques d’ordre supérieur, notamment lorsque l’effet Payne est prononcé :

σ(t) =
∑

k

σksin(kωt+ δk) (2.3)

Dans la grande majorité des modélisations utilisées, ces harmoniques supérieurs ne sont pas pris en

compte. Sous certaines amplitudes limites, cette hypothèse est de toute façon vérifiée pour la plupart

des cas traités [129]. La quasi-proportionnalité observée entre la contrainte et la déformation est une

conséquence du caractère réversible du phénomène de dépendance en amplitude [105].

L’utilisation des données expérimentales dans les codes de calcul est relativement simple lorsque

seule la dépendance en fréquence du matériau est considérée. En effet, le logiciel MSC.Nastran fournit

par exemple, dans le cadre de la viscoélasticité linéaire, la possibilité de définir deux fonctions scalaires

TR(f) et TI(f) fonctions de la fréquence f :

TR(f) =
1

gref

(
G′(f)

Gref
− 1

)

TI(f) =
1

gref

(
G′′(f)

Gref
− g
)

(2.4)

G′ et G′′ représentent ici les modules de stockage et de perte, Gref le module quasi-statique du

matériau, g un amortissement structural global affecté à l’ensemble du modèle éléments finis considéré

et gref un amortissement structural affecté localement à chaque élément.

Ainsi la matrice de raideur dynamique des éléments élastomères considérés est calculée à partir

d’une première matrice de raideur K1
dd réelle calculée à partir de la donnée du module quasi-statique

Gref . La relation finale est ainsi :

Kdd(f) = [(1 + grefTR(f)) + i (g + grefTI(f))]K1
dd

Kdd(f) =

(
G′(f) + iG”(f)

Gref

)

K1
dd (2.5)
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Figure 2.8 – Profil de déformation et de contrainte lors d’un essai de relaxation.

2.1.1.2.b Modèles rhéologiques

De manière générale, la contrainte d’un matériau viscoélastique est une fonction de l’histoire des

déformations. En effet la réponse d’un matériau viscoélastique à une sollicitation instantanée présente

toujours une partie instantanée et une partie “différée“. On parle de notion de mémoire du matériau.

Nous nous plaçons ici dans le cadre de la viscoélasticité linéaire, c’est-à-dire que la réponse du matériau

est supposée être une fonction linéaire de l’histoire des déformations. Sous ces hypothèses de linéarité, le

principe de superposition de Boltzmann (“Si l’on superpose deux histoires de sollicitations, la réponse

est la superposition des réponses“) permet d’exprimer la réponse à toute histoire de sollicitation à

partir de la connaissance des fonctions de réponse du matériau, à savoir les fonctions de relaxation et

de complaisance.

Ces deux fonctions sont généralement obtenues lors d’essais de fluage et de relaxation afin de

caractériser le matériau. Un essai de relaxation consiste en l’application d’un échelon de déformation

ǫ0 en traction, en compression uniaxiale, en cisaillement, etc., et en une mesure de la contrainte dans

l’éprouvette au cours du temps σ(t). On observe pour les matériaux viscoélastiques une diminution des

contraintes au cours du temps qui correspond à l’atteinte d’un état d’équilibre du matériau après un

temps “infini“. Ce phénomène est appelé relaxation des contraintes. L’autre type d’essai est l’inverse

du précédent ; un échelon de contrainte est appliqué et la déformation résultante est observée au cours

du temps ǫ(t). Les réponses à un échelon unitaire sont ainsi les fonctions de relaxation et de fluage.

La figure 2.8 présente la forme des courbes obtenues pour un essai de relaxation.

Afin de formuler la loi de comportement basée sur une formulation intégrale, il est nécessaire de

formuler quelques hypothèses supplémentaires :

– la contrainte est une fonctionnelle de toute l’histoire des déformations.

– la matériau est non vieillissant, c’est-à-dire que les fonctions de relaxation et de complaisance ne

dépendent que d’une seule variable temporelle.

– la fonctionnelle est linéaire.

De plus, l’hypothèse d’isotropie permet de ramener la description du comportement à deux paramètres
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Figure 2.9 – Modèles rhéologiques : a) Maxwell b) Kelvin-Voigt c) Zener d) Maxwell généralisé.

uniquement : les coefficients de Lamé λ(t) et µ(t) ou le module de compressibilité K(t) et µ(t). Les

élastomères étant quasiment incompressibles, seule la partie déviatorique est généralement prise en

compte. Ainsi, la contrainte peut s’exprimer en fonction de relaxation µ(t) :

σ(t) =

∫ t

−∞

µ(t− τ)ǫ̇(τ)dτ (2.6)

ou, si le matériau est initialement en repos (ǫ(t) = 0 pour t < 0), comme :

σ(t) = µ(t)ǫ(0) +

∫ t

0
µ(t− τ)ǫ̇(τ)dτ (2.7)

A partir de cette formulation intégrale, l’objectif des modèles présentés va être d’approcher les fonc-

tions de relaxation ou de fluage. Le comportement des matériaux viscoélastiques étant intermédiaire

entre un comportement purement élastique et un comportement purement visqueux, les premières

modélisations vont utiliser des combinaisons d’éléments ressorts et amortisseurs. Ainsi les modèles

les plus simples et les plus couramment rencontrés sont ceux de Maxwell, de Kelvin-Voigt et de Ze-

ner (ou solide standard). La figure 2.9 en donnent une représentation graphique où les rigidités des

ressorts sont données par les paramètres G et G0 et un temps de relaxation τ . Classiquement il est

possible d’écrire la loi de comportement associée sous la forme d’une équation différentielle à dérivées

temporelles d’ordre entier :

σ +
M∑

m=1

bm
dmσ

dtm
= a0ǫ+

N∑

n=1

an
dnǫ

dtn
(2.8)

Les modèles simples présentés sont des cas particuliers de cette écriture générale (voir table 2.1). Le

modèle général associé est le modèle de Maxwell généralisé qui permet une meilleure approche de la

fonction de relaxation expérimentale. Son expression générale qu’en donne le modèle s’écrit alors :

µ(t) = G0 +
N∑

k=1

Gke
−t/τk (2.9)
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Figure 2.10 – Elément Spring-pot.

Le module dynamique peut être obtenue facilement en exprimant l’équation 2.8 dans le domaine

fréquentiel :

µ(ω) = G0 +
N∑

k=1

iωGi
1
τi

+ iω
(2.10)

Paramètres

Modèle M N b1 a0 a1

Maxwell 1 - τ - τG

Voigt - 1 - G0 τG

Zener 1 1 τ G0 τ(G+G0)

Table 2.1 – Paramètres des lois de comportement viscoélastique des modèles rhéologiques de Maxwell,

de Kelvin-Voigt et de Zener.

2.1.1.2.c Dérivées fractionnaires

L’utilisation d’éléments simples de type ressort et amortisseur dans les modèles précédents a ce-

pendant un inconvénient : le nombre d’éléments à prendre en compte pour qu’un modèle généralisé

représente de façon satisfaisante la fonction de relaxation peut rapidement devenir important, aug-

mentant de façon significative le nombre de paramètres à identifier. Afin de diminuer le nombre de

paramètres des modèles, un nouvel élément appelé spring-pot ayant un comportement intermédiaire

entre un ressort pur et un amortisseur pur a été développé et se représente par le schéma en figure

2.10. L’écriture mathématique de ce modèle utilise la notion de dérivée fractionnaire, généralisation de

la dérivée d’ordre entier que l’on peut retrouver dans l’écriture des modèles rhéologiques précédents.

En effet, la contrainte associée à un élément spring-pot s’écrit alors σ = ταGDαǫ. Pour α = 0, σ = Gǫ

et le comportement est purement élastique. Pour α = 1, σ = τGǫ̇ et le comportement est dissipatif.

De façon plus explicite, l’opérateur de dérivation fractionnaire Dα, selon la définition de Riemann-

Liouville [115], est :

Dαf(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

∫ t

0

f(s)

(t− s)α
ds avec Γ(α) =

∫ ∞

0
tα−1e−tdt (2.11)
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Cette définition aboutit à une approche des fonctions de relaxation par des lois en puissance décroissante

de α de la forme 1/tα contrairement aux modèles précédents qui s’écrivaient en fonction d’exponen-

tielles décroissantes. La définition précédente est cependant difficile à intégrer dans des procédures

numériques. Pour cela une expression numérique approchée est couramment utilisée. La relation

contrainte-déformation de l’équation 2.8 a donc été généralisée par Bagley et Torvik [8] :

σ +
∑

k

bkDαkσ = a0ǫ+
∑

k

akDβkǫ (2.12)

L’écriture du module dynamique peut alors s’écrire :

µ(ω) =
a0 +

∑

k(iω)βkak

1 +
∑

k(iω)αkbk
(2.13)

De façon générale, des modèles utilisant entre 3 et 5 paramètres sont suffisants pour aboutir à une

bonne représentation du module dynamique. Enfin, les modèles à dérivées fractionnaires ont l’avantage

d’avoir un fondement thermodynamique et d’être compatibles avec la seconde loi de la thermodyna-

mique [7, 47].

2.1.1.2.d Autres approches

Parmi les autres approches développées pour prendre en compte la dépendance en fréquence des

matériaux viscoélastiques, nous pouvons citer les approches ayant recours à des variables internes. Ces

variables internes peuvent être associées à des coordonnées de dissipation en introduisant des mini-

oscillateurs (méthode de Golla-Hughes-Taylor [104]), en utilisant des variables thermodynamiques

(Augmented Thermodynamics Fields [98], Augmented Hooke’s Law [48]) ou en divisant le champ de

déformation en une partie élastique et une partie anélastique (Anelastic Displacements Fields [145]).

Toutefois ces approches sont principalement adaptées au calcul de réponses transitoires, et peuvent

présenter des difficultés à approcher de façon satisfaisante les courbes mâıtresses des matériaux.

2.1.1.3 Modélisation de la dépendance en amplitude

Lors de l’utilisation d’élastomères chargés, l’effet Payne peut se montrer significatif et les modèles

classiques permettant de prendre en compte la dépendance en fréquence du matériau se révéler li-

mités. Par conséquent, la prédiction de la raideur dynamique de l’élément isolant pour une amplitude

de vibration donnée peut s’avérer difficile. Enfin, lorsqu’il s’agit de prédire les amplitudes vibratoires

d’un système complet intégrant des isolateurs élastomères, la dépendance en amplitude de la raideur

de l’isolateur engendre des équations du mouvement qui sont non linéaires et qui nécessitent des

procédures de calcul adaptés, telles que celles présentées en section 2.3.

Il est donc nécessaire de se munir de modèles de comportement permettant la prise en compte de

l’effet Payne dans les simulations. Deux principales approches peuvent être rencontrées. La première

se place au niveau macroscopique en utilisant les mesures de raideur dynamique de plots isolants
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pour la réalisation d’un calcul direct [13] ou pour une construction de modèles souvent unidirec-

tionnels [136, 138, 144]. Cette démarche est le plus souvent adaptée à la simulation de structures

complètes intégrant localement des isolateurs non linéaires en élastomères. La seconde approche uti-

lise les mesures de caractérisation du matériau (essais de relaxation, mesure de module dynamique)

réalisées sur éprouvettes et cherche à reproduire le comportement local des différentes parties des

pièces élastomères [63, 64, 80]. Cette dernière approche est souvent utilisée pour prédire la raideur

dynamique de plots utilisant des pièces moulées de forme parfois complexe.

Quellle que soit l’approche retenue, les différentes modélisations peuvent se regrouper sous trois

formes principales. La première consiste uniquement à insérer les données issues d’essais dans la

procédure de calcul. La seconde se base sur la construction de modèles ajoutant des frotteurs dans

les modèles rhéologiques existants. La dernière utilise des variables internes permettant la prise en

compte de l’état interne de la microstructure. Nous détaillons ici ces trois familles de modélisations.

2.1.1.3.a Approche directe

L’approche directe ne consiste pas exactement en la construction d’un modèle de comportement

intégrant la dépendance en amplitude dans sa formulation mais plutôt en l’introduction des différentes

valeurs expérimentales mesurées ou approchées (de raideur dynamique d’un plot ou de module dyna-

mique mesuré sur éprouvette) dans une procédure de calcul utilisant des modélisations plus simples,

souvent uniquement capables de représenter la dépendance en fréquence du matériau. L’avantage de

ces approches est évidemment de s’affranchir de la construction d’une nouvelle formulation et, avec

elle, de l’identification de paramètres.

De façon générale, les valeurs expérimentales utilisées sont regroupées sous forme de tableaux de

données brutes, approchées par une fonction (loi polynomiale,etc.) dépendant de la fréquence [13], ou

utilisée pour l’identification de paramètres de plusieurs modèles viscoélastiques simples (par exemple

des modèles de Maxwell généralisés [63]). La contrepartie est toutefois de devoir construire une

procédure de calcul qui détermine les propriétés les plus adaptées à affecter parmi l’ensemble des

valeurs tabulées possibles. La construction de critères permettant ce choix devient alors une étape

décisive afin d’espérer conserver la représentativité du comportement de la structure réelle étudiée. Il

s’agit évidemment d’évaluer correctement l’amplitude de déformation vue par l’élastomère afin de lui

affecter des propriétés adéquats. Cette amplitude peut être simple à évaluer dans le cas d’une sollicita-

tion en déformation uniaxiale d’un plot isolateur entier [13] ou relever d’une approche plus complexe

si le modèle simple pris en compte est tridimensionnel ou si les sollicitations sont complexes [63,123].

Enfin, la résolution du problème dynamique peut s’appréhender de deux manières distinctes. En

effet, la dépendance en amplitude de l’élastomère conduit théoriquement à la création d’une matrice

de raideur complexe dépendante de l’amplitude de vibration K∗(ω,X). La méthode de résolution des

équations non linéaires peut alors se ramener à l’utilisation d’un solveur non linéaire adapté de type

Newton-Raphson ou équivalent [13, 123] ou consister en la succession d’une série de calculs linéaires
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Figure 2.11 – Modèle Visco-Elasto-Plastique.

utilisant la formulation viscoélastique classique intégrée dans les codes de calculs [63]. La première

option met à jour les propriétés matériaux à chaque itération du solveur tandis que la seconde effectue

cette opération entre deux calculs linéaires.

2.1.1.3.b Modèles de frottement

Les premières modélisations permettant de prendre en compte la dépendance en amplitude des

matériaux viscoélastiques sont motivées par le fait que l’effet Payne est principalement dû aux inter-

actions de frottement entre les charges du réseau et les châınes moléculaires. Des modèles de dissipa-

teur à frottement sont donc ajoutés en plus des éléments rhéologiques classiques afin de représenter la

dépendance en amplitude. Le modèle de base créé est donc un modèle visco-élasto-plastique en figure

2.11. La combinaison du ressort et de l’amortisseur permet de représenter les effets de relaxation et les

dépendances temporelles et fréquentielles. L’amortisseur et le frotteur apportent l’amortissement au

modèle. Ainsi l’effort généré par une cellule élémentaire est la somme des efforts élastiques, visqueux

et de frottement F = Fe +Fv +Ff . Différentes expressions pour la force de frottement peuvent ensuite

être envisagées. La première expression envisageable peut être un modèle de Coulomb [24, 136], mais

celui-ci présente des limitations numériques importantes. Berg [16] proposa une expression continue

en accord avec les observations expérimentales et facilement identifiable expérimentalement. Cette

expression a été reprise par la suite dans de nombreux travaux [138,144] :

Ff = Ffs +
x− xfs

x1/2(1− µ)− (x− xfs)
(Ffmax − Ffs) pour ẋ > 0

Ff = Ffs +
x− xfs

x1/2(1 + µ)− (x− xfs)
(Ffmax + Ffs) pour ẋ < 0 (2.14)

Le modèle est paramétré par Ffmax l’effort de frottement maximal et x1/2 qui représente le déplacement

pour lequel l’effort est égal à la moitié de Ffmax. Ffs et xfs sont les valeurs d’effort et de déplacement

au début de chaque cycle et sont réactualisés à chaque cycle. Enfin, µ = Ffs/Ffmax.

Le modèle simple visco-élasto-plastique peut évidemment être raffiné et il est possible de trou-

ver différentes combinaisons. Le modèle viscoélastique peut être remplacé par un modèle de Max-

well généralisé ou par un modèle fractionnaire [138, 144]. La partie élastique peut se modéliser de

façon non linéaire pour prendre en compte la déformation des hystérésis pour des amplitudes plus
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grandes [68, 138]. Enfin des associations de plusieurs frotteurs sont possibles [64, 124], voire l’utilisa-

tion de modèles élasto-plastiques [6, 64, 87].

Un des inconvénients majeurs de ces modélisations est le découplage des effets dissipatifs associés

à l’amplitude et associés à la viscoélasticité. De plus, ces modèles sont généralement macroscopiques

et unidimensionnels, ce qui nécessite d’identifier à nouveau les paramètres des modèles dès que la

géométrie de la pièce évolue ou dans le cas où d’autres types de sollicitations sont envisagés. Tou-

tefois, cette approche reste très intéressante pour les industriels car simple et intégrable dans des

calculs dynamiques sur une structure complète. D’autres travaux tentent cependant d’introduire de

tels modélisations dans un calcul tridimensionnel [64].

2.1.1.3.c Autres approches

Les autres approches développées se basent sur une considération de l’état de la microstructure du

matériau et notamment de l’état des liaisons entre les charges et les châınes carbonées qui, lors de cycles

de chargement, se brisent et se rééquilibrent dans un état dépendant de l’amplitude de déformation du

cycle. Le premier modèle développé à partir de cette approche est le modèle de Kraus [91] qui suppose

que des liaisons entre charges se brisent et se reforment. Sous amplitude de déformation constante

et sans considérer d’éventuels dommages dans le matériau, le nombre de liaisons entre charges tend

asymptotiquement vers un état stationnaire. Ce nombre est une fonction décroissante de l’amplitude

de déformation ∆ǫ. L’expression du module dynamique est ainsi donnée par la relation :

G′ = G′
0 +

G′
1 −G′

0

1 + (∆ǫ/∆ǫc)2m

G′′ = G′′
0 +

2(G′′
m −G′′

∞)(∆ǫ/∆ǫc)
m

1 + (∆ǫ/∆ǫc)2m
(2.15)

où G′
0, G

′
1, G

′′
0, G

′′
m, ∆ǫc et m sont des paramètres matériaux. On voit ici que le module est ici

représenté par des lois puissances décroissantes de l’amplitude de déformation. Ulmer [146] critiqua

et améliora ce modèle par la suite. Plus récemment, de nombreux travaux ont prolongé ce travail en

introduisant dans la formulation basée sur un modèle de Maxwell des variables internes correspondant

à des variables de temps caractéristiques du matériau et à des variables représentant la dépendance

à l’histoire des amplitudes de déformation [80, 101]. Ces modèles ont l’avantage d’être constitutifs,

tri-dimensionnels et prennent en compte la dépendance en amplitude aussi bien en régime harmonique

qu’en régime transitoire. Toutefois, ces modélisations restent encore très complexes et difficilement

adaptables aux calculs sur une structure complète intégrant des éléments élastomères.
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2.1.2 Jonctions boulonnées

Les jonctions boulonnées sont responsables de la majeure partie de l’amortissement d’une structure

assemblée. Cet amortissement, prépondérant par rapport à l’amortissement matériau, peut atteindre

jusqu’à 90% de l’amortissement total [14]. Le facteur de qualité Q d’une structure boulonnée en acier

est généralement compris entre 20 et 60 contre une valeur d’environ 1000 pour une même structure

monolithique.

De plus, l’amortissement des jonctions présente quelques caractéristiques importantes. Il est relati-

vement peu dépendant de la fréquence mais fortement influencé par l’amplitude des vibrations [27,77] ;

il est donc dépendant de l’amplitude d’excitation de la structure et de l’effort normal entre les surfaces

en contact. Enfin, un phénomène de rodage est observé qui engendre une diminution de l’amortisse-

ment en fonction du nombre de cycles de chargement [67].

Les phénomènes en jeu dans les jonctions sont de nature complexe car dépendants de nom-

breux paramètres comme la forme des jonctions, le couple de serrage des boulons, les forces d’ex-

citation et l’amplitude des glissements observés entre les interfaces. Dans l’optique d’améliorer les

prédictions d’amortissement sur structures assemblées voire d’optimiser la dynamique de ces dernières,

ces phénomènes complexes au sein des jonctions nécessitent de s’intéresser de près au frottement entre

les pièces en contact et de modéliser de façon appropriée ces éléments. Après avoir mentionné les

principaux phénomènes de frottement intervenant dans la dynamique des jonctions, nous détaillerons

les différentes modélisations possibles.

2.1.2.1 Phénomène de frottement

L’essentiel de la transmission des efforts dynamiques à travers une jonction boulonnée s’effectue

par l’intermédiaire du frottement entre les différentes surfaces en contact à l’intérieur de la jonction.

L’effort normal FN appliqué par la tête du boulon à la surface supérieure d’un boulon simple permet de

transmettre au maximum dans la direction orthonormale aux surfaces en contact un effort tangentiel

µFN . Le frottement engendre également de la dissipation au sein de la jonction. Il est donc impératif

de prendre en compte ce phénomène si l’on souhaite développer des modèles représentatifs de jonctions

réelles. Nous détaillerons donc ici les principales caractéristiques du frottement entre deux surfaces de

façon générale puis nous nous concentrerons sur les phénomènes prépondérants observés sur jonctions

boulonnées. Les propos seront principalement focalisés sur le frottement sec, couramment rencontré

sur jonction boulonnée.

Le frottement est une combinaison de phénomènes complexes physiques et physico-chimiques ce qui

explique la très grande dépendance du frottement vis-à-vis de nombreux paramètres : les matériaux, la

fréquence des contacts, la rugosité des surfaces de contact, l’effort normal appliqué, les conditions en-

vironnementales, la présence de contaminants, la lubrification, l’usure, les effets thermiques [21,22,122].

La réaction tangentielle donnant naissance au frottement peut être appréhendée de différentes
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manières. Pour le frottement sec, une première interprétation avancée par Bowden et Tabor [21, 22]

est de considérer les déformations élastiques et plastiques des aspérités microscopiques en contact.

Selon cette approche, la surface de contact réelle entre les deux surfaces A peut s’exprimer comme le

rapport entre l’effort normal appliqué FN et la plus faible des deux duretés des matériaux en contact

H. De plus, chaque aspérité subit une contrainte de cisaillement qui la déforme élastiquement jusqu’à

la valeur limite de contrainte en cisaillement τy. L’effort tangentiel résultant peut ainsi s’exprimer

FT = τyA. Ainsi, le coefficient de frottement devient µ = FN/FT = τy/H. On retrouve ainsi dans une

première approche les principales observations de Coulomb selon lesquelles le coefficient de frottement

ne dépend pas de l’effort normal, ni de la vitesse relative, ni de la surface apparente. Enfin, cette ap-

proche illustre les caractéristiques élasto-plastiques observées du frottement sec et justifie l’utilisation

de la théorie des hystérésis pour la construction de modèles de frottement [151].

Suite à cette première explication, nous rappelons rapidement les principales caractéristiques ob-

servées dans l’étude du frottement entre deux surfaces planes :

– Frottement statique et dynamique : le coefficient de frottement statique est plus grand que le

coefficient de frottement dynamique.

– Effet Stribeck [141] : l’effort de frottement est une fonction de la vitesse relative. Cette fonction

décrôıt à partir d’une vitesse nulle puis crôıt de nouveau (effet hydrodynamique pour les contacts

lubrifiés). Pour le frottement sec, le frottement est très peu dépendant de la vitesse.

– L’effort de frottement statique peut être considéré comme l’effort maximal observé lorsque l’on

étudie l’effort de frottement en fonction du déplacement et non plus en fonction de la vitesse

comme les modèles de Coulomb précédemment développés [121]. La figure 2.12–a illustre ces

observations expérimentales. Cette analyse est un point de départ dans l’analyse du microglisse-

ment.

– L’effort statique diminue lorsque la vitesse d’application de la force extérieure augmente.

– L’analyse de la courbe effort-déplacement avant qu’un déplacement macroscopique ne soit observé

montre le caractère élasto-plastique de la réponse [38]. La figure 2.12–b illustre ce propos.

– Un effet retard est observé lors de l’application d’une vitesse oscillante ayant une composante

continue de telle sorte que la vitesse reste positive. La force de frottement décrit alors un cycle.

Le frottement est plus élevé pour les vitesses croissantes [78].

2.1.2.2 Frottement dans les jonctions boulonnées

L’étude des phénomènes physiques se déroulant au niveau des interfaces de contact d’une jonction

boulonnée est une tâche difficile à réaliser expérimentalement en raison de l’impossibilité de placer des

appareils de mesure directement au niveau des interfaces. Les mesures sont souvent dégradées par le

reste de l’environnement expérimental, à savoir les parties restantes des éprouvettes ou les dispositifs

d’attache. Cependant, à partir d’une combinaison des connaissances provenant d’expériences, de simu-

lations, et de quelques résultats analytiques, les principales propriétés du comportement aux interfaces

ont pu être identifiées. Considérons en figure 2.13–a le comportement d’une jonction à recouvrement

simple, représentative du comportement de nombreuses autres configurations.
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Figure 2.12 – Relation Effort–Déplacement : a) Frottement statique observé dans [121] b) Ca-

ractéristiques élastoplastiques observées dans [38].
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Figure 2.13 – a) Jonction boulonnée simple b) Impacts dans une jonction.

La jonction est serrée par un effort normal presseur et soumise à une excitation latérale engendrant

un glissement transverse au niveau de l’interface (déplacements entre 0 et quelques centaines de mi-

crons sur une jonction spatiale [27]). Pour de faibles charges longitudinales, une zone de glissement

sur les bords de l’interface se développe. Pour des charges plus élevées, la zone de glissement s’étend

proportionnellement à la charge appliquée et l’amplitude du glissement observé varie quant à lui de

façon quadratique avec la charge. On parle alors de glissement partiel. La notion de microglissement

peut être utilisée lorsque la zone de glissement ne représente qu’une faible portion de la zone d’inter-

face. Enfin, pour des charges plus élevées, l’intégralité de l’interface est en glissement et l’on parle de

macroglissement. Des cartes de glissement obtenues numériquement sur une jonction simple montrent

que la zone de collement diminue progressivement autour du perçage permettant le passage de la

vis [41]. Pour des chargements plus complexes, les zones de glissement prennent des formes spécifiques

et doivent être étudiées au cas par cas [27]. De plus, pour les zones en collement, la déformation

plastique des aspérités de la surface est d’autant plus importante que la pression normale est grande.

Ces trois phénomènes que sont le macroglissement, le glissement partiel, et le micro glissement

dû aux déformations plastiques des aspérités, sont les principaux phénomènes intervenant chacun de

façon plus ou moins prononcée selon les conditions de montage et de fonctionnement. Ces phénomènes

de glissement représentent les principaux phénomènes responsables de l’amortissement généré par les
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jonctions boulonnées [14]. La plupart des montages industriels, devant supporter une grande raideur

statique, présentent majoritairement du microglissement et du glissement partiel.

Il est par conséquent généralement considéré que la force de frottement dans les jonctions boulonnées

est :

– dépendante des matériaux et des états de surface,

– proportionnelle à l’effort normal,

– indépendante de la vitesse relative et de la surface apparente,

– généralement plus élevée avant l’apparition du glissement (frottement statique).

Par conséquent, les effets Stribeck et de retard resteront donc peu significatifs. Cependant, des modèles

permettant de décrire les phénomènes élasto-plastiques de microglissement seront généralement nécessaires.

Ces dernières considérations ne prennent pas en compte la présence d’éventuels matériaux entre les

deux pièces à assembler (couche d’élastomère par exemple).

En plus de la dissipation introduite par le glissement aux interfaces, un second phénomène peut être

responsable d’une partie de la dissipation d’énergie. Il s’agit du phénomène d’impacts observé entre

les parties adjacentes à la jonction qui se déforment élastiquement et qui peuvent s’entrechoquer. Ce

phénomène s’observe généralement pour de fortes amplitudes en fonction de la géométrie de la jonction

et réalise un transfert d’énergie vers les hautes fréquences [135]. Une illustration est donnée en figure

2.13–b. Des phénomènes de fretting peuvent également survenir [134] notamment dans les structures

aéronautiques et un certain soin doit être apporté lorsqu’il s’agit d’augmenter la dissipation dans les

jonctions tout en évitant les problèmes de fretting. De plus, à fréquences élevées, le phénomène de

pompage d’air peut également être prépondérant [148]. Enfin, des effets de relaxation sont observés

dans les jonctions qui se traduisent par une diminution de la tension du boulon en fonction du temps.

La relaxation de la tension du boulon atteint 5 à 6% de sa valeur initiale sur une période de temps

de l’ordre d’une journée [84]. Toutefois, nous ne nous intéresserons pas en détail à ces aspects dans ce

travail.

2.1.2.2.a Effort normal optimal

L’amortissement des jonctions provenant largement du frottement généré par le microglissement

dans les jonctions, la force normale appliquée à ces dernières influence largement cet amortissement.

En effet, une diminution de l’effort normal tend à augmenter la zone de glissement. La dissipation

d’énergie étant proportionnelle au produit de l’effort normal par l’amplitude du glissement, il existe

un effort normal optimal pour maximiser la dissipation. Toutefois une diminution de l’effort normal

engendre généralement une diminution de la raideur de la jonction, raideur qui doit malgré tout être

capable de supporter les efforts subis. Il est donc généralement possible d’augmenter l’amortissement

en agissant uniquement sur les conditions de montage des boulons. Cette procédure reste cependant

efficace uniquement pour les premiers modes de la structure, lorsque les déplacements observés dans

les jonctions restent suffisamment importants pour apporter une dissipation significative.
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Figure 2.14 – a) Système masse-ressort-frotteur b) Hystérésis obtenues.

Ce concept de force normale optimale peut être illustré sur un système masse-ressort-frotteur à un

degré de liberté en figure 2.14–a [62]. Le frotteur est modélisé par un modèle bilinéaire de Coulomb

(association d’un ressort et d’un frotteur). Les courbes d’hystérésis obtenues pour différentes valeurs de

l’effort normal FN sont montrées en figure 2.14–b. Pour un frotteur de raideur k avec un coefficient de

frottement µ, le déplacement élastique vaut ue = µFN/k. L’amplitude de l’oscillation est uampl > ue.

Ainsi l’énergie dissipée par cycle s’écrit :

D = 4kue(uampl − ue) (2.16)

Il est facile de voir que si l’effort normal est nul FN = 0 ou s’il y a collement FN > Fstick = kuampl/µ,

la dissipation est nulle. Celle-ci est maximale lorsque le déplacement élastique est égal à la moitié de

l’amplitude de l’oscillation ue = uampl/2. Ce cas correspond à l’application d’un effort normal égal à

la moitié de l’effort normal minimal pour obtenir le collement :

FN,optimal = Fstick/2 =
kuampl

2µ
(2.17)

Ce raisonnement simplifié permet donc de comprendre l’importance du choix de l’effort normal qui

possède un optimal sur les structures assemblées si l’on souhaite maximiser la dissipation. En outre,

ce raisonnement permet également de comprendre que, lors de l’analyse de la dissipation locale sur

une interface, la dissipation n’est pas forcément dans les zones où l’amplitude du glissement est la plus

forte, mais plutôt où le produit effort-déplacement l’est [27].

L’influence de la force normale sur l’amortissement a été utilisée pour contrôler la vibration de

structure spatiale de type treillis par Gaul et al. [60] et pour analyser l’impact du fonctionnement

d’un certain nombre de jonctions boulonnées en macroglissement sur l’amortissement d’un satellite

complet [152].
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2.1.2.2.b Influence du chargement

Le chargement appliqué sur une jonction a une grande influence sur le glissement généré aux inter-

faces et par conséquent sur la dissipation. De nombreuses études se sont penchées sur la dépendance

de la dissipation en fonction de l’amplitude du chargement appliqué [17, 134, 147]. Il ressort de ces

études que l’analyse de la loi de dépendance observée peut permettre l’identification des sources de

dissipation. En effet, Ungar [147] montra que la dissipation due au pompage d’air variait de façon qua-

dratique en fonction du chargement pour des jonctions rivetées, et que la puissance devenait supérieure

à 2 pour des jonctions type jonctions à recouvrement. De plus, l’analyse de Goodman [66] montra que

la dissipation par cycle d’un contact plan dépendait de façon cubique de l’effort de cisaillement ap-

pliqué. Les expériences menées montrent que la loi est souvent une puissance comprise entre 2.2 et

2.8, notamment en raison des chargements de flexion qui peuvent parfois réduire la zone de contact.

2.1.2.3 Effets dynamiques induits par les jonctions boulonnées

Nous venons de voir que le principal effet notoire sur la dynamique des structures assemblées est

la dissipation générée dans les jonctions qui peut représenter la majeure partie de l’énergie dissipée

par la structure. Cette effet est difficile à prédire vu la complexité des phénomènes physiques mis en

jeu mais l’ensemble des travaux de recherche déjà effectués ont montré qu’il est cependant possible

d’influencer l’amortissement en agissant sur l’effort normal dans les jonctions. Ce concept a cependant

un impact limité aux premiers modes de la structure pour lesquelles les déplacements au sein des

jonctions restent importants.

En plus de cet effet d’amortissement, le glissement généré à la surface de contact engendre une

diminution de la raideur des jonctions. Cette abaissement peut être significatif ou non, engendrant

par la suite une diminution plus ou moins importante des fréquences propres de la structure [77]. La

raideur des jonctions peut également être non linéaire, en raison de la forme des lois de frottement aux

interfaces mais également en raison de l’application du chargement généralement décalé par rapport

à l’axe du boulon [84]. Enfin, dans le cas de jonctions avec jeu, la dynamique peut être influencée.

Le comportement non linéaire présent aux interfaces par le frottement sec génère également des

réponses dynamiques en régime forcé qui présentent des harmoniques d’ordre supérieurs comme nous

pouvons le voir dans les travaux de Ouyang et al. [116].

2.1.2.4 Modélisations

Malgré les non linéarités de comportement des jonctions boulonnées, une grande partie des struc-

tures assemblées présentent un comportement linéaire, excepté au niveau des jonctions en raison de

l’amortissement dû au microglissement et d’une légère diminution de raideur. Ces structures sont donc

souvent modélisées par des modèles éléments finis linéaires. De plus, le nombre élevé de connections

boulonnées rend leur intégration dans les modèles prohibitive et la détermination des boulons ayant

un impact majeur sur la dynamique de la structure complète reste une tâche très difficile.
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Les premières méthodes permettant de prendre en compte les jonctions dans un calcul dynamique

se sont d’abord réduit à considérer uniquement l’effet d’amortissement et à l’intégrer ensuite dans les

modèles éléments finis par les méthodes classiques bien connues. Cependant, la volonté d’améliorer

la prédiction et de prendre en compte les effets non linéaires a conduit à développer des modèles pa-

ramétriques non linéaires simples basés sur l’utilisation de ressorts et amortisseurs non linéaires. En-

suite, la meilleure connaissance des phénomènes de frottement se déroulant aux interfaces de contact

dans la jonction a permis la construction de modèles paramétriques non linéaires basés sur les ca-

ractéristiques élasto-plastiques observées. Enfin, les moyens de calculs ont également donné naissance

à un certain nombre de modélisations fines par éléments finis où l’ensemble des éléments constituants

les jonctions ainsi que les interfaces de contact se trouvent représentés. Nous détaillons dans ce qui

suit ces quatre grandes familles de modèles.

2.1.2.4.a Amortissement équivalent

La première façon de prendre en compte l’impact des jonctions dans la dynamique d’une structure

est de ne considérer que l’effet d’amortissement des jonctions (et non pas la diminution de raideur) et

de l’intégrer dans l’amortissement global affecté au modèle complet. L’amortissement peut alors être

modélisé de façon classique par un amortissement proportionnel, structural, ou modal, voire une com-

binaison de ces différents types. L’avantage de cette approche est d’être bien mâıtrisée et compatible

avec les méthodes de calculs classiques, même si l’amortissement introduit ne possède pas les pro-

priétés qualitatives réelles. De plus, les paramètres modaux peuvent être déduits de tests dynamiques

réalisés sur structure réelle.

Ce type de modélisation repose sur une hypothèse de linéarité qui peut montrer ses limites pour

plusieurs raisons :

– une modélisation de l’amortissement de type proportionnel ou modal fait apparâıtre une forte

dépendance à la fréquence ce qui n’est généralement pas le cas avec l’amortissement structural

observé pour les jonctions boulonnées ;

– les modèles linéaires font apparâıtre une dépendance quadratique de l’énergie dissipée par cycle en

fonction de l’effort d’excitation, ce qui n’est généralement pas le cas sur les structures boulonnées

(loi puissance avec un exposant entre 2.2 et 2.8) [66,134] ;

– ces approches ne peuvent rendre compte d’une diminution de raideur des jonctions observées

expérimentalement.

Pour tenir compte de ces limitations, deux approches sont possibles. La première est de choisir

des valeurs de paramètres d’amortissement permettant d’encadrer le comportement du système (choix

d’un amortissement minimal permettant de borner le maximum de la réponse par exemple). La seconde

est d’approcher le comportement non linéaire de la structure dans un domaine de fonctionnement res-

treint où l’hypothèse de linéarité peut être respectée.
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Pour la seconde approche, il est alors nécessaire d’identifier les paramètres de la structure pour

différentes amplitudes A d’excitation, de vibrations, pour permettre de déduire un ensemble de valeurs

d’amortissement, généralement des amortissements modaux pour les premiers modes de la structure

ξk(A), en fonction des différentes amplitudes. Il peut alors s’agir d’utiliser ou de recombiner ces va-

leurs d’amortissement pour des sollicitations ayant même gamme d’amplitude [27], ou d’extrapoler

ces valeurs pour des sollicitations d’amplitude plus élevée. Toutefois, l’extension des valeurs d’amor-

tissement à d’autres sollicitations reste une question délicate en raison de la non linéarité des structures.

Les différentes valeurs d’amortissement peuvent être obtenues à partir d’essais sur structure réelle de

type analyse modale ou lâcher [77], ou à partir d’essais virtuels considérant les simulations numériques

comme prédictives pour différents cas de chargement simple [27].

2.1.2.4.b Modèles paramétriques simples

La méthode précédente consiste à ajuster des paramètres d’un modèle linéaire pour approcher

un comportement présentant des non linéarités localisées. Lorsqu’il s’agit d’améliorer la prédiction

des modèles de structures, il peut être intéressant de conserver le caractère non linéaire local de la

jonction afin de l’intégrer dans la simulation complète d’une structure ou d’utiliser ses caractéristiques

élémentaires pour en déduire de nouvelles valeurs d’amortissement à utiliser dans les modèles linéaires.

Dans tous les cas, il est nécessaire de se doter de modèles paramétriques non linéaires permettant de

représenter la dissipation et la raideur des jonctions.

La première possibilité est de considérer un modèle de jonction linéaire, souvent constitué d’assem-

blage de ressorts et d’amortisseurs, et d’identifier ses paramètres autour d’une zone de fonctionnement

restreinte permettant encore une fois de valider l’hypothèse d’approche du comportement non linéaire

par un modèle de structure linéaire. Nous pouvons mentionner les travaux de Ren et al. [126] ou de

Esteban et al. [52]. Enfin, il peut être envisageable de représenter la variation des propriétés de la

jonction en raison des non linéarités en utilisant un modèle de jonction linéaire paramétré par des

nombres flous [75]. Des éléments linéaires volumiques ou surfaciques peuvent également être utilisés

en identifiant les propriétés d’élasticité des éléments [3].

Le seconde possibilité est d’utiliser des raideurs et amortisseurs non linéaires permettant de représenter

les variations de raideur et d’amortissement en fonction de l’amplitude des déplacements des degrés

de liberté de la jonction. Ainsi, Ahmadian et al. [2] utilisent une raideur cubique pour modéliser l’as-

souplissement de la jonction alors que l’amortissement reste représenté par un amortisseur visqueux

linéaire. La même raideur cubique a été utilisé par Esteban et al. [52] mais pour représenter une jonc-

tion présentant un jeu et donc l’augmentation de raideur observée lors des amplitudes extrêmes de

débattement.
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Figure 2.15 – a) Elément bilinéaire b) Caractéristiques associées.

2.1.2.4.c Modèles paramétriques de microglissement

Les modèles non linéaires précédents restent trop simplistes pour pouvoir permettre de représenter

en détail les phénomènes de frottement présents aux interfaces. Avec l’augmentation des connaissances

sur les phénomènes de glissement présents dans les jonctions via les observations expérimentales et les

calculs numériques, une nouvelle famille de modèles a vu le jour en se basant sur l’analogie avec la

réponse élasto-plastique des métaux. En effet, nous avons détaillé précédemment les effets de microglis-

sement observés pour deux surfaces en contact. L’observation des courbes de réponse force-déplacement

montrent que le comportement présente des caractéristiques élasto-plastiques [38].

Ainsi les premiers modèles vont intégrer un élément bilinéaire consistant en l’association en série

d’une raideur et d’un frotteur donné par une loi simple de Coulomb (figure 2.15). Cet élément est

appelé élément de Jenkins [62]. Lors du collement, la force de frottement est générée par le ressort.

Lorsque la force de frottement de Coulomb est atteinte, le frotteur se met à glisser. La réponse est ainsi

élasto-plastique. Contrairement à un modèle de Coulomb classique, ce modèle présente l’avantage de

lever la singularité en zéro. Le modèle peut s’écrire :

F = ku si u < u0

F = ku0 si u ≥ u0 (2.18)

Le modèle bilinéaire précédent ne permet cependant que de représenter un état collé ou glissant,

ce qui est insuffisant si l’on veut décrire en détail le microglissement aux interfaces des jonctions. De

nombreux autres modèles ont donc été développés en multipliant le nombre d’éléments bilinéaires en

série ou en parallèle ou en utilisant une variable interne permettant de représenter l’état interne de la

surface et de prendre en compte sa dynamique propre.

Dans tous les cas, la plupart de ces modèles possèdent les propriétés de symétrie décrites par

Masing [58] facilitant ainsi l’identification des paramètres des modèles. La règle de Masing stipule

que les deux chemins définissant l’hystérésis obtenue durant un chargement cyclique ont la même

forme que la courbe de premier chargement. En effet, chaque chemin est obtenu en effectuant une
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Figure 2.16 – Modèles d’Iwan : a) parallèle b) série.

homothétie de facteur de deux, une translation et une réflexion de la courbe de premier chargement.

Les propriétés de la jonction sont donc connues uniquement par la donnée de la courbe de premier

chargement. L’expression des efforts dans la liaison peut alors s’écrire :

F = R(xinv) + 2sign(x− xinv)R(|x− xinv| /2) (2.19)

où R est la fonction identifiée à partir de la courbe de premier chargement et xinv est une des deux

extrémités de l’hystérésis obtenue pour un chargement cyclique.

Nous présentons dans la suite deux modèles couramment rencontrés dans la littérature : le modèle

d’Iwan et le modèle de LuGre. De nombreux autres modèles existent. Nous pouvons citer le modèle

de Haessig et al. [74] qui considère les points de contact entre les surfaces et sa version adaptée

numériquement nommé “Reset Integrator Model“ [74]. Le modèle de Dahl [42, 43] a été largement

utilisé pour des applications de contrôle par friction [74,114] puis modifié pour ajout d’un effet visqueux

[4]. Nous pouvons enfin mentionner les applications du modèle de Bliman et Sorine [19] qui peut être

vu comme une combinaison de deux modèles de Dahl, le modèle de Valanis [62] et son application à

une structure spatiale [61], le modèle de Menq [106] et de Bouc-Wen [113].

Modèle d’Iwan

Les modèles d’Iwan [85] sont une extension de l’utilisation d’éléments bilinéaires simples et consistent

en l’association, parallèle (on parle alors de modèle de Maxwell de glissement) ou série, de plusieurs

de ces éléments. On représente en figure 2.16 les deux configurations initialement présentées par Iwan.

Les éléments de Jenkins ont tous même raideur mais possèdent des forces de frottement différentes,

permettant le glissement progressif des différents éléments au cours du chargement. Or, le modèle peut

se formuler de façon discrète en considérant un nombre fini d’éléments de Jenkins ou de façon continue

en considérant un nombre infini. La répartition des forces de frottement dans ce dernier se fait alors

par l’introduction d’une distribution. Cette loi peut être choisie de telle sorte que le modèle nécessite

alors que l’identification de quatre paramètres [134].
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De nombreux modèles et applications ont été développés à partir de ce modèle [46, 134]. Nous

pouvons mentionner le développement d’un élément poutre 2D intégrant deux modèles d’Iwan dans les

travaux de Song et al. [137,140] et son extension à un élément 3D [139]. Enfin, il faut noter les travaux

de Quinn et Segalman [120] qui, en utilisant un modèle discret en série, ont permis de déterminer une

expression analytique donnant la dissipation par cycle en fonction de l’amplitude d’excitation pour

différentes répartitions de charge normale aux interfaces. En considérant une distribution de Hertz des

charges normales, la loi de puissance est une puissance de 8/3 en accord avec les relevés expérimentaux.

Miller et al. [107] ont fait la synthèse des deux travaux précédents en proposant un modèle d’Iwan

particulier permettant de représenter le microglissement des deux côtés des interfaces en contact et

l’intégrèrent dans un élément poutre selon le travail de Song et al. [140]. Les résultats numériques

montrent une dépendance de la dissipation qui suit une loi de puissance d’un facteur 2.72 proche des

observations expérimentales.

Modèle de LuGre

Le modèle de Lugre (Lund–Grenoble) a été développé par Canudas de Wit et al. [29] et est inspiré

de l’idée développée par Haessig et al. [74].

Le modèle de Haessig et al. se base sur la considération des points de contact entre les deux

surfaces. Les points de contact sont considérés comme étant répartis de façon aléatoire sur la surface

de contact. Chaque point de contact se comporte comme une lamelle flexible qui, lorsque le mouvement

relatif entre les deux surfaces augmente, génère une force élastique proportionnelle au déplacement

relatif. La somme de ces forces élémentaires donne naissance à la force de frottement obtenue. Lorsque

l’élongation d’un ressort élémentaire dépasse une valeur seuil, le contact est considéré comme rompu

et un autre point de contact est généré aléatoirement entre les deux surfaces. Le modèle intègre un

nombre fini de lamelles, généralement entre 20 et 25, et donc plusieurs variables internes ce qui rend

ce modèle relativement peu efficace numériquement.

Afin d’améliorer l’efficacité numérique du modèle, l’idée du modèle de LuGre est de considérer la

valeur moyenne de l’ensemble des lamelles élastiques et de représenter cette valeur par une variable

interne, dénoté z ici. La déflection moyenne voit son évolution dépendante de la vitesse de glissement

relative entre les deux surfaces. La figure 2.17 illustre le modèle. Le modèle est également capable

de représenter le microglissement, des forces de frottement statique et dynamique différentes, l’effet

Stribeck et des phénomènes associés à des contacts lubrifiés. Toutefois, le modèle de LuGre présente

quelques limitations dans les phases de collement. En effet, dans certains cas d’application de la force

extérieure, un déplacement non nul macroscopique peut s’observer et l’effort de frottement peut être

momentanément dans le même sens que l’effort d’excitation en raison de l’amortissement des lamelles

introduit. Suite à cette étude, un modèle complémentaire élasto-plastique a été développé pour éviter

ses limitations par Dupont et al. [50].
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Figure 2.17 – Modèle de LuGre.

Le modèle s’écrit de façon générale sous la forme :

F = σ0z + σ1(v)ż + f(v)

ż = v − σ0
|v|
g(v)

z (2.20)

où F et v sont respectivement l’effort de frottement généré et la vitesse relative entre les deux surfaces

en contact. Le paramètre σ0 représente la raideur linéaire des lamelles modélisées. σ1(v) permet d’in-

troduire de l’amortissement au niveau des lamelles et ce afin d’éviter l’observation d’oscillations non

amorties dans les périodes de collement. La forme standard du modèle considère un amortissement

constant. En cas de vitesse relative constante v = Cte, le modèle génère une force égale à :

F = g(v)sign(v) + f(v) (2.21)

On voit par cette expression que la fonction f(v) peut permettre de représenter un éventuel amor-

tissement visqueux présent (généralement f(v) = α2v [5]) et que la fonction g(v) rend compte de

la dépendance du coefficient de frottement en fonction de la vitesse. L’effet Stribeck peut ainsi être

modélisé en choisissant une fonction de la forme :

g(v) = α0 + α1e
−(v/v0)2 (2.22)

La somme α0 + α1 permet ainsi de définir l’effort de frottement statique et le terme α0 l’effort dy-

namique de type Coulomb (indépendant de la vitesse). A partir de ces différents choix, une forme

standard du modèle est couramment employée et s’écrit :

F = σ0z + σ1ż + α2v

g(v) = α0 + α1e
−(v/v0)2

ż = v − σ0
|v|
g(v)

z (2.23)

De nombreuses analyses complémentaires peuvent être retrouvées dans les travaux de Olsson et

al. [114]. Il est à noter que le modèle de Dahl [42, 43] peut être vu comme un cas particulier du



40 Chapitre 2. Modélisation des interfaces et Calcul de réponse dynamique

modèle de LuGre correspondant au cas où les paramètres σ1, f(v) sont nuls et où g(v) est constant.

Le modèle de LuGre a été largement utilisé pour des applications de contrôle de vibrations par

frottement, notamment pour le contrôle de vibrations de structures spatiales de type treillis. Une

jonction spécifique intégrant des piézoélectriques permet de contrôler l’effort normal afin d’optimiser

la dissipation en certains points de la structure [59,60].

2.1.2.4.d Modèles locaux

Une dernière approche permettant d’appréhender les phénomènes complexes de frottement présents

dans les jonctions boulonnées consiste en la discrétisation fine des différentes interfaces de contact en

modélisant par éléments finis l’ensemble des éléments réalisant la jonction. Les lois de contact entre les

différents éléments sont alors introduites par des méthodes de pénalisation ou par multiplicateurs de

Lagrange et les lois de frottement sont souvent des lois de type Coulomb. La description du glissement

partiel à l’interface est alors représenté par des noeuds d’interface en glissement et des noeuds en

collement. Pour la résolution, les logiciels commerciaux comme Abaqus, Nastran [41,113] ou Ansys ou

des méthodes plus spécifiques comme la méthode LATIN [27] peuvent être mises en oeuvre. Les calculs

sont généralement effectués en quasi-statique en considérant que les longueurs d’ondes impliquées sont

très grandes devant la dimension des liaisons.

Ce type de modélisation présente l’avantage de représenter les formes complexes et les différents

éléments qui peuvent se trouver dans une jonction boulonnée. De plus, aucun modèle paramétrique

n’est nécessaire même si les coefficients de frottement, les matériaux, les chargements appliqués doivent

être appliqués avec précaution. Cependant, certaines limites peuvent être soulignées. Tout d’abord,

la description du comportement de l’interface par une loi de type Coulomb permet de représenter le

glissement partiel mais pas le microglissement lié à la déformation des aspérités. La modélisation de

la micromécanique du contact supposerait alors des pas de temps (environ 4.10−10s) et des tailles de

maille (environ 10µm) très faibles et souvent prohibitifs pour la réalisation d’un calcul complet [135].

Les hypothèses classiquement utilisées pour ce genre de modélisation sont [62] :

– le contact entre les surfaces est élastique ; aucune déformation plastique n’est représentée,

– les surfaces ont même comportement dans toutes les directions,

– les paramètres des surfaces ne changent pas en fonction du temps,

– le frottement sec est considéré uniquement.

Le microglissement peut cependant être considéré faible devant l’amortissement généré par le glisse-

ment partiel [27]. Enfin, les simulations numériques peuvent être longues et présenter : des difficultés

de convergence en fonction des paramètres choisis. Toutes ces observations permettent de conclure

que l’utilisation de tels modèles pour la réalisation d’un calcul dynamique sur une structure complète

est peu envisageable à l’heure actuelle ; les modèles présents permettent seulement de réaliser des

prédictions d’amortissement et d’étudier le comportement des interfaces pour des structures simples.
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2.1.3 Amortisseurs à frottement

Les amortisseurs à frottement sont généralement bien adaptés à l’amortissement de vibrations en

raison de leur faible sensibilité à la température, de leur possibilité de contrôle semi-actif, et de leur

utilisation pour des gammes de fréquences larges notamment pour les chocs. De plus, les amortisseurs

à frottement peuvent être insérés dans le vide et donc adaptables en environnement spatial. Nous

présentons dans la suite les divers types d’amortisseurs que l’on peut rencontrer et leur régime de

fonctionnement. Les modélisations simples couramment rencontrées sont exposées dans un second

temps.

2.1.3.1 Régimes de fonctionnement

Divers régimes de fonctionnement peuvent être envisagés pour les amortisseurs à frottement sec.

En effet, en fonction de l’amplitude de déplacements à amortir, les phénomènes de frottement seront

différents. Ainsi, lorsqu’il s’agit d’amortir les vibrations de deux structures spatiales, l’introduction

d’un amortisseur à frottement entre deux points de connexion s’effectuera généralement pour atténuer

des vibrations de l’ordre de 0.1mm. Cette atténuation sera réalisée à l’aide d’un élément frottant sur

un cylindre. Les phénomènes observés seront alors du collement et du glissement autorisant la plupart

du temps à modéliser le frottement par une simple loi de Coulomb. Nous pouvons illustrer ce propos

en considérant l’amortissement à frottement inséré sur l’étage cryogénique d’Ariane 5 [81]. D’autres

travaux plus amonts [149] s’intéressent à l’introduction d’éléments piézo-électriques pour réaliser un

contrôle semi-actif de structures. Le schéma de principe de ce type d’amortisseurs est présenté en figure

2.18. Un coussinet vient généralement frotter sur la surface interne du cylindre extérieur. La force de

frottement est proportionnelle à l’effort presseur sur le coussinet. Cet effort presseur peut être généré

par des éléments piézo-électriques ou par des rondelles qui se déforment lors du déplacement axial

de la tige principale. D’autres applications peuvent être rencontrées dans le domaine de l’industrie

automobile [70] ou du génie civil [109].

Les amortisseurs à frottement peuvent être également utilisés en dissipant de l’énergie par micro-

glissement. Cela peut être le cas de jonctions prototypes spécialement développées pour lesquelles un

effort normal est contrôlé par piézo-électriques afin d’amortir les vibrations d’une structure spatiale

en treillis [60]. La figure 2.19 montre une représentation de ce type de jonction. Un autre domaine

d’application des amortisseurs à frottement est le domaine des turbomachines [132]. L’amortissement

généré par de tels dispositifs est induit par le microglissement aux niveau des interfaces.

2.1.3.2 Modélisation

En ce qui concerne la modélisation utilisée pour le comportement frottant de ce type d’amortis-

seurs, les modèles utilisés sont très proches de ceux utilisés pour les jonctions boulonnées.

Lorsque l’amortisseur se présente sous la forme d’une biellette frottante, la modélisation les plus
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Figure 2.18 – Schéma de principe d’un amortisseur à frottement sec.
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Figure 2.19 – Jonction à frottement contrôlé.

rencontrée est évidemment le modèle bilinéaire. La raideur modélise les phases de collement du dissipa-

teur tandis qu’un frottement de Coulomb est souvent utilisé [81]. Cette approche est de plus appréciée

pour sa simplicité de mise en oeuvre dans un contexte industriel. L’approximation de premier har-

monique pour l’effort de frottement est employée pour simplifier les calculs, voire un amortissement

équivalent est calculé. Toutefois, les caractérisations expérimentales du frottement en fonction de la

vitesse de déplacement du frotteur peuvent montrer une dépendance en fonction de la vitesse. La

direction de l’effort résistant s’effectuant dans la direction de l’amortisseur, le choix de modèle de frot-

tement unidirectionnel est possible. L’amortisseur étant souvent relié par des liaisons rotules, l’effort

résistant peut facilement être projeté sur les six degrés de liberté des noeuds d’attache (trois degrés

de liberté par noeud).
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Pour la modélisation des jonctions à frottement contrôlé ou des amortisseurs d’aubes de turbines,

des modèles prenant en compte le microglissement de façon plus raffiné peuvent être utilisés. Ainsi, des

modèles de Lugre [60] et des modèles d’Iwan [132] peuvent être utilisés. Les modèles d’amortisseurs

d’aubes de turbine présentent toutefois une particularité à savoir un déplacement possible dans deux

directions. Afin de prendre en compte cette spécificité, des modèles utilisant des frotteurs glissant dans

un plan ont été proposés par Sanliturk et al. [132]. La rotation de chaque modèle bilinéaire utilisé est

alors paramétrée par un angle évoluant suivant un cycle de vibration.
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2.2 Sous-structuration dynamique aux interfaces

Lorsque l’on cherche à déterminer le comportement vibratoire d’une structure assemblée avec une

grande précision, il est nécessaire de discrétiser finement la structure ce qui amène à des modèles

comportant un grand nombre de degrés de liberté. La résolution numérique du système d’équations

obtenues peut alors conduire à de fortes limitations informatiques, tant au niveau de la mémoire que

du temps calcul. Il est alors impératif de mettre en oeuvre différentes techniques afin de diminuer

la taille du système tout en conservant suffisamment d’informations sur le comportement dynamique

pour garantir une précision satisfaisante.

La première étape consiste à créer une partition de la structure en différents domaines, dénommés

“sous-structures“, qui seront étudiés ou réduits séparément avant d’être assemblés à nouveau en vue de

la résolution globale du système décrivant l’ensemble de la structure. Le système final, après réduction

d’au moins une des sous-structures, est alors de taille réduite par rapport au problème initial. La sous-

structuration présente également d’autres avantages, notamment la division possible d’un projet en

plusieurs sous-projets ou encore la réduction du nombre de sous-structures à étudier en profitant des

symétries de certaines sous-structures ou de la présence de plusieurs sous-structures identiques. Enfin,

lorsque la structure considérée est un assemblage de différents sous-systèmes (tronçons de lanceur,

satellite, et navette spatiale par exemple), il peut être intéressant de travailler avec une subdivision

suivant les interfaces de connexions entre ces différents éléments. Le problème est alors considéré de

façon modulaire et il devient possible de modifier une sous-structure sans remettre en cause l’ensemble

du projet.

La seconde étape qui permet la réduction du système à résoudre est l’étape de condensation qui

permet de diminuer le nombre de degrés de liberté décrivant chaque sous-structure. Lors d’analyses

dynamiques en basses fréquences de structures assemblées, la majeure partie des méthodes de conden-

sation sont basées sur une approximation des déplacements via la méthode de Ritz. Dans cette ap-

proche, les déplacements de chaque sous-structure sont représentés par une somme de fonctions de

base décrivant un champ de déplacement particulier de la sous-structure. Plus précisément, les N

degrés de liberté qN (t) d’une sous-structure sont reliés à NR degrés de liberté qNR(t) (NR < N pour

assurer une réduction de la taille du système) à l’aide d’une base T de NR vecteurs linéairement

indépendants de taille N ×NR et par la relation :

qN (t) = TqNR(t) (2.24)

Or, l’équation de la dynamique à résoudre pour une sous-structure peut s’écrire :

Mq̈ + Dq̇ + Kq = F (q, q̇,Ω, t) (2.25)

où q représente l’ensemble des degrés de libertés de la sous-structure, M, D, K ses matrices de masse,

d’amortissement et de raideur, et F les efforts s’appliquant sur la structure. Il est alors possible de

réduire cette expression à une équation liant uniquement NR inconnues :

TTMTq̈NR + TTDTq̇NR + TTKTqNR = TTF (2.26)
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Figure 2.20 – Division des degrés de liberté.

A partir de la connaissance de NR degrés de liberté qNR(t), il est possible de déduire l’ensemble

des déplacements du système qN (t). Or la qualité de l’approximation des déplacements dépend de la

capacité des vecteurs de base choisis à représenter les déplacements observés sur la structure réelle. Les

méthodes de condensation existantes cherchent donc à construire une base T à partir de la connaissance

a priori de la forme des réponses cherchées. Ces méthodes s’orientent donc vers les modes propres de

vibration ainsi que vers les modes de déformations statique.

2.2.1 Modes des sous-structures

Lorsque l’on s’intéresse à la dynamique des interfaces d’une structure assemblée, il peut être

intéressant de condenser la sous-structure sur ses interfaces avec les autres sous-structures afin de

pouvoir insérer des modèles complexes de jonctions. Les méthodes de condensation conduisent donc

souvent à diviser les N degrés de liberté qN (t) de la sous-structure entre les degrés de liberté de liaison

ql(t) et les degrés de liberté internes qi(t).

De plus, les méthodes de condensation se basent sur une approche qui considère les déplacements

de la structure comme une combinaison linéaire des modes de vibrations et des modes de déformation

statiques. La base modale qui doit nécessairement être tronquée doit alors pouvoir représenter la dy-

namique du système sur une bande fréquence suffisante. En outre, les modes de vibration de chaque

sous-structure peuvent se calculer à partir de différents types de conditions limites appliquées aux

interfaces (libre, fixe, chargée). Les différentes méthodes de réduction se distinguent par ce choix des

conditions limites. On rappelle ici les différents modes qui sont considérés par ces méthodes.

Parmi les modes statiques de déformation, deux types sont distingués :

– modes statiques de liaison : il s’agit des modes d’interface correspondant aux calculs de degrés

de liberté internes lorsqu’un déplacement unitaire est appliqué sur un degré de liberté de liaison,

tous les autres étant nuls. Si la sous-structure est liée de façon isostatique, ces modes dérivent

en modes rigides.

– modes d’attache : ces modes correspondent aux modes de la structure soumise à des efforts uni-

taires sur les interfaces. Cette notion a été utilisée par Bamford [12] pour améliorer les méthodes

à interfaces fixes.
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Figure 2.21 – Modes de sous-structures.

Les modes propres qui peuvent être utilisés dépendent des conditions limites utilisées :

– interface fixe (Craig-Bampton)

– interface libre (Substitution Modale, Mac Neal)

– interface chargée (Hruda-Benfield) : les degrés de liberté d’interface sont affectés de masse ou

d’inertie représentatives des conditions imposées par la présence d’autres sous-structures adja-

centes.

La figure 2.21 récapitule schématiquement les différents modes présentés.

A partir de ces différentes approches modales, deux grands types de méthodes sont utilisées : la

condensation de Guyan [73] et la synthèse modale. Dans la suite de ce paragraphe, ces différentes

méthodes sont détaillées.

2.2.2 Condensation de Guyan

La condensation de Guyan utilise uniquement les modes statiques de liaison comme vecteurs de base

en négligeant les effets d’inertie sur les degrés de liberté internes qui seront choisis pour la réduction.

En effet, on considère l’équation dynamique d’une structure libre à N degrés de liberté qui peut s’écrire

sous la forme :

KqN = F avec F = ω2MqN (2.27)

Les degrés de liberté sont ensuite divisés en deux catégories : les degrés de liberté “mâıtres“ qm et
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les degrés de liberté “esclaves“ qe pour lesquels les efforts d’inertie sont négligés :

[
Kee Kem

Kme Kmm

] [
qe
qm

]

=

[
Fe ≈ 0

Fm

]

(2.28)

Le relation entre les degrés de liberté “mâıtres“ et “esclaves“ peut alors être déduite simplement :

qe = −K−1
ee Kemqm (2.29)

En considérant que les degrés de liberté “mâıtres“ sont assimilés aux degrés de liberté réduits qNR,

la matrice T s’exprime alors :

qN = TqNR
[
qe
qm

]

=

[
−K−1

ee Kem

I

]

qm (2.30)

Lorsque la partition des degrés de liberté “mâıtres-esclaves“ (qe, qm) correspond à la partition entre

degrés de liberté internes et degrés de liberté de liaison (qi, ql), chaque colonne de T correspond à

un mode statique de liaison comme présenté en figure 2.21. Il est cependant possible d’améliorer le

processus en retenant parmi les degrés de liberté “mâıtres“ certains degrés de liberté internes.

L’expression de la matrice de raideur condensée K̄ s’écrit alors :

K̄mm = Kmm −KmeK
−1
ee Kem (2.31)

La qualité de l’approximation réalisée dépend du choix des degrés de liberté “esclaves“ puisque

les forces d’inertie de ces degrés de liberté doivent être négligeables par rapport à celles des degrés

de liberté “mâıtres“. En dessous de la première fréquence propre de la structure, les effets inertiels

peuvent être négligés et la méthode peut s’appliquer. En revanche, au dessus cette fréquence, une

technique d’amélioration consiste à ajouter des modes statiques en augmentant le nombre de degrés

de liberté “mâıtres“. Cependant cette solution est limitée en raison du nombre important de degrés

de liberté supplémentaires vis-à-vis de la faible augmentation de la fréquence de coupure du modèle

créé.

Enfin, la condensation de Guyan peut être enchâınée de façon séquentielle sur chaque sous-structure

puis sur l’assemblage final où des degrés de liberté d’interface (voire internes à chaque sous-structure)

peuvent être éliminés. On parle de condensation de Guyan à plusieurs niveaux. Il reste cependant

toujours difficile d’obtenir une précision satisfaisante avec une efficacité numérique faible. D’autres

méthodes basées sur la synthèse modale se montrent plus performantes dans ce domaine et sont donc

présentées ci-après.

2.2.3 Méthodes de Synthèse Modale

Les trois principales méthodes de synthèse modale sont détaillées ici et utilisent toutes les trois des

conditions aux limites différentes (fixe, libre, mixte) pour le calcul des modes de chaque sous-structure.
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2.2.3.1 Méthodes à interfaces fixes : Craig Bampton

La méthode de Craig et Bampton [39] se base sur l’association de modes propres à interface fixe

et de modes statiques de liaison. Ainsi, les déplacements internes de la sous-structure sont liés de

façon linéaire aux degrés de liberté de liaison et au vecteur des coordonnées modales ηp pour p modes

retenus :

qi = Φilql + Ψipηp (2.32)

où Φil = −K−1
ii Kil est la matrice des déformées statiques de liaison comme vu au paragraphe précédent

2.2.2 et Ψip = [ψi1 · · ·ψip] les vecteurs propres du système avec interface fixe :

Kiiψi = λMiiψi (2.33)

Par conséquent la matrice T peut s’exprimer sous la forme :

qN = TqNR
[
qi
ql

]

=

[
Φil Ψip

I 0

] [
ql
ηp

]

(2.34)

La matrice de raideur condensée peut ensuite être déduite :

K̄ = TTKT =

[
K̄ll 0

0 k̄p

]

(2.35)

La matrice de raideur condensée est donc ici diagonale par blocs et fait intervenir la matrice de

raideur condensée statiquement sur les degrés de liberté d’interface K̄ll = Kll − KliK
−1
ii Kil et la

matrice des raideurs généralisées des modes propres encastrés k̄p = T ΨipKiiΨip = diag(ω) dans le cas

où la matrice de raideur est normalisée en masse.

La matrice de masse condensée fait intervenir un couplage entre les modes statiques de liaison et

les modes d’interface. En effet, son expression est donnée par la relation :

M̄ = TTMT =

[
M̄ll M̄lp

M̄pl m̄p

]

(2.36)

avec M̄ll =
[
T Φil I

]
M T [Φil I] la matrice de masse condensée statiquement à l’interface, m̄p =

T ΨipMiiΨip la matrice des masses généralisées. Cette dernière est égale à l’identité dans le cas où les

modes sont normalisés en masse. Les termes de couplage sont M̄pl = TM̄lp =
[
T Φil I

]
M T [Ψip 0].

En outre, en présence de forces extérieures F = T [Fi Fl] sur la sous-structure, ces efforts se réduisent

de la façon suivante :

F̄ = TTF =

[
T ΦilFi + Fl

T ΨipFi

]

(2.37)
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Dans le cas de l’assemblage de deux sous-structures s1 et s2, la compatibilité des déplacements et

des efforts aux interfaces s’écrit :

qs1
l = qs2

l = qs
l et F s1

l + F s2
l = 0 (2.38)

Par conséquent, les degrés de liberté retenus de la structure assemblée seront ζ = T
[
qs
l η

s1
p ηs2

p

]
.

Par addition des énergies cinétiques et de déformation et du travail des efforts extérieurs, il est

possible de déduire les équations de la structure assemblée :

ω2M̄sζ + K̄sζ = F̄ s

ω2






M̄s
ll M̄s1

lp M̄s2
lp

m̄s1
p 0

Sym. m̄s2
p










qs
l

ηs1
p

ηs2
p



+





K̄s
ll 0 0

k̄s1
p 0

Sym. k̄s2
p









qs
l

ηs1
p

ηs2
p



 =






F̄ s
l

T Ψs1
ipF

s1
i

T Ψs2
ipF

s2
i




 (2.39)

Les matrices de masse et de raideur condensées aux interfaces sont la somme des matrices condensées

aux interfaces de chaque sous-structure :

M̄s
ll = M̄s1

ll + M̄s2
ll

K̄s
ll = K̄s1

ll + K̄s2
ll (2.40)

Les efforts condensés aux interfaces sont quant à eux la somme des efforts internes condensés de

chaque sous-structure :

F̄ s
l = T Φs1

il F
s1
i + T Φs2

il F
s2
i (2.41)

La méthode de Craig et Bampton présente donc l’avantage d’utiliser des modes à interface fixe

qui sont propres à chaque sous-structure et indépendants de la présence d’autres sous-structures as-

semblées. Cela permet d’étudier chaque sous-structure de façon indépendante et de travailler avec des

superéléments. Ces derniers présentent aussi l’avantage de la confidentialité lors de travail partagé en

fournissant le comportement dynamique de la sous-structure sans communiquer aucune information

sur sa géométrie. De plus, cette méthode fournit une bonne précision et une absence de couplage entre

les modes statiques et les modes à interfaces fixes au niveau de la matrice de raideur. Enfin, les degrés

de liberté de liaison restent directement accessibles sans phase de restitution préalable, autorisant à

insérer entre les sous-structures des modèles de comportement d’interface complexes afin de gérer des

phénomènes de contact ou d’isolation par exemple.

Cependant, la démarche se trouve limitée dans les cas où l’interface représente une part importante

des degrés de liberté de la structure (cas des interfaces finement discrétisés afin d’obtenir une bonne

précision). En effet, l’avantage de réduction du nombre de degrés de liberté n’est plus immédiat

étant donné que les matrices condensés statiquement aux interfaces sont “pleines“. Une nouvelle

étape de condensation de Guyan peut néanmoins être opérée sur l’interface. L’utilisation des modes

à interface fixe peut également se montrer peu adaptée à certains types de problèmes car l’utilisation
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d’interfaces fixes représente un cas limite pour le calcul de modes qui n’est pas toujours représentatif

du comportement de l’assemblage final. Bamford [12] a de plus montré que la prise en compte de modes

d’attaches peut permettre d’améliorer significativement la précision des résultats. Enfin, les méthodes

de substitution modale présentées dans le paragraphe suivant considèrent elles des conditions limites

intermédiaires.

2.2.3.2 Substitution modale

Les méthodes de substitution modale telles que la méthode de Hruda et Benfield [15] sont parti-

culièrement bien adaptées à l’analyse d’un composant principal et de constituants secondaires (cas

lanceur-navette spatiale, lanceur-satellite). Il s’agit d’une généralisation de la méthode des “branch

modes“ de Gladwell [65]. L’avantage de cette méthode est de pouvoir considérer plusieurs types de

modes différents pour la structure principale : modes à interface fixe ou modes à interface chargée, ces

derniers améliorant significativement la convergence.

Considérons donc une sous-structure principale s1 assemblée à une sous-structure secondaire s2.

Les modes libres de la sous-structure principale sont retenus et les degrés de liberté de cette structure

peuvent alors s’écrirent à partir des notations introduites dans les paragraphes précédents :
[
qs1
i

qs1
l

]

=

[

Ψs1
ip

Ψs1
lp

]

ηs1
p = Ψs1

p η
s1
p (2.42)

Les vecteurs propres sont évidemment solutions du problème : Ks1ψ = λMs1ψ.

La sous-structure secondaire est quant à elle réduite grâce à une méthode de Craig et Bampton :
[
qs2
i

qs2
l

]

=

[

Φs2
il Ψs2

ip

I 0

] [
qs2
l

ηs2
p

]

=
[
Φs2

l Ψs2
p

]
[
qs2
l

ηs2
p

]

(2.43)

L’originalité de la méthode est l’utilisation de la compatibilité des déplacements aux interfaces pour

permettre de supprimer les degrés de liberté de liaison de la sous-structure secondaire :

qs1
l = Ψs1

lp η
s1
p = qs2

l (2.44)

La matrice des vecteurs de base pour l’ensemble de la structure assemblée T s’exprime donc :







qs1
i

qs1
l

qs2
i

qs2
l








=








Ψs1
ip 0

Ψs1
lp 0

Φs2
il Ψs1

lp Ψs2
ip

Ψs1
lp 0








[
ηs1

p

ηs2
p

]

[
qs1

qs2

]

=

[
Ψs1

p 0

Φs2
l Ψs1

p Ψs2
p

] [
ηs1

p

ηs2
p

]

(2.45)

L’assemblage peut alors être réalisé pour une structure sans amortissement ni force extérieure. On

obtient :

ω2

[
M̄11 M̄12

M̄21 m̄s2
p

] [
ηs1

p

ηs2
p

]

=

[
K̄11 0

0 k̄s2
p

] [
ηs1

p

ηs2
p

]

(2.46)
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avec pour les matrices condensées :

K̄11 = k̄s1
p + Tψs1

lp K̄s2
ll ψ

s1
lp

M̄11 = m̄s1
p + Tψs1

lp M̄s2
ll ψ

s1
lp

M̄12 = TM̄21 = Tψs1
p

Tφs2
l M̄s2

ll ψ
s2
p (2.47)

Il faut noter ici que les matrices condensées de masse et de raideur de la sous-structure principale

font intervenir une participation des matrices condensées statiques de la sous-structure secondaire.

La méthode de Benfield et Hruda présente l’avantage d’avoir d’excellentes propriétés de convergence.

En outre, comme la méthode de Craig et Bampton, elle entrâıne un couplage de masse. Cependant,

l’intérêt est ici de ne plus présenter de degrés de liberté d’interface mais uniquement des participa-

tions modales, ce qui permet de réduire de façon importante la taille des systèmes à résoudre. De

plus, cette procédure est très adaptée à la prise en compte de données expérimentales lors de l’ana-

lyse, notamment pour la prise en compte des amortissements modaux de chaque sous-structure. En

effet, Blelloch et al. [18] appliquèrent la méthode de Hruda-Benfield afin de construire une matrice

d’amortissement d’une structure assemblée permettant de prendre en compte les amortissements mo-

daux connus d’une des sous-structures. Les autres modes de l’assemblage global sont eux affectés d’un

amortissement modal classique. La méthode se base sur le calcul de modes intermédiaires en prenant

en compte l’effet d’interface de la sous-structure pour laquelle on connâıt les amortissements modaux.

On en construit une matrice d’amortissement pour laquelle on affecte des amortissements modaux

sur les modes intermédiaires et les amortissements modaux connus de la sous-structure. La matrice

d’amortissement globale est ensuite calculée en utilisant à nouveau les modes de la structure finale as-

semblée. L’application a été réalisée sur une navette spatiale et ses principaux composants. Toutefois,

une amélioration des méthodes permettant de prendre en compte l’amortissement des sous-structures

a été réalisée récemment par Rittweger et al. [128] qui utilise la notion d’amortissement structural

équivalent pour chaque sous-structure avant de recalculer une matrice d’amortissement dans la base

des modes de l’assemblage.

Enfin, un des autres avantages majeurs de la méthode de Hruda Benfield est la possibilité de

considérer des modes à interface chargée dans la base modale de la sous-structure principale. L’idée est

d’affecter des propriétés de masse et de raideur à l’interface avec la sous-structure secondaire qui soient

représentatives des propriétés de cette dernière. Le calcul des modes de la structure principale sont

alors calculés avec ces propriétés. La stratégie employée est la condensation aux interfaces des matrices

de masse et de raideur de la sous-structure s2 pour affecter ensuite ces matrices condensées M̄s2
ll et K̄s2

ll

à l’interface. Dans le cas d’une structure modulaire où la sous-structure secondaire peut être amenée à

varier, le calcul des modes de la structure principale est réalisé à partir d’une structure secondaire de

référence de comportement proche des différentes structures secondaires que l’on peut être amenées

à connecter. Lors du calcul sur un assemblage particulier, les différences de caractéristiques peuvent

être prises en compte via des techniques de perturbation. L’utilisation des modes d’interface chargée

a montré une augmentation significative de la précision des résultats obtenus.
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2.2.3.3 Interfaces libres : Mac Neal

La méthode de Mac Neal fait partie avec la méthode de Craig et Bampton des deux méthodes

les plus utilisées et les plus couramment rencontrées dans les codes de calculs commerciaux. En effet,

elle présente la particularité d’utiliser les modes libres de chaque sous-structure ce qui permet une

interaction avec les résultats expérimentaux facilitée. La procédure aboutit également à un système

d’équations liant uniquement les participations modales de chaque sous-structure, s’affranchissant ainsi

de la présence des degrés de liberté d’interface. De plus, la formulation introduit un couplage de raideur

et non plus un couplage de masse comme les méthodes précédentes, ce qui présente numériquement

un avantage significatif. Enfin les propriétés de convergence de la méthode, lorsqu’une correction de

flexibilité résiduelle est toutefois utilisée, sont relativement satisfaisantes.

Un assemblage de deux sous-structures est donc considéré. Les relations entre les degrés de liberté

de chaque sous-structure s’écrivent comme vu précédemment 2.42. Cependant, l’utilisation d’une base

modale tronquée peut entrâıner des erreurs importantes sur le comportement. Afin d’améliorer signi-

ficativement la méthode, la contribution statique des modes supérieurs est ajoutée dans l’approche

des déplacements via l’ajout d’une matrice de flexibilité résiduelle. En effet, l’équation du mouvement

d’une sous-structure non amortie peut s’écrire :

Mq̈ + Kq = F (2.48)

La solution exacte de l’équation peut être obtenue en calculant une solution de l’équation homogène

et une solution de l’équation particulière. Pour un système à N degrés de liberté, la solution peut

s’écrire :

qsol = Ψη + GF (2.49)

où Ψ est la base modale complète des N modes à interface libre, Ψη la solution de l’équation homogène

et GF la solution particulière. G est la matrice de flexibilité dynamique qui peut s’exprimer en fonction

des modes propres et des paramètres modaux :

G =
N∑

k=1

ψk
Tψk

ωk − ω2
(2.50)

Cette solution peut être décomposée en deux parties correspondant aux p premiers modes retenus

dans la troncature d’une part q, et aux modes d’ordre supérieur pour l’autre qp+1 :

qsol = q + qp+1

q = Ψpηp + GpF

qp+1 = Ψp+1ηp+1 + Gp+1F (2.51)

avec Ψ = [Ψp Ψp+1] et Gp et Gp+1 s’obtient en coupant la somme introduite dans l’expression de G

en deux parties.

L’idée est de considérer la contribution statique des modes supérieurs à savoir un terme égal à :

qstat
p+1 = GresF (2.52)
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Or le terme Gres correspond à la flexiblité résiduelle :

Gres =
N∑

k=p+1

ψk
Tψk

ωk − ω2
= G0 −

p
∑

k=1

ψk
Tψk

ωk − ω2
(2.53)

où G0 est la matrice de flexibilité statique obtenue en calculant G(ω = 0).

Les degrés de liberté d’interface ql peuvent alors s’exprimer de la façon suivante :

ql = ψlpηp + GllFl (2.54)

De plus l’équation du mouvement dans la base modale de la structure sans force extérieure s’écrit :

ω2m̄pηp + k̄pηp = TψlpFl (2.55)

L’assemblage de deux sous-structures s’écrit via la compatibilité des déplacements et des efforts

d’interfaces 2.38. Ainsi les efforts d’interface de chaque sous-structure s’écrivent :

F s1
l =

[
Gs1

ll + Gs2
ll

]−1
[

ψs2
lp η

s2
p − ψs1

lp η
s1
p

]

= K̄s
ll

[

ψs2
lp η

s2
p − ψs1

lp η
s1
p

]

(2.56)

L’assemblage final peut donc s’exprimer uniquement en fonction des participations modales de

chaque sous-structure :

[
K̄11 K̄12

K̄21 K̄22

] [
ηs1

p

ηs2
p

]

= ω2

[
m̄s1

p 0

0 m̄s2
p

] [
ηs1

p

ηs2
p

]

(2.57)

avec pour les matrices condensées :

K̄11 = k̄s1
p + Tψs1

lp K̄s
llψ

s1
lp

K̄22 = k̄s2
p + Tψs2

lp K̄s
llψ

s2
lp

K̄12 = T K̄21 = −Tψs1
lp K̄s

llψ
s2
lp (2.58)

L’approximation de la participation des modes supérieurs en terme de contribution statique uni-

quement consiste en une approximation du premier ordre. Rubin [130] a développé une méthode du

second ordre qui considère des modes d’attache et des modes à interface libre qui permet d’améliorer

la précision du calcul mais qui aboutit cependant à une matrice de masse couplée. Craig et Chang [40]

ont proposé une approche générale de couplage basée également sur la prise en compte des modes

libres et des modes d’attache.
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2.3 Méthodes Non Linéaires de Calcul de Solutions Périodiques

Nous présentons dans ce paragraphe les principales méthodes de calcul classiquement utilisées pour

le calcul de solutions périodiques de systèmes non linéaires. Le cadre de cette étude s’intéresse au

calcul de réponses de structures soumises à une excitation périodique. L’équation de la dynamique

décrivant de tels systèmes non autonomes peut être représentée, après discrétisation, de la façon

générale suivante :

MẌ + DẊ + KX = F (X, Ẋ,Ω, t) = FL(Ω, t) + FNL(X, Ẋ,Ω, t) (2.59)

Le vecteur X représente les n degrés de liberté du système, M, D, K représentent respectivement les

matrices de masse, d’amortissement, et de raideur du système. Le système considéré est soumis à une

excitation périodique FL dépendante du temps et à la fréquence Ω. Les non linéarités du système sont

représentées sous la forme d’effort extérieurs FNL et dépendent a priori des déplacements X et des

vitesses Ẋ, de la fréquence de l’excitation Ω et du temps t.

Parmi les différentes méthodes présentées dans cette section, certaines se basent classiquement sur

une formulation des problèmes non linéaires sous la forme d’équation d’état du premier ordre. La

formulation équivalente de l’équation précédente 2.59 peut être obtenue en considérant un vecteur

d’état du type x = [X, Ẋ] ∈ IR2n :

ẋ = G(x, t) (2.60)

avec

G(x, t) =

[
M−1F (X, Ẋ,Ω, t)

0

]

−
[

M−1K M−1D

0 I

]

x (2.61)

On suppose ici que M est inversible. Dans la suite de cette section, la formulation au premier ou au

deuxième ordre sera employée en fonction de la simplicité d’écriture de la méthode qui en découle.

La réponse de systèmes dynamiques non linéaires à une sollicitation périodique est très souvent

périodique mais peut également dans certains cas présenter un caractère quasi-périodique voire chao-

tique. Les méthodes à mettre en oeuvre afin de calculer ces solutions sont alors de nature très différente.

Dans le cadre de notre étude, nous nous restreindrons aux cas des solutions périodiques et nous

présenterons les méthodes spécifiques associées à ce type de calcul.

A partir de la formulation du problème précédemment introduite, de nombreuses approches différentes

existent et sont plus ou moins adaptées selon le type de problème traité. Elles peuvent toutefois se

distinguer en deux catégories principales. La première rassemble les méthodes dites “temporelles“ uti-

lisant un schéma d’intégration temporelle et ne prédéterminant pas la forme de la solution. La seconde

regroupe les méthodes “d’approximation“ de la solution sous une forme prédéterminée. Il peut s’agir

de rechercher la solution comme une perturbation de la solution linéaire, de la considérer décrite dans

un espace restreint, ou de la décrire par une somme de fonctions de forme. Dans ce dernier cas des

projections sur des fonctions de pondération sont nécessaires.



2.3. Méthodes Non Linéaires de Calcul de Solutions Périodiques 55

2.3.1 Méthodes temporelles

Les méthodes temporelles se basent sur la reconstitution dans le temps pas à pas de la solution via

l’utilisation d’un schéma d’intégration. L’avantage de ces méthodes est l’absence d’hypothèse forte sur

la forme de la réponse et la possibilité de pouvoir traiter tout type de problème. La description de

réponses complexes est donc favorisée.

La première méthode présentée dans cette section est la méthode d’intégration temporelle qui,

à partir de conditions initiales, simule le régime transitoire jusqu’à obtention du régime permanent

décrivant la solution périodique recherchée. Il faut de plus noter que le calcul de solutions transitoires,

de réponses quasi-périodiques ou chaotiques, est possible.

Les deux autres méthodes que sont la méthode des différences finies et la méthode de tir se proposent

de réaliser une intégration temporelle uniquement sur la période du régime permanent et de résoudre

ensuite un problème aux limites vérifiant la condition de périodicité. Celle-ci peut s’exprimer pour une

solution X(t) de période T sous la forme X(t) = X(t+ T ).

2.3.1.1 Méthodes d’intégration temporelle

Les méthodes d’intégration temporelle représentent une approche intuitive de résolution d’un

système d’équations différentielles en temps. En effet, ces méthodes consistent à construire à partir

d’un jeu de conditions initiales la réponse pas à pas du système. Les avantages de ces algorithmes sont

l’adaptabilité à tout type de non linéarité ainsi que leur simplicité d’utilisation. De plus, l’intégration

temporelle permet le calcul de tout type de réponse vibratoire, aussi bien transitoire que périodique.

Toutefois, lors du calcul de solutions périodiques, le régime permanent décrivant la solution peut être

observé après un régime transitoire très long, ce qui peut devenir problématique notamment pour

les structures faiblement amorties. Il devient alors pertinent d’utiliser des méthodes spécifiques tels

que présentées dans cette section. Nous présenterons dans les paragraphes suivants les notions prin-

cipales pour qualifier un schéma d’intégration ainsi que les principaux algorithmes rencontrés dans la

littérature.

2.3.1.1.a Notion de qualification d’un schéma d’intégration

Schéma d’intégration implicite ou explicite

Le principe d’un intégrateur temporel est de vérifier l’équation différentielle du mouvement à

résoudre (considérée sous la forme d’une équation du second ordre 2.59 ou du premier ordre 2.60)

en plusieurs instants consécutifs tn. Pour cela il est nécessaire de discrétiser dans le temps l’équation

du mouvement et de formuler des hypothèses sur la variation des déplacements, des vitesses et des

accélérations sur chaque intervalle de temps [tn ; tn+1]. L’intervalle de temps h entre ces deux instants

peut, selon le schéma utilisé, être constant ou variable. A partir de cette discrétisation, tout schéma
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d’intégration peut s’écrire, en considérant une équation de la forme 2.60 et en notant xn = x(tn),

comme une combinaison linéaire des valeurs du vecteur d’état aux instants précédents et des dérivées

du vecteur d’état aux instants précédents et à l’instant actuel :

xn+1 =
m∑

j=1

αjxn+1−j − h
m∑

j=0

βj ẋn+1−j avec h = tn+1 − tn (2.62)

Lorsque β0 = 0, le vecteur xn+1 est alors calculé uniquement en fonction des valeurs aux instants

précédents. Le schéma est dit explicite. Lorsque β0 6= 0, le vecteur xn+1 dépend de sa propre dérivée.

Le schéma est dit implicite. Ces schémas nécessitent des inversions matricielles à chaque pas de temps

et donc une allocation mémoire supérieure à un schéma explicite. Ils sont surtout utilisés pour des

problèmes pour lesquels la réponse est dominée par un faible nombre de modes à basses fréquences.

Les schémas explicites sont quant à eux principalement utilisés pour des problèmes de dynamique

rapide où interviennent hautes et moyennes fréquences.

Enfin, si βj et αj sont nuls pour j > 1, on parle de schéma à un pas. Sinon on parle de schéma à

pas multiples.

Consistance d’un schéma d’intégration

La consistance d’un schéma d’intégration est une propriété qui assure que la solution calculée par

le schéma proposé converge vers la solution exacte du problème lorsque le pas de discrétisation h tend

vers 0. Cette condition peut être formulée de façon simple par la propriété suivante :

lim
h→0

xn+1 − xn

h
= ẋ(tn) (2.63)

Stabilité

La stabilité est une notion qui va permettre de rendre compte de l’évolution de perturbations au-

tour de la solution pour les instants ultérieurs. La propriété de stabilité peut s’énoncer comme suit :

Un schéma d’intégration directe est dit stable s’il existe un pas d’intégration h0 > 0 tel que, pour

tout h ∈ [0 ; h0], une perturbation finie du vecteur d’état à l’instant tn n’entrâıne qu’une modification

non croissante du vecteur d’état xn+j calculé à un instant ultérieur tn+j.

Un schéma d’intégration stable n’entrâıne donc pas systématiquement une convergence vers la

solution exacte mais signifie seulement que la différence entre solution numérique et solution exacte

reste bornée. Plus cette différence sera faible, plus le schéma sera qualifié de précis. Afin d’obtenir

un schéma précis, il sera nécessaire de se placer à la frontière de stabilité, étant donné qu’un schéma

instable a tendance à faire crôıtre les amplitudes et qu’un schéma stable entrâıne a contrario une

décroissance de celles-ci.
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De plus, la stabilité du schéma d’intégration choisi peut dépendre ou non des paramètres αj , βj ,

et du pas de temps h. Certains schémas présentent l’avantage d’être stables indépendamment de ces

paramètres et du pas de temps ; on parle de stabilité inconditionnelle.

Enfin, la stabilité du schéma peut être reliée à la conservation d’énergie du système entre deux ins-

tants consécutifs. Ainsi, on peut montrer qu’un bilan d’énergie positif entre deux instants consécutifs

entrâıne une augmentation des amplitudes et donc une instabilité du schéma. En revanche un bilan

négatif manifeste la présence d’amortissement numérique. Cette notion est particulièrement utile dans

l’étude de la stabilité des schémas non linéaires, l’expression analytique des domaines de stabilité

n’étant plus toujours possible.

2.3.1.1.b Cas des systèmes linéaires

Nous présentons dans cette section l’application des différents schémas rencontrés aux systèmes

linéaires. En effet, ceux-ci présentent l’avantage de permettre une quantification analytique des notions

précédentes. L’extension aux systèmes non linéaires sera effectuée dans une seconde partie.

Limites de stabilité

Afin d’obtenir un schéma d’intégration précis, il est nécessaire de considérer un pas de temps

adapté pour se situer à la frontière de stabilité de l’algorithme. Pour réaliser ce choix, une analyse de

stabilité à partir de l’équation homogène est classiquement menée. L’analyse est menée en considérant

la formulation du système sous la forme équivalente à la formulation introduite en 2.60. Le système

est non amorti et soumis à des efforts d’excitation linéaires uniquement :

ẋ = Ax+ F̄L(t) (2.64)

avec

A = −
[

M−1K 0

0 I

]

et F̄L(t) =

[
M−1FL(X, Ẋ,Ω, t)

0

]

(2.65)

Considérons désormais une petite perturbation zn de xn à l’instant tn. Ainsi żn+1 = Azn+1. En

insérant cette relation dans l’équation décrivant le schéma 2.62 :

m∑

j=0

(αjI− hβjA) zn+1−j = 0 avec α0 = −1 (2.66)

On note alors µ la matrice diagonale des 2n valeurs propres µi de A et X la matrice des vecteurs

propres normés associés. En écrivant la perturbation sous la forme :






zn+1−m = Xz̃

zn+1−m+1 = λXz̃
...

zn+1 = λzn = · · · = λmXz̃
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Ainsi l’équation caractéristique 2.66 peut s’écrire :

m∑

j=0

(αjI− hβjA)λmjXz̃ = 0 (2.67)

En multipliant à droite par la matrice des vecteurs propres et d’après l’orthogonalité des vecteurs

propres : 



m∑

j=0

(
αjI− hβjµ

)
λmj



 z̃ = 0 ⇔ ∀k ∈ [1 ; 2n]
m∑

j=0

(αj − hβjµk)λ
mj = 0 (2.68)

Le schéma est alors stable si et seulement si |λ| ≤ 1. A la frontière de stabilité, nous pouvons écrire

que λ = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π. La limite de stabilité peut alors s’exprimer de façon générale par la relation :

µh =

∑m
j=0 αje

iθ(m−j)

∑m
j=0 βjeiθ(m−j)

(2.69)

En ce qui concerne la prise en compte de l’amortissement structural du système étudié, celui-ci a

généralement un effet stabilisant pour les systèmes linéaires (notamment pour les schémas de New-

mark).

Méthode de Newmark

Considérons tout d’abord l’équation de la dynamique pour un système linéaire écrite de façon

équivalente à l’équation 2.59. Le vecteur X est ici remplacé par le terme q(t) afin de s’accorder avec

la plupart des notations traditionnelles :

Mq̈(t) + Dq̇(t) + Kq(t) = FL(t) (2.70)

Afin d’obtenir un schéma d’intégration, il est nécessaire de discrétiser l’équation ci-dessus en divers

instants tn. La plupart des schémas d’intégration sont basés sur l’utilisation d’un développement de

Taylor au premier ordre avec une approximation des restes intégraux par quadrature numérique.

Développons les quantités q(tn + h) et q̇(tn + h) :
{

q̇n+1 = q̇n +
∫ tn+1

tn
q̈(τ)dτ

qn+1 = qn + hq̇n +
∫ tn+1

tn
q̈(τ)(tn + hτ )dτ

(2.71)

Exprimons ensuite q̈(τ) sur l’intervalle [tn ; tn+1] en fonction des accélérations q̈n et q̈n+1 aux bornes

de l’intervalle :
{

q̈n = q̈(τ) + q(3)(τ)(tn − τ) + q(4)(τ)
2 (tn − τ)2 + · · ·

q̈n+1 = q̈(τ) + q(3)(τ)(tn+1 − τ) + q(4)(τ)
2 (tn+1 − τ)2 + · · ·

(2.72)

En multipliant ces équations par respectivement (1− γ) et γ, nous obtenons :

q̈(τ) = (1− γ)q̈n + γq̈n+1 + q(3)(τ) [τ − hγ − tn] +O(h2q(4)) (2.73)
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De même, en multipliant les mêmes équations par respectivement (1− 2β) et β :

q̈(τ) = (1− 2β)q̈n + 2βq̈n+1 + q(3)(τ) [τ − 2hβ − tn] +O(h2q(4)) (2.74)

En utilisant les équations 2.73 et 2.74, les expressions des intégrales des équations 2.71 peuvent être

obtenues :
{ ∫ tn+1

tn
q̈(τ)dτ = (1− γ)hq̈n + γhq̈n+1 + rn

∫ tn+1

tn
q̈(τ)(tn + hτ )dτ = (1

2 − β)h2q̈n + βh2q̈n+1 + r′n
(2.75)

Avec l’expression des erreurs de troncature égales à :
{
rn =

(
γ − 1

2

)
h2q(3)(τ̃) +O(h3q(4)) , tn < τ̃ < tn+1

r′n =
(
β − 1

6

)
h3q(3)(τ̃) +O(h4q(4))

(2.76)

L’introduction des équations 2.75 dans les équations 2.71 donnent ainsi l’expression générale du schéma

implicite de Newmark :
{
q̇n+1 = q̇n + (1− γ)hq̈n + γhq̈n+1

qn+1 = qn + hq̇n + (1
2 − β)h2q̈n + βh2q̈n+1

(2.77)

Il est alors possible de déduire l’accélération q̈n+1 uniquement en fonction des grandeurs à l’instant

précédent en utilisant l’équation de la dynamique. En injectant les équations 2.77 dans l’équation

dynamique 2.70 :

[
M + γhD + βh2K

]
q̈n+1 = FL(t)−D (q̇n + (1− γ)hq̈n)−K

(

qn + hq̇n + (
1

2
− β)h2q̈n

)

Sq̈n+1 = FL(t)−D˜̇qn+1 −Kq̃n+1 (2.78)

Après évaluation des accélérations il est alors nécessaire de réaliser les corrections sur q̇n+1 et qn+1.

L’algorithme complet mis en oeuvre est détaillé en figure 2.3.1.1.b.

Cas particuliers de la méthode de Newmark

En fonction des valeurs des deux paramètres γ et β, l’interpolation des accélérations sur l’intervalle

[tn ; tn+1] est modifiée ce qui influence fortement les propriétés de l’algorithme. Nous citons ici les

valeurs remarquables :

– (γ = 1/2, β = 1/6) : Interpolation linéaire de l’accélération, q̈(τ) = q̈n + (τ − tn)(q̈n+1− q̈n)/h Le

schéma est alors conditionnellement stable.

– (γ = 1/2, β = 1/4) : Accélération moyenne, q̈(τ) = (q̈n+1 + q̈n)/2. Ce schéma implicite est le plus

fréquent en dynamique car il est inconditionnellement stable et précis au second ordre. Un des

avantage est l’absence de dissipation numérique.

– (γ = 1/2, β = 1/12) : Fox et Goodwin. Ce schéma est conditionnellement stable.

– (γ = 1/2, β = 0) : Différences Finies Centrées. Ce schéma est explicite et conditionnellement

stable. Il est possible de montrer que l’approximation de l’accélération correspond alors à :

q̈n =
qn+1 − 2qn + qn−1

h2
(2.79)
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Conditions Initiales
M,D,K,FL(t),q0,q̇0

Calcul de q̈0, n← 0

Incrément temporel :
tn+1 = tn + h

Prédiction :
˜̈qn+1 = 0
˜̇qn+1 = q̇n + (1 − γ)hq̈n
q̃n+1 = qn + hq̇n + h2(1/2− β)q̈n

n← n+ 1

Calcul de l’accélération :
S = M + γhD + βh2

K

Sq̈n+1 = FL(tn+1)−D˜̇qn+1 −Kq̃n+1

Correction :

q̇n+1 = ˜̇qn+1 + hγq̈n+1

qn+1 = q̃n+1 + h2βq̈n+1

Optionnel
Evaluation de la stabilité de
l’algorithme par bilan énergétique

Figure 2.22 – Algorithme d’intégration par schéma de Newmark - Systèmes linéaires.

2.3.1.1.c Cas des systèmes non linéaires

Dans le cas de systèmes non linéaires, l’utilisation d’un schéma implicite de Newmark nécessite

une boucle supplémentaire de convergence sur les déplacements et vitesses à chaque pas de temps.

Une prédiction des déplacements et vitesses q̃n+1 et ˜̇qn+1 est effectuée à partir des données à l’instant

précédent qn, q̇n, q̈n. Ensuite, l’équation du mouvement permet de déduire q̈n+1 que l’on réutilise

pour en déduire le nouveau champ de déplacements et vitesses qn+1 et q̇n+1 à l’instant suivant. Pour

l’évaluation des accélérations, l’application d’une procédure de Newton-Raphson permet le calcul d’une
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correction à chaque pas. Considérons donc l’équivalent de l’équation 2.78 en non linéaire :

[
M + γhD + βh2K

]
q̈n+1 = FL(t)−D˜̇qn+1 −Kq̃n+1

+FNL(q̃n+1 + βh2q̈n+1, ˜̇qn+1 + γhq̈n+1) (2.80)

On pose ensuite :

q̈
(0)
n+1 = ˜̈qn+1, q̇

(0)
n+1 = ˜̇qn+1, q

(0)
n+1 = q̃n+1 (2.81)

La correction sur l’accélération ∆q̈(i) est ensuite obtenue via la relation :

S
(i)
n+1∆q̈

(i) = −r(i)n+1 (2.82)

Avec

r
(i)
n+1 = Mq̈

(i)
n+1 + Dq̇

(i)
n+1 + Kq

(i)
n+1 + FNL(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1) + FL(tn+1)

S
(i)
n+1 = M + γh(D +Dq̇FNL(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1)) + βh2(K +DqFNL(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1) (2.83)

Les corrections sont ensuite appliquées comme suit :

q̈
(i+1)
n+1 = q̈

(i)
n+1 + ∆q̈(i), q̇

(i+1)
n+1 = q̇

(i)
n+1 + γh∆q̈(i), q

(i+1)
n+1 = q

(i)
n+1 + βh2∆q̈(i) (2.84)

L’opération est effectuée jusqu’à convergence, c’est-à-dire tant que :
∥
∥
∥r

(i+1)
n+1

∥
∥
∥ > ǫ (2.85)

L’algorithme mis en oeuvre est détaillé en figure 2.3.1.1.c.

2.3.1.1.d Autres méthodes

La méthode de Hilbert-Hughes-Taylor (HHT) est couramment rencontrée lorsqu’il s’agit d’intro-

duire de l’amortissement numérique sans dégrader la précision. La formulation se base sur les formules

de Newmark mais en ajoutant une pondération sur les forces élastiques et les forces externes sur l’in-

tervalle de temps. L’algorithme s’applique en non linéaire. En notant f(q, q̇) = Dq̇ + Kq, l’équation

du mouvement prend la forme :

Mq̈n+1 + (1− α)f(qn+1, q̇n+1) + αf(qn, q̇n) = (1− α)F (qn+1, q̇n+1, t) + αF (qn, q̇n, t) (2.86)

En choissant les paramètres tels que α ∈ [0, 1/3], γ = 1/2 + α, β = 1/4(1 + α)2, un schéma in-

conditionnellement stable du second ordre est obtenu. L’avantage de cet algorithme est d’introduire

une dissipation dans les hautes fréquences tout en conservant une précision proche de la méthode

de l’accélération moyenne en basses fréquences. Ce schéma est recommandé en non linéaire et est

d’ailleurs intégré dans le code de calcul Abaqus.

Une extension de ce type d’algorithme a donné naissance à la méthode α introduite par Cung

et al. [11, 35]. Cette méthode implicite à un pas permet d’optimiser la répartition fréquentielle de
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Conditions Initiales
M,D,K,FL(t),q0,q̇0

Calcul de q̈0, n← 0

Incrément temporel :
tn+1 = tn + h

n ← n+ 1
i ← 0

Prédiction :
˜̈q
(0)
n+1 = ˜̈qn+1 = 0

˜̇q
(0)
n+1 = ˜̇qn+1 = q̇n + (1− γ)hq̈n

˜̇q
(0)
n+1 = q̃n+1 = qn + hq̇n + h2(1/2− β)q̈n

Test du résidu

||r(i)n+1|| < ǫ

Correction :

S
(i)
n+1∆q̈

(i) = −r(i)n+1

q̈
(i+1)
n+1 = q̈

(i)
n+1 + βh2∆q̈(i)

q̇
(i+1)
n+1 = q̇

(i)
n+1 + γh∆q̈(i)

q̇
(i+1)
n+1 = q̇

(i)
n+1 + ∆q̈(i)

i← i+ 1

Avec :

r
(i)
n+1 = Mq̈

(i)
n+1 + Dq̇

(i)
n+1 + Kq

(i)
n+1 − FL(tn+1)− FNL(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1)

S
(i)
n+1 = M + γh(D +Dq̇FNL(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1) + βh2(K +DqFNL(q

(i)
n+1, q̇

(i)
n+1))

Figure 2.23 – Algorithme d’intégration par schéma de Newmark - Systèmes non linéaires.

l’amortissement introduit par l’intermédiaire de deux coefficients αm et αf . Les schémas de la méthode

HHT peuvent être retrouvés pour αm = 0 et ceux de Newmark pour αm = 0 et αf = 0. De façon

générale, l’équation du mouvement s’écrit :

M((1−αm)q̈n+1+αmq̈n)+(1−αf )f(qn+1, q̇n+1)+αff(qn, q̇n) = (1−αf )F (qn+1, q̇n+1, t)+αfF (qn, q̇n, t)

(2.87)

Le schéma est inconditionnellement stable pour αm ≤ αf ≤ 1/2 et β ≥ 1/4 + 1/2(αmαf ). L’erreur

d’amplification peut être du second ordre pour γ = 1/2 − αm + αf . Enfin, l’amortissement à hautes

fréquences peut être maximisé pour un choix judicieux du paramètre β = 1/4(1−αm+αf )2. Toutefois,

pour les problèmes non linéaires, ces analyses ne sont plus valides et la stabilité devient incertaine [51].
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Une dernière application de la méthode-α pour le couplage de plusieurs sous-domaines avec des pas

de temps différents a été réalisée par Bursi et al. [25].

Afin d’améliorer la stabilité des schémas d’intégration pour les systèmes non linéaires, des schémas

forçant la conservation de l’énergie voire la conservation des moments énergétiques ont été développées.

Une présentation générale de ces méthodes peut être trouvée dans le travail de Kuhl et al. [92, 93].

2.3.1.2 Méthodes des différences finies

Les schémas d’intégration temporelle présentés précédemment permettent de calculer le régime

transitoire du système à résoudre jusqu’à stabilisation de la réponse en régime permanent. Toutefois il

est possible d’utiliser le schéma d’intégration pour calculer directement le régime permanent du système

en exprimant le système en chaque instant de la période de vibration et en reliant ces divers instants

par le schéma d’intégration. Considérons tout d’abord l’équation du système sous la forme 2.60. La

période est ensuite divisée en m points avec un pas de temps h. Les divers instants correspondants

sont notés ti = ih. En notant xi = x(ti), le système suivant peut être obtenu :







ẋ0 = G(x0, t0)

ẋ1 = G(x1, t1)
...

ẋm−1 = G(xm−1, tm−1)

(2.88)

L’expression des dérivées est ensuite obtenue via le schéma d’intégration choisi, en l’occurrence de

façon courante le schéma des différences finies d’où le nom de la méthode. Le schéma peut être centré,

avant ou arrière selon les problèmes numériques (stabilité, précision) rencontrés. En utilisant le schéma

de Crank-Nicholson, à savoir xi+1 − xi = h/2(G(xi+1, ti+1) + G(xi, ti)), le système devient :







x1 − x0 = h/2(G(x1, t1) + G(x0, t0))

x2 − x1 = h/2(G(x2, t2) + G(x1, t1))
...

xm−1 − x0 = h/2(G(xm−1, tm−1) + G(x0, t0))

(2.89)

Le système obtenu contient alors 2nm équations et 2nm + 1 inconnues (2nm inconnues des xi et la

période T implicitement écrite ici avec h = T/m). La condition de périodicité est directement écrite

dans le système ci-dessus. Il ne reste qu’à régler le problème de phase qui peut se régler en fixant une

des coordonnées x0,j à l’instant initial.

La résolution du système peut ensuite être obtenue par utilisation d’un solveur non linéaire de type

Newton-Raphson. Une des limites de la méthode est la taille du système obtenu qui peut s’avérer

importante afin d’obtenir une précision acceptable. Ainsi, cette méthode devient peu adaptée lorsque

la réponse présente des gradients importants ou des composantes moyennes ou hautes fréquences

prononcées.
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2.3.1.3 Méthode de tir

La méthode de tir est une méthode numérique pour la résolution de problèmes aux limites et peut

donc s’appliquer au calcul de solutions périodiques qui constituent des problèmes aux limites particu-

liers (conditions identiques aux deux extrémités de la période de la solution). Nous présenterons dans

ce paragraphe le cas de la recherche de solution périodique.

L’idée de base est de calculer les conditions finales de la solution par intégration temporelle à partir

des conditions initiales et d’appliquer ensuite des corrections sur les conditions initiales afin d’obtenir

des conditions finales identiques (déterminant ainsi la solution périodique recherchée).

Considérons tout d’abord la formulation du problème sous la forme introduite en équation 2.60. A

partir d’une condition initiale (T0, x0), la condition finale x(T0, x0) est obtenue par intégration et

est fonction des conditions initiales x0 et T0. A chaque itération de l’algorithme de la méthode, une

correction ∆x et ∆T va être calculée de telle sorte que :

x(T0 + ∆T, x0 + ∆x) = x0 (2.90)

Par un développement au premier ordre autour de (T0, x0), nous pouvons écrire :

x(T0, x0) +
∂x

∂t
(T0, x0).∆T +

∂x

∂x0
(T0, x0).∆x0 = x0 (2.91)

Or d’après la définition de l’équation à résoudre 2.60 nous pouvons déduire que :

∂x

∂t
(T0, x0) = G(x(T0, x0), T0) (2.92)

La seconde dérivée partielle peut être calculée en remarquant tout d’abord que :

∂

∂t

∂x

∂x0
(T0, x0) =

∂

∂x0

∂x

∂t
(T0, x0) =

∂G(x(T0, x0), T0)

∂x0
=
∂G

∂x

∂x

∂x0
(T0, x0) (2.93)

En remarquant que ∂x
∂x0

(t = 0, x0) = In (n est le nombre de degrés de liberté du système), ∂x
∂x0

est

alors solution de l’équation différentielle :

Ẏ =
∂G

∂x
(x(t, x0), t)Y , et Y (0) = In (2.94)

Il est donc possible d’obtenir le terme ∂x
∂x0

(T0, x0) en intégrant temporellement l’équation différentielle

précédente (on calcule ainsi la matrice de monodromie).

Il est ensuite possible de déterminer la correction à apporter en résolvant l’équation suivante :

∂x

∂t
(T0, x0).∆T +

∂x

∂x0
(T0, x0).∆x0 = x0 − x(T0, x0) (2.95)

Toutefois le système comporte 2n équations pour 2n+ 1 inconnues (2n inconnues de x0 et la période

T ). L’équation manquante provenant du blocage de la phase peut être obtenue en fixant une des coor-

données de la correction ou en imposant une condition d’orthogonalité entre ∆x0 et G(x(T0, x0), T0)
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[112]. Dans le cas particulier de systèmes non-autonomes, la période est alors connue et le système à

résoudre contient autant d’équations que d’inconnues. La procédure de résolution est classique.

La méthode de tir permet donc dans cette formulation de calculer des solutions périodiques à un

problème non linéaire. Cependant, il est nécessaire de se placer dans un voisinage de la solution. De

plus, les intégrations temporelles nécessaires sur l’équation à résoudre et sur le gradient des efforts

par rapport aux degrés de liberté peuvent s’avérer quelquefois coûteux en temps de calcul voire en

mémoire. Enfin, l’avantage de cette méthode est de ne pas prédéterminer la forme de la solution et

de s’affranchir du problème de la troncature comme ce peut être le cas pour les méthodes de balance

harmonique ou de collocation.

2.3.2 Méthodes d’approximation

Afin d’éviter le coûteux calcul du régime transitoire proposé par les méthodes d’intégration tem-

porelle, de nombreuses méthodes se sont concentrées sur l’approche directe du régime permanent.

Pour augmenter la vitesse de résolution que peuvent offrir les méthodes de tir ou des différences finies

nécessitant une intégration temporelle, des méthodes d’approximation de la solution recherchée ont

été développées.

Les premières présentées sont les méthodes de perturbations et recherchent la solution sous la

forme d’une perturbation de la solution du système linéaire. Un développement en puissance croissante

d’un petit paramètre est ainsi réalisée. Les inconvénients restent l’adaptation difficile aux systèmes

de grande taille, la restriction à des non linéarités faibles et le caractère analytique des calculs à mener.

Les suivantes (méthodes de balance harmonique et de collocation) sont classiquement désignées

comme méthodes fréquentielles étant donné qu’elle développent la solution recherchée sous la forme

d’une série de Fourier. La formulation du problème s’effectue dans le domaine fréquentiel en recher-

chant les différents coefficients de Fourier. Cette mise en équation est obtenue via une procédure de

projection sur des fonctions de pondération de l’équation dynamique obtenue en utilisant l’approxi-

mation de la réponse. Dans la méthode de balance harmonique et de collocation trigonométrique,

ces fonctions de pondération sont les mêmes que les fonctions d’approximation à savoir les fonctions

trigonométriques.

Enfin la dernière méthode présentée est la méthode des éléments finis en temps. Celle-ci utilise des

fonctions d’interpolation qui sont des polynômes de Lagrange sur chaque élément 4D ainsi créé.

2.3.2.1 Méthodes de perturbation

Les méthodes de perturbations sont des méthodes analytiques permettant le calcul de solutions

périodiques pour des systèmes limités à une taille raisonnable. Ces méthodes considèrent que les
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termes non linéaires de l’équation à résoudre sont petits et proportionnels à un petit paramètre ǫ :

FNL(X, Ẋ,Ω, t) = ǫF̌NL(X, Ẋ,Ω, t) (2.96)

La solution du problème non linéaire x(t) (en considérant la formulation de l’équation 2.60) est alors

cherchée sous la forme d’un développement en puissance croissante suivant le paramètre ǫ. La réponse

est alors considérée comme une perturbation de la solution du système linéaire associé (obtenue pour

ǫ = 0) :

x(t) = x0(t) + ǫx1(t) + ǫ2x2(t) + . . . (2.97)

En réinjectant ce développement dans l’équation du système 2.60, plusieurs équations différentielles

sont obtenues en isolant les termes d’ordre équivalent suivant ǫ. La résolution des équations se fait de

façon successive suivant les puissances croissantes de ǫ (solution du système linéaire, solution perturbée

à l’ordre 1, puis 2, etc. . . ).

L’inconvénient majeur de cette méthode est l’apparition possible de termes séculaires qui traduisent

la déficience de l’approximation. En effet, la solution obtenue par cette méthode sera toujours de

période égale à la période de la solution du problème linéaire associé. Afin de pallier ces difficultés,

des variantes de cette technique ont été développées :

– Méthode de Krylov-Bogoliubov-Mitropolsky [20] : l’amplitudeA(t) et la phase Φ(t) sont considérées

comme dépendantes du temps et régies par des équations différentielles fonction du paramètre ǫ.

Le développement de la solution peut alors s’écrire :

x(t) = A(t)cos(Φ(t)) + ǫx1(A(t),Φ(t)) + . . . (2.98)

– Méthode des échelles multiples ou Lindstedt-Poincaré [111] : des corrections sur la pulsation de

la réponse non linéaire sont apportées en considérant plusieurs échelles de temps de plus en plus

lentes. La solution cherchée s’écrit ainsi sous la forme :

x(t) = x0(t0, t1, . . .) + ǫx1(t0, t1, . . .) + ǫ2x2(t0, t1, . . .) + . . . avec ti = ǫit (2.99)

La résolution s’effectue de la même façon que pour la méthode de base en considérant les puis-

sances croissantes de ǫ.

Les méthodes de perturbations ont été historiquement développées pour des non linéarités faibles.

Toutefois, certains travaux ont permis d’étendre le champ d’application à des non linéarités plus

fortes [26, 159].

2.3.2.2 Méthode de balance harmonique

Le principe de la méthode de balance harmonique est décrit depuis maintenant plusieurs décennies

et a permis très tôt d’étudier de façon analytique les vibrations de systèmes de taille réduite et

présentant une non linéarité simple. En effet, A. H. Nayfeh et D.T. Mook [111] ont traité dans leur

ouvrage de nombreux systèmes à quelques degrés de liberté présentant notamment une non linéarité

quadratique. Toutefois les calculs peuvent rapidement devenir fastidieux et les sources d’erreur se

multiplier. A titre illustratif, nous pouvons citer E.H. Dowell [49] qui réalisa l’analyse par balance
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harmonique à l’ordre un d’une poutre décrite dans sa base modale reliée à un système masse/ressort

par un patin frottant et qui obtint des conclusions paradoxales. Ces conclusions relevaient finalement

d’une erreur de signe corrigée dans une seconde version [54] ce qui illustre bien la complexité des

calculs à mener.

La méthode de balance harmonique incrémentale introduite au début des années 1980 par Lau

[31, 32, 95] a permis de résoudre des systèmes de plus grande taille et de traiter des non linéarités

quelconques. La première application [31] a été réalisée sur une poutre non linéaire avec différentes

conditions limites et a permis la mise en avant de super- et sous-harmoniques. La méthode développée

se base sur une méthode incrémentale de résolution de Newton-Raphson associée à la procédure de

Galerkin, projection sur les fonctions trigonométriques décrivant la solution. L’application de ces deux

étapes successivement aboutit à la résolution d’un système algébrique non linéaire pour lequel les

inconnues sont les coefficients de Fourier de la série décrivant la réponse.

Nous illustrons ici la méthode de balance harmonique incrémentale qui sera présentée de façon plus

détaillée dans le chapitre suivant au paragraphe 3.1 dans une formulation adaptée à la simulation de

modèle éléments finis. La solution du problème est tout d’abord supposée périodique et recherchée

sous forme d’une série de Fourier tronquée à m harmoniques :

X(t) = B0 +
m∑

k=1

(

Ak sin(
k

ν
Ωt) +Bk cos(

k

ν
Ωt)

)

(2.100)

où Z = [B0 A1 B1 . . . Ak Bk . . .]T est le vecteur des coefficients de Fourier de taille (2m+ 1)n× 1

et ν est un entier permettant de prendre en compte la présence d’éventuels sous-harmoniques.

L’expression précédente est ensuite insérée dans l’équation de la dynamique 2.59 qui considèrent les

termes non linéaires de l’équation comme des efforts extérieurs au système FNL. Cette équation est

ensuite projetée sur les fonctions trigonométriques (procédure de Galerkin) en utilisant le produit

scalaire suivant :

< f, g >=
1

T

∫ T

0
f(t)g(t)dt (2.101)

Une équation algébrique non linéaire liant les coefficients de Fourier de la réponse Z est ainsi obtenue

et le problème revient à annuler une fonction du type :

H(Z,Ω) = A(Ω)Z − b(Z,Ω) (2.102)

Le vecteur b correspond ici aux coefficients de Fourier des efforts appliqués au système F (X, Ẋ,Ω, t)

et dépend donc des coefficients de Fourier de la réponse Z. A est une matrice dépendant des parties

linéaires du modèle et de la fréquence d’excitation Ω.

Dans le cas où aucune solution analytique de l’équation précédente ne peut être déterminée, la

résolution s’effectue de manière itérative en utilisant un solveur non linéaire (du type Newton-Raphson

par exemple), correspondant ainsi à la méthode de balance harmonique incrémentale.
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La principale difficulté de la méthode de balance harmonique est le traitement des termes non

linéaires, plus précisément le calcul des coefficients de Fourier bNL des efforts FNL. En effet, de nom-

breux termes faisant intervenir des intégrales temporelles des forces non linéaires et de leurs dérivées

par rapport aux déplacements et aux vitesses généralisées sont présents. L’évaluation analytique de

ces intégrales est, quand celle-ci est possible, complexe mais toujours avantageuse en temps de calcul.

Divers travaux ont appliqué ces calculs pour des cas de non linéarités présentant une raideur linéaire

par morceaux [94], une raideur cubique pour l’analyse de flottement d’un profil d’aile 2D [125], ou

un amortissement de type frottement sec sur un système à un degré de liberté [119] ou une poutre [55].

La limitation introduite par le calcul analytique des termes non linéaires a été levée par l’utilisation

d’une procédure numérique réalisant des passages fréquentiels/temporels pour l’évaluation des non

linéarités. Cette méthode, dénommée AFT pour Alternating Frequency Time, a été introduite par

T.M. Cameron et J.H. Griffin [28]. A partir des coefficients de Fourier de la réponse à chaque itération,

l’idée de base est d’évaluer temporellement cette réponse via un algorithme de transformée de Fourier

discrète (DFT) puis d’évaluer les termes non linéaires bNL (le vecteur des coefficients de Fourier se

décompose en une partie linéaire et une partie non linéaire b = bL + bNL). L’obtention des coefficients

de Fourier du terme non linéaire est ensuite réalisée par une transformée de Fourier inverse (IDFT).

Evidemment, pour le calcul des transformées de Fourier discrètes, il est judicieux d’utiliser un nombre

d’échantillons temporels égal à une puissance de 2 afin de mettre en oeuvre efficacement l’algorithme

FFT (Fast Fourier Transform) pour minimiser le temps de calcul. La démarche générale est la suivante :

Z
FFT−1

=⇒ X(t) = B0 +

m∑

k=1

(Ak sin(
k

ν
Ωt) +Bk cos(

k

ν
Ωt)) =⇒ FNL(X, Ẋ,Ω, t)

FFT
=⇒ bNL (2.103)

De nombreuses applications utilisant l’algorithme FFT ont par la suite été mises en oeuvre, comme par

exemple l’analyse de contact rotor/stator [69], l’amortissement par frottement d’aubes [71], ou l’étude

d’oscillateurs linéaires par morceaux [89]. Toutefois l’utilisation d’un algorithme de DFT a également

été mis en oeuvre par S. Naranayan et P. Sekar [110]. L’expression des matrices permettant le passage

temps-fréquence y est explicitée dans un cadre général.

Enfin, nous pouvons citer les travaux de B. Cochelin et C. Vergez [36] qui ont récemment développé

une méthode de balance harmonique ayant pour but de simplifier les expressions des termes non

linéaires. L’idée est de transformer les non linéarités en termes quadratiques. L’ajout de variable in-

terne est alors nécessaire. Cette méthode est largement inspirée de la méthode asymptotique numérique

(MAN) [44].

La méthode de balance harmonique incrémentale sera la méthode utilisée pour la suite des travaux

présentés dans ce mémoire. Les détails de la formulation utilisée sont présentés en début de chapitre

3.

Dans le paragraphe suivant nous présentons une autre méthode de calcul de solution périodique

qui est désignée sous le nom de collocation. Elle présente la possibilité d’être appliquée en conjonction
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avec la méthode de balance harmonique dans le calcul des termes non linéaires de l’équation 2.102.

2.3.2.3 Collocation

Une autre méthode permet de déterminer les solutions périodiques d’un système non linéaire décrit

par une équation du type 2.59. Il s’agit de la méthode de collocation. Cette dernière se donne, tout

comme la méthode de balance harmonique, une forme prédéfinie à la solution cherchée. L’idée de la

méthode est alors de venir vérifier l’équation à résoudre sur un nombre de points, appelés points de

collocation, afin d’obtenir un système d’équations algébriques non linéaires que l’on vient résoudre par

un solveur non linéaire. Dans le cas de la construction de solutions périodiques temporelles, les points

de collocation seront des instants de la période de la solution.

Dans un second temps, la solution est recherchée sous la forme d’une fonction polynômiale par mor-

ceaux et périodique de période T . L’intervalle de temps [0 T ] est ensuite découpé en r + 1 points

0 = t0 < t1 < · · · < tr = T . Sur chaque intervalle [ti ti+1], la solution est approchée par un polynôme

x(i) de degré p. Il est donc nécessaire de vérifier l’équation sur p+1 points de collocation afin de définir

de façon unique le polynôme cherché. Il est alors souvent pratique de définir les p + 1 points comme

équidistants sur l’intervalle [ti ti+1] et ainsi obtenir ti = ti,0 < ti,1 < · · · < ti,p = ti+1. La vérification

de l’équation à résoudre s’écrit alors :

∀0 ≤ i ≤ r − 1, ∀0 ≤ j ≤ p, ẋ(i)(ti,j) = G(x(i)(ti,j), ti,j) (2.104)

Les polynômes sont ensuite décomposés sur la base des polynômes de Lagrange afin de pouvoir définir

la solution en fonction d’un nombre fini d’inconnues. On note x(i,j) = x(i)(ti,j) les valeurs aux instants

ti,j :

x(i)(t) =

p
∑

j=0

x(i,j)





p
∏

k=0,k 6=j

t− ti,k
ti,j − ti,k



 (2.105)

On obtient ainsi 2n(p + 1)r inconnues que l’on peut diminuer de 2n(r − 1) équations en utilisant la

continuité de la solution sur les différents intervalles : ∀1 ≤ i ≤ r − 1, x(i,p) = x(i+1,0). Dans le cas où

la période du mouvement n’est pas connu a priori, une inconnue supplémentaire est nécessaire. On

obtient 2nrp+ 2n+ 1 inconnues.

D’après l’équation 2.104, on obtient 2nrp équations. En utilisant la condition de périodicité à savoir

x(0,0) = x(r−1,p), 2n nouvelles équations sont obtenues. Toutefois, si x(t) est solution, x(t + t′) l’est

aussi. Il est donc nécessaire d’imposer une phase au signal, que l’on peut appliquer simplement en

fixant une des coordonnées à l’instant initial. 2nrp+ 2n+ 1 équations sont donc obtenues. Le système

non linéaire peut ensuite être résolu à l’aide d’un solveur non linéaire.

2.3.2.3.a Application au traitement des efforts non linéaires
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La méthode de collocation peut également être utilisée pour l’évaluation des efforts non linéaires

lors d’une résolution par méthode de balance harmonique. Il s’agit d’une alternative à la méthode

utilisant une évaluation des efforts non linéaires par transformée de Fourier discrète. La méthode est

alors appelée méthode de collocation trigonométrique car on décompose la solution en série de Fourier

afin de s’adapter à la méthode de balance harmonique. La méthode de collocation trigonométrique

a d’abord été utilisée en conjonction avec la méthode de balance harmonique par Hwang et al. [83]

pour une application sur rotors non linéaires. Xie et al. [158] ont ensuite appliqué la méthode avec la

méthode AFT introduite par Cameron et al. [28].

Dans un premier temps, les grandeurs X(t), Ẋ(t) et FNL(X, Ẋ,Ω, t) sont évaluées sur r + 1 instants

de la période et leur discrétisation temporelle est notée :

X̄ = T
[
TX0

TX1 · · · TXr

]
=T

[
TX(t0)

TX(t1) · · · TX(tr)
]

F̄NL = T
[
TFNL(X0, Ẋ0,Ω, t0)

TFNL(X1, Ẋ1,Ω, t1) · · · TFNL(Xr, Ẋr,Ω, tr)
]

(2.106)

Or,X(t) et FNL(X, Ẋ,Ω, t) sont décrits par leurs coefficients de Fourier Z et bNL suivant un développement

en série à m harmoniques identique à celui introduit en équation 2.100 pour la méthode de balance

harmonique. Les grandeurs discrétisées X̄, ¯̇X, F̄NL peuvent donc s’écrire simplement en fonction de

leurs coefficients de Fourier pour m harmoniques considérés :

X̄ = T̄1 ⊗ InZ
¯̇X = T̄′

1 ⊗ InZ

F̄NL = T̄1 ⊗ InbNL

avec T̄1 =








1 sin(Ω
ν t0) cos(Ω

ν t0) . . . cos(m
ν Ωt0)

1 sin(Ω
ν t1) cos(Ω

ν t1) . . . cos(m
ν Ωt1)

...
...

...
. . .

...

1 sin(Ω
ν tr) cos(Ω

ν tr) . . . cos(m
ν Ωtr)







,

T̄n = T̄1 ⊗ In et T̄′
1 =

d

dt
T̄1 (2.107)

In est ici la matrice identité de IRn.

De plus, l’expression de F̄NL peut également être obtenue en utilisant la relation décrivant les efforts

non linéaires :

F̄NL =






FNL(X0, Ẋ0,Ω, t0)
...

FNL(Xr, Ẋr,Ω, tr)




 = FNL(X̄, ¯̇X,Ω, [t0 · · · tr]) (2.108)

Les coefficients de Fourier des efforts non linéaires peuvent ensuite être obtenus en inversant la relation

au sens des moindres carrés par utilisation de la pseudo-inverse de la matrice T̄n. En utilisant la relation

2.107 et la relation 2.108 :

bNL =
(
T T̄nT̄n

)−1 T T̄nFNL(X̄, ¯̇X,Ω, [t0 · · · tr]) (2.109)
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Enfin, Liu et al. [103] ont proposé de se ramener à une matrice T̄n carrée en choisissant un nombre

d’échantillons temporels égal au nombre d’harmoniques considérés dans l’approximation de la réponse

soit 2m+ 1. L’application à un modèle de profil d’aile comportant une raideur de tangage cubique a

ensuite été réalisée [102].

2.3.2.4 Eléments finis en temps

En dynamique des structures, la méthode des éléments finis se base sur une discrétisation spatiale

du problème à résoudre. La méthode aboutit à l’obtention des équations de la dynamique pour un

système discrétisé 2.59. Cependant, cette discrétisation n’est que partielle puisque les coordonnées

généralisées du système sont toujours fonction du temps. L’idée de la méthode des éléments finis en

temps est d’introduire à la fois une discrétisation spatiale et temporelle du problème. Les inconnues

du système à résoudre ainsi obtenu sont alors des valeurs nodales évaluées en divers instants. De

façon pratique, cela revient à rajouter une dimension au domaine d’étude selon la variable temps et à

considérer ainsi des éléments 4D.

La formulation de la méthode se base sur le principe variationnel de la loi de variation de l’action

d’Hamilton et a été introduite par Bailey [9] en 1975. La solution dynamique y est recherchée à l’aide

de fonctions d’approximation (polynômes de Lagrange) définies sur l’intervalle de temps d’étude ce

qui s’apparente à la méthode de Rayleigh-Ritz. La méthode a ensuite été étendue au cas où la solution

est approchée localement sur chaque division de l’intervalle de temps d’étude par Simkins [10] et Riff

et al. [127] jusqu’à la définition d’éléments finis spatio-temporels.

Cette méthode présente l’avantage de pouvoir calculer à la fois des solutions transitoires et des solu-

tions périodiques ou quasi-périodiques. De plus, le problème non linéaire obtenu présente une matrice

de raideur dynamique et une jacobienne des termes non linéaires creuses, contrairement à la jacobienne

du système non linéaire obtenu avec la méthode de balance harmonique, ce qui présente un avantage

numérique important. Enfin, un traitement des termes non linéaires par interpolation est possible afin

de réduire les nombreuses intégrations à effectuer lors de l’évaluation des non linéarités [45].

Il est également à noter que la méthode de balance harmonique constitue un cas particulier de la

méthode des éléments finis où un seul élément fini est utilisé sur la période. L’ajout d’harmoniques

correspond à un enrichissement de la famille des fonctions d’interpolation utilisées tout en conservant

le maillage initial (éléments hiérarchiques et enrichissement du maillage de type p et non h).

2.3.3 Continuation

Les méthodes de résolution présentées précédemment permettent de calculer la réponse forcée d’un

système non linéaire pour un jeu de paramètres. Or, il est généralement souhaitable de déterminer

le comportement du système sur une plage de variation d’un des paramètres, appelé paramètre de
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contrôle et noté µ. Le paramètre le plus couramment choisi est évidemment la pulsation d’excita-

tion qui permet de calculer la réponse fréquentielle du système sur une gamme de fréquence donnée.

D’autres analyses paramétriques peuvent être menées et ainsi faire varier un amortissement, une rai-

deur, un coefficient de frottement...

Nous considérons donc la résolution d’un problème non linéaire exprimé sous la forme d’une fonc-

tion H(x, µ) = 0 de IRp+1 dans IRp et nous cherchons à déterminer la courbe décrite par la solution x

du problème lorsque le paramètre de contrôle µ varie dans l’intervalle [µ1 µ2]. La fonction décrivant

le problème peut par exemple être l’équation résultant de la méthode de balance harmonique 2.102 et

x représenter alors l’ensemble des coefficients de Fourier de la solution Z. En outre, lors d’une telle

étude, des bifurcations paramétriques peuvent apparâıtre selon les valeurs de µ et plusieurs solutions

peuvent être présentes. Il est alors nécessaire de suivre l’ensemble des solutions sur la plage de varia-

tion. Toutefois nous ne présenterons pas ici les outils permettant de détecter les points de bifurcation.

La construction de la courbe décrivant la solution s’effectue numériquement en faisant varier de

façon discrète le paramètre de contrôle µ. La courbe obtenue est donc une succession de points solutions

que nous noterons yn = (xn, µn). L’objectif des méthodes de continuation est d’utiliser la connaissance

des points précédents déjà calculés (y1, · · · , yn) pour calculer rapidement le point suivant yn+1 que

l’on cherchera dans la “continuité“ de la portion de la courbe déjà décrite.

La démarche globale s’articule autour de deux étapes importantes. La première consiste à effectuer

une prédiction du prochain point à calculer noté y
(0)
n+1. La seconde consiste à venir effectuer des cor-

rections successives sur cette prédiction pour satisfaire les équations du problème et ainsi déterminer

la solution yn+1.

Nous présentons dans la suite les principales techniques généralement utilisées.

2.3.3.1 Paramétrisation

Afin de décrire l’ensemble de la courbe décrivant les solutions sur la plage de variation [µ1 µ2]

du paramètre de contrôle, il est nécessaire de paramétrer la courbe pour la parcourir suivant un sens

défini en la construisant point par point. Il s’agit de se munir d’une fonction s 7→ (x(s), µ(s)) de IR

vers IRq+1 où q est le nombre de composantes de x. Pour cela, plusieurs techniques existent.

2.3.3.1.a Paramétrisation sélective

Cette technique est la plus immédiate puisqu’elle consiste à choisir le paramètrage correspondant

au suivi d’une des composantes xk de x ou au suivi du paramètre de contrôle µ. On a donc s = xk

ou s = µ. Le choix du suivi du paramètre de contrôle est évidemment le plus naturel et le plus

courant. Toutefois ce type de paramétrage présente un inconvénient majeur : il ne permet pas de
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(a)

xk

s = μ μμ
1 2 (b)

xk

μμ
1 2

Figure 2.24 – Point de retournement : a) paramétrisation sélective, b) paramétrisation curviligne.

suivre la courbe lorsque celle-ci présente un point de retournement. Or, ce type de comportement est

relativement fréquent en analyse non linéaire (notamment lors de saut de la réponse dynamique). Le

type de réponse observée dans ce cas est illustrée en figure 2.24 pour s = µ.

2.3.3.1.b Paramétrisation curviligne

Afin de pouvoir décrire les points de retournement, il peut être judicieux de paramétrer la courbe

par son abscisse curviligne. Puisque la courbe est décrite de façon discrète, l’abscisse curviligne est

définie comme étant la longueur de la ligne brisée définie par les points y1 à yn. Le premier point calculé

y1 sert d’origine ; la valeur de l’abscisse curviligne est nulle en ce point. Ainsi l’incrément d’abscisse

curviligne entre deux points s’exprime :

∆sn =

√

‖xn − xn−1‖2 + (µn − µn−1)
2 (2.110)

Les différentes valeurs de l’abscisse curviligne sont calculées alors de proche en proche :

sn = sn−1 + ∆sn (2.111)

Cette paramétrisation permet de décrire les points de retournement en rendant possible la diminution

du paramètre de contrôle. La figure 2.24 illustre cette capacité.

2.3.3.2 Prédiction

Une fois le paramétrage de la courbe effectuée, une prédiction du prochain point doit être réalisée

à partir de la connaissance des points précédents (y1, · · · , yn) et de la valeur du paramètre s1, · · · , sn

et à une certaine “distance“ du dernier point donnée par un incrément ∆s du paramètre s décrivant

la courbe. Le prédicteur sera noté y
(0)
n+1. Plusieurs types de prédicteurs peuvent être envisagés. Nous

décrivons ici les principaux rencontrés.
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2.3.3.2.a Prédicteur sécant

La prédiction est réalisée sur la droite formée par les deux derniers points calculés.

y
(0)
n+1 = yn + ∆s

yn − yn−1

‖yn − yn−1‖
(2.112)

2.3.3.2.b Prédicteur tangent

La prédiction est réalisée sur la droite formée par la tangente au dernier point calculé. La direction

de cette droite est donnée par un vecteur tangent unitaire ~t :

y
(0)
n+1 = yn + ∆s~t (2.113)

Cette méthode est plus précise que la précédente mais également plus coûteuse car elle nécessite le

calcul de la jacobienne JyH(yn) de la fonction H au point yn. Le vecteur ~t vérifie : JyH(yn)~t = 0,

∥
∥~t
∥
∥ = 1 et det

(

JyH(yn)
T−→t

)

> 0.

2.3.3.2.c Prédicteur polynomial

Les deux méthodes précédentes peuvent être vues comme des prédicteurs d’ordre 1. En effet, la

méthode de la sécante correspond à utiliser un polynôme d’ordre 1 en s et la méthode de la tangente

correspond à un développement limité à l’ordre 1 de H(yn + ∆y). Une autre méthode permet de faire

des prédictions d’un ordre plus élevé en considérant plus de points précédents.

Les polynômes de Lagrange sont utilisées pour approcher la fonction H par un polynôme P de

degré d. Pour définir ce polynôme, d+ 1 points précédents [(yn, sn), . . . , (yn−d, sn−d)] sont nécessaires.

Ainsi son expression s’écrit :

P (s) =
n∑

i=n−d











yi

n∏

j = n− d
j 6= i

s− sj

si − sj











(2.114)

La prédiction est alors calculée suivant la formule :

y
(0)
n+1 = P (sn + ∆s) (2.115)

La figure 2.25 donne une représentation schématique des trois types de prédicteurs présentés.



2.3. Méthodes Non Linéaires de Calcul de Solutions Périodiques 75

(a)

x

μ

y

y

y

y

n-1

n

n+1

n+1

(0)

(0)

Tangent

Sécant

(b)

x

μ

y

y y

n-2

n
n+1
(0)

Prédiction

Polynômiale

n-1
y

Figure 2.25 – Prédicteurs : a) sécant et tangent, b) d’ordre élevé.

2.3.3.3 Correction

Une fois la prédiction y
(0)
n+1 établie, cette dernière doit être corrigée pendant plusieurs itérations

afin de converger vers un point solution yn+1 tel que le résidu des équations à résoudre soit au dessous

d’une valeur seuil ǫ. Les méthodes de correction permettent de définir une stratégie pour les correc-

tions successives. En effet, la fonction H(x, µ) étant de IRp+1 vers IRp, il est nécessaire d’ajouter une

équation (méthodes arclength, pseudo-arclength, ou MoorePenrose) ou de fixer une des composantes

de y (méthode de Newton).

2.3.3.3.a Méthode de Newton-Raphson

Une des composantes de y
(0)
n+1 est fixée. Généralement il s’agit du paramètre µ

(0)
n+1 = µn+1. Un

schéma de Newton-Raphson nous permet alors d’écrire :

H(x
(i+1)
n+1 , µn+1) = H(x

(i)
n+1, µn+1) + JyH(x

(i)
n+1, µn+1)∆x (2.116)

Le point corrigé à l’itération i+ 1 s’exprime :

y
(i+1)
n+1 =

[

x
(i)
n+1 + ∆x

µn+1

]

avec ∆x = −JyH(x
(i)
n+1, µn+1)H(x

(i)
n+1, µn+1) (2.117)

2.3.3.3.b Méthode Pseudo-Arclength

Cette méthode permet de rechercher la solution sur la perpendiculaire à la droite créée par le point

prédit et le point précédent et passant par le point prédit. Des corrections sont donc apportées à la

fois sur x et sur µ. L’équation permettant d’assurer l’appartenance à la droite s’écrit :

< y
(i+1)
n+1 − y

(0)
n+1, y

(0)
n+1 − yn > = 0

⇔ < y
(i)
n+1 − y

(0)
n+1, y

(0)
n+1 − yn > + < ∆y, y

(0)
n+1 − yn > = 0

⇔ < ∆y, y
(0)
n+1 − yn > = 0 (2.118)
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Figure 2.26 – Correcteurs : a) Newton-Raphson, b) Pseudo Arclength c) Moore Penrose.

Le point corrigé à l’itération i+ 1 s’exprime alors :

y
(i+1)
n+1 =

[

x
(i)
n+1 + ∆x

µ
(i)
n+1 + ∆µ

]

avec

[

JxH(y
(i)
n+1) JµH(y

(i)
n+1)

x
(0)
n+1 − xn µ

(0)
n+1 − µn

] [
∆x

∆µ

]

=

[

−H(y
(i)
n+1)

0

]

(2.119)

Cette méthode est une simplification de la méthode Arclength qui recherchait la solution sur un

cercle autour du point prédit. Cependant, cette dernière méthode est rarement utilisée car l’équation

supplémentaire n’est pas linéaire.

2.3.3.3.c Méthode de MoorePenrose

Dans cette méthode, la direction de recherche varie à chaque itération est reste toujours orthogonale

au noyau de la matrice jacobienne JyH(y
(i)
n+1) au point y

(i)
n+1. On calcule donc une correction à chaque

itération sans rajouter d’équations supplémentaires mais en calculant la matrice pseudo-inverse de

MoorePenrose de la matrice jacobienne. Une matrice pseudo-inverse W+ d’une matrice W se définit

par W+ = TW(WTW)−1. La correction peut donc s’écrire :

y
(i)
n+1 = y

(0)
n+1 +

[
∆x

∆µ

]

avec

[
∆x

∆µ

]

= −J+
y H(y

(i)
n+1)H(y

(i)
n+1) (2.120)

Une représentation schématique des trois méthodes de correction présentées est donnée en figure

2.26.

2.3.3.4 Aspects pratiques

Pour la mise en oeuvre pratique des méthodes proposées, il est impératif de porter une grande

attention sur la valeur du pas ∆s utilisé pour réaliser une prédiction. En effet, un pas très grand

engendrera une prédiction très éloignée du point précédent et nécessitera un nombre d’itérations de

correction important. En revanche, un pas faible engendrera une convergence rapide mais un parcours
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x

μμ
1 2

Figure 2.27 – Courbe obtenu avec un pas adaptatif.

de la courbe à décrire très lent. Il est donc intéressant de se munir d’outils pratiques permettant

d’adapter au cours de la description de la courbe le pas ∆s. Lors de la description de pic de résonance,

un pas fin permettra de décrire précisément le pic, alors que dans les portions relativement plates,

un faible nombre de points permettra d’approcher la réponse. Un pas plus grand sera adapté. Une

illustration d’une méthode à pas adaptative est donnée en figure 2.27.

Afin de réaliser automatiquement cette adaptation, l’approche la plus courante est de modifier la

valeur du pas utilisée pour le calcul du point précédent en fonction du nombre d’itérations (noté I)

qui ont été nécessaires. Ainsi, un coefficient multiplicateur β est utilisé et peut s’écrire par exemple

sous la forme :

β =
Iopt

I
ou β = 2(Iopt−I)/4 (2.121)

où Iopt représente le nombre d’itérations optimal souhaité. En pratique, Iopt compris entre 3 et 6

semble adapté [142]. En outre, il est généralement nécessaire de borner la facteur β pour éviter des

changements de pas trop brusques. Les valeurs extrêmes conseillées sont alors entre 0.5 et 2. Enfin,

un pas minimal ∆smin et maximal ∆smax doit être affecté pour limiter la vitesse de parcours de la

courbe. Ces valeurs sont dépendantes de l’ordre de grandeur des différentes composantes de x et µ.

En cas de non convergence, il est intéressant de programmer d’autres scénarii. L’une des modi-

fications les plus efficaces semble de diviser l’incrément ∆s par 2 en cas de non convergence. Le

point prédit se rapproche alors des points précédents. De plus, le changement du type de schéma

prédicteur/correcteur peut avoir une forte influence. Ces gestions de scénarii relèvent toutefois de

l’expérience de l’utilisateur.
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2.4 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre la stratégie générale pour calculer la réponse dynamique de struc-

tures à interfaces non linéaires. Cette démarche s’articule autour de trois points essentiels que sont la

modélisation, la réduction des parties linéaires du modèle et enfin la résolution via des méthodes de

calcul spécifiques.

Le choix du modèle revêt une importance capitale puisque celui-ci doit conserver la non linéarité du

comportement à représenter tout en restant suffisamment simple pour s’intégrer convenablement dans

un modèle plus large d’une structure complète. La discrétisation de la structure doit donc être faite

avec attention. De plus, le modèle retenu est à mettre en adéquation avec la méthode de résolution ;

la formulation des efforts non linéaires peut en effet être temporelle ou fréquentielle, l’utilisation de

variables internes peut être rédhibitoire, etc... Enfin, dans un contexte industriel, des modèles simples

utilisant directement des données d’essais ou utilisant peu de paramètres restent toujours un avantage

certain.

Dans la suite de cette étude, nous nous concentrerons sur la simulation de structures non linéaires

par l’intermédiaire de la méthode de balance harmonique. Par conséquent, des modèles non linéaires

exprimés directement dans le domaine fréquentiel seront privilégiés. En outre, un nombre restreint de

degrés de liberté permettra d’éviter la résolution d’un système de trop grande taille. En effet, pour tout

harmonique supplémentaire retenu dans la technique de balance harmonique, le nombre d’inconnues

à déterminer augmente du double du nombre de degrés de liberté du modèle. Toutefois, l’approche

retenue dans le chapitre suivant se montrera efficace malgré son caractère mixte puisque la stratégie

repose sur un nombre de degrés de liberté non linéaires élevé associé à un seul harmonique et avec une

non linéarité s’exprimant directement dans le domaine fréquentiel.



Chapitre 3

Simulation dynamique d’un isolateur à

supports élastomères

La méthode de balance harmonique présentée dans le chapitre précédent nécessitent des adaptations

pour être appliquée sur des modèles éléments finis de grande taille et comportant des non-linéarités,

modèles souvent définis sous un logiciel commercial. Ce chapitre présente une application de la méthode

de balance harmonique à un isolateur spatial défini sous le logiciel commercial MSC.Nastran et pour

lequel une interaction avec MATLAB est proposée afin de réaliser la simulation. La non linéarité

du système réside dans la non linéarité du matériau viscoélastique qui présente une dépendance de

son module dynamique en fonction de la fréquence et de l’amplitude de déformation à laquelle il est

soumis (effet Payne). La prise en compte de cet effet nécessite le développement d’une méthodologie

particulière pour le traitement des efforts générés par les éléments élastomères.

La formulation de la balance harmonique sera détaillée dans une première partie afin d’introduire

dans une seconde partie la procédure spécifique mise en oeuvre pour considérer l’effet Payne. Enfin, des

simulations numériques appliquées au cas de l’isolateur vibratoire viendront illustrer la méthodologie

développée.

3.1 Méthode de balance harmonique

Nous détaillons dans cette partie la méthode de balance harmonique de façon générale et détaillée

pour un modèle éléments finis dans l’optique d’introduire dans la prochaine section la formulation

spécifique à un harmonique retenue dans la procédure de prise en compte de l’effet Payne. L’historique

de la méthode ainsi que ses grandes caractéristiques ont été présentés et comparés avec les autres

méthodes de calcul de solutions périodiques dans la section 2.3 du chapitre 2 d’état de l’art. La

formulation présentée est spécifique à ce mémoire.

79
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3.1.1 Mise en équations

Tout d’abord, nous noterons Ik et 0k la matrice identité et la matrice nulle de l’espace IRk.

Considérons ensuite un système mécanique discret à n degrés de liberté décrit par ses matrices de

masse M, d’amortissement D et de raideur K de taille n× n. Une excitation périodique FL(Ω, t) est

appliquée au système à la pulsation Ω. Les non linéarités du système sont considérées comme des

forces extérieures dépendant des déplacements X, des vitesses Ẋ, de la pulsation Ω et du temps t. Ces

efforts sont notés FNL(X, Ẋ,Ω, t). L’équation du mouvement peut alors s’écrire :

MẌ + DẊ + KX = F (X, Ẋ,Ω, t) = FL(Ω, t) + FNL(X, Ẋ,Ω, t) (3.1)

La réponse est supposée périodique ce qui permet de la développer en série de Fourier. Ce développement

théoriquement infini est tronqué pour ne conserver que m harmoniques dans la réponse :

X(t) = B0 +
m∑

k=1

(

Ak sin(
k

ν
Ωt) +Bk cos(

k

ν
Ωt)

)

(3.2)

soit

X(t) =

[

In sin(
Ω

ν
t)In cos(

Ω

ν
t)In . . . sin(

k

ν
Ωt)In cos(

k

ν
Ωt)In . . .

]

[B0 A1 B1 . . . Ak Bk . . .]T

où Z = [B0 A1 B1 . . . Ak Bk . . .]T est le vecteur des coefficients de Fourier de taille (2m+ 1)n× 1

et ν est un entier permettant de prendre en compte la présence d’éventuels sous-harmoniques.

Une notation plus compacte peut être obtenue en considérant la notation suivante :

T1(t) =

[

1 sin(
Ω

ν
t) cos(

Ω

ν
t) . . . sin(

k

ν
Ωt) cos(

k

ν
Ωt) . . .

]

Tn(t) = T1(t)⊗ In (3.3)

où ⊗ représente le produit de Kronecker.

Ainsi, avec cette notation :

X(t) = Tn(t)Z = (T1(t)⊗ In)Z (3.4)

Le même développement peut également être réalisé pour l’effort F , en supposant que ce dernier se

développe de façon similaire en série de Fourier tronquée à l’ordre m :

F (X, Ẋ,Ω, t) = C0 +
m∑

k=1

(

Sk sin(
k

ν
Ωt) + Ck cos(

k

ν
Ωt)

)

(3.5)

soit

F (X, Ẋ,Ω, t) = Tn(t) [C0 S1 C1 . . . Sk Ck . . .]T

F (X, Ẋ,Ω, t) = (T1(t)⊗ In) b (3.6)
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Afin de calculer vitesses et accélérations, nous introduisons un opérateur de dérivation élémentaire ∇ :

∇ =
Ω

ν

[
0 −1

1 0

]

(3.7)

Pour un système à 1 degré de liberté et pour m harmoniques, l’opérateur de dérivation s’écrira :

∇1 = diag(0,∇, . . . , k∇, . . . ,m∇) (3.8)

Par conséquent cet opérateur de dérivation pour un système à n degrés de liberté se mettra sous la

forme :

∇n = diag(0n, . . . ,

[
0n −kΩ

ν In

kΩ
ν In 0n

]

, . . .)

∇n = ∇1 ⊗ In (3.9)

Les vitesses et les accélérations peuvent donc se noter :

Ẋ(t) = Tn(t)∇nZ

Ẍ(t) = Tn(t)∇2
nZ = Tn(t)

(
∇2

1 ⊗ In

)
Z (3.10)

En remplaçant l’équation 3.10 dans l’équation 3.1, nous obtenons :

MTn(t)
(
∇2

1 ⊗ In

)
Z + DTn(t) (∇1 ⊗ In)Z + KTn(t)Z = Tn(t)b (3.11)

Or, pour toute matrice W de taille n× n, via les propriétés du produit de Kronecker :

WTn(t) = W (T1(t)⊗ In) = Tn(t) (I2m+1 ⊗W) (3.12)

Donc,

Tn(t)
(
(I2m+1 ⊗M)

(
∇2

1 ⊗ In

)
+ (I2m+1 ⊗D) (∇1 ⊗ In) + (I2m+1 ⊗K)

)
Z = Tn(t)b

Tn(t)
(
∇2

1 ⊗M +∇1 ⊗D + I2m+1 ⊗K
)
Z = Tn(t)b (3.13)

La dépendance temporelle de l’équation peut être supprimée afin d’obtenir un système de (2m+ 1)n

équations liant les coefficients de Fourier en utilisant une procédure de Galerkin qui consiste en une

projection sur les fonctions de base trigonométriques. En effet, ces fonctions définissent un produit

scalaire :

< f, g >=
1

T

∫ T

0
f(t)g(t)dt (3.14)

Plus simplement, la procédure de Galerkin appliquée ici revient à calculer les coefficients de Fourier

des différentes grandeurs temporelles de l’équation 3.13 après avoir introduit le développement en série

de Fourier dans l’équation du mouvement.
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Nous pouvons donc écrire :

1

T

∫ T

0

TTn(t)Tn(t)dt =
1

T

∫ T

0

(
TT1(t)T1(t)

)
⊗ Indt

1

T

∫ T

0

TTn(t)Tn(t)dt =
1

2








2 0

1

1

0
. . .








︸ ︷︷ ︸

L1

⊗In (3.15)

avec L1 matrice carré de taille 2m+ 1.

L’application de ce produit scalaire sur l’équation 3.13 conduit à l’écriture :

(L1 ⊗ In)
(
∇2

1 ⊗M +∇1 ⊗D + I2m+1 ⊗K
)
Z = (L1 ⊗ In) b (3.16)

L1 ⊗ In étant une matrice constante diagonale, le système peut se mettre sous la forme :

AZ = b avec A = ∇2
1 ⊗M +∇1 ⊗D + I2m+1 ⊗K (3.17)

La matrice A s’écrit de façon explicite :

A =

















K

K−
(

Ω
ν

)2
M −Ω

ν D
Ω
ν D K−

(
Ω
ν

)2
M

. . .

K−
(

k
ν Ω
)2

M −k
ν ΩD

k
ν ΩD K−

(
k
ν Ω
)2

M

. . .

















(3.18)

Le système à résoudre peut se ramener à la détermination des zéros d’une fonction H : IR(2m+1)×n →
IR(2∗m+1)×n :

H(Z) = A(Ω)Z − b(Z,Ω) (3.19)

Dans la démarche ci-dessus, la projection sur les fonctions trigonométriques (procédure de Galer-

kin) a d’abord été mise en oeuvre afin d’aboutir à la résolution d’un problème non linéaire. Il s’agit

d’annuler la fonction H à l’aide d’un solveur non linéaire de type Newton-Raphson. Toutefois il faut

noter que l’ordre des deux démarches (procédure de Galerkin puis procédure de Newton-Raphson) n’a

pas d’importance et il est tout à fait possible d’écrire tout d’abord la correction à appliquer sur la

solution puis de développer celle-ci en série de Fourier et de projeter le résidu sur les fonctions trigo-

nométriques. La démonstration est donné par Ferri [53] et les travaux de Pierre et al. [119] présentent

un cas d’application de la méthode de type Newton-Raphson suivie de la procédure de Galerkin.
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Il faut noter dans l’équation 3.19 que b dépend de Z et Ω car b correspond aux coefficients de Fourier

de F (X, Ẋ,Ω, t). Dans le cas où aucune expression analytique n’a pu être établie entre les coefficients

de Fourier de b et de Z, une évaluation temporelle des termes X(t) et Ẋ(t) peut être calculée à partir

d’un vecteur initial Z en utilisant un algorithme de FFT inverse :

Z
FFT−1

=⇒ X(t) = B0 +
m∑

k=1

(Ak sin(
k

ν
Ωt) +Bk cos(

k

ν
Ωt)) (3.20)

Cette approximation permet d’évaluer temporellement les efforts non linéaires FNL(X, Ẋ,Ω, t) et d’en

déduire les coefficients de Fourier associés :

FNL(X, Ẋ,Ω, t)
FFT
=⇒ bNL(Z,Ω) = T [CNL

0 SNL
1 CNL

1 . . . SNL
m CNL

m ] (3.21)

Enfin, la résolution de la fonction non linéaire H nécessite le calcul d’une matrice jacobienne

faisant intervenir les dérivées des termes non linéaires pas rapport aux déplacements et aux vitesses

généralisées. Pour réaliser ce calcul, différentes méthodes sont possibles. Le calcul analytique [94,119]

reste le plus efficace mais également le plus fastidieux. Le calcul peut également être effectué par

différences finies [90]. La technique AFT a également été utilisée en remarquant que les colonnes de la

matrice jacobienne sont des fonctions périodiques pour lesquelles la procédure AFT peut s’appliquer

[110]. Afin de réduire le nombre important de FFT à effectuer, A.Y.T. Leung et S.K. Chui [99]

ont proposé une amélioration qui fait intervenir les coefficients de Fourier des dérivées partielles des

termes non linéaires. Les colonnes de la matrice jacobienne sont ensuite déduits par des relations

analytiques explicites. Dans notre étude, l’utilisation de mesures expérimentales rend difficile le calcul

de la jacobienne par des méthodes analytiques ; la matrice jacobienne sera donc évaluée numériquement

par différences finies.

3.1.2 Condensation

Une étape supplémentaire permettant de réduire le nombre d’inconnues des équations non linéaires

à résoudre consiste à exprimer les coefficients de Fourier des degrés de liberté sur lesquels aucune non

linéarité n’est appliquée (appelés degrés de liberté linéaires) en fonction des coefficients de Fourier des

degrés de liberté restants (appelés degrés de liberté non linéaires).

Pour cela, une réorganisation des degrés de liberté entre les p degrés de liberté linéaires et les q

degrés de liberté non linéaires en utilisant une matrice booléenne de passage P est proposée :

X = P

[
Xp

Xq

]

=
[

Pp Pq

]
[
Xp

Xq

]

(3.22)

où Pp est une matrice n × p contenant les p premières colonnes de P, Pq contenant les q dernières

colonnes de P.
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Cette réorganisation modifie alors les matrices du système de la façon suivante :

M̃ = TPMP =

[
TPpMPp

TPpMPq
TPqMPp

TPqMPq

]

=

[
M̃pp M̃pq

M̃qp M̃qq

]

(3.23)

En utilisant la même décomposition pour les coefficients de Fourier, nous notons Zp = [B0p A1p B1p . . . Amp Bmp]

(de même pour Zq) et nous pouvons écrire :

Z =
[

I2m+1 ⊗Pp | I2m+1 ⊗Pq

]
[
Zp

Zq

]

(3.24)

P étant une matrice booléenne, celle-ci est orthogonale et par conséquent
[

I2m+1 ⊗Pp | I2m+1 ⊗Pp

]

l’est aussi. L’équation 3.17 s’écrit donc :

[
T (I2m+1 ⊗Pp)
T (I2m+1 ⊗Pq)

]

A
[

I2m+1 ⊗Pp | I2m+1 ⊗Pq

]
[
Zp

Zq

]

=

[
bp
bq

]

(3.25)

Or, pour (k, l) ∈ {p, q} :

T (I2m+1 ⊗Pk)A (I2m+1 ⊗Pl) =
(
I2m+1 ⊗ TPk

) (
∇2

1 ⊗M +∇1 ⊗D + I2m+1 ⊗K
)
(I2m+1 ⊗Pl)

Ãkl = ∇2
1 ⊗ TPkMPl +∇1 ⊗ TPkDPl + I2m+1 ⊗ TPkKPl

Ãkl = ∇2
1 ⊗ M̃kl +∇1 ⊗ D̃kl + I2m+1 ⊗ K̃kl (3.26)

Nous obtenons :
[

Ãpp Ãpq

Ãqp Ãqq

]

︸ ︷︷ ︸

Ã

[
Zp

Zq

]

=

[
bp
bq

]

(3.27)

Le terme Zp peut être éliminé et le système revient à déterminer les zéros d’une fonction Hq :

IR(2m+1)×q → IR(2∗m+1)×q :

Hq(Zq) =
(

Ãqq − ÃqpÃ
−1
pp Ãpq

)

Zq −
(

bq − ÃqpÃ
−1
pp bp

)

(3.28)

En l’absence de forces appliquées sur les p degrés de liberté linéaires, bp = 0 et :

Hq(Zq) = Āqq(Ω)Zq − bq(Zq,Ω) (3.29)

où Āqq(Ω) = Ãqq− ÃqpÃ
−1
pp Ãpq représente la condensation de la matrice Ã sur l’interface des q degrés

de liberté non linéaires.

Enfin, les p degrés de liberté linéaires peuvent être ensuite obtenus via la relation :

Zp = Ã−1
pp

(

bp − ÃpqZq

)

(3.30)
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3.2 Méthodologie de prise en compte de l’effet Payne

Dans cette partie, nous présentons une méthodologie numérique de prise en compte de l’effet Payne

dans les matériaux viscoélastiques. Cette procédure s’applique au calcul de réponses vibratoires sta-

tionnaires de systèmes mécaniques intégrant des éléments élastomères non linéaires présentant un

effet Payne prononcé. Par ailleurs, l’étude se place dans l’optique de pouvoir appliquer la méthode

de balance harmonique sur des cas industriels provenant directement de logiciels commerciaux et ne

nécessitant que très peu de modifications afin de prendre en compte les non linéarités du système. La

modélisation proposée conservera le maillage par éléments volumiques des parties en élastomère.

La résolution du système non linéaire est réalisée par l’intermédiaire de l’application d’une méthode

de balance harmonique et d’un solveur de type Newton-Raphson. De plus, la formulation est limitée

aux petites déformations et pour des pièces élastomères non préchargées.

La démarche, pour la prise en compte des efforts non linéaires générés par les éléments élastomères,

se base sur l’affectation de propriétés dynamiques (module de stockage et de perte) adaptées à l’état

de déformation local de chaque zone de l’élastomère. Elle est inspirée des travaux de Gil-Negrete et

al. [63] qui avait proposé de prédire la raideur dynamique d’un plot élastomère soumis à une vibra-

tion d’amplitude connue. Les propriétés à affecter à chaque zone étaient celles correspondant l’état de

déformation observé lors d’un essai quasi-statique effectué pour la même amplitude que celle qui est

utilisée dynamiquement. Les propriétés dynamiques (module de cisaillement dynamique) provenaient

directement d’essais de caractérisation du matériau à l’amplitude donnée. Rabkin M. [123] proposa

ensuite de réaliser un calcul dynamique fréquentiel sur un modèle élastomère préchargé et calcula de

façon itérative sous le logiciel Marc la réponse de la structure.

La méthode présentée ici se base sur une approche similaire et évalue, à chaque itération du solveur,

la densité d’énergie de déformation dans chaque élément et pour un champ de déplacement correspon-

dant à l’itération précédente. Une déformation équivalente élémentaire γe
eq est ensuite déduite (via une

équivalence énergétique) de telle sorte que la densité d’énergie de l’élément considéré soit égale à celle

qui serait obtenue lors d’un essai virtuel de caractérisation sur une éprouvette soumise à une ampli-

tude dynamique de γe
eq. Le type d’essai virtuel (compression, cisaillement,...) dépend évidemment de

l’essai de caractérisation du matériau. Cette équivalence énergétique permet d’associer des propriétés

dynamiques d’un élément matériel soumis à un état de déformation multi-axial à partir de données

expérimentales obtenues sur une éprouvette soumis à un état de déformation uniaxial. Le module de

stockage et de perte est alors déduit pour chaque élément à partir des valeurs expérimentales tabulées

en fonction de la fréquence et de l’amplitude de déformation. L’assemblage des matrices de raideur

complexes est enfin réalisé et les efforts non linéaires sont calculés.

Cette démarche présente l’avantage d’utiliser les données issues d’essais de caractérisation (cisaille-

ment, traction-compression) réalisés sur éprouvettes. L’utilisation de valeurs expérimentales tabulaires

dans la méthodologie proposée permet en effet de s’affranchir de l’étape d’identification de paramètres
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pour l’élaboration de modèles simplifiés de comportement viscoélastique.

Les paragraphes suivants présentent en détail les différentes étapes de la méthodologie, de la for-

mulation du problème en utilisant la méthode de balance harmonique aux différents calculs d’énergie

de déformation et de déformation équivalente. La procédure, interfacée avec MSC.Nastran, voit sa

programmation intimement liée à la formulation logicielle préexistante.

3.2.1 Formulation au premier harmonique

Considérons un système mécanique comportant des éléments élastomères non linéaires, c’est-à-dire

présentant un effet Payne significatif. Ce système est représenté par un modèle éléments finis en uti-

lisant les mêmes notations qu’au paragraphe précédent 3.1.

Les pièces en élastomère sont modélisées par un ensemble V d’éléments volumiques. v degrés de

liberté sont liés aux éléments élastomères. La masse de ces éléments est intégrée dans la matrice de

masse globale du système. Seuls les efforts générés par la raideur dynamique complexe KC
v = K

′

v +iK
′′

v

des éléments élastomères sont considérés comme des efforts externes non linéaires FNL(X, Ẋ,Ω, t) dans

la formulation HBM. La dépendance en amplitude du module dynamique du matériau se traduit par

des efforts non linéaires fonctions du champ de déplacement X. Ils sont également fonctions de la pul-

sation d’excitation du système afin de prendre en compte le phénomène de rigidification en fréquence.

Par application de la méthode de balance harmonique précédemment détaillée, le problème se

ramène à déterminer les zéros d’une fonction H : IR(2m+1)×n → IR(2m+1)×n :

H(Z) = A(Ω)Z − b(Z,Ω) = A(Ω)Z − bL(Ω)− bNL(Zv,Ω) (3.31)

b correspond évidemment aux coefficients de Fourier des efforts F (X, Ẋ,Ω, t) qui sont décomposés

en deux parties : la première bL provenant des efforts linéaires d’excitation FL et la seconde bNL

provenant des efforts non linéaires FNL. Il est à noter que bNL dépend uniquement des coefficients de

Fourier Zv des v degrés de liberté liés aux éléments élastomères.

La formulation précédente considère un nombre quelconque d’harmoniques dans le développement

en série de Fourier des différentes grandeurs. Dans notre cas, un seul harmonique a été retenu. En

effet, pour des matériaux viscoélastiques présentant un effet Payne significatif, il a été observé que

les harmoniques d’ordre supérieur restent faibles devant l’ordre 1 sous certaines limites d’amplitude

de déformation. Le lecteur pourra se référer à Roland [129] pour plus de détails. Par conséquent, en

notant A1 et B1 les coefficients de Fourier de l’harmonique 1 des déplacements, le problème se ramène

à un système de 2n× 2n équations :

[
K− Ω2M −ΩD

ΩD K− Ω2M

] [
A1

B1

]

= bL(Ω) + bNL(Zv,Ω) (3.32)

avec M, D, K, respectivement les matrices de masse, d’amortissement et de raideur des parties linéaires
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du modèle considéré. La matrice de masse M intègre également les matrices de masse des éléments

élastomères du système considéré.

3.2.2 Evaluation des efforts non linéaires

Nous explicitons dans ce paragraphe le calcul des coefficients de Fourier bNL des efforts non linéaires.

Tout d’abord réorganisons les degrés de liberté de façon à faire apparâıtre les v degrés de liberté liés

aux éléments élastomères et les nv degrés de liberté restants en utilisant la matrice booléenne P :

X = P

[
Xnv

Xv

]

(3.33)

Le comportement du matériau étant dépendant de la fréquence d’excitation f = 2πΩ et de l’ampli-

tude de la déformation subie, la matrice de raideur complexe est fonction de Xv uniquement et peut

s’écrire :

KC
v (Xv, f) = K

′

v(Xv, f) + iK
′′

v(Xv, f) (3.34)

Par conséquent, en utilisant l’équivalence entre amortissement visqueux et amortissement hysté-

rétique à la pulsation Ω, les efforts non linéaires peuvent s’écrire :

FNL(X, Ẋ,Ω, t) = −
[

0 0

0 K
′

v(Xv, f)

] [
Xnv

Xv

]

−
[

0 0

0
K

′′

v

Ω (Xv, f)

] [
Ẋnv

Ẋv

]

(3.35)

En utilisant les notations du paragraphe 3.1.1, X(t) = T(t)Z, où Z représente les coefficients de

Fourier des déplacements. Le vecteur bNL est alors calculé avec la relation suivante :

bNL =
1

T

∫ T

0

TT(t)FNL(X, Ẋ,Ω, t)dt (3.36)

Or la matrice de raideur complexe ne dépend pas explicitement du temps mais uniquement de

l’amplitude de déformation pour une pulsation donnée. Par conséquent le calcul de bNL peut s’exprimer

simplement et permet de s’affranchir d’une évaluation temporelle des efforts non linéaires, opération

lourde numériquement :

bNL = −








0 0 0 0

0 K
′

v(Zv, f) 0 0

0 0 0 0

0 0 0 K
′

v(Zv, f)







Z −









0 0 0 0

0
K

′′

v

Ω (Zv, f) 0 0

0 0 0 0

0 0 0
K

′′

v

Ω (Zv, f)









∇Z








SNLnv

SNLv

CNLnv

CNLv








= −








0 0 0 0

0 K
′

v(Zv, f) 0 −K
′′

v(Zv, f)

0 0 0 0

0 K
′′

v(Zv, f) 0 K
′

v(Zv, f)















A1nv

A1v

B1nv
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(3.37)

où Zv = [A1vB1v]
T représente les coefficients de Fourier des v degrés de liberté liés aux élastomères,

Znv = [A1nvB1nv]
T ceux des nv degrés de liberté restants, et ∇ = Ω

[
0 −I

I 0

]

est l’opérateur de
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dérivation introduit au paragraphe 3.1.1.

En raison de la dépendance en amplitude du matériau, un solveur itératif est utilisé pour la

résolution. A partir du champ de déplacement (i)Z à l’itération i, la matrice de raideur complexe

des éléments viscoélastiques (i)KC
v ((i)Zv, f) est évaluée afin d’en déduire la valeur des efforts non

linéaires (i)bNL.

Le champ de déplacement n’étant pas nécessairement homogène au sein du matériau, les propriétés

du matériau changent en fonction de la zone considérée de l’élastomère. La procédure présentée dans

cette section prend en compte ce phénomène en affectant une valeur du module dynamique différente

pour chaque élément élastomère. Pour un élément e de l’ensemble V des éléments élastomères, une

matrice élémentaire (i)K
C,e
v ((i)Ze

v , f) est calculée à partir du champ de déplacement élémentaire (i)Ze
v

de cet élément. Toutes ces matrices élémentaires sont ensuite assemblées pour déduire la matrice de

raideur dynamique (i)KC
v ((i)Zv, f) :

(i)KC
v ((i)Zv, f) =

∑

e ∈ V

(i)KC,e
v ((i)Ze

v , f) (3.38)

Dans les paragraphes suivants, nous nous attachons à détailler le calcul d’une matrice élémentaire
(i)K

C,e
v ((i)Ze

v , f) à partir d’un champ de déplacement initial (i)Ze
v . Enfin l’indice i sera omis pour une

simplification des écritures.

3.2.3 Densité d’énergie de déformation

Pour chaque élément viscoélastique, une déformation équivalente γe
eq est calculée à partir du champ

de déplacement élémentaire Ze
v . Cette déformation permet d’associer les modules de stockage G′e et

de perte G′′e provenant d’un essai de caractérisation uniaxial à un état de déformation combinant

plusieurs sollicitations dans l’élément.

Afin de calculer cette déformation, une équivalence énergétique basée sur la densité d’énergie de

déformation de l’élément est réalisée. L’énergie de déformation dans un élément élastique ayant pour

module de cisaillement le module statique “de référence“ Gref et ayant pour champ de déplacement
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Ze
v est tout d’abord calculée. Son expression s’écrit :

Ee(t) =
1

2
TXe

v(t)KrefX
e
v(t)

Ee(t) =
1

2
TZe

v
TT(t)T(t)NKref

Ze
v

Ee(t) =
1

2
TZe

v

[
sin2(Ωt)I sin(Ωt) cos(Ωt)I

sin(Ωt) cos(Ωt)I cos2(Ωt)I

]

NKref
Ze

v

Ee(t) =
1

2
TZe

v

[
1
2 (1− sin(2Ωt)) I 1

2 (sin(2Ωt)) I
1
2 sin(Ωt)I 1

2 (1 + cos(2Ωt)) I

]

NKref
Ze

v

Ee(t) =
1

4
TZe

vNKref
Ze

v +

1

4

[(
TBe

1vKrefB
e
1v − TAe

1vKrefA
e
1v

)
cos(2Ωt) +

(
2TAe

1vKrefB
e
1v

)
sin(2Ωt)

]
(3.39)

où Kref représente la matrice de raideur élastique de l’élément calculé avec Gref , NKref
= diag(Kref ,-

Kref ) suivant la notation introduite au paragraphe 3.1.1, et [Ae
1v, B

e
1v] sont les coefficients de Fourier

des degrés de liberté de l’élément.

Cette énergie est constituée d’un terme constant Ee
0 = 1

4
TZe

vNKref
Ze

v , qui représente la valeur

moyenne de l’énergie sur une période, et d’une terme oscillant à la pulsation 2Ω. L’amplitude de ce

dernier terme est :

Ee
a =

1

4

√

(TBe
1vKrefB

e
1v − TAe

1vKrefA
e
1v)

2 + (2TAe
1vKrefB

e
1v)

2 (3.40)

Ceci permet de déduire la valeur pic sur une période de cette énergie et vaut par conséquent

Ee
peak = Ee

0 + Ee
a. Afin de déterminer la densité d’énergie ρe, l’énergie est divisée par le volume de

l’élément :

ρe =
Ee

peak

V ole
(3.41)

En pratique, MSC.Nastran fournit la possibilité d’obtenir l’énergie de déformation ainsi que sa den-

sité pour chaque élément dans le cas d’une analyse fréquentielle. Par cet intermédiaire, chaque densité

d’énergie des éléments élastomères est récupérée après l’introduction d’un champ de déplacement

complexe correspondant au champ de déplacement Zv obtenu à l’itération considérée.

3.2.4 Mesure de déformation équivalente

A partir de la densité d’énergie de déformation pour le champ de déplacement Zv, il est possible

de déterminer une déformation équivalente γe
eq pour chaque élément. Cette déformation équivalente

est reliée à l’amplitude dynamique des essais de caractérisation du matériau qui ont mis en évidence

l’effet Payne de ce dernier, ce qui va ainsi permettre d’affecter les valeurs des modules de stockage

et de perte issues des données d’essais. Cette notion de déformation équivalente a été introduite

par Gil-Negrete N. et al. [63]. Dans notre exposé, on se base sur une récupération lors d’un calcul
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dynamique de l’énergie de déformation d’un élément pour calculer la déformation équivalente alors

que Gil-Negrete N. s’appuyait sur les valeurs principales des déformations à chaque point d’intégration.

Une équivalence énergétique est donc réalisée de façon à égaliser la densité d’énergie obtenue

précédemment avec celle qui est obtenue dans une éprouvette lors d’un essai de caractérisation à

l’amplitude dynamique γe
eq. Les conditions de l’essai de caractérisation (traction-compression, cisaille-

ment) correspondent évidemment au type de test réalisé pour obtenir les données expérimentales dont

nous disposons.

Evaluons donc la densité d’énergie de déformation dans une éprouvette en fonction des déformations

principales. Tout d’abord, pour un élément matériel et pour un matériau purement élastique, rappelons

l’expression des contraintes principales en fonction des déformations principales :

σp1 =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν) ǫp1 + ν (ǫp2 + ǫp3)]

σp2 =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν) ǫp2 + ν (ǫp3 + ǫp1)]

σp3 =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
[(1− ν) ǫp3 + ν (ǫp1 + ǫp2)] (3.42)

où E et ν sont le module élastique et le coefficient de Poisson.

L’énergie de déformation totale s’écrit alors :

ρdt =
1

2
σ : ǫ

ρdt =
E

2(1 + ν)(1− 2ν)

[
(1− ν)

(
ǫ2p1 + ǫ2p2 + ǫ2p3

)
+ 2ν (ǫp1ǫp2 + ǫp2ǫp3 + ǫp3ǫp1)

]
(3.43)

Or l’énergie de déformation se compose d’une partie sphérique et déviatorique. La partie sphérique

s’écrit :

ρds =
1

2
pev

ρds =
E

6(1− 2ν)
(ǫp1 + ǫp2 + ǫp3)

2 (3.44)

où p = 1
3 (σp1 + σp2 + σp3) est la pression moyenne hydrostatique et ev = ǫp1 + ǫp2 + ǫp3 est la

déformation volumétrique.

La densité d’énergie de déformation déviatorique est donc :

ρdd = ρdt − ρds (3.45)

ρdd =
E

6(1 + ν)

[

(ǫp1 − ǫp2)
2 + (ǫp2 − ǫp3)

2 + (ǫp3 − ǫp1)
2
]

ρdd =
G

3

[

(ǫp1 − ǫp2)
2 + (ǫp2 − ǫp3)

2 + (ǫp3 − ǫp1)
2
]

(3.46)
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A partir de cette expression, il est possible de réaliser l’équivalence ρdd = ρe afin de déterminer

la déformation équivalente. La formule obtenue dépend néanmoins du type d’essai de caractérisation

réalisée. Nous détaillons ici les deux cas principalement rencontrés de traction/compression et de ci-

saillement simple.

3.2.4.1 Compression

Considérons une éprouvette cylindrique compressée avec une amplitude de déformation γ. Le

matériau considéré a, comme dans le cas précédent, un module de cisaillement Gref et est considéré

quasi-incompressible. Les déformations principales peuvent alors s’exprimer simplement : ǫp1 = γ et

ǫp2,3 = −γ
2 . Dans ce cas, la densité d’énergie devient :

ρddTC =
Gref

3

[(
3

2
γ

)2

+ 0 +

(
3

2
γ

)2
]

ρddTC =
3Gref

2
γ2 (3.47)

L’équivalence énergétique qui permet d’obtenir la déformation équivalente s’écrit alors :

ρe
ddTC = ρe

3Gref

2
γe

eq
2 = ρe

γe
eq =

√

2ρe

3Gref
(3.48)

3.2.4.2 Cisaillement

Dans le cas du cisaillement, les déformations principales s’écrivent : ǫp1 = γ
2 , ǫp2 = −γ

2 et ǫp3 = 0.

Par conséquent :

ρddCis =
Gref

3

[

γ2 +
γ2

4
+
γ2

4

]

ρddCis =
Gref

2
γ2 (3.49)

La déformation équivalente s’écrit donc :

ρe
ddCis = ρe

Gref

2
γe

eq
2 = ρe

γe
eq =

√

2ρe

Gref
(3.50)
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3.2.5 Assemblage

En utilisant les données tabulées provenant des essais de caractérisation, les modules de stockage

G′e(γe
eq, f) et de perte G′′e(γe

eq, f) sont déduits à partir de la déformation équivalente ainsi que de

la fréquence d’excitation du système. Des interpolations quadratiques et cubiques sont utilisées afin

d’approcher les valeurs des modules lorsque le point de fonctionnement ne correspond pas exactement

aux données expérimentales. Cette étape est réalisée avec le logiciel MATLAB.

Ces données matériaux vont permettre de calculer les matrices complexes élémentaires K
C,e
v (γe

eq, f) =

K
C,e
v (Ze

v , f) qui dépendent de γe
eq et par conséquent de Ze

v .

La formulation utilisée est dérivée de la formulation proposée par MSC.Nastran pour la visco-

élasticité linéaire pour les analyses fréquentielles. Nous en rappelons ici la formulation.

3.2.5.1 Formulation de la viscoélasticité linéaire dans MSC.Nastran

MSC.Nastran fournit la possibilité de représenter le comportement d’un matériau viscoélastique

dans le cadre de la théorie de la viscoélasticité linéaire en petites déformations. Pour des analyses

fréquentielles, le comportement est représenté par un module de cisaillement complexe :

G(f) = G′(f) + iG”(f) (3.51)

où G′ et G” représentent respectivement les modules de stockage et de perte du matériau.

Lors d’une analyse fréquentielle (SOL108), MSC.Nastran formule une matrice de raideur complexe

à partir du module de cisaillement complexe. L’équation de la dynamique à résoudre est formulée de

la façon suivante :
(
−Ω2Mdd + iΩBdd + Kdd

)
Xd = Fd (3.52)

où Mdd,Bdd et Kdd représentent respectivement les matrices de masse, d’amortissement visqueux et

de raideur, et Ω = 2πf .

La matrice de raideur Kdd comporte l’amortissement hystérétique et se formule de la façon suivante :

Kdd = (1 + ig)K1
dd + kK4

dd (3.53)

g représente l’amortissement structural global affecté au modèle EF considéré, K1
dd la matrice de

raideur des éléments structuraux calculés à partir des données matériau (sans amortissement) et K4
dd

la matrice d’amortissement structural obtenue en multipliant les matrices de raideur élémentaires

par l’amortissement structural par élément gref . Si gref est le même pour tous les éléments, alors

K4
dd = grefK

1
dd.

Dans le cas d’un modèle intégrant uniquement des éléments à comportement viscoélastique, l’équation

3.53 est modifiée et utilise deux fonctions scalaires dépendantes de la fréquence :

Kdd(f) = (1 + ig)K1
dd + (TR(f) + iTI(f))K4

dd (3.54)
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avec

TR(f) =
1

gref

(
G′(f)

Gref
− 1

)

(3.55)

et

TI(f) =
1

gref

(
G”(f)

Gref
− g
)

(3.56)

Ainsi, dans le cas où l’amortissement structural par élément est identique pour tous les éléments,

la matrice de raideur formulée est donc égale à :

Kdd(f) = [(1 + grefTR(f)) + i (g + grefTI(f))]K1
dd

Kdd(f) =

(
G′(f) + iG”(f)

Gref

)

K1
dd (3.57)

La matrice K1
dd est calculée à partir du module de cisaillement quasi statique Gref et est par

conséquent indépendante de Ω. La matrice de raideur complexe obtenue est donc une matrice réelle

pondérée par une fonction complexe donnant le rapport entre le module dynamique et sa valeur

statique.

Il est à noter que les deux fonctions TR et TI sont deux fonctions scalaires qui sont rentrées de façon

tabulaire à partir des données expérimentales issues des essais de caractérisation du matériau considéré.

3.2.5.2 Assemblage avec prise en compte de l’effet Payne.

Pour pouvoir calculer la matrice de raideur de l’ensemble des éléments viscoélastiques, chacun ayant

une déformation équivalente différente, le calcul se base sur une analogie avec l’équation 3.57 où la

matrice de raideur élémentaire qui dépend à la fois de la fréquence f et de la déformation équivalente

γe
eq est évaluée par la relation :

KC,e
v (Ze

v , f) = KC,e
v (γe

eq, f)

KC,e
v (Ze

v , f) =

(
G′e(γe

eq, f) + iG′′e(γe
eq, f)

Gref

)

Ke
ref (3.58)

Les valeurs de G′e(γe
eq, f) et G”e(γe

eq, f) sont calculées à chaque itération et pour chaque élément.

L’amortissement structural élémentaire gref inséré vaut 1.

L’assemblage de la matrice de raideur complexe globale KC
v (Zv, f) est finalement réalisé et les

coefficients de Fourier des efforts non linéaires bNL sont calculés selon l’équation 3.37.

En pratique, ces matrices ainsi que les coefficients de Fourier bNL sont calculés avec MSC.Nastran

par l’intermédiaire d’une procédure alter en DMAP. Cette procédure permet de traiter un modèle EF

défini directement sous MSC.Nastran et gère la connectivité entre les éléments viscoélastiques lors de

l’assemblage.
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Initialisation
n← 0, ∆s0, [Z0,Ω0]

Prédiction (Lagrange)
[

Z
(0)
n+1,Ωn+1

]

= P (sn + ∆s)

Division des dofs

Z
(i)
n+1 =

[

Z
(i)
nv Z

(i)
v

]

Nouveau point
[Zn+1,Ωn+1]
i← i+ 1

Adaptation du pas ∆s

Evaluation des termes non linéaires

bNL(Z
(i)
v ) =







0

SNLv(Z
(i)
v )

0

CNLv(Z
(i)
v )







Evaluation de la fonction H

H(Z
(i)
n+1) = AZ

(i)
n+1 − bL − bNL(Z

(i)
v )

i← i+ 1

Evaluation du résidu

||H(Z
(i)
n+1)|| < ǫ

Correction

∆Z = −JZH(Z
(i)
n+1)H(Z

(i)
n+1)

Z
(i+1)
n+1 = Z

(i)
n+1 + ∆Z

Figure 3.1 – Algorithme général de balance harmonique avec intégration de la procédure d’évaluation

des termes non linéaires.

3.2.6 Démarche globale

L’algorithme complet du calcul qui est suivi est présenté en figure 3.1. Il présente les différentes

étapes de la continuation à effectuer. La présentation est effectuée en considérant un paramétrage

par abscisse curviligne, une prédiction par polynômes de Lagrange et une correction de type Newton-

Raphson. L’algorithme intègre la méthodologie de prise en compte de l’effet Payne. Les étapes consti-

tuant la procédure de calcul des efforts non linéaires sont rassemblées en figure 3.2. Cette étape est à

effectuer à chaque itération du solveur. Enfin, il faut noter que le calcul de la jacobienne du système

utilise également cette procédure.
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Itération i
Champ de déplacement Zv = [A1vB1v]T , Fréquence f

Calcul de la densité d’énergie
de déformation élémentaire ρe

Calcul du taux de déformation équivalent élémentaire

γe
eq =

√
2ρe

3Gref

Evaluation du module de cisaillement dynamique
G′e(γe

eq, f) + iG′′e(γe
eq, f)

Calcul de la matrice de raideur élémentaire

KC,e
v (Ze

v , f) =
(

G′e(γe
eq,f)+iG′′e(γe

eq,f)

Gref

)

Ke
ref

Assemblage
KC

v (Zv, f) =
∑

e ∈ V KC,e
v (Ze

v , f)

Calcul des efforts non linéaires
{
SNLv = −K

′

v(Zv, f)A1v + K
′′

v (Zv, f)B1v

CNLv = −K
′′

v (Zv, f)A1v −K
′

v(Zv, f)B1v

Figure 3.2 – Algorithme de calcul des efforts non linéaires à chaque itération i.

3.3 Application à un isolateur industriel

3.3.1 Présentation du dispositif

La méthodologie présentée précédemment est appliquée dans cette section à la simulation d’un

isolateur vibratoire. Ce dispositif est utilisé dans l’industrie spatiale afin d’isoler au niveau vibratoire

une instrumentation de satellite. En effet, de nombreux dispositifs de mesure ou de contrôle sont em-

barqués et nécessitent pour fonctionner d’être protégés durant toute la phase de lancement et isolés

du reste de la structure en opération. C’est le cas des dispositifs gyroscopiques servant à positionner

et orienter correctement le satellite ou encore des dispositifs d’observation qui demandent une grande
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Figure 3.3 – Isolateur à supports élastomères : Vue d’ensemble.

stabilité afin de garantir leur précision.

L’isolateur considéré est donc constitué d’un support métallique supportant l’instrumentation à

protéger relié à quatre plots isolants. Chaque plot se compose d’armatures métalliques en aluminium

servant à fixer la structure à la base du satellite et de pièces souples en élastomères visant à filtrer par

leurs propriétés amortissantes les vibrations et les efforts transmis à l’instrumentation embarquée. Le

support métallique de l’instrumentation, de forme circulaire, sera désigné sous le nom de “croix“.

La figure 3.3 présente une vue d’ensemble du dispositif. L’instrumentation à isoler n’est représentée

sur la figure que par une masse concentrée pour raison de confidentialité. Son poids est approxima-

tivement de 16kg. Le poids total de la structure incluant isolateur et instrumentation est d’environ

20kg. La hauteur de l’ensemble est de 180mm et le diamètre de la croix est de 200mm.

Les pièces élastomères sont présentées plus en détail en figure 3.4. Elles se présentent sous la forme

de deux parties parallélépipédiques insérées entre la croix et les parties supérieures et inférieures

des parties métalliques des plots isolants. Cette représentation est simplifiée car les deux parties pa-

rallélépipédiques font partie d’une même pièce qui épouse les contours des parties métalliques des
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Figure 3.4 – Isolateur à supports élastomères : Zoom sur les éléments élastomère.

plots. De plus une butée en élastomère est également présente sur la partie latérale afin d’absorber les

chocs. La modélisation pour le calcul ne conserve que les parallélépipèdes qui intégrent les fonctions

d’amortissement et de filtrage. La dimension de chaque bloc est de 20× 10× 3.5mm.

L’élastomère utilisé présente un effet Payne significatif. Ce matériau a été caractérisé par des essais

dynamiques sur éprouvette cylindrique en traction/compression sans précharge et pour différentes

amplitudes dynamiques de déformation, à savoir ±0.1%, ±0.25%, ±1%, ±2% et ±5%. Les bandes

de fréquences pour lesquelles les essais ont été réalisés sont différentes en fonction de l’amplitude

de l’excitation : 1 − 185Hz pour ±5%, 1 − 395Hz pour ±2%, et 1 − 500Hz pour ±0.1%, ±0.25%

et ±1%. La bande de fréquence 1 − 185Hz, présentant des données pour toutes les amplitudes de

déformation testées, sera privilégiée pour les simulations. Afin d’illustrer la dépendance en amplitude

et en fréquence du module de cisaillement dynamique du matériau, le module de stockage expérimental

est tracé en fonction de l’amplitude dynamique en figure 3.5 et en fonction de la fréquence en figure

3.6. Pour raison de confidentialité, les valeurs en ordonnée ont été supprimées.

Afin de qualifier l’efficacité du dispositif, des essais expérimentaux ont été menés et visaient à

déterminer la transmissibilité en effort du dispositif. Une force excitatrice F est appliquée sur l’ins-

trumentation ou sur la croix. Les efforts de réaction RF obtenus à la base des plots isolants per-

mettent ensuite de déterminer la transmissibilité associée T = RF/F . La force excitatrice appliquée

est dépendante du cas dimensionnant étudié.

L’objectif de cette section est de réaliser une simulation du dispositif lorsque celui-ci est excité

suivant son mode de pompage. La force excitatrice est alors appliquée sur l’instrumentation (ou sa
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Figure 3.5 – Module de Stockage : Dépendance en amplitude ; – (1Hz) ; - - (45Hz) ; -.- (115Hz) ; ...

(185Hz).
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Figure 3.6 – Module de Stockage : Dépendance en fréquence ; * (0.1%Hz) ; ⋄ (0.25%) ; o (0.5%) ; ×
(1%) ; ∇ (2%) ; + (5%).



3.3. Application à un isolateur industriel 99

structure simplifiée la représentant) dans la direction telle que détaillée en figure 3.3. Une telle force fait

travailler en traction et compression les zones parallélépipédiques des élastomères. En raison de l’effet

Payne prononcé du matériau, la raideur des élastomères varie en fonction de l’amplitude de vibration

du dispositif. En effet, lors des résonances l’amplitude vibratoire a tendance à augmenter ce qui entrâıne

un assouplissement des plots. Cette variation rend par conséquent difficilement prédictible l’amplitude

des vibrations et également la fréquence de résonance de l’ensemble, qui a tendance à diminuer lorsque

les plots s’assouplissent. La méthodologie proposée, qui permet de prendre en compte la dépendance

des propriétés dynamiques de l’élastomère, sera ainsi mise en oeuvre afin de déduire les amplitudes

vibratoires, la fréquence de résonance du mode de pompage et l’amplitude de la transmissibilité en

effort observé.

3.3.2 Modèle numérique

3.3.2.1 Géométrie et Maillage

Le modèle numérique utilisé est réalisé sous MSC.Nastran et est présenté en figure 3.3. Pour la simu-

lation, aucune précharge statique ne sera prise en compte. L’instrumentation est modélisée uniquement

par une masse concentrée au centre de gravité et par une matrice d’inertie. La masse concentrée est

liée de façon rigide à la face supérieure de la croix par des éléments de liaison. La croix et les parties

métalliques des plots isolants sont modélisés par éléments finis avec 10739 éléments parallélépipédiques

CHEXA et tétrahédriques CTETRA.

La géométrie des pièces en élastomère a été modifiée afin de négliger les zones pour lesquelles la

déformation est faible. Ces zones influencent peu le comportement dynamique de la structure pour le

mode de pompage. Les modifications de géométrie qui ont été faites n’entrâınent pas une modification

sur les six premières fréquences propres de la structure de plus de 0.1%.

En outre, le maillage de ces parties élastomères a été simplifié afin de réduire le nombre de degrés de

liberté “non linéaires“ en lien avec l’élastomère tout en conservant une bonne représentativité du com-

portement dynamique des éléments élastomères. Le maillage simplifié comporte 192 éléments CHEXA.

La modification sur les six premières fréquences propres de la structure n’excède pas 3%. En ce qui

concerne les problèmes de verrouillage volumétrique du maillage [82], une comparaison a été menée sur

le logiciel Abaqus pour une géométrie proche d’un parallélépipède élastomère d’un plot soumis à de la

compression. Abaqus dispose effectivement d’éléments solides classiques du même type que l’élément

CHEXA mais aussi d’éléments utilisant une formulation hybride. Aucun problème de verrouillage n’a

été relevé. De plus, l’absence de verrouillage est également entrâınée par le faible confinement des

parties en élastomère.

3.3.2.2 Réduction des parties linéaires

Afin de réduire le nombre de degrés de liberté, la croix et les parties métalliques des plots sont

condensées par condensation de Guyan [73] (voir paragraphe 2.2.2). Le premier mode libre de la croix
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50099

Figure 3.7 – Noeuds d’interface avec l’élastomère pour la condensation de Guyan.

a une fréquence supérieure à 1kHz et donc largement supérieure à la bande de fréquence d’étude de

10− 120Hz, autorisant à réaliser une condensation statique des pièces métalliques du modèle sur les

interfaces avec le matériau élastomère.

En effet, pour chaque pièce métallique, des degrés “mâıtres“ Xm correspondant aux degrés de

liberté des noeuds d’interface entre l’aluminium et l’élastomère sont choisis. La figure 3.7 montre les

noeuds “mâıtres“ des interfaces considérées. L’ensemble des degrés de liberté de l’ensemble des noeuds

d’interface est noté Xv,Γ. Les degrés de liberté “esclaves“ restant sont notés Xs. Pour chaque pièce

métallique i, une matrice de raideur condensée K̄i est ensuite calculée à partir de la formule 2.31 de

la section 2.2.2 du chapitre précédent.

De plus, en ce qui concerne la réduction de la croix, des degrés de liberté “mâıtres“ sont considérés

et correspondent aux degrés de liberté des éléments rigides reliant la masse concentrée et la croix.

Après condensation, il est possible d’éliminer ces degrés de liberté additionnels et de se ramener à ne

conserver uniquement que les six degrés de liberté de la masse concentrée Xnv et les degrés de liberté

de l’interface aluminium-élastomère.

Finalement, les cinq matrices condensées K̄i sont assemblées en une seule matrice condensée K̄

sur tous les degrés de liberté d’interface Xv,Γ et les six degrés de liberté Xnv. La même opération est

effectuée de façon à obtenir les matrices de masse et d’amortissement condensées M̄, D̄.

Comme vu en équation 3.33, les degrés de liberté peuvent être divisés en deux ensembles selon leur
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lien avec les éléments élastomères. Dans le cas particulier présenté ici, Xnv est constitué des six degrés

de liberté de la masse concentrée et Xv est composé des degrés de liberté d’interface Xv,Γ et des degrés

de liberté internes à l’élastomère Xv,in. En notant Mv la matrice de masse des éléments élastomères,

l’équation 3.32 peut s’écrire :

AZv = ĀZv + AvZv = bL(Ω) + bNL(Zv,Ω) (3.59)

avec

ĀZv =
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AvZv =
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(3.61)

et

bNL = −
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(3.62)

Après condensation, le modèle comporte ainsi 1662 degrés de liberté et 192 éléments CHEXA

élastomère. 6 degrés de liberté permettent de représenter le mouvement de corps rigide de l’instru-

mentation.

La taille du système à résoudre peut parfois poser quelques difficultés en terme de temps de cal-

cul, notamment lors de l’évaluation numérique de la jacobienne du système. Pour cette raison, la

résolution a été effectuée en réutilisant pour les itérations supérieures à 1 la matrice jacobienne cal-

culée à la première itération.

3.3.2.3 Excitation

Une excitation de 145N est appliquée au centre de gravité de l’instrumentation. L’amplitude de l’ef-

fort est calibré de telle sorte que la déformation équivalente maximale n’excède pas 4%. En effet, pour
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Figure 3.8 – Déplacement de la masse concentrée : - procédure non linéaire avec dépendance en

amplitude ; – propriétés homogènes de l’élastomère sans dépendance en amplitude.
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des propriétés homogènes de l’élastomère correspondant à une amplitude dynamique expérimentale de

5% (respectivement de 0.1%), une simulation linéaire avec MSC.Nastran montre que la déformation
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équivalente maximale obtenue parmi les éléments élastomères (et pour toute la plage de fréquence

considérée) est de 4% (respectivement 2.41%). Par conséquent la déformation équivalente maximale

restera entre 2.41% et 4%.

3.3.3 Résultats

Les simulations sont réalisées sur la bande de fréquence [10−120Hz] afin de représenter le mode de

pompage et afin de bénéficier de l’ensemble des valeurs expérimentales disponibles. En parallèle de la

méthodologie proposée qui est réalisée avec MSC.Nastran et avec MATLAB, des analyses fréquentielles

linéaires sont réalisées avec MSC.Nastran et avec l’algorithme SOL108. Ces calculs ne prennent en

compte que la dépendance en fréquence du matériau et avec des propriétés matériau homogènes

correspondantes à une amplitude dynamique expérimentale fixée.

3.3.3.1 Déplacements

Les premiers résultats montrent que la fréquence de résonance du mode de pompoage peut varier

sur une bande de fréquence de [75 − 100]Hz pour des propriétés homogènes dans tous les éléments

élastomères. En effet, la figure 3.8 décrit l’évolution du déplacement suivant l’axe z (axe d’applica-

tion de l’effort d’excitation) de la masse concentrée pour six amplitudes dynamiques expérimentales

différentes. Sans surprise, la fréquence de résonance diminue lorsque l’amplitude dynamique choisie

pour les propriétés matériau augmente. Un maximum de 100Hz est obtenue pour des propriétés

correspondant à une amplitude de 0.1% alors que le miminum observé de 75Hz correspond à une am-

plitude de 5%. Cette diminution est associée à l’assouplissement du matériau observé sur les relevés

expérimentaux en figure 3.5. Le déplacement maximal observé augmente également avec des propriétés

matériau correspondant à une plus grande amplitude dynamique. Ce déplacement augmente entre 67

et 111µm.

En ce qui concerne le calcul réalisé avec la procédure non linéaire, la fréquence de résonance se

situe à 83Hz montrant bien que le matériau élastomère fonctionne dans sa plage de fonctionnement

non linéaire. Le déplacement maximal observé est de 87µm et est bien cohérent avec l’analyse des

précédents calculs linéaires. Aux environs de la résonance, ce résultat est très proche du résultat que

l’on peut obtenir avec des propriétés homogènes correspondant à une amplitude expérimentale de 2%.

Cependant il faut noter que la forme de la courbe reste légèrement différente par rapport à l’ensemble

des calculs linéaires réalisés.

3.3.3.2 Transmissibilité

Une analyse en figure 3.9 montre que la transmissibilité en effort suivant l’axe z atteint une valeur

maximale d’environ 3 pour toutes les simulations. Les sept résultats varient en effet entre 2.96 et 3.37.

Cette transmissibilité n’est pas constante et n’a pas, à la différence des résultats sur le déplacement,

un comportement monotone avec l’augmentation de l’amplitude dynamique expérimentale considérée

pour l’affectation des propriétés matériau. La transmissibilité atteint un minimum pour une déformation

équivalente de 2%. La procédure non linéaire est également très proche de cette courbe à 2%. La forme
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Figure 3.10 – Parallélépipède élastomère déformé et distribution des déformations équivalentes à

71Hz.

de la courbe obtenue avec la méthodologie non linéaire est également différente de l’ensemble des cal-

culs linéaires.

3.3.3.3 Mesure de déformation équivalente

La méthodologie mise en place permet de considérer un module dynamique du matériau qui

n’est pas homogène dans l’ensemble des parallélépipèdes en élastomère. A cette fin, une déformation

équivalente est calculée pour chaque élément. Cette possibilité offerte par la procédure est illustrée

en figure 3.10 où la partie parallélépipédique inférieure d’un plot isolant est représenté en phase de

compression à 71Hz. La déformation équivalente de chaque élément montre clairement la non ho-

mogénéité du module dynamique au sein du matériau. La valeur maximale obtenue est de 3.21% pour

l’élément 50099 et à la fréquence de 83Hz (résonance). Comme attendu, cette valeur se situe bien

dans les bornes fixées de 2.41−4%. Le maillage des parties élastomères reste un maillage très simplifié

mais qui permet de rendre compte de façon correcte du comportement dynamique d’un élastomère

quasi incompressible et d’éviter tout problème de verrouillage numérique. Enfin, la déformation est

distribuée spatialement mais aussi modifiée à chaque fréquence comme le montre la figure 3.11 qui

montre l’évolution de la déformation équivalente pour l’élément 50099. La valeur maximale obtenue

est évidemment observée pour la résonance à 83Hz.
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Figure 3.11 – Déformation équivalente : élément 50099 en contact avec la croix (voir figure 3.7).

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, l’applicabilité de la méthode de balance harmonique sur un cas industriel défini

sous logiciel commercial a été montrée. La méthode a été appliquée avec un seul harmonique en étant

interfacée avec MSC.Nastran et MATLAB. Le cas industriel proposé a consisté en la simulation dyna-

mique d’un isolateur d’instrumentation satellite. Cet isolateur intègre des plots isolants en élastomère

qui présentent une non linéarité matérielle. En effet, le module dynamique de l’élastomère dépend de

la fréquence d’excitation et de l’amplitude de déformation de celui-ci. Ce phénomène est mieux connu

sous le nom d’effet Payne.

Cette non linéarité a nécessité la programmation d’une procédure spécifique pour le traitement

des efforts non linéaires. L’interface en élastomère a été modélisée de façon volumique et non pas

avec un modèle simplifié uni ou bidimensionnel. Même si, sur le cas considéré, le maillage des parties

élastomères a été simplifié, la méthodologie proposée laisse la possibilité dans l’avenir de conserver un

maillage provenant directement d’un modèle éléments finis industriel préexistant (ayant servi à d’autres

types d’analyse). En outre, cette modélisation tridimensionnelle permet de prendre en compte l’effet

Payne au sein du matériau en affectant des propriétés dynamiques dans chaque région de l’élastomère

en fonction de la déformation locale vue par chaque élément. En effet, cette procédure est basée

sur le calcul d’une déformation équivalente pour chaque élément qui permet, par une équivalence

énergétique, d’affecter des propriétés mécaniques provenant d’essais de caractérisation du matériau.

Le développement d’un modèle spécifique ainsi que l’identification de paramètres ne sont ainsi plus

requis. La matrice de raideur complexe non linéaire peut enfin être assemblée afin de déduire les efforts
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non linéaires générés par la déformation des parties élastomères du modèle.

Enfin, la mise en place d’une telle procédure nécessite encore une programmation spécifique, no-

tamment en ce qui concerne la modélisation des parties non linéaires du modèle. La non linéarité

matérielle de l’effet Payne n’est pas intégrée dans les codes de calcul et a dû faire l’objet d’une

programmation avec MATLAB et avec des subroutines internes à Nastran en langage DMAP. Ce-

pendant, le cas étudié a montré l’applicabilité de la méthode et la possibilité d’utiliser un plus grand

nombre de fonctionnalités du logiciel (assemblage, gestion de la connectivité du modèle, utilisation du

maillage prédéfini, condensation). La méthodologie proposée pourraient également être programmée

entièrement en langage DMAP afin de réduire les temps de calcul.



Chapitre 4

Méthode de balance harmonique

adaptative : application aux jonctions

boulonnées

Dans le chapitre précédent, nous venons de voir comment la méthode de balance harmonique

peut être employée sur des modèles numériques industriels et comment les méthodes de réduction

de modèles peuvent s’appliquer afin de réduire le nombre d’inconnues du système à résoudre. Cepen-

dant, la résolution par méthode de balance harmonique nécessite de développer la réponse cherchée

en série de Fourier tronquée à un ordre inconnu “a priori“. Un faible nombre de degrés de liberté

du modèle condensé peut en effet aboutir à un grand nombre d’inconnues pour le système d’équations

à résoudre lorsqu’un grand nombre d’harmoniques est considéré dans le développement en série. La

réduction du nombre d’harmoniques peut donc être un second moyen de réduire la taille du système

à résoudre. Pour cela, il est nécessaire de mettre en oeuvre des méthodes capables de sélectionner le

nombre d’harmoniques nécessaires pour atteindre la précision souhaitée. Les méthodes à mettre en

place peuvent évidemment être différentes en fonction de l’objectif souhaité. Il peut s’agir d’approcher

au mieux les déplacements et efforts au niveau de l’interface, de rendre compte du comportement dy-

namique global de la structure en adoptant une approche simplifiée au niveau de l’interface, ou encore

de déduire des paramètres modaux équivalents à partir d’un calcul simplifié.

Dans ce chapitre, une méthode de balance harmonique permettant l’adaptation du nombre d’har-

moniques en vue de l’approche du comportement global de la structure est présentée. Son application

sur un système de jonctions boulonnées est détaillée et l’analyse des effets non linéaires présents dans

les jonctions est réalisée.

De plus, nous proposerons une méthodologie permettant d’intégrer des variables internes dans la

formulation des équations. Le modèle de jonction utilisé introduit en effet deux variables qui seront

également développées en série de Fourier.

107
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4.1 Méthode de balance harmonique adaptative

Pour une fréquence d’excitation d’un système mécanique donné, aucun outil théorique ne permet

de déterminer quels harmoniques sont réellement significatifs dans la réponse dynamique du système.

De plus le nombre d’harmoniques significatifs peut varier fortement sur une plage de fréquence donnée

en fonction du caractère plus ou moins non linéaire de la réponse. Des outils numériques ont été de-

veloppés par Laxalde [96]. Ces outils se basent sur une approche des efforts non linéaires du système.

Ce critère ne prend cependant pas en compte le comportement global du système et peut se montrer

inadapté lorsque les efforts linéaires sont prédominants devant les efforts non linéaires. Par conséquent,

la méthodologie proposée dans cette section se focalise sur une grandeur caractéristique du compor-

tement dynamique global de la structure, à savoir l’énergie de déformation du système, et étudie

son évolution en fonction des différents harmoniques considérés dans le développement en série de la

réponse.

Considérons donc de façon générale un système mécanique discret à n degrés de liberté décrit par

ses matrices de masse M, de raideur K et d’amortissement D, comme vu au paragraphe 3.1.1. Ce

système est excité par un effort périodique FL(Ω, t) à la pulsation Ω. Les non linéarités du système sont

considérées comme des efforts extérieurs non linéaires FNL(X, Ẋ,Ω, t) et dépendent des déplacements

X et de leurs dérivées Ẋ. Nous noterons Ik et 0k respectivement la matrice identité et la matrice nulle

de l’espace IRk.

L’équation du mouvement (Eq. 2.59) peut alors s’écrire :

MẌ + DẊ + KX = F (X, Ẋ,Ω, t) = FL(Ω, t) + FNL(X, Ẋ,Ω, t) (4.1)

La réponse recherchée, supposée périodique, est alors développée en série de Fourier tronquée à m

harmoniques :

X(t) = B0 +
m∑

k=1

(

Ak sin(
k

ν
Ωt) +Bk cos(

k

ν
Ωt)

)

(4.2)

soit sous forme condensée :

X(t) = Tn(t)Z = (T1(t)⊗ In)Z (4.3)

avec, en conservant les notations du chapitre précédent :

T1(t) =

[

1 sin(
Ω

ν
t) cos(

Ω

ν
t) . . . sin(

k

ν
Ωt) cos(

k

ν
Ωt) . . .

]

(4.4)

Z = [B0 A1 B1 . . . Ak Bk . . .]T est le vecteur des coefficients de Fourier de taille (2m+ 1)n× 1.

Le système à résoudre (Eq. 3.19) se ramène à l’annulation d’une fonction H défini sous la forme :

H(Z) = A(Ω)Z − b(Z,Ω) (4.5)

Dans le cas d’une condensation, la fonction à résoudre Hq (Eq. 3.29) dépend des degrés de liberté non

linéaires Zq = [B0q A1q B1q . . . Amq Bmq]
T et s’exprime sous une forme similaire à la fonction H :

Hq(Zq) = Āqq(Ω)Zq − bq(Zq,Ω) (4.6)
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4.1.1 Energie de déformation approchée

4.1.1.1 Sans condensation

L’expression de l’énergie de déformation du système peut s’exprimer de façon simple en fonction des

coefficients de Fourier :

U =
1

2
TX(t)KX(t) =

1

2
TZTTn(t)Tn(t) (I2m+1 ⊗K)Z (4.7)

L’expression de l’énergie de déformation moyenne est alors obtenue sur une période en utilisant la

propriété vue en équation 3.15 :

< U > =
1

T

∫ T

0
U(t)dt

< U > =
1

2T
TZ

(∫ T

0

TTn(t)Tn(t)dt

)

(I2m+1 ⊗K)Z

< U > =
1

2
TZ (L1 ⊗ In) (I2m+1 ⊗K)Z

< U > =
1

2
TZ (L1 ⊗K)Z (4.8)

d’après les propriétés du produit de Kronecker, à savoir (A⊗B) (C ⊗D) = (AC)⊗ (BD).

4.1.1.2 Avec condensation

Lorsqu’une procédure de condensation sur les q degrés de liberté non linéaires du modèle est utilisée,

il est possible d’exprimer l’énergie de déformation moyenne uniquement en fonction des coefficients

de Fourier Zq de ces degrés de liberté non linéaires. L’intérêt de cette approche est de s’affranchir

des calculs de restitution pour déterminer les coefficients de Fourier des degrés de liberté linéaires du

modèle Zp.

En reprenant les notations introduites au paragraphe 3.1.2, l’énergie de déformation s’exprime de la

façon suivante :

< U > =
1

2
TZ (L1 ⊗K)Z

< U > =
1

2

[
TZp

TZq

]
[

I2m+1 ⊗ TPp

I2m+1 ⊗ TPq

]

(L1 ⊗K)
[

I2m+1 ⊗Pp | I2m+1 ⊗Pq

]
[
Zp

Zq

]

< U > =
1

2

[
TZp

TZq

]
[

L1 ⊗ TPpKPp L1 ⊗ TPpKPq

L1 ⊗ TPqKPp L1 ⊗ TPqKPq

] [
Zp

Zq

]

< U > =
1

2

[
TZp

TZq

]
[

L1 ⊗ K̃pp L1 ⊗ K̃pq

L1 ⊗ K̃qp L1 ⊗ K̃qq

] [
Zp

Zq

]

< U > =
1

2

[
TZp

TZq

]
(L1 ⊗ In) Ã(Ω = 0)

[
Zp

Zq

]

(4.9)
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L’expression ci-dessus reste complexe et nécessite pour le calcul la connaissance des degrés de liberté

linéaires qui sont déduits de la relation précédemment établie (Eq. 3.30) :

Zp = Ã−1
pp

(

bp − ÃpqZq

)

(4.10)

L’expression de l’énergie peut néanmoins être simplifiée via quelques hypothèses. En considérant qu’au-

cune force extérieure ne s’applique sur les degrés de liberté linéaires (choix souvent judicieux de l’utili-

sateur) et en considérant que les degrés de liberté linéaires sont statiquement liés aux degrés de liberté

non linéaires (Ω = 0), on en déduit :

Zp = −Ã−1
pp (Ω = 0)Ãpq(Ω = 0)Zq

Zp = −
(

L−1
1 ⊗ K̃−1

pp

)(

L1 ⊗ K̃pq

)

Zq (4.11)

En introduisant cette expression dans l’équation 4.9 :

< U > =
1

2

(

−TZp

(

L1 ⊗ K̃pp

)(

L−1
1 ⊗ K̃−1

pp

)(

L1 ⊗ K̃pq

)

Zq + TZp

(

L1 ⊗ K̃pq

)

Zq

−TZq

(

L1 ⊗ K̃qp

)(

L−1
1 ⊗ K̃−1

pp

)(

L1 ⊗ K̃pq

)

Zq + TZq

(

L1 ⊗ K̃qq

)

Zq

)

< U > =
1

2
TZq

[

L1 ⊗
(

K̃qq − K̃qpK̃
−1
pp K̃pq

)

Zq

]

< U > =
1

2
TZq

(
L1 ⊗ K̄qq

)
Zq (4.12)

où K̄qq est la matrice condensée statiquement de K̃ comme vu en équation 2.31.

4.1.2 Critère proposé

Une fois l’expression de l’énergie de déformation moyenne établie, l’évolution de cette grandeur va

être suivie, pour une fréquence donnée, lorsque le nombre d’harmoniques considérés dans la réponse

augmente. Plus précisément la différence relative entre deux valeurs consécutives (la première pour m

harmoniques et la seconde pour m + 1) va être observée. L’augmentation du nombre d’harmoniques

sera stoppée lorsque cette variation ǫ sera inférieure à une valeur seuil ǫs choisie par l’utilisateur.

Cependant, étant donné que la matrice L1 est diagonale et constante, l’étude de la saturation de

l’énergie approchée revient à l’étude d’une grandeur approchée :

< Û > = TZ (I2m+1 ⊗K)Z sans condensation

< Û > = TZq

(
I2m+1 ⊗ K̄qq

)
Zq avec condensation (4.13)

L’algorithme numérique utilisé est présenté en figure 4.1. Un premier calcul est toujours réalisé à

partir d’un calcul avec un harmonique puis le nombre est augmenté jusqu’à ce que la différence relative

soit inférieure à la valeur seuil fixée.

La procédure présentée ici ajoute à chaque nouveau passage un harmonique. Cela suppose donc

que l’évolution de l’énergie de déformation soit monotone. Cela constitue une importante limitation
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Initialisation et Prédiction :

m = 0 , < Û >= 0, (x̃
(0)
n+1,Ω

(0)
n+1)

m = m+ 1

Calcul HBM
Solution pour m harmoniques : (x̃n+1,Ωn+1)m

Evaluation de < Ûm >= T x̃n+1K̂x̃n+1

Evaluation du critère ǫ = <Ûm>−<Ûm−1>

<Ûm>
non

Test : ǫ < ǫseuil

oui

Solution : (x̃n+1,Ωn+1) = (x̃n+1,Ωn+1)m−1

avec x̃ =







Z
ou
Zq






et K̂ =







K

ou
K̄qq






.

Figure 4.1 – Algorithme HBM adaptatif.

de la méthode. En effet, de nombreux systèmes non linéaires font intervenir des ordres significatifs

non consécutifs dans la réponse. Par exemple, seuls les ordres impairs sont significatifs dans la réponse

d’un système à frottement sec. Pour ces cas particuliers, un traitement possible est la connaissance

“a priori“ d’un tel comportement qui permet de ne développer la réponse que sur les ordres impairs.

Ce type de traitement est celui qui sera mis en oeuvre lors de l’application sur jonction boulonnée en

section suivante.
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4.2 Application aux jonctions boulonnées

4.2.1 Structure étudiée

La structure étudiée est constituée d’un assemblage de deux poutres encastrées-libres reliées entre

elles par une jonction boulonnée. Ce système sera utilisé afin de mettre en oeuvre l’algorithme de

balance harmonique adaptatif. La figure 4.2 présente le système mis en oeuvre. Les deux poutres sont

en aluminium Al 7075 et sont de section rectangulaire (5.1cm×2.5cm). Les poutres ont des longueurs

différentes (34.7cm et 84.7cm) afin d’éviter un comportement dynamique symétrique de chaque poutre.

Les poutres sont ensuite modélisées sous le logiciel Abaqus à l’aide d’éléments poutres B21 utilisant

une formulation de Timoshenko. 10 (respectivement 25) éléments sont utilisés pour la poutre de lon-

gueur 34.7cm (respectivement 84.7cm). En raison des forces axiales, des non linéarités géométriques

peuvent apparâıtre dans ce système de deux poutres encastrées-encastrées pour des niveaux d’exci-

tation élevés et être simultanément présentes avec les non linéarités dues à la jonction boulonnée.

Cependant le modèle est focalisé sur les non linéarités locales et est limitée aux non linéarités de la

jonction. Pour plus de détails sur les non linéarités géométriques, le lecteur peut se référer aux travaux

de Sze et al. [143] qui appliqua la méthode de balance harmonique à une poutre non linéaire.

Le modèle de jonction est représenté par un élément poutre de 3.5cm décrit par une matrice de

masse élémentaire d’un élément B21 et par une matrice de raideur non linéaire considérée dans la

méthode de balance harmonique comme générant un effort de raideur extérieur au système. Ces forces

extérieures sont les deux moments de flexion M1 et M2 et les deux efforts tranchants F1 et F2 aux

extrémités de l’élément. Un amortissement de Rayleigh est affecté en utilisant les matrices de masse

et de raideur de la poutre monolithique de telle sorte que l’amortissement modal sur les modes à

0.24kHz et 1.14kHz soit de 0.1%. Ces deux fréquences correspondent au second et cinquième modes.

Une valeur de 0.1% est représentative de structures réelles et reste suffisamment faible pour conserver

un effet significatif des non linéarités de la jonction. En effet, une augmentation de l’amortissement

structural peut réduire les amplitudes de vibration et par conséquent les amplitudes harmoniques

d’ordre supérieur ce qui diminue le nombre d’harmoniques retenus par la méthode adaptative.

Jonction
Modèle

Boulonnée
R2, T2

L = 3.47 cm 84.7cm34.7cm

y

x

F h

dof7 dof59

T1 = dof19
R1

16.9cm10.4cm 20.3cm

Figure 4.2 – Assemblage boulonné.



4.2. Application aux jonctions boulonnées 113

LuGre

Lu
G

re

F2, T2

M2, R2ka1

ka2
F1, T1

M1, R1

L/2 L/2

h/2

h/2

Figure 4.3 – Modèle de jonction.

4.2.2 Modèle de jonction

Le modèle de jonction boulonnée est présenté en figure 4.3 et s’inspire d’un travail de Song et

al. [140]. Le modèle utilisé est appelé “adjusted LuGre beam element“ par analogie avec les travaux de

Song. Le microglissement et le macroglissement sont les deux principaux effets non linéaires présents à

l’interface de la jonction [1]. Cependant, dans un souci de simplicité du modèle, les effets de macroglis-

sement ainsi que les contacts en butée ne sont pas pris en compte. Le microglissement est ici modélisé

en utilisant un modèle non linéaire intégrant un modèle de LuGre conduisant à l’apparation d’harmo-

niques d’ordre impair. Comme discuté en section 4.1.2, les harmoniques d’ordre pair ne doivent pas

être considérés afin d’obtenir une convergence de l’énergie de déformation sur les harmoniques impairs.

En ce qui concerne le modèle de jonction présenté en figure 4.3, l’idée est de remplacer les raideurs

d’un élément poutre linéaire par une combinaison parallèle d’un modèle de LuGre et d’une raideur

résiduelle ka,i, i ∈ {1, 2} caractéristique d’une jonction boulonnée [61]. Cet élément a deux degrés de

liberté de rotation de section R1 et R2 et deux degrés de liberté de translation T1 et T2. h et L sont

respectivement la hauteur de section et la longueur de l’élément.

Afin d’établir la relation entre les efforts et les degrés de liberté de l’élément, les élongations ∆1 et

∆2 des deux ressorts résiduels doivent être considérées :

∆1 =
L

2
(R1 +R2) + (T1 + T1) et ∆2 =

h

2
(R1 −R2) (4.14)

De plus, chaque modèle de LuGre génère un effort fLuGre,i, i ∈ {1, 2} qui dépend de l’élongation ∆i

mais aussi d’une variable interne ζi et de sa dérivée. Cet effort peut s’écrire :

fLuGre,i(∆i, ∆̇i, ζi, ζ̇i) = σ0iζi + σ1iζ̇i + α2i∆̇i (4.15)

ζ̇i = ∆̇i −
σ0i

α0i + α1ie
−

(

∆̇i
v0i

)2

∣
∣
∣∆̇i

∣
∣
∣ ζi (4.16)
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L’effort généré par l’association parallèle d’un modèle de LuGre et d’une raideur s’écrit :

fi(∆i, ∆̇i, ζi, ζ̇i) = fLuGre,i(∆i, ∆̇i, ζi, ζ̇i) + ka,i∆i (4.17)

La perte de raideur observée durant les phases de microglissement peut être représentée par l’intro-

duction d’un coefficient γi ∈ [0; 1] reliant la raideur résiduelle du modèle ka,i, le paramètre de raideur

du modèle de LuGre σ0i et la raideur d’un élément linéaire équivalent ki. Les relations entre les deux

paramètres peuvent s’écrire σ0i = (1− γi)ki et ka,i = γiki. Les efforts et moments résultants peuvent

alors s’exprimer : 






F1

M1

F2

M2








=








f1(∆1, ∆̇1, ζ1, ζ̇1)
L
2 f1(∆1, ∆̇1, ζ1, ζ̇1) + h

2f2(∆2, ∆̇2, ζ2, ζ̇2)

−f1(∆1, ∆̇1, ζ1, ζ̇1)
L
2 f1(∆1, ∆̇1, ζ1, ζ̇1)− h

2f2(∆2, ∆̇2, ζ2, ζ̇2)








(4.18)

Par conséquent, à partir de l’équation 4.14, l’expression de l’effort non linéaire généré par l’élément

de jonction s’exprime :

FNL,ALBE(








T1

R1

T2

R2







,

˙






T1

R1

T2

R2







,

[
ζ1
ζ2

]

,
˙[
ζ1
ζ2

]

) =








F1

M1

F2

M2








(4.19)

Les deux raideurs d’un élément linéaire équivalents ki peuvent être obtenues simplement par les

relations :

k1 = 12
EI

L3
= 1, 43.106N/mm et k2 = 4

EI

Lh2
= 8, 92.105N/mm (4.20)

Les autres paramètres sont déduits par analogie avec les travaux de Shiryayev et al. [137], notamment

γ1 = γ2 = 0.1078, α01 = α02 = 81.9N , σ11 = σ12 = α11 = α12 = α21 = α22 = 0. Finalement,

σ01 = 1, 27.106N/mm, σ02 = 7, 96.105N/mm, ka,1 = 1, 55.105N/mm, ka,2 = 9.62.104N/mm.

4.2.3 Système global et jonction

Le système est ensuite excité avec une force harmonique FL d’amplitude 42N à la pulsation Ω. Ce

chargement est appliqué sur la poutre de plus grande dimension dans une direction transversale (degré

de liberté 31). En utilisant la formulation précédente (Eqn. 4.1), l’équation du mouvement peut être

écrite avec l’ajout de deux équations supplémentaires décrivant l’évolution des variables internes ζ1 et

ζ2 du modèle de LuGre :

MẌ + DẊ + KX = FL(Ω, t)− FNL,ALBE(

[
X

Ẋ

]

,

[
ζ1
ζ2

]

,

[
ζ̇1
ζ̇2

]

,Ω, t) (4.21)

ζ̇i = ∆̇i −
σ0i

α0i + α1ie
−

(

∆̇i
v0i

)2

∣
∣
∣∆̇i

∣
∣
∣ ζi for i ∈ {1, 2} (4.22)
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4.3 Formulation HBM avec variable interne : adaptation au modèle

de LuGre

4.3.1 Démarche retenue

Le recours à l’utilisation d’un modèle de LuGre afin de représenter le microglissement présent dans

la jonction entrâıne l’introduction d’une variable interne dans le système d’équations différentielles à

résoudre [156]. En effet, la relation force-déplacement du modèle de LuGre est non algébrique et non

holonome, c’est-à-dire que la force générée ne peut pas être exprimée en fonction du déplacement et

de la vitesse instantanés. Par conséquent, le modèle de LuGre introduit une équation différentielle

supplémentaire ainsi qu’une variable interne. Afin d’appliquer la méthode de balance harmonique, une

reformulation du problème est donc nécessaire. Les deux variables internes ζ1 et ζ2 vont, à l’instar

des déplacements, être développées en série de Fourier. En insérant le même développement ζi(t) =

T2(t)Zζi
dans l’équation 4.22 :

0 = ζ̇i −




∆̇i −

σ0i

α0i + α1ie
−

(

∆̇i
v0i

)2

∣
∣
∣∆̇i

∣
∣
∣ ζi






0 = T2(t)∇2Zζi
−T2(t)bζi

(Z,Zζi
,Ω)

0 = ∇2Zζi
− bζi

(Z,Zζi
,Ω) avec i ∈ {1, 2} (4.23)

où bζi
(Z,Zζi

,Ω) représente les coefficients de Fourier du terme non linéaire.

Le problème est finalement équivalent à la détermination des zéros d’une fonction HH(Z,Zζ)

dépendant des coefficients de X et de ζ = [ζ1 ζ2]. HH est une fonction de IR(2m+1)×(n+2) dans

IR(2m+1)×(n+2).

HH(Z,Zζ) =

{
H(Z,Zζ) = A(Ω)Z − b(Z,Zζ ,Ω)

C(Z,Zζ) = ∇2Zζ − bζ(Z,Zζ ,Ω)

}

(4.24)

Dans le cas d’une condensation, nous pouvons définir de façon similaire une fonction HHq(Zq, Zζ) de

IR(2m+1)×(q+2) dans IR(2m+1)×(q+2) :

HHq(Zq, Zζ) =

{
Hq(Zq, Zζ) = Āqq(Ω)Zq − bq(Zq, Zζ ,Ω)

C(Zq, Zζ) = ∇2Zζ − bq,ζ(Zq, Zζ ,Ω)

}

(4.25)

Enfin, le calcul de l’énergie de déformation approchée < Û > reste identique aux équations 4.13

étant donné que seuls les degrés de liberté physiques sont utilisés pour le calcul de l’énergie de

déformation.

Afin de réaliser les simulations, une procédure de condensation est utilisée sur les degrés de liberté

de la jonction T1, R1, T2 et R2 et sur le degré de liberté d’application de la force TF . Avec les deux

variables internes des modèles de LuGre, le système à résoudre est donc de taille (2m+ 1)× 7.
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4.3.2 Autres méthodes de traitement des variables internes

La méthodologie présentée précédemment a cependant un léger désavantage, celui de rajouter deux

variables inconnues supplémentaires. Ces deux nouvelles variables ζ1 et ζ2 engendrent la présence de

(2m+ 1)× 2 inconnues supplémentaires lors du développement en série de Fourier à m harmoniques.

La taille du système peut alors augmenter de façon significative.

Méthode proposée par Wong et al.

Pour pallier ce problème, Wong et al. [155,156] ont proposé une autre démarche qui consiste à résoudre,

non plus les équations différentielles du mouvement, mais uniquement les équations non linéaires du

modèle local utilisé. Dans leurs travaux, le modèle de Bouc-Wen [154] a été utilisé. Ainsi, à chaque

itération de Newton, le déplacement Z étant connu, il est possible de déduire l’expression des efforts

générés par le modèle non linéaire de Bouc-Wen via la relation :

bNL = A(Ω)Z − bL (4.26)

où bL représente les efforts linéaires sur la structure.

L’évaluation temporelle des déplacements et des efforts non linéaires, ainsi que leurs dérivées, est

ensuite calculée par transformée de Fourier inverse ce qui permet d’introduire ces grandeurs dans les

équations non linéaires du modèle. L’équation est ensuite transformée dans le domaine fréquentiel

et constitue le problème à résoudre qui se ramène à un problème de minimisation. L’algorithme de

Levenberg-Marquardt est ensuite appliqué pour la résolution du problème.

Toutefois, afin de conserver l’unicité de la solution, il est important d’avoir un nombre d’inconnues

en déplacement Z égal au nombre d’inconnues en effort bNL. Par exemple, pour un système à deux

degrés de liberté relié par un modèle de Bouc-Wen, l’équation peut, pour un harmonique, s’écrire sous

la forme :

A








A11

A12

B11

B12








=








S11

−S11

C11

−C12








(4.27)

Le problème de minimisation ainsi obtenu introduira une fonction de IR4 dans IR2 et l’unicité ne sera

pas garantie. Il est ainsi important de condenser le modèle sur les degrés de liberté non linéaires unique-

ment et de réaliser ensuite une nouvelle procédure de condensation sur les degrés de liberté relatifs [96].

Autre méthode proposée

Dans le modèle étudié dans ce chapitre, la procédure sur degrés de liberté relatifs n’a pas été réalisée

et le modèle de LuGre utilisé empêche l’application directe de la méthodologie proposée par Wong.

Nous proposons ici une seconde méthode qui consiste en une nouvelle procédure de condensation qui

ne conserve que les variables internes du modèle de LuGre.
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Nous ne présenterons la méthodologie que dans le cas d’une condensation, le cas sans condensation

se fait aisément. Les coefficients bq(Zq, Zζ ,Ω) des efforts extérieurs appliqués sur le système peuvent

se diviser entre les coefficients bLq des efforts linéaires (ici l’effort d’excitation) et ceux bNLq des efforts

non linéaires. Or ces coefficients correspondent à ceux des efforts dans la jonction FNL,ALBE . Par

conséquent, les équations 4.14, 4.16, 4.17, 4.18 peuvent s’exprimer de façon plus compacte :

∆ =

[
1 L

2 1 L
2 0

1 h
2 0 −h

2 0

]

︸ ︷︷ ︸

AXq

Xq (4.28)

[
f1

f2

]

=

[
σ01 0

0 σ02

]

︸ ︷︷ ︸

Aζ

ζ +

[
σ11 0

0 σ12

]

︸ ︷︷ ︸

A
ζ̇

ζ̇ +

[
α21 0

0 α22

]

︸ ︷︷ ︸

A∆̇

∆̇ +

[
ka,1 0

0 ka,2

]

︸ ︷︷ ︸

A∆

∆ (4.29)










F1

M1

F2

M2

0










=










1 0
L
2

h
2

−1 0
L
2 −h

2

0 0










︸ ︷︷ ︸

Af

[
f1

f2

]

(4.30)

avec ∆ =T [∆1 ∆2] et Xq =T [T1 R1 T2 R2 TF ].

Le vecteur des efforts non linéaires peut donc s’exprimer simplement en fonction des coefficients de

Fourier de Xq et de ζ :

bNLq =
(
I2m+1 ⊗AfA∆AXq +∇1 ⊗AfA∆̇AXq

)
Zq +

(

I2m+1 ⊗AfAζ +∇1 ⊗AfAζ̇

)

Zζ

bNLq = AZqZq + AZζ
Zζ (4.31)

Il est alors possible d’exprimer Zq en fonction de Zζ via l’équation 4.25 :

Zq =
(
Āqq −AZq

)−1 (
AZζ

Zζ + bLq

)
(4.32)

Le problème peut donc se ramener à déterminer les zéros de la fonction C(Zζ) de IR(2m+1)×(2) dans

IR(2m+1)×(2) :

C(Zq, Zζ) = ∇2Zζ − bq,ζ(Zζ ,Ω) (4.33)

A partir de la donnée de Zζ à chaque pas de Newton, il est possible de déduire Zp via la relation 4.32.

Ensuite, par une procédure de transformée de Fourier inverse, Xq et ζ sont évalués temporellement.

∆̇ est lui aussi évalué via la relation 4.28. Enfin les coefficients de Fourier bq,ζ sont obtenus par FFT.

Cependant, cette dernière méthode présente certes l’avantage de réduire le nombre d’inconnues du

système à résoudre mais nécessite un effort certain de mise en forme numérique. De plus, les coefficients

de Fourier des degrés de liberté physiques ne sont plus directement accessibles à chaque itération du
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solveur.

Démarche retenue

Ainsi, dans un souci de simplicité, la programmation présentée en section précédente 4.3.1 sera utilisée

dans la suite, étant donné que l’ajout de deux variables internes ne pose pas ici de problème au regard

de la taille du modèle éléments finis.
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Figure 4.4 – Amplitude maximale de vibration pour les degrés de liberté 7(a), 19(b), 59(c) et pour

différents cas linéaires et non linéaires sur toute la bande de fréquence étudiée ; – – (linéaire, HBM 1

harm.) ; — (non linéaire, HBM 1 harm.) ; ... (non linéaire, HBM adaptative)
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Figure 4.5 – Amplitude maximale de vibration pour les degrés de liberté 7(a), 19(b), 59(c) et pour

différents cas linéaires et non linéaires autour de la résonance à 1.1kHz : — (non linéaire, HBM 1

harm.) ; –.– (non linéaire, HBM 3 harm.) ; ... (non linéaire, HBM adaptative) ; –.– (non linéaire, HBM

11harm.)



4.4. Résultats 121

4.4 Résultats

Les résultats présentés dans cette section ont été calculés sur une bande de fréquence de [0− 2.3] kHz.

La méthode de continuation utilise une abscisse curviligne et des polynômes de Lagrange de degré 2

pour la prédiction. Un algorithme adaptatif est mis en oeuvre afin de mieux décrire les résonances. Une

correction basée sur la pseudo-inverse de Moore-Penrose est appliquée à chaque itération. Le lecteur

pourra se référer à la section 2.3.3 détaillant les techniques de continuation du second chapitre pour

plus d’explications sur la correction de type Moore-Penrose et sur les prédicteurs de Lagrange.

4.4.1 Effets non linéaires

L’amplitude maximale de vibration obtenue pour le cas linéaire (cas d’une poutre monolithique)

et pour deux cas non linéaires (HBM avec un harmonique et HBM adaptative) est présentée en fi-

gure 4.4. Le cas à un harmonique fait référence à l’algorithme de balance harmonique classique sans

adaptation du nombre d’harmoniques dans la troncature. Trois degrés de liberté correspondant à des

déplacements transversaux sont observés : deux au centre des deux poutres (degré de liberté 7 et 59)

et un correspondant au degré de liberté 19 situé au niveau de la jonction. Le détail des positions est

mentionné sur la figure 4.2. Pour le calcul utilisant l’algorithme adaptatif, une valeur seuil de 3% a été

fixée. Sept modes sont repérés sur la bande de fréquence d’étude. Tout d’abord, nous pouvons noter

que les non linéarités du système introduites par la modélisation du microglissement de la jonction

engendrent deux phénomènes qui peuvent être appréciés par l’observation de la réponse pour un har-

monique. Le premier est l’amortissement généré par le frottement qui se traduit par une diminution

de l’amplitude des pics de résonance. Le second est l’assouplissement modal qui reflète la diminution

de raideur de la jonction. Certains modes présentent ainsi des décalages fréquentiels et des distortions

importantes, notamment les second, cinquième et sixième modes. De plus, ces effets ont le même ordre

de grandeur pour tous les degrés de liberté du système. Enfin, les différences entre la réponse à un

harmonique et la réponse adaptative sont marquées de façon notable au niveau des résonances ce qui

illustre la nécessité de considérer plusieurs harmoniques dans ces zones. La jonction est en effet plus

sollicitée dans ces zones et l’influence du glissement en son sein y est plus significatif.

Afin d’apprécier ces différences, un zoom a été effectué sur le pic de résonance proche de 1.1kHz

en figure 4.5. Trois cas non linéaires correspondant à 1, 3 et 11 harmoniques y sont comparés avec l’al-

gorithme adaptatif. Ces trois cas présentent des différences importantes au niveau de cette résonance.

Nous pouvons noter que la réponse de l’algorithme adaptatif reste très proche de la réponse à 11

harmoniques, cette dernière étant considérée comme une référence vu le nombre élevé d’harmoniques

considérés. Cependant, le nombre d’harmoniques utilisé par la HBM adaptative reste inférieure à 11,

comme l’atteste la figure 4.6. En effet, la réponse n’utilise qu’au maximum un développement à 7

harmoniques au passage de cette résonance, traduisant la convergence de l’algorithme et le caractère

secondaire des harmoniques supérieurs dans l’atteinte d’une précision de 3% sur l’approche de l’énergie

de déformation. Sur l’ensemble de la bande de fréquence considérée, entre 1 et 11 harmoniques sont

nécessaires pour respecter le critère avec la possibilité de ne conserver qu’un seul harmonique hors
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Figure 4.6 – Evolution du nombre d’harmoniques : — nombre d’harmoniques ; ... amplitude maximale

de vibration pour le degré de liberté 19.

résonances. Dans le cas présent, un nombre maximal de 15 harmoniques a été autorisé dans l’algo-

rithme adaptatif.

Les contributions des trois premiers harmoniques significatifs de la réponse (ordre 1, 3, 5 de la

réponse à 11 harmoniques) sont analysés en figure 4.7 au niveau du même pic de résonance à 1.1kHz.

Les modules des coefficients de Fourier y sont représentés, c’est-à-dire la norme du vecteur ||Ak Bk||
pour un harmonique k et pour un degré de liberté (voir Eqn. 4.2). Ces analyses sont réalisées toujours

pour les degrés de liberté 7, 19 et 59. Le premier harmonique reste toujours largement supérieur aux

harmoniques 3 et 5, avec toutefois une augmentation de l’importance des ordres supérieurs au niveau

de la résonance. En effet, l’analyse des rapports 3e/1er et 5e/1er illustre que ceux-ci peuvent augmen-

ter jusqu’à 10% pour le troisième harmonique et jusqu’à 2% pour le cinquième. Cette observation

peut être reliée aux travaux de Ouyang et al. [116] qui analysa l’émergence des troisième et cinquième

harmoniques à hauteur de 2% et de 0.7% du premier harmonique sur l’analyse expérimentale d’une

jonction boulonnée.

Une analyse similaire sur l’énergie de déformation approchée peut être effectuée à travers la contri-

bution de l’ordre k en analysant le terme 1
2

TZk (I2 ⊗K)Zk. Zk fait ici référence à la contribution de

l’ordre k du vecteur des coefficients de Fourier Z. Les résultats sont tracés en figure 4.8. La même

tendance est observée pour chaque degré de liberté pris individuellement, ce qui montre que cette

grandeur se comporte comme un indicateur du comportement de chaque degré de liberté. La valeur

maximale obtenue est de 12.5% pour le troisième harmonique et de 2% pour le cinquième.
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Figure 4.7 – Contribution des 1er,3ème et 5ème harmoniques sur l’amplitude maximale de vibration

et ratios associés pour les degrés de liberté 7(a,d,g), 19(b,e,h), 59(c,f,i) : (a-c) module des coefficients

de Fourier du : — 1er harmonique ; – – 3ème harmonique ; ... 5ème harmonique ; (d-f) ratio 3ème/1er ;

(g-i) ratio 5ème/1er.
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Figure 4.8 – Contribution des 1er,3ème et 5ème harmoniques sur l’énergie de déformation approchée et

ratios associés : (a) contribution du : — 1er harmonique ; – – 3ème harmonique ; ... 5ème harmonique ;

(b) ratio 3ème/1er ; (c) ratio 5ème/1er.
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Figure 4.9 – Energie de déformation approchée pour différents cas linéaires et non linéaires : (a) sur

toute la bande de fréquence étudiée ; – – (linéaire, HBM 1 harm.) ; — (non linéaire, HBM 1 harm.) ; ...

(non linéaire, HBM adaptative) (b) zoom autour de la résonance à 1.1kHz ; — (non linéaire, HBM 1

harm.) ; –.– (non linéaire, HBM 3 harm.) ; ... (non linéaire, HBM adaptative) ; –.– (non linéaire, HBM

11harm.)

4.4.2 Saturation de l’énergie de déformation

L’énergie de déformation approchée < Û > est présentée sur l’ensemble de la bande de fréquence

en figure 4.9 pour trois cas différents : un calcul linéaire, un calcul HBM à un harmonique, et un calcul

avec l’algorithme adaptatif. Un pic est évidemment observé pour chaque résonance et la diminution

des amplitudes de vibration créée par l’apport d’amortissement dans la jonction se traduit de la même

façon sur l’énergie de déformation. De plus les décalages fréquentiels se retrouvent. Comme pour

l’analyse des réponses en fréquence, l’énergie de déformation reste inchangée hors résonances entre

l’algorithme adaptatif et l’algorithme à un harmonique. De plus les différences se font plus nettes aux

résonances où la figure 4.9 montre pour le pic à 1.1kHz les réponses pour 1, 3 et 11 harmoniques.

L’énergie de déformation reste très proche de la courbe à 11 harmoniques même si l’algorithme n’a

calculé qu’au maximum 7 harmoniques.
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4.4.3 Influence de la force d’excitation

Les premières simulations présentées ont été réalisées avec une force d’excitation d’amplitude 42N .

L’influence de cette force est maintenant étudiée en réalisant des calculs pour les valeurs de 6N , 12N ,

24N , 42N , 66N . L’amplitude maximale de vibration est ensuite présentée en figure 4.10. Des zooms

pour le degré de liberté 19 sont réalisés pour les trois premiers pics de résonance en figure 4.11(a),

le cinquième en figure 4.11(b), et le septième en figure 4.11(c). Les réponses sont obtenues via l’al-

gorithme adaptatif. Tout d’abord, l’augmentation de l’amplitude de l’effort d’excitation entrâıne une

augmentation des effets non linéaires avec un décalage fréquentiel des pics de résonance plus marqué

pour les fortes amplitudes. Cela montre la relation de dépendance entre l’amplitude de vibration et

l’amortissement modal, relation non linéaire comme précédemment noté par Ungar [147].

Afin d’apprécier l’amplification dynamique dans les cinq cas non linéaires, des fonctions de réponses

en fréquences (FRFs) sont calculées en divisant l’amplitude maximale de vibration par l’amplitude de

la force excitatrice. Les résultats, très similaires pour l’ensemble des trois degrés de liberté considérés,

sont présentés dans le cas particulier du degré de liberté 19 en figure 4.12 sur l’ensemble de la bande

de fréquence (a), sur les trois premiers pics (b), le cinquième (c) et le septième (d). L’amplitude reste

toujours maximale au niveau des résonances. Cependant, lorsque la force augmente, l’amplitude maxi-

male au niveau d’un pic passe par un minimum (ici pour un effort compris entre 24 et 42N) traduisant

le caractère non linéaire et dépendant en amplitude de l’amortissement dans la liaison. Ouyang et

al. [116] observa le même phénomène entre l’énergie dissipée et l’amplitude d’excitation pour une

jonction travaillant en torsion.

En outre, l’amplitude de la force d’excitation a une influence sur le nombre d’harmoniques retenus

par l’algorithme adaptatif. La figure 4.13 représente cette évolution pour les cinq amplitudes testées

et aux environs du pic de 1.1kHz. Le nombre d’harmoniques augmente lorsque les non linéarités sont

plus importantes et passe ainsi de 1 harmonique pour 6N à jusqu’à 9 pour 66N . Le décalage fréquentiel

du nombre maximal d’harmoniques peut également être noté.
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Figure 4.10 – Influence de l’amplitude de la force d’excitation sur l’amplitude maximale de vibration

pour les degrés de liberté 7(a), 19(b), 59(c) : ... 6N ; - - - 12N ; –.– 24N ; – – 42N ; — 66N .
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Figure 4.11 – Influence de l’amplitude de la force d’excitation sur l’amplitude maximale de vibration

pour le degré de liberté 19 : (a) Zoom sur les 3 premières résonances, (b) Zoom sur la résonance à

1.1kHz, (c) Zoom sur la résonance à 2kHz : ... (remplacé par +++ en (c)) 6N ; - - - 12N ; –.– 24N ; –

– 42N ; — 66N .
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Figure 4.12 – Influence de l’amplitude de la force d’excitation sur les fonctions de réponse en fréquence

pour le degré de liberté 19 : (a) sur toute la bande de fréquence étudiée, (b) Zoom sur les 3 premières

résonances, (c) Zoom sur la résonance à 1.1kHz, (d) Zoom sur la résonance à 2kHz : ...(remplacé par

+++ en (d)) 6N ; - - - 12N ; –.– 24N ; – – 42N ; — 66N .
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Figure 4.13 – Influence de l’amplitude de la force d’excitation sur le nombre d’harmoniques, zoom

sur la résonance à 1.1kHz : (a) 6N , (b) 12N , (c) 24N , (d) 42N , (e) 66N .
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Figure 4.14 – Influence de la valeur seuil sur le nombre d’harmoniques, zoom sur les résonances à

1.1kHz et 1.5kHz : (a) 5%, (b) 3%, (c) 1%.

4.4.4 Valeur seuil

Différentes valeurs seuil de 1, 3 et 5% ont été testées pour l’algorithme adaptatif. La figure 4.14

montre l’évolution conséquente du nombre d’harmoniques pour les deux pics de résonance proches

de 1.1kHz et 1.5kHz. Sans surprise, le nombre d’harmoniques retenus augmente quand la précision

demandée est plus importante. La valeur seuil à affecter reste toujours à déterminer par l’utilisateur.

Toutefois il a été observé que l’ordre de grandeur de la différence relative entre deux réponses en am-

plitude pour les degrés de liberté du modèle est le même que celui calculé sur l’énergie de déformation.

Une variation relative de 3% sur l’énergie de déformation sera accompagnée d’une variation relative

d’environ 3% également sur l’amplitude des réponses vibratoires.

4.4.5 Comparaison entre critère général et réduit

Une expression simplifiée de l’énergie de déformation du système a été établie en équation 4.12

dans le cas d’une condensation. Cette expression considère que les coefficients de Fourier des degrés de

liberté linéaires sont reliés statiquement aux coefficients des degrés de liberté non linéaires, conduisant

à l’introduction d’une matrice de raideur condensée uniquement, sans recourir aux matrices de masses

et d’amortissement du modèle. L’algorithme adaptatif a donc été mis en oeuvre avec ce critère et

la réponse dynamique du système a été superposée avec le cas précédent (critère sans condensation)

en figure 4.15. Les deux courbes diffèrent fortement pour des fréquences supérieures à la première

résonance, invalidant l’hypothèse formulée. Cependant, la figure 4.16, qui trace l’évolution du nombre

d’harmoniques retenus, montre un comportement très similaire au regard du calcul effectué avec un

critère sans condensation comme vu en figure 4.6. Ce résultat peut peut-être s’expliquer par le fait

qu’une variation relative de l’énergie de déformation entre deux nombres d’harmoniques consécutifs

est suivie. Le critère réduit représente donc une alternative pour un calcul utilisant une balance

harmonique adaptative.
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Figure 4.15 – Energie de déformation approchée : — expression générale ; – – expression dans le cas

d’une condensation.

4.5 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre le développement d’une méthode de balance harmonique adapta-

tive qui permet d’adapter le nombre d’harmoniques nécessaires à l’approche de la réponse à chaque

fréquence de la plage considérée. La méthodologie développée a pour objectif d’approcher de façon

satisfaisante la dynamique d’une structure large intégrant localement des non linéarités aux interfaces.

Dans cette optique, les développements se sont concentrés sur l’observation de l’énergie de déformation

du système complet lorsque le nombre d’harmoniques utilisés pour l’approche de la réponse augmente.

En effet, l’énergie de déformation de la structure présente l’avantage d’être une grandeur scalaire

simple, rapidement calculable après calcul par balance harmonique, et rendant compte de façon glo-

bale de la dynamique du système. L’arrêt de l’algorithme est ensuite déterminé par la variation relative

de cette énergie entre deux valeurs consécutives.

L’application à l’analyse de la dynamique d’un assemblage boulonné a permis dans un second temps

de mettre en évidence le caractère adaptatif de l’algorithme proposé. Les non linéarités du système

présentes au sein du modèle de jonction boulonnée proviennent alors de la représentation du micro-

glissement entre les interfaces de contact. Toutefois l’élément de jonction utilisé, basé sur un modèle de

LuGre, nécessite la prise en compte de variables internes dans les équations décrivant le mouvement.

La programmation de la méthode de balance harmonique a donc été adaptée en développant en série

de Fourier les variables internes du modèle et en ajoutant des équations non linéaires supplémentaires

aux équations classiques de la méthode de balance harmonique. Le nombre d’inconnues est également
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Figure 4.16 – Nombre d’harmoniques obtenus avec l’expression dans le cas d’une condensation : —

expression générale ; – – expression dans la cas d’une condensation.

augmenté. Cette formulation présente certes l’inconvénient d’augmenter la taille du problème ainsi que

le nombre d’inconnues, mais a pour avantage de ne pas modifier les équations classiques de la méthode

de balance harmonique et d’être ainsi rapidement mis en oeuvre pour tout type de structure. De plus

les valeurs des coefficients de Fourier des degrés de liberté physiques restent facilement accessibles à

chaque itération du solveur.

L’analyse de la dynamique d’une structure boulonnée à partir de cette formulation et de cet al-

gorithme adaptatif a pu être réalisée. Le modèle et la méthode de calcul conservent donc les non

linéarités du système qui se traduisent sur les réponses dynamiques forcées du système par deux prin-

cipaux effets : un premier effet d’amortissement rendant compte du microglissement présent au sein de

la jonction et un second effet d’assouplissement des modes dû à la diminution de raideur de la jonction.

Le décalage fréquentiel significatif des pics de résonance a ainsi pu être noté. En ce qui concerne la

variabilité du nombre d’harmoniques retenus dans la réponse, le caractère adaptatif de la méthode

a été montrée puisque le nombre d’harmoniques observés augmente lors des pics des résonances, do-

maines fréquentiels où la jonction dissipe le plus d’énergie par les non linéarités de frottement. En

outre, l’émergence d’harmoniques supérieurs (ordre 3 et 5 notamment) a été observée, en accord avec

les observations expérimentales connues, même si l’ordre 1 reste toujours prépondérant.

En ce qui concerne l’adaptation en ordre, le nombre d’harmoniques retenus augmente à proximité

des résonances, zones où les non linéarités se font plus présentes. L’ordre 1 reste suffisant en dehors de

ces zones. De plus, tout comme les ordres supérieurs des degrés de liberté physiques, les contributions
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des ordres supérieurs à l’énergie de déformation deviennent non négligeables au niveau des résonances

et leur ordre de grandeur devant l’ordre 1 est le même que pour les degrés de liberté de déplacement.

L’observation de l’énergie de déformation permet donc bien de représenter la prépondérance des har-

moniques supérieurs sur la réponse globale du système. Enfin, l’observation de l’influence du seuil

d’arrêt présente un comportement cohérent avec un nombre d’harmoniques obtenus plus important

lorsque la valeur du seuil diminue.

Si l’on s’intéresse à l’influence de l’amplitude de la force excitatrice, il est intéressant de noter

que l’amplitude de vibration a le même sens de variation que l’amplitude de l’excitation. De plus, le

nombre d’harmoniques retenus suit cette évolution en augmentant avec les amplitudes de vibration.

Les fonctions de réponse en fréquence passent par un minimum pour une valeur intermédiaire de l’ex-

citation.

La méthode de balance harmonique adaptative présentée dans ce chapitre est donc capable d’ap-

procher le comportement dynamique d’une structure complète et de tenir compte de la présence

éventuelle d’harmoniques d’ordre supérieur dans la réponse. Une des limitations rencontrées est la

présence d’harmoniques non consécutifs dans la réponse, mais cette restriction peut être levée dans

un grand nombre de cas. En effet, pour des structures réelles, les harmoniques présentent souvent une

décroissance monotone en fréquence, et, lorsque les harmoniques pairs ou impairs sont absents, il est

possible d’en avoir connaissance a priori, comme nous l’avons montré ici.

Le critère a été présenté dans ce chapitre pour des structures excitées par un effort monofréquentiel

et pour des réponses périodiques. Toutefois, la notion d’harmonique pouvant être étendue dans les

cas de réponses quasi-périodiques, la mise en oeuvre d’une méthodologie adaptative pour des cas

multifréquentiels sera effectuée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5

Extension aux systèmes

multifréquentiels : application au cas

d’amortisseurs à frottement

Le chapitre précédent a présenté une méthodologie adaptative permettant d’ajuster le nombre d’har-

moniques à retenir dans le développement de la réponse pour chaque fréquence en fonction de l’im-

portance des non linéarités dans la réponse dynamique d’une structure. Cette méthodologie est valable

pour le calcul de réponses périodiques. Or, les systèmes non linéaires peuvent parfois présenter une

réponse quasipériodique. De plus, de nombreuses structures industrielles peuvent parfois être sou-

mises à plusieurs excitations à des fréquences différentes et parfois incommensurables. Lorsque l’on

s’intéresse à ce type de réponse, il est possible d’adapter la formulation de la méthode de balance

harmonique au calcul de réponses quasipériodiques. Le choix du nombre de termes à retenir dans le

développement de la réponse reste alors ouvert. L’objet de ce chapitre est donc d’étendre la formulation

adaptative présentée dans le chapitre précédent au cas de systèmes multifréquentiels pour lesquels la

notion d’harmonique doit être redéfinie.

L’application de la méthode sera effectuée sur un troisième cas d’application de cette thèse. Ce

cas consiste en la simulation d’un dispositif expérimental représentatif d’une partie de lanceur au sein

duquel trois amortisseurs à frottement sont insérés dans le but d’amortir les vibrations d’un équipement

du tronçon. Le dispositif étant excité par une accélération imposée à sa base, la formulation de la

méthode de balance harmonique sera adaptée à ce cas. Enfin, des variables internes seront considérées

dans les modèles d’amortisseurs retenus.

Nous présentons donc tout d’abord la formulation de la méthode de balance harmonique pour

le calcul de réponses quasipériodiques afin d’introduire dans un deuxième temps l’extension de la

méthodologie adaptative. Le dispositif expérimental sera ensuite présenté puis la formulation pour

la prise en compte des accélérations imposées sera détaillée. Enfin, les résultats obtenus avec la

méthodologie adaptative multifréquentielle seront commentés.

135
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5.1 Méthode de balance harmonique multifréquentielle

La méthode de balance harmonique multifréquentielle (MHBM) a été très tôt développée par Chua

et Ushida [34, 150] dans le but de calculer des réponses apériodiques de systèmes non linéaires. Cette

méthode a également été appelée “spectral harmonic balance“ [112]. La méthodologie incrémentale a

ensuite été introduite par Lau et al. [32] et la technique AFT (passage temps-fréquence) par Choi et

al. [33]. L’analyse de stabilité de solutions quasi-périodiques a également été menée sur des applications

rotor [72, 88]. Enfin une généralisation de la méthode de balance harmonique contrainte a été mise

en oeuvre pour le calcul de réponses sur systèmes autonomes présentant plusieurs modes instables

[37]. Nous rappelons ici la formulation de la méthode de balance harmonique multifréquentielle afin

d’introduire dans la section suivante l’extension de la technique adaptative monofréquentielle au cas

multifréquentiel.

5.1.1 Fonctions quasipériodiques

Les réponses dynamiques non linéaires peuvent être de nature quasi-périodique du fait de plusieurs

excitations à des fréquences différentes, fréquences souvent incommensurables. Nous nous intéressons

particulièrement à ce point dans ce chapitre et nous considérons donc un système non linéaire excité

par p fréquences d’excitation de pulsation ωi, i ∈ [[1, p]]. La solution sera dite quasi-périodique si les

fréquences d’excitation sont incommensurables c’est-à-dire :

∀ (k1, · · · , kp) ∈ Z
p, k1ω1 + k2ω2 + · · ·+ kpωp = 0 ⇒ k1 = k2 = · · · = kp = 0 (5.1)

Afin d’approcher la réponse non linéaire quasi-périodique, cette dernière est recherchée sous la forme

d’une série de Fourier multiple dont le contenu fréquentiel est une combinaison linéaire des p fréquences

d’excitation :

X(t) =
∑

(k1,··· ,kp)∈Zp

Ak1,··· ,kp
sin ((k1ω1t+ · · ·+ kpωp)t) +Bk1,··· ,kp

cos ((k1ω1t+ · · ·+ kpωp)t) (5.2)

Les coefficients Ak1,··· ,kp
et Bk1,··· ,kp

représentent les coefficients de Fourier associés à chaque combi-

naison linéaire des fréquences d’excitation. Le terme A0,··· ,0 correspondant à une combinaison linéaire

nulle est considéré comme nul.

Une façon plus simple de considérer l’écriture de la réponse consiste à introduire une variable de

temps multidimensionnelle τ = [τ1 τ2 · · · τp]T ∈ R
p et une base fréquentielle ω = [ω1 ω2 · · · ωp]

T . La

relation entre le temps “vrai“ t et τ s’écrit :

τ = ωt (5.3)

La variable τ est appelée variable d’hyper-temps [88] pour laquelle chaque composante est 2π-périodique.

L’expression du déplacement X(t) peut se réécrire de la façon suivante :

X(τ ) =
∑

k ∈ Zp

Ak sin (k.τ ) +Bk cos (k.τ ) (5.4)
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k = [k1 · · · kp] est le vecteur des harmoniques de chaque composante temporelle τj . L’équation

précédente est ainsi 2π-périodique sur chaque variable d’hyper-temps τj . La fonction X(τ ) est ap-

pelée fonction-tore [133]. Un exemple de trajectoire bi-périodique est donné en figure 5.1. La variable

t évolue dans R
3 sur le tore formé par les deux paramètres (τ1, τ2). Grâce à la périodicité de chaque

composante temporelle τj , il est possible de développer le tore de la figure 5.1 sur un plan. Le contenu

de la trajectoire s’inscrit dans le carré défini par (τ1, τ2) ∈ [0 ; 2π]2. La figure 5.2 illustre ce passage

du domaine temporel au domaine hyper-temps. En effet, il est possible de retrouver t à partir de la

connaissance de τ1 et τ2 via la relation :

{
τ1 = ω1t

τ2 = ω2t
⇒ t =

τ1
ω1

=
τ2
ω2

(5.5)

Il existe ainsi une bijection de R
2 vers [0 ; 2π]2 qui à tout instant t associe un unique point du carré

(τ1, τ2) ∈ [0 ; 2π]2 et inversement. Cette propriété permet d’appliquer les algorithmes de transformée

de Fourier multi-dimensionnelle et ainsi d’utiliser la procédure AFT dans la formulation de la balance

harmonique.

Le développement en série de Fourier de X(t) étant théoriquement infini, il est nécessaire de prendre

un nombre fini de combinaisons linéaires des p pulsations d’excitation. Considérons donc un nombre
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Nc de combinaisons linéaires non nulles caractérisées par la donnée d’un vecteur k = [k1 · · · kp]. En

conservant le terme constant, X(τ ) s’écrit alors :

X(τ ) = B0 +

Nc∑

i=1

Aki
sin (ki.τ ) +Bki

cos (ki.τ ) (5.6)

Il est possible d’aboutir à une expression plus compacte en considérant une extension de la matrice

T1(t) défini en équation 3.3 en créant un opérateur dépendant de τ :

T1(τ ) = [1 sin(k1.τ ) cos(k1.τ ) . . . sin(kNc .τ ) cos(kNc .τ )] (5.7)

A partir de cette expression, le déplacementX(τ ) s’exprime de façon compacte sous une forme similaire

à l’équation 3.4 :

X(τ ) = Tn(τ )Z = (T1(τ )⊗ In)Z (5.8)

avec Z =
[
B0 Ak1 Bk1 . . . AkNc

BkNc

]T
le vecteur des coefficients de Fourier associés.

5.1.2 Formulation générale

L’intérêt de passer de la variable t ∈ R à τ ∈ R
p est de conserver l’orthogonalité entre les fonctions

trigonométriques dépendantes de τ . Pour pouvoir étendre la formulation de la balance harmonique au

cas multi-fréquentiel, nous devons redéfinir l’opérateur de dérivation ∇n défini en équation 3.9. Ainsi

nous redéfinissons ∇ et ∇1 :

∇ =

[
0 −1

1 0

]

(5.9)

et

∇1 = diag(0,k1.ω∇, . . . ,kNc .ω∇) (5.10)

L’expression de ∇n reste, avec ces notations, identique et égale à ∇1 ⊗ In. De même, les calculs des

vitesses et des accélérations restent identiques :

Ẋ(τ ) = Tn(τ )∇nZ

Ẍ(τ ) = Tn(τ )
(
∇2

1 ⊗ In

)
Z (5.11)

Par un calcul similaire à l’équation 3.13, l’introduction de ces expressions dans les équations du

mouvement conduit alors à l’équation :

Tn(τ )
(
∇2

1 ⊗M +∇1 ⊗D + I2Nc+1 ⊗K
)
Z = Tn(τ )b (5.12)

L’application de la procédure de Galerkin via l’orthogonalité des fonctions trigonométriques 2π-

périodiques sur chaque composante τi permet d’aboutir au système final à résoudre :

AZ = b avec A = ∇2
1 ⊗M +∇1 ⊗D + I2Nc+1 ⊗K (5.13)
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La matrice A s’écrit de façon explicite :

A =













K

K− (k1.ω)2 M −k1.ωD

k1.ωD K− (k1.ω)2 M

. . .

K− (kNc .ω)2 M −kNc .ωD

kNc .ωD K− (kNc .ω)2 M













(5.14)

Tout comme la méthode de balance harmonique mono-fréquentielle, le problème se ramène à l’annu-

lation d’une fonction H : IR(2Nc+1)×n → IR(2Nc+1)×n :

H(Z) = A(ω)Z − b(Z,ω) (5.15)

La procédure de résolution reste identique à la méthode de balance harmonique monofréquentielle.

5.1.3 Traitement des efforts non linéaires

En ce qui concerne le traitement des termes non linéaires, la procédure AFT reste applicable en

utilisant un algorithme de transformée de Fourier multidimensionnel :

Z
FFTn−1

=⇒ X(τ ) = B0 +

Nc∑

i=1

Aki
sin (ki.τ ) +Bki

cos (ki.τ ) (5.16)

Les coefficients des efforts non linéaires FNL(X, Ẋ,ω, τ ) sont ensuite déduits :

FNL(X, Ẋ,ω, τ )
FFT
=⇒ bNL(Z,ω) = T [CNL

0 SNL
k1

CNL
k1

. . . SNL
kNc

CNL
kNc

] (5.17)

5.1.4 Condensation

La condensation ne subit pas de changement majeur dans la formulation par rapport à la description

qui a été faite au troisième chapitre de ce mémoire. L’expression des termes Ãkl pour (k, l) ∈ {p, q}
s’écrit par analogie avec l’équation 3.26 :

Ãkl = ∇2
1 ⊗ M̃kl +∇1 ⊗ D̃kl + I2Nc+1 ⊗ K̃kl (5.18)

La fonction à annuler Hq(Zq) reste identique à son expression précédente, à savoir :

Hq(Zq) = Āqq(ω)Zq − bq(Zq,ω) (5.19)
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5.1.5 Continuation

Enfin, en ce qui concerne la continuation, la démarche générale présentée précédemment reste

inchangée. Lorsqu’une analyse en fonction de la fréquence est menée, il est courant de considérer un

paramètre de contrôle µ variant sur une plage donnée. Ce paramètre de contrôle est tel que toutes les

fréquences d’excitations, incommensurables entre elles, sont proportionnelles à celui-ci. Par exemple,

pour deux pulsations d’excitation incommensurables et dans un rapport
√

2, il est possible de choisir

µ = ω1 variant entre ω1,min et ω1,max. ω2 sera alors égal à
√

2µ. Cependant, il peut être possible de

ne faire varier qu’une seule fréquence ; l’algorithme multidimensionnel peut alors être substitué, dans

le cas de deux fréquences uniquement, à un algorithme monofréquentiel lorsque la fréquence variante

passe par un multiple de la seconde.

5.1.6 Nombre d’harmoniques

La qualité de l’approximation de la réponse X(t) dépend fortement des combinaisons linéaires ki

des différentes pulsations d’excitation et de leur nombre Nc. Dans le cas monofréquentiel pour lequel le

développement est réalisé suivant les harmoniques de la pulsation fondamentale (termes ω, 2ω, 3ω,...),

le contenu fréquentiel se définit couramment par la seule donnée du nombre d’harmoniques considérés

et la fréquence maximale du signal correspond au plus grand harmonique. Dans le cas multifréquentiel,

la définition des combinaisons linéaires est plus complexe. En effet, certaines combinaisons peuvent

conduire à une pulsation k.ω négative. De plus, une combinaison linéaire comportant des harmoniques

élevés de chaque pulsation ωi peut tout de même conduire à une pulsation très basse. Par exemple,

dans le cas p = 2 pour ω1 = 1 et ω2 =
√

2, la combinaison 50ω1−35ω2 ≈ 0.502 aboutit à une pulsation

inférieure aux deux pulsations d’excitation. Afin de se donner un ensemble de combinaisons linéaires

simples à déterminer et en cohérence avec le cas monofréquentiel, plusieurs critères ont été développés.

Ils sont discutables mais ont le mérite de balayer en premier les principales composantes généralement

observées et observables (par exemple, du type ω1 + ω2, ω1 − ω2, 2ω1 − ω2,...).

Tout d’abord, une première simplification est possible. Les fonctions que l’on cherche à représenter

sont réelles ce qui permet de ne pas considérer les combinaisons k pour lesquelles la pulsation résultante

k.ω est négative. Par conséquent, si k est retenu dans le développement, alors −k ne l’est pas.

Pour les critères proposés, la donnée d’un nombre Nh permet généralement de borner le nombre

maximal d’harmoniques de chaque composante ωi. Le premier critère proposé est le critère de Chua

et Ushida [34] :
p
∑

i=1

|ki| ≤ Nh (5.20)

En revanche, Legrand [97] propose la variante suivante :

|ki| ≤ Nh , ∀j ∈ [[1; p]] (5.21)

La formulation de Chua reste cohérente avec le cas monofréquentiel puisque le cas Nh = 1 correspond
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Figure 5.3 – Termes harmoniques (p = 2) pour différents critères : a) Nh = 3 b) Nh = 8.

à la prise en compte des combinaisons (0, 0), (ω1, 0), (0, ω2). La formulation de Legrand ajoute le terme

(ω1, ω2).

Enfin, il est possible de combiner ces critères avec une fréquence de coupure qui permet de conserver

les combinaisons impliquant un ordre élevé d’harmoniques des composantes ωi tout en conservant un

nombre limité de combinaisons. La taille du système reste ainsi raisonnable.

On illustre les deux précédents critères en figure 5.3-a pour p = 2 et Nh = 3. Les deux fréquences

sont f1 = 1 et f2 =
√

2. La non symétrie par rapport au point milieu s’explique par la suppression

des pulsations négatives. La figure 5.3-b montre la comparaison entre un critère de type Chua et le

même critère mais avec l’ajout du critère sur la fréquence de coupure. La fréquence de coupure vaut

ici fc = 3. Ce critère se montre intéressant vu le nombre important de combinaisons que cela nous

permet d’omettre dans le développement de la réponse.

Dans la suite de ce mémoire, nous utiliserons un critère de Chua associé à une fréquence de coupure.

Les pulsations négatives seront supprimées. Ainsi, les combinaisons des fréquences d’excitation seront

uniquement déterminées par la donnée de Nh et de la fréquence de coupure fc.
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5.2 Balance harmonique multifréquentielle adaptative

Nous présentons ici l’extension de la méthodologie adaptative au cas de systèmes multifréquentiels.

Le critère repose toujours sur l’énergie de déformation du système mais le suivi de cette énergie diffère

par rapport au cas monofréquentiel dans la manière de considérer les différents termes de la série de

Fourier multifréquentielle.

5.2.1 Energie de déformation approchée

5.2.1.1 Sans condensation

Dans le cas multifréquentiel, l’expression de l’énergie de déformation reste quasiment inchangée.

L’équation 4.7 devient alors :

U =
1

2
TX(τ )KX(τ ) =

1

2
TZTTn(τ )Tn(τ ) (I2Nc+1 ⊗K)Z (5.22)

Le calcul de la valeur moyenne suivant chaque composante τi est ainsi possible :

< U > =
1

(2π)p

∫ 2π

0
· · ·
∫ 2π

0
U(τ )dτ1dτ2 · · · dτp

< U > =
1

2
TZ (L1 ⊗ In) (I2Nc+1 ⊗K)Z

< U > =
1

2
TZ (L1 ⊗K)Z (5.23)

avec L1 matrice carré de taille 2Nc + 1 :

L1 =
1

2








2 0

1

1

0
. . .








(5.24)

5.2.1.2 Avec condensation

Dans le cas de l’utilisation d’une condensation, l’expression reste très proche. L’analogue du terme

Ã(Ω = 0) est alors Ã(ω1 = 0, ω2 = 0, · · · , ωp = 0) = I2Nc+1 ⊗ K̃. Ainsi, en considérant toujours

qu’aucune force ne s’exerce sur les degrés de liberté linéaires, la relation liant les degrés de liberté

linéaires Zp aux degrés de liberté non linéaires Zq est exprimée pour (ω1 = 0, ω2 = 0, · · · , ωp = 0) :

Zp = −Ã−1
pp (ω1 = 0, ω2 = 0, · · · , ωp = 0)Ãpq(ω1 = 0, ω2 = 0, · · · , ωp = 0)Zq

Zp = −
(

L−1
1 ⊗ K̃−1

pp

)(

L1 ⊗ K̃pq

)

Zq (5.25)

L’expression de l’énergie de déformation approchée s’écrit de la même manière qu’en équation 4.12 :

< U >=
1

2
TZq

(
L1 ⊗ K̄qq

)
Zq (5.26)
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5.2.2 Extension du critère

Le critère permettant l’adaptation en ordre proposé au chapitre précédent se basait sur l’obser-

vation de l’évolution de l’énergie de déformation approchée lorsque le nombre d’harmoniques retenus

dans le développement de la réponse augmentait. L’algorithme débutait pour 1 harmonique, puis aug-

mentait de façon incrémentale le nombre d’harmoniques qui suivait alors l’évolution (1, 2, 3, · · · ) ou

(1, 3, 5, · · · ) selon que les harmoniques pairs étaient conservés ou non.

Dans le cas multifréquentiel, le sens de parcours des différents harmoniques n’est plus aussi immédiat

et plusieurs stratégies peuvent être envisagées. Tout d’abord, nous ne considérons pas les fréquences

négatives et nous fixons une fréquence de coupure fc pour la donnée des différentes combinaisons de

pulsations d’excitation possibles. Ensuite, nous nous donnons un nombre Nh,max assurant l’existence

d’un nombre fini de combinaisons, noté E(Nh,max, fc), dans la bande de fréquence [0; fc]. Nous utilise-

rons le critère de Chua pour retenir les combinaisons, le critère de Legrand étant utilisable malgré tout.

L’objectif est de déterminer un algorithme permettant le parcours de l’ensemble des combinaisons E
dans un sens donné et cohérent. Le nombre de combinaisons possibles Nc (et donc d’éléments k de E)
augmente au fur et à mesure du parcours de E et la grandeur observée est alors :

< Û > = TZ (I2Nc+1 ⊗K)Z sans condensation

< Û > = TZq

(
I2Nc+1 ⊗ K̄qq

)
Zq avec condensation (5.27)

Une première stratégie envisageable est le parcours des combinaisons suivant les valeurs croissantes

de la pulsation k.ω. Cette stratégie augmente progressivement le contenu fréquentiel de la réponse mais

présente l’inconvénient de ne pas capturer “rapidement“ les combinaisons simples du type ω1+ω2 pour

p = 2 par exemple. Une illustration de cette stratégie est donnée en figure 5.4 pour p = 2, Nh,max = 3,

fc = 5. Les deux fréquences f1 et f2 valent 1 et
√

2. On observe graphiquement le parcours de l’espace

dans le repère (k1, k2). Dans l’exemple, l’harmonique f1 + f2, régulièrement rencontré sur cas réels,

est seulement la 8e combinaison parcourue dans l’ordre des fréquences croissantes.

La seconde stratégie consiste à augmenter progressivement Nh jusqu’à Nh,max. Cette méthode

permet de capturer rapidement les combinaisons simples et ne donne pas de priorité à une des com-

posantes ωi. L’inconvénient est l’ajout de plusieurs combinaisons lorsqu’on augmente Nh d’une unité.

La figure 5.5 illustre cette stratégie pour le même exemple que précédemment. La pulsation ω1 + ω2

est retenue dès Nh = 2 et donc beaucoup plus rapidement que la première stratégie. Nous pouvons

voir sur cet exemple que cette méthode consiste finalement à considérer l’ensemble des combinaisons

possibles (aboutissant à une pulsation positive et inférieure à la pulsation maximale) qui se trouvent

dans la boule de R
p centrée en (0, . . . , 0) et de rayon Nh. La norme associée (finalement le critère de

Chua) est la norme L1 définie par :

‖x‖1 = |x1|+ |x2|+ . . .+ |xp| (5.28)
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Figure 5.4 – Parcours des termes harmoniques par fréquence croissante : p = 2, Nh,max = 3, fc = 5.
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Figure 5.5 – Parcours des termes harmoniques par Nh croissant : p = 2, Nh,max = 6, fc = 8.

Dans la suite de ce mémoire, nous utiliserons cette seconde stratégie pour la mise en place de

la méthode de balance harmonique adaptative car celle-ci est cohérente avec l’approche retenue en

monofréquentiel (si p = 1, on retrouve la même stratégie que celle proposée en monofréquentiel) et

permet de prendre en compte très rapidement les combinaisons simples. La figure 5.6 récapitule la

méthodologie employée.
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Initialisation et Prédiction :

Nh ← 0 , < Û >= 0, (x̃
(0)
n+1, µ

(0)
n+1)

Calcul HBM multifréquentiel
Solution pour Nc = Card (E(Nh, fc))

combinaisons ki : (x̃n+1, µn+1)Nh

Evaluation de < ÛNh
>= T x̃n+1K̂x̃n+1

Evaluation du critère ǫ =
<ÛNh

>−<ÛNh−1>

<ÛNh
>

Nh ← Nh + 1

Test : ǫ < ǫseuil

Solution : (x̃n+1, µn+1) = (x̃n+1, µn+1)Nh−1

avec x̃ =







Z
ou
Zq






et K̂ =







K

ou
K̄qq






.

Figure 5.6 – Algorithme HBM adaptatif multifréquentiel.

5.3 Application aux amortisseurs à frottement sec

5.3.1 Présentation du dispositif

On se propose dans ce chapitre d’appliquer la méthodologie adaptative multifréquentielle sur un dis-

positif expérimental amorti par amortisseur à frottement. Ce dispositif est représentatif d’un tronçon

de lanceur et est illustré par le schéma en figure 5.7. Une structure cylindrique compose la partie

principale du tronçon. A l’intérieur de la partie cylindrique, un lest est inséré pour représenter un

équipement (réservoir, propulseur,...). L’équipement présente un mode de suspension (appelé mode de

pendule) dont la fréquence propre est déterminée par la raideur des ressorts liant le lest avec le reste

de la structure. L’objet de cette étude est d’amortir et de contrôler les vibrations du mode de pendule

en introduisant trois amortisseurs à frottement entre l’équipement et la partie externe du dispositif.

Le modèle numérique développé pour les simulations résulte de la condensation d’un modèle initial

plus large. Seuls quelques noeuds d’interface ont été conservés afin de réduire au maximum la taille de

la structure condensée. La répartition géométrique des noeuds conservés est présentée en figure 5.8.

Le noeud 1 modélise l’interface basse de la structure qui permet la connexion avec le reste du lanceur.
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Figure 5.7 – Schéma du dispositif expérimental.
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Figure 5.8 – Schéma du dispositif expérimental : a) Vue du dessus b) Vue latérale.

L’interface de connexion est alors considérée rigide et décrite uniquement par le mouvement du noeud

1. Les six autres noeuds du modèle sont les noeuds “non linéaires“ d’attache des trois amortisseurs.

Ainsi trois noeuds sont situés sur la partie externe de la partie cylindrique et trois autres sur l’interface

basse de l’équipement.

Six degrés de liberté par noeuds sont retenus et 10 degrés de liberté supplémentaires sont utilisés

suite à la réduction du modèle. En effet, 10 modes ont été conservés pour réaliser une condensation

dynamique de type Craig-Bampton. Finalement, le modèle regroupe donc 52 degrés de liberté.

Le modèle est réalisé sous SAMCEF et la condensation de Craig-Bampton a permis l’extraction des

matrices condensées du modèle. L’amortissement du modèle considère un amortissement modal de 2%

sur les 30 premiers modes de la structure et recalcule ensuite une matrice d’amortissement structurale

à partir de la matrice des amortissements modaux et des modes propres.
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Figure 5.9 – Caractéristiques de la force dissipative.

La structure sera étudiée ici en réponse à une accélération imposée par le reste du lanceur et agissant

sur la base de la structure. Ainsi, le noeud d’interface 1 aura une accélération imposée dans la direction

radiale de la partie cylindrique. La direction choisie sera la composante suivant l’axe y. L’analyse sera

menée sur la bande de fréquence [0 100] Hz sachant que le mode de pendule se situe vers 30Hz. Dans

un premier temps, l’analyse sera monofréquentielle avec une accélération harmonique sur le noeud 1.

Une amplitude crête de 1g sera appliquée. Dans un second temps, le comportement de la structure

sera observé lors d’une excitation bifréquentielle. Une accélération quasipériodique comportant deux

fréquences incommensurables f1 et
√

2f1 sera appliquée sur le même noeud 1. Chaque composante

aura une amplitude de 1g.

5.3.2 Modèle d’amortisseur

Les trois amortisseurs à frottement insérés sont modélisés de façon simple par une association en

série d’un ressort et d’un frotteur. Le ressort permet de rendre compte de la raideur du contact et de la

tige de l’amortisseur. Ce ressort a pour raideur kr = 108N/m. Le dissipateur suit une loi dépendante de

la vitesse et identifiée expérimentalement. Sa caractéristique est tracée en figure 5.9. Cette loi est une

loi puissance avec un exposant de 0.15. Une interpolation polynomiale cubique a été réalisée autour

de O pour éviter une pente infinie à l’origine. La fonction utilisée est donc décrite de la façon suivante :

Fv(v) = −10500 |v|0.15 pour v < −10−6

Fv(v) = 1.88.109v − 5.62.1020v3 pour − 10−6 < v < 10−6

Fv(v) = 10500 |v|0.15 pour v > 10−6 (5.29)

Une représentation schématique du frotteur est donnée en figure 5.10. Cet amortisseur regroupe

deux degrés de liberté qui sont notés ici X1001 et X1011. Le premier degré de liberté X1001 est une
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Figure 5.10 – Modèle d’amortisseur.

mesure de l’allongement de la distance entre les noeuds N11 et N21 de la structure. Le premier des 3

frotteurs étant inséré entre ces noeuds, le degré de liberté X1001 représente l’allongement du frotteur.

Le second degré de liberté X1011 correspond à la variable interne du frotteur. C’est le déplacement de

ce degré de liberté qui entrâıne le déplacement du dissipateur et donc l’amortissement de la structure.

Ainsi la variable v de la loi du frotteur précédemment décrite correspond à la dérivée du degré de

liberté X1011 et donc v = Ẋ1011. Les numérotations décrites précédemment correspondent évidemment

au frotteur 1. Les degrés de liberté 1002, 1012, 1003 et 1013 sont affectés pour les frotteurs 2 et 3 entre

les noeuds N12 et N22 et les noeuds N13 et N23.

Enfin, la fonction décrivant le frotteur étant impaire, les harmoniques pairs dans le cas mo-

nofréquentiel et les pulsations ω = k1ω1 + k2ω2 telles que la somme |k1| + |k2| soit paire dans le

cas bifréquentiel ne seront pas retenus dans le développement en série de Fourier de la méthode de

balance harmonique.
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5.4 Formulation en accélération imposée

Les cas de charge dimensionnants sont généralement donnés par des accélérations imposées. Nous

sommes dans ce cas pour notre application. Les méthodes qui permettent de prendre en compte une

accélération imposée sont les méthodes d’ajout d’une masse ou d’une raideur ou les méthodes de

multiplicateurs de Lagrange. Toutefois ces méthodes entrâınent des matrices mal conditionnées (ajout

d’une masse importante ponctuelle) ou demandent un effort de programmation important. Dans le

cas d’une étude fréquentielle pour laquelle les accélérations sont périodiques ou quasi-périodiques, il

est aisé de reformuler les équations de la technique de balance harmonique afin de calculer la réponse

du système. Le système non linéaire à résoudre est alors diminué de (2Nc + 1)nimp équations, où nimp

est le nombre de degrés de liberté pour lesquelles une accélération est imposée. Dans cette section,

nous présentons la méthodologie qui est utilisée dans le reste de l’étude.

5.4.1 Représentation harmonique

Considérons tout d’abord le cas simple où une accélération harmonique d’amplitude crête ga1 à

une pulsation ω1 est imposée sur un degré de liberté de la structure x1(t). Le déplacement de ce degré

de liberté s’écrit alors x1(t) = ga1/ω
2
1sin(ω1t) et le vecteur des coefficients de Fourier associés est

z1 =
[
0 ga1/ω

2
1 0
]

pour un harmonique considéré et un terme constant. Si l’accélération n’est pas

sinusöıdale il peut être possible de calculer ses coefficients de Fourier tels que :

ẍ1(t) = ga1sin(ω1t) + ga2sin(ω2t) + ... (5.30)

L’expression du déplacement est alors :

x1(t) = ga1/ω
2
1sin(ω1t) + ga2/4ω

2
1sin(2ω1t) + ... (5.31)

Le vecteur des coefficients de Fourier s’écrit z1 =
[
0 ga1/ω

2
1 0 ga2/4ω

2
1 0 . . .

]
.

Dans le cas d’analyses multifréquentielles, les accélérations imposées à des fréquences différentes

sont généralement appliquées sur des degrés de liberté différents car provenant de deux systèmes dis-

tincts. Prenons par exemple le cas de deux degrés de liberté x1 et x2 pour lesquelles des accélérations

d’amplitude g1,a1 et g2,a1 sont appliquées à deux pulsations incommensurables ω1 et ω2. En considérant

les combinaisons de fréquences (0, ω1, ω2, ω1 + ω2), les expressions des coefficients de Fourier z1 et z2
s’expriment alors par les relations :

z1 =
[
0 g1,a1/ω

2
1 0 0 0 0 0

]

z2 =
[
0 0 0 g2,a1/ω

2
2 0 0 0

]
(5.32)

Considérons désormais l’écriture dans le cas général d’un système à n degrés de liberté X(t) ∈ R
n.

Un nombre nimp de degrés de liberté Ximp(t) subissent une accélération imposée. Ces accélérations

imposées ont des pulsations différentes. p pulsations différentes sont présentes. Le problème est résolu
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par balance harmonique en recherchant la solution sur un ensemble de combinaisons linéaires des pul-

sations d’excitation. L’ensemble des combinaisons est noté E(Nh, fc) en utilisant un critère de Chua

avec fréquence de coupure. Nous notons Nc = Card(E(Nh, fc)) le nombre de combinaisons non nulles.

Les accélérations imposées sont toutes monofréquentielles, c’est-à-dire que les fréquences sont

du type ω1, 2ω1, ω2 (et non pas ω1 + ω2). Appelons E∗(Nh, fc) l’ensemble des combinaisons mo-

nofréquentielles :

E∗(Nh, fc) = {k ∈ E(Nh, fc) | ∃i ∈ [[1; p]], ki 6= 0 et ∀j ∈ [[1; p]], j 6= i⇒ kj = 0} (5.33)

E∗(Nh, fc) représente les points retenus non nuls sur l’axe des abscisses et des ordonnées dans le cas

p = 2.

L’écriture générale des accélérations imposées est donc :

Ẍimp(t) =
∑

k ∈ E∗(Nh,fc)

Aimp,ksin(k.ωt) +Bimp,kcos(k.ωt) (5.34)

Les déplacements associés sont :

Ximp(t) =
∑

k ∈ E∗(Nh,fc)

Aimp,k

(k.ω)2
sin(k.ωt) +

Bimp,k

(k.ω)2
cos(k.ωt) (5.35)

Les coefficients de Fourier Zimp peuvent donc s’exprimer simplement par l’écriture suivante :

Zimp =








0
Aimp,k

(k.ω)2
Bimp,k

(k.ω)2
︸ ︷︷ ︸

k∈E∗(Nh,fc)

. . . 0 0
︸︷︷︸

k/∈E∗(Nh,fc)








T

(5.36)

Une fois cette écriture établie, les degrés de liberté du système doivent être séparés entre Ximp et

les degrés de liberté non imposés Xf . Avec le même raisonnement qu’utilisé en équation 3.22, il existe

une matrice booléenne de passage P̌ telle que :

X = P̌

[
Ximp

Xf

]

=
[

P̌imp P̌f

]
[
Ximp

Xf

]

(5.37)

Ainsi les coefficients de Fourier sont réorganisés :

Z =
[

I2Nc+1 ⊗ P̌imp | I2Nc+1 ⊗ P̌f

]
[
Zimp

Zf

]

(5.38)
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5.4.2 Formulation générale

A partir de cette notation et de la séparation des degrés de liberté du système, il est possible

de reformuler le problème à résoudre. Le système obtenu par application de la technique de balance

harmonique s’écrit de façon générale :

A(ω)Z = b(Z,ω) (5.39)

Il est alors possible de réordonner les degrés de liberté :

[
T
(
I2Nc+1 ⊗ P̌imp

)

T
(
I2Nc+1 ⊗ P̌f

)

]

A
[

I2Nc+1 ⊗ P̌imp | I2Nc+1 ⊗ P̌f

]
[
Zimp

Zf

]

=

[
bimp

bf

]

[
Ǎimp,imp Ǎimp,f

Ǎf,imp Ǎf,f

] [
Zimp

Zf

]

=

[
bimp

bf

]

(5.40)

Connaissant Zimp, les inconnues à déterminer sont Zf et les efforts de réaction bimp. Le système à

résoudre peut alors se ramener à la résolution d’une fonction Ȟ : IR(2Nc+1)×(n−nimp) → IR(2Nc+1)×(n−nimp) :

Ȟ(Zf ) = Ǎf,f (ω)Zf − bf (Z,ω)− Ǎf,imp(ω)Zimp (5.41)

Les efforts sur les degrés de liberté imposés sont calculés ensuite simplement par la relation :

bimp = Ǎimp,impZimp + Ǎimp,fZf (5.42)

5.4.3 Condensation

Dans le cas d’une condensation interne, le même raisonnement peut être appliqué à la fonction

Hq à résoudre en décomposant Xq entre les degrés de liberté imposés Xq,imp et les libres Xq,f . Avant

transformation, le système est le suivant :

Āqq(ω)Zq = bq(Zq,ω) (5.43)

La réorganisation des degrés de liberté amène à :

[
ˇ̄Aqq,imp,imp

ˇ̄Aqq,imp,f
ˇ̄Aqq,f,imp

ˇ̄Aqq,f,f

] [
Zq,imp

Zq,f

]

=

[
bq,imp

bq,f

]

(5.44)

Le système se ramène à la résolution d’une fonction Ȟq : IR(2Nc+1)×(q−nimp) → IR(2Nc+1)×(q−nimp) :

Ȟq(Zq,f ) = ˇ̄Aqq,f,f (ω)Zq,f − bq,f (Zq,ω)− ˇ̄Aqq,f,imp(ω)Zq,imp (5.45)
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Figure 5.11 – Réponse monofréquentielle sans amortisseur - Comparaison entre HBM (–) et

Intégration Temporelle Samcef (o) : a) sur [10 100]Hz ; b) zoom sur le mode de pendule. Légende :

(–,o) YN21 ; (–,o) X1001 ; (–,o) YN11 .

5.5 Résultats

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus lors de la simulation du dispositif expérimental.

Les simulations avec et sans amortisseurs permettent d’analyser l’effet de ces derniers sur les ampli-

tudes vibratoires de la structure autour du mode de pendule.

Les réponses en fréquence sont calculées en utilisant une méthode de balance harmonique mul-

tifréquentielle, y compris pour les simulations monofréquentielles. La formulation utilise trois variables

internes et applique une accélération imposée comme vu au paragraphe précédent. La condensation

interne à la méthode de balance harmonique n’est pas utilisée. Les harmoniques pairs ne sont pas pris

en compte dans le cas monofréquentiel. En bifréquentiel, les pulsations ω = k1ω1 + k2ω2 telles que la

somme |k1|+ |k2| soit paire ne sont pas retenues non plus.

Des comparaisons sont réalisées avec les résultats obtenus par intégration temporelle sous SAMCEF.

5.5.1 Réponse à une excitation monofréquentielle

5.5.1.1 Structure seule

En l’absence d’amortisseurs, la structure linéaire présente un mode de pendule autour de 30.5Hz.

Un calcul par balance harmonique à un harmonique a permis de calculer la réponse du dispositif sur

[10 100]Hz. Nous présentons en figures 5.11-a et 5.11-b l’amplitude vibratoire obtenue pour trois

grandeurs : le déplacement dans la direction y du noeud N11 que nous noterons YN11 , l’analogue pour

le noeud N21 noté YN21 , et la distance entre les noeuds N11 et N21 correspondant à X1001.

Nous pouvons noter la présence d’un autre mode vers 67Hz. De plus, la distance entre les deux

noeuds atteint un maximum de 7.9mm autour du mode de pendule. C’est ce débattement qui va

ensuite être atténué par les amortisseurs. Enfin, les tracés obtenus par intégration temporelle montrent

la bonne corrélation entre l’intégration temporelle et la méthode de balance harmonique en linéaire.
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Figure 5.12 – Réponse monofréquentielle avec amortisseurs : a) sur [10 50]Hz ; b) sur [25 40]Hz.

Légende : (–) HBM avec 3 harmoniques ; (o) Intégration Temporelle Samcef ; (- -) Rappel des résultats

sur structure non amortie (HBM avec 1 harmonique) ; (–,o,- -) YN21 ; (–,o,- -) X1001 ; (–,o,- -) YN11 .

5.5.1.2 Structure amortie

Lorsque les trois amortisseurs sont intégrés dans le dispositif, l’amplitude des vibrations de l’équipement

est réduit de façon significative comme le montrent les figures 5.12-a et 5.12-b. La réponse amortie ob-

tenue par balance harmonique à 3 harmoniques et la réponse obtenue par intégration temporelle sont

superposées avec la réponse de la structure non amortie linéaire. Les mêmes degrés de liberté qu’au

paragraphe précédent sont représentés. Nous pouvons voir que l’amplitude de vibration du noeud

N21 dans la direction y est passée d’un maximum de 8.6mm dans le cas non amorti à un maximum

de 1.7mm. L’amplitude a ainsi été diminuée par 5. De même, le débattement maximal du frotteur

est d’environ 1.25mm et a donc été divisé par 6. En revanche, le déplacement du noeud N11 a été

augmenté.

En plus de cet effet amortissant, il faut noter le décalage fréquentiel de la résonance du mode de

pendule qui se trouve désormais aux alentours de 32.5Hz contre 30.5Hz dans le cas non amorti. La

raideur des amortisseurs semblent jouer un rôle dans ce décalage.

Du point de vue de la corrélation entre intégration temporelle et balance harmonique, les résultats

semblent satisfaisants pour 3 harmoniques retenus dans la balance harmonique. La comparaison des

résultats obtenus pour 1 et 3 harmoniques, présentés en figures 5.13-a et 5.13-b, montre qu’un écart si-

gnificatif est présent entre les réponses à 1 et 3 harmoniques. L’écart entre le maximum du déplacement

YN21 à l’ordre 1 et celui à l’ordre 3 représente ainsi 15% du maximum obtenu par intégration tempo-

relle. Cet écart n’est pas du même ordre de grandeur pour tous les degrés de liberté puisqu’il est par

exemple de l’ordre de 3.5% pour le degré de liberté YN11 .

L’algorithme adaptatif a ensuite été appliqué sur ce cas. Le critère d’arrêt a été fixé pour une va-
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Figure 5.13 – Influence du troisième harmonique : a) sur [10 50]Hz ; b) sur [25 40]Hz. Légende :

(–) HBM avec 3 harmoniques ; (- -) HBM avec 1 harmonique ; (o) Intégration Temporelle Samcef ;

(–,o,- -) YN21 ; (–,o,- -) X1001 ; (–,o,- -) YN11 .

riation relative de l’énergie de déformation du système inférieure à 5%. Les résultats obtenus sont

présentés en figure 5.14-a. La méthode de balance harmonique met en évidence l’importance de

considérer l’ordre 3 au passage de la résonance du mode de pendule, approximativement entre 31

et 35Hz. Le nombre d’harmoniques retenus par l’algorithme est mentionné en figure 5.14-b et atteint

une valeur maximale de 5.

Enfin, l’analyse du débattement de la variable interne du frotteur 1, noté X1011, montre que l’am-

plitude vibratoire est très proche du débattement du frotteur et est présentée en figure 5.15. La raideur

élevée de l’amortissement explique ce faible écart.

Le calcul monofréquentiel réalisé a ainsi permis d’illustrer la dynamique non amortie et amortie

du dispositif. Avec l’introduction des amortisseurs, nous avons pu constater que la réduction des am-

plitudes vibratoires de l’équipement est significative. En outre, nous avons vu l’importance de retenir

trois harmoniques au passage de la résonance, ce qui a pu être confirmé par l’application de l’algo-

rithme adaptatif. Ce dernier a en effet retenu au moins trois harmoniques au passage de la résonance.
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Figure 5.14 – a) Réponse monofréquentielle en utilisant l’algorithme adaptatif : (-+-) HBM Adapta-

tive ; (–) HBM avec 3 harmoniques ; (- -) HBM avec 1 harmonique ; (o) Intégration Temporelle Samcef ;

(-+-,–,- -,o) YN21 ; (-+-,–,- -,o) X1001 ; b) Nombre d’harmoniques obtenus pour une valeur seuil de 0.05.
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Figure 5.15 – Déplacement de la variable interneX1011 : (–) HBM avec 3 harmoniques ; (o) Intégration

Temporelle Samcef ; (–,o) X1001 ; (–,o) X1011.

5.5.2 Réponse à une excitation bifréquentielle

Nous appliquons désormais une accélération comportant deux fréquences incommensurables ω et√
2ω. Les calculs sont effectués en utilisant l’algorithme de balance harmonique multifréquentiel. La

continuation est réalisée en faisant varier le paramètre ω1 = ω. La seconde composante fréquentielle

ω2 varie dans le même temps en conservant un rapport
√

2 avec ω1.

Pour les tracés de réponse en fréquence, le calcul de l’amplitude maximale de vibration n’a plus de

sens. La norme du vecteur des coefficients de Fourier représentant le degré de liberté observé est donc
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calculée à chaque fréquence et reportée sur le graphe associé. Pour Nc combinaisons de fréquence, la

grandeur calculée est scalaire et s’écrit pour un degré de liberté :

∥
∥b0 ak1 bk1 . . . akNc

bkNc

∥
∥ (5.46)

Des comparaisons avec les résultats obtenus par intégration temporelle via Samcef sont réalisées.

Pour chaque fréquence d’excitation ω1, le spectre de la réponse temporelle en régime stationnaire

du degré de liberté observé est calculée de façon à déduire les coefficients de chaque harmonique

prépondérant dans la réponse. La norme du vecteur des coefficients est ensuite calculée puis reportée

sur le graphe. La comparaison avec les résultats obtenus par la méthode de balance harmonique

multifréquentielle est alors possible.

Ce post-traitement est long et fastidieux puisqu’il nécessite de calculer la réponse du système

sur un intervalle de temps suffisamment long pour obtenir un spectre de qualité. De plus, l’analyse

du spectre doit être effectuée avec précision pour permettre une lecture correcte des amplitudes de

chaque harmonique. Ces limitations mettent en avant l’intérêt de l’utilisation de la méthode de balance

harmonique multifréquentielle qui permet de calculer facilement l’ensemble de la réponse sur une plage

de fréquence donnée.

5.5.2.1 Structure seule

L’application d’une accélération bifréquentielle sur le noeud N1 permet d’obtenir sur une structure

sans amortisseur les réponses dynamiques présentées en figure 5.16. Les degrés de liberté YN21 et X1001

sont suivis. Les résultats sur structure non amortie en monofréquentiel ont été ajoutés pour compa-

raison.

Tout d’abord, comme attendu, nous pouvons mentionner la présence de deux pics de résonance

principaux (voir figure 5.16). Le premier se situe à la fréquence du mode de pendule 30.5Hz et le

deuxième à la fréquence du mode de pendule divisée par
√

2 soit 21.5Hz. Un troisième pic est observé

pour 47.5Hz. Ce pic correspond à la fréquence du mode à 67Hz divisée par
√

2.

De plus, les amplitudes vibratoires sont les mêmes que celles observées en monofréquentiel comme

le montre la comparaison des superpositions des courbes en monofréquentiel et bifréquentiel au niveau

du mode de pendule. Cette constatation est possible puisque l’amplitude de l’accélération de chaque

composante fréquentielle est de 1g et donc la même qu’en monofréquentiel.

Enfin, deux calculs temporels ont été réalisés au niveau des deux pics principaux et montrent que

l’amplitude calculée est très proche de celle obtenue par balance harmonique multifréquentielle.

Ces différentes observations valident partiellement le calcul effectué par balance harmonique mul-

tifréquentielle. De plus les résultats de ce cas linéaire vont permettre de qualifier la réduction obtenue

par l’introduction des dissipateurs.
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Figure 5.16 – Réponse bifréquentielle sans amortisseur : (–) Réponse bifréquentielle (HBM

bifréquentielle avec Nh = 1) ; (- -) Rappel de la réponse monofréquentielle (HBM monofréquentielle à

1 harmonique) ; (o) Intégration Temporelle Samcef ; (–,- -,o) YN21 ; (–,- -) X1001.
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Figure 5.17 – Réponse bifréquentielle avec amortisseurs : a) sur [10 50]Hz ; b) sur [20 50]Hz.

Légende : (–) HBM avec Nh = 1 ; (- -) Rappel des résultats sur structure non amortie (HBM avec

Nh = 1) ; (–,- -) YN21 ; (–,- -) X1001 ; (–,- -) YN11 .

5.5.2.2 Structure amortie

La structure amortie présente toujours deux pics de résonance principaux mais leur fréquence a été

modifiée. Ils sont observés pour 22.7Hz et 32.5Hz. La figure 5.17 présente une comparaison entre la

structure non amortie et la structure amortie. La réponse pour une balance harmonique avec Nh = 1

y est représentée. La réduction est toujours significative puisque les amplitudes sont divisées par au

moins un facteur 5.
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Figure 5.18 – Comparaison entre réponse mono- et bi- fréquentielle : (–) Réponse bifréquentielle

(HBM avec Nh = 1) ; (- -) Réponse monofréquentielle (HBM avec 1 harmonique) ; (–,- -) YN21 ; (–,- -)

X1001 ; (–,- -) YN11 .

De plus, il faut noter que les deux pics ne présentent plus une amplitude similaire. Ceci peut s’ex-

pliquer par la présence d’un pic de résonance sur la réponse monofréquentielle aux alentours de 23Hz

comme précédemment observé en figures 5.11-a et 5.12-a. Ce pic vient ensuite interagir avec le pic

observé en bifréquentiel et en linéaire vers 22.7Hz qui s’est décalé de quelques Hz après l’introduction

des amortisseurs.

Il est possible de comparer aux alentours du mode de pendule les réponses mono- et bi-fréquentielles.

La figure 5.18 montre ainsi que la norme du vecteur des coefficients de Fourier en bifréquentiel est

très proche de celle en monofréquentiel aux alentours du mode de pendule vers 32.5Hz. La structure

répond alors quasiment uniquement sur l’harmonique [1 0]. Dans l’optique d’amortir la vibration du

mode de pendule, l’efficacité des amortisseurs n’est pas altérée par la présence d’une seconde compo-

sante fréquentielle.

La figure 5.19 met en évidence l’importance de considérer les harmoniques d’ordres supérieurs et

donc les combinaisons (k1ω1 + k2ω2) telles que k1 + k2 = 3. La comparaison en quelques points avec

l’intégration temporelle Samcef permet de corréler les résultats obtenus avec la méthode de balance

harmonique multifréquentielle et de montrer l’importance des ordres supérieurs. L’influence des ordres

supérieurs est visible au niveau des résonances.

Comme en monofréquentiel, les écarts au niveau des résonances peuvent être importants. Par

un calcul rapide à 32Hz, l’écart entre la réponse pour Nh = 3 et Nh = 1 représente, comme en

monofréquentiel, 15% de l’amplitude obtenue par intégration temporelle.

Du fait du nombre important de combinaisons de fréquence à considérer pour Nh = 3 (8 combi-

naisons après élimination des ordres pairs) et du temps de calcul élevé associé, le calcul d’un nombre

plus important de points n’a pas été entrepris, les résultats présentés en figure 5.19 donnant l’allure
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Figure 5.19 – Influence des harmoniques d’ordre supérieur : a) sur [20 50]Hz ; b) sur [20 35]Hz.

Légende : (–) HBM avec Nh = 3 ; (- -) HBM avec Nh = 1 ; (o) Intégration Temporelle Samcef ; (–,o,-

-) YN21 ; (–,- -) X1001 ; (–,- -) YN11 .

générale des réponses quasi-périodiques.

L’algorithme adaptatif multifréquentiel a ensuite été mis en oeuvre et a permis de confirmer l’im-

portance des ordres supérieurs. La réponse est détaillée en figure 5.20. Le critère d’arrêt a été fixé

pour une variation relative de l’énergie de déformation du système inférieure à 5%. L’algorithme aug-

mente bien le nombre de combinaisons fréquentielles à prendre en compte dans le développement de

la réponse. Le paramètre Nh, indiquant en quelque sorte le nombre de termes retenus, est représenté

en figure 5.21. Au passage des résonances, Nh augmente montrant l’importance des ordres supérieurs.

De plus, entre les réponses pour Nh = 1 et Nh = 3, la variation d’énergie de déformation représente

une variation de 15% de la valeur pour Nh = 1 au voisinage du pic de 32Hz.

Afin d’illustrer l’importance des différentes combinaisons fréquentielles présentes dans la réponse

que nous cherchons à approcher, le spectre de la réponse en déplacement YN21 du noeud N21 est donné

en figure 5.22 pour la fréquence d’excitation ω1 = 32Hz. Le spectre a été calculé en utilisant le résultat

de l’intégration temporelle. L’analyse de la courbe montre l’influence des différentes combinaisons de

fréquences et notamment l’importance du terme 2f1 − f2. Ce dernier terme est capturé dès que le

paramètreNh est égal à 3. L’amplitude de ce pic étant non négligeable devant les amplitudes des termes

f1 et f2, ceci explique sans doute pourquoi il est important de considérer Nh = 3 pour approcher de

façon correcte l’amplitude des vibrations par la méthode de balance harmonique multifréquentielle.

La simulation du dispositif lorsque celui-ci est soumis à une accélération bifréquentielle a montré

que les ordres supérieurs doivent être pris en compte au voisinage des résonances afin d’approcher

correctement la réponse. L’algorithme adaptatif multifréquentiel a été appliqué et a confirmé cette

analyse. Toutefois, les temps de calculs longs et des difficultés numériques pour la convergence de la
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Figure 5.20 – Réponse bifréquentielle en utilisant l’algorithme adaptatif : (-+-) HBM Adaptative ;

(–) HBM avec Nh = 3 ; (- -) HBM avec Nh = 1 ; (o) Intégration Temporelle Samcef ; (-+-,–,- -,o) YN21 ;

(–,- -) X1001 ; (-+-,–,- -) YN11 .
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Figure 5.21 – Evolution du paramètre Nh pour une valeur seuil de 0.05.

méthode ont empêché une analyse plus fine des résultats (analyse de l’influence du seuil, de l’amplitude

de l’excitation,...).
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Figure 5.22 – Spectre de la réponse YN21 à 32Hz.

5.6 Conclusion

Nous avons vu dans ce dernier chapitre la formulation générale de la méthode de balance harmo-

nique dans le cas de systèmes multifréquentiels pour lesquels la réponse vibratoire est quasipériodique.

Les différents outils utilisés dans le cas monofréquentiel peuvent être étendus à ce cas. En effet, les

procédures de condensation et de continuation restent valables. De plus, l’utilisation de variables in-

ternes dans les modèles des non linéarités demeure possible. Pour l’évaluation des termes non linéaires,

le calcul d’une FFT multidimensionnelle est utilisé.

A partir de cette formulation, la notion de nombre d’harmoniques retenus a été redéfinie en

considérant un paramètre discret Nh et une fréquence de coupure fc qui définissent à chaque aug-

mentation de Nh d’une unité, non plus l’ajout d’un harmonique, mais plutôt l’ajout d’un ensemble de

combinaisons linéaires d’harmoniques des fréquences fondamentales de l’excitation. La méthodologie

adaptative a donc été proposée en utilisant Nh comme paramètre de suivi de l’énergie de déformation

du système qui se calcule de façon aussi simple que dans le cas monofréquentiel. Le parcours des

nombreuses combinaisons d’harmoniques possibles s’effectue non pas par fréquence croissante mais à

partir d’une boule centrée sur l’harmonique d’ordre 0. Ce critère est l’équivalent à l’augmentation du

nombre d’harmoniques d’une seule fréquence dans le cas monofréquentiel.
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La méthode a ensuite été mise en oeuvre sur un dispositif expérimental représentatif d’une partie

de lanceur. Ce dispositif intègre trois amortisseurs à frottement afin d’amortir les vibrations d’un

équipement de ce tronçon (réservoir, propulseur,...) lorsque la base de celui-ci est soumise à une

accélération imposée. La formulation de la méthode de balance harmonique a dû être modifiée afin de

prendre en compte cette spécificité. La démarche a été présentée ici dans un cadre général.

Dans le cas d’une excitation monofréquentielle, la réponse dynamique du système présente un fort

amortissement du mode de pendule aux environs de 32.5Hz montrant ainsi l’efficacité des amortis-

seurs. La réponse non linéaire monofréquentielle a été calculée en utilisant l’algorithme classique pour

un nombre d’harmoniques fixé et en utilisant l’algorithme adaptatif. L’analyse des résultats montrent

clairement l’importance de considérer l’ordre 3 dans la résolution pour espérer une bonne corrélation

avec l’intégration temporelle effectuée ici avec SAMCEF. La méthode de balance harmonique adapta-

tive vient confirmer cette analyse.

La mise en oeuvre de la méthode adaptative multifréquentielle a ensuite pu être réalisée en appli-

quant une accélération imposée comportant deux fréquences incommensurables. L’analyse du système

montre la présence de deux pics principaux et les réponses calculées par balance harmonique soulignent

l’importance de retenir les combinaisons d’harmoniques tels que Nh = 3. Les combinaisons telles que

Nh soit pair sont nulles et sont l’analogie directe en multifréquentiel des sytèmes monofréquentiels

pour lesquels les harmoniques pairs ne sont pas prépondérants. Toutefois, l’augmentation rapide du

nombre de combinaisons engendre la résolution d’un système de taille importante au détriment de

l’efficacité numérique.



Chapitre 6

Conclusion et Perspectives

Cette thèse s’articule principalement autour de la simulation dynamique des structures présentant

des interfaces non linéaires et plus particulièrement autour de diverses extensions de la méthode de

balance harmonique. Cette méthode, qui permet de calculer la réponse vibratoire stationnaire des

structures étudiées, est basée sur une approximation de la réponse en série de Fourier tronquée. En

fonction du caractère plus ou moins non linéaire de la dynamique du système, le nombre d’harmo-

niques à retenir pour approcher de façon satisfaisante la vibration du système peut être important et

varier fortement sur l’ensemble de la plage de fréquence de simulation.

Un des objectifs majeurs de la thèse a ainsi été de développer une méthodologie adaptative per-

mettant d’ajuster le nombre d’harmoniques à chaque fréquence. Dans l’optique d’approcher le com-

portement dynamique d’une structure de grande taille intégrant des non linéarités uniquement de

façon localisée, le critère permettant l’adaptation s’est basé sur le calcul de l’énergie de déformation

de l’ensemble du système et sur son évolution pour un nombre croissant d’harmoniques. De plus, une

procédure de condensation interne à la méthode de balance harmonique peut s’associer sans difficulté

à la méthodologie adaptative.

Dans un deuxième temps, l’extension de la méthodologie adaptative aux systèmes multifréquentiels

a été proposée dans un formalisme général.

Enfin, un dernier objectif a été de considérer la prise en compte de variables internes dans les

modèles non linéaires, notamment dans les modèles de frottement utilisés, et de rendre leur utilisation

possible dans la méthode de balance harmonique.

Plusieurs cas d’application ont mis en avant les capacités de la méthode de balance harmonique

et de ses variantes adaptatives à s’intégrer dans une démarche de simulation complète de structures

industrielles.

Tout d’abord, la simulation d’un isolateur d’équipements utilisant des plots en élastomère a été

effectuée. La méthode de balance harmonique au premier ordre a pu s’appliquer sur un modèle complet

après condensation des parties linéaires de la structure sur les interfaces non linéaires. Une démarche

permettant la prise en compte de l’effet Payne exhibé par le matériau a été intégrée dans la résolution
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par balance harmonique. Le modèle des interfaces a conservé un nombre important de degrés de liberté

non linéaires et a utilisé directement les caractérisations expérimentales du matériau.

La méthodologie adaptative monofréquentielle a ensuite été appliquée sur le cas d’une structure

boulonnée. La méthode s’est révélée apte à représenter les principaux effets dynamiques non linéaires

qui peuvent être observés. La dépendance non linéaire de l’amortissement de la structure aux ampli-

tudes vibratoires ainsi que l’assouplissement modal ont pu être représentés. L’augmentation du nombre

d’harmoniques à retenir a bien été observée dans les zones où les non linéarités impactent fortement

la dynamique de la structure étudiée. En outre, la modélisation de jonction boulonnée a engendré

le développement d’une méthodologie permettant d’intégrer d’éventuelles variables internes dans la

formulation du problème. Cette procédure augmente certes le nombre d’inconnues mais présente une

démarche générale utilisable pour de très nombreux modèles non linéaires.

Le troisième cas d’application de cette thèse a consisté en la simulation d’un dispositif expérimental

représentatif d’une partie de lanceur sur lequel trois amortisseurs à frottement amortissent le mode de

vibration d’un équipement. La méthodologie adaptative est mise en oeuvre dans le cadre d’une excita-

tion en accélération multifréquentielle. Ainsi, la formulation des équations a été modifiée pour prendre

en compte l’accélération imposée. De plus, trois variables internes ont été utilisées pour représenter

les frotteurs. La méthode adaptative reste néanmoins applicable et a ensuite montré la nécessité de

considérer un nombre plus élevé d’harmoniques dans les zones où les amortisseurs travaillent fortement.

Enfin, l’ensemble des versions de la méthode de balance harmonique ont été programmées dans

une formulation générale utilisable pour tout type de modèle éléments finis. La programmation du

comportement des non linéarités reste spécifique au cas traité et dépend du choix de modélisation

effectué. Ces programmes sont regroupés sous Matlab et leur interfaçage avec Nastran a été partiel-

lement effectué. A l’avenir, l’application de ces méthodes sur d’autres cas d’application d’EADS est

donc envisagée.

Les différentes méthodologies se sont ainsi montrées bien adaptées à la démarche générale de si-

mulation de structures industrielles soumises à des excitations mono- et multifréquentielles et les

perspectives futures sont donc nombreuses.

Tout d’abord, les algorithmes développés au cours de cette thèse ont permis de montrer la faisabilité

de l’adaptation en ordre mais les développements nécessitent encore d’être optimisés numériquement,

que ce soit au niveau des propriétés de convergence et d’efficacité numérique ou au niveau de l’in-

teraction de la méthode de balance harmonique avec les logiciels commerciaux au sein desquels sont

généralement modélisées les structures industrielles. La programmation dans un langage spécifique et
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adapté aux logiciels utilisés dans l’industrie permettrait de faciliter la mise en oeuvre de la résolution

sur des structures complexes.

Ensuite, la méthodologie adaptative présentée ajuste le nombre d’harmoniques retenus de la même

manière pour tous les degrés de liberté du système. Dans le cas de non linéarités localisées, il pourrait

être intéressant de développer une adaptation spatiale du nombre d’harmoniques de façon à considérer

un développement à ordre plus élevé localement. Ce procédé permettrait de réduire la taille du système

à résoudre tout en conservant une bonne précision. L’analyse de l’énergie de déformation pourrait être

effectuée sur différents domaines de la structure étudiée. Toutefois, le choix du type de méthodologie

reste fortement dépendant de l’objectif de la simulation (approximation de la dynamique globale ou

précision localement forte au niveau de la non linéarité).

L’algorithme adaptatif développé présente également des limitations au niveau des points de re-

tournement des réponses en fréquence qui constituent un phénomène observable dans le cadre de

l’étude des systèmes non linéaires. En effet, à une valeur de fréquence fixée peuvent coexister plusieurs

réponses pour lesquelles une prédominance des ordres n’est pas semblable. L’algorithme peut alors

avoir quelques difficultés à converger, ce dernier pouvant basculer d’une solution vers l’autre.

De plus, l’adaptation en ordre est effectuée par un parcours des différents ordres successifs en

partant toujours de l’ordre 1. L’obtention d’un critère caractérisant la prédominance des effets non

linéaires sur la dynamique globale à partir de la donnée d’un seul calcul reste à définir. Ceci permettrait

de s’affranchir d’un nombre important de calculs par balance harmonique pour chaque point mais sup-

pose que le critère soit capable d’indiquer si le nombre d’harmoniques doit être augmenté ou diminué.

L’analyse de la projection des résidus des équations à résoudre sur les fonctions trigonométriques non

retenues pourrait fournir une voie possible.

Enfin, la prise en compte d’incertitudes sur les modèles ou sur les excitations et notamment l’in-

fluence des incertitudes sur les différents ordres de la réponse est une voie à étudier. Cet aspect est

par exemple un enjeu important pour la modélisation des jonctions boulonnées. La complexité des

phénomènes qui s’y déroulent et la grande variabilité du comportement en fonction de nombreux

paramètres nécessite à l’avenir de prendre en compte les incertitudes dans les modèles non linéaires

développés [135].
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2.11 Modèle Visco-Elasto-Plastique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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3.8 Déplacement de la masse concentrée. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
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4.8 Contribution des ordres sur l’énergie de déformation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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5.6 Algorithme HBM adaptatif multifréquentiel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
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