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Chapitre 1

Introduction

Les sciences du vivant transforment notre quotidien avec une rapidité et une ampleur dont
les conséquences potentielles sont vraisemblablement sans équivalent dans 'histoire des
sciences. Cette évolution est en passe, non seulement de bouleverser notre compréhension
du vivant, mais de susciter la création de connaissances, technologies et méthodes, suscep-
tibles de révolutionner les pratiques médicales, I'industrie du médicament et de l’agronomie
alimentaire, ainsi que la protection de I’environnement. De ce fait, I'impact sociétal de
I'ingéniérie du vivant s’est considérablement accru ces dernieres décennies. Il ouvre un
champ d’actions de recherche, original et vaste, qui impose de rassembler sur des objec-
tifs communs des ingénieurs, des médecins, des biologistes et des partenaires du secteur
socio-économique.

Dans ce domaine, les biomatériaux recouvrent une grande variété d’applications biomédicales
puisqu’ils peuvent étre a la fois des matériaux de réparation des lésions tissulaires, des
matériaux implantables, et étre constitutifs de systeme d’assistance extra-corporelle. Ainsi,
ils sont utilisés dans de nombreuses thérapeutiques chirurgicales, comme par exemple le
traitement chirurgical des traumatismes, des problemes cardiovasculaires, ophtalmologiques,
urologiques ou articulaires du vieillissement, des tumeurs, ou encore des maladies dégénéra-
tives.

Les troubles musculo-squelettiques, qui sont de loin les pathologies professionnelles les plus
répandues dans les pays industrialisés (62% de 1’ensemble des maladies professionnelles
recensées en France), ainsi que les maladies ostéo-articulaires et les carences osseuses
affectent un nombre croissant d’individus. A titre d’exemple, plus de 750 000 francais
sont porteurs d’une prothese de hanche ou de genou, dont la durée de vie moyenne est de
15 ans.

A cet enjeu social considérable s’ajoute les perspectives d’un marché économique tres
important: en France 10 milliards d’euros de frais de santé ont été dépensés en 2002 pour



les maladies du systeme ostéo-articulaire, des muscles et du tissu conjonctif et 8 milliards
d’euros pour les maladies des dents et de la bouche [2]. On estime qu’en 2020, 21%
de la population francaise sera agé de 65 ans et plus. Ce phénomene de vieillissement
des populations, auquel s’ajoute nécessairement le besoin de mettre au point des implants
ayant une durée de vie accrue, expliquent la demande croissante en biomatériaux capables
de combler les pertes osseuses et de suppléer les fonctions 1ésées par un handicap.

D’autre part, on estime a environ 3,2 millions le nombre de personnes qui, en France, sont
porteuses de biomatériaux. Ces derniers soulevent des problemes d’ordre scientifiques mais
aussi économiques, éthiques, réglementaires et industriels qui astreignent a 1’observance
d’exigences de sécurité, de fiabilité et de reproductibilité.

L’utilisation de biomatériaux fait intervenir des domaines de compétence qui couvrent
de nombreuses disciplines. La science des biomatériaux peut étre définie comme 1’étude
et la connaissance des matériaux dans le contexte de leurs interactions avec les systemes vi-
vants. Les biomatériaux constituent ainsi ’exemple type d’un domaine ot I'interdisciplina-
rité est de mise. En particulier ces matériaux qui ont vocation a remplacer ou a favoriser
la reconstruction d’une partie d’'un corps malade ou endommagé sont le fruit d’une col-
laboration tres étroite entre chimistes, physiciens, biologistes et chirurgiens pour ne citer
que les principaux.

Le développement de biomatériaux est une tache complexe, que seuls des groupes mul-
tidisciplinaires peuvent mener a bien, en réunissant des spécialistes qui collaborent de
maniere étroite entre eux.

L’équipe de physique nucléaire appliquée aux biomatériaux du Laboratoire de Physique
corpusculaire de Clermont-Ferrand réalise depuis une vingtaine d’années des études sur
les biomatériaux a usage orthopédique, tels que le corail ou les céramiques de phosphates
de calcium.

Notre travail est une approche théorique de la résorption de biomatériaux utilisés comme
implants, afin d’obtenir une modélisation de ce processus. Nous utilisons la théorie de la
percolation comme cadre théorique de notre modélisation. La simulation numérique que
nous avons obtenue permet de mettre en évidence d’'une part I'influence des parametres
physiques du biomatériau de 'implant et d’autre part I'influence des parametres d’origine
biologique et/ou chimique liés au biomatériau et a 'organisme receveur. Nous avons
d’abord travaillé sur une modélisation a deux dimensions qui nous a permis d’obtenir un
modele qui reproduit des résulats expérimentaux connus et qui peut étre utilisée pour de
nombreux systemes. Ces systemes peuvent différer tant par la géométrie de I'implant que
par les propriétés des biomatériaux utilisés. Nous avons aussi montré la faisabilité d’une
transposition de notre simulation a un modele a trois dimensions.

Ce document est scindé trois parties.



Une premiere partie introductive aborde en deux chapitres les deux champs de con-
naissances qui servent de base au travail de cette these; les grandes familles de biomatériaux
avec leurs principales propriétés et leur utilisation en particulier comme substituts osseux,
puis les bases de la théorie de la percolation et des méthodes de calcul utilisées pour son
étude.

Une deuxieme partie ou nous présentons, pour la modélisation a deux dimensions,
successivement en trois chapitres;

1. Taspect statique (géométrie du systeme, espace des phases et domaine de percola-
tion),

2. T'aspect dynamique (évolution par un processus de diffusion, introduction de différents
parametres physique, chimiques et biologiques),

3. une présentation des grandeurs fournies par la simulation, une étude de I'influence
des différents parametres de la simulation et les résultats obtenus dans deux do-
maines; la reproduction de données expérimentales et la simulation de situations
extrémes difficilement accessibles a ’expérimentation.

Une troisieme partie ou nous présentons l’extension de notre simulation, du point de
vue statique au cas d’un systeme simple a trois dimensiosn, puis ol nous faisons le point
sur le travail réalisé et dégageons quelques perspectives de développement et de recherche.

L’objet de cette these fait 'objet d’une publication a paraitre dans la revue Applied
Physics A [1].
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Chapitre 2

Considérations générales sur les
biomatériaux

La préservation de I'intégrité corporelle, la réparation des lésions tissulaires, et la mise au
point de systemes visant a pallier les déficiences fonctionnelles ont conduit a I'utilisation
de matériaux non-vivants au contact de 'organisme. L’objectif de leur développement est
de permettre la fabrication de dispositifs d’assistance corporelle capable de suppléer les
fonctions des organes 1ésés.

Les égyptiens déja essayaient de remplacer des organes ou des parties d’organes défaillants
par des matériaux extra-corporels. Pendant des siecles, en raison de la méconnaissance des
propriétés cliniques, biologiques et physico-chimiques nécessaires, les premiers ”biomaté-
riaux” ont été choisis de maniere uniquement empirique avec plus ou moins de bonheur.
Ce n’est qu’au début du siecle précédent, avec les progres de la chirurgie orthopédique
entre autre, que la science des biomatériaux s’est peu a peu mise en place.

2.1 Les biomatériaux

2.1.1 Définition de quelques termes

Biomatériau

Actuellement, il est peu de thérapeutiques chirurgicales qui ne fassent appel a des biomatéri-
aux. Ces procédures, déja utilisées dans 1’Antiquité, ont amené a définir beaucoup plus

récemment le concept de biomatériau. La conférence de Chester (U.K.) de la Société Eu-
ropéenne des biomatériaux, dite conférence du consensus a, en 1986 puis en 1991, retenu
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la définition suivante d’'un biomatériau: ”matériau non-vivant utilisé dans un appareil
médical, et congu pour interagir avec des systemes biologiques ” [3].

Mais au-dela de toute définition formelle, la notion de biomatériau réside dans la nécessaire
prise en compte du contact de ces matériaux avec des fluides ou des tissus vivants.
Ils doivent ainsi étre considérés comme des matériaux avancés, mais avec la dimension
supplémentaire de la biocompatibilité, qui leur impose de concilier des parametres tech-
niques avec la biologie humaine.

Biocompatibilité

Apres introduction dans l'organisme, un biomatériau, quelle que soit sa qualité, reste
un corps étranger qui entraine une réaction plus ou moins importante du tissu environ-
nant. Cette situation de travail sous contrainte biologique est le dénominateur commun
a tous les biomatériaux. D’ou la notion de biocompatibilité, définie comme "la capacité
d’un matériau a étre utilisé avec une réponse de ’hote appropriée dans une application
spécifique”. Cependant, c’est une notion relative et difficilement mesurable appréciée a
travers une comparaison de comportement par rapport a des matériaux dits de référence.
En effet la biocompatibilité est une relation d’équilibre a l'interface tissu/matériau, rela-
tion extra-physiologique qui ne doit pas devenir pathologique. Un biomatériau ne peut
pas étre déclaré biocompatible en tant que tel: la biocompatibilité dépend en effet de
maniére complexe de parametres liés tout autant au site d’utilisation (prise en compte du
contact des matériaux et de sa durée avec les tissus vivants...), aux conditions d’utilisation
qu’aux caractéristiques intrinseques du matériau.

Ainsi, la réponse biologique locale a un matériau va dépendre des signaux par lesquels
celui-ci modifie ’environnement habituel des cellules. La nature chimique du matériau, ses
propriétés physico-chimiques et électriques de surface, la libération éventuelle de produits
cytotoxiques sont tout autant de parametres qui peuvent influencer la réponse cellulaire
et conditionner la biocompatibilité [4]. Donc étre biocompatible signifie d’une part que le
matériau n’est pas a l'origine de phénomenes locaux néfastes pour la santé du receveur,
et d’autre part que le matériau ne risque pas d’engendrer des produits de dégradation
toxiques ni de voir ses qualités intrinseques altérées par les tissus du receveur [5].

Bioactivité

Des progres considérables ont été réalisés dans le domaine des biomatériaux a mesure que
de nouveaux concepts ont émergé. Les biomatériaux de nouvelle génération tels les verres
bioactifs sont capables de se lier harmonieusement aux tissus vivants en participant active-
ment au processus curatif, voire méme en stimulant directement la réponse de I’'organisme.
La bioactivité désigne les caractéristiques d’un matériau lui permettant d’obtenir plus ou
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moins facilement une liaison avec les tissus environnants sans interposition d’une couche-
fibreuse [6]. Parmi celles-ci, la liaison osseuse correspond a 1’établissement, par des pro-
cessus physico-chimiques, d’une continuité entre 1’os et I'implant.

2.1.2 Des matériaux a vocation de biomatériaux

Les biomatériaux peuvent étre classés en quatre grandes familles:

les métaux et alliages métalliques;

les céramiques au sens large;

les polymeres et la matiere molle;

les matériaux d’origine naturelle.

Les métaux et alliages métalliques

Ce sont en quelque sorte "les ancétres” des biomatériaux dans la mesure ou ce sont les
premiers a avoir été utilisés pour faire des implants. Dans cette famille, le plus important
par les volumes est sans doute 'acier inoxydable, encore largement utilisé en chirurgie
orthopédique. L’intérét de ’acier inoxydable réside dans ses propriétés mécaniques. Sig-
nalons aussi particulierement le titane, qui est utilisé principalement en chirurgie or-
thopédique et pour réaliser des implants dentaires. On utilise également des alliages
cobalt, chrome, molybdene, tantale pour ne citer que les principaux.

Les céramiques

Les céramiques se caractérisent par une température de fusion élevée et un comportement
fragile. S’ajoutent a cette catégorie de matériaux, malgré des différences par maints
aspects, les verres de Hench (verres au phosphates). Nous reviendrons plus en détails sur
les céramiques dans le paragraphe suivant.

Les polymeres

Les utilisations des polymeres dans le domaine des biomatériaux sont extrémement nom-
breuses. Le tableau 2.1 ci-dessous résume les principales catégories de polymeres. En
fonction de leurs différentes propriétés, leurs utilisations sont tres variées. En voici les
principales:
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Table 2.1: Principales catégories de polyméres.

Elastomeres:

- capables de résister a d’importantes déformations et de retourner a leurs
dimensions d’origines.

- silicones, polyuréthanes...

Plastiques : plus rigides

- thermodurcissables (résines époxy, triazines...)

qui ne peuvent étre réutilisés (réactions chimiques irréversibles),

- thermoplastiques; acryliques (PMMA, PHEMA, PVA)

polyesters (PET...) et polyamides, polyéthylene (UHMWPE), fluorocarbonés (PTFE),
- thermoplastiques a haute résistance (polysulfones, polyacétals, polycarbonates,
PEEK...) qui peuvent étre fondus, remis en forme ou pré-formés

Les silicones sont utilisés pour les protheses mammaires et divers implants en chirurgie
plastique.

Le polyméthacrylate de méthyle est employé dans les ciments de protheses orthopédiques,
les obturations et protheses dentaires et en cranioplastie.

Les polymeres biorésorbables (PGA, PLA, polydioxanone) sont utilisés notamment pour
la réalisation de matériels d’ostéosynthese résorbables ou de planchers orbitaires et dans
la chirurgie du septum nasal ainsi qu’en chirurgie esthétique.

Diftérents composites a base d’acryliques ont été proposés en chirurgie orale et maxillo-
faciale (comblement, reconstruction).

Le polyéthylene a haute densité (PEHD ou UHMWPE) a été largement utilisé pour les
implants orthopédiques, en particulier pour les surfaces portantes articulaires (protheése
de hanche ou de genou).

Parmi les polymeéres fluoro-carbonés, le polytétrafluoroéthylene (PFTE) est utilisé dans les
membranes pour la régénération tissulaire guidée, l'augmentation des tissus mous, patchs
vasculaires.

Les polyétheréthercétones (PEEK), notamment renforcés par des fibres de carbone, peu-
vent étre employés pour la réalisation d’implant et de plaques d’ostéosynthése en chirurgie
maxillo-faciale.
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Les matériaux d’origine biologique

Un autre type de ressources pour les biomatériaux est 1'utilisation de matériaux d’origine
biologique. Ils se différencient en biomatériaux d’origine végétale et biomatériaux d’origine
animale. Les tableaux 2.2 et 2.3 montrent des exemples de chacun de ces biomatériaux
et de leurs utilisations.

Table 2.2: Biomatériauz d’origine végétale.

Squelettes calcifiés d’algues brunes dont on extrait les fucanes (polysaccharides)
utilisées notamment comme anticoagulants. Dérivée des parois cellulaires, la cellulose
utilisée pour les membranes de dialyse ou comme ciment pour les protheses de hanche.

Table 2.3: Biomatériaux d’origine animale.

Le collagene, d’origine animale ou humaine et dont les applications sont:

- la cosétologie et la chirurgie esthétique

- les pansements et éponges homéostatiques

- les implants oculaires et pansements ophtalmologiques

- la reconstitution de tissus moux et durs a l'aide de mélanges

collagene-facteurs de croissance-hydroxyapatite

-la peau artificielle (derme)

La chitine, polysaccharide extrait des carapaces de crustacés utilisée pour les fils

de suture, la chirurgie reconstructive et la peau artificielle.

Le corail extrait des madréporaires utilisé en chirurgie othopédique et maxilo-faciale

2.2 Exemple: les biocéramiques

Les céramiques sont connues depuis des millénaires et ont contribué a la sédentarisation
des hommes. Depuis une cinquantaine d’année, 1'utilisation de céramiques spéciales pour
réparer, reconstruire ou remplacer des parties malades ou blessées du corps sont cependant
de plus en plus utilisées.

Les céramiques inertes

Les deux principales céramiques inertes utilisées sont I’alumine AlyOj3 et la zircone ZrQOs,.
Ce sont en général des matériaux de tres haute pureté et de haute densité qui sont utilisés,
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afin de garantir de bonnes propriétés mécaniques pour l'implant. Ces matériaux sont
assez largement utilisés en chirurgie orthopédique pour la réalisation de téte fémorale
de prothese totale de hanche ou en implantologie dentaire. Les propriétés mécaniques
de ces céramiques sont tres dépendantes de la taille des grains qui doit étre typiquement
inférieure a 10 um pour que la céramique possede des propriétés satisfaisantes (voir tableau
2.4).

Table 2.4: Caractéristiques physiques des biocéramiques AlaOs et ZrOy comparées a celles
de los.

H Caractéristiques physiques H alumine ‘ zircone ‘ os cortical ‘ 0s spongieux H
Composition % AlsO3 > 99,8 | ZrO9 > 97
Densité (g.cm™3) > 3,93 6,05 1,6 —2,1
Taille de grains (um) 3—-6 0,2-0,4
Rugosité de surface (um) 0,02 0,008
Limite élastique en compression 4500 2000 100 — 230 2—12
(M Pa)
Limite élastique en flexion (M Pa) 595 1000 50 — 150
Module d’Young (G Pa) 400 150 7—-30 0,05—-0,5
Reésilience K;o(MPa.m® ) 5-6 15 212

Ces biocéramiques sont largement employées en clinique et ont démontré une bonne effi-
cacité, notamment une bonne durabilité. Néanmoins, la différence tres importante entre
le module élastique des matériaux et celui de 1'os (voir tableau 2.4) est a l'origine du
phénomene de ”stress shielding” [7]. Dans ce cas, les propriétés mécaniques supérieures
de la céramique font que l'os environnant n’est plus sollicité convenablement, condition
nécessaire pour qu’il reste en bon état. On peut ainsi observer une dégradation progressive
de l'os spongieux et au final le descellement de la prothese.

Les céramiques poreuses

L’idée derriere 1'utilisation de céramiques poreuses est la possibilité de croissance de 1’os
dans les pores de la céramique et méme au travers de ceux-ci. La trés grande surface de
contact ainsi développée entre I'implant et le tissu permet en effet d’obtenir une liaison
inter-faciale tres forte assurant le succes de 'implant. Pour que le tissu osseux puisse
se développer au sein de la céramique poreuse, celle-ci doit présenter des pores de taille
suffisante, typiquement supérieure a 100 — 150 pm (macroporosité). En effet, il faut
non seulement que les cellules osseuses (ostéoblastes, ostéoclastes) puissent coloniser le
matériau, mais aussi que puisse se mettre en place un réseau de vascularisation alimentant
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ces tissus. La tres grande taille des pores est a l'origine d'une diminution importante des
propriétés mécaniques de la céramique poreuse limitant donc son utilisation a des zones
bien précises (traitement de surface de prothése métalliques ) ou dans des sites ou il n’y a
pas ou peu de contraintes mécaniques. En pratique, on rencontre souvent des revétements
en hydroxyapatite sur les protheses métalliques et 1'utilisation de phosphate de calcium
poreux comme matériau de comblement.

Les biocéramiques résorbables

Les matériaux bio-résorbables sont concus pour se dégrader graduellement en fonction
du temps et pour étre remplacés progressivement par le tissu hote. Ils constituent une
excellente solution si les propriétés mécaniques et le comportement a court terme (avant
la régénération osseuse) sont bons. Les tissus naturels sont capables d’autoréparation
et se transforment constamment par un renouvellement des populations cellulaires. Les
difficultés rencontrées dans le développement de céramiques résorbables sont les suiv-
antes:

- le maintient de la résistance et de la stabilité de 'interface pendant la période de
dégradation et de remplacement par du tissu.

- l'ajustement des vitesses de résorption et de réparation des tissus, cette derniere
dépendant beaucoup du type de tissu, de ’age et de la condition physique de la
personne.

De grandes quantités de matiere peuvent étre résorbées. Il est donc impératif que les pro-
duits de dégradation soient non toxiques et puissent étre assimilés par le métabolisme. En
cas contraire, des inflammations peuvent survenir. Cette contrainte limite les matériaux
utilisables. En pratique, on rencontre des polymeres a base d’acide polyglycolique ou
polylactique (PGA ou PLA) dont les produits de dégradation sont ’eau et le dioxyde de
carbone. Les céramiques phosphocalciques aussi sont utilisées, en effet les ions issus de la
dégradation peuvent a leur tour étre utilisés car ils entrent dans la composition minérale
des tissus osseux.

Les céramiques bioactives

Une autre approche pour résoudre les problemes d’attachement inter-facial est 'utilisation
de céramiques bioactives. Un matériau bioactif présente un comportement intermédiaire
entre celui d'un matériau bio-inerte et celui d’'un matériau bio-résorbable. Un matériau
bioactif induit une réponse biologique spécifique a l'interface avec le matériau qui conduit
a la formation d'une liaison entre l'implant et les tissus. Ce concept a été démontré
pour la premiere fois en 1969 par L.L. Hench a I'université de Floride pour un verre de
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composition particuliere [8].
Bioglass

2.5).

Table 2.5: Composition et caractéristiques physico-chimiques des céramiques bioactives.

, la vitrocéramique Cerabone

Parmi ceux-ci, les principaux sont les verres bio-actifs ou
AJ/W [9] et les céramiques phosphocalciques
comme 'hydroxyapatite (HAP) et le phosphate tricalcique (5 — T'C'P) (voir tableau

Caractéristiques physiques Biogla53© Cerabone®© HAP (B—=TCP)
Composition (% poids)
NasO 24,5 0 0 0
CaO 24,5 44,7 ~ 56,8 54,2
MgO 0 4,6 0 0
Si0qy 45 34 0 0
P,0O; 6 16,7 ~ 43,2 45,8
Densité (g.cm™) 2,66 3,07 3,16 3,07
Limite élastique - 1080 500 — 1000 | 460 — 687
en compression (M Pa)
Limite élastique 42 215 115 —200 | 140 — 154
en flexion (M Pa)
Module d’Young (G Pa) 35 218 80 — 100 33 —-90

Le point commun a tous ces matériaux est la modification cinétique de leur interface
apres 'implantation. La liaison qui se forme alors entre 'implant et le tissu est tres forte,
souvent plus résistante que le tissu lui-méme ou que la céramique. Les bioverres sont
les premiers matériaux pour lesquels cette fixation bioactive a été observée. La présence
d’une grande quantité d’agents modificateurs de réseau (CaO et NasO) rend le verre
relativement soluble et explique sa grande réactivité de surface.

De nombreuses techniques ont été mises en ceuvre pour étudier les réactions se déroulant a
la surface des biocéramiques. Les physiciens spécialistes des méthodes d’analyse nucléaire
ont notamment développé la méthode PIXE (Particle Induced X-ray Emission) qui per-
met de mesurer la composition élémentaire a l'interface implant/tissu ou a la surface de
I'implant apres interaction. La collaboration étroite entre chimistes et physiciens per-
met de développer des nouvelles biocéramiques dans 'objectif de moduler finement leur
bioactivité. Une telle collaboration est développée depuis de nombreuses années entre le
Laboratoire des Matériaux Inorganiques et le Laboratoire de Physique Corpusculaire a
I’Université Blaise Pascal de Clermont-Ferrand.
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2.3 Biomatériaux utilisés comme substituts osseux

Le tissu osseux revét pour 'organisme une importance capitale tant sur le plan biomécani-
que que sur le plan métabolique. Ce tissu hautement spécialisé est caractérisé par sa
dureté et son apparente rigidité mais il n’est pas pour autant figé. Au contraire, c’est une
structure dynamique en perpétuel remaniement: il est continuellement produit par les
ostéoblastes, modifié par les ostéocytes et détruit par les ostéoclastes [10]. Il a plusieurs
fonctions essentielles:

- I est capable de s’autoréparer, d’adapter sa masse, sa forme et ses propriétés
intrinseques a des modifications d’ordre biomécanique, de supporter une activité
physique tout au long de la vie sans pour autant se fracturer ou étre source de
douleur.

- Il est le support mécanique essentiel du squelette, permet la locomotion, transmet
les forces issues de la contraction musculaire d'une partie du corps a une autre
pendant le mouvement, et assure la protection des organes internes.

- Il est un réservoir de sels minéraux, en particulier de calcium et de phospore, qui
sont nécessaires a un grand nombre de fonctions métaboliques. Ainsi il joue un role
extrémement important dans le maintient de I’homéostasie!.

2.3.1 Généralités sur 'os

Le tissu osseux est un composite organo-minéral. C’est un tissu conjonctif composé de
cellules (5%) et de constituants extracellulaires (95%) qui a la particularité de se calcifier.
Les ostéoblastes, ostéoclastes, ostéocytes et cellules bordantes constituent les principales
cellules du tissu osseux.

- Les ostéoblastes
Ces cellules sont chargées de la synthese de la matrice osseuse et du controle de la
calcification.

- Les ostéocytes
Lorsque les ostéoblastes sont progressivement entourés de tissu osseux, ils subissent
des modifications structurelles et deviennent des ostéocytes. Leur role exact est
encore méconnu. Pendant la résorption ostéocalcique cependant, les ostéocytes sont
phagocités et digérés avec les autres composants osseux.

Lprocessus physiologique permettant de maintenir certains parametres du milieu interne entre des
valeurs correctes pour un bon fonctionnement du métabolisme
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- Les ostéoclastes
Ce sont des cellules géantes (diametre &~ 100 pm) plurinucléées. Ces cellules sont
chargées de la résorption du tissu osseux calcifié. Les précurseurs mononucléés des
ostéoclastes circulent dans le systeme sanguin et a la surface de 'os. Tout comme
I'ostéoblaste, la régulation de I'activité de ces cellules dépend d’hormones, cytokines
et facteurs de croissance. Il faut noter que les ostéoblastes sécretent des facteurs qui
régulent la résorption osseuse faite par les ostéoclastes.

- Les cellules bordantes
La plupart des surfaces osseuses non impliquées dans une activité de remodelage
sont couvertes par une couche de cellules bordantes. Ces cellules sont des cellules
ostéoblastiques au repos. De ce fait, les facteurs régulateurs de I'ostéoblaste mature
agissent également sur les cellules bordantes.

Les constituants extra-cellulaires correspondent d’une part a la matrice organique, et
d’autre part a la substance minérale.

- La matrice organique
La protéine de base de la matrice osseuse est le collagene de type I qui représente 80
a 90% des protéines totales de 'os, et qui forme un réseau de fibrilles collagéniques.
Les 10 a 20% complémentaires sont constitués par des protéines non collagéniques.

- La substance minérale
La phase minérale du tissus osseux est composée a 85% d’un phosphate de calcium
cristallisé sous forme d’hydroxyapatite organisée grossierement en plaques hexag-
onales, de formule Cajo(PO4)s(OH)2. Les 15% restant sont des carbonates de
calcium, phosphates de magnésium, fluorures de calcium, de la silice et des sels
alcalins.

L’os adulte est principalement de deux types : 'os cortical compact, représentant 80% de
la masse osseuse, situé principalement dans les os longs, et I'os spongieux ou trabéculaire,
qui représente 20% de la masse osseuse, situé dans les extrémités des os longs. L’os
spongieux constitue la structure principale des os plats et des os courts [11, 12].

Les os longs se décomposent en trois zones, comme indiqué sur la figure 2.1:

- La diaphyse, constituée d’os compact creusé en son centre par la cavité médullaire
remplie de moélle osseuse.

- Les deux épiphyses, formées d’os trabéculaire (spongieux) et recouvertes par le car-
tilage articulaire.

- Les métaphyses, constituées d’os trabéculaire, situées sous le cartilage épiphysaire
qui est le site de la croissance osseuse en longueur.
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Figure 2.1: Coupe longitudinale d’un os long.

Les surfaces osseuses externe et interne sont en contact avec les tissus mous: des cel-
lules ostéogéniques sont organisées en couches sur ces surfaces formant respectivement le
périoste et I’endoste.

- Le périoste comporte surtout des ostéoblastes et des ostéoclastes. Il est riche en
neurofibres et en vaisseaux lymphatiques et sanguins qui pénetrent 'os par des
trous.

- L’endoste recouvre les travées de 1’os spongieux et le canal médullaire, et tapisse les
canaux qui traverse 1’os compact. Tout comme le périoste, I’endoste contient a la
fois des ostéoblastes et des ostéoclastes.

Les cellules et les éléments matriciels sont identiques dans les deux types d’os, mais ils
different de par leur texture et leurs fonctions: 80 a 90% du volume d’os cortical est calcifié,
contre 15 a 25% dans l'os trabéculaire; le volume restant est occupé par la moélle osseuse,
les vaisseaux sanguins et les tissus conjonctifs. La surface osseuse endostéale représente
70 a 85% de 'interface avec les tissus mous. Ainsi, 1'os trabéculaire est préférentiellement
impliqué dans les fonctions métaboliques et 1’os cortical remplit les fonctions mécaniques
et protectrices.

- L’os compact ou cortical, est localisé dans les diaphyses des os longs et constitue
aussi la limite externe de toute piece osseuse. Il constitue le principal réservoir de
calcium osseux.

- L’os trabéculaire ou spongieux, est localisé dans le squelette axial (vertebres-bassin)
et aux épiphyses des os longs. Il tient une place importante dans le controle de
I’équilibre phosphocalcique. En effet, il présente une surface de contact avec la
moélle tres étendue, permettant ainsi une mobilisation rapide du calcium.
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La vascularisation de ’os a un role trophique? et fonctionnel. Elle assure la formation et
le maintien de structures d’architectures tres différentes: systeme cortical, spongieux et
médullaire. Elle permet notamment a 1’os de maintenir I’équilibre phosphocalcique.

2.3.2 Le remodelage osseux

Le remodelage osseux est sous la dépendence de deux processus couplés, la résorption et la
formation osseuse, qui concernent aussi bien 1’os cortical que 'os trabéculaire. Il permet
la croissance, la maturation et le renouvellement du tissu osseux. C’est un concept faisant
appel a une succession d’évenements permettant le remplacement de 1’os ancien par de
I’os nouveau. Il est plus rapide au niveau de 1’os spongieux qu’au niveau de l'os cortical.
Ce processus concerne 20% de la surface osseuse et est di a I'action synchronisée des
ostéoclastes et des ostéoblastes.

Le couplage entre 'activité de résorption et de formation, liées dans le temps et dans
I’espace, constitue la base du remodelage. Le cycle du remodelage peut-étre considéré
comme la succession dans le temps d’une phase de quiescence (dont les acteurs sont les
cellules bordantes et les ostéocytes), d'une phase d’activation (précurseurs mononucléés
des ostéoclastes), d'une phase de résorption (ostéoclastes), d’'une phase inversion ou de
réversion (remplacement des ostéoclastes par des cellules mononucléées de type macrophag-
iques) suivie d'une phase de formation (synthese du tissu ostéoide par les ostéoblastes)
avant de retourner & une phase de quiescence (obtention du tissu minéralisé).

2.3.3 Comportement de quelques biomatériaux
Le corail

La transformation du corail en os se fait en plusieurs étapes successives. Les expérimentati-
ons ont permis de mettre en évidence cing phases qui se succedent et s’imbriquent au fur
et a mesure que progresse le front de résorption et qu’avance le front de calcification
[16].

- premiére phase: les éléments cellulaires sanguins et extravasés de la moélle osseuse
envahissent le corail;

- deuzieme phase: établissement d’une vascularisation;

- troisteme phase: résorption du corail par les ostéoclastes;

2qui apporte des éléments nutritifs
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- quatrieme phase: apposition de la premiere couche ostéoblastique responsable de la
néoformation osseuse; elle est concomitante de la phase de résorption;

- cinquieme phase: remodelage du tissu néoformé en fonction de ’architecture du site
implanté.

Les hydroxyapathites

L’intégration de céramique d’hydroxyapatites se déroule en plusieurs phases par un pro-
cessus qui reprend les principales étapes de la transformation du corail. Cependant il y a
une différence entre 'ossification de céramique dense ou poreuse.

Il n’y a pas de différenciation d’ostéoblastes a la surface de céramiques denses. Il y
a seulement une ossification centripete, i.e., 'os se forme a partir des bords de la cavité
d’implantation. L’essentiel de la résorption de la céramique intervient au début lorsque 1’os
primaire est remplacé par de ’'os mature. La céramique est tres peu dégradée, seulement
sur une épaisseur de quelques micrometres en surface. Cette dégradation est accentuée
par la présence de défauts dans la céramique. En conclusion, 'hydroxyapatite dense est
intégrée par un processus d’apposition osseuse avec une dégradation tres limitée.

Au contraire dans le cas des céramiques poreuses (avec des pores de taille suffisante
typiquement supérieure a 100 — 150 pm), les cellules osseuses envahissent le matériau et
un réseau de vascularisation se met en place pour alimenter ces nouveaux tissus. L’os
croit a l'intérieur des pores de la céramique et méme a travers celle-ci.
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Chapitre 3

Présentation générale de la
percolation

Les modeles de percolation concernent de maniere générale I’étude des structures topologi-
ques créées par les interconnections dans un systeme aléatoire. Nous allons tout d’abord, a
partir de quelques exemples, introduire le concept de percolation. Puis nous présenterons
les modeles de base. Nous aborderons ensuite quelques notions élémentaires sur la théorie
de la percolation a partir de I’étude des propriétés des amas. Nous indiquerons quelques
méthodes numériques utilisées pour les calculer. Un dernier paragraphe sera consacré a
la présentation d’autres modeles de percolation.

3.1 Définition de la percolation

Historiquement, les premiers travaux sur la percolation ont été effectués par Flory et
Stockmayer [13, 14], qui travaillaient sur un probléme de transition de monomeres a des
polymeres, mais ce sont Broadbent et Hammersley en 1957 [15], qui, dans leurs travaux
sur la pénétration d'un fluide dans une roche poreuse, ont utilisé pour la premiere fois le
vocabulaire transition de percolation.

La percolation est un probleme de communication qui se pose dans un milieu étendu dans
lequel sont distribués un grand nombre de “sites susceptibles de relayer localement une
information, au sens large d’'un objet, d'un fluide, d'un signal.... Ceux-ci communiquent
entre eux par des liens dont l'efficacité est aléatoire. Suivant que la proportion de li-
aisons actives est ou non supérieure a une valeur seuil, il existe ou non une possibilité de
transmettre I'information a grande distance.
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3.1.1 Exemples
De I’archipel aux iles

Considérons un ensemble d’iles, et supposons que le niveau de l'océan baisse progressive-
ment [17]. Peu a peu, les différentes iles grandissent, et certaines se relient entre elles.
Un voyageur qui ne marche que sur la terre ferme est, au début, confiné sur une ile.
Cependant cette ile, lorsque le niveau de I'océan baisse, se retrouve le plus souvent reliée
a de nombreuses autres: le voyageur voit son domaine d’excursion augmenter (figure 3.1).
Finalement, lorsque le niveau de 1'océan atteint une certaine valeur critique, le voyageur
peut s’éloigner arbitrairement de son point de départ. Il se trouve maintenant sur un
continent qui comporte encore de nombreux lacs, mais qui est connecté: c’est a dire qu’on
peut aller d'un point a un autre du continent sans jamais avoir a traverser un bras de
mer. La transition que nous venons de décrire, entre un archipel d’iles déconnectées et
un systeme ou certaines de ces iles se sont reliées pour former un continent, est appelée

transition de percolation.
- é

(b) (©

-

 J

-
ﬁ‘

océan

—__-,—

Figure 3.1: Différentes phases d’un archipel [17].

La communication en montagne

Nous présentons ici un modele de communication a grande distance constitué par un
réseau d’opérateurs sur des hauteurs a partir desquelles ils relaient des signaux optiques
[18] comme cela est modélisé sur la figure 3.2. Sur cet exemple, nous allons introduire les
trois modeles de base de la percolation.

Par temps clair, chaque opérateur est visible de plusieurs autres et le signal peut étre
transmis a travers le réseau a tres grande distance. La premiere situation correspond au
cas d’opérateurs qui, par manque d’attention, ne transmettent plus le signal. Au dela d’'un
certain pourcentage d’opérateurs inattentifs, I'information ne peut plus étre transmise a
grande distance. Ce probleme ou la visibilité est bonne et des opérateurs sont inattentifs
correspond a ce que l'on appelle une percolation de sites.
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opérateur —— liaison
optique

Figure 3.2: Systéeme de communication en montagne.

Le manque de visibilité pour cause météorologique peut rendre inefficace plusieurs liaisons.
Cependant, l'information peut encore circuler par d’autres opérateurs mais au dela d'un
certain pourcentage de liaisons coupées, I'information ne peut plus étre transmise a grande
distance. Ce probleme ou les opérateurs ne sont pas touchés et des liens sont supprimés
correspond a ce que l'on appelle une percolation de liens.

Il y a une troisieme situation possible, celle ou a la fois la visibilité est mauvaise et des
opérateurs sont inattentifs. La encore, au dela d’un certain pourcentage de liaisons sup-
primées et d’opérateurs inefficaces, 'information ne peut plus circuler a grande distance,
on parle alors de percolation mixte encore appelée percolation site-lien.

(a) Percolation de sites (b) Percolation de liens (c) Percolation mixte

Figure 3.3: Défauts du sytéme de communication en montagne et modeéles de base de la
percolation.

Le domaine d’application des modeles de percolation est particulerement vaste, dans des
disciplines aussi variées que la chimie, avec la transition sol-gel [17], le domaine de la
prévention des feux de foréts [19], ou encore 'analyse d’actes de terrorisme [20].
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3.1.2 Les modeles de base de la percolation

Considérons un systeme de dimension linéaire L dans un espace a d dimensions, décrit
avec une résolution a < L, fixée par 'observateur et choisie en fonction de la situation
expérimentale simulée. L’existence d'une échelle minimale a conduit naturellemnent a une
discrétisation du milieu étudié. Les configurations générées sur le réseau sont aléatoires
et fortement inhomogenes mais leur statistique est supposée spatialement homogene et
indépendante du temps si I'on suppose que le systeme, isolé, a atteint son équilibre statis-
tique. Voici les trois modeles de base.

Percolation de sites

Figure 3.4: Percolation de sites.

4 assimilées

La discrétisation est réalisée par un pavage en cellules identiques de volume a
aux sites d'un réseau (figure 3.4). L’état d’un site est aléatoire, et les sites sont statistique-
ment indépendants: chacun d’eux est activé avec la méme probabilité p, donc inactivé
avec la probabilité 1 —p. Cette probabilité p coincide avec la concentration de sites activés

si le réseau est suffisamment grand.

Percolation de liens

Figure 3.5: Percolation de liens.

La discrétisation est réalisée dans ce cas par un maillage en liens de longueur a, statis-
tiquement indépendants et identiques. On considere que les liens (arétes entre deux sites)
sont activés aléatoirement avec la méme probabilité ¢ et donc inactivés avec la probabilité
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1 — ¢ (figure 3.5). La probabilité ¢ coincide avec la concentration de liens activés si le
réseau est suffisamment grand.

Percolation site-lien

Ce modele est une combinaison des deux précédents. On consideére un réseau de sites et
de liens avec les mémes pavage et maillage que précédement. L’état des sites et des liens
est aléatoire, chacun d’entre eux étant respectivement activé avec les probabilités p et ¢
(figure 3.6). A la différence de la percolation de liens cependant, les liens considérés ici
ne correspondent qu’a ceux possibles entre deux sites activés, et non pas a tous les liens
possibles du réseau.

Figure 3.6: Percolation site-lien.

3.1.3 Le seuil de percolation

Comme nous 'avons vu sur les exemples de la section précédente, il existe une valeur
critique qui joue un role prépondérant pour la percolation. Nous précisons ici cette notion
de seuil de percolation a partir des trois modeles de base. On appellera amas un ensemble
connexe de sites ou de liens activés. Dans la percolation de sites, les sites d'un amas
correspondent a la suite de sites activés proches voisins. Dans la percolation de liens,
deux liens d’un amas doivent étre reliés par une chaine continue de liens activés. Enfin,
dans la percolation site-lien, deux sites d’'un méme amas doivent étre reliés entre-eux par
une suite continue de liens.

Cas de la percolation de sites et de la percolation de liens

Considérons un systeéme représenté par un réseau dans lequel les sites (les liens) sont actifs
avec une probabilité p (¢) et inactifs avec la probabilité 1—p (1—¢). Sil’on appelle chemin
un ensemble de sites appartenant au méme amas et tels que 'on peut de proche en proche
se déplacer d'une extrémité a une autre de ’amas, il existe, pour tout p > p., un chemin
qui permet d’aller d’'un coté a 'autre du systeme tandis que pour p < p. un tel chemin
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n’existe pas. L’amas ainsi formé pour p > p. est appelé amas percolant. Pour un réseau
infini, cet amas est infini. Les amas non-percolants seront appelés amas finis. Par abus
de langage, nous garderons cette dénomination d’amas fini méme pour un réseau fini. La
figure 3.7, montre la formation d’un tel chemin pour un réseau carré.

Sur la figure 3.7a, p < p. et on observe plusieurs amas mais aucun ne traverse le réseau.
A partir d'une valeur p ~ p,, (figure 3.7b), on observe la formation d’'un amas qui relie
deux bords opposés du réseau, un amas percolant, (p. = 0.5928 pour un réseau carré de
sites). Au dela, pour p > p,. (figure 3.7c), on observe que le nombre de sites hors de I’amas
percolant diminue lorsque p augmente. Les sites de ’amas percolant sont surlignés en noir
pour mettre en évidence la jonction entre les bords opposés. Les sites non surlignés sont
les sites actifs mais appartenant a des amas de petite taille.

Figure 3.7: Percolation de sites sur un réseau carré (25 x 25) pour différentes valeurs de
.

La figure 3.8, montre 1’émergence de ’amas percolant dans le cas d'un réseau carré de
liens (¢g. =~ 0.5 pour un réseau carré de liens). L’amas percolant est représenté en traits
gras lorsqu’il existe. On retrouve la méme évolution que pour le réseau de sites: lorsque
q < q., les amas ne permettent pas d’établir un chemin entre des bords opposés et lorsque
q > q. il y a formation d’'un amas percolant qui relie des bords opposés.

(a) (9 =0,35) (c) (a=0,65)

LI ﬁ‘ﬁ
L e -=h

Figure 3.8: Percolation de liens sur un réseau carré (25 x 25) pour différentes valeurs de
q.
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Dans la théorie de la percolation, 'existence du seuil est fondamentale. Cette valeur
critique se caractérise par [21]:

_J =0 pourp <p,,
Pp) = { >0 pour p > pe, (3.1)

ou P(p) représente la probabilité de percolation, c’est a dire la probabilité pour un site
(ou un lien) d’appartenir & I’amas percolant pour un réseau infini. Pour les modeles de
percolation de sites et de percolation de liens, elle possede intuitivement les propriétés
suivantes:

- la probabilité de percolation est nulle si la probabilité d’activation p est nulle:
P(0) =0;

- la probabilité de percolation est certaine si la probabilité d’activation p est certaine:
P(1) =1;

- la probabilité de percolation est une fonction non-décroissante de p.

Nous avons donc comme forme générale de P(p) l'allure donnée sur la figure 3.9. 1l

A
P(p)
(1.1)

v

Figure 3.9: Allure de la probabilité de percolation [21].
apparait clairement deux régimes avec un comportement global du systeme totalement

différent. Pour p < p., il n'y a pas d’amas percolant tandis que pour p > p. il y a un
amas percolant, et méme un amas percolant unique [21].

Cas de la percolation mixte

Dans ce cas, la situation est plus complexe puisqu’il y a deux parametres qui interviennent
simultanément, la probabilité p qu’un site soit activé et la probabilité ¢ qu'un lien soit
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Figure 3.10: Diagramme de phase pour un modele de percolation mizte.

activé entre deux sites eux-mémes activés. La caractérisation de I'état du systeme se fait
alors dans un diagramme de phase a deux dimensions, comme indiqué sur la figure 3.10.
Dans le plan (p, q), le carré unitaire se décompose en deux zones A et B. Dans la zone A
(en blanc sur la figure), la probabilité de percolation est nulle. Dans la zone B (en gris
sur la figure), la probabilié de percolation est positive. Les deux zones sont séparées par
une courbe critique: la ligne de transition. Sur cette figure, on se trouve dans la situation
de la percolation de liens pour p = 1 et dans la situation de la percolation de sites pour
q = 1. Nous reviendrons sur ce diagramme en Section 4.3.

3.2 Grandeurs caractéristiques et loi d’échelle

3.2.1 Propriété des amas
Nombre d’amas de taille s

L’essentiel de I’étude de la percolation se fait a partir de grandeurs construites sur les
moments du nombre d’amas de taille s, normalisé par sites. Cette grandeur de base,
notée ng, est aussi une grandeur simple a définir.

Dans le cas d'un réseau de taille fini de N sites [22], on a :

nombre d’amas de taille s
N

(3.2)

ng =
Le cas d’un réseau de taille infini correspond a la limite N — oo. Mais comme nous

le verrons ci-dessous dans le paragraphe 3.3, cette limite s’avere tres rapidement difficile
voire impossible a calculer analytiquement.

32



Probabilité d’appartenir a ’amas percolant

La probabilité pour un site activé d’appartenir a I’amas percolant se détermine en faisant le
rapport du nombre de sites s de ’amas percolant par le nombre total de sites activés:

nombre de sites de 'amas percolant

P(p) =

3.3
nombre total de sites actifs (3:3)
De méme, la probabilité pour un site d’appartenir & un amas fini de taille s est sn,. Ainsi,
la probabilité pour un site d’appartenir a un amas fini de taille quelconque se ramene au
rapport du nombre de sites en amas finis sur le nombre total de sites:

Z sn, = nombre de sites d'un amas fini (3.4)

~ nombre total de sites (actifs ou non)

Pour un réseau dans le cas général, chaque site se trouve dans un état parmis trois [23].
Soit il n’est pas activé avec la probabilité (1 —p), soit il appartient a I’amas percolant avec
la probabilité P(p) soit il appartient & I'un des amas finis, y compris les sites activés isolés
avec la probabilité ) sn,. La somme de ces probabilités étant égale & 1, nous pouvons
écrire:
1—p+pP(p)+ans: 1,
S

soit Z sns = p(l — P(p)) . (3.5)

Pour p < p,., 'amas percolant n’existe pas, soit P(p) = 0. D’apres (3.5), la probabilité
qu'un site appartienne a un amas de taille finie est égale a la probabilité p qu’il soit
activeé.

Pour p > p., en accord avec la figure 3.9, P(p) tend rapidement vers 1 donc d’apres (3.5)
Y ssns=0,i n’y a plus d’amas de taille finie.

Taille moyenne des amas finis

Nous avons la probabilité sng, qu’un site appartienne a un amas de taille s et la probabilité
>« sns qu’il appartienne a I'un des amas de taille finie. Ainsi w, = sn;/ ), sn, représente
la probabilité que I’amas auquel un site activé arbitraire appartient contienne exactement
s sites. La taille moyenne des amas que nous mesurons dans ce processus d’activation
aléatoire des sites est donc S = ) sw;, soit

$%ng
g— _223 ay (3.6)
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Cette définition de S est valable pour toutes les dimensions de réseau a condition de
ne pas prendre en compte 'amas infini dans les sommations. Nous utiliserons le terme

"principale taille d’amas” pour S.

3.2.2 Lois d’échelles, exposants critiques

La figure 3.11 montre I’évolution de quelques grandeurs en fonction de p pour le cas
d’un modele de percolation de sites dans un réseau cubique simple [24]. La probabilité
d’appartenir & I’amas percolant est notée P, (p), la proportion de sites activés qui font
partie de 'amas infini est notée X“(p) et la proportion de sites activés isolés est notée

X'(p).

08 r

4
06
04 |

1
02 | X'(p)

Figure 3.11: Ewvolution de quelques grandeurs caractéristiques en fonction de p [24].

Nous observons sur cette figure que les trois grandeurs représentées subissent une variation
brusque pour la valeur critique p., (p. ~ 0.3 pour un réseau cubique simple de sites).
Le nombre de sites isolés augmente linéairement jusqu’a la valeur critique puis décroit
de maniere exponentielle apres. La probabilité de percolation est nulle jusqu’au seuil de
percolation puis augmente brusquement jusqu’a environ 0.6 avant de ralentir sa croissance
jusqu’a la valeur 1. Ceci est une conséquence de la taille finie du réseau utilisé comme

nous allons le voir dans le paragraphe 3.3.3 ci-dessous.

Si nous considérons le comportement de la probabilité de percolation sur les figures 3.9
et 3.11, on observe une transition telle que

pour p < p. P(p) =0 pas d’amas percolant,
: , (3.7)
pour p > p, P(p) =1 existence d'un amas percolant.
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Dans ce sens la percolation est une transition de phase [23, 25]. En toute rigueur, seuls
les systémes infinis (limite thermodynamique) peuvent présenter un changement de phase
avec un parametre critique p..

Le comportement de ’amas percolant et des tres grands amas pour les valeurs de p tres
proches de p. est appelé comportement critique de la théorie de percolation. Si nous
considérons la probabilité de percolation P(p), le comportement que nous avons observé
nous amene a considérer que les lois d’échelles, développées pour d’autres transitions de
phase, sont utilisables pour le comportement critique de la percolation. Nous faisons
I’hypothese que le comportement critique de la percolation est dominé par des amas de
grandes tailles tels que [19]:

ne o< s~ Texp(—cs) avec c o< [p — |7, (3.8)

supposée valide uniquement pour les grandes valeurs de s (nombre de sites de 'amas); T
et o sont des exposants critiques.

La probabilité de percolation P(p), la principale taille d’amas S, définie en (3.6) et le mo-
ment d’ordre 0, My, suivent aussi des lois d’échelle avec d’autres exposants critiques:

P(p) < (p—pc)’ , (3.9)

pour p trés proche de p. par valeur supérieure (non defini pour p < p. car P(p) = 0),
et

Soclp—pe| ™7, (3.10)
MO - Zns X |p _pc|2_a . (311)

Ces deux relations sont valables pour p tres proche de p. pour p < p. et p > p. avec la
méme valeur pour 'exposant critique.

Les exposants critiques ne sont pas tous indépendants, il suffit d’en fixer deux, comme
par exemple 7 et o, et a partir des lois d’échelle on obtient les relations suivantes qui
permettent de déterminer les autres

T—2
_ 3.12
f=— (3.12)
3—T
_ 3.1
V= (3.13)
1
2 —a=_ (3.14)
g

D’autre part, autour du seuil de percolation toutes ces grandeurs ont un comportement
indépendant de la structure du réseau et des détails microscopiques du systeme [24].
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3.3 Méthodes numériques

Nous présentons dans ce paragraphe quelques exemples de calcul numérique des differentes
grandeurs caractéristiques que nous venons d’introduire.

3.3.1 Meéthode des séries

Le nombre moyen d’amas de taille s, n, peut étre calculé exactement pour les petits amas.
En effet, considérons un amas de taille 2 dans un réseau carré [22]. C’est une paire de 2
sites activés entourés de six sites non activés avec la possibilité d’étre alignés verticalement
ou horizontalement dans le réseau. Donc le nombre moyen de paires est ny = 2p*(1 — p)°
puisque dans le modele de percolation utilisé chaque site est activé (avec la probabilité p)
ou non activé (avec la probabilité 1 — p) indépendamment des autres.

Le probleme se complique rapidement pour les tailles supérieures. En effet, les amas
de plus de deux sites ne sont pas forcément alignés. Sur la figure 3.12 sont représentés
les neuf "réseaux animaux” possibles pour des amas de 4 sites au maximum avec le
nombre d’amas possibles. Pour les amas de trois sites dans un réseau carré on trouve

ng = 2p*(1 — p)® 4+ 4p*(1 — p)" [19].

N

Noe 3 .
~

N e 3 . .
fe]

~

~

—

Figure 3.12: Liste des "réseauz animauz“ pour un réseau carré jusqu’a s = 4 [19].

Nous voyons sur ces exemples que le nombre de configurations pour un amas de sites est
important pour la détermination du nombre moyen d’amas de s sites. Nous appellons
périmetre de ’amas le nombre de voisins non activés, nous le noterons ¢ (ne pas confondre
cette notation avec le temps). Nous noterons gy le nombre de configurations différentes
d’amas avec s sites et un périmetre ¢ (les configurations qui different uniquement par une
rotation sont comptées différentes mais celles qui different uniquement par une translation
sont comptées comme une seule configuration). Nous avons alors exactement [22]

ns(p) = > gap’(1—p)" . (3.15)

Cette méthode demande un comptage exact de toutes les configurations possibles, g4, ce
qui devient rapidement tres difficile (cela a été fait jusqu’a s = 22 pour un réseau carré
[26]). Une extrapolation pour s — oo doit étre faite.
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Une autre méthode consiste a calculer les exposants critiques a partir de différents mo-
ments de la distribution des tailles d’amas, comme par exemple I'exposant critique v a
partir de Y, s*ng o (p. — p)~7 pour p < p. (équation 3.10) [19].

Pour la percolation, les méthodes par expansion en série donnent les meilleures estimations
pour les exposants critiques. Les seuils de percolation eux, sont souvent mieux estimés
par la méthode de Monte-Carlo présentée dans le paragraphe suivant. La table 3.1 in-
dique quelques valeurs typiques des seuils de percolation pour différentes configuration de
réseaux.

Lattice Site Bond
Honeycomb 0.6962 0.65271*
Square 0.592746  0.50000*
Triangular 0.500000*  0.34729*
Diamond 0.43 0.388
Simple cubic 0.3116 0.2488
BCC 0.246 0.1803
FCC 0.198 0.119

d = 4 hypercubic 0.197 0.1601

d = 5 hypercubic 0.141 0.1182
d = 6 hypercubic 0.107 0.0942
d = 7 hypercubic 0.089 0.0787

Table 3.1: Sewils de percolation pour différents réseaux et différents types de percolation
(sites, liens). Les astérisques indiquent les valeurs théoriques connues [19].

3.3.2 Meéthode de Monte-Carlo

Des exemples de simulation par ordinateur a I’aide de la méthode de Monte-Carlo ont déja
été donnés sur les figures 3.7 et 3.8, voir aussi [27]. Le principe de la méthode est d’obtenir
certaines grandeurs dont on ne connait pas ’expression analytique par une succession de
tirages aléatoires. Prenons I'exemple d’enfants jouant sur une plage [28]. Ils ont tracé
un cercle sur le sable ainsi qu'un carré qui le contient exactement. Les enfants lancent
aléatoirement des petits palets dans le carré et ils notent I’endroit ou ils atterrissent. Un
palet qui se trouve dans le carré est compté comme essai et un palet qui se trouve dans
le cercle est en plus compté comme réussi. Le rapport 7 du nombre de réussite sur le
nombre d’essai est tres proche du rapport de la surface du cercle a celle du carré, soit 7.
En simulant le jeu par un algorithme sur ordinateur on peut augmenter ”sensiblement”
le nombre de lancer et augmenter ainsi la précision de 'approximation.
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Un élément majeur de ce genre de méthode est la qualité de 'algorithme permettant
d’obtenir des nombres pseudo-aléatoires [29], des que 'on veut évaluer de maniere optimale
les incertitudes dues aux fluctuations statistiques.

Nous utiliserons la méthode de Monte-carlo dans nos simulations numériques. Ces simu-
lations convergent au moins en \/N#f ou Ny, correspond au nombre de simulations.
tir

3.3.3 Effets de taille finie
Limite thermodynamique

Dans les systemes finis comme ceux simulés sur ordinateur, la valeur déterminée par ex-
emple pour le seuil n’est pas sa valeur exacte, dans la mesure ou chaque valeur obtenue
par une méthode numérique ou expérimentale doit étre extrapolée avec précaution a
un systeme de taille infinie (limite thermodynamique) [19]. La modification des car-
actéristiques critiques provenant du fait que la limite thermodynamique n’est pas atteinte
est appelée effet de taille finie. La question se pose alors de savoir comment varient les
résultats pour un réseau de grande taille mais limité. Si la taille du réseau est finie, il
existe une probabilité non nulle d’obtenir un amas reliant des bords opposés du réseau,
quelle que soit la valeur de la probabilité d’activation [19].

1 10
I
dI1
dp
45
0
0

Figure 3.13: Probabilité de percolation et taille du réseau [19)].

Soit I1(p, L) la probabilité qu'un réseau de dimension linéaire L percole avec une proba-
bilité d’activation p. Dans un systeme infini, II = 0 lorsque p < p. et II =1 pour p > p..
De cette facon, la dérivée de II sur p indique la probabilité que le réseau commence a
percoler. La figure 3.13 montre 1’évolution schématique de IT pour un réseau de taille finie
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Figure 3.14: Probabilité de conduction et taille du réseau [22].

et pour un réseau de taille infinie (ligne continue), et dII/dp pour un réseau de taille finie
(ligne pointillée).

Cette évolution schématique de TI(p, L) est confirmée par I’étude expérimentale de la
probabilité de percolation obtenue par simulation, pour différentes tailles d’échantillons
[22]. Dans le contexte d'un réseau électrique, on parle de probabilité de conduction
électrique. Celle-ci, notée F,(p), est équivalente a la probabilité de percolation II(p, L),
puisque la percolation et la conduction sont définies de facon identique par la présence
d’un amas reliant les bords opposés. Les résultats expérimentaux pour différentes tailles,

n, de réseaux carrés de sites contenant N = n? éléments, sont représentés sur la figure
3.14.

Pour une taille donnée, la probabilité de conduction reste minime pour les petites valeurs
p alors que pour les grandes valeurs elle est pratiquement égale a un. La zone de transition
est d’autant plus petite que la taille du réseau est grande.

Effet de frontiere
L’existence et la nature des frontieres ont une influence sur la connexité du systeme a
travers deux biais:

- un site a la frontiere ayant moins de voisins que ceux a l'intérieur du réseau, la
probabilité qu’il soit connecté a 'amas infini est plus faible;

- selon le systeme étudié, la probabilité de distribution des liens peut prendre une
valeur différente a la frontiere et a I'intérieur.
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Pour limiter les effets de taille finie des échantillons, il existe plusieurs méthodes. En voici
trois exemples parmi les plus utilisées:

- La méthode des frontieres périodiques consiste a poser des conditions aux limites
périodiques. Dans le cas d’un réseau carré, le réseau se replie sur lui-méme pour
former un tore. Les sites de la premiere ligne sont alors voisins de ceux de la derniere
ligne, et ceux de la premiere colonne sont voisins de ceux de la derniere colonne.
Tout les sites a 'intérieur et sur les bords ont alors le méme nombre de voisins. Le
réseau est considéré comme infini.

- Une autre méthode consiste a assigner une propriété invariable aux sites placés
a la frontiere. Il peut s’agir de frontieres absorbantes (ouvertes) ou de frontieres
réfléchissantes (fermées) selon que, respectivement, elles annulent ou redistribuent
I'information provenant du réseau. Dans ce cas, l'effet de la frontiere est fixé de
maniere ad hoc en fonction du syteme étudié.

- Une troisieme méthode contourne le probleme en choisissant pour point de départ
un site activé et non un réseau de taille fixée au début. Dans ce cas, la taille de
I’amas augmente en associant des sites voisins de plus en plus nombreux au site de
départ [22].

3.4 Autres modeles de percolation

3.4.1 Percolation de continuum

Dans les modeles précédents de percolation sur des réseaux discrets, les sites sont disposés
aux sommets du maillage. Au contraire, dans la percolation de continuum, la position
des sites est aléatoire. Supposons par exemple un réseau de sites occupés aléatoirement
par des disques identiques de rayon r, qui se touchent mais ne se superposent pas. Si une
fraction p de ces disques est en métal et le reste en matiere isolante, il y a un seuil de
percolation, pour une fraction donnée p. de disques en métal, qui correspond au passage
de la non-conduction a la conduction électrique pour ’ensemble du systeme.

Un autre modele de percolation de continuum est le modele dit du ”gruyere”. A trois
dimensions, ce modele est construit en plagant aléatoirement des trous sphériques de
taille identique dans un support matériel uniforme. Les trous peuvent se chevaucher.
Le transport s’effectue par 'intermédiaire d’un passage entre les trous, qui constituent la
structure vacante, lorsque ceux-ci ne sont pas adjacents entre eux ou superposés. De cette
fagon, le systeme formé par la structure vacante autorise le transport seulement lorsque
le volume occupé par les trous est inférieur a une valeur seuil [19]. Une version a deux
dimensions est présentée sur la figure 3.15.
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Figure 3.15: Modeéle du “gruyere” a deuzr dimensions. Les lignes continues correspondent
aux liens d’un réseau discret en “surimpression”, les lignes en pointillés correspondent
auz liens manquants [30].

3.4.2 Percolation de premier passage

Dans les modeles de base de la percolation, ’état d’un lien est soit activé soit non activé.
Dans le modele de premier passage, chaque lien peut prendre une valeur quelconque, non
négative. Cette valeur est associée a une mesure de temps, celui qui est nécessaire pour
traverser le lien. Illustrons cette différence sur ’exemple de la propagation d’une maladie
dans un verger.

Dans le modele de base de la percolation, les arbres sont placés sur les sites d'un réseau
carré, la distance entre sites étant supposée telle que la maladie ne peut se propager
qu’entre un site et ses quatre plus proches voisins. La probabilité qu’un arbre soit touché
est p, indépendamment de 1’état de ses voisins. La théorie de la percolation renseigne
alors sur la probabilité Py(p) pour que la maladie se propage d'un arbre a N autres
arbres.

Dans le modele de premier passage de percolation, on affecte au lien de chaque paire de
sites voisins une valeur aléatoire non négative, indépendante et identiquement distribuée.
On assimile cette valeur au temps nécessaire pour que ’arbre malade infecte le voisin en
question. La théorie de la percolation informe sur la valeur de la durée minimale pour
que la maladie se propage en dehors d’une zone donnée [31].
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Chapitre 4

Modélisation a deux dimensions:
propriétés statiques

Nous exposons dans ce chapitre les principaux éléments de notre modele de percolation
sur I’exemple simple d’un réseau unique, en nous concentrant sur ses propriétés statiques.
Le modele complet a deux réseaux couplés, avec son évolution temporelle, sera présenté
dans le chapitre suivant.

4.1 Choix de la percolation pour la modélisation

Notre étude est dans la continuation de travaux expérimentaux et théoriques antérieurs.
Sur le plan expérimental, la caractérisation totale de la structure et de l’évolution in
vivo d’implants de corail a été effectuée en utilisant des méthodes de physique nucléaire
32, 33, 34]. A la fois les méthodes d’Analyse par Activation de Neutrons (NAA) et
d’Emission de rayons X Induite par des Particules (PIXE) permettent de connaitre la
composition élémentaire d'un implant en fonction du temps. Dans le cas des implants de
corail, ces études ont montré un comportement général commun comme indiqué sur la
figure 4.1:

- pendant les 2 ou 3 premieres semaines, la composition minérale du biomatériau ne
se modifie pas de maniere significative, il y a peu de transformation de matiere.
Cette phase devrait correspondre a 'invasion de I'implant par les cellules sanguines;

- une fois cette vascularisation achevée, la résorption du biomatériau, la néoformation
osseuse et le remodelage osseux se mettent en ceuvre simultanément.

Sur le plan théorique, un premier essai pour comprendre cette évolution a été proposé
en [36] en utilisant le cadre de la théorie de la percolation. Dans ce modele simplifié,
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Figure 4.1: Cinétique de résorption du corail et de formation apatitique en milieu cortical
chez le porcin [35].

I'implant était caractérisé par un réseau de sites qui pouvaient étre soit occupés (activés),
soit non occupés (non activés). Les sites activés dans 'implant initial étaient identifiés
avec des pores vides, tandis que les sites non activés étaient identifiés avec le biomatériau
de I'implant. L’implant initial était ainsi caractérisé par un seul parametre, la probabilité
po d’avoir un site activé. Un processus de diffusion pas a pas était proposé pour décrire
d’abord la vascularisation des pores vides (supposés étre tous interconnectés) jusqu’a ce
que les pores forment un amas de percolation, i.e. un amas occupant plus de 50 % du
volume de I'implant. Quand ceci se produit, nous disons que le ”seuil de percolation” est
atteint. Dans ’amas de percolation, chaque pore est vascularisé et est lié a au moins un
de ses plus proches voisins. Une fois le seuil de percolation atteint, ’apport d’ostéoclastes

permet le démarrage de la formation osseuse simultanément avec le remodelage de 'os
néoformé.

D’un point de vue général, I’évolution temporelle des implants en biomatériaux doit
dépendre de ses propriétés physiques comme la porosité, la tailles des pores et/ou de
leur interconnection, aussi bien que de ses propriétés chimiques et biologiques, comme la
bioactivité ou la vitesse de résorption. Dans 'objectif de prendre en compte toutes ces
propriétés, nous avons besoin d'une simulation plus flexible et plus générale. Nous nous
concentrerons en particulier sur les trois propriétés importantes suivantes:

1. En premier lieu, nous caractériserons la structure physique de I'implant en donnant
la possibilité a chaque site activé d’étre connecté, ou non, par un lien avec ses plus
proches voisins. Le lien entre deux sites activés sera associé a la possibilité pour des
pores d’étre interconnectés. La structure initiale de I'implant sera ainsi caractérisée
par deux parametres: la probabilité, py, d’avoir un site activé, et la probabilité, qq,
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d’avoir un lien entre deux sites voisins activés. qg est appelé taux de connectivité.

2. L’évolution temporelle de I'implant tiendra compte explicitement du volume de
I’espace des phases accessible pour la transformation des sites et des liens. Ceci
est nécessaire pour avoir I'invariance d’échelle de nos résultats relativement a une
modification longitudinale des dimensions de I'implant.

3. Finalement, nous considererons un double maillage de percolation, dans le but de
pouvoir prendre en compte a la fois la vascularisation de l'implant formant un
réseau sanguin, et la formation d’un second réseau interconnecté, associé au matériel
osseux, appelé réseau osseux.

Nous nous concentrerons dans ce chapitre sur les aspects statiques de notre modele. Les
aspects dynamiques seront détaillés dans le chapitre suivant

4.2 Caractérisation du réseau a 2 dimensions

4.2.1 La géométrie circulaire

Nous pouvons, en premiere approximation, nous restreindre a une simulation a deux di-
mensions, pour un systeme physique a symétrie cylindrique. Cela correspond par exemple
a un modele pour la coupe transversale d’un implant cylindrique. Dans ce plan de coupe,
la zone de I'implant est représentée par un disque entouré d’os, comme indiqué sur la
figure 4.2.

Le maillage est un carré de taille N x N ayant pour maille un carré d’aréte a. La
zone implant correspond au disque central de rayon R (figure 4.2). L’entourage du disque
constitue la zone os et I'interface est un cercle. Le rayon R de la zone implant et I’épaisseur
e (distance minimale entre l'interface et les bords du systeme) de la zone os répondent
aux contraintes suivantes:

- permettre a la zone os d’entourer I'implant d’une ”couronne” d’épaisseur suffisante
pour servir de "réservoir” (zone qui garde les mémes caractéristiques pendant 1’évolu-
tion du systeme).

- délimiter un interface circulaire qui sépare les sites des deux zones, le centre du
disque étant placé au centre du systeme pour éviter un biais lié a une dissymétrie
géométrique.
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Zone os

zone implant

interface

Figure 4.2: Coupe transversale de l'implant avec de l’os autour.

4.2.2 Interface

L’interface correspond ici a la zone de contact entre I'implant et I'os. Sa nature dépend de
nombreux facteurs: qualité de I'usinage des coupes de 'implant, structure microscopique
du biomatériau utilisé, milieu biologique environnant... La taille caractéristique de cette
interface correspond a la taille initiale de la zone ou le systeme passe des propriétés de
I'implant a celles de 1’'os. Nous considererons une interface idéale définie de la maniere
suivante:

- la taille caractéristique de I'interface est inférieure a la maille a du réseau utilisé.

- Il en résulte que pour notre modele, 'interface se réduit a une ligne de partage entre
les sites de la zone os et les sites de la zone implant.

- Les liens qui appartiennent a l'interface, c’est a dire qui relient des sites de part
et d’autre de la ligne d’interface, ne sont pas pris en compte au moment de la
préparation du systeme (i.e. il ne sont pas activés).

4.3 Diagramme de phase

La premiere représentation des caractéristiques de la transition de percolation consiste
a déterminer le diagramme de phase, comme nous l’avons déja indiqué en section 3.1.
Dans le plan (p,q) ou, rappelons le, p représente la probabilité qu'un site du réseau soit
activé, et ¢ celle qu'un lien entre deux sites activés soit aussi activé, nous avons indiqué
en gris sur la figure 3.10 la région pour laquelle il existe un cluster de percolation, défini
ici comme un cluster qui occupe plus de la moitié du réseau. Le calcul est fait pour un
réseau circulaire de rayon R = 400 en unité de a.
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Sur cette figure, on peut clairement identifier la phase ”percolante” et les deux parametres
critiques p. et g. qui correspondent, respectivement, a la percolation de site (¢ = 1) et la
percolation de lien (p = 1).

Afin de préciser un peu mieux les caractéristiques de cette transition, nous pouvons étudier
la taille du plus grand amas comme fonction de p et de q. Pour chaque valeur de ces
parametres, nous considérons successivement le nombre de sites dans le plus grand amas,
noté N,, et le nombre de liens dans le plus grand amas, noté N;. Le nombre total de
sites activés est, par définition de p, donné par p Np,, ou N est le nombre total de sites
dans la zone implant. Le nombre total de liens activés est, par définition de ¢ et d’apres
la regle d’activation des liens, donné par ¢ Np;, ou Np; est le nombre total de liens qui
peuvent étre activés dans la zone implant. Nous avons alors trois possibilités pour définir
la taille du plus grand amas rapportée a la taille maximale d’un amas. Elles sont données
par les coefficients ¢y, ¢; et cg.

N
Ccs = 4.1
pNTs ( )

N
c = 4.2
: qN7; ( )

N, + N,
Cog = NN (4.3)
PN7s + qNpy

Nous répétons la simulation un grand nombre de fois, et nous calculons la valeur moyenne
de ces parametres. Nous les étudierons pour trois points caractéristiques du diagramme
de phase:

0

1. Le cas ou p = 1 et nous déterminons le parametre critique ¢. = ¢.. Il correspond

au cas particulier de la percolation de liens.

0

.. 1l correspond

2. Le cas ou ¢ = 1 et nous déterminons le parametre critique p, = p
au cas particulier de la percolation de sites.

3. Le cas ou p = ¢ (premiere diagonale du diagramme de phase) et nous déterminons
la valeur critique p. = q..

Nous représentons sur la figure 4.3 le coefficient ¢, pour les trois points caractéristiques
ci-dessus, et pour deux tailles de réseau R = 20 et R = 400. On retrouve bien sur ces
figures la caractéristique de la transition de percolation qui est d’autant plus abrupte que
la taille du réseau est grande.

Nous pouvons alors définir les parametres critiques p. et ¢. par le critere suivant: ¢; doit
étre plus grand qu’une valeur donnée ¢y. Ce parametre ¢y est appelé critere de percolation.
Nous choisissons ici ¢y = 0.5. Ce choix n’a pas un caractere restrictitif, comme nous le
verrons ci-dessous. Ainsi, a partir des figures 4.3 nous pouvons déterminer les parametres
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Figure 4.3: Transition entre phase de percolation et de non-percolation, pour R = 20
(ligne pointillée) et R = 400 (ligne continue), pour les trois situations (1),(2) et (3) et
pour le coefficient c;.

critiques ¢, p? et la valeur critique p. = ¢.. Nous présentons les résultats dans le tableau
4.1 pour trois valeurs de R.

R [GLD (1) ] (eqe) |
20 | 058" | 0.50" | 0.74"
200 | 0.60 | 0.50 | 0.74
400 | 0.60 | 050 | 074

Table 4.1: Paramétres critiques (p°,1) , (1,°) et (pe,qe) pour différentes tailles R du
réseau. L’astérisque indique qu’il s’agit de valeurs moyennes sur les trois c;, qui sont
pour R = 20 différents d’environ +0.01.

Nous présentons, sur les figures 4.4, 4.5, 4.6, les résultats obtenus pour chacun des trois
cas 1,2, 3 ci-dessus, pour les coefficients cy, ¢, ¢ et avec les trois valeurs R = 20, R = 200
et R = 400. Le nombre de simulations Ny, est de 1000 pour R = 20, 100 pour R = 200
et de 10 pour R = 400 pour des raisons de temps de calcul. Cependant la convergence
est suffisante dans les trois cas pour avoir une précision permettant une étude qualitative
de I’évolution des différents parametres.

L’ensemble des résultats montre que pour une simulation avec R > 200, il n'y a pas de
différence mesurable entre les variations de chacun des coefficients ¢;. Ceci indique que la
diffusion utilisée dans notre simulation correspond bien a un phénomene de percolation
avec une transition brusque pour les valeurs critiques des parametres p et/ou g.

Pour les petites valeurs de R, ici 20, une différence apparait pour les petites valeurs de p
et/ou ¢q. Nous expliquons ces différences de la maniere suivante. Pour p petit, il y a peu
de sites activés et ils sont aléatoirement répartis sur tout le réseau, donc dispersés. Le
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Figure 4.4: Transition entre phase de mon-percolation et phase de percolation pour la
situation (1), de haut en bas pour R =20, R = 200 et R = 400. Avec ¢ en (a), ¢; en (b)
et ceyy en (c). L’abscisse correspond a la valeur de q.
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Figure 4.6: Transition entre phase de non-percolation et phase de percolation pour la
situation (3), de haut en bas pour R =20, R = 200 et R = 400. Avec ¢, en (a), ¢; en (b)
et cs1 en (c). L’abscisse correspond d la valeur de q (avec ici p = q).
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nombre potentiel de liens activés, soit de sites activés proches voisins, est proche de zéro
(et ce d’autant plus que le réseau est de petite taille). Ainsi, activation de seulement
quelques liens permet d’obtenir des valeurs de ¢; qui tendent vers 1. Ceci est moins
sensible pour c¢g et cgy; car contrairement au nombre potentiel de liens activés qui reste
faible pour les toutes petites valeurs de p, le nombre de sites activés lui est proportionnel
a cette valeur et donc devient rapidement beaucoup plus grand que le nombre de sites
activés appartenant a I’amas le plus grand.

Remarquons toutefois que pour la simulation, les valeurs de p qui se rapprochent de zéro
correspondent a des implants équivalents a un unique grand trou, ce qui est une situation
extréme d’un point de vue physique. Concernant les valeurs critiques, nous voyons sur ces
courbes qu’elles sont tres peu sensibles au choix des valeurs des ¢; pour de larges plages
autour de 0.5. Pour le cas R = 20, une variation de ¢; de +20% autour de 0.5 entraine
une variation de +2.5% pour ¢°, de £3% pour p? et de +2% pour p. = ¢.. Pour des
valeurs de R > 200 une variation de ¢; de +40% autour de 0.5 correspond a une variation
relative des valeurs critiques de 'ordre de 1%. Cette plage de valeurs possibles pour notre
simulation nous permet de l'adapter a de nombreuses configurations d’implant.

Dans de nombreux cas, afin de simuler au mieux le comportement de I'implant, nous avons
a prendre en compte la topologie de nos amas. Le mode de calcul du seuil qui répond
le mieux a ce critere est celui qui prend en compte les sites et les liens de ces amas. De
plus 'observation des figures 4.5 et 4.6 montre que c’est le coefficient le moins sensible au
comportement ”parasite” pour les tres petites valeurs de p et/ou de ¢. Nous utiliserons
donc par la suite dans nos simulations dynamiques le coefficient ¢y (équation 4.3) pour
déterminer le seuil de percolation.

4.4 La solidité de ’amas percolant

La taille de I'amas de percolation est l'une des propriétés des amas. Cependant, elle
ne donne aucune indication sur la topologie de cet amas. Il y a plusieurs moyens de
caractériser cette topologie [37, 38, 39]. En ayant a l'esprit I'intérét physique de notre
simulation, nous considérons le parametre suivant qui peut étre interprété comme la so-
lidité de 'amas. Le coefficient de solidité (un nombre entre 0 et 1) peut étre défini comme
la capacité de 'amas de percolation a continuer d’exister lorsque nous supprimons un
certain nombre de ses liens. Dans un amas de percolation donné, pour une valeur fixée
de (p,q), avec npq, liens activés, nous supprimons successivement et au hasard n liens.
Effectuant ceci N, fois, nous appelons M, le nombre de fois ou I'amas de percolation
persiste apres suppression de n liens. Nous définissons ainsi deux parametres
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Sn(pyq) = (4.4)

Le parametre S, est représenté sur la figure 4.7 comme fonction de ¢,, pour différents
points (p, q) dans le domaine de percolation du diagramme de phase et pour un réseau de
taille R = 20. La solidité de ’amas de percolation est définie par la valeur de ¢, notée
q°, pour laquelle S, = 1/2.
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Figure 4.7: Caractérisation de la solidité du cluster de percolation par le coefficient de
solidité S, défini en (4.4), pour un réseau de taille R = 20, et pour trois points (p,q)
dans le diagramme de phase, précisés directement sur les figures.

Les trois points se trouvent sur la diagonale p = ¢. Le premier est tres proche de la ligne
de transition. La figure montre que dans ce cas, I’amas de percolation est tres facilement
brisé, comme attendu, et que ¢° est tres proche de 0. Pour p = ¢ = 0.85, nous avons
q° = 0.24. Pour p et g proches de 1, nous attendons un amas tres solide et nous trouvons
q° = 0.49. Sans surprise, cette valeur est identique & la valeur critique ¢° pour cette taille
de réseau, comme indiqué dans la table 4.1.
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Chapitre 5

Modélisation a deux dimensions par
un double réseau

Nous allons détailler dans ce chapitre le modele que nous avons développé pour modéliser
I’évolution d’un implant de biomatériau dans 1'os. Ce modele est basé sur une structure
nouvelle de deux réseaux imbriqués I'un dans 'autre. La construction de deux réseaux est
motivée par la structure du tissu osseux dans lequel est implanté le biomatériau. Avec une
porosité de 50%, le tissu osseux (ici os cortical) est composé de deux réseaux entrelacés
de structures similaires.

5.1 Généralités sur le modele a double réseau

5.1.1 Définition des réseaux vascularisé et ossifié

Nous considérerons tout d’abord un premier maillage de taille N. Nous le choisissons
régulier par souci de simplicité, avec une maille de longueur a. Le deuxieme maillage se
déduit du premier par une translation, dans le plan, de la moitié de la longueur d’une
maille dans les deux dimensions. Il a pour taille N — 1 avec la méme longueur de maille.
Remarquons qu’a deux dimensions, il n’y a pas d’autre moyen de construire ces deux
maillages. Ce n’est pas le cas a trois dimensions, comme nous le verrons dans le chapitre
7. Sur le premier maillage, nous considérons le réseau sanguin, tandis que le réseau osseux
sera représenté par le second maillage (dual).

Nous travaillons dans ce chapitre sur une géométrie simple a deux dimensions (2D) pour
le réseau sanguin du biomatériau de l'implant. Nous formons I’hypothese d’un disque
avec L = 2R sites sur son diametre, et entouré d’os comme indiqué sur la figure 5.1 dans
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le cas d'un tres petit maillage.

Figure 5.1: Réseau sanguin et osseuz : (a) géométrie générale, pour N =5; (b) quelques
¢tats de sites et de liens dans le biomatériau de l'implant.

Les sites de ces deux réseaux peuvent étre dans les états suivants:

- Pour le réseau sanguin, les sites inactivés, représentés par de petits carrés pleins
sur la figure 5.1.b, sont associés au biomatériau de I'implant. Les sites activés,
représentés par de grands carrés, sont associés a l'absence de matiere. Ils peuvent
correspondre a deux états différents: soit a des pores vides (grands carrés vides),
soit a des pores vascularisés (grands carrés pleins).

- Pour le réseau osseux, nous supposerons par simplicité que tous les sites sont activés
et correspondent a de la matiere. Cette matiere peut étre soit du biomatériau
de I'implant (grands disques vides), soit de la matiere os (grands disques pleins).
Nous pouvons facilement généraliser la simulation en permettant aux sites du réseau
osseux d’étre inactivés. Cela peut correspondre par exemple a la présence de défauts
dans le biomatériau initial de I'implant.

Les liens entre deux sites voisins de ces deux réseaux peuvent étre dans les états suiv-
ants:

- Pour le réseau sanguin, les liens inactivés, représentés par de petites lignes continues
sur la figure 5.1.b, sont associés a de la matiere (soit du biomatériau de I'implant, soit
de la matiere os). Les liens activés sont associés a I’absence de matiere. Ils peuvent
correspondre a deux états différents: soit vide, i.e. ils correspondent a des pores
interconnectés vides (lignes doubles) ou vascularisés (lignes continues épaisses). La
nature exacte des liens est définie par I’évolution du systeme, comme indiqué en
section 5.2.

- Pour le réseau osseux, les liens inactivés, représentés par de petites lignes pointillées
sur la figure 5.1.b, sont associés a 1’absence de matiere, i.e. a des interconnections
soit. vides, soit vascularisés. Les liens activés sont associés a de la matiere. Ils
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peuvent correspondre a deux états différents: soit biomatériau de I'implant (doubles
lignes pointillées) soit matiere os (lignes pointillées épaisses). La nature exacte des
liens est définie par I’évolution du systeme, comme indiqué en section 5.2.

Remarquons que dans notre maillage a deux dimensions, chaque lien activé entre deux
sites voisins dans le réseau osseux correspond a un lien inactivé entre deux sites voisins
perpendiculaires dans le réseau sanguin, et vice versa, puisque ces deux liens se croisent.
Ceci ne sera plus le cas dans un modele a trois dimensions.

L’état exact des sites et des liens dans chaque réseau sera déterminé par les conditions
initiales et le processus d’évolution qui sera discuté dans le paragraphe 5.2

5.1.2 Diagramme de compatibilité

Pour notre modele, il est intéressant d’étudier les conditions de compatibilité, c’est a dire
de percolation simultanée, des deux réseaux. Pour cela, nous reprenons la construction
du diagramme de phase dans le plan (p,q) pour le réseau vascularisé. Pour un point
donné dans ce diagramme, la nature des liens entre sites de ce réseau est parfaitement
déterminée. Dans le réseau osseux, nous devons faire une hypothese sur ’état des sites:
nous les supposerons tous activés, comme indiqué précédemment. Par contre, I'état des
liens entre deux sites du réseau osseux est entierement déterminé par la nature du lien
dans le réseau vascularisé. Donc pour un point donné dans ce diagramme, on peut savoir
s’il existe un cluster de percolation dans chacun des deux réseaux.

n.20.40.60.2 1 n.2o.40.60.2 1 n.Z2o.40.60.2 1
p p p
(CO = 02) (CO = 04) (CO = 06)

Figure 5.2: Influence du parametre c, pour L = 40 sur la présence d’un cluster de perco-
lation dans le réseau sanguin (points mauves) ou osseux (points verts). Les points bleus
indiquent la présence simultanée des deux clusters de percolation et les zones blanches
l’absence de cluster de percolation dans les deux réseaux.

Sur la figure 5.2, nous indiquons les diagrammes de compatibilité pour L = 40. La valeur
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du coefficient de percolation c¢,, calculée avec ¢s donné par (4.1) prend successivement
les valeurs 0.2,0.4 et 0.6. Les points en mauve (vert) indiquent la présence d’'un cluster
de percolation dans le réseau sanguin (osseux), alors que les points en bleu indiquent la
présence conjointe de cluster de percolation dans les deux réseaux.

Nous observons, lorsque ¢, augmente, une disparition progressive de la zone de compat-
ibilité. En effet, une augmentation du coefficient de percolation, c¢,, se traduit par une
augmentation de la taille de ’amas percolant, toutes choses égales par ailleurs. Donc
une diminution de la possibilité d’avoir un amas percolant dans chacun des deux réseaux
simultanément.

Lorsque I'on augmente la taille du réseau, la transition de percolation est de plus en plus
rapide. Il en résulte que des que le seuil de percolation est atteint, il se forme un amas
percolant de plus en plus grand. Dans notre cas, il y a "compétition” entre les deux
réseaux donc plus L est grand plus les deux amas percolants tendent vers une occupation
de tout I'espace disponible dans chaque réseau, ce qui entraine une disparition progressive
de la zone de compatibilité. Cependant, ceci est un effet lié a la dimension deux de nos
réseaux ou les liens de 'un sont forcément des liens de "autre. Ce ne sera plus le cas pour
des réseaux a trois dimensions.

D’autre part, rappelons que pour ces diagrammes nous sommes dans des situations sta-
tiques ce qui n’est pas le cas de la simulation dynamique qui sera détaillée dans la section
suivante. Une évolution dynamique permet d’obtenir des ”"topologies des amas” autres
que celles fournies dans un cadre statique.

5.2 Double diffusion dans les réseaux sanguin et os-
seux

5.2.1 Conditions initiales

Comme nous l'avons déja vu sur la figure 5.1.a, le systeme considéré possede deux parties.
La premiere est I'implant de biomatériau étudié (le disque interne sur cette figure). Elle
est imbriquée dans de la matiere osseuse. La seconde, entourant 'implant, est la matiere
osseuse elle-méme.

Nous avons ainsi a déterminer deux conditions aux limites. La premiere est sur le bord
externe du matériel osseux, i.e. le bord de notre maillage. Nous supposerons que tous les
liens externes de nos deux maillages (maillage sanguin et osseux sur la figure 5.1.b) sont
reliés & un tres grand amas (virtuel), et donc sont activés. Les liens du réseau sanguin sont
supposés etre vascularisés, a partir du moment ou les premiers sites du réseau sanguin
leurs sont connectés. La meéme chose est valable pour le réseau osseux, et tous les liens

o8



sont supposés étre du matériel osseux, a partir du moment ou les premiers sites leurs sont
connectés. Un exemple de telles conditions limites est présenté sur la figure 5.3 pour le
réseau sanguin.

De cette maniere, nous construisons deux amas initiaux: ’amas vascularisé et ’amas
osseux qui sont supposés reliés au corps entier dans lequel le biomatériau est implanté.
L’évolution du systeme démarre a partir de ces deux amas, en suivant les regles que nous
allons détailler dans la section suivante.

Figure 5.3: Conditions limites sur le bord extérieur du maillage pour le réseau sanguin.
Des conditions aux limites similaires sont utilisées pour le réseau osseux.

La seconde condition aux limites se rapporte a I'interface entre le biomatériau de 'implant
et 'os dans lequel il est inserré, comme montré par le cercle sur la figure 5.1.a. Cette
interface peut étre modélisée au choix en fonction des conditions expérimentales. Nous
considérons une interface idéale, au sens ou il n’y a pas de discontinuité entre sites: ils
appartiennent soit a la partie osseuse soit a la partie implant du systeme. Puisqu’il n’y
a pas de continuité physique entre les deux parties, les liens sont majoritairement des
pores non-vascularisés et une faible proportion sont non-activés et correspondent a de la
matiere (biomatériau) de I'implant.

5.2.2 Evolution du systeme

L’évolution du systeme est effectuée a partir d'un ensemble de regles tres simples. A partir
d’un site choisi au hasard dans I'un des deux amas (sanguin ou osseux), nous effectuons
Y

un pas d’évolution, que nous nommerons déplacement, en activant I'un de ses plus proches
voisins qui ne lui est pas encore lié par un lien direct vascularisé pour le réseau sanguin ou
ossifié pour le réseau osseux. Cette activation est effectuée avec une probabilité ¢;. Cette
probabilité dépend de la nature des sites voisins autant que de la nature du lien avec eux.
Nous discuterons du choix des parametres ¢; dans le paragraphe suivant. L’amas sanguin
ou osseux est ainsi agrandi pour inclure ce nouveau site et son lien.

Le choix du site a partir duquel est effectué le déplacement est choisi de la maniere
suivante. Nous calculons d’abord 'espace de phase disponible pour le déplacement dans
chacun des deux réseaux. Nous notons ces espaces de phase par R, et R,, respectivement,
pour le réseau sanguin et pour le réseau osseux. L’espace de phase total est donc:

R=R,+R,. (5.1)
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5 B

Figure 5.4: Proches voisins d’un site.

réseau sanguin réseau osseux

C! Cc2 c3 Co! Co? Co?

0 ps! ps'+ps? RJ/R R«/R +po! RJ/R+ |
Po'+po?

Figure 5.5: Répartition sur lintervalle [0, 1].

Il représente le nombre total de sites libres possibles pour un déplacement. Pour cal-
culer R, ,, nous classons chaque site des deux réseaux par le nombre de voisins libres qui
I’entourent, i.e. le nombre de voisins proches qui ne sont pas activés. Ce nombre peut
étre k = 0,1, 2 ou 3 pour un maillage a deux dimensions. Nous indiquons sur la figure 5.4
quelques exemples simples pour k = 2. Chaque site appartient ainsi a 'une des quatre
classes, pour les deux réseaux. Ces classes sont notées Cﬁo. Si 'on appelle Nsﬁo le nombre
total d’éléments dans chaque classe C¥ | le volume de phase R, , est donné par

3
Reo=>» kNI, . (5.2)
k=1

Pour nous ramener au choix d’un nombre aléatoire compris entre 0 et 1, indépendamment
de la taille de I’espace des phases, nous décomposons U'intervalle [0, 1] comme indiqué sur

kENE . ) . . ;
la figure 5.5 avec p* = —2%. Une fois les quatre classes formées, la diffusion se déroule
par la succession des étapes suivantes:

1. Nous choisissons tout d’abord un nombre aléatoire pg, compris entre 0 et 1, pour
déterminer une classe Clj , dans I'un des deux réseaux, en utilisant la représentation
de la figure 5.5. L’exemple montré sur cette figure détermine la classe C? par le
nombre aléatoire py.

2. Dans la classe choisie, C}, on détermine au hasard un site donné i.
3. Depuis ce site, on détermine au hasard, si nécesssaire, un site voisin libre f.

4. Ce nouveau site f est ajouté a 'amas avec une probabilité g;, et son lien avec le site
1 est activé. Le lien est "vascularisé” si ¢ appartient au réseau sanguin, et ”ossifié¢”
s’il appartient au réseau osseux.
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5. A chaque pas de diffusion le "temps” 7 est augmenté d’'une quantié Ar:

—L
T — 7+ ATavec AT = —Zg[pl} ,

ol p; est un nombre aléatoire compris entre 0 et 1

6. L’ensemble des classes C¥_ est remis & jour.

5.2.3 Echelles de temps et d’espace

Par construction, notre modele n’a pas d’échelle intrinseque aussi bien pour la taille
du maillage que pour le temps d’évolution du systeme. Le parametre 7 pour le temps
d’évolution est en effet sans dimension, et seuls les nombres de sites N et L interviennent
dans la simulation. Ces échelles intrinseques doivent donc étre fixées par comparaison
avec des données expérimentales.

En ce qui concerne I’échelle de temps, nous avons deux échelles typiques du processus
d’évolution du biomatériau dans I'os, comme comme cela a déja été indiqué sur la figure
4.1. La premiere est appelée temps de percolation t.. C’est le temps pour lequel la
concentration en biomatériau de 'implant commence a décroitre. La seconde est le temps
de demi-vie t;/5 qui caractérise le temps au bout duquel la moiti¢ du biomatériau de
I'implant a été transformée. Par commodité, il est mesuré relativement a t., i.e. le temps
de demi-vie absolu est t. + t1/;.

L’échelle de temps générale de notre simulation est ainsi définie par

t:tQT,

ou 7 est donné par (5.3). Elle peut étre fixée en identifiant ¢, avec le temps 7, pour lequel
le seuil de percolation a été atteint dans le réseau sanguin:

Cette échelle est universelle pour une géométrie donnée de maillage. Nous pouvons ainsi
faire des prédictions pour le temps 1/, ou autrement dit, pour le rapport ¢1/5/t. qui est
une quantité sans dimension.

L’échelle d’espace est fixée a partir de la structure géométrique du biomatériau de I'implant.
La taille de la maille a peut étre identifiée avec la taille des structures pertinentes du
biomatériau de I'implant. Ce n’est ni la taille globale de I'implant, donnée par L.a, ni la
taille microscopique au niveau de la structure atomique ou moléculaire de I'implant. Elle
est donnée par la taille des structures typiques du biomatériau a 1’échelle mésoscopique,
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i.e. a I’échelle des pores de I'implant. Si 'on prend ’exemple d’un implant de corail, elle
est donnée par la taille typique des pores du corail, de 'ordre de 150 ym. D’autre part,
I'implant possede une dimension transverse de 6 mm dans les conditions expérimentales
de [40], le maillage aura donc une taille de 'ordre de L = 40 avec une longueur de maille
a = 150 pum.

5.3 Signification des parametres

5.3.1 Les parameétres chimiques et/ou biologiques

La dynamique de I’évolution des réseaux sanguin et osseux est entierement déterminée
par les valeurs des parametres ¢;. Ces parametres dépendent de la nature des sites 7 et
f mais aussi de la nature du lien entre les deux. Nous indiquons dans le tableau 5.1
toutes les valeurs possibles. Les parametres q,,q,, ¢, et g, représentent respectivement
la création/destruction du matériau osseux, la résorbtion du biomatériau, la vascularisa-
tion des pores vides ou de I'interconnection entre deux pores vides, et la bioactivité du
biomatériau. Ils sont d’origine biologique et /ou chimique.

Réseau sanguin Réseau osseux
Site @ Lien Site f q Site 1 Lien Site f  q
vas. vasc. vas. 0 0S vasc. 0s B8 q
pore int. Qv pore int. 0
biom. B qr biom. 0
0s B qo 0s 0
vas. vasc. pore - 08 vasc. biom. ¢ q,
pore int. a gy pore int. 0
biom. qr biom. 0
0s Qo 0s -
vas vasc. biom. -
pore int. -
biom. @ g
08 & o

Table 5.1: Probabilité de diffuser d’un site i a un autre site f, pour les deux réseaux
sanguin et osseux. Les abréviations vasc., pore int. and biom. signifient respectivement
vascularisé, pore d’interconnexion et biomateriau. Voir le texte pour [’explication des
paramétres o, 3 et des différentes valeurs de q;.

Puisque les parametres ¢; sont d’origine biologique et chimique, ils doivent changer en
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fonction des propriétés des fluides biologiques et de la nature du biomatériau de 'implant.
Avant la vascularisation complete de I'implant, i.e. avant que le seuil de percolation
ne soit atteint dans le réseau sanguin, le mécanisme dominant est la vascularisation du
biomatériau a travers des pores vides interconectés, si la taille de ces pores est suffisante.
Ce qui est le cas de 'implant de corail pour lequel la taille moyenne d’un pore est 150 um.
La dynamique est donc dominée par ¢, et g, sont tres petits.

Une fois le seuil de percolation atteint, la circulation du sang dans le biomatériau de
I'implant est plus importante. Ily a plus de cellules (ostéoblastes et ostéoclastes) nécessaires
pour résorber et ossiffier I'implant. Les probabilités q,, q,, g, ne sont plus négligeables.
Pour nous référer a ces deux régimes (avant et apres le seuil de percolation), nous con-
sidérons respectivement les valeurs qr<707b et qi o

- Le parametre g, est appelé parametre de vascularisation. Il représente la possibilité
pour le sang d’envahir les pores vides du biomatériau. Il dépend essentiellement
de la nature du fluide, et de la taille des pores. Avant la vascularisation complete
de l'implant, i.e. avant que le seuil de percolation ne soit atteint dans le réseau
sanguin, le mécanisme dominant est la vascularisation du biomatériau a travers
des pores vides interconectés, si la taille de ces pores est suffisante. Aussi nous
choisissons de lui donner la valeur la plus grande de tous les parametres, ¢, = 1,
afin d’accélérer la simulation numérique.

- Le parametre ¢, est appelé parametre de résorption. Il correspond a la capacité
du biomatériau a étre résorbé par le fluide biologique. Il dépend essentiellemnt
de 'état de vascularisation et de la composition du biomatériau. Ce processus
nécessite au préalable 'apport de cellules par le sang. Aussi il est marginal tant que
la vascularisation de I'implant n’est pas complete. Puis il prend une importance du
méme ordre de grandeur que l'ossification qui démarre simultanément. Ainsi nous
avons ¢y < ¢; .

- Le parametre ¢, est appelé parametre d’ossification. Il est lié au processus de
néoformation osseuse, dans la phase de remodelage osseux. Comme le phénomene
de résorption, il nécessite I'apport de cellules par le sang et donc reste marginal
tant que la vascularisation de I'implant n’est pas complete. Avant de prendre de
I'ampleur. Ainsi nous avons ¢ < ¢, avec q; ~ q; .

- Le parametre ¢, est appelé parametre de bioactivité. Il correspond a la capacité du
biomatériau d’interagir avec le fluide biologique et de se transformer en matériau
osseux. Comme les deux précédents il est marginal avant la vascularisation complete.
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5.3.2 Les parametres physiques

Les parametres py et qo sont des parametres physiques qui dépendent de la structure du
biomatériau indépendament de la taille de I'implant. Une propriété physique importante
des biomatériaux est leur connectivité, i.e. la proportion de connexions entre les pores du
biomatériau. Dans notre modele, c’est le parametre gy qui correspond a cette propriété.
Le parametre pg, quant a lui, dépend de la densité et de la porosité du biomatériau.

Les parametres a et [ sont eux aussi d’origine physique. Ils sont liés a la quantité de
matiere qui est transformée. Quand a la fois un lien et un site doivent étre transformés,
en comparaison de la transformation d’un seul site, la probabilité ¢; doit étre réduite d’un
facteur a, avec a < 1. C’est par exemple le cas lorsque a la fois un site et un lien doivent
étre vascularisés, avec une probabilité ag, en comparaison de la vascularisation d’un lien
seulement, avec la probabilité ¢,. C’est aussi le cas quand a la fois un site et un lien associé
a du biomatériau sont résorbés et vascularisés, avec une probabilité ag, en comparaison
de la vascularisation d’un lien seulement, avec la probabilité g,.

Le parametre 3 est introduit quand la transformation d’un lien peut s’effectuer a partir
des deux sites qui lui sont liés, i.e. siles deux sites sont vascularisés pour le réseau sanguin,
ou si les deux sites sont ossifiés pour le réseau os. Nous avons donc $ > 1 avec la limite
B x q < 1 pour garder des valeurs cohérentes.

5.4 Modele des spheres

Ce modele consiste a établir une correspondance simple entre les grandeurs de notre
simulation numérique et les grandeurs physiques du biomatériau de 'implant.

Actuellement, les grandeurs physiques accessibles a une mesure sont la densité, la taille
moyenne d’un pore, la porosité globale et la connectivité du biomatériau. Par ailleurs,
nous avons de plus en plus de données sur les caractéristiques chimiques et/ou biologiques
comme la vitesse de résorption du biomatériau, ou sa bioactivité.

5.4.1 Présentation du modele

Nous supposons que les pores du biomatériau, quelles que soient leurs formes réelles, peu-
vent toujours a une échelle convenablement choisie - nous ’appellerons 1’échelle mésoscopique
- étre assimilés en moyenne a des spheres de rayon r. La taille a d’'une maille des réseaux
sanguin et osseux est assimilée a la distance caractéristique entre deux pores a 1’échelle
mésoscopique. Les pores dans le réseau osseux sont choisis identiques a ceux du réseau
sanguin pour des raisons de simplicité dans un premier temps.
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Nous supposerons que les spheres, représentées a deux dimensions par des disques de
rayon r, sont centrées sur les sites du réseau. Les disques d’'un méme réseau ne peuvent
pas se superposer et nous considérons 1’espace non occupé par les disques comme étant
assimilé a un lien. Nous distinguons alors trois situations en fonction de la valeur du

rapport p,, = %

- Pour p,, = 1, les disques se touchent (voir figure 5.6(a)). La surface est entierement
occupée par les pores des deux réseaux. Il n’y a donc pas de liens !

- Pour % < pm < 1, les disques d’'un méme réseau ne se touchent plus, mais ils se
chevauchent d’un réseau a l'autre (voir figure 5.6(b)).

- Pour p,, < \%, les disques ne se chevauchent plus du tout (voir figure 5.6(c)), dans
ces deux derniers cas il y a des liens.

OO0 000
OO 000
@0@@@@

Figure 5.6: [llustration schématique des trois situations possibles dans le modele simple
de spheres.

(a)

Pour chacune des trois situations, nous pouvons calculer la surface des pores et des liens
en fonction du rapport p,, = % Remarquons que pour une maille d’aréte a nous avons
toujours les relations suivantes:

2
Smaille - 2(Spores + Sliens) - CL2 et donc Sliens - Spores - % 5 (54)

les deux pores appartenant respectivement a chacun des réseaux.

- Situation avec p,, = 1 (figure 5.6.a). Pour cette situation, la surface de lien est nulle
et chaque maille contient deux pores, un de chaque réseau, d’ou

Slz'ens =0

a
Spores .
2

- Situation avec \/Li < pm < 1 (figure 5.6.b). Pour cette situation, il y a des liens et
chaque maille contient des pores qui se chevauchent. Nous nommons S, la surface
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de ces chevauchement entre deux disques, d’ou

2
Spores = Tr _4567
2 2

a a
Sliens = E - Spores = E - 7”"2 + 450 >
r? a a
avec S, = —(2arccos — sin .
2 ( 2r/2 2r/2 )

- Situation avec p,, < \% (figure 5.6.c). Pour cette situation, il y a des liens et les
pores ne se chevauchent plus, d’ou

2
Spores = 7ro,
2
a
2
Slz'ens = E_Wr s
avec S, = 0.

Comme on le voit sur les équations précédentes, le facteur déterminant est le rapport
Pm = %T En conséquence il est partique d’exprimer les surfaces précédentes en fonction
de p,, ce qui donne les valeurs suivantes, normalisées & a?, notées Syiens €t Spores :

- Pour la situation 1
gliens =0et gpores =5

- Pour la situation 2

gpores Epgn —4 X gc )
4
— 1 —
Sliens 5 - Spores )
— 1 1 1
avec S, = —p?(2arccos ——= —sin ——=) .
8 PmV2 PmV2

- Pour la situation 3

2
P s

- Spores .

STRCE
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5.4.2 Expression de la porosité globale

Nous pouvons maintenant, en utilisant les nombres de sites (liens), nj(nk) fournis par
notre simulation numérique, exprimer la porosité globale p de 'implant et de 1'os. Par
définition, la porosité globale est définie par

volume de vide

= 5.5
P volume total (5:5)
Remarquons qu’une porosité de 1 correspond a un ”trou” (sans matiere) et qu’une porosité

de 0 correspond a un bloc sans trous.

Pour le modele a deux dimensions, le volume de vide correspond au total des surfaces des
pores et des liens qui ne correspondent pas a de la matiere; d’ou I’expression, valable pour
la porosité du biomatériau et de 'os:

Npores Spores + Niens Sliens

p= (5.6)

Simplant
Nous allons maintenant considérer la porosité du biomatériau. Dans la partie implant
du réseau sanguin, le nombre de pores est égal au nombre de sites activés, soit npores =
D Niiy_tor OU D €t m, . représentent, respectivement, la densité de sites activés et le
nombre total de sites dans le réseau sanguin. Les sites du réseau osseux sont tous activés
et assimilés a de la matiere de I'implant. Ils n’interviennent donc pas dans le volume de
vide.

Le nombre de liens correspondant a du vide est proportionnel au nombre de liens possibles
(potentiels) entre les sites activés njens = ¢ néio_pot ol q et nf;, ., représentent respec-
tivement la proportion de liens activés et le nombre de liens possibles entre sites activés
dans le réseau sanguin. D’autre part, nous avons observé que le nombre de liens possibles
est proportionnel au nombre de sites activés et on peut écrire Nyens = k ¢ p Ny EN
dimension deux nous trouvons k tres proche de 2, typiquement pour N = 37, k = 1.8,

pour N =67, k=1.9 et pour N = 127, k = 2.

La surface du disque implant s’obtient en sommant la surface des pores des deux réseaux
et celle des liens d’un seul réseau. En effet, pour 'implant, le nombre de liens est le
méme pour les deux réseaux, par construction. Il en résulte ’expression suivante pour la
porosité globale:

P Moot Spores T K 4 P Mio_101 Stiens

= s s l :
(M0 tor T Mos—tot) Spores T Mig_tor Stiens

(5.7)

Soit une expression de la forme p = f(p, ¢, p) pour un réseau de taille N donnée.
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5.4.3 Détermination des parametres physiques

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer py, qo et la taille L du maillage a partir
de résultats expérimentaux.

Soient d la dimension de I'implant, pe,, la porosité globale du biomatériau, g, la con-
nectivité du biomatériau, r le rayon des pores du biomatériau. Ces grandeurs sont
déterminées couramment pour les biomatériaux. En estimant la valeur de p,, (par observa-
tion directe au microscope électronique a balayage par exemple), nous pouvons déterminer
tous les parametres de notre modele de la maniere suivante:

le taux de connectivité du biomatériau gy est directement donné par gegp;

a partir de p,, et de r nous déterminons a = ;—’", puis la taille du maillage L = g;

a partir de L et de notre modélisation a double réseau, nous déterminons ng,, ,.,,

l s .
Mhio—tot et Nos—tot

a partir du modele des spheres et de la valeur de p,,, nous déterminons les ” volumes”
Spores €t Sliens. AVeEC pegp, NOus déterminons ensuite:

s s l
. pea:p((nbio—tot + nos—tot>SPOT€5 + Mo tor Stiens)

niio—tot(SpOTes + erxpSliens)

Do (5.8)

Ce modele des spheres nous permet donc de relier le parametre d’espace a, la taille L du
réseau, la densité pg et la densité gy aux grandeurs taille de I'implant, dimension des pores
du biomatériau, ainsi que connectivité et porosité globale.
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Chapitre 6

Résultats pour le modele a deux
dimensions

Nous présentons dans ce chapitre nos résultats numériques pour 1’évolution d’un implant
de biomatériau dans 1'os, suivant la modélisation présentée dans le chapitre précédent.
Nous nous limiterons dans cette étude a une modélisation a deux dimensions.

6.1 Conditions de calcul des grandeurs fournies par
les simulations dynamiques

Pour avoir des résultats significatifs au sens statistique, nous effectuerons un nombre, Ny;,,
de simulations, (avec Ny, > 20), pour chaque choix des parametres de simulation. D’autre
part, notre simulation utilise un générateur de nombres aléatoires avec lequel sont effectués
un tres grand nombre de tirages de nombres aléatoires (typiquement plusieurs dizaines de
millions par simulation, avec L. = 40) aussi nous avons effectué les tests suivants:

- Nous calculons en fin de simulation le quotient de la somme des nombres aléatoires
tirés par le nombre total de tirages éffectués, quotient devant étre égal a 0.5. Cette
égalité est vérifiée avec une incertitude inférieure a 'inverse de la racine carrée du
nombre total de tirages.

- D’autre part, nous avons effectué des simulations, avec les mémes parametres de
simulation et le méme parametre initial pour 'algorithme de génération de nom-
bre aléatoire. Nous obtenons exactement les mémes résultats pour ces simulations
comme attendu pour un fonctionnement fiable de 1’algorithme.
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Le programme de la simulation procede par diffusions successives, selon l’algorithme
présenté en 5.2.2, chaque diffusion étant indicée par le nombre [; de pas de diffusion,
avec une augmentation simultanée du "temps” 7 de diffusion. Nous avons ainsi a faire
a deux variables de nature différente: 7 est une variable physique réelle, et l; est une
variable entiere qui augmente régulierement d’une unité. Pour déterminer la valeur d’une
grandeur a partir de plusieurs simulations, nous sommes amenés a distinguer deux types
de grandeurs: les grandeurs dont nous voulons connaitre la valeur pour un instant parti-
culier de la simulation (par exemple le temps 7. correspondant au "moment” du seuil de
percolation) et des grandeurs dont nous voulons suivre I’évolution au cours de la simula-
tion par exemple la densité de biomatériau restant dans 'implant.

Pour chacune des deux catégories de grandeurs, nous calculons une moyenne sur le nombre
Ny de simulations, mais de maniere adaptée a chaque catégorie.

Pour les premieres, nous effectuons une moyenne arithmétique, apres un nombre N, de
simulations. Pour les valeurs qui sont calculées a chaque pas de diffusion, nous effectuons
le calcul en utilisant un échantillonage identique pour chaque simulation de la maniere
suivante. Nous découpons la "durée” de chaque simulation en n, intervalles de taille dt,.
Ces valeurs sont déterminées en fonction des contraintes suivantes:

1. dt. doit étre suffisamment grand pour lisser les fluctuations de la grandeur calculée
et pour limiter le temps de calcul et la taille de mémoire utilisés, mais suffisamment
petit par rapport aux variations significatives de la grandeur calculée.

2. Le nombre total d’intervalles n. est fixé de maniere a avoir un échantillonnage qui
couvre ’ensemble de la durée du phénomene étudié.

Nous calculons alors, a chaque simulation, les grandeurs pour chaque intervalle de cet
échantillonnage en effectuant une extrapolation linéaire a partir des valeurs de ces grandeurs
en fonction du pas de diffusion /; et nous calculons en fin de boucle la moyenne arithmétique
des valeurs prises par ces grandeurs pour chaque intervalle de ’échantillonnage.

6.2 Grandeurs fournies par la simulation

6.2.1 Les densités

Selon notre modélisation de I’évolution du systeme défini au paragraphe 5.2.2, nous con-
naissons a chaque pas de la simulation le nombre de sites et de liens de chaque espece, et
nous pouvons ainsi calculer les densités de biomatériau restant, py;,, et d’os néoformé, p,s,
par exemple. Pour effectuer ce calcul nous devons préciser la taille physique des sites et des
liens. Nous utilisons pour cela notre modele des spheres (paragraphe 5.4). Nous pouvons
ainsi choisir les valeurs des parametres de la simulation en fonction des caractéristiques
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du biomatériau étudié. Ceci nous permet d’évaluer I'influence des propriétés physiques,
biologiques ou chimiques du biomatériau d'un implant sur son évolution dans le temps
une fois implanté dans des tissus osseux. Nous présentons sur la figure 6.1 un exemple
typique de courbes représentant I’évolution des densités py, €t pos.

t(weeks)

Figure 6.1: Exemple de courbe d’évolution dans le temps des densités py, (trait plein) et
Pos (trait pointillé), pour une taille de l'implant L = 40.

Pour comparer I’évolution, dans le temps, des densités correspondants a différents choix de
parametres nous mesurons le temps 7, correspondant a l'instant ou le seuil de percolation
est atteint pour le réseau sanguin et le temps T1 correspondant a l'instant ou la moitié du
biomatériau de I'implant a ¢t¢ transformée. Puis nous calculons le rapport (71 — T.)/Te
qui nous renseigne sur la durée de cette transformation, rapportée a celle du temps de
percolation.

Nous présentons ici la simulation d’un implant en corail utilisé en comblement osseux
[40]. Pour obtenir ces simulations nous avons utilisés le modele des spheres (paragraphe
5.4) pour déterminer les parametres physiques de 'implant utilisé (le méme pour le porc
et le mouton). Cet implant présente les caractéristiques suivantes; c’est un cylindre de
14 mm de longueur, de diametre d = 6 mm et constitué par du corail avec des pores de
diametre 150 um et une porosité p = 0.5. Nous formulons alors les hypotheses suivantes:
connectivité 0.8 et p,, = 0.8. Nous obtenons avec notre modele les valeurs des parametres
physiques L = 32 ;qo = 0.8 et py = 0.95.

Nous avons ensuite ajusté les parametres gyas, @p, ¢~ €t g7 (voir tableau 6.1), afin de
reproduire au mieux les résultats expérimentaux pour le porc, puis pour le mouton. Les
figures 6.2 et 6.3 présentent 1’évolution du pourcentage d’implant restant respectivement
pour 'implant dans un fémur de porc et de mouton. Sur celles-ci, les points avec les barres
d’erreurs correspondent aux données exprimentales et le tracé en pointillé aux résultats
de la simulation (Ny, = 30) .
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H Parametres physiques Parametres chimiques/biologiques

parametres | py g « [ o @ QG G 9 4 Guas

valeur porcin || 0.95 0.8 0.5 1.1 |[0.005 088 0 029 0 0.9

valeur ovin 095 0.8 05 1.1 0.006 0.8 0 025 0 0.92 1

Table 6.1: Valeurs des paramétres utilisés pour notre étude.
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Figure 6.2: Simulation de la résorption d’un implant en corail sur un porcin.

1 }_{_{ proportion de corail restant

0.3
-3
0.6
0.4 i
0.2
\!\
T
I e a__ |
[ 5 10 15 20

Durée d’implantation en semaines

Figure 6.3: Simulation de la résorption d’un implant en corail sur un ovin.
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6.2.2 Trajectoires dans le diagramme des phases

L’évolution du systeme peut aussi étre caractérisée par sa trajectoire dans le diagramme
de V'espace des phases. L’état initial de I'implant dans nos simulation est caractérisé
par un point (po, qo) dans l'espace des phases. Au cours de I’évolution de la simulation,
nous calculons a intervalles de temps réguliers la probabilité p qu'un site, dans le réseau
sanguin, soit activé et la probabilité ¢ qu’il y ait un lien activé entre deux sites activés.
Nous pouvons alors suivre 1’évolution du systeme dans le diagramme de 'espace des
phases. Nous présentons sur la figure 6.4 les trajectoires pour quatre points de départ
différents. Nous avons rappelé sur cette figure la zone de percolation, pour le réseau
sanguin, en grisée.

Figure 6.4: Trajectoires dans le diagramme des phases pour quatre points de départ
différents.

Pour les points de départ hors de la zone de percolation, nous distinguons le point
3 des points 1 et 2. Pour le premier la proportion de sites activés est proche de 1 et le
systeme évolue en augmentant la valeur de q jusqu’a la ligne de transition de percolation
puis il évolue en restant proche de cette ligne jusqu’au point (p = 1;¢°). Pour les deux
autres la proportion de sites activés au départ est petite (p = 0,3), cela introduit une
différence au point d’inflexion, celui-ci est situé avant la ligne de transition de percolation,
par contre I’évolution, avant et apres le point d’inflexion, est qualitativement identique a la
précédente. Nous expliquons cette différence par de plus grandes fluctuations a 'approche
du seuil de percolation, liées a des amas contenant un plus petit nombre de sites activés
proportionnellement aux nombre de liens activés, que dans lautre cas (p = 0,8). Ces
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fluctuations sont moins sensibles pour le diagramme des phases, qui ne prend en compte
que l'aspect statique, que pour la simulation dynamique, d’ou 1’écart observé dans cette
zone.

Pour le point de départ a 'intérieur de la zone de percolation, le systeme évolue
vers le méme point, avec une diminution du nombre de liens activés qui correspond au
processus d’ossification.

Nous remarquons que quelles que soient les conditions initiales, 1’évolution du
systeme conduit au méme point. C’est une conséquence du processus dynamique con-
tinu de réarrangement des sites et des liens entre les deux réseaux. Celui ci modélise le
processus a l’ceuvre dans le biomatériau de 'implant et dans les tissus osseux, c’est a dire
a la création/destruction continue de I'os par les ostéoblastes et les ostéoclastes.

Nous pouvons aussi nous intéresser a ’aspect temporel de ces trajectoires, en utilisant les
durées caractéristiques fournies par la simulation. Nous avons reporté ces valeurs pour
chacune des quatre trajectoires dans le tableau 6.2.

trajectoire; (po,qo) || Te LT T%T:TC
1(0.3,0.3) 1549 | 22 | 0.014
2(0.3,0.8) 1200 22 | 0.018
3(0.8,0.3) 828 | 15 | 0.018
1(0.8,08) 78 | 15 | 0.19

Table 6.2: Valeurs des durées caractéristiques pour différents états initiaua.

Les quantités indiquées dans ce tableau et les tableaux suivants sont les valeurs, sans
dimension, issues de la simulation numérique. La seconde colonne montre la durée pour
atteindre le seuil de percolation. Comme attendu, c’est pour le point initial situé dans la
zone de percolation de I'implant que ce temps est le plus petit. Pour les trois autres, cette
durée est d’autant plus importante que 1’'on s’éloigne de la zone de percolation.

Ce comportement montre 'importance de la porosité pour la phase de vascularistion, la
porosité étant directement liée, selon le modele de spheres présenté au paragraphe 5.4,
aux valeurs de p et ¢q. La troisieme colonne indique que la durée de résorption de la moitié
du biomatériau de I'implant, a partir de I'instant ou le seuil de percolation a été franchi,
est moins sensible au point de départ choisi. Sans surprise, la derniere colonne confirme
une grande différence des valeurs relatives des deux durées précédentes ( colonne 2 et 3)
suivant que le point se trouve dedans ou hors de la zone de percolation.

En conclusion, ces résultats soulignent I'importance de la connectivité et de la porosité
du biomatériau de I'implant pour réduire la durée de la phase de vascularisation. Cela
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constitue aussi un critere pour le choix des parametres du biomatériau, a partir des
parametres pg et ¢y de la simulation.

6.3 Influence des différents parametres

Dans ce paragraphe, nous utilisons un systeme de diametre L = 40 avec les valeurs de la
modelisation d’un implant en corail, comme indiqué sur le tableau 6.3, pour étudier qual-
itativement l'influence de différents parametres physiques et chimiques et/ou biologiques
de notre simulation. Nous effectuons pour chaque valeur plusieurs simulations, (Ny;, = 10
compromis entre temps de calcul et précision des résultats). Nous ne ferons pas intervenir

’ \ Parametres physiques Parametres chimiques/biologiques

parametres | py  qp o 15 o @ QG @G a4 a Quas
valeur | 0.8 07 05 1.1 |00l 08 0 1 0 0.9 1

Table 6.3: Valeurs de base des parametres utilisés pour notre étude.

les corrections liées au modele des spheres lors de cette étude par souci de simplicité, ce
qui revient a considérer que les pores et les liens ont des tailles identiques (eq. 5.7). De
méme, nous n’étudions pas ici 'influence des parametres a et . Pour les variations de
chaque parametre nous calculons les valeurs de 7, T1 — T et de (7'% — 7o)/ Te-

6.3.1 Parametres physiques

Nous présentons dans les tableaux 6.4 et 6.5, les valeurs obtenues pour les variations de
po et de qg, respectivement, les autres parametres n’étant par ailleurs pas modifiés.

T1—Tc
2
Tc

0.4 | 738 24 0.033
0.5 || 512 21 0.041
0.6 || 296 19 0.064
0.7 || 139 17 0.12
0.8 &9 17 0.19
0.9 || 66 17 0.26

Po | Te |TL—Te

Table 6.4: Valeurs des temps caractéristiques pour différentes valeurs de py avec gy = 0.7.
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Les valeurs lues dans la deuxieme colonne indique qu'une augmentation de py ou de
qo, entraine une forte diminution de la durée nécessaire pour avoir la percolation, la
diminution étant plus importante pour les variations de pq.

L’augmentation de ces parametres indique une augmentation du nombre de pores ou
d’interconnections entre pores soit une augmentation de la porosité du biomatériau,
comme attendu cela indique une vascularisation plus rapide du biomatériau. L’influence
plus importante de py est en accord avec le fonctionnement de notre simulation qui
nécessite I'existence de deux pores pour activer un lien entre eux (parametre ¢p).

Les valeurs lues dans la troisieme colonne par contre montrent que py influe peu sur cette
durée et gy pas du tout.

Nous constatons ainsi que ces parametres physiques n’interviennent plus de maniere
prépondérante lorsque la vascularisation est atteinte, laissant la principale influence aux
parametres chimiques et biologiques.

Les résultats de la quatrieme colonne indiquent 1’évolution du rapport entre les deux
durées précédentes, logiquement en augmentation.

6.3.2 Parameétres chimiques et/ou biologiques
Influence des parametres ¢,
Nous présentons dans les tableaux 6.6 et 6.7, les valeurs obtenues pour les variations de

g et de g7, respectivement, les autres parametres n’étant pas modifiés par ailleurs.

Remarquons sur le tableau 6.6 que la deuxieme ligne de valeurs correspond aux valeurs de
base de notre étude. Nous observons alors que I'influence de la diminution de ¢~ augmente
légerement (quelques %) la durée 7., et n’influe pas sur la durée T1—Te.

Le parametre ¢= correspond a la résorption du biomatériau avant le seuil de percola-
tion. Si sa valeur diminue, la quantité de matiere consommée diminue ce qui entraine une

T1 —Te
2
Tc

0.4 || 539 18 0.035
0.5 | 424 18 0.042
0.6 || 269 18 0.067
0.7 || 139 17 0.12
0.8 96 18 0.19
0.9 68 19 0.28

qo Te T% — Tc

Table 6.5: Valeurs des temps caractéristiques pour différentes valeurs de qo avec pg = 0.7.
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qr

0.1 95 19 0.35
0.01 96 16 0.17
0.001 | 102 17 0.17

0.0001 || 102 16 0.16

T, | T1 — T | 2
2

Table 6.6: Valeurs des temps caractéristiques pour différentes valeurs de ¢

> T% —Tc
QG || Te | TL—Te P

0.2 ] 86 39 0.45
0.3 || 94 30 0.32
0.4 91 26 0.29
0.5 || 88 23 0.26
0.6 || 96 20 0.21
0.7 1 95 18 0.19
0.8 || 89 17 0.19
0.9 || 87 16 0.18
1 ] 91 15 0.16

Table 6.7: Valeurs des temps caractéristiques pour différentes valeurs de q; .

augmentation du temps nécessaire pour la vascularisation de I'implant. En effet la vascu-
larisation nécessite des pores interconnectés par des liens eux aussi vides de matiere du
biomatériau pour permettre a la circulation sanguine de s’établir dans 'implant. Cepen-
dant, nous observons aussi qu’en dega d'une certaine valeur de ¢ ici 0.01, les temps
caractéristiques ne sont plus affectés de maniere mesurable par les variations de ¢ .
Nous expliquons ce comportement de la maniere suivante:

- Les parametres pg et gg sont situés dans la zone de percolation de I'espace des phases
et donc des le début de notre simulation numérique, les conditions de vascularisation
sont presque remplies.

- D’autre part ¢~ # 0, ce qui signifie que la résorption démarre avant la vascularisation
complete de I'implant. Il s’en suit une diminution de la quantité de matiere du
biomatériau qui devient négligeable en dega de ¢~ = 0.01, i.e. lorsque les valeurs de
T, ne varient plus.

Si on augmente la valeur de ¢, on s’éloigne des hypotheses de notre modele, a savoir une
prépondérance de la vascularisation par rapport a la résorption de biomatériau jusqu’au
moment de la vascularisation complete du biomatériau de I'implant. Pour 0.1 on note
déja une grande diminution de 7.
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q || LT T%TC i
0.1 81 28 0.35
0.2 | 90 27 0.30
0.3 1| 95 25 0.26
04 | 82 23 0.28
0.5 || 87 21 0.24
0.6 || 88 20 0.23
0.7 || 98 19 0.19
0.8 || 86 18 0.21
0.9 | 90 18 0.20

1 | 96 17 0.18

Table 6.8: Valeurs des temps caractéristiques pour différentes valeurs de q; .

T1—Tc
q> 2
o Te

0.11 95 27 0.28
0.2 ] 89 25 0.28
0.3 || 87 24 0.28
0.4 | 87 22 0.25
0.5 || 88 20 0.23
0.6 || 92 19 0.21
0.7 || 90 19 0.21
0.8 || 92 18 0.20
0.9 || 96 17 0.18

Te | TL — T,
2

Table 6.9: Valeurs des temps caractéristiques pour différentes valeurs de q .

Le parametre ¢ n'intervient pas avant la percolation aussi nous vérifions que la valeur
de 7. n’en dépend pas (voir tableau 6.7). Par contre, nous observons que L= Te et
le quotient (7’% — 7.)/T. diminuent régulierement lorsque ¢~ augmente. Le parametre g
correspond a la résorption du biomatériau apres vascularisation, et les résultats précédents
montrent son influence sur la durée de la transformation de I'implant dans cette seconde
phase. Ce qui est en accord avec l'ossification du biomatériau et aussi avec le processus
de remodelage osseux.

Influence des parametres g, et ¢,

Nous présentons dans les tableaux 6.8 et 6.9, les valeurs obtenues pour les variations de
q; et de g, respectivement , les autres parametres n’étant pas modifiés par ailleurs.
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La derniere ligne de chacun de ces deux tableaux est identique. Elle correspond a la valeur
de base de ces parametres.

Nous vérifions comme attendu que ces deux parametres n’ont pas d’influence sur la durée
de la phase de vascularisation (colonne 2 des tableaux, les fluctuations sont irrégulieres
et inférieure a 1'écart statistique qui est ici de £ 6). Ils correspondent respectivement a
I’activation de la biodégradation du biomatériau et au processus du remodelage osseux,
donc des processus qui nécessitent que la vascularisation soit réalisée.

La colonne suivante montre par contre qu'une diminution des parametres ¢, ou ¢;” entraine
une augmentation de la durée d’ossification du biomatériau, dans une moindre mesure
cependant que celle du parametre de resorption g .

Ainsi nous disposons avec ces deux parametres de la possibilité d’adapter notre simulation
de maniere fine au systeme étudié.

Evolution qualitative de la densité de corail restant pour différents parametres

Nous présentons ici sous forme graphique l'influence des différents parametres de notre
simulation sur I’évolution de la transformation d’un biomatériau. L’évolution présentée
est celle de la densité de corail restant en fonction du temps (exprimée en unités arbitraires
de la simulation)

% de Corail restant

Influence de po

W

Unités arbitraires de la simulation

400 6o zoo 1o00

Figure 6.5: Evolution de la densité de corail restant pour des valeurs décroissantes du
parametre py ( 0,9;0,8;0,7;0,6;0,5 et 0,4).

e Les parametres physiques Sur la figure 6.5 nous observons que le temps de perco-
lation, 7., augmente tres rapidement lorsque le parametre, py densité initiale de
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Figure 6.6: Evolution de la densité de corail restant pour des valeurs décroissantes du
parametre gy ( 0,9;0,8;0,7;0,6;0,5 et 0,4).

pores activés dans le réseau sanguin, diminue. La figure 6.6 montre une influence
similaire pour le parametre de connectivité gy, mais moins marquée voir paragraphe
6.3.1. Remarquons que les discontinuités observées pour certaines courbes sont des
fluctuations statistiques, elles n’influent pas sur le comportement qualitatif global.

e Les parameétres chimiques/ biologiques Nous présentons dans un premier temps les
parametres qui influent sur le temps de percolation 7. et le temps de demi-vie Ti.
La figure 6.7 montre un graphique avec le parametre g, variable ( ¢; = ¢;). Comme
attendu, une diminution de ce parametre entraine une nette augmentation des valeur
de ! et de 7.. Cependant une étude plus fine de ces évolutions indique que T,
augmente plus vite que L. Les figures 6.8 et 6.9, montrent I'influence des parametres
qs et g7 qui est qualitativement la méme que pour ¢,. Cependant nous remarquons
ici que ¢~ influe principalement sur le temps de percolation 7. et ¢~ plutot sur le
temps de demie-vie i

Dans un second temps nous présentons les parametres qui influent seulement sur le
temps de demi-vie Ti. Les figures 6.10 et 6.11, montrent 'influence des parametres

q; et q;. Nous remarquons que seul le temps de demie-vie 71 augmente lorsque ces
N . . 2
parametres diminuent.
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Figure 6.7: Evolution de la densité de corail restant pour des valeurs décroissantes du
parametre ¢, ( 0,9;0,4;0,3;0,2 et 0,1).
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Figure 6.8: Evolution de la densité de corail restant pour des valeurs décroissantes du
parametre ¢~ ( 0,2;0,1;0,01 et 0,001).
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Figure 6.9: Evolution de la densité de corail restant pour des valeurs décroissantes du
parametre ¢. ( 0,9;0,4;0,3 et 0,2).

% Corail restant
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Figure 6.10: Evolution de la densité de corail restant pour des valeurs décroissantes du
parametre ¢ ( 0,8;0,4;0,3;0,2 et 0,1).
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Figure 6.11: Evolution de la densité de corail restant pour des valeurs décroissantes du
parametre ¢, ( 0,8;0,4;0,3;0,2 et 0,1).

6.3.3 Comparaison de divers biomatériaux

Nous présentons ici une étude comparative de différents biomatériaux. D’un biomatériau
a l'autre les seuls parametres qui varient sont ¢ et ¢, les autres parametres ¢ étant
maintenus constants. Le choix des valeurs de ¢; et ¢;” résulte d'un classement qualitatif a
partir de données expérimentales [41]. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau
ci-dessous. Les temps caractéristiques obtenus suivent I’évolution des parametres g et g,

biomatériau @ G Te T T%T:TC
HAP dense 0.1;05 65 132 1.0

HAP poreuse 0.2;06 68 114 0.67
CaP amorphe 0.4;0.6 68 101 0.45
Bioverre dense 0.6 ; 0.8 66 90 0.36
Bioverre poreux 151 67 84  0.25

Table 6.10: Valeurs des temps caractéristiques pour différentes biomatériauz.

qui correspondent respectivement a la résorption du biomatériau et a la bioactivité du
biomatériau utilisé (voir paragraphe 5.3). Comme attendu, les valeurs de 7. montrent
que la variation du parametre de résorption et du parametre de bioactivité apres le seuil
de percolation n’influent pas sur la premiere phase du processus de transformation du
biomatériau. Par contre la durée de la phase d’ossification diminue tres sensiblement

lorsque les parametres augmentent. Ces prévisions sont en accord avec les propriétés
connues des biomatériaux comparés [41].
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6.4 Simulation de cas extrémes

Pour finir, nous indiquons les résultats de notre simulation pour deux cas extrémes, de
systeme tres compact d’une part, et tres poreux d’autre part.

- Le bloc avec propriétés biologiques et chimiques (g 0 p =10 et ¢ =10).
Le biomatériau est constitué d’un bloc compact sans porosité, mais avec des pro-
priétés chimiques et biologiques telles que la matiere du biomatériau est au cours du
temps transformée en os néoformé. La durée de la phase de non percolation est ici
beaucoup plus élevée, par rapport aux durées des biomatériaux résorbables utilisés.
La figure 6.12 nous montre une évolution typique pour des parametres ¢; qui sont
tres proches de ceux de la simulation de I'implant en corail chez le porc.

' 5
% implant restant i

0.2 [}

% os formé
o Y

1000 2000 3000 4000 S000
Durée en unités de la simulation

Figure 6.12: Simulation d’un bloc avec propriétés chimiques et biologiques.

- Le trou avec propriétés biologiques et/ou chimiques (qq 0 p=1¢et ¢ =1).
La figure 6.13 nous montre une évolution typique pour des parametres ¢; qui sont
tres proches de ceux de la simulation de I'implant en corail chez le porc. Nous
observons que la durée de la premiere phase est tres réduite.
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Figure 6.13: Simulation d’un “trou” avec propriétés chimiques et biologiques.
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Chapitre 7

Modélisation a 3 dimensions

Nous avons présenté dans les chapitres précédents un modele a deux dimensions qui nous
a permis de mettre en évidence plusieurs éléments:

e la faisabilité d’'une modélisation a deux dimensions par la percolation avec 'utilisation
d’un modele original a double réseau;

e la mise en évidence de I'influence due aux parametres physiques d’une part et aux
parametres chimiques et/ou biologiques d’autre part;

e la capacité du modele a simuler des systemes variés.

Nous présentons dans ce dernier chapitre les premiers éléments pour étendre notre simu-
lation a un systeme physique a trois dimensions. Nous nous limiterons, dans cette étude
préliminaire, aux aspects géométriques et statiques.

7.1 Définition des réseaux sanguin et osseux

La construction des deux réseaux, sanguin et osseux, est motivée comme dans le modele a
deux dimensions par la structure du tissus osseux dans lequel est implanté le biomatériau.
Nous considérons un premier maillage parallelipipédique, de section carrée de taille N et
de longueur de taille V,, que nous choisissons régulier avec une maille de longueur a.
Nous pouvons alors déduire le second réseau de trois manieres différentes.

1. Premier empilement.
Par analogie avec le modele a deux dimensions, nous déduisons le deuxieme réseau
par une translation d’une demi longueur de maille dans les trois directions. Il a pour
tailles N — 1, N, — 1 pour sa section et sa hauteur, respectivement, avec la méme
longueur de maille. Sur le premier maillage nous considérons le réseau sanguin,
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tandis que le réseau osseux l'est sur le second maillage. La symétrie ainsi obtenue
pour notre maillage est de type cristal, comme cela est indiqué sur la figure 7.1.

el

Figure 7.1: Géométrie de type cristal.

Plans du réseau
sanguin

2. Second empilement.
Nous pouvons aussi décaler le réseau dual simplement dans la direction longitu-

dinale, d'une demi longueur de maille. Dans ce cas, les liens dans chaque plan
transversal relient des sites d'un méme réseau, sans aucune interférence avec le
réseau dual. Nous avons donc une géométrie de type lamellaire, comme indiqué sur

la figure 7.2.

[ ] ° L] [ ] .
Plan du réseau
osseux

Plans du réseau
sanguin

Figure 7.2: Géométrie de type lamellaire.

3. Troisieme empilement.
Contrairement aux deux cas précédents, nous déduisons ici le deuxieme réseau par

une translation d’'une demi longueur de maille dans les deux directions horizontales
seulement. Nous obtenons ainsi une succession de plans contenant les deux réseaux,
comme pour le modele a deux dimensions, avec des liens verticaux entre ces plans.
Les liens verticaux connectent directement les sites d’'un méme réseau dans la di-
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rection longitudinale, sans aucune interférence avec le réseau dual. Nous obtenons
ainsi une symétrie de type tubulaire, comme indiqué sur la figure 7.3.

Plans contenant
des sites des deux
réseaux

[

/ Liens verticaux entre sites
[ ® ( ] o ® d’un seul réseau
o Lﬁ ° °

Figure 7.3: Géométrie de type tubulaire.

Pour une premiere modélisation, nous avons choisi la symétrie de type cristal par analogie
avec les réseaux utilisés dans le modele a deux dimensions.

D’autre part, nous avons choisi pour le biomatériau une géométrie cylindrique, d’une part
en rapport avec la forme des échantillons utilisés pour le corail dans I’étude expérimentale
[35] et, d’autre part, pour nous permettre ”"d’extrapoler” le programme établi a deux
dimensions. Nous formons I’hypothese d’un cylindre avec L sites sur son diametre et L,
sites sur sa longueur.

Les différents états possibles pour les sites et les liens sont identiques a ceux de la simu-
lation a deux dimensions, comme indiqué dans la section 5.1.

7.2 Etude statique d’une géométrie

Comme pour la simulation a deux dimensions, nous déterminons les propriétés statiques
de notre modele. Pour cela, nous pouvons nous référer a I'un ou 'autre des deux réseaux
puisqu’ils ont la méme géométrie. Nous prenons la géométrie du cylindre pour le maillage
(cylindre sur la figure 7.4). Nous considérons les valeurs typiques de la taille de notre
cylindre, L = 40; L, = 140, et trois situations:

1. le cas avec p = 1 et nous déterminons le parametre critique g. = ¢°. Il correspond
au cas particulier de la percolation de liens.

2. Le cas avec ¢ = 1 et nous déterminons le parametre critique p. = p2. 1l correspond
au cas particulier de la percolation de sites.
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Figure 7.4: Géométrie cylindrique des réseaux sanguin et 0Sseur.
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Figure 7.5: Transition entre phase de non-percolation et phase de percolation pour L =
40; Lz = 140 avec p =1 en (a), ¢ =1 en (b) et p = qen (c). L’abscisse correspond a la
valeur de q pour (a) et de p pour (b) et (c) et 'ordonnée a cs.
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3. Le cas avec p = ¢ (premiere diagonale du diagramme de phase) et nous déterminons
la valeur critique p. = q..

0.e

0.z

0.2 0.4 0. n.g 1

Figure 7.6: Diagramme des phases typique pour N = 47, N, = 142 La zone en mauve
correspondant auz valeurs pour lesquelles il y a percolation.

Pour calculer ces parametres critiques, nous étudions la taille du plus grand amas comme
fonction de p et de g. Pour chaque valeur de ces parametres, nous calculons le coefficient
cs défini en (4.1). Il est représentée sur la figure 7.5 pour les trois situations présentées
ci-dessus. Nous observons sur ces figures que le comportement du modele a trois dimen-
sions est formellement le méme que celui du modele a deux dimensions. Nous avons une
transition abrupte entre percolation et non-percolation, méme pour une dimension somme
toute modeste du systeme.

Nous pouvons définir ainsi les parametres critiques p. et g. comme nous ’avons fait pour
la simulation a deux dimensions, avec un critere de percolation cg = 0.5. Les résultats
de la figure 7.5 assurent, comme dans I’étude a deux dimensions, que nos simulations
numériques sont tres peu sensibles au choix du critere de percolation. Les valeurs des
parametres critiques (p2,1), (1,¢°) et (pe,q.) pour les trois situations (a),(b),(c) sont
données dans la Table 7.1.

| LL. [ P2 | & |pe=gq|
140,140 [[ 0.34 [ 0.26 | 0.54 |

Table 7.1: Valeurs des parameétres critiques a partir des figures 7.5.

Le diagramme de phase correspondant est indiqué sur la figure 7.6. Comme pour la
simulation & deux dimensions, la zone en mauve représente le domaine en (p,q) pour
lequel il existe un diagramme percolant.
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Chapitre 8

Conclusions

L’étude des biomatériaux constitue un domaine de recherche actif et en plein essor, solic-
itant différentes disciplines scientifiques, autour d'un projet commun de mise au point de
nouveaux biomatériaux capables de mieux s’intégrer avec les tissus receveurs. Cela passe
aussi par une meilleure compréhension des différents processus physiques, chimiques et bi-
ologiques mis en jeux. Cette étude nous a permis de réaliser une modélisation numérique
du processus de transformation en os de biomatériaux, en utilisant la théorie de la perco-
lation et une méthode de Monte-Carlo. Notre modele permet entre autre de bien séparer
I'influence des parametres physiques de celle des parametres chimiques et/ou biologiques,
et avec chacun d’entre eux d’agir sur une phase différente de I’évolution du biomatériau.
D’autre part, la conception de notre simulation a deux dimensions lui confere une bonne
capacité d’adaptation en vue de son utilisation pour des systemes tres différents y compris
a trois dimensions. En effet différents éléments permettent des choix:

1. la géométrie du réseau peut étre adaptée surtout pour des modelisations a trois
dimensions,

2. l'interface que nous avons considérée, idéale, peut étre au contraire choisie en fonc-
tion de différentes contraintes du systeme simulé,

3. le modele des spheres que nous utilisons pour déterminer les échelles spatiales et
temporelles de notre simulation, n’est pas le seul envisageable. Il peut étre modifié
en fonction des caractéristiques des biomatériaux accessibles expérimentalement,

4. le choix des valeurs des parameétres chimiques et/ou biologiques permet une grande
latitude d’adaptation en fonction des différents systemes simulés.

En continuité avec notre étude, nous proposons quelques prolongements possibles:

e Une étude générale des propriétés théoriques de la percolation sites-liens sur un
systeme de double réseau pourrait étre menée a partir de notre modele.
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e [’extension de la modélisation a trois dimensions a des systemes plus complexes en
utilisant les possibilités offertes par un double réseau a trois dimensions reste a faire.
Cela nécessitera probablement une optimisation de notre simulation au niveau des
temps de calcul pour ne pas arriver a des durées prohibitives pour la simulation.

e Enfin, afin d’étre utilisable a grande échelle, notre programme devra évoluer vers
un "logiciel” de simulation plus accessible a tout utilisateur potentiel.
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Résumé

Les biomatériaux interviennent dans de nombreuses applications médicales. La connaissance de leur
évolution une fois implantés dans 'organisme est primordiale pour les améliorer et en créer de nou-
veaux.

Dans cette optique, nous avons réalisé une modélisation & deux dimensions de la transformation d’un
biomatériau en os. Pour cette modélisation, nous utilisons la théorie de la percolation. Celle-ci traite
de la transmission d’information & travers un milieu ou sont distribués un tres grand nombre de sites
pouvant localement relayer cette information.

Nous présentons un modele de double percolation sites-liens, pour prendre en compte d’'une part la
vascularisation (et/ou résorption) du biomatériau de 'implant dans un os, et d’autre part sa continuité
mécanique.

Nous identifions les parametres pertinents pour décrire 'implant et son évolution, qu’ils soient
d’origine biologique, chimique ou physique. Les différents phénomenes sont classés suivant deux régimes,
percolant ou non-percolant, qui rendent compte des phases avant et apres vascularisation de 'implant.
Nous avons testé notre simulation en reproduisant les données expérimentales obtenues pour des implants
de corail. Nous avons réalisé une étude des différents parametres de notre modele, pour déterminer
I'influence de ceux-ci sur chaque phase du processus.

Cette simulation est aussi adaptable a différents systéemes d’implants. Nous montrons la faisabilité
d’une modélisation a trois dimensions en transposant la partie statique de notre simulation.

Mots clés : Biomatériau, Vascularisation, Résorption, Amas, Seuil de percolation.

Abstract

Biomaterials play an important role in many medical applications. To know how they evolve once
inserted in the human body is essential to improve them and to create new ones.

For this purpose, we have elaborated a two dimensional model for the transformation of biomaterial
into bone. For this model, we have used the percolation theory. This general theory accounts for the
transmision of information across an environment in wich a huge number of sites relay localy this piece
of information.

We present a double site-bond percolation model to account, on the one hand, for the vascular-
ization (and/or resorption) of biomaterial implant in bones and, on the other hand, for its mechanical
continuity.

We identify the relevant parameters to describe the implant and its evolution, and separate their
biological or chimical origin from their physical one. We classify the various phenomena in two regimes,
percolating or non-percolating, which concern the two stages before and after the vascularization of the
implant. We have tested our simulation by comparing them with experimental results obtained with
coral implants. We have studied how the various parameters of our model can influence each stage of the
process.

This simulation can also be applied to different types of implants. We show that a three dimensional
model is possible by transposing the static part of our simulation.

Keys words : Biomaterial, Vascularization, Resorption, Cluster, Percolation threshold.
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