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Chapitre 1

Introduction

AU cours de l’évolution, des organismes multicellulaires ont développé un squelette

pour protéger leurs organes, maintenir la forme de leur corps et se déplacer [205,

105]. Du fait de cette nouvelle mobilité, ces espèces ont pu se déplacer vers les eaux

douces où l’accès aux minéraux, présents dans l’eau de mer et indispensables au fonctionnement

de leur métabolisme [26, 164], fut restreint [205, 257]. Elles les puisèrent alors dans leur squelette,

lui conférant le rôle de réservoir de minéraux [47, 166, 205, 105, 257]. Le squelette, résultat de

millions d’années d’évolution, est donc une entité vivante complexe qui se renouvelle constam-

ment. Sous l’action coordonnée des cellules osseuses mécanosensibles (ostéocytes), destructrices

(ostéoclastes) et constructrices (ostéoblastes), il est ainsi, en moyenne, remplacé tous les 10 à 12

ans [252]. Ce processus de renouvellement, appelé remodelage osseux, assure la réparation des mi-

crofissures osseuses [256, 134], l’adaptation du tissu osseux à son environnement [255, 112, 236]

et l’homéostasie des minéraux composant la matrice osseuse (calcium, phosphate, sodium, chlo-

rure...) [47, 45, 105]. Un dysfonctionnement de ce remodelage osseux conduit à des maladies

telles que l’ostéoporose ou la maladie de Paget pour ne citer que les deux plus courantes [212].

Les coûts engendrés par de telles pathologies (cf. TABLE 1.1) et le nombre de personnes atteintes

(par exemple en Europe, toutes les 30 secondes, 1 personne a une fracture due à l’ostéoporose [98])

en font, aujourd’hui, un enjeu économique important [71].

Grâce à de nombreux travaux de recherche, différentes techniques de dépistages existent [76]

et divers traitements sont déjà proposés ou en cours de développement. La plupart des traitements

tendent à stopper la destruction de la matrice osseuse en diminuant la formation ou l’activité des

ostéoclastes (œstrogènes, SERM (ou Selective Estrogen Regulator Modulators : molécules s’at-
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Maladie osseuse Ostéoporose Maladie de Paget
Lieu de l’étude Europe France Europe

Coûts
en 2000 prévisions pour 2050 en 2005 en 2008

31.7 milliards d’euros 76.7 milliards d’euros 1270e
par an par an par personne

Nombre de personnes atteintes 1 femme sur 3 125 personnes sur 446
1-2% des adultes blancs

âgées de 50 ans ou plus 1 homme sur 5 (moyenne d’âge : 74 ans)

Références
[119]

Saraux et al. [212] [196]
[98]

TABLE 1.1 – Coûts engendrés par les maladies osseuses.

tachant aux récepteurs d’œstrogènes présents dans les cellules, ce qui provoque la modification

de l’expression des gènes, impliquant, par exemple, la diminution de la différenciation des ostéo-

clastes), bisphosphonates, calcitonine, inhibiteurs de la CTSK (ou Cathepsine K : enzyme chargée

de la dégradation du collagène de type I)), mais d’autres visent à augmenter la formation ou la

densité de la masse osseuse (PTH (ou Parathormone : favorise la différenciation des ostéoblastes

précurseurs en ostéoblastes), voie de signalisation RANK/RANKL/OPG, calcium, vitamine D)

[204]. Si ces traitements donnent des résultats encourageant quant à la réduction des risques de

fractures et à l’augmentation de la densité de masse osseuse, ces thérapies sont bien souvent ac-

compagnées d’effets secondaires (cardiovasculaires, gastrointestinaux, ostéonécrose) et peuvent

augmenter les risques de cancers du sein ou de l’intestin [200, 204, 72, 154, 241, 13, 254]. Ainsi,

pour pouvoir améliorer ces traitements et proposer de nouvelles thérapies contre les pathologies

osseuses, une meilleure compréhension du fonctionnement du tissu osseux est nécessaire.

1.1 Le tissu osseux

Pour comprendre le fonctionnement du tissu osseux, il faut d’abord connaître sa composition.

Dans cette partie, la structure de l’os et les cellules qui le composent sont présentées.

1.1.1 Deux types d’os

Le tissu osseux est principalement composé de cristaux d’hydroxyapatite (minéral de la famille

des phosphates de formule Ca5(PO4)3(OH)), de fibres de collagènes (représentant 90% de la com-

position organique de la matrice osseuse), de protéines non collagéniques, de cellules osseuses et

de fluide interstitiel [41, 83, 59, 66, 233]. Il peut être structuré de deux manières différentes : 1)

les fibres de collagènes sont désordonnées et la minéralisation est très rapide, ce qui donne un os

rapidement construit, se déformant facilement, très flexible et fragile : c’est l’os fibrillaire (ou os
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primaire). Il apparaît en général lors de la croissance du squelette ou en situation « d’urgence »,

comme par exemple suite à une fracture [134, 178, 66, 67]. 2) Les fibres de collagènes, parallèles

les unes par rapport aux autres, forment des lamelles et les cristaux d’hydroxyapatite comblent les

trous présents dans et entre les fibres de collagènes [181]. Cet os est appelé os lamellaire (ou os

secondaire). Sa formation est beaucoup plus lente que celle de l’os fibrillaire. Généralement, l’os

fibrillaire est remplacé par de l’os lamellaire, qui offre une structure plus optimisée et donc un os

plus solide [41, 59, 215]. Cet os lamellaire peut s’organiser lui-même de deux façons différentes :

soit les fibres de collagènes s’organisent en lamelles plates parallèles à la surface (os trabéculaire),

soit en lamelles concentriques organisées autour d’un vaisseau sanguin (os cortical) [66, 95]. Ainsi,

le squelette mature est composé de deux type d’os : l’os trabéculaire (ou plus communément appelé

os spongieux) et l’os cortical (ou os compact) (FIGURE 1.1 A).

L’os trabéculaire

Avec une porosité de 85%, l’os trabéculaire représente environ 20% de la masse totale du tissu

osseux. Il se trouve principalement au centre des extrémités des os longs ou dans les os plats

[83, 59, 101]. Son unité structurale est la trabécule. Ses pores sont remplis de moelle jaune, lieu de

formation des cellules souches mésenchymateuses (comme les adipocytes (cellules graisseuses),

les chondrocytes (cellules du cartilage), les ostéoblastes (cellules osseuses constructrices)...) et

de moelle rouge, où sont formées les cellules souches hématopoïétiques (comme les érythrocytes

(globules rouges), les leucocytes (globules blancs), les thrombocytes (plaquettes), les ostéoclastes

(cellules osseuses destructrices)...).

L’os cortical

L’os cortical se situe à la périphérie des os longs et est beaucoup plus dense que l’os trabécu-

laire, avec une porosité de 1 à 5% [87, 117]. Représentant 90% de la masse osseuse totale, cette

thèse s’intéresse plus particulièrement à ce dernier. L’os cortical possède une architecture multi-

échelle (FIGURE 1.1) détaillée ci-après.
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FIGURE 1.1 – Les différentes échelles du tissu osseux cortical. A. Deux types d’os existent : l’os trabéculaire et l’os
cortical ; B. Les ostéons : unités structurales de l’os cortical ; C. Réseau lacuno-canaliculaire présent dans les ostéons ;
D. Les ostéocytes : cellules mécano-sensibles de l’os cortical. Elles sont logées dans une lacune, baignent dans un
fluide interstitiel et développent des excroissances dendritiques ; E. Canalicule contenant une dendrite ostéocytaire ; F.
Phénomènes physiques pertinents ayant lieu à l’échelle du pore canaliculaire. Source : Lemaire et al. [146]

L’ostéon Chez la plupart des vertébrés, l’os cortical est constitué d’un ensemble de cylindres,

alignés les uns à côté à des autres et orientés dans le sens longitudinal de l’os (FIGURE 1.1 B).

Ces cylindres, appelés ostéons, ont une hauteur de l’ordre du millimètre et un diamètre variant de

200µm à 250µm [59, 129]. Ils sont reliés entre eux via des canaux sanguins transverses nommés

canaux de Volkmann. Un ostéon, unité structurale de l’os cortical, est formé de plusieurs dizaines

de lamelles cylindriques concentriques organisées autour d’un vaisseau sanguin occupant le canal

de Havers [198, 59]. La lamelle extérieure de l’ostéon (ou ligne cémentante) a des propriétés méca-

niques différentes des autres lamelles [12]. C’est le long de cette ligne que les fractures osseuses se

propagent [132]. Chaque lamelle, d’environ 3− 7µm d’épaisseur, est constituée de cristaux d’hy-

droxyapatite et de fibres de collagène, parallèles les unes par rapport aux autres. D’une lamelle à

une autre, l’orientation des fibres de collagène change [198]. Il existe deux types de lamelles : les

lamelles denses, riches en collagène, et les lamelles moins denses, pauvres en collagène. Environ
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une lamelle sur trois abritent des cellules osseuses mécanosensibles appelées ostéocytes [178]. Il

semblerait que ces lamelles-ci soient les lamelles pauvres en collagène [12].

Le réseau lacuno-canaliculaire Les ostéocytes sont logés dans des cavités elliptiques appelées

lacunes (FIGURE 1.1 C). Ils en occupent environ les 2/3 [58], le 1/3 restant étant rempli de fluide

interstitiel et de matrice péricellulaire. De la ligne cémentante vers le canal de Havers, la taille

de ces lacunes diminue tout comme l’épaisseur de la lamelle qui les contient [12]. En moyenne,

les mesures de ces lacunes sont de l’ordre du micromètre pour les petits axes à la dizaine de

micromètres pour les grands axes [58, 129, 23, 99, 177]. Les ostéocytes sont reliés entre eux par des

excroissances dendritiques qui se déploient dans des petits canaux appelés canalicules. Du canal de

Havers vers la ligne cémentante, le nombre de ces canalicules augmente jusqu’à un certain plateau

[170]. Même si les longueur et rayon canaliculaires varient d’une espèce à une autre et selon l’âge

au sein d’une même espèce [59, 23], leurs ordres de grandeur caractéristiques sont respectivement

la dizaine de micromètres et la centaine de nanomètres [130, 197, 129, 245, 23, 264]. Le nombre de

canalicules par lacune varie de plusieurs dizaines à une centaine selon l’espèce et l’âge considérés

[193, 60, 187, 23, 61]. En terme de densité, il y a environ 0.022− 0.18 canalicules /µm2 [161, 243,

245]. Ce réseau lacuno-canaliculaire, offrant une importante surface d’échanges moléculaires (400

fois plus grande que le réseau de Havers-Volkmann et 133 fois plus grande que l’os trabéculaire

[30, 203]), permet l’apport des nutriments, l’évacuation des déchets et la transmission de signaux

biochimiques entre les cellules osseuses mécanosensibles [99].

Remarque : Il est intéressant de noter que cette organisation (canaux de Havers et Volkmann d’une

part, réseau lacuno-canaliculaire d’autre part) est en place afin de permettre un apport optimisé

des nutriments aux ostéocytes. Lorsque l’épaisseur de l’os cortical est inférieure à la taille d’un

ostéon, comme c’est le cas par exemple chez la grenouille, les ostéons sont inutiles et inexistants.

Seul le réseau lacuno-canaliculaire est présent. La présence de ces ostéons résulte de l’évolution

accompagnant l’augmentation de la taille des vertébrés [170].
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1.1.2 Cellules osseuses
Les ostéocytes

Les ostéocytes sont les cellules osseuses les plus nombreuses [178, 127, 99, 35]. Avec une

durée de vie d’une dizaine d’années, ce sont les cellules osseuses qui vivent le plus longtemps

[35]. De forme stellaire et repartis uniformément dans l’os cortical, les ostéocytes sont organisés

de telle sorte que chacun d’entre eux compte en moyenne une douzaine de voisins auquel il est

lié via des jonctions communicantes [178, 60] (FIGURE 1.1 C, D). Ces cellules créent ainsi un

réseau ostéocytaire leur permettant de percevoir rapidement et efficacement le moindre change-

ment morphologique apparaissant dans la matrice osseuse [99]. Tout comme le corps ostéocytaire,

l’espace annulaire entre la dendrite et la paroi du canalicule est occupé par du fluide interstitiel et

une matrice péricellulaire (FIGURE 1.1 E, F) [167]. Cette matrice péricellulaire relie la membrane

ostéocytaire et la paroi du canalicule. Elle maintient de cette manière l’excroissance cellulaire au

centre du canalicule [259, 103, 260]. Les ostéocytes, et plus particulièrement leurs dendrites, sont

sensibles à la contrainte de cisaillement induite par l’écoulement du fluide interstitiel dans lequel

elles baignent [1, 126, 178, 60, 20, 21, 128, 33, 86] ainsi qu’à la déformation de leur membrane

[126, 169, 103, 99, 4]. En effet, les ostéocytes réagissent à un stimulus mécanique, par exemple,

en sécrétant des molécules (monoxyde d’azote, ostéopontine) ou en augmentant leur concentration

en calcium intracellulaire [258, 20, 4, 203]. C’est la mécano-transduction osseuse qui comporte

trois étapes : 1) le stimulus mécanique est repéré par les récepteurs des cellules mécano-sensibles

(a priori, les ostéocytes), 2) la cellule transforme le stimulus mécanique en un signal biochimique

ou électrique, 3) le signal créé est transmis aux cellules effectrices (a priori, les ostéoblastes et les

ostéoclastes) [60].

Bien qu’encore mal compris, différentes hypothèses tentent d’expliquer les mécanismes par

lesquels les ostéocytes transforment un stimulus mécanique en un message biochimique. Parmi

celles-ci, la déformation de la matrice péricellulaire par l’écoulement du fluide interstitiel im-

pliquant la déformation de la membrane ostéocytaire [259, 103, 260], la présence de petits cils

à la surface des membranes ostéocytaires vus comme des senseurs [32, 199, 111] ou encore

l’ouverture/fermeture des canaux ioniques sous l’action d’une différence de potentiel électrique
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dans leur voisinage, d’une déformation de la membrane cellulaire ou d’un récepteur ionotrope 1

[164, 86, 199, 152, 203] sont proposées.

Issus des ostéoblastes (cf. section 1.2), les ostéocytes présentent des propriétés génétiques ca-

ractéristiques des cellules mésenchymateuses (comme les ostéoblastes) mais aussi hématopoïé-

tiques (comme les ostéoclastes) [99, 35]. Ainsi, ils sont capables de modifier leur environnement en

minéralisant ou déminéralisant la matrice osseuse qui les entoure [22, 30, 33, 195, 34]. Agissant de

cette manière, ils altèrent leur sensibilité à l’écoulement du fluide interstitiel. La mécano-sensibilité

des ostéocytes ainsi que leur omniprésence dans l’os cortical en font des acteurs majeurs de la ré-

gulation homéostatique des minéraux (tels que le calcium et le phosphate) ainsi que du remodelage

osseux [65, 33, 99].

Les ostéoblastes

Environ 5% des cellules osseuses sont des ostéoblastes [35]. D’une durée de vie de quelques

semaines, les ostéoblastes possèdent des petits cils sur la surface membranaire [153, 158]. Ils ont

une origine mésenchymateuse, comme les adipocytes, les chondroblastes, les myoblastes ou en-

core les fibroblastes [101]. À cause leur origine commune, les fibroblastes et les ostéoblastes ne

sont pas facilement identifiables en culture cellulaire [77]. Les cellules précurseurs des ostéoblastes

(pré-ostéoblastes) se trouvent dans la couche interne ostéogène du périoste et dans la moelle os-

seuse [41, 83, 153]. Ces pré-ostéoblastes se différencient en ostéoblastes sous l’action de molécules

diverses (facteurs de transcription, facteurs de croissance, hormones) [77, 215, 153]. Une fois dif-

férenciées en ostéoblastes, les cellules sécrètent des lamelles alternatives de collagène de type-I,

formant ainsi une matrice osseuse non minéralisée appelée ostéoïde. Les ostéoblastes déposent

également des protéines non collagéniques (protéoglycanes, glycoprotéines, phosphoprotéines...).

Certaines de ces protéines forment et contrôlent la croissance des cristaux d’hydroxyapatite, tandis

que les autres sont séquestrées dans la matrice osseuse [163, 153, 233]. Lorsque l’ostéoïde a atteint

une certaine épaisseur (généralement inférieure à 4 lamelles), sa minéralisation commence à partir

de la première lamelle déposée et suit progressivement la formation des lamelles : c’est le front

de minéralisation [83]. Outre la fabrication de la matrice osseuse de collagène-apatite, les ostéo-

blastes régulent également la différenciation et l’activité des ostéoclastes [77, 80, 206, 191]. Lors

1. Protéine de la membrane cellulaire qui, lorsqu’un ligand s’y attache, déclenche l’ouverture d’un canal ionique.
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du remodelage osseux, les ostéoblastes matures peuvent se différencier en ostéocytes, en cellules

bordantes ou disparaître par apoptose [41]. Les cellules bordantes de l’os ont une forme allongée

et aplatie et se situent à la surface du tissu osseux, c’est-à-dire aux parois des canaux de Havers et

Volkmann, du périoste et de l’endoste. Elles sont liées entre elles et aux ostéocytes par des jonc-

tions communicantes. Vues comme des ostéoblastes passifs, elles sont cependant soupçonnées de

jouer un rôle important dans le remodelage osseux (cf. section 1.2) [41, 80, 101]. Bien que les os-

téocytes dérivent des ostéoblastes, leurs propriétés diffèrent [21, 33, 99, 35]. Ces différences sont

d’autant plus marquées que l’âge de l’ostéocyte est avancé. Par exemple, les jeunes ostéocytes sont

autant sensibles à la contrainte de cisaillement induite par l’écoulement du fluide interstitiel que

les ostéoblastes, contrairement aux vieux ostéocytes qui le sont beaucoup plus [22, 126, 128, 86].

Les ostéoclastes

Les pré-ostéoclastes sont formés dans la moelle osseuse rouge [83]. En présence de signaux

biochimiques (comme le ligand RANKL), ils fusionnent pour créer une cellule géante multinu-

cléée (3 − 20 noyaux [41]) : c’est la différenciation des pré-ostéoclastes en ostéoclaste mature.

Représentant 1% des cellules osseuses, les ostéoclastes sont des macrophages d’une durée de vie

de quelques jours [33]. Ce sont des cellules polarisées avec les noyaux présents du côté opposé à

la matrice osseuse et un bord ondulé au contact de la matrice osseuse [41, 233]. Lorsque les ostéo-

clastes matures sont activés, leurs membranes plasmiques se lient à la matrice osseuse pour former

un compartiment étanche sous la cellule [83]. L’ostéoclaste sécrète alors des enzymes qui acidi-

fient le compartiment. L’érosion de la matrice osseuse sous-jacente résulte de cette acidification.

Les déchets (fibres de collagène, calcium, phosphate, protéines non collagéniques) sont ensuite

évacués dans le sang [39].

1.2 Le remodelage osseux

Le squelette se renouvelle constamment. Par ce remaniement, il 1) adapte sa structure à son en-

vironnement diminuant les risques de fractures, 2) répare les microfissures créées par des charge-

ments mécaniques répétitifs et 3) régule l’homéostasie systémique en augmentant ou en diminuant

la concentration des minéraux, tels que le calcium ou le phosphate [45, 67]. Ce processus, qui dure

plusieurs mois, se fait sous l’action coordonnée des cellules osseuses. Les différentes étapes de ce
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phénomène sont décrites ci-après.

1.2.1 Déroulement

La quiescence À travers les canalicules et/ou les jonctions communicantes, les ostéocytes pré-

sents dans un réseau lacuno-canaliculaire « sain » (c’est-à-dire n’ayant aucun dommage) envoient

en permanence des signaux biochimiques (monoxyde d’azote, sclérostine...) aux cellules effec-

trices (cellules bordantes, ostéoblastes, ostéoclastes) présentes à la surface de l’os. Ces signaux

inhibent l’activation des ostéoclastes [44, 45, 33, 99].

L’activation Lorsqu’un traumatisme (une microfracture par exemple) perturbe le réseau lacuno-

canaliculaire, les ostéocytes présents aux environs du dommage meurent par apoptose [178]. Ces

décès ostéocytaires arrêtent l’inhibition de l’activité ostéoclastique et déclenchent la libération de

signaux biochimiques (RANKL) favorisant le recrutement des ostéoclastes [45, 127, 99, 111, 191,

35].

La résorption Les précurseurs des ostéoclastes migrent alors vers le site endommagé puis se

différencient en ostéoclastes. Une fois formés, les ostéoclastes adhèrent à la matrice osseuse en

créant un petit espace sous la cellule où ils sécrètent des acides et des enzymes qui dissolvent la

matrice osseuse [24]. Ainsi, progressivement, les ostéoclastes résorbent la matrice osseuse, laissant

apparaître une cavité appelée lacune de Howship. Cette lacune a la forme d’un tunnel (os cortical)

ou d’une soucoupe (os trabéculaire) [83]. La destruction de la matrice osseuse s’arrête lorsque

les ostéoclastes rencontrent des ostéocytes sains qui sécrètent des signaux biochimiques inhibant

l’activité ostéoclastique [127]. Lorsque la destruction de la matrice osseuse est terminée, les ostéo-

clastes meurent par apoptose [136]. Même si la résorption de l’os trabéculaire est plus rapide que

celle de l’os cortical [101], la durée moyenne de cette étape est de 2 à 3 semaines [204, 101].

L’inversion Une fois que la lacune de Howship est creusée, des fibres de collagène, encore an-

crées dans la matrice osseuse, dépassent au niveau des surfaces de la cavité. Les cellules bordantes

nettoient alors ces surfaces en s’enroulant autour des protubérances collagéniques et en les digé-

rant [80, 101]. Cette phase dure 4 à 5 semaines [101]. Une fois leur travail achevé, les cellules

9



bordantes déposent au fond de la cavité une fine couche riche en protéines : c’est la ligne cémen-

tante [215, 80]. Elle reliera l’ancien os au nouveau.

La formation Lorsque la cavité est prête, les ostéoblastes commencent à déposer le collagène

ainsi que les protéines non collagéneuses, formant l’ostéoïde. Puis le front de minéralisation ap-

paraît tandis que les ostéoblastes continuent de remplir progressivement la lacune de Howship

d’une nouvelle matrice osseuse. Parfois, un ostéoblaste demeure pris au piège dans la matrice

osseuse : il se différenciera en un ostéocyte. Entre 10% et 20% des ostéoblastes subiront ce sort

[236, 177, 203]. La nouvelle matrice osseuse est formée en 3 ou 4 mois environ [204, 101]. Le pro-

cessus de remodelage est terminé lorsque la surface de l’os a retrouvé son état initial de quiescence.

Les ostéoblastes restant se différencient alors en cellules bordantes ou disparaissent par apoptose.

Remarque : Il est évident qu’une bonne communication entre les différentes cellules osseuses

assure le bon déroulement du remodelage osseux [42]. Comprendre et maîtriser ces communica-

tions conduirait à la régression des maladies osseuses. Les échanges cellulaires ne sont pas en-

core tous très bien connus, mais parmi eux, un des plus prometteur est la voie de signalisation

RANKL/RANK/OPG [39, 206, 190, 191, 43]. Il est également intéressant de souligner que les

protéines non collagéneuses sécrétées par les ostéoblastes et séquestrées dans la matrice osseuse

sont libérées lors de la résorption osseuse. Il semblerait que certaines de ces protéines activent la

différenciation des pré-ostéoblastes en ostéoblastes et inhibe l’activité des ostéoclastes [163].

1.2.2 Deux types de remodelage : ciblé et non ciblé

Le remodelage osseux semble être régulé par les ostéocytes. Cependant, deux types de remo-

delage osseux sont connus : le remodelage « ciblé» et le remodelage « non ciblé». Le premier est

déclenché par exemple lors de la réparation d’une microfissure ou de l’adaptation du squelette à

son environnement : les ostéoclastes migrent vers l’endroit endommagé et commencent à y résor-

ber la matrice osseuse. Il s’ensuit la formation d’une nouvelle matrice osseuse par les ostéoblastes

et le front de minéralisation, pour finalement retrouver un tissu osseux non endommagé. Mais

lorsque le corps a besoin de rééquilibrer ses concentrations en calcium ou en phosphate, comme

en cas d’hypocalcémie par exemple, les ostéoclastes résorbent aléatoirement la matrice osseuse.

En effet, le but du remodelage dans ce cas-ci est de libérer rapidement du calcium, peu importe
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l’endroit. Burr [45] estime que 30% des remodelages osseux ayant lieu sont ciblés les 70% restant

étant non-ciblés. De façon intéressante, les ostéocytes ont aussi la capacité de réguler ponctuelle-

ment la concentration en calcium/phosphate du fluide interstitiel. Il semblerait qu’ils utilisent cette

fonction principalement en période d’allaitement [33, 195, 34].

1.3 Modèles existants : état de l’art

Le remodelage osseux intéresse les scientifiques depuis plusieurs siècles. En 1638, Galilée

fut le premier à imaginer un parallèle entre la taille des os et le chargement qu’ils subissent

[35]. Plus tard, Wolff [255] proposa l’adaptation du tissu osseux aux forces mécaniques envi-

ronnantes. Aujourd’hui, devant les enjeux socioéconomiques engendrés par les maladies osseuses,

de nombreuses études expérimentales et théoriques s’intéressent au tissu osseux. Bien que non

homogène, élastique, voire viscoélastique et anisotrope [100, 79], le tissu osseux est souvent mo-

délisé comme un matériau élastique linéaire, homogène et isotrope transverse [109]. Cependant,

la présence de pores saturés de fluide interstitiel font du tissu osseux un milieu poreux. Ainsi,

lorsque l’os est soumis à des contraintes mécaniques, des flux interstitiels se créent aux différentes

échelles [189]. Soupçonnés de jouer un rôle majeur dans le remodelage osseux [86], l’importance

de ces flux et leurs comportements ont été examinés par diverses études 2 à l’échelle de l’organe

[261, 156, 243, 216, 244], de l’ostéon [262, 201, 37, 142, 202], et du réseau lacuno-canaliculaire

[253, 219, 259, 244, 103, 260, 10]. D’autres études, plus soucieuses de l’influence de la struc-

ture complexe du tissu osseux, proposent des modèles multi-échelles pour étudier l’écoulement du

fluide interstitiel à une petite échelle et ses conséquences aux échelles supérieures [253, 156, 64].

Les caractéristiques du tissu osseux (coefficients d’élasticité, perméabilité, porosité, morphologie)

ont été déterminées par différentes études tant à l’échelle de l’organe [50, 157], qu’à l’échelle du

réseau lacuno-canaliculaire [197, 23, 91] et de la matrice de collagène-hydroxyapatite [52, 209,

210, 211].

Par ailleurs, le tissu osseux présente des propriétés électriques [70] et sa déformation engendre des

potentiels électriques [221, 182, 121] dont l’origine serait électrocinétique plutôt que piézoélec-

trique [193, 208, 188, 62, 145].

Enfin, puisque primordial pour la survie des ostéocytes, d’autres études se sont intéressées au

2. basées pour la plupart sur la théorie de la poroélasticité introduite par Biot [28]
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transport des nutriments des vaisseaux sanguins aux cellules osseuses. Il en ressort que, malgré

l’optimalité [170] de la taille des ostéons, cette dernière semble trop grande pour que de grosses

molécules (telles que les protéines) puissent atteindre, par diffusion, les ostéocytes proches de la

ligne cémentante. Ainsi, de nombreuses études estiment que le mécanisme de transport majeur au

sein du réseau lacuno-canaliculaire est la convection [189, 130, 187, 213, 264, 150, 194].

Ces nombreuses études ont permis une meilleure compréhension du tissu osseux et de son com-

portement, conduisant au développement de différents modèles du remodelage osseux [133, 148,

250, 73, 155, 53, 206, 220, 235, 191].

1.4 Nouveauté

Un des éléments clés du remodelage osseux serait le rôle joué par l’écoulement du fluide in-

terstitiel au sein du réseau lacuno-canaliculaire, et plus précisément, la contrainte de cisaillement

ressentie par les ostéocytes, notamment au niveau de leur dendrite. Par conséquent, comprendre

le comportement du fluide au sein du canalicule est important pour prédire la réponse ostéocy-

taire. Les différentes recherches menées jusqu’ici indiquent que le tissu osseux est un milieu po-

reux chargé et saturé par un électrolyte. Mais des études s’intéressant aux effets de l’écoulement

d’un électrolyte au sein d’un milieu poreux saturé et chargé révèlent que des phénomènes électro-

chimiques ayant lieu à l’échelle du pore sont responsables d’événements visibles à l’œil nu tels

que les performances électriques des piles à combustible [54], les fissures des structures en bé-

ton armé en façade maritime ou zone de déverglaçage [38] ou encore le gonflement des argiles

[173, 135, 151, 141]. Étant donné que le tissu osseux présente des caractéristiques similaires à ces

matériaux, des modèles multi-échelles, inspirés de ces travaux, ont donc été développés au sein

du laboratoire pour mieux comprendre les phénomènes multiphysiques qui régissent in vivo les

interactions entre le fluide interstitiel, la matrice solide et les cellules osseuses [140, 143, 137].

Ces modèles tiennent compte, à l’échelle du pore, de phénomènes couplés tels que la conduction

hydraulique, l’osmose, l’électroosmose, la diffusion, la convection et l’électromigration ainsi que

de la présence d’une double-couche électrique et de la matrice péricellulaire (cf. FIGURE 1.1 F).

Ces phénomènes sont décrits ci-après.

1.4.1 Phénomènes couplés considérés dans nos modèles
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Conduction hydraulique Lorsqu’une contrainte est appliquée sur un milieu poreux, un gradient

de pression se forme au niveau des pores. Pour compenser cette différence de pression, le fluide

interstitiel est chassé et un écoulement se forme : c’est la conduction hydraulique, mouvement d’un

fluide sous l’effet d’un gradient de pression.

Électroosmose Lorsque qu’un gradient électrique est présent, les espèces chargées mobiles pré-

sentes dans le fluide se meuvent pour compenser cette différence de potentiel, entraînant avec

elles, par effet visqueux, des particules de fluide. Un écoulement de fluide apparaît alors : c’est

l’électroosmose, mouvement d’un électrolyte sous l’action d’un gradient de potentiel électrique.

Osmose Soient deux solutions séparées par une membrane semi-perméable empêchant le pas-

sage des solutés. Si les deux solutions ont des concentrations chimiques différentes, le solvant

se déplace des zones de faibles concentration vers les zones de fortes concentration pour réta-

blir l’équilibre chimique. C’est l’osmose : mouvement d’un fluide sous l’action d’un gradient de

concentration.

Potentiel d’écoulement Lorsqu’un milieu poreux saturé par une solution électrolytique est sou-

mis à un gradient de pression, le fluide présent dans les pores s’écoule, entraînant le déplacement

des ions. Un potentiel électrique peut alors est mesuré. C’est le potentiel d’écoulement : courant

électrique dû au déplacement des ions en réponse à un gradient de pression.

Conduction électrique Lorsqu’une solution électrolytique (ou tout autre conducteur) est sou-

mise à un gradient électrique, les espèces chargées se déplacent pour compenser la différence de

potentiel électrique. Leur déplacement crée un courant électrique. C’est la conduction électrique :

le déplacement d’espèces chargées en réponse à un gradient électrique.

Diffusion et potentiel de membrane L’introduction d’un gradient de concentration entre deux

solutions séparées d’une membrane engendre le déplacement des espèces ioniques pour compenser

la différence de concentration. Un courant électrique peut alors est mesuré. C’est le potentiel de

membrane : courant électrique apparaissant sous l’influence d’un gradient de concentration.
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Hyperfiltration Soient deux solutions de même concentration, séparées par une membrane semi-

perméable. L’application d’une pression sur la solution A entraîne l’écoulement du solvant de la

solution A vers la solution B, créant une surconcentration d’espèces chimiques dans la solution A,

en comparaison avec la solution B. Pour compenser cette différence de concentration, les espèces

chimiques de la solution A ont tendance à se coller à la membrane semi-perméable. C’est l’hyper-

filtration : le mouvement d’espèces chimiques en réponse à un gradient de pression. Ce phénomène

est également appelé osmose inverse.

Électromigration La présence d’un gradient électrique génère le mouvement de charges élec-

triques des zones de fort potentiel vers celles de faible potentiel : c’est l’électromigration, déplace-

ment de charges sous l’action d’un gradient électrique.

Diffusion En présence d’un gradient de concentration, les espèces chimiques migrent, aléatoire-

ment, des zones de forte concentration à celles de faible concentration, pour rééquilibrer le système.

Ce mécanisme de transport est appelé la diffusion.

Convection Lorsqu’un fluide s’écoule, les espèces chimiques présentes peuvent se déplacer en

se laissant porter par l’écoulement du fluide : c’est la convection.

L’origine de ces phénomènes couplés est résumée dans le tableau ci-dessous.

``````````````̀Résultat
Force motrice Gradient Gradient Gradient

de pression de potentiel électrique de concentration
Flux Conduction

Électroosmose Osmose
hydraulique hydraulique
Courant Potentiel Conduction Diffusion et
électrique d’écoulement électrique potentiel de membrane
Flux d’ions Hyperfiltration Électromigration Diffusion

TABLE 1.2 – Origines de différents phénomènes couplés (d’après Lemaire [135]). Les phénomènes considérés dans
nos modèles aux échelles microscopiques sont en noir. Les différents phénomènes couplés sont décrit ci-dessus.
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1.4.2 Double couche électrique

La matrice osseuse et la membrane ostéocytaire possèdent toutes deux une densité surfacique

de charge négative due à la présence de fibres de collagène pour la première et d’acides gras pour

la seconde [74, 163]. Par conséquent, la force de Coulomb tend à attirer les cations en solution vers

les interfaces solides / fluides tandis que les anions sont repoussés vers le centre du pore. Il se forme

alors aux interfaces une double-couche électrique composée d’une couche de cations adsorbés à la

surface (couche de Stern) et d’une couche de cations mobiles au voisinage de la surface (couche

diffuse ou de Gouy-Chapman) (cf. FIGURE 1.2). La longueur de Debye LD caractérise l’épaisseur

de cette double-couche électrique. Le plan séparant les ions liés à la surface des ions mobiles est

appelé plan de cisaillement. Il peut être confondu avec le plan séparant la couche de Stern de la

couche diffuse. C’est au plan de cisaillement que le potentiel Zêta ζ est mesuré.

FIGURE 1.2 – Phénomène de double-couche électrique. Les cations présents dans le fluide interstitiel sont attirés aux
interfaces et forment une double-couche électrique composée d’une couche de cations adsorbés ou couche de Stern et
d’une couche diffuse de cations mobiles ou couche de Gouy-Chapman (schéma adapté de Hunter [110]).

1.4.3 Échanges chimiques

Les ostéocytes sont des cellules vivantes. Ils ont besoin de nutriments, évacuent leurs déchets

et communiquent entre eux par l’envoi de messages biochimiques. De plus, des flux chimiques

physiologiques ont été observés entre la matrice osseuse et le fluide interstitiel [195, 34, 159].

Ainsi, des échanges chimiques ont lieu aux interfaces solide/fluide. Or, de tels échanges peuvent
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changer les propriétés physico-chimiques du milieu et modifier ainsi l’écoulement du fluide inter-

stitiel. Les modèles développés jusqu’à présent au sein du laboratoire ne tenant pas compte de ces

échanges, cette thèse enrichit les travaux précédents et propose un nouveau modèle multi-échelle

qui considère les échanges. De plus, le modèle proposé est décrit pour un électrolyte à composants

multiples puisque la composition exacte du fluide interstitiel est inconnue [129].

1.5 Conclusion

De nos jours, les maladies osseuses touchent un grand nombre de personnes âgées et coûtent

cher. Ces pathologies surviennent dans certains cas suite à un dysfonctionnement du remodelage

osseux. Les cellules mécanosensibles enfouies dans la matrice osseuse, les ostéocytes, sont soup-

çonnées d’être à l’origine du renouvellement du tissu osseux. Une meilleure compréhension du

fonctionnement de ces dernières pourrait donc conduire à de nouvelles indications thérapeutiques.

Aujourd’hui, plusieurs études ont montré l’influence non négligeable de l’écoulement du fluide

interstitiel sur la sensibilité des ostéocytes et donc le remodelage osseux. Devant l’importance

de ce phénomène, ce travail de thèse développe, dans le chapitre 2, un modèle multi-échelle de

l’écoulement du fluide interstitiel et du transport des ions à l’échelle lacuno-canaliculaire. Les

phénomènes physiques pertinents sont décrits à l’échelle du pore ostéocytaire puis propagés, via

une méthode d’homogénéisation périodique de type asymptotique, à l’échelle canaliculaire. Une

analyse de sensibilité multi-paramétrique est ensuite réalisée dans le chapitre 3 pour percevoir

l’influence de chaque variable sur l’écoulement interstitiel. Les résultats obtenus conduisent au

chapitre 4 qui expose l’importance de la chimie, à travers des expériences réalisées avec le Pro-

fesseur S. V. Komarova de la Faculté de médecine dentaire de l’Université McGill d’une part, et

une étude théorique d’autre part. Cette étude théorique s’intéresse aux effets que peuvent induire

des flux de calcium physiologiques sur les phénomènes de transport. Le chapitre 5 étend le mo-

dèle canaliculaire à l’échelle de l’ostéon en utilisant, à nouveau, une méthode d’homogénéisation

périodique de type asymptotique. Enfin, ce travail de thèse s’achève par une conclusion générale.
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Chapitre 2

De l’échelle du pore à celle du canalicule

LA mécano-sensibilité des ostéocytes vis-à-vis l’écoulement du fluide interstitiel les en-

tourant semble être à l’origine du remodelage du tissu osseux. Différents phénomènes

peuvent déclencher l’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux chargé négative-

ment : la conduction hydraulique en présence d’un gradient de pression, l’osmose en réponse à

un gradient de concentration ou encore l’électroosmose suite à un gradient de potentiel électrique.

Si, en général, la plupart des modèles déjà développés tiennent compte d’un ou deux de ces phé-

nomènes, aucun jusqu’à présent n’a pris en compte l’importance de l’association des trois phé-

nomènes. Or différentes études ont montré que sous l’action d’un gradient de pression, survenant

par exemple lors d’activités physiques telles que la marche, la masse osseuse augmentait. De plus,

une des techniques cliniques actuelles pour accroître la masse osseuse est la création d’un gradient

électrique [84, 247, 248, 217]. Par ailleurs, des flux de calcium apparaissant au niveau du réseau

lacuno-canaliculaire ont été mesurés expérimentalement. En parallèle, les cellules osseuses sont

des entités vivantes. Elles puisent donc leurs nutriments dans le fluide interstitiel et y évacuent

leur déchets. Ces phénomènes créent des gradients chimiques. Ainsi, il semble important de tenir

compte de la conduction hydraulique, de l’osmose et de l’électroosmose pour décrire l’écoulement

du fluide interstitiel au sein du réseau lacuno-canaliculaire. Par ailleurs, lorsque certaines études

étudient le transport des molécules, elles tiennent compte de la diffusion et/ou de la convection,

mais bien souvent, l’électromigration, qui est le déplacement d’ions provoqué par un courant élec-

trique, est oubliée. Or, sous l’action d’un gradient de pression, les espèces chargées présentes dans

le fluide interstitiel se meuvent, créant des différences de potentiels électriques dus à la force de

Coulomb. Ainsi, l’électromigration est présente dans le réseau lacuno-canaliculaire et doit égale-

ment être prise en compte lors de la modélisation du transport des espèces chimiques. Ainsi, un
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modèle de l’écoulement du fluide interstitiel et du transport des espèces chimiques, tenant compte

des phénomènes hydro-électro-chimiques, est développé à l’échelle du pore. Il est propagé par la

suite à l’échelle du canalicule via une méthode d’homogénéisation périodique de type asympto-

tique.

2.1 Modèle à l’échelle du pore

À l’échelle du pore, l’os cortical est vu comme un milieu poreux saturé par une solution élec-

trolytique. Sa phase solide Ωs est l’union du canalicule avec la dendrite ostéocytaire. Sa phase

fluide Ω contient des ions dissous dans de l’eau. L’interface entre les deux phases est notée ∂Ω.

Le canalicule et la dendrite ostéocytaire sont représentés par deux cylindres concentriques de sec-

tion droite circulaire, de rayons respectifs RC et RM . Le fluide interstitiel s’écoule dans l’espace

annulaire δR = RC −RM . Devant l’importance du rôle joué par l’écoulement du fluide interstitiel

et le transport ionique sur l’activité et la survie ostéocytaire, cette thèse se focalise sur la phase

fluide du pore canaliculaire. Ainsi, la déformation de la phase solide, bien qu’existante, n’est pas

considérée dans cette thèse. La phase solide est donc supposée indéformable. Les champs décrits

dans la suite se rapportent à la base (er, eθ, z) associée aux coordonnées cylindriques (r, θ, z) où

l’axe z désigne l’axe du canalicule.

2.1.1 Électrostatique

Les effets électromagnétiques sont considérés très petits et donc négligés. Pour un matériau

diélectrique, homogène, isotrope et dont le comportement est linéaire, le champ de « déplace-

ment »électrique D est une fonction linéaire du champ électrostatique E. Leur relation est donnée

par l’équation suivante :

D = εE, (2.1)

où la permittivité du milieu ε = ε0εr est le produit entre la constante diélectrique εr et la per-

mittivité du vide ε0. Or, l’équation de Maxwell-Faraday indique que le champ électrostatique est

l’opposé du gradient du potentiel électrique ∇φ : E = −∇φ, où l’opérateur spatial ∇ désigne

le gradient. De plus, la forme différentielle du théorème de Gauss relie la densité volumique de

charges électriques Q au flux du champ de déplacement électrique : ∇ ·D = Q. En injectant ces
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équations dans (2.1), l’équation suivante est obtenue :

∇ · ∇φ = − Q

ε0εr
, (2.2)

où l’opérateur spatial∇· désigne la divergence. En remarquant que la densité de charges électrique

disponible est le produit entre la constante de Faraday F et les concentrations pondérées par les

valences c =
∑

i Zini (où Zi est la multiplication de la valence zi de l’ion i par le signe de sa

charge et ni est la concentration de l’ion i), l’équation de Gauss-Poisson est obtenue. Elle décrit le

potentiel électrique en fonction de la distribution des charges électriques :

∇ · ∇φ = − F

ε0εr

∑
i

Zini. (2.3)

Différentes conditions limites peuvent être associées à l’équation de Gauss-Poisson (2.3). Si la

valeur du potentiel électrique aux parois est directement considérée, une condition de Dirichlet

peut être utilisée :

φ = ζ sur ∂Ω, (2.4)

où ζ est le potentiel Zêta mesuré au plan de cisaillement (cf. FIGURE 1.2). En revanche, si le

flux de charges à travers la surface du pore est plus intéressant, une condition de Neumann est

envisageable :

∇φ · n =
σtot
ε0εr

, (2.5)

où n est le vecteur unitaire normal orienté du fluide vers le solide et σtot est la densité surfacique

de charge totale. Différentes approximations existent pour lier σtot et ζ . Tout d’abord, comme un

gradient électrique est une différence de potentiel électrique divisée par une longueur, on peut

simplement utiliser la condition de Neumann comme suit :

∇φ · n ≡ ζ

LD
, (2.6)

En effet, en supposant que la couche de Stern fasse partie de la surface, le potentiel à la surface

est alors le potentiel Zêta ζ . Or la longueur de Debye LD, définie dans la sous-section 2.2.1, est

une estimation de la distance sur laquelle les cations présents dans le fluide interstitiel écrantent

les anions de la surface (épaisseur de la double-couche). Par conséquent, au-delà de la longueur

de Debye, le potentiel électrique est quasi nul. Ainsi, la différence de potentiel entre la surface et

19



la fin de la double-couche vaut environ ζ et la longueur sur laquelle cette différence s’effectue est

LD. Cette définition de la condition de Neumann peut être en fait vue comme une condition de

Dirichlet masquée. Dans la suite, cette condition de Neumann sera appelée « Neumann basée sur

ζ ». Cependant, en général, le potentiel Zêta varie avec la concentration ionique de l’électrolyte

[25]. Or avec une telle condition à la limite, ce phénomène n’est pas pris en compte si le potentiel

Zêta est donné comme une constante. Il faudrait alors une loi « réaliste »donnant ζ en fonction de

la concentration. Mais, dans l’os, une telle loi n’existe pas explicitement. On peut alors chercher

une autre condition à la limite, de même type, qui tiendrait compte de la concentration ionique.

Pour cela, il faut identifier la densité surfacique de charge totale σtot. En ce sens, la condition

d’électroneutralité exprime la densité surfacique de charge totale σtot à partir de l’intégrale de la

densité de charge volumique Q dans la couche diffuse [110] :∫



QdV =

∫
∂Ω

σtot dS. (2.7)

En supposant que les densités de charge totales surfacique σtot et volumique Q sont quasiment

constantes sur ∂Ω, on obtient :

∇φ · n =
σtot
ε0εr

=
F

ε0εr

∞∫
R0

∑
i

Zini dr = −
∞∫

R0

∇ · ∇φ dr (2.8)

où R0 repère la surface et∞ indique la zone électroneutre.

D’un autre point de vue, la densité surfacique de charge σtot peut être définie comme la somme de

la densité de charge structurelle σ0 avec la densité de charges adsorbées aux interfaces σa. Cette

dernière nous est donnée par l’équation de Langmuir pour une solution isothermique à plusieurs

composants [237, 231] : σa = σmax
∑

i
Kini

1+Kini
, où σmax est la densité de charges échangeables

au maximum et Ki est la constante d’équilibre de l’adsorption du cation i présent dans le fluide

interstitiel par un site négatif de la paroi (un phosphate ou un lipide).

Remarque : Pour l’adsorption de l’ion ia+ de valence a par un site négatif X−, l’équation-bilan de

la réaction est aX− + ia+ 
 Xai et la constante d’équilibre associée Ki est définie par :

Ki =
{Xai}

{X−}a{ia+}
, (2.9)
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avec {F} l’activité de l’espèceF. Dans un électrolyte à forte force ionique, {F} peut être appro-

chée par la concentration [F], ce qui conduit à cette autre définition de Ki :

Ki =
[Xai]

[X−]a[ia+]
. (2.10)

Ainsi, la densité surfacique de charge totale des parois est :

σtot = σ0 + σa = σ0 + σmax
∑
i

Kini
1 +Kini

. (2.11)

Il est à noter que cette équation est construite sous l’hypothèse qu’un site négatif libre permet

l’adsorption d’un cation et qu’en présence d’un ion non monovalent, le nombre de sites occupés par

cet ion est le nombre de sa valence (par exemple : un ion magnésium occupera 2 sites). Ainsi, une

autre condition à la limite donnée par la théorie de Langmuir pour un électrolyte à multicomposants

est :

∇φ · n =
σtot
ε0εr

=
1

ε0εr

(
σ0 + σmax

∑
i

Kini
1 +Kini

)
. (2.12)

De cette manière, la condition à la limite correspondant à l’équation de Gauss-Poisson (2.3) sera

choisie en fonction des données connues : si le potentiel Zêta ζ est connu, la condition de Dirichlet

(2.4) ou la condition de Neumann (2.6) seront favorisées. En revanche, lorsque les concentrations

ou les constantes d’équilibres sont connues, les conditions issues de la condition d’électroneutralité

(2.8) ou de la théorie de Langmuir (2.12) seront préférées.

2.1.2 Écoulement du fluide

Le fluide interstitiel est supposé newtonien et incompressible. Sa loi de comportement est

donc :

� = −pI + 2µfD, (2.13)

où p est la pression hydraulique, I est le tenseur identité du second ordre, µf est la viscosité dy-

namique du fluide et D est le tenseur des taux de déformation. En négligeant les termes d’inertie,

l’équation de bilan est la suivante :

∇ · � + s = 0, (2.14)

où s est un terme source. Or, la présence de charges électriques dans le fluide interstitiel expose

l’électrolyte à la force de Coulomb Fe = QE. À cause de ce phénomène, un gradient électrique

21



engendre le mouvement des espèces ioniques. Mais lorsque les ions se meuvent, ils entraînent

avec eux, par effets visqueux, des particules de fluide, créant un écoulement dû au gradient élec-

trique (électro-osmose). Ainsi, l’électro-osmose agit sur l’écoulement du fluide interstitiel. Par

conséquent, ce couplage électrocinétique doit être pris en compte pour la modélisation de l’écou-

lement du fluide interstitiel. Par ailleurs, la matrice péricellulaire, présente dans l’entrefer, ralentit

la vitesse d’écoulement du fluide interstitiel [143]. Ce phénomène est représenté par une force de

frottement Fb = −µf
kf

v, où v est le vecteur vitesse du fluide et kf est la perméabilité associée à la

matrice péricellulaire [40, 234, 253, 62]. Le terme source est donc : s = Fe +Fb = −Q∇φ− µf
kf

v.

Ainsi, la combinaison de la loi de comportement (2.13) et du terme source dans l’équation (2.14)

donne une équation de type Brinkman :

−∇p+ µf∇ · ∇v − µf
kf

v = Q∇φ. (2.15)

En se rappelant de la définition de la densité volumique de charges Q, l’écoulement du fluide

interstitiel est régi par l’équation modifiée de Stokes :

−∇p+ µf∇ · ∇v − µf
kf

v = F
∑
i

Zini∇φ. (2.16)

Il est intéressant de remarquer que lorsque les effets électriques sont négligés (partie de droite de

l’équation (2.16)), l’absence de fibres dans l’entrefer (kf → ∞) rend le terme de Brinkman µf
kf

v

négligeable et l’écoulement du fluide est régi par l’équation de Stokes bien connue. En revanche,

lorsque la perméabilité de la matrice péricellulaire est très faible (kf → 0), le terme de Stokes

µf∇ · ∇v est négligeable et c’est une loi de Darcy classique qui détermine l’écoulement du fluide

interstitiel.

Par ailleurs, une condition de non-glissement est appliquée aux parois :

v · t = 0 sur ∂Ω, (2.17)

où t est le vecteur tangent unitaire à la frontière ∂Ω.

Conservation de la masse

La conservation de la masse pour un fluide incompressible newtonien est donnée par :

∇ · v = 0, (2.18)
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laquelle complète la représentation mathématique de l’écoulement du fluide interstitiel au sein du

canalicule.

Cisaillement

Comme nous avons pu le voir dans l’introduction (chapitre 1), les ostéocytes sont sensibles

à la contrainte de cisaillement induite par l’écoulement du fluide interstitiel. Il peut donc être

intéressant de calculer ce cisaillement. Il est défini par l’équation suivante :

τ = (� · n) · t
∣∣∣
∂ΩM

. (2.19)

En vertu de la symétrie de révolution du canalicule, le champ de vitesse du fluide est donné par

v = v(r)z. Le remplacement du tenseur des contraintes � par sa définition (2.13) donne :

τ = µf
∂v

∂r

∣∣∣
∂ΩM

, (2.20)

qui est la définition usuelle de la contrainte de cisaillement induite par l’écoulement d’un fluide

newtonien dans une conduite cylindrique de section droite circulaire. Dans cette équation, v re-

présente la composante longitudinale du vecteur vitesse v, r est le rayon de l’entrefer et ∂ΩM est

l’interface entre la membrane ostéocytaire et le fluide.

2.1.3 Transport des ions

En condition isotherme et sans déformation du squelette, le flux total de l’ion i, noté Ji, est la

somme des flux de diffusion JCi
, de convection Jvi et d’électromigration JEi

:

Ji = JCi
+ Jvi + JEi

= −Di∇ni + niv +
nieZiDi

kBT
E

= −Di∇ni + niv − niZiDi
F

RT
∇φ

= −Di∇ni + niv − niZiDi∇φ (2.21)

où Di, ni et Zi sont, respectivement, le coefficient de diffusion, la concentration et la charge de

l’ion i. De plus, e représente la charge élémentaire et kB la constante de Boltzmann. Enfin, le

potentiel électrique réduit φ = Fφ/RT est défini à partir de la constante de Faraday F , de la

température T et de la constante des gaz parfaits R.
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Remarque : F̄ = FF/RT est une notation qui sera utilisée par la suite.

Avec la définition de Ji, l’équation régissant le transport de l’ion i est :

∂ni
∂t

+∇ · (niv) = ∇ ·
[
Di(∇ni + Zini∇φ)

]
. (2.22)

Ainsi, l’équation classique de Nernst-Planck décrit le transport ionique à travers des termes de

convection, de diffusion Brownienne et d’électromigration. Comme cela a été précisé dans la sous-

section 1.4.3, des échanges chimiques existent entre la matrice osseuse, les cellules osseuses et le

fluide interstitiel. Ces échanges ioniques sont représentés par la condition aux limites suivante :

−Di(∇ni + ni∇φ) · n =
∂Γi
∂t

, (2.23)

où Γi est la concentration surfacique de l’espèce chimique i dans la double-couche électrique

disponible pour l’adsorption. Elle s’exprime en mol/m2.

Remarque : En l’absence d’échanges ioniques ce terme est nul.

2.2 Solution virtuelle équivalente : introduction de propriétés
de bulk

Pour propager les phénomènes ayant lieu dans le pore à l’échelle du canalicule, la distinction

entre variables lentes (variant à l’échelle du canalicule) et variables rapides (variant à l’échelle du

pore) est indispensable. Pour permettre cela, un bulk virtuel équivalent Ωb est introduit dans cette

section. Sa définition se réfère à celle introduite par Moyne and Murad [173]. Le bulk est une

solution vérifiant l’électroneutralité en chaque point du fluide. En chaque point M du fluide Ω, le

bulk virtuel équivalent Ωb(M) a un potentiel électrique ψb, une concentration nbi et une pression

pb. Les variables liées au bulk sont à présent indexées par b.

Potentiel électrique En calculant l’écart électrique ϕ = φ − ψb entre le potentiel réel et le

potentiel du bulk en un point M de la phase fluide Ω, un nouveau potentiel ϕ est introduit. Il

peut être interprété comme le potentiel électrique de double-couche. Ainsi, le potentiel réel φ est

la somme d’un potentiel électrique de double-couche ϕ et d’un potentiel macroscopique ψb. Ce

dernier peut être interprété comme un potentiel d’écoulement.
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Concentrations ioniques L’équilibre thermodynamique du bulk Ωb impose l’égalité des poten-

tiels électrochimiques d’un point M ∈ Ω et de son équivalent virtuel Ωb(M) : µ̃i = µ̃bi . En négli-

geant l’influence de la pression sur le potentiel électrochimique [172], la définition de ce potentiel

(C.17) présentée dans l’annexe C conduit à cette nouvelle égalité :

ZiFφ+RT ln(
ni
nbtot

) = ZiFψb +RT ln(
nbi
ntot

). (2.24)

Dans la solution réelle comme dans la solution virtuelle, les concentrations ioniques sont très

petites devant la concentration de l’eau. Par conséquent, les concentrations totales ntot et nbtot

sont approximativement égales aux concentrations de l’eau dans la solution réelle ntot ' ne et

dans le bulk nbtot ' nbe , et la masse volumique du fluide ρf est la même dans les deux solutions

électrolytiques : ρf ' neMe ' nbeMe, avec Me la masse molaire de l’eau. Ainsi, l’égalité des

potentiels électrochimiques (2.24) se réécrit de la manière suivante :

ZiFφ+RT ln(ni) = ZiFψb +RT ln(nbi). (2.25)

Une manipulation de cette équation donne ci-dessous la relation entre la concentration réelle et la

concentration du bulk :

ni = nbi exp(−Ziϕ). (2.26)

Par conséquent, les concentrations ioniques sont régies par une distribution de Boltzmann.

Pression L’équilibre thermodynamique du bulk Ωb impose également l’égalité des potentiels

électrochimiques de l’eau présente dans les solutions réelle et virtuelle. L’électroneutralité de

l’eau conduit à la disparition du terme électrique apparaissant dans la définition (C.19) du po-

tentiel électrochimique pour un fluide incompressible (cf. annexe C). Ainsi, en se rappelant que

ρe ' neMe ' nbeMe, l’égalité entre les potentiels électrochimiques de l’eau contenue dans la so-

lution réelle µ̃e et le bulk µ̃be est :

p

ρe
+
RT

Me

ln
( ne
ne +

∑
i ni

)
=
pb
ρe

+
RT

Me

ln
( nbe
nbe +

∑
i nbi

)
. (2.27)
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Un développement de Taylor du logarithme népérien à l’ordre 1 conduit à la définition suivante de

la pression du bulk pb :

pb = p−RT
(∑

i

ni −
∑
i

nbi

)
. (2.28)

Remarque : La pression p est en fait la somme de la pression du bulk pb et de la pression osmotique

π = RT
(∑

i ni −
∑

i nbi

)
définie, pour une solution idéale, par la loi de Van’t Hoff. La relation

(2.26) liant la concentration réelle ni à la concentration du bulk nbi donne une nouvelle définition

de la pression osmotique :

π = RT
∑
i

nbi

(
exp(−Ziϕ)− 1

)
. (2.29)

Constante d’équilibre Avec l’introduction de la constante d’équilibre intrinsèque Kbi , définie

par Sposito [218], la constante d’équilibre Ki de l’adsorption de l’ion i par un site libre de la paroi

varie à présent exponentiellement avec le potentiel de double-couche (voir éq. (2.10)) :

Ki = Kbi exp(Ziϕ). (2.30)

Relations entre variables réelles et variables de bulk En résumé, les variables réelles sont liées

aux variables de bulk par les relations suivantes :

φ = ψb + ϕ, (2.31)

ni = nbi exp(−Ziϕ), (2.32)

p = pb + π = pb +RT
∑
i

nbi

[
exp(−Ziϕ)− 1

]
, (2.33)

Ki = Kbi exp(Ziϕ). (2.34)

Ainsi, le potentiel électrique φ est la somme d’un potentiel d’écoulement ψb avec un potentiel

électrique de douche-couche ϕ ; la concentration ionique ni suit une distribution de Boltzmann ; la

pression p est la pression de bulk pb additionnée à la pression osmotique π ; la constante d’équilibre

Ki est une fonction de la constante d’équilibre intrinsèque Kbi et du potentiel de double-couche

réduit ϕ. La section qui suit introduit ces changements de variables dans les équations (2.3)-(2.12),

(2.16)-(2.17) et (2.22)-(2.23).
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2.2.1 Électrostatique

La distribution du potentiel électrique, précédemment régie par l’équation de Gauss-Poisson

(2.3), suit à présent la loi de Poisson-Boltzmann :

∇ · ∇(ψb + ϕ) = − F 2

ε0εrRT

∑
i

Zinbi exp(−Ziϕ). (2.35)

Lorsque la taille du pore est suffisamment grande, l’équation (2.35) peut être approchée par l’ap-

proximation de Debye-Hückel [140] :

∇ · ∇(ψb + ϕ) =
1

LD
2ϕ, (2.36)

où la longueur de Debye LD, caractérisant l’épaisseur de la double-couche électrique, est définie

par [110] :

LD =

√
ε0εrRT

F 2
∑

i nbiZ
2
i

. (2.37)

Les conditions aux limites (2.4)-(2.5) deviennent respectivement :

ψb + ϕ = ζ̄ sur ∂Ω, (2.38)

∇(ψb + ϕ) · n =
σtot
ε0εr

. (2.39)

2.2.2 Écoulement du fluide

L’écoulement du fluide interstitiel, précédemment défini par l’équation de Stokes modifiée

(2.16), est maintenant défini par :

µf∇·∇v−µf
kf

v−∇pb−RT
∑
i

(
exp(−Ziϕ)−1

)
∇nbi +RT

∑
i

nbi(−Zi) exp(−Ziϕ)∇ψb = 0.

(2.40)

Cette équation nous indique que l’écoulement du fluide interstitiel est régi par trois phénomènes : la

conduction hydraulique, en réponse à un gradient de pression, l’osmose, en présence d’un gradient

chimique et l’électroosmose, sous l’action d’un gradient électrique.

La condition aux limites (2.17) reste identique.

Conservation de la masse

La conservation de la masse (2.18) reste également la même.
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Cisaillement

Le changement de variable n’affecte pas non plus la définition du cisaillement ressenti par les

ostéocytes qui est toujours donné par l’équation (2.20).

2.2.3 Transport des ions

Enfin, le transport de l’ion i est désormais décrit par :

∂

∂t

(
nbi exp(−Ziϕ)

)
+∇·

(
nbi exp(−Ziϕ)v

)
= ∇·

(
Di exp(−Ziϕ)(∇nbi +Zinbi∇ψb)

)
. (2.41)

Afin d’alléger l’écriture, un flux JCEi
, somme des flux diffusif et d’électro-migration de l’ion i, est

introduit :

JCEi
= −Di exp(−Ziϕ)

(
∇nbi + Zinbi∇ψb

)
. (2.42)

Par conséquent, le transport des ions (2.41) peut être écrit comme :

∂

∂t

(
nbi exp(−Ziϕ)

)
+∇ ·

(
nbi exp(−Ziϕ)v

)
+∇ · JCEi

= 0. (2.43)

La condition à la limite correspondante, obtenue à partir des équations (2.23), (2.31)-(2.34) et

(2.42), est :

JCEi
· n =

∂Γi
∂t

. (2.44)

où la quantité Γi caractérise les échanges chimiques apparaissant aux parois ostoécytaire et os-

seuse. Sa définition est donnée dans la section 4.4.

2.3 Homogénéisation

Pour les milieux poreux hétérogènes, différentes méthodes permettent de décrire les phéno-

mènes de la petite échelle à l’échelle supérieure. Cushman et al. [68] reviennent sur un bon nombre

de ces différentes approches qu’ils classent selon le phénomène et le type de milieu poreux étu-

diés. Dans cette thèse, une homogénéisation asymptotique périodique, s’inspirant de celle déve-

loppée par Auriault [16], propage les phénomènes hydro-électro-chimiques du pore canaliculaire à

l’échelle du canalicule. Le principe de cette procédure est de considérer une cellule périodique re-

présentative 
, appelée Volume Élémentaire Représentatif (VER). Sa taille doit être suffisamment

grande pour contenir tous les phénomènes physiques pertinents ayant lieu à l’échelle du pore et
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suffisamment petite pour assurer une homogénéité à l’échelle supérieure. Les longueurs caracté-

ristiques ` et L sont, respectivement, les échelles microscopique et macroscopique, tandis que x et

X sont les coordonnées respectives associées à ces échelles (cf. FIGURE 2.1).

FIGURE 2.1 – Homogénéisation périodique de type asymptotique : les phénomènes microscopiques sont propagés
à l’échelle macroscopique.

L’indépendance des deux échelles micro- et macroscopiques est assurée si le rapport η = `/L

est très petit devant 1. Cette condition est indispensable pour étendre les phénomènes microsco-

piques à l’échelle macroscopique. Dans notre problème, les longueurs caractéristiques microsco-

pique ` et macroscopique L sont respectivement la taille de l’espace annulaire du pore dans la

section droite (` = δR) et la longueur du canalicule (L = LC).

2.3.1 Forme sans dimension du problème à l’échelle du pore canaliculaire

La première étape de cette procédure d’homogénéisation consiste en la réécriture des équa-

tions à l’échelle microscopique (2.35)-(2.44) sous une forme sans dimension. À cette fin, chaque

quantité q est divisée par une valeur de référence qr :

q′ =
q

qr
. (2.45)

Opérateur mathématique La décomposition du gradient∇ en la somme d’un gradient à l’échelle

microscopique∇x et d’un gradient à l’échelle macroscopique∇X donne :∇ = ∇x+∇X . En choi-

sissant, par exemple, une longueur de référence Lr du même ordre de grandeur que la longueur

macroscopique L (i. e. Lr ≡ L), un nouveau gradient sans dimension est obtenu : ∇′ = L∇. De

la même manière, comme les longueurs caractéristiques aux échelles microscopique et macrosco-
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pique sont, respectivement, ` et L, les formes sans dimensions des gradients à l’échelle microsco-

pique ∇x et à l’échelle macroscopique ∇X sont : ∇′x = `∇x et ∇′X = L∇X . Par conséquent, la

forme sans dimension du gradient∇ est :

∇′ = η−1∇′x +∇′X . (2.46)

Électrostatique La forme sans dimension de l’équation de Poisson-Boltzmann (2.35) est :

∇′ · ∇′(ψ′b + ϕ′) = −FL
2nbrZr

ε0εrφr

F ′2

ε′0ε
′
rR
′T ′

∑
i

n′biZ
′
i exp(−Z ′iϕ′Zrφr). (2.47)

Le potentiel de référence φr choisi est le potentiel Zêta ζ , de valeur −20 mV [124]. Comme la

valence d’un ion est de l’ordre de l’unité (Zr ≡ O(1)), la forme sans dimension de ZrFφr/RT

est de l’ordre de O(η0) où O désigne la notation de Landau pour caractériser l’ordre de grandeur.

Ainsi, Ziϕ ≡ Z ′iϕ
′ et, de la même manière, Ziψb ≡ Z ′iψ

′
b. Par ailleurs, l’intégrale de la densité

de charge volumique est égale à l’intégrale de la densité surfacique de charge (électro-neutralité

dans le pore) [173]. Ainsi, nbrZr ≡ σr
F`

. Par ailleurs, la densité de charge peut être reliée au flux

électrique à l’interface via σr ≡ ε0εr
`
φr [137]. Par conséquent, l’équation de Poisson-Boltzmann

sans dimension (2.47) devient :

η2∇′ · ∇′(ψ′b + ϕ′) = − F ′2

ε′0ε
′
rR
′T ′

∑
i

n′biZ
′
i exp(−Z ′iϕ′). (2.48)

En outre, la longueur caractéristique de la longueur de Debye estO(`). En effet :LDr ≡
√

ε0εrRT
F 2nbrZr

≡

` d’après les lois d’échelles précédentes. Ainsi, la forme sans dimension de l’approximation de

Debye-Hückel (2.36) est :

η2∇′ · ∇′(ψ′b + ϕ′) =
1

L
′2
D

ϕ′, (2.49)

où la longueur de Debye sans dimension L′D est définie par :

L′D =

√
ε′0ε
′
rR
′T ′

F ′2
∑

i n
′
bi
Z
′2
i

. (2.50)

Les conditions aux limites (2.38)-(2.39) mises sous une forme sans dimension deviennent :

ψ
′
b + ϕ′ = ζ

′
sur ∂Ω, (2.51)

η∇′(ψ′b + ϕ′) · n =
σtot

′

ε′0ε
′
r

. (2.52)
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Écoulement du fluide La forme sans dimension de l’équation de Stokes modifiée (2.40) est :

Laηµ
′
f∇′ · ∇′v′ − La

1

η

µ′fv
′

k′f
− ∇′p′b −DeR

′T ′
∑
i

(
exp(−Z ′iϕ′)− 1

)
∇′n′bi

+ DeR
′T ′
∑
i

n′bi(−Z
′
i) exp(−Z ′iϕ′)∇′ψ

′
b = 0. (2.53)

Deux nombres sans dimensions, l’inverse du nombre de Lagrange La = µfrvr/`pr et De =

RTnbr/pr, apparaissent dans cette équation. Le premier représente le rapport entre les forces de

pression et les forces visqueuses tandis que le second compare les effets électriques avec les effets

de pression. D’après Lemaire et al. [145], l’inverse du nombre de Lagrange est de l’ordre de η.

Le nombre sans dimension De est, quant à lui, de l’ordre de l’unité [144]. Ainsi, l’équation sans

dimension de l’écoulement du fluide interstitiel (2.53) devient :

η2µ′f∇′ · ∇′v′ −
µ′fv

′

k′f
− ∇′p′b −R′T ′

∑
i

(
exp(−Z ′iϕ′)− 1

)
∇′n′bi

+ R′T ′
∑
i

n′bi(−Z
′
i) exp(−Z ′iϕ′)∇′ψ

′
b = 0. (2.54)

La forme sans dimension de la condition aux limites de non-glissement (2.17) est quant à elle :

v′ · t = 0 sur ∂Ω. (2.55)

Conservation de la masse La conservation de la masse (2.18) sous une forme sans dimension

devient :

∇′ · v′ = 0. (2.56)

Cisaillement La forme sans dimension de l’équation du cisaillement (2.20) est :

τ ′ =
µfrvr
τr`

∂v′

∂r′

∣∣∣
∂ΩM

. (2.57)

Or, d’après l’équation de Navier-Stokes pour un fluide incompressible où les forces d’inertie sont

négligées, le cisaillement est de l’ordre de la pression : τr ≡ pr. Ainsi, le nombre sans dimension
µfrvr
τr`

est de l’ordre de η. Par conséquent, l’équation précédente (2.57) devient :

τ ′ = η
∂v′

∂r′

∣∣∣
∂ΩM

. (2.58)
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Transport des ions L’introduction d’un temps de référence tr = L2/Dr, avec un coefficient de

diffusion de référence Dr = max
i

(Di), conduit à cette forme sans dimension de l’équation (2.43) :

∂

∂t′
(n′bi exp(−Z ′iϕ′)) + Pe∇′ · (n′bi exp(−Z ′iϕ′)v′) + Jce∇′ · J′CEi

= 0. (2.59)

Le nombre de Péclet Pe = vrL/Dr, sans dimension, compare les transports par convection et par

diffusion. L’ordre de grandeur de ce nombre n’est pas connu. Cependant, d’après Auriault [18],

lorsque la diffusion prédomine à l’échelle supérieure, il est de l’ordre de η (Pe ≡ O(η)). En re-

vanche, lorsque les effets diffusif et convectif sont équivalents à l’échelle supérieure, le nombre

de Péclet est de l’ordre de l’unité (Pe ≡ O(η0)). L’échelle supérieure, dans ce cas-ci, est l’échelle

du canalicule. Or, à cette échelle, la diffusion est le mécanisme de transport des petites molécules

(ions), tandis que les plus grosses molécules (protéines) se déplacent par convection [130, 59].

Cette étude s’intéressant plus particulièrement au transport des ions, la diffusion est le phénomène

prédominant à l’échelle canaliculaire. L’ordre de grandeur du nombre de Péclet est donc η. Cepen-

dant, pour rester dans un cadre le plus général possible, le cas où la diffusion et la convection sont

deux phénomènes équivalents à l’échelle supérieure est également considéré. De ce fait, l’homo-

généisation pour le transport des ions sera traitée pour les deux situations en parallèle, à savoir un

nombre de Péclet de l’ordre de η et de l’ordre de l’unité. Par ailleurs, le nombre sans dimension

Jce = Ir/FLDrnbr compare les effets électrique et de diffusion (Ir étant une intensité de courant

de référence). Puisque la diffusion des espèces chargées est à l’origine du courant électrique, ce

nombre est de l’ordre de l’unité (Jce ≡ O(η0)). Par conséquent, l’équation (2.59) devient :

• pour Pe ≡ O(η) :

∂

∂t′
(n′bi exp(−Z ′iϕ′)) + η∇′ · (n′bi exp(−Z ′iϕ′)v′) +∇′ · J′CEi

= 0. (2.60)

• pour Pe ≡ O(η0) :

∂

∂t′
(n′bi exp(−Z ′iϕ′)) +∇′ · (n′bi exp(−Z ′iϕ′)v′) +∇′ · J′CEi

= 0. (2.61)

La mise sous forme sans dimension de l’équation (2.44) est :

J′CEi
· n = Da

∂Γ′i
∂t′

, (2.62)
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où le nombre sans dimension de Damköhler Da = ΓrL
trnrDr

compare la vitesse de la réaction chi-

mique et la diffusion des réactifs au travers de la couche diffuse. Comme Γr = nr` (cf. section 4.4)

et Dr = L2/tr, le nombre de Damköhler est de l’ordre de η.

Remarque : Pour les argiles, en suivant une autre procédure dans laquelle le potentiel Zêta est une

fonction de la concentration ionique, Lima [151] trouve le même ordre de grandeur pour le nombre

de Damköhler. Par conséquent, l’équation (2.62) s’écrit :

J′CEi
· n = η

∂Γ′i
∂t′

. (2.63)

2.3.2 Développement asymptotique

Le but de cette seconde étape de l’homogénéisation est de distinguer les variables lentes (liées

à l’échelle macroscopique du canalicule) des variables rapides (liées à l’échelle microscopique du

pore). Pour cela, chaque variable, sous sa forme sans dimension, est écrite comme une fonction des

coordonnées des échelles microscopique et macroscopique, et du temps : q′ = q′(x,X, t). Puis, un

développement asymptotique en puissance de η est effectué sur ces variables. Elles prennent alors

la forme suivante :

q′(x,X, t) =
∞∑
i=0

q′[i](x,X, t)η
i. (2.64)

Lorsque les variables sont des constantes, elles valent l’unité (étant leur propre référence) et leur

développement devient : q′(x,X, t) = q′[0] = q′, avec q′[i](x,X, t) = 0 pour tout i > 0.

Par exemple, le développement du potentiel électrique de double-couche est : ϕ′ = ϕ′[0] + ϕ′[1]η +

ϕ′[2]η
2 + O(η3). De cette manière, ce développement combiné à un développement de Taylor de

l’exponentiel au voisinage de zéro donne le développement asymptotique de exp(−Ziϕ′) suivant :

exp(−Z ′iϕ′) = exp(−Z ′iϕ′[0])
(

1− Z ′iϕ′[1]η + (
ϕ
′2
[1]Z

′
i

2
− ϕ′[2])Z

′
iη

2
)

+O(η3). (2.65)

Électrostatique Les termes du développement asymptotique des équations (2.48) et (2.49) en

O(η0) sont respectivement :

∇′x · ∇′x(ψ
′
b[0]

+ ϕ′[0]) = − F
′2

ε′0ε
′
rR
′T ′

∑
i

Z ′in
′
bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0]), (2.66)

∇′x · ∇′x(ψ
′
b[0]

+ ϕ′[0]) =
1

L′D[0]

1

L′D[0]

ϕ′[0], (2.67)
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avec

L′D[0]
=

√
ε′0ε
′
rT
′R′

F ′2
∑

i n
′
bi[0]

Z
′2
i

. (2.68)

Les termes des développements asymptotiques, en O(η0), des conditions aux limites associées

(2.51)-(2.52) sont respectivement :

ψ
′
b[0]

+ ϕ′[0] = ζ
′
sur ∂Ω, (2.69)

∇′x(ψ
′
b[0]

+ ϕ′[0]) · n =
σtot

′

ε′0ε
′
r

. (2.70)

Écoulement du fluide Les termes du développement asymptotique de l’équation (2.54) regrou-

pés en puissances de η sont :

• en O(η−1)

−∇′xp′b[0]−R
′T ′
∑
i

(
exp(−Z ′iϕ′[0])−1

)
∇′xn′bi[0]+R

′T ′
∑
i

(−Z ′i)n′bi[0] exp(−Z ′iϕ′[0])∇′xψ
′
b[0]

= 0,

(2.71)

• en O(η0)

µ′f∇′x · ∇′xv′[0] −
µ′f
k′f

v′[0] −∇′xp′b[1] −∇
′
Xp
′
b[0]

−R′T ′
∑
i

[(
exp(−Z ′iϕ′[0])− 1

)(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0]

)
− Z ′iϕ′[1] exp(−Z ′iϕ′[0])∇′xn′bi[0]

]
+R′T ′

∑
i

(−Z ′i)
[
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])
(
∇′xψ

′
b[1]

+∇′Xψ
′
b[0]
− Z ′iϕ′[1]∇′xψ

′
b[0]

)
+n′bi[1]

exp(−Z ′iϕ′[0])∇′xψ
′
b[0]

]
= 0. (2.72)

Le développement asymptotique de la condition de non-glissement (2.55) aux parois donne :

• en O(η0)

v′[0] · t = 0 sur ∂Ω. (2.73)

Conservation de la masse Les termes du développement asymptotique de la conservation de la

masse (2.56) sont :

• en O(η−1)

∇′x · v′[0] = 0 (2.74)
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• et en O(η0)

∇′X · v′[0] +∇′x · v′[1] = 0. (2.75)

Cisaillement Le développement asymptotique de l’équation (2.58) en O(η0) donne :

τ ′[0] = µ′f
∂v′[0]

∂r′
. (2.76)

Transport des ions Les termes du développement asymptotique de l’équation du transport des

ions (2.60)-(2.61), regroupés en puissances de η sont :

B ∀ Pe,

• en O(η−2) :

∇′x ·
[
D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

(
∇′xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[0]

)]
= 0, (2.77)

⇔ ∇′x · J′CEi[−1]
= 0, (2.78)

B pour Pe ≡ O(η) :

• en O(η−1) :

∇′x ·
[
D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[1]
∇′xψ

′
b[0]

+Z ′in
′
bi[0]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

)]
(2.79)

−∇′x ·
[
D′i exp(−Z ′iϕ′[0])Z

′
iϕ
′
[1]

(
∇′xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[0]

)]
(2.80)

+∇′X ·
[
D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

(
∇′xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[0]

)]
= 0, (2.81)

⇔ ∇′x · J′CEi[0]
+∇′X · J′CEi[−1]

= 0, (2.82)
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• en O(η0) :

∂

∂t′

(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])
)

+∇′x ·
(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])v
′
[0]

)
=

∇′x ·

[
D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

(
∇′xn′bi[2] +∇′Xn′bi[1] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[2]

+Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′Xψ

′
b[0]

+ Z ′in
′
bi[2]
∇′xψ

′
b[0]

−Z ′iϕ′[1]

(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′xψ

′
b[0]

)
+Z ′i

(ϕ′2[1]

2
Z ′i − ϕ′[2]

)(
∇′xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[0]

))]

+∇′X ·

[
D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[1]

+Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′xψ

′
b[0]

−Z ′iϕ′[1]

(
∇′xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[0]

))]
, (2.83)

⇔ ∂

∂t′

(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])
)

+∇′x ·
(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])v
′
[0]

)
+∇′x · J′CEi[1]

+∇′X · J′CEi[0]
= 0. (2.84)

B Pour Pe ≡ O(η0) :

• en O(η−1) :

∇′x · J′CEi[0]
+∇′X · J′CEi[−1]

+∇′x ·
(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])v
′
[0]

)
= 0, (2.85)

• en O(η0) :

∂

∂t′

(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])
)

+∇′x · J′CEi[1]
+∇′X · J′CEi[0]

+∇′X ·
(

exp(−Z ′iϕ′[0])n
′
bi[0]

v′[0]

)
+∇′x ·

(
exp(−Z ′iϕ′[0])(n

′
bi[1]

v′[0] − Z ′iϕ′[1]n
′
bi[0]

v′[0] + n′bi[0]
v′[1])

)
= 0. (2.86)

Les conditions aux limites associées, regroupées en terme de puissance de η, sont :

• en O(η−1) :

−D′i exp(−Z ′iϕ′[0])
(
∇′xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[0]

)
· n = 0,

⇔ J′CEi[−1]
· n = 0, (2.87)
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• en O(η0) :

−D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

[(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[1]

+Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′xψ

′
b[0]

)
−Z ′iϕ′[1]

(
∇′xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[0]

)]
· n = 0,

⇔ J′CEi[0]
· n = 0, (2.88)

• en O(η1) :

−D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

(
∇′xn′bi[2] +∇′Xn′bi[1] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[2]

+Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′Xψ

′
b[0]

+ Z ′in
′
bi[2]
∇′xψ

′
b[0]

−Z ′iϕ′[1]

(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′xψ

′
b[0]

)
+Z ′i

(ϕ′2[1]

2
Z ′i − ϕ′[2]

)(
∇′xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[0]

))
· n =

∂Γ′i[0]
∂t′

,

⇔ J′CEi[1]
· n =

∂Γ′i[0]
∂t′

. (2.89)

2.3.3 Variables lentes

Les développements asymptotiques précédents permettent de discerner, à présent, les variables

lentes (liées à l’échelle du pore) des variables rapides (liées à l’échelle du canalicule). D’après les

équations (2.78), (2.87) et (2.71), le potentiel d’écoulement, la concentration et la pression du bulk

sont des variables liées à l’échelle du canalicule qui ne varient pas à l’échelle du pore :

∇′xψ
′
b[0]

= ∇′xn′bi[0] = ∇′xp′b[0] = 0. (2.90)

Grâce à ces résultats, les équations précédentes (2.66)-(2.89) se simplifient comme suit :

Électrostatique
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• en O(η0) :

∇′x · ∇′xϕ′[0] = − F
′2

ε′0ε
′
rR
′T ′

∑
i

Z ′in
′
bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0]) (2.91)

∇′x · ∇′xϕ′[0] =
1

L′D[0]

1

L′D[0]

ϕ′[0] (2.92)

ψ
′
b[0]

+ ϕ′[0] = ζ sur ∂Ω, (2.93)

∇′xϕ′[0] · n =
σtot
ε′0ε
′
r

. (2.94)

Il est à noter que dans les équations (2.92) et (2.94), L′D[0]
est définie par (2.68).

Écoulement du fluide

• en O(η0) :

µ′f∇′x · ∇′xv′[0] −
µ′f
k′f

v′[0] −∇′xp′b[1] −∇
′
Xp
′
b[0]

−R′T ′
∑
i

(
exp(−Z ′iϕ′[0])− 1

)(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0]

)
+R′T ′

∑
i

(−Z ′i)n′bi[0] exp(−Z ′iϕ′[0])
(
∇′xψ

′
b[1]

+∇′Xψ
′
b[0]

)
= 0, (2.95)

v′[0] = 0 sur ∂Ω. (2.96)

Conservation de la masse

• en O(η−1) :

∇′x · v′[0] = 0, (2.97)

• en O(η0) :

∇′X · v′[0] +∇′x · v′[1] = 0. (2.98)

Cisaillement L’équation (2.76) reste la même.

Transport des ions

B pour Pe ≡ O(η) :
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• en O(η−1) :

∇′x ·D′i exp(−Z ′iϕ′[0])
(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

)
= 0,

⇔ ∇′x · J′CEi[0]
= 0, (2.99)

• en O(η0) :

∂

∂t′

(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])
)

+∇′x ·
(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])v
′
[0]

)
=

∇′x ·

[
D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

(
∇′xn′bi[2] +∇′Xn′bi[1] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[2]

+Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′Xψ

′
b[0]

−Z ′iϕ′[1]

(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

))]

+∇′X ·

[
D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

)]
,

(2.100)

⇔ ∂

∂t′

(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])
)

+∇′x ·
(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])v
′
[0]

)
+∇′x · J′CEi[1]

+∇′X · J′CEi[0]
= 0,

B pour Pe ≡ O(η0) :

• en O(η−1) :

∇′x · J′CEi[0]
+∇′x ·

(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])v
′
[0]

)
= 0, (2.101)

• en O(η0) :

∂

∂t′

(
n′bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0])
)

+∇′x · J′CEi[1]
+∇′X · J′CEi[0]

+∇′X ·
(

exp(−Z ′iϕ′[0])n
′
bi[0]

v′[0]

)
+∇′x ·

(
exp(−Z ′iϕ′[0])(n

′
bi[1]

v′[0] − Z ′iϕ′[1]n
′
bi[0]

v′[0] + n′bi[0]
v′[1])

)
= 0, (2.102)

Les conditions aux limites sont les mêmes pour les deux approximations du nombre de Péclet :
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• en O(η0) :

−D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

[(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

)]
· n = 0,

⇔ J′CEi[0]
· n = 0, (2.103)

(2.104)

• en O(η1) :

−D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

(
∇′xn′bi[2] +∇′Xn′bi[1] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[2]

+Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[1]
∇′Xψ

′
b[0]

−Z ′iϕ′[1]

(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′xψ

′
b[1]

+ Z ′in
′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

))
· n =

∂Γ′i[0]
∂t′

,

⇔ J′CEi[1]
· n =

∂Γ′i[0]
∂t′

. (2.105)

2.3.4 Problèmes de fermeture

La dernière étape de cette homogénéisation est la suppression des termes supplémentaires de

fluctuation pour propager les équations (2.95)-(2.105) de l’échelle microscopique à l’échelle supé-

rieure. Pour y parvenir, les changements de variables proposés par Moyne and Murad [173] sont

utilisés.

Écoulement du fluide La solution du problème de fermeture de l’équation régissant l’écoule-

ment du fluide est basée sur la décomposition de la vitesse en la somme de trois vitesses. En effet,

la linéarité de l’équation (2.95) permet d’écrire la vitesse v comme le résultat de vitesses dues à

la conduction hydraulique (vP ), à l’osmose (vC) et à l’électroosmose (vE) [173]. Par conséquent,
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l’équation (2.95) peut être réécrite sous la forme suivante :

µ′f∇′x · ∇′xv′P[0]
−
µ′f
k′f

v′P[0]
= ∇′xp′b[1] +∇′Xp′b[0] , (2.106)

µ′f∇′x · ∇′xv′C[0]
−
µ′f
k′f

v′C[0]
= R′T ′

∑
i

(
exp(−Z ′iϕ′[0])− 1

)(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0]

)
, (2.107)

µ′f∇′x · ∇′xv′E[0]
−
µ′f
k′f

v′E[0]
= −R′T ′

∑
i

(−Z ′i)n′bi[0] exp(−Z ′iϕ′[0])
(
∇′xψ

′
b[1]

+∇′Xψ
′
b[0]

)
,

(2.108)

v′[0] = v′P[0]
+ v′C[0]

+ v′E[0]
. (2.109)

La conservation de la masse ainsi que la condition de non-glissement aux bords s’appliquent

aussi pour ces trois nouvelles vitesses. D’après Auriault [18] et Lemaire et al. [144], les vitesses

s’écrivent sous la forme :

v′P[0]
= −κ′P∇′Xp′b[0] , (2.110)

v′C[0]
=
∑
i

v′Ci[0]
= −

∑
i

κ′Ci
∇′Xn′bi[0] , (2.111)

v′E[0]
= −κ′E∇′Xψ

′
b[0]
, (2.112)

v′[0] = v′P[0]
+ v′C[0]

+ v′E[0]
. (2.113)

où κP , κCi
et κE sont les perméabilités à l’échelle du pore correspondant aux effets hydraulique,

chimique et électrique respectivement. Par conséquent, les fluctuations supplémentaires p′b[1] , n
′
bi[1]

et ψ
′
b[1]

vérifient les équations suivantes :

∇′xp′b[1] =
(
− µ′f∇′x · ∇′xκ′P +

µ′f
k′f
κ′P − 1

)
∇′Xp′b[0] , (2.114)

R′T ′
∑
i

[
exp(−Z ′iϕ′[0])− 1

]
∇′xn′bi[1] =

∑
i

[
− µ′f∇′x · ∇′xκ′Ci

+
µ′f
k′f
κ′Ci
−R′T ′

(
exp(−Z ′iϕ′[0])− 1

)]
∇′Xn′bi[0] , (2.115)

∇′xψ
′
b[1]

=

(
− µ′f∇′x · ∇′xκ′E +

µ′f
k′f
κ′E + 1

)
−R′T ′

∑
i(−Z ′i)n′bi[0] exp(−Z ′iϕ′[0])

∇′Xψ
′
b[0]
. (2.116)
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Transport des ions Pour obtenir le problème de fermeture de l’équation du transport des ions,

des concentrations auxiliaires sont introduites :

n′fi = n′bi exp(Z ′iψ
′
b). (2.117)

Les termes du développement asymptotique des concentrations auxiliaires sont :

• en O(η0) :

n′fi[0]
= n′bi[0]

exp(Z ′iψ
′
b[0]

), (2.118)

• en O(η1) :

n′fi[1]
= exp(Z ′iψ

′
b[0]

)
(
Z ′in

′
bi[0]

ψ
′
b[1]

+ n′bi[1]

)
, (2.119)

• en O(η2) :

n′fi[2]
= exp(Z ′iψ

′
b[0]

)
(
Z ′in

′
bi[0]

(
Z ′iψ

′2

b[1]

2
+ ψ

′
b[2]

) + n′bi[1]
Z ′iψ

′
b[1]

+ n′bi[2]

)
. (2.120)

Avec ce changement de variables, les équations précédentes (2.99)-(2.105) deviennent :

B pour Pe ≡ O(η) :

• en O(η−1) :

∇′x ·D′i exp(−Z ′iφ
′
[0])(∇′xn′fi[1] +∇′Xn′fi[0] ) = 0, (2.121)

• en O(η0) :

∂

∂t′

(
exp(−Z ′iφ

′
[0])n

′
fi[0]

)
+∇′x ·

(
exp(−Z ′iφ

′
[0])n

′
fi[0]

v′[0]

)
=

∇′x ·
[
D′i exp(−Z ′iφ

′
[0])
(
∇′xn′fi[2] +∇′Xn′fi[1] − Z

′
iφ
′
[1](∇′Xn′fi[0] +∇′xn′fi[1] )

)]
+∇′X ·

[
D′i exp(−Z ′iφ

′
[0])
(
∇′xn′fi[1] +∇′Xn′fi[0]

)]
, (2.122)

B pour Pe ≡ O(η0) :

• en O(η−1) :

−∇′x ·D′i exp(−Z ′iφ
′
[0])(∇′xn′fi[1] +∇′Xn′fi[0] ) +∇′x ·

(
n′fi[0]

exp(−Z ′iφ
′
[0])v

′
[0]

)
= 0, (2.123)
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• en O(η0) :

∂

∂t′

(
exp(−Z ′iφ

′
[0])n

′
fi[0]

)
+∇′X ·

(
n′fi[0]

exp(−Z ′iφ
′
[0])v

′
[0]

)
+∇′x ·

[
exp(−Z ′iφ

′
[0])
(
n′fi[0]

v′[1] + v′[0](n
′
fi[1]
− Z ′iφ

′
[1]n
′
fi[0]

)
)]

=

∇′x ·

[
D′i exp(−Z ′iφ

′
[0])
(
∇′xn′fi[2] +∇′Xn′fi[1] − Z

′
iφ
′
[1](∇′Xn′fi[0] +∇′xn′fi[1] )

)]

+∇′X ·

[
D′i exp(−Z ′iφ

′
[0])
(
∇′xn′fi[1] +∇′Xn′fi[0]

)]
. (2.124)

Les conditions aux limites sont les mêmes pour les deux cas d’approximations du nombre de

Péclet :

• en O(η0) :

−D′i exp(−Z ′iφ
′
[0])
(
∇′xn′fi[1] +∇′Xn′fi[0]

)
· n = 0, (2.125)

• en O(η1) :

−D′i exp(−Z ′iφ
′
[0])
(
∇′xn′fi[2] +∇

′
Xn
′
fi[1]
−Z ′iφ

′
[1](∇′Xn′fi[0] +∇

′
xn
′
fi[1]

)
)
·n =

∂Γ′i[0]
∂t′

. (2.126)

Pour Pe ≡ O(η), une solution des équations (2.121) et (2.125) est une concentration auxiliaire

d’ordre η de la forme : n′fi[1] = θ′i(x,X, t) · ∇′Xn′fi[0] + C(X, t), ou θ′i(x,X, t) est un champ

vectoriel caractérisant la tortuosité [17, 173]. Pour Pe ≡ O(η0), une concentration auxiliaire n′fi[1] ,

solution des équations (2.123) et (2.125), est de la forme : n′fi[1] = β′i(x,X, t)n
′
fi[0]

+ θ′i(x,X, t) ·

∇′Xn′fi[0] + C(X, t), avec β′i(x,X, t) un terme d’accumulation chimique et C est une variable

liée uniquement à l’échelle macroscopique [138]. Les fonctions θ′i(x,X, t) et β′i(x,X, t) sont 
-

périodiques et vérifient, respectivement, les problèmes suivants sur la cellule élémentaire 
 :

∇′x ·
(
D′i exp(−Z ′iφ

′
[0])(∇′xθ′i + I)

)
= 0, (2.127)

−D′i exp(−Z ′iφ
′
[0])(∇′xθ′i + I) · n = 0, (2.128)

∇′x ·
(

exp(−Z ′iφ
′
[0])(v

′
[0] −D′i∇′xβ′i)

)
= 0, (2.129)

−D′i exp(−Z ′iφ
′
[0])∇′xβ′i · n = 0, (2.130)

où I est le tenseur identité.
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2.4 Modèle à l’échelle du canalicule

Dans cette section, les équations à l’échelle microscopique (2.91), (2.113), (2.122) et (2.124)

sont propagées à l’échelle du canalicule via une prise de moyenne.

2.4.1 Prise de moyenne

Les moyennes sur la cellule représentative 
 et sur l’interface fluide/solide ∂Ω sont respective-

ment définies par les relations suivantes :

〈
∗
〉

=
1

|
|

∫



∗ dV , (2.131)

〈
∗
〉
int

=
1

|
|

∫
∂Ω

∗ dS, (2.132)

où dV et dS désignent respectivement les éléments différentiels de volume et de surface. Les

problèmes macroscopiques issus de cette prise de moyenne sont décrits ci-dessous.

2.4.2 Électrostatique

Comme l’équation de Poisson-Boltzmann (2.91), l’approximation de Debye-Hückel (2.92) et

les différentes conditions aux limites associées (2.93)-(2.94) sont uniquement décrites à l’échelle

du pore, ces équations disparaissent à l’échelle du canalicule. Cependant, elles restent indispen-

sables à la résolution des autres équations et sont rappelées ci-dessous :

∇′x · ∇′xϕ′[0] = − F
′2

ε′0ε
′
rR
′T ′

∑
i

Z ′in
′
bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0]) (2.133)

∇′x · ∇′xϕ′[0] =
1

L′D[0]

1

L′D[0]

ϕ′[0], (2.134)

ϕ′[0] = ζ sur ∂Ω, (2.135)

∇′xϕ′[0] · n =
σ′tot
ε′0ε
′
r

, (2.136)

où la longueur de Debye L′D[0]
est définie par :

L′D[0]
=

√
ε′0ε
′
rR
′T ′

F ′2
∑

i n
′
bi[0]

Z
′2
i

. (2.137)
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Après homogénéisation, les différentes conditions aux limites de Neumann (2.6)-(2.12) deviennent :

∇′xϕ′[0] · n =
ζ

L′D[0]

(2.138)

∇′xϕ′[0] · n =
F
′2

ε′0ε
′
rR
′T ′

∞∫
R0

∑
i

Z ′in
′
bi[0]

exp(−Z ′iϕ′[0]) dr
′ = −

∞∫
R0

∇′x · ∇′xϕ′[0] dr
′ (2.139)

∇′xϕ′[0] · n =
F ′

ε′0ε
′
rR
′T ′

σ′tot =
F ′

ε′0ε
′
rR
′T ′

(
σ′0 + σ′max

∑
iK
′
bi
n′bi[0]

1 +
∑

iK
′
bi
n′bi[0]

)
(2.140)

La résolution de l’équation (2.139), effectuée dans l’annexe B, donne la condition aux limites

suivante :

∇′xϕ′[0] · n = −
√

2F ′2

R′T ′ε′0ε
′
r

∑
i

n′bi[0]

(
exp(−Z ′iζ ′)− 1

)
. (2.141)

2.4.3 Écoulement du fluide

L’écoulement du fluide interstitiel à l’échelle du canalicule est régi par une loi de Darcy géné-

ralisée. Elle est issue de l’intégrale sur la cellule élémentaire 
 des équations (2.110)-(2.113) :

V′ =
〈
v′[0]

〉
=

〈
v′P[0]

〉
+
〈
v′C[0]

〉
+
〈
v′E[0]

〉
= V′P + V′C + V′E

= −K ′P∇′Xp′b[0] −
∑
i

K ′Ci
∇′Xn′bi[0] −K

′
E∇′Xψ

′
b[0]

(2.142)

où K ′P , K ′Ci
et K ′E représentent les coefficients effectifs des perméabilités dues aux effets hydrau-

lique, chimique et électrique respectivement. Ainsi, la vitesse d’écoulement visible à l’échelle du

canalicule est donnée en réponse à un gradient de pression, à un gradient de concentration et à un

gradient électrique.

Cisaillement

Le coefficient η présent dans l’équation (2.58) indique que l’équation régissant le cisaillement

ressenti par l’ostéocyte est uniquement liée à l’échelle du pore. Elle disparaît donc à l’échelle du

canalicule. Toutefois, elle est rappelée ci-après :

τ ′[0] = µ′f
∂v′[0]

∂r

∣∣∣
r=RM

. (2.143)
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2.4.4 Transport des ions

L’intégration des équations (2.122) et (2.124) sur la cellule élémentaire 
, le théorème de

la divergence et les problèmes de fermetures (2.127)-(2.130) donnent les équations décrivant le

transport des ions à l’échelle du canalicule :

• pour Pe ≡ O(η) :

∂

∂t′

[
n′bi[0]

〈
exp(−Z ′iϕ′[0])

〉]
+
∂Γ
′∗
i

∂t′
= ∇′X ·

[
D
′∗
i (∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

)
]
. (2.144)

• pour Pe ≡ O(η0) :

∂

∂t′

[
n′bi[0]

〈
exp(−Z ′iϕ′[0])

〉]
+
∂Γ
′∗
i

∂t′
+∇′X ·

[
n′bi[0]

〈
exp(−Z ′iϕ′[0])v

′∗
[0]

〉]
= ∇′X ·

[
D
′∗
i (∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

)
]
, (2.145)

où v
′∗
[0] = v′[0] −D′i∇′xβ′i.

Dans ces équations, le coefficient Γ
′∗
i =

〈
Γ′i[0]

〉
int

décrit l’adsorption des cations aux parois. De

plus, la diffusion Brownienne (en réponse au gradient chimique) et l’électromigration (en réponse

au gradient électrique) sont caractérisées par un tenseur effectif de diffusion :

D
′∗
i =

〈
D′i exp(−Z ′iϕ′[0])(∇′xθ′i + I)

〉
. (2.146)

2.5 Application du modèle

La composition du fluide interstitiel n’est pas très bien connue [129]. Ainsi, dans un premier

temps, le modèle précédent est appliqué à des ions monovalents, dans un soucis de simplicité.

Le fluide interstitiel est donc vu comme une solution saline (NaCl). Les concentrations en chlo-

rure et en sodium sont supposées identiques. Elles sont notées nbNa et valent 145 mmol/l [85]. La

membrane ostéocytaire ainsi que la paroi de la matrice osseuse sont supposées imperméables. Par

conséquent, aucun échange n’est considéré aux parois.

2.5.1 Équations

Électrostatique Pour un tel électrolyte, d’après l’équation (2.137), la longueur de Debye est

définie par :
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LD =

√
ε0εrRT

2F 2nbNa

. (2.147)

Or avec une concentration physiologique de sodium de 145 mmol/l et les valeurs des paramètres

R, T et F données dans le tableau 2.1, la longueur de Debye vaut 8.2 × 10−10 m. Ainsi, pour cet

électrolyte, la distribution du potentiel électrique de double-couche est régie par l’approximation

de Debye-Hückel :

∇ · ∇ϕ =
1

LD
2ϕ. (2.148)

Les différentes conditions aux limites du potentiel électrique de double-couche sont :

ϕ = ζ sur ∂Ω, (2.149)

∇ϕ · n =
ζ

LD
, (2.150)

∇ϕ · n = −2nbNa

F 2

ε0εrRT

∞∫
RM

sinh(ϕ) dr = −
∞∫

RM

∇ · ∇ϕdr, (2.151)

∇ϕ · n =
F

ε0εrRT

(
σ0 + σmax

KbNanbNa

1 +KbNanbNa

)
. (2.152)

Écoulement du fluide Pour déterminer la vitesse d’écoulement du fluide interstitiel à l’échelle

du pore, la décomposition de la vitesse totale définie dans le problème de fermeture de l’équation

de Stokes modifiée (paragraphe 2.3.4) est réutilisée ainsi que l’équation (2.40). De cette manière,

les vitesses d’écoulements du fluide interstitiel dues à la conduction hydraulique, à l’osmose et à

l’électroosmose sont solutions des équations :

µf∇ · ∇v• −
µf
kf

v• = F•G•, (2.153)

où • = P, C ou E symbolise respectivement les effets hydraulique, osmotique ou électroosmo-

tique. Les fonctions F• et G• sont définies par :

FP = 1, GP = ∇pb, (2.154)

FC = 2RT
(

cosh(ϕ)− 1
)
, GC = ∇nbNa , (2.155)

FE = −2RTnbNa sinh(ϕ), GE = ∇ψb. (2.156)
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La résolution de l’équation avec l’approximation de Deby-Hückel (2.148) associée aux conditions

limites de non-glissement fournissent les solutions de ces équations. La vitesse totale d’écoule-

ment du fluide interstitiel dans le pore v est la somme des trois vitesses hydraulique, chimique et

électrique :

v = vP + vC + vE. (2.157)

À l’échelle du canalicule, la vitesse d’écoulement est déterminée par :

V = VP + VC + VE

= −KP∇pb −KCNa∇nbNa −KE∇ψb, (2.158)

où les coefficients de perméabilités effectives dues aux effets hydraulique KP =
〈
κP
〉
, chimique

KCNa =
〈
κCNa

〉
et électrique KE =

〈
κE
〉

sont les intégrales, sur le volume élémentaire représenta-

tif, des perméabilités liées à l’échelle du pore. Ces dernières vérifient les équations :

µf∇ · ∇κ• −
µf
kf
κ• = F• (2.159)

et valent zéro aux parois (κ• = 0 sur ∂Ω).

Remarque : L’intégrale sur le Volume Élémentaire Représentative (VER) est définie par l’équation

(2.131). Or les variables utilisées dans le modèle appartiennent uniquement à la phase fluide Ω du

VER. Par conséquent, leur moyenne sur le VER peut être redéfinie par :

〈
∗
〉

=
ω

|Ω|

∫
Ω

∗ dV, (2.160)

où ω = Ω/
 est la porosité. Or, les perméabilités de l’échelle microscopique ne dépendent que du

rayon r de l’espace annulaire entre la membrane ostéocytaire et la paroi du canalicule. Ainsi,

K• =
〈
κ•
〉

=
ω

|Af |
K•, (2.161)

avec Af = π(RC
2 − RM

2) l’aire de la section droite du pore canaliculaire et K• =
∫
Af
κ• dS

l’intégrale de la perméabilité à l’échelle microscopique sur Af .

48



Cisaillement La contrainte de cisaillement dépend de la vitesse. Or, la décomposition de la vi-

tesse totale apparaissant dans (2.157) introduit trois autres vitesses dues à la conduction hydrau-

lique, à l’osmose et à l’électroosmose. Ainsi, les cisaillements correspondants à ces trois vitesses

sont également calculés. Par conséquent, le cisaillement induit par l’effet • et ressenti par les os-

téocytes est donné par l’équation :

τ• = µf
∂v•
∂r

∣∣∣
∂Ω
, (2.162)

tandis que le cisaillement total est défini par :

τ = µf
∂v

∂r

∣∣
∂Ω
. (2.163)

Transport des ions À l’échelle du pore, d’après l’équation (2.41), les transports des ions chlo-

rure et sodium sont respectivement déterminés par :

∂

∂t

(
nbNa exp(−ϕ)

)
+∇ ·

(
nbNa exp(−ϕ)v

)
+∇ · JNa = 0, (2.164)

∂

∂t

(
nbNa exp(ϕ)

)
+∇ ·

(
nbNa exp(ϕ)v

)
+∇ · JCl = 0, (2.165)

où les flux de sodium JNa et de chlorure JCl sont :

JNa = −DNa exp(−ϕ)(∇nbNa + nbNa∇ψb), (2.166)

JCl = −DCl exp(ϕ)(∇nbNa − nbNa∇ψb). (2.167)

Les conditions aux limites correspondantes sont :

JNa · n = 0, (2.168)

JCl · n = 0. (2.169)

Dans un souci de simplicité, la diffusion est choisie comme phénomène prédominant à l’échelle

du canalicule. Par conséquent, les transports des ions sodium et chlorure sont définis, d’après

l’équation (2.144), par :

∂

∂t

[
nbNa

〈
exp(−ϕ)

〉]
= ∇ ·

[
D∗Na(∇nbNa + nbNa∇ψb)

]
, (2.170)

∂

∂t

[
nbNa

〈
exp(ϕ)

〉]
= ∇ ·

[
D∗Cl(∇nbNa − nbNa∇ψb)

]
. (2.171)
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Pour une tortuosité θi de 1, les coefficients de diffusion effectifs du sodium et du chlorure sont

respectivement :

D∗Na = DNa
〈

exp(−ϕ)
〉
I, (2.172)

D∗Cl = DCl
〈

exp(ϕ)
〉
I. (2.173)

2.5.2 Analyse numérique

Le potentiel électrique de double-couche est calculé en appliquant sa définition analytique

(A.1) (cf. annexe A) à un électrolyte de chlorure de sodium. La résolution des équations (2.159)

et (2.153), dans Matlabr avec une méthode de différences finies centrées, donne les profils des

composantes longitudinales des perméabilités (κ•) et vitesses (v•, v) dans le pore canaliculaire.

À l’échelle du canalicule, les perméabilités et vitesses (K•, V•, V ) sont obtenues via l’intégration,

sur la cellule élémentaire 
, des profils précédents. La méthode d’intégration utilisée est la mé-

thode des trapèzes de Matlabr. Par ailleurs, le cisaillement ressenti par les cellules est, de manière

générale, un cisaillement à la paroi [242, 10, 69]. Par conséquent, l’équation (2.162) est résolue, à

l’interface membrane ostéocytaire/fluide interstitiel, par un schéma numérique décentré à droite.

2.5.3 Valeurs des paramètres

Les valeurs des différents paramètres du modèle sont usuelles et proviennent de ressources

bibliographiques. Ainsi, les valeurs des paramètres géométriques (rayons du canalicule et de la

membrane ostéocytaire, taille du pore, longueur du canalicule) sont issues des études histologiques

utilisées dans Beno et al. [23], la température choisie T est la température corporelle humaine, les

permittivité εr et viscosité µf sont celles de l’eau salée, la perméabilité de la matrice péricellulaire

kf est calculée d’après l’étude de Lemonnier et al. [149] adaptée à une géométrie 2D, le potentiel

Zêta ζ est celui de la nacre mesuré par Kim et al. [124], la densité surfacique de charge σ0 est celle

des erythrocytes [74], des mastocytes [230] ou encore d’une hydroxyapatite synthétique [238], la

densité surfacique de charge échangeables au maximum par l’hydroxyapatite σmax est donnée par

Tillman et al. [232], Friedman [85] indique la concentration en sodium dans le fluide interstitiel, le

gradient de la concentration en sodium ∇nbNa · z est fixé à −0.1 mol/l/m, le gradient du potentiel

d’écoulement∇ψb ·z est mesuré par Starkebaum et al. [221] sur un os humide soumis à une flexion
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en quatre points, et enfin, le gradient de pression∇pb · z est physiologique et donné par Anderson

et al. [10]. Ces valeurs sont résumées dans le tableau 2.1.

Remarque : Seule la valeur de la constante d’équilibre de l’adsorption du sodium aux parois, KbNa ,

apparaissant dans la condition aux limites de Neumann du potentiel électrique de double-couche

(2.148), n’est pas connue. Sa valeur choisie est celle identifiée lors de l’adsorption de sodium dans

les argiles [135]. Elle est donc supposée égale à 0.1.

Constantes Symboles Valeurs Unités
Constante de Faraday F 96490 C/mol
Constante des gaz parfaits R 8.3 J/mol.K
Permittivité du vide ε0 8.85× 10−12 A.s/V.m

Paramètres Symboles Valeurs physiologiques Unités Références
Paramètres géométriques
Rayon du canalicule RC 130× 10−9 m [259]
Rayon de l’ostéocyte RM 52× 10−9 m [259]
Taille du pore δr 78× 10−9 m [259]
Paramètres du matériau
Température T 310 K Température corporelle humaine
Permittivité du milieu εr 80 - Permittivité de l’eau salée
Viscosité du fluide µf 0.65× 10−3 Pa.s Viscosité de l’eau salée
Perméabilité de la matrice péricellulaire kf 5× 10−17 m2 [62, 147]
Potentiel Zêta ζ −20× 10−3 V [124]
Densité surfacique de charge σ0 −20× 10−3 C/m2 [74, 230, 238, 31]
Densité surfacique de charges échangeables σmax 0.7 C/m2 [232]
Concentration du sodium nbNa 145× 10−3 mol/l [85]
Concentration du chlorure nbCl 145× 10−3 mol/l nbCl = nbNa

Gradients
Gradient de concentration du sodium ∇nbNa · z −0.1 mol/l/m
Gradient de concentration du chlorure ∇nbCl · z −0.1 mol/l/m ∇nbCl · z = ∇nbNa · z
Gradient du potentiel d’écoulement ∇ψb · z −10 V/m [221]
Gradient de pression ∇pb · z −30× 106 Pa/m [10]

TABLE 2.1 – Valeurs physiologiques des différents paramètres apparaissant dans le modèle.

2.5.4 Résultats

Le potentiel de double-couche ϕ, les profils des composantes longitudinales des perméabilités

κ• et des vitesses v•, les cisaillements ressentis par les ostéocytes τ• ainsi que les perméabilités

(K•) et vitesses (V•) obtenues à l’échelle du canalicule ont été calculés pour les différentes condi-

tions aux limites du potentiel de double-couche (2.149)-(2.152). Il apparaît clairement que les

perméabilité, vitesse et cisaillement induits par la conduction hydraulique ne sont pas affectés par

les différentes conditions aux limites (FIGURE 2.3(a), 2.3(b), TABLE 2.2). Ceci s’explique par le

fait que la conduction hydraulique est indépendante des phénomènes électriques. Ainsi, la perméa-

bilité, la vitesse et le cisaillement qu’elle induit ne sont pas affectés par une variation des conditions

aux limites du potentiel de double-couche. Par ailleurs, les différentes conditions aux limites ne
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modifient pas non plus de façon significative le profil du potentiel électrique de double-couche dans

le pore (FIGURE 2.2(b)). En revanche, au voisinage de la membrane ostéocytaire, le profil tracé

avec la condition de Langmuir diffère légèrement de ceux tracés avec les trois autres conditions

aux limites. De façon intéressante, cette infime variation change d’une manière non négligeable les

perméabilités et vitesses osmotiques et électriques (FIGURE 2.3(c)-(f) et FIGURE 2.4(c)-(f)), ainsi

que les contraintes de cisaillement correspondant à ces deux effets (TABLE 2.2). En revanche, les

perméabilités et vitesses obtenues à l’échelle du canalicule ne varient pas fortement (TABLE 2.2).

Enfin, malgré ces différences pour les effets chimique et électrique, la vitesse totale au sein du

pore et à l’échelle canaliculaire ainsi que le cisaillement total ne semblent pas changer avec une

variation des conditions aux limites du potentiel de double-couche (voir FIGURE 2.4(g)-2.4(h)

et TABLE 2.2). Ceci indique que pour des conditions physiologiques, l’action de la conduction

hydraulique sur l’écoulement total est prépondérante. Cependant, il faut garder à l’esprit qu’une

variation des conditions aux limites de l’approximation de Debye-Hückel (2.148) peut modifier

l’influence des effets chimiques et électriques.

(a) Légende.

(b) Profil de ϕ dans le pore. (c) Zoom du Profil de ϕ au voisinage de la membrane ostéocytaire.

FIGURE 2.2 – Profils du potentiel électrique de double-couche dans le pore pour différentes conditions aux
limites. Sur la légende (a) D, NZ, NGC et NLM correspondent respectivement aux conditions aux limites de Dirichlet
(2.149), de Neumann basée sur ζ (2.150), de l’électroneutralité (2.151) et de Langmuir (2.152). (b) : Profil du potentiel
électrique de double-couche dans le pore canaliculaire ; (c) : Zooms de la (b) au voisinage (2 nm) de la membrane
ostéocytaire.
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(a) Profil de κP dans le pore. (b) Zoom du Profil de κP au voisinage de la membrane ostéocytaire.

(c) Profil de κC dans le pore. (d) Zoom du Profil de κC au voisinage de la membrane ostéocytaire.

(e) Profil de κE dans le pore. (f) Zoom du Profil de κE au voisinage de la membrane ostéocytaire.

FIGURE 2.3 – Profils des perméabilités dans le pore pour différentes conditions aux limites de ϕ. La légende de
ces figures est donnée en FIGURE 2.2(a). Les profils des perméabilités hydraulique, osmotique et électroosmotique
dans le pore canaliculaire sont présentés en (a), (c) et (e), respectivement. Leurs zooms au voisinage (2 nm) de la
membrane ostéocytaire sont, respectivement, représentés en (b), (d) et (f).
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(a) Profil de vP dans le pore. (b) Zoom du Profil de vP au voisinage de la membrane ostéocytaire.

(c) Profil de vC dans le pore. (d) Zoom du Profil de vC au voisinage de la membrane ostéocytaire.

(e) Profil de vE dans le pore. (f) Zoom du Profil de vE au voisinage de la membrane ostéocytaire.
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(g) Profil de v dans le pore. (h) Zoom du Profil de v au voisinage de la membrane ostéocytaire.

FIGURE 2.4 – Profils dans le pore des vitesses pour différentes conditions aux limites de ϕ. La légende de ces
figures est donnée en FIGURE 2.2(a). Les profils des vitesses hydraulique, osmotique, électroosmotique et totale dans
le pore canaliculaire sont présentés en (a), (c), (e) et (g), respectivement. Leurs zooms au voisinage (2 nm) de la
membrane ostéocytaire sont, respectivement, représentés en (b), (d), (f) et (h).

Effets Conditions limites Cisaillements [Pa] Perméabilités [S. I.] Vitesses [m/s]

Conduction
hydrau-
lique
(P)

Dirichlet (D) 0.22 3.15× 10−15 9.44× 10−8

Neumann basée sur ζ (NZ) 0.22 3.15× 10−15 9.44× 10−8

Électroneutralité (NGC) 0.22 3.15× 10−15 9.44× 10−8

Langmuir (NLM) 0.22 3.15× 10−15 9.44× 10−8

Osmose
(C)

Dirichlet 4.6× 10−5 3.21× 10−15 3.21× 10−13

Neumann basée sur ζ 4.55× 10−5 3.21× 10−15 3.21× 10−13

Électroneutralité 4.77× 10−5 3.36× 10−15 3.36× 10−13

Langmuir 3.90× 10−5 2.75× 10−15 2.75× 10−13

Électro-
osmose
(E)

Dirichlet 0.14 4.76× 10−12 1.78× 10−9

Neumann basée sur ζ 0.14 4.76× 10−12 1.78× 10−9

Électroneutralité 0.14 4.87× 10−12 1.82× 10−9

Langmuir 0.13 4.40× 10−12 1.65× 10−9

Total

Dirichlet 0.37 - 9.62× 10−8

Neumann basée sur ζ 0.37 - 9.62× 10−8

Électroneutralité 0.37 - 9.63× 10−8

Langmuir 0.35 - 9.61× 10−8

TABLE 2.2 – Valeurs des cisaillements ressentis par les ostéocytes, des perméabilités et des vitesses obtenues à
l’échelle du canalicule, pour différentes conditions aux limites. Les conditions aux limites de Dirichlet, Neumann
basée sur ζ, électroneutralité et Langmuir correspondent, respectivement, aux équations (2.149), (2.150), (2.151) et
(2.152).
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2.6 Conclusion

Un modèle multi-échelle des phénomènes de transport dans un milieu poreux chargé (pore ca-

naliculaire de l’os cortical) a été développé. Il prend en compte les échanges ioniques possibles

entre les cations présents dans le fluide et les parois chargées négativement. Si, à l’échelle du pore,

l’écoulement d’un électrolyte multi-composants est gouverné par une équation de Stokes modifiée,

à l’échelle supérieure, il est régi par une loi de Darcy généralisée. L’homogénéisation de l’équa-

tion de transport ionique de Nernst-Planck à l’échelle du pore fournit, à l’échelle supérieure, un

coefficient effectif de diffusion et un coefficient effectif d’échanges. Une réécriture des équations

macroscopiques obtenues à l’échelle du canalicule et appliquées lorsque Pe = O(1) vérifient les

relations de réciprocité d’Onsager liant les phénomènes de transport les uns les autres à l’aide des

coefficients d’Onsager LPC , LCP , LPE , LEP , LCE et LEC (voir annexe E). Par ailleurs, les équa-

tions de transport à l’échelle du pore et à l’échelle supérieure du canalicule dépendent du potentiel

électrique de double-couche. Or, ce dernier, dont la distribution au sein du pore est gouvernée

par une équation de Poisson-Boltzman associée ou non à une approximation de Debye-Hückel

sous certaines conditions, peut avoir une condition aux limites de types Dirichlet ou Neumann. La

condition de Neumann peut être définie de trois manières différentes : à l’aide du potentiel Zêta,

selon la théorie de Langmuir ou selon la condition d’électroneutralité. Une application du modèle

à une solution saline indique que le choix de la condition aux limites du potentiel électrique de

double-couche peut créer une infime variation dans les résultats obtenus à l’échelle du pore. Mais

ces petites différences semblent disparaître dans les résultats obtenus à l’échelle supérieure du ca-

nalicule. Cette analyse préliminaire ayant servi à comprendre les natures et les principales caracté-

ristiques qualitatives des phénomènes ayant lieu dans le transport canaliculaire, il reste à quantifier

tout cela. Cependant, la complexité du réseau lacuno-canaliculaire et la taille nanométrique du pore

canaliculaire rendent actuellement difficile la collecte d’informations par des expériences. Ainsi, la

valeur des paramètres pris en compte dans le modèle tels que la concentration ionique, le potentiel

Zêta, la permittivité, la viscosité du fluide interstitiel ou la perméabilité de la matrice péricelluaire,

ou encore les informations géométriques comme la taille du pore ou le rayon de la dendrite ostéo-

cytaire sont difficiles d’accès. Pour pouvoir tout de même dégager les paramètres significatifs du

modèle, une étude paramétrique est entreprise dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Étude paramétrique

SI dans le chapitre précédent, un modèle multi-échelle du transport a pu être développé,

la plupart des paramètres physiques et géométriques intervenants dans ce modèle sont

malheureusement difficiles d’accès avec les techniques expérimentales actuelles. Les

incertitudes sur ces paramètres soulèvent donc la question de la fiabilité des résultats obtenus.

C’est pourquoi, le but de ce chapitre est d’évaluer l’influence que peuvent avoir ces paramètres sur

le transport canaliculaire et d’en identifier les plus importants. Pour y parvenir, une étude multi-

paramétrique est effectuée pour chaque phénomène physique, à savoir la distribution du potentiel

électrique de double-couche, l’écoulement du fluide interstitiel et le transport ionique.

3.1 Positionnement du problème

Tout comme dans la section 2.5, par souci de simplicité, une solution saline (NaCl) est suppo-

sée s’écouler au sein du pore canaliculaire. À nouveau, aucun échange chimique n’est considéré.

Les parois canaliculaire et ostéocytaire sont donc supposées imperméables. Bien que tortueux, les

canalicules sont principalement radiaux. Ils sont pris rectilignes. À l’échelle canaliculaire (échelle

macroscopique), le canalicule est représenté par un canal unidimensionnel dont les points sont

identifiés par leurs positions axiales. De plus, les variations de pression, de concentration ionique

et de potentiel d’écoulement le long du canalicule créent les gradients induisant l’écoulement du

fluide interstitiel. À l’échelle du pore (échelle microscopique), le canalicule et la dendrite ostéocy-

taire sont représentés par deux cylindres concentriques de rayons respectifsRC etRM . La longueur

du canalicule est notée LC . Dans ce chapitre, les termes de directions axiale (z) et radiale (r) ren-

voient aux axes du canalicule et du rayon du pore respectivement. D’après la symétrie cylindrique
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et l’invariance longitudinale (LC � RC), le problème 3D se ramène à un problème 1D et le Vo-

lume Élémentaire Représentatif (VER) peut être représenté par un intervalle radial [RM , RC ] (voir

FIGURE 1.1F). La taille du pore est donc δR = RC −RM .

3.2 Équations

Les équations régissant les phénomènes physiques aux différentes échelles sont les mêmes

que celles données dans la section 2.5. Pour les rappeler brièvement, l’approximation de Debye-

Hückel (2.148) gouverne la distribution du potentiel électrique de la double-couche, où la longueur

de Debye est définie par l’équation (2.147), les équations de Stokes modifiées (2.153)-(2.157) et

la loi de Darcy généralisée (2.158) représentent respectivement l’écoulement du fluide interstitiel

aux échelles du pore canaliculaire et du canalicule, enfin, les équations de Nernst-Planck (2.164)-

(2.165) et (2.170)-(2.171) gouvernent les transports ioniques aux échelles microscopique et macro-

scopique. Il est à noter que dans ce chapitre, par souci de simplicité, seule la condition aux limites

du potentiel électrique de double-couche de type Dirichlet (éq. (2.149)) est traitée. Cependant, l’in-

fluence des différentes conditions aux limites sera étudiée dans le chapitre 4, lors de l’introduction

d’échanges chimiques aux parois.

3.3 Variables indépendantes et dépendantes

Deux types de paramètres interviennent dans le modèle : les paramètres indépendants et les

paramètres dépendants. Les paramètres indépendants sont les entrées du problème. Les paramètres

dépendants ont besoin des paramètres indépendants pour être calculés. Il est à noter que la porosité

ω (ω = 0.05%) dépend linéairement des variables macroscopiques via la prise de moyenne
〈
F
〉

.

De la même manière, les coefficients de diffusion effectifs D∗i sont proportionnels aux coefficients

de diffusion Di (Di ≡ 10−9). Par conséquent, la porosité ω et les coefficients de diffusion Di sont

considérés comme constants.

3.3.1 Variables indépendantes

Trois types de paramètres indépendants apparaissent dans le modèle : les gradients moteurs, les

paramètres physiques et les paramètres géométriques. Les gradients moteurs sont censés être des
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données extérieures fournies par les études théoriques aux échelles supérieures ou par des observa-

tions biologiques. Comme ils amplifient linéairement les résultats obtenus par le modèle pour des

gradients unitaires (cf. éqs. (2.153)-(2.159)), ils ne font pas l’objet d’une étude paramétrique. Les

propriétés physiques du fluide et de l’espace annulaire où s’écoule le fluide représentent les pa-

ramètres physiques. Enfin, les paramètres géométriques intervenant dans le modèle sont le rayon

de la dendrite ostéocytaire RM , la taille du pore δR (le rayon extérieur étant RC = RM + δR)

et la tortuosité morphologique θi (n’intervenant que dans le problème du transport ionique). Les

paramètres physiques et géométriques sont donc les variables indépendantes.

3.3.2 Variables dépendantes

Électrostatique La longueur de Debye apparaît dans la définition du potentiel électrique de

double-couche. Comme elle dépend des paramètres physiques, c’est une variable dépendante tout

comme le potentiel électrique de double-couche qui est une fonction, entre autres, de la longueur

de Debye.

Écoulement du fluide interstitiel Concernant l’écoulement du fluide interstitiel, les variables

dépendantes importantes sont les vitesses aux échelles microscopique et macroscopique prédites

par le modèle. Comme ces vitesses sont linéairement dépendantes des gradients moteurs, par souci

de simplicité, des gradients unitaires sont considérés. Ainsi, les variables dépendantes dans les

équations régissant l’écoulement du fluide sont les vitesses obtenues pour des gradients unitaires,

à savoir, les perméabilités.

Transport ionique Dans les équations régissant le transport ionique, le coefficient de diffusion

effectif décrit le transport des nutriments ioniques dans le canalicule. C’est une variable importante

qui dépend des entrées du problème. La variable dépendante étudiée est donc le coefficient de

diffusion effectif.

3.4 Stratégie générale

Pour évaluer l’influence des paramètres physiques et géométriques sur les variables dépen-

dantes, différentes études paramétriques sont effectuées. Ainsi, l’impact des paramètres sur la
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distribution du potentiel électrique de double-couche est examiné à travers une Analyse Multi-

Paramétrique (Multi-Parametric Analysis ou MPA). Comme l’écoulement du fluide interstitiel est

soupçonné être à l’origine du remodelage osseux ciblé, l’étude de l’importance des paramètres

impliqués dans le modèle est plus poussée et s’accompagne d’une Analyse Multi-Paramétrique

Simultanée (Concurrent Multi-Parametric Analysis ou CMPA) et d’une Analyse de Sensibilité

Multi-Paramétrique (Multi-Parametric Sensitive Analysis ou MPSA). Le déroulement classique

d’une MPSA est détaillé dans les travaux de Choi et al. [51] et de Corrêa et al. [57]. Enfin, les

variations du transport ionique avec les variations des paramètres sont explorées avec une MPA

suivie d’une CMPA.

Pour étudier l’influence des paramètres du modèle sur les résultats obtenus à l’aide d’une Analyse

Multi-Paramétrique (MPA), les étapes suivantes sont réalisées :

i) Sélectionner les paramètres indépendants à tester.

ii) Pour chaque paramètre indépendant sélectionné p, déterminer sa valeur de référence p� et une

plage de variation [pmin, ..., pmax].

iii) Pour chaque paramètre indépendant sélectionné p, définir une distribution des valeurs {pi}

incluses dans la plage de variation.

iv) Résoudre les équations avec tous les paramètres fixés à leurs valeurs de référence et obtenir

les variables dépendantes de référence.

v) Résoudre les équations en fixant tous les paramètres, sauf un, à leurs valeurs de référence et

faire varier l’autre paramètre dans sa plage de valeurs en utilisant la distribution des valeurs

{pi}.

Pour l’Analyse Multi-Paramétrique Simultanée (CMPA), cette dernière étape est remplacée par :

v*) Résoudre les équations en fixant tous les paramètres sauf deux à leurs valeurs physiologiques

et laisser ces deux paramètres balayer leurs plages de valeurs.

Pour réaliser l’Analyse se Sensibilité Multi-Paramétrique (MPSA), les étapes supplémentaires sui-

vantes sont réalisées :

vi) Sensibilité locale – Pour chaque paramètre indépendant sélectionné, évaluer son importance

relative sur les variables dépendantes microscopiques.
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vii) Sensibilité globale – Pour chaque paramètre indépendant sélectionné, estimer son importance

relative globale à l’échelle macroscopique.

viii) Seuil de sensibilité – Fixer un seuil permettant de déterminer si un paramètre est considéré

comme « sensible ».

Certaines de ces étapes sont détaillées dans les sections suivantes. Par la suite, les valeurs de

référence des paramètres (appelées paramètres de référence pour alléger l’écriture) ainsi que les

variables et champs calculés avec les paramètres de références sont dotés d’un exposant «� ».

3.4.1 Analyse Multi-Paramétrique (MPA)

i) Sélection des paramètres du modèle

• Paramètres physiques – Les paramètres physiques du modèle pouvant varier sont la tem-

pérature T , la permittivité du fluide εr, la viscosité du fluide µf , la concentration ionique

nbNa , le potentiel Zêta ζ et la perméabilité de la matrice péricellulaire kf .

Remarque : Dans ce chapitre, nbNa est à présent noté nb.

• Paramètres géométriques – Les paramètres géométriques du modèle pouvant varier sont

le rayon de la dendrite ostéocytaire RM et la taille du pore δR, le rayon extérieur du cana-

licule étant la somme des deux autres (RC = RM + δR). La tortuosité morphologique θi

n’intervient que dans le coefficient de diffusion effectif qui fait l’objet d’une étude paramé-

trique différente (voir sous-section 3.5.3).

ii) Plages de variation des paramètres

Les valeurs de référence p� des paramètres indépendants sont leurs valeurs physiologiques.

Les plages des variations choisies [pmin, ..., pmax] sont des plages de variation physiologiques.

Paramètres physiques

• Température T – La température corporelle varie d’une personne à une autre selon leur

santé. La valeur physiologique peut être considérée comme égale à 37◦C. Puisqu’il est es-

timé qu’une personne meurt lorsque sa température est inférieure à 25◦C ou supérieure à

42◦C, ces valeurs pourraient être des bornes physiologiques raisonnables pour la tempé-

rature corporelle. Cependant, des valeurs de températures inférieures et supérieures aux

valeurs physiologiques peuvent être intéressantes à étudier. En fait, les expériences in vitro
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sont généralement réalisées à une température ambiante bien souvent égale à 20◦C. De plus,

les stérilisations thermiques des échantillons d’os se font à des températures aussi élevées

que 60◦ C (voir Cowin [59], chp. 20). Par conséquent, pour avoir un cadre le plus général

possible, la température varie entre ces bornes.

• Permittivité du fluide εr – La permittivité d’un fluide dépend tout d’abord de sa composi-

tion exacte. Or, pour le fluide interstitiel osseux, elle n’a pas encore été établie expérimenta-

lement. Par conséquent, la permittivité du fluide doit être déduite des données connues pour

des fluides ayant des caractéristiques similaires. Le fluide interstitiel osseux est un électro-

lyte contenant plusieurs espèces chimiques différentes (dont le phosphate de calcium et le

chlorure de sodium) [124]. Ainsi, les données concernant l’eau salée peuvent être utilisées

pour estimer la permittivité du fluide interstitiel osseux. La permittivité statique de l’eau

vaut environ 80. La température, la pression, le confinement, ainsi que la fréquence utili-

sés lors des expériences (la permittivité est souvent mesurée avec des essais dynamiques)

peuvent également affecter la permittivité du fluide. Les valeurs de la permittivité de l’eau,

rapportées dans la revue de Fernández et al. [81], associées aux valeurs de la permittivité

de l’eau salée, obtenues par Nörtemann et al. [180], permettent de définir la plage de va-

riation de la permittivité du fluide interstitiel osseux entre 60 et 90. Cet intervalle couvre la

plage de variation de la température définie précédemment, des valeurs de pression proches

de la pression atmosphérique et des concentrations chimiques proches des concentrations

physiologiques (voir plus bas).

• Viscosité du fluide µf – Puisque la composition exacte du fluide interstitiel osseux n’est

pas vraiment connue, l’analyse paramétrique se base sur les données connues pour l’eau.

La viscosité de l’eau mesurée à des températures corporelles (37◦C) vaut environ 0.65 ×

10−3 Pa.s. En prenant en compte la salinité et les variations de température, la viscosité varie

entre 0.4× 10−3 Pa.s et 2.5 · 10−3 Pa.s [123, 93, 94, 239, 207]. Cette plage de valeur couvre

l’intervalle de variation de la température, des valeurs de pression proches de la pression

atmosphérique et des concentrations chimiques proches des concentrations physiologiques

(voir plus bas).

• Potentiel Zêta ζ – Différentes études ont mesuré le potentiel Zêta de l’os cortical [25],

d’une hydroxyapatite synthétique (dénuée de protéines adsorbées) [162] et de la nacre
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[124]. Ces différentes mesures ont donné un potentiel Zêta variant entre −40 × 10−3 V

et 0 V. Malgré la grande plage de valeurs obtenue expérimentalement, toutes ces études

s’accordent sur la valeur négative du potentiel Zêta. Cependant, Berretta and Pollack [25]

ont observé que la polarité du potentiel Zêta de l’os peut changer pour de très fortes concen-

tration de chlorure de sodium (supérieures à 0.8 mol/l). Ces valeurs de concentration sont

bien plus élevées que celles estimées pour le fluide interstitiel osseux (voir plus bas et la

discussion sur nb dans la section 3.5). Par conséquent, la plage de variation du potentiel

Zêta est comprise entre −40 × 10−3 V et 0 V. Il est à noter que les effets osmotique et

électroosmotique disparaissent avec un potentiel Zêta nul (ζ = 0). De plus, la valeur de ré-

férence choisie pour le potentiel Zêta est celle obtenue par l’étude la plus récente, à savoir

−20× 10−3 V [124].

• Concentration ionique nb – Le fluide interstitiel est considéré comme une solution sa-

line contenant uniquement du NaCl. La valeur de référence de la concentration de sodium

dans le fluide interstitiel osseux, fixée à 145 mmol/l, équivaut à celle mesurée dans le fluide

interstitiel corporel [85]. De plus, la force ionique totale physiologique varie dans l’inter-

valle [100; 200] mmol/l, d’après les mesures de Stein et al. [222]. Cette concentration peut

changer localement en présence d’échanges de sodium et d’autres minéraux, augmentant

ou diminuant d’environ 50% [175, 174]. La plage de variation choisie est donc un peu plus

large, à savoir 50 mmol/l et 400 mmol/l. Ainsi, nb peut aussi représenter la force ionique

totale. Il est à noter que pour ces plages de variation de la concentration ionique, le potentiel

Zêta reste négatif et constant dans l’étude [25].

• Perméabilité de la matrice péricellulaire kf – La petite taille des fibres rend difficile

la mesure de la perméabilité de la matrice péricellulaire. Cependant, des études ont tenté

de la déterminer. Ainsi, si certains travaux théoriques estiment que kf est de l’ordre de

10−20 m2 à 10−18 m2 [253, 263, 243, 216, 23, 143], d’autres travaux s’appuient sur des

bases expérimentales proposent des valeurs plus petites de l’ordre de 10−25 m2 à 10−23 m2

[89, 91]. Ces valeurs sont résumées dans l’étude de Lemaire et al. [147]. Devant ces grandes

différences de valeurs, la plage de variation de kf choisie est comprise entre 10−26 m2 et

10−12 m2. Il est à noter que kf = 1 × 10−12 m2 correspond au cas où le canalicule est

entièrement dépourvu de fibres péricellulaires. La valeur de référence de kf est fixée à
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5× 10−17 m2 en se basant sur l’étude menée par Lemonnier et al. [149].

Remarque : Une perméabilité de la matrice péricellulaire valant kf = 1 × 10−26 m2 n’est

pas physiologique. En effet, d’après Lemaire et al. [147],
√
kf est de l’ordre de la taille du

pore δR. Ainsi, prendre kf = 1× 10−26 m2 signifierai que δR est de l’ordre de 1× 10−13 m.

Or, un espace de cette taille ne permet pas à une molécule d’eau (de taille O(1× 10−10) m)

de se mouvoir. Cependant, la valeur minimale de kf choisie reste 1×10−26 m2 pour couvrir

les résultats obtenus par toutes les études.

Paramètres géométriques

• Rayon interne du pore RM – Le rayon interne du pore coïncide avec le rayon de la mem-

brane ostéocytaire RM . Il n’est pas aisé de mesurer le diamètre d’une dendrite ostéocytaire.

En effet, l’extraction ou la culture d’ostéocytes est une tâche délicate. De plus, selon l’âge,

le sexe, l’espèce etc., les tailles des ostéocytes varient. Néanmoins, le regroupement des

valeurs trouvées dans la littérature [197, 129, 260, 245, 264] indique que le rayon de la

membrane ostéocytaire peut varier entre 20 nm et 80 nm. La plage de variation adoptée

pour RM est donc un peu plus large que cet intervalle, notamment, [15; 85] nm. La valeur

de référence du rayon de la membrane ostéocytaire est la mesure moyenne obtenue par You

et al. [260] et vaut RM = 52 nm.

• Taille du pore δR – En se basant sur les mêmes études que celles données pour la plage de

variation de RM , la taille du pore varie entre 60 nm et 120 nm et sa valeur de référence vaut

δR = 78 nm [260]. Il est important de noter que des valeurs plus petites ont été données dans

la littérature pour δR. En effet, dans leurs études expérimentales, You et al. [260] mesurent

des espaces annulaires entre la paroi du canalicule et la membrane ostéocytaire de 25 nm

voire même de 14 nm. Cependant, l’étude de Lemaire et al. [140] montre que lorsque le

rapport entre la taille du pore et la longueur de Debye est inférieur à 20 (préférablement

50), l’approximation de Debye-Hückel ne suffit plus et l’équation de Poisson-Bolztman,

pour représenter la distribution du potentiel électrique de double-couche, est recommandée.

Or, dans cette étude, la longueur de Debye de référence vaut L�D = 8.22 × 10−10 m (cf.

section 2.5). C’est pourquoi, pour assurer la validité de l’approximation de Debye-Hückel,
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les tailles de pore inférieures à 55 nm (correspondant à environ 40LDmax où LDmax ≡

LD(nbmin
)) ne sont pas considérées dans cette étude paramétrique.

iii) Distribution des valeurs

Une distribution linéaire uniforme est générée pour tous les paramètres du modèle sauf kf .

La plage de variation de kf étant très large, une distribution uniforme logarithmique lui est

préférée. Pour les distributions linéaires des paramètres, la valeur p de chaque paramètre varie

d’un minimum pmin à un maximum pmax, avec un pas régulier hp = pmax−pmin

Np−1
, où Np est

le nombre de valeurs à tester pour ce paramètre. La valeur Np est fixée à 15 pour tous les

paramètres. La ième (i = 1, ..., Np) valeur du paramètre p vaut pi = pmin + (i− 1)hp.

Remarque : p� n’appartient pas forcément à l’ensemble {pi}.

La même stratégie est utilisée pour générer l’ensemble des valeurs de kf , la formule précé-

dente étant adaptée pour obtenir une distribution logarithmique. Les plages de variation et les

pas de distribution de chaque paramètre sélectionné sont résumés dans la TABLE 3.1. Les va-

leurs physiologiques déjà données dans la TABLE 2.1 sont également réécrire, par soucis de

lisibilité, dans la TABLE 3.1.

Paramètre Minimum (pmin) Physiologique (p�) Maximum (pmax) Pas Unité
Paramètres physiques

T 293 310 333 2.86 K
εr 60 80 90 2.14 -
µf 0.40× 10−3 0.65× 10−3 2.50× 10−3 0.15× 10−3 Pa.s
ζ −40× 10−3 −20× 10−3 0 2.86× 10−3 V
nb 0.05 0.145 0.4 0.025 mol/l
kf 1× 10−26 5× 10−17 1× 10−12 10−1 (log) m2

Paramètres géométriques
RM 15× 10−9 52× 10−9 85× 10−9 5× 10−9 m
δR 55× 10−9 78× 10−9 125× 10−9 5× 10−9 m

TABLE 3.1 – Valeurs physiologiques, plages de variation et pas de distribution de chaque paramètre sélec-
tionné pour les études multi-paramétriques. Les paramètres physiques sont : la température T , la permittivité
du fluide εr, la viscosité du fluide µf , le potentiel Zêta ζ, la concentration ionique nb, la perméabilité de la
matrice péricellulaire kf et les paramètres géométriques sont : le rayon de la membrane ostéocytaire RM et la
taille du pore δR.

iv) Variables dépendantes de références

Les variables dépendantes de référence recherchées sont la longueur de Debye L�D, le potentiel
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électrique de double-couche ϕ�, les valeurs des perméabilités aux échelles microscopique κ�•

et macroscopique K�• ainsi que les valeurs des tenseurs de diffusion effectifs D∗i
�.

3.4.2 Analyse de Sensibilité Multi-Paramétrique (MPSA)

vi) Sensibilité locale

La sensibilité locale informe sur la façon dont la distribution radiale des champs à l’échelle mi-

croscopique est affectée par les paramètres du modèle. L’importance relative locale de chaque

paramètre sur les variables dépendantes de l’échelle microscopique u est définie par :

er p(r) =
1

Np

√√√√ Np∑
i=1

[
1− upi(r)

u�(r)

]2

, (3.1)

où u� sont les variables dépendantes de l’échelle microscopique de référence et les valeurs

upi sont obtenues en fixant tous les paramètres, sauf p (prenant la valeur pi). Pour chaque posi-

tion radiale r, l’indice de sensibilité locale er p mesure la sensibilité de la variable dépendante

de l’échelle microscopique u par rapport au paramètre p, c’est-à-dire que c’est une mesure

moyenne de la variabilité relative de u lorsque le paramètre p balaye les Np valeurs de l’en-

semble {pi}. L’importance relative de chaque paramètre indépendant sélectionné est calculée

pour les perméabilités à l’échelle microscopique κ•.

vii) Sensibilité globale

La sensibilité globale indique l’influence des paramètres sur les quantités à l’échelle macro-

scopique c’est-à-dire du canalicule. Classiquement, l’indice de sensibilité globale par rapport

au paramètre p est obtenu en faisant la moyenne de l’indice de sensibilité local [51, 57] :

Er p = 1
Nr

∑
r er p(r). Cette moyenne arithmétique est significative lorsque le poids de chaque

valeur locale est le même. Dans cette étude, ce n’est pas le cas pour deux raisons. Première-

ment, devant la géométrie cylindrique du pore canaliculaire, chaque valeur locale devrait être

pondérée par le rayon de courbure local. Deuxièmement, les valeurs locales sont calculées

aux points d’intégration utilisés pour résoudre les équations (2.148) et (2.159). Or ces points

d’intégrations peuvent ne pas être distribués de manière uniforme (notamment dans le cas où

la longueur de Debye est le centre d’intérêt : un plus grand nombre de points peut alors être

distribué dans cette zone de double-couche électrique dans le but d’obtenir des résultats plus
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précis). Ils doivent donc être pondérés par le pas d’intégration local. Pour contourner ces dif-

ficultés, l’indice de sensibilité globale est calculé en adaptant la formule (3.1) aux variables

dépendantes de l’échelle macroscopique U (i.e. les moyennes volumiques des variables dé-

pendantes de l’échelle microscopique) :

Er p =
1

Np

√√√√ Np∑
i=1

[
1− Upi

U�

]2

, (3.2)

où U� sont les variables dépendantes de l’échelle macroscopique de référence et les valeurs

Upi sont obtenues en fixant tous les paramètres, sauf p, à leurs valeurs physiologiques, p

prenant la valeur pi. L’indice de sensibilité global Er p mesure la sensibilité des variables

dépendantes de l’échelle macroscopique U par rapport au paramètre p, c’est-à-dire que c’est

une mesure moyenne de la variabilité relative de U lorsque le paramètre p balaye les Np

valeurs de l’ensemble {pi}. L’importance relative globale de chaque paramètre indépendant

sélectionné est calculée pour les perméabilités à l’échelle macroscopique K•.

viii) Seuil de sensibilité

Le seuil de sensibilité est arbitrairement fixé à 0.10. Par conséquent, les paramètres dont les

variations conduisent à des indices de sensibilité supérieurs ou inférieurs à 10 % sont défi-

nis comme sensibles ou insensibles respectivement. Cette définition s’applique pour les deux

indices de sensibilité (locale et globale).

3.5 Résultats et Discussions

3.5.1 Électrostatique
Influence des paramètres physiques : Analyse Multi-Paramétrique

L’influence des paramètres physiques sur les phénomènes de double-couche électrique est étu-

diée via une Analyse Multi-Paramétrique (MPA). Pour ce faire, les étapes (i)-(v) de la section 3.4

sont réalisées pour décrire la variation de la longueur de Debye et du potentiel électrique de double-

couche par rapport aux paramètres physiques. Les paramètres varient selon les plages de valeurs

définies dans la TABLE 3.1. La longueur de Debye caractérise l’épaisseur de la double-couche élec-

trique. C’est au niveau de cette double-couche électrique qu’ont lieu les écoulements osmotique

et électroosmotique. Les variations de la longueur de Debye LD par rapport à chaque paramètre
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physique pertinent sont présentées sur la FIGURE 3.1.

(a) LD en fonction de la température T

(b) LD en fonction de la permittivité du fluide εr

(c) LD en fonction de la concentration ionique nb

FIGURE 3.1 – Variations de la longueur de Debye LD par rapport à la température T (a), à la permittivité du
fluide εr (b) et à la concentration ionique nb (c). Le cercle indique la valeur de référence de la longueur de Debye
L�
D obtenue lorsque tous les paramètres sont fixés à leurs valeurs physiologiques données dans la TABLE 3.1.
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Les paramètres physiques considérés sont la température T , la permittivité du fluide εr et la

concentration ionique nb, le potentiel Zêta ζ , la viscosité µf et la perméabilité de la matrice pé-

ricellulaire kf n’intervenant pas dans la définition de la longueur de Debye (2.147). Un cercle

indique la valeur de référence de la longueur de Debye L�D = 8.22× 10−10 m obtenue lorsque tous

les paramètres sont fixés à leurs valeurs physiologiques données dans la TABLE 3.1. La longueur

de Debye varie faiblement avec une variation de la température T ou de la permittivité du fluide

εr (FIGURES 3.1(a) et 3.1(b)). À l’inverse, une variation de la concentration ionique nb dans les

plages de valeurs définies (TABLE 3.1) peut diminuer jusqu’à un ordre de grandeur la longueur

de Debye (FIGURE 3.1(c)). Les profils radiaux du potentiel électrique de double-couche ϕ obte-

nus lorsque le paramètre physique p varie de pmin (courbes bleues) à pmax (courbes rouges) sont

présentés sur la FIGURE 3.2.

(a) ϕ en fonction de la température T

(b) ϕ en fonction de la permittivité du fluide εr

FIGURE 3.2 – Influence des paramètres physiques sur le potentiel électrique de double-couche ϕ. (Suite sur la
page suivante)
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(c) ϕ en fonction de la concentration ionique nb

(d) ϕ en fonction du potentiel Zêta ζ

FIGURE 3.2 – (Suite de la page précédente) Influence des paramètres physiques sur le potentiel électrique de
double-couche ϕ. Les paramètres physiques étudiés sont la température T , la permittivité du fluide εr, le potentiel
Zêta ζ et la concentration ionique nb. Les valeurs du potentiel électrique de double-couche ϕ sont calculées en fixant
tous les paramètres, sauf p, à leurs valeurs physiologiques et en laissant p varier de pmin (courbes bleues) à pmax
(courbes rouges). Les lignes hachurées épaisses noires représentent les résultats obtenus pour les valeurs de référence
des paramètres.

Les paramètres physiques considérés sont la température T , la permittivité du fluide εr, le

potentiel Zêta ζ et la concentration ionique nb. (La viscosité µf et la perméabilité de la matrice

péricellulaire kf n’apparaissent pas dans la définition du potentiel électrique de double-couche

(A.1).) Les lignes hachurées épaisses noires représentent les résultats obtenus pour les valeurs

de référence des paramètres. Les résultats de la FIGURE 3.2 indiquent que les variations de la

température T et de la permittivité du fluide εr n’affectent pas beaucoup le potentiel électrique de

double-couche ϕ (FIGURES 3.2(a) et 3.2(b)). Par contre, ϕ varie de façon significative avec les

variations de la concentration ionique nb et du potentiel Zêta ζ (FIGURES 3.2(c) et 3.2(d)).
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Discussion

La température ainsi que la permittivité du fluide interstitiel n’agissent que faiblement sur

la longueur de Debye et le potentiel électrique de double-couche. Au contraire, l’influence des

phénomènes électriques de double-couche dépendent fortement de la concentration ionique et

du potentiel Zêta. En effet, plus la concentration est basse, plus la longueur caractéristique de

la double-couche électrique augmente. Par conséquent, tous les phénomènes ayant lieu dans la

double-couche électrique (et donc les écoulements osmotique et électroosmotique) ont lieu dans

un volume plus grand pour une faible concentration. Ceci se confirme dans l’étude paramétrique

suivante (voir sous-section 3.5.2). La distance d’influence de ces phénomènes de double-couche

(en terme de longueur de Debye) dans le pore canaliculaire peut être calculée via la charge mo-

bile totale nette par unité de longueur du canalicule Q. Cette charge est l’intégrale sur l’aire de

la section droite du canalicule de la densité de charge nette q : Q =
∫
Af
q dS où q est reliée

au potentiel électrique de double-couche et à la concentration ionique : q = 2F nb sinh(−ϕ)

(voir définition dans sous-section 2.1.1). Pour connaître cette distance d’influence, Q est donc

calculée sur différentes aires d’intégration dépendant de la longueur de Debye et définies par :

Af = π
[
(RM + λLD)2 − RM

2 + RC
2 − (RC − λLD)2

)]
. Le coefficient λ varie entre 1 et 15.

Il représente l’épaisseur de la couche d’intégration. D’après les résultats présentés FIGURE 3.3,

quelque soit nb, au-delà d’environ 5 longueurs de Debye, les phénomènes de double-couche n’ont

plus d’influence. Par conséquent, le bulk peut être délimité par l’intervalle [RM +5LD, RC−5LD].

FIGURE 3.3 – Distance d’influence des phénomènes électriques de double-couche. Q est la charge mobile totale
nette par unité de longueur du canalicule. Le paramètre λ définit la distance à partir des parois du canalicule (en termes
de nombre de LD) utilisée pour calculer Q.
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3.5.2 Écoulement du fluide interstitiel

Rappelons que cette section s’intéresse à κ• (profils des vitesses à l’échelle microscopique en

réponse à des gradients unitaires) et à K• (vitesses à l’échelle macroscopique en réponse à des

gradients unitaires), avec K• l’intégrale sur 
 de κ• (voir éq. (2.161)).

Influence des paramètres physiques : Analyse Multi-Paramétrique

Pour décrire les variations des perméabilités microscopiques (résultats non présentés) et ma-

croscopiques par rapport aux paramètres physiques, les étapes (i)-(v) de la section 3.4 sont effec-

tuées. Les paramètres varient selon les plages de valeurs définies dans la TABLE 3.1. À l’échelle

macroscopique, les perméabilités hydraulique (KP ), osmotique (KC) et électroosmotique (KE)

obtenues lorsque le paramètre physique p varie de pmin (bleu) à pmax (rouge) sont présentées sur

la FIGURE 3.4. Les valeurs de référence des perméabilités (lignes en pointillés sur la figure) sont

K�P = 3.1 · 10−15 m2/Pa.s, K�C = 3.2 · 10−15 m5/mol.s et K�E = 4.8 · 10−12 m2/s. Les résul-

tats sur la FIGURE 3.4 montrent que les variations des perméabilités les plus importantes sont

obtenues pour une variation de la viscosité du fluide µf , du potentiel Zêta ζ , de la concentra-

tion ionique nb et la perméabilité de la matrice péricellulaire kf . En revanche, les variations de

la température T et de la permittivité du fluide εr ne modifient pas de manière significative les

perméabilités à l’échelle macroscopique. Les dépendances des perméabilités à l’échelle macro-

scopique par rapport aux paramètres physiques importants (µf , ζ , nb et kf ) sont illustrées sur la

FIGURE 3.5. Les courbes des Kα (α = P,C,E) sont normalisées par les valeurs physiologiques

K�α . Par conséquent, toutes les courbes se coupent au point (p�, 1), marqué par un cercle noir. Sur

la FIGURE 3.5(d), les axes des abscisses et des ordonnées sont tracés en échelle logarithmique du

fait de la distribution logarithmique du paramètre kf et pour souligner les variations des perméabi-

lités à l’échelle macroscopique. Lorsque la viscosité du fluide µf augmente, les trois perméabilités

à l’échelle macroscopique diminuent avec exactement la même variabilité (FIGURE 3.5(a)). Étant

entendu que la perméabilité hydraulique n’est affectée ni par le potentiel Zêta ζ ni par la concen-

tration ionique nb, elle n’est pas montrée dans les FIGURES 3.5(b) et 3.5(c). Lorsque ζ augmente,

les perméabilités osmotique et électroosmotique diminuent (FIGURE 3.5(b)), jusqu’à disparaître

pour ζ = 0. Lorsque nb augmente, la perméabilité osmotique diminue tandis que la perméabilité

électroosmotique augmente légèrement (FIGURE 3.5(c)).

72



(a) Perméabilité hydraulique

(b) Perméabilité osmotique

(c) Perméabilité électroosmotique

FIGURE 3.4 – Influence des paramètres physiques sur les perméabilités à l’échelle macroscopique KP , KC et
KE . Les perméabilités à l’échelle macroscopique dues aux effets hydraulique (a), osmotique (b) et électroosmotique
(c) sont présentées pour les variations des paramètres physiques du modèle. Les paramètres physiques sont la tempé-
rature T , la permittivité du fluide εr, la viscosité du fluide µf , le potentiel Zêta ζ, la concentration ionique nb et la per-
méabiltié de la matrice pericellulaire kf . Les valeurs des perméabilités à l’échelle macroscopique Kα (α = P,C,E)
sont calculées en fixant tous les paramètres, sauf p, à leurs valeurs physiologiques et en laissant p varier de pmin à
pmax. Les lignes en pointillés représentent les perméabilités de référence à l’échelle macroscopique.
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(a) KP , KC , KE en fonction de µf

(b) KC , KE en fonction de ζ

FIGURE 3.5 – Variations des perméabilités à l’échelle macroscopique en fonction des paramètres physiques.
(Suite sur la page suivante)

Remarque : En échelle logarithmique, les courbes de la FIGURE 3.5(a) deviennent des droites et

les courbes des FIGURES 3.5(b) et 3.5(c) peuvent également être approchées par des droites. Les

trois perméabilités à l’échelle macroscopique augmentent lorsque la perméabilité de la matrice

péricellulaire kf croît (FIGURE 3.5(d)). Les grandes variations pour kf sont dues à la large plage

de valeurs choisie pour kf . Les variations des trois perméabilités par rapport à kf sont similaires :

une phase quasi-linéaire (en échelle log-log) est suivie d’un plateau, la transition étant plus abrupte

pour KP (à kf ' 10−15±1 m2) que pour KC et KE (à kf ' 10−16±2 m2). Par conséquent, pour de

très grandes valeurs de kf (pore dénué de fibres péricellulaires), ce paramètre n’affecte aucune

perméabilité. De plus, toutes les perméabilités disparaissent lorsque kf diminue (pore obstrué par

les fibres péricellulaires).
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(c) KC , KE en fonction de nb

(d) KP , KC , KE en fonction de kf

FIGURE 3.5 – (Suite de la page précédente) Variations des perméabilités à l’échelle macroscopique en fonction
des paramètres physiques. Les perméabilités à l’échelle macroscopique dues à la conduction hydraulique (KP , en
bleu), à l’osmose (KC , en rouge) et à l’électroosmose (KE , en vert) sont montrées en fonction de la viscosité du fluide
µf (a), du potentiel Zêta ζ (b), de la concentration ionique nb (c) et de la perméabilité de la matrice péricellulaire kf
(d).

Influence des paramètres physiques : Analyse de Sensibilité Multi-Paramétrique

L’indice de sensibilité défini par l’équation (3.1) donne une mesure quantitative de la sensi-

bilité locale du modèle. Il est calculé pour chaque paramètre p et chaque perméabilité à l’échelle

microscopique κα(r) et est noté er pα(r), où α = P,C,E représente, respectivement, les effets hy-

draulique, chimique et électrique. À chaque position radiale r, l’indice er pα(r) (α = P,C,E) est

une mesure moyenne, semblable à l’écart type relatif (ou coefficient de variation) utilisé en statis-

tique, de la dispersion des valeurs de κpiα (r) par rapport à la valeur de référence κ�α (r) lorsque le

paramètre p balaye l’ensemble de valeurs {pi}. Les profils radiaux des perméabilités de référence

sont tracés sur la FIGURE 3.6.
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FIGURE 3.6 – Perméabilités de référence à l’échelle microscopique. Les perméabilités dues aux effets hydraulique
(κ�P , ligne pleine bleu), osmotique (κ�C , ligne rouge en pointillés) et électroosmotique (κ�E , ligne verte avec tirets) sont
calculées pour chaque paramètre fixé à sa valeur physiologique. Le coefficient de normalisation K�

• , défini dans la
sous-section 2.5.1, est l’intégrale de κ�• sur Af .

La borne inférieure des valeurs utilisées sur le graphe représente la membrane ostéocytaire tan-

dis que la borne supérieure représente la paroi du canalicule. Par souci de lisibilité, les courbes ont

été mises à l’échelle de sorte que les intégrales soient unitaires. Les facteurs de mise à l’échelle

sont les intégrales des perméabilités de référence sur la section droite du pore canaliculaire (cf.

éq. (2.161)). Ils valent K�P = 2.81 · 10−27 m4/Pa.s, K�C = 2.86 · 10−27 m7/mol.s et K�E =

4.24 · 10−24 m4/s. La perméabilité hydraulique à l’échelle microscopique présente un profil ca-

ractéristique de Poiseuille où les valeurs maximales se situent au centre du pore. En revanche, les

perméabilités osmotique et électroosmotique sont liées à ce qui se passe au voisinage des parois.

Les valeurs maximales des profils de κC et κE se trouvent à quelques longueurs de Debye physio-

logiques L�D des parois (L�D = 8.22 × 10−10 m). À l’échelle du pore, la sensibilité du modèle par

rapport aux paramètres physiques a été évaluée en calculant l’indice de sensibilité locale défini par

l’équation (3.1) (étape (vi) de la section 3.4).

Les résultats de ces calculs sont les profils radiaux des indices de sensibilité locale et sont présentés

sur la FIGURE 3.7. Les bandes grisées correspondent aux valeurs des indices de sensibilité infé-

rieures au seuil de sensibilité. La perméabilité hydraulique est uniquement sensible à la viscosité

du fluide µf et à la perméabilité de la matrice péricellulaire kf . En revanche, les perméabilités

osmotique et électroosmotique sont sensibles à tous les paramètres. Cependant, les indices de sen-

sibilité par rapport à la température (erTα (r) ∼ 10−3, α = C,E) et à la permittivité du fluide

(er εrα (r) ∼ 10−2, α = C,E) sont plus petits que les autres et au-dessous du seuil de sensibilité.
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(a) Température T

(b) Permittivité du fluide εr

(c) Viscosité du fluide µf

FIGURE 3.7 – Indices de sensibilité locale pour les perméabilités microscopiques en fonction des paramètres
physiques. (Suite sur la page suivante)

Pour les trois perméabilités à l’échelle microscopique, les très grandes valeurs de l’indice de sen-

sibilité par rapport à la perméabilité de la matrice péricellulaire kf proviennent de la large plage

de variation choisie pour kf . À l’échelle canaliculaire, la sensibilité du modèle par rapport aux
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(c) Potentiel Zêta ζ

(d) Concentration ionique nb

(e) Perméabilité de la matrice péricellulaire kf

FIGURE 3.7 – (Suite de la page précédente) Indices de sensibilité locale pour les perméabilités à l’échelle micro-
scopique en fonction des paramètres physiques. Profils radiaux des indices de sensibilité locale des perméabilités
microscopiques hydraulique (κP , ligne pleine bleue), osmotique (κC , ligne rouge en pointillés) et électroosmotique
(κE , ligne verte avec tirets) par rapport aux paramètres physiques sélectionnés : la température T (a), la permittivité
du fluide εr (b), la viscosité du fluide µf (c), le potentiel Zêta ζ (c), la concentration ionique nb (d) et la perméabilité
de la matrice péricellulaire kf (e). Les zones grisées correspondent aux valeurs des indices de sensibilité inférieures
au seuil de sensibilité.
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paramètres physiques a été évaluée en calculant l’indice de sensibilité globale, défini par l’équa-

tion (3.2), pour les perméabilités à l’échelle macroscopique Kα (α = P,C,E) (étape (vii) de la

section 3.4). Les résultats de ces calculs sont présentés sur la FIGURE 3.8. Les bandes grisées

correspondent aux valeurs des indices de sensibilité inférieures au seuil de sensibilité.

FIGURE 3.8 – Indices de sensibilité globale pour les perméabilités à l’échelle macroscopique en fonction des
paramètres physiques. Valeurs des indices de sensibilité globale pour les perméabilités, à l’échelle macroscopique,
hydraulique (KP , en bleu), osmotique (KC , en rouge) et électroosmotique (KE , en vert) en fonction des paramètres
physiques sélectionnés, à savoir la température T , la permittivité du fluide εr, la viscosité du fluide µf , le potentiel
Zêta ζ, la concentration ionique nb et la perméabilité de la matrice péricellulaire kf . Les zones grisées correspondent
aux valeurs des indices de sensibilité inférieures au seuil de sensibilité.

Les résultats de la FIGURE 3.8 montrent que : la température T et la permittivité du fluide

εr sont des paramètres insensibles ; la viscosité du fluide µf , le potentiel Zêta ζ , la concentration

ionique nb et la perméabilité de la matrice péricellulaire kf sont des paramètres sensibles ; la sensi-

bilité de KP , KC et KE par rapport à µf est exactement la même ; les paramètres ζ et nb n’agissent

que sur KC et KE . Les indices de sensibilité globale (FIGURE 3.8) correspondent qualitativement

aux profils de la sensibilité locale (FIGURE 3.7). Cependant, des différences apparaissent : en re-

gardant le paramètre kf , la sensibilité globale de la perméabilité hydraulique (Er kfP ) est semblable

à celle des perméabilités osmotique (Er kfC ) et électroosmotique (Er kfE ) tandis que les différences

entre les sensibilités locales de la perméabilité hydraulique et celles des perméabilités osmotique

(er kfC ) et électroosmotique (er kfE ) sont plus prononcées (FIGURE 3.7(e)).

Discussion

Les vitesses d’écoulement du fluide interstitiel induites par des gradients moteurs unitaires sont

les perméabilités (cf. éq. (2.153) et (2.159)). Par conséquent, l’analyse des perméabilités permet
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d’évaluer l’influence des différents paramètres physiques sur l’écoulement du fluide interstitiel.

D’après les résultats numériques obtenus, la température T et la permittivité du fluide εr n’af-

fectent pas de manière significative les perméabilités aux échelles macroscopique et microsco-

pique. À l’inverse, la viscosité du fluide µf , le potentiel Zêta ζ , la concentration ionique nb et la

perméabilité de la matrice péricellulaire kf affectent les perméabilités aux échelles macroscopique

et microscopique.

Température T À ma connaissance, l’influence de la température sur l’écoulement du fluide

interstitiel osseux n’a jamais été étudiée. Pashley et al. [185] ont étudié les effets thermiques sur

la conductance hydraulique dans la dentine. Ils ont observé une variation non négligeable des pro-

priétés hydrauliques qui serait due au changement de la viscosité du fluide induit par la variation

de la température. D’autres études se sont intéressées aux effets de la température sur les propriétés

mécaniques de l’os [36] et de la dentine [249]. Ces travaux n’ont pas révélé d’influence thermique

significative pour des températures supérieures à une dizaine de degrés. D’autres auteurs ont mis

en évidence l’influence de la température sur la vitesse électroosmotique dans un milieu poreux

chargé [240]. Ils attribuent ces changements sur l’écoulement du fluide aux variations de tempéra-

ture qui induisent une variation de la permittivité et de la densité surfacique de charge du pore.

Les résultats obtenus par l’étude paramétrique sont en accord avec les conclusions issues de ces

travaux. Dans le modèle, pour la partie transport de fluide, la température intervient dans la distri-

bution du potentiel électrique de double-couche (éq. (2.148)) et l’écoulement du fluide (éq. (2.153)-

(2.159)). Dans tous les cas, la température agit directement sur le potentiel électrique de double-

couche soit en modifiant ses effets sur les vitesses osmotique et électroosmotique, soit en changeant

son profil à travers la longueur de Debye (voir FIGURES 3.1(a) et 3.2(a)). Il en résulte qu’aucun

des composants de l’écoulement du fluide interstitiel n’est affecté de manière significative par la

température, que ce soit globalement (FIGURES 3.4 et 3.8) ou localement (FIGURE 3.7(a)). Par

conséquent, comme pour la longueur de Debye et le potentiel électrique de double-couche, les

variations de température peuvent être négligées et la température peut assurément être fixée à la

température corporelle, soit T = T� = 37◦C.

Remarque : Dans cette analyse, seuls les effets directs induits par la température sont pris en

compte. Cependant, la température peut affecter indirectement l’écoulement du fluide interstitiel
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en modifiant les valeurs des autres paramètres physiques qui, en général, dépendent de la tempé-

rature. Par souci de simplicité, ces paramètres sont ici considérés comme non dépendants de la

température. Cependant, l’impact que peuvent avoir leurs variations, quelles soient causées par un

changement de température ou non, est étudié séparément.

Les résultats obtenus suggèrent également que des maladies de thermorégulations telles que l’hy-

perthermie ou l’hypothermie n’affectent pas l’écoulement du fluide interstitiel. Cependant, la sensi-

bilité et l’activité cellulaires sont thermorégulées et un même écoulement de fluide pourrait induire

des réponses cellulaires différentes chez des personnes en hypothermie, saines ou fiévreuses.

Permittivité du fluide εr La permittivité du fluide est la permittivité diélectrique statique du

fluide interstitiel osseux. Les principaux facteurs pouvant affecter la permittivité diélectrique d’un

électrolyte aqueux tel que le fluide interstitiel osseux sont le type et la concentration des espèces

chimiques [113, 180, 229], la température [81, 49, 229], la pression [81, 229], l’état de confinement

[214] et la fréquence d’excitation [180]. Or, les effets de confinement apparaissent pour des tailles

de pores bien inférieures à celle du canalicule [214], les effets de fréquence deviennent significatifs

pour des valeurs de l’ordre du GHz [180] et les effets de pression apparaissent pour des valeurs de

pression supérieures à celle considérée dans cette étude puisque de l’ordre 107 pascals [81, 229].

Par conséquent, cette étude n’est pas concernée par ces effets. En revanche, la nature de l’élec-

trolyte et la température doivent être pris en compte. Quelles que soient les espèces chimiques,

une augmentation de la salinité [113, 180, 229] ou de la température diminue la permittivité de la

solution [49, 229]. En regroupant tous ces résultats, il est raisonnable de supposer que la plage de

variation utilisée dans la simulation recouvre toutes les valeurs possibles de la permittivité du fluide

interstitiel osseux. Dans cette analyse, la plage de valeurs de la permittivité du fluide considérée est

suffisamment large pour couvrir toutes les valeurs raisonnables de température et les compositions

chimiques du fluide interstitiel osseux. Comme pour la longueur de Debye et le potentiel électrique

de double-couche (voir FIGURES 3.1(b) et 3.2(b)), les résultats obtenus suggèrent que, dans tous

les cas, la permittivité du fluide n’affecte pas significativement les composantes de l’écoulement

du fluide interstitiel canaliculaire, que ce soit globalement (FIGURES 3.4 et 3.8) ou localement

(FIGURE 3.7(b)). Dans ces conditions, la valeur de référence de la permittivité du fluide interstitiel

osseux peut, de façon certaine, être fixée à la valeur de la permittivité de l’eau liquide non confinée
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à température et pression ambiantes, soit εr = ε�r = 80.

Viscosité du fluide µf Comme pour la permittivité, la valeur actuelle de la viscosité du fluide

interstitiel osseux reste incertaine. Parmi d’autres facteurs, la viscosité du fluide interstitiel osseux

dépend du type et de la concentration des espèces chimiques, de la température et de la pression

[122, 123, 2, 3, 228]. Quelles que soient les espèces chimiques, la viscosité augmente aux fortes

concentrations chimiques, augmente légèrement avec la pression et diminue fortement aux hautes

températures. Les questions additionnelles liées à un éventuel comportement non-newtonien du

fluide interstitiel osseux ne sont pas prises en compte ici. Devant le manque de données pré-

cises, les données disponibles pour l’eau et d’autres solutions physiologiques salines sont utili-

sées. Les viscosités de l’eau aux températures Tmin, T� et Tmax valent environ 1.00 × 10−3 Pa.s,

0.65× 10−3 Pa.s et 0.47× 10−3 Pa.s, respectivement [251]. Augmenter la salinité augmente la vis-

cosité du fluide. Par exemple, les viscosités, à température corporelle, des solutions de 2.0 mol/kg

de chlorure de potassium [122] et de chlorure de sodium [123] sont respectivement 0.75×10−3 Pa.s

et 0.85 × 10−3 Pa.s. Les viscosités (température non indiquée) mesurées par Haut Donahue et al.

[104] pour un sérum libre et un sérum additionné d’une solution saline tampon de Hank 1 valent

1.00 × 10−3 Pa.s. Cependant, l’ajout de dextrane 2 augmente fortement la viscosité qui varie en

fonction de la concentration de dextrane. D’après ces résultats, la plage de valeurs de la viscosité

du fluide choisie couvre probablement la viscosité d’un électrolyte aqueux, contenant des ions de

petite taille, mesurée pour des températures et concentrations chimiques variant dans les plages

de valeurs définies dans cette étude. Le fluide interstitiel osseux contient également des grosses

molécules telles que l’albumine [183] qui peut augmenter la viscosité d’au moins un ordre de

grandeur [171]. Toutes ces questions sont négligées dans l’estimation de la plage de valeurs de la

viscosité du fluide interstitiel osseux. Cependant, comme discuté plus loin, cette plage de valeurs

n’est pas vraiment une limite de cette étude. Les résultats obtenus montrent que la viscosité affecte

de manière significative l’écoulement du fluide interstitiel osseux (FIGURE 3.4). Plus la viscosité

augmente, plus les perméabilités, et donc les vitesses hydraulique, osmotique et électroosmotique

diminuent (FIGURE 3.5(a)). En fait, un fluide ayant une forte viscosité s’écoulera plus lentement

1. Solution fréquemment utilisée dans les laboratoires expérimentaux pour maintenir les cellules cultivées en
bonne santé. La solution tampon évite aux cellules de devenir trop acides ou trop basique et fournit des sels essentiels.

2. Polymère de dextrose (ou D-glucose) utilisé pour remplacer le plasma.
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aux travers du canalicule qu’un fluide à faible viscosité. Chaque perméabilité est inversement pro-

portionnelle à la viscosité, la dépendance étant exactement la même pour les trois perméabilités.

Ceci est dû au fait que la viscosité du fluide agit comme un coefficient multiplicateur dans les équa-

tions (2.153), où µf vα (α = P , C, ou E) peut être vue comme une vitesse « effective ». D’après

la définition adoptée pour l’indice de sensibilité locale (éq. (3.1)), le profil radial de l’indice de

sensibilité locale est une droite horizontale (FIGURE 3.7(c)). Par conséquent, l’influence de µf sur

les profils des perméabilités est la même le long du rayon canaliculaire. De plus, il en ressort que

les sensibilités globales des trois perméabilités Kα par rapport à µf sont exactement les mêmes.

Remarque : Les courbes de la FIGURE 3.5(a) sont représentées par des droites lorsque les abscisses

et ordonnées sont à l’échelle logarithmique. Par conséquent, quelles que soient les valeurs de la

viscosité du fluide, son impact sur les perméabilités à l’échelle macroscopique peut facilement être

extrapolé et les conclusions de cette étude sont valables bien au-delà de la plage de valeurs consi-

dérée pour la viscosité.

La viscosité du fluide étant un paramètre sensible, une attention particulière doit être portée sur le

choix de sa valeur. Si la viscosité du fluide dans des expériences in vitro est un paramètre contrô-

lable, il est difficile de connaître la valeur réelle de la viscosité du fluide interstitiel osseux in

vivo. D’après les données disponibles pour des électrolytes contenant une seule espèce chimique,

il est raisonnable de supposer que la viscosité du fluide interstitiel osseux, à température corpo-

relle, est supérieure à celle de l’eau d’environ 20%. Un accroissement de la viscosité du fluide de

30% (µf = 0.85 Pa.s) induit une diminution des perméabilités de 34% (KP = 2.4 · 10−15 m2/Pa.s,

KC = 2.5 ·10−15 m5/mol.s, etKE = 3.6 ·10−12 m2/s). À ma connaissance, il n’existe pas d’études

portant sur la viscosité d’électrolytes contenant autant d’espèces chimiques que le fluide interstitiel

osseux. Des études viscosimétriques sur des solutions se rapprochant au mieux de la composition

du fluide interstitiel seraient utiles.

Salinité nb Bien que la composition chimique de la matrice solide osseuse est plutôt connue, la

composition chimique du fluide interstitiel osseux est toujours l’objet de débats et des informations

précises la concernant n’existent pas. Déterminer expérimentalement la nature et les concentrations

des espèces chimiques présentes dans le fluide canaliculaire est un défi. Le fluide canaliculaire

contient beaucoup d’espèces chimiques liées à l’activité ostéocytaire et à l’homéostasie systé-
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mique, telles que des ions, des protéines et des hormones. Parmi les espèces chimiques connues,

il y a les ions sodium, potassium, magnésium et calcium ainsi que les nitrates, les chlorures et les

phosphates. Il est bien connu que des flux ioniques continus apparaissent entre le fluide canalicu-

laire et la matrice osseuse [175, 174, 159, 195, 35] et une interaction complexe existe entre ces ions

et de nombreuses autres espèces chimiques dans la régulation de l’activité des cellules osseuses

[164]. Il a été prouvé que les réponses des cellules osseuses à un écoulement de fluide peuvent être

affectées par la nature et la concentration des espèces chimiques présentes dans le fluide [7, 104].

Le calcium est habituellement désigné comme l’ion le plus important dans la régulation de l’acti-

vité ostéocytaire, mais d’autres ions sont également essentiels au fonctionnement du tissu osseux.

Par souci de simplicité, l’étude menée dans ce chapitre se concentre sur un ion monovalent – re-

présentant le sodium. (Puisque les effets stériques liés aux tailles des ions sont négligés, ce modèle

pourrait peut-être ne pas s’appliquer à des ions plus gros tel que le potassium.) Le sodium est

le principal cation du fluide extracellulaire et est essentiel dans la détermination de l’osmolalité 3

du milieu interieur [107]. Une perte de sodium provoque une déshydratation tandis qu’un excès

de sodium crée de la rétention d’eau. Les concentrations physiologiques de sodium des fluides

corporels varient dans une étroite plage de valeurs, à savoir de 0.135 à 0.145 mol/l [85, 27]. Du

sodium supplémentaire, différent de celui du fluide interstitiel, se trouve dans la matrice osseuse

[116]. En fait, environ un tiers à la moitié du sodium du corps est présent dans le tissu osseux et

environ 30 à 40% de ce sodium est échangeable en un espace de temps variant de quelques heures

à plusieurs heures. En effet, si la nature du sodium dans le tissu osseux fait toujours l’objet de

débats, la présence d’échanges de sodium entre le tissu osseux et le reste du corps fait l’unani-

mité [116]. Ces échanges aident à maintenir l’osmolalité du corps et la santé du squelette, et sont

affectés par des carences en sodium ou des maladies telle que l’acidose. À cause de ses interac-

tions chimiques avec le calcium, il semblerait que le sodium joue un rôle dans la régulation du

remodelage osseux et la perte de la masse osseuse [46]. Les échanges de sodium induisent des

flux de sodium dans le réseau canaliculaire. L’impact de tels échanges sur la vitesse d’écoulement

du fluide interstitiel n’a pas encore été étudiée. Les résultats obtenus indiquent que les effets de

la concentration ionique nb sur l’écoulement du fluide interstitiel ne peuvent pas être négligés. La

concentration ionique n’affecte pas la perméabilité hydraulique KP (voir éqs. (2.153)-(2.154)), af-

3. Nombre d’osmoles de particules osmotiquement actives par unité de poids de solvant.
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fecte légèrement la perméabilité électrique KE et affecte fortement la perméabilité chimique KC

(FIGURE 3.5(c)). En outre, nb affecte principalement le potentiel électrique de double-couche en

modifiant la longueur de Debye. En effet, comme cela est bien connu en science des colloïdes

[110], une augmentation de la concentration ionique nb induit une réduction de la longueur de De-

bye LD. Ce phénomène est clairement observé à partir de la définition de LD (éq. (2.147)) et des

résultats obtenus sur FIGURE 3.1(c). Les écoulements osmotique et électroosmotique sont liés à

une différence de la pression osmotique de Donnan πD = 2RT nb (coshϕ−1) (voir chapitre 2) le

long de l’axe canaliculaire. Les variations axiales de nb et ψb induisent les écoulements osmotique

et électroosmotique respectivement. Puisque la pression osmotique agit seulement dans une zone

voisine des surfaces chargées du pore, les écoulements osmotiques et électroosmotiques n’appa-

raissent que dans cette région longue d’environ 5LD (voir FIGURE 3.3). Par conséquent, il n’est

pas surprenant qu’une variation de LD affecte KC et KE . Cependant, une variation de LD induit

des effets complètement différents sur les perméabilités osmotique et électroosmotique.

Potentiel Zêta ζ Le potentiel Zêta varie avec plusieurs paramètres. En particulier, d’après la

formule de Schmoluchowski (ζ = µEµf/ε0εr, où µE est la mobilité électrophorétique 4), il varie

linéairement avec la viscosité du fluide µf et il est inversement proportionnel à la permittivité du

fluide εr. Les plages de valeurs choisies pour le potentiel Zêta couvrent vraisemblablement les

plages de variation de ces deux paramètres. De plus, des études ont montré que le potentiel Zêta

varie également avec la concentration ionique nb [25]. L’influence de la concentration est telle

qu’elle peut même inverser le signe du potentiel Zêta. Cependant, d’après l’étude de Berretta and

Pollack [25], avec la plage de variations choisie pour la concentration en sodium (cf. TABLE 3.1),

le potentiel Zêta reste négatif et à peu près constant. À ma connaissance, aucune étude ne s’est

intéressée à l’influence du potentiel Zêta sur l’écoulement du fluide interstitiel de l’os cortical in

vivo. Cependant, l’étude de Herr et al. [108] montre que, dans des capillaires, une variation du

potentiel Zêta modifie fortement le profil de la vitesse d’écoulement électroosmotique. L’étude

de Sze et al. [224], montre elle, qu’une variation de l’écoulement électroosmotique induit une

variation du potentiel Zêta. Ces études montrent donc que l’influence du potentiel Zêta sur l’écou-

lement électroosmotique est non négligeable. Les résultats obtenus avec l’étude paramétrique vont

4. mobilité électrophorétique : capacité des particules chargées à se mouvoir dans le milieu sous l’influence d’un
champ électrique. Elle s’exprime en m2/(V.s).
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dans ce sens. Tout d’abord, le potentiel Zêta n’affecte pas la perméabilité hydraulique que ce soit

localement (FIGURE 3.7) ou globalement (FIGURE 3.8). Ce résultat est clairement observé avec

l’équation (2.153) et s’explique par le fait que la conduction hydraulique n’est pas concernée par

les effets électriques. Les perméabilités KC et KE diminuent avec une augmentation du poten-

tiel Zêta (FIGURE 3.5(b)). Ces effets peuvent s’expliquer par le fait qu’à concentration constante,

une augmentation du potentiel Zêta (c’est-à-dire une diminution de sa valeur absolue) diminue

la quantité de cations attirés aux parois. Par conséquent, moins de cations sont présents dans la

double-couche électrique et la charge nette cationique est moindre. Comme les écoulements os-

motique et électroosmotique sont induits par les cations mobiles de la double-couche électrique,

les deux perméabilités KC et KE caractérisant ces écoulements diminuent. Par ailleurs, les per-

méabilités à l’échelle microscopique κC et κE sont plus sensibles aux variations du potentiel Zêta

au voisinage des parois qu’au centre du pore (FIGURE 3.7). Ce phénomène est le même pour le

potentiel électrique de double-couche qui ne varie qu’à quelques longueurs de Debye des parois

avec les variations de ζ (FIGURE 3.2(d)). Par ailleurs, la FIGURE 3.8 indique que KC et légère-

ment plus sensible aux variations de ζ queKE . Ceci se voit également sur la FIGURE 3.5(b) oùKE

varie de deux ordres de grandeurs avec la variation de ζ tandis que KC perd jusqu’à trois ordres

de grandeur. Ainsi, une diminution du potentiel Zêta agit plus sur l’écoulement osmotique que sur

l’écoulement électroosmotique. Le potentiel Zêta est donc un paramètre sensible. Une attention

particulière doit donc être portée sur le choix de sa valeur. Cependant, la connaissance de sa valeur

réelle n’est pas évidente. Les différentes études ayant mesuré le potentiel Zêta de l’os cortical, la

nacre ou encore l’hydroxyapatite synthétique donnent des résultats bien différents. Ces différences

peuvent être dues aux différentes concentrations utilisées. Devant de telles incertitudes, le choix

de la valeur du potentiel Zêta se porte sur l’étude la plus récente de Kim et al. [124], mesurant le

potentiel Zêta ζ dans les couches calciques (ζ ∼ −20 mV).

Perméabilité de la matrice péricelluaire kf La matrice péricellulaire obstrue l’espace annulaire

entre la membrane ostéocytaire et la paroi du canalicule. Elle semble jouer un rôle important dans

le fonctionnement du tissu osseux. Tout d’abord elle sert de filtre : seules les petites molécules

peuvent pénétrer l’espace annulaire canaliculaire. Mais elle permet également l’amplification de

la déformation de la dendrite ostéocytaire sous l’écoulement du fluide interstitiel [259, 103]. De
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nombreuses études ont tenté de déterminer la valeur de la perméabilité de la matrice péricellulaire.

Seulement, les résultats obtenus varient de plusieurs ordres de grandeur. Les différences entre ces

résultats peuvent provenir des dispositifs expérimentaux aussi bien qu’être liés à l’espèce, l’âge,

les conditions physiologiques... des échantillons dont dépend la perméabilité de la matrice péricel-

lulaire. À cela s’ajoute la possible destruction partielle de la matrice péricellulaire pouvant avoir

lieu lors de la préparation des échantillons. Ainsi, la matrice péricellulaire dépend de multiples fac-

teurs et connaître sa valeur réelle in vivo semble être un véritable défi. En revanche, son influence

sur l’écoulement du fluide interstitiel est évidente : elle ralentit l’écoulement du fluide interstitiel,

à l’image des feuilles mortes bouchant les gouttières des maisons et empêchant l’écoulement de

l’eau. Ces effets sont visibles dans les résultats obtenus : les perméabilités à l’échelle macrosco-

pique KP , KC et KE augmentent lorsque la perméabilité de la matrice péricellulaire croît (voir

FIGURE 3.5(d)). D’un autre côté, la sensibilité des perméabilités à l’échelle microscopique κC et

κE à kf diffèrent de la sensibilité de κP (FIGURE 3.7). En effet, κC et κE sont plus fortement affec-

tées par kf au centre du pore que κP . Il en va de même pour les sensibilités globales de KC et de

KE sont légèrement plus fortes que celle de KP (FIGURE 3.8). La perméabilité de la matrice pé-

ricellulaire est donc un paramètre sensible et peut fortement affecter les écoulements hydraulique,

osmotique et électroosmotique. Le choix de sa valeur doit alors faire l’objet d’une attention parti-

culière. Cependant, la connaissance de sa valeur in vivo n’est pas évidente. Les différentes études,

quelles soient théoriques ou expérimentales, qui ont essayé de déterminer la valeur de la perméa-

bilité de la matrice péricellulaire donnent des résultats très différents. Devant de telles incertitudes,

la valeur choisie pour kf est adaptée de l’étude de [149], c’est-à-dire kf = 5× 10−17 m2.

Remarque : Lorsque le pore annulaire canaliculaire est rempli de fibres péricellulaires (i.e.

kf → 0), le second terme de droite de l’équation (2.153) (−µf/kfv•) est prédominant et l’écou-

lement du fluide interstitiel est régi par une loi de Darcy. À l’inverse, en l’absence de matrice

péricellulaire (i.e. kf → ∞), le premier terme de droite de l’équation (2.153) (µf4v•) est prédo-

minant et l’écoulement du fluide interstitiel est régi par une équation de Stokes.

Influence des paramètres géométriques : Analyse Multi-Paramétrique Simultanée

L’influence des paramètres géométriques sur l’écoulement du fluide canaliculaire est étudiée

à l’aide d’une analyse multi-paramétrique simultanée (CMPA). Pour cela, les étapes (i)-(v*) de la
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section 3.4 sont effectuées pour décrire les variations des perméabilités à l’échelle macroscopique

KP , KC et KE par rapport aux paramètres géométriques (RM et δR) et aux paramètres physiques

importants (µf , ζ , nb et kf ). En fait, un paramètre géométrique et un paramètre physique balayent

simultanément leurs plages de valeurs définies dans la TABLE 3.1. Le premier paramètre géomé-

trique testé est le rayon de la dendrite ostéocytaireRM . Il coïncide avec le rayon interne du pore. La

taille du pore est fixée à sa valeur physiologique δ�R = 78 nm (cf. TABLE 3.1). Par conséquent, la

géométrie canaliculaire correspondante est un espace annulaire dont les rayons internes et externes

[RM , RC ] varient de [15, 93] nm à [85, 163] nm. Les perméabilités à l’échelle macroscopique KP ,

KC et KE présentées sur la FIGURE 3.9 sont calculées en faisant varier simultanément un para-

mètre physique sensible et le rayon de la dendrite ostéocytaire RM . Les cercles noirs indiquent les

résultats correspondants aux paramètres de référence (en particulier, R�M = 52 nm). La variation

de RM met en évidence les effets induits par la géométrie cylindrique. En général, la géométrie

cylindrique joue un rôle non négligeable pour des petits rayons de courbure i.e. l’influence de RM ,

si elle existe, serait plus importante pour des petites valeurs de RM . De façon intéressante, la va-

leur du rayon de la dendrite ostéocytaire, i.e. du rayon interne du pore canaliculaire, ne semble

affecter aucune perméabilité de manière significative, et ce, pour toutes les valeurs testées de RM .

Des résultats semblables sont également obtenus pour des géométries planes (écoulement d’un

fluide entre deux plaques parallèles). Par conséquent, pour la plage de valeurs de RM étudiée,

RM peut être considéré comme un paramètre insensible. Le second paramètre géométrique consi-

déré est la taille du pore δR. Elle varie selon sa plage de valeurs donnée dans la TABLE 3.1. Le

rayon interne du pore est fixé à sa valeur physiologique R�M = 52 nm (cf. TABLE 3.1). Par consé-

quent, la géométrie canaliculaire correspondante est un espace annulaire dont les rayons internes

et externes [RM , RC ] varient de [52, 107] nm à [52, 177] nm. Les perméabilités macroscopiques

KP , KC et KE présentées sur les FIGURES 3.10 et 3.13 sont calculées en faisant varier simul-

tanément un paramètre physique sensible et la taille du pore δR. Les cercles noirs indiquent les

résultats correspondants aux paramètres de référence (en particulier, δ�R = 78 nm). Faire varier δR

de δRmin = 55 nm (courbes bleues) à δRmax = 125 nm (courbes rouges) affecte les trois perméabi-

lités de manière significative. Dans tous les cas, l’influence de la taille du pore est plus importante

lorsqu’elle tend vers sa limite inférieure δRmin = 55 nm (courbes bleues). Lorsqu’elle tend vers sa

limite supérieure δRmax = 125 nm (courbes rouges), les courbes se rapprochent les unes des autres
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(a) KP , KC et KE en fonction de µf pour différents RM

(b) KP , KC et KE en fonction de ζ pour différents RM

FIGURE 3.9 – Variations des perméabilités macroscopiques en fonction d’un paramètre physique sensible pour
différents rayon de dendrite ostéocytaire. (Suite sur la page suivante)

et l’influence de la taille du pore devient moins importante. Par conséquent, une limite asympto-

tique peut probablement être atteinte pour de très grandes tailles de pore. Il est intéressant de noter

que lorsque la taille du pore δR augmente, la perméabilité hydraulique (KP ) augmente tandis que

les perméabilités osmotique (KC) et électroosmotique (KE) décroissent. Lorsque les effets de la

taille du pore sont mêlés aux effets des paramètres physiques, l’influence de la taille du pore δR

sur les trois perméabilités à l’échelle microscopique est plus importante pour de petites valeurs de

la viscosité du fluide µf (FIGURE 3.10(a)-(c)), du potentiel Zêta ζ (FIGURE 3.11(a)-(c)) et de la

concentration ionique nb (FIGURE 3.12(a)-(c)). Mêlés aux effets de la perméabilité de la matrice

péricellulaire kf , les effets de δR sont doubles : la perméabilité hydraulique (KP ) est affectée pour

de fortes valeurs de kf alors qu’elle ne l’est presque pas pour de faibles valeurs de kf ; en revanche,
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(c) KP , KC et KE en fonction de nb pour différents RM

(d) KP , KC et KE en fonction de kf pour différents RM

FIGURE 3.9 – Variations des perméabilités macroscopiques en fonction d’un paramètre physique sensible pour
différents rayon de dendrite ostéocytaire. Les perméabilités macroscopiques hydraulique (KP , lignes pleines du
bleu clair au bleu foncé), osmotique (KC , lignes pleines du rouge au jaune marquées de ‘∗’) et électroosmotique (KE ,
lignes pleines du vert clair au vert foncé marquées de ‘♦’) sont calculées en faisant varier simultanément un paramètre
physique et le rayon de la dendrite ostéocytaire RM . Le rayon de la dendrite ostéocytaire varie de RMmin = 15 nm
(courbes claires) à RMmax = 85 nm (courbes foncées). Les courbes correspondant aux différentes valeurs de RM
étant presque superposées les unes sur les autres, seul les courbes correspondant à RMmax = 85 nm sont visibles. Les
cercles noirs indiquent les résultats obtenus avec les paramètres fixés sur leurs valeurs physiologiques (en particulier,
R�
M = 52 nm).

les perméabilités osmotique (KC) et électroosmotique (KE) sont principalement affectées pour de

faibles valeurs de kf et ne le sont presque pas pour de fortes valeurs de kf . Dans tous les cas, la

transition se trouve entre 10−16 et 10−14 m2.
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(a) KP en fonction de µf pour différents δR

(b) KC en fonction de µf pour différents δR

(c) KE en fonction de µf pour différents δR

FIGURE 3.10 – Variations des perméabilités à l’échelle macroscopique en fonction de la viscosité du fluide pour
différentes tailles de pore. À l’échelle macroscopique, les perméabilités hydraulique (KP ), osmotique (KC) et élec-
troosmotique (KE) sont calculées en faisant varier simultanément la viscosité du fluide et la taille du pore canalicu-
laire δR. La taille du pore varie de δRmin = 55 nm (courbes bleues) à δRmax = 125 nm (courbes rouges). Les cercles
noirs correspondent aux résultats obtenus pour les paramètres fixés à leurs valeurs physiologiques (en particulier,
δ�R = 78 nm).
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(a) KP en fonction de ζ pour différents δR

(b) KC en fonction de ζ pour différents δR

(c) KE en fonction de ζ pour différents δR

FIGURE 3.11 – Variations des perméabilités à l’échelle macroscopique en fonction du potentiel Zêta pour dif-
férentes tailles de pore. À l’échelle macroscopique, les perméabilités macroscopiques hydraulique (KP ), osmotique
(KC) et électroosmotique (KE) sont calculées en faisant varier simultanément le potentiel Zêta et la taille du pore
canaliculaire δR. La taille du pore varie de δRmin = 55 nm (courbes bleues) à δRmax = 125 nm (courbes rouges).
Les cercles noirs correspondent aux résultats obtenus pour les paramètres fixés à leurs valeurs physiologiques (en
particulier, δ�R = 78 nm).
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(a) KP en fonction de nb pour différents δR

(b) KC en fonction de nb pour différents δR

(c) KE en fonction de nb pour différents δR

FIGURE 3.12 – Variations des perméabilités à l’échelle macroscopique en fonction de la concentration ionique
pour différentes tailles de pore. À l’échelle macroscopique, les perméabilités macroscopiques hydraulique (KP ),
osmotique (KC) et électroosmotique (KE) sont calculées en faisant varier simultanément la concentration ionique et la
taille du pore canaliculaire δR. La taille du pore varie de δRmin = 55 nm (courbes bleues) à δRmax = 125 nm (courbes
rouges). Les cercles noirs correspondent aux résultats obtenus pour les paramètres fixés à leurs valeurs physiologiques
(en particulier, δ�R = 78 nm).
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(a) KP en fonction de kf pour différents δR

(b) KC en fonction de kf pour différents δR

(c) KE en fonction de kf pour différents δR

FIGURE 3.13 – Variations des perméabilités à l’échelle macroscopique en fonction de la perméabilité de la ma-
trice péricellulaire pour différentes tailles de pore. À l’échelle macroscopique, les perméabilités macroscopiques
hydraulique (KP ), osmotique (KC) et électroosmotique (KE) sont calculées en faisant varier simultanément la per-
méabilité de la matrice péricellulaire et la taille du pore canaliculaire δR. La taille du pore varie de δRmin = 55 nm
(courbes bleues) à δRmax = 125 nm (courbes rouges). Les cercles noirs correspondent aux résultats obtenus pour les
paramètres fixés à leurs valeurs physiologiques (en particulier, δ�R = 78 nm).
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Discussion

Cette étude montre que le rayon de la dendrite ostéocytaire n’affecte aucune perméabilité,

quel que soit le paramètre physique variant. L’influence de la géométrique cylindrique est donc

négligeable. Ainsi, ce modèle pourrait être approché par une géométrie plane. À l’inverse, la taille

du pore affecte fortement les trois perméabilités. Lorsque la taille du pore est mêlée à la variation

des paramètres physiques p importants, son influence est d’autant plus grande que la valeur du

paramètre p est petite. De façon intéressante, la perméabilité hydraulique KP réagit différemment

à une augmentation de la taille du pore δR en comparaison avec les perméabilités osmotique KC et

électroosmotiqueKE . En effet, lorsque δR augmente,KP augmente, contrairement àKC etKE qui

diminuent. Ceci peut s’expliquer par le fait que dans un petit pore, la distance d’influence des effets

de double-couche est plus grande et peut donc attirer plus de cations présents dans le bulk que si

le pore est très grand. Ainsi, dans un grand pore, les effets de la double-couche électrique sont

réduits, et par conséquent, pour de grandes tailles de pore, les perméabilités KC et KE diminuent,

contrairement à KP qui augmente puisqu’un grand pore permet l’écoulement d’une plus grande

quantité de fluide.

3.5.3 Transport ionique

La définition du coefficient effectif de diffusion D∗i (éq. (2.146)) peut se réécrire de la manière

suivante :

D∗i = ωDiϑ
−1
i , (3.3)

avec ω la porosité et le tenseur électro-tortueux ϑi défini par :

ϑi = 〈exp(−Ziϕ)(∇θi + I)〉−1
f , (3.4)

= 〈ϑEi
ϑMi
〉−1
f , (3.5)

où 〈F〉f = 1
|Ω|

∫
Ω
F dV est l’intégrale sur la phase fluide de la quantitéF. Dans cette définition du

tenseur électro-tortueux, deux aspects différents de la tortuosité sont combinés. Premièrement, la

morphologie entortillée du réseau poreux est quantifiée par la fonction θi. Cette quantité apparait

au cours la procédure d’homogénéisation, plus précisément lors de la fermeture des problèmes

pour les fluctuations chimiques (cf. sous-section 2.3.4). Deuxièmement, le filtrage électrostatique
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est quantifié par le potentiel électrique de double-couche ϕ. En effet, lorsque l’épaisseur de la

double-couche électrique est du même ordre de grandeur que la taille du pore, les coions, ayant la

même polarité que la charge de surface du pore, ont plus de difficulté à pénétrer dans le pore que

les contrions, qui ont une polarité opposée à celle de la charge de surface [192, 102].

Dans cette sous-section, les effets des tortuosités purement morphologique et uniquement élec-

trique sur les coefficients de diffusion effectifs du sodium D∗Na et du chlorure D∗Cl sont étudiés. La

partie morphologique de cette tortuosité est la propriété texturale classique décrivant la géométrie

tortueuse des pores. Ce concept morphologique correspond à la description tortueuse des dendrites

ostéocytaires donnée par Marotti et al. [160]. La partie électrique de la tortuosité est due à la diffé-

rence de distribution des cations et des anions dans le pore générée par les effets de double-couche

électrique [146].

L’approche utilisée dans cette étude paramétrique diffère totalement de celle employée jus-

qu’ici puisque la tortuosité morphologique ϑMi
est liée au parcours entre deux ostéocytes. Elle

ne peut donc pas être étudiée dans une section de pore canaliculaire et tout le réseau lacuno-

canaliculaire doit être pris en compte pour son étude.

Estimation de la tortuosité purement morphologique

Si la tortuosité morphologique du réseau lacuno-canaliculaire n’a pas encore été quantifiée

directement, elle a été décrite qualitativement [160] et même reliée à des pathologies osseuses

[131]. Cependant, à ma connaissance, aucune donnée quantitative ne capture les données textu-

rales des pores lacuno-canaliculaires. Par conséquent, pour modéliser les phénomènes de transport

dans l’os cortical, certains auteurs négligent simplement la tortuosité morphologique [23] tandis

que d’autres proposent des valeurs autour de 10 [96]. Une représentation 2D du réseau lacuno-

canaliculaire est alors proposée pour estimer numériquement la tortuosité morphologique. Le ré-

seau lacuno-canaliculaire est représenté par des cellules périodiques représentant les ostéocytes

interconnectés. Il est semblable au schéma du réseau lacunaire complexe proposé par Anderson

et al. [8]. Les canalicules sortant d’une lacune sont distribués de manière uniforme. De plus, si les

corps et dendrites ostéocytaires sont pris en compte, bien que la présence de la matrice péricellu-

laire puisse doubler la tortuosité morphologique [75], cette dernière est négligée. Le schéma de ce

réseau lacuno-canaliculaire 2D est présenté FIGURE 3.14. La taille LV ER de la cellule élémentaire
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représentative périodique de ces 9 lacunes correspond à trois fois la distance entre deux lacunes de

centre à centre.

FIGURE 3.14 – Schéma 2D du réseau lacuno-canaliculaire.

Les données géométriques et anatomiques utilisées sont les données physiologiques des TABLES

3.1 et 3.2. Il est à noter que la porosité 2D est légèrement plus grande que les valeurs indiquées par

Cowin [63]. Néanmoins, à cause de la forte structuration du milieu, l’estimation 2D de la porosité

surestime ce paramètre qui vaudrait plutôt environ 0.01 dans une configuration 3D. La géométrie

proposée en FIGURE 3.14 est utilisée pour résoudre un problème de diffusion à l’aide du modèle de

diffusion 2D de COMSOL Multiphysics [56]. Voulant se focaliser sur la tortuosité morphologique,

toutes les surfaces des pores sont considérées comme non chargées et imperméables. De plus, le

mécanisme de diffusion est caractérisé par un paramètre de diffusion D = 5 × 10−9 m2/s. Les

simulations du transport dans les directions x, respectivement y, et les hypothèses de propriétés

de périodicités dans les directions orthogonales y, respectivement x, fournissent les composantes

diagonales des tenseurs effectifs de diffusion D∗x et D∗y. En connaissant la porosité 2D ω2D, les

valeurs propres du tenseur symétrique de tortuosité morphologique sont notées ϑMx et ϑMy et sont

déduites de D∗x = (ω2DD)/ϑMx et de D∗y = (ω2DD)/ϑMy . Les résultats de la tortuosité morpholo-

gique 2D sont présentés dans la TABLE 3.2. Ils indiquent que cette tortuosité morphologique peut

affecter les coefficients de diffusion effectifs par un facteur inférieur à 3.
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Paramètres Valeurs Références
distance entre 2 lacunes de centre à centre 42× 10−6 m d’après [264]

rayon long et court d’une lacune 5− 6.5× 10−6 m d’après [15]
rayon long et court d’un ostéocyte 3.3− 4.3× 10−6 m d’après [177]

espace entre le corps ostéocytaire et la lacune ∼ 2× 10−6 m en accord avec [186, 246]
nombre de canalicule par lacune en 2D 24 d’après [23]

porosité 2D lacuno-canaliculaire ∼ 0.05 en accord avec [96]

Résultat : Tortuosités morphologiques ϑMx
= 2.79 ; ϑMy

= 2.93

TABLE 3.2 – Données géométriques du réseau lacuno-canaliculaire 2D montré sur la FIGURE 3.14.

Estimation de l’influence de la tortuosité électrique

À présent, l’influence des effets électriques sur la diffusion est étudiée. Pour supprimer l’in-

fluence de la porosité sur le transport effectif donné par l’équation (3.3), tous les coefficients ef-

fectifs de diffusion présentés ici sont divisés par la porosité ω. Ils sont donc à présent notés :

D∗Na = D∗Na/ω et D∗Cl = D∗Cl/ω. Pour déceler l’influence des paramètres physiques sensibles

sur les coefficients effectifs de diffusion réduits du sodium D∗Na et du chlorure D∗Cl, une Analyse

Multi-Paramétrique (MPA) est réalisée dans un premier temps. Puis, afin de percevoir l’influence

de la taille du pore et du rayon de courbure sur les coefficients effectifs de diffusion réduits, une

Analyse Multi-Paramétrique Simultanée est effectuée.

Influence des paramètres physiques : Analyse Multi-Paramétrique L’influence des para-

mètres physiques sur les coefficients effectifs de diffusion réduits du sodium D∗Na et du chlorure

D∗Cl est étudiée à travers une Analyse Multi-Paramétrique (MPA). Dans ce but, les étapes (i)-(v)

de la section 3.4 sont réalisées, pour évaluer les variations de D∗Na et D∗Cl par rapport aux pa-

ramètres physiques sensibles. Les paramètres varient selon leurs plages de valeurs définies dans

la TABLE 3.1. Les paramètres physiques considérés sont les paramètres sensibles déterminés par

l’Analyse de Sensibilité Multi-Paramétrique (MPSA) précédente (voir sous-section 3.5.2). Ces pa-

ramètres physiques sont la concentration ionique nb et le potentiel zeta ζ , la viscosité du fluide µf

et la perméabilité de la matrice péricellulaire kf n’intervenant pas dans la définition des coefficients

effectifs de diffusion (2.172)-(2.173). Les variations des coefficients effectifs de diffusion réduits

D∗Na et D∗Cl par rapport au paramètre physique p, variant de pmin à pmax, sont présentées sur la

FIGURE 3.15. Un cercle noir indique les valeurs de référence des coefficients effectifs de diffusion

réduits obtenues lorsque tous les paramètres sont fixés à leurs valeurs physiologiques données dans
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la TABLE 3.1. Le coefficient effectif de diffusion réduit du sodiumD∗Na diminue avec une augmen-

tation de la salinité et du potentiel Zêta contrairement au coefficient effectif de diffusion réduit du

chlorue D∗Cl qui augmente avec la salinité et le potentiel Zêta (FIGURES 3.15(a) et 3.15(b)). Ces

évolutions affichent clairement l’effet d’enrichissement-exclusion du système lacuno-canaliculaire

qui tend à favoriser le transport cationique et ralentir le transport anionique [192, 102].

(a) D∗
Na et D∗

Cl en fonction de la concentration ionique nb

(b) D∗
Na et D∗

Cl en fonction du potentiel Zêta ζ

FIGURE 3.15 – Variations des coefficients effectifs de diffusion réduits du sodium D∗
Na et du chlorure D∗

Cl par
rapport à la concentration ionique nb (a) et au potentiel Zêta ζ (b). Le cercle noir indique les valeurs de référence
des coefficients effectifs de diffusion réduits D∗

Na et D∗
Cl obtenues lorsque tous les paramètres sont fixés à leurs

valeurs physiologiques données dans la TABLE 3.1.

Influence des paramètres géométriques : Analyse Multi-Paramétrique Simultanée L’in-

fluence des paramètres géométriques sur les coefficients effectifs de diffusion réduits est étudiée

à l’aide d’une analyse multi-paramétrique simultanée (CMPA). Pour cela, les étapes (i)-(v*) de

la section 3.4 sont effectuées pour décrire les variations des coefficients effectifs de diffusion ré-
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duits D∗Na et D∗Cl par rapport aux paramètres géométriques (RM et δR) et aux paramètres phy-

siques sensibles (nb et ζ). En fait, un paramètre géométrique et un paramètre physique balayent

simultanément leurs plages de valeurs définies dans la TABLE 3.1. Le premier paramètre géomé-

trique testé est le rayon de la dendrite ostéocytaire RM . Comme dans la sous-section 3.5.2, la

taille du pore est fixée à sa valeur physiologique δ�R = 78 nm, créant un espace annulaire dont

les rayons internes et externes [RM , RC ] varient de [15, 93] nm à [85, 163] nm. Les coefficients

effectifs de diffusion réduits D∗Na et D∗Cl présentés sur la FIGURE 3.16 sont calculés en faisant

varier simultanément un paramètre physique sensible et le rayon de la dendrite ostéocytaire RM .

Les cercles noirs indiquent les résultats correspondants aux paramètres de référence (en particu-

lier, R�M = 52 nm). Faire varier RM de RMmin = 15 nm (courbes bleu clair) à RMmax = 85 nm

(courbes bleu foncé) n’affecte pas de manière significative les deux coefficients de diffusion effec-

tifs réduits. Ceci implique que, comme pour le problème d’écoulement du fluide interstitiel, RM

peut être considéré comme un paramètre insensible pour les phénomènes de diffusion. Le second

paramètre géométrique considéré est la taille du pore δR. Elle varie selon sa plage de valeurs don-

née dans la TABLE 3.1. Comme dans la sous-section 3.5.2, le rayon interne du pore est fixé à sa

valeur physiologique R�M = 52 nm, créant un espace annulaire dont les rayons internes et externes

[RM , RC ] varient de [52, 107] nm à [52, 177] nm. Les coefficients effectifs de diffusion réduits D∗Na

et D∗Cl présentés sur la FIGURE 3.17 sont calculés en faisant varier simultanément un paramètre

physique sensible et la taille du pore δR. Les cercles noirs indiquent les résultats correspondants

aux paramètres de référence (en particulier, δ�R = 78 nm). Faire varier δR de δRmin = 55 nm

(courbes claires) à δRmax = 125 nm (courbes foncées) affecte les deux coefficients effectifs de

diffusion réduits. La taille du pore est donc un paramètre sensible, d’après les résultats. À nou-

veau, dans tous les cas, l’influence de la taille du pore est plus importante lorsqu’elle tend vers

sa limite inférieure δRmin = 55 nm (courbes claires). Lorsqu’elle tend vers sa limite supérieure

δRmax = 125 nm (courbes foncées), les courbes se rapprochent les unes des autres et l’influence de

la taille du pore devient moins importante. Il est intéressant de noter que lorsque la taille du pore δR

augmente, le coefficient de diffusion réduit du sodium (D∗Na) diminue contrairement au coefficient

de diffusion réduit du chlorure (D∗Cl) qui augmente. Lorsque les effets de la taille du pore sont mê-

lés aux effets des paramètres physiques, l’influence de la taille du pore δR sur les deux coefficients

effectifs de diffusion réduits est plus importante pour de petites valeurs de la concentration ionique
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(a) D∗Na et D∗Cl en fonction de nb pour différents RM

(b) D∗Na et D∗Cl en fonction de ζ pour différents RM

FIGURE 3.16 – Variations des coefficients effectifs de diffusion réduits en fonction d’un paramètre physique
sensible pour différents rayon de dendrite ostéocytaire. Les coefficients effectifs de diffusion réduits du sodium
(D∗

Na, variations de rouge) et du chlorure (D∗
Cl, variations de bleu) sont calculés en faisant varier simultanément

un paramètre physique et le rayon de la dendrite ostéocytaire RM . Le rayon de la dendrite ostéocytaire varie de
RMmin = 15 nm (courbes claires) àRMmax = 85 nm (courbes foncées). Les cercles noirs correspondent aux résultats
obtenus avec les paramètres fixés sur leurs valeurs physiologiques (en particulier, R�

M = 52 nm).

nb (FIGURE 3.17(a)) et du potentiel Zêta ζ (FIGURE 3.17(b)). Ces deux graphes montrent que les

effets électro-chimiques peuvent affecter le processus effectif de diffusion.
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(a) D∗Na et D∗Cl en fonction de nb pour différents δR

(b) D∗Na et D∗Cl en fonction de ζ pour différents δR

FIGURE 3.17 – Variations des coefficients effectifs de diffusion réduits en fonction d’un paramètre physique
sensible pour différentes tailles de pore. Les coefficients effectifs de diffusion réduits du sodium (D∗

Na, variations
de rouge) et du chlorure (D∗

Cl, variations de bleu) sont calculés en faisant varier simultanément un paramètre physique
et la taille du pore canaliculaire δR. La taille du pore varie de δRmin = 60 nm (courbes claires) à δR,max = 120 nm
(courbes foncées). Les cercles noirs correspondent aux résultats obtenus pour les paramètres fixés à leurs valeurs
physiologiques (en particulier, δ�R = 78 nm).

Discussion

Cette étude paramétrique montre que la tortuosité morphologique peut modifier d’un facteur

3 les valeurs des coefficients de diffusion. Elle souligne également l’influence non négligeable

de la taille du pore, de la concentration ionique et du potentiel Zêta sur les phénomènes de dif-

fusion dans le réseau lacuno-canaliculaire. Ainsi, les effets électro-chimiques peuvent affecter le

processus de diffusion effectif. Et cela est d’autant plus prononcé que la taille du pore devient

très petite (quelques nanomètres). En effet, par exemple, pour une taille de pore de l’ordre de la

longueur de Debye ou correspondant à l’espace entre les fibres de la matrice péricellulaire, l’effet

d’enrichissement-exclusion électrostatique devient le composant dominant de la tortuosité [115].
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Dans l’espace lacuno-canaliculaire, de tels effets de charge ont été observés in vivo au cours des

expériences de traceurs de Tami et al. [226]. En effet, ces auteurs ont montré que le mécanisme

de transport des particules de dextrane neutres et chargées négativement n’est pas le même dans

les pores lacuno-canaliculaires. Si les espèces neutres restent confinées dans la vascularisation, les

anions pénètrent dans les pores extravasculaires. Il est à noter que cette étude expérimentale sou-

lève la question fondamentale du signe de la charge de surface des pores canaliculaires. En effet, si

cette charge est généralement supposée négative [6], un tel enrichissement anionique tend plutôt à

considérer une surface de pore chargée positivement. Ceci pourrait s’expliquer par la piézoélectri-

cité du collagène qui engendrerait une polarisation positive de la surface osseuse dans la partie en

traction [179]. Dans les expériences de Tami et al. [226], cette idée est renforcée par l’observation

d’une augmentation du transport dans la zone de tension de l’os.

3.6 Conclusion

L’influence des différents paramètres intervenant dans le modèle développé dans le chapitre 2

a été étudiée à travers trois analyses paramétriques différentes : une Analyse Multi-Paramétrique

(MPA), une Analyse de Sensibilité Multi-Paramétrique (MPSA) et une Analyse Multi-Paramétrique

Simultanée (CMPA). Pour réaliser ces études paramétriques, par souci de simplicité, le fluide inter-

sitiel a été considéré comme une solution saline de NaCl et le potentiel électrique de double-couche

avait pour condition aux limites une condition de type de Dirichlet. Il ressort de ces études quatre

paramètres physiques sensibles : la concentration ionique nb, le potentiel Zêta ζ , la viscosité du

fluide µf et la perméabilité de la matrice péricellulaire kf et un paramètre géométrique sensible, la

taille du pore δR.

Bien sûr, le fluide interstitiel contient d’autres ions que le sodium et le chlorure. Comme cette

étude paramétrique le souligne, une variation de la concentration agit de façon non négligeable sur

la longueur de Debye, le potentiel électrique de double-couche, l’écoulement osmotique du fluide

interstitiel et le transport ionique (plus particulièrement les coefficients effectifs de diffusion). Par

conséquent, l’ajout d’autres espèces ioniques amplifierait ces effets de la concentration ionique

sur les différents phénomènes ayant lieu aux échelles du pore canaliculaire et du canalicule. Par

ailleurs, la variation du potentiel Zêta avec une variation de la concentration a été observée expéri-
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mentalement [25]. À ma connaissance, il n’existe pas, pour l’os cortical, de relation mathématique

donnant le potentiel Zêta en fonction de la concentration. Donc, dans cette étude paramétrique, le

potentiel Zêta a été considéré comme un paramètre indépendant. Cette hypothèse est raisonnable

d’après les travaux de Berretta and Pollack [25] sur l’os, où le potentiel Zêta reste constant pour

nb < 0.5 mol/l.

D’un autre côté, cette étude montre que le rayon de courbure engendré par la géométrie cylin-

drique n’affecte aucun phénomène de manière significative. Par conséquent, ce modèle pourrait

être approché par une géométrie plane. En revanche, la taille du pore est un paramètre important.

Pour tous les résultats obtenus, plus la taille du pore diminue, plus son impact sur les différents

phénomènes physiques est important. À l’inverse, lorsque la taille du pore grandit, son influence

diminue jusqu’à sembler tendre vers une asymptote. Cela suggère que pour des tailles de pore plus

grandes, telle que le canal de Havers, l’influence de la taille du pore serait négligeable. Ainsi, si le

modèle est projeté à l’échelle de l’ostéon, les paramètres géométriques deviendraient insensibles

et seuls les paramètres physiques pourraient modifier les phénomènes physiques. De plus, cette

étude souligne l’importance des effets électro-chimiques sur le transport ionique. En effet, si la

tortuosité morphologique peut modifier d’un facteur 3 les coefficients de diffusion, il apparait que

la tortuosité électrostatique peut devenir un effet de tortuosité dominant pour de très petites tailles

de pore. Par conséquent, plus le pore est petit, plus les effets électro-chimiques sont important. Ils

ne peuvent donc plus être négligés et doivent être pris en compte.

Dans tous les cas, cette étude paramétrique souligne l’importance des effets électro-chimiques et

de la taille du pore dans le pore canaliculaire et dans le canalicule, et ce, pour tous les différents

phénomènes considérés (potentiel électrique de double-couche, écoulement du fluide interstitiel,

transport ionique).

Maintenant que les paramètres sensibles sont connus, une représentation plus réaliste du fluide

interstitiel est souhaitable. C’est pourquoi, dans le chapitre suivant, les ions calcium et phosphate

sont intégrés et l’impact que peuvent avoir les flux calciques physiologiques sur l’écoulement du

fluide interstitiel, et plus particulièrement sur la mécanosensibilité ostéocytaire, est étudié.
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Chapitre 4

Importance de la chimie

À Travers la concentration ionique, le potentiel Zêta, les coefficients de diffusion ef-

fectifs et la tortuosité électrique, l’étude paramétrique présentée dans le chapitre

précédent souligne l’importance des phénomènes électrochimiques dans la dé-

termination de l’écoulement du fluide interstitiel et du transport des ions. Sachant, à présent, que la

chimie joue un rôle non négligeable sur l’écoulement du fluide interstitiel, ce chapitre cherche à se

rapprocher un peu plus de la réalité en appliquant le modèle général (cf. chapitre 2) à une solution

électrolytique contenant, non seulement des ions sodium et chlorure, mais également des ions cal-

cium et phosphate. En effet,même si le sodium est présent dans le squelette [47, 41], les principaux

minéraux constituant la matrice osseuse sont le calcium et le phosphate [163, 41, 83, 66, 125]. De

plus, ces deux minéraux sont également indispensables à l’activité cellulaire [26, 105, 164, 14]. Il

apparaît désormais nécessaire de les prendre en compte. Par ailleurs, des flux de calcium physio-

logiques entre la matrice osseuse et le fluide interstitiel existent. Différentes explications ont été

proposées quant à l’origine de ces flux [105], la plus probable étant la formation/destruction de la

matrice osseuse soit par les unités de remodelage osseux 1 [24] lors du processus de remodelage

osseux, soit par les ostéocytes lors de l’ostéolyse ostéocytaire [22, 30, 159, 195, 227, 34, 35]. Après

intégration des ions calcium/phosphate dans le modèle, ce chapitre s’intéresse à l’influence de ces

flux de calcium physiologiques sur l’écoulement du fluide interstitiel et leurs effets sur la contrainte

de cisaillement ressentie par la membrane ostéocytaire. Puis une étude expérimentale vient à dé-

terminer une plage de valeurs de la contrainte de cisaillement dans laquelle les cellules osseuses

1. Groupe ordonné composé d’ostéoclastes, de cellules bordantes et d’ostéoblastes : les ostéoclastes déminéralisent
la matrice osseuse, les cellules bordantes nettoient la cavité de Howship et les ostéoblastes remplissent la cavité par de
l’os nouveau.
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répondent. Ces réponses se traduisent par une augmentation de la concentration en calcium intra-

cellulaire. Elles impliquent donc l’existence d’échanges chimiques entre les cellules osseuses et

le fluide interstitiel. Par conséquent, ces échanges chimiques sont intégrés dans le modèle et leur

étude termine ce chapitre.

4.1 Le calcium dans l’os : biologie et physio-pathologie

Le calcium est une espèce chimique indispensable à l’activité et à la vie cellulaire [26]. Les

cellules le puisent dans le fluide interstitiel et le stockent dans de petites vésicules. Il existe trois

types de calcium dans le plasma : le calcium non-diffusible, le calcium diffusible sous forme non-

ionisé et le calcium libre sous forme ionisé [5, 29]. Environ 40% du calcium total est sous forme

non-diffusible. Ce type de calcium s’attache aux protéines (la plupart du temps à l’albumine). Le

calcium peut également s’attacher à des acides gras et former des savons calciques [88]. Environ

5 à 15% du calcium total est diffusible sous forme non-ionisé. Il est lié à d’autres ions (comme le

phosphate) et forme des complexes de calcium. Enfin, le reste du calcium est du calcium libre sous

forme ionisé. Seuls le calcium libre et les complexes de calcium peuvent être absorbés par l’intes-

tin et passer au travers des membranes cellulaires [29]. Le calcium libre est la forme physiologique

active et c’est sa concentration qui doit être régulée. Les fonctions du calcium sont diverses : s’il

n’est pas absorbé, il peut s’accrocher à des déchets dangereux pour les rendre inoffensifs [105] ou

bien s’il est absorbé, il peut jouer le rôle de messager et déclencher, par exemple, la fabrication

de protéines ou modifier certains gènes [26]. Différentes fréquences et amplitudes des oscillations

de concentration de calcium intracellulaire déclenchent différents mécanismes cellulaires (diffé-

renciations cellulaires, division cellulaire...) [26]. Un apport journalier minimum en calcium est

nécessaire. Il vaut environ 1000 mg pour un adulte. Une consommation quotidienne de calcium

supérieure à ce seuil est gérée différemment selon l’âge de la personne : chez les jeunes en pleine

croissance, l’excès de calcium est stocké dans la matrice osseuse augmentant la masse osseuse,

chez les adultes, l’excès de calcium est simplement évacué (en dehors des périodes de lactation) et

enfin, chez les personnes âgées, quelle que soit la quantité de calcium ingérée, le calcium absorbé

par les intestins est inférieur à la quantité minimale nécessaire au bon fonctionnement de l’orga-

nisme et la dégradation de la matrice osseuse est inévitable [223, 105]. Cependant, dans ce cas,
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une consommation quotidienne de calcium supérieure au seuil minimal ralenti la dégradation de la

matrice osseuse. Dans tous les cas, une consommation quotidienne de calcium inférieure au seuil

minimum peut augmenter les risques d’obésité et d’hypertension, en plus d’induire destruction de

la matrice osseuse [105]. En effet, pour faire face à cette carence calcique, l’organisme déclenche

la dégradation de la matrice osseuse qui libère du calcium (entre autres espèces chimiques) dans

le fluide interstitiel osseux. Le calcium libéré est ensuite utilisé par l’organisme. Le tissu osseux

régule ainsi l’homéostasie du calcium. Différents moyens existent pour libérer du calcium dans le

fluide interstitiel osseux [106]. Tout d’abord, il y a le remodelage osseux non ciblé effectué par les

unités de remodelage osseux. Dans un os cortical bovin, 1.05± 0.2× 10−3 mol/l de calcium est

libéré par l’activité des ostéoclastes lors d’un tel remodelage osseux [24]. Ensuite, des échanges

hétéroioniques peuvent également libérer du calcium : les ions calcium de la matrice osseuse sont

remplacés par des ions non calcium, changeant ainsi la composition de la matrice osseuse [184].

L’expérience de Marenzana et al. [159] met en évidence ces échanges. Cependant, Heaney [106]

estime que ces échanges, bien qu’utiles, sont trop faibles pour avoir un impact suffisant et rétablir

l’équilibre homéostatique du calcium. Enfin, l’ostéolyse ostéocytaire est un autre moyen permet-

tant la libération de calcium. Les ostéocytes, bien qu’issus des ostéoblastes, présentent des pro-

priétés non seulement ostéoblastiques mais aussi ostéoclastiques sous certaines conditions. Ainsi,

des chercheurs suggèrent que ces cellules osseuses mécanosensibles sont capables de minéraliser

/ déminéraliser la matrice osseuse qui les entoure [22, 30, 227]. Les études de Qing and Bone-

wald [195] et Bonewald [34, 35] soutiennent cette idée et indiquent que les ostéocytes réalisent

l’ostéolyse surtout en période de lactation. Ces mécanismes de libération / capture du calcium

assurent l’homéostasie du calcium dans l’organisme. Cependant, des dysfonctionnements de ces

mécanismes peuvent conduire à une sur-concentration en calcium (hypercalcémie) ou à une sous-

concentration calcique (hypocalcémie) [5]. Les origines de ces maladies sont diverses. Pour ne

citer que les plus courantes, l’hypercalcémie peut être due à l’hyperparathyroïdie ou à des mala-

dies malignes. L’hypocalcémie, quant à elle, peut être induite par une carence de parathormone

(PTH) ou de vitamine D. Une hypercalcémie peut provoquer des nausées, la constipation, des in-

suffisances rénales... tandis qu’une hypocalcémie peut créer des changements neuromusculaires,

psychiatriques, cardiaques, oculaires... [5]. Sachant que la concentration physiologique du calcium

est environ 2 à 2.5 mmol/l [48, 29], l’hypocalcémie est diagnostiquée lorsque la concentration cal-
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FIGURE 4.1 – Schéma représentant les flux physiologiques de calcium au sein du réseau lacuno-canaliculaire.
La concentration de calcium est d’autant plus importante que la couleur violette est soutenue.

cique est comprise entre 1 et 2 mmol/l. L’hypercalcémie est considérée comme bénigne lorsque la

concentration totale du calcium est comprise entre 2.5 et 3 mmol/l et modérée pour une concen-

tration calcique comprise entre 3 et 3.5 mmol/l. Une concentration calcique excèdant 3.5 mmol/l

peut être une menace pour la survie Carroll M. F. [48].

Le calcium est donc un minéral indispensable au fonctionnement de l’organisme, dont la concen-

tration est régulée par le tissu osseux. Dans la suite de ce chapitre, la présence du calcium dans le

fluide interstitiel aussi bien que les flux de calcium sont intégrés dans le modèle développé dans

le chapitre 2 pour en appréhender l’influence sur l’écoulement du fluide interstitiel. Ces idées sont

représentées par le schéma suggestif de la FIGURE 4.1.

4.2 Ajout du calcium dans le modèle précédent

Les cristaux hydroxyapatite (HA) sont composés de calcium et de phosphate (Ca2+ + PO2−
4 


HA). Les ions calcium et phosphate sont donc ajoutés à la solution saline de NaCl. Comme dans la
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section 2.5, les équations générales des parties 2.2 et 2.4 sont reprises et appliquées à un électrolyte

contenant des ions monovalents (Na+ et Cl−) et bivalents (Ca2+ et PO2−
4 ). D’après Heaney [105]

et Friedman [85], les concentrations en calcium et phosphate sont sensiblement identiques. Elles

sont notées nbCa ≡ nbPO4
et valent environ 2 mmol/l. Le fluide interstitiel osseux contient beau-

coup d’autres espèces ioniques. Ces dernières sont représentées, dans le modèle, par le chlorure de

sodium. La concentration physiologique du sodium est 145 mmol/l [85]. Cette concentration est

nettement supérieure à celle du calcium et du phosphate. Ainsi, la concentration du sodium est sup-

posée égale à la salinité. Elle est notée nbNa ≡ nb. De plus, pour assurer l’électroneutralié de l’élec-

trolyte, la concentration du chlorure nbCl est supposée égale à celle du sodium : nbNa ≡ nbCl ≡ nb.

Les réaction d’adsorption/désorption étant trop faibles pour créer les flux calciques physiologiques

[106], elles ne sont pas prises en compte et les parois sont supposées imperméables. Cependant,

les flux de calcium physiologiques sont représentés par une variation du gradient de calcium le

long du canalicule. Par ailleurs, pour étudier l’impact des flux calciques physiologiques sur les

vitesses d’écoulement, une orientation du canalicule est posée. Le canalicule est supposé orienté

radialement dans l’ostéon, avec son entrée au niveau du canal de Havers et sa sortie vers la ligne

cémentante (voir FIGURE 4.2). De plus, le fluide interstitiel est supposé s’écouler de l’entrée du

canalicule vers la sortie en réponse aux gradients de pression. Ceci correspond typiquement à la

traction d’un os long. En général, lors de la marche, l’os est soumis à un chargement cyclique

de traction/compression [202, 176]. Le choix de considérer un gradient de pression correspondant

typiquement aux tractions est arbitraire. Le raisonnement inverse serait obtenu si un gradient de

pression correspondant à des compressions était choisi. Ensuite, l’écoulement électroosmotique,

en réponse à un gradient de potentiel électrique, est également supposé s’écouler de l’entrée du ca-

nalicule vers la sortie. Dans ce cas, l’électroosmose et la conduction hydraulique s’écoulent dans

le même sens. Enfin, l’osmose est également supposée s’écouler de l’entrée du canalicule vers la

sortie.

Remarque : D’après Hunter [110], si le pore est occlus, le gradient électrique a tendance à s’oppo-

ser au gradient de pression. Cependant, le but de cette partie est d’obtenir des résultats qualitatifs et

non pas quantitatifs. De plus, les phénomènes in vivo sont complexes et restent mal connus. Ainsi,

les vitesses hydraulique, électroosmotique et osmotique sont supposées être dans le même sens.
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FIGURE 4.2 – Schéma représentant la direction des écoulements dans le canalicule.∇pb,∇nb et∇ψb désignent les
gradients de pression, chimiques (sodium et calcium) et électrique, respectivement. Les flèches bleue (pleine), rouge
(tiret) et verte (pointillé) représentent les écoulements hydraulique, osmotiques et électroomsotique, respectivement.

Avec une telle configuration, une déposition de calcium/phosphate aux parois du canalicule

par les ostéocytes correspond à une perte d’espèces chimiques le long du canalicule et donc à une

concentration calcique plus élevée à l’entrée du canalicule qu’à sa sortie, ce qui se traduit par un

gradient de calcium négatif. Par conséquent, la vitesse d’écoulement osmotique induite par le cal-

cium est positive et de même sens que les vitesses d’écoulement hydraulique et électroosmotique

(FIGURE 4.1). Dans le cas inverse, une dissolution de calcium/phosphate aux parois du canalicule

par les ostéocytes correspond à une augmentation d’espèces chimiques le long du canalicule et

donc à une concentration en calcium plus faible à l’entrée du canalicule qu’à sa sortie, ce qui se

traduit par un gradient de calcium positif. De cette manière, la vitesse d’écoulement osmotique est

négative et s’oppose aux vitesses hydraulique et électroosmotique (FIGURE 4.1).

4.2.1 Équations

Électrostatique D’après l’équation (2.133), pour un électrolyte contenant du sodium, du chlo-

rure, du calcium et du phosphate, le potentiel électrique de double-couche est régi par :

∇ · ∇ϕ =
2F 2

ε0εrRT

[
nbNa sinh(ϕ) + 2nbCa sinh(2ϕ)

]
. (4.1)

Or, selon l’équation (2.137), la longueur de Debye LD, dans ce cas-ci, est définie par :

LD =

√
ε0εrRT

2F 2(nbNa + 4nbCa)
. (4.2)

Cependant, dans des conditions physiologiques, la concentration en calcium dans le fluide intersti-

tiel peut varier de 1 mmol/l en cas d’hypocalcémie à 4 mmol/l en cas d’hypercalcémie. Ainsi, avec
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les valeurs physiologiques (cf. TABLE 2.1) des différents paramètres intervenant dans la définition

(4.2) de la longueur de Debye LD, le rapport entre la taille du pore δr (δr = RC − RM ) et LD est

de l’ordre de 102 (FIGURE 4.3).

FIGURE 4.3 – Rapport entre la taille du pore et la longueur de Debye, pour différentes concentrations physiolo-
giques de calcium. Les valeurs des différents paramètres intervenant dans la définition de la longueur de Debye LD
(4.2) sont physiologiques et données dans la TABLE 2.1.

Par conséquent, l’équation de Poisson-Boltzmann (4.1) peut être linéarisée par l’approximation

de Debye-Hückel (2.134), avec une longueur de Debye LD définie par (4.2) :

∇ · ∇ϕ =
1

L2
D

ϕ. (4.3)

Le potentiel Zêta ζ étant presque constant dans l’étude de Kim et al. [124] et par souci de simplicité,

la condition aux limites du potentiel électrique de double-couche est la condition de Dirichlet

(2.135) :

ϕ = ζ sur ∂Ω. (4.4)

Écoulement du fluide interstitiel À l’échelle du pore canaliculaire, d’après l’équation (2.40)

et la décomposition de la vitesse (2.157), la vitesse d’écoulement v d’un électrolyte contenant du

chlorure de sodium (NaCl) et du phosphate de calcium (CaPO4) est la somme de vitesses dues aux
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effets hydraulique (vP ), chimique (vC) et électrique (vE) vérifiant :

µf∇ · ∇vP −
µf
kf

vP = ∇pb, (4.5)

µf∇ · ∇vC −
µf
kf

vC = 2RT
[
(cosh(ϕ)− 1)∇nbNa + (cosh(2ϕ)− 1)∇nbCa

]
, (4.6)

µf∇ · ∇vE −
µf
kf

vE = −2RT
[
nbNa sinh(ϕ) + nbCa sinh(2ϕ)

]
∇ψb, (4.7)

v = vP + vC + vE. (4.8)

À l’échelle du canalicule, la vitesse d’écoulement du fluide est déterminée par :

V = VP + VC + VE

=
〈
vP
〉

+
〈
vC
〉

+
〈
vE
〉
. (4.9)

Cisaillement ressenti par les ostéocytes L’équation (2.143) reste valable pour ce nouvel élec-

trolyte. En effet, les changements liés à la composition chimique de l’électrolyte se répercutent sur

les vitesses. Mais la définition du cisaillement ressenti par les ostéocytes reste la même, à savoir :

τ = µf
∂v

∂r

∣∣∣
∂ΩM

, (4.10)

avec v la composante longitudinale du vecteur vitesse v, r le rayon de l’espace annulaire entre la

membrane ostéocytaire et la paroi du canalicule et ∂ΩM l’interface entre la membrane ostéocytaire

et le fluide.

Transport des ions À l’échelle du pore, les transports du sodium et du chlorure restent ceux défi-

nis par les équations (2.164)-(2.167) tandis que d’après les équations (2.42) et (2.43), les transports

du calcium et du phosphate sont respectivement déterminés par les équations suivantes :

∂

∂t

(
nbCa exp(−2ϕ)

)
+∇ ·

(
nbCa exp(−2ϕ)v

)
+∇ · JCa = 0, (4.11)

∂

∂t

(
nbCa exp(2ϕ)

)
+∇ ·

(
nbCa exp(2ϕ)v

)
+∇ · JPO4 = 0, (4.12)

où les flux de calcium JCa et de phosphate JPO4 sont définis par :

JCa = −DCa exp(−2ϕ)
(
∇nbCa + 2nbCa∇ψb

)
, (4.13)

JPO4 = −DPO4 exp(2ϕ)
(
∇nbCa − 2nbCa∇ψb

)
. (4.14)
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L’absence d’échanges chimiques aux parois relative à la condition d’imperméabilité se traduit par

les conditions aux limites (2.168) et (2.169) pour les ions sodium et chlorure et par les équations

(4.15)-(4.16) pour les ions calcium et phosphate :

JCa · n = 0, (4.15)

JPO4 · n = 0. (4.16)

Avec ce nouvel électrolyte, la diffusion est toujours supposée prédominante à l’échelle du canali-

cule. Ainsi, les équations de transport (2.170)-(2.171) restent les mêmes pour les ions sodium et

chlorure. Celles des ions calcium et phosphate sont respectivement définies par :

∂

∂t

[
nbCa

〈
exp(−2ϕ)

〉]
= ∇ ·

[
D∗Ca(∇nbCa + nbCa∇ψb

]
, (4.17)

∂

∂t

[
nbPO4

〈
exp(2ϕ)

〉]
= ∇ ·

[
D∗PO4

(∇nbPO4
+ nbPO4

∇ψb
]
. (4.18)

En négligeant la tortuosité morphologique, les coefficients de diffusion effectifs du calcium D∗Ca et

du phosphate D∗PO4
ont la même forme que ceux des ions sodium et du calcium (voir éqs. (2.172)-

(2.173)) et sont définis par :

D∗Ca = DCa
〈

exp(−2ϕ)
〉
I, (4.19)

D∗PO4
= DPO4

〈
exp(2ϕ)

〉
I. (4.20)

4.2.2 Résultats

Les mêmes méthodes de calculs décrites dans la sous-section 2.5.2 sont utilisées pour résoudre

les différentes équations. Les paramètres déjà définis dans les deux chapitres précédents gardent

les mêmes valeurs (voir TABLE 2.1 et TABLE 3.1). Les valeurs physiologiques des nouveaux pa-

ramètres sont données dans la TABLE 4.1.

Paramètres Symboles Valeurs physiologiques Unités Références

Concentration du calcium nbCa 2× 10−3 mol/l [120]
Concentration du phosphate nbPO4

2× 10−3 mol/l nbPO4
= nbCa

Gradient de concentration du calcium ∇nbCa · z −10 mol/l/m [159]
Gradient de concentration du phosphate ∇nbPO4

· z −10 mol/l/m ∇nbPO4
· z = ∇nbCa · z

TABLE 4.1 – Valeurs physiologiques des paramètres apparaissant dans le modèle tenant compte de la présence du
calcium et du phosphate.
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Profils des vitesses dans le pore canaliculaire

Les profils des vitesses d’écoulement dues à la conduction hydraulique (vP ), l’électroosmose

(vE) et l’osmose (vC) ainsi que le profil de la vitesse totale (v) sont calculés pour les valeurs

physiologiques des paramètres (TABLES 2.1 et 4.1). Ils sont présentés en FIGURE 4.4.

FIGURE 4.4 – Contribution des phénomènes hydrauliques, électriques et chimiques sur l’écoulement du fluide
interstitiel au sein du canalicule. Les profils des vitesses dues aux effets hydraulique (vP en bleu), électrique (vE
en vert) et chimique (vC en rouge) sont présentés. La vitesse totale (v en brun) est calculée comme la somme de
toutes les contributions (éq. (4.8)). (a) Profil des vitesses dans l’espace annulaire canaliculaire pour des valeurs de
paramètres physiologiques (TABLES 2.1 et 4.1). (b) Zoom des profils des vitesses au voisinage (1 nm) de la membrane
ostéocytaire. Source : Kaiser et al. [114].

La vitesse totale moyennée sur le canalicule et ses composantes hydraulique, électroosmo-

tique et osmotique sont données dans la TABLE 4.2, tout comme les contraintes de cisaillement

correspondantes et ressenties par la membrane ostéocytaire. La vitesse totale d’écoulement du

fluide interstitiel v est majoritairement (à plus de 95%) provoquée par un gradient de pression tan-

dis que la contribution des vitesses dues à un gradient électrique ou chimique sont négligeables

(FIGURE 4.4(a), V• dans la TABLE 4.2). Cependant, au voisinage de la membrane ostéocytaire, les

effets hydrauliques, bien que toujours dominants, rivalisent avec les effets électriques et chimiques
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Effets Vitesses
physiologiques
moyennées sur le
canalicule V• [m/s]

Contraintes
physiologiques de
cisaillement τ• [Pa]

P 1.88× 10−6 (97.4%) 0.2234 (52.0%)
C 2.80× 10−9 (0.1%) 0.0202 (4.7%)
E 4.80× 10−8 (2.5%) 0.1859 (43.3%)
Totale 1.93× 10−6 0.4295

TABLE 4.2 – Vitesses physiologiques d’écoulement du fluide moyennées sur le canalicule et contraintes physio-
logiques de cisaillement correspondantes ressenties par la membrane ostéocytaire. Ces données ont été calculées
pour les valeurs physiologiques des paramètres (cf. TABLES 2.1 et 4.1).

qui commencent à devenir visibles (FIGURE 4.4(b)). Ce phénomène est d’autant plus visible sur

les valeurs des contraintes de cisaillement (τ• dans la TABLE 4.2). En effet, la conduction hydrau-

lique est toujours la principale contribution à l’écoulement du fluide interstitiel (52%), mais ni

l’électroosmose (∼ 43%), ni l’osmose (∼ 5%) ne sont des phénomènes négligeables.

Variation du gradient de pression

Au cours d’activités physiques ou pendant une immobilisation, le gradient de pression varie,

changeant la vitesse d’écoulement du fluide interstitiel. Pour mieux percevoir l’impact d’un tel

phénomène sur l’écoulement du fluide interstitiel canaliculaire et sur la mécanosensibilité ostéo-

cytaire, une variation du gradient hydraulique de quatre ordres de grandeur est effectuée dans cette

partie. Les gradients électrique et chimiques (de sodium et de calcium) ne varient pas et gardent

leurs valeurs physiologiques données dans les TABLES 2.1 et 4.1. La mécanosensibilité ostéocy-

taire jouant un rôle clé dans le processus du remodelage osseux, l’étude se concentre aussi sur les

effets induits au voisinage de la membrane ostéocytaire, en particulier sur la contrainte de cisaille-

ment ressentie par la membrane ostéocytaire. Les FIGURES 4.5 (vitesses) et 4.6 (cisaillement) et

la TABLE 4.3 résument les résultats de cette analyse.

Conséquences sur la vitesse d’écoulement au voisinage de la membrane ostéocytaire Pour une

grande plage de valeurs du gradient de pression∇pb · z, l’écoulement total du fluide interstitiel est

presque exclusivement régi par la conduction hydraulique (cf. V• dans la TABLE 4.3).

Cependant, au voisinage de la membrane ostéocytaire, l’électroosmose et l’osmose sont vi-

sibles et non négligeables (cf. τ• dans la TABLE 4.3). Pour des gradients de pression significatifs, la

115



∇pb · z VP V VP VC VE τP τ τP τC τE

[Pa/m] [m/s] [m/s] [%] [%] [%] [Pa] [Pa] [%] [%] [%]
−1.0× 109 6.30× 10−5 6.30× 10−5 99.9 0.0 0.1 7.45 7.65 97.3 0.3 2.4
−1.0× 108 6.30× 10−6 6.35× 10−6 99.2 0.0 0.8 7.45× 10−1 9.51× 10−1 78.3 2.1 19.5
−1.0× 107 6.30× 10−7 6.81× 10−7 92.5 0.4 7.1 7.45× 10−2 2.81× 10−1 26.6 7.2 66.3
−1.0× 106 6.30× 10−8 1.14× 10−7 55.4 2.5 42.2 7.45× 10−3 2.14× 10−1 3.5 9.5 87.1
−1.0× 105 6.30× 10−9 5.71× 10−8 11.0 4.9 84.1 7.45× 10−4 2.07× 10−1 0.4 9.8 89.9
0 0 5.08× 10−8 0.0 5.5 94.5 0 2.06× 10−1 0.0 9.8 90.2

TABLE 4.3 – Vitesses moyennées sur le canalicule et contraintes de cisaillement ressenties par la membrane
ostéocytaire calculées pour différentes valeurs du gradient de pression ∇pb · z. Les gradients électrique et chi-
miques (de sodium et de calcium) ne varient pas et gardent leurs valeurs physiologiques (valeurs données dans les
TABLES 2.1 et 4.1). La valeur physiologique du gradient de pression est ∇pb · z = −3.0× 107 Pa/m d’après Ander-
son et al. [10].

FIGURE 4.5 expose les profils des vitesses au voisinage de la membrane ostéocytaire (FIGURE 4.5).

Pour de faibles gradients de pression (∇ pb · z = −1.0× 106 Pa/m), la vitesse totale d’écoulement

est principalement régie par les effets électroosmotiques, les effets osmotiques et hydrauliques

présentant une contribution mineure (FIGURE 4.5(a)). Pour des gradients de pression légèrement

inférieurs au gradient physiologique (∇ pb · z = −1.0 × 107 Pa/m), la conduction hydraulique et

l’électroosmose sont les effets dominants (FIGURE 4.5(b)). Pour des gradients de pressions supé-

rieurs (∇ pb ·z = −1.0×108 Pa/m ou plus), la vitesse totale d’écoulement est presque entièrement

gouvernée par les effets hydrauliques (FIGURES 4.5(c) et 4.5(d)). Par conséquent, pour des valeurs

physiologiques des gradients électrique et chimiques (de sodium et de calcium), le phénomène

ayant le plus fort impact sur l’écoulement du fluide est la conduction hydraulique. Or le chapitre 2

montre que l’écoulement du fluide (équation de Stokes (2.16)) à l’échelle du pore conduit à une

loi de Darcy généralisée (2.142) à l’échelle du canalicule. Cette dernière donne la vitesse moyenne

totale en réponse à des gradients de pression, de potentiel électrique et de salinité. Les résultats ob-

tenus avec la variation du gradient de pression montrent que pour de grands gradients de pression

une loi de Darcy classique (seule présence du gradient de pression) suffit à quantifier raisonnable-

ment l’écoulement du fluide dans le canalicule. Cependant, avec de faibles gradients de pression

ou lors d’une étude locale au voisinage de la membrane ostéocytaire, les effets électroosmotique

et osmotique ne peuvent plus être négligés et la loi de Darcy généralisée doit être utilisée.
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(a) ∇ pb · z = −1.0× 106 Pa/m

(b) ∇ pb · z = −1.0× 107 Pa/m

(c) ∇ pb · z = −1.0× 108 Pa/m

(d) ∇ pb · z = −1.0× 109 Pa/m

FIGURE 4.5 – Influence de la variation du gradient de pression sur la vitesse d’écoulement du fluide interstitiel au
voisinage de la membrane ostoécytaire. Les profils des vitesses dues aux effets hydraulique (vP en bleu), électrique
(vE en vert) et chimiques (vC en rouge) ainsi que la vitesse totale (v en brun) sont calculés pour différents gradients
de pression∇pb · z. Les gradients de pression sont inférieurs au gradient physiologique (∇pb · z = −3.0× 107 Pa/m,
[10]) sur les FIGURES 4.5(a) et 4.5(b) et supérieurs sur les FIGURES 4.5(c) et 4.5(d).
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Impact sur la contrainte de cisaillement ressentie par les ostéocytes Comme les ostéocytes sont

des cellules mécanosensibles [215, 129, 128] et que la déformation de leurs dendrites, plus impor-

tante que celle du corps cellulaire [4], est liée à la contrainte de cisaillement induite par l’écoule-

ment du fluide interstitiel [33], l’impact de la variation du gradient de pression sur le cisaillement

ressenti par les ostéocytes est étudié. La FIGURE 4.6(a) montre la contrainte de cisaillement totale

(τ , ligne brune) en fonction du gradient de pression.

(a) Contrainte de cisaillement totale en fonction du gradient de pression

(b) Contribution des contraintes de cisaillement pour différents gradients de
pression

FIGURE 4.6 – Contrainte de cisaillement totale ressentie par l’ostéocyte en fonction du gradient de pression. Pour
chaque valeur du gradient hydraulique, la vitesse totale d’écoulement du fluide interstitiel au voisinage de la membrane
ostéocytaire est calculée et le cisaillement correspondant est établi grâce à l’équation (4.10). Les valeurs des autres
paramètres sont physiologiques (TABLES 2.1 et 4.1). (a) Contrainte de cisaillement totale ressentie par la membrane
ostéocytaire (τ , ligne brune) ; le cercle indique la valeur physiologique de τ calculée pour∇ pb ·z = −3.0×107 Pa/m ;
(b) Contributions des effets hydraulique (τP , barre bleue), électroosmotique (τE , barre verte) et osmotique (τC , barre
rouge) par rapport à la contrainte de cisaillement totale (τ ) ; le zoom affiché pour∇ pb ·z = 0 Pa/m présente les valeurs
physiologiques de τE et τC . L’étoile de la FIGURE 4.6(a) représente le même point que l’étoile sur la FIGURE 4.6(b).
Les bandes grisées sont des plages de valeurs de la contrainte de cisaillement pour lesquelles des réponses ostéocytaires
ont été observées expérimentalement [21].
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De manière prévisible, une augmentation du gradient de pression conduit à une augmentation

de la contrainte de cisaillement ressentie par les ostéocytes. Ce résultat peut expliquer la présence

d’une masse osseuse plus importante chez les athlètes que chez les personnes sédentaires. En

effet, lors d’une activité physique, le tissu osseux est soumis à de plus fortes contraintes méca-

niques qu’en cas d’immobilisation, ce qui crée un gradient de pression plus important et donc une

contrainte de cisaillement plus élevée favorisant la réponse ostéocytaire. Par ailleurs, les contri-

butions des effets hydraulique (τP , barre bleue), électroosmotique (τE , barre verte) et osmotique

(τC , barre rouge), par rapport à la contrainte totale de cisaillement, sont présentés sur la figure

FIGURE 4.6(b). Les contributions électrique et chimique restent fixes et gardent leurs valeurs phy-

siologiques (cf. TABLE 4.2 et zoom dans la FIGURE 4.6(b)). La contrainte de cisaillement induite

par la conduction hydraulique (τP , barre bleue) et ressentie par la membrane ostéocytaire, quant

à elle, varie avec le gradient de pression. Les composantes électroosmotique et osmotique aug-

mentent la valeur de la contrainte de cisaillement totale de quelques dixièmes de Pa (ligne bleue

sur la FIGURE 4.6(a)). Or, les bandes grisées présentes sur les FIGURES 4.6(a) et 4.6(b) indiquent

des plages de valeurs de la contrainte de cisaillement pour lesquelles des réponses ostéocytaires ont

été observées expérimentalement [21]. Ainsi, pour la valeur physiologique du gradient de pression

(∇ pb ·z = −3.0×107 Pa/m, cercle brun sur la FIGURE 4.6(a)), la contrainte de cisaillement totale

se situe dans la limite inférieure de la plage de valeurs données par Bakker et al. [21]. Ces résultats

suggèrent que la contribution hydraulique à elle seule ne pourrait donc pas stimuler les ostéocytes.

Par conséquent, aussi petites soient-elles, les contributions des effets électroosmotique et osmo-

tique par rapport à la contrainte de cisaillement totale ressentie par la membrane ostéocytaire sont

importantes et ne peuvent être négligées, ni dans les conditions physiologiques, ni pour un certain

nombre de gradients de pression∇ pb · z.

Variation du gradient calcique

Des études ont montré que les ostéocytes participent également à l’homéostasie calcique. En

effet, même si cela n’a pas encore été prouvé de manière certaine [227], ces cellules osseuses mé-

canosensibles seraient capables de minéraliser/déminéraliser les parois des lacunes et canalicules,

par exemple, pour compenser rapidement un déséquilibre de la concentration en calcium dans le

fluide interstitiel [22, 30, 106, 159, 195, 34, 35]. Cette partie s’intéresse donc aux effets que peuvent
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induire ces flux de calcium physiologiques sur l’écoulement du fluide interstitiel et sur la contrainte

de cisaillement correspondante. Pour cela, la vitesse d’écoulement et la contrainte de cisaillement

ont été calculées pour différents gradients physiologiques de calcium, les gradients de pression, de

potentiel électrique et de sodium étant fixés à leurs valeurs physiologiques (cf. TABLES 2.1 et 4.1).

Les FIGURES 4.7–4.8 (vitesses) et 4.9 (cisaillement) et la TABLE 4.4 résument les résultats de cette

analyse.

Conséquences sur la vitesse d’écoulement dans le voisinage de la membrane ostéocytaire Une

variation du gradient de calcium n’affecte pas de manière significative le profil de la vitesse totale

d’écoulement du fluide dans le pore canaliculaire (FIGURE 4.7).

FIGURE 4.7 – Influence de la variation du gradient de calcium sur l’écoulement du fluide interstitiel dans le
pore canaliculaire. Pour différents gradients physiologiques de calcium, variant de−1000 mol/l/m à +1000 mol/l/m,
le profil de la vitesse totale a été calculé. Les paramètres ainsi que les gradients de pression, de potentiel électrique et
de sodium ont été fixés à leurs valeurs physiologiques (cf. TABLES 2.1 et 4.1).

Pour de forts gradients de calcium (∇ nbCa · z = −1000 mol/l/m), la contribution osmotique

par rapport à la vitesse totale moyennée sur le canalicule devient clairement visible, même si la

conduction hydraulique reste le phénomène majeur, avec une contribution d’au moins 85% du flux

total (cf. TABLE 4.4).
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∇nbCa · z VC V VP VC VE τC τ τP τC τE

[mol/l.m] [m/s] [m/s] [%] [%] [%] [Pa] [Pa] [%] [%] [%]

−1000 2.79× 10−7 2.21× 10−6 85.2 12.7 2.2 2.02 2.4272 9.2 83.1 7.7
−100 2.79× 10−8 1.96× 10−6 96.1 1.4 2.5 2.02× 10−1 0.6111 36.6 33.0 30.4
−10 2.80× 10−9 1.93× 10−6 97.4 0.1 2.5 2.02× 10−2 0.4295 52.0 4.7 43.3
−1 2.86× 10−10 1.93× 10−6 97.5 0.0 2.5 2.10× 10−3 0.4114 54.3 0.5 45.2
−0.1 3.47× 10−11 1.93× 10−6 97.5 0.0 2.5 2.49× 10−4 0.4095 54.5 0.1 45.4
0 6.74× 10−12 1.93× 10−6 97.5 0.0 2.5 4.76× 10−5 0.4093 54.6 0.0 45.4

TABLE 4.4 – Vitesses moyennées et contraintes de cisaillement ressenties par la membrane ostéocytaire pour dif-
férents gradients de calcium∇nbCa ·z. Les gradients de pression, de potentiel électrique et de sodium sont fixés à leurs
valeurs physiologiques (cf. TABLES 2.1 et 4.1). Le gradient de calcium physiologique est ∇nbCa · z = −10 mol/l.m
[159]. Remarque : Les valeurs non nulles de VC et τC pour ∇nbCa · z = 0 proviennent du gradient de sodium.

Comme la vitesse totale d’écoulement dans le pore semble peu sensible à cette variation chi-

mique, ses effets sont étudiés au voisinage de la membrane ostéocytaire (FIGURE 4.8). Une dé-

position de calcium/phosphate aux parois du canalicule par les ostéocytes correspond à une perte

d’espèces chimiques le long du canalicule et donc à une concentration calcique plus élevée à l’en-

trée du canalicule qu’à sa sortie, ce qui se traduit par un gradient de calcium négatif. Par consé-

quent, la vitesse d’écoulement osmotique du calcium est positive et de même sens que les vitesses

d’écoulement hydraulique et électroosmotique (FIGURE 4.8, colonne de droite). À l’inverse, une

dissolution de calcium/phosphate aux parois du canalicule par les ostéocytes correspond à une

augmentation d’espèces chimiques le long du canalicule et donc à une concentration en calcium

plus faible à l’entrée du canalicule qu’à sa sortie, ce qui se traduit par un gradient de calcium

positif. De cette manière, la vitesse d’écoulement osmotique du calcium est négative et s’oppose

aux vitesses hydraulique et électroosmotique (FIGURE 4.8, colonne de gauche). La contribution

des effets chimiques sur la vitesse totale devient conséquente pour de forts gradients calciques

(FIGURE 4.8(g) et (h)) et décroît avec la diminution du gradient de calcium. Par ailleurs, les gra-

dients calciques, de même direction que les gradients de pression, du potentiel d’écoulement et

du sodium, augmentent la vitesse d’écoulement du fluide interstitiel. En revanche, les gradients

de calcium de direction opposée freinent l’écoulement. Ainsi, le modèle suggère que les flux de

calcium aux parois des canalicules peuvent altérer l’écoulement du fluide interstitiel.

Impact sur la contrainte de cisaillement ressentie par les ostéocytes Devant la contribution non

négligeable de l’osmose au voisinage de la membrane ostéocytaire, la contrainte de cisaillement
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(a) Gradient de calcium de même
direction que les gradients
hydraulique et électrique

(b) Gradient de calcium de
direction opposée aux gradients

hydraulique et électrique

(c) ∇nbCa · z = −10 mol/l/m (d) ∇nbCa · z = 10 mol/l/m

(e) ∇nbCa · z = −100 mol/l/m (f) ∇nbCa · z = 100 mol/l/m

(g) ∇nbCa · z = −1000 mol/l/m (h) ∇nbCa · z = 1000 mol/l/m

FIGURE 4.8 – Impact de la variation du gradient de calcium sur la vitesse d’écoulement du fluide interstitiel
canaliculaire au voisinage (1nm) de la membrane ostéocytaire. Pour différents gradients physiologiques de cal-
cium, variant de −1000 mol/l/m à +1000 mol/l/m, les profils des vitesses hydraulique (vP en bleu), électrique (vE
en vert), chimique (vC en rouge) et totale (v en brun) ont été calculés au voisinage (1 nm) de la dendrite ostéocy-
taire. Les gradients de pression, de potentiel électrique et de sodium ont été fixés à leurs valeurs physiologiques tout
comme les autres paramètres (cf. TABLES 2.1 et 4.1). Pour chaque sous-figure, le canalicule est orienté du bas vers le
haut. Un gradient de calcium négatif correspond à une déposition de calcium/phosphate aux parois du canalicule (co-
lonne de gauche) alors qu’un gradient de calcium positif représente une dissolution de calcium/phosphate aux parois
canaliculaires (colonne de droite).
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induite par l’écoulement du fluide interstitiel et perçue par les ostécytes est calculée pour dif-

férentes valeurs physiologiques du gradient de calcium à l’aide de l’équation (4.10). Les autres

gradients et paramètres sont fixés à leurs valeurs physiologiques (valeurs des TABLES 2.1 et 4.1).

La FIGURE 4.9(a) montre la contrainte de cisaillement totale (τ , ligne brune) en fonction du gra-

dient de calcium. Les contributions hydraulique (τP , barre bleue), électrique (τE , barre verte) et

chimique (τC , barre rouge) par rapport à la contrainte de cisaillement totale sont présentées en

FIGURE 4.9(b).

(a) Contrainte de cisaillement totale en fonction du gradient de
calcium

(b) Contribution des contraintes de cisaillement pour différents
gradients de calcium

FIGURE 4.9 – Contrainte de cisaillement totale ressentie par l’ostéocyte en fonction du gradient de calcium.
Pour chaque valeur du gradient calcique, la vitesse totale d’écoulement du fluide interstitiel au voisinage de la mem-
brane ostéocytaire est calculée et la contrainte de cisaillement correspondante est donnée par l’équation (4.10). Les
valeurs des autres paramètres sont physiologiques (TABLES 2.1 et 4.1). (a) Contrainte de cisaillement totale res-
sentie par la membrane ostéocytaire (τ , ligne brune) ; le cercle indique la valeur physiologique de τ calculée pour
∇nbCa · z = −10 mol/l/m ; (b) Contributions des composantes hydraulique (τP , barre bleue), électroosmotique (τE ,
barre verte) et osmotique (τC , barre rouge) par rapport à la contrainte de cisaillement totale (τ ) ; le zoom affiché pour
∇ nbCa ·z = 0 mol/l/m (τC ∼ 0) montre les valeurs physiologiques de τP et τE . Les étoiles sur FIGURES 4.9(a) et 4.9(b)
représentent le même point. Les bandes grisées sont des plages de valeurs de la contrainte de cisaillement pour les-
quelles des réponses ostéocytaires ont été observées expérimentalement [21].
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Les contraintes de cisaillement τP et τE ne varient pas et gardent leurs valeurs physiologiques

(cf. TABLE 4.2 et zoom FIGURE 4.9(b)). Cependant, τP et τE augmentent la valeur de la contrainte

totale de cisaillement de quelques dixièmes de pascals (ligne rouge FIGURE 4.9(a) et zoom FI-

GURE 4.9(b)). La contribution du gradient de sodium est également présente mais négligeable.

En effet, même avec un zoom de la zone où le gradient de calcium est nul, la contribution os-

motique du sodium est invisible (zoom FIGURE 4.9(b)). La contrainte de cisaillement τC , quant

à elle, varie avec le gradient de calcium. Un gradient calcique négatif augmente la contrainte de

cisaillement totale ressentie par la membrane ostéocytaire, contrairement à un gradient calcique

positif qui la diminue. De plus, les contraintes de cisaillement induites par des gradients de cal-

cium physiologiques et ressenties par la membrane ostéocytaire (valeurs de τ , FIGURE 4.9(a))

sont du même ordre de grandeur que celles induites par des gradients de pression physiologiques

(valeurs de τ , FIGURE 4.6(a)). Comme les ostéocytes seraient sensibles à une contrainte de ci-

saillement variant de quelques dixièmes de pascals à quelques pascals [21] (bandes grisées sur

les FIGURES 4.6 et 4.9), ces résultats montrent que des flux de calcium physiologiques peuvent

affecter l’écoulement du fluide interstitiel et donc la réponse ostéocytaire. En effet, la contrainte de

cisaillement totale ressentie par la membrane ostéocytaire dépend des interactions entre les phé-

nomènes hydro-électro-chimiques. Selon leur direction, les flux de calcium peuvent accélérer ou

freiner l’écoulement du fluide interstitiel et donc augmenter ou diminuer les contraintes de cisaille-

ment hydraulique et électroosmotique. Par conséquent, si τP est trop petit pour induire une réponse

ostéocytaire, un flux de calcium de même direction peut augmenter la contrainte de cisaillement

totale jusqu’à des valeurs déclenchant une réponse ostéocytaire. À l’inverse, si τP est suffisamment

élevé pour déclencher une réponse ostéocytaire, un flux de calcium de direction opposée peut di-

minuer la contrainte de cisaillement totale jusqu’à des valeurs pour lesquelles les ostéocytes sont

insensibles.

4.2.3 Conclusion théorique

Les cellules osseuses mécanosensibles (ostéocytes) réagissent à de nombreux stimuli méca-

niques, y compris à la contrainte de cisaillement induite par l’écoulement du fluide interstitiel.

De plus, les ostéocytes semblent jouer un rôle dans la régulation de la concentration calcique, en

déposant/dissolvant le calcium aux parois canaliculaires. L’importance biologique du calcium et
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des autres espèces chimiques présentes dans le fluide interstitiel sont bien connues. Les effets bio-

chimiques de ces espèces chimiques dans la régulation de l’activité ostéocytaire ont été largement

étudiés contrairement aux effets mécaniques induits par les flux chimiques. Cette partie cherche

donc à comprendre les effets mécaniques des flux de calcium sur la contrainte de cisaillement in-

duite par l’écoulement du fluide interstitiel et régulant l’activité ostéocytaire. Pour cela, le modèle

développé dans le chapitre 2 a été appliqué à une solution électrolytique contenant des ions mo-

novalents (sodium et chlorure) et bivalents (calcium et phosphate). Les vitesses d’écoulement du

fluide interstitiel et les contraintes de cisaillement correspondantes ont ensuite été calculées pour

différents gradients de calcium afin de voir si elles pouvaient être affectées par des gradients chi-

miques dus aux mouvements directionnels du calcium de ou vers la matrice osseuse. Il en ressort

que l’écoulement du fluide interstitiel est principalement régi par la conduction hydraulique au

centre du pore, mais qu’aux interfaces fluide/solide (paroi du canalicule et membrane ostéocy-

taire) la situation change et les contributions des effets électroosmotique et osmotique deviennent

visibles. En se focalisant plus particulièrement sur la stimulation mécanique de l’ostéocyte, il ap-

paraît que la contrainte de cisaillement induite par l’écoulement du fluide interstitiel et ressentie

par la membrane ostéocytaire est affectée par des gradients de calcium physiologiques caractéris-

tiques des flux de calcium survenant lors de la régulation de l’homéostasie du calcium. L’ordre

de grandeur de la contrainte de cisaillement induite par une variation du gradient de calcium est

identique à celui obtenu pour une variation du gradient de pression. Ainsi, les gradients de calcium

peuvent augmenter ou diminuer la contrainte de cisaillement ressentie par la membrane ostéocy-

taire de manière significative.

Ces résultats sont obtenus avec des gradients de pression et de calcium stationnaires, c’est-à-dire

gardant toujours une même direction. Or les gradients biologiques ne sont pas stationnaires. En

fait, les gradients de pression sont principalement dus aux activités physiques et changent de direc-

tion à chaque seconde. Par conséquent, le fluide interstitiel s’écoule de manière oscillatoire dans le

réseau lacuno-canaliculaire, allant de l’avant vers l’arrière et vice versa, suivant ainsi le rythme des

gradients de pression. De plus, les écoulements électroosmotique et osmotique contribuent égale-

ment à l’écoulement total du fluide interstitiel. En effet, si leurs vitesses d’écoulement VE et VC

semblent négligeables par rapport à VP pour le transport du fluide interstitiel (TABLES 4.3 et 4.4),

leurs contributions τE et τC à la contrainte de cisaillement totale ressentie par la dendrite ostéocy-
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taire sont manifestes. En s’intéressant plus particulièrement au calcium, de forts gradients induits

par l’activité de remodelage, la déposition ou la dissolution de calcium aux parois canaliculaires

se produisent dans une échelle de temps caractéristique de l’activité de remodelage, à savoir de

l’ordre des semaines (106 secondes). De plus, les besoins en calcium du plasma sanguin peuvent

également induire des flux de calcium beaucoup plus rapides puisque de l’ordre de 103 secondes

[184, 159]. Mais, en comparaison avec les gradients de pression, ces flux sont plus lents et l’hy-

pothèse de flux de calcium stationnaires reste raisonnable quand l’échelle du temps caractéristique

est celle des gradients de pression. L’écoulement du fluide interstitiel au sein d’un canalicule serait

donc plutôt régi par des flux de calcium stationnaires et une conduction hydraulique oscillatoire. La

FIGURE 4.10 illustre un simple exemple des conséquences que peuvent avoir de tels phénomènes

sur la contrainte de cisaillement totale.

FIGURE 4.10 – Écoulement oscillatoire du fluide interstitiel. La contrainte de cisaillement totale ressentie par la
membrane ostéocytaire est affectée par un flux de calcium stationnaire élevé (∇nbCa · z = ±100, cette valeur est dix
fois la valeur physiologique mesurée par Marenzana et al. [159]) et un gradient de pression oscillatoire (d’amplitude
le gradient physiologique donné par Anderson et al. [10] :∇p�b · z = 3.0× 107).

Par souci de simplicité, les gradients électrique et de sodium sont supposés nuls :∇nbNa · z = 0

et∇ψb ·z = 0. La courbe bleue correspond à la contrainte de cisaillement totale induite par un gra-

dient de pression physiologique oscillatoire (∇nbCa ·z = 0,∇pb(t) ·z = ∇p�b ·z sin(2π t/tp) Pa/m,

tp = 1 s est la période des oscillations du gradient de pression). Les courbes violettes représentent

la contrainte de cisaillement totale induite par l’ajout d’un flux osmotique de calcium stationnaire

10 fois plus grand que le flux physiologique (∇nbCa · z = ∓100 mol/l.m). Les plages de valeurs de

la contrainte de cisaillement totale induisant des réponses ostéocytaires [21] sont indiquées par les

bandes grisées. Comme dans les premiers résultats, de forts flux de calcium altèrent clairement la
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contrainte de cisaillement ressentie la membrane ostéocytaire et peuvent donc affecter la sensibilité

des ostéocytes. Cependant, en présence d’un gradient de pression oscillatoire, les flux de calcium

ont, cette fois-ci, le même impact quelques soient leurs directions. Ceci suggère que pour un même

exercice physique, les personnes dans un état positif d’homéostasie calcique (par exemple, lors de

la formation/minéralisation de la matrice osseuse) ou négatif (par exemple, en cas d’ostéopénie,

dans une phase de perte de la masse osseuse) auront une stimulation mécanique différente de celle

d’une personne dans un état neutre d’homéostasie calcique.

Ainsi, les flux de calcium induits par une déposition/dissolution de calcium aux parois canalicu-

laires semblent pouvoir moduler les réponses ostéocytaires en présence d’écoulements hydrau-

liques unidirectionnels (circulation sanguine) ou oscillatoires (activités physiques).

Comme pour la plupart des modèles, quelques simplifications sur la géométrie du canalicule et

les propriétés physiques du fluide ainsi que des hypothèses ont été effectuées pour obtenir ces

résultats. Les incertitudes sur l’environnement complexe in vivo des ostéocytes peuvent remettre

en cause ces choix, en particulier pour les gradients hydraulique, électrique et chimique dont les

vraies valeurs in vivo manquent. À ma connaissance, aucune mesure directe n’existe et les données

disponibles se réfèrent souvent à des modèles simplifiés permettant une interprétation de quelques

quantités mesurables in vivo. Dans cette étude, les données issues de la littérature ont été utilisées

dans le modèle. Ceci a été fait avec quelques hypothèses qui peuvent affecter quantitativement les

résultats. Par exemple, il a été montré que la géométrie réelle du canalicule peut manifestement

changer le transport [9] et la diffusion [144] dans le canalicule. Ainsi, les connaissances actuelles

du fonctionnement in vivo du système lacuno-canaliculaire de l’os cortical ne permettent pas au

modèle de fournir des conclusions quantitatives sur l’impact des interactions des gradients chi-

mique et hydraulique sur la réponse ostéocytaire. Malgré ces limites, cette étude mathématique

souligne l’importance des recherches expérimentales pour la recherche théorique et que l’homéo-

stasie calcique peut affecter la réponse mécanique ostéocytaire. Or, à ma connaissance, les études

donnant des plages de valeurs de la contrainte de cisaillement qui induit ces réponses ostéocytaire

sont peu nombreuses [62, 21]. Le but de la section suivante est donc d’essayer d’en déterminer une

expérimentalement.
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4.3 Expérience : impact d’un écoulement microscopique sur
des cellules osseuses

Les ostéocytes sont sensibles aux contraintes de cisaillement induites par l’écoulement du

fluide interstitiel au sein du réseau lacuno-canaliculaire [19, 20, 21, 86, 199]. Pour une certaine

plage de valeur de ces contraintes de cisaillement, les cellules mécanosensibles de l’os cortical

libèrent les signaux biochimiques déclenchant le processus du remodelage osseux [44, 32, 33, 99,

190, 35]. Cette section tente de déterminer cette plage de valeur. Pour y parvenir, des cellules

osseuses sont soumises à un écoulement à l’échelle microscopique et leur réponse cellulaire, se

traduisant par une augmentation de leur concentration en calcium intracellulaire, est examinée.

Ces expériences ont été effectuées lors de mon séjour de 4 mois dans le laboratoire du Professeur

S. V. Komarova de l’Université McGill, dans le cadre d’une collaboration scientifique.

4.3.1 Dispositif expérimental

Les expériences sont réalisées à l’aide d’un appareil expérimental appelé BioFluxTM . Le BioFluxTM

permet l’écoulement de fluides dans des canaux de tailles microscopiques (350 µm de longueur

pour 70 µm de rayon) pour une valeur donnée de la contrainte de cisaillement due au mouvement

du fluide [82]. Il comprend un logiciel, permettant le suivi et le contrôle des conditions expérimen-

tales, un régulateur, créant l’écoulement du fluide dans les micro-canaux, et une plaque multi-puits

comportant les micro-canaux (FIGURE 4.11). Pour créer un écoulement, l’utilisateur remplit de

fluide les puits d’entrée de la plaque multi-puits (FIGURE 4.11 (b)) qu’il ferme avec son couvercle

hermétique et place sur le microscope (FIGURE 4.11 (c)). Ensuite, il sélectionne, sur l’interface du

logiciel, les puits d’entrée (colonnes 1, 2, 4 ou 5) à partir desquels il veut que le fluide s’écoule

et entre une contrainte de cisaillement comprise entre 0 et 2 Pa (FIGURE 4.11 (d)). Suite à l’ac-

tion faite avec le logiciel, le régulateur (FIGURE 4.11 (e)), qui gère l’intensité de la contrainte

de cisaillement, la température ainsi que la direction du mouvement du fluide, crée une pression

d’air. Cette pression est distribuée sur la colonne de puits concordant avec les puits d’entrée de

la plaque multi-puits. Lorsque cette pression d’air arrive dans les puits, le fluide contenu s’écoule

dans les micro-canaux situés au fond des puits (FIGURE 4.11 (a, f)) et ressort dans les puits de

sortie correspondant (colonne 3 ou 6, FIGURE 4.11 (d)).
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FIGURE 4.11 – Dispositif expérimental du BioFluxTM . (a) Micro-canaux présents au fond de la plaque multi-puits.
Ils contiennent les cellules et le fluide s’y écoule. (b) Plaque multi-puits du BioFluxTM comportant 24 puits. (c) Plaque
multi-puits et son couvercle hermétique. (d) Interface du logiciel du BioFluxTM . (e) Régulateur du BioFluxTM (gauche)
et microscope (droite). (f) écoulement du fluide dans les micro-canaux. (Source iconographique : Fluxion-Biosciences
[82].)

4.3.2 Culture cellulaire

Pour déterminer une plage de valeurs de la contrainte de cisaillement dans laquelle les ostéo-

cytes déclenchent le processus du remodelage osseux, l’idéal serait de placer des ostéocytes dans

les micro-canaux et de les soumettre à différents écoulements de fluide. Or, les ostéocytes sont en-

fouis dans la matrice osseuse. Il n’est donc pas facile de les extraire, ni de les cultiver [168, 215].

En revanche, durant le processus de remodelage du tissu osseux, lors de la phase de reconstruc-

tion de la matrice osseuse, certains ostéoblastes restent piégés puis se différencient en ostéocytes

[44, 203]. Même si les ostéocytes et ostéoblastes réagissent différemment aux contraintes de ci-

saillement [21, 128, 33, 99, 86, 35], pour des raisons de simplicité, l’expérience a été faite avec

des ostéoblastes plus faciles d’accès et qui présentent tout de même des caractéristiques proches

de celles des ostéocytes jeunes [22].
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Pose d’un substrat de collagène dans un environnement aseptisé Pour soumettre les ostéo-

blastes aux différentes contraintes de cisaillement, il faut d’abord introduire un substrat au fond

des micro-canaux pour que les cellules y adhérent et puissent s’y développer. Pour ce faire, 100 µl

de solution de collagène de type I, issu d’une queue de rat, est dilué dans un Dulbecco/Vogt mo-

dified Eagle’s minimal essential medium (DMEM, milieu contenant des acides aminés, des sels,

du glucose et des vitamines). Le mélange est ensuite introduit dans les puits de sortie de la plaque

multi-puits. Une contrainte de cisaillement de 0.4 Pa est alors appliquée, pour pousser le fluide

vers les puits d’entrée. Puis, la plaque multi-puits est laissée au repos pendant 1h à température

ambiante. Après ce repos, les canaux, à présent tapissés de collagène, sont nettoyés à l’aide un

sérum physiologique s’écoulant durant 15 minutes avec une contrainte de cisaillement de 0.5 Pa.

Une plaque multi-puits du BioFluxTM recouverte de collagène est donc disponible.

Culture cellulaire dans un environnement aseptisé Pour obtenir des ostéoblastes, la protéine

morphogénétique osseuse (ou Bone Morphogenic Protein (BMP) : protéine pouvant induire la for-

mation d’os ou de cartilage) est injectée dans des myoblastes (cellules souches C2C12 responsables

de la formation des muscles squelettiques) de souris. Grâce à cette opération, les myoblastes se dif-

férencient en ostéoblastes [90]. Puis, pour détacher les cellules de leur support, l’enzyme trypsine,

qui digère les protéines permettant l’adhésion des cellules sur leur support, est injectée : c’est la

trypsination. De cette manière, une suspension d’ostéoblastes d’une densité de 1 à 10 millions de

cellules/ml est obtenue. Par suite, cette solution est introduite dans les puits de sortie de la plaque

multi-puits du BioFluxTM et est soumise à une contrainte de cisaillement de 0.2 Pa pendant 5 se-

condes. La plaque multi-puits est ensuite placée dans un incubateur de CO2 durant 1 heure. A

l’issu de l’incubation, les micro-canaux sont à nouveau nettoyés à l’aide d’un DMEM placé en

écoulement pour une durée 15 minutes avec une contrainte de cisaillement de 0.5 Pa. Les cellules

maintenant présentes dans les micro-canaux sont cultivées pendant 3 jours.

Chargement des cellules en Fura-2AM Le Fura-2AM est un colorant permettant de mesurer

les concentrations en calcium libre intracellulaire par fluorescence. Le but de cette étape est donc

d’imprégner les cellules de ce colorant. Pour cela, 3 µl de Fura-2AM sont ajoutés à 2ml de DMEM

et 20ml de HEPES (solution tampon utilisée en biochimie pour la culture cellulaire ; son nom
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chimique est acide 4-(2-hydroxyéthyl)-1-pipérazine éthane sulfonique). La solution obtenue est

insérée dans les puits et soumise à une contrainte de cisaillement de 0.5 Pa pendant 2 minutes. La

plaque multi-puits est ensuite mise dans un incubateur de CO2 durant 30 à 40 minutes. Enfin, les

cellules sont nettoyées avec un écoulement de DMEM pour évacuer tout Fura-2AM extracellulaire

des microcanaux.

Écoulement d’une solution tampon au sein des micro-canaux Une solution tampon physiolo-

gique constituée de 130 mmol/l de chlorure de sodium (NaCl), 5 mmol/l de chlorure de potassium

(KCl), 10 mmol/l de glucose, 1 mmol/l de chlorure de magnésium (MgCl2), 20 mmol/l de HEPES,

1 mmol/l de chlorure de calcium (CaCl2) et d’un pH de 7.4 est introduite dans les puits d’entrée.

4.3.3 Résultats

Après 3 jours de culture, les ostéoblastes sont filmés pendant 1 minute à l’aide de la ca-

méra intégrée du microscope. Pendant les 10 premières secondes, aucun écoulement n’est effectué

(contrainte de cisaillement due à l’écoulement du fluide nulle). Puis, un écoulement correspondant

à une contrainte de cisaillement de 0.1 Pa est déclenché et arrêté 20 secondes plus tard. Enfin, les

ostéoblastes sont filmés durant encore 30 secondes. Le film récupéré est en noir et blanc. Pour

bien visualiser les variations de concentrations en calcium intracellulaire dans les ostéoblastes,

un post-traitement est nécessaire. Il est effectué avec un logiciel fourni avec le microscope, re-

liant les niveaux de gris donnés par le Fura-2AM et la concentration en calcium intracellulaire.

La FIGURE 4.12 montre des photos du film, après post-traitement, à des instants significatifs. La

variation de la concentration en calcium intracellulaire des ostéoblastes correspond à une varia-

tion de couleurs : la couleur bleue représente une faible concentration de calcium intracellulaire

dans les ostéoblastes, tandis que la couleur rouge correspond à une forte concentration. Les cel-

lules semblent répondre à l’écoulement à partir de 35 secondes et ce jusqu’à au moins 45 secondes

(FIGURES 4.12(d) et 4.12(e)). Cette tendance est plus visible pour les cellules entourées d’un cercle

vert et bleu (cellules 3 et 4 respectivement) qui présente de légères nuances de rouge/orangé. Il est

intéressant de remarquer que la cellule entourée d’un cercle rouge (cellule 1) possède une zone très

rouge sur toutes les images de la FIGURE 4.12, indiquant une très forte concentration en calcium.

Cette zone peut représenter les vésicules de stockage de calcium présentes dans les cellules.
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Le logiciel de post-traitement calcule également la concentration en calcium intracellulaire en

fonction du temps et trace les courbes. Les courbes obtenues sont calibrées dans Excel. Pour plus

de visibilité, elles sont ensuite débruitées avec la fonction smooth de Matlabr basée sur un filtre à

moyenne glissante sur 5 points. Les cellules dont la concentration en calcium intracellulaire a été

calculée sont encerclées sur la FIGURE 4.12. La FIGURE 4.13 montre les courbes, après calibrage

et débruitage. Les couleurs et numéros des courbes correspondent aux couleurs des cercles et nu-

méros de la FIGURE 4.12. ’ON’ décrit le début de l’écoulement et ’OFF’ son arrêt. Les cellules 2,

3 et 4 réagissent légèrement à l’écoulement du fluide. Leurs réponses apparaissent autour de 20 se-

condes (cellule 2) et 30 secondes (cellules 3 et 4). Si la concentration en calcium intracellulaire de

la cellule 2 augmente d’environ 50%, celle des cellules 3 et 4 est doublée. À l’inverse, la cellule 1

semble complètement insensible à l’écoulement du fluide. Cette absence de réponse cellulaire peut

être due à la présence de la zone de forte concentration calcique au sein de la cellule. En effet,

avant le déclenchement de l’écoulement du fluide (0− 10 secondes, FIGURE 4.13), les concentra-

tions intracellulaires calciques des autres cellules sont en deçà de la concentration intracellulaire

de calcium de la cellule 1. De plus, lorsque les cellules 2, 3 et 4 répondent, leurs concentrations

se situent à peine au-dessus (voire même en dessous pour la cellule 2) de la concentration de la

cellule 1. Ainsi, la zone de forte concentration calcique au sein de la cellule 1 pourrait cacher les

éventuelles variations de la concentration de calcium, laissant croire à une insensibilité de la cel-

lule 1 à l’écoulement du fluide. Devant la faible intensité (voire l’absence pour la cellule 1) des

réponses cellulaires, la même expérience a été renouvelée sur les mêmes ostéoblastes, après avoir

laissé ces derniers, pendant 10 minutes, au repos (c’est-à-dire soumis à aucune contrainte). Cette

fois-ci, les réponses sont plus évidentes. En effet, une augmentation de la concentration de calcium

intracellulaire est clairement observable pour toutes les cellules (FIGURE 4.14). Les cellules 3 et

4 répondent autour de 25 secondes tandis que les cellules 1 et 2 réagissent aux environs de 35 se-

condes (FIGURE 4.15). En guise de réponse, les cellules 1 et 2 doublent leurs concentrations en

calcium intracellulaire tandis que les cellules 3 et 4 les multiplient par 7.

132



(a) 5 secondes (b) 15 secondes

(c) 25 secondes (d) 35 secondes

(e) 45 secondes (f) 55 secondes

FIGURE 4.12 – Images obtenues à partir du microscope montrant les ostéoblastes présents dans les micro-
canaux lorsqu’ils sont soumis à l’écoulement d’une solution tampon physiologique contenant du calcium.
L’écoulement induit une contrainte de cisaillement de 0.1 Pa. Les couleurs des cellules sont dues à la présence du
Fura-2AM qui marque la présence de calcium. Plus la couleur est rouge/blanche, plus il y a de calcium. Plus la cou-
leur est bleue/violette, moins il y a de calcium. L’écoulement a commencé à 10 secondes et s’est arrêté à 30 secondes.
La variation, au cours du temps, de la concentration intracellulaire des cellules osseuses entourées d’un cercle de cou-
leur a été calculée. Les couleurs des cercles correspondent aux couleurs des courbes présentées sur la FIGURE 4.13.
Les réponses des cellules osseuses sont perceptibles sur les FIGURES 4.12(d) et 4.12(e), notamment pour les cellules
3 et 4 (entourées d’un cercle vert et bleu respectivement).
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FIGURE 4.13 – Variations, au cours du temps, de la concentration en calcium intracellulaire des ostéoblastes
soumis à un écoulement de fluide physiologique induisant une contrainte de cisaillement de 0.1 Pa. ’ON’ indique
le début de l’écoulement et ’OFF’ son arrêt. Les différentes courbes correspondent aux concentrations de calcium
intracellulaire des cellules encerclées sur la FIGURE 4.12. Le code de couleur des courbes et des cercles est le même.
Ces courbes sont obtenues après calibrage et débruitage (avec la fonction smooth de Matlabr) des courbes générées
par le logiciel de traitement d’image fourni avec le microscope.

Remarque : Les réponses cellulaires (se traduisant par une augmentation de la concentration en

calcium intracellulaire) semblent apparaître lors de l’arrêt de l’écoulement (’OFF’ sur les FI-

GURES 4.13 et 4.15). Si un décalage de temps deux fois inférieur est également présent dans l’étude

de Adachi et al. [4], en général, les réponses cellulaires à des stimuli mécaniques ou chimiques sont

plutôt instantanées [118, 7, 258, 104, 120]. Dans le cas présent, les retards observés pourraient pro-

venir du délai existant entre le commencement de l’écoulement du fluide contenant le calcium et le

moment où le calcium atteint les cellules osseuses. En effet, lorsque l’écoulement débute, le fluide

suit un parcours sinueux dans les microcanaux avant d’atteindre les cellules (voir FIGURE 4.11(a)).

Dans ce cas, un calcul grossier peut permettre d’avoir une idée de l’ordre de grandeur du temps

de retard. Pour cela, posons Q, L et h le débit, la largeur et la hauteur du canal microscopique,

respectivement. Soient Qc, Lc et rc le débit, la longueur et le rayon de la chambre contenant les

cellules, respectivement. Enfin, soit τ la contrainte de cisaillement imposée. La TABLE 4.5 résume

les valeurs de ces différentes quantités.
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Quantité Symbole Valeur Unité
Largeur du microcanal L O(10−4) m
Hauteur du microcanal h O(10−4) m
Longueur du parcours Lc O(10−1) cm
Viscosité du fluide s’écoulant µ O(10−3) Pa.s
Contrainte de cisaillement imposée τ 10−1 Pa.s

TABLE 4.5 – Ordres de grandeur des variables intervenant dans le calcul du temps de retard.

La conservation des débits implique : Q = Qc. Or, un débit est une vitesse par unité de surface.

Ainsi : V S = VcSc, où V , S, Vc et Sc sont les vitesses et surfaces du canal et de la chambre

respectivement. La définition de la contrainte de cisaillement donne l’ordre de grandeur de la

vitesse dans le canal :

τ = µ
∂V

∂r
≡ µ

V

h
(4.21)

⇒ V ≡ τ
h

µ
. (4.22)

L’égalité des flux devient alors :

τ
h

µ
S ≡ VcSc

τ
h

µ
Lh ≡ Vcπr

2
c

τ
h

µ
Lh ≡ Lc

tc
πr2

c , (4.23)

où tc est le temps de retard. En supposant que le rayon de la chambre accueillant les cellules est

du même ordre de grandeur que la hauteur du microcanal (rc ≡ h) et d’après les données de la

TABLE 4.5, il vient que le temps de retard est de l’ordre de :

tc ≡
Lcµπ

τL
≡ O(

10−1 × 10−3 × 100

10−1 × 10−4
)

≡ 10s. (4.24)

Ainsi, ce calcul grossier indique qu’un temps de retard de l’ordre de la dizaine de secondes peut

apparaître. Ceci renforce l’idée que les retards observés peuvent provenir du délai existant entre

le commencement de l’écoulement du fluide contenant le calcium et le moment où le calcium

atteint les cellules. Un calcul plus rigoureux effectué à l’aide des valeurs exactes des quantités de

la TABLE 4.5 permettrait de confirmer tout cela.
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(a) 5 secondes (b) 15 secondes

(c) 25 secondes (d) 35 secondes

(e) 45 secondes (f) 55 secondes

FIGURE 4.14 – Images obtenues à partir du microscope montrant les ostéoblastes présents dans les micro-
canaux lorsqu’ils sont soumis à l’écoulement d’une solution tampon physiologique contenant du calcium. Cette
expérience a été effectuée 10 minutes après la précédente. L’écoulement correspond à une contrainte de cisaillement
de 0.1 Pa. Les couleurs des cellules sont dues à la présence du Fura-2AM qui marque le calcium intracellulaire. Plus
la couleur est rouge/blanche, plus il y a de calcium. Plus la couleur est bleue/violette, moins il y a de calcium. Le
début de l’écoulement s’est fait à 10 secondes et son arrêt à 30 secondes. Les cellules osseuses dont la concentration
intracellulaire a été calculée sont entourées d’un cercle de couleur. Les couleurs des cercles correspondent aux couleurs
des courbes présentées sur la FIGURE 4.15.
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FIGURE 4.15 – Variations au cours du temps des concentrations en calcium intracellulaire des ostéoblastes
soumis à un écoulement correspondant à une contrainte de cisaillement de 0.1 Pa. Expérience réalisée après 10
minutes de repos (c’est-à-dire que les cellules n’ont été soumises à aucune contrainte durant 10 minutes). ’ON’
correspond au début de l’écoulement et ’OFF’ à son arrêt. Les différentes courbes représentent les concentrations en
calcium intracellulaire des cellules encerclées sur la FIGURE 4.14. Le code de couleur des courbes et des cercles est
le même. Ces courbes sont obtenues après calibrage et débruitage (avec la fonction smooth de Matlabr) des courbes
générées par le logiciel de post-traitement fourni avec le microscope.

4.3.4 Conclusion expérimentale

Afin de déterminer une plage de valeur de la contrainte de cisaillement pour laquelle les cel-

lules osseuses réagissent, des ostéoblastes ont été soumis à un écoulement de fluide physiologique

généré par le BioFluxTM . Les cellules ont réagi à l’écoulement en augmentant leur concentration

en calcium intracellulaire. Les premières réponses cellulaires obtenues étaient de faible intensité

(FIGURES 4.12 et 4.13), mais après un temps de repos de 10 minutes, des réponses plus nettes ont

été observées (FIGURES 4.14 et 4.15). Ces réponses cellulaires ont été recueillies pour un écou-

lement induisant une contrainte de cisaillement de 0.1 Pa. Malheureusement, 0.1 Pa représente

la contrainte de cisaillement minimale accessible par le logiciel du BioFluxTM . Les ostéoblastes

commencent donc à réagir pour des contraintes de cisaillement situées entre 0 et 0.1 Pa. Ainsi,

une limite inférieure de contrainte de cisaillement induisant une réponse ostéoblastique n’a pas

pu être déterminée. Pour déterminer une éventuelle limite supérieure, la même expérience a été

effectuée sur d’autres ostéoblastes qui ont été cultivés pendant une semaine. Ces derniers n’ont

pas montré de réponses cellulaires significatives, ni pour un écoulement de fluide induisant une

contrainte de cisaillement de 1 Pa, ni pour une contrainte de cisaillement de 2 Pa, valeur maximale
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proposée par le logiciel du BioFluxTM (résultats non présentés). Ceci peut être dû au fait que ces

ostéoblastes soient restés plus longtemps en culture et ont donc eu plus de temps pour s’ancrer

dans le substrat, ce qui pourrait les rendre moins sensibles à l’écoulement. Ainsi, aucune limite

supérieure n’a pu être définie. La plage de valeur n’a donc pas pu être déterminée. Toutefois, ces

expériences montrent l’importance des échanges chimiques existants entre les cellules et le fluide

qui les entoure. À travers ces échanges chimiques, les expérimentateurs en apprennent davantage

sur l’activité cellulaire. En effet, ils peuvent, par exemple, observer les réactions des cellules à des

stimuli extérieurs en introduisant des marqueurs dans le milieu environnant, comme cela a été fait

dans ces expériences. De plus, les échanges chimiques sont indispensables à l’activité cellulaire.

Ils doivent donc être pris en compte dans le modèle. Ceci est réalisé dans la section suivante.

4.4 Échanges chimiques aux parois

L’ostéocyte est une entité vivante. Il a besoin de nutriments pour vivre, doit pouvoir éliminer

ses déchets et communiquer avec ses voisins. Ceci se fait via des échanges ioniques entre la cel-

lule osseuse mécanosensible et le fluide interstitiel. (Les expériences précédentes illustrent bien ce

genre d’échanges.) Par ailleurs, des échanges chimiques existent également entre les parois cana-

liculaires et le fluide interstitiel [83, 159, 225]. Ainsi, dans cette partie, les échanges sont pris en

compte dans le modèle.

4.4.1 Equations et valeurs des paramètres

La condition aux limites du transport des ions i, traduisant la perméabilité des parois, est don-

née par l’équation (2.23). Dans cette équation, le coefficient Γi représente la concentration sur-

facique de l’ion i disponible pour les échanges chimiques. Or, la concentration en ion i ne va-

rie pas au cours du temps dans le bulk, puisque ce dernier est à l’équilibre thermodynamique.

Par conséquent, les ions disponibles pour les échanges chimiques sont les ions présents dans la

double-couche électrique [151]. Ainsi, à l’aide de l’équation (2.32), Γi est défini par :

Γi =
∫∞
RM

(ni − nbi) dr =
∫∞
RM

nbi

(
exp(−Ziϕ)− 1

)
dr, (4.25)

où∞ représente le bulk. (∞ ≡ 5×LD d’après l’étude paramétrique (voir chapitre 3, FIGURE 3.3)).

La quantité Γi est donc une fonction de la concentration de l’ion i dans le bulk (nbi) et du poten-
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tiel électrique de double-couche réduit (ϕ). Les parois canaliculaire et ostéocytaire étant chargées

négativement, les ions disponibles pour l’adsorption aux surfaces sont les cations. Comme l’élec-

trolyte considéré est composé de chlorure de sodium et de phosphate de calcium (NaCl et CaPO4),

les ions pouvant être adsorbés aux interfaces sont le sodium et le calcium, les échanges anioniques

étant négligés. Or, les flux chimiques existant dans le tissu osseux peuvent créer des variations de

concentration. (Un bon exemple est le remodelage osseux qui, au cours de son déroulement, libère

du calcium dans le fluide interstitiel.) Pour évaluer alors l’importance de ces variations sur la quan-

tité d’ions pouvant être adsorbés, ΓNa et ΓCa sont calculés pour différentes concentrations en so-

dium nbNa et en calcium nbCa . Les valeurs des paramètres utilisées sont celles des TABLES 2.1 et 4.1.

La plage de variation de nbNa est celle définie dans le chapitre 3, TABLE 3.1. La concentration en

calcium, quant à elle, peut varier de 1× 10−3 mol/l (hypocalcémie) à 4× 10−3 mol/l (hypercal-

cémie), la concentration physiologique étant 2× 10−3 mol/l. De plus, lors du remodelage osseux

les ostéoclastes libèrent 1.05± 0.2× 10−3 mol/l de calcium [24]. Par conséquent, les différentes

valeurs choisies pour nbCa sont comprises entre 0 mol/l et 6× 10−3 mol/l. Par ailleurs, comme le

potentiel électrique de double-couche joue également un rôle sur la quantité d’ions adsorbés aux

parois (éq. (4.25)), ΓNa et ΓCa sont calculés pour les différentes conditions aux limites de ϕ. Appli-

quées à un électrolyte composé de NaCl et CaPO4, les conditions aux limites de Neumann (2.138),

(2.140) et (2.141) deviennent respectivement :

∇ϕ · n =
ζ

LD
, (4.26)

∇ϕ · n =
F

ε0εrRT

(
σ0 + σmax

2Kb(nbNa + nbCa)

1 + 2Kb(nbNa + nbCa)

)
, (4.27)

∇ϕ · n = −

√
4F 2

RTε0εr

[
nbNa

(
cosh(ζ)− 1

)
+ nbCa

(
cosh(2ζ)− 1

)]
. (4.28)

Remarque : L’équation (4.27) est obtenue à partir de l’équation (2.140), où les constantes

d’équilibres intrinsèques des réactions d’adsorption du sodium KbNa et du calcium KbCa sont sup-

posées proches et sont notées Kb. Comme dans la sous-section 2.5.3, la valeur choisie pour Kb est

celle d’une réaction d’adsorption de sodium dans les argiles, à savoir 0.1 [135].
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4.4.2 Résultats

Les résultats obtenus sont présentés dans la FIGURE 4.16. Les labels ’DZ’, ’NZ’, ’NLM’ et

’NZGC’ correspondent, respectivement, aux conditions aux limites de ϕ de type Dirichlet (éq.

(4.4)) et Neumann (éqs. (4.26)-(4.28) basées sur ζ , Langmuir et l’électroneutralité). Les valeurs

physiologiques des quantités d’ions sodium et calcium adsorbés, calculées pour les concentrations

physiologiques du sodium et du calcium (cf. TABLES 2.1 et 4.1), sont tracées en rouge.

(a) ΓNa en fonction de nbNa (b) ΓNa en fonction de nbCa

(c) ΓCa en fonction de nbNa (d) ΓCa en fonction de nbCa

FIGURE 4.16 – Quantité de cations disponibles à l’adsorption en fonction des concentrations (de sodium ou de
calcium) et pour différentes conditions aux limites du potentiel de double-couche. ΓNa, respectivement ΓCa sont
les quantités d’ions sodium, respectivement calcium, disponibles à l’adsorption aux parois. Leurs valeurs physiolo-
giques, obtenues pour les valeurs des paramètres donnés dans les TABLES 2.1 et 4.1, sont tracées en rouge. ’DZ’,
’NZ’, ’NLM’ et ’NZGC’ correspondent aux résultats obtenus pour des conditions aux limites du potentiel électrique
de double-couche ϕ de type Dirichlet (éq. (4.4)), Neumann basée sur ζ (éq. (4.26)), Langmuir (éq. (4.27)) et l’électro-
neutralité (éq. (4.28)), respectivement.

Une augmentation de la concentration de sodium augmente la quantité d’ion sodium dis-

ponibles à l’adsorption ΓNa pour les conditions aux limites de ϕ de type Dirichlet, Neumann
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basée sur ζ et d’électroneutralité (FIGURE 4.16(a)). Ceci s’observe également avec une condi-

tion aux limites de type Langmuir et de très faibles concentration de sodium. Cependant, pour

nbNa > 2× 10−2 mol/l, ΓNa commence à diminuer (zoom sur la FIGURE 4.16(a)). Cette tendance

est la même pour ΓCa qui diminue lorsque nbNa augmente (FIGURE 4.16(c)). Si pour de faibles

concentration de sodium, la quantité d’ions calcium disponible à l’adsorption (ΓCa) calculée avec

une condition aux limites de ϕ de type Langmuir peut être jusqu’à 7 fois supérieure par rapport

à celles calculées avec les autres conditions aux limites (de types Dirichlet, Neumann basée sur ζ

et l’électroneutralité), cet écart s’atténue pour de plus fortes valeurs de nbNa . Lorsque la concen-

tration de calcium augmente, la quantité d’ions en sodium disponibles à l’adsorption diminue

(FIGURE 4.16(b)) tandis que celle en calcium augmente (FIGURE 4.16(d)). Là encore, les condi-

tions aux limites de type Dirichlet, Neumann basée sur ζ et l’électroneutralité doublent presque

(pour de fortes concentrations de calcium) les valeurs de ΓNa et ΓCa par rapport à la condition de

Langmuir. Ces écarts sont également présents pour les valeurs physiologiques de ΓNa et de ΓCa

(marqueurs rouges sur la FIGURE 4.16). Ces différences de valeurs (voire même de tendance, pour

la variation de ΓNa avec différentes concentrations de sodium nbNa) de ΓNa et ΓCa calculés avec les

conditions aux limites de ϕ de type Dirichlet, Neumann basée sur ζ et l’électroneutralité d’une part

et Langmuir d’autre part, pourraient s’expliquer par le fait que les trois premières conditions aux

limites dépendent, en plus des concentrations nbNa et nbCa , du potentiel de surface ζ . Or ζ est sup-

posé constant. Par conséquent, un accroissement de la concentration (en sodium ou en calcium)

dans le fluide interstitiel diminue la longueur de Debye et donc l’épaisseur de la double-couche

électrique. Or, en diminuant cette épaisseur et en augmentant la concentration nbi , la densité sur-

facique d’ions dans la double-couche électrique augmente. Le potentiel électrique de surface ζ (et

donc ϕ(RM)) étant fixe, plus il y a d’ions disponibles dans la double-couche électrique, plus il y

aura d’adsorption. Par conséquent, Γi augmente avec nbi (FIGURE 4.16(a)-(d)). Cependant, si l’on

raisonne à salinité fixée, si la concentration en sodium, respectivement calcium, augmente, les ions

sodium, respectivement calcium, sont les plus nombreux et ont donc plus de chance d’être adsor-

bés. C’est pourquoi ΓCa, respectivement ΓNa, diminue lorsque nbNa , respectivement nbCa , augmente

(FIGURES 4.16(b) et 4.16(c)). À l’inverse, la condition aux limites de type Langmuir dépend des

concentrations nbNa et nbCa , des constantes d’équilibre intrinsèques des réactions d’adsorption des

ions sodium et calcium et des densités surfaciques de charge structurelle σ0 et maximale σmax.
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Ainsi lorsque cette condition aux limites est considérée, une augmentation de la concentration (en

sodium ou en calcium) augmente la densité surfacique de charge σ. De cette manière, le potentiel

de surface augmente, diminuant le pouvoir attractif des parois (FIGURE 4.17).

(a) ϕ(RM ) en fonction de nbNa

(b) ϕ(RM ) en fonction de nbCa

FIGURE 4.17 – Variations du potentiel Zêta en fonction des concentrations de sodium et calcium pour les diffé-
rentes conditions aux limites du potentiel de double-couche.

Ainsi, pour de fortes concentrations, moins de cations sont attirés aux interfaces et donc, moins

de cations sont disponibles pour l’adsorption. C’est pourquoi ΓNa diminue lorsque nbNa augmente.

En revanche, pour de faibles concentrations, la variation du potentiel de surface est trop faible pour

agir sur la quantité d’ions adsorbés, c’est pourquoi ΓNa augmente lorsque nbNa < 1×10−2 mol/l et

ΓCa croît lorsque nbCa augmente. Par ailleurs, il est intéressant de noter que le potentiel de surface,
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donné pour une condition aux limites de type Langmuir, peut changer de signe et devenir positif

pour une très forte concentration de sodium (FIGURE 4.17(a)). De façon intéressante, les travaux

expérimentaux de Berretta and Pollack [25] ont observé le même phénomène.

4.4.3 Conclusion

Les échanges ioniques modifient les propriétés électriques aux parois [31]. En effet, l’adsorp-

tion aux surfaces des cations présents dans le fluide interstitiel change la densité surfacique de

charge σ et le potentiel de surface ζ . Les expériences de Berretta and Pollack [25] montrent bien

ce phénomène. Or, dans le modèle, le potentiel électrique de double-couche montre ce même com-

portement seulement avec une condition aux limites de type Langmuir (FIGURE 4.17). Ceci est

sans doute dû au fait que, contrairement aux conditions aux limites de type Dirichlet, Neumann

basée sur ζ ou d’électroneutralité, le potentiel de surface est une fonction de la concentration du

bulk dans la condition aux limites de Langmuir. Pour obtenir le même comportement pour les

autres conditions aux limites, il faudrait pouvoir donner ζ en fonction de la concentration (i.e.

avoir ζ = f(nbi)) et non pas le garder fixe. Or, à ma connaissance, une telle formule n’existe pas

pour le tissu osseux. Ainsi, lors de la modélisation de l’écoulement d’un électrolyte au sein d’un

milieu poreux chargé dans lequel des d’échanges chimiques ont lieu, les conditions aux limites de

type Dirichlet, Neumann basée sur ζ ou d’électroneutralité ne suffisent plus et une condition aux

limites de type Langmuir devient nécessaire. Cependant, cette condition aux limites nécessite la

connaissance des constantes d’équilibre intrinsèques des réactions d’adsorption aux parois Kbi . Si

ces données sont accessibles pour d’autres milieux poreux tels que les argiles, elles n’ont, à ma

connaissance, pas encore été déterminées pour le tissu osseux. Par ailleurs, les écarts existants entre

les différentes valeurs des Γi peuvent provenir des valeurs conférées aux constantes d’équilibre in-

trinsèques. Il peut donc être intéressant de chercher à définir Kbi en calant le profil du potentiel

de double-couche obtenu avec la condition de Langmuir sur celui obtenu avec la condition de Di-

richlet. En effet, la condition aux limites de Dirichlet ne dépend que du potentiel Zêta ζ . Or ce

dernier a déjà été déterminé pour l’os cortical [193, 25], l’hydroxyapatite synthétique [162] ou la

nacre [124]. Étant donné que les valeurs du potentiel Zêta ζ issues de ces études diffèrent, le po-

tentiel Zêta ζ résultant de l’étude la plus récente est choisi comme valeur aux parois. Après calage,

la constante d’équilibre intrinsèque de l’adsorption du sodium et du calcium aux parois semble
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plutôt valoir Kb = 5× 10−2 (FIGURE 4.18). En injectant cette valeur de Kb dans la condition aux

limites de Langmuir (éq (4.27)) et en retraçant ΓNa et ΓCa pour différentes concentrations en so-

dium et en calcium, il apparaît que les tendances sont les mêmes que précédemment, mais que les

écarts existants entre les valeurs physiologiques sont nettement réduits (FIGURE 4.19). Toutefois,

si une valeur de Kb sans doute plus proche de la réalité a pu être déterminée numériquement, des

expériences donnant la vraie valeur de Kb sont indispensables.

(a) Profil de ϕ au voisinage de la membrane ostéocytaire (2nm) pour différentes
constantes d’équilibre intrinsèques Kb.

(b) Profil de ϕ au voisinage de la membrane ostéocytaire (2nm) pour une plage de
constantes d’équilibre intrinsèques Kb plus précise.

FIGURE 4.18 – Variation du potentiel électrique de double-couche pour une condition de Dirichlet (+) et des
conditions de Langmuir, calculées avec différentes valeurs de Kb.
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(a) ΓNa en fonction de nbNa (b) ΓNa en fonction de nbCa

(c) ΓCa en fonction de nbNa (d) ΓCa en fonction de nbCa

FIGURE 4.19 – Quantité de cations disponibles à l’adsorption en fonction des concentrations (de sodium ou de
calcium) et pour différentes conditions aux limites du potentiel de double-couche. ΓNa, respectivement ΓCa sont
les quantités d’ions sodium, respectivement calcium, disponibles à l’adsorption aux parois. Leurs valeurs physiolo-
giques, obtenues pour les valeurs des paramètres donnés dans les TABLES 2.1 et 4.1, sont tracées en rouge. Les labels
’DZ’, ’NZ’, ’NLM’ et ’NZGC’ correspondent aux résultats obtenus pour des conditions aux limites du potentiel élec-
trique de double-couche ϕ de type Dirichlet (éq. (4.4)), Neumann basée sur ζ (éq. (4.26)), Langmuir (éq. (4.27)) et
l’électroneutralité (éq. (4.28)), respectivement. La condition aux limites de Langmuir a été calculée pour une constante
d’équilibre intrinsèque Kb = 5× 10−2.

4.5 Conclusion générale du chapitre

Les ions calcium et phosphate, indispensables à l’activité cellulaire, sont les plus nombreux

dans la matrice osseuse. Ils ont donc été pris en compte dans un modèle considérant un électro-

lyte composé de chlorure de sodium et de phosphate de calcium. De plus, des flux de calcium

physiologiques ont été observés expérimentalement. Leur influence sur l’écoulement du fluide in-

terstitiel canaliculaire a été étudié à travers la variation du gradient de calcium. Il en ressort que

la mécanosensibilité des ostéocytes est affectée. En effet, par ces flux chimiques, la contrainte

de cisaillement ressentie par les ostéocytes peut augmenter et déclencher des réponses ostéocy-

taires ou, au contraire, diminuer et empêcher des réponses ostéocytaires. Dans le but de définir

une plage de valeurs de la contrainte de cisaillement dans laquelle les réponses ostéocytaires ont
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lieu, une étude expérimentale a été effectuée. Si cette plage de valeurs n’a pas pu être déterminée,

l’expérience souligne l’importance des échanges chimiques existants entre les cellules et le fluide

qui les entoure. C’est pourquoi ces échanges ont été pris en compte dans le modèle. Il en ressort

que sur les quatre conditions aux limites proposées pour le potentiel électrique de double-couche,

seule la condition aux limites de type Langmuir représente au mieux la réalité. Cependant, cette

condition aux limites nécessite la connaissance des constantes d’équilibre intrinsèques des réac-

tions d’adsorption du sodium et du calcium aux parois. Or de telles constantes n’ont pas encore

été déterminées pour le tissu osseux. Des expériences sont donc indispensables pour trouver leurs

valeurs et permettre une modélisation plus réaliste des phénomènes de transport dans le canalicule.

Le modèle à l’échelle canaliculaire étant à présent plus proche de la réalité, il peut être utilisé à

l’échelle supérieure de l’ostéon.

Remarque : La dynamique moléculaire pourrait élucider le problème des constantes d’équilibre.

Malheureusement, les surfaces du tissu osseux sont tellement complexes qu’elles rendent très dif-

ficiles, à l’heure actuelle, une modélisation de ce type.
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Chapitre 5

De l’échelle du canalicule à celle de l’ostéon

L’objectif de ce chapitre est de développer un modèle pour décrire les phénomènes

d’écoulement et de transport chimique dans les ostéons du tissu osseux cortical. L’écou-

lement du fluide interstitiel et le transport ionique ont été décrits au sein du pore ca-

naliculaire et du canalicule dans le chapitre 2. À présent, ces phénomènes sont décrits à l’échelle

du pore ostéonal puis utilisés à l’échelle supérieure de l’ostéon. La méthode d’homogénéisation

périodique asymptotique utilisée dans le chapitre 2 est réutilisée ici pour passer de la petite échelle

(pore ostéonal) à la grande échelle (ostéon). Les phénomènes hydro-électro-chimiques apparais-

sant à l’échelle du canalicule sont intégrés dans la description des phénomènes de transport à

l’échelle du pore ostéonal. Pour les équations macroscopiques finalement obtenues, la validité des

relations de réciprocité d’Onsager est examinée.

5.1 Échelle du pore ostéonal

Un ostéon peut être assimilé à un cylindre constitué de matrice osseuse (composée de la matrice

d’hydroxyapatite / collagène et du Réseau Lacuno-Canaliculaire (RLC)) et contient une porosité

haversienne (composée d’un canal de Havers et d’un canal de Volkmann). Cette étude se focalise

sur le canal de Havers, présent au centre de l’ostéon. Des capillaires/nerfs sont présents au centre

du canal de Havers [59]. Par conséquent, dans un ostéon, le fluide interstitiel s’écoule dans l’espace

annulaire entre la paroi extérieure du canal de Havers et les parois des capillaires/nerfs. Pour mo-

déliser les phénomènes de transport au sein du canal de Havers, ce dernier est représenté par deux

cylindres concentriques symbolisant le canal de Havers (cylindre extérieur) et les capillaires/nerfs

(cylindre intérieur) (cf. FIGURE 5.1).
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Les parois latérales du canal de Havers sont supposées perméables, permettant l’échange de

matière et d’ions entre le fluide contenu dans le canal de Havers d’un côté et les vaisseaux sanguins

(paroi intérieure du canal) et le réseau lacuno-canaliculaire (paroi extérieure) de l’autre. Dans la

direction de l’axe de l’ostéon, des condition de périodicité sont considérées. La description de

l’ostéon qui s’en suit est celle d’un milieu poreux où sont présents deux types d’écoulement :

un écoulement principal ayant lieu dans le canal de Havers orienté selon la direction de l’axe de

l’ostéon et un écoulement secondaire dans le plan transversal à l’axe de l’ostéon dû aux échanges

entre le fluide ostéonal, le RLC et les vaisseaux sanguins. L’écoulement du fluide Haversien est

accompagné par le transport des ions contenus dans ce fluide et permettant le métabolisme des

ostéocytes du RLC. L’objectif de ce chapitre est de développer un modèle pour décrire ces deux

phénomènes à l’échelle du pore ostéonal. La stratégie est celle utilisée dans le chapitre 2 pour les

modèles d’écoulement et de transport à l’échelle du canalicule. En outre, les résultats de ce modèle

seront utilisés pour définir les conditions d’interface entre le canal de Havers et le RLC.

Dans un souci de lisibilité, la notation utilisée dans ce chapitre pour développer le modèle

d’écoulement dans l’ostéon est semblable à celle déjà utilisée dans le chapitre 2 pour le modèle

d’écoulement dans le RLC. Pour alléger la notation, les quantités correspondant au canal de Ha-

vers, qui représente notre centre d’intérêt dans ce chapitre, n’auront aucun index, alors que les

quantités correspondant aux régions de l’ostéon extérieure et intérieure au canal de Havers et à

leurs interfaces avec ceci, seront indéxées respectivement par |
RLC

et |vas . Ainsi, Ω représente le

canal de Havers, i.e. l’espace annulaire où l’écoulement du fluide ostéonal a lieu. Sa frontière

∂Ω est constituée par les deux parois latérales intérieure ∂Ω|vas et extérieure ∂Ω|
RLC

(dans ce

contexte, les deux bases du cylindre ne sont pas pertinentes en vue de l’hypothèse de périodicité).

En outre, on notera R|
Hav

et R|vas les rayons des parois extérieure et intérieure du canal de Havers

et δR = R|
Hav
−R|vas l’épaisseur de l’entrefer. Le vecteur normale à ∂Ω, noté n, est orienté selon

la direction sortant de Ω. Le vecteur tangent à ∂Ω, noté t, est orienté dans la direction axiale de

l’ostéon. Si nous anticipons, l’ostéon lui même est représenté par une cellule périodique 
 (volume

élémentaire représentatif, VER) contenant un canal de Havers orienté selon l’axe de l’ostéon. Il est

à noter que la présence des canaux de Volkmann rend difficile le choix du VER et nécessite le

développement d’un modèle 3D complexe. Ainsi, par souci de simplicité, les canaux de Volkmann

n’ont pas été pris en compte dans la description géométrique de ce modèle d’ostéon. Une telle
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hypothèse permet la réutilisation du modèle développé dans le chapitre 2 puisque les deux VER

(deux tranches de cylindres concentriques) sont identiques.

Les hypothèses physiques à la base de ce modèle d’écoulement et transport à l’échelle du pore

ostéonal sont les mêmes que pour la description de l’écoulement interstitiel dans le chapitre 2. Je

rappelle ici les plus importantes, renvoyant aux sections suivantes pour plus de détails : i) en vue

des conditions de périodicité dans la direction axiale de l’ostéon, la frontière pertinente dans la

définition des conditions aux limites sont les parois latérales du canal de Havers : ∂Ω = ∂Ω|vas ∪

∂Ω|
RLC

, ii) le fluide ostéonal est décrit par une solution électrolytique monovalente électriquement

neutre où la concentration des cations n+ est la même que celle des anions n− et est notée n =

n+ = n−, iii) la matrice solide contenant le RLC aussi bien que les vaisseaux sanguins sont

considérés comme indéformables, iv) on suppose l’existence d’un bulk virtuel dont la pression pb,

la concentration nb et le potentiel d’écoulement ψb ne varient pas à l’échelle du pore ostéonal mais

peuvent varier à l’échelle de l’ostéon.

Remarque : les valeurs de pb, nb et ψb dans le canal de Havers ne sont pas forcement les mêmes

que dans le RLC puisque ces deux compartiments sont séparés physiquement par les cellules bor-

dantes sises au niveau de la paroi extérieure du canal de Havers.

(a) Schéma d’un ostéon (b) Schéma de l’ostéon modélisé

FIGURE 5.1 – Schémas d’un ostéon. (a) Présence de capillaires/nerfs au sein du canal de Havers. (b) Schéma de
l’ostéon modélisé : les capillaires/nerfs sont représentés par un même cylindre.
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5.1.1 Électrostatique

Pour les mêmes raisons que celles présentées dans le modèle canaliculaire, la distribution du

potentiel électrique dans le canal de Havers φ est décrite par l’équation de Gauss-Poisson :

∇ · ∇φ = − F

ε0εr

∑
i

Zini. (5.1)

Comme dans la sous-section 2.1.1, les conditions aux limites du potentiel électrique peuvent être

de type Dirichlet (5.2) ou Neumann (5.3), selon les informations disponibles sur les frontières

∂Ω|vas et ∂Ω|
RLC

:

φ = ζ, (5.2)

∇φ · n =
σtot
ε0εr

. (5.3)

Le potentiel Zêta ζ et la densité surfacique de charge σtot sont ceux de la matrice osseuse et des

capillaires.

Remarque : Le même jeu de conditions aux limites définies dans la sous-section 2.1.1 peut être

utilisé pour estimer σtot dans la condition de Neumann.

5.1.2 Écoulement du fluide

Le fluide interstitiel est supposé newtonien et incompressible. La force de Coulomb, agissant

sur les charges électriques présentes dans le fluide, et la négligence des effets d’inertie conduisent

à l’équation de Stokes modifiée (5.4) régissant l’écoulement du fluide interstitiel dans le canal de

Havers :

−∇p+ µf∇ · ∇v = F
∑
i

Zini∇φ. (5.4)

Les conditions aux limites aux parois latérales du canal de Havers sont :

• une condition de non glissement :

v · t = 0 sur ∂Ω, (5.5)

• une condition de perméabilité :

v · n = v• sur ∂Ω•, (5.6)
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avec • = {|vas , |RLC
}. Dans ces équations, v|vas et v|

RLC
sont, respectivement, les vitesses de

filtration à travers les parois intérieure (capillaires) et extérieure (RLC) du canal de Havers.

En particulier, v|
RLC

est la vitesse moyenne dans le RLC obtenue dans la sous-section 2.4.3

(voir éq. (2.142)).

Conservation de la masse

Une fois encore, la conservation de la masse pour un fluide incompressible s’ajoute à la des-

cription de l’écoulement du fluide interstitiel au sein du pore ostéonal :

∇ · v = 0. (5.7)

5.1.3 Transport des ions

Avec les mêmes hypothèses que celles définies dans le modèle canaliculaire, le transport des

ions est gouverné par l’équation classique de Nernst-Planck :

∂ni
∂t

+∇ · (niv) = ∇ ·
[
Di(∇ni + Zini∇φ)

]
, (5.8)

avec des conditions de perméabilité permettant des flux ioniques à travers les parois du canal de

Havers :

−Di(∇ni + ni∇φ) · n = J• sur ∂Ω•, (5.9)

avec • = {|vas , |RLC
}. En particulier, J |vas et J |

RLC
, les flux d’ions à travers les parois latérales du

canal de Havers, sont positifs si les ions sortent du canal de Havers. En particulier, J |
RLC

dépend

des phénomènes considérés à l’échelle du canalicule (cf. sous-section 2.4.4). Dans ce modèle à

l’échelle du pore ostoénal, les mécanismes de transport considérés à l’échelle du canalicule sont la

convection et la diffusion (i.e. le nombre de Péclet dans le RLC est Pe|RLC
≡ O(1)). Le flux J |

RLC

correspond aux termes apparaissant sous la divergence dans l’équation (2.145). Par conséquent,

J |
RLC

=
{
nbi
〈

exp(−Ziϕ)v∗
〉
· n−D∗i (∇nbi + Zinbi∇ψb) · n

}
|
RLC

. Dans cette expression, les

quantités entre accolades sont celles à l’échelle du canalicule. En particulier, l’opérateur
〈
F
〉

est

la moyenne sur le VER du canalicule et∇ est le gradient suivant l’axe du canalicule.

Remarque : Par rapport à l’équation (2.145), les indices ‘[0]’ disparaissent ici, dans un souci de

lisibilité, puisque les termes correspondant sont les seuls visibles à l’échelle du pore ostéonal.
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5.2 Solution virtuelle équivalente : introduction d’un bulk

Le changement de variable introduit dans le chapitre 2 (voir section 2.2) est réutilisé ici.

5.2.1 Électrostatique

L’équation de la distribution du potentiel électrique de double-couche (5.1) et ses conditions

aux limites (5.2)-(5.3) deviennent les mêmes équations que celles obtenues à l’échelle du canali-

cule, à savoir les équations (2.35)-(2.39).

5.2.2 Écoulement du fluide

L’équation régissant l’écoulement du fluide (5.4) devient la même équation que l’équation à

l’échelle du pore canaliculaire (2.40) pour kf → ∞. Les conditions aux limites de l’écoulement

du fluide (5.5)-(5.6) n’est pas affectée par ce changement de variables et reste identique.

Conservation de la masse

La conservation de la masse (5.7) n’est pas affectée par le changement de variables et reste la

même.

5.2.3 Transport des ions

Enfin, l’équation du transport ionique (5.8) devient la même équation que celle obtenue à

l’échelle du canalicule, à savoir l’équation (2.41). Ses conditions aux limites (5.9) deviennent quant

à elles :

JCEi
· n = J|• sur ∂Ω|• , (5.10)

avec • = {|vas , |RLC
} et JCEi

le flux diffusif et d’électromigration de l’ion i. Ce dernier est défini

par :

JCEi
= −Di exp(−Ziϕ)

(
∇nbi + Zinbi∇ψb

)
. (5.11)

5.3 Homogénéisation

La même méthode d’homogénéisation périodique de type asymptotique, utilisée dans la sec-

tion 2.3, est appliquée. Les longueurs de référence à l’échelle du pore (`) et de l’ostéon (L)
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sont respectivement l’épaisseur de l’entrefer du canal de Havers et la hauteur de l’ostéon. Ainsi,

` ≡ O(10−6) m [129, 161] et L ≡ O(10−3) m [193] (cf. annexe D pour plus de détails). Le facteur

de séparation des échelles η = `/L est donc de l’ordre de 10−3 pour l’ostéon.

FIGURE 5.2 – Homogénéisation périodique de type asymptotique : les phénomènes à l’échelle microscopique sont
propagés à l’échelle macroscopique.

5.3.1 Électrostatique

La mise sous forme sans dimension, l’expansion asymptotique et la définition des variables

lentes des équations régissant la distribution du potentiel de double-couche à l’échelle du pore

ostéonal et ses conditions aux limites sont identiques à celles obtenues dans les sous-sections

2.3.1, 2.3.2 et 2.3.3.

5.3.2 Écoulement du fluide

La mise sous forme sans dimension, l’expansion asymptotique, la définition des variables lentes

et le problème de fermeture des équations régissant l’écoulement du fluide à l’échelle du pore

ostéonal sont identiques à celles obtenues dans les sous-sections 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 et 2.3.4 pour

le cas où kf → ∞. La procédure d’homogénéisation n’est donc effectuée que pour les conditions

aux limites de l’écoulement du fluide.

Mise sous forme sans dimension La forme sans dimension de la condition de non glissement

(5.5) est :

v′ · t = 0 sur ∂Ω. (5.12)

Enfin, pour assurer la double porosité, les coefficients des vitesses d’écoulement du sang et du

fluide interstitiel canaliculaire sont de l’ordre de η2 [11]. En effet, ces auteurs montrent que ce

coefficient permet à l’écoulement de l’échelle microscopique d’être maintenu sans engendrer l’ex-

plosion de la solution. Par conséquent, les conditions aux limites (5.6), sous une forme sans di-
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mension, deviennent :

v′ · n = η2v′|vas sur ∂Ω|vas , (5.13)

v′ · n = η2v′|
RLC

sur ∂Ω|
RLC

. (5.14)

Développement asymptotique Les termes du développement asymptotique de la condition de

non glissement (5.12) regroupés en puissances de η sont :

• en O(η0) :

v′[0] · t = 0 sur ∂Ω, (5.15)

• en O(η1) :

v′[1] · t = 0 sur ∂Ω. (5.16)

Le développement asymptotique des conditions de perméabilité aux parois (5.13)-(5.14)

donne les équations suivantes :

• en O(η0) :

v′[0] · n = 0 sur ∂Ω, (5.17)

• en O(η1) :

v′[1] · n = 0 sur ∂Ω, (5.18)

• en O(η2) :

v′[2] · n = v′|vas sur ∂Ω|vas , (5.19)

v′[2] · n = v′|
RLC

sur ∂Ω|
RLC

. (5.20)

Conservation de la masse

La mise sous forme sans dimension, l’expansion asymptotique et la définition des variables

lentes des équations régissant la conservation de la masse à l’échelle du pore ostéonal sont iden-

tiques à celles obtenues dans les sous-sections 2.3.1, 2.3.2 et 2.3.3.

5.3.3 Transport des ions

La mise sous forme sans dimension, l’expansion asymptotique, la définition des variables lentes

et le problème de fermeture des équations régissant le transport ionique à l’échelle du pore ostéonal
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sont identiques à celles obtenues dans les sous-sections 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 et 2.3.4 pour le cas où

Pe ≡ O(1).

Mise sous forme sans dimension Les formes sans dimension des conditions aux limites (5.10)

sont :

J′CEi
· n = η2J ′|vas sur ∂Ω|vas , (5.21)

J′CEi
· n = Jv,r|RLC

J ′v|RLC
+ JCE,r|RLC

J ′CE|RLC
sur ∂Ω|

RLC
, (5.22)

où les flux canaliculaires de convection J ′v|RLC
=
{
n′bi

〈
exp(−Z ′iϕ)v

′∗
〉
· n
}
|
RLC

, de diffusion et

d’électromigration J ′CE|RLC
=
{
D
′∗
i (∇′n′bi + Z ′in

′
bi
∇′ψb) · n

}
|
RLC

sont sans dimension et issus de

l’échelle canaliculaire. Le flux canaliculaire de référence lié à la convection Jv,r|RLC
=
{
vrωrL
Dr

}
|
RLC

dépend des quantités de références à l’échelle du canalicule telles que la vitesse à l’échelle macro-

scopique dans le RLC vr|RLC
, la porosité ωr|RLC

, la longueur L|
RLC

et le coefficient de diffusion

Dr|RLC
. D’après les calculs effectués dans le chapitre 3, la vitesse à l’échelle macroscopique au sein

d’un canalicule est de l’ordre de 10−6 m/s. De plus, ωr|RLC
≡ O(10−2) [60], L|

RLC
≡ O(10−5) m

et Dr|RLC
≡ O(10−9) m2/s. Par conséquent, Jv,r|RLC

est de l’ordre de 10−4 ≡ O(η2). Enfin, le flux

canaliculaire de référence lié à la diffusion et à l’électromigration est JCE,r|RLC
= ωr|RLC

≡ O(η).

Ainsi, les formes sans dimension des conditions aux limites des flux électro-chimiques sont :

J′CEi
· n = η2J ′|vas sur ∂Ω|vas , (5.23)

J′CEi
· n = η2J ′v|RLC

+ ηJ ′CE|RLC
sur ∂Ω|

RLC
. (5.24)

Développement asymptotique Les termes du développement asymptotique des conditions aux

limites associées au transport ionique, regroupés en puissances de η, sont :

• en O(η−1) :

J′CEi[−1]
· n = 0 sur ∂Ω, (5.25)

• en O(η0) :

J′CEi[0]
· n = 0 sur ∂Ω, (5.26)
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• en O(η1) :

J′CEi[1]
· n = 0 sur ∂Ω|vas , (5.27)

J′CEi[1]
· n = J ′CE|RLC

sur ∂Ω|
RLC

, (5.28)

• en O(η2) :

J′CEi[2]
· n = J ′|vas sur ∂Ω|vas , (5.29)

J′CEi[2]
· n = J ′v|RLC

sur ∂Ω|
RLC

, (5.30)

Les définitions des termes J′CEi[•]
apparaissant dans ces équations sont donnés plus loin.

5.3.4 Variables lentes

Les développements asymptotiques des équations à l’échelle microscopique permettent de dis-

cerner les variables lentes (liées à l’échelle de l’ostéon) des variables rapides (liées à l’échelle du

pore ostéonal). Comme dans la sous-section 2.3.3, le potentiel d’écoulement, la concentration et la

pression ne varient qu’à l’échelle de l’ostéon :

∇′xψ
′
b[0]

= ∇′xn′bi[0] = ∇′xp′b[0] = 0. (5.31)
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En utilisant l’équation (5.31), les définitions des termes J′CEi[•]
apparaissant dans les équations

(5.25)-(5.30) deviennent :

J′CEi[−1]
= 0, (5.32)

J′CEi[0]
= −D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]

(∇′xψ
′
b[1]

+∇′Xψ
′
b[0]

)

)
, (5.33)

J′CEi[1]
= −D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

(
∇′xn′bi[2] +∇′Xn′bi[1] + Z ′in

′
bi[0]

(∇′xψ
′
b[2]

+∇′Xψ
′
b[1]

)

+Z ′in
′
bi[1]

(∇′xψ
′
b[1]

+∇′Xψ
′
b[0]

)− Z ′iϕ′[1]

(
∇′xn′bi[1] +∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]

(∇′xψ
′
b[1]

+∇′Xψ
′
b[0]

)
))

,

(5.34)

J′CEi[2]
= −D′i exp(−Z ′iϕ′[0])

[
∇′Xn′bi[2] + Z ′in

′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[2]

+Z ′in
′
bi[1]

(∇′Xψ
′
b[1]

+∇′xψ
′
b[2]

) + Z ′in
′
bi[2]

(∇′Xψ
′
b[0]

+∇′xψ
′
b[1]

)

−Z ′iϕ′[1]

(
∇′Xn′bi[1] +∇′xn′bi[2] + Z ′in

′
bi[0]

(∇′Xψ
′
b[1]

+∇′xψ
′
b[2]

) + Z ′in
′
bi[1]

(∇′Xψ
′
b[0]

+∇′xψ
′
b[1]

)

)
+

(
ϕ
′2
[1]Z

′
i

2
− ϕ′[2]

)
Z ′i

(
∇′Xn′bi[0] +∇′xn′bi[1] + Z ′in

′
bi[0]

(∇′Xψ
′
b[0]

+∇′xψ
′
b[1]

)

)]
. (5.35)

5.4 Échelle de l’ostéon

Dans cette section, les équations à l’échelle microscopique, après homogénéisation, sont uti-

lisées à l’échelle de l’ostéon via une prise de moyenne similaire à celle utilisée dans la sous-

section 2.4.1. Le VER a été décrit dans la section 5.1.

5.4.1 Prise de moyenne

Les moyennes sur la cellule représentative 
 et sur les parois latérales du canal de Havers ∂Ω

sont respectivement définies par :
〈
∗
〉
≡
〈
∗
〉



= 1
|
|

∫


∗ dV et

〈
∗
〉
∂Ω

= 1
|∂Ω|

∫


∗ dS. Les

problèmes à l’échelle macroscopique issus de cette prise de moyenne sont décrits ci-dessous.

5.4.2 Électrostatique

Comme dans la sous-section 2.4.2, les opérateurs différentiels spatiaux apparaissant dans les

équations de Poisson-Boltzmann, Debye-Hückel et dans les différentes conditions aux limites as-

sociées sont à l’échelle microscopique. Par conséquent, ces équations disparaissent à l’échelle de
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l’ostéon.

5.4.3 Écoulement du fluide

Comme à l’échelle du canalicule, l’écoulement du fluide interstitiel à l’échelle de l’ostéon est

régi par une loi de Darcy généralisée. Elle est obtenue par l’intégration, sur la cellule élémentaire Ω,

des équations à l’échelle microscopique après homogénéisation identiques aux équations (2.110)-

(2.112) de la sous-section 2.3.4 :

V′ =
〈
v′[0]

〉
=

〈
v′P[0]

〉
+
〈
v′C[0]

〉
+
〈
v′E[0]

〉
= V′P + V′C + V′E

= −K ′P∇′Xp′b[0] −
∑
i

K ′Ci
∇′Xn′bi[0] −K

′
E∇′Xψ

′
b[0]

(5.36)

oùK ′P =
〈
κ′P

〉
,K ′Ci

=
〈
κ′Ci

〉
etK ′E =

〈
κ′E

〉
représentent les tenseurs effectifs des perméabilités

dues aux effets hydraulique, chimique et électrique respectivement et les perméabilités microsco-

piques K ′P =
〈
κ′P

〉
, K ′Ci

=
〈
κ′Ci

〉
et K ′E =

〈
κ′E

〉
vérifient, respectivement, les problèmes

(E.23), (E.24) et (E.25) de l’annexe E. Ainsi, la vitesse d’écoulement visible à l’échelle de l’os-

téon est donnée en réponse à une variation de pression, de concentration et de potentiel électrique

suivant l’axe de l’ostéon.

5.4.4 Transport des ions

L’intégration des équations à l’échelle microscopique après homogénéisation du transport des

ions (semblables aux équations (2.123)-(2.126)) sur la cellule élémentaire 
, le théorème de la

divergence et la conservation de la masse donnent les équations décrivant le transport des ions à

l’échelle de l’ostéon :

∂

∂t′

[
n′bi[0]

〈
exp(−Z ′iϕ′[0])

〉]
+
〈
D
′∗
i |RLC

(∇′|
RLC

n′bi + Z ′in
′
bi
∇′|

RLC
ψb

〉
· n

+∇′X ·
[
n′bi[0]

〈
exp(−Z ′iϕ′[0])v

′∗
[0]

〉]
= ∇′X ·

[
D
′∗
i (∇′Xn′bi[0] + Z ′in

′
bi[0]
∇′Xψ

′
b[0]

)
]
, (5.37)

où v
′∗
[0] = v′[0] − D′i∇′xB′i. Dans ces équations, la diffusion Brownienne (en réponse au gradient

chimique) et l’électromigration (en réponse au gradient électrique) sont caractérisées par un tenseur
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effectif de diffusion :

D
′∗
i =

〈
D′i exp(−Z ′iϕ′[0])(∇′xΘ′i + I)

〉
, (5.38)

où Θ′i est l’analogue de θ′i dans le canalicule.

5.5 Conclusion

Un modèle multi-échelle des phénomènes de transports ayant lieu aux échelles du pore ostéonal

et de l’ostéon a été développé. Il tient compte des phénomènes hydro-électro-chimiques existant

dans l’espace annulaire du canal de Havers, entre la matrice osseuse accueillant le RLC et les ca-

naux sanguins/nerfs, et des phénomènes de transport ayant lieu dans les canalicules. Les équations

régissant le potentiel de double-couche électrique, l’écoulement du fluide interstitiel et le transport

ionique à l’échelle du pore ostéonal sont semblables à celles développées dans le chapitre 2 lors de

la modélisation de ces phénomènes à l’échelle du pore canaliculaire. Cependant, les conditions aux

limites diffèrent et cette différence engendre l’apparition d’un nouveau terme dans l’équation du

transport ionique. Il représente le flux de diffusion et d’électromigration canaliculaire. Par ailleurs,

une réécriture des équations obtenues à l’échelle de l’ostéon et appliquées lorsque Pe|RLC
= O(1)

vérifient les relations de réciprocité d’Onsager liant les phénomènes de transport les uns les autres

à l’aide des coefficient d’Onsager LPC , LCP , LPE , LEP , LCE et LEC (voir annexe E).

Comme dans le chapitre 2, l’écoulement du fluide interstitiel dans l’espace annulaire entre

le canal de Havers et les vaisseaux sanguins/capillaires est représenté à l’aide d’une équation de

Stokes modifiée intégrant, entres autres, les phénomènes générés par la force de Coulomb. Cette

équation prend donc en compte les interactions existant entre les ions présents dans le fluide in-

terstitiel et les charges négatives des parois. De telles interactions engendrent la formation d’une

double-couche électrique. Or, devant la grande taille du pore ostéonal (de l’ordre du micromètre),

les phénomènes de double-couche électrique auraient pu être introduits, non pas à travers la force

de Coulomb, mais plutôt à travers une vitesse de glissement aux parois, comme l’étude de Lemaire

et al. [139] le propose pour les argiles. Cependant, avec une telle représentation de l’écoulement du

fluide interstitiel dans le pore ostéonal, seule une approximation des relations de réciprocité d’On-

sager est possible. Ainsi, par souci d’élégance et de simplicité, une équation de Stokes modifiée a

été choisie pour représenter l’écoulement du fluide interstitiel.
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Par ailleurs, le choix du nombre de Péclet est primordial pour l’obtention des relations de récipro-

cité d’Onsager. En effet, un nombre de Péclet de l’ordre de η implique l’absence d’un terme de

convection dans les équations régissant les transports chimique et électrique à l’échelle supérieure.

Or sans convection, les interactions entre la pression pb et le flux électrique I (représentés par le

coefficient d’Onsager LEP ) d’une part et entre la pression et le flux chimique J (représentés par le

coefficient d’Onsager LCP ) d’autre part disparaissent. Par conséquent, les relations de réciprocité

d’Onsager ne sont pas valables (résultats non présentés). Cependant, la grande taille du pore os-

téonal induit des vitesses osmotique et électroosmotique négligeables en comparaison à la convec-

tion hydraulique. Ainsi, les termes de couplage hydraulique/électrique et hydraulique/chimique

peuvent être négligés et les relations de réciprocité d’Onsager peuvent être obtenues pour les cou-

plages électrique/chimique. Dans ce cas, les effets électrochimiques et hydraulique sont découplés.

D’autre part, en considérant les effets électro-chimiques au voisinage des parois via l’introduction

d’une vitesse de glissement dans le transport du fluide,

D’un autre côté, un nombre de Péclet de l’ordre de η−1 empêche directement l’homogénéi-

sation du problème du pore ostéonal avec la méthode présentée dans ce chapitre (résultats non

présentés).

Enfin, un ostéon peut également contenir des canaux transverses au canal de Havers appelés

canaux de Volkmann. Comme le canal de Havers, les canaux de Volkmann contiennent en leur

centre des capillaires et des nerfs. Les canaux de Volkmann n’ont pas été pris en compte dans ce

modèle. En effet, des études ont montré que la taille d’un ostéon était la taille optimale permettant

aux phénomènes de transport d’atteindre les cellules osseuses d’un bout à l’autre de l’ostéon à

travers le réseau lacuno-canaliculaire [170]. Cependant, les canaux de Volkmann sont essentiels

lorsque le transport doit parcourir des distances supérieures au rayon ostéonal, comme c’est le cas

par exemple pour le tissu osseux cortical qui regroupe plusieurs ostéons entre le périoste et l’en-

doste. Comme le modèle développé ici ne s’intéresse qu’à un seul ostéon, les canaux de Volkmann

ont été ignorés.
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Conclusion générale et perspectives

CES travaux s’inscrivent dans la lignée des travaux déjà menés au sein de l’équipe

Biomécanique du laboratoire Modélisation et Simulation Multi Echelle UMR 8208,

CNRS de l’Université Paris-Est. Pour comprendre le mécanisme du remodelage os-

seux, thème de recherche de l’équipe, il faut pouvoir mettre en relation les phénomènes du remo-

delage à l’échelle macroscopique avec les activités des cellules à l’échelle microscopique. Parmi

les nombreux événements jouant un rôle sur le remodelage osseux, nous avons choisi de nous

concentrer sur les phénomènes de transport. Pour cela, nous avons développé un modèle qui part

de la cellule pour remonter jusqu’à l’ostéon. Nous avons ensuite fait des simulations numériques à

l’aide du modèle pour étudier la mécanotransduction.

Dans le chapitre 2, nous sommes partis du pore à l’échelle canaliculaire siège de l’activité cellu-

laire. Dans ce modèle, différents phénomènes physiques ont été pris en compte : outre les effets

hydrauliques liés au gradient de pression du fluide interstitiel, nous avons pris en compte l’osmose

liée à la variabilité spatiale de la salinité et l’électro-osmose induite par les différences de poten-

tiel d’écoulement. Comme le modèle développé contient un grand nombre de paramètres, nous

avons entrepris, dans le chapitre 3, une étude paramétrique explorant des plages autour de valeurs

physiologiques construites à partir des données fournies dans la littérature. Cette étude permet de

cibler les paramètres les plus sensibles du modèle. Il en est ressorti que les effets chimiques jouent

un rôle non négligeable sur les phénomènes de transport. Dans le chapitre 4, nous avons donc en-

trepris de regarder l’influence de ces effets sur la mécanotransduction de la cellule (notamment en

s’intéressant à ces effets sur la contrainte de cisaillement ressentie par la cellule). Il est apparu que

des flux physiologiques de calcium pouvaient (dé)favoriser les réponses cellulaires en présence

d’un écoulement de fluide. Pour connaître la plage de valeur de la contrainte de cisaillement in-

duisant une réponse cellulaire, une expérience a été réalisée. Si son but premier n’a pas été atteint,
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cette expérience a toutefois mis en exergue l’importance des échanges chimiques existant entre les

cellules et le fluide qui les entoure. L’étude numérique de ces échanges chimiques a montré que la

condition aux limites du potentiel électrique de double-couche proposée par Langmuir représente

au mieux la réalité en présence d’échanges chimiques aux parois. Comme l’échelle du canalicule

n’est pas l’échelle la plus accessible pour les expériences, un second changement d’échelle a été

opéré, dans le chapitre 5, afin d’atteindre une description du comportement hydraulique couplé de

la structure élémentaire du tissu osseux, l’ostéon. Par souci de simplicité, les canaux de Volkmann

ont été négligés. Cette hypothèse nous a permis de garder les mêmes conditions au niveau de la

géométrie que celles introduites dans le chapitre 2. Le modèle ainsi développé dans ce chapitre

était similaire au modèle développé à l’échelle de la cellule, intégrant toutefois les échanges entre

le réseau canaliculaire et le canal de Havers, et parachevant la description à trois échelles du tissu

cortical.

Les perspectives de ce travail sont multiples. Tout d’abord, il serait intéressant de valider expé-

rimentalement les résultats théoriques obtenus concernant l’influence des flux physiologiques de

calcium sur la mécanosensibilité ostéocytaire. Pour cela, il faudrait soumettre des cellules osseuses

à différents gradients de concentration de calcium et observer les réponses cellulaires. De plus, le

modèle à l’échelle de l’ostéon pourrait être enrichi en prenant en compte la déformation de la phase

solide, comme cela a été fait dans l’étude de Lemaire et al. [145] pour l’échelle du canalicule.

Par ailleurs, le modèle de transport présenté dans cette thèse, que ce soit à l’échelle du pore

canaliculaire ou du pore ostéonal, ne tient compte que de la présence d’ions. À l’aide de descrip-

tions plus fines des effets liés à de plus grosses biomolécules (protéines, hormones...), intégrant

par exemple les effets stériques, les polarités locales, les interactions chimiques avec leur envi-

ronnement, etc., un modèle plus réaliste du transport pourrait être construit. Pour cela, il serait

nécessaire d’utiliser des approches du type dynamique moléculaire. Ce modèle amélioré permet-

trait également d’étudier la communication cellulaire paracrine. Associer un modèle de ce type à

un modèle de remodelage osseux représentant l’activité des unités de remodelage osseux permet-

trait de modéliser de manière plus réaliste le déclenchement du remodelage osseux.

De plus, l’étude de McElhaney [165] indique qu’en zone de tension, la matrice osseuse pré-

sente une densité surfacique de charge positive, contrairement aux zones de compression où la
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densité surfacique de charge est négative. Ceci peut remettre en cause la définition de la concen-

tration qui suit une distribution de Boltzmann. De tels effets de changement de signe de la densité

surfacique des pores n’ont pas été pris en compte dans ce modèle et nécessiteraient d’associer la

piézoélectricité induite par le collagène dans un modèle poroélastique du tissu cortical. En présence

d’une densité surfacique de charge négative comme décrit dans cette thèse, le rôle des cations est

particularisé ; en présence d’une densité surfacique de charge positive, le phénomène inverse se

produit.

Enfin, l’étude de Tami et al. [226] a montré que le fluide interstitiel présent entre les fibres de

collagène et les cristaux d’hydroxyapatite était non lié, c’est-à-dire qu’il était capable de s’écouler.

Intégrer un tel phénomène dans le modèle du pore canaliculaire se traduirait par une modification

des conditions aux limites, à l’image de celles choisies à l’échelle du pore ostéonal : le transport

ionique aux parois du pore canaliculaire serait le transport ionique ayant lieu dans la matrice os-

seuse et la condition de non-glissement aux parois canaliculaires serait remplacée par la vitesse

d’écoulement du fluide intersititiel dans la matrice osseuse.

Au cours de ces trois années, je me suis rendu compte des difficultés liées à la modélisation du

vivant. Une difficulté récurrente est la connaissance exacte des valeurs des paramètres. J’ai alors

compris l’importance du rôle joué par les études expérimentales. Convaincue de l’utilité des expé-

riences, j’ai eu la chance de passer quatre mois au sein du laboratoire expérimental du Professeur

S. V. Komarova de l’Université McGill au Canada. Au cours de ce séjour, j’ai pu réaliser combien

la modélisation théorique peut, pour certains détails, être très précise, voire trop, car nécessitant

des données inconnues et inaccessibles. Mais j’ai également appris que les technologies actuelles

donnent accès à des données expérimentales très précises, même à l’échelle moléculaire. Je suis à

présent convaincue que les modélisations mathématiques vont de pair avec les études expérimen-

tales. En effet, les modèles théoriques et leurs prédictions peuvent informer les expérimentateurs

sur les paramètres clés à étudier ou sur de nouvelles expériences à réaliser. Puis, les résultats expéri-

mentaux peuvent valider ou contredire les prédictions données par le modèle théorique. Ils peuvent

également soulever d’autres questions. Ainsi, dans une discipline comme la biomécanique, je suis

persuadée que les mécaniciens doivent travailler avec les biologistes. Cependant, les personnes

voulant se lancer dans de telles collaborations doivent s’armer de patience et faire preuve d’ouver-
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ture d’esprit. En effet, au cours de mes quatre mois passés aux côtés de biologistes, physiologistes

ou encore physiciens, un obstacle que j’ai rencontré était simplement le vocabulaire. Ainsi, un

"stress" en biologie n’est pas la même chose qu’un "stress" en mécanique. Et ce sont des petites

choses comme celle-ci qui peuvent en décourager plus d’un. C’est pourquoi, dans les domaines

pluridisciplinaires, chacun doit être à l’écoute de l’autre, mais aussi utiliser un vocabulaire le plus

simple possible pour se faire comprendre. Dans cette optique, cette thèse vise à participer au dé-

cloisonnement entre ces mondes en espérant n’être ni simpliste pour ce qui est des outils issus de

la mécanique, ni déconnectée des arguments actuels des biologie et physiologie osseuses.
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Annexe A: Expression du potentiel de double-couche à partir de
l’approximation de Debye-Hückel

La solution analytique de l’équation de Debye-Hückel (2.134) est déterminée en utilisant le
logiciel de calcul formel Mapler 9.50 (Maplesoft, Waterloo, ON, Canada). Pour une condition
aux limites de type Dirichlet, le potentiel de double-couche est défini par :

ϕ(r) =
ϕ(RC)

(
I0( r

LD
)K0(RM

LD
)− I0(RM

LD
)K0( r

LD
)
)

+ ϕ(RM )
(
I0(RC

LD
)K0( r

LD
)− I0( r

LD
)K0(RC

LD
)
)

I0(RC
LD

)K0(RM
LD

)− I0(RM
LD

)K0(RC
LD

)
,

(A.1)
avec RM et RC les rayons de la membrane ostéocytaire et du canalicule respectivement, r le rayon du pore
et LD la longueur de Debye. Les fonctions In et Kn sont les fonctions de Bessel modifiées d’ordre n.
Pour une condition aux limites de type Neumann, la définition du potentiel de double-couche est :

ϕ(r) = LD
ϕ(RM )

(
I0( r

LD
)K1(RC

LD
) + I1(RC

LD
)K0( r

LD
)
)
− ϕ(RC)

(
I0( r

LD
)K1(RM

LD
) + I1(RM

LD
)K0( r

LD
)
)

I1(RM
LD

)K1(RC
LD

)− I1(RC
LD

)K1(RM
LD

)
.

(A.2)
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Annexe B: Expression du potentiel de double-couche à partir de
l’approximation de Gouy-Chapman

Dans cette annexe, la densité surfacique totale de charge σ proposée par la théorie de Gouy-Chapman
est déterminée via la résolution de l’équation (2.139). Pour y parvenir, la méthode décrite par Hunter [110]
est utilisée.
Remarque : Par souci de lisibilité, les "primes" et ordres issus du développement asymptotique ne sont pas
notés.
Comme le potentiel de double-couche ne dépend que du rayon r du pore cylindrique, l’équation de Poisson-
Boltzmann après homogénéisation est :

∂2ϕ

∂r2
= − F

ε0εr

∑
i

Zinbi exp(−Ziϕ). (B.1)

La multiplication par 2∂ϕ∂r à gauche et à droite de l’équation (B.1) donne :

2
∂ϕ

∂r

∂2ϕ

∂r2
= −2

F

ε0εr

∑
i

Zinbi exp(−Ziϕ)
∂ϕ

∂r
. (B.2)

L’intégration par rapport à r de l’équation (B.2) donne :[(∂ϕ
∂r

)2
]∞
RM

=
2RT

ε0εr

∑
i

nbi

[(
exp(−Ziϕ)− 1

)]∞
RM

. (B.3)

Or, lorsque r → ∞, ϕ → 0 et ∂ϕ/∂r → 0. De plus, la valeur de ϕ aux parois est considérée comme égale
au potentiel Zêta ζ. Par conséquent, l’équation (B.3) devient :

∂ϕ

∂r

∣∣∣
RM

= −
√

2RT

ε0εr

∑
i

nbi

(
exp(−Ziζ)− 1

)
. (B.4)

Remarque : Le signe «− » assure le fait que |ϕ| croît au voisinage des parois et décroît jusqu’à tendre vers
zéro dans le bulk. En effet, avec un tel choix, un potentiel de double-couche négatif a sa dérivée positive et
inversement, en présence d’un potentiel de double-couche positif, sa dérivée est négative.
Par ailleurs, la densité surfacique de charge totale σ issue de la théorie de Gouy-Chapman est définie comme
l’intégrale sur la longueur de la double-couche de la densité volumique de charge q :

σ =

∞∫
RM

q dr. (B.5)
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où q = F
∑

i Zini (voir (2.7)-(2.8)). L’équation de Poisson-Boltzmann associée à la valeur de la dérivée du
potentiel de double-couche (B.4) donnent :

σ = −ε0εr

∞∫
RM

∂2ϕ

∂r2
dr = −ε0εr

∂ϕ

∂r

∣∣∣
RM

= −
√

2RTε0εr
∑
i

nbi

(
exp(−Ziζ)− 1

)
. (B.6)

Ainsi, la condition aux limites du potentiel de double-couche proposée par Gouy-Chapman est :

∇ϕ · n =
Fσ

RTε0εr
= −

√
2F 2

RTε0εr

∑
i

nbi

(
exp(−Ziζ)− 1

)
. (B.7)

202



Annexe C: Définition du potentiel électrochimique
Le potentiel électrochimique d’une espèce chimique i est la variation de l’énergie de Gibbs par rapport

à la quantité de matière de i. En d’autres termes, cette définition s’appuie sur celles données par [78], [172],
[92] et [97].

Soit une phase fluide idéale composée d’espèces chimiques j. L’ajout d’une mole de l’espèce chimique
i varie l’énergie interne U du système. Cependant, le premier principe de la thermodynamique stipule que
"[...] il y a conservation de l’énergie interne. Si l’énergie interne du système varie c’est qu’il y a échange
d’énergie avec le milieu extérieur soit sous forme de travail W soit sous forme de chaleur Q" [172]. Par
conséquent, la variation de l’énergie interne ∆U est égale à la somme des travaux des forces extérieures et
des quantités de chaleur reçus : ∆U = W +Q. Or, pour cette transformation, les travaux fournis sont : i/ le
travail de la force de pression extérieureWP = −

∫
PedV , avec Pe la pression extérieure exercée sur le sys-

tème et V le volume, ii/ le travail dû aux forces chimiquesWC =
∫ ∑

i µidNi, avec µi le potentiel chimique
et Ni la quantité de matière de i, et iii/ le travail dû aux forces électriques WE =

∫
uidt =

∫
φF
∑

i ZidNi,
avec u la tension, i l’intensité, t le temps, φ le potentiel électrique, F la constante de Faraday, Zi la valence
de l’ion i [92, 97]. Ainsi, l’accroissement infinitésimal de l’énergie interne émanant de cette transformation
s’écrit :

dU = δWP + δWC + δWE + δQ. (C.1)

Or, d’après [92] et [97] :

δWP = −PedV, (C.2)

δWC =
∑
i

µidNi, (C.3)

δWE = φF
∑
i

ZidNi, (C.4)

δQ = TdS, (C.5)

où T est la température et S l’entropie. Cependant, pour une transformation mécanique infiniment lente et
réversible, la pression extérieure Pe est égale à la pression du système P pour chaque instant [97]. Ainsi, le
travail mécanique s’écrit : WP = −

∫
PdV et la variation de l’énergie interne devient :

dU = −PdV + TdS +
∑
i

(µi + φFZi)dNi. (C.6)

Par ailleurs, l’enthalpie libre ou énergie de Gibbs G est définie par :

G = U + PV − TS. (C.7)

Ainsi, une variation de l’énergie de Gibbs est donnée par :

dG = dU + PdV + V dP − TdS − SdT
= V dP − SdT +

∑
i

(µi + φFZi)dNi

=
(∂G
∂P

)
T,Ni

dP +
(∂G
∂T

)
P,Ni

dT +
∑
i

( ∂G
∂Ni

)
P,T,Nj 6=i

dNi, (C.8)
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où
(
F
)
α

signifie que α est fixe. Ainsi, par identification, les égalités suivantes sont obtenues :

V =
(∂G
∂P

)
T,Ni

, (C.9)

S = −
(∂G
∂T

)
P,Ni

, (C.10)

µ̃i =
( ∂G
∂Ni

)
P,T,Nj 6=i

, (C.11)

avec µ̃i = (µi + φFZi).
En appliquant le théorème de Schwartz, on obtient :(∂µ̃i

∂P

)
T,Nj 6=i

=
∂

∂P

( ∂G
∂Ni

)
(C.12)

=
∂

∂Ni

(∂G
∂P

)
(C.13)

=
( ∂V
∂Ni

)
T,P,Nj 6=i

(C.14)

Ainsi, à température T et quantités molaires Nj 6=i fixées, on a :

dµ̃i =
( ∂V
∂Ni

)
T,P,Nj 6=i

dP. (C.15)

Or, d’après la loi des gaz parfaits :
(
∂V
∂Ni

)
T,P,Nj 6=i

= RT
P . En notant P0 une pression de référence (en

générale égale à 1 atmosphère) et Pi la pression partielle de l’espèce chimique i, l’intégration de P0 à Pi de
l’équation (C.15) (

∫ Pi

P0
dµ̃i =

∫ Pi

P0

RT
P dP ), donne le potentiel électrochimique de i à température T et sous

la pression Pi :

µ̃i(Pi, T,Nj 6=i) = µ̃i(P0, T,Nj 6=i) +RT ln
(Pi
P0

)
. (C.16)

Or, la loi de Dalton indique que la pression partielle Pi de l’espèce chimique i est égale au produit de
sa fraction molaire xi par la pression totale P : Pi = xiP . Par conséquent, le potentiel électrochimique
µ̃i(Pi, T,Nj 6=i) est défini par :

µ̃i(Pi, T,Nj 6=i) = µ̃i(P0, T,Nj 6=i) +RT ln(xi) +

P∫
P0

VidP,

= µi(P0, T,Nj 6=i) + φFZi +RT ln
( ni
ntot

)
+

P∫
P0

VidP, (C.17)

où ni et ntot sont, respectivement, les concentrations molaires de i et totale, et Vi = V
Ni

= RT
P est le volume

molaire de i.
Remarque : Si l’on considère un gaz, Vi dépend de la pression Pi à travers la loi des gaz parfaits. En

revanche, si l’on considère un liquide incompressible, le volume ne dépend plus de la pression et l’on obtient
le potentiel électrochimique suivant :

µ̃i(Pi, T,Nj 6=i) = µi(P0, T,Nj 6=i) + φFZi +RT ln
( ni
ntot

)
+ Vi(Pi − P0)

= µi(P0, T,Nj 6=i) + φFZi +RT ln
( ni
ntot

)
+ Vi(xiP − P0)

= µi(P0, T,Nj 6=i) + φFZi +RT ln
( ni
ntot

)
+ Vi

( ni
ntot

P − P0

)
. (C.18)
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Par ailleurs, pour un fluide incompressible, le volume molaire Vi peut être exprimé à l’aide de ses masses
molaire Mi et volumique ρi : Vi = Mi

ρi
= 1

ni
. Par conséquent, le potentiel électrochimique d’un fluide

incompressible est défini par :

µ̃i(Pi, T,Nj 6=i) = µi(P0, T,Nj 6=i) + φFZi +RT ln
( ni
ntot

)
+

1

ni

( ni
ntot

P − P0

)
. (C.19)
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Annexe D: Discusion sur la valeur du nombre de Péclet à l’échelle
de l’ostéon

Le nombre sans dimension de Péclet, intervenant dans l’équation du transport des ions à l’échelle de
l’ostéon (similaire à l’éq. (2.59)) compare les transports convectif et diffusif. Il est défini par :

Pe ≡
vrLr
Dr

, (D.1)

où vr, Lr et Dr sont, respectivement, une vitesse, une longueur et un coefficient de diffusion de référence
pour l’ostéon. Le rayon extérieur du canal de Havers R|Hav mesure une dizaine de micromètres [193, 129]
et celui des vaisseaux haversiens R|vas mesure quelques micromètres [59] i.e. R|Hav ≡ O(10−5) m et
R|vas ≡ O(10−6) m. Par conséquent, le fluide interstitiel ostéonal s’écoule dans l’espace annulaire haver-
sien δR = R|Hav − R|vas mesurant quelques micromètres : δR ≡ O(10−6) m. Or, d’après Comolet [55],
dans un capillaire de quelques micromètres de rayon, le sang s’écoule à une vitesse de l’ordre de 10−4 m/s.
Comme cette taille de capillaire correspond à la taille du pore ostéonal, la vitesse de référence choisie pour
l’ostéon est vr ≡ O(10−4) m/s. Par ailleurs, la longueur de référence Lr est la longueur caractéristique de
l’échelle macroscopique, à savoir la hauteur de l’ostéon. Elle est de l’ordre du millimètre : Lr ≡ O(10−3) m
[193]. Enfin, en général, les coefficients de diffusion des espèces chimiques dans l’eau sont de l’ordre de
10−9 m2/s. C’est donc cette valeur qui est attribuée au coefficient de diffusion de référence Dr. Par consé-
quent, le nombre de Péclet, à l’échelle de l’ostéon, est de l’ordre de O(102). Or, la longueur de référence
microscopique `r est la taille du pore ostéonal (i.e. `r ≡ δR ≡ O(10−6) m). Donc le facteur de sépara-
tion d’échelle η = `r/Lr est de l’ordre de O(10−3). Ainsi, le nombre de Péclet est compris entre η0 et
η−1. D’après Auriault [18], lorsque la convection est le phénomène de transport prédominant à l’échelle
supérieure, le nombre de Péclet est de l’ordre de η−1, tandis que lorsque les phénomènes de diffusion et de
convection sont équivalents à l’échelle supérieure, le nombre de Péclet est de l’ordre de η0. Par conséquent,
pour rester dans un cadre le plus général possible, le nombre de Péclet est supposé de l’ordre de η0, i.e.
Pe ≡ O(η0). Remarque : Lorsque le nombre de Péclet est choisi de l’ordre de η−1, le problème à l’échelle
du pore ostéonal n’est pas homogénéisable (résultats non présentés).
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Annexe E: Relations de réciprocité d’Onsager pour un électro-
lyte de chlorure de sodium

Les relations de réciprocité d’Onsager permettent de mettre en évidence les interactions existant entre
les phénomènes de transport ayant lieu simultanément dans un système thermodynamique. Ces relations
sont des égalités permettant la simplification du calcul des phénomènes de transport. Dans cette section, la
question de la validité des relations de réciprocité d’Onsager est examinée pour les problèmes obtenus aux
échelles canaliculaire et ostéonale.

Vitesses, flux chimiques et électriques aux échelles du canalicule et de l’ostéon
La géométrie est identique à celles données dans les chapitres 2 et 5. Le fluide interstitiel est supposé

être une solution saline de chlorure de sodium (NaCl). Tous les champs (vitesse, pression, concentration,
potentiel électrique, opérateurs mathématiques...) apparaissant dans les équations qui suivent se réfèrent au
canalicule ou à l’ostéon, selon l’objet étudié. D’après les sections 2.5 et 5.4, les vitesses d’écoulement de la
solution saline, à l’échelle du canalicule et de l’ostéon sont définies par :

V =
〈
v
〉

= −
〈
κP
〉
∇pb −

〈
κCNa

〉
∇nb −

〈
κE
〉
∇ψb, (E.1)

où
〈
F
〉



=
〈
F
〉

est la moyenne sur le VER 
. En remarquant que ∇nb = nb
RTRT∇ lnnb et en rappelant

l’écriture du potentiel réduit ψb = Fψb
RT , l’équation (E.1) s’écrit :

V = −
〈
κP
〉
∇pb −

〈
κCNa

〉 nb
RT

RT∇ lnnb −
〈
κE
〉 F
RT
∇ψb, (E.2)

En considérant la diffusion et la convection comme deux phénomènes présents à l’échelle du canalicule et
de l’ostéon et en admettant la présence d’échanges chimiques aux parois canaliculaires, le transport des ions
est gouverné, à l’échelle du canalicule et de l’ostéon par (cf. sous-sections 2.4.4 et 5.4.4) :

∂

∂t

[
nbi

〈
exp(−Ziϕ)

〉]
+ Γ∗i +∇ ·

[
nbi

〈
exp(−Ziϕ)v∗

〉]
= ∇ ·

[
D∗i (∇nbi + Zinbi∇ψb)

]
, (E.3)

avec les coefficients d’échange effectifs Γ∗i , les vitesses effectives v∗ et les coefficients de diffusion effectifs
D∗i . Ainsi, le transport des ions sodium et chlorure, aux échelles canaliculaire ou ostéonale sont régis par :

∂

∂t

[
nb

〈
exp(−ϕ)

〉]
+ Γ∗Na +∇ ·

[
nb

〈
exp(−ϕ)v∗

〉]
= ∇ ·

[
D∗Na(∇nb + nb∇ψb)

]
, (E.4)

∂

∂t

[
nb

〈
exp(ϕ)

〉]
+ Γ∗Cl +∇ ·

[
nb

〈
exp(ϕ)v∗

〉]
= ∇ ·

[
D∗Cl(∇nb − nb∇ψb)

]
. (E.5)

La somme des deux équations (E.4) et (E.5) donne une nouvelle équation :

∂

∂t

[
2nb

〈
cosh(ϕ)

〉]
+ (Γ∗Na + Γ∗Cl) +∇ ·

[
2nb

〈
cosh(ϕ)v∗

〉]
−∇ ·

[
(D∗Na + D∗Cl)∇nb + (D∗Na −D∗Cl)nb∇ψb)

]
= 0. (E.6)
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Cette équation (E.6) peut se réécrire de la manière suivante :

∂

∂t

[
2nb

〈
cosh(ϕ)

〉]
+ (Γ∗Na + Γ∗Cl) +∇ ·

[
2nb

〈
v∗
〉]

+∇ · J = 0, (E.7)

où le vecteur flux chimique J est défini par :

J = nb

〈
2
(

cosh(ϕ)− 1
)
v∗
〉
− nb
RT

(D∗Na + D∗Cl)RT∇ lnnb −
F

RT
(D∗Na −D∗Cl)nb∇ψb. (E.8)

De la même manière, la multiplication des équations (E.4)-(E.5) par la constante de Faraday F , puis leur
soustraction donne cette nouvelle équation :

∂

∂t

[
Fnb

〈
− 2 sinh(ϕ)

〉]
+ F (Γ∗Na − Γ∗Cl) +∇ · I = 0, (E.9)

où le vecteur flux électrique I est défini par :

I = Fnb

〈
− 2 sinh(ϕ)v∗

〉
− Fnb
RT

(D∗Na −D∗Cl)RT∇ lnnb −
F 2

RT
(D∗Na + D∗Cl)nb∇ψb. (E.10)

En négligeant les termes d’accumulation chimique βi et Bi, les vitesses effectives sont égales aux vitesses
d’écoulement : v∗ = vI. Par conséquent, à l’aide de la définition des vitesses (E.2), les flux chimiques J et
électriques I peuvent s’écrire de la manière suivante :

J = nb

〈
2
(

cosh(ϕ)− 1
)(
− κP∇pb − κCNa

nb
RT

RT∇ lnnb − κE
F

RT
∇ψb

)〉
− nb
RT

(D∗Na + D∗Cl)RT∇ lnnb −
F

RT
(D∗Na −D∗Cl)nb∇ψb, (E.11)

I = Fnb

〈
− 2 sinh(ϕ)

(
− κP∇pb − κCNa

nb
RT

RT∇ lnnb − κE
F

RT
∇ψb

)〉
−Fnb
RT

(D∗Na −D∗Cl)RT∇ lnnb −
F 2

RT
(D∗Na + D∗Cl)nb∇ψb. (E.12)

Les équations (E.2), (E.11) et (E.12) peuvent donc s’écrire sous la forme suivante : V

J
I

 =

 −L
PP −LPC −LPE

−LCP −LCC −LCE

−LEP −LEC −LEE


 ∇pb

RT∇ lnnb

∇ψb

 , (E.13)
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avec :

LPP =
〈
κP
〉
I, (E.14)

LPC =
nb
RT

〈
κCNa

〉
I, (E.15)

LPE =
F

RT

〈
κE
〉
I, (E.16)

LCP = nb

〈
2
(

cosh(ϕ)− 1
)
κP

〉
I, (E.17)

LCC =
n2
b

RT

〈
2
(

cosh(ϕ)− 1
)
κCNa

〉
I +

nb
RT

(D∗Na + D∗Cl), (E.18)

LCE =
Fnb
RT

〈
2
(

cosh(ϕ)− 1
)
κE

〉
I +

Fnb
RT

(D∗Na −D∗Cl), (E.19)

LEP = −F
〈

2nb sinh(ϕ)κP

〉
I, (E.20)

LEC = −Fnb
RT

〈
2nb sinh(ϕ)κCNa

〉
I +

Fnb
RT

(D∗Na −D∗Cl), (E.21)

LEE = − F
2

RT

〈
2nb sinh(ϕ)κE

〉
I +

F 2nb
RT

(D∗Na + D∗Cl). (E.22)

Démonstrations des relations de réciprocité d’Onsager
La validité des relations de réciprocité d’Onsager est démontrée dans cette partie. Avant de faire la

démonstration, les problèmes vérifiés par les vitesses et perméabilités à l’échelle microscopique des pores
canaliculaire et ostéonal sont rappelés ci-après. Ils se basent sur les décompositions des vitesses introduites
dans les problèmes de fermeture (voir éq. (2.113)), les équations d’écoulement du fluide aux échelles des
pores canaliculaire et ostéonal (voir éq. (2.40)) et les conditions de non-glissement aux parois du canalicule
et de la dendrite ostéocytaire (2.17) et aux parois du canal de Havers (5.5).
• Problèmes vérifiés par les vitesses à l’échelle microscopique :{

µf∇ · ∇vP − χvP = ∇pb,
vP · t = 0 sur ∂Ω,

(E.23)

{
µf∇ · ∇vC − χvC = 2RT

(
cosh(ϕ)− 1

)
∇nb,

vC · t = 0 sur ∂Ω,
(E.24)

{
µf∇ · ∇vE − χvE = −2RTnb sinh(ϕ)∇ψb,
vE · t = 0 sur ∂Ω,

(E.25)

avec χ =
µf
kf

ou χ = 0 si l’objet étudié est le canalicule ou l’ostéon, respectivement.
Remarque : D’après la loi de Darcy généralisée, les vitesses sont proportionnelles aux gradients à
l’échelle macroscopique, lesquels sont colinéaires à t. La condition de non-glissement aux parois
donne donc :

v• · t = 0 ⇒ κ• = 0 sur ∂Ω, (E.26)

où • = P, C ou E représente les phénomènes hydraulique, chimique ou électrique.
Avec cette relation, il est à noter que, pour tout vecteur u :〈

∇ · (κ•u)
〉

=
1

|
|

∫



∇ · (κ•u) dV =
1

|
|

∫
∂Ω

κ•u · n dS = 0. (E.27)

Cette relation sera utilisée par la suite lors des démonstrations des relations de réciprocité d’Onsager.
Remarque : Comme les vitesses sont proportionnelles aux gradients à l’échelle macroscopique, les-
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quels sont constants sur le VER, l’équation :〈
µf∇ · ∇v• − χv•

〉
=
〈
F•G•

〉
, (E.28)

devient : 〈
− µf∇ · ∇κ• + χκ•

〉
=
〈
F•

〉
, (E.29)

où les forces motrices F• et les gradients G• sont définis par les équations (2.154)-(2.156).
• Montrons, à l’aide des systèmes (E.23)-(E.24) et du théorème de la divergence, que LCP = LPC :

LCP = nb

〈
2
(

cosh(ϕ)− 1
)
κP

〉
I

=
nb
RT

〈
2RT

(
cosh(ϕ)− 1

)
κP

〉
I

=
nb
RT

〈
FCκP

〉
I

=
nb
RT

〈(
− µf∇ · ∇κCNa + χκCNa

)
κP

〉
I

=
nb
RT

〈
− µf (κP∇ · ∇κCNa) + χ(κPκCNa)

〉
I

=
nb
RT

(
− µf

〈
κP∇ · ∇κCNa

〉
+ χ

〈
κPκCNa

〉)
I

=
nb
RT

(
− µf

〈
∇ · (κP∇κCNa) +∇κP · ∇κCNa

〉
+ χ

〈
κPκCNa

〉)
I

=
nb
RT

(
− µf

(〈
∇ · (κP∇κCNa)

〉
+
〈
∇κP · ∇κCNa

〉)
+ χ

〈
κPκCNa

〉)
I

=
nb
RT

(
− µf

〈
∇κP · ∇κCNa

〉
+ χ

〈
κPκCNa

〉)
I

=
nb
RT

(
− µf

(〈
∇ · (κCNa∇κP )

〉
+
〈
∇κP∇κCNa

〉)
+ χ

〈
κPκCNa

〉)
I

=
nb
RT

(
− µf

〈
κCNa∇ · ∇κP

〉
+ χ

〈
κPκCNa

〉)
I

=
nb
RT

〈(
− µf∇ · ∇κP + χκP

)
κCNa

〉
I

=
nb
RT

〈
FPκCNa

〉
I

=
nb
RT

〈
κCNa

〉
I

= LPC � (E.30)
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• Montrons, à présent à l’aide des systèmes (E.23), (E.25) et du théorème de la divergence, que LEP = LPE :

LEP = −F
〈

2nb sinh(ϕ)κP

〉
I

=
F

RT

〈
− 2RTnb sinh(ϕ)κP

〉
I

=
F

RT

〈
FEκP

〉
I

=
F

RT

〈(
− µf∇ · ∇κE + χκE

)
κP

〉
I

...

=
F

RT

〈(
− µf∇ · ∇κP + χκP

)
κE

〉
I

=
F

RT

〈
FPκE

〉
I

=
F

RT

〈
κE

〉
I

= LPE � (E.31)

• Montrons, à l’aide des systèmes (E.24)-(E.25) et du théorème de la divergence, que LCE = LEC :

LCE =
Fnb
RT

〈
2
(

cosh(ϕ)− 1
)
κE

〉
I +

Fnb
RT

(
D∗Na −D∗Cl

)
=

Fnb
R2T 2

〈
2RT

(
cosh(ϕ)− 1

)
κE

〉
I +

Fnb
RT

(
D∗Na −D∗Cl

)
=

Fnb
R2T 2

〈
FCκE

〉
I +

Fnb
RT

(
D∗Na −D∗Cl

)
=

Fnb
R2T 2

〈(
− µf∇ · ∇κC + χκC

)
κE

〉
I +

Fnb
RT

(
D∗Na −D∗Cl

)
...

=
Fnb
R2T 2

〈(
− µf∇ · ∇κE + χκE

)
κC

〉
I +

Fnb
RT

(
D∗Na −D∗Cl

)
=

Fnb
R2T 2

〈
FEκC

〉
I +

Fnb
RT

(
D∗Na −D∗Cl

)
=

Fnb
R2T 2

〈
− 2RTnb sinh(ϕ)κC

〉
I +

Fnb
RT

(
D∗Na −D∗Cl

)
= −Fnb

RT

〈
2nb sinh(ϕ)κC

〉
I +

Fnb
RT

(
D∗Na −D∗Cl

)
= LEC � (E.32)

Ainsi, les relations de réciprocité d’Onsager sont vérifiées aux échelles du canalicule et de l’ostéon pour les
vitesses d’écoulement du fluide interstitiel ainsi que pour les flux chimique et électrique.
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Résumé

Dans ce travail de thèse nous nous sommes intéressés aux phénomènes de transport au sein du réseau
lacuno-canaliculaire (RLC) et de l’ostéon dans le tissu osseux cortical. Pour étudier la mécanotransduction
ostéocytaire amenant au remodelage osseux, nous avons développé un modèle à trois échelles où sont pris
en compte : l’électrostatique (modélisée par l’équation de Poisson Boltzmann), l’écoulement du fluide
(représenté via une équation de Stokes modifiée et la conservation de la masse fluide) et le transport ionique
(régi par l’équation de Nernst-Planck). L’étude de la distribution du potentiel électrique, a mis en exergue
l’importance des double-couches électriques au voisinage des parois chargées des pores. Ces double-
couches électriques, ainsi que la composition chimique du fluide donnent lieu à des phénomènes d’osmose
et d’électroosmose intervenant dans l’écoulement du fluide interstitiel, et influençant la diffusion efficace
des ions dans les pores. L’étude a démarré à l’échelle du pore canaliculaire pour être propagée à l’échelle du
canalicule puis de l’ostéon, en utilisant une procédure d’homogénéisation périodique de type asymptotique.
Une étude paramétrique nous a permis de cibler les paramètres agissant sur les phénomènes de transport et
pouvant faire réagir les ostéocytes. Il est ressorti de cette étude que les effets électro-chimiques jouent un
rôle important. Nous avons donc choisi de nous focaliser sur les effets chimiques et plus particulièrement
sur les effets des flux ioniques physiologiques sur les ostéocytes dans le RLC. Des expériences, mises en
place pour étayer ces aspects ont souligné l’importance des échanges chimiques entre les cellules et le
fluide qui les entoure. Finalement, nous avons montré que les phénomènes de transports ayant lieu dans le
RLC et dans l’ostéon interagissent les uns sur les autres, parachevant ainsi la description à trois échelles du
tissu cortical.

Mots-clés : biomécanique, modélisation multi-échelle, phénomènes multiphysiques, ostéocyte,
fluide interstitiel osseux, couplages hydro-chimio-électriques

Abstract

Transport phenomena appearing within the cortical bone lacuno-canalicular network (LCN) and the
osteon were the objective of this study. We developped a three-scale model to investigate the osteocyte
mechanotranduction which is at the origin of the bone remodeling process. This model took into account
three physical phenomena : the electrostatics (through the Poisson-Boltzman equation), the interstitial
fluid flow (modeled by a modified Stokes equation) and the ionic transport (governed by a Nernst-Planck
equation). Analysis of the electrical potential distribution highlighted the importance of the electrical
double layers close to the pore charged surface. These electrical double layers, as well as the interstitial
fluid chemical composition, induce osmotic and electroosmotic fluid flows and affect the ionic effective
diffusion within the pores. Using a periodic asymptotic homogeneisation procedure, the model at the
canalicular pore scale was upscaled at the canalicular scale and then at the osteonal scale. A parametric
study pointed out the relevant parameters acting on the transport phenomena and possibly affecting
osteocyte mecanosensitivity. Our results emphasized the importance of the electro-chemical effects. We
thus focused on the chemistry and more especially on the effects of the physiological ionic fluxes on the
osteocyte. In vitro experiments and numrical simulations were performed to elucidate these questions. Our
results underlined the importance of the chemical exchanges between the osteocyte and the surrounding
fluid. Finally, we showed that fluid flow and chemical transport occuring within the LCN and the osteon
interact with each other, thus achieving a three-scale description of the transport phenomena in the osteon.

Keywords : biomechanics, multiscale modeling, multiphysics phenomena, osteocyte, bone inter-
stitial fluid, hydro-chemo-electrical coupling


