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Introduction

La lutte contre le bruit à l’origine des nuisances sonores est un sujet d’importance
majeure pour les sociétés d’aujourd’hui, surtout avec le développement des industries
aéronautiques, automobiles et ferroviaires.

Pour minimiser le bruit généré dans des systèmes comme les turboréacteurs
d’avions, les ventilateurs, les compresseurs et les silencieux d’échappement des au-
tomobiles, plusieurs études ont été réalisées ces dernières années afin d’identifier les
sources de bruit et de modéliser avec précision les milieux de propagation des ondes
acoustiques. Dans la plupart de ces systèmes, avant de rayonner vers l’extérieur, le
bruit est canalisé par des guides de géométries plus ou moins complexes (coudes,
changement de section, présence d’obstacles) qui peuvent contenir des fluides dont
le mouvement peut être plus ou moins rapide en fonction des applications (gaine de
ventilation, lignes d’échappement) et plus ou moins complexes (turbulent, laminaire,
pulsé etc).

Dans cette étude, on s’intéresse à la résolution par la méthode des éléments finis
de la propagation acoustique dans des guides traités en présence d’écoulement. Les
sources acoustiques sont supposées connues et on s’intéresse à leurs rayonnements
dans des milieux guidés en négligeant le couplage entre les phénomènes acoustiques
et aérodynamiques qui concerne plutôt, l’analogie de Lighthill [4, 5].

L’étude de la propagation acoustique dans les guides est un sujet ouvert sur
lequel plusieurs travaux ont été menés. Dans certains travaux [6–8], on considère
souvent des guides droits et un champ de vitesse uniforme avec ou non un traite-
ment acoustique sur les parois. Dans ce cas, la propagation acoustique dans le guide
est gouvernée par l’équation des ondes convectée. C’est un modèle qui permet d’avoir
souvent des solutions analytiques. Dans certains cas (guides à section variable, écou-
lement autour d’un obstacle), on considère un champ de vitesse irrotationnel dont
l’équation de propagation obéit au formalisme de potentiel de vitesse [9–11].

Un autre type d’écoulement mais qui n’entre pas dans le cadre de notre étude
est l’écoulement cisaillé adopté par des auteurs comme Pridmore-Brown [12], Mun-
gur et Gladwell [13], Hersh et Catton [14] et Pagneux et al [15]. Contrairement à
l’écoulement uniforme où il y a uniquement un effet de convection sur les ondes
acoustiques, l’écoulement cisaillé a pour effets la convection et la réfraction.

Cependant, pour des problèmes de propagation dans des guides à géométries et
champs de vitesse complexes, la plupart des modèles acoustiques reposent sur les
Equations d’Euler Linéarisées (EEL). Les EEL sont résolues par des méthodes numé-

1



INTRODUCTION 2

riques comme la méthodes des éléments finis. Une alternative aux EEL est l’équation
de Galbrun [16] basée sur une représentation mixte Lagrange/Euler. Le modèle de
Galbrun a pour inconnue principale le déplacement et permet de prendre en compte
aisément les conditions aux limites dans les problèmes d’interaction fluide-structure.

Nous avons adopté dans ce travail l’approche basée sur l’équation des ondes
convectée pour les guides uniformes et le formalisme de potentiel de vitesse pour
les guides non uniformes pour deux raisons. Premièrement, la méthode de résolu-
tion numérique des problèmes de propagation acoustique dans les guides que nous
allons développer repose sur une représentation modale à inconnue scalaire qui est
la pression acoustique. Deuxièmement, la propagation acoustique dans des guides à
section lentement variable en présence d’un écoulement potentiel se raccorde bien
avec l’écoulement uniforme lorsque le guide redevient uniforme.

Par ailleurs, une partie importante de nos travaux est consacrée à l’étude de
l’atténuation et de l’absorption des ondes acoustiques. Le plus souvent, la méthode
utilisée consiste à revêtir les surfaces internes des guides par des matériaux absor-
bants. Ces matériaux absorbants peuvent être classés en deux types principaux. Les
matériaux absorbants qui se caractérisent en général par une impédance locale com-
plexe que l’on introduit dans les conditions aux limites sur les parois du guide et les
matériaux poreux. Tous ces traitements acoustiques sont dépendants de la fréquence
des ondes acoustiques. Il est à noter que les phénomènes de convection et de réfrac-
tion des écoulements ont une influence particulière sur l’atténuation acoustique. En
effet, il est montré dans [17] que l’atténuation des ondes sonores est plus importante
dans le sens contraire de l’écoulement que dans le sens de l’écoulement.

Le volet le plus important de notre travail concerne l’étude des conditions limites
transparentes. En effet, afin d’éviter certains phénomènes liés aux effets d’extrémités
(réflexion, rayonnement à la sortie des guides), les guides sont souvent considérés
infinis. Ainsi, l’étude par la méthode des éléments finis de la propagation acoustique
dans ces guides nécessite de les borner par des frontières artificielles sur lesquelles
des conditions de non réflexion doivent être écrites.

Une technique souvent utilisée est la méthode des éléments finis de frontière BEM
(Boundary Element Method). Cependant la BEM nécessite une fonction de Green
et est mieux adaptée pour les problèmes de propagation d’ondes en espace infini et
en milieu homogène.

En propagation guidée, pour une résolution par la méthode éléments finis du
problème, une condition limite transparente efficace est de considérer une condition
aux limites issue d’un développement sur une base des fonctions propres du guide. La
condition limite transparente de type opérateur Dirichlet-to-Neuman (DtN) [18–23]
s’inscrit dans cette optique.

Une autre condition limite transparente appelée couches absorbantes parfaite-
ment adaptées PML (Perfectly Matched Layers) a été développée récemment par
Béranger [24] pour les problèmes transitoires en électromagnétisme. Par la suite,
elle a été utilisée en acoustique par de nombreux auteurs [1, 25–27].
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Dans cette étude, notre objectif est d’écrire une condition limite transparente
basée sur un opérateur DtN pour des guides axisymétriques traités en présence
d’un écoulement uniforme en régime harmonique. L’opérateur DtN est basé sur
une décomposition de la pression acoustique sur une base des modes transverses
du guide. Une partie importante de l’étude est donc consacrée à la recherche des
modes. Cela permettra notamment de faire une étude des courbes de dispersion et
du comportement asymptotique des modes. L’étude des modes permettra également
d’établir une relation d’orthogonalité des modes, indispensable pour l’écriture de
l’opérateur DtN. En effet, la décomposition modale nécessite la détermination de
coefficients modaux et des coefficients de normalisation des modes du guide.

Pour le traitement acoustique, on considère d’abord le cas des guides traités avec
des matériaux absorbants d’impédance locale Z ∈ C. Ces matériaux absorbants sont
formés par des cavités disposées en nids d’abeilles combinées à des plaques perforées.
Ils possèdent de très bonnes propriétés mécaniques (légers, résistants à l’érosion
et aux hautes températures) et sont très utilisés pour l’absorption acoustique en
aéronautique.

On étudie ensuite le cas des guides traités avec des matériaux poreux. Les ma-
tériaux poreux sont utilisés comme absorbants dans l’industrie automobile et le
domaine du bâtiment. Leur utilisation dans l’aéronautique reste limitée du fait des
conditions extrèmes (vitesse et température importantes). Ils sont constitués d’un
réseau de pores et d’un fluide saturant, généralement de l’air. Les matériaux poreux
sont en général classés en deux catégories : les matériaux poreux à structure élas-
tique et les matériaux poreux à structure rigide. Pour la dernière catégorie, on consi-
dère le matériau poreux comme un fluide équivalent avec des paramètes équivalents
complexes (masse volumique dynamique équivalente et module de compressibilité
dynamique équivalent).

Plan de la thèse

La thèse se compose de cinq chapitres :

Le premier chapitre fait une synthèse des travaux effectués dans le domaine
de la propagation guidée. On rappelle les différents modèles et les méthodes de ré-
solution adoptés. Pour des guides uniformes, des solutions modales sont possibles,
alors que dans le cas des guides à géometries complexes, l’utilisation de techniques
numériques devient indispensable. On examine l’influence de l’écoulement et des
différentes sortes de traitements acoustiques des parois sur la propagation acous-
tique dans le guide, on présente les conditions limites transparentes utilisées dans
la méthode des éléments finis et enfin on écrit un opérateur DtN pour un guide
axisymétrique rigide.

Le deuxième chapitre et le troisième chapitre sont consacrés à la résolu-
tion par la méthode des éléments finis de la propagation acoustique dans un guide
cylindrique axisymétrique infini traité avec des matériaux absorbants à réaction lo-
calisée. Ces chapitres constituent une généralisation d’une précédente étude effectuée
dans un guide bidimensionnel [28]. L’étude est faite dans le chapitre 2 en l’absence
d’écoulement et nous montrons comment écrire une condition limite transparente
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de type opérateur DtN sur les frontières artificielles du guide. En effet, en présence
de l’absorbant, le problème aux valeurs propres n’est plus auto-adjoint et les modes
du guide ne sont plus orthogonaux au sens du produit scalaire usuel. L’écriture de
l’opérateur DtN peut se faire néanmoins en introduisant une relation de biortho-
gonalité entre les modes. On étudie ensuite le problème en présence d’écoulement
uniforme dans le chapitre 3. Dans ce cas encore, les modes ne sont pas orthogo-
naux et il devient difficile d’écrire une condition limite transparente. Pour pouvoir
écrire l’opérateur DtN, une relation d’orthogonalité asymptotique est développée.
Des résultats numériques sont présentés pour des guides uniformes infinis traités en
présence ou non d’écoulement. On termine le chapitre 3 par une application de notre
méthode de résolution au cas d’un guide infini non uniforme en présence d’écoule-
ment potentiel.

Le quatrième chapitre présente une bibliographie sur les matériaux absor-
bants en acoustique utilisés dans la suite de l’étude. On commence le chapitre par
une description des matériaux absorbants à réaction localisée caractérisés par une
impédance locale. On aborde ensuite le cas des matériaux absorbants à réaction
non localisée (matériaux poreux) et on termine le chapitre par une description des
différents modèles de matériaux poreux et les paramètres les caractérisant.

Dans le chapitre 5, nous écrivons un opérateur DtN pour un guide infini traité
avec des matériaux absorbants à réaction non localisée modélisés par un fluide équi-
valent. La principale difficulté pour ce type de configuration est la prise en compte
des conditions de continuité à l’interface des deux milieux dans la recherche des
modes et dans la formulation variationnelle du problème. En l’absence d’écoule-
ment, ces conditions de continuité sont faciles à prendre en compte et il est possible
d’établir une relation de biorthogonalité qui fait intervenir les masses volumiques
du fluide et du poreux. En présence d’écoulement, des dérivées tangentielles appa-
raisent dans la condition de continuité du déplacement à l’interface des deux milieux.
Il n’existe plus dans ce cas de relation de biorthogonalité.

Des exemples de configurations de guides traités avec des matériaux poreux sont
présentés avec des simulations numériques.

Nous terminons la thèse par une conclusion de l’étude réalisée et par des pers-
pectives.



Chapitre 1

Généralités sur la propagation

acoustique guidée

1 Introduction

Les bruits à l’origine de nuisances sonores se propagent souvent en espace libre,
comme le bruit du trafic routier, des avions ou des trains, ou dans des espaces
grands devant la surface de rayonnement comme le cas des machines industrielles.
Avant d’être rayonnées vers l’extérieur, il est fréquent que les ondes acoustiques se
propagent dans des systèmes confinés. Ces systèmes sont en général constitués de
conduits de formes plus ou moins complexes comme les lignes d’échappement des
automobiles, les gaines de ventilation, les circuits hydrauliques, les nacelles des tur-
boréacteurs des avions. L’étude de la propagation acoustique guidée, qui fait l’objet
de nos travaux, constitue encore aujourd’hui, un sujet important dans la commu-
nauté acoustique dont les objectifs sont de prédire et de mieux comprendre les
phénomènes physiques mis en jeu (atténuation, absorption, convection, diffraction,
réfraction ...) en fonction des nombreux paramètres qui peuvent intervenir dans de
telles situations (écoulement, matériaux absorbants, température ...).

L’objectif de ce premier chapitre est de faire une synthèse des différents travaux
réalisés dans ce domaine et d’en présenter les principaux modèles et résultats.

Dans le contexte particulier des guides d’ondes, il est fréquent de les considérer
infiniment longs afin de s’affranchir des phénomènes physiques liés aux effets d’ex-
trémités (ie. réflexion et rayonnement à la sortie d’une conduite par exemple). Ainsi,
même si les guides infinis n’ont pas de réalité physique, leur étude permet de mettre
en évidence des phénomènes physiques importants tels que les notions de coupure ou
d’atténuation et de déterminer des fonctions de transfert des systèmes acoustiques
plus complexes tels que les silencieux. La dernière partie de ce chapitre est donc
consacrée à la synthèse bibliographique décrivant les techniques de modélisation des
guides infinis et en particulier aux conditions limites transparentes utilisées dans la
méthode des éléments finis.

5
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2 Influence de l’écoulement

La théorie de la propagation des ondes acoustiques dans les guides rectilignes
est bien connue dans les fluides au repos et les résultats qui en découlent consti-
tuent souvent la base de méthodes modales pour des problèmes plus complexes. La
méthode de recherche des modes consiste à écrire l’équation d’onde avec les condi-
tions aux limites imposées sur les parois. Dans le domaine fréquentiel, on se ramène
à l’équation de Helmholtz dont les solutions sont cherchées par séparation des va-
riables [29, 30].

Pour les systèmes industriels comme les souffleries, les conduits de ventilation,
les réacteurs d’avions ou les silencieux d’échapppement, l’écoulement constitue un
paramètre important qu’il faut prendre en compte dans les études acoustiques. À ce
stade, il est important de préciser qu’il existe deux grandes catégories de problèmes
lorsque l’on s’intéresse à l’acoustique en écoulement : les problèmes liés à la produc-
tion du bruit par l’écoulement et ceux qui concernent les mécanismes de propagation
du son dans les écoulements, la source de bruit étant alors supposée connue. Dans
le cadre de nos travaux, la génération du bruit par les écoulements turbulents, qui
a largement été étudiée sur la base de la théorie de Lighthill [4,5] dès 1952, ne sera
pas considérée.

L’étude de l’influence d’un écoulement moyen a fait l’objet de beaucoup d’atten-
tion depuis les années 1950. L’un des premiers à s’intéresser à ce sujet est Pridmore-
Brown. Ses travaux constituent une référence dans les années 1960 et sont la base de
nombreux travaux dans les années 1980. Pridmore-Brown [12] a étudié en 1958 par
une approche modale, l’influence de l’écoulement cisaillé sur la propagation acous-
tique dans un guide rectiligne uniforme rigide (voir Figure 1.1).

                      !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

                       !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
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Figure 1.1 – Profil d’écoulement cisaillé proposé par Pridmore-Brown pour un guide
rectangulaire uniforme

Dans son approche, Pridmore-Brown propose une équation de propagation des
ondes dans laquelle la couche limite à la paroi est prise en compte par un gradient
de vitesse qui ne dépend que de la variable y en négligeant la viscosité du fluide :
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où p, v et c désignent respectivement la pression acoustique, la vitesse particulaire et
la célérité du son, ρ0 représente la densité du milieu supposée constante. Le nombre
de Mach M est donné par : M(y) = V (y)/c, avec V (y) la vitesse moyenne d’écoule-
ment du fluide parallèle à l’axe du guide. En considérant des solutions harmoniques
de la forme :

p = F (y)ei ω
c
(βx−ct) (1.2)

v = G(y)ei ω
c
(βx−ct) (1.3)

il obtient une équation aux valeurs propres dans la section du guide donnée par :

d2F

dy2
+

2β

1−Mβ

dM

dy

dF

dy
+
ω2

c2

[

(1−Mβ)2 − β2
]

F = 0 (1.4)

où F et G sont liées par l’équation de conservation de la quantité du mouvement :

dF

dy
= iρ0ω(1− βM)G (1.5)

ω est la pulsation et β est un nombre d’onde complexe (constante de propagation)
dans la direction x.

L’auteur propose une solution analytique à cette équation en considérant dans un
premier temps un gradient de vitesse constant. La solution trouvée de cette première
approximation est valide asymptotiquement et est basée sur une méthode proposée
par Langer [31]. La méthode de Langer permet de résoudre l’équation d’onde à une
dimension à l’aide de fonctions développées asymptotiquement sous forme d’une
série (au premier ordre).

Pridmore-Brown propose ensuite un profil d’écoulement turbulent qui suit une
loi de puissance : M(y) = M0(y/L)

1/7, où M0 est la valeur de M pour y = L. Ce-
pendant, la solution obtenue par la méthode de Langer n’est plus valable près des
parois en raison d’une singularité au niveau de la couche limite (y = 0, M = 0).

Mungur et Gladwell [13] ont repris la méthode de Pridmore-Brown en l’amélio-
rant au voisinage de la paroi. Ils ont notamment proposé une méthode de résolution
numérique de l’équation de Pridmore-Brown basée sur le schéma de Runge-Kutta
d’ordre 4. Cette méthode a permis de résoudre le problème de la singularité près des
parois. Peube et Jallet [32] ont étendu la méthode de Pridmore-Brown aux guides
cylindriques en présence d’écoulement laminaire.

En 1971, Hersh et Catton [14] ont montré l’effet d’un écoulement cisaillé sur
la propagation acoustique en s’appuyant sur les travaux de Pridmore-Brown. Ils
ont étudié l’effet de l’écoulement aussi bien sur la propagation en amont (ie. sens
contraire à l’écoulement) que la propagation en aval (ie. sens de l’écoulement),
contrairement à Pridmore-Brown qui s’est limité à la propagation aval. Leur étude
montre que la présence de la couche limite a pour effet de réfracter l’onde vers le
centre du guide pour une propagation amont, et de réfracter l’onde vers la paroi pour
une propagation aval. Ces effets dépendent notamment de l’épaisseur de la couche
limite par rapport à la longueur d’onde.
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Une méthode alternative à la méthode de Runge-Kutta a été proposée par Un-
ruh et Eversman [33]. C’est une technique de résolution numérique de l’équation de
Pridmore-Browm basée sur la méthode des résidus pondérés de Galerkin. Ces tra-
vaux abordent également l’influence d’une paroi traitée par un matériau absorbant.

Agarwal et Bull [34] ont résolu numériquement l’équation des ondes dans un guide
circulaire en présence d’un écoulement turbulent plus réaliste pour la propagation
amont et aval. Les résultats numériques obtenus montrent qu’en plus des effets de
réfraction liés aux gradients de vitesse déjà mis en évidence par Hersh et Catton,
l’écoulement cisaillé a pour effet de rendre le mode plan dispersif.

Les auteurs ont également mis en évidence l’augmentation des fréquences de cou-
pures pour leur profil d’écoulement comparé à celles d’un écoulement uniforme.

Plus récemment, Pagneux et al [15] ont étudié théoriquement et expérimentale-
ment l’influence d’un écoulement parallèle cisaillé sur la propagation multimodale
des ondes acoustiques dans un conduit circulaire. Le modèle théorique est basé sur un
développement asymptotique à faible nombre de Mach de la solution de l’équation de
Pridmore-Brown. Ce développement permet d’expliciter des expressions simples des
nombres d’onde axiaux, des modes transverses et des fréquences de coupures pour
n’importe quel profil de la vitesse moyenne. Les résultats montrent que le mode
fondamental n’est pas sensible à la forme spécifique du profil d’écoulement moyen
contrairement aux modes d’ordre élevé. L’étude expérimentale est réalisée également
à faible nombre de Mach (M < 0.05) en considérant deux modes propagatifs. Les
auteurs ont obtenu un bon accord entre les résultats théoriques et expérimentaux.

Boucheron et al [35] ont étudié analytiquement l’influence d’un écoulement moyen
laminaire à nombre de Mach et de Reynolds faibles sur la propagation acoustique
dans des guides rigides circulaires. Leur solution est basée sur celle proposée par
Gogate et Munjal [17] pour des configurations axisymétriques en la généralisant à
d’autres modes de propagation. Tous ces auteurs utilisent un profil d’écoulement
unidirectionnel variant suivant la section du guide. En effet, pour un écoulement
laminaire cisaillé (voir Figure 1.1) ou turbulent permanent dans un guide rectiligne
de section droite constante, la vitesse moyenne dépend uniquement de la coordonnée
transversale.

Il est courant de négliger l’influence de la viscosité dans l’écoulement en utilisant
l’hypothèse de fluide parfait, l’écoulement devient alors uniforme dans la section du
guide :

V (x, y) = v0 = constante (1.6)

L’équation de propagation se réduit alors à l’équation de Helmholtz convectée :

∂2p

∂y2
+ (1−M2)

∂2p

∂x2
+ 2iMk

∂p

∂x
+ k2p = 0 (1.7)

où k = ω/c désigne le nombre d’onde. La présence d’un écoulement uniforme permet
d’exprimer aisément les modes du guide qui sont les mêmes que ceux d’un guide ri-
gide puisque seuls interviennent les effets de convection. La présence de l’écoulement
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uniforme permet également d’obtenir souvent des solutions analytiques. L’écoule-
ment uniforme est souvent employé comme une première approximation en vue de
traiter des configurations plus complexes. Par exemple la propagation acoustique
dans un guide lentement variable en présence d’écoulement potentiel se raccorde
bien avec l’écoulement uniforme lorsque le guide redevient uniforme.

Harel et Pérulli [6] ont examiné l’effet d’un écoulement uniforme sur la propa-
gation acoustique dans des guides rigides et traités par un matériau absorbant. Ils
ont montré notamment que dans le cas d’un écoulement subsonique et d’un écoule-
ment supersonique, les modes qui se propagent en amont ont une longueur d’onde
inférieure à ceux qui se propagent en aval.

Eversman et Beckemeyer [7] ont étudié la propagation acoustique dans un guide
en présence d’une couche limite très mince aux parois. Les résultats obtenus montrent
que la formulation d’un problème de propagation acoustique dans un guide en pré-
sence d’un écoulement à couches limites très minces est semblable à la formulation
du même problème de propagation acoustique dans un guide en présence d’un écou-
lement uniforme.

Cependant, en présence d’écoulement uniforme, certaines difficultés peuvent sur-
venir notamment près des parois traitées où il y a en général une couche limite. En
effet, Rienstra et Vilenski ont montré dans [8] que la propagation acoustique dans
un guide traité en présence d’un écoulement à couches limites minces présente des
instabilités le long des parois. Ils montrent que ces instabilités disparaissent lorsque
l’on augmente l’épaisseur de la couche limite (δ) selon un critère liant δ à la pulsa-
tion ω.

Dans le cas des guides à géométries complexes, l’écoulement n’est plus unidi-
rectionnel et il n’est plus possible d’établir une équation de propagation pour la
pression seule. Il est donc nécessaire d’utiliser les équations de Navier-Stokes qui se
réduisent aux équations d’Euler linéarisées quand on néglige les effets de viscosité
pour l’acoustique :

−iωρ+ div(ρv0) + div(ρ0v) = 0 (1.8)

ρ0

[

− iωv + (v.grad)v0 + (v0.grad)v
]

+ ρ(v0.grad)v0 + gradp = 0 (1.9)

−iωs+ (v.grad)s0) + (v0.grad)s = 0 (1.10)

−iωρ+ k2p+ (v.grad)p0 + (v0.grad)p = 0 (1.11)

où v, ρ, p et s désignent respectivement les variables perturbées de la vitesse acous-
tique, de la masse volumique, de la pression et de l’entropie (v0, ρ0, p0 et s0 sont
des grandeurs moyennes), c0 est la célérité du son.

Les équations (1.8), (1.9), (1.10) et (1.11) désignent respectivement l’équation de
conservation de la masse, l’équation de conservation de la quantité du mouvement,
l’équation de conservation de l’énergie et l’équation d’état. Le champ de vitesse est
désormais un paramètre du problème de propagation acoustique qu’il faut calculer
au préalable.

Plusieurs auteurs ont proposé des modèles basés sur ces équations linéarisées.
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C’est le cas de ces travaux récents [36–38].

Astley et Eversman [39] ont étudié par la méthode des éléments finis, le problème
des valeurs propres dans un guide uniforme traité en présence d’un écoulement
cisaillé. Les résultats obtenus montrent que l’on peut atteindre un bon niveau de
précision avec peu d’éléments de Lagrange.

Cependant, les auteurs constatent que des modes parasites apparaissent parmi
les modes d’ordre élevé pour un petit nombre d’éléments. Pour résoudre ce problème
de modes parasites, il faut augmenter le nombre d’éléments et faire un choix adé-
quat des fonctions d’interpolation. Dans un autre article [40], Astley et Eversman
ont remplacé les éléments Lagrangiens par des éléments Hermitiens et en combinant
avec une technique dite de “condensation”. Cela permet non seulement d’éliminer les
modes parasites, mais il permet également d’augmenter la précision et d’appliquer
la méthode à des géométries axisymétriques.

Redon [36] a étudié par la méthode des éléments finis la propagation acoustique
en espace confiné en présence d’écoulement non isotherme. Les premiers résultats
proposés par l’auteur concernent le cas simple d’un milieu au repos. La méthode est
ensuite appliquée aux cas particuliers d’écoulements laminaires et turbulents afin
d’analyser les phénomènes de réfraction et de convection. Par la suite, l’auteur réa-
lise l’étude d’un résonateur à deux cols dans lequel les champs moyens de vitesse et
de température ne s’obtiennent plus à partir d’expressions analytiques, mais par un
calcul aérodynamique.

Une alternative aux équations d’Euler linéarisées est le modèle de Galbrun [16].
Galbrun a procédé à une reformulation des équations d’Euler linéarisées basée sur
une représentation mixte Lagrange-Euler des variables acoustiques.

En effet, dans la représention d’Euler, une particule fluide est représentée par sa
position x à l’instant t, la vitesse v(t) étant l’inconnue d’Euler. Alors qu’en repré-
sentation Lagrangienne, la particule est représentée par sa position X0 à l’instant
de référence t0, l’inconnue de Lagrange étant la trajectoire de la particule. La des-
cription de Lagrange est surtout utilisée en mécanique du solide où les particules
subissent des mouvements moins importants. Par contre, en mécanique des fluides
où les déplacements des particules sont importants, la description d’Euler est le plus
utilisée. Pour cette raison, l’équation de Galbrun décrite par Poirée [41] et utilisée
par Legendre [42] fut longtemps négligée :

ρ0
d2ξ

dt2
−∇(ρ0c

2
0divξ) + (divξ)∇p0 −t

∇ξ.∇p0 = 0 (1.12)

où ξ est le déplacement de Lagrange. Le déplacement ξ étant l’inconnue principale
dans le modèle de Galbrun, les conditions aux limites dans les problèmes d’interac-
tion fluide-structure sont généralement plus naturelles et le nombre d’inconnues est
réduit par rapport aux équations d’Euler.

Certains auteurs ont adopté ce modèle pour la résolution des problèmes de propa-
gation acoustique dans des guides en présence ou non d’écoulement uniforme [42,43]
et cisaillé [44–48].
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Bonnet-Ben-Dhia et al [43] ont mis en œuvre la méthode des éléments finis
pour résoudre l’équation de Galbrun dans un conduit rigide avec un écoulement
uniforme. La principale difficulté pour l’utilisation de l’équation de Galbrun dans
la méthode des éléments finis concerne le fait que le problème est mal posé car
l’équation de Galbrun et les conditions aux limites associées ne définissent pas un
problème elliptique et leur discrétisation par des éléments finis nodaux conduit à un
problème mal posé. Pour pallier ce problème, Bonnet-Ben-Dhia et al [46] ont proposé
une méthode basée sur une formulation variationnelle régularisée du problème qui
assure la convergence des éléments finis nodaux.

Une autre méthode introduite dans les années 1980 par Nédelec [49] et utilisée
par Peyret [50] pour résoudre l’équation de Galbrun, consiste à utiliser les éléments
d’arêtes. Cependant, l’étude de Peyret s’est limitée au cas sans écoulement. Une
troisième méthode a été proposée par Treyssède [51] pour résoudre les problèmes
de stabilité découlant de la discrétisation de l’équation de Galbrun par la méthode
des éléments finis classiques. Sa méthode dite d’éléments finis mixte est basée sur la
condition inf-sup.

Peyret et Elias [45] ont étudié la propagation acoustique dans les conduits traités
en présence d’un écoulement cisaillé. Les résultats obtenus sont en bon accord avec
les solutions provenant d’approches modales [13].

Nous venons de citer quelques travaux qui portent sur les effets de l’écoulement
sur la propagation acoustique dans les guides. Un autre facteur qui influe sur la
propagation acoustique guidée est la température. On trouve dans la littérature de
nombreux travaux traitant ce phénomène [36, 52, 53].

3 Influence de la température sur la propagation

acoustique guidée

La prise en compte de la température dans l’étude de la propagation acoustique
dans les guides est intervenue à partir des années 1970 par des auteurs comme Kapur,
Cummings et Mungur [54], Kapur et Mungur [53], Nayfeh et Sun [52].

Kapur, Cummings et Mungur [54] ont étudié la propagation d’ondes dans des
chambres de combustion en prenant en compte les inhomogénéités causées par les
gradients de température et de densité, le but de leur étude étant de prédire l’im-
pédance acoustique de tranfert (quotient de la pression acoustique à la sortie de la
chambre de combustion par la différence de la vitesse à l’entrée et la sortie) pour le
premier mode (mode plan en l’absence d’absorbant).

Par la suite, Kapur et Mungur [53] ont fait une analyse de la propagation du son
dans un conduit annulaire ou circulaire traité en présence d’un écoulement hélicoïdal.
Ils ont établi une équation de propagation qui prend en compte les gradients trans-
verses de température et d’écoulement hélicoïdal. Les solutions de cette équation
sont cherchées dans les directions axiale et angulaire et l’équation tridimensionnelle
des ondes est réduite à une équation différentielle ordinaire de second degré. Cette
étude constitue en quelque sorte une généralisation des travaux de Mungur et Plum-
bee [55] concernant l’étude de la propagation acoustique dans des guides en présence
d’écoulements cisaillés.
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De leur côté, Nayfeh et Sun [52] ont repris l’équation de Pridmore-Brown en y
introduisant un gradient transverse de température. Leur travail permet de décrire
l’effet combiné d’un écoulement et d’un gradient de température transversal sur
l’atténuation du son dans un guide bidimensionnel. Ils établissent l’équation ci-
dessous pour la pression acoustique p :

d2p

dy2
−

[ 2ku′0
u0k − ω

− T ′0
T0

]dp

dt
+

[M2
c (u0k − ω2

T0
− k2

]

p = 0 (1.13)

où u0 et T0 désignent respectivement la vitesse et la température moyenne, Mc est
le nombre de Mach au centre du guide et u′0 et T ′0 sont les dérivées respectives de u0
et de T0 par rapport à y :

u′0 =
du0
dy

; T ′0 =
dT0
dy

(1.14)

Les résultats de cette étude montrent qu’en refroidissant les parois, le son est
canalisé vers celles-ci dans les deux sens de propagation (en amont et en aval). Ils
concluent que l’effet d’un gradient de température moyenne sur le taux d’atténua-
tion des trois premiers modes est aussi important que celui d’un gradient de vitesse
moyenne.

Plus tard, Gervais et Peube [56], ont étudié l’effet d’un écoulement laminaire et
d’un gradient de température sur la propagation acoustique dans un guide bidimen-
sionnel rigide. Ils montrent que le gradient de température a pour effet d’augmenter
la vitesse de phase des modes longitudinaux et transverses, alors que le gradient de
vitesse a pour effet d’augmenter uniquement la vitesse de phase des modes trans-
verses. Ils montrent également que près des parois froides, le mode fondamental
(premier mode) est fortement réfracté. Ce phénomène s’accentue quand le nombre
de Mach augmente. Ces observations sont confirmées par les travaux de Bihhadi [37]
et Redon [36].

Nous avons présenté quelques effets des gradients de température sur la popaga-
tion acoustique dans les guides. Nous examinons maintenant l’influence des parois
absorbantes sur la propagation guidée.

4 Influence de l’absorbant : conditions limites sur

les parois

La réduction du bruit est devenue une priorité surtout avec le développement
croissant des moyens de transports. Deux méthodes de suppression ou de réduction
du bruit, une active et l’autre passive, sont étudiées par les chercheurs. La méthode
active consiste à générer un son de même amplitude que le son à supprimer, mais de
phase opposée. Cette technique est généralement difficile à mettre en œuvre en pra-
tique et nécessite une dépense supplémentaire d’énergie. La méthode passive consiste
à absorber l’énergie sonore avec des matériaux absorbants placés sur la paroi. On
s’intéresse dans cette étude, à l’absorption acoustique des matériaux absorbants.
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On distingue deux types de matériaux absorbants : les matériaux à réaction lo-
calisée et les matériaux à réaction non localisée. Les matériaux à réaction localisée
sont tels que deux points voisins n’interagissent pas entre eux. Ces matériaux sont
souvent constitués de plaques perforées associées à des structures en nids d’abeilles
dont chaque cellule se comporte comme un résonateur. Ils sont utilisés dans l’in-
dustrie aéronautique au niveau des turboréacteurs où les contraintes thermiques ne
permettent pas l’usage de matériaux usuels. Ce caractère local permet de représen-
ter les matériaux dans les modèles physiques par une condition limite locale sous
la forme d’une impédance complexe Z au niveau d’une paroi. Cette représentation
locale constitue une bonne approximation pour modéliser la présence des matériaux
absorbants sur les parois.

Harel et Perulli [6] ont étudié la propagation acoustique dans un guide traité
(avec une impédance locale) en présence d’un écoulement uniforme. Ils ont montré
que l’onde subit un amortissement proportionnel à la partie réelle de l’impédance
acoustique de la paroi.

Nayfeh et al [57] ont fait en 1975, une synthèse des travaux sur la propagation
acoustique dans les guides en présence d’écoulements en y incluant les effets de la
température et des traitements acoustiques sur les parois aussi bien avec des maté-
riaux à réaction localisée qu’avec des matériaux absorbants à réaction non localisée.

Craggs [58] a proposé un modèle d’éléments finis pour les silencieux dissipatifs
à chambre d’expansion en l’absence d’écoulement. Il étudie les pertes par transmis-
sion TL (Transmission Loss) d’un silencieux en présence d’un traitement à réaction
localisée sur les parois de la chambre d’expansion. L’impédance acoutique locale est
calculée à partir de relations empiriques [59]. Les résultats montrent que le trai-
tement acoustique de la chambre d’expansion augmente fortement les pertes par
transmission en particulier aux fréquences hautes où l’absorption est excellente. En
outre, aux fréquences basses où il y a moins d’absorption, il y a une amélioration
globale par rapport à une chambre non traitée.

Rienstra [60] a étudié la propagation acoustique dans un guide cylindrique traité
par un matériau à réaction non localisée. Il propose des méthodes de résolution de
l’équation de Helmhotz en considérant trois configurations de l’absorbant. Pour la
première configuration, le matériau absorbant est un matériau poreux homogène et
l’auteur détermine le champ acoustique par des méthodes modales. La deuxième
configuration concerne un matériau poreux dont les propriétés varient lentement
suivant la direction axiale. Une solution de type modale pure n’étant pas possible
en général, Rienstra utilise une méthode multi-échelle pour déterminer le champ
acoustique dans le guide. Pour la dernière configuration, le traitement acoustique
est un ensemble de partitions annulaires rigides à l’intérieur desquelles se trouve le
matériau poreux. L’ensemble se comporte comme un matériau absorbant à réaction
localisée suivant l’axe du cylindre, mais reste un matériau absorbant à réaction non
localisée circonférentiellement. Dans cette configuration, une méthode modale est
possible également.

Certains auteurs se sont intéressés aux conditions limites sur les parois des guides
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traités. On sait que dans le cas d’un guide à parois rigides la vitesse normale est
nulle à la paroi et la condition aux limites à considérer est la condition de Neumann
homogène :

v.n = 0 (1.15)

Dans le cas d’un guide à parois absorbantes, on peut se demander quelles sont
les grandeurs continues à l’interface entre le fluide et la paroi absorbante. Pendant
longtemps, la vitesse normale a été considérée continue, cette condition n’est valable
que si le fluide est au repos. Cette hypothèse reste vraie en présence d’un écoulement
présentant une couche limite (Mungur et Plumbee [55]). En présence d’un écoule-
ment uniforme, il y a discontinuité de la vitesse tangentielle entre les deux milieux,
il faut alors utiliser la continuité du déplacement à l’interface.

Myers [61] a défini une condition à la limite de paroi qui relie la composante
normale de la vitesse au déplacement normal pour un guide à paroi absorbante en
présence d’un fluide non visqueux en écoulement quelconque :

v.n =
d(ξ.n)

dt
− (ξ.n)n.(n.∇v0) (1.16)

où v, n, ξ et v0 désignent respectivement la vitesse particulaire, la normale ex-
térieure à la paroi et la vitesse moyenne. L’opérateur d/dt représente la dérivée
particulaire donnée par :

d

dt
=

∂

∂t
+ v0.∇ (1.17)

En régime harmonique, la condition de Myers s’écrit :

v.n =
(

− iω + v0.∇
)

(ξ.n)− (ξ.n)n.(n.∇v0) (1.18)

Cette condition limite constitue aujourd’hui la référence pour l’étude de la propa-
gation acoustique dans les guides en présence d’un absorbant du type impédance
locale. Cependant, pour une résolution du problème de propagation acoustique dans
le guide par la méthode des éléments finis, l’application de la condition de Myers
dans un guide non uniforme en présence d’un écoulement potentiel pose un certain
nombre de difficultés lors de l’écriture de la formulation variationnelle associée à
ce problème de propagation. En effet, il est montré dans [9] par Eversman qu’ap-
pliquée sans simplification, la condition aux limites de Myers nécessite les dérivées
normale et tangentielle des composantes normale et tangentielle respectives de la vi-
tesse moyenne, ainsi que la dérivée de la densité et de l’admittance le long de la paroi.

Gogate et Munjal [17] ont proposé une solution analytique de la propagation
acoustique dans des guides traités en présence d’écoulement laminaire. Ils constatent
notamment que l’écoulement laminaire augmente l’atténuation des ondes en propa-
gation en amont et la diminue en propagation en aval.

Les matériaux absorbants à réaction non localisée sont des matériaux poreux
constitués d’une phase solide (squelette) saturée d’un fluide généralement de l’air.
Depuis les années 1950, de nombreux modèles de matériaux poreux ont été déve-
loppés. Les premiers modèles ont été proposés par Zwikker et Kösten [62], suivi
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du modèle de Biot [63, 64]. Nous y reviendrons plus en détails dans le chapitre 4.
Les matériaux absorbants à réaction non localisée sont utilisés pour absorber le son
dans diverses situations. Ils sont communement utilisés dans les silencieux d’échap-
pements et dans les circuits d’air conditionné.

Astley et Cummings [65] ont développé une méthode d’éléments finis pour l’étude
du champ acoustique dans des guides à parois traitées avec des matériaux absorbants
à réaction non localisée en présence d’un écoulement uniforme. Ils ont notamment
appliqué leur méthode sur un guide rectangulaire dont les quatre parois sont tapis-
sées de fibres de verre. Les résultats numériques et les mesures sont en bon accord.
Ils constatent également qu’en basses fréquences, les modes sont moins atténués en
propagation aval qu’en propagation amont. Par ailleurs, leur méthode d’élements fi-
nis peut être appliquée à n’importe quel type de section transverse (circulaire, ovale)
pourvu que le guide soit de section uniforme.

D’autres études ont été par la suite ménées par Cummings et Chang [66,67] dans
le cas d’un guide traité en présence d’un écoulement uniforme aussi bien à l’intérieur
du guide que dans le matériau absorbant à réaction non localisée (matériau poreux).
Ils ont montré dans [66] que la présence de l’écoulement dans l’absorbant peut avoir
un effet substantiel sur la propagation du mode fondamental. Ils ont notamment
constaté qu’il y a une augmentation du taux d’atténuation surtout en propagation
amont. Ces effets sont dus au fait que la présence de l’écoulement dans l’absorbant
augmente la partie réelle de la résistivité du matériau poreux. A partir de ces ré-
sultats, les auteurs ont étudié dans [67] la perte par transmission (TL) dans un
silencieux d’échappement. Ils montrent que la présence de l’écoulement dans l’ab-
sorbant influe sur le TL de façon significative.

Peat et Rathi [68] ont proposé une formulation générale d’éléments finis pour
analyser le champ acoustique dans un guide axisymétrique entouré d’un volume de
matériaux poreux ou fibreux. Ils constatent que le champ de vitesse dans le fluide in-
duit un champ acoustique non homogène, non linéaire et anisotrope dans l’absorbant
même si celui-ci est un matériau homogène isotrope. Ils comparent leurs résultats
avec ceux de Cummings et Chang [66,67] pour lesquels des solutions analytiques et
expérimentales sont disponibles.

De leur côté, Kakoty et Roy [69] ont proposé un modèle de propagation acous-
tique dans un guide rectangulaire dont les quatre côtés sont traités par un matériau
absorbant à réaction non localisée en présence ou non d’un écoulement uniforme. Il
s’agit d’un modèle théorique qui permet de prédire l’atténuation des modes que les
auteurs calculent à l’aide de la méthode de Newton-Raphson. Ils comparent avec
succès leurs résultats avec ceux de Astley et Cummings [65].

5 Conditions limites transparentes

La résolution par la méthode des éléments finis des équations de propagation
acoustique dans un domaine infini, nécessite de borner ce dernier par des fron-
tières artificielles. La principale difficulté est de trouver une condition limite de non
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réflexion de l’onde sur ces frontières artificielles de telle sorte que la solution du
problème dans le domaine borné soit la restriction à celui-ci de la solution dans le
domaine infini.

Ces conditions sont en général appelées conditions limites transparentes,
NRBC (Non-Reflecting Boundary Condition) ou ABC (Absorbent Boundary Condi-
tion).

Au cours des dernières décennies, plusieurs techniques numériques ont été déve-
loppées pour résoudre des problèmes de propagation interne et externe en espace
infini. On peut citer la méthode des éléments finis de frontières ou BEM (Boun-
dary Element method), la DRBEM (Dual Reciprocity Boundary Element Method)
qui est une évolution de la BEM utilisée notamment par Perrey-Debain [70] et
Perrey-Debain et al [71] pour l’étude de la propagation externe. On peut citer éga-
lement les couches PML (Perfectly Matched Layer), les opérateurs DtN (Dirichlet-
to-Neumann) développés par Givoli et Keller [18] et les éléments infinis [72, 73].

5.1 Couches absorbantes parfaitement adaptées : PML

Les couches absorbantes parfaitement adaptées ou PML (Perfectly Matched
Layer) ont été formulées pour la première fois par Bérenger [24] comme conditions
limites transparentes pour résoudre les équations de Maxwell en régime transitoire.
Cette méthode a été largement développée en électromagnétisme [24,74,75], mais a
été par la suite employée dans d’autres domaines comme l’aéroacoustique [44], (voir
aussi les travaux de Bécache et al [1, 76], de Legendre [42], de Poernomo [28] et de
Hu [25–27]).

La Figure (1.2) ci-dessous montre le schéma de principe pour un guide cylindrique
axisymétrique infini tronqué en z = 0 et z = L par des couches PML d’épaisseur e.

La construction des conditions limites transparentes à l’aide des couches PML
consiste à placer de part et d’autre du guide infini tronqué (aux frontières artificielles
Σ− et Σ+ ) des couches d’épaisseur e dans lesquelles les ondes seront atténuées.
L’idée de construire des couches absorbantes à partir d’un modèle physique avec
amortissement avait déjà été proposée avant les travaux de Béranger en 1994, toute-
fois le changement d’impédance entre le domaine physique et les couches absorbantes
était responsable de réflexions parasites. L’intérêt des couches PML est qu’elles sont
parfaitement adaptées de sorte qu’elles sont parfaitement transparentes. Il est im-
portant de préciser que les couches PML ne peuvent pas être réalisées à partir de
modèles physiques d’absorption et que la solution obtenue dans les couches n’a pas
de réalité physique.

Dans le domaine spatial, le principe des couches PML est équivalent à un chan-
gement de variables complexes. Ainsi, pour passer de l’équation de propagation dans
le domaine physique aux équations de propagation dans les domaines PML, il faut
procéder à la transformation suivante (pour des couches PML suivant la direction
z) [24] :

∂

∂z
→ α

∂

∂z
(1.19)
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Figure 1.2 – Schéma de principe d’un guide cylindrique axisymétrique tronqué avec
des couches PML

où α est un nombre complexe tel que Im(α) < 0 et Re(α) > 0 avec α = 1 dans le
domaine physique. Les PML de Béranger [24] consistent à choisir α comme :

α =
1

1 + iσ(z)
ω

(1.20)

où σ est un réel positif dépendant de z. Soient βn les constantes de propagation dans
le domaine physique, alors les constantes de propagation dans les domaines PML
sont données par :

βn,α =
βn

α
(1.21)

Ainsi, si Im(α) < 0 et Re(α) > 0, tous les modes propagatifs dans le domaine
physique (Figure 1.3 à gauche) deviennent évanescents dans les couches PML (Figure
1.3 à droite).

Les PML sont facile à mettre en œuvre et très performantes en général. De plus,
l’atténuation complète dans les couches PML permet d’utiliser une condition limite
simple, du type paroi rigide par exemple au bout des couches.

Après avoir été introduites pour les problèmes d’évolution en électromagnétisme
par Béranger, Hu [25] a utilisé les couches PML pour des problèmes d’aéroacoustique
basés sur les équations d’Euler linéarisées. Cependant, en présence d’écoulement,
Hu [26, 27] a mis en évidence des instabilités liées aux signes des vitesses de phase
et de groupe.

En effet, il est montré par Hu [27] qu’il existe des vitesses de groupe positives
mais des vitesses de phase négatives dans le sens de l’écoulement. L’auteur a donc
proposé un modèle de PML en présence d’un écoulement uniforme en employant une
transformation spatio-temporelle des coordonnées avant l’application de la méthode



Chapitre 1 - Généralités sur la propagation acoustique guidée 18

Figure 1.3 – Constante de propagation βn et βn,α, Bécache et al 2003 [1]

des couches PML.

Bécache et al. [1] ont montré que la formulation initiale proposée par Bérenger
pose des problèmes en présence de modes amonts inverses pour l’équation de Helm-
holtz convectée. On rappelle que les modes amonts inverses sont des modes tels que
les vitesses de phase et de groupe sont de signes opposés. Ainsi, l’application du
changement de variable (1.19) fait apparaitre le mode amont inverse dans la par-
tie négative du plan complexe (cercle plein) de la Figure 1.4 à gauche. L’auteur a

Figure 1.4 – Constante de propagation βn et βn,α, Bécache et al 2003 [1] présence
d’un mode amont inverse

proposé une nouvelle transformation pour les couches PML qui permet de rendre
tous les modes dans ces couches évanescents. La méthode consiste à reformuler la



19 5 Conditions limites transparentes

transformation précédente (1.19) par :

∂

∂z
→ α

∂

∂z
+ iλ (1.22)

où

λ =
kM

1−M2
(1.23)

est choisi de telle sorte que tous les modes “s’évanouissent” dans les couches PML
(voir Figure 1.4 à droite).

Les couches PML sont une condition limite transparente efficace, surtout lors-
qu’on a des inconnues vectorielles, mais présentent des instablilités numériques dont
l’étude reste ouverte.

Une alternative à l’utilisation des couches PML comme condition limite trans-
parente pour des propagations d’ondes en espace guidé et pour une résolution par
éléments finis, est de considérer une condition aux limites exacte basée sur un déve-
loppement sur une base des fonctions propres du problème.

5.2 Opérateur Dirichlet-to-Neumann

L’opérateur Dirichlet-to-Neumann (DtN) est une condition limite transparente
exacte développée en 1989 par Keller et Givoli [18] pour l’équation de Helmholtz
sur une frontière artificielle circulaire ou sphérique.

Comme les autres techniques susmentionnées, cet opérateur permet dans le cadre
de la résolution des problèmes de propagation acoustique dans des guides infinis par
la méthode des éléments finis, de tronquer le domaine infini par des frontières arti-
ficielles tout en ayant une réflexion nulle de l’onde sur ces frontières. Il est basé sur
une décomposition modale de la pression sur la frontière artificielle.

L’opérateur DtN présente plusieurs avantages par rapport aux autres conditions
limites transparentes. Il est exact si on considère une décomposition en série infinie
de la pression sur la frontière, même si dans la pratique il est nécessaire de tronquer
la série, le choix d’un nombre de modes conditionnant une bonne convergence. Il
permet de réduire la taille du maillage par rapport aux PML.

Cependant, il n’est pas toujours aisé d’expliciter l’opérateur DtN, surtout en
présence d’un absorbant et d’un écoulement même uniforme. Ceci est du au fait
que la décomposition de la pression sur la base des modes nécessite un calcul de co-
efficients modaux. Il faut donc une relation d’orthogonalité entre les modes du guide.

Poernomo [28] a montré que l’opérateur est simple à déterminer pour un guide
rigide puisque les modes étant orthogonaux au sens du produit scalaire usuel, le
calcul des coefficients modaux est trivial. Des difficultés apparaissent par contre
en présence d’un matériau absorbant car le problème n’est plus auto adjoint [23].
Néanmoins, une relation de bi-orthogonalité existe pour un traitement acoustique
seul. Cela permet donc d’exprimer l’opérateur DtN cherché.
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En revanche, en présence d’un matériau absorbant et d’un écoulement, il n’existe
plus de relation de bi-orthogonalité pour la pression seule. Une relation d’orthogo-
nalité asymptotique est alors introduite pour expliciter l’opérateur DtN.

6 Position du problème

Par cette étude bibliographique succinte, nous constatons que l’opérateur DtN
est appliqué dans la littérature uniquement pour des guides rigides [19] et des guides
traités par des matériaux absorbants de type impédance locale [28].

Dans ce travail, notre objectif est dans un premier temps de généraliser la mé-
thode pour des problèmes 3D axisymétriques, d’étudier l’erreur de convergence en
fonction du nombre de modes, et de l’appliquer en présence d’écoulement poten-
tiel. Ensuite nous l’appliquons pour des problèmes de propagation acoustique dans
des guides à parois traitées par des matériaux absorbants à réaction non localisée
caractérisés par des fluides équivalents.

Dans la suite, on rappelle les résultats importants sur la propagation acoustique
dans les guides axisymétriques afin d’expliquer le principe de construction d’une
condition limite transparente basée sur un opérateur DtN dans le cas simple d’un
guide rigide.

6.1 Rappels sur la propagation acoustique dans les guides
axisymétriques rigides

Le domaine d’étude est un guide cylindrique axisymétrique infini. L’équation de
propagation des ondes acoustiques est établie à partir des équations de la mécanique
des fluides dans le cadre général de la thermodynamique des milieux continus. On
adopte les hypothèses classiques de l’acoustique linéaire.

Les contraintes visqueuses et les phénomènes de conduction thermique sont sup-
posés négligeables du point de vue acoustique. Toutes les grandeurs physiques que
nous utilisons sont des fonctions des variables d’Euler. Le fluide contenu dans le
guide est soit au repos, soit en mouvement uniforme subsonique axisymétrique.

En présence d’un écoulement uniforme, la propagation du son obéit à l’équation
d’onde convectée. En coordonnées cylindriques, elle est donnée par :

∆p− 1

c20

d2p

dt2
= 0 (1.24)

où p désigne la pression acoustique, c0 est la vitesse acoustique (célérité du son).
L’opérateur ∆ est le Laplacien en coordonnées cylindriques :

∆ =
∂2

∂r2
+
1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2

On définit la dérivée seconde particulaire par :

d2

dt2
=

∂2

∂t2
+ 2v0

∂

∂t
+ v20

∂2

∂z2
(1.25)
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où v0 désigne la vitesse moyenne. En régime harmonique (e−iωt), l’équation (1.25)
devient :

d2

dt2
= −ω2 − 2iωv0 + v20

∂2

∂z2
(1.26)

L’équation de propagation acoustique (1.24) s’écrit :

∂2p

∂r2
+
1

r

∂p

∂r
+

1

r2
∂2p

∂θ2
+ (1−M2)

∂2p

∂z2
+ 2iMk

∂p

∂z
+ k2p = 0 (1.27)

avec k = ω/c0 le nombre d’onde et M = v0/c0 le nombre de Mach (M < 1).
On cherche la solution de l’équation (1.27) à variables séparées sous la forme :

p(r, θ, z) = ϕ(r)Θ(θ)Ψ(z) (1.28)

En reportant l’expression (1.28) dans l’équation (1.27) on a :

ϕ′′

ϕ
+
1

r

ϕ′

ϕ
+

1

r2
Θ′′

Θ
+ (1−M2)

Ψ′′

Ψ
+ 2iMk

Ψ′

Ψ
= −k2 (1.29)

Ψ ne dépendant ni de r ni de θ, la somme ne peut être constante que si les fonctions
à variables indépendantes sont elles-mêmes constantes. On cherche Ψ(z) sous la
forme :

Ψ(z) = Aze
iβz (1.30)

L’équation (1.29) devient :

ϕ′′

ϕ
+
1

r

ϕ′

ϕ
+

1

r2
Θ′′

Θ
= (1−M2)β2 + 2Mkβ − k2 (1.31)

En multipliant l’ensemble par r2 et par un raisonnement identique que pour Ψ(z),
on peut choisir Θ(θ) sous la forme :

Θ′′

Θ
= −m2 ⇒ Θ(θ) = Aθe

imθ +Bθe
−imθ (1.32)

L’équation (1.31) s’écrit finalement :

∂2ϕ

∂s2
+
1

s

∂ϕ

∂s
+ (1− m2

s2
)ϕ = 0 (1.33)

Où s = krr. On définit l’équation de dispersion par :

k2r = k2 − (1−M2)β2 − 2Mkβ (1.34)

L’équation (1.33) est une équation de Bessel dont les solutions sont une combinaison
des fonctions de Bessel Jm(krr) et de Neumann Nm(krr) d’ordre m.

ϕ(r) = aJm(krr) + bNm(krr) (1.35)

La fonction de Neumann tend vers l’infini lorsque r tend vers zéro, donc pour avoir
une solution bornée au centre du guide, il faut choisir b = 0. D’où :

ϕ(r) = aJm(krr) (1.36)
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En reportant les solutions (1.30), (1.32) et (1.36) dans l’équation (1.29), la solution
générale s’écrit :

p(r, θ, z) = aAzJm(krr)
(

Aθe
imθ +Bθe

−imθ
)

eiβz (1.37)

Dans le cas d’un guide cylindrique à paroi rigide, la condition limite sur la paroi
impose que la dérivée de la fonction de Bessel soit nulle : J ′m(krR) = 0 où R désigne
le rayon du cylindre. Dans ce cas, les nombres d’ondes kr ne peuvent prendre que
des valeurs discrètes notées kmn, (m,n) ∈ N2 [29].

L’équation de dispersion (1.34) devient :

k2 = k2mn + (1−M2)β2 + 2Mkβ (1.38)

Le tableau (Tab. 1.1) montre les valeurs de kmn pour m = 1, 2, 3 et n = 1, 2, 3.

m\ n 0 1 2 3
0 0 3.83 7.02 10.17
1 1.84 5.33 8.54 11.71
2 3.05 6.71 9.97 13.17
3 4.20 8.02 11.35 14.59

Tableau 1.1 – Zéros de la dérivée première de la fonction de Bessel

Le champ acoustique dans le guide n’est pas forcément axisymétrique, mais c’est
une fonction harmonique de la variable azimutale θ avecm l’ordre du mode angulaire,
l’étude peut donc se ramener dans le plan (r,z) (voir Figure 1.5). Dans toute la
suite de l’étude, on ne considérera que les solutions axisymétriques (m = 0), on
se limitera donc aux fonctions de Bessel d’ordre 0, ϕ(r) = aJ0(k0nr). La condition
limite sur l’axe de symétrie au centre du guide (r = 0) est une condition de Neumann
homogène :

∂p

∂n
= 0 sur Γ0

car
dϕ

dr
|r=0 = ak0nJ

′
0(r = 0) = −ak0nJ1(r = 0) = 0
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Figure 1.5 – Guide cylindrique axisymétrique infini

6.2 Écriture d’un opérateur DtN pour un guide cylindrique
axisymétrique rigide

Nous explicitons dans cette section la méthode pour écrire une condition limite
transparente basée sur un opérateur Dirichlet-to-Neumann (DtN) dans le cas simple
d’un guide axisymétrique infini rigide.

Considérons la propagation acoustique dans un guide cylindrique axisymétrique
infini de rayon R contenant un fluide en mouvement uniforme subsonique axisymé-
trique de vitesse v0 suivant ez.

Afin de résoudre ce problème par la méthode des éléments finis, il est nécessaire
de travailler dans un domaine borné. On définit donc deux frontières artificielles
(Σ− et Σ+) sur lesquelles il convient d’imposer des conditions limites transparentes
(voir Figure 1.6).

Dans notre étude, ces conditions aux limites transparentes sont basées sur l’écri-
ture d’un opérateur DtN, explicité à partir d’une décomposition modale de la pres-
sion acoustique sur les frontières Σ− et Σ+. Comme on l’a vu précédemment, en ne
considérant que des solutions axisymétriques (ie. m = 0), la propagation est décrite

Σ +
Σ−

r

0
Γ0

v0

R

z

Γ1

r

0
Γ0

v0
θ

R

z

1Γ

L

Ω Ω

Figure 1.6 – Guide cylindrique axisymétrique tronqué

par l’équation de Helmholtz convectée (la pression dépend alors uniquement de r et
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de z) :
∂2p

∂r2
+
1

r

∂p

∂r
+ (1−M2)

∂2p

∂z2
+ 2iMk

∂p

∂z
+ k2p = 0 (1.39)

L’opérateur DtN est défini sur les frontières Σ± par la dérivée de la pression :

∂p

∂n
= −T±(p) (1.40)

Les conditions aux limites sur la paroi rigide Γ1 et au centre de symétrie du guide
Γ0 s’écrivent :

∂p

∂n
= 0 sur Γ0 ∪ Γ1 (1.41)

où n désigne la normale extérieure. A l’aide de la méthode de séparation des va-
riables, on choisit des solutions de la forme :

pn(r, z) = ϕn(r)e
iβnz (1.42)

où βn désigne la constante de propagation suivant l’axe z. Pour déterminer les opé-
rateurs DtN sur les frontières Σ− et Σ+, on décompose la pression sur les modes
transverses ϕ(r) du guide :

∀ z > L p(r, z) =
∞∑

n=0

Anϕn(r)e
iβn(z−L) (1.43)

où An sont des coefficients modaux à déterminer. La détermination de ces coefficients
nécessite une relation d’orthogonalité entre les modes. Pour un guide rigide, il est
connu que le problème aux valeurs propres est auto-adjoint. Les modes propres du
guide sont orthogonaux au sens du produit scalaire usuel sur L2(Ω) :

(ϕn, ϕm) =

∫ R

0

ϕn ϕm rdr (1.44)

où ϕ représente le complexe conjugué de ϕ. On sait aussi que les modes forment
une base complète qui justifie le développement (1.43). Il ne reste donc qu’à déter-
miner les modes dans une section droite transversale du guide. Ils sont solutions du
problème aux valeurs propres suivant :

d2ϕ

dr2
+
1

r

dϕ

dr
+ (k2 − β2)ϕ = 0 r ∈ ]0, R[

∂ϕ

∂r
= 0 pour r = 0 et r = R

Pour des solutions axisymétriques (m = 0), les modes transverses sont sous la forme :
ϕn(r) = anJ0(k0nr) (n ∈ N), où k0n représente les nombres d’ondes transversaux et
les coefficients an représentent l’amplitude du mode d’ordre n.

Pour un souci de clarté, les nombres d’ondes transversaux k0n sont notés dé-
sormais αn. Ils correspondent aux valeurs qui annulent la dérivée de la fonction de
Bessel d’ordre 0 en r = R. La fonction de Bessel d’ordre 0 vérifie la condition limite
au centre quelle que soit la valeur de αn. On obtient une équation de dispersion
donnée par :

k2 = α2n + (1−M2)β2n + 2Mkβn
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Les modes se présentent en deux familles de modes [29] :

p±n (r, z) = ϕ±n (r)e
iβ±n z (1.45)

Le signe “+” indique la propagation aval et le signe “-” la propagation amont. On
déduit facilement la distinction entre les modes propagatifs (β±n ∈ R) et les modes
évanescents (β±n /∈ R). On note également que : ϕ+n (r) = ϕ−n (r) = ϕn(r) et β+n =
−β−n .

Comme les modes sont orthogonaux, on peut alors calculer les amplitudes an des
modes pour qu’ils forment une base orthonormée. On trouve :

ϕ0(r) =
√
2/R , n = 0

ϕn(r) =

√
2

J0(αnR)R
J0(αnr) , n ≥ 1 (1.46)

Pour déterminer les opérateurs DtN, nous allons calculer d’abord les coefficients
modaux An. Pour ce faire, on se sert du produit scalaire mentionné plus haut (1.44).
Sur la frontière Σ+ (z = L), on a :

p+(r, z = L) =
+∞∑

n≥0

A+
nϕn(r) (1.47)

En faisant le produit scalaire de p+ et d’un mode ϕm, il vient :

(p+, ϕm)Σ+ =

∫ R

0

+∞∑

n≥0

A+
nϕn(r)ϕ̄m(r)rdr

=

+∞∑

n≥0

A+
n

∫ R

0

ϕn(r)ϕ̄m(r)rdr (1.48)

Si n = m, puisque les modes sont orthonormés, on a : (ϕn, ϕn)Σ+ = 1, alors on en
déduit les coefficients modaux A+

n :

A+
n = (p+, ϕn)Σ+

L’équation (1.43) devient :

p+(r, z) =

+∞∑

n≥0

(p+, ϕn)Σ+ϕn(r)e
iβ+n (z−L) (1.49)

On trouve alors la dérivée de la pression sur Σ+ :

∂p+(r, L)

∂z
=

+∞∑

n≥0

iβ+n (p
+, ϕn)Σ+ϕn(r) (1.50)

Finalement l’opérateur DtN se déduit de (1.50) par :

T+(p) = −
+∞∑

n≥0

iβ+n (p
+, ϕn)Σ+ϕn(r) (1.51)

Par un raisonnement identique, on trouve l’opérateur DtN suivant les z décroissants :

T−(p) =

+∞∑

n≥0

iβ−n (p
−, ϕn)Σ−ϕn(r) (1.52)
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6.3 Exemple d’application

Pour illustrer l’efficacité de la condition limite transparente, nous présentons le
cas simple de résolution par éléments finis d’un problème de propagation acoustique
dans un guide cylindrique semi infini axisymétrique rectiligne rigide de rayon R = 1
et de longueur L = 5 (ΣE est situé à z = 0 et Σ+ à z = 5) comme indiqué sur la
figure 1.7.

Une condition de Dirichlet du type p = g est imposée sur la frontière ΣE et une
condition limite transparente est écrite sur la frontière Σ+. En considérant un guide
semi infini, il est possible de calculer une solution analytique que nous utiliserons
comme solution de référence pour la solution obtenue par éléments finis.

Le maillage (voir figure 1.8) est réalisé à l’aide de la bibliothèque d’éléments finis
MODULEF [77]. Il s’agit d’un maillage non structuré composé de 1230 éléments de
type P2 (éléments de Lagrange quadratiques). Toutes nos simulations sont réalisées
avec la bibliothèque numérique MELINA [78].

Σ +

r

0
Γ0

v0

R

Γ1

L

Ω

z

ΣE

Figure 1.7 – Guide cylindrique axisymétrique

Figure 1.8 – Maillage du guide axisymétrique
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L’équation de propagation et les conditions aux limites sont données par :

∂2p

∂r2
+
1

r

∂p

∂r
+ (1−M2)

∂2p

∂z2
+ 2iMk

∂p

∂z
+ k2p = 0 sur Ω (1.53)

∂p

∂n
= 0 sur Γ0 ∪ Γ1 (1.54)

∂p

∂n
= −T±(p) sur Σ + (1.55)

p = g sur ΣE (1.56)

où g est un mode imposé (g = ϕn(r)). Afin de résoudre ce problème par la méthode
des éléments finis, il convient d’écrire la formulation variationnelle associée. On
multiplie l’équation (1.53) par une fonction test régulière ψ ∈ H1(Ω) telle que ψ = 0
sur ΣE et on intégre sur Ω :

∫

Ω

(∂2p

∂r2
+
1

r

∂p

∂r
+ (1−M2)

∂2p

∂z2
+ 2iMk

∂p

∂z
+ k2p

)

ψrdrdz = 0 (1.57)

En appliquant le théorème de Green pour les termes d’ordre 2, on trouve :
∫

Ω

(

− ∂p

∂r

∂ψ

∂r
+ (1−M2)

∂p

∂r

∂ψ

∂z
+ 2iMk

∂p

∂z
ψ + k2pψ

)

rdrdz (1.58)

+

∫

Γ0∪Γ1∪Σ+

∂p

∂n
ψrdΣ = 0

En appliquant les conditions aux limites (1.54) et (1.55), la formulation variationnelle
est donnée par :

trouver p ∈ H1(Ω), telle que ∀ψ ∈ H1(Ω) et ψ = 0 sur ΣE :
∫

Ω

(∂p

∂r

∂ψ

∂r
+ (1−M2)

∂p

∂z

∂ψ

∂z
− 2ikM

∂p

∂z
ψ − k2pψ

)

rdrdz (1.59)

+(1−M2)

∫

Σ+

T+(p)ψrdΣ = 0

La Figure 1.9 montre la répartition de la pression dans le guide axisymétrique
lorsque le premier mode (ϕ0(r)) est imposé sur la frontière ΣE (z = 0) sans écoule-
ment (Figure 1.9-a,-c) ) et avec un écoulement uniforme M = 0.3 (Figure 1.9-b,-d))
pour k = 5. L’opérateur DtN sur Σ+ est calculé avec les dix premiers modes. Les
solutions obtenues par la méthode des éléments finis et de l’opérateur DtN (Figure
1.9-a) et Figure 1.9-b)) sont en bon accord avec les solutions analytiques (Figure
1.9-c) et Figure 1.9-d)). L’erreur relative en norme L2(Ω) entre les deux solutions
est respectivement égale à 0.0494 % et 0.0509 %.

Sur la Figure 1.10, on impose maintenant le deuxième mode (ϕ1(r)) sur la fron-
tière ΣE du guide axisymétrique pour k = 5. L’opérateur DtN est encore calculé
avec les dix premiers modes. Ici encore les solutions numériques (Figure 1.10-a) et
Figure 1.10-b)) sont identiques aux solutions analytiques (Figure 1.10-c) et Figure
1.10-d)). L’erreur relative est égale à 0.0180 % et 0.0179 % respectivement.

Par ailleurs, on remarque que les solutions en présence d’écoulement uniforme
présentent une longueur d’onde supérieure à celles en l’absence d’écoulement. Ce
phénomène est dû à la convection.
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a) Solution avec DtN b)

c) Solution analytique d)

Figure 1.9 – Partie réelle de la pression pour k = 5, avec le premier mode imposé
(ϕ0(r) = J0(α0r) sur Σ−) : (à gauche) Sans écoulement M = 0, (à droite) avec
écoulement uniforme M = 0.3

a) Solution avec DtN b)

c) Solution analytique d)

Figure 1.10 – Partie réelle de la pression pour k = 5, avec le deuxième mode imposé
(ϕ1(r) = J0(α1r) sur Σ−) : (à gauche) Sans écoulement M = 0, (à droite) avec
écoulement uniforme M = 0.3

7 Conclusion

Dans cette première partie de notre étude, nous avons présenté une étude biblio-
graphique sur la propagation acoustique guidée en présence d’un fluide en mouve-
ment. Nous avons notamment mis en évidence certains paramètres pouvant influen-
cer la modélisation de ce problème.

Pour des guides droits, le problème de propagation acoustique peut être résolu
par des approches modales. Par contre pour des configurations complexes, il faut
avoir recours à des méthodes numériques comme la méthode des éléments finis, qui
permettront de prendre en compte de façon satisfaisante les conditions aux limites.

Dans le cas de la propagation des ondes acoustiques dans les guides infinis,
plusieurs conditions limites transparentes ont été proposées dans la littérature pour
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borner le domaine. Parmi toutes ces méthodes, nous retenons l’opérateur DtN qui
est une condition limite transparente basée sur une décomposition modale de la
variable perturbée. Toutefois, la plupart des applications de cette condition limite
transparente proposées dans la littérature concernent les guides rigides ou des guides
2D traités avec des matériaux absorbants à réaction localisée caractérisée par une
impédance locale.

Il nous parait donc intéressant de généraliser cette méthode pour des configu-
rations axisymétriques en présence d’écoulement et d’examiner le cas des guides
traités avec des matériaux absorbants à réaction non localisée caractérisée par un
fluide équivalent.
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Chapitre 2

Guides infinis axisymétriques traités

par un matériau absorbant à

réaction localisée sans écoulement

1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’écrire une condition limite transparente de type
opérateur DtN dans un guide cylindrique infini traité avec un matériau absorbant
à réaction localisée d’impédance Z ∈ C en l’absence d’écoulement. Il constitue
donc une suite de la méthode développée dans le chapitre 1 pour le cas du guide
cylindrique rectiligne rigide.

Comme nous l’avons vu, une partie importante de la méthode repose sur une
recherche des modes et un calcul des coefficients modaux. Pour un guide rectiligne
rigide, il est facile d’expliciter l’opérateur DtN puisque les modes transverses sont
orthogonaux au sens du produit scalaire usuel.

Une précédente étude réalisée par Poernomo Sari [28] pour des problèmes plans
avait permis d’écrire un opérateur DtN pour des guides traités. Cette étude montre
que le problème aux valeurs propres n’est plus auto-adjoint pour un guide traité avec
un matériau absorbant d’impédance Z même en l’absence d’écoulement. L’opéra-
teur DtN est néanmoins établi en exploitant la relation de biorthogonalité qui existe
entre les modes [79]. Dans ce chapitre, nous généralisons les travaux de Poernomo
Sari pour expliciter l’opérateur DtN pour des problèmes axisymétriques.

On commence le chapitre par l’écriture de l’équation de propagation et les condi-
tions aux limites adéquates du problème étudié. On décrit ensuite les étapes essen-
tielles conduisant à l’écrire de l’opérateur DtN pour le guide traité et on termine le
chapitre par des résultats de simulations numériques.

31
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2 Définition du problème

On considère un guide cylindrique rectiligne axisymétrique infini de rayon R et
d’axe z. Sa paroi ΓZ (r = R) est recouverte d’un matériau absorbant caractérisé par
une impédance Z (Z ∈ C). Comme dans le chapitre 1, la géométrie étant supposée
à symétrie de révolution, on se ramène à un problème 2D dans le plan (r,z) (voir
Figure 2.1).

Γz

r

0
Γ0

θ

R

Ω

z

Figure 2.1 – Guide cylindrique axisymétrique à paroi absorbante en l’absence d’écou-
lement - représentation 2D dans le plan (r,z)

En l’absence d’écoulement et en ne considérant que les solutions axisymétriques
(ie. m = 0, cf. Chapitre 1) la propagation des ondes acoustiques harmoniques (ie.
e−iωt) est régie par l’équation de Helmholtz homogène suivante :

∆p + k2p = 0 dans Ω (2.1)

où ∆ désigne le Laplacien en coordonnées cylindriques axisymétriques :

∆ =
1

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2
+

∂2

∂z2

La condition limite sur l’axe de symétrie du guide est donnée par [80] :

∂p

∂n
= 0 sur Γ0 (2.2)

Quant à la condition limite à la paroi ΓZ , elle s’exprime en fonction de l’impédance
Z ∈ C de l’absorbant :

∂p

∂n
= ik

p

Z
sur ΓZ (2.3)

3 Problème aux valeurs propres

On s’intéresse ici à la recherche des modes acoustiques dans la section transversale
du guide. On cherche une solution axisymétrique de l’équation (2.1) à l’aide de la
méthode de séparation des variables :

p(r, z) = ϕ(r)eiβz (2.4)
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où le mode transverse ϕ(r) est solution de :

d2ϕ

dr2
+
1

r

dϕ

dr
+ (k2 − β2)ϕ = 0 r ∈]0, R[ (2.5)

dϕ

dr
=

ikϕ

Z
r = R (2.6)

dϕ

dr
= 0 r = 0 (2.7)

L’équation (2.5) est une équation de Bessel dont la solution est une fonction de
Bessel d’ordre 0 (ϕ(r) = aJ0(αr), m = 0) et β désigne la constante de propagation.

Le nombre d’onde transversal α ne correspond plus aux zéros de la dérivée des
fonctions de Bessel d’ordre 0 (J ′0) comme dans le cas du guide rigide. En effet, la
condition limite (2.6) à la paroi (r = R) du guide conduit à :

−αJ ′0(αR) =
ikJ0(αR)

Z
(2.8)

Le calcul des nombres d’ondes transversaux αn n’est plus trivial, ils sont solutions
de l’équation transcendante suivante qui dépend de l’impédance Z :

−αn
J1(αnR)

J0(αnR)
=
ik

Z
(2.9)

Remarque : Bien que l’impédance Z des matériaux soit une fonction de la fré-
quence dans les problèmes physiques, nous la considérons constante dans la suite de
ce travail.

Dans cette étude, on détermine αn numériquement par la méthode de Newton-
Raphson. Cependant, la méthode de Newton-Raphson nécessite des valeurs initiales
de αn que l’on calcule par la méthode des éléments finis appliquée dans la section
droite du guide. Les constantes de propagation βn sont déterminées à l’aide de
l’équation de dispersion déduite de (2.5) (cf. chapitre 1, page 21) :

α2n = k2 − β2n (2.10)

La Figure 2.2 montre les courbes des constantes de propagation βn dans le plan
complexe en l’absence d’écoulement pour k = 5 respectivement pour un guide rigide
et un guide à paroi absorbante d’impédance Z = 1.5(1− i).

On rappelle que deux situations existent pour le guide rigide :

– Si k2 > α2n, la constante de propagation βn est réelle (voir Figure 2.2-a) :

β±n = ±
√

k2 − α2n (2.11)

le mode d’ordre n est dit propagatif dans la direction des z croissants : βn = β+n (res-
pectivement décroissants : βn = β−n ). Il existe notamment un nombre fini de modes
propagatifs. On rappelle que les valeurs propres αn sont les zéros de la dérivée de la
fonction de Bessel J0 (voir Tableau 2.1). Par ailleurs, le mode plan tel que : β1 = k
est toujours propagatif.
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– Si k2 < α2n, alors la constante de propagation est imaginaire pure
(voir Figure 2.2-a) :

β±n = ±i
√

α2n − k2 (2.12)

Le mode d’ordre n pour βn = β+n (respectivement pour βn = β−n ) est dit évanescent
dans la direction des z croissants (respectivement décroissants). Il existe une infinité
de modes évanescents. Dans le cas où k = αn, on définit la fréquence de coupure du
mode d’ordre n (n > 1) par :

fcn =
αnc0
2π

(2.13)

Pour le guide traité les valeurs propres αn sont complexes (Tableau 2.1), tous les
modes sont atténués. On constate toutefois que pour un nombre d’onde k fixé (ici
k = 5) et au délà d’un ordre n donné (ici n = 2), la partie imaginaire de βn

devient grande devant sa partie réelle, le mode est alors fortement atténué ce qui
correspond à un phénomène de pseudo-coupure (Figure 2.2). Les modes propagatifs
et les modes évanescents présentent respectivement une faible partie imaginaire et
une faible partie réelle contrairement au cas du guide rigide où βn est soit réelle pure
soit imaginaire pure.

n Guide rigide Guide traité
αn β+n αn β+n

1 0.0000 - 0.0000i 5.0000 + 0.0000i 1.7147 - 0.3899i 4.7150 + 0.1418i
2 3.8317 - 0.0000i 3.2122 + 0.0000i 4.2840 - 0.3397i 2.6574 + 0.5476i
3 7.0155 - 0.0000i 0.0000 + 4.9212i 7.2598 - 0.2205i 0.3039 + 5.2677i
4 10.1734 - 0.0000i 0.0000 + 8.8599i 10.3398 - 0.1582i 0.1807 + 9.0509i
5 13.3236 - 0.0000i 0.0000 + 12.3499i 13.4499 - 0.1226i 0.1320 + 12.4861i
6 16.4706 - 0.0000i 0.0000 + 15.6933i 16.5724 - 0.0998i 0.1047 + 15.8002i
7 19.6158 - 0.0000i 0.0000 + 18.9679i 19.7012 - 0.0841i 0.0870 + 19.0561i
8 22.7600 - 0.0000i 0.0000 + 22.2040i 22.8335 - 0.0727i 0.0745 + 22.2794i
9 25.9036 - 0.0000i 0.0000 + 25.4165i 25.9681 - 0.0640i 0.0652 + 25.4822i
10 29.0468 - 0.0000i 0.0000 + 28.6132i 29.1043 - 0.0571i 0.0580 + 28.6716i

Tableau 2.1 – Constantes de propagation pour un guide rigide et un guide traité :
k = 5, Z = 1.5(1− i)
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a) Guide rigide b) Guide traité, Z = 1.5(1− i)

Figure 2.2 – Constantes de propagation βn pour k = 5 en l’absence d’écoulement :
o modes propagatifs suivant les z croissants ; x modes propagatifs suivant les z
décroissants

Enfin, il faut noter que pour le guide rigide et le guide traité en l’absence d’écou-
lement, les modes propres sont identiques dans les deux sens de propagation, alors
que comme le montre la Figure 2.2, les constantes de propagation sont opposées :

α+n = α−n = αn (2.14)

β+ = −β−n

3.1 Comportement asymptotique des modes

Dans le cas 2D rectangulaire, on observe que les modes d’un guide dont la paroi
est traitée par un absorbant, se comportent asymptotiquement comme ceux d’un
guide rigide [81]. On observe le même phénomène pour un guide axisymétrique. En
effet, on sait que pour un guide axisymétrique à paroi rigide, la vitesse normale est
nulle à la paroi :

v.n = 0 (2.15)

ce qui se traduit par une dérivée normale de la pression nulle à la paroi (∂p/∂n = 0)
que l’on vérifie facilement en observant l’allure des modes transverses sur la Figure
2.3-a, y compris les modes d’ordre élevé dont on visualise l’allure près de la paroi
sur la Figure 2.4-a.

Pour un guide axisymétrique traité, la condition limite est donnée dans l’équation
(2.3) :

∂p

∂n
=
ik

Z
p (2.16)

qui dépend de l’impédance Z. La vitesse normale et la dérivée normale de la pression
ne sont plus nulles à la paroi du guide, ce que l’on vérifie aisément sur la Figure
2.3-b. Néanmoins, quand on observe l’allure des modes d’ordre élevé près de la paroi
absorbante (Figure 2.4-b), on constate que la dérivée normale de la pression redevient
nulle, ce qui signifie que les modes se comportent asymptotiquement comme ceux
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du guide rigide. On montre facilement ce résultat à partir de l’équation (2.9). En
effet, comme

lim
n→+∞

|αn| = +∞ (2.17)

on déduit que :

lim
n→+∞

J1(αnR)

J0(αnR)
= 0 (2.18)

et comme J1(αnR) = −J ′0(αnR), cela implique que pour les modes d’ordre élevé, les
αn correspondent aux zéros de la dérivée de la fonction de Bessel J0.
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Figure 2.3 – Partie réelle de la pression dans un guide cylindrique pour k = 5
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Figure 2.4 – Zoom du 100ème mode pour k = 5
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3.2 Vitesse de phase et atténuation des modes

Afin de bien comprendre l’effet de l’absorbant sur les modes, nous étudions main-
tenant la vitesse de phase et l’atténuation acoustique de l’onde. La vitesse de phase
d’une onde est la vitesse à laquelle la phase de l’onde se propage, elle est aussi ap-
pelée la célérité [29, 82]. Pour un mode d’ordre n, elle est définie suivant l’axe Oz
par :

cφn =
ω

βn

=
ω

√

k2 − α2n
(2.19)

On a donc pour un guide rigide et pour le mode plan tel que α1 = 0 :

cφ0 =
ω

β0
=
ω

k
= c0

La célérité du son c0 représente la vitesse de phase de l’onde plane dans un milieu
homogène.

Pour un guide rigide, la vitesse de phase cφn est toujours supérieure à c0, mais
tend vers c0 lorsque ω tend vers l’infini (voir Figure 2.5-a). Elle est infinie pour ω
égale à la pulsation de coupure ωc = 2πfc (2.13). Cela s’explique par le fait que pour
un guide rigide, la constante de propagation βn est purement réelle pour les modes
propagatifs et purement imaginaire pour les modes évanescents.

Par contre, dans le cas d’un guide à paroi traitée, la constante de propagation
βn est toujours complexe et présente pour les modes propagatifs, une faible partie
imaginaire et pour les modes évanescents, une faible partie réelle (voir Figure 2.2).
Cela se traduit sur la courbe de la vitesse de phase par un phénomène de pseudo-
coupure (voir Figure 2.5-b). Les vitesses de phase ne tendent plus vers l’infini, les
courbes de cφn présentent des maxima.

Par ailleurs, pour un mode donné, la partie imaginaire de la constante de pro-
pagation est proportionnelle à l’atténuation du mode. Ainsi, plus le matériau est
absorbant, plus l’atténuation des modes propagatifs est élevée.

La Figure 2.6 présente la partie imaginaire de la constante de propagation βn

en fonction de ω pour un guide rigide et un guide traité avec Z = 1.5(1 − i). On
constate que les constantes de propagation des deux guides présentent des parties
imaginaires presque identiques, surtout pour les modes d’ordre élevé. La différence
des deux courbes se situe au niveau des premiers modes. En effet, pour le guide
rigide on remarque sur la Figure 2.7-a que la partie imaginaire est nulle à partir de
la fréquence de coupure alors que pour le guide traité, puisque tous les modes sont
atténués, il existe une partie imaginaire faible mais qui tend vers 0 lorsque ω tend
vers l’infini comme l’indique la Figure 2.7-b.
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Figure 2.5 – Vitesse de phase cφn en fonction de la pulsation ω en l’absence d’écou-
lement
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Figure 2.6 – Atténuation des modes (partie imaginaire de βn) en fonction de la
pulsation ω en l’absence d’écoulement

4 Relation d’orthogonalité des modes du guide

Pour écrire une condition limite transparente basée sur un opérateur DtN, il est
nécessaire de calculer les coefficients modaux qui apparaissent dans la décomposition
modale de la pression acoustique. Pour ce faire, comme nous l’avons présenté dans le
chapitre 1, on utilise une relation d’orthogonalité. Cette relation est classique dans le
cas d’un guide rigide puisque le problème aux valeurs propres est auto-adjoint. Avec
absorbant, une situation différente se présente du fait que la condition à la paroi
traitée fait intervenir l’impédance du matériau absorbant. Il est donc nécessaire
d’examiner la relation qui existe entre les modes.

Considérons un mode d’ordre n, pn(r, z) = Anϕn(r)e
iβnz, où ϕn(r) est le mode
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Figure 2.7 – Zoom sur la partie inférieure de la courbe des parties imaginaires de βn

transverse du guide, solution de l’équation aux valeurs propres suivante (2.5) :

d2ϕn

dr2
+
1

r

dϕn

dr
+ (k2 − β2n)ϕn = 0 r ∈]0, R[ (2.20)

dϕn

dr
=

ikϕn

Z
r = R (2.21)

dϕn

dr
= 0 r = 0 (2.22)

En multipliant la première équation de (2.20) par ϕ̄m (où ϕ̄m est le conjugué de ϕm)
et en intégrant entre 0 et R, on a :

∫ R

0

(d2ϕn

dr2
+
1

r

dϕn

dr
+ (k2 − β2n)ϕn

)

ϕ̄mrdr = 0 (2.23)

En intégrant par parties et en prenant en compte les conditions aux limites on
trouve :

∫ R

0

dϕn

dr

dϕ̄m

dr
rdr − (k2 − β2n)

∫ R

0

ϕnϕ̄mrdr −
ikRϕn(R)

Z
ϕ̄m(R) = 0 (2.24)

En échangeant les rôles de m et n et en conjuguant, on trouve cette fois :
∫ R

0

dϕ̄m

dr

dϕn

dr
rdr − (k2 − β̄2m)

∫ R

0

ϕ̄mϕnrdr +
ikRϕ̄m(R)

Z̄
ϕn(R) = 0 (2.25)

En soustrayant (2.25) et (2.24), on obtient la relation suivante :

ikR(
1

Z̄
+
1

Z
)ϕn(R)ϕ̄m(R)− (β2n − β̄2m)

∫ R

0

ϕ̄mϕnrdr = 0 (2.26)

D’après (2.26), le problème aux valeurs propres n’est plus auto-adjoint [79], donc
les modes ne sont plus orthogonaux au sens du produit scalaire usuel. On remarque
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cependant que si on échange les rôles de m et n et sans conjuguer, l’équation (2.26)
devient :

(β2n − β2m)

∫ R

0

ϕmϕnrdr = 0 (2.27)

On définit donc une nouvelle relation d’orthogonalité entre les modes basée sur la
relation (2.27) :

(ϕn, ϕm)
∗
Σ =

∫

Σ

ϕnϕmrdr = 0 pour m 6= n (2.28)

Cette relation est aussi appelée relation de biorthogonalité pour les problèmes non
auto-adjoints [79].

Remarque : Si Z est très grande ou imaginaire pure, on se ramène au cas du
guide rigide :

(β2n − β̄2m)

∫ R

0

ϕ̄mϕnrdr = 0 (2.29)

5 Normalisation des modes

On rappelle que pour construire l’opérateur DtN pour le guide traité, il faut
normaliser les modes transverses ϕn(r). Pour un mode transverse d’ordre n, ϕn(r) =
anJ0(αnr), on calcule sa norme d’après la relation d’orthogonalité (2.28). D’après
Abramowitz et Stegun [83], on trouve :

(ϕn, ϕn)
∗
Σ =

∫ R

0

ϕnϕnrdr = 1 = a2n
R2

2
[J20 (αnR) + J21 (αnR)] (2.30)

Les coefficients de normalisation an sont donc donnés par :

an =
1

R

√

2

J20 (αnR) + J21 (αnR)
(2.31)

Cette normalisation n’est possible que si :

J20 (αnR) + J21 (αnR) 6= 0 (2.32)

Les valeurs discrètes αc
n racines de l’équation (2.32) sont associées à des valeurs

critiques de l’impédance Zc
n qui avaient déjà été discutées dans le cas 2D [23, 28].

Comme dans le cas cartésien, on note que la fonction

S(αn) = αn
J1(αnR)

J0(αnR)
+
ik

Z

dont les racines sont solutions de (2.9) a pour dérivée :

S ′(αn) =
αnR

J20 (αnR)

[

J20 (αnR) + J21 (αnR)
]

Cela implique que S(αc
n) = S ′(αc

n) = 0. Les valeurs propres critiques αc
n sont donc

des racines doubles [84] de l’équation (2.9) et l’équation (2.32).
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Pour déterminer les impédances critiques pour un nombre d’onde k donné, on
calcule d’abord les racines de (2.32) et on déduit Zc

n à l’aide de l’équation transcen-
dente (2.9).

La recherche des impédances critiques est ici plus compliquée que dans le cas
d’un guide 2D ordinaire, car les modes s’expriment par des fonctions de Bessel. Les
fonctions de Bessel J0 et J1 étant continues sur R, posons : αnR = x+ iy.

Il faut donc résoudre

hc(x, y) = J20 (x+ iy) + J21 (x+ iy) = 0 (2.33)

On sait que les fonctions J0 et J1 sont respectivement paire et impaire, mais leurs
carrés sont paires. Cela implique que la somme des carrés de J0 et J1 est aussi paire.

Donc, si le couple (x, y) est solution de (2.33), alors les couples (−x, y), (x,−y)
et (−x,−y) sont aussi solutions de (2.33). On peut donc se limiter à x ≥ 0 et y ≥ 0.

Pour déterminer les zéros de l’équation (2.33), on choisit x et y de telle sorte que
la fonction hc soit proche de 0. Ces valeurs de x et de y sont ensuite rafinées par
la méthode de Newton-Raphson pour trouver les valeurs exactes pour lesquelles la
fonction hc s’annulle.

Les impédances critiques Zc
n sont ensuite calculées à l’aide de la relation trans-

cendante ( 2.9) :

Zc
n = −ik

J0(α
c
nR)

αc
nJ1(α

c
nR)

(2.34)

Le tableau ci-dessous (Tableau 2.2) indique les parties réelles et imaginaires de αc
n

et des impédances critiques calculées pour un nombre d’onde k = 5 et pour les
intervalles suivants de x et de y choisis pour que la fonction hc soit proche de 0 :
x ∈ [0, 25] et y ∈ [0, 5]. Pour ces intervalles de x et de y, on obtient sept impédances
critiques décroissantes (voir Figure 2.8).

n Re(αc
n) Im(αc

n) Re(Zc
n) Im(Zc

n)
1 2.980382 1.279603 -1.416523 0.608173
2 6.175153 1.618717 -0.757636 0.198602
3 9.341961 1.818873 -0.515672 0.100401
4 12.498507 1.961460 -0.390432 0.061273
5 15.650104 2.072310 -0.313981 0.041576
6 18.798912 2.163011 -0.262498 0.030203
7 21.945980 2.239772 -0.225484 0.023012

Tableau 2.2 – Valeurs propres critiques αc
n et impédances critiques Zc

n pour k = 5
et R = 1

Ces valeurs de l’impédance rendent impossible la normalisation des modes trans-
verses ϕn, nous choisirons Z de telle sorte à pouvoir calculer les coefficients an et
par la suite pouvoir déterminer les opérateurs DtN.
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Figure 2.8 – Impédances critiques Zc
n pour k = 5

6 Détermination de la condition limite transparente

On cherche à écrire une condition limite transparente basée sur un opérateur
DtN. Considérons maintenant le guide infini représenté sur la Figure 2.9-a tel que
Ω∞ = {−∞ < z < +∞, 0 < r < R} dans lequel est placée une source f ∈ L(Ω∞)
à support compact. Pour permettre la discrétisation par la méthode des éléments
finis, le domaine est tronqué par des frontières artificielles Σ− et Σ+ représentées sur
la Figure 2.9-b. On définit les conditions aux limites sur ces frontières par :

∂p

∂n
= −T±Z (p) (2.35)

où T±Z (p) désignent les opérateurs DtN sur Σ±. La détermination de la condition

r

0
z

r

0

zSource Source

R R

Γ0

ΓZ

Ω∞

Σ− Σ+

Γ0

Ω

ΓZ

a) b)

Figure 2.9 – Guide cylindrique axisymétrique traité : a) Guide infini et b) guide
tronqué

limite transparente se fait comme dans le cas d’un guide rigide. L’opérateur DtN
étant basé sur une décomposition modale (car les modes forment toujours une base
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complète [79] comme dans le cas rigide) de la pression acoustique sur les frontières
Σ± qui tronquent le domaine physique, la relation de biorthogonalité (2.28) qui a
permis de normaliser les modes du guide permettra également de déterminer les
coefficients modaux issus de cette décomposition. En aval de la frontière Σ+, on a :

∀ z ≥ L, p+(r, z) =
+∞∑

n=0

A+
nϕn(r)e

iβ+n (z−L) (2.36)

En particulier en z = L, on a :

p(r, z = L) =

+∞∑

n=0

A+
nϕn(r) ; 0 ≤ r ≤ R (2.37)

En formant le produit de p et d’un mode transverse ϕn(r) et en utilisant la relation
de biorthogonalité (2.28), on obtient les expressions des coefficients modaux A+

n :

A+
n = (p, ϕn)

∗
Σ (2.38)

En remplaçant A+
n dans (2.36) et en dérivant par rapport à z, il vient :

∂p

∂z
(r, z = L) = −T+

Z (p) =

+∞∑

n=0

iβ+n (p, ϕn)
∗
Σ ϕn(r) (2.39)

D’où, on déduit l’opérateur DtN sur Σ+ :

T+
Z (p) = −

+∞∑

n=0

iβ+n (p, ϕn)
∗
Σ ϕn(r) (2.40)

Par un raisonnement similaire, on trouve sur Σ− :

T−Z (p) =
+∞∑

n=0

iβ−n (p, ϕn)
∗
Σ ϕn(r) (2.41)

7 Tests numériques

Dans cette section, nous présentons des résultats obtenus par la méthode des
éléments finis de problèmes de propagation acoustique dans un guide cylindrique
axisymétrique traité par un matériau absorbant d’impédance locale Z.

7.1 Exemple 1 : Guide axisymétrique rectiligne

Comme premier exemple on considère le cas simple d’un guide cylindrique axi-
symétrique rectiligne semi infini traité par un matériau absorbant d’impédance
Z = 1.5(1 − i). En appliquant un mode ϕn(r) sur la frontière Σ− et une condi-
tion limite transparente sur la frontière Σ+, il est facile de comparer la solution
numérique à la solution analytique :

pn(r, z) = ϕn(r)e
iβnz (2.42)
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Σ −
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0
Γ0

z

Σ +Ω

axe de symetrie

L

R

Figure 2.10 – Guide cylindrique axisymétrique infini tronqué en présence d’un ab-
sorbant

Le guide tronqué présente les dimensions suivantes : R = 1 et L = 5 (voir Figure
2.10). L’équation de propagation et les conditions aux limites sont données par :

∆p+ k2p = 0 Ω (2.43)
∂p

∂n
=

ik

Z
p ΓZ (2.44)

∂p

∂n
= 0 Γ0 (2.45)

p = g Σ− (2.46)
∂p

∂n
= −T+

Z (p) Σ+ (2.47)

où g désigne un mode ϕn(r) imposé.
Pour écrire la formulation variationnelle associée au problème (2.43), considérons

ψ ∈ H1(Ω) une fonction test régulière telle que ψ = 0 sur Σ−. En multipliant cette
équation par ψ et en intégrant sur le domaine Ω, on a :

∫

Ω

(

∆p + k2p
)

ψrdrdz =

∫

Ω

fψrdrdz (2.48)

Soit :
∫

Ω

(

∆pψr + k2pψr
)

drdz =

∫

Ω

fψrdrdz (2.49)

En appliquant le théorème de Green, l’intégrale précédente devient :
∫

Ω

(

−∇p.∇ψ r + k2pψr
)

drdz +

∫

Γ0∪ΓZ

∂p

∂n
ψrdΓ +

∫

Σ+

∂p

∂n
ψr dΣ = 0 (2.50)

où ∂p/∂n = ∇p.n.
En introduisant les conditions aux limites (2.44), (2.45) et les conditions limites

sur la frontière fictive Σ+ (2.47), la formulation variationnelle est donnée par :
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trouver p ∈ H1(Ω) tel que ∀ψ ∈ H1(Ω) et ψ = 0 sur Σ−, on a :

∫

Ω

(∂p

∂r

∂ψ

∂r
+
∂p

∂z

∂ψ

∂z
− k2pψ

)

rdrdz +

∫

Σ+

T+
Z (p)ψrdΣ+

ik

Z

∫

ΓZ

pψrdΓ = 0 (2.51)

Le maillage est réalisé à l’aide de la bibliothèque d’éléments finis MODULEF [77].
Il s’agit d’un maillage non structuré composé de 4916 éléments de type P2 (éléments
de Lagrange quadratiques). Les simulations numériques sont réalisées avec la biblio-
thèque MÉLINA [78].

Les Figures (2.11) et (2.12) montrent la répartition de la pression dans le guide
axisymétrique lorsque le premier et le deuxième mode transverse sont imposés res-
pectivement sur la frontière Σ−. L’opérateur DtN sur la frontière Σ+ est calculé
avec 20 modes. On constate que les solutions obtenues par la méthode des éléments
finis et l’opérateur DtN sont très proches des solutions analytiques (voir équation
2.42). Pour les deux cas, l’erreur relative en norme L2(Ω) entre les solutions numé-

Figure 2.11 – Partie réelle de la pression pour k = 5, Z = 1.5− 1.5i, premier mode
(ϕ1(r) = J0(α1r)) imposé sur Σ− : (à gauche) solution avec éléments finis et DtN,
(à droite) solution analytique

Figure 2.12 – Partie réelle de la pression pour k = 5, Z = 1.5−1.5i, deuxième mode
(ϕ2(r) = J0(α2r)) imposé sur Σ− : (à gauche) solution avec éléments finis et DtN,
(à droite) solution analytique

riques et analytiques est respectivement égale à 0.2615 % et 0.1965 %. Cela montre
que l’opérateur DtN constitue une très bonne condition de non reflexion de l’onde
pour un guide infini tronqué. Pour un guide traité, puisque tous les modes sont at-
ténués, si la frontière fictive Σ+ sur laquelle est écrit l’opérateur DtN se situe à une
distance L suffisamment grande par rapport à Σ−, il n’est pas nécessaire d’utiliser
une condition limite transparente, l’onde étant complètement atténuée. Par contre,
si L est très petite, alors les modes ne sont pas complètement atténués, il est donc
indispensable d’utiliser une condition limite transparente pour éviter une reflexion
de l’onde.
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7.2 Exemple 2 : Guide axisymétrique non uniforme

On présente maintenant, le rayonnement d’une source acoustique sphérique pla-
cée au centre d’un guide cylindrique axisymétrique infini tronqué par les frontières
Σ− et Σ+ sur lesquelles sont écrites des conditions limites transparentes. C’est un
exemple de problème que l’on rencontre dans les systèmes industriels qui en général
présentent des géométries complexes.

7.2.1 Équation de propagation et formulation variationnelle

Considérons une portion l d’un guide non uniforme recouvert d’un matériau
d’impédance Z inséré entre deux tronçons infinis de section constante tronquées par
les frontières Σ− et Σ+ (voir Figure 2.13). Si l’on s’intéresse au rayonnement d’une
source f à support compact, l’équation de propagation et les conditions aux limites
sont données par :

∆p+ k2p = f Ω (2.52)
∂p

∂n
=

ik

Z
p ΓZ (2.53)

∂p

∂n
= 0 Γ0 (2.54)

∂p

∂n
= −T±Z (p) Σ± (2.55)

Σ +

Γ0

Σ

Γz

r

zSource

Ω
−

l

Figure 2.13 – Géométrie du problème

En s’inspirant de l’exemple précédent, la formulation variationnelle associée au
problème de rayonnement de la source f est donnée par :

trouver p ∈ H1(Ω) tel que ∀ψ ∈ H1(Ω), on a :
∫

Ω

(∂p

∂r

∂ψ

∂r
+
∂p

∂z

∂ψ

∂z
− k2pψ

)

r drdz +

∫

Σ+

T+
Z (p)ψr dΣ (2.56)

−
∫

Σ−

T−Z (p)ψr dΣ +
ik

Z

∫

ΓZ

pψr dΓ = −
∫

Ω

fψrdrdz

Ne disposant pas de solutions analytiques, les solutions numériques calculées par
la méthode des éléments finis et de l’opérateur DtN seront comparées à des solutions
provenant de l’utilisation de couches PML.
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7.2.2 Propagation acoustique dans les couches PML

On considère le guide présenté sur la Figure 2.13 dans lequel rayonne la source f .
On place maintenant de part et d’autre des frontières fictives Σ− et Σ+ des couches
PML d’épaisseur e = 1 comme indiqué sur la Figure 2.14.

On rappelle que les couches PML sont utilisées dans cette étude uniquement
pour comparer les résultats trouvés avec les opérateurs DtN.

r

Source
z

Ω+ Σ+LΣ+Σ−L Σ−Ω−
Ω

ΓZ− ΓZ+

ΓZ

Γ0−

Figure 2.14 – Guide axisymétrique infini non uniforme tronqué

Dans les domaines PML (domaines Ω±), l’équation de propagation s’écrit à
partir de l’équation de propagation dans le domaine physique Ω en remplaçant les
dérivées par rapport à z, ∂/∂z par ν∂/∂z où ν est un nombre complexe. Les conditons
aux limites sur les parois absorbantes ΓZ± et sur l’axe du guide Γ0± sont les mêmes
que celles sur ΓZ et Γ0 respectivement. En outre, comme l’onde est atténuée dans
les couches PML, on considère les frontières Σ±L rigides.

Dans les couches PML, l’équation de propagation et les conditions aux limites
s’écrivent :

1

ν

∂2p

∂r2
+

1

νr

∂p

∂r
+ ν

∂2p

∂z2
+
k2

ν
p = 0 sur Ω± (2.57)

∂p

∂n
=

ik

Z
p sur ΓZ− ∪ ΓZ+ (2.58)

∂p

∂n
= 0 sur Γ0− ∪ Γ0+ (2.59)

∂p

∂n
= 0 sur Σ−L ∪ Σ+L (2.60)

Par ailleurs, la continuité de la pression et de la vitesse normale doit être assurée à
l’interface du domaine physique Ω et des domaines PML :

p(r, 0−) = p(r, 0+) sur Σ− (2.61)

p(r, L−) = p(r, L+) sur Σ + (2.62)

ν
∂p

∂z
(r, 0−) =

∂p

∂z
(r, 0+) sur Σ− (2.63)

ν
∂p

∂z
(r, L−) =

∂p

∂z
(r, L+) sur Σ+ (2.64)
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La formulation variationnelle en présence des couches PML est la somme de la
formulation variationnelle du domaine physique Ω et de celles des domaines PML
Ω±. La formulation variationnelle du domaine physique Ω est celle donnée par :

trouver p ∈ H1(Ω) tel que ∀ψ ∈ H1(Ω), on a :
∫

Ω

(∂p

∂r

∂ψ

∂r
+
∂p

∂z

∂ψ

∂z
− k2pψ

)

r drdz −
∫

Σ+

∂p

∂z
ψr dΣ (2.65)

+

∫

Σ−

∂p

∂z
ψr dΣ +

ik

Z

∫

ΓZ

pψr dΓ = −
∫

Ω

fψrdrdz

La formulation variationnelle dans les domaines PML est établie en procédant
de la même manière que dans le domaine physique. On multiplie l’équation (2.57)
par ψ et on intégre sur Ω±. On intègre par parties les termes d’ordre 2 et on prend
en compte les conditions limites. La formulation variationnelle est donnée par :

trouver p ∈ H1(Ω), telle que ∀ψ ∈ H1(Ω) :

∫

Ω±

(1

ν

∂p

∂r

∂ψ

∂r
+ ν

∂p

∂z

∂ψ

∂z
− k2

ν
pψ

)

r drdz − ik

Z

∫

ΓZ±

1

ν
pψr dΓ (2.66)

−ν
∫

Σ−

∂p

∂z
ψr dΣ+ ν

∫

Σ+

∂p

∂z
ψr dΣ = 0

La formulation variationnelle globale est la somme des deux formulations variation-
nelles (2.65) et (2.66). En tenant compte des conditions de continuité aux interfaces
(2.61), (2.62), (2.63) et (2.64), la formulation variationnelle globale s’écrit :

trouver p ∈ H1(Ω), telle que ∀ψ ∈ H1(Ω) :

∫

Ω

(∂p

∂r

∂ψ

∂r
+
∂p

∂z

∂ψ

∂z
− k2pψ

)

rdrdz +

∫

Ω±

(1

ν

∂p

∂r

∂ψ

∂r
+ ν

∂p

∂z

∂ψ

∂z
− k2

ν
pψ

)

rdrdz

−ik
Z

∫

ΓZ

k2pψr dΓ− ik

Z

∫

ΓZ±

1

ν
pψr dΓ = −

∫

Ω

fψr drdz (2.67)

Pour les simulations numériques, le domaine d’étude formé des domaines PML
et du domaine physique est maillé avec 2984 éléments P2 (éléments triangulaires de
Lagrange d’ordre 2).

Les Figures (2.15) et (2.16) montrent la répartition de la pression numérique dans
le guide non uniforme traité pour des nombres d’onde k = 5 et k = 9 respectivement.
Pour les solutions par la méthodes des éléments finis et de l’opérateur DtN (Figures
2.15-a et 2.16-a), l’opérateur DtN est calculé avec les 20 premiers modes.

Les solutions avec l’opérateur DtN sont en bon accord avec celles provenant de
l’utilisation des couches PML. L’erreur relative en norme L(Ω) entre les solutions
est respectivement égale à 0.001046 et 0.000197. On remarque que l’onde rayonnée
est atténuée près de la paroi ΓZ . On remarque également une répartition symétrique
de la pression par rapport à la source.
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a) Solution avec DtN

b) Solution avec PML

Figure 2.15 – Partie réelle de la pression pour k = 5, Z = 1.5 − 1.5i : a) solution
avec DtN, b) Solution avec les couches PML, ν = 0.48(1− i)

a) Solution avec DtN

b) Solution avec PML

Figure 2.16 – Partie réelle de la pression pour k = 9, Z = 1.5 − 1.5i : a) solution
avec DtN, b) Solution avec les couches PML, ν = 0.64(1− i)
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8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle méthode pour la modélisation
d’une condition limite transparente dans les problèmes de propagation acoustique
dans des guides cylindriques axisymétriques infinis à paroi recouverte d’un matériau
absorbant à réaction localisée.

La détermination numérique des modes dans un guide cylindrique axisymétrique
avec une paroi absorbante en l’absence d’écoulement nous a permis d’écrire de nou-
velles conditions limites transparentes basées sur les opérateurs DtN. Ces opérateurs
sont faciles à expliciter pour un guide à paroi rigide, mais deviennent complexes pour
des guides traités. Dans le cas d’un guide traité sans écoulement, les modes ne sont
plus orthogonaux au sens du produit scalaire usuel mais, il existe une relation de
biorthogonalité qui permet d’expliciter les opérateurs DtN.

Dans le prochain chapitre, la méthode exposée ici sera appliquée aux guides
axisymétriques traités par un matériau absorbant d’impédance Z en présence d’un
écoulement uniforme.



Chapitre 3

Guides infinis axisymétriques traités

avec écoulement uniforme

1 Introduction

Dans de nombreuses applications industrielles (gaines de ventilation, silencieux
d’échappement, turboréacteurs d’avion etc.), le fluide ne peut pas être considéré
au repos. On sait alors que l’écoulement est un paramètre qui joue un rôle impor-
tant sur la propagation des ondes acoustiques dans les guides en raison des effets
de convection et de réfraction qu’il induit. Les effets d’un traitement acoustique
peuvent également être modifiés par la présence d’un fluide en mouvement.

Dans ce chapitre, notre objectif est d’écrire une condition limite transparente
basée sur un opérateur DtN pour les guides traités en présence d’un écoulement
uniforme. On s’intéresse à un guide cylindrique infini traité qui constitue la géné-
ralisation des travaux de Poernomo Sari [28]. L’étude concerne d’abord les guides
rectilignes de façon à considérer l’écoulement uniforme et utiliser le modèle de l’équa-
tion de Helmholtz convectée pour décrire la propagation des ondes acoustiques.

À la fin du chapitre, nous verrons que le cas des guides non rectilignes peut
également être examiné en considérant un écoulement irrotationnel et le formalisme
du potentiel des vitesses acoustiques.

2 Problème étudié

On s’intéresse ici au rayonnement d’une source f ∈ L2(Ω∞) à support compact
placée dans un guide cylindrique infini de rayon R : Ω∞ = {−∞ < z < +∞ , 0 <
r < R} (voir Figure 3.1-a). Le guide est recouvert d’un matériau absorbant d’im-
pédance Z en r = R et le fluide est animé d’un mouvement uniforme de vitesse v0

suivant ez. En raison de la symétrie cylindrique du problème, la source représentée
par un demi disque est placée sur l’axe du guide, elle correspond donc ici à une
source sphérique.

Comme précédemment, l’utilisation de la méthode des éléments finis nous amène
à tronquer le domaine physique Ω∞ par deux frontières verticales Σ− et Σ+ placées
respectivement en z = 0 et z = L situées de part et d’autre de la source (Figure

51
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3.1-b). La modélisation du problème dans le domaine de calcul tronqué Ω nécessite
alors l’utilisation de conditions limites transparentes sur les frontières Σ− et Σ+,
elles sont à nouveau décrites par un opérateur DtN que nous explicitons dans la
suite.

r

0
z

r

0

zSource Source

R R

L

v0v0

Γ0

Σ−

Γ0

ΓZ

axe de symétrie

Σ+

Ω

f

Paroi absorbante ΓZ

Ω∞

a) problème réel b) problème tronqué

Figure 3.1 – Guide cylindrique axisymétrique infini tronqué à paroi absorbante avec
écoulement uniforme

Le régime est supposé harmonique (e−iωt) et la solution angulaire est encore
supposée axisymétrique (ie. eimθ avec m = 0). Le problème de rayonnement acous-
tique de la source f dans le domaine Ω est alors décrit par l’équation de Helmholtz
convectée suivante :

∂2p

∂r2
+
1

r

∂p

∂r
+ (1−M2)

∂2p

∂z2
+ 2ikM

∂p

∂z
+ k2p = f (3.1)

où M = v0/c0 désigne le nombre de Mach.
La condition de symétrie sur l’axe du guide est décrite par une condition de

Neumann homogène (ie. ∂p/∂n = 0 pour r = 0) et la condition au niveau de la
paroi absorbante ΓZ en présence d’un écoulement est maintenant décrite par la
condition de Myers [61]. Dans le cas d’un guide droit dont l’axe est parallèle à z,
elle s’exprime sous la forme :

∂p

∂n
= − i

kZ

(

− ik +M
∂

∂z

)2

p (3.2)

En effet, la vitesse acoustique normale sur la paroi s’exprime en fonction de la dérivée
particulaire du déplacement normal. Pour un guide droit parcouru par un fluide en
mouvement uniforme, on a simplement :

v.n = c0

(

− ik +M
∂

∂z

)

(ξ.n) (3.3)

D’après l’équation de conservation de la quantité du mouvement, on a :

ρ0c0

(

− ik +M
∂

∂z

)

(v.n) = −∂p
∂n

(3.4)

En remplaçant v.n par son expression (3.3) dans l’équation (3.4) on trouve :

ρ0c0

(

− ik +M
∂

∂z

)2

(ξ.n) = −∂p
∂n

(3.5)
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Par ailleurs, sur la paroi, le déplacement est lié à la pression par :

p = −iωZ0(ξ.n) (3.6)

D’après les équations (3.5) et (3.6), on trouve donc la condition aux limites sur ΓZ :

∂p

∂n
= − i

kZ

(

− ik +M
∂

∂z

)2

p (3.7)

où Z = Z0/c0ρ0. Cette condition s’exprime par des dérivées tangentielles de la pres-
sion et comme nous le verrons par la suite, cela va rendre l’écriture des opérateurs
DtN plus compliquée que dans le cas du guide sans écoulement.

Finalement, les conditions aux limites du problème s’écrivent :

∂p

∂n
= 0 sur Γ0 (3.8)

∂p

∂n
= −T±ZM(p) sur Σ± (3.9)

∂p

∂n
= − i

kZ

(

− ik +M
∂

∂z

)2

p sur ΓZ (3.10)

L’écriture de l’opérateur DtN repose sur la décomposition modale de la pression,
nous allons donc nous intéresser aux modes du guide.

3 Recherche des modes

On considère un guide axisymétrique rectiligne et comme dans le cas sans écou-
lement, on recherche les modes dans la section transversale du guide par la méthode
des variables séparées. On cherche les solutions sous la forme :

p(r, z) = ϕ(r)eiβz (3.11)

où ϕ(r) = aJ0(αr). En dehors de toute source (f = 0), le problème aux valeurs
propres est quadratique et s’écrit :

d2ϕ

dr2
+
1

r

dϕ

dr
+

[

k2 − (1−M2)β2 − 2Mkβ
]

ϕ = 0 r ∈]0, R[ (3.12)

dϕ

dr
=

i

kZ

(

Mβ − k
)2

ϕ r = R (3.13)

dϕ

dr
= 0 r = 0 (3.14)

On en déduit l’équation de dispersion :

k2 = α2 + (1−M2)β2 + 2kMβ (3.15)

où α est maintenant solution d’une nouvelle équation transcendante qui dépend de
β et de Z :

−αJ1(αR)
J0(αR)

=
i (β2 + α2)

kZ
(3.16)
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On peut noter que cette équation est assez similaire à celle trouvée dans le cas
cartésien [28] :

−α tan(αh) = i (α2 + β2)

kZ
(3.17)

les fonctions circulaires étant remplacées par les fonctions de Bessel.
La résolution de l’équation transcendante (3.16) se fait avec l’équation de disper-

sion (3.15) de manière couplée. On décompose les solutions en deux familles suivant
le signe de la partie imaginaire des constantes de propagation βn. Ainsi, pour les
couples (αn, βn) solutions de (3.15) et (3.16), les modes se propagent vers l’aval
(respectivement vers l’amont) quand Im(βn) > 0 (respectivement Im(βn) < 0). Ces
couples sont notés (α+n , β+n ) (respectivement (α−n , β−n )) tels que :

p±n (r, z) = ϕ±n (r)e
iβ±n z (3.18)

où les ϕ±n sont les modes transverses du guide avec

ϕ±n (r) = a±nJ0(α
±
n r) (3.19)

où les a±n sont les coefficients de normalisation des modes. Les α±n et les β±n sont
encore cherchés numériquement par la méthode de Newton-Raphson à l’aide des
équations (3.15) et (3.16). Un exemple de constantes de propagation obtenues pour
k = 5, Z = 1.5(1− i) et M = 0.4 est représenté sur la Figure (3.2).
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Figure 3.2 – Constantes de propagation βn pour un guide recouvert d’un matériau
absorbant d’impédance Z = 1.5(1− i), en présence d’un écoulement uniforme M =
0.4, pour k = 5 : (o) pour β+n et (x) pour β−n

Comme dans le cas du guide traité sans écoulement, tous les modes sont atténués,
les constantes de propagation ont toujours une partie imaginaire non nulle, ce qui
signifie qu’il n’existe plus de phénomène de coupure comme dans le cas rigide.
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On note également que les constantes de propagation amonts et avals sont diffé-
rentes sous l’effet de la convection. Ce qui se traduit par un décalage des constantes
de propagation par rapport à l’axe des ordonnées sur la Figure 3.2.

Remarque : On rappelle que ce décalage vaut −kM/(1 −M2) pour un guide
rigide en présence d’un écoulement uniforme.

De plus les nombres d’ondes transversaux amonts α+n et avals α−n sont également
différents, la position par rapport à la source des frontières fictives qui tronquent le
domaine physique Ωφ sera donc importante pour le choix des modes dans le décom-
position modale.

Examinons maintenant le comportement asymptotique des modes. Ici encore
nous avons :

lim
n→+∞

|αn| = +∞ (3.20)

On déduit immédiatement d’après (3.16) :

lim
n→+∞

|J1(αnR)

J0(αnR)
| = +∞ (3.21)

J1 étant borné, il vient :
lim

n→+∞
J0(αnR) = 0 (3.22)

Les modes transverses du guide étant de la forme ϕn(r) = anJ0(αnr), on retrouve
le résultat établi dans le cas cartésien [81] qui montre que les modes d’ordre élevé
se comportent comme les modes d’un guide à “paroi parfaitement molle“ (ie. p = 0
sur la paroi molle). La Figure 3.3 montre l’allure des quatre premiers modes et deux
modes d’ordre élevé. On vérifie que la dérivée normale de la pression (ie. la vitesse
normale) n’est pas nulle à la paroi du guide pour les premiers modes. Par contre
l’allure des modes d’ordre élevé montre que la pression devient nulle à la paroi (
Figure 3.4).

Analysons à présent la vitesse de phase et l’atténuation des modes en présence
d’absorbant et d’un écoulement uniforme. On rappelle que pour un mode d’ordre
n, la vitesse de phase ou célérité de l’onde acoustique est définie par : cφn = ω/βn.
Ainsi, comme nous l’avons expliqué dans le cas du guide traité sans écoulement, les
constantes de propagation βn étant toujours complexes, ceci implique que cφn est
toujours définie et bornée quel que soit l’ordre du mode et quel que soit ω comme
indiqué sur la Figure 3.5-a, contrairement au cas d’un guide rigide où cφn devient
infinie pour ω égale à la pulsation de coupure.

De plus en présence d’un écoulement uniforme, sous l’effet de la convection, les
constantes de propagations avals β+n présentent des parties réelles négatives au delà
d’un ordre n donné (voir Figure 3.2). Cela se traduit par des vitesses de phase
négatives (ie. cφn < 0) comme le montre les Figures 3.5-b et 3.6. Ce phénomène
s’accentue lorsque le nombre de Mach augmente (Figure 3.7).
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Figure 3.3 – Partie réelle de la pression dans un guide cylindrique traité en présence
d’écoulement uniforme : M = 0.4 ; k = 5 ; Z = 1.5(1− i)
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Figure 3.4 – Partie réelle de la pression dans un guide cylindrique traité en présence
d’écoulement uniforme : zoom du 100ème mode, M = 0.4 ; k = 5 ; Z = 1.5(1− i)

Par ailleurs, on constate qu’en présence d’un absorbant et d’un écoulement uni-
forme les constantes de propagation ont des parties imaginaires plus grandes que
dans le cas d’un absorbant seul (voir Figure 3.8). Cela veut dire que l’écoulement
augmente l’atténuation des modes.
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Figure 3.5 – Vitesse de phase cφn en fonction de la pulsation ω
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Figure 3.6 – Zoom de la courbe de la vitesse de phase cφn pour un guide traité en
présence d’un écoulement uniforme : M = 0.05, Z = 1.5(1− i)

Remarque sur les modes instables
En présence d’un écoulement uniforme, il apparait des modes appelés modes in-

stables. On peut observer ce genre de modes sur la Figure 3.9 où il y a un mode qui se
propage en amont mais se situe à droite de l’axe des ordonnées. Ce mode est un mode
instable qui apparait à partir d’une certaine vitesse du fluide (lorsque M augmente).

Les modes instables sont des modes dont l’explication n’est pas encore bien
claire. Rienstra explique dans [85] que le phénomène d’instabilité qui apparait uni-
quement en présence d’un absorbant et d’un écoulement est liée aux instabilités de
Kelvin-Helmholtz classiques qui apparaissent à l’interface de deux fluides de vitesses
différentes. Dans un guide d’onde, la paroi joue le rôle du deuxième fluide. Ainsi,
pour un guide rigide, il n’existe pas de modes instables car la paroi inhibe tout
mouvement normal à celle-ci. Par contre pour un guide traité avec un matériau à
impédance locale, cette instabilité apparait pour une certaine combinaison de l’im-
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Figure 3.7 – Vitesse de phase cφn en fonction de la pulsation ω pour un guide traité
en présence d’un écoulement uniforme : M = 0.4, Z = 1.5(1− i)
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Figure 3.8 – Atténuation des modes (partie imaginaire de βn) en fonction de la
pulsation ω

pédance Z et du nombre de Mach M . Il explique également que mathématiquement
ces instabilités se manifestent sous forme de modes qui au lieu de décroître s’ac-
croissent. Cela se traduit dans la courbe des βn par des modes dont la partie réelle
de β−n est positive comme l’indique la Figure 3.9.

Rienstra et Vilenski [8] montrent que le phénomène d’instabilité apparait dans un
guide traité avec un matériau à réaction non localisée en présence d’un écoulement
moyen et d’une couche limite mince. Ils proposent donc un critère de stabilité en
faisant varier l’épaisseur de la couche limite, la fréquence et l’impédance de la paroi.

De son coté, Brambley [86] refute le terme d’instabilité car le problème serait mal
posé en présence d’un matériau absorbant à réaction localisée et d’un écoulement
uniforme. Il soutient que les modes hydrodynamiques qui sont supposés être en
cause sont généralement ignorés lors des calculs dans le domaine fréquentiel et que
les instabilités sont filtrées dans le domaine temporel.
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Figure 3.9 – Constantes de propagation βn pour un guide recouvert d’un matériau
absorbant d’impédance Z = 1.5(1− i), en présence d’un écoulement uniforme M =
0.6, pour k = 5 avec un mode instable

En ce qui concerne les conditions limites transparentes, nous montrons par la
suite par un exemple que la présence des modes instables n’a pas d’influence sur
l’opérateur DtN.

4 Relation d’orthogonalité et normalisation des modes

Pour déterminer les amplitudes des modes dans le développement de la pression
acoustique (3.11) nécessaire pour l’écriture de la condition limite transparente, nous
avons besoin d’une relation d’orthogonalité.

On a vu qu’en présence d’un absorbant, le problème aux valeurs propres n’est
plus auto-adjoint et que les modes transverses du guide ne sont plus orthogonaux
au sens du produit scalaire usuel. Néanmoins, il est facile d’établir une relation
d’orthogonalité en raison de la propriété de biorthogonalité.

Le fait de considérer un écoulement uniforme dans un guide traité modifie consi-
dérablement la nature du problème. Le problème aux valeurs propres reste non
auto-adjoint, mais le caractère quadratique et la condition aux limite au niveau de
la paroi absorbante qui fait apparaitre des dérivées tangentielles de la pression ne
permettent plus d’établir simplement une relation de biortogonalité comme dans
le cas sans écoulement. Etablir une relation de biorthogonalité nécessiterait l’intro-
duction de nouvelles inconnues [87] (la vitesse acoustique par exemple) ce qui ne
permet plus de travailler avec un modèle scalaire basé sur l’équation de Helmholtz
convectée.

En s’inspirant des travaux en 2D cartésien de Poernomo Sari [28,81], notre choix
s’est plutot porté vers le développement d’une relation d’orthogonalité asymptotique.

Considérons un mode d’ordre n : pn(r, z) = ϕn(r)e
iβnz qui satisfait le problème
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aux valeurs propres défini par (3.12), (3.13) et (3.14).
En s’inspirant de la méthode utilisée dans le cas sans écoulement, on multiplie

par un mode ϕm (sans conjuguer) l’équation (3.12) vérifiée par un mode ϕn et on
intègre sur la section transversale [0, R] :

∫ R

0

(d2ϕn

dr2
+
1

r

dϕn

dr
+

[

k2 − (1−M2)β2n − 2Mkβn

]

ϕn

)

ϕmrdr = 0 (3.23)

Après intégration par parties et en prenant en compte les conditions aux limites au
centre (r = 0) et sur la paroi (r = R), on trouve :

∫ R

0

dϕn

dr

dϕm

dr
rdr −

[

k2 − (1−M2)β2n − 2Mkβn

] ∫ R

0

ϕnϕmrdr (3.24)

− i

kZ

[

k2 +M2β2n − 2Mkβn

]

Rϕn(R)ϕm(R) = 0

En échangeant les rôles de m et n, on obtient :

∫ R

0

dϕm

dr

dϕn

dr
rdr −

[

k2 − (1−M2)β2m − 2Mkβm

] ∫ R

0

ϕmϕnrdr (3.25)

− i

kZ

[

k2 +M2β2m − 2Mkβm

]

Rϕm(R)ϕn(R) = 0

Par soustraction de (3.25) et (3.24), on obtient la relation :

(βm − βn)
{ iM

kZ

[

M(βm + βn)− 2k
]

Rϕm(R)ϕn(R) (3.26)

−
[

(1−M2)(βm + βn) + 2Mk
] ∫ R

0

ϕmϕnrdr
}

= 0

Pour m 6= n, on obtient :

iMR

kZ

[

M(βm+βn)−2k
]

ϕm(R)ϕn(R)−
[

(1−M2)(βm+βn)+2Mk
] ∫ R

0

ϕmϕnrdr = 0

(3.27)

Cette équation ne constitue pas une relation d’orthogonalité puisqu’elle dépend
encore de βm et βn. Cependant, pour les modes d’ordre élevé, βm et βn deviennent
très grands devant les termes 2iM/Z et 2Mk :

lim
(βm+βn)→+∞

m6=n

[iM2R

kZ
ϕm(R)ϕn(R)− (1−M2)

∫ R

0

ϕmϕnrdr
]

= 0 (3.28)

On définit ainsi une relation d’orthogonalité asymptotique donnée par :

((ϕm, ϕn))Σ =

∫

Σ

ϕm(r)ϕn(r)rdr −
iM2R

kZ(1−M2)
ϕm(R)ϕn(R) (3.29)
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C’est une relation bilinéaire constituée de la relation de biorthogonalité définie pré-
cédemment avec un absorbant seul et d’un terme au bord de ΓZ en r = R :

((ϕm, ϕn))Σ = (ϕm, ϕn)
∗
Σ −

iM2R

kZ(1−M2)
ϕm(R)ϕn(R)

︸ ︷︷ ︸

terme de bord

(3.30)

Cette relation est similaire à celle développée dans le plan 2D [28] par Poernomo
et constitue une généralisation aux problèmes axisymétriques. Nous verrons que le
choix de cette relation d’orthogonalité asymptotique trouve sa justification lors de
l’écriture de la formulation variationnelle où elle apparait naturellement. Cette rela-
tion (3.30) servira dans la suite au calcul des coefficients de normalisation des modes
indispensable pour écrire l’opérateur DtN cherché.

Pour un mode transverse d’ordre n, ϕn(r) = anJ0(αnr), on calcule le coefficient
de normalisation an à l’aide de la relation d’orthogonalité asymptotique (3.30) :

((ϕn, ϕn))Σ =

∫ R

0

ϕ2n(r)rdr −
iM2R

kZ(1−M2)
ϕ2n(R) (3.31)

= a2n

[R2

2
(J20 (αnR) + J21 (αnR))−

i M2R

kZ(1−M2)
J20 (αnR)

]

On en déduit les coefficients an pour normer les modes ϕn :

an =
[R2

2
(J20 (αnR) + J21 (αnR))−

i M2R

kZ(1−M2)
J20 (αnR)

]− 1
2

(3.32)

Comme dans le cas sans écoulement, il existe des valeurs de αn qui ne permettent
plus de normaliser les modes, elles correspondent aux racines de :

R2

2
(J20 (αnR) + J21 (αnR))−

i M2R

kZ(1−M2)
J20 (αnR) = 0 (3.33)

Il existe donc comme dans le cas sans écoulement des impédances critiques (cf. [28])
pour lesquelles il n’est plus possible de calculer les coefficients an. Cependant, la dé-
termination de ces impédances critiques nécessite une deuxième équation car l’équa-
tion (3.33) fait intervenir Z. On peut utiliser pour cela l’équation transcendante
(3.16) précédente qui elle-même fait intervenir les constantes de propagation βn que
l’on peut calculer à l’aide de l’équation de dispersion (3.15).

Par ailleurs, en remplaçant Z dans (3.33) par son expression dans (3.16) :

Z = −i(β
2
n + α2n)

k

J0(αnR)

αnJ1(αnR)
(3.34)

l’équation (3.33) devient :

(1−M2)R2(β2n + α2n)(J
2
0 (αnR) + J21 (αnR)) +M2RαnJ0(αnR)J1(αnR) = 0 (3.35)

Finalement pour déterminer les impédances critiques pour lesquelles il n’est plus pos-
sible de normaliser les modes du guide, il convient de résoudre le système d’équation
composé de (3.35) et (3.15)

(1−M2)R2(β2n + α2n)(J
2
0 (αnR) + J21 (αnR)) +M2RαnJ0(αnR)J1(αnR) = 0 (3.36)

k2 − α2n − (1−M2)β2n − 2Mkβn = 0 (3.37)
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et de reporter les valeurs critiques de αn et de βn dans l’équation (3.34). Si M = 0,
on retrouve évidemment le cas sans écoulement :

J20 (αnR) + J21 (αnR) = 0 (3.38)

k2 − α2n − β2n = 0 (3.39)

On rappelle que si un couple (αn,βn) est solution de (3.36) et (3.37) alors (ᾱn,β̄n) et
(-αn,-βn) le sont aussi. On peut donc se limiter à la partie positive du plan complexe :
Re(.) ≥ 0 et Im(.) ≥ 0. Les racines αn et βn de (3.36) et (3.37) sont cherchées à
l’aide de la méthode de Newton-Raphson. On utilise les solutions de (3.38) et (3.39)
comme valeurs initiales et on recherche les solutions pour un nombre de Mach donné
de proche en proche. Le Tableau 3.1 montre quelques valeurs critiques αc

n, βc
n et de

l’impédance critique Zc
n pour k = 5 et M = 0.4. Comme dans le cas sans écoulement

les impédances critiques Zc
n sont décroissantes (voir Figure 3.10).

n αc
n βc

n Zc
n

1 3.040451 + 1.176089 i 2.791066 - 0.823074 i -0.912609 + 0.223345 i
2 6.149151 + 1.390116 i 0.296107 - 3.801271 i -0.768862 - 0.271061 i
3 9.156519 + 1.535972 i -0.317377 - 8.113608 i -0.452732 - 0.613504 i
4 12.165295 + 1.666608 i -0.352317 - 11.897970 i -0.168975 - 0.744089 i
5 15.190410 + 1.788087 i -0.292940 - 15.486231 i 0.061281 - 0.804675 i
6 18.232823 + 1.899148 i -0.210578 - 18.993232 i 0.258287 - 0.836998 i
7 21.290262 + 1.999358 i -0.124866 - 22.461381 i 0.434531 - 0.855835 i

Tableau 3.1 – Valeurs propres critiques αc
n, constantes de propagation βc

n et impé-
dances critiques Zc

n pour k = 5, M = 0.4 et R = 1
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Figure 3.10 – Impédances critiques Zc
n pour k = 5 et M = 0.4
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Dans la suite, toutes les impédances utilisées pour les applications numériques
sont choisies différentes de ces impédances critiques.

5 Détermination de la condition limite transparente

L’écriture de l’opérateur DtN en présence d’un écoulement uniforme suit les
mêmes étapes que dans le cas du guide traité sans écoulement : même si la complé-
tude des modes n’est pas démontrée dans ce cas, on fait l’hypothèse que l’on peut
décomposer la pression sur la base des modes sur les frontières artificielles Σ± et on
calcule les coefficients modaux à l’aide de la relation d’orthogonalité asymptotique
définie dans (3.29).

Ainsi, en aval de la frontière Σ+, la pression p s’écrit :

∀ z ≥ L p(r, z) =
+∞∑

n=1

A+
nϕ

+
n (r)e

iβ+n (z−L) (3.40)

Contrairement aux cas précédents, l’absence de relation d’orthogonalité exacte ne
permet plus d’exprimer les coefficients modaux A+

n de façon simple. En effet, sans
absorbant, on a vu que grâce à la propriété d’orthogonalité des modes, les coefficients
modaux s’obtiennent par une projection de la pression sur les modes ϕn :

An = (p, ϕn)Σ+ (3.41)

De même, en présence d’absorbant, la relation de biorthogonalité permettait de
calculer les coefficients modaux par projection :

An = (p, ϕn)
∗
Σ+ (3.42)

En présence d’un absorbant et d’un écoulement uniforme, les coefficients modaux
A+

n ne s’obtiennent plus par une simple projection de la pression sur les modes
transverses du guide ϕ+n comme dans (3.41) et (3.42).

En pratique, le développement modal (3.40) doit être tronqué à un rang N :

∀ z ≥ L p(r, z) =

N∑

n=1

A+
nϕ

+
n (r)e

iβ+n (z−L) (3.43)

En particulier sur Σ+, z = L, on a :

p(r, L) =
N∑

n=1

A+
nϕ

+
n (r) (3.44)

En formant le produit de p et d’un mode ϕ+m au sens du pseudo-produit sca-
laire défini par la relation d’orthogonalité asymptotique, on voit que les coefficients
(A+

n )0≤n≤N sont solutions du système linéaire suivant :

((p, ϕ+m))Σ+ =

N∑

n=1

A+
n ((ϕ

+
n , ϕ

+
m))Σ+ pour m = 0, 1, ..., N (3.45)
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On note alors O+
N la matrice spectrale NxN symétrique définie par :

[O+
N ]mn = ((ϕ+n , ϕ

+
m))Σ+ =

∫ R

0

ϕ+m(r)ϕ
+
n (r)rdr−

iM2R

kZ(1−M2)
ϕ+m(R)ϕ

+
n (R) (3.46)

Ainsi, si O+
N est inversible on trouve :

A+
n =

N∑

m=1

[O+
N ]
−1
mn((p, ϕ

+
m))Σ+ (3.47)

D’après (3.30), on note que pour M = 0 la matrice spectrale O+
N devient diagonale

puisque ((ϕ+n , ϕ
+
m))Σ+ = (ϕ+n , ϕ

+
m)
∗
Σ+ = δnm. On retrouve alors la relation (3.42)

obtenue avec l’absorbant seul. Finalement, l’introduction de la matrice spectrale O+
N

dans l’expression des coefficients modaux est directement liée à la non orthogonalité
des modes. Dans le cas d’un guide rigide et d’un guide traité sans écoulement où les
modes sont orthogonaux (ou biorthogonaux) et forment une base complète, elle se
réduit à une matrice unitaire et donc n’apparait pas dans l’expression des coefficients
modaux. Dans le cas présent, cette matrice qui est pleine tend à devenir diagonale
pour les modes d’ordre élevé en raison du caractère asymptotique de la relation
d’orthogonalité. Nous verrons dans la suite que la qualité de la condition limite
transparente ne nécessite pas d’atteindre le régime asymptotique, la détermination
de la matrice spectrale avec un nombre N de modes adapté suffit.

Finalement l’opérateur T+
ZM(p) se déduit facilement par dérivation de la pression :

T+
ZM(p) = −

N∑

n=1

N∑

m=1

iβ+n [O
+
N ]
−1
mn((p

+, ϕ+m))Σ+ϕ
+
n (r) (3.48)

De même on trouve sur la frontière Σ−, l’opérateur DtN T−ZM(p) :

T−ZM(p) =

+∞∑

n=1

+∞∑

m=1

iβ−n [O
−
N ]
−1
mn((p

−, ϕ−m))Σ−ϕ
−
n (r) (3.49)

Ces opérateurs DtN que nous venons de déterminer sont utilisés dans les formulations
variationnelles mises en œuvre dans les applications numériques.

6 Applications numériques

Nous présentons maintenant des exemples d’applications pour mettre en œuvre
la condition limite transparente qui vient d’être présentée. Afin de valider notre mé-
thode, nous traiterons le cas simple d’un guide semi infini dans lequel se propage un
mode acoustique imposé à l’entrée du guide. La solution numérique sera comparée
à la solution analytique. Nous étudierons ensuite le rayonnement d’une source sphé-
rique placée dans un guide infini rectiligne, la solution sera alors comparée à une
solution numérique obtenue avec des couches PML. Nous examinerons en particulier
la convergence de la méthode en fonction du nombre des modes. Nous aborderons
enfin le cas d’un guide non uniforme en présence d’un écoulement potentiel.
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6.1 Validation sur un cas académique

Pour valider l’opérateur DtN établi dans le paragraphe précédent, on considère
l’exemple académique du guide rectiligne uniforme semi infini de rayon R = 1.
Le guide est recouvert d’un matériau absorbant d’impédance Z = 4.5(1 + i) et le
fluide supposé parfait contenu dans le guide est animé d’un mouvement uniforme
caractérisé par le nombre de Mach M = 0.3 (voir Figure 3.11). Un mode transverse
ϕn(r) du guide est imposé à l’entrée en z = 0 sur la frontière ΓE sous la forme
d’une condition de Dirichlet. Le domaine réel (Figure 3.11-a) est tronqué par la

r

0
z

r

0

z

R R

L

M M

Σ+

Γ0

ΓZ∞

Ω∞
ΓE

ΓE

Γ0∞

ΓZ

Ω

a) domaine réel b) domaine de calcul tronqué

Figure 3.11 – Géométrie du problème

Figure 3.12 – Maillage du domaine tronqué

frontière Σ+ en z = L = 5 (voir Figure 3.11-b) sur laquelle notre condition limite
transparente est appliquée. La formulation variationnelle associée à ce problème est
donnée par :

trouver p ∈ H1(Ω) tel que ∀ψ ∈ H1(Ω) et ψ = 0 sur ΓE, on a :
∫

Ω

(∂p

∂r

∂ψ

∂r
+ (1−M2)

∂p

∂z

∂ψ

∂z
− 2iMk

∂p

∂z
ψ − k2pψ

)

r drdz (3.50)

− i

kZ

∫

ΓZ

[

M2 ∂p

∂z

∂ψ

∂z
+ 2iMk

∂p

∂z
ψ + k2pψ

]

r dΓ

−(1−M2)

∫

Σ+

∂p

∂z
ψr dΣ+ i

M2R

kZ

∂p

∂z
(R,L)ψ(R,L) = 0

D’après le nouveau produit scalaire (3.30) définit précédemment, on a :

((
∂p

∂z
, ψ))Σ =

∫ R

0

∂p

∂z
ψrdr − iM2R

kZ(1−M2)

∂p

∂z
(R,L)ψ(R,L) (3.51)
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Cela implique que le dernier terme de l’équation (3.50) sur la frontière Σ+ s’écrit :

−(1−M2)((
∂p

∂z
, ψ))Σ = (1−M2)((−∂p

∂z
, ψ))Σ (3.52)

Or par définition de l’opérateur DtN, T+
ZM(p) sur Σ+ :

T+
ZM(p) = −

∂p

∂z
(R,L) = −

N∑

n=1

N∑

m=1

iβ+n [O
+
N ]
−1
mn((p

+, ϕ+m))Σ+ϕ
+
n (r)

on déduit la relation suivante :

(1−M2)((−∂p
∂z
, ψ))Σ = (1−M2)((T+

ZM(p), ψ))Σ (3.53)

Finalement la formulation variationnelle s’écrit :
trouver p ∈ H1(Ω) tel que ∀ψ ∈ H1(Ω) et ψ = 0 sur ΓE , on a :
∫

Ω

(∂p

∂r

∂ψ

∂r
+ (1−M2)

∂p

∂z

∂ψ

∂z
− 2iMk

∂p

∂z
ψ − k2pψ

)

r drdz (3.54)

− i

kZ

∫

ΓZ

[

M2 ∂p

∂z

∂ψ

∂z
+ 2iMk

∂p

∂z
ψ + k2pψ

]

r dΓ + (1−M2)((T+
ZM(p), ψ))Σ = 0

Pour le calcul par la méthode des éléments finis, le domaine de calcul a été discrétisé
par 4916 éléments triangulaires de Lagrange d’ordre 2 (éléments P2 voir Figure 3.12).
Connaissant la constante de propagation βn du mode transverse ϕn(r) imposé à
l’entrée du guide, la solution analytique vaut p = ϕn(r)e

iβnz.
Les Figures 3.13 et 3.14 montrent les répartitions de la pression acoustique et

analytique pour k = 8. L’opérateur DtN est calculé en utilisant les 20 premiers
modes, l’erreur est très faible, elle est inférieure à 1% (voir Tableau 3.2).
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a) Solution avec DtN

b) Solution analytique

Figure 3.13 – Partie réelle de la pression en présence d’écoulement uniforme : M =
0.3 k = 8, Z = 4.5 + 4.5i avec le premier mode p1 = J0(α1r) imposé sur Σ+

a) Solution avec DtN

b) Solution analytique

Figure 3.14 – Partie réelle de la pression en présence d’écoulement M = 0.3 pour
k = 8, Z = 4.5 + 4.5i avec le deuxième mode p2 = J0(α2r) imposé sur Σ+

Pour montrer l’efficacité de la méthode, un nouveau calcul a été effectué en uti-
lisant uniquement les deux premiers modes du guide dans l’opérateur DtN. L’erreur
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mode imposé n erreur relative en norme L2(Ω)
α1=0.572050 -1.166584 i 0.003788
α2=3.678775 -0.152067 i 0.001645

Tableau 3.2 – Erreurs relatives en norme L2(Ω) pour un mode d’ordre n, ϕn(r) =
J0(αnr) imposé sur Σ− : k = 8, M = 0.3 et Z = 4.5(1 + i)

est encore très faible (0.2041 %), ce qui montre que même si la condition limite trans-
parente est basée sur une relation d’orthogonalité asymptotique, la prise en compte
de quelques modes pour le calcul de la matrice spectrale permet à la méthode d’être
toujours très performante, nous y reviendrons plus en détail dans la suite.

6.2 Rayonnement d’une source acoustique dans un guide axi-
symétrique traité en présence d’un écoulement uniforme

On considère maintenant un guide cylindrique infini axisymétrique dans lequel
rayonne une source sphérique telle que f = 1 (source omnidirectionnelle) de rayon
Rf = 0.2 placée sur l’axe de symétrie (r = 0) du guide. La paroi ΓZ du guide est
recouverte d’un matériau absorbant d’impédance Z = 1.5(1− i) et le fluide est en
mouvement uniforme tel que M = 0.4. Le guide est ici tronqué par les frontières
Σ− et Σ+ en z = 0 et z = L = 5 respectivement sur lesquelles seront appliquées les
conditions limites transparentes (voir Figure 3.15).

En l’absence de solution analytique, les solutions obtenues avec l’opérateur DtN
seront comparées à celles obtenues avec des couches PML d’épaisseur e = 0.4 placées
de part et d’autre de Σ− et Σ+.
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a) problème réel b) problème tronqué

Figure 3.15 – Guide cylindrique axisymétrique infini tronqué à paroi absorbante -
rayonnement d’une source
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La formulation variationnelle associée à ce problème de rayonnement acoustique
s’écrit :

trouver p ∈ H1(Ω) tel que ∀ψ ∈ H1(Ω), on a :
∫

Ω

(∂p

∂r

∂ψ

∂r
+ (1−M2)

∂p

∂z

∂ψ

∂z
− 2iMk

∂p

∂z
ψ − k2pψ

)

r drdz

− i

kZ

∫

ΓZ

[

M2 ∂p

∂z

∂ψ

∂z
+ 2iMk

∂p

∂z
ψ + k2pψ

]

r dΓ

−(1−M2)

∫

Σ+

∂p

∂z
ψr dΣ + i

M2R

kZ

∂p

∂z
(R,L)ψ̄(R,L)

+(1−M2)

∫

Σ−

∂p

∂z
ψr dΣ− i

M2R

kZ

∂p

∂z
(R, 0)ψ̄(R, 0) = −

∫

Ω

fψr drdz (3.55)

En s’inspirant de la formulation variationelle développée pour l’exemple précédent
(3.54), la formulation variationnelle (3.55) s’écrit :

∫

Ω

(∂p

∂r

∂ψ

∂r
+ (1−M2)

∂p

∂z

∂ψ

∂z
− 2iMk

∂p

∂z
ψ − k2pψ

)

r drdz

− i

kZ

∫

ΓZ

[

M2 ∂p

∂z

∂ψ

∂z
+ 2iMk

∂p

∂z
ψ + k2pψ

]

r dΓ

+(1−M2)((T+
ZM(p), ψ))Σ − (1−M2)((T−ZM(p), ψ))Σ

= −
∫

Ω

fψr drdz (3.56)

Le domaine Ω est maillé avec 5980 éléments triangulaires P2. Les Figures (3.16)
et (3.17) montrent la répartition de la pression dans le guide avec k = 5 et k =
7 respectivement. L’opérateur DtN est encore calculé en utilisant les 20 premiers
modes. On compare avec succès les solutions avec l’opérateur DtN et celles issues du
modèle avec les couches PML. L’erreur quadratique relative entre les deux solutions
est de 0.0188%. Contrairement au cas du guide traité en l’absence d’écoulement, on
constate une répartition non symétrique de la pression par rapport à la source en
raison des effets de convection.
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a) Solution avec DtN

b) Solution avec PML

Figure 3.16 – Partie réelle de la pression en présence d’un écoulement uniforme :
M = 0.4, k = 5, Z = 1.5− 1.5i : a) solution avec DtN, b) Solution avec les couches
PML, ν = 0.29(1− i)

a) Solution avec DtN

b) Solution avec PML

Figure 3.17 – Partie réelle de la pression en présence d’un écoulement uniforme
M = 0.35 pour k = 7, Z = 1.5 − 1.5i : a) solution avec DtN, b) Solution avec les
couches PML, ν = 0.42(1− i)
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6.3 Étude de l’erreur en fonction du nombre de modes

Nous étudions ici l’évolution de l’erreur en fonction du nombre de modes utilisés
dans l’opérateur DtN que nous avons développé. En effet, la condition limite trans-
parente est déduite d’un développement de la pression sur la base des modes du
guide (3.48). En pratique, comme nous l’avons indiqué, la série doit être tronquée à
un rang N qui va conditionner la précision de la méthode.

Pour un guide rigide en présence ou non d’un écoulement uniforme on sait que
pour une fréquence donnée, il existe un nombre fini de modes propagatifs et un
nombre infini de modes évanescents. Dans ce cas, le choix du nombre de modes
consiste en général à considérer tous les modes propagatifs et quelques modes éva-
nescents dans le développement [28]. Dans le cas du rayonnement d’une source acous-
tique, si les frontières artificielles sur lesquelles sont écrits les opérateurs DtN sont
situées très près de la source, il faut choisir un nombre suffisant de modes évanescents
car leur contribution devient non négligeable.

Dans le cas des guides traités sans écoulement, malgré l’atténuation des modes
par l’absorbant, il convient de choisir tous les modes pseudo propagatifs tels que
|Re(β±n )| > |Im(β±n )| et quelques modes évanescents.

Pour un guide traité en présence d’un écoulement uniforme, la relation d’orthogo-
nalité asymptotique développée précédemment suggère qu’il faut choisir un nombre
élevé de modes pour atteindre le régime asymptotique et obtenir une bonne précision.

Nous montrons néanmoins que l’opérateur DtN reste performant même avec un
faible nombre de modes.

Considérons l’exemple précédent du rayonnement d’une source dans lequel on
rapproche les frontières Σ− et Σ+ près de la source (Σ− en z = 0, Σ+ en z = 0.5,
la source de rayon Rf = 0.2 est centrée en (r = 0.25, z = 0)).

La figure 3.18 montre l’évolution du logarithme de l’erreur relative en norme
L2(Ω) en fonction du nombre de modes utilisés dans l’opérateur DtN. Après avoir
vérifié la convergence de la solution DtN avec 20 modes par rapport à une solution
PML optimisée, on calcule l’erreur relative en faisant varier le nombre de modes
(1 ≤ N ≤ 19) par rapport à la solution calculée avec 20 modes.

Trois configurations sont étudiées pour le nombre d’onde k = 5 : le cas d’un
guide rigide, celui d’un guide traité (Z = 1.5(1 − i)) et celui d’un guide traité en
présence d’un écoulement uniforme (Z = 1.5(1 − i), M = 0.4). Pour les trois cas
étudiés, il existe deux modes “propagatifs” (pour le nombre d’onde k = 5).

On remarque qu’à partir de quatre modes (N = 4), l’erreur quadratique relative
est inférieure à 1% pour les trois configurations (voir Figures 3.18 et 3.19). On
constate donc que même avec la nouvelle relation d’orthogonalité asymptotique, la
troncature du développement peut se faire par un nombre réduit de modes. Il suffit
ici encore de prendre en compte tous les modes propagatifs et les premiers modes
évanescents.
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Figure 3.18 – Logarithme de l’erreur relative en norme L2(Ω) de la solution avec
DtN en fonction du nombre de modes
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Figure 3.19 – Partie réelle de la pression pour k = 5 (DtN calculé avec 4 modes) :
a) guide rigide, b) guide traité (Z = 1.5(1− i)), c) guide traité avec un écoulement
uniforme (Z = 1.5(1− i), M = 0.4)
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6.4 Influence des modes instables sur l’opérateur DtN

On présente maintenant un exemple de rayonnement d’une source acoustique
placée dans un guide axisymétrique traité en présence d’un écoulement uniforme.
Notre but ici est de tester la condition limite transparente quand un mode instable
est pris en compte dans la décomposition modale.

En effet, même si la nature physique ou non des modes instables n’est pas en-
core clairement définie, on sait que ces modes peuvent apparaitre lors du calcul des
modes dans un guide traité en présence d’un écoulement uniforme pour certaines
valeurs de l’impédance Z et du nombre de Mach M . Il est donc nécessaire d’étudier
l’influence de ces modes instables sur l’opérateur DtN.

On considère la configuration précédente dans laquelle les frontières Σ− et Σ+
étaient proches de la source. Une source f = 1 à support compact est placée au centre
du guide. La paroi du guide est recouverte d’un matériau absorbant d’impédance
Z = 1.5(1− i). Le fluide est en mouvement uniforme de nombre de Mach M = 0.6
et on note l’apparition d’un mode instable (mode 11) comme le montre la Figure
3.20.

La figure 3.21 montre la courbe de l’erreur relative en norme L2(Ω) en fonction du
nombre des modes pour une fréquence k = 8. La solution avec DtN pour 20 modes
est encore choisie comme solution de référence. On remarque comme précédemment
qu’à partir de quatre modes (N = 4), l’erreur relative est inférieure à 1%.

Pour N = 11 qui correspond à la prise en compte du mode instable l’erreur
quadratique est de 0.0383%. Il semble donc que le mode instable n’a pas d’influence
particulière sur l’opérateur DtN. D’autre part, d’après l’étude de l’erreur précédente
(§ 6.3 page 71) on sait que l’opérateur DtN reste efficace même si on ne prend qu’un
nombre limité de modes incluant tous les modes propagatifs et quelques modes
évanescents dans la décomposition de la pression acoustique, les modes instables
ont alors peu de chance d’être pris en compte dans le développement.
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Figure 3.20 – Constantes de propagation βn (o : β+n , x : β−n ) en présence d’un
écoulement uniforme M = 0.6 pour k = 8 et Z = 1.5 − 1.5i, présence d’un mode
instable
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Figure 3.21 – Logarithme de l’erreur relative en norme L2(Ω) de la solution avec
DtN en fonction du nombre de modes : le 11eme mode est instable
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7 Guide cylindrique non uniforme en présence d’un

écoulement potentiel

Les systèmes industriels tels que les échappements d’automobile, les turboréac-
teurs d’avions ou les systèmes de ventilation ne se réduisent pas à des guides rec-
tilignes, mais ils peuvent souvent être décomposés en des systèmes élémentaires
insérés entre deux guides de section uniforme. Dans ces conditions, notre méthode
est encore applicable sous réserve de connaître le champ de vitesse dans la partie
non uniforme. Dans cette étude, le champ de vitesse dans la partie non uniforme du
guide est considéré irrotationnel (à potentiel de vitesse).

Comme dans le cas précédent, on suppose que la paroi du guide est recouverte
d’un matériau absorbant d’impédance Z, la condition limite associée est encore la
condition de Myers [61] mais pour des guides non uniformes :

v.n =
(

− ik +Mv0.∇−Mn.(n.∇)v0

)

ζ (3.57)

où ζ désigne le déplacement normal.
D’après Eversman [9], cette condition requiert maintenant la connaissance de

la dérivée normale de la composante normale de la vitesse moyenne ainsi que les
dérivées spatiales de la masse volumique moyenne le long de la paroi. Dans le cas d’un
guide non uniforme à paroi traitée, ces termes sont difficiles à expliciter. Eversman et
Okunbor [11] ont appliqué la condition de Myers en négligeant les dérivées normales
et en utilisant une approximation pour les dérivées tangentielles. Cette méthode
n’est valable que pour les géométries à section lentement variable. Eversman [9]
utilise le théorème de Stokes pour s’affranchir du calcul de ces termes dans le cas
d’un guide partiellement traité.

Afin d’utiliser la condition limite transparente développée précédemment pour
les guides non uniformes, nous considerons deux configurations de guides qui per-
mettront de nous affranchir des difficultés que nous venons de mentionner.

7.1 Guide non uniforme rigide compris entre deux guides uni-
formes traités

Nous étudions un premier exemple de guide cylindrique non uniforme constitué
d’une partie non uniforme à paroi rigide comprise entre deux guides infinis uniformes
de rayon R = 1 recouverts d’un matériau absorbant comme le montre la Figure 3.22.

Dans la partie rectiligne du guide, l’écoulement est uniforme, il est donc possible
d’utiliser les opérateurs DtN déterminés précédemment pour tronquer le domaine
d’étude sur les frontières Σ− et Σ+ placées respectivement à z = −L = −4.5 et
z = L = 4.5.

Dans la partie non uniforme, une source f = 1 à support compact de rayon
Rf = 0.25 est placée sur l’axe du guide. L’écoulement moyen est supposé potentiel,
les perturbations acoustiques le sont donc également et le potentiel acoustique φ
associé vérifie l’équation :

div(ρ0∇φ)− ρ0
d

dt

( 1

c20

dφ

dt

)

= f dans Ω (3.58)
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Figure 3.22 – Schéma de principe

où
dφ

dt
= −ikφ+Mv0.∇φ (3.59)

désigne la dérivée particulaire avec M = v∞/c∞ le nombre de Mach à l’infini (v∞ et
c∞ sont respectivement la vitesse d’écoulement et la célérité à l’infini) et k = ω/c∞.
On définit par ailleurs les grandeurs adimensionnelles suivantes :

v0 =
∇φ0
v∞

, ρ0 = 1 +
M2

2

(

1− |v0

2|
)

, c20 = ργ−1
0 (3.60)

où γ est le rapport des chaleurs spécifiques à pression et volume constants. Dans la
partie rectiligne du guide ces grandeurs sont égales à l’unité : |v0| = ρ0 = c0 = 1.

Les conditions aux limites sont données par :

∂φ

∂n
= 0 sur Γ0 ∪ ΓZ2

∂φ

∂n
= −T±ZM(φ) sur Σ±

Celle sur les parois ΓZ1 et ΓZ3 sont les conditions de Myers [61] de la même forme
que celle déjà développée dans le cas du guide rectiligne traité (3.2) :

∂φ

∂n
=
Y

ik

(

− ik +Mv0z

∂

∂z
−M

∂v0r

∂r

)

(ρ0
dφ

dt
) (3.61)

où Y = 1/Z est l’admittance acoustique adimensionnelle de la paroi.

Calcul de l’écoulement

Le potentiel des vitesses φ0 est déterminé numériquement par la méthode des
éléments finis en résolvant l’équation de Laplace, en considérant un guide rigide,
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v0r = ∂φ0/∂r est la vitesse radiale et v0z = ∂φ0/∂z désigne la vitesse axiale :

∆φ0 = 0 Ω (3.62)

φ0 = g Σ− (3.63)
∂φ0
∂n

= v0z Σ + (3.64)

∂φ0
∂n

= 0 Γ0 ∪ ΓZ1 ∪ ΓZ2 ∪ ΓZ3 (3.65)

où g est une constante correspondant à la valeur de φ0 dans la partie rectiligne du
guide. La formulation variationnelle associée est donnée par : trouver φ0 ∈ H1(Ω)
tel que ∀ψ ∈ H1(Ω) et ψ = 0 sur Σ−.

∫

Ω

∇φ0.∇ψrdrdz =

∫

Σ−

v0zψrdΣ (3.66)

Les Figures 3.23, 3.24 et 3.25 montrent le potentiel des vitesses φ0 et les compo-
santes axiale et radiale de la vitesse v0 pour φ0 = −4.1994 et v0z = 1.08517 imposés
respectivement sur Σ− et Σ+.

Figure 3.23 – Potentiel des vitesses φ0

Figure 3.24 – Vitesse axiale v0z
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Figure 3.25 – Vitesse radiale v0r

Pour écrire la formulation variationelle associée au problème acoustique (3.58),
certains termes sont linéarisés (voir annexe 2). Ainsi, pour des nombres de Mach
(M) petits, la formulation variationnelle associée au problème est donnée par :

trouver φ ∈ H1(Ω) tel que ∀ψ ∈ H1(Ω) :
∫

Ω

[

ρ0∇φ.∇ψ r − k2
ρ0
c20
φψ r − 2ikMψ r

(

v0.∇φ
)

− ikMφψ r div(
ρ0
c20

v0) (3.67)

−M2 r
(

v0.∇φ
)(

v0.∇ψ
)]

drdz

+
Y

ik

∫

ΓZ1∪ΓZ3

ρ20

[(

k2 − ikM
(∂v0r

∂r
+ div(v0)

))

φψ + 2ikMψ v0z

∂φ

∂z

+M2v20z

∂φ

∂z

∂ψ

∂z

]

rdΓ

+(1−M2)((T+
ZM(φ), ψ))− (1−M2)((T−ZM(φ), ψ))

= −
∫

Ω

fψrdrdz

où

((T+
ZM(φ), ψ)) = −

∫

Σ+

∂φ

∂z
(φ)ψ r dΣ+

iM2R

kZ(1−M2)

∂φ

∂z
(R,L)ψ(R,L)

((T+
ZM(φ), ψ)) =

∫

Σ−

∂φ

∂z
(φ)ψ r dΣ− iM2R

kZ(1−M2)

∂φ

∂z
(R,−L)ψ(R,−L)

Le domaine Ω est constitué de 2868 éléments de Lagrange d’ordre 2. Les simulations
numériques sont encore réalisées à l’aide la bibliothèque éléments finis MELINA [78].

Comme précédemment, les solutions numériques trouvées avec les opérateurs
DtN sont comparées avec les solutions provenant de l’utilisation des couches PML
d’épaisseur e = 0.5.

Les Figures 3.26, 3.27 et 3.28 montrent la répartition de la pression acoustique
dans le guide pour k = 7 et Z = 0.5(1−i) en l’absence d’écoulement (Figures 3.26-a,
3.27-a et 3.28-a) et en présence d’un écoulement uniforme (M = 0.3) sur la partie
rectiligne du guide (Figures 3.26-b, 3.27-b et 3.28-b). L’opérateur DtN est calculé
en utilisant les 20 premiers modes.

On distingue une atténuation de l’onde sur les portions traitées. En présence
d’écoulement, en plus de l’atténuation, on observe les effets de convection. L’erreur
relative en norme L2(Ω) entre les solutions DtN et les solutions PML est très faible
(voir Tableau 3.3).
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a) sans écoulement

b) avec un écoulement uniforme M = 0.3

Figure 3.26 – Partie réelle de la pression dans le guide pour k = 7, Z = 0.5(1− i)

a) sans écoulement

b) avec un écoulement uniforme M = 0.3

Figure 3.27 – Partie imaginaire de la pression dans le guide pour k = 7, Z = 0.5(1−i)
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a) sans écoulement

b) avec un écoulement uniforme M = 0.3

Figure 3.28 – Module de la pression dans le guide pour k = 7, Z = 0.5(1− i)

M ν erreur relative en norme L2(Ω)
0 0.35(1− i) 0.002176
0.3 0.22(1− i) 0.011521

Tableau 3.3 – Erreurs relatives en norme L2(Ω) entre les solutions DtN et les solu-
tions PML pour le rayonnement d’une source acoustique pour k = 7, Z = 0.5(1− i)

7.2 Guide non uniforme traité compris entre deux guides uni-
formes rigides

On présente maintenant un deuxième exemple de guide dont la partie non uni-
forme est recouverte d’un matériau absorbant d’impédance Z = 0.5(1 − i) tandis
que la partie uniforme de rayon R = 1 est rigide comme indiqué sur la Figure 3.29.
Notre but ici est d’utiliser la méthode proposée par Eversman [9], ce qui nécessite
d’avoir des parois rigides sur la partie uniforme du guide.

Le guide présente les mêmes dimensions que celui de l’exemple précédent § 7.1,
les frontières Σ− et Σ+ sont situées dans la partie rigide du guide respectivement à
z = −L = −4.5 et z = L = 4.5 et le potentiel de vitesses φ0 reste inchangé (Figure
3.23). Une source f = 1 de rayon Rf = 0.3 est placée sur l’axe dans la partie non
uniforme du guide.
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L’équation de propagation et les conditions aux limites sont données par :

div(ρ0∇φ)− ρ0
d

dt
(
1

c20

dφ

dt
) = f dans Ω (3.68)

∂φ

∂n
= 0 sur Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2 (3.69)

∂φ

∂n
=
Y

ik

(

(ik −Mv0.∇+Mn.(n.∇)v0)(ρ0
dφ

dt
)
)

sur ΓZ (3.70)

∂φ

∂n
= −T±(φ) sur Σ± (3.71)

où T (φ) désigne l’opérateur DtN.

r

Source

z
−L L0

Σ+Σ−

Ω

ΓZ

Γ1 Γ2

Γ0

Figure 3.29 – Schéma de principe

Pour des nombres de Mach petits, la formulation variationnelle associée au pro-
blème s’écrit :

∫

Ω

[

ρ0∇φ.∇ψ r − k2
ρ0
c20
φψ r − 2ikMψ r

(

v0.∇φ
)

− ikMφψ r div(
ρ0
c20

v0) (3.72)

−M2 r
(

v0.∇φ
)(

v0.∇ψ
)]

drdz

−
∫

ΓZ

ρ0ψ r ∇φ.n dΓ± (1−M2)

∫

Σ±

∂φ

∂z
(φ)ψ r dΣ = −

∫

Ω

fψrdrdz

En appliquant la condition de Myers [61] précédente (3.70), l’intégrale sur la paroi
ΓZ s’écrit :

∫

ΓZ

ρ0ψr∇φ.ndΓ =
Y

ik

∫

ΓZ

ρ0ψr
(

ikη −Mv0.∇η +Mηn.(n.∇)v0

)

dΓ (3.73)

où η = ρ0dφ/dt. On pose :

Mηρ0ψrn.(n.∇)v0 =Mn.(n.∇)ηρ0ψrv0 =M
∂

∂n

(

ρ0 η ψrv0n

)

où v0n est la composante normale de la vitesse v0.
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L’intégrale sur la paroi ΓZ s’écrit maintenant :
∫

ΓZ

ρ0ψr∇φ.ndΓ =
Y

ik

∫

ΓZ

(

ikηρ0ψr−Mρ0ψrv0.∇η+M
∂

∂n

(

ρ0 η ψrv0n

))

dΓ (3.74)

L’intégrale sur ΓZ (3.74) nécessite la connaissance de la dérivée normale de v0n

ainsi que les dérivées spatiales de la masse volumique moyenne ρ0 le long de la
paroi. Pour s’affranchir de cette difficulté, Eversman [9] fait un développement de
l’intégrale sur la paroi en utilisant le théorème de Stokes. Nous adoptons ici cette
démarche dont les détails du développement sont présentés dans l’annexe 3.

En utilisant le théorème de Stokes, l’intégrale 3.73 devient :
∫

ΓZ

ρ0ψr∇φ.ndΓ = −Y
ik

∫

ΓZ

ρ20

[

k2φψ + ikM
(

ψv0.∇φ− φv0.∇ψ
)

(3.75)

+M2
(

v0.∇φ
)(

v0.∇ψ
)]

rdΓ

Finalement la formulation variationnelle associée au problème de rayonnement acous-
tique s’écrit :

∫

Ω

[

ρ0∇φ.∇ψ r − k2
ρ0
c20
φψ r − 2ikMψ r

(

v0.∇φ
)

− ikMφψ r div(
ρ0
c20

v0) (3.76)

−M2 r
(

v0.∇φ
)(

v0.∇ψ
)]

drdz

+
Y

ik

∫

ΓZ

ρ20

[

k2φψ + ikM
(

ψv0.∇φ− φv0.∇ψ
)

+M2
(

v0.∇φ
)(

v0.∇ψ
)]

rdΓ

±(1−M2)

∫

Σ±

T±(φ)ψ r dΣ = −
∫

Ω

fψrdrdz

où T±(φ) désigne les opérateurs DtN écrits sur les frontières Σ− et Σ+ situées dans
la partie rigide du guide.

Le domaine Ω est discrétisé à l’aide de 2634 éléments de Lagrange d’ordre 2. Les
solutions numériques trouvées avec les opérateurs DtN sont encore comparées avec
les solutions provenant de l’utilisation des couches PML d’épaisseur e = 0.5.

Les Figures 3.30, 3.31 et 3.32 montrent la répartition de la pression acoustique
dans le guide pour k = 7 et Z = 0.5(1− i) en l’absence d’écoulement (Figure 3.30-a,
3.31-a et 3.32-a) et en présence d’un écoulement uniforme (M = 0.3) sur la partie
rectiligne du guide (Figure 3.30-b, 3.31-b et 3.32-b). L’opérateur DtN est encore
calculé en utilisant les 20 premiers modes.

L’erreur relative en norme L2(Ω) entre les solutions DtN et les solutions PML
est très faible (voir Tableau 3.4).
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a) sans écoulement

b) avec un écoulement uniforme M = 0.3

Figure 3.30 – Partie réelle de la pression dans le guide pour k = 7, Z = 0.5(1− i)

a) sans écoulement

b) avec un écoulement uniforme M = 0.3

Figure 3.31 – Partie imaginaire de la pression dans le guide pour k = 7, Z = 0.5(1−i)
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a) sans écoulement

b) avec un écoulement uniforme M = 0.3

Figure 3.32 – Module de la pression dans le guide pour k = 7, Z = 0.5(1− i)

M ν erreur relative en norme L2(Ω)
0 0.19(1− i) 0.004382
0.3 0.26(1− i) 0.015390

Tableau 3.4 – Erreurs relatives en norme L2(Ω) entre les solutions DtN et les solu-
tions PML pour le rayonnement d’une source acoustique pour k = 7, Z = 0.5(1− i)

8 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de proposer une nouvelle condition limite transpa-
rente pour des guides cylindriques axisymétriques infinis à parois traitées avec des
matériaux absorbants d’impédance Z.

Comme nous l’avons vu au chapitre 2, pour un guide traité sans écoulement, il
existe une relation de biorthogonalité qui permet d’expliciter les opérateurs DtN.
En présence d’un écoulement uniforme, les modes ne sont toujours pas orthogonaux
mais, il est possible d’introduire une relation d’orthogonalité asymptotique. L’opé-
rateur DtN peut alors être déterminé moyennant le calcul d’une matrice spectrale
qui devient diagonale quand l’ordre des modes augmente.

La méthode développée dans cette étude a également été appliquée pour un guide
non uniforme en présence d’un écoulement potentiel. Les résultats obtenus sont en
bon accord avec ceux obtenus avec des couches PML.

Dans le prochain chapitre, les méthodes exposées ici seront appliquées à un guide
traité par un matériau à réaction non localisée caractérisé par un fluide équivalent
en présence ou non d’un écoulement uniforme.



Chapitre 4

Description des matériaux

absorbants en acoustique

1 Introduction

Avec le développement des moyens de transport (automobiles, avions etc), la
lutte contre le bruit et les nuisances sonores constitue une question importante pour
les sociétés modernes. Les constructeurs subissent donc de plus en plus de pression
pour la réduction de ces nuisances sonores. Une solution efficace consiste à trai-
ter le problème dès la phase de conception. L’utilisation des matériaux absorbants
constitue dans ce cas une option très intéressante. Cette perspective a eu pour ef-
fet de relancer l’intérêt des chercheurs pour l’étude des matériaux absorbants pour
l’acoustique durant ces dernières décennies. On peut distinguer deux catégories de
matériaux absorbants [57] : les matériaux absorbants à réaction localisée qui sont
caractérisés par une impédance locale, et les matériaux absorbants à réaction non lo-
calisée. La dernière catégorie concerne essentiellement les matériaux poreux lorsque
la longueur d’onde est grande devant la taille caractéristique des hétérogénéités.

Un matériau poreux est un matériau hétérogène constitué d’une phase solide ou
squelette et d’une phase fluide. Le squelette peut être continu (mousses, céramiques)
ou non (matériaux granulaires). Dans les applications en ingénierie acoustique, la
phase fluide est généralement constituée d’air qui sature le réseau poreux. Le com-
portement acoustique du matériau poreux dépend non seulement de la phase fluide,
mais aussi de la rigidité du squelette. Il existe une littérature bien fournie dans le
domaine de la modélisation acoustique et les modèles proposés vont des modèles
simples ou empiriques aux théories très élaborées.

Dans ce chapitre, nous présentons une description succinte des matériaux ab-
sorbants et les différents modèles existants. Nous abordons d’abord les matériaux
absorbants à réaction localisée. Ensuite, le cas des matériaux absorbants à réaction
non localisée (matériaux poreux pour des grandes longueurs d’onde) caractérisés
par un fluide équivalent (lorsque le squelette peut être considéré comme rigide) est
exposé.

85
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2 Matériaux absorbants à réaction localisée

Nous présentons dans cette section, une description succinte des matériaux ab-
sorbants d’impédance Z que nous avons déjà utilisés dans les chapitres 2 et 3. Selon
Nayfeh [57], les matériaux absorbants à réaction localisée (matériaux absorbants
d’impédance Z) ont pour propriété de ne permettre la propagation que dans la
direction normale à la paroi. Ce sont des matériaux formés en général de plaques
perforées couplées à des cavités en nids d’abeilles (honeycomb cavities) formant une
succession de résonateurs de Helmholtz comme illustré sur la Figure 4.2. Il n’y a
pas d’interaction entre deux points du milieu espacés d’une distance supérieure à la
période des nids d’abeilles.

Figure 4.1 – Matériau absorbant à réaction localisée : d’après S. Rienstra [2]

Ils sont souvent utilisés dans l’aéronautique car ils présentent de très bonnes
propriétés mécaniques (légers, structure solide) [57] et peuvent résister à de fortes
températures. De même, ils sont facile à fabriquer et sont caractérisés par une im-
pédance acoustique de paroi (impédance locale) (voir Figure 4.2).

locally reacting liner

x

y

O

Figure 4.2 – Guide 2D à paroi absorbante à réaction localisée

L’impédance acoustique de paroi est définie comme le rapport de la pression
acoustique sur la composante de la vitesse acoustique normale à la paroi, à sa surface
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[88]. Elle est généralement notée Z0 :

Z0 =
p

v.n
(4.1)

où n désigne la normale extérieure à la paroi. En général, Z0 est complexe et s’écrit
sous la forme :

Z0 = R0 + iX0

où R0 est la partie résistive et X0 est la partie réactive de l’impédance. Tous ces
paramètres dépendent de la fréquence et du matériau constituant la paroi.

L’impédance acoustique de paroi est différente de l’impédance caractéristique ou
spécifique Zc du milieu de propagation (solide, liquide ou gazeux). Cette dernière est
une propriété du matériau considéré et est égale au produit de la masse volumique
du matériau ρ(ω) par la vitesse du son c(ω) dans ce même matériau :

Zc = ρ(ω)c(ω) (4.2)

Dans l’air, elle est donnée par : Zc = ρ0c0, où ρ0 et c0 sont respectivement la masse
volumique et la célérité du son dans l’air. Le rapport de l’impédance acoustique de
paroi sur l’impédance caractérisque dans l’air donne une impédance sans dimension
appelée impédance réduite que l’on note :

Z =
Z0
ρ0c0

(4.3)

Cependant comme nous l’avons vu au chapitre 3 (page 59), l’utilisation des ma-
tériaux absorbants à réaction localisée dans des guides en présence d’un écoulement
uniforme présente quelques instabilités. Rienstra et Vilenski [8] ont constaté que ces
instabilités apparaissent seulement en présence d’écoulement lorsque la couche limite
est très mince. Ils montrent que ces instabilités disparaissent lorsque l’on augmente
l’épaisseur de la couche limite. Un autre inconvénient des matériaux absorbants à
réaction localisée est qu’ils ne sont efficaces que pour une gamme de fréquence don-
née [60]. En effet, la capacité des résonateurs à absorber le son diminue pour des
fréquences situées en dehors de cette gamme contrairement aux matériaux absor-
bants à réaction non localisée qui sont efficaces pour une large bande.

3 Matériaux absorbants à réaction non localisée :

matériaux poreux

Les matériaux absorbants à réaction non localisée (bulk-reacting materials) per-
mettent la propagation dans plusieurs directions si on considère que les longueurs
d’onde sont grandes devant la taille des hétérogénéités. Tous les points du milieu
interagissent les uns avec les autres. Ces absorbants sont des matériaux poreux
isotropes ou anisotropes et sont largement utilisés dans des domaines comme l’au-
tomobile (habitacle, silencieux d’échappement etc) et le bâtiment.

Dans cette section, nous présentons les différents modèles proposés dans la litté-
rature pour caractériser les matériaux poreux.
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3.1 Modélisation acoustique des matériaux poreux

L’approche la plus générale de l’étude de la propagation acoustique dans les mi-
lieux poreux consiste à considérer des mouvements associés au passage des ondes
aussi bien pour le squelette solide que pour le fluide saturant. Cependant dans cer-
tains cas, le fluide peut être considéré comme bien plus léger et compressible que
le squelette solide. C’est le cas très souvent pour les matériaux poreux saturés d’air
(matériaux en ingénierie acoustique) dans le domaine de fréquences utilisé. Cette
situation correspond à l’approximation du squelette rigide dans laquelle le matériau
est considéré comme étant un fluide “équivalent” avec des propriétés effectives.

En approximation du fluide équivalent, un certain nombre de modèles ont été
établis au cours des années, parmi lesquels on trouve le modèle de Zwikker et Kös-
ten [62], le modèle de Delany-Bazley [59] ou le modèle plus récent de Miki [89, 90].

Des modèles plus élaborés existent. Ces modèles sont pour la plupart basés sur
la théorie originale de Biot [63, 64] et peuvent être utilisés dans l’approximation du
fluide équivalent ou, tout aussi bien dans le cadre général de la poroélasticité pro-
posée par Biot.

3.1.1 Modèles simples en fluide équivalent

A - Modèle de Zwikker et Kösten

La modélisation du comportement dynamique des milieux poreux date des années
1950. Zwikker et Kösten [62] ont initié les premiers travaux. Leurs formulations et
leurs modèles étaient relativement simples mais limités aux matériaux poreux à
pores cylindriques. Ils ont introduit la notion de fréquence de découplage à partir
de laquelle les mouvements de la phase fluide n’engendrent plus de déformations de
la phase solide :

fd =
1

2π

σφ2

ρ1
(4.4)

où σ, φ et ρ1 désignent respectivement la résistivité, la porosité et la densité de la
phase solide du matériau poreux. Pour des fréquences supérieures à fd, le squelette
est considéré comme rigide. C’est le modèle de Zwikker et Kösten à deux paramètres
(σ et φ).

Par ailleurs, Zwikker et Kösten ont pris en compte les effets visqueux et ther-
miques en modifiant respectivement, la masse volumique et le module de compres-
sibilité dynamique de la phase fluide.

Attenborough [91] a proposé à la suite des travaux de Zwikker et Kösten, une
formulation modifiée prenant en compte n’importe quel type de pores.

B - Modèle de Delany-Bazley

En 1970, Delany et Bazley ont formulé un modèle empirique de matériaux fi-
breux dont les paramètres sont l’impédance caractéristique Zc et le nombre d’onde
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complexe k fonctions de la fréquence.

Zc = R(f) + jX(f) avec







R(f) = ρ0c0[1 + 0.571x−0.754]

X(f) = ρ0c0[−j0.087x−0.732]

k = α(f) + jβ(f) avec







α(f) = (ω/c0)[1 + 0.0978x−0.700]

β(f) = (ω/c0)[−j0.189x−0.595]

où x = ρ0f/σ. La fréquence f est liée à la pulsation ω par ω = 2πf . Les deux
paramètres du modèle de Delany et Bazley ont été mesurés pour une large gamme
de fréquences dans de nombreux matériaux fibreux dont la porosité est proche de
l’unité. Ce modèle est toujours utilisé [92] étant donné sa simplicité car il ne nécessite
que la connaissance de la résistance au passage à l’air (σ).

C - Modèle de Miki

Miki [89, 90] a repris les travaux de Delany et Bazley en suggérant différentes
expressions empiriques de k et de Zc pour des plages de fréquences spécifiques et
pour différents matériaux.

Miki a constaté que la partie réelle de l’impédance du modèle de Delany et Bazley
devient négative en basse fréquence [89] pour les matériaux à couches multiples.
Il a alors introduit une modification des deux paramètres (impédance et nombre
d’onde) et cela satisfait à la propriété physique R(f) ≥ 0. Cette approche de Miki
est basée sur l’analogie avec les circuits électriques. Constatant que son nouveau
modèle empirique était néanmoins limité aux matériaux dont la porosité est proche
de l’unité, Miki a procédé à une généralisation de ce modèle prenant en compte cette
fois-ci la porosité, la tortuosité et du facteur de forme des pores. Miki a comparé
son modèle avec celui d’Attenborough [93].

De son côté, Komatsu [94] a proposé tout récemment une méthode de prédiction
des propriétés acoustiques de matériaux fibreux basée sur la résistivité du matériau
et en introduisant une expression logarithmique dans les équations de l’impédance
caractéristique.

A partir des modèles empiriques susmentionnés, il est possible de déduire une
masse volumique complexe et un module de compression complexe du milieu. Ces
modèles rentrent dans le cadre global du modèle du fluide équivalent.

A coté de ces modèles simples, des modèles plus élaborés ont été proposés. Ces
modèles sont basés sur la théorie de Biot [63, 64].

3.1.2 Modèles plus élaborés : formalisme de Biot

Biot a proposé en 1956, un modèle pour les matériaux poreux à squelette élas-
tique dont les pores sont interconnectées et les longueurs d’onde suffisamment grandes
devant la taille caractéristique des hétérogénéités.

Ce modèle fait suite à une première théorie développée par Biot lui-même en
1941 sur la consolidation des matériaux poreux isotropes [95], élargie par la suite aux
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matériaux poreux anisotropes à squelette purement élastique [96]. Cette première
théorie de l’élasticité des matériaux poreux s’applique avant tout à la prédiction au
cours du temps des contraintes et des déformations dans un matériau solide poreux
à travers lequel une infiltration de fluide se produit.

Biot a développé ensuite la théorie de la propagation des ondes élastiques dans un
solide poreux saturé de fluide. Biot a établi une formulation (u,U) symétrique où u

et U désignent le déplacement du solide et du fluide respectivement. Biot a fait cette
étude d’abord en basses fréquences [63] puis l’a étendue aux hautes fréquences [64]
pour lesquelles l’écoulement du fluide dans les pores n’est plus celui de Poiseuille en
introduisant un facteur de sinuosité et un facteur structural liés à la géométrie des
pores.

En 1962, Biot a proposé une formulation alternative [97] à la formulation (u,U)
précédente en introduisant notamment un opérateur de tenseur viscodynamique qui
permet de prendre en compte le mouvement relatif du fluide par rapport au squelette
solide. C’est la formulation (u,w) où w désigne le déplacement relatif du fluide par
rapport au solide.

La théorie acoustique de Biot de 1956 [63, 64] constitue la base de tous les mo-
dèles élaborés présentés dans cette section.

Attenborough [91] a proposé à la suite des travaux de Zwikker et Kosten et de
Biot, un modèle phénoménologique pour les matériaux fibreux à squelette rigide.
Il introduit notamment un facteur de forme des pores. Son modèle à quatre para-
mètres (porosité, résistivité, tortuosité et facteur de forme des pores) permet une
meilleure prédiction des caractérisques des matériaux poreux par rapport au modèle
empirique de Delany et Bazley [59] basé uniquement sur la résistivité.

Johnson et al [98] ont étudié le comportement asymptotique hautes fréquences
d’un fluide newtonien soumis à un gradient de pression dans les pores d’un mi-
lieu poreux isotrope à structure rigide. Ils introduisent un paramètre macroscopique
Λ appelé longueur caractéristique visqueuse. Ce paramètre lié à la géometrie des
pores, a permis aux auteurs de construire un modèle permettant d’étudier les ef-
fets visqueux basses et hautes fréquences. Ils ont notamment défini la tortuosité et
la perméabilité dynamiques du milieu qui sont deux paramètres liés et constituent
en quelques sortes des fonctions d’interpolations entre les comportements basses et
hautes fréquences.

En s’inspirant des travaux de Johnson et al, Allard [99] et Champoux et Al-
lard [100] se sont intéressés aux effets thermiques dans les matériaux poreux saturés
d’air. Ils introduisent la longueur caractéristique thermique Λ′ qui est un paramètre
caractérisant le comportement asymptotique hautes fréquences. Le modèle du fluide
équivalent ainsi développé est appelé le modèle de Johnson-Champoux-Allard à cinq
paramètres. Lafarge et al [101] ont défini à la suite des travaux de Johnson et al
et de Champoux et allard, la perméabilité thermique k′0 qui modélise les échanges
thermiques entre le squelette et le fluide saturant en basses fréquences.

Cependant, la résolution des équations de Biot par des méthodes numériques
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comme la méthode des éléments finis nécessite un temps de calcul important du fait
du grand nombre de dégrés de liberté. Cette contrainte a amené certains auteurs
à proposer de nouvelles formulations, certes basées sur celles de Biot [63, 64], mais
en y incluant la pression acoustique p. Atalla et al [102] ont proposé un modèle
numérique en acoustique des poreux basée sur une formation (u,p) où p désigne la
pression. Cette formulation permet notamment d’étudier le problème poroélastique
de Biot tout en diminuant le nombre de dégré de liberté. Une autre formulation a
été proposée par Dazel [103] tout récemment. Cette formulation appelée formulation
(u,p,ϕ) ( où ϕ désigne le potentiel des déplacements fluides) se prête facilement à
une interprétation énergétique en isolant notamment les énergies de déformations et
cinétiques et la puissance dissipée dans le matériau poreux, mais conduit aux mêmes
systèmes numériques à résoudre que la formulation (u,U ) de Biot.

Un des résultats de la théorie de Biot est que trois types d’ondes se propagent
dans le milieu poreux à squelette continu (connexe) : deux ondes de compression et
une onde de cisaillement. Le formalisme de Biot bien qu’au départ était appliqué en
géophysique, est celui qui est encore utilisé de nos jours, même s’il a subi quelques
modifications.

A. Formulation en déplacements (u,U)

Biot a défini les relations contrainte-déformation pour les matériaux poreux élas-
tiques à partir de l’énergie potentielle de déformation. Les contraintes appliquées au
squelette sont notées σs

ij et celles appliquées au fluide sont notées σf
ij avec :

σf
ij = −βpδij (4.5)

où β désigne la porosité surfacique et δ est le symbole de Kronecker. Dans le cas
de matériaux poreux statistiquement isotropes, β est équivalente à la porosité volu-
mique φ : σf

ij = −φpδij . Les déformations du squelette ǫsij et du fluide ǫfij sont liées

aux contraintes σs
ij et σf

ij par [99] :

σs
ij = [(P − 2N)div(u) +Qdiv(U)] + 2Nǫsij (4.6)

σf
ii = −φp = Qdiv(u) +Rdiv(U) (4.7)

Où N désigne le module de cisaillement du squelette et u et U représentent les
vecteurs des déplacements macroscopiques du solide et du fluide respectivement.
Dans le cas où le fluide est de l’air, les coefficients élastiques P et R et le coefficient
de couplage élastique des phases solide et fluide Q sont donnés par Allard [99] :

P =
(1− φ)2

φ
Kf + 2N

ν

1− 2ν
(4.8)

R = φKf (4.9)

Q = (1− φ)Kf (4.10)

où ν désigne le coefficient de Poisson du squelette et Kf est le module de compression
du fluide. Les relations (4.8), (4.9) et (4.10) sont données en supposant que le module
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de compression du squelette Kb est très petit devant le module de compression du
matériau constituant la phase solide Ks : Ks >> Kb.

Biot a établi l’équation d’équilibre dynamique (équation du mouvement) en te-
nant compte de l’énergie potentielle de dissipation visqueuse et de l’énergie cinétique.
Dans le cadre global de la théorie de Biot-Allard présentée en 1993 par Allard [99],
cette équation est donnée par :

div(σs
ij) = ρ11ü+ ρ12Ü + b̃(u̇− U̇) (4.11)

div(σf
ii) = ρ12ü+ ρ22Ü − b̃(u̇− U̇)

où les coefficients ρ11 et ρ22 sont respectivement les masses volumiques apparentes
de Biot des phases solide et fluide qui rendent compte des énergies cinétiques dans
les deux milieux. Le paramètre ρ12 est un coefficient de couplage inertiel entre les
deux phases [99, 102]. Dans la théorie de Biot, ces coefficients de masse dépendent
seulement des effets géométriques et sont liés aux masses volumiques du matériau
(ρs) et du fluide (ρ0) (voir Allard [99]) :

ρ11 = (1− φ)ρs − ρ12; ρ22 = φρ0 − ρ12; ρ12 = −φρ0(α∞ − 1) (4.12)

où α∞ est la tortuosité du matériau poreux et b̃ est un coefficient d’amortissement
visqueux complexe dépendant de la fréquence qui rend compte des effets visqueux
sur la propagation des ondes acoustiques et élastiques dans les milieux poreux. Il est
lié à un correcteur de viscosité G̃ introduit par Johnson et al [98]. Le paramètre G̃
traduit le fait que l’écoulement dans les pores s’éloigne d’un écoulement de Poiseuille
lorsque la pulsation ω augmente :

b̃ = φ2σG̃ (4.13)

Cependant, cette formulation nécessite un temps de calcul très long pour des réso-
lutions par des méthodes numériques étant donné qu’il y a six dégrés de liberté par
noeud [102]. Une alternative à cette formulation est la formulation mixte (u,p) qui
ne nécessite que quatre dégrés de liberté par noeud.

B. Formulation (u,p) de l’équation du mouvement de Biot

Contrairement à la formulation précédente en déplacements (u,U), une formu-
lation mixte déplacement-pression a été proposée [102,104]. Elle dérive directement
de l’équation poroélastique de Biot [63, 64] où p désigne la pression dans le milieu
fluide. Elle est donnée en régime harmonique (e−iωt) par :

div(σs
ij) + ω2

(

ρ̃11u+ ρ̃12U
)

= 0 (4.14)

−φ∇p + ω2
(

ρ̃12u+ ρ̃22U
)

= 0

Les masses volumiques dynamiques de Biot ρ̃11, ρ̃12 et ρ̃22 tiennent compte des effets
d’inertie et visqueux. Elles sont données par :

ρ̃11 = ρ11 −
b̃

iω
(4.15)

ρ̃22 = ρ22 −
b̃

iω

ρ̃12 = ρ12 +
b̃

iω
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La deuxième équation de (4.14) permet d’écrire :

U =
φ

ω2ρ̃22
∇p− ρ̃12

ρ̃22
u (4.16)

En reportant U dans la première équation de (4.14), il vient :

ω2ρ̃su+ φ
ρ̃12
ρ̃22

∇p+ div(σs
ij) = 0 (4.17)

ρ̃s = ρ̃11 −
(ρ̃12)

2

ρ̃22
(4.18)

En prenant la divergence de U dans (4.16) et en combinant avec l’équation (4.7), la
formulation (u,p) des phases solide et fluide du matériau s’écrit d’après [102] :

div(σ′sij) + ω2ρ̃su+ γ̃∇p = 0 (4.19)

∆p + ω2
ρ̃22
φKf

p− ω2
ρ̃22
φ2
γ̃div(u) = 0

où γ̃ est un coefficient de couplage, σ′sij est un tenseur de contrainte in vacuo.

γ̃ = φ
(1− φ

φ
− ρ̃12
ρ̃22

)

(4.20)

La formulation (u,p) est adaptée pour les matériaux poroélastiques car elle tient
compte des couplages entre la phase fluide et la phase solide tout en minimisant
le nombre de variables. En plus, l’équation de la phase fluide est une équation de
propagation d’onde avec un terme source :

∇p+ ω2
ρ̃22
φKf

p = ω2
ρ̃22
φ2
γ̃div(u) (4.21)

Pour des matériaux dont la matrice est supposée rigide (u = 0), on aboutit à une
formulation dont la variable est la pression (p).

3.2 Modèle du fluide équivalent : formulation (p)

Pour un matériau poreux à squelette rigide, une seule onde de compression se
propage dans le milieu. On ne prend en compte dans la modélisation que le mouve-
ment de la phase fluide. C’est le modèle du fluide équivalent.

La propagation du son dans un fluide équivalent est gouvernée par l’équation des
ondes tout comme pour un milieu fluide. Cependant, on utilise une masse volumique
dynamique complexe équivalente et un module de compressibilité dynamique com-
plexe équivalent qui rendent compte respectivement des mécanismes de dissipation
visqueuse et thermique dans le milieu poreux. La masse volumique dynamique et le
module de rigidité dynamique s’expriment en fonction de cinq paramètres comme
décrit dans le modèle de Johnson-Champoux-Allard [99] : la porosité φ, la résistance
à l’écoulement σ, la tortuosité α∞, la longueur caractéristique visqueuse Λ et la lon-
gueur caractéristique thermique Λ′. Ces paramètres sont définis dans la section 3.3.
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Pour un matériau poreux à squelette rigide, seule la deuxième équation de (4.19)
est prise en compte. La propagation des ondes obéit donc à un modèle de fluide
équivalent décrit par l’équation des ondes suivante [102, 105] :

∆p+ ω2
ρ̃e

K̃e

p = 0 (4.22)

où ρ̃e et K̃e sont respectivement la masse volumique dynamique complexe et le
module de rigidité dynamique complexe du fluide équivalent.

ρ̃e =
ρ̃22
φ

; K̃e = Kf (4.23)

Ils sont donnés par [98, 99] :

ρ̃e = ρ0α∞ −
φ

iω
σG̃ ; G̃ =

√

1 +
4α2∞ηρ0ω

iσ2Λ2φ2
(4.24)

K̃e =
γP0

γ − (γ − 1)
[

1 + i8η
Λ′2ωB2ρ0

G̃′
]−1 ; G̃′ =

√

1 +
ωΛ′2B2ρ0
i16η

(4.25)

où B désigne le nombre de Prandt, γ est le rapport des chaleurs spécifiques de l’air,
P0 est la pression atmosphérique et η est la viscosité dynamique de l’air.

3.3 Paramètres du modèle de Johnson-Champoux-Allard

Les paramètres du modèle de Johnson-Champoux-Allard [100] sont au nombre
de cinq. Ces paramètres permettent notamment d’écrire la masse volumique dyna-
mique complexe et le module de rigidité dynamique complexe du modèle du fluide
équivalent déjà mentionné.

• La porosité volumique ou ouverte est le rapport du volume des pores Vpores

sur le volume total du matériau poreux Vtot :

φ =
Vpores

Vtot
(4.26)

Plusieurs méthodes sont proposées dans la littérature pour mesurer la porosité [106].

P. Leclaire et al [107] ont proposé une méthode de mesure de la porosité pour
les matériaux à pores ouverts, en s’inspirant de celle proposé par Beranek [108] en
1942. Cette méthode est basée sur une comparaison du volume d’air contenu dans
deux chambres de mesure. Leur méthode est simple et permet de réduire considéra-
blement l’effet de la température sur les résultats.

• La résistivité [109,110] exprime la résistance du matériau au passage du fluide.
Elle est liée à la perméabilité de Darcy k0 par :

σ =
η

k0
(4.27)
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où η désigne la viscosité dynamique de l’air. Elle constitue le seul paramètre utilisé
pour caractériser le matériau poreux dans les modèles de Delany-Bazley [59] et de
Delany-Bazley-Miki [89].

• La tortuosité décrit le parcours du fluide dans le poreux [63,98]. Elle est une
grandeur adimensionnelle. Elle est donnée par :

α∞ =
1
V

∫

V
v2 dV

(
1
V

∫

V
v dV

)2 (4.28)

où v est la vitesse du fluide dans les pores en hautes fréquences et V désigne le
volume du fluide contenu dans les pores.

• La longueur caractéristique visqueuse est un paramètre qui décrit les effets vis-
queux en moyennes et hautes fréquences. Elle a été introduite par Johnson et al [98]
en 1987 pour la détermination de la masse volumique dynamique complexe. Ceci
a permis de modéliser le matériau poreux tout en améliorant la modélisation des
effets visqueux et en prenant en compte la distorsion du profil d’écoulement dans les
pores en hautes fréquences. La nouvelle formule qu’ils ont proposée est compatible
avec des pores de formes quelconques. Elle est donnée analytiquement par :

2

Λ
=

∫

S
v2(rw)dS

∫

V
v2(r)dV

(4.29)

où S est la surface des pores. v(r) représente la vitesse du fluide dans le volume des
pores et v(rw) désigne cette vitesse sur la paroi des pores. La longueur Λ est définie
pour un fluide parfait (sans viscosité) ou encore pour des fréquences infinies de sorte
que l’épaisseur de la couche limite tende vers zéro [98].

• La longueur caractéristique thermique a été introduite par Champoux et Al-
lard [100] pour mettre en évidence les échanges thermiques internes au poreux en
s’inspirant des travaux de Johnson, Koplik et Dashen [98]. Elle s’exprime par :

2

Λ′
=

∫

S
dS

∫

V
dV

(4.30)

Les deux paramètres caractéristiques ne dépendent que de la géométrie interne du
poreux avec Λ < Λ′ (voir Figure 4.3).

Leclaire et al [111] ont proposé une méthode de mesure ultrasonore des longueurs
caractéristiques visqueuses et thermiques. Cette méthode consiste à remplacer l’air
saturant le poreux par l’hélium et à étudier la transmission de l’onde acoustique
en hautes fréquences. En exploitant la différence des propriétés physiques de l’air
et de l’hélium et en combinant avec le comportement asymptotique des courbes de
dispersion en hautes fréquences, leur méthode permet de déterminer simultanément
les deux paramètres Λ et Λ′.

Fellah et al [112] ont proposé une méthode de résolution numérique du problème
inverse de propagation acoustique dans les matériaux poreux à squelette rigide. Cette
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’Λ Λ

Figure 4.3 – Représentation de Λ et Λ′ dans les pores

méthode, basée sur la méthode des moindres carrés dans le domaine temporel, utilise
les données des ondes transmises et refléchies obtenues par des mesures ultrasonores.
Cette technique permet de déterminer simultanément tous les paramètres physiques
intervenant dans la propagation. Les longueurs caractéristiques Λ et Λ′ sont estimées
en considérant un rapport de trois entre elles (Λ′/Λ = 3). Les paramètres obtenus
sont en bon accord avec ceux donnés par les méthodes classiques [111, 113].

Par analogie aux longueurs caractéristiques visqueuses Λ et thermiques Λ′, Pan-
neton [105] a introduit en 1996 la notion de fréquences caractéristiques visqueuses
H et thermiques H ′. Ces deux paramètres sont liés respectivement aux facteurs G̃
et G̃′ et permettent de séparer explicitement la partie réelle et la partie imaginaire
de ces deux facteurs :

H =
σ2Λ2φ2

4α2∞ηρ0
; H ′ =

16η

Λ′2B2ρ0
(4.31)

Les facteurs G̃ et G̃′ s’écrivent maintenant :

G̃ =

√

1 +
ω

iH
; G̃′ =

√

1 +
ω

iH ′
(4.32)

Dans son étude, Panneton [105] a développé de nouveaux modèles par éléments finis
du comportement vibroacoustique des matériaux poreux et du couplage élasto-poro-
acoustique. Il a étudié le couplage d’un système composé d’un milieu poroélastique,
d’un milieu élastique et d’un milieu acoustique. Cette étude a permis de comprendre
l’influence des matériaux poreux et leurs conditions de montage (conditions aux
limites et de couplage) sur le comportement vibroacoustique de systèmes élasto-
poro-acoustiques.

4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différents types de matériaux absor-
bants utilisés pour l’atténuation du son. Il s’agit des matériaux absorbants à réaction
localisée modélisés par leurs impédances et les matériaux absorbants à réaction non
localisée.

Nos avons en outre passé en revue la plupart des modèles sur les matériaux po-
reux utilisés pour l’absorption acoustique. Ces modèles sont classés suivant la rigidité
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du squelette du poreux. Si le squelette est très rigide et bien plus lourd que le fluide
saturant les pores, le matériau poreux peut être modélisé par un fluide équivalent.
Par contre pour un matériau à squelette élastique, il faut tenir compte aussi bien
du mouvement du fluide que du solide et le modèle le plus adapté pour ce type de
matériau est un modèle basé sur la théorie de Biot.

Dans la suite de notre travail, nous étudions dans le chapitre 5 la propagation
acoustique dans un guide 2D rectiligne infini composé d’un domaine fluide couplé
avec un domaine poreux modélisé par un fluide équivalent (voir figure 4.4).

Tous les paramètres du fluide équivalent sont considérés comme des données, le
but étant d’écrire une condition limite transparente pour ces types de configurations.
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Figure 4.4 – Guide 2D infini à paroi traitée par un matériau absorbant à réaction
non localisée
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Chapitre 5

Guides infinis traités par un matériau

absorbant à réaction non localisée

1 Introduction

Dans le chapitre 2, nous avons étudié la propagation des ondes acoustiques dans
les guides traités par un matériau absorbant décrit par une condition limite d’im-
pédance acoustique. Dans le chapitre 3, nous avons vu que cette modélisation cor-
respond à des matériaux à réaction localisée applicables pour des configurations
particulières (réseau de résonateurs dans les nacelles d’avion) mais souvent injus-
tifiée pour la plupart des matériaux poreux utilisés pour l’absorption des ondes
acoustiques. D’autre part, l’impédance acoustique des matériaux étant souvent me-
surée sous incidence normale et sans écoulement, on peut alors s’interroger sur la
qualité des modèles basés sur une condition limite d’impédance en propagation gui-
dée puisque les ondes se propagent tangentiellement au traitement acoustique.

On s’intéresse donc dans ce dernier chapitre à l’écriture d’un opérateur DtN
pour la modélisation des guides 2D infinis dont la paroi est traitée par un matériau
absorbant à réaction non localisée modélisé par un fluide équivalent. Malgré les hy-
pothèses liées à l’usage du modèle du fluide équivalent (cf chapitre 4 page 93), on
sait qu’il donne d’excellents résultats pour une large gamme de matériaux poreux.
De plus, le fluide équivalent étant gouverné par l’équation de Helmholtz, nous au-
rons à utiliser le même modèle pour le matériau poreux placé sur la paroi du guide
que pour le fluide contenu dans le guide. De cette façon, nous pourrons appliquer
la méthode présentée au chapitre 2 pour l’écriture de l’opérateur DtN associé au
problème couplé poro-acoustique dont nous préciserons les conditions de continuité
à l’interface entre le fluide et le milieux poreux.

Une première partie du chapitre est consacrée à l’étude des modes dans un guide
2D et à l’influence de l’absorbant sur l’atténuation des ondes acoustiques. On pré-
sente ensuite la méthode permettant d’écrire l’opérateur DtN en l’absence d’écoule-
ment. Enfin, on termine le chapitre par l’étude d’un guide 2D infini à paroi traitée
par un matériau poreux en présence d’un écoulement uniforme.

99
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2 Guide 2D à paroi traitée sans écoulement

2.1 Description du problème

On considère un guide 2D infini couplé composé d’un domaine fluide Ω1 de
hauteur h1 et d’un domaine poreux (matériau poreux à squelette rigide) Ω2 de
hauteur h2−h1. L’interface entre ces deux domaines est désignée par ΓI . Les parois
Γ1 et Γ2 sont supposées rigides et désignent respectivement les parois du domaine
fluide et du domaine poreux (Figure 5.1).
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Figure 5.1 – Guide 2D infini à paroi traitée : modèle du fluide équivalent

• Propagation acoustique dans l’air

Le domaine Ω1 contient un fluide supposé parfait compressible et non visqueux
(de l’air) au repos. On adopte ici les hypothèses classiques de l’acoustique linéaire.
En régime harmonique (e−iωt), la propagation de l’onde acoustique est décrite par
l’équation de Helmholtz homogène :

∆p1 +
ω2

c21
p1 = 0 (5.1)

où c1 désigne la célérité du son dans l’air, p1 est la pression dans Ω1 and ∆ est
l’opérateur Laplacien en coordonnées catésiennes.

• Propagation acoustique dans le matériau poreux

Le domaine Ω2 est un matériau poreux dont les pores contiennent de l’air au
repos. Dans ce travail nous considérons un matériau poreux à squelette rigide et
la propagation des ondes obéit donc à un modèle de fluide équivalent décrit par
l’équation de Helmholtz suivante :

∆p2 +
ω2ρ2
K2

p2 = 0 (5.2)

où ρ2 désigne la masse volumique dynamique et K2 est le module de rigidité dy-
namique du fluide équivalent, ces deux paramètres sont complexes et dépendent de
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la fréquence. Dans notre étude, ils sont issus du modèle de Johnson-Champoux-
Allard [99]. Le choix du modèle du fluide équivalent est ici motivé par le fait que
celui-ci nécessite un dégré de liberté par nœud contrairement aux modèles de Biot
poroélastiques [63, 64] et d’Atalla et al [102] qui nécessitent respectivement six et
quatre dégrés de liberté par nœud. Par ailleurs, le modèle du fluide équivalent consti-
tue une bonne approximation pour un grand nombre de matériaux poreux surtout
en ingénierie acoustique.

• Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur les parois rigides Γ1 et Γ2 sont :

∂p1
∂n

= 0 sur Γ1 (5.3)

∂p2
∂n

= 0 sur Γ2 (5.4)

Au niveau de l’interface ΓI , la continuité de la pression et des déplacements normaux
doit être assurée. Cela se traduit par [114] :

p1 = p2 (5.5)

ξ1.n = φξ2.n (5.6)

où ξ1 et ξ2 désignent respectivement les vecteurs des déplacements particulaires des
milieux fluide et poreux, n est le vecteur unitaire normal à la paroi et φ la porosité.
Les équations de conservation de la quantité du mouvement dans les deux milieux
sont données en régime harmonique par :

ik1c1ρ1v1 = ∇p1 (5.7)

ik1c1ρ2v2 = ∇p2 (5.8)

où ρ1 et ρ2 représentent respectivement les masses volumiques de l’air et du milieu
poreux, k1 = ω/c1. Les vecteurs v1 et v2 désignent respectivement les vitesses par-
ticulaires dans l’air et dans le milieu poreux et sont liés aux déplacements respectifs
ξ1 et ξ2 par :

−ik1c1ξ1 = v1 (5.9)

−ik1c1ξ2 = v2 (5.10)

En remplaçant les vitesses particulaires dans (5.7) et (5.8) par leurs expressions dans
les équations (5.9) et (5.10), on trouve les déplacements normaux sous la forme :

ξ1.n = − 1

ρ1
∇p1.n (5.11)

ξ2.n = − 1

ρ2
∇p2.n (5.12)

La continuité des déplacements normaux à l’interface ΓI s’écrit finalement :

1

ρ1

∂p1
∂n

=
φ

ρ2

∂p2
∂n

(5.13)
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Comme nous l’avons déjà mentionné dans les chapitres précédents, la résolution
du problème de propagation acoustique à l’aide de la méthode des éléments finis
nécessite de tronquer le domaine infini à l’aide des frontières artificielles (Figure 5.2)
sur lesquelles sont écrits les opérateurs DtN. Ils sont donnés par :
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Figure 5.2 – Guide infini tronqué

∂p

∂n
= −T±p (p) sur Σ± (5.14)

avec Σ− = Σ1− ∪ Σ2− et Σ+ = Σ1+ ∪ Σ2+.
On rappelle que ces opérateurs DtN sont basés sur une décomposition modale

de la pression acoustique sur les frontières artificielles :

p(x, y) =

+∞∑

n=0

Anθn(y)e
iβn(x−L) (5.15)

où An sont des coefficients modaux à déterminer. La fonction θn représente les modes
propres composés des modes dans le fluide θ1n et des modes dans le milieu poreux
θ2n suivant la section transversale du guide :

θn(y) =

{
θ1n(y) pour 0 ≤ y ≤ h1
θ2n(y) pour h1 ≤ y ≤ h2

(5.16)

et βn désigne la constante de propagation dans les deux milieux. En effet, la propa-
gation se faisant suivant l’axe x, il existe une seule constante de propagation pour
les milieux fluide et poreux. La principale difficulté dans l’écriture des opérateurs
T±p (p) est la détermination des coefficients An qui nécessite à nouveau de connaître
les modes du guide et de définir une relation d’orthogonalité.
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2.2 Détermination des modes

On considère un guide 2D infini traité par un matériau absorbant à réaction non
localisée dont l’on recherche les modes acoustiques dans la section transversale. On
cherche une solution des équations (5.1) et (5.2) à l’aide de la méthode de séparation
des variables. On pose :

pn(x, y) = θn(y)e
iβnx avec θn(y) =

{
θ1n(y) pour 0 ≤ y ≤ h1
θ2n(y) pour h1 ≤ y ≤ h2

(5.17)

Le problème aux valeurs propres dans la section transversale du guide s’écrit alors :

d2θ1n

dy2
+ (k21 − β2n)θ1n = 0 0 ≤ y ≤ h1 (5.18)

d2θ1n

dy2
+ (k22 − β2n)θ1n = 0 h1 ≤ y ≤ h2 (5.19)

1

ρ1

dθ1n

dy
=

φ

ρ2

dθ2n

dy
y = h1 (5.20)

dθ1n

dy
= 0 y = 0 (5.21)

dθ2n

dy
= 0 y = h2 (5.22)

θ1n = θ2n y = h1 (5.23)

où k2 = ωρ2/K2 représente le nombre d’onde dans le matériau poreux.
D’après les équations (5.18) et (5.19), on trouve deux équations de dispersion :

k21 = α21n + β2n (5.24)

k22 = α22n + β2n

où α1n et α2n désignent respectivement les valeurs propres des milieux fluide et
poreux. D’après les conditions (5.21) et (5.22) et la condition de continuité (5.23),
on trouve les modes propres sous la forme :

θ1n(y) = a1ncos(α1ny) (5.25)

θ2n(y) = a2ncos(α2n(y − h2)) (5.26)

Par ailleurs, les conditions de continuité à l’interface (5.5) et (5.13) conduisent à
l’équation transcendente suivante :

tg(α2nh2)− tg(α2nh1) +
ρ2α1n

ρ1φα2n

tg(α1nh1)[tg(α2nh2)tg(α2nh1) + 1] = 0 (5.27)

Pour calculer les constantes de propagation βn et les nombres d’onde transversaux
α1n et α2n, on utilise la méthode de Newton-Raphson à travers les équations sui-
vantes :

α21n − α22n = k22 − k21 (5.28)

α21n + α22n + 2β2n = k22 + k21 (5.29)

tg(α2nh2)− tg(α2nh1) +
ρ2α1n

ρ1φα2n

tg(α1nh1)[tg(α2nh2)tg(α2nh1) + 1] = 0 (5.30)
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Les valeurs initiales nécessaires pour la méthode de Newton-Raphson sont détermi-
nées par la méthode des éléments finis dans une section droite du guide.

2.2.1 Exemples de modes propres

Nous présentons quelques exemples de modes propres et de la constante de pro-
pagation de deux configurations de guide à parois recouvertes de matériaux poreux.
Pour les deux configurations, le domaine Ω1 contient de l’air au repos avec les carac-
téristiques suivantes : c1 = 344m/s, ρ1 = 1, 2 kg/m3, indépendantes de la fréquence.

Dans le premier exemple, le domaine Ω2 contient une mousse d’aluminium et dans
le deuxième exemple, il contient de la laine de verre. Notre but ici est d’examiner
l’influence de ces deux matériaux sur la propagation acoustique dans le guide.

A - Mousse d’aluminium

On considère un guide rigide dans lequel on a de l’air et une mousse d’aluminium
avec h1 = 1 et h2 = 1.5 (voir Figure 5.3). Les paramètres de la mousse d’aluminium
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Figure 5.3 – Guide 2D traité avec de la mousse d’aluminium

sont donnés dans le Tableau 5.1 ci-dessous :

σ (N.s.m-4) φ Λ (m) Λ′ (m) α∞
353 0.92 1.02e-3 1.97e-3 1.10

Tableau 5.1 – Paramètres de Johnson-Champoux-Allard pour la mousse d’alumi-
nium (d’après F. Chevillotte, Matelys [3]).
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Les Tableaux 5.2 et 5.3 présentent respectivement les valeurs propres αn et les
constantes de propagation βn pour les onze premiers modes d’un guide rigide (qui
va servir à titre de comparaison) et d’un guide contenant de la mousse d’aluminium
pour une fréquence f = 100 Hz (k1 = 1.826 et k2 = 2.155 + 0.473i).

Pour le guide rigide, seul le mode plan est propagatif (βn est réelle), le reste
des modes étant évanescents (βn est imaginaire pure). Pour le guide traité, tous les
modes sont atténués. Par ailleurs, dans le Tableau 5.3 on remarque que les modes
5, 8 et 11 présentent des valeurs propres α1n dont la partie imaginaire est positive
contrairement au reste des α1n dont la partie imaginaire est négative. La présence
de la mousse d’aluminium modifie la répartition des modes dans le guide. Pour
étudier ce phénomène, nous traçons les modes transverses θn et les constantes de
propagation βn.

n αn β+n
1 0.000000 + 0.000000i 1.826507 + 0.000000i
2 3.141593 + 0.000000i 0.000000 + 2.556086i
3 6.283185 + 0.000000i 0.000000 + 6.011967i
4 9.424778 + 0.000000i 0.000000 + 9.246529i
5 12.566371 + 0.000000i 0.000000 + 12.433894i
6 15.707963 + 0.000000i 0.000000 + 15.603328i
7 18.849556 + 0.000000i 0.000000 + 18.764193i
8 21.991149 + 0.000000i 0.000000 + 21.920345i
9 25.132741 + 0.000000i 0.000000 + 25.074197i
10 28.274335 + 0.000000i 0.000000 + 28.226345i
11 31.415931 + 0.000000i 0.000000 + 31.378056i

Tableau 5.2 – Constantes de propagation pour un guide rigide : f = 100 Hz, h1 =
h = 1.

n α1n α2n β+n
1 0.378549 - 0.688023i 1.107546 + 0.685252i 1.919535 + 0.135684i
2 2.119140 - 0.113772i 2.381548 + 0.326804i 0.220958 + 1.091125i
3 4.007643 - 0.197745i 4.136698 + 0.054853i 0.222074 + 3.568731i
4 6.252443 - 0.031441i 6.340036 + 0.129781i 0.032873 + 5.979988i
5 8.500070 + 0.064943i 8.565500 + 0.183459i -0.066527 + 8.302184i
6 10.311059 - 0.154197i 10.362643 - 0.055057i 0.156709 + 10.149201i
7 12.550918 - 0.015495i 12.594314 + 0.065499i 0.015660 + 12.419394i
8 14.793564 + 0.088058i 14.830828 + 0.156572i -0.088824 + 14.683788i
9 16.599846 - 0.140974i 16.632152 - 0.079409i 0.141929 + 16.503866i
10 18.839243 - 0.010303i 18.868123 + 0.043740i 0.010348 + 18.757506i
11 21.080650 + 0.097033i 21.106697 + 0.145211i -0.097572 + 21.011186i

Tableau 5.3 – Constantes de propagation pour un guide traité avec de la mousse
d’aluminium : f = 100 Hz, h1 = 1 et h2 = 1.5.

La Figure 5.4 présente les onze premiers modes transverses θn du guide 2D sans
absorbant (Figure 5.4-a) et avec absorbant (Figure 5.4-b) pour une fréquence f =
100 Hz (k1 = 1.826, k2 = 2.155+ 0.473i). On constate que les modes avec la mousse
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(partie colorée, Figure 5.4-a) sont assez semblables à ceux sans la mousse (Figure 5.4-
b). Ceci s’explique par le fait que la mousse d’aluminium possède des caractéristiques
(masse volumique, célérité) proches de celles de l’air.

En présence de la mousse d’aluminium, certains modes (modes 2 et 3, 5, 6, 8
et 11) ont des amplitudes plus grandes dans le poreux que dans l’air (voir Figure
5.5). Ces modes semblent être localisés essentiellement dans l’absorbant. Les modes
1, 4, 7 et 10 ont les mêmes amplitudes dans les deux milieux. Ces modes ont des
valeurs propres α1n et des constantes de propagation βn respectivement très proches
de celles des modes 1, 3, 5 et 7 du guide rigide (voir Tableaux 5.2 et 5.3). Ces modes
sont donc des modes situés dans l’air mais sont moins influencés par la présence de
l’absorbant. Cela peut s’expliquer par le fait que la mousse d’aluminium a une masse
volumique proche de celle de l’air, car la condition de continuité des vitesses nor-
males à l’interface entre les deux milieux (5.20) fait intervenir les masses volumiques.

Sur la figure 5.6-b, on représente les constantes de propagation βn dans le plan
complexe, les modes propagatifs (respectivement évanescents) suivant les x crois-
sants sont en rouge (o) et les modes propagatifs (respectivement évanescents) sui-
vants les x décroissants sont en bleu (x). On distingue trois courbes en fonction de
la position des modes : les modes qui ont la même amplitude dans les deux milieux
sont situés sur la courbe au milieu et les modes qui ont une amplitude plus grande
dans le poreux sont sur les autres courbes placées de part et d’autre de l’axe des
ordonnées.
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Figure 5.4 – Partie réelle des modes transverses θn pour f = 100 Hz. a) guide rigide ;
b) guide traité avec de la mousse d’aluminium.
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Figure 5.5 – Répartition de la partie réelle des modes transverses 5, 6 et 7 pour le
guide traité avec de la mousse d’aluminium : f = 100 Hz.
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Figure 5.6 – Constante de propagation βn pour f = 100 Hz : a) guide rigide ; b)
guide contenant de la mousse d’aluminium : f = 100 Hz.
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B - Laine de verre

On considère maintenant un guide rigide dont la paroi intérieure est tapissée de
la laine de verre avec encore h1 = 1 et h2 = 1.5 (voir Figire 5.7).
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Figure 5.7 – Guide 2D traité avec de la laine de verre.

Les paramètres de Johnson-Champoux-Allard de la laine de verre pour une fré-
quence f = 100 Hz (ρ2 = 2.5166+20.701i, c2 = 52.351−47.822i, k2 = 6.542+5.976i)
sont données dans le Tableau 5.4 et les valeurs propres αn et les constantes de pro-
pagation βn sont présentées dans le Tableau 5.5. On remarque que les constantes de
propagation βn des modes 4, 6 et 9 ont des parties réelles assez grandes par rapport
à celles des βn des modes 1, 2, 3, 5, 7, 8, 10 et 11. Ici aussi la présence de la laine
de verre modifie la répartition des modes dans le guide.

σ (N.s.m-4) φ Λ (m) Λ′ (m) α∞
13000 0.97 110e-6 173e-6 1.07

Tableau 5.4 – Paramètres de Johnson-Champoux-Allard pour la laine de verre
(d’après F. Chevillotte, Matelys [3]).

La figure 5.8 montre la répartition des onze premiers modes transverses θn pour
un guide 2D contenant de la laine de verre pour une fréquence f = 100 Hz.

Contrairement au premier exemple avec la mousse d’aluminium, on remarque
qu’il existe deux types de modes : les modes localisés dans l’air (modes 1, 2, 3, 5, 7
et 10) et les modes localisés dans le poreux (modes 4, 6, 8, 9 et 11). Cela se traduit
dans la courbe des constantes de propagation βn par un réseau de deux courbes :
l’une pour les modes situés dans le poreux et l’autre pour les modes dans l’air (voir
Figure 5.9).
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n α1n α2n β+n
1 0.359012 - 0.643478i 6.374991 + 6.097234i 1.906825 + 0.121152i
2 3.034869 - 0.122015i 6.763143 + 5.726705i 0.152674 + 2.425433i
3 6.215813 - 0.050995i 8.086247 + 4.796274i 0.053350 + 5.941418i
4 6.501553 - 5.999120i 3.167191 + 0.030699i 6.128537 + 6.364260i
5 9.366109 - 0.032789i 10.281492 + 3.773160i 0.033437 + 9.187160i
6 10.072469 - 3.838312i 9.511759 + 0.046211i 3.894118 + 9.928104i
7 12.514533 - 0.016263i 13.011515 + 2.989452i 0.016440 + 12.382596i
8 15.643094 - 0.021106i 15.948820 + 2.430943i 0.021300 + 15.540079i
9 15.883654 - 2.432233i 15.815341 + 0.029597i 2.447454 + 15.784785i
10 18.806368 - 0.008079i 19.016410 + 2.048173i 0.008108 + 18.724456i
11 21.913452 - 0.018011i 22.068634 + 1.753898i 0.018112 + 21.848099i

Tableau 5.5 – Constantes de propagation pour un guide traité avec de la laine de
verre : f = 100 Hz, h1 = 1 et h2 = 1.5.

Figure 5.8 – Répartition de la partie réelle des modes transverses θn pour un guide
traité avec de la laine de verre : f = 100 Hz.

Par ailleurs, une étude de la vitesse de phase et de l’atténuation des modes en
présence du matériau poreux permet de comprendre davantage l’influence de celui-ci
sur la propagation acoustique dans le guide.

En effet sur la Figure 5.10, on remarque que contrairement au cas d’un guide
traité avec un matériau absorbant à réaction localiséeavec Z = 1.5(1 − i) (Figure
5.10-a), il existe deux types de vitesses de phase (Figure 5.10-b) : la vitesse de phase
dans le matériau poreux (o) et la vitesse de phase dans l’air (x). Evidemment pour
les deux configurations, il n’existe plus de fréquences de coupure comme pour le
guide rigide, mais les courbes montrent des maximums dus à l’absorption.

On remarque aussi que les courbes de la vitesse de phase dans l’air ne se coupent
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Figure 5.9 – Constante de propagation βn en présence de la laine de verre : f = 100
Hz.

pas (voir Figure 5.11-a). Ce phénomène est lié au couplage dans le milieu poreux
comme il en existe dans le cas d’un système masse-ressort classique [115]. Il existe en
effet trois types de couplages dans les matériaux poreux : un couplage élastique entre
la phase solide et la phase fluide, un couplage inertiel lié à la géométrie des pores et
un couplage viscothermique dus aux échanges visqueux et thermiques. Puisque nous
considérons un modèle de fluide équivalent, le couplage élastique n’est plus pris en
compte, il reste donc les couplages inertiels et viscothermiques dus aux paramètres
ρ12 et b̃ respectivement. Par contre les courbes de la vitesse de phase dans le poreux
ne se repoussent pas (voir Figure 5.11-b). Ceci peut s’expliquer par le fait que les
modes étant fortement atténués dans l’absorbant, alors ces modes sont moins couplés
que ceux dans l’air.
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Figure 5.10 – Vitesse de phase Cφn pour un guide traité : a) avec une impédance
locale Z = 1.5(1− i), b) avec de la laine de verre.
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Figure 5.11 – Zoom de Cφn pour le guide traité avec la laine de verre : a) modes
dans l’air, b) modes dans le poreux.

Ce phénomène de couplage des modes est aussi mis en évidence sur la Figure
5.12. On distingue deux atténuations : l’atténuation dans le poreux en rouge o et
l’atténuation dans l’air en bleu x (Figure 5.12-b) contrairement au cas du guide traité
avec une impédance locale (Figure 5.12-a). Les modes localisés dans l’absorbant sont
fortement atténués, tandis que les modes dans l’air le sont moins. La Figure 5.13
montre le phénomène de repoussement déjà constaté pour les vitesses de phase : le
couplage écarte les modes [115].
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Figure 5.12 – Atténuation (partie imaginaire de βn) des modes propres en fonction
de ω : a) guide à paroi absorbante avec Z = 1.5 − 1.5i, b) guide contenant de la
laine de verre.
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2.2.2 Orthogonalité des modes

Comme nous l’avons vu aux chapitres précédents, pour écrire une condition limite
transparente basée sur un opérateur DtN, il est nécessaire de calculer les coefficients
modaux An qui apparaissent dans la décomposition modale de la pression acoustique
(5.15). Il est donc nécessaire d’établir une relation d’orthogonalité entre les modes.
Au chapitre 2 nous avons vu que dans le cas d’un guide axisymétrique traité par un
matériau absorbant d’impédance Z, il existe une relation de biorthogonalité entre
les modes du guide permettant de calculer les coefficients modaux. Dans le cas d’un
guide traité avec un matériau poreux, puisque l’étude se fait dans les deux milieux,
la situation devient alors différente. De même il faut tenir compte des conditions de
continuité (5.20) et (5.23) à l’interface du fluide et du poreux. Il est donc nécessaire
d’examiner la relation qui existe entre les modes.

On considère les fonctions définies dans l’équation (5.17) par les modes d’ordre n
se propageant suivant les x croissants. Pour tenir compte des conditions de continuité
à l’interface des deux milieux, on réécrit les équations (5.18) et (5.19) sous la forme :

1

ρ1

d2θ1n

dy2
= −

(k21
ρ1
− 1

ρ1
β2n

)

θ1n (5.31)

φ

ρ2

d2θ2n

dy2
= −φ

(k22
ρ2
− 1

ρ2
β2n

)

θ2n (5.32)

En multipliant (5.31) par θ̄1m et (5.32) par θ̄2m et en intégrant respectivement
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sur les intervalles [0, h1] et [h1, h2], il vient :
∫ h1

0

( 1

ρ1

d2θ1n

dy2

)

θ̄1mdy = −
(k21
ρ1
− 1

ρ1
β2n

)∫ h1

0

θ1n
¯θ1mdy (5.33)

∫ h2

h1

( φ

ρ2

d2θ2n

dy2

)

θ̄2mdy = −φ
(k22
ρ2
− 1

ρ2
β2n

)∫ h2

h1

θ2n
¯θ2mdy (5.34)

c’est-à-dire :
∫ h1

0

( 1

ρ1

d2θ1n

dy2

)

θ̄1mdy +

∫ h2

h1

( φ

ρ2

d2θ2n

dy2

)

θ̄2mdy (5.35)

= −
(k21
ρ1
− 1

ρ1
β2n

) ∫ h1

0

θ1nθ̄1mdy − φ
(k22
ρ2
− 1

ρ2
β2n

)∫ h2

h1

θ2nθ̄2mdy

En intégrant par parties les termes d’ordre 2, on trouve :

− 1

ρ1

∫ h1

0

dθ1n

dy

dθ̄1m

dy
dy − φ

ρ2

∫ h2

h1

dθ2n

dy

dθ̄2m

dy
dy (5.36)

+
[ 1

ρ1

dθ1n

dy
θ̄1m

]h1

0
+

[ φ

ρ2

dθ2n

dy
θ̄2m

]h2

h1
︸ ︷︷ ︸

(1)

= −
(k21
ρ1
− 1

ρ1
β2n

)∫ h1

0

θ1nθ̄1mdy − φ
(k22
ρ2
− 1

ρ2
β2n

)∫ h2

h1

θ2nθ̄2mdy

D’après les conditions limites en y = 0 (5.21) et en y = h2 (5.22) et la condition de
continuité à l’interface (5.20), les termes (1) s’annulent et l’intégrale (5.36) se réduit
à :

− 1

ρ1

∫ h1

0

dθ1n

dy

dθ̄1m

dy
dy − φ

ρ2

∫ h2

h1

dθ2n

dy

dθ̄2m

dy
dy (5.37)

= −
(k21
ρ1
− 1

ρ1
β2n

)∫ h1

0

θ1nθ̄1mdy − φ
(k22
ρ2
− 1

ρ2
β2n

)∫ h2

h1

θ2nθ̄2mdy

En échangeant les rôles de m et de n et en conjugant, on trouve cette fois-ci :

− 1

ρ̄1

∫ h1

0

dθ̄1m

dy

dθ1n

dy
dy − φ

ρ̄2

∫ h2

h1

dθ̄2m

dy

dθ2n

dy
dy (5.38)

= −
( k̄21
ρ̄1
− 1

ρ̄1
β̄2m

) ∫ h1

0

θ̄1mθ1ndy − φ
( k̄22
ρ̄2
− 1

ρ̄2
β̄2m

)∫ h2

h1

¯θ2mθ2ndy

En soustrayant (5.38) et (5.37), on obtient :

(
1

ρ̄1
− 1

ρ1
)

∫ h1

0

dθ̄1m

dy

dθ1n

dy
dy + φ(

1

ρ̄2
− 1

ρ2
)

∫ h2

h1

dθ̄2m

dy

dθ2n

dy
dy (5.39)

= (
k̄21
ρ̄1
− k21
ρ1
)

∫ h1

0

θ̄1mθ1ndy + φ(
k̄22
ρ̄2
− k22
ρ2
)

∫ h2

h1

θ̄2mθ2ndy

+(
1

ρ1
β2n −

1

ρ̄1
β̄2m)

∫ h1

0

θ̄1mθ1ndy + φ(
1

ρ2
β2n −

1

ρ̄2
β̄2m)

∫ h2

h1

θ̄2mθ2ndy
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A partir du moment où ρ2 et k2 sont toujours complexes pour un matériau po-
reux, il apparait que le problème aux valeurs propres n’est pas auto-adjoint et par
conséquent, les modes ne sont pas orthogonaux au sens du produit scalaire usuel.

En revanche, si on ne prend plus le conjugué de θ1n, θ2n, k2 et de ρ2, l’équation
(5.39) devient :

(β2n − β2m)
( 1

ρ1

∫ h1

0

θ1mθ1ndy +
φ

ρ2

∫ h2

h1

θ2mθ2ndy
)

= 0 (5.40)

Ainsi, si βn 6= βm, cela signifie que :

1

ρ1

∫ h1

0

θ1mθ1ndy +
φ

ρ2

∫ h2

h1

θ2mθ2ndy = 0 (5.41)

On définit alors la relation d’orthogonalité suivante :

(θn, θm)
∗
Σ1∪Σ2

=
1

ρ1

∫ h1

0

θ1mθ1ndy +
φ

ρ2

∫ h2

h1

θ2mθ2ndy = 0 si n 6= m (5.42)

Remarque : Pour un guide composé d’un seul milieu (ie. ρ1 = ρ2), alors θ1 = θ2 = θ,
les modes redeviennent orthogonaux au sens du produit scalaire usuel sur L2(Ω) :

(θn, θ̄m)Σ =

∫ h

0

θ̄mθndy = 0 si n 6= m (5.43)

2.2.3 Normalisation des modes

La construction d’une condition limite transparente (opérateur DtN) sur les fron-
tières artificielles nécessite de décomposer la pression sur une base des modes. Ce qui
implique une détermination des coefficients modaux An déjà mentionnés plus haut.
Pour calculer la norme d’un mode d’ordre n, on utilise la relation d’orthogonalité
définie par (5.42) sur Σ1 ∪ Σ2 :

(θn, θn)
∗ =

1

ρ1

∫ h1

0

θ1nθ1ndy +
φ

ρ2

∫ h2

h1

θ2nθ2mdy (5.44)

avec :

θ1n(y) = a1ncos(α1ny) (5.45)

θ2n(y) = a2ncos(α2n(y − h2)) (5.46)

où d’après la condition de continuité de la pression (5.23) :

a2n = a1n

cos(α1nh1)

cos(α2n(h1 − h2))

Après intégration de l’équation (5.44), les coefficients a1n s’expriment par :

a1n =

√
1

f + g
; f + g 6= 0 (5.47)

avec

f =
2α1nh1 + sin(2α1nh1)

4α1nρ1

g =
φ cos2(α1nh1)

4α2nρ2cos2(α2n(h1 − h2))

[

2α2n(h2 − h1) + sin(2α2n(h2 − h1))
]

(5.48)
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2.3 Condition limite transparente dans un guide traité avec
des matériaux poreux

Notre but ici est d’appliquer les méthodes utilisées dans les chapitres précédents
pour l’écriture d’une condition limite transparente basée sur un opérateur DtN pour
des guides traités avec des matériaux poreux.

On considère le guide 2D infini représenté sur la Figure 5.14-a tel que
Ω1∞ = {−∞ < x < +∞, 0 < y ≤ h1} et Ω2∞ = {−∞ < x < +∞, h1 ≤ y < h2}.
Une source f circulaire à support compact est placée dans le milieu 1 Ω1∞. Pour
résoudre le problème de propagation acoustique dans le guide par la méthode des
éléments finis, on tronque le domaine infini par les frontières artificielles Σ− et Σ+
(voir Figure 5.14-b) sur lesquelles sont écrites des conditions limites transparentes
(5.14). Ces conditions limites transparentes sont basées sur une décomposition de la
pression sur la base des modes propres du guide (5.15).
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Figure 5.14 – Guide 2D traité avec un matériau poreux : a) Guide infini ; b) guide
tronqué

D’après l’équation (5.44), les modes forment une base orthonormée sur L2(Ω =
Ω1 ∪ Ω2). On peut donc décomposer la pression acoustique en aval de la frontière
Σ+ dans cette base sous la forme :

p(x, y) =

+∞∑

n=0

Anθn(y)e
iβ±n (x−L) avec θn(y) =

{
θ1n(y) pour 0 ≤ y ≤ h1
θ2n(y) pour h1 ≤ y ≤ h2

(5.49)

En particulier en x = L, on a :

p(L, y) =
+∞∑

n=0

Anθn(y) (5.50)

En appliquant la relation d’orthogonalité (5.42) définie dans § 2.2.2 entre p et un
mode

θm(y) =

{
θ1m(y) 0 ≤ y ≤ h1
θ2m(y) h1 ≤ y ≤ h2

(5.51)

il vient :

(p, θm)
∗
Σ+

=

∫ h2

0

+∞∑

n=0

Anθn(y) θm(y)dy (5.52)
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Soit :

(p, θm)
∗
Σ+

=

∫ h1

0

1

ρ1

+∞∑

n=0

Anθ1n(y) θ1m(y)dy (5.53)

+

∫ h2

h1

φ

ρ2

+∞∑

n=0

Anθ2n(y) θ2m(y)dy

Ou encore :

(p, θm)
∗
Σ+ =

+∞∑

n=0

An

( 1

ρ1

∫ h1

0

θ1n(y)θ1m(y)dy +
φ

ρ2

∫ h2

h1

θ2n(y)θ2m(y)dy
)

=

+∞∑

n=0

An (θn, θm)
∗
Σ+

(5.54)

D’après (5.44), (θn, θm)
∗
Σ+

= δnm d’où :

An = (p, θm)
∗
Σ+ (5.55)

On trouve alors la dérivée de la pression sur Σ+ :

∂p(L, y)

∂x
=

+∞∑

n=0

iβ+n (p, θm)
∗
Σ+θn(y) (5.56)

L’opérateur DtN sur Σ+ est donc donné par :

Tp(p)
+ = −

+∞∑

n=0

iβ+n (p, θm)
∗
Σ+θn(y) (5.57)

Par un raisonnement similaire on trouve l’opérateur DtN sur la frontière Σ− :

Tp(p)
− =

+∞∑

n=0

iβ−n (p, θm)
∗
Σ−θn(y) (5.58)

La résolution par la méthode des éléments finis du problème formé des équations
(5.1) et (5.2) nécessite d’écrire une formulation variationnelle de ce problème en
prenant en compte les conditions aux limites aux bords et à l’interface des deux
milieux.

2.3.1 Formulation variationnelle

Pour écrire la formulation variationnelle associée au problème de propagation
acoustique dans le guide tout en prenant en compte la condition (5.13) [58] à l’in-
terface entre le fluide et le poreux, on réécrit les équations (5.1) et (5.2) comme
suit :

1

ρ1
∆p1n +

k21
ρ1
p1n = fs sur Ω1 (5.59)

φ

ρ2
∆p2n +

φ k22
ρ2

p2n = 0 sur Ω2 (5.60)
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Figure 5.15 – Guide infini tronqué avec source

où fs est une source acoustique à support compact qui rayonne dans le domaine Ω1
comme indiqué dans la Figure (5.15).

En multipliant les équations (5.59) et (5.60) par ψ et en intégrant sur le domaine
Ω = Ω1 ∪ Ω2 et en prenant en compte les conditions aux limites (5.3), (5.4), (5.14)
et la condition de continuité (5.20), la formulation variationnelle s’écrit : Trouver
p ∈ H1(Ω), tel que ∀ψ ∈ H1(Ω) :

∫

Ω1

( 1

ρ1
∇p1∇ψ −

k21
ρ1
p1ψ

)

dΩ+

∫

Ω2

( φ

ρ2
∇p2∇ψ −

φ k22
ρ2

p2ψ
)

dΩ (5.61)

+

∫

Σ+

T+(p)ψ) dΣ−
∫

Σ−

T−(p)ψ) dΣ = −
∫

Ω1

fsψ dΩ

On remarque que cette formulation variationnelle est la somme des formulations va-
riationnelles associées au problème de propagation acoustique dans les deux milieux.
De même, elle fait intervenir la masse volumique de l’air et la masse volumique et
la porosité du matériau poreux.

2.3.2 Résultats numériques

On présente dans cette section quelques exemples d’illustration de la propagation
acoustique dans un guide 2D infini traité avec un matériau absorbant à réaction non
localisée modélisé par un fluide équivalent. Le domaine Ω1 de hauteur h1 = 1 contient
de l’air dont les caractéristiques sont : c1 = 344m/s, ρ1 = 1, 2 kg/m3. Le domaine Ω2
est constitué d’une laine de verre dont les paramètres de Johnson-Champoux-Allard
sont dans le Tableau 5.4.

On considère une première configuration où une condition de Dirichlet est im-
posée sur la frontière Σ− permettant ainsi d’obtenir des solutions analytiques. Dans
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ce cas, le problème de propagation change, il n’y a plus de second membre dans
l’équation (5.59) (fs = 0) et seul l’opérateur DtN sur la frontière Σ+ apparait dans
la formulation variationnelle (5.61). Une dernière configuration où une source acous-
tique fs circulaire est placée dans Ω1 ou dans Ω2 est présentée. Les résultats de cette
configuration sont comparés avec des résultats provenant de l’utilisation des couches
PML [1].

A - Guide semi infini

On présente la répartition de la pression (isosurfaces) dans un guide 2D semi
infini tronqué par la frontière Σ+ (x = L = 2) dont une condition de Dirichlet
est imposée sur la frontière Σ− (x = 0). Le guide est traité avec de la laine de
verre avec h1 = 1 et h2 = 1.5 (voir Figure 5.7, page 108). Après la détermination
des modes transverses du guide et les constantes de propagation associées, il est
possible de calculer la pression dans n’importe quelle partie du guide. Les solutions
analytiques obtenues permettent de valider la méthode développée dans cette étude
en les considérant comme solutions de référence.

Le domaine de calcul est constitué de 740 éléments triangulaires de Lagrange
d’ordre 2. Les simulations numériques sont réalisées à l’aide de la bibliothèque ME-
LINA [78].

La Figure 5.17 montre la répartition de la pression dans le guide lorsque l’on
impose le premier mode (premier mode situé dans l’air, voir Figure 5.16) sur la
frontière Σ− pour une fréquence f = 400 Hz. On constate que le mode se propage
dans l’air avec une décroissance rapide dans l’absorbant. Ce résultat confirme ce qui
avait déjà été expliqué plus haut (section 2.2.1 page 109).

Figure 5.16 – Répartition de la partie réelle des modes transverses θn pour un guide
traité avec de la laine de verre : f = 400 Hz.
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La Figure 5.18 présente la répartition de la pression dans le guide lorsque l’on
impose le sixième mode (premier mode situé dans le poreux, voir Figue 5.16) sur
Σ−. On constate que non seulement le mode se propage uniquement dans l’absor-
bant mais, il est fortement atténué. Pour les deux cas (Figure 5.17 et Figure 5.18),
l’opérateur DtN sur la frontière Σ+ est calculé avec les dix premiers modes. L’erreur
relative entre la solution analytique et la solution numérique est très faible (voir
Tableau 5.6).

(a) (b)

Figure 5.17 – Partie réelle de la pression dans le guide en présence de la laine de verre
pour une fréquence f = 400Hz (h1 = 1, k1 = 7.306 ; h2 = 1.5, k2 = 14.957+10.482i) :
(a) Solution par éléments finis et opérateur DtN ; (b) solution analytique. Premier
mode imposé sur Σ−.

(a) (b)

Figure 5.18 – (a) Partie réelle de la pression dans le guide en présence de la laine
de verre pour une fréquence f = 400 Hz (h1 = 1, k1 = 7.306 ; h2 = 1.5, k2 =
14.957 + 10.482i) : (a) Solution par éléments finis et opérateur DtN ; (b) solution
analytique. sixième mode imposé sur Σ−
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n mode imposé erreur relat. en norme L2(Ω)
α1n α2n air poreux

1 1.656256 - 0.497374i 13.805495 + 11.297389i 0.001902 0.009951
6 11.547283 - 13.558488i 3.158665 + 0.071587i 0.031939 0.007516

Tableau 5.6 – Erreurs relatives en norme L2(Ω) pour un mode d’ordre n imposé
sur Σ− pour une fréquence f = 400 Hz (h1 = 1, k1 = 7.306 ; h2 = 1.5, k2 =
14.957 + 10.482i)

B - Guide infini

On considère maintenant un guide 2D infini dans lequel rayonne une source
fs = 1 circulaire de rayon Rf s = 0.15 à support compact placée dans le domaine Ω1.
Le guide est encore traité avec la laine de verre avec h1 = 1 et h2 = 1.5 (voir Figure
5.15). Il est tronqué par les frontières artificielles Σ− et Σ+ (respectivement en x = 0
et x = L = 1) sur lesquelles seront appliquées les conditions limites transparentes.

Les solutions trouvées avec la méthode des éléments finis et de l’opérateur DtN
sont comparées avec des solutions provenant de l’utilisation des couches PML d’épais-
seur e = 0.4 placées de part et d’autre de Σ− et Σ+. Le domaine de calcul est ici
constitué de 2682 éléments triangulaires de Lagrange d’ordre 2.

La Figure 5.19 montre la répartition de la pression acoustique dans le guide pour
une fréquence f = 400 Hz. L’opérateur DtN sur les frontières artificielles Σ− et
Σ+ est calculé avec les dix premiers modes. On constate que le rayonnement se fait
uniquement dans l’air, l’onde est absorbée dans le matériau poreux.

Afin de tester encore l’opérateur DtN, le rayonnement d’une source semi circu-
laire de même rayon que celui de l’exemple précédent placée près de l’interface du
fluide et du poreux est présenté sur la Figure 5.20. On constate encore que l’onde
acoustique est fortement atténuée dans l’absorbant, la propagation se fait essentiel-
lement dans l’air. Les solutions avec l’opérateur DtN et celles avec les PML sont
en bon accord pour les deux cas (Figure 5.19 et Figure 5.20). L’erreur relative est
inférieure à 1%.
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(a) (b)

Figure 5.19 – Partie réelle de la pression avec DtN pour une fréquence f = 400
Hz, source située dans l’air : (a) Solution par éléments finis et opérateur DtN ; (b)
Solution par éléments finis et couches PML (ν = 0.31(1− i))

(a) (b)

Figure 5.20 – Partie réelle de la pression avec DtN pour une fréquence f = 400 Hz,
source située dans la laine de verre : (a) Solution par éléments finis et opérateur
DtN ; (b) Solution par éléments finis et couches PML (ν = 0.32(1− i))
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3 Guide 2D avec matériaux poreux en présence d’un

écoulement uniforme

Dans cette section, notre objectif est d’étudier l’influence d’un écoulement uni-
forme sur l’écriture d’un opérateur DtN pour un guide bidimensionnel infini traité
avec un matériau absorbant à réaction non localisée. Comme nous l’avons vu dans
les sections précédentes, l’étude de la propagation acoustique se fait de manière sé-
parée dans le milieu fluide et dans l’absorbant (matériau poreux). Le passage d’un
milieu à un autre nécessite des conditions de continuité adéquates de la pression et
du déplacement normal à l’interface. En l’absence d’écoulement, nous avons vu que
la continuité du déplacement normal équivaut à la continuité de la vitesse normale
(5.13). Pour déterminer les modes tranverses dans les deux milieux, ces conditions
de continuité doivent être impérativement prises en compte. De même, nous avons
vu que les modes ne sont pas orthogonaux au sens du produit scalaire usuel. Pour
écrire l’opérateur DtN nous avons donc utilisé une nouvelle relation de biorthogo-
nalité (5.42) qui s’exprime en fonction des masses volumiques des deux milieux.

En présence d’un écoulement uniforme dans le guide, une situation différente se
présente. En effet, comme nous le verrons par la suite, la condition de continuité
du déplacement s’exprime maintenant par des dérivées tangentielles. La prise en
compte de cette condition de continuité dans la recherche des modes est délicate.
Comme dans le cas sans écoulement, les modes ne sont pas orthogonaux au sens
du produit scalaire usuel. Cependant, il n’existe plus de relation de biorthogonalité
entre les modes. De même, nous verrons qu’il n’existe pas non plus de relation d’or-
thogonalité asymptotique comme dans le cas du chapitre 3 où le guide était traité
avec un matériau absorbant d’impédance Z.

Plusieurs auteurs ont utilisé les matériaux poreux comme absorbants dans les
guides d’ondes. Cependant, la plupart des études sont basées sur des méthodes mo-
dales pour lesquelles il est possible de prendre en compte d’une manière relativement
simple les conditions de continuité à l’interface fluide - poreux.

Astley et Cummings [65] ont proposé une méthode d’éléments finis pour l’étude
de l’atténuation acoustique dans des guides tridimensionnels traités avec des ma-
tériaux absorbants à réaction non localisée en présence d’un écoulement uniforme.
Ils calculent les modes du guide suivant la section transversale, ce qui permet de
prendre facilement en compte les conditions de continuité à l’interface entre le fluide
et le poreux.

Cummings et Chang [66] ont étudié théoriquement et expérimentalement le
champ acoustique dans un guide axisymétrique traité avec un matériau poreux en
présence d’écoulement uniforme dans les deux milieux. Leur méthode de résolution
est aussi basée sur une méthode modale. Ces mêmes auteurs ont étudié dans [67] à
l’aide de la méthode de mode matching l’effet d’un écoulement dans les pores sur
les propriétés acoustiques du matériau poreux. Ils ont notamment étudié les pertes
par transmission dans des silencieux dissipatifs à chambre d’expansion.

D’autres études ont été ménées par la suite par Bies et al [116], Peat et Ra-
thi [68], Kakoty et Roy [69] et Sun et al [117]. Toutes ces études sont basées sur
des méthodes modales sauf celle de Peat et Rathi qui ont opté pour une méthode
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d’éléments finis 3D en utilisant deux techniques dites “élimination du gradient ” et
“évaluation du gradient” pour assembler les matrices éléments finis des deux milieux.
Cependant, leur méthode ne tient pas compte des modes dans le guide.

Étant donné qu’il n’existe plus de relation d’orthogonalité, il n’est plus possible
de déterminer les coefficients modaux issus de la décomposition de la pression. Nous
limiterons donc l’étude sur les modes propres du guide.

Nous commençons cette section par une définition du problème de propagation
acoustique dans le guide. Ensuite nous effectuons une étude des modes propres et
nous terminerons par une étude de la relation d’orthogonalité entre les modes.

3.1 Définition du problème

On considère un guide 2D infini traité avec un matériau absorbant à réaction
non localisée en présence d’un écoulement uniforme comme l’indique la Figure 5.21.
Dans le milieu poreux, le fluide est supposé au repos, l’équation de propagation
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Figure 5.21 – Guide 2D infini traité avec un matériau poreux en présence d’écoule-
ment uniforme

acoustique reste inchangée :

∂2p2
∂y2

+
∂2p2
∂x2

+ k22p2 = 0 (5.62)

Dans le milieu fluide (domaine Ω1), la propagation acoustique est donnée par
l’équation de Helmholtz convectée :

∂2p1
∂y2

+ (1−M2)
∂2p1
∂x2

+ 2ikM
∂p1
∂x

+ k21p1 = 0 (5.63)

où M est le nombre de Mach. Les conditions aux limites sur les parois Γ1 et Γ2 sont
données par :

∂p1
∂n

= 0 sur Γ1 (5.64)

∂p1
∂n

= 0 sur Γ2 (5.65)
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La condition de continuité de la pression et du déplacement normal à l’interface des
deux milieux implique que :

p1 = p2 sur ΓI (5.66)

ξ1.n = φξ2.n sur ΓI (5.67)

En présence de l’écoulement, l’équation de conservation de la quantité du mouvement
dans le domaine fluide est donnée en régime harmonique (e−iωt) par :

ρ1c1(−ik1 +M
∂

∂x
)v1 = −∇p1 (5.68)

c1(−ik1 +M
∂

∂x
)ξ1 = v1 (5.69)

En introduisant l’équation (5.69) dans l’équation (5.68) on trouve le déplacement
normal ξ1.n sous la forme :

ξ1.n = − 1

ρ1c21(−ik1 +M ∂
∂x
)2

∇p1.n (5.70)

Le déplacement normal ξ2.n à l’interface pour le milieu poreux est inchangé (voir
équation 5.12). L’équation de continuité des déplacements devient :

− 1

ρ1(−ik1 +M ∂
∂x
)2

∇p1.n =
φ

ρ2k21
∇p2.n (5.71)

Soit :

ρ2k
2
1

∂p1
∂n

= −
[

ρ1φ(−ik1 +M
∂

∂x
)2

]∂p2
∂n

(5.72)

Cette condition de continuité s’exprime par des dérivées tangentielles de la pres-
sion et nous verrons que sa prise en compte dans la détermination d’une relation
d’orthogonalité entre les modes n’est plus assurée.

3.2 Calcul des modes

Comme dans le cas sans écoulement on recherche les modes transverses du guide
par la méthode de séparation des variables. On cherche les solutions sous la forme :

p(x, y) =







θ1(y)e
iβx

(

θ1(y) = a1cos(α1y)
)

0 < y < h1

θ2(y)e
iβx

(

θ1 = a2cos(α2(y − h2))
)

h1 < y < h2
(5.73)

Le calcul des modes nécessite la prise en compte des conditions aux limites (5.64)
et (5.65) et de continuité (5.66) et (5.72) à l’interface des deux milieux. On reécrit
donc les équations de propagation sous la forme suivante :

ρ2k
2
1

[∂2p1
∂y2

+ (1−M2)
∂2p1
∂x2

+ 2iMk1
∂p1
∂x

+ k21p1

]

= 0 sur Ω1 (5.74)

ρ1φ(M
∂

∂x
− ik1)

2
[∂2p2
∂y2

+
∂2p2
∂x2

+ k22p2

]

= 0 sur Ω2 (5.75)
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On trouve le problème aux valeurs propres suivant :

ρ2k
2
1

[d2θ1
dy2

+
(

k21 − (1−M2)β2 − 2Mβk1

)

θ1

]

= 0 0 ≤ y ≤ h1 (5.76)

[

ρ1φ(Mβ − k1)
2
][d2θ2
dy2

+
(

k22 − β2
)

θ2

]

= 0 h1 ≤ y ≤ h2 (5.77)

[

ρ1φ(Mβ − k1)
2
]dθ2
dy

= ρ2k
2
1

dθ1
dy

y = h1 (5.78)

θ1 = θ2 y = h1 (5.79)

dθ1
dy

= 0 y = 0 (5.80)

dθ2
dy

= 0 y = h2 (5.81)

Ce problème aux valeurs propres permet d’écrire les équations de dispersion et de
l’équation transcendante suivantes :

k21 = α21n + (1−M2)β2n + 2Mβnk1 (5.82)

k22 = α22n + β2n (5.83)

ρ2k
2
1α1ntan(α1nh1) =

[

ρ1φα2n(Mβn − k1)
2
]

tan(α2n(h1 − h2)) (5.84)

On détermine les valeurs propres α1n et α2n et la constante de propagation βn

numériquement par la méthode de Newton-Raphson. Les valeurs initiales nécessaires
pour cette méthode sont déterminées par la méthode des éléments finis suivant la
section transversale du guide. La Figure 5.22 montre les premières constantes de
propagation βn dans le plan complexe pour un guide contenant de la laine de verre
avec et sans écoulement respectivement pour une fréquence f = 400 Hz.
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Figure 5.22 – Constantes de propagation βn avec la laine de verre pour une fréquence
f = 400Hz : a) sans écoulement ; b) en présence d’un écoulement uniforme M = 0.3.
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On remarque qu’en présence d’écoulement, il y a un décalage de la courbe (Figure
5.22-b) par rapport à l’axe des ordonnées (Im(βn)). Ce décalage est dû au phéno-
mène de convection de l’écoulement uniforme. On retrouve donc le phénomène clas-
sique de la convection des ondes présent dans les guides en présence d’écoulement
déjà évoqué dans l’étude du guide cylindrique traité avec un matériau à réaction
localisée (voir Chapitre 3). Il est donc possible de déterminer les modes dans un
guide traité avec un matériau absorbant à réaction non localisée si les conditions de
continuité à l’interface fluide-poreux sont bien prises en compte dans le problème
aux valeurs propres du guide.

3.3 Relation d’orthogonalité

Comme nous l’avons déjà expliqué, la présence des dérivées tangentielles dans
l’équation de continuité du déplacement normal à l’interface du fluide et du poreux
ne permet plus de déterminer une relation d’orthogonalité entre les modes.

Reprenons le problème aux valeurs propres ci-dessus (5.76) et (5.77) avec les
conditions aux limites (5.80) et (5.81) et de continuité à l’interface des deux milieux
(5.78) et (5.79). En multipliant l’équation (5.76) par θ1m et et l’équation (5.77) par
θ2m et en intégrant respectivement sur les intervalles [0, h1] et [h1, h2], on a :

ρ2k
2
1

[ ∫ h1

0

d2θ1n
dy2

θ1mdy +
(

k21 − (1−M2)β2n − 2Mk1βn

)∫ h1

0

θ1nθ1mdy
]

= 0 (5.85)

[

ρ1φ(Mβn − k1)
2
][ ∫ h2

h1

d2θ2n
dy2

θ2mdy + (k22 − β2n)

∫ h2

h1

θ2nθ2mdy
]

= 0 (5.86)

En intégrant par partie les termes d’ordre 2 et en additionnant les intégrales (5.85)
et (5.86), il vient :

ρ2k
2
1

[ ∫ h1

0

dθ1n
dy

dθ1m
dy

dy −
(

k21 − (1−M2)β2n − 2Mk1βn

)∫ h1

0

θ1nθ1mdy
]

(5.87)

+
[

ρ1φ(Mβn − k1)
2
][ ∫ h2

h1

dθ2n
dy

dθ2m
dy

dy − (k22 − β2n)

∫ h2

h1

θ2nθ2mdy
]

−ρ2k21
dθ1n
dy

(h1)θ1m(h1) +
[

ρ1φ(Mβn − k1)
2
]dθ2n
dy

(h1)θ2m(h1) = 0

D’après les équations de continuité à l’interface des deux milieux (5.78) et (5.79)
les termes à l’interface (pour y = h1) de l’équation (5.87) s’annulent et on trouve
l’intégrale suivante :

ρ2k
2
1

[ ∫ h1

0

dθ1n
dy

dθ1m
dy

dy −
(

k21 − (1−M2)β2n − 2Mk1βn

)∫ h1

0

θ1nθ1mdy
]

(5.88)

+
[

ρ1φ(Mβn − k1)
2
][ ∫ h2

h1

dθ2n
dy

dθ2m
dy

dy − (k22 − β2n)

∫ h2

h1

θ2nθ2mdy
]

= 0

En échangeant les rôles de n et de m dans le problème aux valeurs propres et en
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suivant les étapes précédentes, on obtient cette fois :

ρ2k
2
1

[ ∫ h1

0

dθ1m
dy

dθ1n
dy

dy −
(

k21 − (1−M2)β2m − 2Mk1βm

)∫ h1

0

θ1mθ1ndy
]

(5.89)

+
[

ρ1φ(Mβm − k1)
2
][ ∫ h2

h1

dθ2m
dy

dθ2n
dy

dy − (k22 − β2m)

∫ h2

h1

θ2mθ2ndy
]

= 0

En soustrayant (5.88) de (5.89), on obtient :

ρ2k
2
1

[

(1−M2)(β2n − β2m) + 2Mk1(βn − βm)
] ∫ h1

0

θ1mθ1ndy (5.90)

+ρ1φ
[

M2(β2n − β2m)− 2Mk1(βn − βm)
] ∫ h2

h1

dθ2m
dy

dθ2n
dy

dy

+ρ1φ
[

M(β3n − β3m)− k21(β
2
n − β2m)−Mk22(βn − βm)

] ∫ h2

h1

θ2mθ2ndy = 0

Soit :

(βn − βm)
[

ρ2k
2
1

(

(1−M2)(βn + βm) + 2Mk1

)∫ h1

0

θ1mθ1ndy (5.91)

+ρ1φ
(

M2(βn + βm)− 2Mk1

)∫ h2

h1

dθ2m
dy

dθ2n
dy

dy

+ρ1φ
(

M(β2n + βnβm + β2m)− k21(βn + βm)−Mk22

)∫ h2

h1

θ2mθ2ndy
]

= 0

Si (βn 6= βm), cela implique que :

[

ρ2k
2
1

(

(1−M2)(βn + βm) + 2Mk1

)∫ h1

0

θ1mθ1ndy (5.92)

+ρ1φ
(

M2(βn + βm)− 2Mk1

)∫ h2

h1

dθ2m
dy

dθ2n
dy

dy

+ρ1φ
(

M(β2n + βnβm + β2m)− k21(βn + βm)−Mk22

)∫ h2

h1

θ2mθ2ndy
]

= 0

Cette relation ne constitue pas une relation d’orthogonalité car elle fait intervenir
des termes en βn et βm et il existe un terme de dérivée d’ordre 1 pour θ2n et θ2m. Les
modes du guide ne sont donc orthogonaux ni au sens du produit scalaire usuel, ni au
sens du produit scalaire développé précédemment pour le cas sans écoulement (5.42).
Il n’est pas possible dans ces conditions d’expliciter une condition limite transpa-
rente pour le guide car il n’existe pas de relation d’orthogonalité qui permettrait de
normaliser les modes et de déterminer les coefficients modaux.

4 Conclusion

Cette étude nous a permis d’examiner la propagation acoustique dans des guides
2D traités avec des matériaux poreux à structure rigide que l’on caractérise par un
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fluide équivalent. Elle constitue une généralisation de l’étude sur les guides traités
avec des matériaux absorbants à réaction localisée caractérisés par une impédance
locale. Nous avons notamment pu établir de nouvelles conditions limites transpa-
rentes baséés sur un opérateur DtN en l’absence d’écoulement.

Cependant, en présence d’écoulement uniforme, l’apparition des dérivées tangen-
tielles dans les conditions de continuité à l’interface entre le milieu fluide et le milieu
poreux est la source de difficultés ne permettant plus l’écriture de l’opérateur DtN.
En effet, en présence d’écoulement uniforme, nous n’avons pas réussi à établir une
relation d’orthogonalité entre les modes permettant de normaliser les modes et de
calculer les coefficients modaux. Pour des guides uniformes, le problème peut être
résolu par des méthodes modales, par contre pour des guides à géométries com-
plexes, il incombe de trouver de nouvelles techniques permettant de contourner ces
difficultés.



Conclusion et perspectives

Dans cette étude, nous avons développé une condition limite transparente pour
la résolution des problèmes de rayonnement acoustique dans des guides à parois trai-
tées par des matériaux absorbants à réaction localisée ou non-localisée en présence
d’écoulement. La condition limite transparente présentée est basée sur un opéra-
teur Dirichlet-to-Neumann (DtN) utilisé dans la méthode des éléments finis afin de
pouvoir étudier des systèmes complexes rencontrés dans l’industrie (turboréacteurs
d’avions, silencieux ...).

L’étude bibliographique présentée dans le chapitre 1 nous a permis de présenter
les principaux modèles utilisés pour la propagation acoustique dans les guides. Pour
les géométries de forme complexe, la prise en compte d’écoulements réalistes néces-
site l’utilisation des équations d’Euler linéarisées ou des équations de Galbrun qui
sont des modèles vectoriels pour lesquels on sait que l’écriture de conditions limites
transparentes devient délicate par la présence des modes hydrodynamiques. Nos
travaux étant davantage orientés vers la prise en compte de matériaux absorbants
placés en paroi, nous avons volontairement limité notre étude au cas d’un écoule-
ment uniforme qui mène au modèle scalaire de l’équation de Helmholtz convectée.
De plus, les matériaux absorbants à réaction non-localisée utilisés dans notre étude
étant modélisés par un fluide équivalent basé également sur l’équation de Helmholtz,
le couplage entre le milieu fluide et le milieu poreux se fait de manière naturelle.
Cependant, nous avons mis en évidence de nombreuses difficultés liées à la prise en
compte d’un matériau absorbant même sans écoulement.

L’écriture de l’opérateur DtN repose sur la décomposition de la pression acous-
tique sur la base des modes propres d’une section transverse du guide. Notre méthode
permet donc de traiter des problèmes de propagation dans des guides à géométries
complexes à condition que la partie à étudier soit comprise entre des portions rec-
tilignes sur lesquelles il est possible de décomposer la pression. Pour l’ensemble des
situations étudiées, une part importante de notre travail a donc été consacrée au
calcul et à l’étude des modes. Les spectres des valeurs propres ont été représentés
dans le plan complexe, les courbes de dispersion et d’atténuation ont été tracées et
le comportement asymptotique des modes a été étudié pour les guides traités par
des matériaux absorbants à réaction localisé.

Après une présentation des principales étapes pour établir l’expression de l’opé-
rateur DtN dans le cas simple d’un guide rigide dans le premier chapitre, la méthode
a été exposée en détail dans les chapitres 2, 3 pour différentes configurations en pré-
sence d’un matériau absorbant à réaction localisé caractérisé par une impédance
complexe Z.

Dans le chapitre 2, un opérateur DtN pour des guides axisymétriques infinis trai-
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tés par des matériaux absorbants à réaction localisée a été développé en l’absence
d’écoulement. Nous avons vu que les modes du guide ne sont pas orthogonaux au sens
du produit scalaire usuel puisque le problème n’est plus auto-adjoint contrairement
au cas du guide rigide. Néanmoins, l’existence d’une relation de biorthogonalité per-
met d’écrire l’opérateur DtN sauf pour des valeurs particulières de l’impédance. Des
résultats originaux pour le rayonnement d’une source acoustique dans des guides non
uniformes ont notamment été présentés et comparés avec succès avec des solutions
obtenues avec des couches PML.

Dans le chapitre 3, nous avons étendu l’étude aux cas des guides axisymétriques
traités par des matériaux absorbants à réaction localisée en présence d’un écoule-
ment uniforme. Dans cette situation, les modes ne sont toujours pas orthogonaux
mais, en s’inspirant de travaux réalisés en 2D [28, 81], une relation d’orthogonalité
asymptotique incluant les valeurs de la pression sur la paroi traitée a été établie.
L’opérateur DtN s’exprime alors en fonction d’une matrice spectrale qui tend à de-
venir diagonale quand l’ordre des modes augmente. Des résultats numériques ont
permis de valider avec succès la méthode sur des guides droits. L’étude de l’erreur
en fonction du nombre de modes utilisés dans la décomposition modale a permis de
montrer que l’opérateur DtN reste précis même avec peu de modes, c’est à dire avant
d’atteindre le régime asymptotique. Enfin, pour montrer que la méthode est appli-
cable pour des exemples moins académiques, nous avons traité le cas d’un guide non
uniforme en présence d’un écoulement potentiel et d’un matériau absorbant. Pour
cet exemple, le champ des vitesses a été déterminé numériquement par la résolution
de l’équation de Laplace, mais nous avons mis en évidence d’importantes difficultés
qui relèvent de la prise en compte de la condition limite d’impédance traduite par la
condition de Myers. En effet, la condition de Myers, qui s’exprime assez simplement
dans le cas d’un guide droit, fait apparaitre des dérivées normale et tangentielle
difficiles à expliciter pour une section variable. La difficulté est levée par l’utilisation
d’une méthode proposée par Eversman [9] basée sur l’utilisation du théorème de
Stokes.

Après avoir étudié les guides traités par des matériaux absorbants à réaction
localisée modélisés par une impédance de paroi, le cas des matériaux à réaction
non localisée a été abordé. Le chapitre 4 nous a permis de présenter les principales
caractéristiques et propriétés des matériaux absorbants à réaction localisée utilisés
dans les chapitres 2 et 3 et celles des matériaux absorbants à réaction non locali-
sée (matériaux poreux) utilisés dans le dernier chapitre. En particulier, nous avons
distingué les matériaux poreux à squelette rigide des matériaux poroélastiques à
squelette élastique. Nous nous sommes plus particulièrement intéressés aux maté-
riaux poreux à squelette rigide que l’on peut décrire par des modèles de fluides
équivalents. En effet, pour ces matériaux, des modèles performants basés sur un
nombre de paramètres variable sont disponibles dans la littérature. Ces modèles de
fluides équivalents permettent de modéliser avec précision le comportement d’une
large gamme de matériaux utilisés dans l’industrie. D’autre part, la propagation
acoustique dans ces milieux est décrite par une équation de Helmholtz pour la pres-
sion du même type que celle utilisée dans le milieu fluide, ce qui facilite la recherche
des modes et le couplage entre les deux milieux.

Le calcul des modes dans un guide traité par un matériau poreux modélisé par un
fluide équivalent a permis de mettre en évidence l’existence de deux type de modes
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facilement identifiables sur les spectres des valeurs propres représentés dans le plan
complexe. L’étude des vecteurs propres montre qu’une partie des modes correspond
à une variation de la pression dans le milieu fluide tandis qu’une autre partie cor-
respond à une variation de la pression dans le matériau poreux, les différences étant
sensibles lorsque les densités des deux milieux sont plus importantes comme dans le
cas de la laine de verre.

En l’absence d’écoulement, il existe une relation de biorthogonalité faisant inter-
venir la masse volumique du fluide, la porosité et la masse volumique dynamique
complexe du matériau poreux. Elle permet de déterminer un opérateur DtN pour
les milieux couplés. Les résultats numériques présentés sont comparés avec succès à
des solutions analytiques ou à des résultats obtenus avec des couche PML .

Pour un fluide en mouvement uniforme couplé à un milieu poreux, il est toujours
possible de calculer les modes dans une section transversale du guide, en revanche
la présence de dérivées tangentielles dans la condition de continuité du déplacement
normal à l’interface entre les deux milieux ne permet plus d’établir la relation d’or-
thogonalité nécessaire à l’écriture d’une condition limite transparente. Des difficultés
apparaissent également pour la formulation du problème de rayonnement car il n’est
plus possible d’écrire une forme variationnelle associée au problème.

La méthode présentée dans cette étude s’inscrit dans la continuité des travaux
initiés par Poernomo [28] en 2D. Elle a permis d’obtenir des résultats pour des
géométries 3D axisymétriques en ne considérant que des solutions elles mêmes axi-
symétriques (m=0). La généralisation à des solutions azimutales d’ordre plus élevé
est facile à développer mais doit être considérée afin de pouvoir traiter des situations
rencontrées dans l’industrie aéronautique [118]. Nous avons également abordé le cas
des géométries moins régulières en considérant un écoulement potentiel dans les sec-
tions variables raccordé à un écoulement uniforme dans les sections uniformes. Le
cas d’un écoulement cisaillé constitue une perspective naturelle à notre étude mais
elle nécessite davantage de développements et implique le choix d’un nouveau mo-
dèle. L’exemple du guide traité par un matériau absorbant à réaction non-localisée
à mis en évidence des résultats originaux dans le cas sans écoulement mais a mon-
tré les limites du modèle basé sur l’équation de Helmholtz convectée en présence
d’un écoulement uniforme. La prise en compte d’un écoulement cisaillé présentant
une couche limite à l’interface entre le fluide et le milieux poreux s’inscrit dans la
suite logique de ces travaux. Elle devrait permettre d’assurer une meilleure conti-
nuité entre les deux milieux y compris en considérant un écoulement induit dans le
matériau poreux. Le modèle de Pridmore-Brown peut être envisagé pour les guides
droits, alors que le cas des sections variables peut être abordé à l’aide de l’équa-
tion de Galbrun récemment utilisé par Nennig [48] pour des guides traités par des
matériaux poroélastiques décrit par le formalisme de Biot.
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Annexe 1

Calcul des modes dans la section tranverse d’un guide cylindrique
axisymetrique : méthode des éléments finis à une seule dimension

Considérons un guide cylindrique axisymétrique infini rigide de rayon R = 1 repré-
senté sur le plan (r,z) comme indiqué sur la Figure 5.23. La propagation acoustique
dans ce guide est gouvernée par l’équation de Helmholtz homogème :

∂2p

∂r2
+
1

r

∂p

∂r
+
∂2p

∂z2
+ k2p = 0 sur Ω (5.93)

Les conditions aux limites sur les parois sont données par :

∂p

∂n
= 0 sur Γ0 (5.94)

∂p

∂n
= 0 sur Γ1 (5.95)

Les solutions de l’équation (5.93) vérifiant les conditions limites (5.94) et (5.95)

r

0

θ

R

z

0

Ω

Γ

1Γ

Figure 5.23 – Guide axisymétrique rigide infini

sont sous la forme :
p(r, z) = ϕ(r)eiβz (5.96)

où ϕ(r) = J0(αr) est la fonction de Bessel d’ordre 0 et α et β sont respectivement
les nombres d’onde suivant r et la constante de propagation.
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L’équation aux valeurs propres du problème s’écrit alors :

1

r

dϕ

dr
+
d2ϕ

dr2
+ (k2 − β2)ϕ = 0 pour 0 ≤ r ≤ R (5.97)

dϕ

dr
= 0 pour r = 0 et r = R (5.98)

On développe dans cette section la méthode de Galerkin pour une seule dimension.
Cela permettra de déterminer les nombres d’ondes α et les constantes de propaga-
tions β.

On écrit la formulation variationnelle associée au problème aux valeurs propres ci
dessus. On multiplie l’équation (5.97) par une fonction test régulière ψ et on intègre
sur l’intervalle [0, R] :

∫ R

0

(1

r

dϕ

dr
+
d2ϕ

dr2
+ (k2 − β2)ϕ

)

ψrdr = 0 (5.99)

En intégrant les termes d’ordre 2 par parties et en prenant en compte les conditions
limites (5.98), la formulation variationnelle est donnée par :

trouver ϕ ∈ H1(Ω), tel que ∀ψ ∈ H1(Ω) :

∫ R

0

dϕ

dr

dψ

dr
rdr − (k2 − β2)

∫ R

0

ϕψ r dr = 0 (5.100)

En discrétisant l’intervalle [0, R] en N sous intervalles Ti = [ri−1, ri], alors on
peut dire que ψ est une fonction continue et affine sur les Ti.

Soit Vh, l’espace vectoriel des fonctions continues affines par morceaux(sur les
Ti), alors chaque fonction ψh ∈ Vh est déterminée par manière unique par la donnée
de ses valeurs aux points i = 1, N − 1. Il existe N − 1 fonctions ωi ∈ Vh définies par
N − 1 conditions : ωi(rj) = δij ∀ i = 1, N − 1 et ∀ j = 1, N − 1.

Ainsi, une fonction quelconque ψh s’écrit dans cette base :

ψh(r) =

i=N−1∑

i=1

ψiωi(r) (5.101)

Les coefficients ψi sont les valeurs de ψh aux points (ri). De même en prenant ϕh,
une solution du problème approché dans Vh, dans la base des ωi, on a :

ϕh(r) =

j=N−1
∑

j=1

ϕjωj(r) ⇒ ϕ̇h(r) =

j=N−1
∑

j=1

ϕjω̇j(r) (5.102)

où ϕ̇ = dϕ/dr et ϕj = ϕh(rj) est la valeur approchée de la solution exacte au point
(rj). On obient alors la formulation vationnelle suivante :







trouver ϕ1, ϕ2, . . . ϕN−1 tels que ∀ i = 1, N − 1
j=N−1
∑

j=1

(∫ R

0

ω̇j(r)ω̇i(r)rdr −
(

k2 − β2
)∫ R

0

ωj(r)ωi(r)rdr
)

ϕj = 0



143

Posons :

Kij =

∫ R

0

ω̇j(r)ω̇i(r)rdr (5.103)

Mij =

∫ R

0

ωj(r)ωi(r)rdr (5.104)

On calcule ces coefficients en sommant les contributions des différents éléments :

Kij =

∫ R

0

ω̇j(r)ω̇i(r)rdr =

k=N∑

k=1

∫ rk

rk−1

ω̇j(r)ω̇i(r)rdr (5.105)

Ainsi, pour un élément Ti = [ri−1, ri], il n’y a que deux fonctions de base non nulles
ωi−1 et ωi :

ωi−1 =
ri − r

ri − ri−1
⇒ ˙ωi−1 =

−1
ri − ri−1

=
−1
h

(5.106)

ωi =
r − ri−1

ri − ri−1
⇒ ω̇i =

1

ri − ri−1
=
1

h
(5.107)

permettant d’obtenir une contribution aux quatre coefficients Ki−1,i−1, Ki−1,i, Ki,i,
Ki,i−1, avec i variant maintenant de 1 à N :

Ki−1,i−1 =

∫ ri

ri−1

˙ωi−1(r)
2rdr

=

∫ ri

ri−1

(
−1

ri − ri−1

)2rdr =
1

2h
(ri + ri−1) (5.108)

Ki−1,i =

∫ ri

ri−1

˙ωi−1(r)ω̇i(r)rdr

=

∫ ri

ri−1

−1
ri − ri−1

1

ri − ri−1
rdr = − 1

2h
(ri + ri−1) (5.109)

Ki,i =

∫ ri

ri−1

ω̇i(r)
2rdr =

∫ ri

ri−1

(
1

ri − ri−1
)2rdr =

1

2h
(ri + ri−1)

Comme il y a une symétrie (Ki−1,i = Ki,i−1), un élément Kii=1,N est donné par :

Ki =
1

2h
(ri + ri−1)

(
1 − 1
−1 1

)

Comme 1 ≤ i ≤ N , posons ri = ih et ri−1 = (i − 1)h, ce qui donne toujours
ri − ri−1 = h, alors un élément Ki s’écrit maintenant :

Ki =
2i− 1

2

(
1 − 1
−1 1

)

(5.110)

Les éléments Mi se calculent de la même manière que les Ki. En effet on a :

Mi−1,i−1 =

∫ ri

ri−1

ωi−1(r)
2rdr =

∫ ri

ri−1

(
ri − r

ri − ri−1
)2rdr =

h2

12
(4i− 3) (5.111)

Mi−1,i =

∫ ri

ri−1

ωi−1(r)ωi(r)rdr =

∫ ri

ri−1

(
ri − r

ri − ri−1
)(
r − ri−1

ri − ri−1
)rdr =

h2

12
(2i− 1)

Mi,i =

∫ ri

ri−1

ωi(r)
2rdr =

∫ ri

ri−1

(
r − ri−1

ri − ri−1
)2rdr =

h2

12
(4i− 1)
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Donc pour un élément Mi, on a :

Mi =
h2

12

(
4i− 3 2i− 1
2i− 1 4i− 1

)

(5.112)

On obtient donc des matrices globales K (matrice de rigidité) et M (matrice de
masse) , ce qui conduit à une équation de second degré en β que l’on note par βn :

K− k2M+ β2nM = 0⇒ A+ β2nB = 0 (5.113)

où A = K−k2M et B = M. L’équation (5.113) est un problème classique aux valeurs
propres. Ainsi, det(A+β2nB) a pour solution une matrice dont la diagonale contient
−β2n.

En guise d’application de la méthode des éléments finis à une dimension, consi-
dérons le problème précédent (5.97) pour lequel R = 1 et N = 2, c’est-à-dire que
l’on a deux éléments avec trois noeuds, avec un pas h = 1/N = 1/2 et un nombre
d’onde k = 7. Les matrices de rigidité K et de masse M sont données par :

K =





1/2 − 1/2 0
−1/2 2 − 3/2

0 − 3/2 3/2



 ; M =





1/48 1/48 0
1/48 1/6 1/16
0 1/16 7/48





Le calcul du déterminant de la matrice A+ β2nB permet d’obtenir les constantes de
propagation βn, et à l’aide de l’équation de dispersion k2 = α2n + β2n, on déduit les
valeurs des nombres d’ondes radiaux αn (voir Tab. 5.7).

n αn β+n
1 0.000 - 0.000i 7.000 + 0.000i
2 3.832 - 0.000i 5.858 + 0.000i
3 7.015 - 0.000i 0.000 + 0.467i

Tableau 5.7 – Nombres d’ondes radiaux αn et constantes de propagation βn pour
k = 7.



Annexe 2

Écriture de l’équation de propagation acoustique en présence d’un
écoulement potentiel

L’équation de propagation pour le potentiel de vitesse s’obtient à partir des équations
d’Euler suivantes :

∂ρ̃

∂t
+ div(ρ̃ṽ) = 0 (5.114)

ρ̃
(∂ṽ

∂t
+ ṽ.∇ṽ

)

= −∇p̃ (5.115)

dp̃

dt
= c̃2

∂ρ̃

∂t
(5.116)

Les grandeurs p̃, ρ̃, ṽ et c̃ sont données par :

p̃ = p0 + pe−iωt (5.117)

ρ̃ = ρ0 + ρe−iωt ; γp̃ = ρ̃γ (5.118)

ṽ = v0 + ve−iωt ; ṽ = ∇φ̃ (5.119)

c̃ = c0 + ce−iωt ; c̃2 = ρ̃γ−1 =
γp̃

ρ̃
(5.120)

où p0, ρ0, v0 et c0 désigent respectivement les valeurs moyennes de la pression, de
la masse volumique, de la vitesse et de la célérité et φ̃ = φ0 + φe−iωt est le potentiel
de vitesse.

Pour l’écoulement moyen stationnaire ( ∂
∂t
= 0), on a :

div(ρ0v0) = 0 (5.121)

ρ0v0.∇v0 = −∇p0 (5.122)

c20 =
γp0
ρ0

(5.123)

En remplaçant p̃, ρ̃, ṽ et c̃ dans (5.114), (5.115) et (5.116) par leurs expressions
dans (5.117), (5.118), (5.119) et (5.120) puis en soutrayant les équations (5.121) et
(5.122) et en linéarisant, on trouve :

−iωρ+ div(ρv0 + ρ0v) = 0 (5.124)

ρ0

(

− iωv + v.∇v0 + v0.∇v
)

=
ρ

ρ0
∇p0 −∇p (5.125)

p = c20ρ (5.126)
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En remplaçant v par ∇φ dans (5.124) et (5.125), on a :

−iωρ+ div(ρv0 + ρ0∇φ) = 0 (5.127)

ρ0

(

− iω∇φ+∇φ.∇v0 + v0.∇(∇φ)
)

=
ρ

ρ0
∇p0 −∇p (5.128)

Notons que

∇φ.∇v0 + v0.∇(∇φ) = div(v0.∇φ) et ∇p0 = γ
p0
ρ0

∇ρ0 = c20∇ρ0

Alors l’équation (5.128) s’écrit :

∇
(

− iωφ+ v0.∇φ
)

=
ρc20
ρ20

∇ρ0 −
1

ρ0
∇p (5.129)

soit :

∇
(

− iωφ+ v0.∇φ
)

=
p

ρ20
∇ρ0 −

1

ρ0
∇p = −∇(

p

ρ0
) (5.130)

En intégrant (5.130), on obtient :

−iωφ+ v0.∇φ+
p

ρ0
= 0 (5.131)

Finalement, on obtient les équations linéarisées suivantes :

−iωρ+ div(ρv0) + div(ρ0∇φ) = 0 (5.132)

−iωφ+ v0.∇φ+
p

ρ0
= 0 (5.133)

p = c20ρ (5.134)

A l’aide de la dérivée particulaire et de l’équation (5.134) et en utilisant les propriétés
de la divergence, on peut écrire :

div(ρ0∇φ) +
dρ

dt
+ ρdiv(v0) = 0 (5.135)

ρ = −ρ0
c20

dφ

dt
(5.136)

En remplaçant ρ dans (5.135) par son expression dans (5.136), on trouve l’équation
de propagation acoustique sous la forme :

div(ρ0∇φ) +
d

dt

(

− ρ0
c20

dφ

dt

)

+ ρdiv(v0)

︸ ︷︷ ︸

1

= 0 (5.137)

En développant le terme (1), l’équation de propagation des ondes pour le potentiel
des vitesses est donnée par :

div(ρ0∇φ)− ρ0
d

dt

( 1

c20

dφ

dt

)

= 0 (5.138)



Annexe 3

A.3 Formulation variationnelle associée à un guide
cylindrique non uniforme recouvert d’un matériau absorbant en

présence d’un écoulement potentiel : théorème de Stokes

On considère un guide non uniforme en présence d’un écoulement potentiel présenté
dans la figure ci-dessous (Fig. 5.24). Le guide est axisymétrique et est composée
d’un tronçon traité de paroi SZ inséré dans un guide infini rectiligne uniforme rigide
de parois S1 et S2 dans lequel l’écoulement devient uniforme. Afin de résoudre le
problème par la méthode des éléments finis, on tronque le guide par les frontières fic-
tives S− et S+ sur lesquelles des conditions limites transparentes de type opérateur
DtN sont écrites.

Figure 5.24 – Schéma de principe

A.3.1 Equation de propagation et conditions aux limites

L’équation de propagation est donnée par (voir Annexe 2, page 146) :

div(ρ0∇φ)− ρ0
d

dt
(
1

c20

dφ

dt
) = f dans Ω (5.139)

(5.140)

où f désigne une source acoustique sphérique à support compact, ρ0 et c0 sont
respectivement la masse volumique moyenne et la célérité du son.
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Les conditions limites sur les parois rigides S1 et S2 et sur l’axe du cylindre S0
sont données par la condition de Neumann homogène :

∂φ

∂n
= 0 sur S1 (5.141)

∂φ

∂n
= 0 sur S2 (5.142)

∂φ

∂n
= 0 sur S0 (5.143)

Puisque les frontières fictives S− et S+ sont situées sur la partie rigide du guide,
les opérateurs DtN sont ceux d’un guide rigide (ie. les coefficients modaux issus de
la décomposition de φ sur la base des modes sont déterminés à l’aide du produit
scalaire usuel) :

∂φ

∂n
= −T±(φ) sur S± (5.144)

La condition limite sur la paroi absorbante SZ est donnée par la condition de Myers
[61] en régime harmonique (e−ωt) :

v.n = ∇φ.n =
(

− iω + v∗

0
.∇− n.(n.∇)v∗

0

)

ξn (5.145)

où ξn désigne le déplacement normal sur la paroi et v∗

0
est la vitesse moyenne. Par

la suite toutes les grandeurs sont adimensionnalisées :

k =
ω

c∞
; v0 =

v∗

0

v∞
; M =

v∞
c∞

(5.146)

où k, c∞ et v∞ désignent respectivement le nombre d’onde, la célérité et la vitesse
à l’infini. La condition limite sur SZ s’écrit alors :

∇φ.n = −ikξn +Mv0.∇ξn −Mξnn.(n.∇)v0 (5.147)

où

ξn = −
Y

ik
(ρ0

dφ

dt
) (5.148)

et Y = 1/Z avec Z l’impédance de la paroi.

A.3.2 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle associée au problème de propagation dans tout le do-
maine 3D (V ) est donnée par : trouver φ ∈ H1(V ) tel que ∀ψ ∈ H1(V ), on a :

∫

V

(div(ρ0∇φ)
︸ ︷︷ ︸

a

− ρ0
d

dt
(
1

c20

dφ

dt
)

︸ ︷︷ ︸

b

)ψdV =

∫

V

fψdV (5.149)

Où dV = rdrdθdz désigne un élément de volume dans le domaine 3D et φ = φ(r, θ, z)
le potentiel des vitesses.

a = −
∫

V

(ρ0 ∇φ.∇ψ)dV +

∫

S

(ρ0ψ ∇φ.n)dS (5.150)
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avec S = S0 ∪ S1 ∪ S2 ∪ SZ ∪ S±.

b =

∫

V

(ρ0
c20
k2φψ + 2ikMψ

ρ0
c20
(v0.∇φ) + ikMψφdiv(

ρ0
c20

v0) (5.151)

+M2 ρ

c20
(v0.∇φ)(v0.∇ψ)

)

dV −
∫

S

(Mρ0ψαv0.n+ ikM
ρ0
c20
φψv0.n)dS

Où dS = Rrdθdz désigne un élément de surface sur la paroi du guide (R1 ≤ R ≤ R2)
et dS = rdrdθ sur les sections du guide (S−∪ S+). On pose α = 1

c20

dφ
dt

. La formulation
variationnelle devient :

∫

V

[

ρ0 ∇φ.∇ψ − ρ0
c20
k2φψ − 2ikMψ

ρ0
c20
(v0.∇φ) (5.152)

−ikMψφdiv(
ρ0
c20

v0)−M2ρ0
c20
(v0.∇φ)(v0.∇ψ)

]

dV

+

∫

S

(Mρ0ψαv0.n + ikM
ρ0
c20
φψv0.n− ρ0ψ ∇φ.n)dS = −

∫

V

fψdV

Posons :

IS = IS0 + IS1 + IS2 + ISZ
+ IS± =

∫

S

(Mρ0ψαv0.n+ ikM
ρ0
c20
φψv0.n− ρ0ψ ∇φ.n)dS

Sur les sections S1 et S2, le guide étant rigide, les intégrales IS1 et IS2 sont
nulles, il en est de même de l’intégrale IS0 sur l’axe du guide : v0.n = ∇φ.n = 0.
En remplaçant α par son expression et en développant, l’intégrale IS± se reduit à :

IS± = ±
∫

SΣ±

ρ0

(

1−M2 |v20|
c20

)

ψ ∇φ.n)dS (5.153)

Par ailleurs, la vitesse moyenne étant tangente à la paroi du guide on a v0.n = 0
sur SZ . L’intégrale ISZ

s’écrit :

ISZ
=

∫

SZ

−ρ0ψ ∇φ.ndS

D’après la condition aux limites (5.145), l’intégrale ISZ
devient :

ISZ
=

∫

SZ

(

ikρ0ψξn −Mρ0ψv0.∇ξn +Mρ0ψξnn.(n.∇)v0

)

dS (5.154)

Introduisons les relations vectorielles suivantes (voir [9]) :

Mρ0ψv0.∇ξn = Mdiv(ρ0ψv0ξn)−Mξnρ0v0.∇ψ −Mξnψdiv(ρ0v0) (5.155)

div(ρ0v0) = 0 (5.156)

n.v0 = 0 (5.157)

Mρ0ψξnn.(n.∇)v0 = Mn.(n.∇)ρ0ψξnv0 (5.158)

Cela implique que (5.154) devient :

ISZ
=

∫

SZ

(

ikρ0ψξn −Mdiv(ρ0ψv0ξn) +Mξnρ0v0.∇ψ (5.159)

+Mn.(n.∇)ρ0ψξnv0

)

dS
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D’autre part, on sait que :

~a ∧ (~b ∧ ~c) = (~a.~c)~b− (~a.~b)~c

Posons : ~a = ∇ ; ~b = n ; ~c = ρ0ψξnv0, alors on a :

n.
[

∇ ∧ (n ∧ ρ0ψξnv0)
]

= n.
[

(∇.ρ0ψξnv0)n− (∇.n)ρ0ψξnv0

]

(5.160)

= div(ρ0ψξnv0)− n.(n.∇)ρ0ψξnv0 (5.161)

L’intégrale ISZ
est donc donnée par :

ISZ
=

∫

SZ

(

ikρ0ψξn +Mξnρ0v0.∇ψ −Mn.∇ ∧ (n ∧ ρ0ψξnv0)
)

dS (5.162)

=

∫

SZ

(ikρ0ψξn +Mξnρ0v0.∇ψ)dS −
∫

SZ

(Mn.∇ ∧ (n ∧ (ρ0ψξnv0)))dS

D’après, Eversmann [9], l’intégrale :
∫

SZ

(Mn.∇ ∧ (n ∧ (ρ0ψξnv0)))dS

peut être écrite comme une intégrale linéique sur le contour fermé Γ de la surface
SZ (voir Fig. 5.25) en utilisant le théorème de Stokes.

Soit Γ, une courbe fermée orientée dans R3, S une surface orientée dont le
contour est Γ. L’orientation de ∂S est induite par l’orientation de S. Si le champ
vectoriel ~V admet des dérivées partielles continues, alors :

∫∫

S

∇ ∧ ~V · d~S =

∮

Γ

~V · d~l

où d~l est le vecteur directeur de la courbe en tout point.

Dans notre cas, puisqu’une partie de Γ traverse deux fois la surface SZ en sens
inverse (la contribution de cette partie est nulle), alors l’intégrale ISZ

s’écrit :
∫

SZ

(Mn.∇ ∧ (n ∧ (ρ0ψξnv0)))dS (5.163)

=

∫

Γ

(Mn ∧ (ρ0ψξnv0)). ~dΓ

=

∫

ΓZ1

(Mn ∧ (ρ0ψξnv0)). ~dΓ +

∫

ΓZ2

(Mn ∧ (ρ0ψξnv0)). ~dΓ

Les contours ΓZ1 et ΓZ2 sont situés sur S1 et S2 respectivement. Sur une paroi rigide
le déplacement étant nulle, les intégrales linéiques sur ΓZ1 et ΓZ2 sont aussi nulles.
Ce qui réduit l’intégrale de surface ISZ

à :

Isz
=

∫

SZ

(ikρ0ψξn +Mξnρ0v0.∇ψ)dS (5.164)



151

Figure 5.25 – Contour Γ

En remplaçant ξn par son expression dans (5.148) et en développant (5.164), on
trouve :

ISZ
=
Y

ik

∫

SZ

ρ20

[

k2φψ + ikM
(

ψv0.∇φ− φv0.∇ψ
)

+M2
(

v0.∇φ
)(

v0.∇ψ
)]

dS

La formulation variationnelle devient :
∫

V

(

ρ0 ∇φ.∇ψ − ρ0
c20
k2φψ − 2ikMψ

ρ0
c20
(v0.∇φ)− ikMψφdiv(

ρ0
c20

v0) (5.165)

−M2 ρ0
c20
(v0.∇φ)(v0.∇ψ)

)

dV

+
Y

ik

∫

SZ

ρ20

[

k2φψ + ikM
(

ψv0.∇φ− φv0.∇ψ
)

+M2
(

v0.∇φ
)(

v0.∇ψ
)]

dS

±
∫

S±

ρ0

(

1−M2 |v0|2
c20

)∂φ

∂n
ψdS

= −
∫

V

fψdV

La géométrie du guide étant axisymétrique, l’étude peut donc se réduire sur le plan
(r,z) (voir Fig. 5.26). Ainsi, Ω et Γ sont la restriction de V et S respectivement dans
le plan (r,z). La formulation variationnelle devient :

∫

Ω

(

ρ0 ∇φ.∇ψ − ρ0
c20
k2φψ − 2ikMψ

ρ0
c20
(v0.∇φ)− ikMψφdiv(

ρ0
c20

v0) (5.166)

−M2ρ0
c20
(v0.∇φ)(v0.∇ψ)

)

dΩ

+
Y

ik

∫

ΓZ

ρ20

[

k2φψ + ikM
(

ψv0.∇φ− φv0.∇ψ
)

+M2
(

v0.∇φ
)(

v0.∇ψ
)]

RdΓ

±
∫

Σ±

ρ0

(

1−M2 |v0|2
c20

)∂φ

∂n
ψrdΣ

= −
∫

V

fψdΩ

Où dΩ = rdrdz et φ = φ(r, z). Si le nombre de Mach M est petit, on peut faire les
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Figure 5.26 – Représentation axisymétrique

approximations suivantes sur la partie non rectiligne du guide :

ρ0 = 1 +
M2

2
(1− |v0|2) ;

ρ20 = 1 +M2(1− |v0|2) ;
ρ0
c20

= 1 +
2− γ

2
M2(1− |v0|2) = 1 pour γ = 2

Sur la partie rigide du guide, on a ρ0 = c0 = |v0| = 1.
Pour des nombres de Mach M petits, la formulation variationnelle est donc

donnée par : trouver φ ∈ H1(V ) tel que ∀ψ ∈ H1(V ), on a :

∫

Ω

[(

1 +
M2

2
(1− |v0|2)

)

∇φ.∇ψ − k2φψ − 2ikMψ(v0.∇φ) (5.167)

−ikMψφdiv(v0)−M2(v0.∇φ)(v0.∇ψ)
]

dΩ

+
Y

ik

∫

ΓZ

(

1 +M2(1− |v0|2)
)[

k2φψ + ikM
(

ψv0.∇φ− φv0.∇ψ
)

+M2
(

v0.∇φ
)(

v0.∇ψ
)]

RdΓ

±
∫

Σ±

(

1−M2
)∂φ

∂n
ψrdΣ = −

∫

V

fψdΩ





Modeling by the finite element method of acoustic radiation in wave-
guides lined with locally or non locally reacting absorbent materials in
the presence of flow

Abstract

Our concern in this work is the problem of acoustic propagation in guides lined with
locally or non locally reacting materials with the presence of mean fluid flow. In several
industrial systems such as aircraft jet engines, mufflers exhaust and ventilation systems,
noise is mostly channeled outside by guides of more or less complex geometries.

A study of waveguides makes it possible to predict and understand the physical phe-
nomena such as refraction, convection, absorption and wave attenuation. In waveguides
studies, guides are often considered infinitely long to get rid of some phenomena (reflection
for example) at their ends.

Solving the problem of acoustic propagation in infinite guides by finite element me-

thod requires to truncate the infinite domain by artificial boundaries on which transparent

boundary conditions must be written. In this work, the transparent boundary conditions

are written as a Dirichlet-to-Neumann (DtN) operators based on sound pressure decompo-

sition on the eigenmodes basis of the studied guide by taking into account the influence of

parameters such as flow and acoustic liners in the guide walls. Acoustic propagation in the

guide is governed by a model based on the scalar Helmholtz equation and the used liners

are locally reacting materials of local impedance Z and porous materials. In this study, we

focused particularly rigid porous materials modelized by an equivalent fluid because the

acoustic propagation in these materials is also governed by the Helmholtz equation as in a

fluid medium. Results of studies of acoustic propagation in uniform straight lined guides

with a uniform flow allowed to validate the method developed to truncate infinite domains.

The study was also done successfully for non uniform lined guides with a potential mean

flow.

Keywords

Acoustic propagation in waveguides, locally or non locally reacting absorbent material,

equivalent fluid model, transparent boundary condition, DtN operator
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Modélisation du rayonnement acoustique dans les guides traités par
des matériaux absorbants à réaction localisée ou non localisée en présence
d’écoulement par la méthode des éléments finis

Résumé

On s’intéresse dans ce travail au problème de propagation acoustique dans des guides
à parois traitées avec des matériaux absorbants à réaction localisée ou non localisée en
présence d’écoulement. En effet, dans les systèmes industriels comme les turboréacteurs
d’avions, les silencieux d’échappement et les systèmes de ventilation, le bruit est le plus
souvent canalisé vers l’extérieur par des guides de géométries plus ou moins complexes.

Une étude des guides d’ondes permet donc de prédire et de comprendre les phénomènes
physiques tels que la réfraction, la convection, l’absorption et l’atténuation des ondes.
Dans l’étude des guides d’ondes, on considère souvent qu’ils sont infiniment longs afin de
s’affranchir de certains phénomènes (réflexion par exemple) à leurs extrémités.

Résoudre le problème de propagation dans les guides infinis par la méthode des éléments

finis nécessite de tronquer le domaine infini par des frontières artificielles sur lesquelles des

conditions limites transparentes doivent être écrites. Dans ce travail, les conditions limites

transparentes sont écrites sous forme d’un opérateur Dirichlet-to-Neumann (DtN) basé sur

une décomposition de la pression acoustique sur la base des modes propres du guide étudié

tout en prenant en compte l’influence des paramètres comme l’écoulement et le traitement

acoustique avec des matériaux absorbants. La propagation acoustique dans le guide est

régie par un modèle scalaire basé sur l’équation de Helmholtz et les matériaux absorbants

utilisés sont des matériaux absorbants d’impédance locale Z et des matériaux poreux. Nous

nous sommes intéressés en particulier aux matériaux poreux à squelette rigide que l’on mo-

délise par un fluide équivalent car la propagation acoustique dans ces matériaux est aussi

gouvernée par l’équation de Helmholtz comme dans un milieu fluide. Des résultats d’étude

de la propagation acoustique dans des guides rectilignes uniformes traités en présence d’un

écoulement uniforme ont permis de valider la méthode développée pour tronquer les do-

maines infinis. L’étude a aussi été menée avec succès pour des guides non uniformes traités

en présence d’un écoulement potentiel.

Mot-clefs

Propagation acoustique dans des guides d’ondes, matériau absorbant à réaction locali-

sée ou non localisée , modèle du fluide équivalent, condition limite transparente, opérateur

DtN


