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Introduction

L’étude de la propagation des ondes, électromagnétiques mais aussi acoustiques, a donné
lieu depuis les années 60 a un grand effort de recherche. De nombreuses applications, allant
du radar a I'imagerie médicale par tomographie en passant par le controle non destructif
de structures, reposent sur les connaissances en propagation d’ondes. Une forte demande
génere donc une forte activité autour de I’élaboration et du perfectionnement des méthodes
mises en oeuvre et ce sont ces applications qui sont visées dans cette étude. Les applications
citées sont liées par une problématique commune : a partir de mesures physiques, retrouver
des informations sur 'environnement étudié. Typiquement, on cherche une solution a un
probléme en connaissant les conditions initiales. On appelle ceci le probleme direct. Par
opposition, retrouver des conditions initiales a partir de la solution au probleme direct (ou
de mesures) est appelé un probléme inverse.

Problemes inverses en propagation d’ondes

En propagation d’ondes, les objets peuvent étre modélisés de plusieurs manieres : soit on
les considere comme imperméables aux ondes et on statue des conditions de surface, soit on
les considere comme perméables et on les modélise par un indice de réfraction. Un probleme
inverse naturel est alors de retrouver I’indice de réfraction d’un milieu perméable aux ondes
a partir de mesures. En présence d’obstacles non perméables, un probleme inverse naturel
est de retrouver la forme de ’obstacle.

Une difficulté majeure pour ces problemes inverses est qu’ils sont mal posés. En effet, le
probléme direct, qui donne la propagation des ondes en fonction de la source et des objets
diffractants considérés, est une transformation linéaire et compacte. En conséquence, il est
impossible d’avoir un probléme inverse continu, ce qui se traduit par une forte instabilité.
Avoir des résultats fiables demande alors de gros efforts méthodologiques et généralement
des résolutions numériques couteuses.

Les problemes de reconstruction d’indice d’un milieu ou de forme d’un obstacle sont de
plus non-linéaires. Cela débouche la encore sur une augmentation des calculs nécessaires
pour aboutir a une approximation du résultat cherché tout en restreignant le nombre ainsi
que le cadre de validité des méthodes utilisables.
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Reconstruction de l'indice

Si on sait résoudre le probleme direct, le probleme inverse associé peut étre vu comme
un probleme d’identification [Colton & Monk 1988, Colton & Monk 1992]. Les problemes
d’identification non-linéaires sont généralement traités par la méthode de Gauss-Newton
[Bjorck 1996]. Cette méthode est itérative et chacune des itérations demande généralement
autant de résolutions du probleme direct que le nombre de constantes qu’on recherche pour
une approximation de l'indice constante par morceaux. Le tout est alors tres colteux en
temps de calcul. Par ailleurs, le caractere mal posé du probleme se retrouve a chaque itéra-
tion de cette méthode qu’il faut donc régulariser. Il existe plusieurs types de régularisation
dont notamment celle de Tikhonov [Engl et al. 1989, Bakushinsky 1992]. Elle consiste a
rajouter la norme au carré de l'inconnue & la fonctionnelle (linéarisée) des moindres car-
rées qu’on minimise. Un des intéréts de cette méthode est sa facilité de mise en oeuvre.
Pour que le probleme régularisé soit cohérent avec le probleme initial, le terme de régu-
larisation est dimensionné par un parametre de régularisation. Calibrer ce parametre est
un probleme en soi, souvent trés couteux en temps de calcul. Si on le choisit trop petit,
I'instabilité du probleme mal posé prend le dessus. Si on le choisit trop grand, le probleme
régularisé produit des solutions qui ne sont plus celles du probleme inverse initialement
considéré. Le principe de la méthode “L-curve” par exemple, est de considérer la courbe (en
échelle log-log) de la norme de la solution régularisée en fonction de la norme du résidu.
On sélectionne alors le parametre pour lequel la courbure de cette courbe est maximale
mais cette procédure est clairement tres cotteuse [Hanke 1996, Hansen 1998]. On peut
aussi trouver plus rapidement une approximation du parametre maximisant la courbure
de la “L-curve” par une méthode itérative de point fixe [Bazan & Francisco 2009]. Ceci
étant, le principe de Morozov propose une borne inférieure pour ce parametre de régula-
risation : le niveau de bruit supposé sur les mesures [Tikhonov 1995]. On recherche ainsi
la solution avec une précision minorée par le bruit de mesure. Par ailleurs, le choix de
la norme de régularisation influence tout autant les résultats de convergence. Des études
furent menées dans un premier temps avec un parametre de régularisation fixé et des
termes de régularisation quadratiques en normes L? ou H! classiques. L’emploi d’une
semi-norme BV élargit sensiblement 1’ensemble des situations débouchant sur un résultat
positif [Ségui 2000]. L’utilisation de cette norme s’appuie sur I’hypotheése que les indices
recherchés sont généralement sous la forme d’un nombre restreint de zones dans lesquelles
les valeurs prises sont quasi-constantes.

Reconstruction de forme

Le probléeme de reconstruction de forme d’obstacles peut étre traité de la méme maniere
que le probleme de reconstruction de l'indice d’un milieu. Mais I'information de la forme
est entierement contenue dans 'information des valeurs de l'indice. On peut dans ce cas
espérer des reconstructions de forme plus rapides que les reconstructions d’indice. Les
méthodes dites de “sampling” répondent a cette attente en localisant le support d’obstacles
pour un cout calculatoire de I'ordre d’une seule résolution du probleme direct. Ceci les
rend intéressantes sur le plan applicatif. Le principe des méthodes de “sampling” est de
localiser les obstacles par un test binaire et ponctuel. La forme de ’obstacle est alors
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reconstruite comme ’ensemble des points passant le test. Différentes méthodes de ce type
sont présentées par exemple dans [Potthast 2006].

Une branche fondatrice des méthodes de sampling a émergé a la fin des années 90 sous la
forme de la “Linear Sampling Method” [Colton et al. 1997, Collino et al. 2002, Colton 2003].
Les difficultés de mise en oeuvre de la méthode complete ont conduit a 1’élaboration de
la “Factorization Method” [Kirsch 1998, Arens 2004, Gebauer et al. 2008]. Cette méthode
facile a implémenter et rapide a exécuter permet une reconstruction de la forme d’obs-
tacles dans I’air. Pour reconstruire la forme d’objets perméables aux ondes et absorbants,
les méthodes de “Linear Sampling” et de “Factorization” doivent cependant étre adaptées
[Cakoni et al. 2002, Kirsch 2002]. A partir de 2005, cette méthode a été adaptée a la tomo-
graphie [Kirsch 2005, Gebauer 2006, Hyvonen 2007, Lechleiter et al. 2008] pour détecter
des perturbations (des tumeurs par exemple) dans un milieu inhomogene & partir de me-
sures de surface. La détection d’obstacles dans un milieu inhomogene a partir de mesures
en champ lointain est traitée pour la premiere fois en 2007 [Nachman et al. 2007].

Les méthodes de “Linear Sampling” et de “Factorization” sont congues pour reconstituer la
forme d’objets a partir de mesures en champ lointain, c’est-a-dire a grande distance. Or,
les premieres versions de ces méthodes supposent que les mesures soient disponibles tout
autour de ’objet avec des sources ondes planes émises dans des directions entourant elles
aussi entierement ’objet. Ceci est peu pratique du point de vue applicatif. Cependant, le
champ lointain est analytique et il est donc théoriquement suffisant de connaitre ses valeurs
sur un ouvert. D’une part, des travaux sont menés sur la reconstruction de champ lointain
a partir de données incomplétes [Barucq et al. 2010]. Le pré-traitement des données par
ce genre d’enrichissement permettrait alors d’utiliser les méthodes de sampling dans leur
cadre d’application. D’autre part, la derniere adaptation de la “Factorization Method” est
justifiée dans le cas de données incompletes mais avec des directions d’émissions et de
mesures qui coincident.

Objectifs et plan du manuscrit

On cherche a améliorer la recherche des valeurs de 'indice d’un objet perméable a partir
des mesures en champ lointain. Pour cela nous nous intéressons plus précisément & une
méthode de Gauss-Newton régularisée. C’est une méthode itérative de reconstruction de
parametres et il faut a-priori considérer un grand nombre de parametres pour espérer
capturer un indice non-trivial. Le coiit calculatoire est ainsi généralement élevé. Or, il
se peut que que de nombreux parametres soient égaux, et il est donc inutile de les re-
chercher séparément. Mais surtout, au cours des itérations certains parametres continuent
d’étre recherchés alors qu’ils sont déja reconstruits de maniere satisfaisante. On voudrait
alors pouvoir distinguer rapidement les parametres correctement reconstruits des autres
afin d’orienter la recherche vers les parametres pour lesquels la précision relative est la
moins bonne. C’est-a-dire déterminer localement si 'indice proposé correspond aux va-
leurs exactes ou pas. La “Factorization method” permet de localiser les perturbations dans
un objet perméable, mais & partir de mesures de surface [Hyvonen 2007]. De plus, les for-
mulations habituelles utilisent des noyaux de Green dont 1’évaluation souléve des difficultés
[Hyvonen et al. 2007, Egger et al. 2010, Hakula & Hyvénen 2009]. A notre connaissance,




12 INTRODUCTION

il n’y a pas aujourd’hui de méthode rapide de localisation de perturbations dans un milieu
inhomogene a partir de mesures en champ lointain.

Chapitre 1. Notre étude porte sur des probléemes inverses en propagation d’ondes basés
sur des mesures faites a grande distance des objets étudiés. Ainsi, dans une premiere par-
tie de cette these, nous présentons le probleme de propagation des ondes acoustiques et
le comportement asymptotique des solutions. Nous rappelons en particulier le caractere
bien posé des équations pour des conditions asymptotiques bien choisies. Nous présentons
ensuite deux méthodes populaires qui traitent qui traitent le probleme inverse de la recons-
truction du domaine d’un objet étudié et dont nous reprendrons le principe par la suite.
La premiere de ces méthodes est celle dite du “Linear Sampling”. Basée sur 'identification
des parametres de l'objet, elle remplace la reconstruction compléte de ces parametres par
un test binaire qui fournit une fonction indicatrice du support de 'objet. Le gain se situe
au niveau de la vitesse d’exécution. Cependant, 'interprétation des résultats pratiques
souleve quelques difficultés qui sont traitées par la méthode de “Factorization”. La mé-
thode de “Factorization” est une variante de la méthode de “Linear Sampling” et c’est son
principe que nous reprendrons pour la détection de défauts.

Chapitre 2. Dans une seconde partie nous établissons une caractérisation du support de
perturbations dans un milieu inhomogene connu a partir de mesures en champ lointain
sans évaluer les fonctions de Green du milieu ambiant. La plupart des méthodes dites de
“sampling” se basent sur le méme résultat préliminaire : le domaine recherché peut étre ca-
ractérisé théoriquement par des sources ponctuelles. Nous adaptons alors ce résultat dans
notre cadre d’étude. C’est sur le raccord entre ces fonctions tests et les mesures que se
distinguent les différentes méthodes. La “Factorization Method” fournit une relation tres
simple a mettre en oeuvre entre fonctions tests et mesures. Nous démontrons alors que
son principe peut aussi étre appliqué a notre probleme. Comme son nom l'indique, cette
méthode repose sur une factorisation au préalable de 'opérateur de mesures. Nous abou-
tissons alors a une localisation des perturbations a partir des mesures sous forme d’une
inégalité fonctionnelle qu’il faudra ensuite mettre en pratique.

Chapitre 3. Dans une troisieme partie, nous traduisons la caractérisation obtenue a la
partie précédente sous forme d’un probléeme de minimisation sous contraintes. Nous éta-
blissons alors différents algorithmes de résolution itératifs de ce probleme, débouchant sur
une visualisation du domaine des perturbations recherchées. De plus, sous certaines condi-
tions nous montrons qu’il est aussi possible de visualiser ce domaine par des méthodes
directes, bien plus rapides. Nous étudions alors une implémentation en deux dimensions
des ces méthodes directes. Nous comparons en premier lieu les résultats obtenus avec des
mesures simulées dans toutes les directions pour des objets non absorbants. Les expérimen-
tations sont menées pour divers parametres physiques ainsi que des défauts non triviaux
afin de valider les résultats de la premiere partie. Nous étudions aussi une extension de
ces algorithmes basée sur une conjecture. Cette extension permet de traiter le cas d’objets
absorbants mais aussi d’arcs de mesures restreints. En particulier, nous traitons le cas ou
les directions de mesures sont distinctes des directions d’émission pour les sources ondes
planes. A notre connaissance, ceci n’a encore jamais été réalisé avec des méthodes de “Fac-
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torization”.

Chapitre 4. Dans la quatrieme partie, nous considérons le probleme global de la re-
construction des valeurs de I'indice de 1'objet étudié. Ce probleme est généralement traité
de maniere itérative et on peut considérer la reconstruction proposée comme une version
perturbée de l'indice recherché. Or, nous disposons d’une méthode de localisation de per-
turbations dans un objet perméable connu & partir de mesures. Nous sommes donc en
mesure de distinguer les zones ou la reconstruction proposée est proche de I'indice exact
et les zones ou ce n’est pas le cas.

En nous appuyant sur cette information, nous proposons et illustrons numériquement deux
procédures de reconstruction d’indice avec peu de parametres. L’objectif de la premiere
procédure est d’identifier les valeurs d’un défaut dans un objet connu apres ’avoir localisé.
Le nombre de parametres nécessaires est ainsi réduit. La seconde procédure concerne le
raffinement adaptatif de la reconstruction (itérative) d’un indice inconnu. En utilisant
I'information des défauts entre 'indice reconstruit et l'indice recherché, nous proposons
une maniere d’augmenter le nombre de parametres aux endroits d’intérét. Le but est
d’augmenter la précision en retrouvant les discontinuités de I’indice tout en conservant un
nombre réduit de parametres.

Enfin, nous proposons un nouvel indicateur de ’adéquation entre un indice donné et 1’in-
dice recherché. En effet, avec les méthodes développées dans la partie précédente on sait
maintenant localiser les parties de 'indice proposé qui sont incorrectes. Nous proposons
ainsi une méthode, illustrée numériquement, de reconstruction d’indice par la minimisation
d’une fonction basée sur la localisation des défauts.







Reconstruction de forme

Nous allons nous intéresser a des problemes inverses en propagation d’ondes basés sur
des mesures en champ lointain, mais pour les définir il faut avoir défini au préalable
le probleme direct. Nous présentons alors la modélisation de la propagation d’ondes en
présence d’objets perméables ainsi que leur comportement asymptotique.

Nous présentons ensuite les méthodes de “Linear Sampling” et de “Factorization”. Ce sont
des méthodes rapides de reconstruction de forme d’obstacles & partir de mesures en champ
lointain sur lesquelles nous nous baserons pour développer notre méthode de reconstruction
de forme de défauts.

Les applications pratiques sont naturellement visées dans I’espace en trois dimensions,
mais, pour des raisons de simplicité, les exemples numériques sont menés en deux dimen-
sions. Pour pouvoir passer facilement de 'un a ’autre nous laissons alors la dimension du
probleme en parametre, noté d.

1.1 L’équation de Helmholtz

On considere la propagation d’ondes acoustiques, c’est-a-dire de variations de pression, de
faible amplitude dans un milieu homogene d’un espace de dimension d = 2 ou 3 vu comme
un fluide non visqueux. Le mouvement du fluide est décrit par le systeme des équations
d’Euler

1
v+ (v-V)v+ ;Vp =0,
Op + div(pv) =0,

p=[f(p,95),
8tS+v-VS:0,
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ol v est la vitesse, p la pression, p la densité, S 'entropie et f une fonction dépendant de
la nature du fluide.

Si on suppose que v, p, p, et S sont de petites perturbations autour d’un d’équilibre avec
vg = 0, on peut alors considérer le systeme d’Euler linéarisé

1
v+ —Vp =0,
PO

Oip + podive = 0,
Ap = 0, f(po, So)Oep-

On peut alors chercher des solutions sous forme de potentiel de vitesse U(t,x) tel que

v = piOVU , avec p = —0U. Ce potentiel de vélocité vérifie alors 1’équation des ondes
1 02
——=—U— AU =0,
c2 ot?

oll la vitesse du son ¢ est définie par ¢® = 8, f(po, So)-

Pour des ondes harmoniques en temps, ¢’est-a-dire de la forme U(¢t,z) = Re {u(z)e™"} , on
w > 0 est la fréquence, la partie spatiale u : R — C vérifie alors ’équation de Helmholtz

2

—%U—Au:().
c

Nous étudions la diffraction d’ondes par des objets perméables qu’on suppose a support
compact noté D. Ceci induit une vitesse du son constante c(z) = c¢o en dehors d'une

certaine boule et les objets sont alors caractérisés par leur indice de réfraction n(z) = %
On note D le lieu des objets qui est alors aussi le support de n(z) — 1. On suppose cet
indice borné (n € L>®(R?)), & valeurs complexes pour les objets absorbants et & valeurs
réelles autrement. De plus, on suppose que la partie imaginaire de I'indice est signée, par
exemple positive (Imn(z) > 0) mais toutes les démonstrations peuvent étre adaptées au
cas négatif. Enfin, on définit le nombre d’onde par k = %, et on obtient la formulation

classique de I’équation de Helmholtz pour les milieux in-homogenes

Auy(z) + k*n(z)u,(z) =0, z € RY (1.1)

Pour un indice n € L>®(R%, C), on note .#,(0) I'espace des solutions de 1'’équation de
Helmholtz dans un ouvert O

H,(0) = {f € L*(0), Af +k*nf =0}. (1.2)

1.1.1 La condition de radiation de Sommerfeld

La diffraction est la modification du comportement de 'onde en présence d’objets dif-
fractants. Notons u* 'onde incidente qui correspond a I'onde qu’on aurait en ’absence
d’objets. Cette onde incidente vérifie donc

Aul + E*u = 0. (1.3)
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On note alors u® le champ diffracté qui est la différence entre 'onde totale et 1'onde
incidente :
Up =u' +u’. (1.4)

Comme on a sorti le temps de ’équation, on ne peut plus distinguer les temps positifs des
temps négatifs. Il faut alors ajouter une condition, dite de radiation, pour distinguer les
champs diffractés ayant un comportement sortant de ceux ayant un comportement entrant
[Petkov 1989, Section 2.6]. Pour les ondes acoustiques, le systeme (1.1)-(1.4) est fermé par
la condition de radiation de Sommerfeld [Sommerfeld 1912]

B’ = ik‘us+o<\:ﬂ|_%>. (1.5)

1.1.2 Le champ lointain

Nous considérons des mesures effectuées a grande distance des objets. Cela veut dire qu’on
mesure le comportement asymptotique du champ diffracté aprés avoir émis une onde in-
cidente. Comme on suppose le support des objets compact, en dehors de ce support le
champ diffracté, c’est-a-dire la quantité (u, — u?) vérifie 'équation de Helmholtz (1.1)
avec n(x) = 1 ainsi que la condition de radiation de Sommerfeld (1.5). Toute onde vé-
rifiant I’équation (1.1) avec n(x) = 1 en dehors d’une certaine boule et la condition de
radiation (1.5) posseéde un comportement asymptotique qui est analytique et ne dépend
que de la direction d’observation & = é—‘, z € R? [Colton & Kress 1998, Théoreme 2.5]. Le

comportement asymptotique du champ diffracté (u, —u’) est appelé champ lointain de la
solution u,,. On le note uS® € €°°(S%1) et le champ total u,, vérifie alors le développement
d’Atkinson suivant [Venkov 2008]

ctklx]

- T _d—1
() = (@) + 73— () + 0|2l 7 ), (1.6)
|z
ou v ne dépend que de la dimension et est défini par
eim/4 . .
i VEm =2 (1.7)
1 .
In sid= 3.

Remarque 1.1. Cette notation du champ lointain suit la convention employée par exemple
dans [Kirsch & Grinberg 2008]. Une autre convention est aussi utilisée pour noter le champ
lointain dans certains ouvrages comme par exemple [Colton € Kress 1998] ot le coefficient
v est intégré dans la notation uy’. On a ainsi

) ezk\x| o, a1
(un —u')(z) = |x|%un (m)ﬂ?(\wl 2 ) (1.8)

Ceci change les constantes dans certains des résultats que nous présentons.

Si le champ lointain est nul, le champ diffracté dont il est issu est nul dans I’ensemble ou
il vérifie ’équation de Helmholtz avec n(z) = 1.
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Lemme 1.2 (Unicité du champ lointain). [Colton & Kress 1998, Théoréme 2.13] Soit
D un ensemble borné de R? et soit u € €*(RY\ D) une fonction vérifiant ’équation de
Helmholtz avec n(x) = 1 ainsi que la condition de radiation de Sommerfeld. Si son champ
lointain est nul, alors w =0 en dehors de D.

1.1.3 Les sources ondes planes

Il existe un type d’ondes particulier appelé ondes planes. On les utilise comme onde in-
cidente dans de nombreux cas pour plusieurs raisons. Premiérement, ce sont des sources
qu’on peut générer en pratique, ce qui est fondamental pour les applications réelles. En
effet, les ondes planes correspondent au rayonnement émis par une source ponctuelle si-
tuée a grande distance. Il suffit donc que les objets étudiés soient & une distance suffisante
d’un émetteur pour que l'onde incidente en pratique soit assez proche d’une onde plane.
Deuxiemement, elles ont une expression analytique tres simple donnée par

UZ(G,ZL‘) . eik@uz’

otl # est vecteur normalisé de R? donnant la direction d’émission et  un point de R,

On définit alors la solution au systéme (1.1)-(1.5) avec une source onde plane de direction
d’émission # par

un(0,x).

De méme, on note le champ lointain dans la direction # du champ diffracté en présence
d’une onde plane de direction d’émission 6 par

u(0, 7).

Mesures
0, sur Iy

Emissions
sur Io

FIGURE 1.1: Schéma des notations

On note I, et T, les sous ensemble de la sphere unité S?~1 correspondants respectivement
aux directions d’émissions et de mesures, comme illustré sur la Figure 1.1.

Par ailleurs, avec des sources ondes planes le champ lointain vérifie une relation de réci-
procité : on peut permuter les directions d’émission et d’observation, en changeant le signe
pour faire le “chemin” en sens inverse, sans que cela ne change la valeur du champ lointain
obtenu.

Lemme 1.3 (Principé de réciprocité). [Colton & Kress 1998, Théoréme 3.13]

u(,1) = u(~2,—6), 6,&c ST
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1.1.4 Fonctions de Green et potentiels

De nombreuses propriétés pour I’équation de Helmholtz, a commencer par I'existence et
I'unicité des solutions, sont démontrées en utilisant des éléments de la théorie du potentiel.
Les potentiels sont des opérateurs intégraux ayant pour noyau la fonction de Green du
systeme traité.

La fonction de Green pour ’équation de Helmholtz (1.1) avec une singularité au point
z € R?% et la condition de radiation de Sommerfeld (1.5) est alors notée

b,(z,z), z,x€ R,
et elle vérifie par définition
(A +E*n(2)) @n(z,2) = —6(2 — z). (1.9)

Comme ®,,(z, -) vérifie I’équation de Helmholtz avec n = 1 en dehors de la boule de rayon
|z| et la condition de radiation de Sommerfeld, elle possede un comportement asymptotique
noté

O>X°(z,2), =z¢€ RY & e §971,

et défini par la relation
ezk|:r:\

x _d=1
Dy (2,2) = - 02z ) +o(Je 7). (1.10)

Dans le cas particulier n(z) = 1, c’est-a-dire sans objets diffractants, on a une expression
analytique de la fonction de Green et de son comportement asymptotique

7

él)(k\z —z|), z#z, sid=2,

4
Pi(z,z) == .
eiklz—x| . o
e P z#x, sid=3,

(2, 2) = e*iki"z,

ou Ho(l) est la premiere fonction de Hankel d’ordre 0 [Colton & Kress 1998, Section 3.4].

Remarque 1.4. Cette formulation analytique du comportement asymptotique de la fonc-
tion de Green dans le cas d’un indice constant ameéne deux remarques.

1. Le comportement asymptotique de la fonction de Green d’un milieu homogéne avec
un indice normalisé est trés facile a évaluer. C’est précisément une onde plane de
direction d’émission § = —, ou encore le conjugué d’une onde plane standard :

u' (%, 2) = B (—7, 2) = ®P(, 2). (1.11)

Ces deux caractéristiques sont fortement exploitées dans les méthodes de “Linear
sampling” et de “Factorization” pour distinguer des objets dans un milieu ambiant
homogene.
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2. Avec la seconde convention (1.8) pour la définition du champ lointain, on a en fait
B(2, ) 1= ye 2 et ainsi ui(g,2) = 7O (—1, 2).

La fonction de Green servent en particulier comme noyau pour définir un opérateur intégral
appelé potentiel volumique.

Lemme 1.5. [Mikhlin 1970, pages 158 et suivantes] L’opérateur V;, : L?(D) — €°(R%)
défini par

Vah(z) := (h, @u(-, @) r2(py, € D, (1.12)
ot (-, ") r2(p) est le produit scalaire hermitien classique de l'espace de Hilbert L?(D), c’est-
a-dire

<f,9)L2(D):/ng,

est bien défini, compact et vérifie la condition de radiation de Sommerfeld (1.5).

Le comportement asymptotique du potentiel volumique est donné par l'opérateur (com-
pact) V> : L?(D) — L*(T,,) défini par

VOR() = (Vuh)®(2) = <h, @w(.,@)>L2(D) , i€l (1.13)

n

qui vérifie la relation

elk|x\ T a1
Vnh.’L' = 7_Vnooh — )+ 0 2 ).
() =7 ik (la1="%")

1.1.5 Existence et unicité

Le systeme (1.1)-(1.5) donne le champ diffracté u® linéairement en fonction des valeurs de
u® dans D. On peut alors considérer le champ total u,, dans D défini par le systeme (1.1)-
(1.5) en fonction de u! € L?(D). Il est démontré que résoudre ce systéme est équivalent &
résoudre I’équation de Lippmann-Schwinger [Colton & Kress 1998, Section 8.2]

up = u' + Vi (k*(n — Duy,). (1.14)

L’existence et 'unicité de la solution sont alors obtenues par la théorie de Fredholm. La
justification repose, dans le cadre de ’équation de Helmholtz pour les objets perméables,
sur deux résultats : le lemme de Rellich [Wilcox 1975] et le Principe de Continuation
Unique (UCP). Le principe de continuation unique est généralement connu pour des indices
de réfraction continus, aussi en citons-nous une version adaptée aux indices simplement
bornés.

Lemme 1.6 (Pricipe de Continuation Unique). [Ségui 2000, Théoréme 2.1.4] Soit n €
L>®(R4,C) vérifiant n(z) = 1 pour |z| > a. soit u € L2 (RY) une solution de I’équation de
Helmholtz (1.1) dans R? telle que u(z) = 0 pour |z| > b avec b > a. Alors u = 0 dans R?
tout entier.
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Le lemme de Rellich, quand a lui, sera utilisé sous la forme suivante.

Lemme 1.7 (Rellich). [Colton & Kress 1998, Théoréme 2.12] Soit D un ouvert borné
ayant une frontiére 0D de classe €2 et soit v la normale extérieure. Soit u € €2(RY\
D)% (R?\ D) une solution a l’équation de Helmholtz (1.1) vérifiant la condition de
radiation de Sommerfeld (1.5). Si

Im ud,u > 0,
aD

alors w = 0 dans R\ D.

On peut alors définir le champ total u, comme image de la source u’ par un isomor-
phisme.

Proposition 1.8. L’application T, définie par

: D D
u = Up,
qui donne uy,, lunique solution du systeme (1.1)-(1.5), en fonction d’une source u' est
un isomorphisme. Par ailleurs, pour toute source u' € (D) , la fonction Tyu'(x) se
prolonge de maniére unique a RY.

Démonstration rapide : On utilise I’équivalence entre le systeme (1.1)-(1.5) et I’équa-
tion de Lippmann-Schwinger (1.14). D’apres le Lemme 1.5, Popérateur V; est compact.
Ainsi, par Dalternative de Fredholm, si 'opérateur (I — Vik?(n — 1)) est injectif, il est
automatiquement inversible et d’inverse continu. Il suffit donc de montrer que u* = 0
implique u,, = 0.

Comme u’ = 0, on a donc u, qui vérifie la condition de radiation de Sommerfeld (1.5) et
I'équation de Helmholtz (1.1). Or, par la formule de Green, on a

/ ua,,u:/ <|Vu]2—k:2ﬁ|u|2).
oD D

Avec I’hypothese que l'indice n(x) a une partie imaginaire a valeurs positives, on peut
alors appliquer le lemme de Rellich 1.7 et conclure que u,, = 0 en dehors de D.

Le principe de continuation unique 1.6 donne ensuite u,, = 0 partout. Ainsi, pour tout
ouvert O contenant D, 'opérateur 7, coincide avec 1'opérateur (I —Vik?(n — 1))_ sur

lespace 1 (Q) défini en (1.2).

Finalement, on voit par I’équation de Lippmann-Schwinger (1.14) qu’on peut prolonger
Tout & R une fois I'image définie sur D. m
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1.2 La méthode de “Linear Sampling”

Parmi les méthodes de reconstruction de forme les plus populaires se trouve la méthode de
"Linear Sampling” [Colton et al. 1997]. Cette méthode a initialement été développée pour
reconstruire la forme d’obstacles, c’est-a-dire d’objets non perméables aux ondes, situés
dans un milieu homogene & partir de mesures et d’émissions couvrant ’ensemble des direc-
tions possibles. Des études ont été menées pour des obstacles ayant des conditions au bord
de Dirichlet (u|p, = 0), de Neumann (d,ul|s, = 0), O,u étant la dérivée normale exté-
rieure) ou un mélange des deux [Cakoni & Colton 2003]. La méthode de “Linear Sampling”
a aussi été étudiée dans le cas d’objets perméables aux ondes [Cakoni et al. 2002]. Dans
chacun de ces cas, le résultat ne dépend pas des conditions de bord ou de la perméabilité
de 'objet. On n’a donc pas besoin de connaitre le type d’objet dont on cherche la forme
pour lui appliquer cette méthode, ce qui la rend flexible.

Présentation de la méthode

Le principe de la méthode de “Linear Sampling” est de choisir un ensemble de points
de lespace {z;}i=1,2,.. et de tester chacun séparément pour savoir s’il est & l'intérieur de
I'obstacle ou non. Ceci donne alors une localisation du support de 'obstacle. Le test en
question est inspiré des méthodes d’identification de parametres générales : on compare
les champs mesurés avec les champs théoriques qu’on aurait pour une source ponctuelle en
I’absence d’obstacles et on cherche a faire correspondre les deux. Si la correspondance est
possible, c’est que la source ponctuelle correspond a un point en dehors de I'obstacle. Pour
cela, il faut donc regrouper les champs mesurés sous la forme d’un opérateur et connaitre
les champs qu’on aurait pour une source ponctuelle en ’absence d’obstacles.

Les ondes planes sont parmi les sources que ’on sait générer. On considere alors les mesures
issues de sources de type onde plane et on les regroupe dans l'opérateur de mesures F), :
L?(T'.) — L?(T',,), appelé opérateur de champ lointain et défini par

an(i‘) = <gvuzo('7'%)>L2(Fe)a €, (116)

ou u° est le champ lointain associé a la solution du systeme (1.1)-(1.5) comme défini
en (1.6).

L’opérateur de champ lointain peut aussi étre vu comme la mesure du champ lointain pour
une source composée d’'une distribution d’ondes planes. Les sources constituées par une
superposition d’ondes planes sont appelées fonctions de Herglotz et sont alors les images
de l'opérateur de Herglotz H : L*(T.) — L?*(D) défini par

Hg(z) = <g, u'(+, 2) zeD. (1.17)

>L2<rm> ’
Cet ensemble de sources est intéressant pour plusieurs aspects. En particulier, les ondes
planes sont des sources que 1’on sait générer physiquement, mais de plus, ’ensemble des
fonctions de Herglotz est dense dans I’ensemble de toutes les sources L?(D) possibles. On
sait donc générer sous cette forme toutes les sources, au moins par densité.




1.2. LA METHODE DE “LINEAR SAMPLING” 23

Lemme 1.9 (Densité des fonctions de Herglotz). [Colton & Kress 1998, Théoréme 5.24]
L’opérateur intégral de Herglotz H est injectif et d’image dense quand k* n’est pas valeur
propre de l'opérateur —A avec condition de Dirichlet dans D.

Par ailleurs, le comportement asymptotique pour une source ponctuelle centrée au point
z; en 'absence d’objets est 'asymptotique de la fonction de Green du milieu ambiant
®9°(2;, -). Ainsi, dans un milieu homogene normalisé on a une expression analytique de ce
comportement asymptotique : ®°(z, ) = e~ *¥2,

On a alors tous les éléments pour étudier I’équation de champ lointain
an: (131(21','), (118)

et par interprétation des résultats on va reconstruction la forme de I'obstacle. Cependant,
comme on I’a vu, ’ensemble global des sources n’est accessible que par densité et de plus,
cette équation n’est quasiment jamais résoluble, il faut donc la régulariser. On obtient
alors le résultat de la méthode de “Linear sampling” qui integre ces deux limites.

Proposition 1.10 (La méthode de “Linear Sampling”). [Cakoni et al. 2002, Théoréme
4.5] Sous certaines hypotheses de régularité du bord 0D et avec un indice n(x) continu tel
que Imn > 0, a l'exception d’un ensemble discret de valeurs de k on a

1. Siz € D, alors pour tout & > 0 il existe une solution g°(z;,-) € L*(S4™Y) a l'inégalité
1 (97 (20 )] = D720, )l L2r,y < &
telle que

. 5 . _ . € L. —
lim g™ Cis Mz, = oo et T 1 19"z Ml () = oo

(3

2. Si z € R*\ D, alors pour tout ¢ > 0 et § > 0, il existe une solution g°°(z;,-) €
L2(S9=Y) a linégalité

[P [97°z0,)] = @5z, )|

< e+,

L2(T'm)

telle que

lim
6—0

)|, = oo et lim [H 70| =
6—0

L3(T) HY(D)

Remarque 1.11. La proposition originale de la référence citée se place dans le cas par-
ticulier ot les donmnées sont comnues sur toute la sphere unité. C’est-a-dire pour I'e =
Iy, = S91. Cependant, comme indiqué dans [Cakoni & Colton 2006, Section 4.5], cette
hypothése n’est pas nécessaire,.

Ainsi, pour obtenir une visualisation du support des obstacles on résout une version régu-
larisée de I’équation de champ lointain en chaque point z; testé et on trace la valeur de (la
norme de) la solution ou de la fonction de Herglotz associée. D’apres la proposition 1.10
le support des obstacles est alors constitué des zones ou les valeurs sont faibles. Typique-
ment, on trace plutot I'inverse de ces valeurs, et ’extérieur de 1’obstacle correspond alors
aux zones de valeurs proches de zéro.
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Idée de la preuve

La preuve repose sur la caractérisation d’un domaine par les sources ponctuelles et un
résultat de densité des fonctions de Herglotz.

Le champ engendré par une source ponctuelle centrée en z € R? dans un milieu homo-
geéne en l'absence d’objets est la fonction ®4(z,-) et son comportement asymptotique est
®9°(z, ). On compare alors ce comportement asymptotique aux champs lointains possibles
en présence de I'objet. Si parmi ces rayonnements (avec objets), il en existe un qui soit égal
au comportement asymptotique de la source ponctuelle (sans objets), alors on montre que
cette source ne peut étre en dehors du support de 'objet. En effet, dans le cas contraire
on pourrait mesurer la méme chose avec et sans les objets, ce qui est contradictoire.

Ceci se formalise en définissant I'opérateur de rayonnement G,, : L?(D) — L?*(T,,) par

Gnu' = u.
Cet opérateur est proche de I'opérateur de champ lointain, mais n’est pas relié aux mesures.
En effet, il engendre les champs lointains pour toutes les sources u’ € L?(D) alors que
I'opérateur de champ lointain ne considere que les sources de type fonctions de Herglotz.
On a alors d’apres [Kirsch 1999, Théoreme 4.4] la caractérisation suivante : a I’exception
d’un ensemble discret de valeurs de k, Vz € R?,

z€D <— O°(z,:) e R(Gy). (1.19)

Par contre, comme l'opérateur de champ lointain F), associe a une fonction de Herglotz
son champ lointain, on peut le factoriser sous la forme

F, = G, H. (1.20)

Ainsi, si z € D on a une solution par densité de fonctions de Herglotz (Lemme 1.9) &
I’équation de champ lointain (1.18). Ceci donne le premier point de la proposition 1.10.

Inversement, si z ¢ D alors ®$°(z, -) n’est pas dans I'image de G,,. Cependant, on montre
que Gy, est d'image dense [Cakoni et al. 2002, Théoreme 4.3]. On peut alors résoudre une
version régularisée de I’équation de champ lointain (1.18) et cette solution tend nécessaire-
ment vers I'infini (en norme) quand le parametre de régularisation tend vers 0. Ceci donne
le second point de la proposition 1.10.

1.3 La méthode de “Factorization”

La méthode de “Factorization” est une alternative a la méthode du “Linear Sampling”
développée afin d’éviter les difficultés induites par le recours a la densité et a la régulari-
sation [Arens 2004]. En effet, la Proposition 1.10 indique l'existence de fonctions ¢°(z;, -)
dont le comportement permet de reconstruire le support de I'objet étudié, mais rien ne
garantit que les solutions effectivement calculées en résolvant une version régularisée de
I'équation (1.18) correspondent a ces fonctions g°(z;, ).
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1.3.1 Présentation de la méthode

Au lieu de considérer 1’équation (1.18), on considére maintenant I’équation
1
|Fnl2 g = @1(2i,), (1.21)

ou lopérateur |F),| est défini par |F,| = (F,an)% On montre alors que les points dans le
support de I'objet sont exactement ceux pour lesquels cette équation est résoluble. Ceci
a été initialement démontré pour le cas d’obstacles non perméables dans [Kirsch 1998] et le
meéme résultat s’applique dans le cas d’objets perméables mais non-absorbants [Kirsch 1999,
Théoreme 4.3]. Cependant, dans le cas d’objets absorbants (n(x) € C), ou de données in-
completes (I'y, € S971), cette caractérisation n’est plus justifiée.

On montre alors dans [Kirsch 2002] et [Grinberg 2006] qu’on peut encore caractériser le
domaine D par la résolubilité de I’équation (1.21), mais en remplagant l'opérateur |F,,| par
un autre opérateur, noté F, toujours construit a partir des mesures et défini par

Fu=|F+ F*| +|F — F*|.

On obtient alors la caractérisation du domaine D par 'image d’un opérateur connecté aux
mesures.

Proposition 1.12 (La méthode de “Factorization”). [Kirsch 1999, Théoréme 4.3] Hormis
pour un ensemble discret de valeurs de k et certains comportements de l’indice de réfraction
sur le bord de l’objet, si les ensembles de directions de mesures et d’émissions coincident
Te =T,,), alors on a

-1

(POO . ‘1} 2
reD = 0<.F(2) = ZK I(TA)I IR
1 J
J

ot (A, W) sont respectivement les valeurs propres et fonctions propres de lopérateur Fi.

1.3.2 Construction de la méthode

La méthode de “Factorization” reprend le point de départ de la méthode de “Linear Sam-
pling”, & savoir la caractérisation du domaine recherché par les sources ponctuelles (1.19) et
la factorisation de I'opérateur de mesures (1.20). La différence avec la méthode de “Linear
sampling” réside dans la maniere de connecter I'image de 'opérateur G,, aux mesures.
Cette connexion s’appuie sur un résultat d’analyse fonctionnelle qui caractérise I'image
d’opérateurs continus.

Caractérisation de I'image d’un opérateur continu

Le lien entre 'image de 'opérateur GG,, et les mesures a initialement présenté sous la forme
d’un probléme de minimisation sous contrainte dans [Kirsch & Grinberg 2008, Théoreme
1.16]. Ce résultat d’analyse fonctionnelle au centre de la méthode de “Factorization” a été
reformulé de la maniére plus concise suivante.
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Lemme 1.13 (Caractérisation de I'image d’un opérateur). [Nachman et al. 2007, Lemme
2.1] Soit L : Hy — Ha un opérateur continu et soit ¢ € Ha. Alors ¢ € R (L) si et seulement
sl existe ¢ > 0 telle que pour tout ¥ € H3 on ait

(W, o) <[ L7

Démonstration rapide : S’il existe ¢ > 0 telle que pour tout ¥ € H3 on ait (¥, ¢)| <
c||[L*¥||, alors on peut définir la fonctionnelle j,(L*W) = (¥, ¢) sur tout 'espace en la
prolongeant par 0. Ensuite, par identification de Riesz, on a ’existence d’un élément f, tel
que jo(g9) = (g, fp). Alors, pour tout ¥ on a (¥, @) = j (L*V) = (L*¥, f,) = (¥, Lf,).
[ ]

Ainsi, on peut caractériser 'image d’un opérateur par toute forme comparable a ’adjoint
de cet opérateur.

Corollaire 1.14. Avec les notations du Lemme 1.13, soit une forme f: Hy — R compa-
rable a L* par existence de constantes positives c1 et co telles que

e |10 < F(¥) < co| LMW, W e HS.
Alors ¢ € R (L) si et seulement s’il existe cg > 0 telle que, pour tout ¥ € Hj, on ait

(¥, @)| < e3f ().

Démonstration : C’est immédiat. m

De ce fait, si on construit, a partir des mesures, une forme qui soit comparable a |G} ¥||,
on peut caractériser 'image de G, au travers des mesures. L’image de l'opérateur G,
caractérisant le domaine D, ceci aboutit a une caractérisation par les mesures du domaine
recherché.

Le principe de la méthode de “Factorization” est alors de factoriser ’opérateur de mesures
F,, de maniére a exhiber I'opérateur G,, et construire une forme qui soit comparable &
IGLY.

Factorisation de I'opérateur de mesures

On montre dans [Kirsch 1998, Lemme 2.3 & Théoréme 2.4] qu’il existe un automorphisme
E tel que 'opérateur de champ lointain F;, ait une factorisation de la forme

F, = G,E\G*.

Ainsi, la fonctionnelle fr définie sur L?(D) par

N|=

fr(¥) = [(F,¥, )|z,
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permet déja d’exhiber un domaine contenant D. En effet on a

VI

fr(¥) = (E1GLY, GRU)[2 < [|GRY ] (1.22)

Dong, s’il existe ¢ > 0 telle que pour tout ¥ € I, on ait [(¥, 3°(z,))| < cfr(V), par le
Lemme 1.13 on a ®3°(z,-) ¢ R (Gy) et il suit par la relation (1.19) que z ¢ D.

Caractérisation du domaine recherché a partir des mesures

Pour que la forme fr soit comparable a ’adjoint de 'opérateur G,, il manque donc la
minoration |GE¥| < fr(¥). On voit dans I’égalité de la relation (1.22) que cette mi-
noration est équivalente a la coercivité de 'opérateur E;. Cette coercivité découle du
[Kirsch & Grinberg 2008, Théoreme 4.8] qui repose sur le lemme suivant dont nous nous
resservirons par la suite.

Lemme 1.15 (Coercivité). [Kirsch & Grinberg 2008, Lemme 1.17] Soit X un espace de
Banach réflexif et Z un fermé de X. Si A, Ag : X — X* sont des opérateurs linéaires
continus tels que

1. (Ap, @) € C\ (—o0,0] pour toute fonction ¢ dans Z privé de 'origine,

2. (Aop, ©) € Ry et il existe ¢ > 0 tel que (Ao, @) = c|lpllx pour toute fonction ¢
dans 2,

3. A— Ay est compact,

alors A est coercif au moins sur Z . C’est-a-dire qu’il existe ¢ > 0 tel que pour toute
fonction ¢ dans 2,

2
[{Ap, @) = cllell -
Ainsi, la forme fp, construite a partir des mesures, est comparable & |G}, V||. En combinant
la relation (1.19) et le Corollaire 1.14, le domaine D est caractérisé par la relation

z€D <= ilexiste ¢ > 0 telle que V¥ € L*(T.), (¥, ®°(z,-))| < fr(¥).  (1.23)

Méthode pratique de localisation

Puisque la fonction ®§°(z,%) = e~ ogt explicitement connue, cette caractérisation

repose uniquement sur les mesures. Elle n’est cependant pas encore exploitable en pratique.
On montre alors dans [Kirsch & Grinberg 2008, Théoreme 1.23] que si 'opérateur F), est
normal, il admet aussi une factorisation de la forme

Fo = |Ful? By |Fl? (1.24)

1
ou l'opérateur Fs est encore coercif. Par conséquent, fr(¥) n’est autre que H\FnP \IIH et

la caractérisation (1.23) combinée au Lemme 1.13 donne

z€D <<= P°(z,") €R (|Fn]%) . (1.25)
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Ainsi, en traduisant la caractérisation (1.25) par le critére de Picard (Lemme 1.16), on
obtient une premiere version “simplifiée” de la Proposition 1.12. Simplifiée dans le sens
ou l'opérateur de mesures considéré est pour l'instant 'opérateur de champ lointain Fj,
classique.

Lemme 1.16 (Critere de Picard). [Kirsch 1996, Théoréme A.51] Soit L : X —'Y un opé-
rateur linaire compact entre espaces de Hilbert ayant (0, xj,y;) comme systéme singulier.
L’équation

Lz =y,
est résoluble si et seulement si
" 1
yekerL 2—2 Y, Yj)| ? < .
j J

Dans ce cas
1
= § ;J Z/, y] Zj,
J

est une solution de Kx = y.

Dans le cas ou 'opérateur de mesures F), n’est pas normal, la derniére factorisation (1.24)
n’est plus valable et il faut considérer un autre opérateur de mesures afin d’aboutir a une
factorisation concluante. Ceci est notamment le cas quand les ensembles de directions de
mesures/émissions ne couvrent pas toute la sphere (I'y, # S%!) ou dans le cas d’objets
absorbants (Imn(z) # 0). L’opérateur qu’il faut considérer en remplacement de Fj, est
présenté dans le lemme suivant.

Lemme 1.17 (Factorisation de “F4”). [Kirsch & Grinberg 2008, Théoréme 2.15] Soit
X Cc U C X* un triplet de Gelfand ou U est un espace de Hilbert et X un espace de
Banach réflexif tel que linclusion soit dense. De plus, soit Y un second espace de Hilbert
et soient F:Y - Y, H: X =Y etT: X*— X des opérateurs linéaires continus tels
que
F=HTH".
Avec les notations ReL = (L + L*)/2, ImL = (L — L*)/2i et |L| = (L*L)%, on fait les
hypotheses suivantes :
1. H est compact d’image dense,

2. Il eziste t € [0,27] tel que Re[e?T) soit de la forme Re[e?T] = G + K, avec K un
opérateur compact et G : X* — X un opérateur auto-adjoint coercif,

3. ImT est compact et positif sur R (G*),
4. Re[eT) est bijectif ou ImT est strictement positif sur R (H*).

Alors Uopérateur Fy = ‘Re [eitFH + |Im F| est auto-adjoint, positif et posséde une facto-
risation de la forme
Fy=HTyH",

1
ot l'opérateur Ty est coercif. De plus, les images de H et F#i coincident.
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Le Lemme 1.17 annonce que l'opérateur Fx, qui est construit a partir des mesures, a une
factorisation de la forme
Fy = G, TyGy,,

ou 'opérateur T est coercif. De plus, 'opérateur Flu est positif et auto-adjoint, ce qui lui
donne une autre factorisation de la forme

Fy = |Fyl? |Fyl .

On peut alors reprendre le Lemme 1.13 pour aboutir a la conclusion (déja incluse dans le

1
résultat du Lemme 1.17) que les images des opérateurs |Fi|2 et G}, coincident.

Ainsi, on aboutit au résultat de la Proposition 1.12.

Remarque 1.18. Dans tous les cas, la fonction test ®1(z;, ) est 'asymptotique de la fonc-
tion de Green pour le milieu ambiant qui est homogéne. L’efficacité de ces méthodes repose
alors en partie sur le fait que cette fonction test est connue et facile a évaluer. Quand le mi-
liew ambiant est inhomogéne, la fonction de Green n’est plus connue et la localisation d’ob-
jet non perméables aux ondes souléve des difficultés supplémentaires [Manolis & Shaw 1997,
Coyle 2000, Hyvonen et al. 2007, Nachman et al. 2007]. De plus, les factorisations utili-
sées dans les méthodes de “Factorization” doivent étre justifiées pour chaque nouveau cadre
d’application [Gebauer 2006, Kirsch 2005]. En champ proche par exemple, la méthode de
“Factorization” a été adaptée au cas de la tomographie pour détecter des inclusions dans
un milieuw ambiant inhomogéne connu [Hyvonen 2007].







Localisation de défauts

Dans cette partie, nous nous intéressons au probleme de la localisation de défauts dans
des milieux in-homogenes a partir de mesures a grande distance. Les défauts désignent
des perturbations ou des dégradations dans un objet par rapport a son état initial. Leur
localisation est alors donnée par les lieux ou l'indice de réfraction effectif est différent de
I'indice de réfraction supposé.

i Uno

U p Ut 1
N AN A

FIGURE 2.1: Objet dans son état initial (a gauche) et objet effectif (a droite).

Plus précisément, on considere un ou plusieurs objets représentés par un milieu inhomo-
gene & support compact. Notons D ce support et ng € L®(R? C) I'indice de réfraction
caractérisant ce milieu. Cet indice ng est normalisé a la valeur 1 en dehors de D. Soit alors
ny € L%°(R?, C) une version perturbée de ng et on note

Q := support(n; — ng), (2.1)
le lieu des défauts comme on peut le voir sur la Figure 2.1.
Nous allons chercher a reconstruire €2 & partir des mesures physiques données par u$° (6, Z)

et de l'indice de référence ng(x). Nous proposons ici une caractérisation du lieu de ces
défauts ne nécessitant pas le calcul des fonctions de Green du milieu ambiant.

Pour aboutir a cette localisation, nous reprenons le principe des méthodes de “sampling”
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présentées dans la partie précédente et qui se décompose en deux grandes étapes. Tout
d’abord nous établissons une caractérisation du domaine recherché par 'image d’un opéra-
teur. Ensuite, nous relions 'image de cet opérateur aux mesures. Comme dans la méthode
de factorisation présentée au premier chapitre, cette étape nécessitera la factorisation d’un
opérateur de mesures qui reste a définir. Cependant, cette méthode repose sur la fonc-
tion de Green du milieu ambiant. Cette fonction n’est pas connue explicitement et nous
cherchons alors a localiser les endroits ou l'indice de réfraction effectif differe des valeurs
connues sans avoir a calculer les fonctions de Green associées a I’objet avant I’apparition
des défauts. Nous aboutissons a ce résultat sous la forme du théoreme suivant :

Théoreme 2.1. Sous certaines hypotheses et avec un opérateur W bien choisi et construit
uniquement a partir des mesures, la forme f; définie sur L?(8%1) par
1

2
p

fip (@) = [(Ww, 0)

permet de caractériser le lieu des défauts par la relation
2€Q < il existe ¢ > 0 telle que YV € L?(S471), )<\II, uno(,z)>’ < cfp(¥),

0l Un, (0, 2) est le champ total pour l’objet non perturbé avec une source de type onde plane
dans la direction 0.

La construction de ce théoreme se décompose en plusieurs étapes.

1. Dans une premiere partie, nous reprenons le principe de caractérisation par les fonc-
tions de Green pour 'appliquer a notre cas. Avec les asymptotiques du potentiel
volumique (1.13) et de la fonction de Green, nous démontrons I’équivalent de la rela-
tion (1.19) pour la localisation de défauts sous la forme du Théoreéme 2.2 qui établit
la relation

2€Q = X(z,-) € R(Vixa)-

La fonction de Green ®,,, n’est pas connue explicitement, mais nous n’avons besoin
que de son asymptotique. Or, méme si son expression n’est plus aussi simple que
pour la détection d’objets dans l'air (®$°(z,2) = e~**%), le comportement asymp-
totique de la fonction de Green est égal au champ total pour le milieu ambiant et le
Lemme 2.3 montre que

Soo(2,8) = Uy (—2,2), z€D, &€ S,

Avec ceci nous reformulons la caractérisation du lieu des défauts en fonction du
champ uy,,. En définissant 'opérateur C : L?(D) — L?(T,) par

Cf(0) = <f7 uno(ev ')>L2(D)7 gele,
la caractérisation par sources ponctuelles devient dans le Corollaire 2.5
2 €D <= Upy(-,2) € R(Cxa).

Cependant, 'opérateur C' n’est pas connecté aux mesures.
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2. Dans une seconde partie, nous allons donc chercher a relier I'image de cet opérateur
aux mesures par le biais du Lemme 1.13 afin d’aboutir & une caractérisation du lieu
des défauts a partir des mesures. Pour cela, en reprenant le principe de la méthode
de “Factorization”, nous allons factoriser un opérateur de mesures afin de construire
une forme comparable a ||[C*¥||.

Nous considérons des mesures physiques a grande distance. Pour les mémes motiva-
tions que celles a 'origine des méthodes de “Linear sampling” ou de “Factorization”,
un opérateur de mesures naturel est 'opérateur de champ lointain. Comme nous
cherchons a reconstruire le lieu de la différence entre deux indices, il semble naturel
de considérer comme opérateur de mesures la soustraction des champs lointains cor-
respondant respectivement a ’état des objets avant et apres 'apparition d’éventuels
défauts. On note cet opérateur

W = F,, — Fy,,

et on va chercher a le factoriser pour le mettre en relation avec C*. On montre au
Lemme 2.10 que 'opérateur W possede une factorisation de la forme

W =V2xqAxaC",

0

ott A est un automorphisme de L2(€2). On voit qu’on peut contréler les sources, de la
forme xoC*¥, ou les images, de la forme V,?°xq ¥, mais pas les deux en méme temps.
Cette factorisation n’est pas symétrique et de ce fait, on ne peut pas directement
construire de forme comparable & yoC™* a partir de W comme c’était le cas dans la
méthode de “Factorization” pour la localisation d’objets dans un milieu homogene.
Pour rendre cette factorisation symétrique et pouvoir caractériser le lieu des défauts
a partir des mesures, on établit alors une relation entre les opérateurs V7 et C' Cette
relation fait intervenir 'opérateur de “scattering” S, : L?(S91) — L2(S9~1) défini
par
Sy =1 + 2ik |y Fy,

et prend dans le Lemme 2.11 la forme suivante
Vg = SnoC.

Pour obtenir cette relation on s’est placé dans le cas ou l'opérateur de “scattering”
She est unitaire et alors on obtient a la Proposition 2.14 une factorisation symétrique,
mais pour un nouvel opérateur de mesures :

W= 55 W™ = CAC™.

3. Finalement, en montrant que 'opérateur A est coercif, cette derniere factorisation
de l'opérateur W permet de conclure que la forme fj;; définie sur L?(S91) par

1
2
)

Fir (0) = )<'va1: ‘1/>

est comparable & || xoC*¥||. Ainsi, par le biais du Lemme 1.13 on aboutit au résultat
principal de cette partie qu’est le Théoreme 2.21 :

zeQ < il existe ¢ > 0 telle que V¥ € L2(5971), )<\I/, uno(,z)>’ < cf(9).
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2.1 Localisation des défauts par des fonctions test

La localisation des défauts repose sur une adaptation a notre cadre d’un résultat inter-
venant dans de nombreuses méthodes de reconstitution de domaine : I'identification par
sources ponctuelles. Les rayonnements possibles en présence des défauts sont comparés au
rayonnement d’une source ayant pour support un point fixé. En chaque point de I’espace on
obtient ainsi un test binaire basé sur une fonction construite autour du point testé. Il faut
donc définir I’ensemble des rayonnements possibles en présence des défauts et construire
un ensemble des fonctions tests adéquat.

2.1.1 Localisation par les fonctions de Green

Les sources ponctuelles correspondent aux fonctions de Green. La caractérisation clas-
sique qu’on construit avec les sources ponctuelles fait donc intervenir ’asymptotique des
fonctions de Green.

Théoreme 2.2. L’asymptotique du potentiel volumique V> (1.13) et Uasymptotique de
la fonction de Green pour le milieu ambiant ®3° (1.9), vérifient pour tout z € R3

2€Q = X(z,-) € R(Vxa)-

Démonstration : Commencons par construire un antécédent a ®5° (z,-). Soit z € 2. Soit
e > 0 tel que la boule B, . de centre z et de rayon e soit incluse dans 2. La fonction
P (z,y) est € par rapport & la variable y sur R%\ {z}. On construit alors une fonction
f: € €7 (R?) valant ®3°(z,-) en dehors de B; . et 0 dans B, < (avec un raccord ¢~ dans
la couronne B, .\ Bzé). En notant 0, la dérivée normale, on a alors en particulier

f = @0 (2,-) sur 09,

Oufz = 0y P30 (2,-) sur 98,

(A + k?ng) f. = 0 en dehors de B, ..

On va alors écrire ’équivalent d’une représentation de Green. La formule de Green appli-
quée a f, et ®7° (x,-) donne

| (80 =u@aar) = ([ foou@)-0u@iar). (@2
Par définition on a

A(y)(I)no (z,y) + k2n0 (1) P (2, ) = —62(y). (2.3)

En remplacant f, par ®,, dans le terme de droite de (2.2), puisqu’ils sont égaux sur le
bord, et en utilisant (2.3) on obtient :

/Q <fz (=02 — (K*10) @y (2, 1)) — Py (a, ')Afz)

= [ (@l g2 = (W (20). 20
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Pour finir, on applique la formule de Green puis ’égalité (2.3) au terme de droite de (2.4)
et on aboutit a :

_fz(x) - /Q(A + anO)fz(I)no (x7 )
_ / (B2, ) AByy () = By () A (5,))
oN

/ (®no2,) (= 0@ () = 62) = Py () ( = K0Py (2,) = 6.))
o0
=D, (2,2) — Py, (z, 2).

Par symétrie des noyaux de Green, on obtient alors

fo(x) = _/Q(A + anO)fzq)no(Wx)‘

Comme f, vaut ®,, en dehors de €2, on peut faire tendre x vers l'infini dans I’égalité
précédente qui devient alors

7o (2,2) = f2°(2) = ~Viw[xa(A + k?no) £2](2),

ce qui prouve I'implication.

Réciproquement, si z ¢ Q et s'il existe un certain f, tel que ®7°(z,2) = V77 f.(), alors
le Lemme 1.2 d’unicité des champs lointains donne ®,,(z,z) = V,, f:(x) pour tout x en
dehors de QU{z}. Mais le terme V,,, f.(x) est continu en z alors que ®,,,(z, z) est singulier,
ce qui est contradictoire. m

2.1.2 Localisation par des valeurs en champ proche

La localisation des défauts du Théoreme (2.2) fait appel au comportement asymptotique
de la fonction de Green associée au milieu défini par ng. Or, cette fonction n’est pas connue
analytiquement et est par ailleurs difficile a évaluer en pratique. Cependant, on montre
que son comportement asymptotique s’obtient a partir du champ total u,,, que l'on sait
évaluer numériquement quand ng est connu.

Lemme 2.3 (“Mixed reciprocity principle”). Awvec la fonction de Green pour le milieu
ambiant ®° (1.9) et le champ total u,(0,-), solution du systéeme (1.1)-(1.5) avec une
source de type onde plane u'(0, z) = e**T, on a la relation suivante :

D°(2, &) = up(—1,2), z€RY ze 89t
Remarque 2.4. Avec la seconde convention (1.8) pour la définition du champ lointain,

le résultat devient ®°(z, ) = yun(—1, 2).

Cette relation n’est pas un résultat nouveau mais nous n’en avons pas trouvé de preuve
sous la forme présentée ici dans la littérature, aussi nous en proposons une.
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Preuve du Lemme 2.3 : Soit h € (D) une fonction de Herglotz (1.17) et soit
¢ = Vi k%(n — 1)h, le potentiel volumique V;, étant défini en (1.12). Ainsi ¢ vérifie

(A + k%n)p = —k%(n — 1)h,
. _d—1

Oro = ik + O(]m\ 2 ) ,

(A +k*)h = 0.

Ainsi on obtient (A +k%n)(¢ +h) = 0. La fonction (i + h) est alors un champ total ayant
pour source h et vérifie ainsi ’équation de Lippmann-Schwinger (1.14) :

(p+h) =h+Vik*(n —1)(p + h).
En prenant le comportement asymptotique de chaque terme, il vient alors
0% = V%K (n — 1)(p + h).

Ainsi, en utilisant 1’égalité entre ondes planes et asymptotique de fonction de Green (1.11)
puis la représentation intégrale pour u, (2.7), on a

@) = [ IR -+ 1)
= / u' (=2, 2)k*(n — 1)(2)h(2)
zeD
] i R = DER R - D)
Z,YE
= / Un (=2, 2)k*(n — 1)(2)h(2).
zeD

Comme par définition de ¢ on a aussi ¢ = V>°k?(n — 1)h, d’apres le Lemme 1.9 (qui
donne la densité des fonctions de Herglotz dans L?(D)) on a I'égalité ®>°(z, %) = u,(—2, 2)
presque partout, qui est en fait une égalité en tout point par continuité des fonctions. m

Plutot que d’exprimer la caractérisation de € avec des fonctions de Green, on reformule
alors le Théoreme 2.2 en fonction du champ total .

Corollaire 2.5. Avec l'opérateur C : L*(D) — L*(T.), défini par
Cf(e) = <f7 u’no<07 ')>L2(D)7 NS Feu

pour tout z € R% on a
2 €0 <= Upy(-,2) € R(Cxq).

Démonstration : On obtient le résultat par équivalence avec le Théoreme 2.2. Cette
proposition nous dit en effet que z € Q équivaut a I'existence de g, € L%(Q) tel que
(I)fz?) (27 i’) = <gza Q)%%(’ i‘)>L2(Q)
Avec la relation du Lemme 2.3, cela s’écrit
uno(_‘%a z) = (92, Ung (-2, )>L2(Q)

La fonction f, = Yqg. vérifie donc Cf,(0) = uy, (0, z) et on a I’équivalence recherchée. m
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Remarque 2.6. Nous avons caractérisé ) a partir des fonctions tests up, au liew des solu-
tions fondamentales. Ce type de résultat est aussi obtenu dans [Egger et al. 2010] par une
approche générale ou les fonctions tests sont déterminées a partir d’un probléme adjoint.
L’intérét de notre démarche est double. Premierement, on sait donc évaluer numérique-
ment ces fonctions tests, méme si l'indice de référence est inhomogeéne, alors que calculer
la fonction de Green et en déduire son asymptotique est a priori plus compliqué. Deuzie-
mement, les valeurs en champ lointain pour lindice de référence uy, sont généralement
calculées a partir des valeurs du champ total up,. Ainsi, dans la résolution pratique d’un
probleme inverse reposant sur les valeurs de u,, on aura généralement déja calculé ces
fonctions tests, ce qui apporte un gain en efficacité.

2.2 Factorisation de I'opérateur de mesures

Nous venons de voir deux opérateurs, V> et C' définis respectivement dans 1’équation
(1.13) et le Corollaire 2.5, dont les images caractérisent le domaine (2, chacun au travers
d’un ensemble de fonctions tests spécifiques. Les fonctions tests du Corollaire 2.5 peuvent
étre calculées a partir de l'indice ng qu’on suppose connu, mais pour l'instant on ne sait
pas déterminer 'opérateur C'yq a partir de mesures physiques.

Déterminer 'image de cet opérateur nécessite a priori la connaissance du domaine €2 qui est
précisément ’'inconnue recherchée. Pour aboutir a une méthode pratique de reconstruction
du domaine des défauts il faudrait donc pouvoir caractériser I'image de cet opérateur en
fonction des mesures physiques. Cependant, d’apres le Corollaire 1.14, il suffit de connaitre
une forme comparable & ||xoC* V|| pour caractériser I'image de l'opérateur C'xq du Co-
rollaire 2.5. Nous allons donc construire une forme positivement homogeéne a partir des
mesures physiques dont on pourra montrer qu’elle est comparable a ||xoC* V.

Pour ce faire, il faut en premier lieu définir un opérateur de mesure autour duquel sera
construite cette forme positivement homogene. Ensuite, pour que la comparaison soit
possible, nous factorisons 'opérateur de mesures de maniere a exhiber 'opérateur C.

2.2.1 Factorisation de la différence entre les mesures physiques avant et
apres perturbation

Comme pour les méthodes de “Linear Sampling” et de “Factorization”, nous reprenons
le principe de sources composées de superpositions d’ondes planes qui sont les images
de l'opérateur H (1.17). Ainsi, les mesures sont définies par I'opérateur de champ lointain
associé a I'indice de réfraction considéré F, (1.16). Et comme nous nous intéressons a la lo-
calisation de perturbations par rapport a un état initial nous considérons comme opérateur
de mesure W, la soustraction des opérateurs de champ lointain associés respectivement
aux mesures avant et apres perturbation :

W = F,, — Fy,. (2.5)
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Cet opérateur est entierement déterminé par la connaissance des mesures en présence de
défauts uy; et la connaissance, soit des mesures avant apparition de défauts u,;, soit de
I'indice de réfraction initial ng permettant de calculer les valeurs de uy;. Il reste alors a
factoriser cet opérateur. Cette factorisation se déduit de formulations intégrales de type
Lippmann-Schwinger des solutions du systeme (1.1)-(1.5).

Lemme 2.7. On note w la soustraction entre les champs totauz issus de l’indice de réfeé-
rence (un,) et de Uindice effectif (un, ) donnés par la solution au systéme (1.1)-(1.5) avec
respectivement n = ng et n = nqy et la méme source générique u*

W i= Uy — Ung- (2.6)

Awvec le potentiel volumique Vi, (1.12), on a pour wy,, un, et w les formulations intégrales
sutvantes

Uny = (I + Vi k% (no — 1)) ul, (2.7)
Upy = (I - Vn0k2(n1 - no))_l (I + Vnok‘2(no - 1)) ul, (2.8)
w = Vigk?(n1 = no) (I = Vigk®(n1 — 10)) (I + Vi (no — 1)) w’. (2.9)

Démonstration : Nous démontrons les représentations par potentiel volumique (2.7)
et (2.8). La représentation (2.9) s’en déduit par soustraction des deux premieres. Soit
z € R? et soit n € L>°(D) un indice quelconque. On commence par isoler dans 1’équation
de Helmholtz (1.1) le terme (u, — u’) qui vérifie la condition de radiation de Sommerfeld
0= (A+k*n) up = (A + k’ng) (un, — u*) + k*(ng — 1)u’ + k*(n — ng)up,. (2.10)

Par ailleurs, en appliquant la formule de Green a I'intérieur de D, il vient

/ Dy (2, ) (A + E*ng) (uy, — u')
D
B / <(“n —u) APy (2, ) + Png (2, )k*no(un — “i)>
D
—I—/ ((un —uN)D, Py (2, ) — Py (2, )0, (U — u’)) (2.11)
oD

De plus, comme (u, — u’) ainsi que ®,,,(z,-) vérifient 'équation de Helmholtz (1.1) avec
n = 1 en dehors de D et la condition de radiation de Sommerfeld, une nouvelle application
de la formule de Green mais a l'extérieur de D donne

/ <(un —u")0, @ (2, ) — Py (2, )0, (g — u’)) =0.
oD
Ainsi, en tenant compte de ’équation (1.9) vérifiée par ®,,,, ’égalité (2.11) devient
/ Dy (2, ) (A + EPng) (uy, — u')
D

= /D ((un —u?) (—anoénO(z, )= 82) + P2, V210 (un — ui)) (2.12)

= —(u, —ub).
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En multipliant ’équation de Helmholtz (2.10) par ®,,(z,-) et en intégrant sur D, 'éga-
lité (2.12) permet alors d’aboutir &

—(ty, — u?) + Vi k% (no — Du’ + Vi k2 (n — ng)uy, = 0. (2.13)

En prenant n = ng, on obtient alors (2.7) et en prenant n = ny il vient
1 — Viok2(n1 — no)un, = u' + Voo k*(ng — 1)u’,

soit encore wy, — Vi k?(n1—n0)tn, = Un,- Il s’en suit que 'opérateur (I — VoK% (nq — no))
associe le champ total u,, au champ total u,,. Avec les opérateurs de champ total 7y,
et Tn, (1.15), on voit donc que l'opérateur (I — Vi k?(n1 — ng)) coincide avec le produit
TnoTn, ' sur ensemble des fonctions #;,, (D) défini en (1.2) et est par conséquent inver-
sible. Ceci donne (2.8). m

On voit que la représentation intégrale pour w (2.9) est le produit de trois opérateurs
appliqué & la source u'. Le premier terme, V;, k?(n1 —no), est le potentiel volumique (1.12)
restreint au support de (n; —ng) qui est par définition le domaine € recherché. Le troisieme
terme n’est autre que uy, d’apres (2.7). Il reste a étudier le terme central.

Lemme 2.8. Avec le potentiel volumique V,, (1.12), on a les propriétés suivantes pour
Dopérateur (I — Vi k% (ny — no))_l :

1. il coincide avec Tn, T, sur A, (D) (définis respectivement en (1.15) et (1.2)),
2. pour tout ouvert O contenant 2, c’est un automorphisme de L?(O),

3. en particulier, au sens des endomorphismes de L*(D) on a l’égalité

xa (I = Vigk?(n1 —n0)) ™ = xa (I = Vik2(n1 — no)) ™" xa, (2.14)

4. enfin, c’est un isomorphisme de #;,(0), dans 7,,(O).

Démonstration :

1. En reconnaissant la représentation intégrale de u,, donnée par (2.7) dans celle de
u,, donnée par (2.8), on a T,, = (I — Vyok*(n1 — no))_l Tno- Ainsi, le produit
d’opérateurs 7;17;_01 coincide avec I'opérateur (I — Voo k2 (ny — no))_1 sur ’ensemble
Sy (D).

2. Soit O un ouvert contenant 2. On montre que (I — Viok?(ny — no)) est un automor-
phisme de L?(O) par le méme principe que celui de la preuve de la Proposition 1.8.
En effet, par le Lemme 1.5, 'opérateur V,,, est compact et par 'alternative de Fred-
holm il suffit donc de montrer que 'opérateur (I — Voo k2 (ng — no)) est injectif sur
L?(0). Soit alors f € LQ(O) telle que f = Viok?(n1 — no)f. On peut donc par cette
égalité prolonger f par f= Viok?(n1 — no)f & tout R Par définition de Vj,, on
voit que la fonction f vérifie la condition de radiation de Sommerfeld (1.5) et que
(A + k2ng) f = —k2(n1 — ng) f, cest-a-dire (A + k2n;)f = 0, dans tout R?. Par la
formule de Green, on a donc

/8Dfaf / kmN +’Vf‘)
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et, toujours avec 'hypothése que les indices ont une partie imaginaire a valeurs
positives, on peut appliquer le lemme de Rellich 1.7 pour conclure que f est nulle en
dehors de D. On a alors f nulle partout par le principe de continuation unique 1.6.

3. En particulier, toute fonction h € L?(0O) nulle dans Q vérifie V;,,k?(nq — ng) = 0. 1l
suit que (I — Vpok?(n1 —no)) h = h, et par conséquent (I — V;,0k?(ny — no))*1 h =
h. Ainsi o (I — Voo k2 (nq — no))f1 =X (I — Voo k2 (ng — no))*1 xq dans L2(0O).

4. Par ailleurs, on a le calcul suivant
(A + K*ng) ([I — Vigk®(n1 — no)] f) = (A + k*no) f + k*(ny — no) f = (A + k) f.

De ce fait, Popérateur (I — Vy,k?(n1 —no)) associe des fonctions de 4, (O) & des
fonctions de .74,,(0).

On peut alors exhiber une restriction a {2 en deux endroits dans la construction de la
soustraction w (2.6) en fonction d'une source u’. Ceci permettra d’écrire 'opérateur associé
comme composé d’opérateurs définis sur L?(€2) qui nous serviront dans la construction
d’une forme caractérisant précisément le domaine 2.

Corollaire 2.9. La soustraction w définie en (2.6) s’écrit comme image de la source u’
par le produit d’opérateurs suivant :

w= Vnokz(nl —np)XQ (I — VnOkQ(nl — no)) X Tnott"

Démonstration : C’est immédiat en reprenant les équations (2.9) et (2.14). m

Nous disposons maintenant d’une caractérisation de w comme image de la source u* par un
produit d’opérateurs. Il ne reste alors plus qu’a considérer le comportement asymptotique
de w pour avoir une factorisation de 'opérateur de mesures W,

Lemme 2.10. Avec le potentiel volumique V,, (1.12) on définit un endomorphisme A de
L?(D) par
A:=k*(n1 —ng) (I - Vo k(1 — 7”60))_1 .

Avec lopérateur C défini dans le Corollaire 2.5 et l’asymptotique du potentiel volumique
donnée en (1.13), lopérateur de mesure W défini en (2.5) admet alors une factorisation

de la forme
W =V 2AC™. (2.15)

Démonstration : Par définition, 'opérateur de mesures W™ est la soustraction des
opérateurs de champ lointain F;,, — F,,. Pour un indice n quelconque, 'opérateur de
champ lointain F;, (1.16) est le produit scalaire par le champ lointain uy® : F,g(2) =

< g, u(+, &) L) Ceci est le champ lointain associé, par le développement d’Atkinson-

Wilcox (1.6), au champ diffracté f(z) = <g, Un (-, ) —ui(-,ac)>L2(F . Par une simple
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permutation des intégrales (les sources ondes planes sont continues) ce champ total s’écrit
aussi f(z) = Tyh(x) ou h(z) = <g, ui(-,az)>L2(F ; Par définition de l'opérateur de Her-
glotz (1.17), on a h(z) = Hg et il s’en suit que f = T, Hg. Ainsi, on a

F.g=(T,Hg)>. (2.16)

Par conséquent, W™g est le comportement asymptotique de (T),, — Ty,)Hg et d’apres le
Corollaire 2.9, ceci donne

W =V °k?(ny —ng) (I — Vaok®(n1 —no))  TnoH. (2.17)

Par ailleurs, on calcule 'adjoint de l'opérateur C. Soient des fonctions f € L?(D) et
g € L*(T'.). Comme les sources de type onde plane u‘(%,-) sont continues, le champ total
associé u, (I, ) Pest aussi. On peut donc permuter les intégrales dans le calcul suivant.

(CF, g)r /Me/ F ()i @ 29 (@)

Par définition de l'opérateur de champ total (1.15), on a u,,(#,2) = Tno[u'(2,-)](2) et
donc

Cg(z) = / L S@T @), zeD.

On peut alors sortir 'opérateur 7,, de l'intégrale par rapport a Z et en reconnaissant
'opérateur de Herglotz (1.17) on voit que Popérateur C* : L?(T'.) — L?*(D) est défini par

C* = Too H. (2.18)

Finalement, en intégrant 1'égalité (2.18) dans la factorisation (2.17) on obtient W =
Vi k?(n1—ng) (I — Vaok?(ny — no))_1 C*. La factorisation (2.15) découle alors de la forme
de l'opérateur A. m

2.2.2 Symétrisation de la factorisation par I'opérateur de “scattering”

On a vu précédemment que les opérateurs V¥xq et Cxq sont tous les deux en mesure
de caractériser (), respectivement dans le Théoreme 2.2 et le Corollaire 2.5, mais qu’on ne
peut les construire directement & partir des mesures. Il nous faut donc un moyen de relier
une de ces deux caractérisations aux mesures. Pour ce faire, nous suivons le principe de la
méthode de “Factorization” qui aboutit & la caractérisation (1.23) en considérant la forme
fwe définie sur L?(T'.) par

oo (W) := (WU, U) .

Comme cette forme est construite a partir des mesures physiques, si elle était comparable a
||C*W||, en vertu du Corollaire 1.14 on aurait une caractérisation du domaine 2 en fonction
des mesures.
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Tout d’abord, on remarque que pour que la forme fyy soit définie, il faut que les ensembles
de mesures et d’émissions coincident (I'c = I';,). Ensuite, par la factorisation (2.15) de
lopérateur W il vient

fwee (¥) = (AC* T, (Vno(f)*\ll>

Cette factorisation asymétrique ne permet pas encore de montrer que la forme fiyo est
comparable & ||C*¥|| puisqu’on ne controle qu'un seul des deux termes du produit scalaire.
I nous faut alors un lien entre les opérateurs V,7° et C'.

Par le Lemme 2.3, qui relie 'asymptotique de la fonction de Green au champ proche issu
d'une onde plane, 'opérateur V,>° défini en (1.13) s’écrit aussi

Vooh(i) = <h, Y .)>L2(D) . #eTh. (2.19)
On voit ainsi que I'opérateur C' défini dans le Corollaire 2.5 differe de V7> d'une conjugaison
complexe et d’une symétrie par rapport a la direction Z.

La fonction v(z) := u,(—2, 2) est la solution du conjugué complexe du systeme d’équa-
tions (1.1)-(1.5). C’est-a-dire que pour un indice de réfraction a valeurs réelles (ng(z) € R),
la fonction v est la solution du systeme

(A + k*ng(2)) v(z) =0
v(2) = e FE2 L 8 (2),
|

S
d—
Orv® = —ikv® + O( Z|7Tl> :

La source est donc une onde plane de direction —Z et la condition de radiation de Som-
merfeld est inversée.

Ceci est le principe d’un retournement temporel [Hazard & Ramdani 2004]. Dans la mé-
thode du retournement temporel, les ondes mesurées sont utilisées ensuite comme sources,
c’est-a-dire renvoyées comme par un miroir [Fink & Prada 2001]. On considere donc 'in-
verse de la direction de mesure comme direction d’émission et on considere les solutions
pour des temps négatifs. Cependant, le temps n’est pas présent dans nos équations et
c’est la condition de rayonnement 0,u’® = iku® + O(|x\_%) qui définit le sens du temps.
Considérer les temps négatifs revient alors a prendre la condition de rayonnement conju-
guée Oyu’ = —iku® + O<]m|_%) [Morel 2005]. Le retournement temporel d’une onde est

ainsi défini comme sa conjuguée, émise dans la direction opposée (le but est de focaliser
sur la source ponctuelle a lorigine de ce qui a été mesuré).

Or, [Nachman et al. 2007] a présenté une relation entre les champs entrants et sortants fai-
sant intervenir 'opérateur de “scattering”. Cet opérateur associe dans [Kato 1995, Section
10.3] le champ lointain d’une onde sortante au champ lointain de son équivalent entrant.
C’est-a-dire que pour un méme milieu, I'opérateur de “scattering” associe la solution de
I’équation de Helmholtz avec la condition de radiation de Sommerfeld a la solution avec
la condition de radiation conjuguée. Nous allons donc établir un lien entre les opérateurs
Voo et C par un lien entre leurs noyaux respectifs wu,(—2,-) et u,(Z,-) qui fera intervenir
Iopérateur de “scattering”.
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Lemme 2.11. On suppose maintenant que les indices sont a valeurs réelles (ng, n1 € R)
et que les émissions ainsi que les mesures sont prises sur l’ensemble de la sphére unité
(T =T = 8971). Soit Sy, : L2(S%1) — L2(S971) lopérateur de “scattering” défini par

Sy = I + 2ik |y|* F,.

Les opérateurs V,3° et C, définis respectivement dans [’équation (1.13) et le Corollaire 2.5,
sont alors reliés par

V2o = S, C.

Remarque 2.12. Avec la seconde convention (1.8) pour la définition du champ lointain,
Uopérateur de “scattering” est défini par S, = I + 2ikyF, et le résultat devient V;>° =
YSn,C.

Preuve du Lemme 2.11 : Soient 8 € I'.. L’opérateur C' est le produit scalaire par
Ung (0, ), c’est-a-dire Tp,[u’(0, )] :

CIO) = (f, Taolw'(0,)]) = (Taal (8.5, T), 0 €T.. (2.20)

L’opérateur V,» quant a lui, est le produit scalaire par CI’%%(H 0), qui est égal d’apres le
Lemme 2.3 & uy,(—0, ), c’est-a-dire Ty, [u?(—0, )] par définition de Ty, (1.15). En conclu-
sion on a

Vno(?h(g) = <h> 7;L0 [ui(_97 )]> = <7;lo [ui(_‘ga )]7 E>? T €l (2'21)

Comme on suppose I'indice ng a valeurs réelles, en reprenant la formulation intégrale (2.7),
on a alors une expression de la différence entre (le conjugué de) ces deux noyaux :

ool (=0, )](2) = T [u (6, )] (=

)
= [ @2 = BT () — D (). (222
yE

On est alors amené a calculer la partie imaginaire de la fonction de Green.

Pour y,z € R% et R tel que la boule Bg de rayon R contienne y et z, en utilisant I’équa-
tion (1.9) vérifiée par ®,,(y, ) puis la formule de Green, on a

(I)no (y7 Z) - (bno (Z/, Z)

= — / . Do (Y, ) (A + E2ng(2)) Py (2, ) — Prg (2, 2) (A + E*ng(2)) Py (v, x))

(
== / . (@no(y,x)(k%(w))@no(z,x) -~ @no(z,a:)(k:Qno(w))@no(y,x))
(

VO, (y,r)VPp,(2,2) — VO, (2,2) VO, (y, 93))

_/ s (q)no(yvx)av<bno(zvx)_q>n0(z7x)allq>no(yax)>’
TESR
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ce qui se résume a

Bg(1:2) =T = = [ (P00 B 53] ~ By (1,2). (229

Par définition du comportement asymptotique de la fonction de Green ®,,(z,z) (1.10) on

a
etklz|

d—
Py () = v—33 ‘I’OO(@)#—O(]JJ\*%), avec = —,
e |z|

et donc

€Zk|x\

8y, (-, 1) :z’k@no(-,m)w(m—%) i = 3 )+o(|a;|—%).

| x

En faisant tendre R vers l'infini dans (2.23) et en écrivant l'intégrale sur la sphére unité,
on trouve alors

Dy (Y, 2) — Py (y, 2) = 2ik || O (y, )2 (2, T).

zegd—1

Ainsi, en intégrant ce résultant dans (2.22), avec 'opérateur V,>° (1.13) on peut écrire

Trolt' (=0, )](2) — Tog 00, ](2)
= 20k P // o BB DR (moly) — Du(~0,)
zesd—1
= 21k | / B (2, BV (K (g — 1) (—6,)] (),

On applique alors le principe de réciprocité du Lemme 1.3 pour avoir
T lu' (—6 = Tno [u'(6, )] (2)

= 2ik |y|? / P (2 x)VOO [k‘Q(no — Du' (-2, )] (6)

= ik 2V [k?(no [ wwEaa] o (2.24)

On effectue maintenant le changement de variable sur la sphere unité & — —2Z. Ceci fait
apparaitre la fonction ®7°(z, —2) et par I'égalité du Lemme 2.3 entre le comportement
asymptotique de la fonction de Green et le champ total il vient ®3° (2, —2) = un, (2, 2) =
Tno[u'(Z,+)](2). Par ailleurs, en remplacant & par —z dans (2.24), on fait aussi apparaitre
le terme u’(, -) et en reconnaissant 'opérateur de Herglotz défini en (1.17), ceci devient

Tao [t (=0, )] (2) = Tao [u (6, )](2)

= 2ik |y[* Vs [kz(”o - 1)/ Too [0 (2, )] (2)u' ()| ()
zegd-1

= 2ik |[y[* Voo [k (no — 1) Hep:] (0),
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Ol 92 (%) 1= Tng[u'(,)](2).

Or, par la représentation intégrale (2.7) et la définition de V,2° (1.13), I'opérateur V,2°k?(no—
1) est une représentation intégrale du champ lointain associé au champ total u,,,. Comme
on avuen (2.16) que Fy,, est le champ lointain associé au champ total u,, pour une source
de la forme u’ = Hyg, il vient

Voo (k*(no — 1)H) = Fhy,
et alors on obtient

ool (=0, )](2) = T [ui(6, -)](2) = 23k |y[* Frgp:(6).

Cette égalité s’écrit aussi
Tnoltu' (=0, )(2) = (I +2ik |y Fuy ) :(0):
En reprenant les écritures des opérateurs C' et V,>°, respectivement (2.20) et (2.21), on

no

voit alors en sortant I'opérateur (I + 2ik ]7\2 Fn0> du produit scalaire que

Vo = (I + 20k |y 2 Fno) C.

Remarque 2.13. L’opérateur de “scattering” Sy, reste défini pour ng a valeurs complezes.
On est alors tenté d’étendre la relation du Lemme 2.11. Mais les formulations (2.20)
et (2.21) montrent qu’on a besoin d’opérateur transformant une solution pour l’équation
de Helmholtz en sa conjuguée. Or, 'opérateur de “scattering” transforme une onde sortante
en une onde entrante (voir [Kato 1995, Section 10.53] et [Morel 2005]), et cette transfor-
mation ne coincide avec la conjugaison que dans le cas d’indices réels. En effet, soit uy
vérifiant (1.1)-(1.5). Sa conjuguée U, vérifie bien la condition de radiation conjuguée et
en conjuguant les autres équation (1.1)-(1.4) on voit que la source engendrant u,, est bien
u'(0,) == u'(—0,-). Cependant, si l'indice n’est pas réel, c’est-a-dire si l'objet est absor-
bant, l’équation (1.1) n’est pas stable par conjugaison et l'onde conjuguée u, ne correspond
alors plus au méme milieu : ce n’est plus l'onde entrante associée a l'onde sortante u,,. Il
est donc peu probable que l'opérateur de “scattering”, tel que nous l’avons utilisé, puisse
relier Voo et C dans le cas d’indices complezes.

Nous pouvons maintenant écrire une factorisation symétrique d’un opérateur qui n’est pas
simplement la soustraction des champs lointains W, mais qui reste construit a partir des
mesures physiques.

Proposition 2.14. Sous les hypothéses du lemme 2.11, l'opérateur W LQ(Sd_l) —
L2(S9YY défini par

W= S, W,
posséde une factorisation de la forme

W = CAC*.




46 2. LOCALISATION DE DEFAUTS

Démonstration : Le Lemme 2.10 donne la factorisation W = V> AC*. Le Lemme 2.11
donne alors W = S, CAC*. Sous les hypotheses du lemme 2.11, on sait que I'opérateur
de “scattering” Sy, est unitaire [Kirsch & Grinberg 2008, Théoreme 4.4] et le résultat s’en
suit. m

2.3 Localisation des défauts par les mesures

Nous avons vu que le Corollaire 2.5 permet de caractériser le support des défauts par
des fonctions tests et I'image de 'opérateur C*. Le Corollaire 1.14 montre ensuite qu’on
peut caractériser cette image par toute forme comparable a ||[xoC*¥||. Par ailleurs, nous
avons maintenant une factorisation faisant intervenir C' de manieére symétrique pour un
opérateur W qui n’est plus la soustraction des champs lointains, mais reste construit a
partir des mesures. Nous considérons donc la forme f : L?(8%1) — R, construite &
partir des mesures et définie par

i () = ‘<W@ \If> : (2.25)

L2(Sd~1)

a partir de laquelle nous allons pouvoir caractériser le support des défauts.

Cette caractérisation, basée sur le Corollaire 1.14, nécessite que la forme considérée soit
comparable a |[xoC*¥||. On veut donc qu’il existe des constantes positives c¢; et ca telles
que

a1 [xeC™ | < fp(¥) < c2[[xaC ¥, ¥ e L} (59,

2.3.1 Majoration par continuité

La majoration découle directement de la factorisation de W.

Lemme 2.15. On suppose que les ensembles de directions de mesures et d’émissions
couvrent la sphére unité (T, = Ty, = S97Y) et que les indices sont a valeurs réelles.
Avec lopérateur de mesures W de la Proposition 2.14, la forme fj; définie en (2.25) et
PVopérateur C' défini dans le Corollaire 2.5 on a la majoration suivante : il existe ¢ > 0 tel
que pour tout ¥ € L*(T,),

fiv <cllxaC* ¥l (2.26)

Démonstration : Par la factorisation 2.14, on a fi7(¥) = [(AC*V, C’*\IJ>|%. Or, l'opé-
rateur A est défini dans le Lemme 2.10 par A := k*(ny — ng) (I — Vo K?(ny — ng))_l.
Comme le facteur k%(n; — ng) induit une restriction a €2, on voit par I'égalité (2.14) que
A = xoAxq et que donc

1
2

fW(\P) = <AXQC*\IJ7 XQC*\IJ>L2(D) (227)
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La majoration suit alors par continuité de 'opérateur A (voir Lemme 2.8). m

2.3.2 Minoration par coercivité

On voit dans I'égalité (2.27), que la minoration de fi; par ||[xoC*¥|| est précisément une
propriété de coercivité de 'opérateur A, au moins sur 'image de C*. Cette propriété n’est
pas triviale et sera le résultat de I'application du Lemme 1.15. Nous allons donc vérifier
les hypotheses de ce lemme afin de conclure a la coercivité de I'opérateur A, entrainant
I'encadrement souhaité de la forme fi;.

Hypotheses physiques sur I'objet et les perturbations

La propriété de coercivité qu’on recherche nécessitera des hypotheses physiques sur les
défauts dont on essaie de reconstruire la forme. En particulier, la justification repose sur
une hypothese de contraste pour les défauts (par rapport au milieu ambiant) permettant
de les distinguer clairement.

Hypothése 2.16 (de contraste). On suppose que les indices ng et ny sont a valeurs réelles

et que (n1 —nyg), ou bien (ng — ny), est localement borné inférieurement, i.e. :

— pour tout compact w de il existe ¢ > 0 telle que (n1 (z) — no(z)) > ¢ pour presque tout
Z Ew,

ou bien

— pour tout compact w de Q il existe ¢ > 0 telle que (nl(z) — no(z)) < —c pour presque
tout z € w.

Remarque 2.17. En faisant cette hypothése, on demande a la différence des indices d’étre
signée. Que ni soit supérieur a ng ou l’inverse ne change rien, mais il ne faut pas que
lordre s’inverse dans Q.

De plus, pour un nombre d’onde k fixé (i.e. une fréquence donnée), certaines géométries ne
sont pas détectables. Nous ne pourrons donc formuler de résultat de localisation des défauts
a partir des mesures qu’a ’exception de certaines géométries ou de certaines longueurs
d’ondes. Ce lien entre géométries identifiables et nombre d’onde est représenté par le
concept de valeur propre de transmission. Quand on considére ’équation de Helmholtz
pour un milieu inhomogene, ’application qui a une source fait correspondre le champ
lointain n’est plus injective. En effet, dans ce cas le champ diffracté u® := (u,, — u’) vérifie
I’équation
(A+k*n)u® = —k*(n — L)u'.

Si le champ lointain est nul, I'unicité du champ lointain du Lemme 1.2 et le principe
de continuation unique du Lemme 1.6 donnent alors le champ diffracté nul en dehors du
support du second membre —k?(n — 1)u?, mais on ne peut rien dire a I'intérieur. C’est ainsi
que, comme dans [Kirsch 1999], apparait le probleme de transmission intérieur suivant.
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Définition 2.18. On appelle k> “valeur propre de transmission pour la paire d’indices
(no,m1)” s’il existe un couple source-solution (h,u) € (LQ(Q))2 non nul tel que

(A + k*ng)u = —k*(ny — ng)h dans Q,
(A + k*n1)h = 0 dans Q,
u =0 sur 052,
O,u =0 sur Of.

Comme on voudra par la suite éviter ce cas “pathologique”, il faut savoir quand il se
rencontre. La proposition suivante dit qu’en fait cette situation est rare.

Proposition 2.19. Si les indices ng et n1 sont réels, alors k* n'est “valeur propre de
transmission (pour ng et ny)” que pour un ensemble discret de valeurs (de k). Sl y en a
une infinité, le seul point d’accumulation possible est +0c.

Démonstration : La preuve suit exactement celles de [Kirsch & Grinberg 2008, Théo-
rémes 4.13 et 4.14], en adaptant les notations. m

Validation de la coercivité

Nous sommes maintenant en mesure de justifier les hypotheses nécessaires au Lemme 1.15
qui va prouver la coercivité de I'opérateur A intervenant dans la factorisation du Lemme 2.10.

Lemme 2.20. L’opérateur A défini dans le Lemme 2.10 est de la forme A = Ay + K ou
K est un opérateur compact. Avec U'hypothése de contraste 2.16, alors Agy est coercif et
vérifie (Aop, ©) € Ry ou bien (App, @) € R_, celon qu’on soit dans le cas (n1 —ng) =0
ou bien (n1 —ng) < 0. Par ailleurs, Im (Ap, @) > 0.

Si de plus k* n’est pas valeur propre de transmission au sens de la définition 2.18, alors
pour tout p € R (C*) on a

Im(Ap,p) =0 = ¢la =0.

Démonstration : Soit ¢ € R (C*). Par la caractérisation (2.18) de C*, c’est donc un
champ total pour I'indice ng et une certaine source u’ € 4 (R?), I'espace 7 (R?) étant
défini en (1.2). Notons alors u,, = ¢. Soit ensuite u,, le champ total pour I'indice ny
ayant la méme source u’ que uy,,. D’apreés le premier point du Lemme 2.8 on a

Ap = k2(n1 — ng)’ﬁ”’ﬁ;oluno = k2(n1 — NQ)Unp, -

Ainsi on obtient
(A, ) = /Q K2 (1 — 110) o |* + /Q K2 (11 — 120) (tmy — g )i

= (Aop, ) + (K, ),
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avec Ag = k*(n1 — no)I et K = k*(ny —no)(Tn, Tpyy" — I). L'hypothese 2.16 donne alors la
coercivité de Aj ainsi que le signe de (Apyp, ¢) en fonction du cas considéré.

De plus, (Tn, Tot — 1) = TayTg (I — Tn Ty, ). La correspondance entre T, 7, " et I —

no ni
Viok?(n1—ng) du Lemme 2.8 donne alors K = k?(n; —no)nlnglvno (n1—mng) sur R (C*).
Par compacité de V,,, et continuité des autres opérateurs on conclut alors a la compacité
de K.

Par ailleurs, pour R > 0 tel que la boule Bgr de rayon R contienne €2 on a

- / K2 (n — 1), (s~ timg) = / (A + K210) (ttmy, — g ) (T i)
Q Br

= / (k2n0’un1 - uno‘2 - ‘v(unl - uno)‘2) +/ (un1 - uno)al/<un1 - uno)
Bgr SR

En faisant ensuite tendre R vers l'infini, ceci devient
= [ K = ) iy =)
Q

= [ (o), = i = 1V, = i) ik [ =l

Ainsi, en prenant la partie imaginaire, on obtient

Im / E2(n1 — no)tn, Tng = k h|2/ [Upy — Upo 2,
9] Sd—1

De cette égalité on déduit que
Im (Ap, ¢) > 0.

Si on suppose cette quantité nulle, on obtient donc up; = wup.. Le Lemme 1.6 du prin-
cipe de continuation unique donne alors w := u,, — uy, nulle en dehors de {2. On a donc
W 1= Uy, —Up, nulle en dehors de Q et qui vérifie (A+k?ng)w = f avec f = —k%(n1—no)un,
de support inclus dans . Si k2 n’est pas valeur propre de transmission, alors w = 0 par-
tout et donc f = (A +k%*ng)w = 0. Comme Ay = k*(ny —ng)un, = —f = 0, le Lemme 2.8
donne alors ¢ = 0 dans 2. ®

2.3.3 Encadrement de la forme étudiée permettant la localisation les défauts

En regroupant la majoration par continuité et la minoration par coercivité, nous pouvons
alors conclure le résultat principal de cette partie qui est la caractérisation du lieu des
défauts au travers des mesures.

Théoréme 2.21. Avec l'hypothése de contraste 2.16, si k% n’est pas valeur propre de
transmission pour les indices ng et ny et si 'y, = T'e = S%1, alors pour tout point z € R?
on a pour la forme fi; (2.25) Uéquivalence suivante

2€Q = >0/ VU e LX(SY), (U, uny(,2))| < cfp ().
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Démonstration : On a vu en (2.26) que la forme fj; est majorée par [[C*¥||.

On applique ensuite le Lemme 1.15 & Popérateur A ou a lopérateur —A, selon que ce
soit (n1 — mp) ou bien (ng — n1) qui est localement borné inférieurement pour vérifier
I’hypothese de contraste 2.16. En effet, en prenant la fermeture de R (C*) comme fermé
2, les conditions nécessaires a 'application du Lemme 1.15 sont ainsi justifiées dans le
Lemme 2.20 sur R (C*) et s’étendent a la fermeture de R (C*) par continuité.

Dans les deux cas, on obtient indifféremment A coercif et 1’égalité (2.27) donne alors la
minoration de f par [|[C*V|.

Ainsi, la forme fiz; est encadrée par ||[C*¥|| et par le Corollaire 1.14, pour toute fonction
p e LX(ST),

P ER(Cxqa) <= Jc>0/VV e L (S, (T, )| < cfz (D).

La caractérisation du domaine {2 par des fonctions tests du Corollaire 2.5 permet alors de
conclure. m

Remarque 2.22. L’hypothese 2.16 d’un certain contraste entre les défauts et le milieu
ambiant peut sembler naturelle d’un point de vue pratique. En effet, si les défauts ne sont
pas contrastés, lintuition dit qu’on pourra peut-étre les voir mais sans bien cerner leurs
contours. De plus, cette hypothése est aussi naturelle d’un point de vue mathématique.
Sans Uhypothése de contraste, l'opérateur A n’est pas prouvé coercif et s’il ne l’est pas,
on n’a pas la minoration de fW' On voit alors qu’on ne peut plus écrire l’équivalence du
Théoréeme 2.21 mais seulement [implication permettant de conclure que pour certaines
fonctions tests un, (-, z), alors z € Q. Ce qui revient & voir une certaine partie des défauts
mais sans bien cerner leurs contours.




Méthodes de reconstruction du support des
défauts

Nous avons établi par le Théoreme 2.21 une caractérisation du support {2 de défauts, dé-
fini en (2.1), & partir de mesures physiques. Cette caractérisation prend la forme d’une
inégalité fonctionnelle. Il reste a la mettre en pratique en proposant un algorithme numé-
rique de visualisation du support de ces défauts. Tout d’abord, on montre que 'inégalité
fonctionnelle du Théoreme 2.21 peut étre reformulée comme un probléme de minimisation
sous contrainte. Cette caractérisation du domaine recherché généralise le “critere de 'inf”
initialement introduit dans [Kirsch 2000] et prend alors la forme suivante : en chaque point
z € R4, on calcule la valeur

I(z) := inf{ffv[v,(\ll), U e L3591 avec <\If, m> = 1},

ou fW est donnée par (2.25),et si cette valeur est non nulle, le point testé est intérieur a
Q
z € <= I(z) >0.

Nous allons donc étudier le calcul pratique de la valeur I(z) par deux approches distinctes :
I'optimisation par méthodes itératives et la résolution explicite directe pour des cas par-
ticuliers. Nous proposons ensuite une conjecture pour étendre les résolutions explicites
au cas général et étudions numériquement le comportement des méthodes directes qui en
découlent sur un exemple complexe.

En Section 3.1, nous allons mettre en oeuvre des méthodes d’optimisation itératives clas-
siques. En effet, la fonctionnelle fW qu’on minimise est relativement simple a évaluer mais
surtout on voit que ’espace des contraintes est un hyperplan affine sur lequel on sait pro-
jeter. On peut alors trouver un minimiseur avec un algorithme de descente appliqué a la
fonctionnelle fj; composée par le projecteur sur I'espace des contraintes.

Par ailleurs, quand la projection est facile a calculer, on obtient généralement de bons
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résultats avec un algorithme de gradient projeté. Cette méthode se présente comme une
méthode de plus grande pente classique appliquée directement a la fonctionnelle fW, mais
en projetant ensuite a chaque itération le point obtenu sur ’espace des contraintes. On ob-
tient avec chaque algorithme une visualisation du support des défauts dans un cas simple.
Cependant, ces deux méthodes souffrent d’un lourd temps de calcul di a leur nature ité-
rative.

En Section 3.2, on fait alors appel au Lemme 1.17 issu de la méthode de “Factorization”
pour construire un opérateur défini positif et auto-adjoint W, a partir de notre opérateur

de mesures W défini par

9

W%:W+W*

HW—W*

la notation “valeur absolue” pour un opérateur L étant définie par |L| = (L*L)%. Nous
construisons alors une solution explicite au probleme de minimisation et ceci donne lieu a
une méthode directe de reconstruction du support des défauts :

-2
H >0,

z €] <— M{”OJM}(Z) = HWi“no("Z)

olt Wt est un pseudo-inverse de la racine carrée de opérateur W. Cette seconde méthode
caractérise donc directement les défauts par le noyau d’un opérateur.

Par ailleurs, une fois I'opérateur W, construit et factorisé par le Lemme 1.17, on peut
aussi reprendre la caractérisation du domaine recherché par I'image de la racine carrée
de I'opérateur Wx. On utilise alors, comme pour la méthode de “Factorization” classique,
le critere de Picard 1.16 pour tester I’appartenance d’une fonction test a l'image d’un
opérateur. On obtient ainsi une troisiéme méthode de reconstruction du domaine 2 :

- 2\ 1
(g (20, 5) 25001y

aj

2€Q = Sppyuny(2) = Z

J

> 0,
ol (0j,;) est un systeme propre de 'opérateur W.

Cependant, les propriétés de 'opérateur W (défini positif et auto-adjoint) se retrouvent
déja dans l'opérateur |W°|. Cet opérateur est lui aussi construit a partir des mesures et
par la factorisation (2.15) on a

(WP = c* |[veal” o,

On est alors tenté de croire que l'opérateur |[W°| posseéde une factorisation de la forme
C*BC™ et vérifie ainsi toutes les propriétés de 'opérateur W. Si cela était vrai, on pourrait
alors reprendre les caractérisations du domaine {2 par les fonctions My, .y €t Sgpg ;1 €
y remplacant I'opérateur Wy par I'opérateur |W>°|. L’avantage est que 'opérateur |1V °°|
est naturellement défini pour des indices a valeurs complexes, mais surtout pour des en-
sembles de directions de mesures et d’émissions distincts (I';, # I'c). Outre I’absence de
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justifications pour les indices a valeurs complexes, la construction de I'opérateur Wy n’est
pas possible dans le cas de directions de mesures et d’émissions distinctes. On aurait alors
une nouvelle version des méthodes présentés valide dans un cadre plus large, ce qui semble
étre confirmé par toutes nos applications numériques.

Enfin, en Section 3.4, nous étudions et comparons nos méthodes de visualisation directes
basées sur les fonctions My, .} €t S(pg ) dans un cas non trivial afin de cerner leurs
limites. Nous testons a cet effet leur sensibilité a divers parametres physiques. De plus,
nous étudions en Section 3.5 le comportement des fonctions My, .} €t Sppg ) dans le
cadre d’indices complexes et de directions de mesures distinctes des directions d’émission
afin de déterminer la validité des restrictions imposées a nos résultats ainsi que la validité
de l'opérateur |W>°| comme opérateur de mesure au lieu de W.

3.1 Méthodes itératives

Nous avons établi, dans le Théoreme 2.21, une caractérisation du lieu des défauts a partir
des mesures. Cette caractérisation prend la prend la forme d’un test ponctuel : un point z
de I'espace appartient au domaine si et seulement s’il existe une constante ¢ > 0 telle que
‘<\Il, uno(-,z)>‘ < cfi5 (W) pour toute fonction ¥ € L2(S%1), ott uy, (6, 2) est le champ
total pour 'objet non perturbé (d’indice ng) correspondant a une source de type onde
plane ayant 6 pour direction d’incidence et fi;; est la fonctionnelle définie en (2.25). Cette
caractérisation n’est pas exploitable sous cette forme mais on peut la reformuler comme
un probleme de minimisation sous contrainte. Ceci généralise la caractérisation proposée

dans [Kirsch 2000].

Proposition 3.1. On reprend les hypothéses du Théoréme 2.21 et on suppose que k>
n’est pas valeur propre de transmission pour la paire d’indices (n(x) = 1, ng) avec la
Définition 2.18. On peut alors définir la valeur

I(z) := inf {fw(‘ll), avec (U, un, (-, 2)) = 1} ,
et pour tout point z € R? on a

z € <= I(z) >0. (3.1)

Démonstration : Le Théoreme 2.21 donne I'équivalence

2€Q <= Je>0/ V0 e LAY, )<\y m>) < ofi (W), (3.2)

On fixe d’abord z € Q. Si 6 — wuy,, (0, z) n’est pas la fonction nulle, alors I’ensemble des

U tels que <\I’, uno(‘,z)> = 1 est non vide. D’apres (3.2), il existe donc une constante

¢ > 0 telle que f5(¥) > 1 pour tout ¥ tel que <\Il, Ung (- z)> = 1. La valeur I(z) est ainsi

positive non nulle.
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Si upy (0, 2) =0, VO € T¢, la valeur I(z) n’est plus clairement définie puisque I'infimum est
évalué sur un ensemble vide. On peut traiter ce cas de plusieurs manieres.

1. Soit on prend en compte ce cas en reformulant 'implication : z € € implique que
Un, (-, 2) est la fonction nulle ou bien I(z) > 0.

2. Soit on adopte la convention que dans ce cas I'infimum vaut +o0o et on considere que
c’est une valeur non nulle.

3. Soit on rajoute une condition pour laquelle ce cas n’a pas lieu. En effet, si uy, (-, 2)
est la fonction nulle, alors par le Lemme 2.3 et 'analycité des champs lointains
on a ®p°(z,-) nulle. Comme @y, (z,-) vérifie (1.9), en appliquant successivement le
Lemme 1.2 (unicité du champ lointain) et le Lemme 1.6 (continuation unique) on
obtient ®,,,(z,x) = 0, Vz # z. On déduit alors de la représentation intégrale (2.7)
pour uy,, que ce champ total u,, est nécessairement nul en dehors du support de
(no—1), quelle que soit la source u’. Avec une source u’ non nulle on a donc un champ
total up, non nul (voir 1.8) mais nul en dehors du domaine D. Ceci est précisément le
cadre de la Définition 2.18 des valeurs propres de transmission. Ainsi, en supposant
que k? n’est pas valeur propre de transmission (pour I'indice constant égal & 1 et
np), on écarte la possibilité que upy, (-, z) soit nulle et le probleme de minimisation
est bien défini.

Réciproquement, soit z ¢ ). Pour toute constante ¢ > 0 il existe donc W, telle qu’on ait
(e, g (52))| > efip (W),

Si ‘<\Ilc, Ung (- z)>‘ = 0, alors I'infimum recherché est nul.

<<pc, uno(-72)>‘ > cfiee)

pour toute constante ¢ > 0 et <goc, uno(',z)> = 1. Clest-a-dire 1 > cfjz(pc). Ainsi, en

Sinon on peut définir ¢, := ¥,/ <\I/C, Ung (¢ z)> et on a donc

faisant tendre ¢ vers l'infini on a une suite de fonctions . telles que <cpc, Ung (+ z)> =1
et fi(pe) = 0.

Par ailleurs, si on considere le premier choix parmi les trois proposés pour traiter le cas
Uy (0,2) = 0, V0 € T, il faut aussi prouver que si z € Q, alors up, (-, z) ne peut pas étre
la fonction nulle. Ou encore que uy, (6, z) = 0, V8 € I'. implique z € Q. Or, si up, (-, 2) est
la fonction nulle, alors uy, (-, z) = C(0) et d’apres le Corollaire 2.5 on a bien z € Q. =

Remarque 3.2. La démonstration du Théoréme 2.21 montre que fW(\I/) est comparable
a [|C*W[ 12y Par ailleurs, il est établi en (2.18) que C*V¥(z) = <\Il, uno(-,z)>. Ainsi, la
valeur I(z) s’écrit aussi inf{HC*\I/HLg(Q) , avec C*VU(z) = 1} .

Par la Proposition 3.1, la détection du domaine recherché € est donc ramenée a trouver
un minimum sous contrainte en chaque point de ’espace testé. On se propose alors de
résoudre (3.1) par une méthode de plus grande pente. Ceci implique le calcul du gradient de
la forme fi7; qu’on minimise. Pour faciliter ce calcul, au lieu de minimiser la forme f};; nous
allons minimiser la puissance quatrieme de f};; afin d’avoir une norme au carré. Comme
on ne cherche qu’a savoir si ce minimum est nul ou non, le résultat sera équivalent.
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Par ailleurs, a cause du module, la forme fj7; n’est pas C-différentiable. Nous devons donc
considérer la fonctionnelle f pour des paires de fonctions & valeurs réelles. La fonctionnelle
f est définie sur L?(S%1 R) x L2(S%1 R) par

Flo, ) = (fr (o +iv)) " (3.3)

Nous calculons maintenant le gradient de f qui servira par la suite dans les méthodes
d’optimisation de notre choix.

Lemme 3.3. Le gradient de la forme f (3.3) définie sur L?(S? R) x L2(S4~ R) s’écrit
sous la forme

9Re [(ﬁ + WD) - <qu, \p>}

Vi@ =1 [(_ﬁ+W*W) ' <W‘I” qjﬂ

. U=+ .

Démonstration : Pour calculer le gradient de la forme f on calcule naturellement

sa différentielle pour des fonctions a valeurs réelles. On définit alors la fonction g :
L?(S9-1 R) x L?(S4 1 R) — C par

o0 w) = (W0, W) o Wit
pour avoir f = |g|2. Dans ce contexte, on sait que
Df(¢,¢)(u,v) = 2Re (Dg(¢, ¥)(u, ), g(d, 1)) (3-4)

Il reste alors a calculer la différentielle de la fonction g. Pour calculer la différentielle
d’une forme quadratique, seule sa partie symétrique intervient. L’opérateur W n’est pas
symétrique mais de plus ses images ne sont pas des fonctions a valeurs réelles. Cependant,
c’est tout de méme un endomorphisme. On peut donc utiliser sa partie réelle et sa partie
imaginaire (ce qui aurait été sa partie symétrique dans le cas réel) qui sont auto-adjointes
et qu’on définit par

Wr=W+W*/2, W;=(W—W*/2i.
Ainsi on obtient de maniere générale ’égalité sur les produits hermitiens suivante
<WRxp, \I/> _ <V[N/\I/ xp> /24 <V[N/*‘I!, qf> /2
= (W, w) 2+ (v, W) /2
= Re (Ww, ¥).

et de la méme maniere
<W1\I/, \If> = Im <qu, \Il>

En conséquence directe on a

g(e, ) = <WR\1/, \I/> i <W1@, xp> LU= G+ iy,
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et de ceci on déduit que, avec ¥ := ¢ + i) et ® 1= u + iv,
Dy(é, ) (u, v) = <WR\IJ, <1>> n <WR<1>, \p> Y <W1x11, <1>> Y <W1<1>, \11> .

Comme les opérateurs WR et WI sont auto-adjoints, avec ¥ := ¢ 4+ i) et ® := u + iv on
obtient

Dy(d, ) (u,v) = <WRxIJ, <1>> + <<I>, W§w> Y <W1x11, q>> +i <<1>, W;q/>
- <WRW, c1>> + <WR\I/, q>> +i <WI\I/, c1>> + i<WIW, <I>>

— 9Re <<1>, WR\II> + 2iRe <<1>, Wlxp> . (3.5)

De maniere générale, pour deux fonctions ¥ et ® a valeurs complexes et un produit scalaire
complexe (i.e. hermitien), on a

Re(@,@>z<<i§$),<?£$>>. (3.6)

Par la regle de différentiation composée (3.4), la différentielle (3.5) et le calcul de la partie
réelle d’un produit scalaire (3.6), avec ¥ := ¢ + i1) et ® := u + iv il suit

Df(¢,¥)(u,v)
— 9Re <2Re <<I>, WR\I/> + 2iRe <<I>, W]\p>, <WN/‘I!, \11>>

—9 <Re <<1>, 2WR\1:> _Re <W\If \I/>> 42 <Re <<1>, 2W1\1/> Im <W\1/, \11>>

2<< Re ® >
Im &

Re (W + W*¥) - Re <qu, \11> +Re (—iWW + iW*¥) - Re <—[M7\11, 111>

Tm (W + W*¥) - Im <[w7\11, \I/> +Im (—iW 0 + iW*P) - Im <W\p, xp> >
2< Re@ Re [(Ww + Ww) - (Ww, w)] >

Im@ m [(—ﬁJrW*\I/) : <’w7111, \I/ﬂ '

Nous avons donc le gradient de la (puissance quatrieme de la) forme qu’on cherche a
minimiser. Il ne reste plus qu’a traiter la contrainte dépendant du point de “sampling” z.
L’espace des contraintes considéré est particulierement simple puisque c’est un hyperplan
affine et on peut expliciter son projecteur.

Lemme 3.4. Soit z € RY fizé. L’espace affine des contraintes €, est alors défini par

@, = {\1: + M U e LS4, <\If uno(-,z)> = 0} : (3.7)

”uno('7Z)H
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De plus, le projecteur de L*(S*1, C) sur l’espace €, est défini sur L?(S?1,R)x L?(S%1 R)
par Uapplication affine

Paz o, ) =V — no (s , U=+ . 3.8
5$:9) oGl ™0 G ' (38)

Démonstration : La vérification est immédiate. m

Remarque 3.5. Pour que la projection Py, soit définie par (3.8), il faut que 6 — up, (0, 2)
ne soit pas la fonction nulle. La preuve de la Proposition 3.1 montre que cette possibilité
a été écartée en supposant que k* nest pas valeur propre de transmission pour la paire
d’indices (n(x) = 1, ng).

3.1.1 Reconstruction du domaine par une méthode de plus grande pente

Trouver un minimiseur de la forme f (3.3) sur l'espace %, est équivalent a trouver un
minimiseur sur L?(S%1) tout entier de la forme

9. = foPyg. (3.9)

Comme on dispose pour la forme f et le projecteur Py, (3.8) d’une formulation explicite,
on peut expliciter le gradient de la forme g, et appliquer une méthode de plus grande
pente pour en trouver le minimum. En effet on a directement

Re <Py (VfoPyg (¥
ng(¢, w) = ‘ ~6Z f CKZ( ) , U= (¢ + Z@ZJ)’ (31())
1m { B2 (Vf o Pe (1)

ot Vf est donné au Lemme 3.3 et ou (ﬁ,;z)* est I’adjoint de la partie linéaire de Py, , notée
Py et définie par

<\I/, Ung (¢ z)>

Py (¢,1p) =T — Ltng(2), W= ¢+ it (3.11)
([t (- 2) |l

Nous sommes alors en mesure d’appliquer la méthode de plus grande pente décrite par
I’algorithme suivant.

Input : Choisir x9 dans L2(S971)
while ||z,,+1 — 2,/ ||zn] > 1072 do
Choisir un pas de descente «, tel que g.(x, — @, Vg.(zy)) < g2(xy);
Avancer dans la direction de descente : 41 = T, — @, Vg (2y) ;
end
Output : gz(xn—&-l)

Algorithme 1: Plus grande pente
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Les méthodes pour sélectionner le pas de descente «,, sont multiples et on peut citer les
régles de Wolfe parmi les plus efficaces (voir par exemple [Bonnans et al. 2006, Chapitre
3.4]) ou la méthode de la section dorée parmi les plus simples. Cette méthode est décrite
par I’Algorithme 2.

Data: 7:= (1+/5)/2
Poser a =0
Poser b = 100
fori=1...15do
Poser ¢/ = a + (b —a)/7?
Poser ¥ =a+ (b—a)/T
if g(a’) < q(v') then

|

b=1

end

if g(a’) > q(v') then
a=adad

end

end

Output : o, = (a +b)/2
Algorithme 2: Recherche du pas de descente par la méthode dite de la section
dorée

D’apres la Proposition 3.1, si (gz (xn))n tend vers 0, le point z est en dehors de €2 et dedans
sinon.

Cependant, quand la projection est facile a écrire, comme c’est le cas ici, 'algorithme de
gradient projeté donne en général de meilleurs résultats.

3.1.2 Reconstruction du domaine par une méthode de gradient projeté

Pour minimiser la fonctionnelle f sur ’ensemble des contraintes %,, quand la projection
est facile a évaluer on dispose aussi de l'algorithme du gradient projeté [Rosen 1960]. C’est
une méthode de minimisation sous contraintes itérative dont chaque itération se fait en
deux temps : d’abord, on descend le long du gradient sans tenir compte de la contrainte
et ensuite on projette le point sur I’ensemble des contraintes.

Input : Choisir zg dans %,
while ||z,,+1 — 2, / ||zn]| < 1072 do

Choisir un pas de descente a, tel que f(x, — @,V f(zy)) < f(zn);

Projeter le résultat sur Iespace des contraintes : p41 = Py, (zn, — a0,V f(24));
end

Output : f(z,11)

Algorithme 3: Gradient projeté

Comme précédemment, si ( f (azn))n tend vers 0, le point z est en dehors de €2 et dedans




3.1. METHODES ITERATIVES 59

sinon.

Remarque 3.6. Du fait que le projecteur Py, soit affine, les méthodes de plus grande
pente et de gradient projeté sont trés proches. Si on choisit un pas de descente constant
an = «, avec une initialisation xo € €, les algorithmes de plus grande pente (Algorithme 1)
et de gradient projeté (Algorithme 3) définissent la méme suite. En effet, par construction,

tous les termes de la suite définie par l'algorithme du gradient projeté sont des éléments
de €, et on déduit

Py (w0 — anV [ (2n)) = Pe.(20) — anPy. (V f(20)) + M

= chz (-Tn) — Oénﬁ‘rfz (Vf($n))
=, — Oénﬁ%”z (vf(xn))
= 2, — an Py, (Vf 0 Py (22)),

ot ]5% est la partie linéaire de Py, définie en (3.11). On reconnait alors le gradient de g,
défini en (3.10) et donc le terme général de la suite définie par l’algorithme de plus grande
pente.

Par contre, la recherche du pas de descente pour l’algorithme de gradient projeté se fait
avant projection. Si on ne la fixe pas constante, la valeur o, retenue n’est alors a priori
pas la méme que celle qui sera retenue pour l’algorithme de plus grande pente.

3.1.3 Validation numérique sur un cas simple

@)

D

FIGURE 3.1: Schéma de l'objet et du défaut

Nous avons validé la méthode de plus grande pente appliquée a g, et la méthode de
gradient projeté appliquée a f;; avec le cas simple en 2D présentée sur la Figure 3.1.
L’objet considéré est circulaire et le support du défaut est un autre disque décentré. Le
diametre de 'objet est fixé a 2,1 et celui du défaut a 0,6. Avec un nombre d’onde fixé &
k = 6, la taille de I'objet vaut donc environ deux fois la longueur d’onde A := 27 /k et la
taille du défaut vaut environ une demi longueur d’onde. Les grandeurs caractéristiques de
I’exemple étudié sont donc proches.

On voit sur la Figure 3.2 les résultats obtenus en chaque point de “sampling” z; (environ
8000) avec les deux méthodes itératives présentées. La Figure 3.2(a) présente la carte des
valeurs du minimum de la forme g,, obtenu par une méthode de plus grande pente. La
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05

-0.5

s S Y 0 05 1 5 ) s -1 Y 0 05 1 5
(a) Méthode de plus grande pente (b) Méthode du gradient projeté

FIGURE 3.2: Reconstruction du domaine d’un défaut par des méthodes itératives en ini-
tialisant avec xg = Py, (0)

Figure 3.2(b) quand-a-elle, présente la carte des valeurs du minimum de la forme f sur
I’ensemble €., obtenue par la méthode du gradient projeté. Dans les deux cas, c’est la
méthode de la section dorée qui a servi pour choisir le pas de descente «,, et chaque suite
% € ¢,. En effet, il semble naturel de prendre
Ung (520

un point de départ directement dans I’ensemble des contraintes. Bien que les méthodes ne
soient pas équivalentes (voir Remarque 3.6), on constate que les résultats sont identiques.
Pour les deux méthodes, le nombre maximal d’itérations est de 28, avec une médiane a 1.
Le résultat final est donc obtenu des la premiére itération.

a ¢été initialisée par xg = Py, (0) =

05

-0.5

95 a1 05 0 05 1 15 ) G5 a1 s 0 05 1 15
(a) Méthode de plus grande pente (b) Méthode du gradient projeté

FI1GURE 3.3: Reconstruction du domaine d’un défaut par des méthodes itératives en ini-
tialisant avec zg =0

Remarque 3.7. Le choiz du point d’initialisation influe naturellement sur le résultat
obtenu. On présente sur la Figure 3.3 le résultat obtenu dans les mémes conditions que pour
la Figure 3.2 mais en initialisant chaque suite avec xo = 0. On constate sur la Figure 3.3(a)
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que la méthode de plus grande pente a permis une reconstruction du support du défaut
plus contrastée qu’en initialisant avec xy = Py, (0). Par contre, le nombre d’itérations
varie entre 46 et 92, contre un mazximum de 28 itérations pour le cas précédent, avec une
médiane a 62 (a comparer avec la médiane de 1 du cas précédent). Le temps de calcul
s’en retrouve naturellement décuplé. La Figure 3.3(b) indique que les résultats avec la
méthode du gradient projeté sont similaires pour les initialisations xo = Py, (0) et xo = 0.
Le nombre d’itérations est augmenté d’exactement 1 en chaque point z;.

3.2 Méthodes directes

Nous avons vu que la caractérisation du domaine ) par les mesures se traduit par un
probléme de minimisation sous contraintes dans la Proposition 3.1. Cependant, les temps
de calcul pour les méthodes itératives implémentées ci-dessus restent non négligeables.
Pour les 8000 points testés dans les conditions indiquées pour la Figure 3.2 par exemple,
en initialisant avec zo = Py, (0) chacune des deux méthodes itératives & nécessité environ
7 minutes sur un PC de bureau (core 2 Duo@3Ghz). Dans un cadre général, les méthodes
itératives seront donc a priori assez couteuses.

3.2.1 Reconstruction du domaine par résolution explicite du probleme de
minimisation dans un cas particulier (M, 1)

Si I'opérateur W était positif, il posséderait une racine carrée, la forme fj5; serait quadra-
tique et on aurait une expression immédiate du minimum sous contrainte linéaire qu’on
recherche dans la Proposition 3.1. A priori, ce n’est pas le cas. Par contre, la méthode
de “Factorization” pour opérateurs non-normaux indique comment construire, a partir de
I'opérateur de mesures, un nouvel opérateur conservant une factorisation symétrique tout
en étant positif et auto-adjoint. Ce nouvel opérateur reste donc construit uniquement a
partir des mesures physiques et gagne des propriétés par rapport a l'opérateur de me-
sures. Ceci nous permet d’établir une nouvelle méthode non-itérative de localisation des
défauts.

Théoréeme 3.8. Avec l’hypothése de contraste 2.16, si k* n’est valeur propre de transmis-
sion ni pour la paire d’indices (ng,n1), ni pour la paire (n(x) = 1,ng) et si Iy, = Te =
S4=1 " alors pour tout point z € R* on a I’équivalence

—2
H >0,

2€Q = Mpyny(2) = HWiuno(',Z)
0l Up, (6, 2) est la solution au systéme (1.1)-(1.5) avec une source onde plane ayant 6 pour

1 — —
direction d’incidence et W* est un pseudo-inverse de W;E ou Wy = ‘W + W* +‘W - W=

?

lopérateur W étant défini a la Propositioln 2.14 et la notation “valeur absolue” pour un
opérateur L étant définie par |L| = (L*L)=.

Démonstration : La preuve s’articule en trois points. Nous allons d’abord justifier la
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factorisation de 'opérateur Wy pour que la forme fyy,, définie par

fw, () = |[(Wyl, )2, e L3591,

soit comparable & ||C*V||. Ensuite, nous reformulons la caractérisation du Théoreme 2.21
comme un probleme de minimisation sous contrainte similaire a celui de la Proposition 3.1,
mais spécifique a la forme fyy,. Finalement, la résolution directe de ce probléeme donnera
la fonction indicatrice My, n,3y-
1. Tout (}’abord, nous montrons la correspondance entre les images des opérateurs Cxq
et W; Cette correspondance est le résultat du Lemme 1.17 appliqué avec F' = 1%
(défini dans la Proposition 2.14), H = Cxq (défini dans le Corollaire 2.5), T = A
(défini dans le Lemme 2.10) et ¢ = 0. Il faut donc s’assurer que 'opérateur F' admet
bien une factorisation de la forme F' = HT H* et que les hypotheses 1, 2, 3 et 4 sont
vérifiées.
La Proposition 2.14 montre que 'opérateur W admet une factorisation de la forme
CAC* ot A est un automorphisme de L?(f2) par le Lemme 2.8. On a donc la facto-
risation requise W= CxaAxaC™.
Ensuite, par ’équation (2.18) et I'injectivité des fonctions de Herglotz du Lemme 1.9,
on a linjectivité de C*. Ainsi, I'image de C est dense, ce qui est 'hypothese 1 du
Lemme 1.17. Les hypotheéses 2, 3 et 4 qui servent a la coercivité de 'opérateur A
sont vérifiées dans le Lemme 2.20.
De ceci on déduit le résultat suivant : 'opérateur Wy est auto-adjoint, positif et
possede une factorisation de la forme Wi = CxoTyxaC* ou l'opérateur Ty est
1

coercif. De plus, les images de C'xq et W#E coincident.

2. Grace a cette correspondance, nous pouvons formuler la caractérisation du domaine
Q) par un probléme de minimisation sous contrainte. En reprenant la preuve du
Théoreme 2.21, ceci nous donne

2eQ = VU e LS, (W, (5 2)]| S S, (B).
En reprenant la preuve de la proposition 3.1, ceci est alors équivalent a

inf {fw#(\Il), avec (U, up, (-, 2)) = 1} > 0.
Mais comme I'opérateur W est positif et auto-adjoint, il posseéde une racine carrée

1
et on a fi, (V) = W;\IIH En minimisant de maniere équivalente le carré de cette

fonction, on aboutit ainsi a la caractérisation du support des défauts par le probleme
de minimisation quadratique sous contrainte affine suivant

2
1
z € <— inf{HW;\If

, avec (U, up, (-, 2)) = 1} > 0. (3.12)

3. La fonctionnelle ( fW#)Q qu’on minimise alors est quadratique et ’espace des con-
traintes est un hyperplan affine. On sait donc qu’il existe un minimum global, noté
U, calculable explicitement. Pour cela, soit g : L?(T'.) — C la forme linéaire de la
contrainte définie par

g(\ll) = <\I” uno("z»'
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Nous allons écrire les conditions d’optimalité Karush-Kuhn-Tucker (KKT) pour
le probleme (3.12), mais comme pour le calcul du gradient de la forme [y du
Lemme 3.3, la fonction fy, n’est pas C-différentiable. Il faut la encore considérer

une fonction f définie sur le produit d’espaces de Hilbert réels L?(T's, R) x L*(I's, R)
par

f(@,9) == fw, (¢ + 1))

Par conséquent, on considere aussi la fonction

9(¢, ) == g(o + i)

Les conditions d’optimalité KKT & l'optimum (¢y,1,) sont alors annulation du
gradient du Lagrangien et la vérification de la contrainte

V(00 s) = V(e 1) = 0, (3.13a)
G(Pxhi) = 1. (3.13b)
Pour ce qui est de la qualification des contraintes (gradient de g non nul), nous
renvoyons a la Remarque 3.5. Ensuite, le calcul du gradient de f passe par celui de

sa différentielle. Comme W est auto-adjoint, avec ¥ := ¢ + i) et ® := v +iv on a
directement

Df(¢,¢)(u,v) = (W, &) + (Wyd, U) =2Re (®, Wy V).

Ainsi, d’apres le calcul 3.6 de la partie réelle d’un produit scalaire hermitien

Df(d,9)(u,v) = 2 {u, Re (WyW)) + 2 (v, Im (W W),

et on en déduit le gradient de la fonction f :
s . Re (W#\I/)

De méme, en séparant les parties réelles et imaginaires dans le produit hermitien,
pour la fonction g, on a

_ Uny (- 2)
\v4 — _nor>") .
g(¢7 ¢) ( iuno('7z) >
Avec U, := ¢, + 1)y, la premieére condition d’optimalité (3.13a) donne alors
2Re (Wy V) — Q*M =0. (3.14)
2Im (W#‘IJ*) + Za*uno('a Z)

En additionnant la premiere ligne de (3.14) et i fois la seconde ligne de (3.14), ceci
implique
Wy, — oting (-, 2) = 0.
Comme on sait que W, existe, on peut construire une solution a cette équation
1

a laide de W, le pseudo-inverse de Moore-Penrose de Iopérateur W; (voir par
exemple [Bjorck 1996, Section 1.2.5]) :

U, = a, (Wi)* Whting (-, 2). (3.15)
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La seconde condition d’optimalité (3.13b) donne alors
-2
a, = HWiunO(.,z)H . (3.16)
Ainsi, la valeur au point optimal dans ’ensemble des contraintes est

2 -2
Wi, ()= [ 2]

2
1
HW#;\IJ* =a? (3.17)

Nous avons donc une caractérisation du domaine 2 par le noyau de I'opérateur W* rendue
possible par la construction d’'un opérateur auto-adjoint. Il suffit alors de tracer les valeurs
de la fonction My, , 1 pour obtenir une visualisation du domaine recherché.

05r

-0.51

-1.6 -1 -0.5 0 0.5 1 15 i -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

(a) Valeurs de My, n,1(2:) (b) Valeurs de Sgng,n,}(2i)

FIGURE 3.4: Reconstruction du domaine d’un défaut par des méthodes directes

La Figure 3.4(a) illustre le résultat obtenu par cette méthode et représente la carte des
valeurs My, 1) (z;) pour les points de “sampling” z; dans exactement les mémes conditions
que les méthodes itératives illustrées sur la Figure 3.2. L’évaluation de la fonction M, 5,1
sur les 8633 points de “sampling” de I’exemple commun aux méthodes itératives a requis
environ 1 seconde de calcul. Le gain par rapport aux 7 minutes nécessaires aux méthodes
de descente indique clairement l'intérét de cette méthode directe.

Remarque 3.9. L’opérateur W+ est construit a partir de transformations sur les opéra-
teurs de champ lointain Fy,, et Fn, qui sont des opérateurs intégraux. Pour construire une
représentation discréte de F,, et Fy,, il serait naturel de tenir compte d’une matrice de
masse, censée approcher lintégrale définissant ces opérateurs.

Cependant, le spectre d’une matrice de masse n’est pas réduit au singleton {1}. De ce

fait, si on construit une représentation discréte de W+ en tenant compte de la matrice de
1

masse, son spectre se retrouve décalé. Ceci modifie I’évaluation du pseudo-inverse de W;E

Nous construisons alors une représentation discréte de W en ne tenant compte que d’un
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redimensionnement des valeurs en champ lointain par une valeur constante h = 2w /N au
lieuw d’une matrice de masse éléments finis (ot N est le nombre de points de mesures sur
l’ensemble I'y, = [0, 27] ).

3.2.2 Reconstruction du domaine par une méthode spectrale (S;;..,})

Cependant, le but affiché de la factorisation de I'opérateur Fy dans le Lemme 1.17 n’est pas
de produire un opérateur positif. Le résultat exploité dans la méthode de “Factorization”
utilisant l'opérateur Flx est la correspondance directe des images des opérateurs H et

1

F ;e [Kirsch & Grinberg 2008, Théoreme 4.10]. Cette correspondance peut étre vue comme
un corollaire du Lemme 1.13, une fois la factorisation de l'opérateur F obtenue. Nous
reprenons alors cette correspondance entre images d’opérateurs pour obtenir une seconde

méthode de reconstruction directe de la forme des défauts & partir, cette fois-ci, d’une
1

caractérisation de 'image de 'opérateur W;

Théoréeme 3.10. Avec l’hypothése de contraste 2.16, si k* n’est pas valeur propre de
transmission pour les indices ng et ny et si Ty, =T = S91, alors pour tout point z € RY
on a l’équivalence

- 2\ —1

(g (20, ) 250

gj

z€Q) <= S{no,m}(z) = Z >0,

J

0l Up, (6, 2) est la solution au systéme (1.1)-(1.5) avec une source onde plane ayant 6 pour
direction d’incidence et ot les o; € Ry sont les valeurs propres associées aux fonctions
propres V; € L?(S%1) de l'opérateur Wy, défini au Théoréme 3.8.

Démonstration : On a vu dans la preuve du Théoreme 3.8 que le Lemme 1.17 s’applique

— 1
a Popérateur W. Ainsi, les images des opérateurs C'yq et W. ;é coincident. La caractérisation
du Corollaire 2.5 devient donc

_ 1
2€Q = uUp(,2) €ER <W#i> . (3.18)

La caractérisation du domaine 2 par la fonction Sy, »,} est alors I'application du critére
de Picard (Lemme 1.16) pour l'appartenance a I'image d’un opérateur. m

Remarque 3.11. La relation (3.18) de la démonstration du Théoréme 3.10, et la rela-
tion (3.16) de la démonstration du Théoréme 3.8, montrent que ces deux Théorémes sont
chacun une expression du méme principe : un point z est dans € s’il existe une solution a
I’équation
1 -
WL = up (-, 2).
On retrouve ainsi une formulation ressemblant a ’équation de champ lointain (1.18) de

la “Linear Sampling Method”. Ceci suggere la possibilité d’une extension de la localisation
de défauts dans des milieux inhomogénes pour la LSM.
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On présente sur la Figure 3.4(b) le résultat obtenu par cette méthode dans les mémes
conditions qu’auparavant. Les temps de calcul pour I'évaluation des fonctions My, .y et
Stnomi) sont comparables.

Remarque 3.12. En plus du choiz de la matrice de masse exposé a la remarque 3.9,
Uévaluation numérique de la fonction Stny n,y demande quelques ajustements. En effet,
évaluation de la fonction Sty n,) utilise directement les valeurs propres d’un opérateur
compact dont on sait qu’elles forment une suite tendant vers 0. Comme toutes les valeurs
propres o sont calculées a la méme échelle, les valeurs propres trop petites sont entachées
d’une erreur numérique relative trés grande par rapport aux premiéres valeurs propres
qui sont éloignées de 0. Ainsi, I’évaluation de la fonction Sp,n,y est particulierement
instable. Pour y remédier, on filtre arbitrairement en ne considérant que les valeurs propres
supérieures a max(c;) - 1071%. Dans Uexemple illustré sur la Figure 3.4(b) on ne retient
par ce filtrage que 33 valeurs propres sur 165.

3.3 Un opérateur de mesures simplifié (|11 >°|)

Tout d’abord, il est a noter que nos deux méthodes restent parfaitement cohérentes avec
la méthode de “Factorization” et la généralisent au sens ou si on fixe ng = 1, on retrouve
le méme résultat.

Par ailleurs, la méthode “F4” que nous avons reprise pour aboutir a la reconstruction
du domaine des défauts est tres similaire & la méthode originale “(F*F )%” [Kirsch 2002,
Kirsch 1998]. Dans les deux cas, un opérateur de mesures F' (ou Fy) est construit pour
avoir deux factorisations. Une de la forme HTH*, avec un opérateur H qui caractérise
virtuellement le domaine recherché comme dans le Corollaire 2.5, et une autre de la forme
|F |% U|F |% Si les opérateurs T' et U sont coercifs, on montre avec le Lemme 1.13 que les

images de H et |F |% coincident. Cependant la factorisation de F' demande qu’il soit normal
et la construction de Fly impose des conditions restrictives sur le cadre d’applications. Par
exemple, la construction et la factorisation de W nécessitent des indices a valeurs réelles et
des ensembles de directions de mesures ainsi que d’émissions recouvrant la sphere unité.

Or, il semble que considérer une décomposition en valeurs singulieres (SVD) de opérateur
Wee  défini en (2.5), pour utiliser

-

W = ((WOO)*WOO)5 (3.19)

comme opérateur de mesures, au lieu de W, défini a la Proposition 2.14, ou W, défini
au Théoreme 3.8, permettrait de s’affranchir de ces limitations. En effet, il se dégage des
preuves des Théoremes 3.8 et 3.10 que ce qui est nécessaire pour construire les fonctions
M ng.n1y 00 Sfngmy) €St un opérateur construit a partir des mesures qui soit

1. positif,
2. auto-adjoint,

3. connecté a opérateur C' du Corollaire 2.5 par une factorisation symétrique.
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Tout d’abord, 'opérateur |IW°| se définit & partir de la SVD de 'opérateur W et cette dé-
composition s’applique a tout opérateur compact [Hislop & Sigal 1996, Section 9.4]. Cette
propriété est particulierement stable et vérifiée par tous les opérateurs de mesures rencon-
trés jusqu’alors. En effet, 'opérateur de Herglotz H défini dans la preuve du Lemme 2.10
est compact et représente une superposition d’ondes planes. Ainsi, tant que les sources
sont des superpositions d’ondes planes, toute transformation continue des champs loin-
tains mesurés donnera lieu & un opérateur de mesures compact. L’opérateur |W°| vérifie
alors les propriétés suivantes.

Lemme 3.13. L’opérateur |W™| est positif, auto-adjoint et vérifie |W>®|*> = C ‘Vn"(fA‘Q C*.

Démonstration : C’est immédiat avec la factorisation du Lemme 2.10. =

Ceci est valable pour des indices a valeurs complexes mais aussi en particulier pour des
ensembles de directions de mesures et d’émissions distincts et ne recouvrant pas nécessai-
rement la sphere unité (T'y # T'y, # S%1). Cela se traduit matriciellement par le fait que
la SVD est définie pour des matrices rectangulaires. On peut donc considérer une repré-
sentation discrete de l'opérateur de mesures |W°| pour les implémentations numériques
des deux méthodes présentées précédemment.

Toute la difficulté théorique est alors reportée sur le probléeme consistant a prouver ’exis-
tence d’un opérateur coercif E tel que

|W>®| = CEC*. (3.20)

Si on savait prouver 1’égalité (3.20), on pourrait donc reprendre les deux fonctions Mg iy
et Sng,ny) & l'identique en considérant |W*°| comme opérateur de mesures au lieu de W.
Les deux méthodes de reconstructions basées sur ces fonctions adaptées seraient alors
valables dans le cadre d’indices a valeurs complexes et avec des directions de mesures
distinctes des directions d’émissions.

05r 0g 05

-0.51 -0.5

-1.5 -1 -0.5 o 0.5 1 1.5 i -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

(a) Valeurs de My, n,1(2i) avec I'opérateur |W| (b) Valeurs de Syn,n,}(2:i) avec 'opérateur [IW |
FI1GURE 3.5: Reconstruction du domaine d’un défaut par des méthodes directes simplifiées

Quoi qu’il en soit, il est trés simple de changer 'opérateur construit a partir des mesures
utilisé dans I’évaluation numérique des fonctions My, ;.1 €t Sgpg 3 La Figure 3.5 montre
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les résultats obtenus avec ces fonctions modifiées, toujours dans les mémes conditions que
précédemment. On voit que la possibilité d’avoir une méthode directe de localisation des
défauts a partir de opérateur |W°| est validée, au moins numériquement.

3.4 Comparaison des méthodes directes

Nous comparons maintenant le comportement des méthodes directes présentées dans la
partie précédente par le biais de plusieurs exemples numériques en deux dimensions.

Toutes les méthodes issues de la caractérisation du Théoreme 2.21 sont des méthodes
dites de “sampling” : elles consistent en un test binaire a appliquer a tous les points de
I’espace pour localiser le domaine recherché a partir des données en champ lointain. Nous
choisissons alors un ensemble (fini) {z;},_; ... 5, de points de “sampling” en lesquels nous
allons représenter les valeurs My, 1,,1(2i) €t S ny1(2:). D’apres les Théoremes 3.8 et 3.10,
ces valeurs devraient étre proches de 0 en dehors des défauts et non nulles a I'intérieur.

Afin de mieux cerner le comportement de nos méthodes, les études de cette section seront
menées sur un objet et des défauts ayant des géométries non triviales. Nous étudions et
comparons dans ce cas les résultats donnés par les fonctions My, n1(2i) et Spng (i)
en faisant varier la quantité de bruit, le nombre d’onde et le nombre de directions d’émis-
sions/réceptions sur la spheére unité. Par ailleurs, en nous appuyant sur la Section 3.3,
nous considérons aussi le comportement de ces mémes fonctions mais définies cette fois-ci
avec |[W°| (3.19) comme opérateur de mesures au lieu de W. Nous comparons ainsi les
résultats obtenus par cette conjecture avec les résultats démontrés.

3.4.1 Construction du cas test

Couche PML

FIGURE 3.6: Schéma de la géométrie avec la couche PML.

Nous avons choisi pour les comparaisons la géométrie illustrée sur la Figure 3.6 mettant en
avant certains points spécifiques des méthodes considérées. Tout d’abord, nous avons choisi
une géométrie sans trop de symétries pour s’assurer de ne pas profiter de simplifications
apportant plus d’informations que suggéré.
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Ensuite, nous avons choisi un objet initial et des défauts non-convexes pour appuyer le
fait que ce n’est pas une hypothese nécessaire. En particulier, on pourra ainsi distinguer
une reconstruction de ’enveloppe convexe des défauts d’une reconstruction correcte, ce qui
n’est pas le cas avec des défauts trop simples. Par ailleurs, les défauts sont non-connexes. En
effet, comme pour la convexité, la connexité ne fait pas partie des hypotheses nécessaire sur
la géométrie. Mais surtout, en considérant des défauts non-connexes on tient compte des
interactions qu’ils engendrent. En effet, la diffraction produite par I'un n’est pas négligeable
au voisinage du second s’ils sont suffisamment proches par rapport a la longueur d’onde.
Finalement, nous avons aussi choisi deux défauts de tailles distinctes afin d’exhiber plus
clairement d’éventuels liens avec la longueur d’onde.

3.4.2 Génération des données

Pour calculer les valeurs des fonctions My, .} €t Sgpg n,} aux points z;, il faut disposer des
données uy’ (j =0,1) et des fonctions tests up, (-, z;). Le nombre de points de “sampling*
N, est fixé ici a 6500.

Eviter I"™inverse crime”

Tout d’abord, retrouver des parametres en certains points a partir de données générées
exactement sur les mémes points pourrait conduire a un probleme trivial. Ce cas parti-
culier est appelé “inverse crime” dans [Colton & Kress 1998] et étudié plus en détail dans
[Wirgin 2004]. Aussi, pour éviter cette possibilité, I’ensemble des points de reconstruction
{zz}lz1 N, est choisi indépendamment des maillages servant a générer les données. De
méme, comme on considere l'objet avant et aprés perturbation, on utilisera deux maillages
indépendants : I'un avec les défauts et I'autre sans.

Borner le domaine de calcul pour résoudre I'équation de Helmholtz

Par ailleurs, le systeme (1.1)-(1.5) définissant wy,, (6, -) est posé sur R? tout entier. Il faut
donc se ramener & un domaine de calcul borné et il existe plusieurs méthodes pour ce faire.
Tout d’abord, dans tout ouvert contenant les objets diffractants, les solutions peuvent étre
représentées par des potentiels volumiques (1.14). On peut donc les calculer par une mé-
thode d’éléments finis dans un domaine de calcul borné pour peu qu’on fixe une condition
de bord. Pour implémenter directement la condition de radiation sur le bord du domaine
de calcul, il faudrait par définition qu’il soit tres éloigné des objets diffractants, ce qui don-
nerait trop d’inconnues a calculer. Il existe alors des méthodes pour calculer une condition
de bord absorbante (“absorbing boundary condition”) permettant de simuler un domaine
non borné dans 'espace [Clayton & Engquist 1980]. Par ailleurs, en dehors du support
des objets diffractants, les solutions peuvent aussi étre représentées par des potentiels
surfaciques. On peut alors calculer la solution sur une surface en résolvant des équations
intégrales, ce qui donne une condition au bord “exacte” pour calculer la solution dans le
volume a lintérieur de cette surface. Le couplage équations intégrales/éléments finis est
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présenté dans [Yuan et al. 1990] et un exemple en est la méthode de Nystrom, démocrati-
sée par [Kirsch & Monk 1994]. Cependant, ’évaluation des conditions au bord débouche
généralement sur des matrices pleines et donc des problemes cotiteux. Une autre approche
est alors celle des “Perfectly Matched Layers” (PML) [Berenger 1994]. Le principe est
d’envelopper le domaine de calcul d’'une couche dans laquelle on fait tendre la solution
exponentiellement vers 0. Ainsi, quelle que soit la condition de bord fixée sur I'extérieur
de la couche absorbante, 'amplitude de ce qui n’est pas absorbé est négligeable par rap-
port a 'erreur intrinseque de la méthode d’éléments finis. La solution est donc correcte au
sens des éléments finis jusqu’a la couche PML. L’avantage est qu’on ne considere qu'un
seul probleme d’éléments finis. Il en découle que, méme si on ajoute un certain nombre
d’inconnues pour peupler la couche PML, le probleme débouche toujours sur des matrices
tres creuses et le surcout calculatoire est négligeable.

Nous obtenons donc une approximation des valeurs de up,(f,-) par une discrétisation en
éléments finis P! sur la géométrie représentée en Figure 2.1 avec une implémentation
des PML cartésiennes [Dah 2001]. Le domaine de calcul entouré par la couche PML est
représenté dans la Figure 3.6. Le maillage final de ce domaine de calcul est raffiné de
telle sorte que l'on ait une dizaine de mailles par longueur d’onde et environ une longueur
d’onde entre ’objet diffractant et le début de la couche PML. La couche PML est elle-méme
dimensionnée pour avoir la longueur d’onde comme épaisseur.

Remarque 3.14. Des algorithmes de résolution rapide pour l’équation de Lippmann-
Schwinger (1.14), qui caractérise les solutions de l’équation de Helmholtz, sont proposés
dans [Vainikko 2000] et [Bruno & Hyde 2004, Hyde & Bruno 2005]. Cependant, en deux
dimensions d’espace nous obtenons des résultats rapides et satisfaisants avec la méthode
des PML qui est facile a implémenter. C’est donc cette méthode que nous utilisons pour
tous les exemples présentés ici.

Générer des données de champ lointain et des fonctions tests

Une fois les valeurs de champ proche calculées, nous pouvons alors calculer les valeurs de
champ lointain en considérant ’asymptotique de 1’équation de Lippman-Schwinger (1.14).
Ce calcul peut étre rendu plus précis, comme par exemple dans [Monk & Siili 1999], mais
I'implémentation directe de I’asymptotique de (1.14) donne des résultats suffisants pour
notre étude. Par ailleurs, dans toutes les simulations un bruit uniforme (donné en %) est
ajouté aux valeurs du champ lointain effectif uy’, correspondant aux mesures.

Ensuite, les valeurs des fonctions tests aux points de reconstructions uy, (-, z;) sont obtenues
par interpolation a partir de 'approximation calculée sur le maillage servant a la simulation
des données.

Les ensembles de directions de mesures (I';,) et d’émissions (I'¢) sont représentés sur les
figures suivantes par une portion de cercle gris foncé entourant I’objet avec une fleche
sortante pour (I',) et une fleche entrante pour (I').
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3.4.3 Comparaison des méthodes en présence d’un fort bruitage des mesures

15 1 05 0 05 1 45 4 05 0 05 1
(a) M{noml}(zi) avec Wy (b) S{no,m}(zi) avec Wy

0.15

0.05

45 41 05 0 05 1
(€) Mng,niy(2:) avec [W| (d) Stng,niy(z:i) avec |W|

FI1GURE 3.7: Comparaison des méthodes avec 20% de bruit.
- k=10
- I'e =Ty, = [0, 27] avec 35 directions d’émissions/mesures
— ng prend ses valeurs dans [1.33, 1.41] dans D
— n1 prend ses valeurs dans [1.95, 2.01] dans )

La Figure 3.7 compare les résultats obtenus avec 20% de bruit ajouté aux mesures pour
les fonctions My, n,} €6 Sppgny} €0 considérant comme opérateur de mesure d’abord Wy
puis |[W.

A titre d’exemple, 'évaluation de la fonction M, 1 sur les 6231 points de “sampling”
a demandé 0.10 secondes et I’évaluation de la fonction Sy, ,,,) en a demandé 0.06. Ceci
est a comparer aux 0.86 secondes demandées par la résolution du probleme direct pour
avoir les valeurs de uy, avec 35 directions d’émission et 12000 degrés de liberté (qu’on
interpolera ensuite sur les points z;).

Tout d’abord, on remarque que toutes les méthodes employées sont tres peu sensibles au
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bruit de mesures. Ceci est tres intéressant sur le plan applicatif.

2
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0.5¢ 1 -0.5 0.4
AL 0.8 .
1 1 0.2
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-15 -1 -05 0 0.5 1 -1.5 -1 -05 0 0.5 1
(a) Mingniy(2:) avec Wy (b) Mng,n,3(2i) avec |W=|

FIGURE 3.8: Comparaison des méthodes avec 50% de bruit.
- k=10
- I'e =T, =0, 27| avec 35 directions d’émissions/mesures
— ng prend ses valeurs dans [1.33, 1.41] dans D
— ny prend ses valeurs dans [1.95, 2.01] dans

Les reconstructions avec un bruit ajouté aux mesures allant jusqu’a 50% continuent de
localiser clairement la position et la taille des deux défauts. Seule la forme est de moins
en moins exacte, comme présenté sur la Figure 3.8.

Ensuite, on constate que prendre |W°| comme opérateur de mesures permet, au moins
numériquement, de localiser précisément les défauts méme dans un exemple non trivial. Les
caracteres non-connexe et non-convexe des défauts ne sont pas tout a fait effacés, malgré
le fort bruitage des données. Cependant, les reconstructions avec 'opérateur |IW>°| sont
ici visiblement moins contrastées que leurs homologues avec 'opérateur W. Par contre,
lorsque le bruit ajouté aux mesures est faible, comme dans les illustrations suivantes ou il
sera fixé a 2%, le choix de l'opérateur et de la méthode employée n’a pas d’impact sensible
sur le résultat.

3.4.4 Sensibilité des méthodes a la fréquence des sources ondes planes

Meéme si aucune hypothese n’est faite sur la longueur d’onde des sources employées, on
s’attend a ce que les défauts risquent de ne pas étre détectés s’ils sont trop petits par
rapport a cette longueur d’onde. L’objet diffractant a un diametre de 2, le gros défaut a
un diametre de 0.5 et le petit de 0.3. Ainsi, pour k=1, la longueur d’onde A := 27’7 vaut
A = 6.28. L’objet en lui-méme est donc trois fois plus petit que la longue d’onde, le gros
défaut douze fois et le petit vingt-et-une fois. Les défauts sont donc tres petits par rapport

a la longueur d’onde.

La Figure 3.9(b) présente les valeurs de My, ,,} pour k = 1 mais on obtient le méme
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Sensibilité a la fréquence.
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2% de bruit ajouté aux mesures
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résultat avec Sy, ,,3. On constate que la présence de défauts est détectée mais la forme
n’est absolument pas reconstituée. En effet, le gros défaut est localisé mais sa forme ne
peut étre reconstituée par aucune de nos méthodes. Le petit défaut, quant a lui, n’est
méme pas localisé. On remarque seulement qu’il pondere les résultats de maniére a étirer
vers lui la zone indiquant la présence du gros défaut.

En augmentant le nombre d’onde & k¥ = 3 on obtient A = 2.1. La longueur d’onde cor-
respond donc & la longueur caractéristique de I'objet. Le gros défaut est alors quatre fois
plus petit que la longue d’onde et le petit défaut est six fois plus petit. On voit sur la
Figure 3.9(c) que ceci est suffisant pour localiser chaque défaut. Le caractére non-connexe
est reconstruit. Cependant, les défauts semblent encore trop petits (ou la fréquence des
émissions est trop basse) pour qu’on puisse reconstruire leur forme précisément et aucune
de nos méthodes ne semble se démarquer sur ce critéere. Ce n’est qu’a partir de k = 6,
quand A = 1 et que la taille des défauts est de 'ordre d’'une demi longueur d’onde, que
leur forme commence a étre correctement restituée comme illustré sur la Figure 3.9(d).

Contrairement au résultat théorique, mais conformément & nos suppositions, la taille des
observables en pratique semble donc conditionnée par la longueur d’onde utilisée lors des
mesures. En effet, nos méthodes de reconstruction de la forme de défauts semblent efficaces
principalement pour des défauts dont la taille caractéristique est relativement proche de
la longueur d’onde.

3.4.5 Sensibilité des méthodes au nombre de mesures/émissions

Pour une fréquence fixée, les résultats d’unicité du champ lointain par rapport a ’objet
diffractant requierent une infinité de mesures [Kirsch & Péivérinta 1998]. Sous certaine
hypotheses, une seule direction d’émission peut suffire, mais il n’existe, a notre connais-
sance, aucun résultat d’unicité pour une seule fréquence, une seule direction d’émission et
une seule direction de mesure [Colton & Kress 1998, Section 5.1]. Cependant, si on relache
le concept d’unicité pour ne demander qu’une caractérisation a € pres, un nombre fini de
directions de mesures peut suffire [Potthast 1998]. Nous étudions alors ici 'incidence du
nombre de directions d’émissions/réceptions sur la qualité des reconstructions.

La Figure 3.10(a) illustre clairement que 5 directions sont insuffisantes pour localiser le
moindre défaut quelle que soit la méthode. A partir d’une dizaine de directions, on voit,
comme sur la Figure 3.10(b), que les défauts sont localisés mais que le petit défaut n’est
pas reconstitué correctement.

Nos méthodes nécessitent donc logiquement un certain nombre de mesures mais il semble
qu’une dizaine suffise, au moins pour notre exemple, ce qui reste raisonnable.
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FIGURE 3.10: Sensibilité au nombre de directions d’émissions/mesures.
-~ k=6
~ T, =T, =0, 27]
— 2% de bruit ajouté aux mesures
— ng prend ses valeurs dans [1.33, 1.41] dans D
— ny prend ses valeurs dans [1.95, 2.01] dans 2

3.5 Extension des algorithmes

Nous nous intéressons maintenant plus particulierement aux possibilités offertes par la
conjecture présentée a la Section 3.3. Les fonctions de localisation des défauts M{no,m}(zi)
et S{ngmni}(2i), définies respectivement aux Théoremes 3.8 et 3.10, ne sont alors plus
construites qu’avec l'opérateur de mesures |[W°| (3.19). Comme 'utilisation de 1'opé-
rateur |W°| le permet, nous étudions les réponses de ces fonctions dans le cadre d’indices
complexes et d’ensembles de directions de mesures I'y,, et d’émissions I'. distincts. Finale-
ment, nous présentons les résultats obtenus pour la détection de défauts quand le milieu
ambiant n’est pas connu parfaitement pour nous rapprocher de conditions réalistes.

3.5.1 Sensibilité a I’absorption

Nous étudions ici le comportement de nos méthodes en présence d’indices a valeurs com-
plexes, représentant des matériaux absorbants.

Avec une faible absorption du milieu ambiant on voit sur les Figures 3.11 et 3.12 que
les résultats varient peu par rapport aux cas avec des indices a valeurs réelles. Nos deux
méthodes offrent une reconstruction satisfaisante de la forme des défauts, quel que soit
Iopérateur de mesures considéré.

Inversement, les Figures 3.13 et 3.14 indiquent que nos méthodes échouent a reconstruire la
forme des défauts quand le milieu ambiant est assez absorbant. Cependant, quand la partie
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Fi1GuURrE 3.11: Comparaison des méthodes avec une faible absorption dans ’objet et dans
les défauts.
- k=6
- T'e =Ty, =0, 27] avec 35 directions d’émissions/mesures
— 2% de bruit ajouté aux mesures
— ng prend ses valeurs dans [2.23, 2.38] 4 [0.01, 0.08]¢ dans D
— ny prend ses valeurs dans [1.78, 1.88] + [0.12, 0.18]i dans 2
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(a) Mingniy(2:) avec Wy (b) Mng,n,3(2i) avec |W*|

FI1GURE 3.12: Comparaison des méthodes avec une absorption faible dans I’objet mais forte
dans les défauts.
- k=6
- I'e =Ty, =0, 27] avec 35 directions d’émissions/mesures
— 2% de bruit ajouté aux mesures
— ng prend ses valeurs dans [2.23, 2.38] 4 [0.01, 0.08]¢ dans D
— nj prend ses valeurs dans [1.78, 1.88] + [2.43, 2.48]i dans
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(a) Mingniy(2:) avec Wy (b) Mng,n,3(2i) avec |W*|

F1cUrE 3.13: Comparaison des méthodes avec une absorption forte dans I’'objet mais faible
dans les défauts.
- k=6
- I'e =T, = [0, 2] avec 35 directions d’émissions/mesures
~ 2% de bruit ajouté aux mesures
— ng prend ses valeurs dans [2.41, 2.51] 4 [2.02, 2.23]i dans D
— ng prend ses valeurs dans [1.95, 2.01] + [—0.12, 0.03]i dans
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(a) Mingniy(2:) avec Wy (b) Mng,n,3(2i) avec |W*|
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F1GURE 3.14: Comparaison des méthodes avec une absorption forte dans 'objet et les
défauts.

k=6

— I'e =T, = [0, 27] avec 35 directions d’émissions/mesures

— 2% de bruit ajouté aux mesures

— ng prend ses valeurs dans [2.41, 2.51] 4 [2.02, 2.23]i dans D

— ny prend ses valeurs dans [1.95, 2.01] + [1.88, 2.03]i dans
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imaginaire de I'indice des défauts est contrastée par rapport a celle du milieu, comme sur
la Figure 3.13, les défauts sont localisés mais le caractére non-connexe n’est pas restitué
de maniere satisfaisante. Quand ’absorption des défauts n’est pas suffisamment contrastée
avec celle du milieu, la Figure 3.14 indique que nos méthodes localisent une sorte de défaut
moyen mais ne reconstruisent ni la forme, ni le caractére non-connexe des défauts.

Il n’a été démontré pour aucune des quatre fonctions représentées ici qu’elles puissent
caractériser le support des défauts dans le cadre d’indices & valeurs complexes. Cepen-
dant, les résultats obtenus semblent indiquer que cette limitation est plus technique que
fondamentale. En particulier, comme pour les exemples précédents, la fonction My, .1
construite avec 'opérateur de mesures |IW°| donne de tres bon résultats quand ’absorp-
tion ambiante est faible. Les résultats obtenus dans le cas d’une forte absorption ambiante
appellent plutot une interprétation physique. En effet, la forte absorption ambiante ré-
duit naturellement 'amplitude des ondes traversant ’objet. Et ce sont précisément ces
ondes qui transportent 'information sur les défauts. Il n’est donc pas surprenant que la
reconstruction précise de la forme des défauts soit plus difficile.

3.5.2 Indices complexes et directions de mesures distinctes des directions
d’émissions

Nous avons indiqué dans la Section 3.3 que l'opérateur |W°| est parfaitement défini pour
des indices a valeurs réelles et surtout des directions de mesures distinctes des directions
d’émissions. Dans ce cadre, 'opérateur Wy n’a plus de sens et sa représentation matricielle
ne peut plus étre construite. En particulier, les méthodes de “Factorization” classiques
basées sur la factorisation de I'opérateur de champ lointain ne peuvent pas traiter ce cas
de figure. Comme le champ lointain est analytique, il suffit donc de le connaitre sur un
ouvert pour le connaitre sur la sphere unité toute entiere. Cependant, dans la pratique,
les résultats obtenus par les méthodes de sampling se dégradent généralement fortement
quand les mesures sont prises sur des secteurs angulaires inférieurs & 7 (en 2D).

Nous étudions alors le comportement de nos méthodes en fonction du secteur angulaire sur
lequel un nombre constant de mesures sera considéré. A 'utilisation de données incomplétes
nous ajoutons 'utilisation d’ensembles de directions de mesures et d’émissions distincts.

Nous n’étudions alors plus que les résultats obtenus en considérant I’opérateur de mesures
|[W°| qui lui, reste parfaitement défini.

Comme on pouvait s’y attendre, on voit sur la Figure 3.15 que nos méthodes sont parti-
culierement sensibles a 'ouverture angulaire de ’ensemble des directions de mesures. Ce
n’est qu’a partir d’'une ouverture d’environ 7, comme sur la Figure 3.15(c), qu’on peut
commencer a reconstruire la forme des défauts. Dans le but de rendre les données plus
exploitables, des travaux sont menés pour enrichir les mesures du champ lointain & partir
de données incompletes [Barucq et al. 2010]. Ceci fournirait ainsi des données complétes
aux algorithmes de reconstruction et améliorerait grandement la qualité des reconstruc-
tions. Cependant, le caractere analytique du champ lointain fait que ce probléme inverse
est particulierement mal conditionné et donc tres difficile & résoudre.
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(c) 40 mesures prises dans I'y,, = [0.8337, 1.677]

FIGURE 3.15:
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Sensibilité a 'ouverture de I’ensemble des mesures.

- k=6

— I'e = [0, 1.677] avec 35 directions d’émissions

— 2% de bruit ajouté aux mesures

— ng prend ses valeurs dans [1.53, 1.63] + [0.07, 0.12]i dans D
— nj prend ses valeurs dans [2.26, 2.33] + [0.48, 0.52]i dans
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(d) 40 mesures prises dans I'y, = [0.6677, 27]
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3.5.3 Sensibilité des méthodes a la précision de la connaissance du milieu
ambiant

En visant des applications réalistes, il est envisageable que I'indice du milieu ambiant qui
sert de référence et dans lequel on cherche des défauts soit connu de maniére imparfaite.
On peut par exemple ne disposer que d’une valeur homogénéisée, ou de valeurs mesurées
et donc soumises & une certaine imprécision. Théoriquement, toute imprécision sur les
valeurs de l'indice du milieu devrait étre rapporté comme un défaut. Nous étudions alors
ici le comportement de nos méthodes quand les valeurs de u,. utilisées pour construire
lopérateur de mesures et les valeurs de wuy, (-, z;) utilisées comme fonctions tests sont
construites a partir d’'un indice faiblement perturbé.

14
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1 0.15
038
06 0.1
04
0.05
02
45 41 05 0 05 1 45 4 05 0 05 1
(8) Mingniy(2i) avec W] (B) Stngnyy (2i) avec (W

FIGURE 3.16: Comparaison des méthodes avec une valeur de ng constante fixée a 100% de
la moyenne de I'indice du milieu ambiant.
- k=6
— I'e = [0m, 1.677] avec 35 directions d’émissions
— I'y, = [0.1677, 1.837] avec 40 directions de mesures
2% de bruit ajouté aux mesures
Valeur constante utilisée en pratique pour ng dans D : 1.61+0.11i
— ny prend ses valeurs dans [1.53, 1.63] + [0.07, 0.12]i dans D \
— nj prend ses valeurs dans [2.26, 2.33] + [0.48, 0.52]¢ dans

Pour les exemples précédents, nous avons d’abord fixé les valeurs de I’indice de référence ny.
Ensuite, nous avons fait une copie notée n; de cet indice et finalement nous avons modifié
les valeurs de ny dans un certaine zone, créant ainsi des défauts. Pour les Figures 3.16,
3.17, 3.18 et 3.19 nous avons procédé de méme mais ensuite nous avons aussi modifié les
valeurs de ng dans D tout entier.

La Figure 3.16 illustre le résultat obtenu quand les valeurs de ng sont remplacées (dans
D) par une constante qui est la moyenne des anciennes valeurs de ng. On voit que les
reconstructions ont perdu en contraste mais le résultat reste bon. Si cette constante s’écarte
de la moyenne de l'indice du milieu ambiant, comme sur les Figures 3.17 et 3.18, on
constate une dégradation des résultats a partir de 4% d’écart entre la constante choisie et
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Comparaison des méthodes avec une valeur de ng constante fixée & 103% de
la moyenne de l'indice du milieu ambiant.

k=6

— I'e = [0, 1.677] avec 35 directions d’émissions
— Iy, =[0.167, 1.837] avec 40 directions de mesures
— 2% de bruit ajouté aux mesures

Valeur constante utilisée en pratique pour ng dans D : 1.65+0.11i
— nq prend ses valeurs dans [1.53, 1.63] + [0.07, 0.12]i dans D \

— ny prend ses valeurs dans [2.26, 2.33] 4 [0.48, 0.52]i dans Q
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() Ming,n,3(2:i) avec |W°|

FiGURE 3.18:
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(b) Stng,ny3(2z:i) avec |W|
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Comparaison des méthodes avec une valeur de ng constante fixée & 105% de
la moyenne de l'indice du milieu ambiant.

k=6

I'. = [0, 1.677] avec 35 directions d’émissions

— I'y, = ]0.1677, 1.837] avec 40 directions de mesures
— 2% de bruit ajouté aux mesures

— Valeur constante utilisée en pratique pour ng dans D : 1.69+0.11i
— ny prend ses valeurs dans [1.53, 1.63] 4 [0.07, 0.12]¢ dans D \

— nq prend ses valeurs dans [2.26, 2.33] + [0.48, 0.52]¢ dans
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la moyenne exacte.

Nos méthodes permettent donc de reconstruire la forme de défauts a partir de mesures
en présence de défauts et d’une version homogénéisée de I'indice du milieu ambiant pour
peu qu’elle reste proche de la moyenne exacte. Ceci peut paraitre surprenant puisque, en
modifiant I'indice ng dans tout le domaine D, I'indice nq differe de ng dans tout D et
on devrait donc reconstruire la forme de 1’objet entier au lieu des défauts. Cependant,
ce comportement peut s’expliquer par la différence de contraste entre la modification de
ng et le défaut étudié ici par rapport a l'indice de référence. En effet, sur la Figure 3.16
par exemple, la partie réelle de ng vaut 1.6 et la partie réelle de n; varie entre 1.5 et
1.6 dans D \ Q alors qu’elle varie entre 2.2 et 2.3 dans 2. Le contraste entre le défaut
et I'indice de référence est donc largement supérieur a celui entre l'indice de référence en
dehors du défaut et I'indice utilisé en pratique. Or, on a vu a la Remarque 2.22 que la
détection des défauts nécessitait I’'Hypothese 2.16 d’un certain contraste entre les défauts et
I'indice de référence. L’application numérique de nos méthodes de reconstruction semble
donc privilégier la reconstruction des zones ayant le plus fort contraste avec l'indice de
référence.
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15 41 05 0 05 1 45 4 05 0 05 1
(a) ./\/l{no’nl}(zi) avec |W°| (b) S{no’nl}(zi) avec |W|

FIGURE 3.19: Comparaison des méthodes avec 50% de bruit ajouté aux valeurs de ng.
- k=6
— I'e = [0, 1.677] avec 35 directions d’émissions
— I'y, =[0.167, 1.837] avec 40 directions de mesures
— 2% de bruit ajouté aux mesures
Les valeurs exactes pour ng sont prises dans [0.796, 2.43]4[0.0412, 0.178]:
dans D
— ny prend ses valeurs dans [2.26, 2.33] 4 [0.483, 0.521]¢ dans §2

La situation semble bien meilleure quand considere une version de l'indice de référence
bruitée uniformément. En effet, dans la plupart des cas, jusqu’a 10% de bruit ajouté
aux valeurs de l'indice de référence ne perturbent pas sérieusement la reconstruction.
Méme avec 50% de bruit ajouté, comme on peut en voir un exemple représentatif sur la
Figure 3.19, les défauts sont correctement localisés. Nos méthodes semblent donc étre tres
peu sensibles aux incertitudes par rapport aux valeurs de l'indice de référence quand les
défauts sont suffisamment contrastés. Ceci laisse présager un bon comportement dans des
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applications pratiques.

Remarque 3.15. Nos méthodes de reconstitution de défauts ont été construites en sup-
posant l'indice de réfraction du milieu ambiant ng connu. Ainsi, les données up, peuvent
étre calculées et les fonctions tests un, (-, z;) peuvent étre interpolées sur l’ensemble des
points de “sampling” {zi}i=1,... N,

Mais on pourrait se placer dans le cas les valeurs de uy,, ne sont connues que par des me-
sures, comme c’est le cas pour uy, . C’est le cas par exemple quand on fait du suivi d’objets
en mouvement : on peut faire des mesures avant et aprés un mouvement sans connaitre
lindice de réfraction de la scéne avant mouvement. En raison de la faible sensibilité de nos
méthodes par rapport auzx incertitudes sur les valeurs de ng, on peut espérer de bon résultats
quand up. n'est connu que par des mesures. Ainsi, on peul €élargir le cadre d’application
de nos algorithmes en y incorporant le probléme inverse qui consiste en l’approximation
des fonctions tests un, (-, 2;) a partir des valeurs (mesurées) de ug: . Ceci peut par exemple
étre traité par des équations de potentiels, comme indiqué dans [Colton € Kress 2006]. En
effet, les résultats présentés sur la Figure 3.19 laissent espérer de bons résultats avec des
fonctions tests approchées.







Localisation de défauts et reconstruction
d’indices

A partir des mesures en champ lointain de la diffraction d’ondes planes par un objet, nous
souhaitons maintenant déterminer son indice de réfraction. On cherche a retrouver cet
indice en minimisant 1’écart dans une certaine norme X entre le champ lointain simulé
F(n) et les mesures u™, soit trouver n* défini par

n* = argmin ||F(n) — u®|% .

neL>(D)
Ceci est un probleme aux moindres carrés non-linéaire et mal posé que nous traitons
par une méthode de Gauss-Newton régularisée. Pour ce faire, nous considérons la ré-
gularisation de Tikhonov avec la norme L?(D) classique et la régularisation en semi-

norme BV treés utilisée en particulier pour la reconstruction d’image (voir par exemple
[Vogel & Oman 1996, Vogel & Oman 1998, Chan & Chen 2006, Osher et al. 2006]).

Dans son fonctionnement, la méthode de Gauss-Newton est un processus itératif qui essaie
de déterminer un extremum local d’un probléme aux moindres carrés. Pour ce faire, partant
d’un indice notée n, a I'étape p de I'algorithme, on détermine une direction de descente
permettant de définir une nouvelle carte de valeurs n,11 qui réduit la fonction cout étudiée.
Le but de cet algorithme est de créer une suite d’indices n, qui converge vers un minimiseur
n* de cette fonction colit. Dans le cas optimal, n* représente l'indice que 1’on souhaite
reconstruire. D’autre part, la différence entre la reconstruction n, a I’étape p et n* peut
étre vue comme un défaut (de n, par rapport a n*). Ainsi, par la méthode de détection
de défauts introduite au Chapitre 3 nous avons une information locale sur 'adéquation
entre une reconstruction n, et 'indice recherché n*. L’objectif de ce chapitre est alors de
présenter des améliorations de la méthode de Gauss-Newton par son couplage avec des
méthodes de détection de défauts développées au Chapitre 3.

Pour la premiere partie, nous proposons une stratégie de réduction du nombre de variables
d’optimisation par sélection des zones d’intérét pour le processus itératif de reconstruction.
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Le principe est de ne faire varier que les sous-domaines de D dans lesquels les valeurs de
I'indice courant n, contrastent le plus avec les valeurs de 'indice recherché n*. La sélection
des sous-domaines sur lesquels faire évoluer les valeurs de n, peut alors étre dictée par
les valeurs ponctuelles de la fonction de localisation des défauts entre n, et n* définie au
Théoréme 3.8 et notée My, ,+3(2). Deux cas de figure sont illustrés numériquement pour
valider cette approche.

Par ailleurs, nous avons vu au Chapitre 3 que la fonction My, ,+1(2) était comparable
A || F(n) —u™®|? tout en donnant une information locale par rapport aux indices n et
n* comparés. Ainsi, dans la seconde partie nous proposons un nouveau terme de fidélité
venant remplacer || F(n) — u®||%. Au lieu de chercher I'indice en réduisant 'écart entre la
simulation et les mesures, il est possible de chercher en réduisant les défauts entre I’indice
proposé et I'indice recherché. On se propose alors de chercher alors a minimiser

[ M nney

‘ 2

L’avantage de cette fonction cotit est qu’on peut chercher a réduire les défauts sur n’im-
porte quel sous-domaine de D. On espere ainsi pouvoir paralléliser le processus global de
reconstruction.

4.1 La méthode de Gauss-Newton régularisée

L’objectif est de retrouver les valeurs d’un parametre non constant a partir d’observations
données en champ lointain, comme dans les chapitres précédents. En reprenant les nota-
tions du Chapitre 1, on note F : L>(D) — ¢*°(T'. x I';,) I'application qui donne le champ
lointain u>° sur 'ensemble des directions d’émissions et de mesures I'e x I';, en fonction
de lindice de réfraction n comme illustré sur la Figure 1.1

F(n) :=ur. (4.1)

Remarque 4.1. L’indice de réfractionn € L>°(D) est étendu trivialement par 1 en dehors
de D pour définir us’.

Si u est le champ lointain mesuré, on cherche donc n* tel que
F(n*) = u™. (4.2)
Cette équation possede une unique solution si la dimension spatiale d est égale a 3.

Proposition 4.2 (Unicité de la solution). [Ségui 2000, Théoréme 2.2.1] Soient ng et
ny € L*(D) deux indices de réfraction normalisés a 1 en dehors de D, un ouvert borné de
R3. Si les champs lointains uSC (0, &) et us (0,2) coincident sur T'e X Ty, alors ng = ny.

Les valeurs du champ lointain sont donc suffisantes en théorie pour trouver l'indice de
réfraction de 'objet observé. On peut aussi trouver un résultat antérieur pour des indices
n € €%(R3,C) dans [Kirsch 1996, Théoréme 5.25].

Remarque 4.3. A cette date nous n’avons pas connaissance de preuve pour le cas d = 2.
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Quasi-solutions du probleme considéré

En pratique, les mesures ne sont en général pas exactes et on ne dispose que d’une version
bruitée u2° du champ lointain. Toutefois, les mesures sont supposées assez proches, pour
une certaine norme X, de la valeur exacte

Ju® —u>llx <e.

Malgré tout, la version perturbée u2° peut ne plus étre dans I'image de F et le probleme
considéré devient alors la recherche d’un minimiseur de la fonctionnelle

2
J(n) = [[F(n) —u|l - (4.3)
Un tel minimiseur n. de J est habituellement appelé quasi-solution de I’équation (4.2).

Bien sur, on s’attend a ce que le choix de la norme X utilisée pour définir les quasi-solutions
influe directement sur le résultat obtenu. Par ailleurs, de nombreux résultats reposent sur
le fait que 'application F soit & valeurs dans un espace de Hilbert [Engl et al. 1996]. Or,
il n’existe pas de structure Hilbertienne pour (T, x I';;,). Un espace de Hilbert naturel
contenant R (F) serait par exemple dans notre cas L?(I'. x I',). Il n’est pas clair pour
autant que la norme L? soit la plus pertinente pour mesurer ’écart entre la simulation
et les mesures. Plus récemment, la minimisation de J a été étudiée dans le cadre moins
restrictif d’espaces de Banach, en particulier avec la norme L' [Chan & Esedoglu 2005,
Clason et al. 2010]. Dans ce cas, il est possible de considérer F comme prenant ses valeurs
dans l'espace complet des fonctions ¢°>°(I'c x I';;,) muni de la norme L>(D).

Pour des raisons pratiques, nous considérerons dans cette thése uniquement le cadre Hil-
bertien en définissant F comme étant & valeurs dans I'espace L?(T. x T',) muni de sa
norme classique.

Mauvais conditionnement du probleme

Quel que soit le choix de la norme, remplacer le probleme (4.2) par la résolution d’un
probléme aux moindres carrés comme la minimisation de J (4.3) peut étre satisfaisant si
on peut choisir des quasi-solutions continues par rapport aux mesures. Ainsi, une faible
perturbation des mesures (¢) donnerait un indice proche de la solution exacte n* a I’équa-
tion (4.2). Malheureusement, le probléme qui est de trouver un minimiseur de J n’est pas
continu par rapport a u°.

Proposition 4.4. Le probléme non-linéaire “trouver n. minimisant J (4.3)” est mal posé
au sens de Hadamard.

Démonstration : L’application F est compacte et elle ne peut donc pas avoir d’inverse
continu. En effet, il est montré que 'application n +— w, est continue de L*°(D) dans
L3(T.) x H*(D) [Ségui 2000, Proposition 2.1.14]. Par conséquent, il en va de méme pour
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Papplication n +— (n — 1)u,. Or, le comportement asymptotique (1.13) de I’équation de
Lippmann-Schwinger (1.14) permet d’écrire la relation suivante

F(n) =V (k*(n — Duy,). (4.4)

Ainsi, I'opérateur non-linéaire F est la composée d’une application continue par un opéra-
teur (linéaire) compact. La compacité de I'application F fait que son inverse ne peut pas
étre continu. m

Ainsi, méme avec des données u2° proches du champ lointain exact 4°°, les minimiseurs
de J peuvent étre trés éloignés de la solution exacte n*. Une approche classique consiste
a traiter la non-linéarité par une méthode de Newton et le caractere mal posé par une
régularisation de Tikhonov.

4.1.1 La méthode de Gauss-Newton

Le principe de la méthode de Gauss-Newton reprend celui de la méthode de Newton
classique : a partir d’une reconstruction n,, le point suivant est construit par la récurrence

Npt1 i= Ny + dnyp, (4.5)

ou le terme dn,, est obtenu par la minimisation de la fonctionnelle J qui est construite a
partir de J (4.3) en linéarisant F au point n, :

J(dn) := || F(ny) + DF(ny) dn — u|?, (4.6)

ou DF(ny) est la différentielle de F (4.1) en n,. Cette différentielle peut étre calculée
directement a ’aide du lemme suivant :

Lemme 4.5. L’application F est deuz fois différentiable et la différentielle DF de ’ap-
plication F (4.1) au point n € L*°(D), appliquée a dn € L*(D), est donnée par la
formulation intégrale

DF(n)dn : (0,%) »—>/ E2un (0, 2)un (=2, 2)dn(z), 0 €T, & €Ty, (4.7)
zeD

ot uy (0, z) désigne le champ total solution du systéme (1.1)-(1.5) pour une source de type
onde plane u*(0, z) = k0=,

Remarque 4.6. Comme l'indice n € L*°(D) est étendu par la constante 1 en dehors de D
pour définir F, la direction dn € L*°(D) est donc naturellement étendue par 0 en dehors

de D.

Démonstration : La définition (1.6) du champ lointain u2° montre que c’est une appli-
cation linéaire du champ diffracté (u, — u), ol u’ est une source (c’est-a-dire vérifiant
(A + k2) u’ = 0). Les dérivées successives du champ lointain peuvent donc étre obtenues
en prenant le champ lointain des dérivées successives du champ diffracté. Or, pour toute




4.1. LA METHODE DE GAUSS-NEWTON REGULARISEE 89

source u', il est montré dans [Ségui 2000, Proposition 4.3.1] que I'application champ dif-
fracté est deux fois différentiable. Il en va donc de méme pour F. De plus, la différentielle
de I'application champ diffracté n +— (u, —u') au point n et appliquée & dn est la fonction
v® € L? (R?) solution du systéme

(A+ an(x)) v (z) = —k?dn(z) un(z), z€RY
d—1 ) (4.8)

orv® = ikv® + O(|x\_ 2

Donc, la différentielle du champ lointain en dn € L°(D) est lapplication définie dans
¢>°(Te x I'y,) par DF(n)dn = v®°.

En multipliant la premiere équation du systeme (4.8) par @, (-, x) et en intégrant sur D,
par les mémes calculs qu’en (2.11) et (2.12) le champ diffracté s’écrit alors

v¥(x) = / E2®, (2, 2)un(2) dn(z), z € R%
z€D
Le comportement asymptotique est ainsi donné par
v (3) = / K262°(2, #)un(2) dn(z), & € SO,
zeD

Finalement, la formule (4.7) s’obtient en considérant des sources u’ de type onde plane et
le “mixed reciprocity principle” du Lemme 2.3. =

Les problemes des moindres carrés linéaires ont été tres largement étudiés et on connait
une caractérisation des minimiseurs de J (4.6) [Bjorck 1996, Théoreme 1.1.10]. Cependant,
linéariser I’application F dans la fonctionnelle J (4.3) ne suffit pas a rendre la minimisation
bien posée. En effet, la différentielle d’une application compacte sera toujours compacte
[Colton & Kress 1998, Théoréme 4.19]. Ainsi, trouver des indices minimisant J (4.6) est
aussi un probleme mal posé. Ceci signifie que 'on manque d’informations pour trouver
la solution de maniere satisfaisante et qu’il va falloir supposer a priori le type d’indice
recherché pour avoir un probléme bien posé.

Remarque 4.7. La compacité de la différentielle peut étre directement vérifiée sur la
représentation (4.7). En effet, cette représentation est un opérateur intégral défini sur
L*>®(D) et ayant un noyau appartenant ¢ L'(D) (puisque u,(0,-) € L?>(D)). C’est donc
un opérateur compact (voir par exemple [Kato 1995, Exemple 4.1]).

4.1.2 Introduction de la régularisation

Pour approcher la solution d’un probléeme mal posé de maniére continue on construit
une suite convergente de solutions a des problemes bien posés. Le principe de la régu-
larisation de problémes mal posés est présenté dans [Colton & Kress 1998, Chapitre 4]
ou [Kirsch 1996, Chapitre 2] et fait l'objet principal de [Engl et al. 1996]. Une des régu-
larisations les plus utilisées est celle de Tikhonov. Elle consiste en ’ajout d’un terme de
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régularisation au terme de fidélité J (4.3). La fonction cotit avec régularisation de Tikhonov
Jx s’écrit alors
Jx(n) = J(n)+ ARx(n),

le facteur A > 0 étant un parametre de régularisation. Comme pour la norme du terme de
fidélité, on s’attend aussi a ce que le choix du terme de régularisation influe sur le résultat
obtenu tant que le parametre de régularisation n’est pas assez proche de zéro.

Des résultats d’existence et de convergence des minimiseurs pour la fonctionnelle régula-
risée Jx vers la solution n* de (4.2) existent pour des termes de régularisation génériques
[Seidman & Vogel 1989, Ulbrich 1998, Hofmann et al. 2007]. Cependant, les hypotheses
nécessaires sont parfois difficiles a vérifier. De plus, trouver un minimiseur & la fonction-
nelle régularisée peut alors devenir plus compliqué. Par conséquent nous restreignons notre
choix aux termes de régularisation L? et TV pour lesquels la convergence est établie sous
des hypotheses peu restrictives.

A - La régularisation de Tikhonov itérative en norme L>

Le terme de régularisation de Tikhonov classique pour les problemes non-linéaires est

Rp2(n) = |n— nref”%%D) )

ou nyef est un point de référence. Le principe est de rechercher une solution minimisant
J, qui représente I’écart entre simulation et mesures (4.3), et la plus proche possible de
Nret €n norme L2. On fait donc ’hypothese a priori que I'indice recherché est de faible
amplitude (par rapport au point de référence). La régularisation en norme L? est étudiée
en détail dans [Engl et al. 1996] et a été appliquée au probléme de la reconstruction d’indice
par exemple dans [Hohage 2001]. La linéarisation de 'application F dans la fonctionnelle
régularisée Jr2 (4.1.2) donne alors

Ji2(dn) == || F(np) + DF(np) dn — u® | 7o py + Al dn 4+ np — et | 72y - (4.9)

Dans le cadre de la minimisation d’une fonctionnelle linéaire, le point de référence n s est
généralement fixé a 0. En prenant n.s = ng, on obtient I’algorithme dit de Gauss-Newton
a régularisation itérative (IRGN, pour “Iteratively Regularized Gauss-Newton”) dont les
itérés sont caractérisés par I’équation normale

ps1 1= Tp— ((Df(np))*pf(np)ﬁf)*l ((D]:(np))*(]:(np)—ugo)—{—)\p(np—no)). (4.10)

La convergence de cette suite vers la solution n* de I’équation (4.2) est traitée initialement
dans [Bakushinsky 1992]. L’étude des hypotheses nécessaires pour garantir un certain ordre
de convergence est ensuite détaillée dans [Bakushinsky & Kokurin 2004, Chapitre 4] ou
[Kaltenbacher et al. 2008, Section 4.2]. Le lemme suivant présente un de ces résultats de
convergence pour des hypotheses trés peu restrictives.

Lemme 4.8 (Convergence de l'algorithme IRGN). [Kaltenbacher 1997, Théoréme 2.5]
S’il existe un élément w tel que le point de départ ng vérifie la condition appelée “source
condition”

n*—ng = ((D]-"(n*))*D.F(n*)>w, (4.11)
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st DF est Lipschitzienne et si le paramétre de régularisation \ est adapté a chaque itération
en vérifiant

Ay <r, lim \, =0, (4.12)

A, >0, 1< 22
P /\p+1 P—0

ou r > 1 est une constante, alors, en choisissant p. tel que
e~ A2 (4.13)

le terme ny,, défini par la suite (4.10), est proche de n*, la solution a l’équation (4.2) et
vérifie

Inp. = n*ll = O(=%) .

Le Lemme 4.8 garantit ainsi une convergence de la suite définie par (4.10) vers Iindice
recherché n*. Cependant, I'expérience montre que ce terme de régularisation a tendance a
induire des oscillations dans les reconstructions successives n,. De plus, minimiser le carré
de la norme L? conduit généralement & des reconstructions lissées en terme de contraste.
Ceci est donc peu adapté a la reconstruction de discontinuités. Or, comme nous le verrons
par la suite, nous allons rechercher I'indice sous forme de constantes par morceaux, ce
qui sera par ailleurs en accord avec le cadre d’utilisation de la méthode de localisation
des défauts. La régularisation en norme L? peut alors ne pas étre la mieux adaptée. Nous
présentons ainsi un second type de régularisation qui pourrait étre plus en accord avec une
reconstruction d’indice sous forme de constantes par morceaux.

Remarque 4.9. Dans le cas de problémes aux moindres carrés non-linéaires mais bien po-
sés, une deuxieme méthode est assez souvent utilisée : la méthode de Levenberg-Marquardt
[Moré 1978]. La mise en oeuvre de cette méthode est similaire a celle de la méthode
IRGN (4.10). La différence (en dimension finie) est que la matrice \I rendant le pro-
bleme bien posé est remplacée par la matrice diagonale composée uniquement des termes

diagonauz de A ((D}"(np))*D}"(np)>. Cependant, nous ne connaissons pas a ce jour de
résultat de convergence pour la méthode de Levenberg-Marquardt appliquée auz problemes

mal posés. Par ailleurs, cette méthode n’a pas fourni d’amélioration de résultats pour les
cas que mous avons traités et elle ne sera donc pas considérée par la suite.

B - La régularisation en variation totale

Pour reconstruire des parametres dont on veut préserver les discontinuités, les résultats
sont généralement “meilleurs” avec le terme de régularisation

Rry(n) = HV"HLl(D),

(voir par exemple [Vogel & Oman 1996, Vogel & Oman 1998]). Par meilleur on entend
d’un point de vue qualité de la représentation et nette té des discontinuités. Ce terme de
régularisation basé sur la variation totale de 'indice est souvent appelé la semi-norme BV
(pour I'espace des fonctions a variation bornée, “Bounded Variation”) ou régularisation TV
(pour la mesure de la variation totale, “Total Variation”). Une étude de la reconstruction
d’indices avec régularisation TV peut étre trouvée dans [Ségui 2000].
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D’un point de vue pratique, il semble plus naturel de chercher a réduire les variations du
terme de mise & jour dny := (ny4+1 — nyp) plutoét que celles de I'indice ny,. La régularisation
TV est donc généralement appliquée apres linéarisation du terme de fidélité. La solution
du probleme linéarisé et régularisé en variation totale est ainsi la solution ayant les plus
faibles variations. Ceci revient a faire I’hypothese a priori que I'indice recherché est majori-
tairement constant par morceaux. Le terme de mise & jour dn,, pour la suite d’indices (4.5)
de la méthode de Gauss-Newton s’obtient alors comme le minimiseur de

Jrv(dn) = [|F(np) + DF(n,)dn — uOOHiQ(D) + A Vdnl 1 py - (4.14)

Contrairement au cas précédent, cette fois-ci la dépendance en dn n’est plus linéaire. Le
terme de régularisation n’est d’ailleurs plus différentiable. En pratique on utilise alors le
terme de régularisation lissé suivant

RTVB(dn)_/D\/\VanJr , (4.15)

ot B > 0 est un petit parametre rendant Rpy, dérivable. La convergence de la mé-
thode de Gauss-Newton avec ce terme de régularisation est étudiée entre autres dans
[Vogel & Oman 1996, Chavent & Kunisch 1997, Ségui 2000].

Comme Rrv, est différentiable, le minimiseur dn, de la fonctionnelle régularisée

. (4.16)
LY(D)

Jrv,(dn) := || F(np) + DF(ny) dn — uOOH%Q(D) + A H\/ IV dn|? + 3

peut étre approché en utilisant par exemple la méthode de Newton (voir [Ségui 2000]). Ce
terme de mise a jour dn,, est alors la limite d’une suite (ds)s=1,2,... dont les éléments sont
définis implicitement par le systéeme linéaire

<(D]:(np))*D]:(np) + ADG(53)> (Gs41 — 85) =
— (DF(ny)) DF(ny) 6 — (DF (1)) (Flnp) — u) — AG(8,), (4.17)

ou G = VRry, représente le gradient du terme de régularisation lissé Rry, (4.15) et
DG(6) représente la différentielle de ce gradient.

En pratique, l'indice sera recherché sous forme d’un nombre fini N de constantes par
morceaux

ne(x) = Z a; Xz (), a;€C, zeD.
i=1..N

On note alors M le nombre de frontieres entre les zones (Z;);=1.. n et p; leur longueur
respective. Dans ces conditions, le vecteur G(§) et la matrice DG(J) s’écrivent
G(8) = S5* 0 G o 5(6),
DG(8) = §* 0 DG 0 S(6),
ou l'opérateur linéaire S associe a un indice les valeurs de ses sauts aux frontieres des

éléments du maillage utilisé

S(8) :=[0] = 64 —d_,
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ol, en notant z = a + b, le vecteur é(z) est défini dans C?M par

ay

Pz s

oM anr
~ \a2+b3+3
: by

Py s

.bM
PM T i+h
et ot la matrice DG(z) est définie dans C2M*2M pay

~ B B
DG(2) ::< o Bz),

avec les blocs diagonaux suivants

p1(b3+8)
(a2+b2+8)3
Bl = I )
pyv (b3,+8)
(a2, +3,+8)7
. p1(a1b1+,3)
(a2+b2+5)
By = )
_ pm(anbar+p)
(aﬁﬁbﬁﬁﬁ)%
__pi1(ai+h)
(a24+0218)3
Bg =
_ pym(anbyp+B)
(a?w"'b?w"‘ﬁ)%

Remarque 4.10. Du fait de la valeur absolue |Vdn| dans Rry, (4.15), Uapplication G
n’est pas C-différentiable mais elle est cependant R-différentiable. Ainsi, la représentation
en dimension finie de DC~¥(5) est une matrice de taille 2M x2M obtenue par différentiations
respectives des parties réelle et imaginaire de G suivant lidentification canonique.

4.1.3 Exemple d’application dans un cas simple

Afin d’avoir une référence a laquelle comparer les applications des parties suivantes. Nous
illustrons ici la méthode de Gauss-Newton avec les régularisations décrites a la section
précédente sur le cas simple suivant, représenté sur la Figure 4.1. L’indice exact n* que
nous cherchons a reconstruire a pour support un disque de rayon 1. Ses valeurs sont fixées
a 2 partout sauf dans un petit disque intérieur ou l'indice est fixé a 2.2, comme illustré
sur la Figure 4.1. Le nombre d’onde est fixé a k = 6, ce qui donne un objet dont la taille
est environ le double de la longueur d’onde.
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FIGURE 4.1: Schéma de I'indice recherché
Choix du critéere d’arrét et du parametre de régularisation

Le Lemme 4.8 présente un exemple de suite A\, décroissante vers 0 faisant converger n,, vers
n* (dans les limites du bruit sur les données). Cependant la relation (4.13) est par définition
assez floue et on constate en pratique que le choix du parametre A\, influe fortement sur
la convergence de la méthode. Il nous faut donc fixer ce parametre. De plus, il faut aussi
déterminer un critere d’arrét des itérations. Pour ceci, plutot que de chercher a atteindre
une certaine précision sans savoir si elle est atteignable en un temps raisonnable, nous
stoppons la reconstruction lorsque la variation relative de la fonction cout J (4.3) est
inférieure a 1%.

Pour ce qui est du parametre de régularisation \,, le principe de Morozov par exemple
[Tikhonov 1995], consiste a le choisir tel que le résidu de la solution dn(),) minimisant
Jr2 (4.9) (ou Jry (4.14)) soit comparable au bruit sur les données &

1F(np) + DF(ny) dn(Ap) — u| 72y = € (4.18)

Dans ce cas, que ce soit pour (4.13) ou (4.18), il faut pouvoir estimer le bruit sur les
données ¢, ce qui est a priori difficile sans autres informations. Mais surtout, ce principe
demande a calculer plusieurs fois le terme dn,, en faisant varier A, pour choisir le meilleur,
ce qui est cotliteux.

Dans [Hansen & O’Leary 1993], approche pour déterminer les parametres \,, spécifique
au terme de régularisation R;2, est de choisir le point de courbure maximale de la “L-
curve”. Cette “L-curve” est une courbe paramétrée (par \,) tracée en échelle log-log et
définie par

A (I ) + DF(ny) dny(N) = w32 Rrz(dny())) (4.19)
ot dnp(A) est la solution de (4.10).

La Figure 4.2 présente le tracé de la “L-curve” obtenue a la premieére étape d’une recons-
truction de l'indice représenté sur la Figure 4.1. Sur cet exemple, le point de courbure
maximale correspond & un parametre A =~ 1. Nos expérimentations indiquent ainsi que le
parametre )\, donné par la “L-curve” est tres proche du centieme de la norme de I'opé-

rateur qu’on cherche & rendre inversible ((D]-" (np))*D]-" (np)). Pour nos exemples nous
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FIGURE 4.2: Exemple de “L-curve”

choisissons arbitrairement la suite )\, définie par

N\, — H(D}-(”p))*D]:(”p)H'

o107 (4.20)

Cette suite n’est peut-étre pas optimale mais permet une estimation simple et rapide du
parametre de régularisation qui ne pénalisera pas I’ensemble de la résolution pour le cas
traité.

Remarque 4.11. Le choiz de parameétre A, proposé par la “L-curve” est amélioré par une
méthode itérative de point fixe dans [Bazdn & Francisco 2009]. Il y est démontré que le pa-
rametre A, ainsi obtenu est plus souvent pertinent tout en demandant moins d’évaluations
du résidu | F(ny) + DF(nyp) dng(X) — uSOH%Q(D). En outre, de nombreuses méthodes pour
déterminer le parameétre A\, sans connaitre € ont été proposées, par exemple en dérivant
Jr2 par rapport a N\, pour résoudre (4.18) [Kunisch & Zou 1998, Wang & Xiao 2001].
Dans [Clason et al. 2010/, l’équation (4.18) est approchée par une fonction a deux para-
meétres calculés uniquement a partir de F et u® et le parametre N\, optimal est extrapolé
a partir de cette fonction. Cependant, comme nous ne cherchons qu’a illustrer les mé-
thodes sans avoir besoin de la reconstruction la plus précise possible de l’indice recherché,
Uestimation (4.20) nous a paru suffisante.

Discrétisation du probleme

Nous cherchons & reconstruire I'indice n* sous forme de fonctions constantes par morceaux.
On subdivise ainsi le domaine D en N zones (Z;);=1..n et on les cherche N parametres
(complexes) (a;)i=1..n tels que l'indice

ns(ZE) = Z Q; XZi(x)7 (4'21)
i=1...N

minimise 'écart entre simulation et données (4.3). Tout comme au Chapitre 3.4.2, les
zones (Z;)i=1..n de reconstruction sont choisies indépendamment du maillage utilisé pour
générer les données.
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Pour les exemples présentés dans cette section, le nombre de variables d’optimisation N
sera fixé entre 20 et 2000. Par ailleurs, u®® sera composé de 4900 mesures, ce qui cor-
respond & 70 directions d’émission/réception réparties sur tout le cercle S'. Dans ce cas
on peut explicitement former la matrice DF(n,) et résoudre le systeme (4.10) directe-
ment. Cependant, le calcul du terme de mise a jour pour la régularisation Ry, défini
par (4.14) ne peut étre qu’itératif, indépendamment du nombre de données et de variables
d’optimisation. Ceci est dii a la non-linéarité du terme de régularisation.

Remarque 4.12. Pour traiter le cas de grandes dimensions en N, ou pour optimiser le
cotut de calcul de (4.14), il faudra envisager lutilisation de solveurs itératifs ne faisant
intervenir que le résultat du produit matrice-vecteur, sans former explicitement la matrice
DF(ny). Des algorithmes reposant sur les espaces de Krylov sont proposés dans ce but
dans [Schweiger et al. 2005, Langer 2010).

Application de la méthode de Gauss-Newton sans régularisation

En premier lieu nous présentons le résultat obtenu par la méthode de Gauss-Newton (4.10)
sans la régularisation de Tikhonov (A, = 0). En effet, le fait de rechercher n* dans un
espace de dimension finie est déja une régularisation en soi, appelée régularisation par
projection dans [Engl et al. 1996, Chapitre 3.3] ou régularisation par discrétisation dans
[Kirsch 1996, Chapitre 3]. C’est alors la dimension du probléme d’optimisation (N) qui
fait office de parametre de régularisation et le conditionnement du probleme se dégrade
quand N augmente.

On voit sur la Figure 4.3 qu’avec un faible nombre de parametres il n’est pas obligatoire-
ment nécessaire d’utiliser la régularisation de Tikhonov pour obtenir une reconstruction
convergente. Bien sur, le faible nombre de parameétres empéche une reconstruction précise
de la géométrie de l'indice.

Toutefois, en augmentant le nombre de parametres dans le but d’obtenir une reconstruction
plus précise, on voit clairement sur la Figure 4.4 que la discrétisation seule ne suffit plus
a régulariser la reconstruction.

Application de la méthode de Gauss-Newton régularisée

Nous appliquons maintenant la régularisation de Tikhonov au probleme de reconstruc-
tion de l'indice. Les itérations pour la régularisation L? sont calculées par I’équation nor-
male (4.10) et les itérations pour la régularisation 7'V sont obtenues en résolvant plusieurs
fois I’équation normale (4.17) pour calculer le terme de mise & jour.

Les résultats présentés sur les Figures 4.5 et 4.6 sont obtenus en considérant respective-
ment la régularisation L? (4.9) puis la régularisation 7'V (4.14). On voit que pour un faible
nombre de parametres, I’ajout d’un terme de régularisation n’améliore pas la reconstruc-
tion.
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FIGURE 4.5: Méthode de Gauss-Newton avec régularisation L? et N = 36 parameétres
complexes
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FIGURE 4.6: Méthode de Gauss-Newton avec régularisation TV et N = 36 parametres
complexes
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FIGURE 4.7: Méthode de Gauss-Newton avec régularisation L? et N = 2035 parameétres
complexes
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F1GURE 4.8: Méthode de Gauss-Newton avec régularisation TV et N = 2035 parametres
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Par contre, avec un nombre de parametres plus conséquent, comme illustré sur les Fi-
gures 4.7 et 4.8, les différences sont visibles. Ainsi, la méthode de Gauss-Newton régula-
risée converge vers un résultat stable quand la méthode non régularisée diverge. De plus,
les valeurs finales de la fonction cott sont significativement améliorées par I’augmentation
du nombre de parametres. Par ailleurs, contrairement aux résultats présentés sur les Fi-
gures 4.5 et 4.6, avec un grand nombre de parametres on observe sur les Figures 4.7(a)
et 4.8(a) que I'indice reconstruit dépend fortement du terme de régularisation choisi. Ainsi,
le résultat présenté sur la Figure 4.7 a été obtenu en considérant la régularisation L? (4.9).
Comme annoncé dans la Section 4.1.2-A, on constate que la discontinuité entre la zone
extérieure (ou l'indice vaut 2) et la zone intérieure (ou l'indice vaut 2.2) est lissée. La
partie intérieure est ainsi entourée d’une couronne de zones ol les valeurs de 'indice re-
construit sont proches de 2.1. De plus, des oscillations apparaissent dans la reconstruction,
notamment dans la partie intérieure qui devrait étre constante a 2.2. Comparativement, le
résultat obtenu avec la régularisation TV (4.14), présenté sur la Figure 4.8, est visiblement
plus net. Ceci rejoint la tendance généralement constatée avec ce type de régularisation,
comme annoncé a la Section 4.1.2-B. Pour un indice exact présentant de grands aplats
de valeurs, on obtient manifestement des reconstructions visuellement plus fideles avec
la régularisation T'V. Cependant, ’écart entre la simulation et les données est quasiment
identique pour les deux types de régularisation. Ceci souleve la question du choix de la
fonction cotut, ou tout du moins de la norme a utiliser.

4.2 Méthodes de Réduction du nombre de variables
d’optimisation

Nous proposons maintenant deux méthodes de réduction du nombre de variables d’opti-
misation basées sur I'intégration des méthodes de détection de défauts a la méthode de
Gauss-Newton.

En pratique, la méthode de Gauss-Newton produit une suite d’indices n, qui, dans de
bonnes conditions, se rapprochent de I'indice recherché n*. De nombreux travaux traitent
de la rapidité de cette convergence et donnent un ordre de grandeur pour ||n* — n,|| (voir
par exemple [Engl et al. 1989, Hohage 1997, Blaschke et al. 1997, Hofmann et al. 2007]).
Or, I’étape n,, de la reconstruction peut étre considérée comme une version de n* avec des
défauts. Ainsi, les méthodes décrites au Chapitre 3 permettent d’obtenir une information
locale sur I’adéquation entre n, et n*. En pratique, si on se réfere & la section 3.5.3, on peut
méme identifier les défauts les plus marqués quand les autres valeurs de n,, sont relative-
ment proches du résultat recherché. Nous proposons alors deux approches pour exploiter
cette information et améliorer le processus de recherche des valeurs de I'indice n*.

Comme présenté précédemment, pour gagner en précision dans la recherche d’indice par
une méthode de Gauss-Newton, il faut augmenter le nombre de parametres recherchés.
Comme nous recherchons I'indice sous la forme

ne(z) = Y ai xz(@),

i=1..N
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ceci revient & augmenter le nombre N de zones Z; (réduisant par la méme leur taille).
Or, si I'indice recherché présente effectivement un certain nombre d’endroits ou ses valeurs
sont tres proches d’une constante, raffiner la recherche en augmentant le nombre de zones
Z; a ces endroits est inutilement colteux.

Nous proposons alors en premier lieu une méthode de reconstruction des valeurs de défauts
basée sur la sélection des parametres utiles afin de réduire la dimension du probleme tout
en essayant de préserver la précision. Ensuite, nous proposons une méthode de raffinement
adaptatif pour gagner en précision en faisant augmenter N le moins possible par le choix
du placement des zones supplémentaires.

4.2.1 Méthode de reconstruction des valeurs de défauts

Dans les chapitres précédents, nous avons développé des méthodes de localisation de dé-
fauts dans un indice de référence. Nous nous intéressons maintenant a la caractérisation
de ces défauts par la reconstruction des valeurs effectives de l'indice aux endroits ayant
subi des perturbations. Ceci étant, nos méthodes de localisation se sont révélées efficaces
a la Section 3.4.4 pour des défauts plus grands que le sixieme de la longueur d’onde, aussi
nous ne considérons que des défauts qui ne sont pas trop petits par rapport a la longueur
d’onde.

A - Présentation de la méthode

[ Estimation initiale ]

\/
[ Carte des défauts]

Y

[ Sélection de parametres ]

Y

Gauss—Newton pour ces

parametres uniquement

FIGURE 4.9: Procédure pour 'identification de défauts

Le principe de la méthode est de réduire la dimension du probléeme en ne reconstruisant que
les valeurs qui correspondent effectivement a des défauts. Pour cela, comme illustré sur la
Figure 4.9, on commence alors par localiser ces défauts dans I'indice donné ng & partir des
mesures en calculant les valeurs de la fonction de localisation des défauts My, 1, définie
au Théoreme 3.8. Le sous-ensemble de D correspondant aux défauts est alors sélectionné
en seuillant cette carte de valeurs. Ensuite, une méthode de Gauss-Newton régularisée est
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utilisée pour calculer les valeurs de I'indice uniquement dans la zone sélectionnée avec la
précision voulue et en conservant les valeurs des autres parametres.

B - Exemples numériques

Nous présentons ici deux exemples d’applications de la méthode de reconstruction des
valeurs de défauts.

Pour le premier exemple, nous reprenons a titre comparatif la géométrie simple décrite
a la section 4.1.3 et schématisée sur la Figure 4.1. Pour mémoire, I'indice exact vaut 2
partout sauf dans une petite zone circulaire ot il est fixé a 2.2. Cette petite zone symbolise
un défaut dans un indice connu. L’estimation idéale est donc prise & ng = 2 dans D.

0.35 1 2.6
25
0.3
05 2.4
0.25 23
0.2 0 22
0.15 21
01 705 2
1.9
0.05
-1 18
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
(a) Valeurs de My n*} (b) Sélection des paramétres (c) Partie réelle de ns(x)

FIGURE 4.10: Identification de défauts dans un cas simple en seuillant & 70% du maximum
de M{TLQ,TL*}

La Figure 4.10(a) montre les courbes de niveau de la fonction de localisation des défauts
M pom#}), calculée a partir de ng et des mesures u2°. En seuillant ces valeurs a 70% du
maximum, on sélectionne alors 59 parametres, représentés en rose sur la Figure 4.10(b) et
censés contenir le support des défauts a identifier. Cependant, le seuillage est trop restrictif
et la zone sélectionnée est plus petite que le défaut recherché. La Figure 4.10(c) illustre
ainsi le résultat de la méthode de Gauss-Newton avec régularisation T'V appliquée sur cette
partie des parametres en regroupant sous une seule zone tous les autres parametres dont
la valeur ne sera pas modifiée. On constate que I’algorithme tente de compenser 1’absence
des parametres nécessaires par une reconstruction aberrante des valeurs (notamment au
centre du défaut).

En seuillant les valeurs de la fonction de localisation des défauts & 25% de son maximum, on
sélectionne maintenant 202 parametres, représentés sur la Figure 4.11(a). Cette fois-ci, ils
contiennent effectivement le support du défaut. On constate alors que cette reconstruction
avec 202 parametres bien choisis est trés proche de celle obtenue avec ’ensemble des 2035
parametres illustrée sur la Figure 4.8(a). De plus, comme une grande partie de 'indice
initial n’a pas été modifiée, les oscillations parasites présentes sur la Figure 4.8(a) sont
quasi-absentes sur la Figure 4.11(b).
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FIGURE 4.11: Identification de défauts dans un cas simple en seuillant & 25% du maximum

de M {’I’LO,TL*}

0.5 1

-0.5 0
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(b) Valeurs de M5 n+}

FIGURE 4.12: Validation a posteriori de 'identification de défauts
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A titre de validation a posteriori, la Figure 4.12 compare la carte des valeurs de la fonc-
tion de localisation des défauts avant et apres la reconstruction sélective de I'indice. On
constate une tres nette diminution des valeurs au niveau de la zone reconstruite, attestant
du bon fonctionnement de la méthode. Nous vérifions ensuite que ce bon comportement
n’est pas réduit au cas simple de ce premier exemple.

Pour le second exemple exemple, nous illustrons alors la méthode de reconstruction des
valeurs de défauts dans un indice présentant moins de symétries, tant pour sa géométrie
que pour ses valeurs. De plus, contrairement au cas simple précédent, les données sont
maintenant bruitées. Les mesures utilisées u® sont perturbées par I'ajout de 2% de bruit
uniforme.

La Figure 4.13 présente les valeurs réelles et imaginaires de 'indice considéré avant ’ap-
parition de défauts. Ce sont ces valeurs qui nous serviront d’estimation initiale ng. Le
diametre de 1'objet est environ du double de la longueur d’onde (on conserve le nombre
d’onde k = 6 des exemples précédents).

Sur la Figure 4.14, sont représentées les valeurs de l'indice considéré apres apparition de
défauts. C’est donc 'indice exact n* de l'objet étudié au moment des mesures (qui sont
maintenant perturbées par 'ajout de 2% de bruit uniforme).

La Figure 4.15(a) montre la localisation des défauts obtenue en comparant le champ loin-
tain engendré par 'indice ng de la Figure 4.13 et les mesures obtenues avec I'indice n* de
la Figure 4.14. Comme indiqué sur la Figure 4.9, on seuille ensuite ces valeurs & 25% de
leur maximum pour sélectionner les parametres correspondants aux défauts a identifier.
Les parametres retenus sont indiqués sur la Figure 4.15(b). Le résultat qui s’en suit apres
3 itérations de la méthode de Gauss-Newton avec régularisation T'V sur 181 parametres
parmi 1106 est alors affiché sur les Figures 4.15(c) et 4.15(d). On constate sur la Figure 4.16
la méme diminution des valeurs de la fonction de localisation des défauts que précédem-
ment. Ainsi, cette méthode de reconstruction des valeurs de défauts est satisfaisante bien
qu’effectuée sur le quart des parametres. En effet, grace a cette sélection, les oscillations

/////

4.2.2 Méthode de raffinement adaptatif des zones de reconstruction

La seconde méthode consiste a augmenter progressivement la précision avec un nombre
minimal de parametres. Le but est de produire a faible colit une premiere approximation
de l'indice.

A - Présentation de la méthode

Le principe, illustré sur la Figure 4.17, est le suivant. On commence avec premiere itération
de Gauss-Newton sur un faible nombre de parametres. Puis, pour chaque parameétre la
moyenne des valeurs de My, ,+}(2) est évaluée sur la zone Z; C D lui correspondant. A
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FIGURE 4.13: Valeurs de l'indice avant défauts : estimation initiale ng
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FIGURE 4.14: Valeurs de l'indice avec défauts recherché : n*
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FIGURE 4.15: Identification de défauts avec 2% de bruit ajouté aux mesures
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FIGURE 4.16: Validation a posteriori de 'identification de défauts
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[ Estimation initiale : nO J

Y
Gauss—Newton pour }

N parametres : nl

Y
Carte des défauts ]/\

N [ Sélection de k parametres ]
N+3k parametres : n2

Séparation de chacun de ces k
parametres en 4 sous—parametres

FIGURE 4.17: Procédure pour le raffinement adaptatif de la géométrie

Gauss—Newton pour

partir de cette carte grossiere des défauts, on détermine les zones dans lesquelles la valeur
de la reconstruction est la moins représentative en moyenne des valeurs de n* (sur cette
zone). Les zones qui correspondent aux plus fortes valeurs moyennes de ./\/l{nlﬁ*}(z) sont
alors subdivisées en un certain nombre de sous-zones (par exemple en 4 sur nos exemples).
L’indice suivant (ng2) est ensuite calculé par Gauss-Newton sur ce nouveau découpage
plus fin de D. Le processus de sélection-découpage-reconstruction est alors itéré jusqu’a
atteindre un nombre fixé de zones ou tant que la taille des nouvelles zones reste supérieure
a un minimum qu’on se donne.

B - Exemples numériques

Nous illustrons cette méthode pour la reconstruction de I'indice sur le cas simple présenté
a la section 4.1.3 avec un maximum de 13 zones. Par contre, contrairement a 1’exemple
de la Section 4.2.1, nous ne cherchons pas un défaut dans un indice connu mais une
approximation générale de 'indice. Il faut donc définir une premiere estimation de I’indice
ng. Or, comme la moyenne des valeurs de I'indice recherché est tres proche de 2, nous
gardons comme estimation initiale I'indice ng = 2 partout dans D. Suivant la procédure
décrite sur la Figure 4.17, la méthode de Gauss-Newton est alors appliquée pour N = 4
parametres. Par ailleurs, au vu du faible nombre de parametres et en nous appuyant sur
les résultats illustrés dans la section 4.1.3, aucune régularisation n’a été utilisée pour cet
exemple.

Le résultat apres 2 itérations est illustré sur les Figures 4.18(a) et 4.18(b). De cet indice
on tire une carte des défauts représentée sur la Figure 4.18(c). En comparant les moyennes
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F1GURE 4.18: Raffinement adaptatif : cycle 1
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des valeurs de My, ;) (z) sur chacune des 4 zones, on sélectionne ainsi le quart supérieur
droit (Figure4.18(d)). Cette zone est alors divisée en 4 sous-zones et I'indice est ensuite
recherché avec 7 parametres. Le résultat apres 3 itérations supplémentaires (ns) est illustré
sur les Figures 4.18(e) et 4.18(f).

1 -05 o0 05 1 1 05 0 05 1

(a) Valeurs de M, nxy(2) (b) Sélection d’une zone & couper en quatre
29 x 107
4
2.15 3
0.5 0.5¢ 2
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-3
-1 2 -1 Ko -4
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
(c) Partie réelle de nr(x) (d) Partie imaginaire de nr(x)

FIGURE 4.19: Raffinement adaptatif : cycle 2

Les Figures 4.19 et 4.20 montrent les deux cycles de raffinement suivants. On termine donc
ici avec N = 13 parametres et une reconstruction ng dont on devine bien qu’elle cherche a
approcher la géométrie du petit cercle intérieur. Comme ce petit cercle est a cheval sur les
zones issues de la premiere sub-division, la détection des défauts permet de sélectionner de
maniere pertinente les zones qui nécessiteraient plus de parametres pour étre correctement
reconstruites.

A titre de comparaison, la Figure 4.21 met cote-a-cote les valeurs de (la partie réelle de)
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F1GURE 4.20: Raffinement adaptatif : cycle 3
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FI1GURE 4.21: Comparaison de l'indice recherché avec la reconstruction obtenue apres 3
cycles de raffinement itératif

I’indice ng et de l'indice recherché sur la méme échelle de couleurs. On constate ainsi que
les zones ont été découpées de manieére & pouvoir suivre la géométrie interne de 1’objet
étudié et que ceci permet a la reconstruction d’obtenir des valeurs cohérentes avec 'indice
exact malgré un faible nombre de zones.

10%
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N ; . |—™13 zones

10t

100 L L L L L L L L L

0 1.2 3 4 5 6 7 8 9

FIGURE 4.22: Valeurs de la fonction cout en fonction de I’étape p de Gauss-Newton avec
raffinements successifs

Enfin, la Figure 4.22 montre I’évolution de la fonction cout J (4.3) pour chaque étape
successive de la méthode de Gauss-Newton. On voit nettement qu’apres chaque raffinement
(p=1, 3, 6 et 8) la méthode de Gauss-Newton permet de réduire 1’écart entre simulation
et mesure. Par contre, la fonction cout stagne tres rapidement apres la premiere itération
suivant chaque raffinement : avec si peu de parametres, la méthode de reconstruction
globale a une marge de manceuvre trop réduite. Ceci étant, on obtient avec tres peu de
parametres une progression tout a fait satisfaisante.
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FIGURE 4.23: Raffinement adaptatif : cycles 1 et 2
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FIGURE 4.24: Raffinement adaptatif : cycle 3

Comme la méthode de raffinement adaptatif donne des résultats satisfaisants dans le cas
simple que nous venons d’illustrer, nous nous intéressons ensuite a son comportement avec
un indice dont la reconstruction semble plus compliquée. Nous reprenons ainsi la procédure
de raffinement adaptatif pour la recherche sommaire de I'indice n* présenté a la Figure 4.14.
La encore, sa valeur moyenne est proche de 2 et nous choisissons comme estimation initiale
I'indice ng = 2 partout dans D. Par ailleurs, les mesures sont perturbées par 'ajout de
2% de bruit uniforme. La Figure 4.23 montre alors la réalisation des étapes successives de
raffinement adaptatif pour cet indice. On constate que méme sur cet exemple non trivial
la reconstruction par raffinement itératif arrive a traiter simultanément les valeurs et la
géométrie de l'indice recherché.

La Figure 4.25 permet de comparer les valeurs de la reconstruction nig avec celles de n*
sur la méme échelle de couleurs. La ressemblance avec seulement 13 parametres est tout a
fait satisfaisante, surtout si on compare avec le résultat obtenu par la méthode de Gauss-
Newton standard appliquée directement sur 13 parametres répartis uniformément.

Enfin, le comportement de la fonction cout qu’on peut voir sur la Figure 4.26 est similaire
a celui affiché a ’exemple précédent (Figure 4.22).
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FIGURE 4.25: Comparaison du raffinement itératif avec 'indice recherché et avec une re-
construction non-adaptative sur le méme nombre de zones
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FIGURE 4.26: Valeurs de la fonction colit apres chaque itération de la méthode de Gauss-
Newton avec raffinements successifs

4.3 Un nouveau terme de fidélité

Nous nous intéressons maintenant a I'utilisation de la localisation de défauts directement
comme indicateur a minimiser pour reconstruire les valeurs de I'indice.

Lorsque 'on dispose de mesures et d’'un modele reliant ces mesures a un parametre, il est
naturel de rechercher le parametre en choisissant celui qui réduit au mieux ’écart entre
la simulation par le modele et les mesures. Comme nous ’avons fait remarquer dans la
Section 4.1 de ce chapitre, le sens qu’on donne a l’expression “réduit au mieux ’écart”
influe fortement sur le résultat qui en découle. Plus la mesure de cet écart est adaptée
au probleme, plus le résultat sera pertinent. On induit donc déja un a priori sur ce qu’on
cherche des la définition du protocole de recherche.

Or, dans le cas précis des indices de réfraction inhomogenes, nous disposons maintenant
d’un nouvel indicateur de I’adéquation entre le parametre proposé et le parametre recher-
ché. En effet, les méthodes de détection de défauts du Chapitre 3 sont en mesure d’indiquer
quels parametres d’un indice n, sont corrects par rapport aux parametres de I'indice re-
cherché n*. Par exemple, si on a réussi & reconstruire les valeurs de n* sur une partie €2
de D, avec la fonction M du Théoreme 3.8 on aura

M,y (2) =0, Vz € Q.
avec en particulier I'identité suivante :
My (2) =0, Vz e R% (4.22)

Rappelons enfin que, contrairement & ce que peut laisser croire l'indice n* dans ’écriture
M{nmn*}, I’évaluation de cette fonction pour identifier les parametres correctement re-
construits ne requiert pas la donnée de I'indice n*, mais seulement la donnée des mesures
u® qu'il induit (ou, a défaut, u2). Au lieu de mesurer la distance entre la simulation et
les mesures, donnée par ||F(n) — u®||, on peut aussi mesurer les défauts de 'indice n,, par




116 4. LOCALISATION DE DEFAUTS ET RECONSTRUCTION D’INDICES

rapport & indice n*. Nous proposons pour cela 'utilisation de la fonction coiit

% (4.23)

Jpm(n) = HM{n’n*}

Dans un premier temps, nous allons comparer pour différents indices le comportement de
la fonction cott Jaq a celui de la fonction cott J définie en (4.3). Ensuite, nous présentons
deux exemples numériques de reconstruction d’indice par une méthode de Gauss-Newton
régularisée appliquée a J .

4.3.1 Comparaison des valeurs de J,, et de J dans un cas simple

Pour se faire une idée du comportement possible de la fonctionnelle Jy (4.23) autour du
point n*, on peut commencer par étudier ses valeurs en fonction d’un indice n, constant
dans D. Cet indice est défini par n,(z) = z pour x € D, z € C, et étendu par 1 en
dehors de D. Nous prenons ensuite comme référence 'indice n* défini a la Section 4.1.3 et
schématisé sur la Figure 4.1.

0.2 . 4
0.1 1 B0 01 5
8
0 ] 0
6
-0.1 1 . -2
4
_0_2‘ JAN -0.2 w )
1 1 1.5 2 2.5 3

15 2 25 3

(a) Valeurs de z — log J(n.) pour z dans le plan (b) Valeurs de z — log Ja(n.) pour z dans le plan
complexe complexe

FIGURE 4.27: Comparaison de deux termes de fidélité en fonction de l'indice n, pour z
dans le plan complexe, sur un cas simple

La Figure 4.27 représente alors les courbes de niveau dans le plan complexe des (loga-
rithmes des) fonctions z — Jy(n) (4.23) et z — J(n,) (4.3). La moyenne des valeurs
de n* dans D est estimée numériquement a 2.0148 et on constate que les deux fonctions
présentent un tres net bassin de valeurs décroissantes centré pres de z = 2. Par ailleurs,
sur la plage de valeurs complexes considérées, il ne semble pas y avoir d’autre minimum
local. A une symétrie par rapport a 1’axe réel pres, les deux termes de fidélité ont un com-
portement similaire. Au moins dans le cas d’un seul parametre complexe, on peut ainsi
espérer que chercher n* en minimisant Ju s’avere aussi efficace que de minimiser.J.

Méme avec 'indice n* présenté a la Figure 4.14 et 2% de bruit ajouté aux mesures, la
Figure 4.28 ameéne un constat similaire. La fonctionnelle Jx, semble seulement légerement
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(a) Valeurs de z +— logJ(n.) pour z dans le plan (b) Valeurs de z — log Jaq(n.) pour z dans le plan
complexe complexe

FIGURE 4.28: Comparaison de deux termes de fidélité en fonction de l'indice n, pour z
dans le plan complexe, sur un cas non-trivial avec 2% de bruit ajouté aux
mesures

plus sensible au bruit que J. On peut alors s’attendre a des difficultés supplémentaires
pour le calcul numérique d’une approximation de n* en cherchant & minimiser J4.

Comme il est difficile de représenter les valeurs de la fonction coiit pour une plage d’indices
non-constants, nous proposons d’étudier son évolution dans le cas des indices particuliers
d’une reconstruction par méthode de Gauss-Newton régularisée. Nous comparons alors
I’évolution des fonctions cott J et Jaq sur deux des exemples traités précédemment.

10° — ) 10 )
10°F — 1ozk_%(ﬂp)
1077

107

107 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 101

o 1 =2 3 4 5 6 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a) Comparaison pour la reconstruction globale en (b) Comparaison pour le raffinement adaptatif en
fonction de I’étape p dans un cas simple fonction de ’étape p dans un cas non-trivial

FIGURE 4.29: Comparaison de deux termes de fidélité au cours de reconstructions

La Figure 4.29(a) présente la comparaison de ces deux fonctions cott dans le cadre de la
reconstruction de l'indice défini par les disques emboités (Figure 4.8). La premiére consta-
tation trés encourageante est que les deux fonctions décroissent en méme temps. Il est donc
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possible que la minimisation de la fonction Ju permette de reconstruire I’indice recherché.
La seconde constatation est que les petites variations apportées par la reconstruction aux
étapes p > 2 font remonter Juq 1a ou J stagne. Or ces petites variations consistent en gé-
néral en 'amplification des oscillations parasites qu’on cherche & éviter. La fonction cott
Jam pourrait ainsi étre un meilleur indicateur que J pour des reconstructions d’indices
constants par morceaux. Le méme comportement est observé sur la Figure 4.29(b) qui
représente 1’évolution des deux fonctions cotlt sur 'exemple du raffinement adaptatif pour
un indice non-trivial (Figures 4.23, 4.25 et 4.26).

4.3.2 Une méthode de Gauss-Newton pour minimiser .J,,

On s’intéresse maintenant a la reconstruction pratique de 'indice par la minimisation de
la fonctionnelle Jay.

Pour espérer la convergence d’une méthode comme celle de Gauss-Newton, il faut en
premier lieu que l'indice recherché caractérise le minimum de la fonctionnelle dans le cas
de données u*° non bruitées. Cette caractérisation n’est pas encore établie. Néanmoins, en
faisant intervenir la notion de valeur propre de transmission, nous proposons le résultat
suivant.

Théoréme 4.13. On suppose que les ensembles de directions d’émissions et de mesures
coincident (T, = Te = S471). Soient ng et n* € L>(D) deux indices a valeurs réelles,
et soit Q := support(n* —ng) C D. Si, en suivant la définition 2.18, k* n'est pas valeur
propre de transmission pour la paire d’indices (n(x) = 1,n*) dans § et si

Mpg () =0, VxeD

alors on a Ualternative suivante :
~ soit Q@ =0 et donc no(z) = n*(z), Vx e D,
— soit k est une valeur propre de transmission pour la paire (ng,n*) dans Q.

Démonstration : Si k n’est pas valeur propre de transmission pour la paire (ng, n*), alors
par le Théoreme 3.8 : x ¢ Q est équivalent & My, «1(z) = 0. Ainsi, quand M, o+ (7) =
0, Vz € D, on en déduit que Q = ) et donc par définition que ng(z) = n*(x), Ve € D. m

Afin de mettre en oeuvre une des méthodes de Gauss-Newton régularisées présentées aux
Sections 4.1.2-A ou 4.1.2-B, il faut pouvoir calculer la différentielle de M. ,+y qui est
donnée par le lemme suivant :

Lemme 4.14. Quand elle existe, la différentielle R-linéaire de lapplication n — My, n+y,
définie au Théoréme 3.8, au point n € L>®(D) et dans la direction dn € L (D) est la
fonction de L?(D) donnée par

(DM ) dn) (2) = =2 My () Re (W), WHGE = XoW ()
(4.24)
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1
ott W# est un pseudo-inverse de |W>|2, W étant défini en (2.5) et ot v® est la différen-
tielle de u,, caractérisée par le systéeme (4.8). Enfin, Xo est ’endomorphisme de L*(T.)
défini comme la solution du systéme de trois équations de Sylvester

Xy ‘W + W + )W TWH Xy = (W + W*) ((%W(n) dn £+ anW*(n) dn)
+(0,W (n) dn + 8, W*(n) dn) (W + W*),
1 1
W#;Xo—i-XoW;é = Xi+ X_,
. (4.25)
Vopérateur O,W (n) dn étant défini sur L*(T.) par
W (n)dn = (I — 2ik |y|> 9, W (n) dn)W™ + S,0, W (n) dn, (4.26)
avec l'opérateur de scattering Sy, introduit au Lemme 2.11 et
O W>®(n)dn : g— — (g, v>°), (4.27)
ot v™>° est la différentielle de F calculée au Lemme 4.5.

Remarque 4.15. Comme dans le cas de la fonction G pour la régularisation T'V | la fonc-
tion M est définie par une norme et n’est donc pas C-différentiable. Par abus de notation,
on identifie la différentielle du lemme ci-dessus avec U'application R-linéaire définie sur le
produit de R-espaces vectoriels L°(D,R) x L*°(D,R).

Démonstration : D’apres le Théoreme 3.8, la fonction M {n,n*}(z) est donnée par

Mp oy (2) 1= H WIWH—2

Nous procédons par étapes :

1. Pour différentier M par rapport & n on introduit la fonction f : L>(D) — L*(T.)
définie par
f(n) == Whu,(-, 2). (4.28)

En dérivant la norme au carré composée par la fonction scalaire z — z! il vient
DM ey (n) dn = —2(Myy, n+y)*Re (f, D f(n) dn) o) - (4.29)
2. On dérive maintenant f, qui, d’apres (4.28), vérifie la relation
W3- f(n) = (4.30)
En utilisant la démonstration du Lemme 4.5 et en différentiant (4.30), il vient
(0uW 7 () dn) - f(n) + W] - Df(n) dn = o7,

ou v*¥ est la solution du systéme (4.8). On en déduit donc

=

Df(n)dn = WS — WH(9,[W2](n)dn) f(n). (4.31)

Ik
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1
3. Il faut maintenant dériver 'opérateur W%i par rapport & n. Pour ce faire, notons v/

I’application “racine” pour les opérateurs positifs auto-adjoints définie par
vV (L) = Lo.

Alors, on notant X = D+/ (A) H la différentielle de 'application “racine” au point
A dans la direction H, 'opérateur X est la solution, quand elle existe, de I’équation
de Sylvester

AzX + XAz = H. (4.32)

Ainsi, si Wy n’est pas nul, on obtient
1
W2 (n)dn = DV (Wy) 0,Wy(n)dn = Xo,
ou X est la solution de I’équation
1 1
W;kX() + X()W;é = 8nW#(n) dn. (4.33)

De plus, 'opérateur W est défini au Théoreme 3.8 par Wy = ’W + W

ﬂW—W*

Or, la valeur absolue d’un opérateur L étant définie par |L| = (L*L)%, on a

’WiV[N/* —V o O(W £ W), (4.34)

ou I'application “carré” C' est définies sur £ (I'¢,T',,) par
C(L):=L*L.

Alors, en développant (4.34) et en utilisant (4.32), il suit que 0, Wx(n) dn est donnée
par la différentielle
OWy(n)dn = X4 + X_, (4.35)

ou X4+ est la solution de

X4 ‘AW/ + W Xy = (W + W*) (BnW(n) dn + 0, W*(n) dn)

ﬂﬁiﬁ*

+ (8, W (n) dn £ 8, W*(n) dn) (W + W*). (4.36)

1
On obtient ainsi la différentielle de W en combinant (4.36), (4.35) et (4.33) pour
former le systeme (4.25).

. La derniére étape est la dérivation de w par rapport a n. De par sa définition a la

Proposition 2.14, cet opérateur est le produit de I'opérateur de scattering S, défini
au Lemme 2.11, par la différence des champ lointains, notée précédemment W .
Avec les indices n et n*, il vient

Sy =1+ 2ik |y| F,,
W = F» — F,.

De plus, avec les notations de ce chapitre, I'opérateur de champ lointain F), (1.16)
est le produit scalaire par F(n)(-, %)

Fag(@) = (g, Fn)(53) ) - (4.37)
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Sa différentielle par rapport a n est alors le produit scalaire par la (conjugaison com-
plexe de la) différentielle de . Comme indiqué dans la démonstration du Lemme 4.5,
ceci est le champ lointain v> de la solution au systeme (4.8). La différentielle de W
dans la direction dn est alors définie sur L?(T.) par (4.27) et il s’en suit celle de w,
définie par (4.26) .

Pour les raisons présentées dans la Section 3.3, il apparait plus intéressant d’utiliser 'opé-
rateur |[WW*°| au lieu de Wy dans la construction de la fonction My, ,+y. Ainsi, on donne
I’expression de sa différentielle dans ce cas qui sera utilisé par la suite.

Corollaire 4.16. Quand elle existe, la différentielle R-linéaire de lapplication n — My, ,+y
construite autour de lopérateur |W°|, au point n € L*>(D) et dans la direction dn €
L>®(D) est la fonction de L?>(D) donnée par

(DM oy () dn) (2) = —2<M{n7n*}(z)>2Re (W 2), WHE — XoW (- z))>L2(Fe) ,
(4.38)

ot Wt est un pseudo-inverse de |W°°]%, W étant défini en (2.5) et ot v® est la différen-

tielle de uy,, caractérisée par le systéeme (4.8). Enfin, Xo est l’endomorphisme de L*(T.)

défini comme la solution du systeme d’équations de Sylvester

{ WIX1+ X1 [W| = (W) (8,W(n)dn) + (3,W>(n) dn) W, (4.39)

W[z Xo+ Xo|W[2 = Xi,

Vopérateur 0,W>(n) dn étant défini en (4.27).

Démonstration : La démonstration suit point par point celle du Lemme 4.14, seule est
a recalculer ’étape 3 pour lopérateur |W°| :
3’. En reprenant (4.34), on a

Wz =v oy oC(W™). (4.40)

Alors, si W n’est pas nul (c’est-a-dire si n # n*), il s’en suit en appliquant deux
fois (4.32) que l'application 9,W°°(n) dn est donnée par la solution au systeme (4.39).
[ |

Avec la différentielle de M. ,+}, il est maintenant possible de linéariser cette application
dans la fonctionnelle Jy afin de rechercher I'indice n* par une méthode de Gauss-Newton
régularisée. En considérant par exemple la régularisation T'V présentée a la Section 4.1.2-B,
on construit donc la suite d’indices

Npt1 = Ny + dnp, (4.41)

ou le terme de mise & jour dny, est le minimiseur de I’équation normale (non-linéaire dans
le cas de la régularisation T'V)

Im(dn) = HM{np,n*} + DMy sy (np) dnHi2(D) +A H V |Vdn|2 + 8 (4.42)

LY(D)
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Comme pour (4.14), 8 > 0 est un (petit) parametre de lissage pour rendre la régularisation
différentiable. La direction de descente dn, peut alors étre calculée par une méthode de
Newton classique.

4.3.3 Exemples d’application

Nous illustrons maintenant les résultats obtenus en reconstruisant un indice par la méthode
de Gauss-Newton régularisée (4.42) qui cherche & minimiser la fonctionnelle Ja (4.23).

Pour ce faire, nous reprenons l'indice simple présenté a la Section 4.2.1 et une estimation
initiale ng fixée a ng = 2 dans D. Cet indice est réel et en prenant des ensembles de
directions d’émissions et de mesures recouvrant S' nous sommes ainsi dans le cadre du
Théoréme 3.8 qui établit que M. ,,«y est bien une fonction de localisation des défauts.
Par ailleurs, comme pour les exemples précédents, le nombre d’onde reste fixé & k = 6 et
le terme de régularisation A est choisi pour décroitre avec le nombre d’itération en étant
comparable au centieme de la norme de la matrice & inverser :

(DM, mry) DMy |
Ap 1= ST (4.43)

La Figure 4.30 permet alors de comparer les résultats qu’on obtient dans exactement
les mémes conditions en utilisant ’équation normale (4.14) ou I’équation normale (4.42).
On constate tout d’abord que, sur cet exemple, la fonctionnelle J (4.3) évolue trés peu
apres la seconde itération. Comparativement, la progression de la fonctionnelle Ju¢, définie
en (4.23), est plus lente mais il ne faut pas perdre de vue que ces deux fonctionnelles ne
mesurent pas la méme chose. D’ailleurs, la reconstruction obtenue en minimisant Juq
semble (au moins visuellement) de meilleure qualité que celle obtenue par la minimisation
de J. En effet, on voit sur la Figure 4.31(b) nettement plus d’oscillations parasites dans la
grande zone ou l'indice exact vaut 2 que sur la Figure 4.31(d), malgré 'utilisation d’une
régularisation en variation totale. Ce premier exemple de reconstruction est donc tres
encourageant.

Nous considérons alors un second exemple avec la reconstruction de l'indice n* présenté
sur la Figure 4.14 avec des mesures perturbées par 'ajout de 2% de bruit uniforme. On
suppose connaitre une bonne approximation de la moyenne des valeurs de n* et nous
utilisons cette valeur comme estimation initiale en fixant ng = 2 dans D. Cependant,
méme si cette estimation initiale est réelle, 'indice recherché est a valeurs complexes et
nous n’avons plus de garantie sur le lien entre la fonction My, ,+3 et la localisation des
défauts.

Pour autant, on voit sur la Figure 4.31 des résultats similaires a ceux de la Figure 4.30. En
effet, sur cet exemple aussi, la fonctionnelle J (4.3) stagne apres deux itérations alors que
I’évolution de la fonctionnelle Juq est plus lente mais permet au final de gagner un ordre de
grandeur supplémentaire. De méme, la reconstruction sur la Figure 4.31(d) présente moins
d’oscillations et semble visuellement plus proche de I'indice recherché. La reconstruction
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F1GURE 4.30: Comparaison des reconstructions par minimisation de J et de Jx( dans un
cas simple
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FI1GURE 4.31: Comparaison des reconstructions par minimisation de J et de Jaq dans un
cas non-trivial
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obtenue en minimisant Jy semble (au moins visuellement) de meilleure qualité que celle
obtenue par la minimisation de .J.

Nous avons donc présenté avec cet exemple un cas ol la reconstruction obtenue en mini-
misant la norme de My, ,«1 donne un résultat plus satisfaisant qu’avec la fonctionnelle J
classique. Cependant, ce résultat est a tempérer par certains facteurs qui n’apparaissent
pas sur la Figure 4.31. En particulier, le calcul de la différentielle DMy. ,+y(n) donnée au
Corollaire 4.16 présente de grandes instabilités numériques. Ces instabilités semblent dues
majoritairement au calcul de la différentielle du pseudo-inverse. Pour obtenir des calculs
convergents nous avons réduit le nombre de directions d’émissions/réceptions a 12 (pour
un total de 144 mesures). Le fait d’obtenir une reconstruction satisfaisante avec peu de
mesures est évidemment tres intéressant du point de vue pratique. Mais a partir de 20
directions d’émissions/réceptions, le conditionnement global de la différentielle explose et
la reconstruction de l'indice n’est plus possible. La consistance globale de cette méthode
reste donc a étudier afin de cerner son cadre de validité.







Conclusion

Dans cette these, nous nous sommes intéressés a I’étude de certains problémes inverses en
M
propagation d’ondes acoustiques.

La premiere partie de ce travail a porté sur la localisation de défauts a partir de me-
sures de champ lointain. Le terme “défaut” désigne une différence entre 'indice actuel et
un indice de référence. Le résultat principal qui est démontré est la caractérisation du
support d'un défaut a partir de tests sur un opérateur défini comme la différence entre
les mesures effectives et des valeurs de référence (correspondant & 'indice sans défauts).
Pour ce faire,dans un premier temps, il a été montré la possibilité d’affirmer si un point se
situe (ou non) dans le support des défauts par ’appartenance (ou non) d’une fonction test
bien choisie a I'image d’un opérateur représentant le rayonnement en champ lointain, pour
I'indice non perturbé, de la restriction d’une source au support des défauts. Par ailleurs,
on montre que la fonction test & utiliser peut étre obtenue directement, et donc calculée
numériquement par la suite, comme une solution d’un probleme de Helmholtz bien dé-
terminé. Dans un second temps, I'opérateur précédemment introduit est mis en évidence
dans une factorisation de 'opérateur représentant la différence des mesures. Cependant,
cette factorisation, en ’état, ne nous permet pas a priori de construire un test explicite
de localisation de défauts a partir de I'opérateur de mesures. Alors, par combinaison avec
I'opérateur de scattering pour l'indice non perturbé, nous construisons un nouvel opéra-
teur admettant une factorisation symétrique, au moins dans le cas d’indices réels et pour
un ensemble d’émissions/réceptions complet, comparable a celui de rayonnement caracté-
risant le support des défauts. Il s’en suit finalement une identification de ce support basée
sur les mesures.

Dans le chapitre suivant, nous avons développé et validé numériquement différentes ap-
proches numériques exploitant la caractérisation précédente. Elle a ainsi été tout d’abord
reformulée comme un probléeme de minimisation sous contrainte, au point a tester, et don-
nant alors une fonction dont le support coincide avec le lieu des défauts a retrouver. Cette
nouvelle formulation étend la “Factorization Method” a la localisation d’inclusions dans des
milieux inhomogenes. Nous avons alors successivement proposé deux schémas permettant
cette localisation. Le premier est basé sur la résolution du probléeme de minimisation (par
méthode de plus profonde descente ou de gradient projeté), et le second sur une décomposi-
tion spectrale (par décomposition en valeurs singulieres) de 'opérateur de mesures modifié.
Toutefois, bien que donnant des résultats numériques tres satisfaisants, la construction de

ces méthodes nécessite des ensembles de mesures et de réceptions identiques. Ainsi, afin de
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proposer un cadre d’application étendu et plus réaliste, nous avons proposé une troisieme
méthode basée sur un opérateur de mesures simplifié qui a été appliquée & des données
issues d’indices complexes et pour des ensembles d’émissions/réceptions distincts.

Enfin, la derniere partie s’intéresse a la reconstruction des valeurs d’un indice de réfraction.
Nous y présentons plusieurs méthodes exploitant les résultats des chapitres précédents afin
d’améliorer cette reconstruction par des méthodes de Gauss-Newton avec régularisation
L? ou en variation totale. Ainsi, dans une premiere méthode nous étudions le cas de la
modification locale par rapport a une carte de référence. Pour ce faire, nous commencons
par déterminer la zone de cette modification par seuillage de la cartographie des défauts.
La recalcul de I'indice n’est alors effectué que sur cette zone et une seconde évaluation de
la cartographie des défauts avec ce nouvel indice nous fournit une estimation qualitative a
posteriori sur la qualité de cette reconstruction. En considérant I’erreur de reconstruction
dans une étape donnée du processus de Gauss-Newton comme des défauts par rapport a
I'indice & obtenir, nous obtenons via les méthodes précédentes une estimation qualitative
locale sur le résultat de I’étape en cours. Ainsi, nous proposons un processus itératif dans
lequel le nombre de zones sur lesquelles I'indice est recherché est augmenté progressivement
par des découpages successifs basés sur cette estimation qualitative. Pour finir, nous envi-
sageons, a travers la mise en place d’un algorithme, la possibilité d’exploiter 'information
locale donnée par la fonction de localisation des défauts comme une nouvelle fonction cott
pour Ialgorithme de Gauss-Newton. Les exemples numériques présentés semblent indiquer
que cette derniere piste est intéressante.

Perspectives

Loin de clore le sujet, les travaux menés au cours de cette these suscitent de nombreuses
perspectives.

Tout d’abord, il reste a étendre le résultat théorique de localisation des défauts & des indices
non réels et surtout a autoriser des directions de mesures et d’émissions ne recouvrant
pas entierement la sphere unité et éventuellement sur des sous-ensembles distincts. Ces
limitations apparaissent, essentiellement pour des raisons techniques, lors de la composition
par 'opérateur de scattering afin d’obtenir une factorisation du nouvel opérateur qui soit
symétrique et de le rendre comparable a celui de rayonnement caractérisant le support des
défauts. Pour ceci, plusieurs options sont envisagées. On pourrait par exemple commencer
par chercher un nouvel opérateur de combinaison qui cependant risque fortement de ne
pas présenter les propriétés nécessaires a 1’établissement du résultat. Dans ce cas, il est
possible d’espérer affaiblir ces propriétés en utilisant par exemple la notion de T-coercivité
(voir par exemple définition dans [Bonnet-Ben Dhia et al. 2010]). Cependant, cette piste
ne nous a pas permis pour l'instant de formuler une comparaison exploitable par la suite.
Une autre possibilité serait de démontrer par continuité et par coercivité, que la valeur
absolue de 'opérateur de mesures est comparable au champ total mesuré sur le support
des défauts. En effet, pour ce dernier opérateur nous avons pu proposer, et valider sur
des exemples, un algorithme traitant naturellement les indices non-réels et les directions
d’émission /réception distinctes.
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Un deuxieéme point a étudier serait ’allegement des données nécessaires a la méthode
en vue de certaines applications telles que la détection d’objets mouvants derriere un
mur. Ainsi, il est demandé de connaitre les mesures en champ lointain effectuées sur
I’objet avant et apres I'apparition de défauts, mais aussi le champ proche a l'intérieur
de 'objet avant I'apparition de ces défauts qui est calculé sur nos exemples a partir de
I'indice correspondant. L’objectif serait de se passer de la connaissance de cette derniere
information. Pour ce faire, on pourrait par exemple envisager de coupler la méthode de
détection des défauts avec des techniques de reconstruction de champ proche a partir de
champ lointain (par exemple, en s’inspirant de [Colton & Kress 2006]). En remplagant le
champ proche exact par un champ proche reconstruit, se poserait alors la question du
fonctionnement on non de la localisation des défauts pour des fonctions test inexactes.
Cependant, les exemples traitant la sensibilité par rapport a l'incertitude sur I'indice de
référence ont montré une certaine robustesse de la méthode par rapport a la génération
des fonctions test.

Enfin ,une derniere perspective a propos de la localisation de défauts est de I'adapter aux
exigences des dispositifs pratiques de mesures. En effet, mettre en place un grand nombre
de capteurs est difficile, alors que, par exemple pour les radars de type MIMO (“Multiple
In, Multiple Out”), il est possible d’effectuer des mesures sur de larges bandes de fréquence.
Le but serait ainsi d’utiliser cette information multi-fréquentielle pour disposer d’un grand
nombre d’informations en évitant les difficultés induites par la mise en place d’un grand
nombre de capteurs. Pour ceci on pourrait envisager de proposer un relevement en temps
(formel) de la méthode, puis introduire la prise en compte des données multi-fréquentielles,
par exemple a ’aide d’un approximation de la transformée de Fourier inverse.

La seconde partie des perspectives est liée a la reconstruction d’indice.

Dans un premier temps, il faudrait étudier la convergence des méthodes de réduction du
nombre de variables d’optimisation proposées. Concernant 'identification des valeurs de
défauts, l'algorithme de recherche des valeurs dans les zones sélectionnées est de type
Gauss-Newton, sur lequel on pourrait donc espérer appliquer les résultats de convergence
existants. Cependant, cette reconstruction ne traite qu'une sous-partie de l’indice et il
faudrait alors avoir une estimation de la convergence globale des indices composés des
valeurs connues et de la reconstruction des défauts vers 'indice perturbé complet, ou a dé-
faut une estimation de stabilité en fonction du parametre de seuillage. Pour le raffinement
adaptatif, il serait nécessaire de démontrer la convergence du processus cyclique complet,
sachant que chacun de ces cycles peut étre compatible avec les hypotheses appliquées a la
méthode de Gauss-Newton. Toutefois, les exemples numériques présentés pour valider ces
deux schémas semblent montrer un comportement global satisfaisant.

Dans un deuxieme temps, il resterait a approfondir I’étude de la nouvelle fonction cotit
proposée au Chapitre 4 pour la reconstruction itérative d’indice. Il faudrait notamment
établir sa régularité, c’est-a-dire son espace de définition, par rapport a la variable d’es-
pace ainsi qu’établir son ensemble de dérivabilité par rapport & l'indice et enfin justifier la
convergence de la méthode de Gauss-Newton. En particulier, dans le cas d’indices continus
(qui n’est pas le cas étudié) on peut montrer que la fonction des défauts est continue par
rapport a la variable d’espace. En outre, en considérant la fonction de localisation des dé-
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fauts utilisée comme une fonction indicatrice, il serait intéressant de définir la fonction cott
en utilisant une norme L' au lieu de la norme L? pour mesurer explicitement le support
des défauts. Ceci nécessiterait toutefois de reformuler, a priori, entierement 1’algorithme
proposé. Enfin une derniére propriété évoquée dans ce manuscrit qu’il serait intéressant
de valider serait la parallélisation de la reconstruction d’indices rendue a priori possible
par le caratere local des informations utilisées par la nouvelle fonction cofit.

Pour finir, dans le cadre de la construction de cette nouvelle fonction cotit, un théoreme
d’unicité avec une alternative basée sur les valeurs propres de transmission a été proposé,
mais avec des hypotheses assez restrictives (indices réels et émissions/réceptions sur toute
la sphere). Une premiére perspective serait ainsi de préciser le lien entre cette unicité et les
valeurs propres de transmission, voire éventuellement d’aboutir & un résultat sans alterna-
tive. En particulier, I’extension de la méthode a des indices non-réels entrainerait ’absence
de valeurs propres de transmission, et il s’en suivrait alors un résultat d’unicité bien dé-
fini. Comme derniére perspective, la méthode pourrait étre étendue a des ensembles de
directions de mesures et d’émissions distincts afin d’en élargir le cadre d’application. Ceci
serait notamment une conséquence immédiate de la réalisation des perspectives annoncées
pour la méthode de localisation de défauts.
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