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TABLE 1:

Acronymes et abréviations

Nombres sans dimension

Symboles ‘ Significations
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TABLE 2: Nombres sans dimension (cf. annexe B)
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Suite de la page précédente

Symboles ‘ Significations

Uy Vitesse de la paroi

v; Vitesse particulaire discrete, exprimée dans le référentiel du labo-
ratoire

v Vitesse particulaire exprimée dans le référentiel du laboratoire

wl?! (&) Fonction de pondération pour les polynémes d’Hermite généralisés
a la température 6

w(€) Fonction de pondération pour les polynomes d’Hermite

T Position

Ty Position de la paroi

TABLE 4: Lettres latines

Objets et opérateurs

Notations ‘ Significations
S Scalaire
v, Vg Vecteur
T, Top.. Tenseur
U -V, UgVs Produit scalaire
S :T, SusTas Produit tensoriel totalement contracté
uUv, U @ V,Ua Vg Produit tensoriel
0, Dérivé par rapport au temps
V2, Oz, Oa Nabla - Gradient ou divergence dans ’espace des positions
Vo, Ova Gradient ou divergence dans I'espace des vitesses
Dy Dérivé particulaire
I Matrice identité

TABLE 5: Objets et opérateurs



1 Introduction

La présente these de doctorat porte sur I’apport de la théorie cinétique a la simula-
tion d’écoulements de fluides, en particulier des gaz, dans des structures confinantes
de petites tailles. Par petites tailles, il faut entendre, dans le cas des gaz et dans des
conditions normales, des tailles comprises entre le millimetre et le nanometre. Nous
parlerons donc ici de “micro-écoulements” dont 1’étude fait 'objet d'une discipline
récente que I’on nomme la microfluidique [CB04,eH05] . Bien que la microfluidique
porte principalement sur ’étude de micro-systémes manufacturés? (micro-turbines,
micro-pompes, etc.), de tels écoulements abondent dans la nature, notamment dans
les géomatériaux poreux, mais aussi dans le cadre industriel, ou des matériaux po-
reux, naturels ou synthétiques, sont utilisés, par exemple, comme filtres, vannes,
tamis moléculaires ou encore pompes sans piece mobile [GGO8] (motionless pumps).
Les matériaux poreux ont la particularité de posséder des géométries relativement
complexes, tortueuses et désordonnées, et aussi de pouvoir présenter plusieurs tailles
caractéristiques. En effet, un matériau poreux peut posséder une distribution en
tailles de pores tres large, ou simplement comporter des fissures dont la taille est
grande par rapport a la taille moyenne de ses pores. Ces deux caractéristiques consti-
tuent des difficultés du point de vue de la simulation numérique de ces écoulements.
D’une part, les géométries complexes donnent naissance a des difficultés de condi-
tions aux bords, d’autre part, comme nous le verrons dans la section suivante, la
diversité des échelles de tailles des structures confinantes nécessite I’emploi d'une
description du fluide plus fine que celle des milieux continus, qui cesse d’étre valide
aux petites échelles, pour lesquelles la structure granulaire/atomique de la matiére
commence a se manifester.

La description proposée ici sera celle de la physique statistique hors d’équilibre, grace
a laquelle le fluide sera décrit par une fonction de distribution de probabilité, dont
I’évolution est régie par I'équation de Boltzmann. Plus précisément, il sera proposé
d’étendre les méthodes de Boltzmann sur réseau (LBM), que l'on sait valide dans
la limite hydrodynamique, aux écoulements non hydrodynamiques, en suivant la
démarche systématique de construction des LBM proposée par Shan et He [SH9S].

Commencons par définir de maniere plus précise les différents régimes d’écoulement
ainsi que les différentes descriptions et méthodes numériques qui leur sont associées.

1. La microfluidique est une discipline jeune. Cela vient du fait que les moyens techniques de
la mise en ceuvre de micro-systémes, principalement issus de la mico-électronique, le sont aussi.
2. Ces micro-systemes d’appels des MEMS, pour Micro-Electro-Mechanical Systems.

13



1. Introduction 14

1.1 Les différentes approches en mécanique des
fluides et leurs limites de validité

En mécanique des fluides, la description la plus communément utilisée est la mé-
canique des milieux continus (MMC). Celle-ci consiste a décrire ’évolution spatio-
temporelle des champs macroscopiques de densité, d’impulsion et d’énergie par les
équations de Navier-Stokes [Lan90, GHPO01]. Ces champs sont, du point de vue de la
physique statistique, a I’équilibre. Or, par définition, un systeme a ’équilibre ne peut
évoluer dans le temps. L’évolution temporelle de ces champs macroscopiques néces-
site donc l'introduction d’équations représentatives de 1’éloignement du systéme a
I’équilibre, source de I'évolution du systeme. Ces équations s’appellent équations
constitutives® et nécessitent I'introduction de quantités empiriques appelées coef-
ficients de transport*. Cependant, ces équations d’évolutions, dans le cadre de la
MMC, ne représentent que de tres faibles écarts a 1’équilibre. Or, il est possible que
dans certaines circonstances, un fluide puisse s’éloigner fortement de I'équilibre, et
que, dans ce cas, les équations de la mécanique des milieux continus ne suffisent
plus. Il est alors nécessaire d’utiliser une description plus fine de notre fluide. Nous
pourrions par exemple considérer I’ensemble de toutes les molécules, ou atomes, qui
le constitue. La résolution des équations du mouvement de cet ensemble de molé-
cules, appelé probleme a N corps, permet de retrouver le comportement des fluides,
y compris lorsqu’ils s’éloignent fortement de ’équilibre. Cependant, une telle des-
cription est lourde et ne permettra la simulation de systémes constitués que d’'un
petit nombre de molécules.

Entre ces deux descriptions (en terme de complexité), on trouve la théorie cinétique,
qui consiste essentiellement en une description statistique du probleme a N corps.
La statistique permet d’une part de réduire considérablement le nombre de degrés
de libertés du systeme, et permet d’autre part de passer d’un probleme discontinu
(les N corps), & un probléme continu. Les N corps sont remplacés par une fonction
de distribution statistique, qui bien que continue, conserve les caractéristiques dis-
crétes sous-jacentes, a l'exception des fluctuations®. L’évolution de cette fonction
de distribution est gouvernée par une équation aux dérivées partielles, I’équation de
Boltzmann, qui est similaire aux équations rencontrées dans le cadre de la MMC et
pour lesquelles les techniques numériques sont tres développées.

Pour résoudre un probleme de mécanique des fluides, il faudra donc choisir parmi
I'une de ces descriptions. Ce choix dépendra évidement du probléeme. Mais comment

3. Ces équations sont par exemple la loi de Fick, pour la diffusion de masse, ou la loi de Fourier
pour la diffusion de la chaleur.

4. Le coefficient associé a la loi de Fick sera le coefficient de diffusion, pour la loi de Fourier ce
sera la conductivité thermique.

5. La réintroduction des fluctuations thermiques dans les LBM est un sujet de recherche d’ac-
tualité [ASCWO05,DSL09,DSL07,Sch08]. Ces fluctuations sont importantes pour modéliser, notam-
ment, le mouvement Brownien qui disperse des colloides en suspension dans des liquides ou des
gaz.
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déterminer rigoureusement quelle description est la plus adaptée ? La réponse sera
donnée par la valeur prise par le nombre de Knudsen, qui caractérise la faculté qu’a
le fluide a s’éloigner de I’équilibre (cf. annexe B.1 pour plus de détails). Le nombre
de Knudsen, noté K, est défini par :

_ Libre parcours moyen des particules du fluide A (1.1)
~ Dimension caractéristique de I’écoulement L’ '

Ky,

Selon la valeur prise par ce nombre, on qualifie alors le régime de I’écoulement comme
suit :

e Si K, <1, i.e si A < L, alors les collisions dominent le fluide qui reste proche
de I'équilibre. L’écoulement est qualifié d’hydrodynamique.

e Si K, > 1, i.e. si A > L, alors les collisions sont négligeables et le fluide peut
s’éloigner énormément de 1’équilibre. L’écoulement est qualifié d’écoulement de
particules libres.

e Si K, ~ 1, ie si A~ L, on parle de régime intermédiaire ou transitionnel. Le
fluide peut s’éloigner de 1’équilibre, mais des collisions tendent a I’en empécher.

Un découpage plus fin en différents régimes peut étre fait, comme illustré par la fi-
gure 1.1, sur laquelle on trouve les descriptions ainsi que quelques méthodes qui leur
sont associées. Ce découpage place le régime hydrodynamique pour des Knudsen in-
férieurs a 0,01. Sur cet intervalle, les équations de la MMC, ainsi que ses hypotheses,
peuvent étre appliquées sans crainte. C’est le cadre actuel de la dynamique des fluides
numérique (CFD), pour laquelle d’innombrables outils logiciels ont été développés,
dont certains reposent sur la résolution des équations de Navier-Stokes, mais aussi
sur des schémas particuliers de résolution de I’équation de Boltzmann-BGK, appe-
lés méthodes de Boltzmann sur réseau (LBM), limitées a ce régime d’écoulement.
Les LBM font I'objet de recherches intensives actuellement, car elles sont particu-
lierement bien adaptées a la structure parallele des super-ordinateurs modernes ©
(les clusters ou grappes de calcul). Pour des nombres de Knudsen supérieurs a 10,
se trouve le régime de particules libres. Il correspond typiquement aux conditions
rencontrées dans ’aérospatiale, comme par exemple a la situation d’un satellite ar-
tificiel en mouvement dans le gaz ténu de la trés haute atmosphere de la Terre. En
effet, la taille L des satellites, y est plusieurs fois plus petite que le libre parcours
moyen A des molécules de I'atmosphere. Ce régime a lui aussi été 'objet d’intenses
recherches et développements, bien que les outils logiciels soient moins abondants
et plus confidentiels que ceux dédiés au régime hydrodynamique. Ces outils sont,
en général, soit des codes déterministes de dynamique moléculaire, (on résout les
équations du mouvement de toutes les particules du fluide, dont le nombre reste
limité) soit des codes de résolution de I’équation de Boltzmann basés sur des tech-
niques de tirages aléatoires (on parle alors de simulation directe par méthode de

6. Les LBM sont dites hautement parallélisables, du fait de la localité des opérations effectuées.
En effet, Les collisions sont locales et le transport ne nécessite la connaissance que du voisinage
proche du nceuds courant.
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Monte Carlo” (DSMC) [ZGA02]). Entre ces deux régimes extrémes, on distingue
encore deux sous-régimes. Pour 0,01 < K, < 0,1 le régime est qualifié de régime de
glissement. 11 peut étre vu comme un prolongement du régime hydrodynamique, en
ce sens que la description du fluide peut encore y étre faite par la MMC ; cependant,
certaines hypotheses de celle-ci n’y sont plus valides. En particulier, il n’est plus
possible de considérer que le fluide “adhere” aux parois solides qui le délimitent, le
fluide peut y avoir une vitesse différente de celle de la paroi et semble glisser sur
celle-ci, d’ou I'appellation du “régime de glissement”. Les techniques utilisées pour ce
régime peuvent donc dériver de celles utilisées en MMC, en leur ajoutant des condi-
tions aux bords (BC) spéciales de glissement (Slip BC). Ces conditions de glissement
seront cependant obtenues grace a la description cinétique (ou statistique) du fluide.
Finalement, pour 0,1 < K, < 3, le régime sera qualifié de régime transitionnel, car
il marque la transition entre les aspects continu et granulaire de la matiere, ou elle
peut sembler présenter une forme de dualité. Les méthodes utilisables ici ne peuvent
étre dérivées que de la description statistique; en effet, la MMC est insuffisante,
car non particulaire, et si nous choisissions la description particulaire, alors nous
devrions faire des statistiques a posteriori sur les solutions obtenues, pour retrouver
le continu. Il est donc judicieux, comme cela est décrit dans le premier chapitre de
cette these, de faire des statistiques a priori sur le systeme de particules constituant
le fluide, et de déterminer les équations qui régissent I’évolution de ces propriétés sta-
tistiques. D’autant que cette démarche a I'avantage de diminuer considérablement
le nombre de degrés de libertés nécessaires a la description du systéme. Partant
de cette description statistique, deux grandes voies sont alors possibles. La premiere
consiste a déterminer, par I’équation de Boltzmann, I’évolution des propriétés statis-
tiques du systeme, puis de déduire des solutions obtenues, 1’évolution des grandeurs
macroscopiques. C’est la voie que nous choisirons. L’autre voie consiste a construire
les équations d’évolution pour les champs macroscopiques a partir de I’équation de
Boltzmann, on parle alors de méthode des moments [Gra49b, ST03].

Signalons enfin que pour K,, = 0, le fluide est dit parfait et il a la particularité d’avoir
une viscosité et une conductivité thermique nulles. Les équations qui régissent son
évolution sont les équations d’Euler. A Popposé, lorsque K,, — oo, les molécules du
gaz ne subissent aucune collision, on parle alors de gaz de Knudsen.

1.2 Coexistence de différents régimes au sein d’un
méme milieu

[llustrons maintenant la possibilité que plusieurs régimes d’écoulement puissent co-
exister. Une premiere circonstance envisageable est représentée figure 1.2, ou l'on
considére une structure confinante formée de deux canaux connectés. L'un est de

7. En référence aux jeux de dés, roulette, et autre jeux aléatoires, pratiqués des les casinos de
ce quartier de Monaco.
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Régimes Régimes d’intéréts

C Hydrodynamique : Glissement : Transitionnel DParticules libres
T T T

'Descriptions ! : : '

@ MMC |r ’: Cinétique : Particulaire D

‘Méthodes Nurx'lériques | ,

y Boltznmnn—BﬁK DSMC
[[ CFD LBM + Shp BCJ Moments j N-Corps J
I I
Il

i I I I i
0 0.01 0.1 10 o K,

FIGURE 1.1 — Régimes d’écoulements, descriptions et méthodes associées (cf. Table 1
pour la signification des acronymes). Les régimes d’intéréts sont ceux susceptibles
de coexister au sien des structures poreuses que I'on considere ici. On remarque que
la description cinétique recouvre bien I’ensemble de ces régimes d’intéréts.

) Knl J

—

FIGURE 1.2 — La structure confinante présente deux tailles caractéristiques L; et
Lo. Un fluide dont le libre parcours moyen des particules est A s’écoule dans cette
structure. Ce probléeme peut donc présenter deux régimes d’écoulements distincts.

taille Ly et 'autre de taille Ly < L;. Supposons alors qu'un gaz, dans des condi-
tions normales, s’y écoule. Le libre parcours moyen d’un gaz dans ces conditions est
toujours de l'ordre de la centaine de nanométres, soit A ~ 10~7 m. Si nous considé-
rons que 1’écoulement dans le canal de taille Ly est en régime de glissement, avec
K,o ~ 0,1, alors cela implique que Ly ~ 10\ ~ 1pum. Pour que deux régimes
coexistent, il suffit que ’écoulement dans le canal de taille L; soit en régime hy-
drodynamique, soit que K, = 0,01, d’on L; 2 10 Ly ~ 10 ggm. Une telle situation
n’est pas exceptionnelle dans nombre de matériaux poreux. Comme exemple, don-
nons le cas du charbon, dont les pores les plus petits ont une taille de 'ordre du
nanometre [RdS02] et pour lequel les effets de confinement modifient la perméabilité
aux gaz® (voir par exemple [ZLSE0T]).

8. Dans les liquides, le libre parcours moyen des molécules est de l'ordre de la taille des molé-
cules, soit quelques angstroms. Les écoulements de liquides sont donc toujours en régime hydro-
dynamique; ils ne glissent donc pas, ou peu. Au contraire, un gaz est susceptible de glisser si la
géométrie du milieu et son libre parcours moyen le permettent. Le glissement du gaz aux parois

et le non-glissement du liquide, induit une différence de perméabilité au gaz et au liquide. Ce
phénomene est connu sous le nom d’effet Klinkenberg.
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FIGURE 1.3 — Ecoulement sous pression & travers un long canal. La longueur L/
du canal est tres grande par rapport a sa largeur L. La longueur macroscopique
pertinente pour définir le nombre de Knudsen est ici la largeur L du canal.

La situation précédente montre que différents régimes d’écoulements peuvent coexis-
ter au sein d’'un méme domaine, pour des raisons d’ordre géométrique. Cependant,
I'existence de plusieurs tailles caractéristiques dans une structure n’est pas I'unique
cause possible a la coexistence de plusieurs régimes. En effet, une autre circonstance
pouvant présenter le méme type de propriété, est celle de ’écoulement d’'un gaz a
travers un long canal de largeur L constante, sous un gradient de pression impor-
tant. Pour illustrer cela, considérons la situation représentée sur la figure 1.3. Pour
simplifier le raisonnement, le probleme est considéré isotherme a la température 7Tj.
Le gaz est mis en mouvement par un gradient de pression —Vp = (p. — ps)/L’, im-
posée entre I'entrée et la sortie du canal. La température étant considérée uniforme
et égale a Tpy, la pression ne dépend que de la densité locale n dans le canal. Les
pressions en entrée (p.) et en sortie (ps < p.) ne dépendent donc que des valeurs
des densités n. et ng, auxquelles correspondent des libres parcours moyens A, et Ag
différents et tels que Ay > A, car A oc n~ L. Il s’ensuit que la valeur du nombre de
Knudsen varie le long du canal, avec une valeur K, . a l'entrée et K, > K,. a la
sortie. Ainsi, si la pression le long du canal varie dans de grandes proportions, il est
encore possible que différents régimes d’écoulement coexistent, bien que la structure
ne possede qu'une seule longueur caractéristique.

Dans le cas général, les deux effets énoncés ci-avant peuvent bien stir se cumuler et
le régime de I’écoulement dépendra a la fois de la géométrie et du libre parcours
moyen local.

Ce qu’il faut retenir, c’est que dans certaines circonstances, plusieurs régimes d’écou-
lement peuvent coexister au sein du milieu dans lequel on cherche a simuler 1’écou-
lement d’un fluide. Notamment, dans les milieux micro-poreux, ou les écoulements
Y )
de gaz sont susceptibles d’étre dans des régimes allant de I’hydrodynamique jus-
qu’au régime transitionnel. Or, il n’existe pas encore a ce jour de méthode capable
d’aborder de tels problemes de maniere efficace, et la recherche sur ce probléme
n’est qu’a ses débuts, bien que, comme il I’a été dit plus haut, des méthodes existent
pour traiter ces différents régimes d’écoulement, mais dans des domaines indépen-
damment les uns des autres. Au vue du succes des méthodes de Boltzmann sur
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réseaux (LBM) pour résoudre des écoulements en régime hydrodynamique et étant
donné leur fondement cinétique, elles semblent étre de bonnes candidates pour étre
étendues jusqu’au régime transitionnel. Tel est 'objet de cette these.

1.3 Plan de la these

Le plan de cette these est le suivant. Dans le chapitre 2, intitulé “Eléments de théorie
cinétique”, serons introduits les concepts et notions fondamentales de la physique
statistique hors d’équilibre. Cette introduction a la théorie cinétique permettra de
replacer les LBM dans ce cadre théorique®. Dans le chapitre 3, intitulé “Limite hy-
drodynamique de I’équation de Boltzmann”, la relation entre la description cinétique
et I’hydrodynamique sera présentée. Nous montrerons que dans la limite des petits
nombres de Knudsen, la résolution de I’équation de Boltzmann est équivalente a la
résolution des équations de Navier-Stokes. Dans le chapitre 4, intitulé “Ecoulements
glissants et transitionnels”, nous introduirons les effets produits par 1’éloignement
a équilibre. Nous commencerons par présenter les conditions aux bords cinétiques
de Maxwell, puis nous verrons que pour des nombres de Knudsen finis, un glisse-
ment du fluide sur les parois apparait. L’effet de ce glissement sur un écoulement
de Poiseuille sera alors discuté en détail. Ce chapitre se terminera par une descrip-
tion rapide d’effets thermiques induits par le confinement : le saut de température
a la paroi et le phénomene de transpiration thermique. Dans le chapitre 5, intitulé
“L’équation de Boltzmann sur réseau”, sera proposée une nouvelle méthode de ré-
solution de I’équation de Boltzmann-BGK, construite sur la base des LBM. Dans le
chapitre 6, intitulé “Validation et applications de la méthode”, la méthode propo-
sée au chapitre 5 sera validée sur quelques cas tests, dont les mises en ceuvre sont
données et commentées en annexe C. Ces tests pourront constituer, moyennant des
modification mineures, une base pour I’étude de cas concrets. Enfin, une conclusion
a cette dissertation, ainsi que quelques perspectives, seront données au chapitre 7.

9. Celles-ci sont en effet souvent présentées comme des méthodes particulieres de résolution des
équations de Navier-Stokes, construites sur la base d’automates cellulaires (les “Lattice-gas cellular
automata” introduit par Frisch et al. [FHP86] & la fin des années 80).
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2 Eléments de théorie cinétique

L’objet de ce chapitre est de présenter le formalisme et les concepts fondamentaux
utiles a la compréhension de ce mémoire. Il s’agit donc d’énoncer les bases de la
physique statistique, qui est le formalisme utilisé pour décrire les systemes méca-
niques a grand nombre de degrés de liberté, aussi qualifiés de thermodynamiques.
La physique statistique est une branche de la physique moderne, initiée par Lud-
wig Boltzmann & la fin du dix-huitieme siecle, dans le but de comprendre comment
les propriétés des corps a I’échelle que nous percevons, qualifiée de macroscopique,
peuvent s’expliquer a partir de celles de leurs constituants microscopiques, que sont
les atomes, les molécules, les électrons, etc.

Ce probleme de passage de 1’échelle microscopique a 1’échelle macroscopique ne peut
étre résolu que par des méthodes statistiques. En effet, bien que la mécanique nous
permette de décrire I’évolution de tout systeme, des lors que nous connaissons ses
équations du mouvement et son état a un instant donné, il est techniquement im-
possible de mesurer avec exactitude un tel état dans le cas d'un systeme thermody-
namique . Les méthodes statistiques présentées ici ont donc pour but de “lisser” les
détails de la réalité et d’en extraire I'essentiel, suffisant a sa description microsco-

pique.

La présentation de ce formalisme commencera par la définition de 'espace des
phases, qui est 'espace le plus adapté a I'étude des systemes thermodynamiques.
Puis l'introduction de I’ensemble de Gibbs permettra de montrer que 1’état macro-
scopique d’un systéme thermodynamique est déterminé par la simple connaissance
de la densité d’états microscopiques dans l'espace des phases, celle-ci pouvant étre
reliée sans ambiguité a I’état macroscopique du systéme, qui lui est mesurable. En-
fin, ’équation de Boltzmann, régissant 1’évolution temporelle de la densité d’états
dans 'espace des phases, sera introduite.

2.1 Espace des phases - Equations de Hamilton

L’espace des phases est 1'espace le plus adapté a I'étude des systemes thermody-
namiques. Il s’agit d’un espace abstrait qui, pour un gaz de N particules (indicées
par k), est engendré par I'ensemble des coordonnées ;. et des impulsions mywvy des
particules du gaz ; chaque point de cet espace représentant un état du systeme consi-
déré. On appellera le sous-espace des positions de I'espace des phases, I'espace des

1. Méme ¢g’il était possible de réaliser une telle mesure, le nombre d’équations & résoudre si-
multanément (typiquement 10%3) serait alors hors de portée de n’importe quel ordinateur, aussi
puissant soit-il.
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configurations et le sous-espace des impulsions, 1’espace des impulsions. Dans cet
espace, I’évolution du systeme est alors régie par les équations de Hamilton :

awk OH

c%k . o0H
{zok,v0r} : Etat initial, (2.3)

ou H est la fonction de Hamilton (ou Hamiltonien) du systéme. Il s’agit d’un systéme
d’équations différentielles du premier ordre. Le nombre d’équations est égal a la
dimension de I'espace des phases, soit 6/NV en 3 dimensions.

Pour illustrer cela, considérons le cas d'une particule de masse m soumise a un
champ de force F(x,t) dérivant d’'un potentiel ®(x,t) (tq. F(x,t) = =V (x,t)). Ce
systeme possede 3 degrés de liberté et son espace des phases est de dimension 6.
Dans ce cas le Hamiltonien ? du systéme est le suivant :

1
H(zvt) = g™ v? + ®(x,t). (2.4)

L’évolution du systeme est alors donnée par la résolution des équations de Hamilton :

oxr OH
ov 0OH
(xg,v0) : Etat initial. (2.7)

On remarquera que dans le cas présent, la seconde équation de Hamilton correspond
a la loi fondamentale de la dynamique : F = m0;v. Quant a la premiere, elle compte
pour définition de la cinématique : O, = v. Il s’agit donc d’un simple probleme de
dynamique, dont la généralisation a un systeme de N particules en interaction de
potentiel de paires ne pose aucune difficulté. Cependant, pour les systemes de taille
macroscopique, N est de I'ordre du nombre d’Avogadro Ay =~ 6,02.10% et il est
impossible de construire un ordinateur capable de résoudre un systeme d’équations
aussi grand. C’est pourquoi nous allons adopter le point de vue de la physique
statistique et diminuer considérablement le nombre de degrés de liberté.

2. Pour les systémes conservatifs, le Hamiltonien est confondu avec I'énergie totale (cinétique +
potentielle). L’énergie potentielle est soit d’origine externe, soit due a l'interaction des particules.
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2.2 Fonction de distribution dans I’espace des phases

2.2.1 Fonction de distribution a N particules

A chaque état macroscopique (p,u,T) d'un systéme thermodynamique correspond
toute une collection d’états microscopiques { (g, vx)x=1..n} différents . On appellera
ensemble de Gibbs une telle collection infinie de systemes microscopiques différents,
mais identiques du point de vue macroscopique.

Le nombre de systémes de 'ensemble de Gibbs étant extrémement grand, les points
représentatifs correspondants sont denses dans I’espace des phases. Il est donc pos-
sible de définir une densité d’états dans l’espace des phases représentée par une
fonction de distribution que I'on notera f~. Cette fonction est dépendante des coor-
données Q = (x1,...,xN,v1,...,0y) et du temps t. Alors par définition, la quantité :

() de, (2.8)

représente la probabilité de trouver, a l'instant ¢, le point représentatif de 1'état
microscopique du systeme, dans le volume élémentaire d€) = dx; ... dxydv, ... dvoy
de l'espace des phases centré sur 2.

Cette fonction de distribution doit étre normalisée :
/ FQu1)dQ = 1, Vi, (2.9)
r

ou l'intégrale est faite sur tout ’espace des phases I'.

2.2.2 Fonction de distribution réduite

La fonction de distribution définie dans la section précédente est qualifiée de fonction
de distribution @ N particules (notée ici fV). Elle peut, dans le cas particulier ot les
particules du systéme ne sont pas corrélées 4, étre réduite par intégration sur I'espace
des phases de toutes les particules, sauf une, soit :

i@, v) = /fN(Q,t) 0y ... dQy 1, (2.10)

ou df?; = dx;dv;. La fonction de distribution qui résulte de cette intégration est
qualifiée de fonction de distribution réduite (ou a une particule). Cette fonction ne
dépend plus que de 6 coordonnées (3 en configurations et 3 en vitesses). Dans ce

3. On parle d’états microscopiques compatibles.

4. Dans ce cas, la probabilité de trouver une des particules du systéme dans un état particulier
(z,v) est indépendant de I’état de toutes les autres particules. C’est notamment le cas des gaz
parfaits, pour lesquels le temps d’interaction particule-particule est tres court devant le temps de
vol balistique des particules.
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qui suit nous n’utiliserons plus que la fonction de distribution réduite, en gardant a
I’esprit que nous nous restreignons aux gaz de particules non corrélées.

2.2.3 Fonction de distribution et grandeurs macroscopiques

Considérons une grandeur microscopique A(x,v,t), la grandeur macroscopique locale
associée sera donnée par l'intégrale sur 'espace des vitesses de A pondérée par f :

(A (a,t) = /Afdv. (2.11)

En particulier, si A(x,v,t) = V,(v) = ®F v, la variable macroscopique associée
M, = (A) est appelée moment® d’ordre k de f. Ces moments sont trés importants,
car il sont essentiellement égauzr aux grandeurs macroscopiques que nous mesurons,
comme la densité, la vitesse, la température, etc. Ils sont donnés par :

Mi(m,t) = / U (v) f(z0,t) dv. (2.12)

En particulier, pour k£ = 0,1 nous avons respectivement la densité et 'impulsion :

Mo =p(zt) = /f(a:,v,t) dv, (2.13)
M,y = plat) u(wm,t) = / v f(@0,t) dv. (2.14)

Pour les moments d’ordres supérieurs, il est préférable de se placer dans le référentiel
en mouvement avec le fluide. On prendra ¥, (€) = @" &, avec & = (v—wu(zx,t)). Alors,
pour k = 2 on obtient :

My = Plat) = / £€ f(x,v,0) dE, (2.15)

ou P(x,t) est le tenseur des pressions, que l'on peut décomposer en P = IT + Ip,
avec p, la pression cinétique et IT le tenseur des contraintes visqueuses, qui est de
trace nulle.

En 'absence de contraintes visqueuses, P se réduit a la pression cinétique qui est
donnée par la trace de (2.15), soit en dimension D :

Dpla,t) = /52 flav,t)de =2 pe(at), (2.16)

ou ¢ est I’énergie interne.

D kgT
Or, le théoreme d’équipartition de I’énergie nous donne € = EL' Dont on déduit
m

5. Tout comme la fonction ¥y, le moment Mj est un tenseur d’ordre k.
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que la loi d’état du gaz sera celle d'un gaz parfait :

kgT
p=p—2— = pb. (2.17)
m

Finalement, pour £ = 3, nous obtenons le tenseur des flux d’énergie interne par
conduction :

My =2Q(z1) = / £E€ f(z0,1) dE. (2.18)

Le flux de chaleur par conduction est alors donné par q, = Qass.

2.2.4 Fonction de distribution d’équilibre

Un état macroscopique particulier des systemes thermodynamiques est 1’état d’équi-
libre. Cet état d’équilibre peut étre atteint localement ou globalement, on parlera
alors respectivement de systemes a I’équilibre thermodynamique local (ETL) ou glo-
bal (ETG). L’équilibre thermodynamique global est caractérisé par I’homogénéité
et la stationnarité du systeme dans son ensemble, la fonction d’équilibre est alors
indépendante du temps et de 'espace. Signalons qu’a 'ETG, bien que la fonction de
distribution soit stationnaire, le point représentatif de ’état du systeme évolue sous
les équations de Hamilton dans ’espace des phases. En particulier, les particules du
systeme collisionnent et la fonction de distribution d’équilibre devra étre compatible
avec les propriétés de ces collisions.

L’obtention de 'expression de la distribution d’équilibre, notée f¢, nécessite 1'in-
troduction d’un théoréme fondamental en physique statistique, dit théoréme H de
Boltzmann®. Ce théoréme stipule qu’a I’équilibre, un systéme thermodynamique
maximise une fonctionnelle de f, notée H, sous la contrainte des trois premiers
moments de f. Ces trois moments sont les grandeurs invariantes (conservées) du
systéme sous l'effet des collisions particule-particule; il s’agit de la densité (2.13),
de la quantité de mouvement (2.14) et de I'énergie (2.16). Cette fonctionnelle se
nomme fonctionnelle d’entropie et son expression est la suivante :

H(f) = /fln fdv. (2.19)

L’expression de la fonction d’équilibre f s’obtient alors par la méthode d’optimi-
sation sous contraintes des multiplicateurs de Lagrange. Cette méthode consiste a
définir une nouvelle fonctionnelle :

H:=H+ ApP F Apu - pU 4 A jepe, (2.20)

6. Le théoreme H est ’équivalent cinétique du second principe de la thermodynamique.
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augmentée de ses contraintes. Soit, en utilisant I’expression des moments :

(v —u)’

ﬁlz/<f1nf+>\pf+>\pu'vf+)\pa 9

f) dv, (2.21)

ou les A\, ,u - sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes des trois
premiers moments. La fonction d’équilibre est alors solution de I’équation :

lgﬂ T 0. (2.22)

Soit :

(v —u)*

5 f) dv =0, Y. (2.23)

+oo
/_OO W(flnf+>\pf+)\pu~vf+)\p5

Et comme cette expression est vraie pour toute perturbation de f autour de I'équi-
libre, nous avons :

_ 2
In f°9 + 1+Ap+>\pu-v+x,}£<v2“) —0, (2.24)

ou encore :

Y
f9=Aexp (—)\pu Sv — )\pg(v2u)>, (2.25)
avec A =exp(—1—2,).

Les inconnues {A,\ A}, s’obtiennent alors grace aux contraintes d’invariance
collisionnelle :

p:/fdv :/f@qdv, (2.26)
pu = /'vfd'v = /'vfeqd'v, (2.27)
kBT _ 2 _ 2 req
Dpﬁ —/\v — u|® fdv —/|v — ul|* f“dv. (2.28)
Soit :
m  \D/2
A=r <2kaT) ! (2:29)
Apu =0, (2.30)
m
e =17 (2.31)

La fonction d’équilibre obtenue est finalement la distribution de Mazwell-Boltzmann :

/2 a2
cq _ m )D _m(v u) 5 39
P <27rkBT exp %nT ) (2.32)
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Cette fonction est une Gaussienne dans ’espace des vitesses microscopiques v, dont
la surface sous la courbe est la densité p, le barycentre est la vitesse macroscopique u
et dont la largeur & mi-hauteur dépend de la température T'. On remarquera qu’elle
ne dépend explicitement que des trois premiers moments de f.

2.3 Evolution de la fonction de distribution dans
I’espace des phases

Nous sommes maintenant en possession d’une fonction de distribution f dans ’es-
pace des phases, nous connaissons son expression a 1’équilibre thermodynamique et
nous savons que les grandeurs hydrodynamiques du systeme sont données par ses
trois premiers moments dans l'espace des vitesses. Cependant, nous ne savons pas
encore comment cette fonction de distribution doit évoluer. C’est ce que nous allons
rechercher maintenant, dans le cas particulier ou le systeme est conservatif. Cette
classe de systemes englobe tous les gaz de particules en interaction de potentiel de
paire.

Nous allons d’abord rechercher I’équation d’évolution pour la fonction de distribution
réduite (donc pour une particule seule — sans collision), dite équation de Liouville.
Puis, par le biais d'un opérateur, nous introduirons les collisions entre particules,
pour finalement obtenir I’équation de Boltzmann.

2.3.1 Equation de Liouville

En considérant 1’évolution sous les équations de Hamilton d’un ensemble de points
représentatifs, contenus dans un volume de ’espace des phases, on montre que pour
les systémes conservatifs, ce volume est conservé au cours du temps *. Une maniére de
déterminer I’équation d’évolution de la fonction f dans I’espace des phases, consiste
donc a assimiler le contenu de cet espace a un fluide incompressible, de densité locale
f(x,v,t). L’équation d’évolution de ce fluide peut ainsi s’écrire en représentation
lagrangienne sous la forme :

D,f =0, (2.33)

ou D, est I'opérateur de dérivée particulaire. Dans I'espace des phases, la représen-
tation Eulerienne de cet opérateur est la suivante :

Dt = 8t + 8t:c . Vm + 8t’U . Vv. (234)

En utilisant les équations de Hamilton (2.1)-(2.2), cet opérateur peut étre réécrit
sous la forme :

1 0H 1 0H
Dt—>£:at+787 Vw—

. Vo, 2.35
m O0v ( )

m oz

7. Ce volume peut se déformer, s’effilocher, etc. Mais son volume restera toujours invariant.
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que I'on appelle opérateur de Liouville. On obtient finalement I’équation d’évolution
suivante pour f, appelée équation de Liouville a une particule :

LI=0f+0-Vof+g-Vof =0, (2.36)

ou l'on a posé g = F/m.

xTr

FIGURE 2.1 — Transport de la fonction de distribution dans I’espace des phases sur
un laps de temps dt.

Il s’agit d’un transport pur de f dans ’espace des phases, a la vitesse v dans ’espace
des configurations et a la “vitesse” g dans I'espace des vitesses. La figure 2.1 illustre
l’action de l'opérateur £ sur f. Signalons enfin que dans ’équation de Liouville a
une particule, la force F est le champ moyen créé par ’ensemble des particules ou/et
créé a 'extérieur du systeme.

2.3.2 Opérateur de collisions

L’équation de Liouville ne donnant I’évolution de la fonction de distribution que
d’une particule seule, elle ne permet pas de rendre compte des collisions inter-
particules au sein du fluide. Nous allons donc réintroduire ces collisions par le biais
d’un opérateur agissant sur f dans I’équation de Liouville :

_(9f
= <at>coll‘ (237

Cet opérateur traduira essentiellement la modification de la fonction de distribution
due aux collisions binaires au sein du gaz®. Plusieurs opérateurs ont été proposés,
le premier par Boltzmann lui-méme, mais nous ne parlerons ici que du plus simple
et le plus couramment utilisé : 'opérateur BGK [BGK54] (pour Bhatnagar, Gross
et Krook, ses auteurs).

Cet opérateur est construit a partir d’un raisonnement assez simple : I'effet des col-
lisions est de faire relaxer la fonction de distribution f, vers la fonction d’équilibre

8. Les collisions binaires sont les plus fréquentes, car plus probables que les collisions a plus de
deux particules.
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locale f¢9 (voir figure 2.2), en un temps caractéristique 7, inversement proportion-
nelle a la fréquence des collisions particule-particule.

Plus précisément, on supposera que f relaxe vers f selon une loi exponentielle de
temps 79 :

(2.38)

FIGURE 2.2 — Effet des collisions sur la fonction de distribution.

Or nous n’utiliserons cette expression que sur des temps courts par rapport au temps
de relaxation, nous pouvons donc la linéariser. Le développement limité au premier
ordre en ¢t = 0 de exp (—t/7) étant 1 — t/7, pour un petit intervalle de temps 0t,
nous avons :

flxot+6t) = f(xot) — ﬁ(f(:v,v,t) — f(=x,v)), (2.39)

T

of e
<at>coll_ T(f 7 240)

Munie de cet opérateur de collisions, 1’équation de Liouville devient :

cf =L — g, (2.41)

T

ou encore :

Of +0-Vof +9-Vof = —2(f = Jo0). (2.42)

-
C’est I’équation de Boltzmann-BGK.

On remarquera que le terme "4 = f — f°, correspond a la partie hors équilibre
de f. On remarquera aussi que 'effet des collisions disparalt lorsque le systeme est
a Péquilibre (f1 = f — f«4 =0).

9. Les collisions constituent un processus aléatoire, dont on cherche le nombre d’événements
sur un laps de temps donné. Leur répartition suit donc une loi de Poisson, d’ou la décroissance
exponentielle.



2. Eléments de théorie cinétique 30

2.4 Gaz dilués — Limite de validité de 1’équation
de Boltzmann

Les approximations faites lors de la dérivation de I’équation de Boltzmann, notam-
ment ’absence de corrélations entre les particules et la définition des grandeurs
macroscopiques comme moments de la fonction de distribution, nous amenent a
définir les limites de validité de ces approximations.

Commencons par définir le critere de non-corrélations entre les particules du gaz.
L’équation de Boltzmann dérivée dans ce chapitre représente 1'évolution d'un gaz
dilué de N molécules identiques de masse m confinées a l'intérieur d’une boite de
volume V. Le gaz est supposé parfait, i.e. que I'énergie d’interaction entre les mo-
lécules est négligeable devant leur énergie cinétique, ou de fagon similaire, que le
temps d’interaction entre les particules est tres petit devant leur temps de vol libre.
L’approximation “gaz parfait” sera d’autant meilleure que le gaz sera dilué. Pour
définir la dilution, appelons d le diameétre effectif ' des molécules et § la distance
intermoléculaire moyenne (voir Fig. 2.3), alors le gaz sera qualifié de dilué si :

2 > 1, (2.43)

dans le cas contraire, le gaz sera qualifié de dense.

La distance intermoléculaire s’exprime d’autre part en fonction de la densité locale
n = N/V, comme § ~ n~/? en dimension 3.

D’autre part, le nombre n de molécules contenues dans un volume élémentaire re-
présentatif (VER) doit étre suffisamment grand pour que les fluctuations statis-
tiques y soient négligeables, sans quoi les définitions d