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Every action, every change in nature, is set within
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Résumé

Sujet : Réseau de PLLs distribuées pour synthèse automatique
d’horloge de MPSOCs synchrones

Les arbres classiques de distribution du signal d’horloge au sein des microprocesseurs
synchrones présentent un certain nombre de limitations : skew, jitter, limitation de
la fréquence, influence de perturbations et de dispersions quelles que soient leurs
natures. Ces facteurs, critiques pour les microprocesseurs modernes complexes, sont
devenus la raison principale qui a poussé à la recherche d’autres types d’architec-
ture de génération et de distribution du signal d’horloge. Un exemple d’un tel sys-
tème alternatif est le réseau de PLLs couplées, où les PLLs sont géographiquement
distribuées sur la puce, et génèrent des signaux d’horloge locaux qui sont ensuite
synchronisés, en temps réel, par un échange d’information entre les PLLs voisines
et une rétroaction locale réalisé par leur correcteurs.

La nature active du réseau de PLLs de génération et de distribution du signal d’hor-
loge, qui peut permettre de surpasser les limitations mentionnées plus tôt, oblige à
sortir du cadre classique des outils et des méthodes de la Microélectronique habi-
tuellement appliqués à l’étude et à la conception de ce type de systèmes. En effet,
les aspects dynamiques de bouclage et de transformation de signaux au sein de
tels systèmes complexes rendent leur conception extrêmement difficile voire parfois
impossible. La difficulté principale consiste en un changement des propriétés d’un
sous-système local indépendant par rapport aux propriétés du même sous-système
faisant partie du réseau. Effectivement, il existe beaucoup de méthodes et d’outils de
conception d’une PLL isolée garantissant un comportement et des propriétés locales
désirés. Néanmoins, ces propriétés désirées locales, selon la topologie d’intercon-
nexion considérée, ne sont pas forcément conservées quand il s’agit d’un réseau de
PLLs interconnectées et de son comportement global. Le but principal de cette thèse
est ainsi de développer une méthode de synthèse de la loi de commande décentralisée
réalisée au sein de chaque sous-système (tel qu’une PLL) assurant le comportement
désiré pour le réseau global.

Une méthode de transformation du problème de synthèse globale en un problème
équivalent de synthèse d’une loi de commande locale est proposée en se basant sur
l’hypothèse des sous-systèmes identiques interconnectés en réseau. Le lien entre les
propriétés locales et globales est établi grâce aux approches d’Automatique avancée
telles que les approches entrée-sortie et la dissipativité. Ce choix de méthode per-
met non seulement de réduire considérablement la complexité du problème initial
mais aussi de ramener le problème de synthèse à une forme proche des méthodes
de conception locale utilisées en Microélectronique, ce qui garantit une continuité
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logique de leur évolution. Ensuite la méthode proposée est combinée avec la com-
mande H∞ et l’optimisation sous contraintes LMIs conduisant au développement
d’algorithmes efficaces de résolution du problème posé. Elles sont à la fois particu-
lièrement bien adaptées à l’application considérée, c’est-à-dire à la synchronisation
d’un réseau de PLLs, et sont facilement généralisables aux autres types de problèmes
de commande de systèmes de grande dimension. Le premier aspect permet une in-
tégration naturelle et aisée de la méthode dans le flux de conception existant en
Microélectronique, très riche et mature à ce jour, alors que le deuxième offre une
solution à d’autres problèmes de commande de systèmes interconnectés en réseau,
un champ d’application aujourd’hui en plein essor.

Mots clefs : Systèmes en réseau, système Multi-Agents, Commande Décentralisée,
Commande H∞, Dissipativité, Optimisation LMI, Conception du réseau de
PLLs, Synchronisation, Distribution Active du Signal d’horloge.
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Abstract

Subject : Distributed PLL network for automatic clock synthesis
of synchronous MPSOCs

The classical clock distribution trees used in the synchronous microprocessor sys-
tems in nowadays have several drawbacks such as skew, jitter, frequency limitation,
perturbation and disturbance behavioral impact independently of their origin, etc..
These factors, critical for the modern microprocessors, motivate the research of an
alternative architecture of the clock generation and distribution system. An example
of such alternative architectures is the network of coupled PLLs where the PLLs are
geographically distributed on the chip and produce the local clock signals. These lo-
cal clock signals are then synchronized, in real time, by an exchange of information
between the PLLs and by local feedback corrections realized by its controllers.

Distributed PLLs network allows overcoming the mentioned limitation encountered
for the classical clock distribution system. However, the active nature of this network
requires going beyond the scope of usual stand-alone PLL design methods. Indeed,
the dynamical aspects of the feedback loops and the transformations of the signal
inside this complex system make the design problem extremely difficult to solve.
The main issue consists in ensuring certain properties of the global network as well
as local properties of each subsystem PLL because those properties may change
drastically from independent stand-alone PLL designed with standard tools and
methods. Indeed, depending on the network topology, the local properties and global
dynamical behavior are not necessarily ensured for the overall network. The main
contribution of this PhD thesis is the development of a control law design method for
each subsystem (such as PLL) ensuring the desired behavior of the global network.

A method for transforming the global design problem to an equivalent local control
law design problem is proposed. It is based on the assumption that all subsystems
are identical. The relation between the local and global properties is established
using advanced Control System Theory tools such as input-output and dissipativity
principle. This principle decreases significantly the problem complexity by transfor-
ming the design problem into a form that is closed to the design of a stand-alone
closed loop system. The proposed method is combined with robust H∞ control and
LMI optimization that can be solved efficiently with appropriate algorithms that
are well suited for the considered application i.e. the PLLs network synchroniza-
tion. The proposed approach can be easily generalized to other types of networked
system to be controlled.
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Keywords : Networked systems, Multi-Agent systems, Decentralized Control, H∞

Control, Dissipativity, LMI Optimization, PLL network Design, Synchroniza-
tion, Active Clock Distribution.
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Резюме  

Тема :  Сеть распределенных систем ФАПЧ для  авто6матического 

синтеза сигнала тактовой частоты для синхронных микро-

процессорных систем на чипе 

Классические системы генерирования и распределения сигнала тактовой 

частоты в современных синхронных микропроцессорных системах обладают 

рядом недостатков: сдвиг и дрожание фаз, ограничение частоты, влияние 

возмущающих воздействий и дисперсии технологических параметров и т.п. Эти 

факторы, критические для комплексных микропроцессорных систем, стали 

основной причиной побуждающей к исследованиям новых типов архитектуры 

систем генерирования и распределения сигнала тактовой частоты. Один из 

примеров такой альтернативной системы является сеть географически 

распределенных на чипе и взаимосвязанных между собой систем Фазовой 

Автоподстройки Частоты (ФАПЧ). Эти системы генерируют локальные сигналы 

тактовой частоты которые вследствие синхронизируются между собой в 

реальном времени за счет обмена информации между соседними ФАПЧ. 

  

Сеть распределенных  ФАПЧ  позволяющая превысить упомянутые ранее 

ограничения, вынуждает выйти из рамок классических методов и инструментов 

в Микроэлектронике, обычно применяемых в изучении и проектировании 

такого типа систем. В действительности, динамические аспекты обратных связей 

и преобразования сигналов существующих в таких комплексных системах 

производить к тому, что их разработка становится крайне затруднительной и 

даже иногда невозможной. Основная трудность заключается в изменении 

характеристик независимой локальной подсистемы (ФАПЧ) по отношению к 

характеристик той же подсистемы, входящей в состав глобальной сети. 

Действительно, существует много методов и инструментов проектирования 

одной независимой системы ФАПЧ, гарантирующие ее нужные локальные 

качественные характеристики. Однако, эти характеристики, в зависимости от 

данной топологии взаимосвязей, не обязательно сохраняются когда речь идет об 

сети связанных между собой ФАПЧ и ее глобальных качественных 

характеристик. Основная задача этой работы является разработка метода 

синтеза децентрализованного закона управления для каждой подсистемы 

(ФАПЧ) обеспечивающий нужные характеристики глобальной сети. 
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В результате работы, базируясь на предположение  идентичности подсистем, 

был предложен метод преобразования проблемы глобального синтеза в 

эквивалентную проблему локального синтеза закона управления. Благодаря 

методам передовой Теории Автоматического Управления, а именно подходам 

входа-выхода и диссипативности, была установлена связь между локальными и 

глобальными качественными характеристиками системы позволяющая это 

преобразование. Разработанный метод позволяет не только значительно 

снизить уровень сложности исходной проблемы, но и преобразовать проблему 

синтеза в форму близкую к существующим локальным методам разработки 

используемых в Микроэлектронике, гарантирующее их логическую и 

непрерывную эволюцию. Затем, предложенный метод в комбинации с 

методами робастного контроля и оптимизации Линейных Матричных 

Неравенств (ЛМН) привел к разработке эффективных алгоритмов решения 

поставленной проблемы. Таким образом, разработанный метод с одной 

стороны в особенности хорошо адаптирован к рассматриваемой инженерной 

проблеме, то-есть синхронизации сети ФАПЧ, и, с другой стороны, легко 

обобщаем, что позволяет решать другие типы проблем автоматического 

контроля систем связанных в сети. Первый аспект позволяет легкую и 

естественную интеграцию метода в существующую в Микроэлектронике и 

очень развитую САПР, между тем как второй аспект предлагает решение 

проблем контроля систем в сети, сферы инженерии, являющейся на этапе 

бурного развития на сегодняшний день. 
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Introduction générale

Avec l’évolution des technologies de circuits intégrés de grande densité (VLSI, Very
Large Scale Integration), la technique classique de distribution centralisée du signal
d’horloge est de moins en moins bien adaptée aux systèmes MPSOCs (Multi Pro-
cessor System On Chip) modernes. En effet, dans les circuits intégrés modernes à la
fois denses et complexes, le nombre de transistors atteint des dizaines de millions,
leur taille quelques dizaines de nanomètres et la fréquence du signal d’horloge des
gigahertzs. Dans ces conditions, les délais de propagation augmentent et deviennent
difficilement maîtrisables, l’environnement bruyant n’est plus négligeable à cause de
la petite taille de composants, et la fréquence élevée en combinaison avec une grande
densité de circuits fait également augmenter la consommation. Toutes ces raisons
rendent inefficaces et onéreuses les techniques traditionnelles de génération et de dis-
tribution du signal d’horloge telles que l’arbre de distribution du signal d’horloge,
grille du signal d’horloge, etc.. C’est pour cela que des architectures alternatives aux
arbres de distribution du signal d’horloge sont aujourd’hui recherchées.

Une génération distribuée de l’horloge, à travers un réseau actif, représente une
alternative aux solutions classiques. Un tel système complètement décentralisé est
composé de sous-systèmes identiques interconnectés entre eux et géographiquement
répartis sur la puce. Chaque sous-système est une boucle de rétroaction. Le réseau
actif de distribution du signal d’horloge permet potentiellement (i) une génération
des signaux d’horloges synchrones et disponibles en différents endroits du circuit
sans leur distribution préalable en haute fréquence (réduction de la consommation) ;
(ii) un filtrage des bruits et une réjection des perturbations extérieures en temps
réel, d’où l’adjectif d’architecture active. Ces deux tâches sont robustes aux incerti-
tudes et moins sensibles aux influences des dynamiques non-linéaires vue la nature
intrinsèque des boucles fermées de rétraction.

Les premiers prototypes du réseau actif confirment ces résultats en montrant une op-
portunité intéressante de générer un signal d’horloge rapide (500-1000 MHz ou plus)
dans les circuits numériques très complexes, à faible coût énergétique. Néanmoins,
la conception de ces premiers prototypes a été effectuée dans le cas particulier d’une
topologie donnée du réseau générant les signaux d’horloges à fréquence donnée. Il
n’existe pas de méthode de conception d’un tel réseau pour le cas général d’une to-
pologie et d’une fréquence quelconques. Étant données les perspectives offertes par
les réseaux actifs de génération du signal d’horloge pour aller au-delà des limita-
tions technologiques des systèmes traditionnels, il est important de développer une
méthode générale pour leur analyse et leur synthèse.

Cependant, malgré ces avantages, la nouvelle architecture est associée à une com-
plexité de conception plus importante que son homologue à distribution centralisée.
En effet, dans la mesure où le réseau actif de distribution du signal d’horloge est
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composé de sous-systèmes formant des boucles d’interconnexion globales et en repré-
sentant eux-mêmes des boucles de rétraction locales, le comportement dynamique
du système complet est d’une telle complexité qu’il est difficile de l’analyser, sans
parler de le concevoir. Le projet ANR HODISS (HOrlogerie Distribuée pour les
SOCs Synchrones) dans le cadre duquel s’inscrit cette thèse, a pour but principal
le développement de la méthode générale d’analyse et de synthèse d’un tel système
complexe de génération et de distribution du signal d’horloge pour les SOCs syn-
chrones.

En raison de la pluridisciplinarité du problème, les contributeurs principaux du pro-
jet : LIP6 (PARIS VI), Supélec, CEA-LETI et laboratoire Ampère (École Centrale
de Lyon - INSA - UCB) apportent leurs compétences respectives en Microélec-
tronique, la Théorie et Modélisation de systèmes électroniques non-linéaires, analo-
giques et mixtes ainsi qu’en Automatique. La contribution de ma thèse dans le projet
HODISS consiste en l’utilisation et le développement de méthodes et d’approches
d’Automatique dans le but de résoudre la problématique de synthèse et d’analyse du
comportement du réseau actif de génération et de distribution du signal d’horloge.
D’un point de vue Automatique, ces deux problèmes consistent en la synthèse de
lois de commande assurant les propriétés désirées du système complet et en l’analyse
de son comportement.

Dans ces conditions, il est important de préciser deux aspects principaux auxquels la
contribution de la thèse doit correspondre : il est nécessaire que les méthodes d’ana-
lyse et de synthèse de l’Automatique à développer soient à la fois (i) adaptées aux
méthodes et aux outils existants en Microélectronique vue la nature de la probléma-
tique considérée et (ii) les plus générales possibles afin d’imposer un large spectre
d’exigence de performance et de traiter d’autres types de problèmes semblables à la
problématique considérée ici. Ces deux aspects, à première vue contradictoires, ne
le sont pas en réalité et inspirent tous les choix faits tout au long de cette thèse. Ils
permettront de développer des méthodes et des approches d’Automatique qui soient
facilement intégrables au flux de conception existant de la Microélectronique et en
même temps aisément applicables à des types d’applications similaires intéressantes
et/ou plus larges que l’application considérée dans cette thèse. Il s’agit de la ques-
tion primordiale dans les sciences de l’équilibre entre la pratique et la problématique
utilitaire (une conception et d’analyse du comportement du réseau actif de distribu-
tion du signal d’horloge) d’un côté et la théorie plus générale, poussée (la synthèse
et l’analyse du comportement du système décentralisé de grande dimension) d’un
autre côté. Comme le montre ce mémoire, il est possible de trouver un équilibre,
l’objectif étant d’améliorer le processus de conception.

Organisation du mémoire

Ce mémoire de thèse se décompose en cinq chapitres.
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Chapitre 1 : Distribution du signal d’horloge

Ce chapitre présente la problématique de distribution du signal d’horloge en MP-
SOCs synchrones. Les architectures synchrones et asynchrones ainsi que leurs diffé-
rences sont présentées au début du chapitre. Ensuite, les arbres classiques de généra-
tion et de distribution du signal d’horloge, un système vital pour les architectures de
microprocesseurs synchrones, sont brièvement présentés en soulignant les limitations
technologiques les plus importantes. Un exemple de la synchronisation des lucioles
est présenté par la suite afin de bien comprendre les mécanismes principaux de syn-
chronisation existant dans la nature et de donner une explication logique d’évolution
technologique, présentée dans la section suivante, des architectures de génération et
de distribution des signaux d’horloge synchrones d’une architecture classique à une
architecture active. En conclusion du chapitre, une formalisation de la probléma-
tique considérée dans cette thèse du point de vue d’Automatique est présentée en
détails.

Chapitre 2 : Conception automatique d’une PLL locale

Étant donné que la conception du réseau complet actif de distribution du signal
d’horloge ayant certaines propriétés désirées est un problème complexe n’ayant pas
à ce jour de solutions en Microélectronique, une autre approche « locale » est pro-
posée par les concepteurs en Microélectronique. Elle est beaucoup plus simple et
consiste en deux étapes (i) une conception locale d’un seul sous-système, correspon-
dant à une boucle à verrouillage de phase locale (PLL), garantissant ses propriétés
de performance désirées séparément du réseau et (ii) une analyse du comportement
de ce dernier après une telle conception et une interconnexion de sous-systèmes en
réseau. Le prix à payer pour cette simplicité est le fait que l’approche « locale » ne
permet pas de garantir lors de la conception que les propriétés assurées pour un seul
sous-système sont conservées ou faiblement dégradées dans le cas du réseau com-
plet. Une réalisation de cette approche « locale » est illustrée dans le chapitre 2. A
ce sujet, différentes architectures de boucles à verrouillage de phase, l’architecture
retenue d’une boucle à verrouillage de phase (ADPLL) ainsi que sa modélisation,
ses aspects d’auto-échantillonnage et du contrôle numérique sont étudiés dans les
quatre premières sections du chapitre. Ensuite, des méthodes de synthèse locale de
la loi de commande et d’analyse de la robustesse vis-à-vis des incertitudes paramé-
triques d’une seule ADPLL sont présentées. Ces méthodes issues de l’Automatique
peuvent être facilement combinées avec des méthodes et des approches existantes
de conception et d’analyse du comportement d’une seule ADPLL en Microélectro-
nique et donc intégrées dans le flux des outils CAO, fortement développés dans ce
domaine ces dernières années. Les simulations de la section suivante confirment l’ef-
ficacité des méthodes proposées de synthèse et d’analyse du comportement d’une
seule ADPLL. A la fin du chapitre, une analyse du comportement d’un exemple
d’interconnexion en réseau des ADPLLs identiques obtenus, c’est-à-dire la dernière
étape de l’approche « locale » de la conception utilisée en Microélectronique, illustre
ses limitations principales et la nécessité du développement d’une autre méthode de
conception qui puisse garantir a priori les propriétés désirées du système complet.
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Chapitre 3 : Systèmes en réseau de grande dimension

La question qui se pose est de savoir s’il existe une méthode de synthèse réalisant
la même approche « locale » mais avec une ou plusieurs conditions supplémentaires
assurant que les propriétés désirées garanties en local soient également garanties
en global lors de la conception ? Cette sorte de lien « global-local » permettra non
seulement de conserver la simplicité de la synthèse locale tout en garantissant les pro-
priétés du système global mais aussi d’avoir une méthode qui soit dans la continuité
logique de la méthode de l’approche « locale » dont les outils sont bien maîtrisés,
connus et compatibles tant en Automatique qu’en Microélectronique. Afin de préser-
ver la même démarche de la conception « locale » et de généraliser en même temps
le problème de synthèse aux autres problèmes d’application, une étude bibliogra-
phique exhaustive de l’état de l’art des systèmes en réseau de grande dimension a
été réalisée dans le chapitre 3. Ainsi, les deux grandes approches dans ce domaine,
les systèmes Multi-Agents et la Commande Décentralisée, ont été considérées. Bien
que chaque approche apporte une contribution intéressante à notre problématique,
aucune ne peut être appliquée directement du fait de leurs limitations.

Chapitre 4 : Méthode de la synthèse de la loi de commande dé-
centralisée

Inspirés par les idées importantes retenues lors de l’étude de l’état de l’art de sys-
tèmes en réseau de grande dimension du chapitre précédent, nous proposons et
développons dans ce chapitre une nouvelle méthode de synthèse de la loi de com-
mande décentralisée utilisant le lien « global - local » mentionné précédemment,
ce que constitue la contribution principale de cette thèse. En nous appuyant sur
l’approche entrée-sortie et la caractérisation des systèmes par la dissipativité, en
utilisant l’information importante sur l’identité de sous-systèmes, nous avons pu
obtenir des conditions suffisantes locales sur la dynamique de l’interconnexion et
la dynamique de sous-systèmes identiques garantissant la stabilité et les propriétés
de performance globales d’un tel système de grande dimension. L’information sur
l’identité de sous-systèmes a été exploitée avec succès afin de réduire le conserva-
tisme potentiel du résultat. Par la suite, une synthèse de la loi de commande ainsi
qu’un choix de la caractérisation de dissipativité nécessaire à l’application de la mé-
thode sont présentés. A la fin du chapitre, la méthode de synthèse développée a
été appliquée à l’exemple numérique de la fin du chapitre 2 pour lequel l’approche
« locale » initialement proposée en Microélectronique n’a pas donné des résultats
satisfaisants.

Chapitre 5 : Conception automatique du réseau de ADPLLs

Ce chapitre illustre l’application de la méthode de synthèse présentée dans le cha-
pitre 4 à différentes topologies de réseau actif de génération et de distribution du
signal d’horloge. Les deux premières sections présentent des questions pratiques
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d’implémentation : la linéarisation du réseau complet, les aspects de modes para-
sites Mode-Locking ainsi que les solutions possibles pour leur élimination. Par la
suite, les résultats développés dans le chapitre 4 sont appliqués afin de synthétiser
une loi de commande décentralisée pour chaque topologie garantissant la stabilité
et les propriétés de performance désirées. Les mêmes résultats sont utilisés dans la
section qui suit afin de choisir un emplacement optimal du signal de référence au
sein du réseau actif de distribution du signal d’horloge de façon à améliorer la ra-
pidité de la synchronisation. Par la suite, une application de la méthode d’analyse
de la robustesse de la stabilité et de la performance du réseau complet semblable
à celle présentée dans le chapitre 2 dans le cas de la robustesse d’une seul ADPLL
est présentée. Le chapitre se termine avec des simulations confirmant les résultats
obtenus.
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1 Distribution du signal d’horloge

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier en détails la problématique considérée dans la
thèse du point de vue Microélectronique. Dans ce but, la première section présente
une brève description des architectures synchrones et asynchrones des circuits in-
tégrés en justifiant le but principal du système de génération et de distribution du
signal d’horloge d’un circuit intégré synchrone.

Ensuite, la section suivante donne un aperçu du système de génération et de distri-
bution du signal d’horloge traditionnel à savoir l’arbre classique de distribution du
signal d’horloge. Nous allons ainsi étudier les incertitudes principales des signaux
d’horloge générés par un tel système, et discuter sur ses limites actuelles technolo-
giques liés principalement à la distribution de signaux d’horloges. Nous allons voir
par la suite que pour dépasser ces limites technologiques, il est intéressant de rem-
placer le problème de distribution par un problème de synchronisation.

Les questions « comment la synchronisation se passe dans la nature et quels sont
ses mécanismes principaux ? » sont abordées dans la section 3. En complément, la
section suivante décrit une évolution des architecture de génération et de distribution
de signal d’horloge d’une architecture classiques aux architectures actives possédant
tous ces mécanismes de synchronisation dans la nature.

Le chapitre se conclut par une formalisation du problème de point de vue Automa-
tique considéré dans cette thèse.

1.1 Architectures synchrones et asynchrones de
circuits intégrés

De manière simplifiée, un circuit intégré, souvent appelé puce (ou chip en littérature
anglo-saxonne), peut être représenté par un ensemble de blocs opérationnels ayant
pour objectif d’envoyer, transformer, recevoir et stocker des données. Les données
au sein d’un circuit intégré sont codées par des signaux électriques dont la tension
prend deux valeurs, la valeur maximale correspondant au « 1 » logique, la valeur
minimale au « 0 » logique. L’ensemble des règles d’échange et de transformation de
données détermine un protocole de communication. La plupart des circuits intégrés
modernes sont réalisés en architecture synchrone c’est-à-dire que l’ensemble des
opérations mentionnées ci-dessus ainsi que le protocole de communication sont syn-
chrones. L’adjectif « synchrone » vient du mot grec « synchronisation » où « syn »
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Chapitre 1 Distribution du signal d’horloge

signifie « avec » ou « ensemble avec » et « chronos » signifie « le temps ». Par consé-
quent, la synchronisation ou simplement « être synchrone » se traduit par le fait
que les différentes parties du circuit partagent la même notion du temps ou bien
atteignent une coïncidence temporelle d’évènements de transformation, d’échange et
de stockage de données.

Ainsi, dans une architecture synchrone, les blocs effectuent l’ensemble des opérations
élémentaires sur des signaux de données à un temps bien précis et synchrone. Par
exemple, imaginons deux blocs adjacents dans une chaîne de traitement de données
comme représenté sur la Figure 1.1. Le bloc 1 envoie à l’aide de son émetteur les
signaux de données à un instant déterminé t0. Grâce à un récepteur, le bloc 2 ré-
cupère les données envoyées à un instant t1 = t0 + T où le temps T est un temps
suffisamment grand pour garantir que les données arrivent au récepteur avant qu’il
ne les récupère. A l’instant suivant t2 = t1 + T , les données sont déjà transformées
dans le bloc 2 et prêtes à être envoyées aux blocs suivants. Simultanément avec
l’opération de récupération de données effectuée dans le bloc 2, à l’instant t1 l’émet-
teur du bloc 1 peut envoyer une autre portion de données à traiter qui apparaîtront
à l’instant t2 à l’entrée du récepteur du bloc 2 qui est prêt à les récupérer. Toutes
ces opérations d’envoi, récupération, transformation et stockage de données dans
l’architecture synchrone s’effectuent ainsi à des instants ti bien déterminés et sont
espacés l’un par rapport à l’autre par un intervalle de temps identique T . On dit
que les opérations sont cadencées par un signal périodique de période T . Le signal
donnant le rythme aux blocs est appelé le signal d’horloge (ou clock dans la litté-
rature anglo-saxonne). C’est un signal de tension représentant la valeur numérique
d’un bit « 0 » et « 1 ». Les fronts montants et/ou descendants du signal d’horloge
indiquent la référence temporelle pour les événements ou les opérations. Par abus
de langage dans la suite de ce document, les fronts montants et/ou descendants sont
appelés « les évènements ». Le temps T est appelé la période d’échantillonnage et
sa valeur inverse f = 1/T est appelée la fréquence d’échantillonnage.

Figure 1.1: Principe de fonctionnement d’un circuit intégré en architecture syn-
chrone

Il existe un autre type d’architecture de circuits intégrés s’appelant architecture

asynchrone. Dans ce type d’architecture, les opérations s’effectuent à des instants
de temps déterminés par un protocole de communication et un mode de fonction-
nement asynchrone. Dans ce cas-là, les opérations sont cadencées par un signal
qui n’est pas forcement périodique et même parfois de nature aléatoire dans le cas
de circuits complexes de grande dimension. Ce signal, appelé signal d’acquittement
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(acknowledgement signal dans la littérature anglo-saxonne), est envoyé par les blocs
eux-mêmes afin de signaler qu’ils sont prêts à effectuer telle ou telle opération. Le
signal d’acquittement dépendant de la réalisation du protocole de communication
peut être codé par plusieurs bits contenant l’information sur le temps auquel l’opé-
ration doit être réalisée et la référence des blocs concernés. Il s’agit souvent d’une
succession d’échanges de signaux d’acquittement entre les blocs.

Les blocs d’un circuit intégré effectuant une ou plusieurs opérations simultanées,
sont souvent regroupés en sous-systèmes fonctionnels. Les sous-systèmes d’un même
circuit intégré peuvent être réalisés selon des architectures différentes : synchrone ou
asynchrone. Il s’agit donc d’une architecture mixte du circuit. Un exemple de cette
architecture est l’architecture Globalement Asynchrone et Localement Synchrone
(GALS). Pour ce type d’architecture, contrairement aux opérations synchrones au
sein de chaque sous-système, les opérations effectuées entre les sous-systèmes sont
asynchrones.

Bien que les architectures asynchrones et mixtes aient un certain nombre d’avan-
tages comme par exemple une consommation potentiellement plus basse par rapport
aux architectures synchrones étant donné que le signal d’acquittement est envoyé
seulement si cela est nécessaire, elles possèdent un certain nombre d’inconvénients.
En plus de la complexité de réalisation liée à la complexité du protocole de commu-
nication, il existe des problèmes de robustesse et de sûreté. En effet, théoriquement,
dans une séquence irrégulière de signaux, il existe toujours un risque de métasta-
bilité c’est-à-dire d’une situation où deux ou plusieurs d’évènements apparaissent
en même temps ou quasiment en même temps. Si le temps écoulé entre les deux
événements n’est pas suffisamment grand pour qu’une opération s’achève propre-
ment, son résultat peut être erroné et devenir critique pour le fonctionnement du
circuit complet. C’est pour ces raisons que les architectures synchrones restent une
approche incontournable dans le cas d’applications où un grand niveau de sûreté est
demandé : médecine, aviation, nucléaire, etc..

Dans la suite de ce manuscrit, on considère les architectures synchrones de circuits
intégrés et la problématique de génération et de distribution du signal d’horloge, un
signal vital pour leur fonctionnement.

1.2 Arbres classiques de distribution du signal
d’horloge

Comme mentionné précédemment, les blocs élémentaires d’un circuit intégré syn-
chrone sont cadencés par un signal de référence du temps ou tout simplement par
un signal d’horloge. Cela veut dire que le signal d’horloge doit être mis à disposi-
tion des blocs à tout moment et aux différents endroits du circuit, c’est-à-dire qu’il
doit être généré, multiplié et distribué. Le système de génération et de distribution
du signal d’horloge dans chaque circuit intégré synchrone a pour objectif principal
la réalisation de cette tâche. Il peut être séparé en deux parties ou sous-systèmes
fonctionnels : une première partie réalisant la génération du signal d’horloge-source,
une deuxième partie réalisant sa multiplication et sa distribution à travers la puce.
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Chapitre 1 Distribution du signal d’horloge

1.2.1 Génération du signal d’horloge

De manière générale, le signal d’horloge est généré par un quartz dont la sortie
est une tension électrique oscillante. Les quartz sont réputés pour avoir une bonne
stabilité fréquentielle, c’est-à-dire que les variations de la fréquence et donc de la
période du signal horloge au cours du temps de ce dernier sont faibles [Rub10]. Nous
allons voir par la suite que les variations de la période d’un signal périodique généré
peuvent être modélisées par un bruit de phase de l’oscillateur. Le rapport entre la
densité spectrale du signal en sortie d’oscillateur à la fréquence idéale, appelée aussi
la porteuse, et la densité spectrale moyenne du bruit de phase détermine la qualité
de l’oscillateur.

En dépit de bonnes caractéristiques en bruit des quartz, leur inconvénient majeur
est la difficulté d’intégration dans un circuit intégré numérique à cause de leurs di-
mensions. Il est également compliqué dans le cas d’utilisation des quartz d’atteindre
des valeurs de fréquence et d’avoir une plage de variation importante de cette der-
nière. C’est pour cette raison qu’on utilise d’autres types d’oscillateurs tels que les
oscillateurs de relaxations, en anneau, etc.. Les avancées techniques ainsi que la ré-
duction de la taille des transistors en Microélectronique moderne ont permis, pour
les oscillateurs en anneau, d’atteindre des fréquences et des plages de variation im-
portantes. L’inconvénient de ces oscillateurs est d’avoir, contrairement aux quartz,
un niveau du bruit important. Pour diminuer les effets du bruit, on les utilise dans
des Boucles à Verrouillage de Phase (ou Phase Locked Loop, PLL en lit-
térature anglo-saxonne) avec un signal issu d’un quartz à son entrée. Une PLL est
un dispositif permettant de générer un signal d’horloge qui est synchrone avec un
signal périodique à son entrée et qui a une fréquence multiple de ce dernier, tout
en profitant de la bonne stabilité fréquentielle du signal d’entrée [Roh97, Raz98].
Il s’agit donc d’une multiplication de la fréquence par un facteur d quand pour un
front montant du signal périodique à l’entrée de la PLL, sa sortie génère d fronts
montants.

Un schéma fonctionnel d’une PLL est représenté sur la Figure 1.2. Il est en géné-
rale composé de quatre blocs réalisant chacun une fonction précise. L’Oscillateur
Contrôlé en Tension (ou Voltage Controlled Oscillator, VCO en littérature anglo-
saxonne) est un dispositif qui génère un signal périodique local Loc dont la fréquence
dépend du signal de commande à son entrée. Ensuite, la fréquence de ce signal est
divisée par un facteur d grâce au diviseur de fréquence qui fournit à sa sortie un
signal de fréquence divisée Div. C’est notamment ce bloc de division de fréquence
qui permet de multiplier la fréquence du signal à la sortie de la PLL Loc par rapport
à la fréquence du signal à son entrée Ref . Le signal Div avec le signal de référence
extérieure Ref sont envoyés à l’entrée du Comparateur de Phases (ou Phase De-
tector PD) qui fournit la différence de phase entre les deux signaux à son entrée.
Cette différence de phase considérée comme une erreur à annuler est injectée dans
un Filtre (F) pour générer une commande nécessaire à la minimisation de l’erreur
de la différence de phase et ainsi assurer la synchronisation entre Div et Ref . Le
filtre doit par ailleurs rejeter au maximum les fluctuations aléatoires de la phase du
signal d’horloge issu de l’oscillateur local.

Les méthodes de conception d’une PLL sont bien connues et maîtrisées en Micro-
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1.2 Arbres classiques de distribution du signal d’horloge

Figure 1.2: Schéma fonctionnel d’une PLL

électronique. De manière simplifiée, elles peuvent être divisées en deux étapes : (i)
la conception de chaque bloc de la PLL indépendamment les uns des autres assu-
rant leurs comportements locaux désirés de ces blocs ; (ii) la conception de la PLL
complète au niveau du système global assurant un certain comportement désiré de
la PLL globale. La dernière étape consiste généralement en le choix des paramètres
du filtre, le bloc le plus souple de la PLL. Ce choix se repose sur les principes de
l’Automatique fréquentielle classique. D’un point de vue d’Automatique, une PLL
est une boucle de rétroaction où le filtre délivre un signal de commande pour sa
correction : c’est pour cela qu’il est aussi appelé le correcteur . Le signal de com-
mande est réalisé par le correcteur selon un algorithme ou loi de commande dont
la conception est appelée la synthèse. De plus amples détails sur le fonctionnement
d’une PLL, sur sa modélisation ainsi qu’un exemple de mise en œuvre d’une des
méthodes de conception selon une approche automaticienne sont présentés dans le
Chapitre 2.

1.2.2 Distribution du signal d’horloge

Une fois généré par le quartz et/ou la PLL, le signal d’horloge est ensuite multiplié
et distribué à travers la puce à l’aide des fils conducteurs selon la Figure 1.3. Il
s’agit d’un arbre de distribution du signal d’horloge dont la racine est sa source, les
branches sont les fils le multipliant et le distribuant et les feuilles sont des cibles vers
lequelles le signal d’horloge doit être fourni (les blocs à cadencer).

La Figure 1.3 représente un schéma simplifié d’un arbre de distribution du signal
d’horloge. A titre d’illustration, on peut estimer aujourd’hui que les arbres de distri-
bution du signal d’horloge des microprocesseurs occupent typiquement une surface
de 20×20mm2 et peuvent atteindre une longueur totale de 6m ! Chaque fil conduc-
teur du signal d’horloge n’est pas idéal et provoque nécessairement une perte d’éner-
gie de ce dernier. Du fait de leur longueur, considérable par rapport à la taille du
microprocesseur, les signaux doivent être amplifiés. Cette fonction est assurée par les
répéteurs (ou buffers en anglais), représentés par les triangles sur la Figure 1.3. Les
répéteurs se composent en général d’une ligne d’inverseurs 1 [Hof04], ce qui explique
la représentation graphique.

1. Un inverseur est un dispositif permettant d’inverser une valeur du signal logique à son entrée,
par exemple de la valeur « 1 » à « 0 » ou inversement.
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L’objectif principal du système de distribution du signal d’horloge est de fournir à sa
sortie les signaux d’horloge synchrones nécessaires aux blocs en dépit de sa grande
taille et de sa complexité.

Figure 1.3: L’arbre de distribution classique

1.2.3 Incertitudes du signal d’horloge : Skew et Jitter

Définitions et influence des incertitudes du signal d’horloge

Avant de présenter les différentes sources d’incertitude sur le signal d’horloge, on se
propose de comprendre quelles sont les incertitudes principales et quelles sont leurs
influences sur le fonctionnement du système entier. Pour des raisons de clarté, on
parlera de phénomènes liés aux incertitudes du signal d’horloge de manière simplifiée.
Le lecteur intéressé pourra cependant trouver de plus amples précisions sur ce sujet
dans [Fri01, RMW+01].

La Figure 1.4 donne une représentation graphique dans le domaine de phase de
deux incertitudes du signal d’horloge : skew (décalage en français) et jitter (gigue
en français).

Définition 1.1. Le skew Tskew est la différence moyenne entre le temps d’arrivée
de deux signaux d’horloge donnant un rythme aux blocs de circuit, c’est-à-dire le
retard entre leurs fronts montants Ci et Cj .

Il peut être défini comme [Fri01] :

Tskew = TCj − TCi. (1.1)

Regardons maintenant quelle est l’influence du skew sur le fonctionnement du cir-
cuit. Imaginons la situation simple de deux bascules adjacentes interconnectées par
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Figure 1.4: Représentation graphique des incertitudes du signal d’horloge

un chemin où la première bascule Bi envoie des données et la deuxième Bj les en-
registre (voir la Figure 1.5). Les opérations d’envoi et d’enregistrement des bascules
i et j s’effectuent aux instants ti et tj = ti + T + Tskew fixés respectivement par
les fronts montants de signaux d’horloge Ci et Cj. Cette situation simple est assez
représentative de la situation réelle du fonctionnement de circuits modernes com-
plexes, et, en réalité, modélise un échange local de données entre n’importe quelles
bascules d’une puce réelle [Fri01].

Figure 1.5: Chemin local d’échange de données d’un circuit intégré

En absence de décalage (Tskew = 0), les données envoyées par la première bascule
Bi sont correctement transmises et enregistrées dans la deuxième bascule Bj.

Si les données de la bascule Bi sont maintenant envoyées par le signal d’horloge Ci

qui est en retard par rapport à Cj (Tskew < 0) (ou de la même manière enregistrées
dans la bascule Bj par un signal d’horloge Cj en avance par rapport à Ci), le temps
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nécessaire à la propagation de données à travers le chemin reliant les deux bascules
peut être insuffisant. On observe dans ce cas une sorte « d’allongement » du chemin
entre les deux bascules. Cette situation est souvent appelée une erreur de chemin
long (ou équivalent en anglais : long-path error). Pour ne pas enregistrer les données
erronées issues du cycle précèdent, on doit augmenter la période d’échantillonnage T
et donc diminuer la fréquence d’échantillonnage en dégradant ainsi les performances
du circuit.

A l’inverse, quand le signal d’horloge d’envoi de données Ci est en avance par rapport
à Cj (ou de manière équivalente le signal d’horloge Cj est en retard par rapport à
Ci), les données ont suffisamment de temps pour traverser le chemin de propagation.
Cependant, des erreurs fonctionnelles peuvent également se produire dans ce cas-là.
Si le signal d’horloge d’envoi est trop en avance, les anciennes données de la bascule
Bj, issues du cycle précèdent, peuvent être écrasées par les nouvelles données arrivant
en avance. On observe donc une sorte de « réduction » de la longueur du chemin entre
les deux bascules. Cette situation est appelée une erreur de chemin court (short-path
error en anglais) et est particulièrement dangereuse car on ne peut pas l’éviter par
un simple ralentissement de la fréquence du circuit.

Une autre incertitude du signal d’horloge représentée sur la Figure 1.4 est appelée
jitter.

Définition 1.2. Le jitter est le phénomène de fluctuation de la phase du signal
d’horloge qui provoque des variations aléatoires de la période d’échantillonnage.

Un niveau de jitter important peut aussi déclencher des événements en avance ou en
retard et donc provoquer les mêmes erreurs fonctionnelles décrites précédemment.

Nous allons par la suite observer les principales sources d’incertitudes évoquées au-
paravant.

Sources d’incertitudes du signal d’horloge

Les sources d’incertitudes sur le signal d’horloge peuvent être partagées en deux
parties : (i) causées par le sous-système générant le signal d’horloge et (ii) causées
par le sous-système le multipliant et le distribuant. La contribution du premier sous-
système est négligeable par rapport à la contribution du deuxième. En effet, étant
donné que les signaux d’horloge générés par les arbres classiques de distribution
d’horloges proviennent de la même source, la seule raison possible de leur déphasage
est l’arbre de distribution lui-même. Il n’y a donc pas de skew provoqué par le
sous-système de génération du signal d’horloge. D’un autre côté, le niveau de jitter
est faible pour le signal généré par un quartz et une PLL bien dimensionnée réduit
le jitter causé par son oscillateur [Roh97]. Nous allons donc nous concentrer sur
les sources d’incertitudes provoquées par le sous-système de distribution du signal
d’horloge.

Étudions tout d’abord le skew. Toutes les sources principales du skew d’un arbre
classique de distribution du signal d’horloge peuvent être classées de la manière
suivante [Fri01] :
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1. Différence de longueurs des branches de l’arbre de distribution du signal d’hor-
loge ;

2. Dispersions technologiques ;

3. Complexité d’interconnexion ;

4. Perturbations extérieures.
La première source de désynchronisation des signaux d’horloge distribués, c’est-à-
dire la différence de distances dans leurs parcours à travers la puce, semble être
naturelle. En effet, les branches des arbres de distribution avec leurs répéteurs in-
duisent un retard inévitable de propagation du signal d’horloge. Si les longueurs des
branches ne sont pas identiques, les retards ne le seront pas non plus, ce qui provoque
au final l’apparition du skew. Une des techniques souvent employées est l’utilisation
d’arbres de type-H ou de type-X comme représenté sur la Figure 1.6. Dans ce cas-là,
la distance parcourue par le signal d’horloge dans chaque branche est la même et par
conséquent le retard induit est identique aussi. Un autre problème peut donc se poser
ici quand des blocs fonctionnels du circuit, placés géographiquement à des endroits
bien précis, interdisent le passage des branches à ces endroits. Il existe cependant
des algorithmes de placement et de routage permettant de placer les branches, les
blocs fonctionnels du circuit ainsi que des retards supplémentaires afin de garantir
certaines contraintes sur le skew 2 [Cad09]. Les retards supplémentaires sont en gé-
néral réalisés à l’aide d’inverseurs (même principe que les répéteurs) et servent à
égaliser le retard de propagation du signal d’horloge à travers les branches qui n’ont
pas forcément la même longueur.

Malheureusement, dans un circuit réel, la valeur des retards induits par les blocs (les
répéteurs ainsi que des inverseurs supplémentaires de chaque branche) fluctuent. En
effet, les dispersions technologiques de fabrication provoquent des différences sur
les paramètres des composants passifs et actifs de l’arbre de distribution du signal
d’horloge, ce qui entraîne des différences de retard entre les différentes branches par
rapport au cas nominal. De nature aléatoire, ces différences sont imprédictibles et
leur amplitude augmente avec la complexification du circuit.

La troisième source de skew, la complexité d’interconnexion, est intrinsèquement liée
aux dispersions technologiques mais se manifeste plutôt en régime dynamique. La
diaphonie 3 entre un grand nombre de branches provoque une impédance parasite
ajoutant un certain retard aux signaux d’horloge. A différents endroits de l’arbre de
distribution du signal d’horloge, la complexité et la densité d’interconnexion sont
différentes et par conséquent les retards induits aussi.

La dernière source de skew correspond aux perturbations extérieures. Elles sont en
général provoquées par le fonctionnement du circuit (changement de la température,
de l’alimentation, du champ électromagnétique, etc.) et influent en temps réel sur
le retard de propagation du signal d’horloge à travers les branches.

La première et la deuxième sources de skew sont relativement bien maîtrisées et
peuvent être minimisées par les techniques mentionnées précédemment. Néanmoins,

2. Un exemple de contraintes à garantir peut être une valeur maximale de skew pour un endroit
critique du circuit.

3. La diaphonie est l’interférence d’un premier signal avec un second causée généralement par
de phénomènes d’induction électromagnétique.
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Figure 1.6: Arbres de distribution du signal d’horloge de type-H et type-X

les arbres classiques de distribution du signal d’horloge ne peuvent pas de manière gé-
nérale compenser en temps réel les deux dernières sources du skew. Elles deviennent
encore plus critiques pour des fréquences du signal d’horloge élevées et incitent les
concepteurs en Microélectronique à chercher d’autres moyens de génération et de
distribution du signal d’horloge incluant des éléments actifs de compensation du
skew.

En ce qui concerne le jitter provoqué par le sous-système de multiplication et de dis-
tribution du signal d’horloge, ses deux sources principales sont la diaphonie entre les
branches voisines et les composants actifs (bruit de flicker 4 de transistors) de l’arbre
de distribution du signal d’horloge. Les deux sont fortement liées à la complexité et
à la taille de l’arbre de distribution du signal d’horloge et peuvent être minimisées
en réduisant la quantité de branches, de répéteurs ainsi que le nombre d’inverseurs
supplémentaires dans l’arborescence du signal d’horloge. Pour une architecture de
puce donnée, la minimisation du jitter n’est pas toujours possible, ce qui pousse à
chercher des moyens actifs de sa compensation ou simplement de son filtrage.

1.2.4 Dissipation d’énergie : réchauffement

Un autre grand problème des arbres classiques de distribution du signal d’horloge
est la consommation d’énergie. Une partie de cette consommation est liée à l’ali-
mentation de tous les composants actifs : les répéteurs de branches nécessaires pour
amplifier les signaux d’horloge ainsi que les inverseurs introduits artificiellement pour
égaliser les retards de branches. La diaphonie dûe à la proximité des lignes entraîne
une consommation énergétique supplémentaire de plus en plus importante dans les
circuits modernes. Elle devient encore plus critique si l’on augmente la fréquence du
signal d’horloge. La courbe sur la Figure 1.7 représente la consommation totale de

4. Le bruit de transistors principalement dû aux impuretés dans le matériau libérant de manière
aléatoire des porteurs de charge.
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processeurs Intel en fonction de l’évolution des familles technologiques [Anc03] et
donc de l’augmentation de la fréquence. Pour les trois derniers microprocesseurs, la
consommation dédiée au réseau de distribution du signal d’horloge représente plus
de 40% de la consommation totale. Cette consommation d’énergie est dissipée en
partie sous forme de chaleur, et si l’évolution de fréquence continuait de progresser
au même rythme, elle serait comparable à la dissipation thermique par millimètre
carré équivalent à la dissipation d’un réacteur nucléaire classique. C’est l’une des
raisons qui a conduit à travailler de nos jours sur la multiplication des cœurs plutôt
que sur l’augmentation de la fréquence du signal d’horloge.

Figure 1.7: Évolution de la dissipation d’énergie de microprocesseurs Intel [Anc03]
en fonction de la longueur des transistors de familles technologiques associées

1.2.5 Du problème de distribution au problème de
synchronisation

En regardant de plus près, la majorité des problèmes des réseaux d’horlogerie clas-
siques sont liés à la multiplication et à la distribution d’un signal d’horloge source.
Une autre alternative à cette architecture pourrait être une architecture distribuée
avec des moyens de génération de plusieurs signaux d’horloge déjà distribués en
différents points d’un circuit. Le problème n’est alors plus la multiplication et la
distribution d’un signal d’horloge mais la synchronisation des signaux d’horloge gé-
nérés, ce qui est potentiellement plus compliqué. En effet, l’architecture classique a
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été initialement choisie pour sa simplicité car elle ne nécessite pas de dispositifs sup-
plémentaires de génération et de synchronisation des signaux d’horloge. Dans le cas
idéal, provenant de la même source, les signaux sont déjà synchrones. Néanmoins,
avec l’évolution des circuits intégrés ainsi qu’avec l’augmentation de leur complexité
et de leur fréquence, l’architecture classique du réseau de distribution du signal
d’horloge est de plus en plus complexe. Elle inclut maintenant un nombre de plus en
plus grand de dispositifs supplémentaires nécessaires pour respecter les contraintes
de plus en plus serrées sur les incertitudes du signal d’horloge. En prenant en compte
le fait que certaines de ces contraintes ne peuvent toujours pas être satisfaites en
temps réel, la question se pose alors : « pourquoi ne pas utiliser des architectures
alternatives dont la complexité n’est pas forcement beaucoup plus importante ? ».
Il s’agit de remplacer le problème de multiplication et de distribution d’une seule
source du signal d’horloge par le problème de synchronisation de plusieurs sources.
L’avantage de ce dernier est qu’il peut être assuré et maintenu en temps réel. On
obtient donc une architecture active qui permet de générer et de synchroniser des
signaux d’horloge en temps réel pour les circuits intégrés. Mais avant de parler de
différentes architectures actives, on se propose de voir comment la synchronisation
est réalisée dans la nature.

1.3 Synchronisation dans la nature

L’un des exemples de synchronisation les plus spectaculaires que l’on puisse trouver
dans la nature est la synchronisation des lucioles en Asie de Sud-Ouest, en Afrique
et en Amérique du Nord. Il existe une race de lucioles dont les mâles émettent de
la lumière en clignotant avec une période d’environ 0.9 sec. Il s’agit de la Lampyris
noctiluca L. (Animalia : Arthropoda : Insecta : Coleoptera : Lampyridae) dont la
photographie est présentée sur la Figure 1.8.

Lorsque les lucioles mâles se rassemblent sur un ou plusieurs arbres voisins, un phé-
nomène intéressant de synchronisation se produit. Chaque luciole observe les lucioles
voisines et adapte sa propre fréquence de clignotement à celle des autres. Dans le cas
où elle est trop en avance ou en retard par rapport aux lucioles voisines, elle ralentit
ou accélère afin de s’aligner avec les autres. Au final, toutes les lucioles clignotent en
même temps, à l’unisson c’est-à-dire de manière synchrone. Le phénomène a attiré
une grande attention chez les biologistes. Le premier travail fut réalisé par [Buc38],
qui rédigea 50 ans plus tard l’article [Buc88] expliquant et modélisant le phénomène
en détail. Il a été étudié également dans [Han83] la possibilité d’imposer une fré-
quence de clignotement par une source de lumière extérieure si cette fréquence n’est
pas trop éloignée de la fréquence naturelle des lucioles. Un programme modélisant le
comportement des lucioles basé sur le modèle décrit dans [Buc88] peut être retrouvé
dans [Wil97].

Dans la présente étude, on ne rentre pas dans les détails du phénomène de la syn-
chronisation des lucioles d’un point de vue biologique, mais on va plutôt essayer
de retenir les idées principales permettant sa réalisation. Pour atteindre un objectif
global, c’est-à-dire la synchronisation globale de certains évènements (clignotement
à l’unisson), les lucioles doivent être capables de réaliser deux tâches :
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Figure 1.8: Photo de Lampyris noctiluca L., luciole émettant de la lumière

1. au niveau local : adapter une grandeur locale après sa comparaison avec des
grandeurs d’entrée extérieures. La grandeur doit être liée à la synchronisation,
qui, dans le cas des lucioles, peut être par exemple la fréquence et la phase de
clignotement ;

2. au niveau global : interagir et échanger une certaine information avec d’autres
lucioles. Par exemple, afin de se synchroniser, chaque luciole doit envoyer aux
autres sa propre phase et sa propre fréquence de clignotement.

Il est important de mentionner que l’échange d’information ne doit pas être obliga-
toirement réalisé entre toutes les lucioles, mais peut être fait seulement entre une
partie de l’ensemble des lucioles, les lucioles voisines par exemple. En effet, il n’est
pas nécessaire que les lucioles placées au sommet des arbres puissent voir les lucioles
en bas des arbres pour se synchroniser globalement. Il est également possible de
maintenir la synchronisation en effectuant l’échange et l’adaptation de la fréquence
tous les d cycles au lieu de chaque cycle de clignotement.

On trouve d’autres exemples de synchronisation dans la nature comme le mouvement
synchrone de bancs de poissons ou de volées d’oiseaux qui se basent sur le principe
décrit ci-dessus. Dans ce cas-là, chaque espèce est capable de remplir les deux tâches
mentionnées précédemment nécessaires pour atteindre un comportement global dé-
siré. Un être humaine n’est pas une exception et peut aussi servir comme un exemple
de la synchronisation dans la nature : applaudissements rythmés dans une salle de
concert, défilé d’une troupe de soldats lors d’une revue militaire etc..

Ces exemples de synchronisation ainsi que beaucoup d’autres peuvent être trouvés
dans [Str01]. Sans entrer dans plus des détails sur l’analogie de la synchronisation
dans la nature, nous allons parcourir dans la section suivante l’évolution de l’ar-
chitecture des arbres classiques de génération et de distribution du signal d’horloge
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aboutissant à une architecture dont le principe de fonctionnement est semblable au
phénomène de la synchronisation des lucioles. En effet, au fil de l’évolution des tech-
nologies de Microélectronique, on remarque que les architectures classiques centra-
lisées se transforment peu à peu en une architecture distribuée active de génération
de signaux d’horloge. Les sous-systèmes de cette architecture distribuée réalisent en
temps réel, comme les lucioles, les deux tâches élémentaires évoquées précédemment
nécessaires à la synchronisation globale.

1.4 D’une architecture classique à une architecture
distribuée active

1.4.1 Grilles

Un premier pas dans l’évolution de l’architecture classique vers une architecture
distribuée est l’utilisation de grilles. Des grilles introduites localement en différents
endroits d’un circuit sont souvent utilisées dans les architectures classiques de dis-
tribution du signal d’horloge [BB98, APK+01]. Un exemple de grille est représenté
sur la Figure 1.9. Les grilles permettent de diminuer la différence de potentiel de
différents points à leurs entrées et donc de minimiser le skew. Les grilles très denses
présentent une meilleure caractéristique de ce point de vue. Même si quelques lignes
de la grille ne sont pas parfaitement positionnées, l’impact sur l’incertitude du si-
gnal d’horloge sera négligeable. De plus, le jitter et les perturbations locales sont
moyennés sur la structure entière. Cependant, les grilles peuvent dissiper beaucoup
d’énergie car, par conception, elles contiennent un grand nombre de lignes redon-
dantes dont l’impédance est grande surtout pour les hautes fréquences. En outre,
les grilles restent toujours un moyen de distribution du signal d’horloge passif sans
aucune compensation en temps réel.

Figure 1.9: Exemple d’utilisation d’une grille dans les arbres classiques de distri-
bution du signal d’horloge

Beaucoup d’architectures avec une stratégie de compensation active d’incertitudes

20



1.4 D’une architecture classique à une architecture distribuée active

ont été proposées dans la littérature mais peu d’entre elles ont été utilisées en pra-
tique. Les différentes stratégies de compensation des incertitudes du signal d’horloge
peuvent être classées en deux catégories : centralisées ou décentralisées.

1.4.2 Compensation centralisée du skew

Les réseaux de distribution du signal d’horloge avec la compensation centralisée
du skew se basent habituellement sur l’asservissement global de la phase du signal
d’horloge. Ils ont un correcteur centralisé, appelé encore « le compensateur » du
skew. Son rôle est d’assurer que les signaux envoyés vers les différentes régions du
circuit sont synchrones. Ces régions sont aussi appelées les régions isochrones du fait
qu’elles se synchronisent après une certaine période transitoire.

Figure 1.10: Compensation centralisée du skew proposée dans [HLCF98] et [SY98]

L’implémentation proposée dans [HLCF98] est montrée sur la Figure 1.10. Chaque
région isochrone possède un arbre local de distribution du signal d’horloge. Le réseau
de distribution exige la réalisation propre des segments d’interconnexion de chaque
région : un lien pour le chemin direct (forward path) et deux liens pour le retour
(feedback path). Les signaux directs fournissent le signal d’horloge aux racines de
chaque arbre de la région locale. Un des signaux de retour est également connecté à
la racine, l’autre est connecté à une des feuilles de l’arbre local. Le premier chemin
a pour but de mesurer le retard d’aller-retour du signal d’horloge, le deuxième est
utilisé pour mesurer un retard de propagation du signal d’horloge au sein de l’arbre
local. Le compensateur est capable de corriger l’erreur de phase par une accélération
ou un ralentissement du chemin direct. L’approche proposée a deux inconvénients
principaux : la résolution du circuit de mesure est relativement faible et la précision
de la correction de phases appliquée aux signaux directs est limitée. De plus, il est
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difficile d’implémenter cette stratégie à cause des exigences d’égalité imposées sur
les branches aller-retour d’interconnexions des différentes régions.

Un autre réseau de distribution du signal d’horloge avec la compensation active sem-
blable à la précédente est proposé dans [SY98]. Cependant, les auteurs de [SY98]
utilisent pour chaque région isochrone un seul signal de retour, et non deux. Ils y
ajoutent aussi un comparateur de phase dans le compensateur et une ligne à retard
avec un retard variable (en pointillé sur la Figure 1.10). Ce dernier est implémenté
dans le chemin direct. La compensation du skew s’effectue en deux étapes. Durant
la première étape, le comparateur de phase compare le temps d’arrivée du signal
d’horloge de référence au niveau du compensateur de skew au temps d’arrivée du
signal d’horloge issu de la région locale. Le compensateur ajuste la ligne à retard
jusqu’à ce qu’il ne subsiste plus de retard entre les deux signaux d’horloge. Dans
ce cas-là, le signal d’horloge issu de la région locale est synchronisé avec le signal
d’horloge de référence et le retard du chemin aller-retour est mémorisé. La deuxième
étape consiste en une division par deux du retard de la ligne directe, ce qui garantit
la synchronisation des signaux d’horloge délivrés à chaque région (en opposition par
rapport à l’approche précédente) avec le signal d’horloge de référence. Le principal
problème de cette stratégie de compensation est qu’elle ne peut être effectuée que
durant la phase du « reset » de la puce. La raison est que le processus d’alignement
perturbe significativement la phase des signaux d’horloge distribués. Cet algorithme
exige aussi un comportement très linéaire des lignes à retard avec une grande réso-
lution. Par ailleurs, il ne résout pas, comme dans l’approche précédente, le problème
de précision des lignes d’interconnexion de chaque région.

1.4.3 Compensation décentralisée du skew

Pour pouvoir compenser le skew du signal d’horloge, il n’est pas nécessaire de le
renvoyer vers la source. Cela permet de réduire la dissipation d’énergie et diviser
par deux le niveau du jitter dans le détecteur de phase. Une alternative plus simple
et plus pratique consiste à utiliser la compensation distribuée de skew. Le micropro-
cesseur de 650 MHz décrit dans [SFRY99] utilise un réseau de distribution du signal
d’horloge composé de deux troncs. Chaque tronc est gouverné par son propre arbre
d’horloge (voir la Figure 1.11). Il est possible d’ajuster finement le signal l’horloge
distribué dans chaque tronc au moyen d’un retard réglable. Un détecteur de phase
(PD) localisé entre les deux troncs compare les temps d’arrivée des fronts montants
du signal d’horloge. En cas de déséquilibre entre les deux troncs, les retards de la
chaîne de distribution sont ajustés. Cette approche est particulièrement efficace pour
compenser le déphasage lié aux interconnexions, aux variations de température de
processus et de tension.

Une autre étape dans le contournement du problème de distribution du signal d’hor-
loge par le problème de synchronisation est l’utilisation de multiples oscillateurs. Les
réseaux de distribution du signal d’horloge avec de multiples oscillateurs évitent, en
règle générale, le routage de lignes d’interconnexion de l’horloge à travers de longues
distances. Ils peuvent potentiellement résoudre le problème d’accumulation de jitter
issu des stratégies de distribution classiques en utilisant des filtres pour son atté-
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Figure 1.11: Compensation décentralisée du skew [SFRY99]

nuation. Comme précédemment pour le cas de compensation du skew, le filtrage de
jitter peut être centralisé ou non. L’approche centralisée correspond à un réseau de
distribution du signal d’horloge avec un seul filtre [MI98] ce qui est présenté dans la
sous-section 1.4.4. Les réseaux de distribution du signal d’horloge à plusieurs filtres
correspondent à une stratégie décentralisée [PN95] et [GC00] ce qui est présenté
dans la sous-section 1.4.5.

1.4.4 Filtrage centralisé du jitter

Les réseaux de distribution du signal d’horloge utilisant un filtrage centralisé du jitter
ressemblent à une PLL conventionnelle, avec comme différence principale l’utilisa-
tion d’oscillateurs multiples distribués sur la puce. Un tel système reçoit comme
un signal de référence le signal issus de quartz (source d’horloge) et/ou une autre
PLL classique représentée en pointillé sur la Figure 1.12. Comme nous le montre la
Figure 1.12, le filtre commande les différents oscillateurs individuels (VCOs). Les
signaux issus des différents oscillateurs sont moyennés afin de délivrer des signaux
d’horloge synchrones aux récepteurs.

Un réseau de distribution du signal d’horloge complet utilisant les oscillateurs contrô-
lés en tension est décrit dans [MI98]. L’architecture proposée dans ce travail est
montrée sur la Figure 1.13. La PLL considérée ici est construite autour d’un com-
parateur de phase PD, d’un filtre passe-bas F, et de VCOs. Le chiffre à côté de
chaque VCO indique le nombre d’oscillateurs voisins les plus proches. Les sorties
des différents oscillateurs sont connectées par des lignes de longueurs égales l. Cette
interconnexion oblige tous les oscillateurs à osciller de manière synchrone et à fournir
leur signal d’horloge synchrone à chaque réseau de distribution local. Les auteurs
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Figure 1.12: Filtrage centralisé de la jitter

de [MI98] proposent aussi, comme une alternative à l’architecture représentée sur la
Figure 1.13, de relier les sorties d’oscillateurs par une grille 2D avec des longueurs
égales.

Le problème de distribution du signal d’horloge depuis une seule source est rem-
placé par le même problème de distribution mais cette fois du signal de tension
analogique issu du filtre passe-bas F. Le signal à distribuer maintenant est un signal
basse-fréquence de commande qui n’oscille pas. Malheureusement il dissipe beau-
coup d’énergie statique et une protection adéquate contre le bruit est également
nécessaire. Par ailleurs, il faut prendre en compte l’effet des bords et les défaillances
possibles qui peuvent entraîner un déphasage supplémentaire.

1.4.5 Réseau actif de distribution du signal d’horloge

La prochaine étape est l’utilisation d’un réseau de distribution du signal d’horloge
complètement décentralisé y compris pour le filtrage. Un réseau de distribution du
signal d’horloge avec de multiples oscillateurs, filtres et détecteurs de phase présente
d’une certaine façon les mêmes caractéristiques qu’une pluralité de PLLs totalement
distribuées sur la puce, ce qui signifie que la génération, la comparaison et le filtrage
du signal d’horloge local sont décentralisés. Cette architecture a été initialement pro-
posée par [PN95] et réalisée par [GC00]. Schématiquement, elle peut être représentée
par une interconnexion orthogonale en deux dimensions (2D) de nœuds Figure 1.14.
Chaque nœud est une PLL à entrées multiples (la partie gauche de la Figure 1.14)
qui est composée comme une PLL classiques d’un VCO, d’un filtre F, d’un diviseur
de fréquence 1/d, des comparateurs de phase PDs ainsi qu’un bloc de sommation
pondérée Σ. En fonction de la localisation de la PLL au sein du réseau, elle peut
avoir deux, trois ou quatre voisines. Grâce aux comparateurs de phase, chaque PLL
mesure le déphasage de son signal d’horloge locale par rapport aux signaux d’horloge
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Figure 1.13: Réseau de distribution du signal d’horloge avec VCOs distribués et
un seul filtre proposé dans [MI98]

des PLLs voisines. Elle a par conséquence la même quantité d’entrées et donc de
comparateurs de phase que la quantité de ses PLLs voisines. Les auteurs de [GC00]
proposent de partager chaque comparateur de phase entre deux PLLs adjacentes en
les plaçant à leur mi-chemin. Cela va permettre de compenser l’influence des retards
éventuels en propagation des signaux d’horloge et d’utiliser moins de comparateurs
de phase et donc de composants électriques. Les erreurs de phase provenant des
comparateurs de phases sont additionnées, filtrées à l’intérieur de chaque nœud et
ensuite utilisées pour ajuster la phase et la fréquence de l’oscillateur local. Cela per-
met de les rendre égales à la phase et à la fréquence moyennes des oscillateurs voisins.
Lorsque chaque nœud est synchronisé en moyenne avec ses voisins, alors l’ensemble
du réseau est censé être synchronisé en fréquence et en phase. Les signaux d’horloge
locales synchrones peuvent être ensuite facilement distribués à l’aide de méthodes
classiques simples au vue de la petite taille des zones locales. Pour imposer une
fréquence fixe désirée, il suffit de remplacer un ou plusieurs nœuds par une source
d’oscillation extérieure (horloge maître). Au final, on obtient un réseau de généra-
tion et de distribution du signal d’horloge actif. « Actif » signifie ici que la mesure
et la compensation du déphasage se font en temps réel et donc l’influence de toutes
les perturbations possibles (température, impédance parasite, dispersion, vieillisse-
ment, défaillance, bruit) sur la synchronisation peut être palliée à tout instant par
une loi de commande appropriée. C’est ce qui constitue la différence majeure entre
des réseaux actifs et des réseaux classiques de distribution du signal d’horloge.

On peut établir une certaine analogie entre la synchronisation du réseau actif de
PLLs et le phénomène de synchronisation de lucioles décrit dans la section précé-
dente (page 18). En effet, comme les lucioles, les PLLs ont la capacité de remplir les
deux tâches principales nécessaires à leur synchronisation.

25



Chapitre 1 Distribution du signal d’horloge

Figure 1.14: Architecture active de distribution du signal d’horloge

1. Au niveau local : adapter une grandeur locale via les filtres et VCOs, c’est-à-
dire adapter la phase et la fréquence du signal d’horloge après leur comparaison
avec les phases et les fréquences de signaux extérieurs, réalisée par les PDs.

2. Au niveau global : interagir et échanger une certaine information via les fils
d’interconnexion, c’est-à-dire l’information de la phase et de la fréquence du
signal d’horloge avec d’autres PLLs.

Comme dans le cas des lucioles, l’échange d’information ne s’effectue pas avec toutes
les PLLs du réseau mais seulement avec une partie d’entre elles, notamment avec les
PLLs voisines. Le bloc de division de fréquence 1/d donne la possibilité de réaliser
cet échange chaque d cycle, c’est-à-dire en basses fréquences, tout en gardant les
fréquences locales élevées.

En plus des avantages dynamiques possibles mentionnés précédemment, un réseau
de distribution du signal d’horloge actif possède un certain nombre d’avantages in-
trinsèques. En effet, dans cette architecture, plutôt que d’utiliser de larges branches
de distribution, on utilise de simples lignes d’interconnexion des nœuds voisins. Cela
permet de diminuer la diaphonie parasite entre les lignes d’interconnexion existant
dans les arbres d’horloge classiques et donc de réduire la consommation et l’échauf-
fement de la puce. De plus, la possibilité d’utiliser des signaux en basses fréquences
pour l’interconnexion diminue significativement la consommation et l’échauffement
liés à la diaphonie parasite. En outre, le problème d’accumulation de jitter associée
à la stratégie de distribution conventionnelle est évité car le signal d’horloge est
régénéré à chaque fois, juste avant son interaction avec la logique séquentielle.

Conclusion : Problématique de la thèse

Dans la section précédente, on a évoqué les avantages potentiels de réseaux actifs de
distribution du signal d’horloge. Mais comment concevoir un tel système complexe ?

Une première approche que nous allons appeler par la suite de ce document l’ap-
proche locale, utilisée actuellement du fait de sa simplicité en Microélectronique est
l’approche suivante composée de trois étapes.
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(i) Synthèse locale : on suppose que l’influence du réseau ou de l’interconnexion de
PLLs sur la dynamique globale du système est négligeable et on réalise la synthèse
d’une PLL seule afin de garantir son comportement désiré local.

(ii) Analyse locale de robustesse : une fois que la synthèse locale est effectué, on
réalise l’analyse locale du comportement de la PLL en présence des incertitudes
paramétriques inévitables lors de sa fabrication.

(iii) Analyse du comportement globale nominale : une fois que la synthèse et l’analyse
de robustesse locales sont effectuées, on interconnecte les modèles LTIs des PLLs
identiques ainsi obtenues en réseau selon une topologie donnée en vérifiant si le
comportement désiré est conservé en global. Si ce n’est pas le cas, on évalue les
différences.

Les méthodes de synthèse (point (i) de l’approche locale de la conception du réseau
de PLLs) d’une PLL seule ainsi que les méthodes d’analyse de son comportement
dynamique sont relativement bien connues et maîtrisées par les concepteurs élec-
troniques [Roh97, Kro03]. Elles se basent en générale sur les approches en domaine
fréquentiel étant donné que ces dernières permettent une formulation mathématique
puissante et plus simple par rapport aux approches en domaine temporel et donc
facilement exploitable sur l’ordinateur. Ce point est important dans l’optique de fa-
ciliter l’insertion de la procédure de synthèse d’une PLL dans le flux de conception
assisté par ordinateur (CAO) existant en Microélectronique.

D’un point de vue automatique, une PLL peut être représentée, sous certaines hy-
pothèses, par un modèle Linéaire Invariant dans le Temps (LTI - Linear Time
Invariant en anglais) dans le domaine de phase 5 et on peut de façon maîtrisée syn-
thétiser une loi de commande dans le cas général assurant les bonnes marges de
stabilité et certaines exigences en terme de performance utilisant les méthodes de
synthèse classiques [Roh97, Kro03] et plus récents [Hou07, KCV08] de l’Automatique
fréquentielle.

Les deux approches de commande récentes citées se basent sur la synthèse H∞

standard « 2 blocs » [Hou07] et la synthèse « H∞ loop-shaping » [KCV08] à partir
du modèle LTI d’une PLL. Les deux résultats permettent de calculer des lois de
commande assurant la stabilité vis-à-vis d’une incertitude dynamique dans le modèle
de la PLL ainsi que certaines spécifications de performance dans le cas nominal : la
synchronisation de la PLL et le filtrage de bruit de phase de l’oscillateur (ou jitter)
à sa sortie.

Cependant, selon l’application, ces deux critères de performance peuvent être in-
suffisants pour garantir un bon fonctionnement de la PLL. En effet, comme nous
allons le voir dans la sous-section 2.5.1 du chapitre 2, il est également important
d’assurer que le correcteur filtre le bruit et rejette la perturbation non seulement
à la sortie mais aussi à l’entrée de l’oscillateur tout en garantissant un niveau de
la commande modéré. Comment peut-on garantir les spécifications de performance
plus générales ?

D’un autre côté, une seule incertitude dynamique peut être insuffisante pour mo-
déliser les dispersions réelles dans le circuit réalisant la PLL. En réalité il existe

5. Nous développerons plus en détails cet aspect dans le chapitre 2.
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plusieurs incertitudes au sein d’une PLL qui sont en général modélisées par des in-
certitudes paramétriques. Afin d’assurer le bon comportement de la PLL vis-à-vis
de ces incertitudes des méthodes d’analyse basées sur les simulations Monte-Carlo
[RK08, Kra98, Kra06] sont généralement utilisé dans le domaine de Microélectro-
nique. Malheureusement, si dans ce domaine on dispose de méthodes d’analyse effi-
caces pour des circuits simples, l’analyse d’une PLL et a fortiori d’un réseau de PLLs
est beaucoup plus complexe, voire pratiquement impossible. Est-il possible d’obtenir
une méthode efficace pour analyser une PLL ou un réseau de PLLs interconnectées
en prenant en compte les dispersions technologiques.

L’analyse du comportement du modèle LTI globale nominal (l’étape (iii) de l’ap-
proche de conception locale) peut être résolu de manière efficace même dans le cas
d’un tel système complexe comme le réseau de PLLs. En effet, la stabilité globale
peut être testée en faisant un calcul de valeurs propres du système global 6. Concer-
nant la performance, ce qui est souvent utilisé dans le domaine de Microélectronique,
c’est l’évaluation de la « différence » entre la performance d’une PLL unique et la
performance correspondante du réseau de PLLs. Si la différence est « faible », la
performance du réseau de PLLs global obtenu est jugée acceptable.

Mais comment doit-on procéder dans le cas où le réseau de PLLs a une influence
non négligeable sur la performance globale ? Est-ce qu’on peut garantir un bon
comportement global d’un réseau de PLLs tout en gardant la démarche de synthèse
locale simple évoquée précédemment ? En général, il n’est pas toujours possible
d’obtenir un résultat satisfaisant en procédant selon l’approche de conception locale
décrite ci-dessus, soit parce que la stabilité n’est pas garantie, soit parce que le
niveau de performance du système global est considérablement dégradé par rapport
au cas local. Ceci est vrai même dans le cas où toutes les PLLs sont identiques et
proprement localement synthétisées.

Le chapitre suivant présente l’application de l’approche classique de la synthèse
locale et de l’analyse de robustesse locale (point (i) et (ii)) avec quelques améliora-
tions.
1. On propose d’améliorer la synthèse de la loi de commande par l’utilisation
du « critère H∞ 4-blocs » [Fon95]. Cela permet par rapport au critère utilisé
dans [Hou07] de prendre en compte plus de spécifications lors de la synthèse.

2. On propose de combiner la méthode d’analyse Monte-Carlo en Microélectro-
nique avec la méthode de µ-analyse en Automatique fréquentielle avancée, ce
qui permet de réduire considérablement la difficulté du problème d’analyse.

La dernière section du chapitre 2 illustre les limites de l’approche locale de conception
et l’importance de l’interconnexion sur le comportement du réseau entier à travers
d’un exemple numérique. Il est donc primordial de prendre en compte la contribution
de l’interconnexion et de réaliser le lien « local-global » afin de garantir les propriétés
globales a priori en phase de conception, ce qui constitue la problématique principale
de cette thèse.

Cependant, on retient les idées important de l’approche locale qui vont être utilisées
tout au long de ce travail de thèse afin de proposer une approche originale tenant en

6. Il s’agit de valeurs propres de la matrice d’évolution d’une représentation d’état du système
globale.
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compte ce lien, à savoir : (i) la facilité de la synthèse locale de la loi de commande,
(ii) l’évaluation de la performance du système global à travers de sa comparaison à
la performance local d’un sous-système.

Malheureusement, dans le domaine de la Microélectronique il n’existe ni méthode
permettant une synthèse du réseau de PLLs garantissant a priori certaines proprié-
tés globales, ni méthode d’analyse de la robustesse du réseau complet efficace du
fait de la complexité de ce dernier. En effet, par nature, étant un système dyna-
mique actif complexe nécessitant la synthèse appropriée d’une loi de commande et
une étude approfondie de son comportement dynamique, il sort du cadre d’étude
du microélectronicien et oblige à prendre en compte les outils et les méthodes de
l’Automatique. Mon travail de thèse s’inscrit dans ce cadre-là. L’Automatique sou-
vent négligée en Microélectronique peut apporter les solutions à ses problèmes et
notamment sur celui de la distribution du signal d’horloge active.

Pour ces raisons, la fin de ce chapitre présente une formalisation des problèmes de
synthèse et d’analyse considérés dans la thèse du point de vue Automatique. Nous
supposons que le réseau de génération et de distribution du signal d’horloge est
modélisé dans domaine des phases par un système LTI de grande dimension. Un
exemple d’une telle modélisation est présenté dans la section 5.2 du chapitre 5. Le
système de grande dimension considéré est un système modélisé par une intercon-
nexion de N sous-systèmes identiques Ts (voir la Figure 1.15). Pour des raisons de
clarté et sans perte de généralité, le cas du sous-système carrés c’est-à-dire le sous-
système Ts avec le même nombre p d’entrées et de sorties, est considéré par la suite.
Chaque sous-système est LTI et peut être divisé en deux parties : (i) une partie
de sous-système H, appelé « procédé à commander » et (ii) une partie réalisant la
commande K, appelé « correcteur ». L’ensemble de sous-systèmes est décrit par un
opérateur LTI global T̃ et leur interconnexion par un opérateur LTI M :

ϕ =

T̃︷ ︸︸ ︷
(IN ⊗ Ts) r

[
r
z

]
=

[
M11 M12

M21 M22

]

︸ ︷︷ ︸
M

[
ϕ
w

] (1.2)

avec Ts =

[
H11 H12

H21 H22

]

︸ ︷︷ ︸
H

⋆ K, r (t) , ϕ (t) ∈ R
pN , w (t) ∈ R

nw , z (t) ∈ R
nz et où

l’opération du produit Redheffer ⋆ et du produit Kronecker ⊗ sont respectivement
définies dans la sous-section 2.5.3, page 74 et l’annexe C, page 138 du chapitre 3.

Le système (1.2) représente un système global de grande dimension. Tout au long de
cette étude, nous considérons la stabilité globale et locale ainsi que la performance
globale et locale. Le sous-système local considéré correspondant est représenté sur
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la Figure 1.16 et décrit par :

[
zpi

yi

]
=

H̃︷ ︸︸ ︷[
H̃11 H̃12

H̃21 H̃22

] [
wpi

ui

]

ui = K yi

(1.3)

avec wpi (t) ∈ R
nwp , zpi (t) ∈ R

nzp , yi (t) ∈ R
ny , ui (t) ∈ R

nu .

Figure 1.15: Système de grande dimension LTI global considéré

Figure 1.16: Sous-système LTI local considéré

Il est très important de distinguer ces propriétés pour les deux cas. La stabilité

locale correspond à la stabilité d’un sous-système indépendant (1.3) sans autre sous-
système et sans l’interconnexion (stabilité d’un nœud séparé) tandis que la stabilité
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globale correspond à la stabilité du système complet de grande dimension défini
par (1.2). La performance locale est évaluée pour un sous-système (1.3) séparé
de l’autre partie du réseau, augmenté par les entrées et les sorties de performance
wpi et zpi respectivement. La performance globale est évaluée pour le système
complet de grande dimension (1.2) avec les entrées w et les sorties z globales de
performance correspondantes. Ces entrées et sorties définissent les dimensions et la
structure des opérateurs LTIs H̃ et M respectivement.

Par la suite, les problème généraux de la synthèse et d’analyse peuvent être formulés
comme suit.

Problème 1.3 (Problème de la synthèse). Étant donné un système LTI H et un
système LTI M décrivant l’interconnexion, trouver un système LTI K tel que :

1. Chaque sous-système (1.3) représenté sur la Figure 1.16 séparé soit stabilisé ;

2. Le système global (1.2) représenté sur la Figure 1.15 soit stabilisé ;

3. Les spécifications de la performance locale soient assurées ;

4. Les spécifications de la performance globale soient assurées.

Problème 1.4 (Problème d’analyse). Étant donné un sous-système local et un sys-
tème global incertains dont la description est respectivement donnée dans la sec-
tion 2.6 et la section 5.6, tester si la stabilité et les spécifications de performance
pour ces systèmes assurées par la loi de commande synthétisée (voir le Problème 1.3)
sont respectées pour toutes les incertitudes possibles.
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2 Conception automatique d’une
ADPLL locale

Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que la boucle à verrouillage de phase ou
Phase Locked Loop (PLL) est un dispositif clef des réseaux actifs de distribution du
signal d’horloge. Dans ce chapitre, nous allons étudier le comportement dynamique
d’une PLL indépendante du réseau, ses blocs fonctionnels ainsi que les spécifications
de performance désirées. Comme nous allons voir, une PLL est naturellement modé-
lisée par un système non-linéaire [Raz96] ce qui complique de manière significative
l’analyse de son comportement ainsi que sa conception. En outre, la complexité de-
vient encore plus importante du fait des dispersions technologiques de paramètres de
la PLL inévitables durant le processus de sa fabrication. Nous considérons alors les
trois modèles suivants décrivant le comportement dynamique d’une PLL avec diffé-
rents niveaux de précision : un modèle simplifié LTI pour la conception efficace de
la loi de commande garantissant a priori la performance de la PLL, un modèle plus
complet incluant les incertitudes sur ses paramètres pour l’analyse mathématique
de la performance ; un modèle le plus complet pour la réalisation de simulations :

Modèle de synthèse : un modèle simplifié LTI nominal traduisant un comporte-
ment le plus significatif d’une PLL autour d’un point de fonctionnement.
Il est aussi appelé dans la littérature de Microélectronique le modèle « pe-
tits signaux ». Ce modèle va être utilisé pour réaliser la synthèse de la
loi de commande efficace en utilisant les méthodes avancées d’automa-
tique fréquentielle (méthode H∞) assurant la stabilité et un niveau de
performance spécifié.

Modèle d’analyse : un modèle LTI incertain regroupant en plus du Modèle de syn-
thèse les incertitudes paramétriques possibles de la PLL. Ce modèle est
nécessaire pour effectuer l’analyse efficace de la stabilité et de la perfor-
mance obtenues après la synthèse de la loi de commande permettant de
tester si ces propriétés sont conservées en dépit de dispersions technolo-
giques.

Modèle de simulation : un modèle représentant le comportement de la PLL
réelle avec tous les détails possibles. Il est utilisé par la suite pour réaliser
les simulations temporelles nécessaires pour valider l’efficacité de la loi
de commande obtenue sur le procédé réel.

Pour conclure ce chapitre, nous verrons que si l’on interconnecte les PLLs ainsi
synthétisées dans un réseau avec une topologie quelconque, même dans le cas de
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modèles simples LTI (Modèles de synthèse) on ne conserve pas forcément les mêmes
propriétés de performance, voire même de stabilité. Il manque certaines conditions
supplémentaires nécessaires pour établir le lien entre les propriétés locales et glo-
bales.

2.1 Généralités sur les PLLs

La boucle à verrouillage de phase a été développée par Henri de Bellescize [Bel32]
en 1932. C’est seulement quarante ans plus tard que ce système électronique a com-
mencé à être massivement utilisé. Les PLLs sont extrêmement répandues dans tous
les domaines d’application du contrôle automatique de la phase et/ou de la fréquence
tels qu’en communication, contrôle de systèmes, mesure et instrumentation, horlo-
gerie de microprocesseurs, etc.. Leur principe de fonctionnement consiste à asservir
la phase d’un oscillateur de fréquence variable sur une source extérieure de référence.
La phase du signal périodique de l’oscillateur est en général contrôlée par une ten-
sion ou un mot numérique et c’est pour ces raisons qu’il est appelé respectivement
oscillateur contrôlé en tension (VCO) ou oscillateur contrôlé par un mot numérique
(que nous appellerons DCO pour « Digitally Controlled Oscillator »).

Un diagramme fonctionnel de base d’une PLL identique à celui de la Figure 1.2 est
représenté sur la Figure 2.1. Le signal du VCO Loc après la division de fréquence
Div est comparé au signal de référence extérieure Ref à l’aide d’un comparateur
de phase PD. La sortie du comparateur de phase est en général constituée de deux
composantes : la première, en basses fréquences, est proportionnelle à la différence
de phases des deux signaux appliqués, et le deuxième, en hautes fréquences, est
un signal parasite déterministe (appelé « ripple » dans la littérature anglo-saxonne)
dont les caractéristiques peuvent varier avec la technologie de PD employée. La
sortie de PD est ensuite envoyée à l’entrée du filtre F remplissant deux fonctions :
la première, l’atténuation et le filtrage du ripple, la deuxième, la réalisation de la
loi de commande du VCO assurant la synchronisation de la PLL avec le signal de
référence (en fréquence et/ou en phase), c’est-à-dire la stabilité de la boucle fermée
et un niveau de performance suffisant dont les caractéristiques seront présenter par
la suite.

Définition 2.1. Deux signaux sont dits synchronisés en fréquence quand ils ont la
même fréquence et que la différence de phase est constante. Ils sont synchronisés en
fréquence et en phase si, en plus, la différence de phase est égale à zéro.

Le bloc 1/d de division de fréquence permet de garder un certain rapport en fré-
quence entre le signal de référence Ref et le signal local Loc issus du VCO tout en
respectant la synchronisation entre le signal divisé Div et la référence Ref .

Il existe différents types de PLL [Mar04] : analogique, mixte ou entièrement numé-
rique.

La PLL analogique opère sur des signaux périodiques de nature analogique et
dont tous les éléments sont des composants analogiques. Le VCO est un oscillateur
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Figure 2.1: Diagramme fonctionnel d’une PLL

quasi-harmonique ou un oscillateur de relaxation 1 ; le comparateur de phase et le
diviseur de fréquence sont réalisés sur des multiplexeurs analogiques.

La PLL mixte opère des signaux de forme carrée « 0 » et « 1 » (ou « ±1 ») : le
VCO est donc un oscillateur de relaxation, et contrairement aux PLL analogiques, le
comparateur de phase et le diviseur de fréquence sont réalisés avec des éléments digi-
taux : bascules, logique numérique, etc.. Le filtre reste toutefois un filtre analogique
délivrant un signal de tension analogique de commande du VCO.

La PLL entièrement numérique ou All Digital PLL (ADPLL en Anglais)
est une boucle à verrouillage de phase dont tous les éléments internes y compris le
filtre sont à base de circuits numériques 2. L’oscillateur d’une ADPLL, vue la nature
numérique du signal de commande à son entrée, est un DCO.

Les réseaux de distribution du signal d’horloge actifs décrits dans [PN95, GC00]
utilisent des PLLs mixtes. Bien que ces architectures soient fiable et remplissent la
fonction de distribution active du signal d’horloge, elles souffrent tout de même de
trois défauts principaux : occupation de la place sur silicium, sensibilité au bruit,
difficulté d’intégration des fonctions analogiques et digitales ainsi que le manque
d’outils de CAO 3 associés. En effet, de par leur nature analogique, les filtres oc-
cupent beaucoup de place sur la puce, ce qui n’est pas le cas des filtres numériques.
Par ailleurs, les signaux analogiques au sein de chaque PLL sont plus sensibles au
bruit que les mêmes signaux numériques, surtout dans un environnement bruité de
microprocesseurs : bruits d’alimentation, perturbations venant de blocs fonctionnels
du circuit, échauffements. En ce qui concerne le troisième point sur les outils CAO,
il est bien connu que les microprocesseurs modernes sont essentiellement composés
d’éléments numériques et tout le flux de leur conception est associé à des outils de
CAO. Il est donc logique et préférable pour une intégration aisée que le système
de distribution du signal d’horloge puisse être lui aussi conçu, fabriqué et testé par
les mêmes outils de CAO. Pour les raisons mentionnées précédemment, dans notre
étude, nous considérons donc un réseau de distribution du signal d’horloge actif
composé d’ADPLLs. Un bon état de l’art sur le sujet présentant les avantages et les

1. Un oscillateur quasi-harmonique fournit à sa sortie un signal quasi-sinusoïdal ; tandis que
l’oscillateur de relaxation fournit un signal qui peut être approché par un signal en forme carrée.

2. L’adjectif « entièrement numérique », toutefois, n’est pas employé ici pour souligner la nature
des signaux mêmes. En réalité, comme nous allons voir par la suite, les ADPLLs possèdent les deux
types de signaux : analogique et numérique avec les convertisseurs correspondants.

3. Conception Assistée par Ordinateur ou Computer-Aided Design (CAD) en anglais.
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Figure 2.2: Diagramme fonctionnel d’une ADPLL

inconvénients d’ADPLLs peut être trouvée dans [Sta11].

Le diagramme fonctionnel d’une ADPLL est représenté sur la Figure 2.2. Il est
équivalent à celui de la Figure 2.1, à la différence que tous les blocs sont numériques et
que le filtre a besoin d’un signal d’horloge externe pour effectuer les calculs internes.
Étant donné que l’ADPLL fait partie d’un système qui génère le signal d’horloge, il
existe aucun autre signal d’horloge à notre disposition. L’idée est donc d’utiliser le
signal de référence extérieur ou le signal issu du DCO local comme signal d’horloge
pour l’échantillonnage du filtre.

Par la suite, nous présentons avec plus de détails chaque bloc de l’ADPLL utilisée
dans le réseau actif de distribution d’horloge pour cette étude. Une description
complète d’un point de vue microélectronicien de l’ADPLL est donnée dans [SB06].

2.1.1 Comparateur de phases

Le comparateur de phases mesure un déphasage entre deux signaux à son entrée. Sa
sortie est une valeur numérique dont l’amplitude est proportionnelle au déphasage
des deux signaux. En réalité, le comparateur de phase d’une ADPLL remplit une
fonction supplémentaire : la conversion d’une valeur analogique du « déphasage »
vers « un mot numérique d’erreur » (signal Err dont nous appellerons l’unité de me-
sure « u.e. » ce qui signifie « unités d’erreur »). Le comparateur de phase utilisé dans
l’architecture de l’ADPLL est souvent appelé dans la littérature un comparateur de
phase et de fréquence (en anglais Phase Frequency Detector PFD). En effet, dans
le cas où la différence de phase instantanée est égale à un multiple de 2π, et compte
tenu de la nature cyclique de la phase (∆ϕ = 0 modulo 2π), un comparateur de
phase conventionnel génèrerait un signal d’erreur nul à sa sortie. Dans l’architecture
considérée ici, le comparateur de phase utilisé fournit un signal d’erreur détectant
en temps réel la différence de fréquences.

Le PFD est composé de trois parties (voir la Figure 2.3) : comparateur de phase bang-
bang, convertisseur temps numérique TDC (en anglais Time to Digital Converter)
et un Encodeur.
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Figure 2.3: Diagramme de blocs du comparateur de phase pour l’architecture choi-
sie

Comparateur de phase bang-bang

Le comparateur de phase bang-bang produit uniquement l’information sur le signe
de la différence de phase (fréquence) des deux signaux appliqués à son entrée. Les
signaux peuvent être représentés par des événements, par exemple par leurs fronts
montants. Nous allons appeler les événements associés aux signaux Ref et Div
respectivement « ref » et « div ».

En parlant de façon simplifiée, le comparateur de phase bang-bang « décide » quel
événement arrive en premier à partir d’un temps initial. Par convention, la sortie est
un signal binaire « 1 » ou « 0 » qui signifie « div est arrivé en premier » ou « ref est
arrivé en premier ». Le comparateur de phase bang-bang est une machine d’états
dont les états sont représentés sur la Figure 2.4 et qui a donc 2 bits de mémoire
interne. Nous allons appeler ces bits par « SIGNE » et « MESURE » ainsi que
les signaux correspondants par « Sig » et « Mes ». Le bit SIGNE est la sortie de
comparateur de phase bang-bang portant l’information sur le signe de la différence
de phases instantanée, le bit MESURE porte l’information sur la valeur absolue de
cette différence. Le paragraphe suivant décrit le fonctionnement de ce comparateur.

Fonctionnement Initialement, le bit MESURE est égal à zéro et le bit SIGNE
est indéterminé. Quand l’un des deux événements arrive, le bit MESURE prend
la valeur 1 et le bit SIGNE devient 0 ou 1 si l’évènement arrivé est div ou ref
respectivement. Ensuite, quand le bitMESURE = 1 et SIGNE = 0 (respectivement
SIGNE = 1 ), la machine d’état « attend » l’événement ref (respectivement div)
en ignorant tous les événements div (respectivement ref ) qui peuvent apparaître à
l’entrée de comparateur bang-bang. Quand l’événement attendu ref (respectivement
div) arrive, le bit SIGNE reste inchangé tandis que le bit MESURE passe à zéro
signifiant la fin d’un cycle de mesure. Par la suite, un nouveau cycle identique à celui
décrit précédemment commence avec l’arrivée d’un nouvel événement à l’entrée du
PFD bang-bang.

Dans la littérature, il existe différentes méthodes d’implémentation du comparateur
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Figure 2.4: Machine d’états du comparateur de phase bang-bang

de phase bang-bang réalisant la machine d’états décrite précédemment. Étant donné
que le but de cette étude est l’application de méthodes d’Automatique pour la
synthèse de réseaux de distribution du signal d’horloge, nous ne rentrerons pas dans
les détails de la réalisation d’un tel comparateur de phase, mais nous retiendrons
seulement son fonctionnement global. Le lecteur intéressé, toutefois, peut consulter
les travaux de [RTE+07, SB06, Sta11] où différentes implémentations d’un PFD
bang-bang sont décrites.

Convertisseur temps numérique

Si le comparateur de phase bang-bang permet de déterminer l’ordre d’arrivée des
événements, le convertisseur temps numérique ou TDC a pour but de quantifier
l’intervalle de temps entre ces deux évènements. En regardant plus en détails, le
fonctionnement d’un comparateur bang-bang, on peut remarquer que nous avons
déjà à notre disposition un signal permettant de réaliser cette quantification. En
effet, le bit MESURE est égal à 1 durant toute une période du temps entre deux
événements. En mesurant la durée de cette période, on peut quantifier la différence
de temps entre deux événements et donc la différence de phase absolue des deux
signaux appliqués en entrée de la PLL.

Le principe de mesure le plus simple utilisé dans notre étude est l’envoi du signal
Mes correspondant au bit MESURE dans une chaîne de retards élémentaires (ligne
bleue sur la Figure 2.5a) et l’observation de la profondeur de sa propagation du-
rant l’intervalle de temps à mesurer (voir la Figure 2.5b). Ceci est réalisé de la
manière suivante. Au même instant que le signal correspondant au bit MESURE est
envoyé dans une chaîne de retards, son inverse est également envoyé vers l’entrée
D des bascules 4 D [Hof04]. L’entrée de chaque inverseur élémentaire est envoyé à

4. Une bascule est un circuit logique réalisant un opérateur logique avec plusieurs entrées et
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(a) Implémentation d’un TDC (b) Fonctionnement

Figure 2.5: Implémentation possible et fonctionnement de convertisseur temps
numérique TDC

l’entrée RESET de chaque bascule D (voir la Figure 2.5a). Quand le front mon-
tant de l’inverse au signal correspondant au bit MESURE apparaît à l’entrée des
bascules, seules les bascules où le signal correspondant au bit MESURE n’est pas
encore arrivé, changent leur état initial de 0 à 1. Les bascules restantes, atteintes
par le front montant du signal correspondant au bit MESURE, étant dans un état
désactivé, gardent leur valeur initiale 0. La limite de transition entre les valeurs 0 et
1 indique la profondeur de la propagation du signal correspondant au bit MESURE
comme le niveau de pression dans un thermomètre classique d’où le nom du code
« thermomètre » réservé pour le code en sortie de ce type d’architecture. La valeur
nominale des retards et leur quantité déterminent ainsi la précision minimale τT DC

et le niveau de saturation Esat du comparateur de phase.

Par la suite, le code thermomètre est regroupé avec le code du signe d’erreur de phase
par l’Encodeur de la Figure 2.3 afin d’obtenir à la sortie du comparateur de phase
un code numérique ERREUR de k bits variant dans la plage ±Esat correspondant
au signal Err.

La précision de l’architecture retenue de TDC est assez sensible aux variations de
température. En effet, les variations de température font varier la valeur des retards
élémentaires, ce qui provoque une estimation imprécise de la différence de phase. Il
existe plusieurs autres types d’architecture de TDC [LR04], parmi lesquels les plus
complexes sont robustes aux variations de température. Étant donné que le réseau
complet de distribution d’horloge consiste en plusieurs ADPLLs avec plusieurs TDC s
chacune, il est souhaitable d’utiliser des TDC s les plus simples possibles. Par ailleurs,
l’influence de la précision d’estimation de la différence de phase sur le résultat final de
synchronisation sera prise en compte dans les modèles d’analyse et de simulation. En
effet, le paramètre le plus important pour assurer la stabilité et la synchronisation
du réseau est le signe de la différence de phase. Ce dernier est déterminé par le
comparateur de phase bang-bang simple avec une grande précision [RTE+07]. Le

plusieurs sorties prenant un niveau logique 0 ou 1. Le changement d’état de la sortie est déterminé
par les signaux appliqués aux entrées et le type d’opérateur réalisé par la bascule.
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changement de retards élémentaires étant lent, il provoque une variation du gain
du PDs, ce qui peut être modélisé par une incertitude paramétrique. On pourra
toujours tester a posteriori la stabilité et la dégradation de la performance du réseau
impliquée par cette variation sur le modèle d’analyse. Pour toutes ces raisons, on
retient l’architecture de TDC présentée sur Figure 2.5. De la même manière que
pour le comparateur de phase bang-bang, nous n’entrerons pas dans les détails de
la réalisation et de l’implémentation du TDC et de l’encodeur. Une description plus
détaillée peut être trouvée dans [LR04, JZA+11].

Le comportement global entrée-sortie du comparateur de phase utilisé dans l’archi-
tecture d’ADPLL choisie est présenté sur la Figure 2.6. Ainsi pour une différence de
phase faible, ∆ϕ < τT DC , la sortie du comparateur de phase bang-bang 1 ou 0 est
encodée par une valeur +1u.e. ou −1u.e. respectivement. En réalité, la Figure 2.6
représente la réponse en régime établi du PD à la différence de phase de deux si-
gnaux appliqués en entrée. Le régime établi est obtenu une fois le cycle complet de
mesure achevé, c’est-à-dire quand les deux événements ref et div sont arrivés.

Étant donné que la phase est définie modulo 2π, la valeur absolue de la sortie de
PFD l’est aussi. Ceci est illustré par les répétitions cycliques d’un même motif sur
la Figure 2.6. Le signe de l’erreur de phase n’est pas cyclique contrairement à la
valeur absolue de l’erreur de phase [RTE+07]. C’est pour cette raison que la réponse
statique est symétrique par rapport à l’origine et non par rapport à l’axe des or-
données. Comme dit précédemment, la valeur du retard élémentaire utilisée dans la
chaîne de retards du TDC détermine la sensibilité ou la précision minimale τT DC du
comparateur de phase. Le nombre des retards et de bits du TDC détermine la valeur
maximale de sa sortie, c’est-à-dire la valeur de la saturation Esat. Pour les erreurs
de phase inférieures au retard élémentaire ∆ϕ < τT DC , la valeur absolue n’est pas
quantifiée par le TDC puisqu’elle sort de sa limite de précision et le comportement
du PD est identique à celui d’un comparateur de phase bang-bang avec une pré-
cision « infinie » [RTE+07] (voir la zone bang-bang sur la Figure 2.6). Idéalement,
quand l’erreur de phase tend vers zéro, la sortie du comparateur de phase oscille
entre « +1 » et « -1 » avec une fréquence infinie. En réalité, il existe différents phé-
nomènes provoquant l’apparition de retards et d’hystérésis à paramètres variables
et aléatoires qui limitent la fréquence des oscillations bang-bang. L’étude [LKR04]
montre qu’en prenant en compte la probabilité de variation des retards et des hys-
térésis, le comportement du comparateur de phase bang-bang autour de zéro peut
être modélisé par une fonction linéaire avec un gain constant.

2.1.2 Filtre

Le filtre, ou autrement dit le correcteur, dans l’architecture ADPLL est un bloc
numérique qui réalise la commande du système. C’est un élément de réglage dont le
choix (synthèse) est effectué afin de garantir 1) la stabilité, 2) un certain niveau de
performance. Un exemple de filtre PI numérique avec les coefficients Ki et Kp pour
les branches « intégrale » et « proportionnelle » respectivement est présenté dans le
domaine de Laplace sur la Figure 2.7. Les critères de performance à satisfaire ainsi
que la synthèse du correcteur associé sont décrits dans la section 2.5, page 60.
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Figure 2.6: Réponse statique entrée-sortie du PFD

Figure 2.7: Filtre PI numérique
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Figure 2.8: Schéma fonctionnel de l’oscillateur en anneau utilisé

2.1.3 Oscillateur contrôlé par un mot numérique

L’oscillateur utilisé dans l’ADPLL est un oscillateur en anneau contrôlé par un mot
numérique provenant du filtre. Le schéma fonctionnel simple d’un oscillateur en an-
neau est représenté sur la Figure 2.8. Il consiste en un nombre impair d’inverseurs
à trois états connectés en boucle. Chaque inverseur peut être activé ou désactivé
par la logique de contrôle pilotée par un signal de commande extérieur U venant
du filtre. Les unités de mesure de commande du filtre sont u.c. signifiant « unités
de commande ». Le nombre d’inverseurs activés détermine la fréquence d’oscillation
de la sortie du DCO. Plus le nombre d’inverseurs effectifs dans la boucle est grand,
plus la fréquence d’oscillation de la sortie Loc est importante. Pour plus de détails
sur la réalisation d’un oscillateur en anneau avec une matrice d’inverseurs en deux
dimensions ainsi que son implémentation pratique, le lecteur est invité à consulter
[RTE+07]. Dans notre étude, nous allons nous contenter du comportement simplifié
global de l’oscillateur commandé par un mot numérique. La réponse statique de
celui-ci, c’est-à-dire la fréquence de la sortie en fonction du code en entrée, est re-
présentée sur la Figure 2.9. f0 désigne la fréquence centrale du DCO, sa fréquence
propre d’oscillation avec le code nul en entrée, fmax et fmin représentent la fré-
quence maximale et minimale atteignable et µmax et µmin les codes de la commande
correspondants.

2.1.4 Diviseur de fréquence

Le choix de l’architecture du diviseur de fréquence est dicté comme dans les cas
précédents par sa facilité d’implémentation. On choisit ainsi un diviseur réalisé par
une connexion en cascade de bascules D effectuant la division de la fréquence par un
nombre d multiple de deux. Il existe également des diviseurs de fréquence program-
mables permettant de modifier la fréquence d’horloge générée en temps réel. Ceci
est très intéressant dans un contexte de réduction de la consommation de la puce.
En effet, on a vu dans le chapitre précédent qu’une diminution de la fréquence du
signal d’horloge baisse aussi la consommation liée aux impédances parasites. Pour
les Systems On Chip (SOCs) modernes pour lesquels on adapte la fréquence de fonc-
tionnement de différents modes d’opération de la puce selon la charge de travail, le
changement du facteur de division est très important. Plus de détails sur l’implé-
mentation de diviseurs simples ainsi que de diviseurs programmables peuvent être
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Figure 2.9: Caractéristique statique de l’oscillateur en anneau

retrouvés dans [Raz96, Roh97, Raz98].

2.2 Modélisation d’une ADPLL

Les paramètres les plus importants de l’ADPLL tels que la fréquence centrale du
DCO, le facteur de division de fréquence, les retards élémentaire de PD etc. doivent
être choisis selon les applications. Ces paramètres permettent de réaliser un choix
optimal d’architecture de chaque composant de l’ADPLL, ainsi que d’autres valeurs
paramétriques. Il reste néanmoins un composant à déterminer, le filtre. Étant un
élément de réglage relativement souple (car programmable) réalisant la commande
de l’ADPLL, son choix détermine le comportement globale de celle-ci. Comme cela
a été mentionné auparavant, d’un point de vue d’Automatique, une ADPLL est une
boucle de rétroaction et le filtre est un composant réalisant la loi de commande. Ses
caractéristiques fixent le comportement dynamique de l’ADPLL.

Le comportement dynamique d’une ADPLL est complexe et fortement non-linéaire
(voir les Figure 2.6 et Figure 2.9). Néanmoins, l’approche par linéarisation de son
comportement dans le domaine de phase simplifie considérablement son étude et
sa conception [Roh97, Kro03, KCV08]. Ainsi, comme cela a été mentionné dans
l’introduction, on linéarise l’ADPLL autour d’un point de fonctionnement : on établit
donc un modèle « petits signaux », autour duquel le comportement est quasi-linéaire
et où la contribution de la partie du comportement non-linéaire est négligeable.
En se basant sur ce modèle linéaire dans le domaine de phase, une analyse et une
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synthèse efficaces peuvent être effectuées, garantissant la stabilité et les propriétés de
performance désirées du modèle. Ensuite, une analyse non-linéaire peut être réalisée
afin d’obtenir un domaine de validité du modèle linéaire, c’est-à-dire un domaine où
la loi de commande obtenue est efficace non seulement sur le modèle linéaire mais
aussi sur le procédé réel.

Cette section a pour but de décrire dans le domaine de phase le modèle de chaque
bloc ainsi que le modèle global de l’ADPLL utilisé dans notre étude. Ce modèle
est ensuite linéarisé et est utilisé, dans la section prochaine, comme base pour la
synthèse de la loi de commande.

2.2.1 Comparateur de phase

Le comparateur de phase fait intervenir quatre non-linéarités principales (voir la
Figure 2.6) : le caractère cyclique de la phase, la saturation, le comportement bang-
bang autour du zéro et l’effet de quantification car, comme cela a déjà été évoqué,
le comparateur de phase remplit une fonction supplémentaire de Conversion Ana-
logique Numérique (CAN ) du signal analogique de la différence de phase vers un
signal numérique Err.

Nous allons modéliser les deux premières non-linéarités par une fonction non-linéaire
Ψ déterminée comme dans (2.1) et Figure 2.10 (voir la courbe rouge en trait inter-
rompu mixte) :

Ψ(∆ϕ) =





0,

KP D (∆ϕ − θP D) ,

2πl · KP D,

KP D (∆ϕ+ θP D) ,

−2πl · KP D,

|∆ϕ| ≤ θP D;

2πl + θP D < ∆ϕ < 2π (l + 1) ;

2π (l + 1) ≤ ∆ϕ ≤ 2π (l + 1) + θP D;

−2π (l + 1) < ∆ϕ < −2πl − θP D;

−2π (l + 1)− θP D ≤ ∆ϕ ≤ −2π (l + 1) ;

, l ∈ Z.

(2.1)

Les effets de la quantification ainsi que des oscillations aléatoires bang-bang sont
modélisés par un signal aléatoire de réalisation temporelle bornée à la sortie du
comparateur de phase bP D : |bP D| ≤ 1u.e. dont la Densité Spectrale de Puissance
(DSP) est importante essentiellement en hautes fréquences. Il peut être modélisé
par la convolution temporelle d’un filtre HP D et d’un bruit blanc, soit dans le cas
présent, par la convolution d’un filtre passe-haut et la réalisation temporelle d’un
bruit blanc b (voir la Figure 2.11).

La partie linéaire du comportement du PD est modélisée dans le domaine de phase
par un bloc de soustraction suivi d’un simple gain KP D et d’un bloc d’échantillon-
nage (Figure 2.11 et Figure 2.10, courbe bleue plein). La différence entre le gain
linéaire du PD et la fonction non-linéaire Ψ est représentée à titre informatif par la
fonction Ψ̃ sur la Figure 2.11 et Figure 2.10 (courbe verte en pointillé).

Les variations des retards élémentaires dûes aux dispersions technologiques ainsi
qu’à une variation de la température peuvent être modélisées, comme cela a été
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Figure 2.10: Caractéristique du modèle du PD dans le domaine de phase

Figure 2.11: Modèle non-linéaire dans le domaine de phase du PD
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Figure 2.12: Influence d’incertitude réelle sur le gain de PD

évoqué dans la section précédente, par une incertitude réelle sur le gain linéaire de
PD (voir la Figure 2.12), ∆P D = Kgab

P D · δP D :

KP D = Knom
P D +∆P D = Knom

P D +Kgab
P D · δP D;

KP D ∈
[
Knom

P D − Kgab
P D; Knom

P D +Kgab
P D

]
,

(2.2)

où Knom
P D est la valeur nominale du gain du PD, Kgab

P D est le gabarit de l’incertitude,
δP D est l’incertitude réelle scalaire normalisée : |δP D| < 1.

Finalement, on obtient un modèle non-linéaire dans le domaine de phase pour le
comparateur de phase représenté sur la Figure 2.11. Le modèle linéaire nominal
est obtenu par la linéarisation du modèle de la Figure 2.11 autour du point de
fonctionnement où la différence de phase tend vers zéro. Dans ce cas-là Ψ ≡ 0 et
∆ ≡ 0 et on obtient un modèle nominal simplifié linéaire du PD dans le domaine de
phase (voir la Figure 2.13).

2.2.2 Filtre

Le filtre ou correcteur utilisé dans l’architecture ADPLL considéré est un filtre dis-
cret et son modèle est représenté par une fonction de transfert discrète F (z). Les
coefficients du filtre sont choisis afin de garantir la stabilité et un certain niveau de
performance. Il est important de mentionner que l’implémentation du filtre provoque
parfois des imprécisions sur les valeurs numériques des coefficients [JZA+11]. Ainsi,
dans l’exemple du filtre PI représenté sur la Figure 2.7, page 41, les coefficients
proportionnel et intégral vont être modélisés comme la somme d’un paramètre réel
nominal et d’un paramètre réel incertain :
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Figure 2.13: Modèle linéaire dans le domaine de phase du PD

KP = Knom
P +

∆P︷ ︸︸ ︷
Kgab

P δP ;

KI = Knom
I +

∆I︷ ︸︸ ︷
Kgab

I δI ,

(2.3)

qui implique que

KP ∈
[
Knom

P − Kgab
P ; Knom

P +Kgab
P

]
;

KI ∈
[
Knom

I − Kgab
I ; Knom

I +Kgab
I

]
,

(2.4)

où Knom
P , Knom

I sont les valeurs nominales ou désirées des coefficients du filtre,
Kgab

P , Kgab
I , leurs gabarit d’incertitudes respectives et δP , δI les incertitudes réelles

normalisées : |δP | < 1,|δI | < 1. La même approche est utilisée pour des filtres plus
complexes avec un nombre de coefficients plus important.

2.2.3 Oscillateur

L’oscillateur de l’architecture ADPLL considéré est un DCO. Il remplit donc une
fonction supplémentaire de conversion du signal numérique de commande du filtre
vers un signal analogique oscillant. Nous allons ainsi modéliser le DCO comme un
Convertisseur Numérique Analogique (CNA) suivi d’un VCO comme indiqué sur la
Figure 2.14.

Dans le domaine de phase, un signal périodique est représenté selon sa phase dont
l’évolution est décrite par une rampe. Pour un oscillateur commandé, la pente dé-
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Figure 2.14: Modélisation du DCO

pend de la commande appliquée à son entrée :

ϕLoc (t) = ω0t+KV CO

t
ˆ

−∞

u (t) dt, (2.5)

où ω0 = 2πf0 est la pulsation centrale d’oscillateur, KV CO est son gain et u est la
commande à son entrée.

La pente instantanée de la rampe correspond à la fréquence instantanée de l’oscil-
lateur :

ωLoc (t) = ω0 +KV COu (t) . (2.6)

L’oscillateur est donc idéalement modélisé dans le domaine de phase par un gain
KV CO suivi d’un intégrateur pur à l’entrée duquel la commande et la pulsation
centrale sont appliquées. On suppose donc que l’oscillateur travaille proche de sa
fréquence centrale dans la zone linéaire 5 de sa caractéristique présentée sur la Fi-
gure 2.9, page 43.

Bruit de phase ou jitter Bien que les DCOs en anneau soient faciles à intégrer, ils
souffrent d’un bruit de phase important. En effet, le bruit causé par les composants
électroniques ou les signaux extérieurs (commande, alimentation) peut entraîner
une distorsion de la fréquence et de l’amplitude du signal généré en sortie. Dans la
plupart des cas, la distorsion en amplitude est négligeable ou peu importante, et seule
la distorsion de la fréquence est considérée. Elle peut également être vue comme une
variation aléatoire de la période (pour les VCOs) ou de l’écart de temps de fronts
montants et descendants par rapport à leur position idéale (pour les DCOs). Le

5. Sans prendre en compte les effets de quantification, qui vont être modélisés par la suite par
un bruit blanc.
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Figure 2.15: « Translation » en fréquence de la densité spectrale de puissance du
bruit de phase

signal de sortie de l’oscillateur nominal sinusoïdal devient alors :

Loc (t) = ALoccos (ωpt+ φb (t)) , (2.7)

où ALoc est l’amplitude du signal généré par l’oscillateur, ωp la pulsation de sa
porteuse (la pulsation sur laquelle l’oscillateur est synchronisé) et φb (t) représente
la variation aléatoire de la période avec une certaine propriété spectrale.

La fonction φb (t) est appelée aussi le « bruit de phase » ou, dans les termes du
chapitre 1, le jitter. Pour des petites valeurs de distorsion |φb (t)| ≪ 1 rad (ce qui
est le cas pour les oscillateurs modernes), on obtient :

Loc (t) ≈ ALoccos (ωpt) + ALocφb (t) sin (ωpt) . (2.8)

L’équation (2.8) montre que la DSP du bruit de phase grâce à la propriété de
modulation de la transformée de Fourier est dédoublée avec un facteur 1

2
et ramenée

aux pulsations ±ωp (ou de la même manière aux fréquences ±fp en Hz) ce qui est
représenté sur la Figure 2.15. En outre, étant donné que les signaux traités sont réels
et que donc le module de leur transformée de Fourier est symétrique par rapport
à l’axe imaginaire, le spectre du bruit des oscillateurs est souvent représenté d’un
seul côté et non en fonction de la fréquence absolue f mais en fonction de l’écart de
celle-ci par rapport à la fréquence de la porteuse : ∆f = f − fp. La fréquence ∆f
est aussi appelée offset de fréquence.

Pour comprendre les différentes sources de bruit de phase d’oscillateur, examinons le
bruit d’un transistor, le composant principal élémentaire faisant partie de l’architec-
ture de DCO choisie. Le bruit d’un transistor ψb est composé de deux contributions
principales [Raz98] :
– Bruit thermique ou bruit de résistance ou bruit de Johnson d’après le nom du
physicien qui l’a mis en évidence. Ce bruit est responsable du plancher de bruit
en hautes fréquences (voir la Figure 2.16a) ;

– Bruit de Flicker ou bruit en 1/f ou bruit de basses fréquences ou bruit de scin-
tillement. Il peut avoir différentes origines comme des impuretés dans le matériau
libérant de manière aléatoire des porteurs de charge. Ce bruit se traduit par une
descente de sa DSP en basses fréquences (BF) suivant une pente de −10 dB/dec
jusqu’à la fréquence de coupure appelée la fréquence de corner fc.

La puissance spectrale du bruit d’un transistor typique Sψb
en fonction de la fré-

quence est représentée sur la Figure 2.16a.
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(a) La densité spectrale de puissance du bruit d’un transistor

(b) Réponse fréquentielle en amplitude au carré de la fonction de transfert du
bruit de phase

Figure 2.16: DSP du bruit d’un transistor et la réponse fréquentielle au carré du
filtre du bruit
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L’architecture d’oscillateur en anneau est réalisée par un bouclage d’inverseurs dont
chacun est représenté par une combinaison de transistors. Le bruit de chaque tran-
sistor ayant un spectre semblable à celui de la Figure 2.16a est converti à la sortie de
l’oscillateur en un bruit de phase pour l’oscillateur φb. Ce phénomène de conversion
du bruit ayant diverses origines a été évoqué pour la première fois par [Lee66]. Les
auteurs de [Roh97, Rub10] montrent que les pentes du profil du bruit du transistor
sont diminuées de 20dB/dec pour une gamme d’offset de fréquences plus petites que
la fréquence caractéristique dite de Leeson fL déterminée par :

fL =
fp

2Q , (2.9)

où Q et fp sont respectivement le facteur de qualité du résonateur chargé et sa
fréquence propre.

L’expression du profil de bruit est donné par la formule empirique de Leeson dont
la validité peut être démontrée par un calcul rigoureux [Roh97, Rub10] :

Sφb
(f) =

(
1 +

f2
L

f2

)
Sψb

(f) , (2.10)

où Sφb
(f) et Sψb

(f) sont respectivement les DSP du bruit de phase et du bruit de
transistor.

Le terme entre parenthèses de (2.10) exprime l’effet de Leeson, qui peut être vu
comme une mise en forme du bruit des transistors par un filtre linéaire Hb (s) =
2πfL

s

(
s

2πfL
+ 1

)
d’ordre 1 avec un intégrateur pur et de fréquence de coupure fL. Ce

filtre est souvent appelé le filtre du bruit de phase dont la réponse fréquentielle est
représentée sur la Figure 2.16b. La Figure 2.17 montre le phénomène de conversion
du bruit qui en prenant en compte la partie symétrique de la DSP résulte en un
profil du bruit décrit selon la Figure 2.15.

Cette modélisation du bruit de l’oscillateur est évidemment simplifiée mais suffisante
pour bien comprendre les objectifs de performance à atteindre. Cela nous permettra
d’écrire un cahier de charge pour la synthèse d’une ADPLL ainsi que de le transfor-
mer dans un langage mathématique nécessaire pour l’application des méthodes de
synthèse.

Quantification Un autre point important concernant l’oscillateur utilisé dans l’ar-
chitecture choisie est l’effet de quantification. Le CNA du DCO est modélisé comme
un bloqueur d’ordre 0 à la sortie duquel s’ajoute un bruit blanc bq modélisant le
phénomène de quantification. Ce bruit de quantification est un bruit blanc dans
le domaine des fréquences [−fs/2, fs/2] où fs est une fréquence d’échantillonnage
(c’est-à-dire soit la fréquence du signal de la référence Ref soit la fréquence du signal
local synchronisé Loc).

Incertitudes Le dernier point important à modéliser sont les variations du gain
linéaire du VCO KV CO. En réalité, les dispersions technologiques ou les variations
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Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

(a) fc < fL

(b) fL < fc

Figure 2.17: Principe de conversion du bruit dans l’oscillateur, l’effet Lesson
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2.2 Modélisation d’une ADPLL

Figure 2.18: Un exemple de distorsion du gain linéaire du VCO provoquée par la
variation des délais élémentaires

environnementales (température, alimentation) provoquent une variation des retards
des inverseurs élémentaires du DCO. Cela implique deux phénomènes principaux :
un changement du gain linéaire équivalent et une distorsion de la caractéristique
linéaire de l’oscillateur (voir la Figure 2.18). On propose de modéliser ces variations
comme dans les cas précédents par une incertitude réelle ∆V CO sur le gain du VCO :

KV CO = Knom
V CO +∆V CO = Knom

V CO +Kgab
V CO · δV CO;

KV CO ∈
[
Knom

V CO − Kgab
V CO; Knom

V CO +Kgab
V CO

]
,

(2.11)

où Knom
V CO est la valeur nominale du gain du VCO, Kgab

V CO est le gabarit d’incertitude
et δV CO est l’incertitude réelle scalaire normalisée : |δV CO| < 1.

Le modèle complet de l’oscillateur ainsi obtenu est représenté sur la Figure 2.19.

2.2.4 Diviseur de fréquence

Le modèle de diviseur de fréquence dans le domaine de phase est un simple gain
égal au facteur de division :

Kd = 1/d. (2.12)

La division de fréquence est réalisée par une architecture simple de mise en série de
bascules D. Le nombre de bascules détermine le facteur de division qui est un mul-
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Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

Figure 2.19: Modèle linéaire du DCO

Figure 2.20: Modèle linéaire de l’ADPLL (Modèle d’analyse hybride)

tiple d’une puissance de deux d = 2l, l ∈ Z. On peut donc pratiquement implémenter
la valeur idéale du gain de division de fréquence Kd.

2.2.5 Modèle complet de l’ADPLL

Le modèle complet linéaire de l’ADPLL dans le domaine de phase est ainsi représenté
sur la Figure 2.20. Ceci est un Modèle d’analyse hybride. Les blocs ∆ représentent
les incertitudes paramétriques du modèle. L’indice ∆ en expression du filtre F∆
est également utilisé pour souligner que le modèle du filtre lui aussi possède des
incertitudes et étant donné que l’on ne connait pas la structure du filtre (il n’est
pas encore synthétisé) on ne les représente pas explicitement. Le même modèle
nominal (Modèle de synthèse) est représenté sur la Figure 2.21. Le modèle nominal
est composé donc de deux parties : une partie digitale ou discrète (correcteur, affiché
en gris sur la Figure 2.21) et une partie continue (reste du schéma). A travers
ce document, on va considérer la configuration des paramètres des ADPLLs pour
l’implémentation sur une carte FPGA (Field-Programmable Gate Array) qui est
résumée dans le Tableau 2.1.
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Paramètre Configuration FPGA

Fréquence de la référence fRef = 50.04 kHz

Nombre de bits à la sortie

de TDC
g = 4 bits

Nombre de bits à la sortie

de PD
k = 5 bits

Sensibilité minimale de

PD
τT DC = 149.88ns

Niveau de saturation

(nombre d’inverseurs) de

TDC

15u.e.

Différence de phase

correspondante à la

saturation
θP D = 2.25µs

Gain linéaire nominal du

PD
Knom

P D = 21.22u.e./rad

Le gabarit d’incertitude

du gain du PD
Kgab

P D = 0.2K
nom
P D (20%)

Fréquence centrale du

DCO
f0 = 250.14 kHz

Dispersion de la fréquence

centrale du DCO
f△

0 = 0.3f0(30%)

Fréquence minimale du

DCO
fmin = 139.6KHz

Valeur du code du DCO

correspondante
µmin = 0u.c.

Fréquence maximale du

DCO
fmax = 326KHz

Valeur du code du DCO

correspondante
µmin = +1023u.c.

Gain linéaire nominale du

DCO
Knom

V CO = 1.006 · 103 rad/ (s · u.c.)

Le gabarit d’incertitude

du gain du DCO
Kgab

V CO = 0.3K
nom
V CO (30%)

Division de fréquence Kd = 1/4

Table 2.1: Configurations des paramètres selon le mode de réalisation de l’ADPLL
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Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

Figure 2.21: Modèle linéaire nominale de l’ADPLL (Modèle de synthèse hybride)

2.3 Les aspects d’auto-échantillonnage

Une propriété importante de l’ADPLL utilisée dans notre architecture est la pro-
priété de l’auto-échantillonnage. En effet, étant donné que le comparateur de phase,
utilisé dans l’architecture retenue, met à jour la valeur de sa sortie seulement après
qu’un cycle de mesure soit achevé (c’est-à-dire après que les deux fronts montant de
signaux Ref et Dev soient passés, voir la sous-section 2.1.1, page 36), le filtre F pour
calculer la valeur du signal de commande à l’instant donné du temps, en fonction de
l’ordre d’apparition des évènements (ref ou div), n’utilise pas les valeurs du signal
à son entrée aux mêmes instants du temps. En effet, supposons que le filtre numé-
rique F de l’ADPLL est échantillonné par les fronts montants (les évènements) du
signal de référence Ref à l’instant kTRef =

k
fRef

, k ∈ Z. Dans ce cas-là, si à l’instant
kTRef le premier évènement dans le cycle de mesure en cours est l’évènement ref , le
filtre utilisera la valeur du signal d’erreur à son entrée à l’instant (k − 1)TRef (donc
retardé à une période TRef du signal Ref) puisque la valeur d’erreur de l’instant en
cours kTRef n’est pas encore prête à la sortie du comparateur de phase (le cycle de
mesure n’est pas encore fini). En revanche, si à l’instant kTRef le premier évènement
dans le cycle de mesure en cours est l’évènement div, le filtre utilisera la valeur du
signal d’erreur à son entrée au même instant kTRef puisque la valeur d’erreur de
l’instant en cours kTRef est déjà prête à la sortie du comparateur de phase (le cycle
de mesure est déjà fini 6).

Cela implique qu’en fonction de la succession des évènements à l’entrée de l’AD-
PLL, elle se comporte comme deux systèmes différents : un système avec un re-
tard supplémentaire l’autre sans ce retard supplémentaire dans la chaîne de la
boucle ouverte. Ceci est un système auto-échantillonné hybride qui nécessite une
étude adaptée de son comportement dynamique, comme par exemple les travaux de
[AJO+10, AJGC10].

Cependant, le fait d’avoir utilisé comme signal d’échantillonnage du filtre le signal
hautes fréquences Loc issu de l’ADPLL, divise par d le retard supplémentaire d’auto-
échantillonnage, où d est le facteur de division de fréquence de l’ADPLL. En outre,

6. On suppose que le temps nécessaire au parcours du signal d’erreur de phase entre la sortie
de comparateur de phase et l’entrée du filtre F est négligeable ou inférieur au temps de parcours
de la même distance par le signal de référence Ref même.
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les études [AJGC11, AJJ+11] montrent que lorsqu’il s’agit du réseau d’ADPLLs
interconnectées auto-échantillonnées, son comportement peut être approché par un
réseau de modèles d’ADPLLs linéaires. Cette approximation est plus proche de la
réalité dans le cas de réseaux autonomes, c’est-à-dire sans référence extérieure. Sans
rentrer plus en détails sur ce sujet, on considère dans la suite que cette approximation
a été réalisée et on obtient les deux modèles échantillonnés classiques de l’ADPLL
représentés sur la Figure 2.20 et la Figure 2.21, page 56. Par la suite, nous allons
nous focaliser sur les aspects d’échantillonnage en méthodes de synthèse continues.

2.4 Méthodes de synthèse continues de correcteurs
numériques

D’un point de vue Automatique, une ADPLL est une boucle fermée divisée en deux
parties : le filtre ou le correcteur réalisant la fonction de commande, et le procédé
couvrant toutes les autres fonctions. Le correcteur exerce la commande sur le procédé
afin de garantir que les signaux en entrée et en sortie possèdent certaines propriétés.
Étant donné que le correcteur est numérique et que le procédé est continu, l’AD-
PLL ainsi que ces modèles de synthèse et d’analyse obtenus (voir les Figure 2.20 et
Figure 2.21) sont hybrides. Il s’agit donc de la commande d’un système continu par
un correcteur discret. Malheureusement, les méthodes usuelles d’Automatique pour
la synthèse de correcteur se concentrent généralement sur deux approches :
– l’approche « tout discret » : synthèse d’un correcteur discret pour un procédé
discret ;

– l’approche « tout continu » : synthèse d’un correcteur continu pour un procédé
continu.

Ces deux approches ne traitent donc pas de notre problème hybride. Cela est dû
au fait que ce problème de commande de systèmes hybrides est toujours un pro-
blème ouvert et difficile car il n’existe pas à ce jour de solution efficace. Par ailleurs,
l’application des méthodes de l’automatique fréquentielle, ce qui sera motivé par la
suite, nécessite un modèle continu et fournit un correcteur analogique (fonction de
transfert continue) ne permettant pas de répondre également à notre problème. Une
façon de procéder est de mettre au point sur le modèle continu un correcteur continu
puis de l’approcher par une fonction de transfert discrète. L’inconvénient d’une telle
approche est de ne pas prendre en compte de façon directe lors de l’étape de synthèse
du correcteur le fait que le système sera échantillonné-bloqué (voir la Figure 2.21). Le
correcteur numérique obtenu peut présenter des performances dégradées par rapport
au correcteur analogique initial en fonction du choix de la période d’échantillonnage.
Par la suite, il est important de travailler sur un modèle échantillonné-bloqué.

Une façon de contourner le problème est de transformer un modèle discret en un
modèle équivalent ayant les propriétés d’un modèle continu. Ce dernier sera appelé
dans la suite « modèle continu équivalent ». Par équivalent, il faut comprendre que :
– le modèle continu équivalent est stable si et seulement si le modèle discret l’est ;
– les réponses fréquentielles des deux modèles coïncident au moins aux basses pul-
sations.
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Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

Figure 2.22: Synthèse continue d’un correcteur discret pour un système continu

Enfin, le modèle continu équivalent aura l’aspect d’un modèle continu s’il peut
s’écrire comme une fonction rationnelle à coefficients réels d’une variable complexe
notée w jouant le rôle de la variable de Laplace s associé à la fonction de transfert
du modèle continu.

La transformation qui accomplit cela est la transformation bilinéaire ou transfor-
mation de Tustin. Elle consiste à remplacer [FPE86] dans la fonction de transfert
discrète la variable z par une expression rationnelle en w :

z =
1 + Ts

2
w

1− Ts

2
w

. (2.13)

La réponse fréquentielle de la fonction de transfert correspondante est obtenue en
remplaçant w par jν où ν est l’analogue de la pulsation ω. Elles sont reliées par :

ν =
2

Ts

tan
ωTs

2
. (2.14)

Cette transformation va être utilisée pour synthétiser un correcteur discret pour
un système continu à commander en utilisant les méthodes de synthèse continue
(voir [SF08]) qui seront détaillées par la suite. Le modèle discret correspondant à un
système échantillonné-bloqué est calculé de façon à disposer d’un modèle prenant en
compte l’échantillonnage et le bloquage. A partir de ce modèle discret, un modèle
continu équivalent est obtenu en appliquant (2.13). En se basant sur ce modèle,
un correcteur “continu” (équivalent à un correcteur discret) peut être mis au point
par des méthodes de synthèse continue. Le correcteur numérique correspondant est
alors obtenu par la transformation inverse à (2.13). Cette démarche est représentée
schématiquement sur la Figure 2.22.

En appliquant les transformations nécessaires décrites précédemment, on obtient le
modèle continu équivalent incertain (Modèle d’analyse) et le modèle continu nominal
(Modèle de synthèse) représentés sur la Figure 2.23 et la Figure 2.24 respectivement
où l’étoile à côté de l’intégrateur est utilisée pour rappeler que c’est un intégrateur
équivalent à l’intégrateur continu prenant en compte l’échantillonnage et le bloquage.
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*Δ

Figure 2.23: Modèle linéaire continu équivalent de l’ADPLL (Modèle d’analyse
continu)

Figure 2.24: Modèle nominal linéaire continu équivalent de l’ADPLL (Mo-
dèle de synthèse continu)

En regroupant les signaux de perturbation en entrée du comparateur de phase et en
entrée et sortie de l’oscillateur (2.15), on obtient un modèle équivalent transformé
décrit sur la Figure 2.25.

qP D = bP D/Knom
P D ;

qV CO = bq + ω0/KV CO;

qb
V CO = φb/d.

(2.15)

Sur la Figure 2.25, on regroupe le filtre avec le gain du PD pour obtenir un sous-
système K que nous allons appeler par la suite le correcteur (souligné par les traits
tirés rouges fin sur la Figure 2.25). En procédant de la même manière, on regroupe
l’intégrateur du VCO avec son gain KV CO et le gain de diviseur de fréquence 1/d
pour obtenir le sous-système G (entourée par les traits tirés verts sur la Figure 2.25)
que nous allons appeler par la suite le procédé.

On obtient ainsi un modèle simple linéaire de l’ADPLL sous forme d’un rebouclage
de deux sous-systèmes : (i) le procédé G, déterminé par l’application (voit le Ta-
bleau 2.1), (ii) le correcteur, dont la forme et les paramètres (sauf le gain de PD)
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Figure 2.25: Modèle transformé de la Figure 2.24

reste à choisir par la suite. La section suivante présente une des méthodes de synthèse
pertinente pour notre application : la synthèse fréquentielle avancée H∞.

2.5 Synthèse de la loi de commande d’une ADPLL

Synthétiser un correcteur ou autrement dit une loi de commande signifie trouver
une forme de correcteur, c’est-à-dire sa fonction de transfert K (s), et déterminer les
valeurs numériques de ses coefficients en se basant sur certains objectifs à atteindre
(c’est-à-dire un cahier des charges à respecter). Comme cela a été évoqué dans la
section précédente, nous allons utiliser la méthode de synthèse H∞ pour réaliser
cette synthèse. Les raisons principales de ce choix de la méthode se résument en
quatre points :

1. La méthode de synthèse H∞ est une méthode de synthèse dans le domaine fré-
quentiel, ce qui est très important du point de vue de l’application. En effet,
les méthodes classiques de la conception d’une ou des ADPLLs en Microélec-
tronique se basent essentiellement sur les méthodes fréquentielles classiques
[Roh97, Raz98]. Le but de la thèse est de développer une méthode de synthèse
de la loi de commande qui soit cohérente avec les méthodes de conception
en Microélectronique et qui soit compréhensible par les ingénieurs travaillant
dans ce domaine.

2. Comme cela a déjà été mentionné au début de ce chapitre (page 35), les mé-
thodes de conception en Microélectronique avancée sont basées sur les outils
CAO. La méthode de synthèse H∞ permet de poser le problème de la concep-
tion comme un problème d’optimisation selon un critère mathématique fixé
par un cahier des charges [SP05, SF08]. Le critère pouvant être mis sous forme
d’optimisation convexe [GA94], le problème admet alors une résolution numé-
rique efficace [NY83, BEFB94, BTN01]. Ainsi, la méthode H∞ est particuliè-
rement bien adaptée pour une insertion facile dans le flux des outils existants
de la CAO en Microélectronique.

3. La méthode de synthèse H∞ est une méthode puissante de synthèse fréquen-
tielle avancée qui se base sur des résultats théoriques rigoureux ayant une
connexion directe avec les méthodes et concepts en Automatique avancée telles
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que : la Théorie de la dissipativité, l’approche entré-sortie, la robustesse, la
µ-analyse. Cette connexion permet potentiellement d’élargir le champ d’appli-
cation de la méthode de synthèse de la loi de commande d’une ADPLL simple
vers une synthèse de la loi de commande pour un réseau d’ADPLLs intercon-
nectées. La résolution de ce dernier problème, ne pouvant pas être accomplie
par les méthodes de Microélectronique et de l’Automatique classique (ce qui
sera illustré dans un exemple à la fin de ce chapitre), constitue la contribution
principale de cette thèse.

4. Le dernier point concerne les perspectives futures. En effet, étant en relation
étroite avec des méthodes et concepts de l’Automatique avancée cités précé-
demment, la synthèse H∞ permet d’étendre, en perspective, le savoir faire vers
des problèmes plus généraux et complexes englobant les aspect non-linéaires,
temps variants ainsi que les retards et de la différence de sous-systèmes du
réseau.

Le cahier des charges d’un point de vue mathématique est souvent exprimé sous la
forme d’une caractéristique temporelle désirée des signaux d’entrée et de sortie du
système. La méthode de synthèse H∞ permet une formalisation élégante et simple
du cahier de charge par un critère mathématique à optimiser. Il est nécessaire ainsi,
avant de commencer la synthèse, d’établir le cahier des charges pour notre applica-
tion.

2.5.1 Cahier des charges pour la synthèse d’une ADPLL

Stabilité

Un des points du cahier des charges le plus important à respecter est la stabilité.
Étant donné que notre système est en général décrit par un modèle non-linéaire, ils
existent plusieurs définitions de sa stabilité. Une des définitions la plus utilisée est la
stabilité au sens de Lyapunov, c’est-à-dire la stabilité de l’un des points d’équilibre
du système. Une autre définition de la stabilité d’un système est la stabilité au sens
entrée-sortie que nous allons utiliser dans la présente étude :

Définition 2.2 (Stabilité au sens entrée-sortie). Un système dynamique est un
système stable au sens entrée-sortie (input-output stability en anglais), si pour tous
les signaux d’entrées à énergie bornée, tous les signaux de sorties du système sont
également d’énergie bornée.

Il est important de noter que la propriété de stabilité au sens entrée-sortie (comme
tous les autres) est une propriété intrinsèque du système et ne dépend pas des signaux
appliqués en entrée. Quand il s’agit d’un système composé d’une interconnexion de
sous-systèmes (comme par exemple sur la Figure 2.25) il est utile de donner une
définition de la stabilité interne d’un système :

Définition 2.3 (Stabilité interne). Un système est dite stable de façon interne si
toutes les fonctions de transfert du système en boucle fermée produisent des sorties
à énergie bornée à partir d’entrées à énergie bornée.
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Spécifications Commentaires

Synchronisation Suivi de référence (rampe), erreur statique nulle εstat = 0

Rapidité Fréquence de coupure ωc
S de TϕRef →ε : ωc

S>ωgab

Filtrage du bruit Filtrer les HF de qP D, les BF de qV CO et qb
V CO

Rejet de perturbations Perturbations en entrée du VCO qV CO

Limitation de la commande Commande modérée

Table 2.2: Propriétés de Performance d’une ADPLL désirées

Ceci est une définition de la stabilité interne des systèmes linéaires qui peut être faci-
lement étendue au cas des systèmes non-linéaires en remplaçant les fonction de trans-
fert par les opérateurs correspondants (voir l’Annexe D du chapitre 3, page 143).

Pour un système linéaire toutes les définitions de stabilité coïncident (stabilité au
sens de Lyapunov, au sens d’entrée-sortie, etc.). Par ailleurs, si un système linéarisé
autour d’un point de fonctionnement est stable, le système d’origine non-linéaire
est stable autour de ce point de fonctionnement [Kha92]. On s’intéresse alors à la
synthèse d’un système, dont la linéarisation autour d’un point de fonctionnement
est stable. Une première exigence est alors la stabilité du modèle linéaire de la
Figure 2.25.

Performance

La stabilité seule ne garantit pas forcément un bon comportement de l’ADPLL
(ou bien de son réseau entier). On fixe alors d’autres propriétés qui garantiront
un bon fonctionnement du système complet. Nous allons appeler ces propriétés les
spécifications de performance. Les propriétés de performance désirées d’une ADPLL
sont résumées dans le Tableau 2.2.

Synchronisation Pour notre application, la propriété la plus importante est la
synchronisation. L’ADPLL doit être capable de se synchroniser en fréquence et
en phase avec un signal périodique extérieur Ref . Dans le domaine de phase,
cette exigence est exprimée sous forme d’un suivi de la phase de référence ϕRef

(voir la Figure 2.25). L’ADPLL doit donc être capable de suivre une rampe à
son entrée [Roh97, Kro03, KCV08]. Le suivi est d’autant mieux assuré que l’er-
reur ε = ϕRef − ϕDiv est proche de zéro. Le signal d’erreur ε est caractérisé d’une
part par son régime permanent et d’autre part, par son régime transitoire. La syn-
chronisation concerne le régime permanent et est donc assurée par une minimisation
de l’erreur de suivi de la référence : lim

t→∞
(ε (t)) → 0.

Rapidité La rapidité (ou le temps de réponse du système) est aussi liée au signal
d’erreur de suivi ε (t), et concerne plutôt le régime transitoire. En réalité, de manière
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qualitative, elle est reliée à la fréquence de coupure ωc
S de la fonction de transfert

TϕRef →ε qui associe le signal de référence ϕRef et le signal d’erreur de son suivi ε. Plus
la fréquence de coupure est importante, plus la décroissance de l’erreur de suivi est
rapide. On fixe pour objectif alors de garantir une fréquence de coupure supérieure
à ωgab.

Filtrage du bruit Comme nous l’avons vu dans la section précédente, l’architecture
réelle de l’ADPLL possède différentes sources de bruit. Les trois sources les plus
importantes sont le bruit à la sortie du PD b

P D
dû à la quantification et les effets

bang-bang généralement en hautes fréquences (HF), le bruit à l’entrée du VCO dû
à la quantification bq et le bruit à la sortie du VCO causé par le bruit de phase de
l’oscillateur φb en basses fréquences (BF) (voir la Figure 2.24 et la Figure 2.25). Nous
allons fixer comme objectif de les filtrer au maximum dans la plage de fréquences
où cela est possible.

Rejet de perturbation Dans le cas où la pulsation centrale à l’entrée du VCO ω0
correspond à la pulsation instantanée de la référence ωRef à l’entrée de l’ADPLL,
elle peut être considérée comme une pré-commande virtuelle nécessaire pour une
synchronisation rapide en fréquence de l’ADPLL. La situation où les deux pulsations
ne sont pas égales peut être modélisée par un signal de différence de pulsations εω à
l’entrée du VCO tel que : ω0 = ωRef+εω. Cette situation peut se produire durant un
régime transitoire en présence d’une différence initiale entre deux pulsations et/ou
de perturbations provenant de l’alimentation et du changement de la température
influant sur la pulsation centrale du VCO ce qui s’exprime par une perturbation en
basses fréquences à son entrée. C’est donc un signal de perturbation à rejeter εω et
le système complet doit être capable ainsi de le rejeter.

Limitation de la commande La limitation de la commande générée par le filtre est
motivée par le fait qu’il n’est pas toujours possible de réaliser pratiquement la com-
mande sur une étendue dynamique importante ce qui se traduit pratiquement par
une amplitude trop élevée. Ainsi, dans le contexte de l’ADPLL, la valeur maximale
de commande est nécessairement limitée sur une certain nombre de bits. En général,
on essaie de minimiser le nombre de bits afin de minimiser le nombre d’opérations
de calcul et le nombre de connexions, ce qui permet au final de diminuer la consom-
mation. Ainsi, il n’est pas envisageable de réaliser une amplitude de commande trop
élevée obligeant à prendre en compte un nombre de bits trop important. Par ailleurs,
la commande est principalement sollicitée en HF à cause du bruit HF à la sortie du
PD q

P D
. Il faut donc limiter le gain de la fonction de transfert correspondante dans

cette plage de fréquences.

2.5.2 Cahier des charges sous forme d’un critère mathématique

En regardant plus en détails le schéma-bloc de la Figure 2.25, nous pouvons remar-
quer qu’il est identique au schéma classique de commande d’un système G bouclé par
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Figure 2.26: Schéma classique de commande d’un système boucle fermée

un correcteur K (voir la Figure 2.26). On voit naturellement apparaître les signaux
d’entrée décrits dans le cahier des charges :

– la consigne ϕ
Ref
;

– les perturbations et bruits q
V CO
, qb

V CO
et q

P D

ainsi que les signaux de sortie :

– la sortie de l’ADPLL ϕ
Div
;

– l’erreur de suivi de référence ε = ϕ
Ref

− ϕ
Div
;

– la commande u délivrée par le correcteur K.

L’approche naturelle pour décrire les spécifications de performance sous forme ma-
thématique consiste à imposer une contrainte à respecter pour les signaux temporels
(voir la Figure 2.27 pour un exemple). Les signaux temporels ne doivent pas sor-
tir de la zone de cette contrainte afin que les spécifications de performance soient
satisfaites.

Cependant, le critère mathématique de performance utilisé dans la méthode H∞ est
exprimé dans le domaine fréquentiel plutôt que dans le domaine temporel. La raison
principale de cette « traduction » des caractéristiques temporelles en caractéristiques
fréquentielles est une grande simplicité d’exploitation d’un point de vue mathéma-
tique de ces dernières [SF08]. Par la suite, nous allons ainsi utiliser les spécifications
fréquentielles. Il est donc nécessaire de « traduire » les spécifications de performance
du domaine temporel dans le domaine fréquentiel.

Notons Tx→y (s) la fonction de transfert du signal d’entrée x vers le signal de sortie
y. On a alors les relations suivantes entre les sorties et les entrées du système de la
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Figure 2.27: Un exemple de la contrainte temporelle d’une spécification de perfor-
mance à atteindre. La zone rouge décrit une zone à ne pas franchir

Figure 2.26 :

ϕ
Div
(s) = TϕRef →ϕDiv

(s)ϕ
Ref
(s) + TqP D→ϕDiv

(s) q
P D
(s)+

+ TqV CO→ϕDiv
(s) q

V CO
(s) + Tqb

V CO
→ϕDiv

(s) qb
V CO

(s) ;

ε (s) = TϕRef →ε (s)ϕ
Ref
(s) + TqP D→ε (s) q

P D
(s)+

+ TqV CO→ε (s) q
V CO

(s) + Tqb
V CO

→ε (s) qb
V CO

(s) ;

u (s) = TϕRef →u (s)ϕ
Ref
(s) + TqP D→u (s) q

P D
(s)+

+ TqV CO→u (s) q
V CO

(s) + Tqb
V CO

→u (s) qb
V CO

(s) ,

(2.16)

où TϕRef →ε (s) =
1

1+G(s)K(s)
souvent notée S (s) est appelée fonction

de sensibilité ;

TϕRef →ϕDiv
(s) = G(s)K(s)

1+G(s)K(s)
souvent notée T (s) est appelée fonction de

transmission car elle relie l’entrée de

consigne ϕRef à la sortie ϕDiv. Elle est aussi

nommée fonction de sensibilité

complémentaire car on a la relation :

S (s) + T (s) =
1

1 +G (s)K (s)
+

G (s)K (s)

1 +G (s)K (s)
= 1;

65



Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

Spécification Fonction de transfert concernée

Synchronisation S (s)

Rapidité S (s)

Filtrage du bruit S (s), GS (s), T (s)

Rejet de perturbations GS (s)

Limitation de la commande KS (s),T (s)

Table 2.3: Critères de performance et fonctions de transfert concernées

TqP D→ϕDiv
(s) = T (s) ; Tqb

V CO
→ε (s) = −S (s) ;

TqV CO→ϕDiv
(s) = G (s)S (s) = GS (s) ; TϕRef →u (s) = K (s)S (s) = KS (s) ;

Tqb
V CO

→ϕDiv
(s) = S (s) ; TqP D→u (s) = KS (s) ;

TqP D→ε (s) = −T (s) ; TqV CO→u (s) = −T (s) ;

TqV CO→ε (s) = −GS (s) ; Tqb
V CO

→u (s) = −KS (s) .

Il est possible d’étudier chacune des spécifications de performance indépendamment
les unes des autres. Ceci est pleinement justifié par le Théorème de Superposition
qui est valable ici car le modèle que nous étudions est linéaire stationnaire [SF08].
Ce théorème permet d’affirmer que l’influence de plusieurs signaux d’entrée non
nuls sur les signaux de sortie est égale à la somme des influences de chacun des
signaux d’entrée pris individuellement. Chaque spécification peut donc être étudiée
indépendamment en examinant les fonctions de transfert reliant les signaux d’entrée
et de sortie concernés.

Stabilité

La description mathématique de la stabilité interne du modèle linéaire de l’ADPLL
peut être exprimée comme la stabilité de toutes les fonctions de transfert internes
de la boucle : S (s), T (s), KS (s), GS (s) (voir la Figure 2.26). Il est d’autre part
possible de démontrer qu’il y a stabilité interne si et seulement si la fonction de
transfert S est stable et s’il n’y a pas de compensations pôles-zéros instables entre
le système G et le correcteur K.

Des indicateurs classiques de stabilité d’un système bouclé sont les marges de stabi-
lité :marge de gain etmarge de phase. Ces indicateur de stabilité sont utilisés dans le
cas de systèmes monovariables (Single-Input Single-Output, SISO en anglais). Il est
important de rappeler que l’objectif principale de cette thèse est le développement
de la méthode de synthèse d’un réseau d’ADPLLs couplées, c’est-à-dire un système
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global multivariable à plusieurs entrées et à plusieurs sorties (Multi-Input Multi-
Output, MIMO en anglais). Dans le cas d’un système multivariable, les marges de
stabilité classiques perdent leur sens. Néanmoins, une généralisation de ces dernières
est possible couvrant le cas des systèmes MIMO. Il s’agit de la marge de module

∆M qui pour le cas de systèmes monovariables dans le diagramme de Nyquist peut
s’exprimer comme la distance minimale entre le point critique (−1, 0) et le tracé de
la fonction de transfert en boucle ouverte K (jω)G (jω) :

∆M = inf
ω

|1 +K (jω)G (jω)| . (2.17)

La dernière expression peut être facilement réécrite à l’aide de la fonction de sensi-
bilité S :

∆M = inf
ω

|1 +K (jω)G (jω)| = 1

sup
ω

∣∣∣(1 +K (jω)G (jω))−1
∣∣∣
=

(
sup

ω
|S (jω)|

)−1

. (2.18)

Il est donc possible en fixant une borne supérieure MS sur la fonction de sensibilité
S de fixer une borne inférieure sur la marge de module ∆M :

sup
ω

|S (jω)| ≤ MS ⇔ ∆M ≥ 1/MS. (2.19)

En général pour garantir une bonne marge de module, on fixe la borne supérieure
MS ≈ 8 dB.

La partie gauche de (2.19) est en réalité la norme H∞ de la fonction de transfert
S qui est un scalaire que l’on va désigner par la suite par ‖S‖∞. Pour le cas plus
général des systèmes MIMO, c’est-à-dire pour la matrice des fonctions de transfert,
il est aussi possible de définir la marge de module sous forme :

∆M =
1

‖S‖∞

. (2.20)

Dans ce cas-là, la norme H∞ est définie au sens plus large pour les systèmes MIMO :

Définition 2.4 (Norme H∞). Pour une matrice de fonctions de transfert stables
H (s) la norme H∞ est définie par :

‖H‖∞ = sup
Re(s)>0

σ (H (s)) = sup
ω∈[0,+∞]

σ (H (jω)) , (2.21)

où Re (s) désigne la partie réelle du nombre complexe s et σ (A) la valeur singulière
maximale de la matrice complexe A définie comme suit :

σ (A) = max (σ1, σ2, . . . , σN) , (2.22)

où σi sont les N valeurs singulières de la matrice A qui sont définie comme les
racines carrées des valeurs propres de la matrice A∗A, c’est-à-dire σi =

√
λi (A∗A).

Pour le cas simple monovariable, du fait qu’une fonction de transfert scalaire a une
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Figure 2.28: Illustration de la norme H∞ d’une fonction de transfert S

seule valeur singulière égale à son gain
√

H (jω)∗ H (jω), la norme H∞ indique la
valeur maximale du gain de la fonction de transfert (voir la Figure 2.28).

Propriétés de la norme H∞ Les propriétés suivantes de la norme H∞ seront
utiles dans la suite de ce document.

La norme H∞ de la mise en série de deux (matrices de) fonctions de transfert est
bornée par le produit des normes H∞ de chacune des fonctions de transfert :

‖G (s)H (s)‖∞ ≤ ‖G (s)‖∞ ‖H (s)‖∞ . (2.23)

La norme H∞ d’une matrice de fonctions de transfert est supérieure à la norme H∞

de chacun de ses éléments :
∥∥∥∥∥

[
G (s)
H (s)

]∥∥∥∥∥
∞

≥ ‖G (s)‖∞ ;

∥∥∥∥∥

[
G (s)
H (s)

]∥∥∥∥∥
∞

≥ ‖H (s)‖∞ ;

∥∥∥
[

G (s) H (s)
]∥∥∥

∞
≥ ‖G (s)‖∞ ;

∥∥∥
[

G (s) H (s)
]∥∥∥

∞
≥ ‖H (s)‖∞ .

(2.24)

Performance

Spécifications sur la fonction de sensibilité S : Comme mentionné précédem-
ment, la synchronisation de l’oscillateur interne de l’ADPLL avec l’oscillateur ex-
térieur est assurée par le suivi d’une rampe à l’entrée de l’ADPLL. Pour pouvoir
exprimer cette spécification sous forme d’un critère fréquentiel, on fait appel au
théorème de la valeur finale.

Théorème 2.5 (Théorème de la valeur finale). Si tous les pôles de sε (s) sont dans
le demi plan de gauche (axe imaginaire exclu) alors

lim
t→+∞

ε (t) = lim
s→0

sε (s) . (2.25)
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Par application de ce Théorème 2.5 on a :

lim
t→+∞

ε (t) = lim
s→0

sε (s) = lim
s→0

sTϕRef →ε (s)ϕ
Ref
(s) . (2.26)

La transformée de Laplace d’une rampe est ϕ
Ref
(s) =

ωRef

s2
où ω

Ref
∈ R est la pente

de la rampe, on obtient alors :

lim
t→+∞

ε (t) = ω
Ref
lim
s→0

TϕRef →ε (s)

s
. (2.27)

Pour assurer que l’erreur de suivi de trajectoires ε (t) tende vers 0 quand t tend vers
l’infini, la fonction de transfert TϕRef →ε (s) doit donc contenir au moins deux zéros
en zéro : TϕRef →ε (s) = skT

′

ϕRef →ε (s) avec k ≥ 2 et tous ses pôles doivent être à
partie réelle strictement négative. Le premier zéro est utilisé pour la compensation
du pôle en zéro de sε (s). Les conditions du Théorème 2.5 sont donc satisfaites et
l’expression (2.27) est donc valable. Le deuxième zéro en zéro compense alors l’erreur
de trainage.

L’exigence de deux zéros en zéro de la fonction de transfert TϕRef →ε (s) peut s’expri-
mer comme « la fonction de transfert TϕRef →ε (s), ou de manière équivalente la fonc-
tion de sensibilité S (s), a une pente d’au moins +40dB/dec en basses fréquences ».

Nous allons procéder de la même manière pour la contrainte de rapidité. En règle
générale, le temps de réponse évolue de manière inversement proportionnelle à la fré-
quence de coupure ωc

S de la fonction de sensibilité S (s). En outre, plus l’atténuation
du module de la fonction de sensibilité S (s) est importante en BF, plus le système
est rapide en poursuite c’est-à-dire plus le temps de réponse est petit [SP05, SF08].
Nous allons utiliser par la suite cette relation qualitative qui dans le cas de systèmes
simples du deuxième ordre peut être évaluée quantitativement [SF08], pour fixer la
contrainte de performance de la rapidité de l’ADPLL.

Une autre spécification concernant la fonction de sensibilité S est la spécification
de filtrage du bruit du VCO regroupé dans le signal qb

V CO
sur le signal de sortie

de l’ADPLL ϕ
Div
(voir la Figure 2.25, page 60 et la Figure 2.26, page 64). Il s’agit

notamment de diminuer l’influence du bruit à la sortie de l’oscillateur φb sur le signal
de sortie de l’ADPLL ϕ

Div
, la fonction de transfert concernée en boucle fermé est la

fonction de sensibilité S (voir le Tableau 2.3, page 66).

En se basant sur la section 2.2, on rappelle que le niveau de bruit de l’oscillateur
φb est important en basses fréquences. Il est donc préférable d’avoir un faible gain
de la fonction de sensibilité S en BF pour non seulement respecter les spécifications
de synchronisation et de rapidité mais aussi pour assurer le filtrage du bruit de
l’oscillateur. Concernant la contribution du bruit de PD q

P D
en hautes fréquences, il

n’est pas possible de diminuer son niveau sur la sortie ε̂ car, indépendamment du
correcteur, le gain de la fonction de sensibilité S reliant ces deux signaux en HF est
égale à 1. En effet, en HF le gain de la boucle ouverte est en général faible, c’est-à-dire
négligeable par rapport à 1. D’un côté, c’est lié au fait qu’habituellement le procédé
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Figure 2.29: Un exemple de contrainte fréquentielle à respecter

G a un faible gain en HF (comme par exemple dans l’application de la commande
de l’ADPLL, le procédé contient une action d’intégration pure G =

K
G

s
G

′

). D’un
autre côté, la spécification de limitation de commande selon le cahier des charges
fixe un gain faible du correcteur dans cette plage de fréquences. Nous avons donc la
relation approchée pour les HFs :

|S (jω)| =
∣∣∣∣∣

1

1 +G (jω)K (jω)

∣∣∣∣∣ ≈ 1. (2.28)

C’est une limitation possible sur les spécifications que l’on peut exiger. Pour plus de
détails sur cette limitation ainsi que toutes les autres, le lecteur est invité à consulter
[SP05].

Au final, on obtient une contrainte fréquentielle sur la fonction de sensibilité S (voir
la Figure 2.29) à respecter pour garantir la performance visée (voir le Tableau 2.3).
Il s’agit maintenant de déterminer une méthode de synthèse pour satisfaire cette
contrainte fréquentielle. La réponse à cette problématique réside dans l’utilisation
de fonctions de pondération, un outil clef en commande H∞.

Soient deux fonctions de transfert stables W
Ref
(s) et Wε (s) appelées fonctions de

pondération telles que leur produit inverse fixe la contrainte fréquentielle à satisfaire
(voir la Figure 2.30). Sous cette hypothèse, en cas des systèmes SISO, la fonction
de sensibilité S respecte la contrainte fréquentielle qui s’écrit :

|S (jω)| ≤
∣∣∣∣
(
Wε (jω)W

Ref
(jω)

)−1
∣∣∣∣ =

∣∣∣(W
S
(jω))−1

∣∣∣ , ∀ω ∈ R. (2.29)

L’expression (2.29) pour le cas MIMO peut se réécrire sous la forme suivante :

σ
(
Wε (jω)S (jω)W

Ref
(jω)

)
≤ 1, ∀ω ∈ R ⇔

∥∥∥WεSW
Ref

∥∥∥
∞

≤ 1. (2.30)

Cette méthode permettant d’imposer la forme désirée pour les fonctions transfert en
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Figure 2.30: Un exemple d’utilisation de fonctions de pondération pour la réalisa-
tion de la contrainte fréquentielle

boucle fermée grâce à l’utilisation de fonctions de pondération est appelée la méthode
de modelage (ou loop shaping en anglais) de fonctions de transfert en boucle fermé.

Mentionnons que la contrainte fréquentielle en BF +40dB/dec signifie qu’une ou
deux fonctions de pondération aient un intégrateur pur. Ceci est en contradiction
avec l’exigence de stabilité des fonctions de pondération étant donné que l’intégrateur
est un système instable. En pratique, pour contourner cette limitation, à la place
d’intégrateurs purs on peut utiliser des quasi-intégrateurs, c’est-à-dire des fonctions
de transfert avec une constante de temps très élevée ou de manière équivalente la
pulsasion de coupure ωc très faible (voir la Figure 2.31). L’erreur statique εstat ou
de trainage εtrain provoquée en poursuite dans ce cas-là reste négligeable.
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Figure 2.31: Quasi-intégrateur
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Spécifications sur les fonctions de sensibilité T , KS, GS : De la même façon, on
formalise les spécifications de performance sous forme d’une contrainte fréquentielle
sur les autres fonctions de transfert en boucle fermée, à savoir T (s), KS (s) et
GS (s). On ne rentre pas dans les détails de cette formalisation étant donné que la
présente étude ne porte pas sur la méthode de synthèse H∞ même, mais sur son
application au réseau d’ADPLLs. Néanmoins, les détails nécessaires peuvent être
retrouvés dans [SP05, SF08]. On obtient donc les contraintes fréquentielles suivantes :

∥∥∥W
Div

TW
Ref

∥∥∥
∞

≤ 1 ⇔

|T (jω)| ≤
∣∣∣∣
(
W

Div
(jω)W

Ref
(jω)

)−1
∣∣∣∣ =

∣∣∣(W
T
(jω))−1

∣∣∣ , ∀ω ∈ R;
(2.31)

∥∥∥WuKSW
Ref

∥∥∥
∞

≤ 1 ⇔

|KS (jω)| ≤
∣∣∣∣
(
Wu (jω)W

Ref
(jω)

)−1
∣∣∣∣ =

∣∣∣(W
KS
(jω))−1

∣∣∣ , ∀ω ∈ R;
(2.32)

‖W
Div

GSW
V CO

‖∞ ≤ 1 ⇔

|GS (jω)| ≤
∣∣∣(W

Div
(jω)W

V CO
(jω))−1

∣∣∣ =
∣∣∣(W

GS
(jω))−1

∣∣∣ , ∀ω ∈ R.
(2.33)

Le cahier des charges du Tableau 2.2, page 62 est ainsi une mise en forme des
contraintes (2.30)- (2.33) à respecter. Elles peuvent être facilement exprimées comme
un critère mathématique d’optimisation. Pour cela, imaginons un système multiva-

riable H (s) reliant deux signaux en entrée
[
ϕ

Ref
, q

V CO

]T
avec les signaux en sortie

[ε, u]T (voir la Figure 2.32) qui est défini par 7 :

[
ε (s)
u (s)

]
=

Φ(s)︷ ︸︸ ︷[
S (s) −GS (s)

KS (s) −T (s)

] [
ϕ

Ref
(s)

q
V CO

(s)

]
. (2.34)

Soient les signaux :

ϕ̃
Ref
(s) = W −1

Ref
(s)ϕ

Ref
(s) ; ũ (s) = Wu (s)u (s) ;

q̃
V CO

(s) = W −1
V CO

(s) q
V CO

(s) ; ε̃ (s) = Wε (s) ε (s) ,
(2.35)

7. Les signaux q
P D

, qb
V CO

et ϕ
Div

ont été omis étant donné qu’ils apparaissent dans l’expression
entrée-sortie de la boucle (2.16) représentée sur la Figure 2.26, page 64 avec les mêmes fonctions
de transfert déjà utilisées dans (2.34).
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Figure 2.32: Système multivariable H

l’expression (2.34) peut donc être reformulée sous la forme suivante :
[

ε̃ (s)
ũ (s)

]
=

[
Wε (s)S (s)WRef

(s) −Wε (s)GS (s)W
V CO

(s)

Wu (s)KS (s)W
Ref
(s) −Wu (s)T (s)WV CO

(s)

]

︸ ︷︷ ︸
Φ̃(s)

[
ϕ̃

Ref
(s)

q̃
V CO

(s)

]
. (2.36)

Les spécifications de performance peuvent alors être exprimées sous forme de la
minimisation d’une norme H∞ de la matrice de fonction de transfert Φ̃ (s) :

min
K(s)

γ

∥∥∥Φ̃
∥∥∥

∞
≤ γ.

(2.37)

Le critère exprimé dans (2.37) porte le nom du « critère 4 blocs » dont de plus
amples détails peuvent être trouvés dans [Fon95].

Si la contrainte du problème d’optimisation (2.37) est satisfaite, en prenant en
compte les propriétés de la norme H∞ (2.23) et (2.24) on obtient :

∥∥∥Wε (s)S (s)W
Ref
(s)

∥∥∥
∞

≤ γ;

‖Wε (s)GS (s)W
V CO

(s)‖∞ ≤ γ;
∥∥∥Wu (s)KS (s)W

Ref
(s)

∥∥∥
∞

≤ γ;

‖Wu (s)T (s)W
V CO

(s)‖∞ ≤ γ.

(2.38)

Si en plus on a

γ ≤ 1, (2.39)

les spécifications (2.30)-(2.33) sont vérifiées par (2.38).
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Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

Figure 2.33: Modèle sous la forme du problème H∞-standard

2.5.3 Mise en forme standard d’une synthèse H∞

Le schéma représenté sur la Figure 2.32 après quelques transformations peut être mis
sous forme canonique d’une interconnexion du correcteur K avec un sous-système
HP appelé le procédé (ou « plant » en anglais d’où l’indice P ) à commander (voir
la Figure 2.33). Le procédé dans notre cas d’application est défini par l’expression
suivante :

HP (s) =




1 −G (s) −G (s)

0 0 1

1 −G (s) −G (s)


 . (2.40)

En ajoutant les matrices de pondération ayant pour fonctions de transfert Ww et
Wz telles que :

Ww (s) =

[
W

Ref
(s) 0

0 W
V CO

(s)

]
, et Wz (s) =

[
Wε (s) 0
0 Wu (s)

]
, (2.41)

on obtient une interconnexion du correcteur avec le procédé augmenté H̃P (s) dont la
fonction de transfert entre les nouvelles entrées w̃ et sorties z̃ extérieures est définie
par :

Tw̃→z̃ (s) = H̃P (s) ⋆ K (s) = Wz (s) (HP (s) ⋆ K (s))Ww (s) , (2.42)

où ⋆ désigne le produit Redheffer (ou star product en anglais) dont la définition est
rappelée ci-dessous.

Définition 2.6. Le produit de Redheffer ou le produit étoile de la matrice de fonc-
tions de transfert H (s) partitionnée en 4 éléments :

H (s) =

[
H11 (s) H12 (s)
H21 (s) H22 (s)

]
,
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2.5 Synthèse de la loi de commande d’une ADPLL

par une matrice de fonctions de transfert G (s) partitionnée en 4 éléments :

G (s) =

[
G11 (s) G12 (s)
G21 (s) G22 (s)

]
,

noté H (s) ⋆ G (s) est défini par la matrice de fonctions de transfert suivante (en
omettant la variable de Laplace s) :

H ⋆ G =

[
H11 +H12G11 (I − H22G11)

−1
H21 H12 (I − G11H22)

−1
G12

G21 (I − H22G22)
−1

H21 G22 +G21H22 (I − G11H22)
−1

G12

]
. (2.43)

Dans le cas particulier où G12 = 0, G21 = 0, G22 = 0 et G = G11, on a :

H (s) ⋆ G (s) = H11 (s) +H12 (s)G11 (s) (I − H22 (s)G11 (s))
−1 H21 (s) , (2.44)

et dans le cas où H12 = 0, H21 = 0, H22 = 0 et H = H11, on a :

H (s) ⋆ G (s) = G22 (s) +G21 (s)H (s) (I − G11 (s)H (s))−1 G12 (s) . (2.45)

La transformation (2.44) est une transformation fractionnelle linéaire inférieure (en
anglais Lower (linear) Fractional Transformation, LFT). Elle est représentée sur la
Figure 2.33 avecH (s) = HP (s) etG (s) = K (s). A son tour la transformation (2.45)
est une transformation fractionnelle linéaire supérieure (en anglais Upper (linear)
Fractional Transformation, UFT ).

Par la suite nous allons appeler la forme canonique de la Figure 2.33 la forme H∞-
standard. La raison pour laquelle on la désigne de cette manière est le fait que la
Figure 2.33 décrit le problème standard de la synthèse H∞. En effet, trouver un cor-
recteur garantissant la stabilité du système de la Figure 2.26 et les spécifications de
performance décrites dans le Tableau 2.2, page 62 peut se résumer par la formulation
ci-dessous.

Définition 2.7 (Problème H∞-standard). Étant donné γ > 0, existe-il un correcteur
K tel que :

(i) le système bouclé H̃P (s) ⋆ K (s) de la Figure 2.33 est stable ;

(ii) la norme H∞ de la fonction de transfert entre les entrées w̃ et sorties z̃ extérieures
est inférieur à γ ∈ R :

∥∥∥H̃P (s) ⋆ K (s)
∥∥∥

∞
< γ.

Si oui, construire un correcteur K assurant pour le système en boucle fermée les
deux propriétés précédentes.
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Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

Il existe deux méthodes de résolution du problème exprimé dans la Définition 2.7
appelé la synthèse H∞ : (i) par une série d’équations de Riccati [DGKF89] et (ii)
par la méthode d’optimisation sous contrainte Inégalité Matricielle Affine (ou LMI
de l’anglais Linear Matrix Inequality) [GA94]. Ces résultats peuvent être retrouvés
également dans [DF99, Duc03, SP05, Sco06]. Nos travaux se basent sur la méthode
de résolution du problème H∞-standard par l’optimisation sous contraintes LMIs
exigeant moins d’hypothèses et étant ainsi plus générale. Une brève discussion sur
l’optimisation LMI un outils clef de la méthode choisie est reportée dans l’annexe A,
page 102 de ce chapitre. La solution même du problème H∞-standard est discutée
dans l’annexe B, page 106. Ici, on donne seulement un algorithme de la synthèse de
la loi de commande K pour le modèle présenté sur les Figures 2.25, page 60 et 2.26,
page 64 garantissant la stabilité et la performance décrit dans le Tableau 2.2 :

Algorithme 2.1 Synthèse H∞ standard
1. Choisir les fonctions de pondérations en se basant sur les spécifications de perfor-

mance (voir le Tableau 2.2, page 62) ;

2. Poser le problème sous forme standard (voir la Figure 2.33 et la Définition 2.7) ;

3. Résoudre le problème standard H∞ (voir le Problème 2.7) en minimisant la valeur
de γ (voir l’Annexe B, page 106 de ce chapitre) ;

4. Si la valeur de γ résolvant le problème standard H∞ (voir le Problème 2.7) n’a
pas été trouvée, la stabilité n’est pas donc garantie, il faut changer les fonctions de
pondération en fixant un autre ensemble de spécifications de performance et revenir
au point 2 du présent algorithme ;

5. Si γ > 1, la stabilité est garantie mais la performance non, on peut changer les fonc-
tions de pondération en fixant un autre ensemble de spécifications de performance
et revenir au point 2 du présent algorithme ;

6. Si 0 < γ ≤ 1, le correcteur assurant la stabilité et la performance est synthétisé, fin
de l’algorithme.

2.5.4 Exemple numérique de la synthèse d’une loi de commande
d’une ADPLL locale

Pour illustrer l’application de la méthode H∞ pour la synthèse de la loi de com-
mande, on considère le Modèle de synthèse d’ADPLL (voir page 33) de la Figure 2.24
avec les valeurs numériques de la Configuration FPGA présentée dans le Tableau 2.1,
page 55. Après quelques itérations de l’Algorithme 2.1, on obtient les résultats sui-
vants.

1. Les spécifications de performance (voir le Tableau 2.2, page 62) sont mises sous
la forme de contraintes fréquentielles sur les modules des réponses fréquentielles
des fonctions de transfert en boucle fermée du modèle (voir le Tableau 2.4,
page 79) réalisées par les modules des réponses fréquentielles des fonctions de

76



2.5 Synthèse de la loi de commande d’une ADPLL

pondération représentées sur la Figure 2.34 dont l’expression est donnée par :

W
S
(s) = Wε (s)WRef (s) =

0.36 (s+ 1085)

s+ 0.24
;

W
GS
(s) = Wε (s)W

V CO
(s) =

2.5 (s+ 1085)

s+ 0.24
;

W
KS
(s) = Wu (s)WRef (s) = 0.091;

W
T
(s) = Wu (s)W

V CO
(s) = 0.625.

(2.46)

Le choix de ces dernières a été fait en se basant sur la sous-section 2.5.1,
page 61. Néanmoins il est nécessaire de faire quelques remarques concernant
les valeurs numériques et leur réalisation pratique.

a) La contrainte fréquentielle de +40dB/dec en BF sur la fonction de sen-
sibilité S est remplacée par une contrainte de +20dB/dec sur la fonc-
tion de transfert en boucle fermée GS. En effet, comme cela est expliqué
dans l’annexe B, page 106, l’ordre du correcteur K obtenu après une
synthèse H∞ dépend de l’ordre du procédé augmenté P̃ (il est, en géné-
rale, égale à son ordre). Ainsi, les fonctions de pondération faisant partie
du procédé augmenté contribuent à son ordre global. On a donc intérêt
à utiliser des fonctions de pondération d’ordre minimal pour minimiser
l’ordre du correcteur. Aussi, pour réaliser la contrainte de +40dB/dec
en BF sur la fonction de sensibilité S, il est possible de l’imposer di-
rectement par la fonction de pondération W

S
. Dans ce cas-là, son ordre

est égal à 2 au minimum. Il existe cependant une autre solution. On
remarque que le procédé G contient une action d’intégration pure KG

s
,

c’est-à-dire que son module en BF représente une pente de +20dB/dec.
La fonction de sensibilité S peut se réécrire sous forme de S = G−1GS.
En imposant ainsi une contrainte de +20dB/dec en BF de la fonction
de transfert GS : |GS (jω)| ≤ |W

GS
(jω)| on impose automatiquement

la contrainte de +20 + 20 = +40dB/dec en BF sur la fonction de sen-
sibilité S : |S (jω)| ≤ |G−1 (jω)W

GS
(jω)|. Pour réaliser la contrainte de

+20dB/dec en BF une fonction de pondération W
GS

de l’ordre 1 peut
être utilisée.

b) La marge de gain d’un système composé d’un procédé sous forme d’un
intégrateur pur et d’un correcteur PI est infinie. Cependant, il ne faut pas
oublier que le bloc G inclus dans le modèle de l’ADPLL considéré n’est
pas un intégrateur pur. Hormis l’action d’intégration, il regroupe aussi
la dynamique issue de l’échantillonnage et du bloquage comme expliqué
dans la section 2.4, page 57. C’est pour ces raisons que la marge de
gain ne sera pas forcement infinie. Néanmoins, la contrainte fréquentielle
maximale de 8dB sur le module de la fonction de sensibilité S fixe des
marges de stabilité minimales tout à fait acceptables, correspondantes à
la marge de module ∆min

M ≈ 0.4 (voir la section 2.5.1, page 61).

c) La contrainte sur la pulsation de coupure minimale ωmin = 420 rad/sec de
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Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

la fonction de sensibilité S fixe un temps de montée maximum de l’ordre
de τmax

m = 7.1 · 10−3 sec 8 soit à peu près 35 périodes du signal d’hor-
loge généré par l’ADPLL selon la Configuration FPGA du Tableau 2.1,
page 55.

d) La contrainte de +20 dB/dec sur la fonction de transfert GS assure le
rejet de signaux de perturbation en BF en entrée du VCO, le module
maximal de −8 dB assure l’atténuation de signaux de perturbation sur
toute la plage de fréquences en entrée du VCO.

e) Pour mieux respecter l’exigence sur la limitation de la commande, il est
préférable d’imposer une contrainte supplémentaire de −20 dB/dec en
HF sur le module de la fonction de transfert KS. Cela s’exprime par une
action de filtrage supplémentaire en HF du correcteur et donc par l’aug-
mentation de son ordre. Cependant, étant donné que l’objectif final est
d’appliquer une loi de commande sur un réseau d’ADPLLs, le principe
de la structure de commande la plus simple possible, pour des raisons
d’implémentation pratique, est adopté dans ce travail. On va voir par la
suite qu’un correcteur PI est un bon compromis pour assurer la synchro-
nisation du réseau tout en garantissant un niveau de commande tolérable
même si on n’a pas une pente de −20 dB/dec en HF pour la fonction
de transfert KS. On impose alors, aussi pour le cas d’une seule ADPLL,
l’ordre du correcteur égale à 1 et une valeur maximale du module de fonc-
tion de transfert KS égale à environ 20 dB sans filtrage supplémentaire
en HF.

f) Concernant la fonction de sensibilité complémentaire T , elle permet, grâce
à sa propriété structurelle (un gain de l’ordre de 1 dans les BFs et faible
dans les HFs) et une contrainte de 4 dB maximale, d’atténuer l’influence
du bruit en HF du comparateur de phase q

P D
sur le signal de l’erreur de

suivi ε et de limiter la commande du correcteur u excitée par la pertur-
bation à l’entrée du VCO q

V CO
, voir la Figure 2.26, page 64.

2. Le problème sous forme standard est représenté par la Figure 2.33, page 74.

3. La synthèseH∞ fournit le correcteur d’ordre 1 sous la formeK (s) = 0.43(s+440.9)
s+0.24

avec la valeur de γ correspondante : γ = 0.92. C’est un correcteur à retard de
phase souvent utilisé dans le passé à la place du correcteur PI. On remarque que
le pôle de la fonction de transfert du correcteur, p

K
= −0.24, est négligeable

par rapport à son zéro, z
K
= −440.9, et est lié au fait d’avoir approximé l’inté-

gration pur de la fonction de pondération Wε par un presque-intégrateur (voir
la Figure 2.31, page 71). On propose donc d’approximer ce pôle par un pôle en
zéro pur p0 = 0, ce qui n’influera pas sur la satisfaction des contraintes de per-
formance au final. Le correcteur discret, équivalent au correcteur continu, est
un correcteur PI avec la structure représentée sur la Figure 2.7, page 41 avec
les coefficients numériques Kp = 4.27 ·10−1 et Ki = 3.8 ·10−3. Les fonctions de

8. Ce temps de montée correspond au temps de montée d’une fonction de transfert canonique
d’ordre deux sous forme T = ω0

s2+2ζω0s+ω2

0

ce qui n’est pas forcement le cas pour une ADPLL
considérée dans cette étude. On utilise cependant cet indicateur pour avoir l’ordre de grandeur du
temps de montée et donc du temps de réponse du système.
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2.6 Robustesse vis-à-vis d’incertitudes paramétriques

Fonctions de transfert
en boucle fermée

Contraintes concernées réalisée par W
S
, W

GS
, W

KS
, W

T

respectivement

S

+40dB/dec en BF, la pulsation de coupure minimale
ωmin = 420 rad/sec, le temps de réponse maximale
correspondant τmax

m ≈ 7 · 10−3 sec, gain maximal de
8 dB

GS +20dB/dec en BF, gain maximal de −8 dB

KS Gain maximal de 20.8dB

T Gain maximal de 4.1dB

Table 2.4: Contraintes fréquentielles sur les fonctions de transfert en boucle fermée
du modèle

transfert en boucle fermée obtenues sont représentées sur la Figure 2.35. On
peut donc conclure que les contraintes fréquentielles fixées sont respectées, le
modèle nominal de la boucle à verrouillage de phase est donc stable et possède
le niveau de la performance demandé. Les marges de stabilité associées sont
respectées : marge du module ∆M ≈ 0.98, marge de gain MG ≈ 33 dB, marge
de phase MP ≈ 78◦ ce qui est confirmé par le lieu de Nichols représenté sur
la Figure 2.36.

2.6 Robustesse vis-à-vis d’incertitudes paramétriques

Dans la section précédente, nous avons décrit un algorithme de synthèse de la loi
de commande d’un modèle nominal garantissant la stabilité et un niveau de perfor-
mance désiré. Néanmoins, en pratique, comme cela est décrit par exemple dans la
section 2.2, page 43, il existe toujours des incertitudes sur les paramètres nominaux
dûes aux dispersions technologiques de la réalisation pratique du système et dûes
aux erreurs de modélisation. Il est donc nécessaire d’assurer la stabilité et un niveau
de performance non seulement pour un modèle nominal du système (Modèle de syn-
thèse, voir page 33) mais aussi pour toute une famille de modèles le décrivant et
prenant en compte ces incertitudes (Modèle d’analyse, voir page 33).

De manière habituelle, les concepteurs en électronique utilisent deux méthodes
d’analyse du comportement du modèle d’un système électronique incertain, toutes
les deux se basant sur les simulations : les simulations « corner » et les simulations
Monte-Carlo [RK08, Kra98, Kra06]. Les simulations selon la première méthode sont
réalisées pour chaque valeur extrême de chaque paramètre incertain du modèle d’où
le nom de la méthode « corner » (coin en français). Une limitation de cette méthode
d’analyse est que les problèmes de stabilité ou de dégradation de performance ne
se produisent pas forcement pour les valeurs extrêmes de paramètres incertains. En
pratique, ils ont lieu pour des valeurs de paramètres incertain à l’intérieur de leur
plage de variation. La méthode Monte-Carlo à son tour permet de réaliser les si-
mulations du système sur un maillage important de points en prenant en compte
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Figure 2.34: Les contraintes correspondantes aux fonctions de pondération choisies
pour l’ADPLL locale
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Figure 2.35: Les fonctions de transfert en boucle fermée obtenues après la synthèse
H∞
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2.6 Robustesse vis-à-vis d’incertitudes paramétriques

Figure 2.36: Le lieu de Nichols de la boucle ouverte obtenue

leur probabilité. Une grande limitation de cette méthode est le temps important
nécessaire pour réaliser les simulations pour des modèles de systèmes complexes. Le
problème devient d’autant plus important quand il s’agit d’un modèle du réseau
de systèmes complexes interconnectés tel que le réseau d’ADPLLs interconnectées
considéré dans cette étude.

Pour ces raisons nous proposons de combiner la méthode de simulations Monte-Carlo
avec un outil avancé de la µ-analyse [SP05]. En plus d’être une méthode fréquentielle,
elle présente l’intérêt s’exprimer sous la forme d’un problème d’optimisation d’un
critère mathématique. Comme dans la cas de la méthode de synthèse de la loi de
commande H∞ (voir la page 60), elle peut alors être intégré dans le flux de CAO
existant en Microélectronique.

Nous proposons ainsi d’appliquer la méthode Monte-Carlo pour les sous-systèmes
élémentaires du réseau tels que le comparateur de phase (PD), le Filtre (F), l’oscilla-
teur contrôlé en tension (VCO) comme représenté sur la Figure 2.2, page 36 afin de
déterminer les plages de variation des paramètres incertains de chacun de ces blocs
(voir les équations (2.2), page 46, (2.3) et (2.4), page 47, (2.11), page 53). Étant
donné que tous les sous-systèmes sont identiques et donc que leurs incertitudes ont
la même plage de variation, et comme la complexité des sous-systèmes élémentaires
est faible, cette étape peut être accomplie de manière efficace.

Ensuite, l’application de la µ-analyse permet de tester si la stabilité et/ou la per-
formance initialement garanties dans le cas nominal sont toujours conservées dans
le cas incertain du modèle de l’ADPLL seule ou du modèle du réseau d’ADPLLs
interconnectées pour toutes les valeurs de paramètres incertains possibles dans les
plages déterminées par les simulations Monte-Carlo.

Nous supposons que la première étape de la méthode d’analyse proposée c’est-à-
dire l’étape de simulations Monte-Carlo est réalisée. Dans cette étude, nous limitons
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Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

Figure 2.37: Structure ∆ ⋆ Mn standard de µ-analyse

notre attention à la méthode de la µ-analyse. Les résultats sont généralement pris
de [SF08]. Tout d’abord, on donne une brève description générale de l’outil en énon-
çant les définitions et les théorèmes nécessaires à sa compréhension. Ensuite nous
appliquerons à titre d’exemple la µ-analyse au cas de la commande d’une ADPLL.
Les questions concernant l’application de la µ-analyse pour un réseau d’ADPLLs
seront abordées dans le Chapitre 5.

2.6.1 Valeur singulière structurée et son calcul

Soit un modèle incertain mis en forme de deux blocs : (i) le bloc incertain ∆, englo-
bant toutes les incertitudes possibles du modèle ; (ii) le bloc nominal Mn, décrivant
le modèle nominal (voir la Figure 2.37). Cette forme qui couvre toute une famille de
modèles décrivant le système réel, va être appelée par la suite une structure standard
(∆ ⋆ Mn) de µ-analyse. Ici, le bloc ∆ est une matrice bloc diagonale, contenant sur
sa diagonale les blocs incertains normalisés ∆i : σ̄ (∆i) < 1. Les blocs incertains
normalisés ∆i forment une structure ∆ de l’incertitude globale

∆ =





∆ ∈ C
k×k/∆ =




∆1 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 ∆m



avec k =

m∑

i=1

ki





, (2.47)

et couvrent un large spectre d’incertitudes possibles du modèle dont les plus inté-
ressantes sont :
– la dynamique non modélisée ou négligée qui est prise en compte par une incertitude
dynamique complexe ∆i = ∆i

d, avec ∆
i
d ∈ C

ki×ki ;
– le paramètre incertain physique qui est pris en compte par une incertitude para-
métrique réelle ∆j = δjIkj

, avec δj ∈ R.
Le bloc du modèle nominal Mn définit les valeurs numériques nominales des para-
mètres, la « taille » des incertitudes, l’interconnexion entre les signaux d’incertitude
des entrées w et des sorties z ainsi qu’entre les signaux d’entrée wp et de sortie zp

décrivant la performance. C’est une matrice dynamique et donc complexe dans le
domaine fréquentiel.
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Il est nécessaire par la suite, pour pouvoir appliquer le résultat principal de la µ-
analyse, d’introduire la définition de la valeur singulière structurée.

Définition 2.8. Soit la matrice complexe A ∈ C
k×k. La valeur singulière struc-

turée de A par rapport à la structure ∆, notée µ∆, est définie par :

µ∆ (A) =





0,
1

inf
∆∈∆

(σ̄(∆)/det(I−∆A)=0)
,

si ∀∆ ∈ ∆, det (I −∆A) Ó= 0
autrement.

(2.48)

La valeur singulière structurée µ∆ est souvent appelée indicateur µ et est une gé-
néralisation de la valeur singulière non structurée d’une matrice complexe. En effet,
dans le cas où la structure∆ a la forme particulière d’une matrice complexe de blocs
pleins : ∆ =

{
∆ ∈ C

k×k
}
(comme cela est défini dans la Définition 2.4, page 67),

on a alors µ∆(A) = σ(A). Sinon ∀∆, on a la relation suivante :

µ∆(A) ≤ σ(A). (2.49)

Pour le cas particulier d’une structure ∆ et de la matrice A de dimensions 1 × 1,
l’indicateur µ est le simple module du scalaire complexe A.

2.6.2 µ-analyse

Par la suite, nous allons procéder à l’analyse de la robustesse du système de la
manière suivante : nous allons tout d’abord tester la stabilité du modèle incertain
en appliquant la méthode de µ-analyse, ensuite nous montrerons comment aborder
les questions de performance par le même outil d’analyse. Il s’agit de trouver une
incertitude minimale, c’est-à-dire l’incertitude de la plus petite taille, pour laquelle
la boucle de la Figure 2.37 est déstabilisée et/ou le niveau désiré de performance est
dépassé.

Analyse de la stabilité robuste avec l’indicateur µ

Pour tester la stabilité, nous supprimons les entrées et sorties extérieures wp/zp

décrivant la performance. Le schéma simplifié de la Figure 2.38 est ainsi obtenu
avec un nouveau modèle nominal M0.

Nous avons maintenant tous les éléments pour énoncer le résultat principal de la
µ-analyse appelé le théorème de petit gain structuré.

Théorème 2.9 (Théorème du petit gain structuré). Soit la famille de systèmes
bouclés (M0, ∆), où M0 (s) est une matrice de fonctions de transfert stable et où
∆(jω) ∈∆ est un bloc stable d’incertitudes. La famille de systèmes bouclés (M0, ∆)
est stable pour tout ∆, tel que σ (∆ (jω)) < β si et seulement si

∀ω ∈ [0, +∞], µ∆ (M0 (jω)) ≤ 1

β
. (2.50)
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Figure 2.38: Structure ∆M standard de la µ-analyse pour la stabilité robuste

Démonstration. La démonstration de ce théorème peut être retrouvée dans le Théo-
rème 8.6 de [SP05]

On appelle µ-analyse l’analyse de la robustesse d’un système par la mise en œuvre
de ce théorème.

Remarque 2.10. Le résultat de ce théorème est une extension du résultat du Théo-
rème du petit gain qui, à son tour, est une extension au cas d’une incertitude dy-
namique du critère de stabilité de Nyquist multivariable. En effet, dans le cas des
systèmes SISO, les conditions du Théorème 2.9 impliquent que le gain de la boucle
ouverte |M0 (jω)∆ (jω)| < 1 est donc par l’application du critère de Nyquist, la
boucle fermée est toujours stable. D’un autre côté si la condition (2.50) n’est pas
satisfaite, étant donné que M0 et ∆ sont stables, on peut toujours trouver une in-
certitude dont le gain est inférieur à β, mais pour lequel le point critique −1 + 0j
est entouré par le lieu de Nyquist de la boucle ouverte M0 (jω)∆ (jω).

Remarque 2.11. On peut rechercher la taille de la plus petite incertitude ∆ ∈ ∆
pour laquelle le système (M0, ∆) est déstabilisé. Ceci revient à définir le plus grand
ensemble d’incertitudes ∆ pour lequel la famille de systèmes (M0, ∆) reste stable.
Cette taille est donnée par

1

supω∈[0,+∞] µ∆ (M (jω))
. (2.51)

En effet, d’après le théorème du petit gain structuré, rechercher le plus grand en-
semble d’incertitudes∆ pour lequel la famille de systèmes (M,∆) reste stable revient
à rechercher le plus grand β tel que la condition (2.50) soit satisfaite. Dans ce cas-là,
la famille est stable pour tous les ∆ tels que ‖∆‖∞ < β. D’après (2.50), le plus grand
β pour lequel la condition (2.50) est satisfaite est donné par la condition (2.51). De
façon pratique, l’indicateur µ∆ sera calculé pour les matrices M0 (jω) pour un en-
semble fini de pulsations ωi (incluant la pulsation 0) puis représenté graphiquement
en fonction de la pulsation ω. L’inverse de la valeur maximale correspond à la taille
de la plus grande incertitude que peut tolérer le système bouclé avant de devenir
instable.

Comme nous pouvons le constater d’après le Théorème 2.9 que le calcul de l’indi-
cateur µ pour une structure d’incertitude et une matrice complexe M0 (jω) données
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pour ω ∈ [0,+∞] est la base de la µ-analyse expliquant le nom donné à cette mé-
thode. Il y a deux difficultés principales liées à ce calcul.

La première difficulté est qu’il n’existe pas à ce jour d’algorithmes efficaces permet-
tant de calculer la valeur singulière structurée d’une matrice quelconque. En général,
le calcul « exact » de l’indicateur µ pour une matrice complexe donnée A est un pro-
blème NP-difficile 9 qui peut se formuler comme le problème d’optimisation suivant :

max
Q∈Q

ρR(QA) = µ∆(A), (2.52)

avec

Q =
{
∆, ∆ ∈∆, ∆i∗∆i = Iki

, i ∈ {1, . . . , q}, δj ∈]− 1, 1[, j ∈ {1, . . . , r}
}

.

Il est cependant possible de calculer une borne supérieure et une borne inférieure
de l’indicateur µ par des algorithmes efficaces. Par exemple, la borne supérieure la
plus couramment utilisée est obtenue par la résolution d’un problème d’optimisation
convexe présentée par la suite.

Une autre difficulté est que selon le Théorème 2.9 l’indicateur µ∆(M0(jω)) doit être
calculé pour toutes les pulsations ω, soit un nombre infini de pulsations. En pratique,
tout comme par exemple pour le tracé d’un diagramme de Bode, on se restreint
à une gamme de pulsation intéressante (déterminée par exemple en regardant la
localisation des pôles et des zéros du modèle nominal Mn) et à la pulsation ω = 0.
De plus, l’approche la plus couramment utilisée est d’effectuer un échantillonnage
ou un maillage sur cet intervalle de pulsations afin de se ramener au calcul de
l’indicateur en un nombre fini de points. Le danger de cette approche est de mal
évaluer la valeur maximale de l’indicateur µ en ne choisissant pas correctement le
maillage.

Calcul de la borne supérieure et inférieure de µ

La borne supérieure de µ (A) est obtenue par la résolution du problème d’optimisa-
tion suivant [SF08] :

µsup
∆
(A) = min

D ∈ D
G ∈ G
β ∈ R

+

β

tel que A∗DA+ (GA − A∗G)− β2D ≤ 0,

9. Une brève discussion sur la complexité de problèmes est reporté en l’annexe A de ce chapitre.
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avec

D =





D ∈ C
k×k / D =




d1Ik1 0 · · · · · · · · · 0

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . dqIkq

. . . . . .
...

...
. . . . . . D1

. . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · 0 Dr




avec





di ∈ R, di > 0, i ∈ {1, . . . , q}
Dj ∈ C

kj×kj , Dj = D∗
j > 0, j ∈ {1, . . . , r}









.

et

G =





G ∈ C
k×k / G =




0k1 0 · · · · · · · · · 0

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . 0kq

. . . . . .
...

...
. . . . . . G1

. . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · 0 Gr




avec

{
Gj ∈ C

kj×kj , Gj = −G∗
j j ∈ {1, . . . , r}

}}
.

où q + r = m et les premiers blocs de D et G correspondent aux incertitudes
dynamiques, les deuxièmes blocs de D et G correspondent aux incertitudes para-
métriques. Ceci est un problème d’optimisation sous contraintes LMI qui peut être
résolu de manière efficace (voire l’annexe A de ce chapitre, page 102).

Il y a deux propriétés importantes de la borne supérieure de µ :

Propriété 1 µ∆(A) ≤ µsup
∆
(A).

Propriété 2 Si 2r + q ≤ 3 alors µ∆(A) = µsup
∆
(A) sinon µ∆(A) < µsup

∆
(A).

Concernant la borne inférieure de µ, on calcule un maximum local du problème
d’optimisation (2.52). Par suite, une borne inférieure µinf

∆
(A) de µ∆(A) est alors

obtenue.

Remarque 2.12. On peut s’interroger sur l’utilité des bornes inférieure et supérieure.
La borne supérieure permet de garantir la stabilité robuste de façon suffisante. En
effet, d’après la Propriété 1 de la borne supérieure, on a :

µsup
∆
(A) ≤ 1

β
⇒ µ∆(A) ≤ 1

β
.
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Figure 2.39: Structure ∆M standard de la µ-analyse pour la performance robuste

L’intérêt de la borne inférieure est qu’elle permet d’obtenir un encadrement de
µ∆(A) : µ

inf
∆
(A) ≤ µ∆(A) ≤ µsup

∆
(A). Si µsup

∆
(A)−µinf

∆
(A) est faible alors µsup

∆
(A) ≃

µ∆(A).

Analyse de la performance robuste avec l’indicateur µ

On considère dans cette section le problème de la robustesse en performance (plus
général que la stabilité robuste), c’est-à-dire que l’on veut que l’une des fonctions
de transfert (par exemple la fonction de sensibilité S∆

10) vérifie une contrainte
fréquentielle donnée par une pondération WS (‖W

S
S∆‖∞ ≤ 1) pour la famille de

systèmes interconnectés (voir la Figure 2.39).

Pour faire cela, on propose de réécrire le problème de la performance robuste sous la
forme d’un problème équivalent de stabilité robuste. Par l’équivalence, il faut com-
prendre que la condition de stabilité robuste équivalente est satisfaite si et seulement
si la condition de performance robuste est satisfaite et par conséquent la condition
de stabilité robuste du problème d’origine (voir la Figure 2.39).

Soit ∆p une fonction de transfert stable telle que ‖∆p‖∞ < 1. Imaginons une famille
de modèles représentée sur la Figure 2.40 où le bloc ∆̃ joue le rôle du bloc augmenté
d’incertitudes et le système M̃n est le système nominal augmenté.

D’après le théorème du petit gain structuré (voir le Théorème 2.9), en introduisant
la structure d’incertitude suivante :

∆̃ =



∆̃ / ∆̃ =


 ∆p 0

0 ∆


 avec ∆ ∈∆ et ∆p ∈ C

np×np



 ,

la famille de systèmes est stable pour toute fonction de transfert ∆ stable et telle que
‖∆‖∞ < 1 avec ∆(jω) ∈ ∆ et pour toute fonction de transfert ∆p (jω) ∈ C

np×np ,
stable et telle que ‖∆p‖∞ < 1 si et seulement si

µ
∆̃

(
M̃n (jω)

)
≤ 1.

10. L’indice ∆ est utilisé ici pour mettre l’accent sur la dépendance de S en ∆.
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Figure 2.40: Structure ∆M équivalente de la performance robuste

D’après la discussion précédente, cette condition est équivalente à ‖W
S
S∆‖∞ ≤ 1

pour toute fonction de transfert ∆ stable et telle que ‖∆‖∞ < 1 avec ∆(jω) ∈ ∆
soit la condition de performance robuste.

2.6.3 Application de la µ-analyse au cas d’une ADPLL

Supposons que la synthèse de la loi de commande fournit un filtre PI avec deux
paramètres : le gain de la branche proportionnelle KP et le gain de la branche
intégrale KI (voir la version numérique du filtre sur la Figure 2.7, page 41). D’après
la section 2.2, page 43, en pratique, les paramètres du filtre, les gains du PD et
du VCO sont réalisés avec une certaine incertitude. La famille des modèles continus
incertains est ainsi représentée sur la Figure 2.41 (Modèle d’analyse voir la page 33).
On trouve quatre paramètres réels incertains que l’on peut regrouper par la suite
dans un bloc incertain global ∆. La µ-analyse décrite dans la section précédente
peut alors être appliquée.

Cependant, afin de réduire le nombre d’incertitudes à prendre en compte et donc
la complexité du problème d’analyse, on propose de faire un changement de para-
mètres :

K = KP D · KV CO · 1
d

· KP = K0 (1 +KdδK) ; a =
KI

KP

= a0 (1 + adδa) , (2.53)

avec

K0 = Knom
P D · Knom

V CO · 1
d

· Knom
P ; a0 =

Knom
I

Knom
P

; (2.54)
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Figure 2.41: Famille des modèles continus incertains dans le domaine de phase de
l’ADPLL

Figure 2.42: Schéma simplifié de la famille des modèles continus incertains dans le
domaine de phase de l’ADPLL

Kd =

(
1 +

Kgab
P D

Knom
P D

) (
1 +

Kgab
V CO

Knom
V CO

) (
1 +

Kgab
P

Knom
P

)
− 1;

ad =


1+

Kgab
I

Knom
I





1+

Kgab
P

Knom
P




− 1,

(2.55)

et δK , δa ∈ R :|δK | < 1, |δa| < 1.

Avec ces nouvelles notations, on obtient deux paramètres réels incertains et donc le
schéma équivalent de la Figure 2.42.

En utilisant les équations (2.53)–(2.55), le schéma de la Figure 2.42 est transformé
en un schéma équivalent de la forme ∆ ⋆ Mn standard de la µ-analyse, voir la
Figure 2.43.
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Figure 2.43: Schéma ∆ ⋆ Mn standard de la µ-analyse dans le domaine de phase
de l’ADPLL

On applique maintenant la procédure de µ-analyse permettant de déterminer la taille
maximale des incertitudes c’est-à-dire les valeurs de K0Kd et a0ad pour lesquelles le
système reste stable et/ou a un niveau de performance désiré. Il est intéressant de
noter que les gains du VCO et du PD ont un certain niveau d’incertitude fixé par leur
mode de réalisation et l’influence de l’environnement extérieur (voir la section 2.2,
page 43). Aussi, on peut fixer une précision sur les paramètres du correcteur (KP

et KI par exemple pour un correcteur PI) et donc leur incertitude en choisissant
un nombre de bits dédiés à leur codage. Il est ainsi possible, d’après le calcul de
µ-analyse, de trouver la taille maximale d’incertitudes possibles sur les paramètres
K et a garantissant la stabilité et/ou la performance, et de déduire ensuite une
précision minimale à respecter pour les paramètres du filtre correcteur (Kgab

P et
Kgab

I pour l’exemple du filtre PI). La dernière partie de cette section montre un
exemple numérique d’une telle approche.

2.6.4 Exemple numérique de la µ-analyse

Pour appliquer la µ-analyse, on transforme le Modèle d’analyse de l’ADPLL sous
la forme décrite par la Figure 2.43. Étant donné que le respect des performances
implique nécessairement la stabilité du modèle, on applique la méthode de µ-analyse
pour tester directement le niveau de performance désiré. Étant entendu que la fonc-
tion de sensibilité S est la fonction de transfert la plus importante pour l’évaluation
de performance (voir les Tableaux 2.2, page 62, 2.3, page 66 et 2.4, page 79 ainsi
que la Figure 2.35) on considère le schéma équivalent de la Figure 2.40. En calculant
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l’indicateur µ fréquence par fréquence comme expliqué au début de la section 2.6.2
pour différents rapports entre les gabarits des incertitudes sur les paramètres K et
a, on trouve ainsi leurs valeurs maximales :

K ∈ [K0 (1− Kd) ; K0 (1 +Kd)]

a ∈ [a0 (1− ad) ; a0 (1 + ad)]
avec

Kd = 0.8;

ad = 0.5;

En considérant les valeurs numériques d’incertitudes sur le gain du VCO et du
PD (voir le Tableau 2.1, page 55 de la Configuration FPGA) et en utilisant les
transformations (2.53)–(2.55) on obtient les valeurs suivantes d’incertitude maximale
sur les paramètres du correcteur PI numérique respectant la stabilité et le niveau
de performance désiré :

K∗gab
P = ±0.66 · 10−1 soit ± 15.4%;

K∗gab
I = ±2.8 · 10−3 soit ± 73%.

(2.56)

Les tracés des bornes inférieures et supérieures correspondantes sont représentés sur
la Figure 2.44.

La Figure 2.45 confirme que la contrainte assurant le niveau de performance désiré
reste respecté en dépit des incertitudes sur les paramètres réels pour lesquels plu-
sieurs valeurs ont été choisies dans l’ensemble des valeurs définies dans (2.56) et le
Tableau 2.1, page 55.

2.7 Simulations

Pour confirmer le résultat obtenu, des simulations temporelles ont été effectuées sur
les différents modèles de l’ADPLL. La Figure 2.46 montre l’évolution des signaux
d’erreur de suivi ε et de la commande u au cours du temps issues de simulations
du Modèle de synthèse (voir la Figure 2.25, page 60) sans bruits extérieurs c’est-à-
dire un modèle simple LTI de l’ADPLL (voir la page 33 pour plus de détails) sans
signaux b, bq, ψ. Elle est partagé en trois parties :
– durant la partie I, seul le signal échelon unitaire est appliqué à l’entrée de l’ADPLL
(ϕRef ), ce qui permet d’évaluer le temps de montée et donc le temps de réponse 11 ;

– durant la partie II, la perturbation q
V CO

sous forme d’un échelon unitaire est
appliquée à l’entrée du procédé pour confirmer son rejet ;

– durant la partie III, une rampe unitaire est appliquée à l’entrée de l’ADPLL
(ϕRef ) pour confirmer la synchronisation de l’ADPLL avec une source périodique
extérieure.

Les mêmes simulations sur le Modèle de synthèse mais en présence de bruits b, bq, ψ
sont représentées sur la Figure 2.47.

Étant donné que le bruit de phase du VCO φb est la source de bruit la plus impor-
tante dans l’ADPLL, les simulations du Modèle de synthèse montrant sa mise en

11. Le temps de montée est, par ailleurs, inférieur au temps de montée indicatif de la fonction
de transfert canonique de deuxième ordre T = ω0

s2+2ζω0s+ω2

0

(7.1 · 10−3 sec).
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Figure 2.44: Les bornes inférieure (ligne bleue) et supérieure (points verts) de
l’indicateur µ de l’exemple numérique considéré
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Figure 2.45: La fonction de sensibilité S∆ incertaine pour différentes valeurs d’in-
certitudes choisies aléatoirement (en vert) ainsi que la fonction de sensibilité S
nominale (en bleue) et la contrainte fréquentielle (en rouge pointillé)
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Figure 2.46: Simulations temporelles du Modèle de synthèse de l’ADPLL sans le
bruit extérieur, l’évolution de l’erreur de suivi ε (première sous-figure) et de la
commande u (deuxième sous-figure) au cours du temps.
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Figure 2.47: Simulations temporelles du Modèle de synthèse de l’ADPLL avec le
bruit extérieur, l’évolution de l’erreur de suivi ε (première sous-figure) et de la
commande u (deuxième sous-figure) au cours du temps.

forme ont été réalisées avec un seul signal de bruit φb appliqué à la sortie du VCO.
La Figure 2.48 illustre les résultats obtenus. La courbe rouge correspond à la den-
sité spectrale de puissance du bruit de phase φb. Comme montré dans la section 2.2,
page 43, son profil en BF représente une pente de −30 dB/dec. Pour la réalisation
d’un tel profil un filtre générateur a été utilisé. La réponse fréquentielle du filtre
grâce à une technique de combinaison de filtres linéaires ou différentiation fraction-
nelle [LMS+04, LML+06] possède une pente de −30 dB/dec en BF. La courbe bleue
sur la Figure 2.48 correspond à la densité spectrale du signal d’erreur de suivi ε.
La mise en forme du bruit est parfaitement conforme au module de la fonction de
sensibilité S reliant ces deux signaux (voir la Figure 2.35).

Pour confirmer que les hypothèses prises durant la modélisation sont valables au-
tour du point de fonctionnement et pour valider l’efficacité de la loi de commande
obtenue sur le procédé réel des simulations sur le Modèle de simulation incluant les
non-linéarités, l’effet de quantification, des incertitudes (voir la section 2.2) ont été
réalisées. Les résultats de simulations sont représentées sur les Figures 2.49 et 2.50.
La Figure 2.49 présente l’évolution de la fréquence instantanée f de l’ADPLL et
de l’erreur de suivi ε (courbes bleues) au cours du temps pendant deux étapes : la
première étape illustre la synchronisation du signal à la sortie de l’ADPLL et d’un
signal de référence à son entrée dans le cas où leurs fréquences instantanées initiales
ne sont pas identiques ; la deuxième étape illustre le rejet de perturbations à l’en-
trée du VCO sous forme d’un échelon dont l’amplitude correspond à la différence
de fréquences initiales. La courbe verte correspond à la fréquence du signal de ré-
férence Ref appliqué à l’entrée de l’ADPLL. Les fluctuations en régime permanent
sont dûes à la nature « bang-bang » du comparateur de phase utilisé (voir la sous-
section 2.1.1, page 36) et aux différentes sources de bruit (bruit de phase du VCO,
les effets de quantification, etc.).
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2.7 Simulations
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Figure 2.48: La mise en forme du bruit de phase φb par la fonction de sensibilité
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Figure 2.49: Simulations temporelles du Modèle de simulation de l’ADPLL, l’évo-
lution de la fréquence instantané de l’ADPLL f et de l’erreur de suivi ε au cours
du temps.
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Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

La Figure 2.50 présente l’évolution au cours du temps des signaux d’horloge (i)
appliqué à l’entrée de l’ADPLL Ref et (ii) générés par l’ADPLL Div 12. On re-
marque que les signaux sont synchronisés (avec une certaine erreur) en phase et en
fréquence après une période transitoire : la loi de commande est donc efficace pour
le Modèle de simulation le plus proche du procédé réel.

2.8 D’une ADPLL locale au réseau d’ADPLLs global

Dans les sections précédentes, nous avons synthétisé une loi de commande pour une
seule ADPLL selon l’Algorithme 2.1, page 76. Ensuite, nous avons appliqué la µ-
analyse pour étudier la robustesse vis-à-vis de différentes incertitudes paramétriques
possibles. Étant donné que l’objectif final de ce travail de thèse est la synthèse d’un
réseau d’ADPLLs, par la suite, nous allons interconnecter les ADPLLs identiques
ainsi obtenues selon une topologie quelconque et analyser le comportement nominal
de tel réseau. Aussi, nous allons voir que non seulement la performance garantie pour
une seule ADPLL ne l’est plus forcément pour un réseau d’ADPLLs interconnectées,
mais aussi que la stabilité, pour certaines topologies d’interconnexion, est remise en
question.

2.8.1 Interconnexion en réseau

Il est intéressant d’examiner le comportement du réseau entier composé d’un mo-
dèle identique d’ADPLL obtenue lors de la synthèse locale. Par l’analogie avec la
Figure 1.14, page 26, on obtient sur la Figure 2.51 un modèle linéaire dans le do-
maine de phase d’une d’ADPLLs à entrées multiples. Les entrées supplémentaires
servent à réaliser les interconnections entre les ADPLLs faisant partie du réseau. On
se focalise uniquement dans cette sous-section sur un modèle nominal linéaire inva-
riant d’ADPLL. En fonction de la topologie du réseau et de la position des ADPLLs
au sein de ce réseau, le nombre d’entrées mi peut être différent. Le système de la
Figure 2.51 est équivalent au système représenté sur la Figure 2.52 : c’est un nœud
de l’ADPLL où on voit apparaître le même sous-système et les mêmes signaux que
dans le cas d’une ADPLL élémentaire (voir la Figure 2.25, page 60).

Imaginons maintenant que les ADPLLs soient interconnectées selon les deux topo-
logies (a) et (b) représentées graphiquement sur la Figure 2.53. Sur la Figure 2.52,
chaque rond bleu désigne un nœud du réseau de ADPLLs, et les flèches modélisent
les échanges d’information de phase entre les nœuds. Les deux réseaux ont une entrée
extérieure de référence connectée sur le premier nœud. On suppose également que
chaque nœud du réseau d’ADPLLs est synthétisé selon la méthode H∞ présentée
précédemment.

12. Il s’agit bien du signal à fréquence divisée Div issus du diviseur de fréquence, le signal généré
par le VCO du haute fréquence Loc est cependant synchronisé avec le signal à fréquence divisée
Div.
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Figure 2.50: Simulations temporelles du Modèle de simulation de l’ADPLL, l’évo-
lution au cours du temps de signaux d’horloge (i) appliqué à l’entrée de l’ADPLL
Ref et (ii) généré par l’ADPLL Div.

Figure 2.51: Modèle linéaire continue d’une PLL à entrées multiples
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Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

Figure 2.52: Modèle équivalent transformé du modèle de la Figure 2.51

Figure 2.53: Deux topologies d’interconnexion considérées
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Figure 2.54: Comparaison des fonctions de sensibilité dans le cas d’une PLL élé-
mentaire et du réseau d’ADPLLs décrit selon la topologie (a)

Pour tester la stabilité interne du réseau, on construit tout d’abord une représenta-
tion d’états du modèle du système global :

ẋ = Aa
globx + Ba

globu

y = Ca
globx + Da

globu
.

Ensuite, on vérifie si la partie réelle de toutes les valeurs propres de la matrice
d’évolution d’états obtenue Aa

glob est négative. Ceci est équivalent à vérifier si la
partie réelle de la valeur propre de la matrice d’états présentant la plus grande
partie réelle est négative. Pour, la topologie (a), la valeur propre de la matrice
d’états présentant la plus grande partie réelle est égale à :

λmax

(
Aa

glob

)
= max

i
Re

(
λi

(
Aa

glob

))
= −8.02. (2.57)

Le réseau de topologie (a) est donc bien stable. En revanche en comparant la fonction
de transfert entre l’entrée de référence et l’erreur de suivi de cette référence par le
premier nœud Sglobale avec la fonction de sensibilité obtenue pour une PLL unique
élémentaire (voir la Figure 2.54), on remarque que la performance est dégradée
considérablement. En effet, la contrainte n’est plus respectée, la valeur de la pulsation
de coupure a diminué et cela conduit à une augmentation du temps de réponse
du système. Par ailleurs, on voit apparaître un pic important d’environ 19dB qui
contribue à diminuer la marge du module et donc à s’approcher de la limite de
stabilité du réseau.

Maintenant, si l’on surprime le lien entre le nœud 3 et le nœud 2 (voir la flèche rouge
de la topologie (a) sur la partie gauche de la Figure 2.53) on obtient la topologie (b)
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Figure 2.55: Simulations temporelles des deux topologies de réseau décrites sur la
Figure 2.53 ; Évolution de l’erreur l’erreur de suivi ε1 = ϕRef − ϕ1 pour le premier
nœud du réseau

représentée sur la Figure 2.53 avec :

λmax

(
Ab

glob

)
= max

i
Re

(
λi

(
Ab

glob

))
= +16.7. (2.58)

Le réseau devient donc instable bien que chaque ADPLL élémentaire du réseau soit
stable avec de bonnes marges de stabilité. Les simulations temporelles des deux
topologies (voir l’évolution au cours du temps de l’erreur de suivit du premier nœud
ε1 = ϕRef − ϕ1 de chaque topologie sur la Figure 2.55) confirment ces résultats.

En conclusion, on ne peut pas négliger l’influence des interconnexions sur la dy-
namique globale du système dans un réseau d’ADPLLs même dans le cas simple
de systèmes LTIs. Pour assurer certaines propriétés globales du réseau, il est donc
nécessaire de les prendre en compte durant la procédure de synthèse.
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2.8 D’une ADPLL locale au réseau d’ADPLLs global

Conclusion

Les exemples numériques présentés à la fin de ce chapitre montrent clairement, que
l’approche logique et simple évoquée à la fin du chapitre 1 de synthèse locale ne
convient pas toujours. Il est plus intéressant de pouvoir garantir certaines propriété
globales du réseau d’ADPLLs lors de sa conception. Nous ne pouvons pas, dans ce
cas-là, nous concentrer seulement sur la synthèse d’une ADPLL locale sans prendre
en compte les propriétés à assurer pour un réseau global. D’un autre côté, les condi-
tions assurant les propriétés globales du réseau complet peuvent être complexes et le
problème de synthèse de la loi de commande les respectant est extrêmement difficile
à résoudre. Dans ce cas-là, on peut perdre l’avantage de la simplicité de la synthèse
de loi de commande locale. Or d’un point de vue pratique, nous sommes intéressés
par une synthèse de loi de commande ainsi que par des algorithmes de réalisation
simples et efficaces. C’est pour ces raisons que nous nous tournons vers la première
idée importante retenue lors de la discussion sur l’approche locale simpliste proposée
en Microélectronique de conception d’un réseau d’ADPLLs interconnectées (voir la
page 26). Il s’agit de l’idée de la facilité de synthèse locale de la loi de commande.
En effet, comme nous le verrons dans les chapitres qui suivent, il est possible de
garder la même démarche simple de synthèse locale mais avec des conditions locales
supplémentaires garantissant les propriétés globales désirées. Notre objectif est alors
de transformer les conditions globales issues de propriétés globales désirées (stabi-
lité, performance) en des conditions locales qui peuvent être satisfaites par la suite
par une synthèse de la loi de commande locale simple bien maîtrisée en général.
Néanmoins, ces questions sortent du cadre d’étude de la Microélectronique standard
et on est amené à faire appel aux outils et méthodes de l’Automatique classique et
moderne. Cependant avant de résoudre le problème répondant à l’objectif posé dans
le chapitre 4 on se propose dans le chapitre 3 d’examiner les méthodes préexistantes
de l’Automatique qui peuvent permettre d’aborder ce problème.
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Chapitre 2 Conception automatique d’une ADPLL locale

2.9 Annexe A : Optimisation LMI

Après une définition formelle du problème d’optimisation, on présente dans une
brève discussion les problèmes d’optimisation convexe ou quasi-convexe ainsi que les
algorithmes pour les résoudre efficacement. Enfin, nous définirons trois problèmes
d’optimisation sous contrainte LMI généralement considérés dans la littérature et
utilisés dans ce document.

Définition 2.13 (Problème d’optimisation). Un problème d’optimisation est défini
de la manière suivante.

Soient nξ un entier naturel non nul, D ⊆ R
nξ un ensemble non vide et

f : R
nξ → R

ξ Ô→ f (ξ)

Alors un problème d’optimisation s’écrit :

min
ξ∈D

f (ξ)

où
– D est appelé l’ensemble des contraintes ;

– ξ =
[

ξ1 · · · ξnξ

]T
est appelé le vecteur des variables de décision ;

– f est appelée la fonction de coût.
On dit que :
– ξopt ∈ D est un optimum local s’il existe un voisinage ouvert U de ξopt tel que,
pour tout ξ ∈ U ∩ D, on a f (ξopt) ≤ f (ξ) ;

– ξopt ∈ D est un optimum global si, pour tout ξ ∈ D, on a f (ξopt) ≤ f (ξ).
Résoudre le problème d’optimisation signifie trouver un optimum global (et la valeur
de la fonction de coût f en ce point).

On distingue différentes classes de problème d’optimisation en fonction des pro-
priétés de f et de D. Deux classes importantes de problèmes sont les problèmes
d’optimisation convexes et les problèmes d’optimisation quasi–convexes.

Définition 2.14. Un problème d’optimisation est dit convexe si
– D est un ensemble convexe : pour tout ξ1 ∈ D, pour tout ξ2 ∈ D, pour tout

λ ∈ [0, 1], on a (λξ1 + (1− λ)ξ2) ∈ D ;
– f est une fonction convexe : pour tout ξ1 ∈ D, pour tout ξ2 ∈ D, pour tout

λ ∈ [0, 1], on a f (λξ1 + (1− λ)ξ2) ≤ λf (ξ1) + (1− λ) f (ξ2).
Un problème d’optimisation est dit quasi–convexe si
– D est un ensemble convexe : pour tout ξ1 ∈ D, pour tout ξ2 ∈ D, pour tout

λ ∈ [0, 1], on a (λξ1 + (1− λ)ξ2) ∈ D ;
– f est une fonction quasi-convexe : pour tout ξ1 ∈ D, pour tout ξ2 ∈ D, pour tout

λ ∈ [0, 1], on a f (λξ1 + (1− λ)ξ2) ≤ max {f (ξ1) , f (ξ2)}.
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Les deux classes de problèmes d’optimisation convexe mentionnées ci-dessus ad-
mettent une résolution numérique efficace. En effet, la convexité implique que tout
optimum local est en réalité un optimum global et donc le problème de trouver un
optimum global se réduit à un problème de trouver un optimum local. Ce dernier
type de problème est « facile » à résoudre numériquement [BTN01], i.e. il existe au
moins un algorithme de résolution, dit « efficace », dont le temps de résolution (temps
de calcul nécessaire à cet algorithme pour se terminer) est « raisonnable ». Un algo-
rithme de résolution permet effectivement de résoudre un problème d’optimisation
particulier, mais surtout il permet de résoudre tous les problèmes d’optimisation de
même classe. Dans ce cadre, une mesure usuelle du temps de résolution d’un algo-
rithme est son évolution en fonction de la « taille » du problème d’optimisation qu’il
résout. Un algorithme est dit efficace si l’évolution de son temps de résolution est
bornée par une fonction polynomiale de la taille du problème d’optimisation. On dit
aussi dans ce cas-là que le problème est P-difficile. Dans le cas contraire, l’algorithme
est dit non-efficace et le problème d’optimisation correspondant est dit NP-difficile.
Nous ne développerons pas plus cet aspect. Les lecteurs intéressés pourront se référer
au livre [GJ79] pour une introduction à la complexité algorithmique.

Du fait qu’ils peuvent être résolus efficacement, les problèmes d’optimisation convexes
et quasi–convexes sont donc appréciés. Des sous–problèmes importants sont les pro-
blèmes d’optimisation sous contraintes LMI. D’une part, ces problèmes apparaissent
actuellement comme des problèmes importants pour lesquels des algorithmes de réso-
lution efficaces ont été programmés dans les logiciels de calcul scientifique généraux
comme Matlab [GNLC95] ou Scilab. D’autre part, les problèmes d’optimisation
sous contrainte LMI ont d’importantes applications en Sciences de l’Ingénieur (en
Automatique [BEFB94] ou dans d’autres domaines [BTN01]). Ils permettent par
exemple de résoudre le problème H∞-standard formulé dans la Définition 2.7 ainsi
que d’autres problèmes qui vont apparaître tout au long de ce manuscrit.

Définition 2.15 (Contrainte LMI). Soient nξ un entier naturel non nul et Fi ∈
R

m×m, i = 0, · · · , nξ, des matrices symétriques. Une contrainte LMI est définie
comme l’ensemble de vecteurs suivant

{ξ ∈ R
nξ | F (ξ) > 0} , (2.59)

avec

F (ξ) , F0 +
nξ∑

i=1

ξiFi. (2.60)

Les matrices Fi, i = 0, · · · , nξ, sont appelées les données et le vecteur ξ est appelé le
vecteur des variables de décision de la contrainte LMI.

Dans l’expression (2.59), F (ξ) > 0 signifie que la matrice F (ξ) est définie positive
(de la même façon, F (ξ) < 0 signifie que F (ξ) est définie négative). Une contrainte
est une contrainte LMI lorsque ξ apparaît de façon affine dans F (ξ). Dans la suite
de ce document, l’expression F (ξ) > 0 sera aussi appelée contrainte LMI.
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Si, dans la Définition 2.13, l’ensemble des contraintes D est défini par l’expression
(2.60), le problème d’optimisation est alors appelé un problème d’optimisation sous
contrainte LMI. Ces problèmes seront écrits plus simplement de la manière suivante :

min
ξ∈R

nξ
f (ξ)

tel que F (ξ) > 0.

(2.61)

Il est ainsi possible de définir plusieurs problèmes selon le choix de f . Deux choix
sont généralement considérés : f est linéaire ou f est la valeur propre généralisée
de deux matrices. Un autre problème important est le problème de faisabilité qui
consiste à trouver ξ ∈ R

nξ tel que F (ξ) > 0. En résumé, on a les trois problèmes
suivants.

Problème de faisabilité Tester s’il existe ξ ∈ R
nξ tel que F (ξ) > 0, et si oui,

déterminer un tel ξ ∈ R
nξ :

trouver ξ ∈ R
nξ

tel que F (ξ) > 0.
(2.62)

Le problème de faisabilité peut se formuler comme un problème d’optimisation au
sens de la Définition 2.13. Il revient au problème d’optimisation suivant : min(ξ,t)∈D t
avec D = {(ξ, t) |F (ξ)+ tI > 0}. Si la valeur minimale de t est strictement positive,
alors le Problème de faisabilité (2.62) n’a pas de solution ; si elle négative ou nulle,
alors le Problème de faisabilité (2.62) a une solution donnée par la valeur de ξopt

pour laquelle (ξopt, t) est un optimum global.

Problème de minimisation d’une fonction de coût linéaire Tester s’il existe ξ ∈
R

nξ tel que F (ξ) > 0, et si oui, déterminer ξ ∈ R
nξ tel que F (ξ) > 0 et qui minimise

cT ξ où c ∈ R
nξ est un vecteur donné :

min
ξ∈R

nξ
cT ξ

tel que F (ξ) > 0.

(2.63)

Problème de minimisation de la valeur propre généralisée maximale Tester s’il
existe ξ ∈ R

nξ tel que F (ξ) > 0 et H (ξ) > 0 où H (ξ) est de la forme (2.60), et si
oui, déterminer ξ ∈ R

nξ tel que F (ξ) > 0 et H (ξ) > 0 et qui minimise la valeur
propre généralisée maximale λmax (G (ξ) , F (ξ)) de F (ξ) et G (ξ) où G (ξ) est de
la forme (2.60) et où λmax (G (ξ) , F (ξ)) est la valeur minimale de λ pour laquelle
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λF (ξ)− G (ξ) est définie positive 13 :

min
ξ∈R

nξ
λmax (G(ξ), F (ξ))

tel que F (ξ) > 0 et H (ξ) > 0.

(2.64)

Remarque 2.16. Lorsqu’il y a plusieurs contraintes LMI Fi (ξ) > 0, i = 1, · · · , nF

(comme dans le Problème (2.64)), il est toujours possible de les réécrire sous la forme
d’une seule contrainte :

F (ξ) ,




F1 (ξ) 0 · · · 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 FnF
(ξ)




> 0.

Il n’y a donc pas de perte de généralité à définir les problèmes d’optimisation sous
contrainte LMI avec une seule contrainte LMI.

Jusqu’à présent, nous avons considéré une contrainte LMI avec un vecteur de va-
riables de décision scalaires. En Automatique, il est plus courant et naturel d’utiliser
des variables de décision matricielles. L’expression (2.64) peut se récrire (et inverse-
ment) sous la forme :

F (ξ) , Fc +
nR∑

i=1

F g
i Ri(ξ)F

d
i +

(
Fc +

nR∑

i=1

F g
i Ri(ξ)F

d
i

)T

, (2.65)

où Fc ∈ R
m×m, F g

i ∈ R
m×ai et F d

i ∈ R
bi×m sont données et où les Ri (ξ) ∈ R

ai×bi ,
i = 1, · · · , nR, linéaires et possiblement structurées en ξ, sont les variables de dé-
cision matricielles. Par exemple, l’expression (2.65) peut être trouvée à partir de
l’expression (2.60) en choisissant Fc =

1
2
F0, F g

i et F d
i telles que F g

i F d
i = 1

2
Fi et

Ri(ξ) = ξiI.

13. λmax(A, B) est aussi définie comme la plus grande valeur propre de B−1/2AB−1/2 et n’est
définie que dans le cas où B est définie positive. Dans le problème d’optimisation (2.64), F (ξ) > 0
est une contrainte du problème ; ce problème est donc bien posé.
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2.10 Annexe B : Résolution du problème H∞
standard par la méthode d’optimisation sous
contrainte LMI

Dans cette annexe, nous allons présenter les grandes lignes de la démonstration de
la solution du problème H∞-standard (voir la Définition 2.7 page 75) généralement
reprises de [Sco06]. Soit le système H̃P interconnecté avec le système K comme
représenté sur la Figure 2.33 page 74 et répété pour faciliter la compréhension sur
la Figure 2.56 où :
– le vecteur des sorties commandées z̃ (t) est de dimension pz ;
– le vecteur des entrées de critère w̃ (t) est de dimension mw ;
– le vecteur des signaux mesurées y (t) est de dimension py ;
– le vecteur des entrées de commande u (t) est de dimension mu.
Le système H̃P admet pour équations d’état :

ẋ (t) = Ax (t) + Bww̃ (t) + Buu (t) ;

z̃ (t) = Czx (t) + Dzww̃ (t) + Dzuu (t) ;

y (t) = Cyx (t) + Dyww̃ (t) + Dyuu (t) .

(2.66)

L’entier n est l’ordre de la représentation d’état. Dans le domaine de Laplace, les
équations du système se réécrivent :

H̃P (s) =


 H̃zw (s) H̃zu (s)

H̃yw (s) H̃yu (s)


 =


 Dzw Dzu

Dyw Dyu


+


 Cz

Cy


 (sI −A)−1

[
Bw Bu

]
;


 z̃ (s)

y (s)


 = H̃P (s)


 w̃ (s)

u (s)


 et u (s) = K (s) y (s) ,

soit z̃ (s) = HP (s) ⋆ K (s) w̃ (s)

Figure 2.56: Problème sous forme H∞-standard
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Par soucis de simplicité, seul le cas du retour d’état où « l’information complète »
(c’est-à-dire, que le correcteur à accès à tout l’état du système : y (t) = x (t) soit
Cy = I, Dyw = 0 et Dyu = 0) sera considéré en détails. Le cas général nécessite des
développements techniques assez lourds qui n’apportent rien à la compréhension des
idées sous-jacentes. Sa présentation complète peut être trouvée dans [GA94]. Ici, on
se concentre seulement sur les principes généraux de la démonstration.

Synthèse H∞ par retour d’états

Dans le cas du retour d’état, le système H̃P admet pour équations d’état :

ẋ (t) = Ax (t) + Bww̃ (t) + Buu (t) ;

z̃ (t) = Czx (t) + Dzww̃ (t) + Dzuu (t) ;

y (t) = x (t) .

(2.67)

On recherche une loi de commande par retour d’état (c’est-à-dire une matrice K ∈
R

p×n) telle que u(t) = Kx(t) assure la résolution du problème H∞-standard (voir la
Définition 2.7).

Les développements qui suivent sont basés sur le lemme suivant.

Lemme 2.17 (Réel borné). Soit un système linéaire stationnaire multivariable
stable H décrit par une représentation d’état minimale :

ẋ (t) = Ax (t) + Bw (t) ;

z (t) = Cx (t) + Dw (t) ,

où x (t) est l’état du système, w (t) l’entrée et z (t) est la sortie. Alors ‖H‖∞ ≤ γ si
et seulement s’il existe une matrice P telle que





P > 0;
 AT P + PA + CT C PB + CT D

BT P + DT C DT D − γ2I


 < 0.

(2.68)

Le système en boucle fermée (voir la Figure 2.56) admet pour équations d’état :

ẋ (t) = (A + BuK)x (t) + Bww̃ (t) ;

z̃ (t) = (Cz + DzuK)x (t) + Dzww̃ (t) .

En appliquant le lemme 2.17 au système en boucle fermée, il existe un correcteur
par retour d’état s’il existe une matrice K et une matrice symétrique P telles que
P > 0 et :

[
(A+BuK)T P + P (A+BuK) + (Cz +DzuK)T (Cz +DzuK) P Bw + (Cz +DzuK) T Dzw

BT
wP +DT

zw (Cz +DzuK) DT
zwDzw − γ2I

]
< 0. (2.69)
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Les variables matricielles d’optimisation sont P et K. Cette inégalité n’étant pas
affine en P et en K, elle ne définit pas une LMI. Néanmoins, par une série de trans-
formations, nous allons montrer que l’on peut obtenir une contrainte LMI équivalente
après un changement de variables adéquat.

L’inégalité (2.69) peut se réécrire :
[

AT P + P A+KT BT
u P + P BuK P Bw

BT
wP −γ2I

]
+

[
(Cz +DzuK) T

DT
zw

] [
Cz +DzuK Dzw

]
≤ 0. (2.70)

Par la suite, nous allons avoir besoin du lemme suivant.

Lemme 2.18 (Lemme de Schur modifié). Soit une matrice symétrique partionnée :

 A B

BT C


 ,

où A et C ont des matrices carrées, avec A définie positive. Cette matrice est définie
positive si et seulement si C−BTA−1B est semi définie positive.

L’inégalité (2.70) peut alors se réécrire :
[

AT P + P A+KT BT
u P + P BuK P Bw

BT
wP −γ2I

]

︸ ︷︷ ︸
C

−

[
(Cz +DzuK) T

DT
zw

]

︸ ︷︷ ︸
BT

(−I)︸︷︷︸
A−1

[
Cz +DzuK Dzw

]
︸ ︷︷ ︸

B

< 0. (2.71)

Par application du lemme de Schur modifié, on a alors l’inégalité (2.71) qui est
équivalente à :




AT P + PA+KT BT
u P + PBuK PBw (Cz +DzuK) T

BT
wP −γ2I DT

zw

Cz +DzuK Dzw −I




< 0. (2.72)

L’intérêt de cette transformation est que, dans l’inégalité obtenue, il ne reste plus
que deux termes bilinéaires : PBuK et KT BT

u P . On va utiliser une nouvelle trans-
formation puis un changement de variable de façon à se ramener à une inégalité
affine. Pour cela, on va se baser sur la propriété suivante :

Propriété ∀T inversible ∈ R
n×n , A < 0 ⇔ TTAT < 0.

En appliquant cette propriété avec :

T =




P −1 0 0

0 I 0

0 0 I


 et A =




AT P + PA+KT BT
u P + PBuK PBw (Cz +DzuK) T

BT
wP −γ2I DT

zw

Cz +DzuK Dzw −I




,
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on obtient :



P −1AT +AP −1 + P −1KT BT
u +BuKP −1 Bw P −1

(
CT

z +KT DT
zu

)

BT
w −γ2I DT

zw

CzP −1 +DzuKP −1 Dzw −I




< 0. (2.73)

En posant Q = P −1 ∈ R
n×n et Y = KP −1 ∈ R

p×n, on obtient :



QAT + AQ+ Y T BT
u +BuY Bw QCT

z + Y T DT
zu

BT
w −γ2I DT

zw

CzQ+DzuY Dzw −I




< 0. (2.74)

D’autre part, on a P > 0 ⇔ Q > 0.

Ce changement de variables est bien posé car la fonction qui relie (P, K) et (Q, Y )
est une bijection. De plus, les inégalités (2.74) et Q > 0 sont bien affines en les
variables Q et Y . Rechercher Q et Y tels que Q > 0 et (2.74) est donc un problème
de faisabilité LMI tel que posé dans la section 2.9.

En conclusion, la recherche d’une loi de commande u(t) = Kx(t) assurant la stabilité
de la boucle fermée et une norme H∞ entre w̃ et z̃ inférieure à γ s’obtient de la façon
suivante :
1. Trouver Q et Y tels que les inégalités Q > 0 et (2.74) soient satisfaites (pro-
blème de faisabilité) ;

2. Poser P = Q−1 et K = Y P .

Existence d’un correcteur H∞

On peut être intéressé par déterminer s’il existe un correcteur H∞ pour un γ donné,
sans le calculer explicitement. Pour cela, on dispose du résultat suivant.

Lemme 2.19 (Lemme d’élimination). Soit G = GT ∈ R
n×n, U ∈ R

r×n avec
Rang(U) = r < n et V ∈ R

s×n avec Rang(V) = s < n. Alors, il existe une matrice
K ∈ R

r×s telle que l’inégalité suivante est vérifiée :

G+UTKV+VTKTU < 0

si et seulement si :

UT
⊥GU⊥ < 0 et VT

⊥GV⊥ < 0,

avec

– U⊥engendre le noyau de l’application linéaire associée à la matrice 14 U ;

– V⊥engendre le noyau de l’application linéaire associée à la matrice V.

14. Les vecteurs colonnes de U⊥ forment une base du noyau.
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Ce résultat est remarquable puisqu’il donne une condition nécessaire et suffisante
permettant de tester l’existence d’une matrice K telle que la matriceG+UTKTV+
VTKU est (semi) définie négative, sans rechercher K explicitement.

L’inégalité (2.74) peut se réécrire :



QAT +AQ Bw QCT
z

BT
w −γ2I DT

zw

CzQ Dzw −I




︸ ︷︷ ︸
G

+




Bu

0

Dzu




︸ ︷︷ ︸
UT

Y︸︷︷︸
K

[
I 0 0

]
︸ ︷︷ ︸

V

+




I

0

0


 Y T

[
BT

u 0 DT
zu

]
< 0. (2.75)

En appliquant le Lemme 2.19, l’inégalité (2.75) est équivalente à

U
T
⊥GU⊥ < 0⇔

[
BT

u 0 DT
zu

]
T
⊥




QAT +AQ Bw QCT
z

BT
w −γ2I DT

zw

CzQ Dzw −I




[
BT

u 0 DT
zu

]
⊥ < 0

et à

V
T
⊥GV⊥ < 0⇔

[
I 0 0

]
T
⊥




QAT +AQ Bw QCT
z

BT
w −γ2I DT

zw

CzQ Dzw −I




[
I 0 0

]
⊥ < 0.

Comme

[
I 0 0

]
⊥ =




0 0

I 0

0 I




on a :

VT
⊥GV⊥ < 0 ⇔


 −γ2I DT

zw

Dzw −I


 < 0 ⇔ DT

zwDzw < γ2I.

En résumé, une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un correcteur par
retour d’état assurant que

1. le système bouclé est stable ;

2. la norme H∞ de la fonction de transfert en boucle fermée entre l’entrée w̃ et
la sortie z̃ est inférieure à γ

est donnée par

1. DT
zwDzw < γ2I (valeur singulière maximale de Dzw inférieure ou égale à γ) ;
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2. l’existence d’une matrice Q telle que Q > 0 et

[
BT

u 0 DT
zu

]
T
⊥




QAT + AQ Bw QCT
z

BT
w −γ2I DT

zw

CzQ Dzw −I




[
BT

u 0 DT
zu

]
⊥ < 0.

On a donc un problème de faisabilité LMI dans lequel le correcteur n’est pas
recherché explicitement.

Synthèse H∞ par retour de sortie

Le théorème suivant donne la solution du problème de la Définition 2.7 dans le cas
où tout l’état n’est pas mesuré.

Théorème 2.20. Soit le système H̃P d’ordre n défini par (2.66). Étant donné γ > 0,
il existe un correcteur K d’ordre inférieur ou égal à n, défini par la représentation
d’état :

ẋK (t) = AKxK (t) + BKy (t) ;

u (t) = CKx (t) + DKy (t) ,

telle que

(i) le système bouclé H̃P ⋆ K soit asymptotiquement stable
(tous les pôles du système en boucle fermée sont à partie réelle strictement négative)

(ii) ‖H̃P ⋆ K‖∞ < γ

si et seulement si il existe deux matrices P et Q telles que :

[
BT

u 0 DT
zu

]
T
⊥




QAT + AQ Bw QCT
z

BT
w −γI DT

zw

CzQ Dzw −γI




[
BT

u 0 DT
zu

]
⊥ < 0; (2.76)

[
Cy Dyw 0

]
T
⊥




AT P + PA PBw CT
z

BT
wP −γI DT

zw

Cz Dzw −γI




[
Cy Dyw 0

]
⊥ < 0 (2.77)
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et

 P I

I Q


 > 0. (2.78)

Tester l’existence d’un correcteur qui assure un “niveau de performance” γ donné est
un problème de faisabilité LMI. Tester l’existence d’un correcteur qui assure le plus
petit “niveau de performance” γ peut s’écrire comme un problème de minimisation
d’un coût linéaire sous contraintes LMI (voir la section 2.9).

Principe de la démonstration Comme dans le cas du retour d’état, le résultat
s’obtient en appliquant le lemme réel borné au système en boucle fermée en prenant
soin de faire apparaître dans sa représentation d’état les matrices d’état du correcteur
réunies dans une matrice par blocs :


 ẋ(t)

ẋK(t)


 =





 A 0

0 0




︸ ︷︷ ︸
Â

+


 0 Bu

I 0




︸ ︷︷ ︸
B̂u


 AK BK

CK DK




︸ ︷︷ ︸
K̂


 0 I

Cy 0




︸ ︷︷ ︸
Ĉy





 x(t)

xK(t)




︸ ︷︷ ︸
x̂(t)

· · ·

+





 Bw

0




︸ ︷︷ ︸
B̂w

+


 0 Bu

I 0





 AK BK

CK DK





 0

Dyw




︸ ︷︷ ︸
D̂yw




w̃(t);

z̃(t) =





 Cz 0

0 0




︸ ︷︷ ︸
Ĉz

+
[

0 Dzu

]

︸ ︷︷ ︸
D̂zu


 AK BK

CK DK





 0 I

Cy 0








 x(t)

xK(t)


 · · ·

+


Dzw +

[
0 Dzu

]

 AK BK

CK DK





 0

Dyw





 w(t).

Ceci peut s’interpréter comme la commande d’un système ĤP augmenté de nK

intégrateurs :

˙̂x(t) = Âx̂(t) + B̂ww̃(t) + B̂uû(t);

z̃(t) = Ĉzx̂(t) + Dzww̃(t) + D̂zuû(t);

ŷ(t) = Ĉyx̂(t) + D̂yww̃(t)

par un correcteur par retour statique de la sortie :

û(t) = K̂ŷ(t).
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L’étape suivante consiste à appliquer le lemme réel borné (énonce page 107). On
obtient alors une formulation similaire à la formulation 2.72 : il existe une matrice
P̂ définie positive telle que :




ÂT P̂ + P̂ Â+ ĈT
y K̂T B̂T

u P̂ + P̂ B̂uK̂Ĉy P̂ B̂w (Ĉz + D̂zuK̂Ĉy)T

B̂T
w P̂ −γ2I (D̂zw + D̂zuK̂D̂yw)T

Ĉz + D̂zuK̂Ĉy D̂zw + D̂zuK̂D̂yw −I


 < 0 (2.79)

Par application du lemme d’élimination, on obtient les conditions (2.76) et (2.77)
dans lesquelles on a P et Q telles que :

P̂ =


 P ⋆

⋆ ⋆


 et P̂ −1 =


 Q ⋆

⋆ ⋆




La condition (2.78) garantit que P̂ > 0.

Ayant déterminé P et Q satisfaisant les conditions du Théorème 2.20, il est possible
de reconstruire le correcteur K résolvant le problème H∞-standard de la Défini-
tion 2.7 avec γ > 0. En réalité, on est intéressé que par la solution où 0 < γ ≤ 1,
nous permettant de garantir la performance (hormis la stabilité du modèle) selon
les conditions (2.39) et (2.37).

Une réalisation de l’algorithme de la résolution du problème H∞-standard décrit
dans cette annexe peut être trouvée dans la boite à outils de Matlab : Robust
Control Toolbox.
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3 Systèmes en réseau de grande
dimension

Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons vu que le réseau actif de distribution
d’horloge est un système de grande dimension complexe, composé de sous-systèmes
interconnectés. Les sous-systèmes sont des ADPLLs identiques et l’interconnexion
est réalisée par un échange d’information sur la différence de phase relative des
ADPLLs voisines. On dit aussi dans ce cas-là, que les ADPLLs sont couplées et
que si l’information transmise dans le réseau est la différence de phase, elles sont
couplées dans le domaine des phases. Nous avons également vu, dans le chapitre pré-
cédent, que la synthèse d’une telle ADPLL après un choix préalable des paramètres
principaux de ses sous-blocs élémentaires (VCO, PD, diviseur de fréquence) et la
linéarisation du modèle consiste en la synthèse d’une loi de commande appropriée
c’est-à-dire en un choix de correcteur qui assure la stabilité et la performance dési-
rées. Un exemple d’une telle synthèse du point de vue Automaticien a été également
présenté dans le chapitre précédent.

Pour un réseau complet d’ADPLLs identiques couplées et distribuées sur une puce,
le problème de sa synthèse est composé comme pour la synthèse d’une ADPLL
unique des mêmes étapes principales. On retrouve également un choix préalable
des paramètres principaux des sous-blocs d’ADPLLs et une linéarisation du modèle
complet, ainsi que la synthèse de la loi de commande. Mais contrairement au cas
d’une ADPLL locale, le choix d’une structure d’interconnexion (c’est-à-dire le choix
d’une topologie d’échange de l’information) ainsi qu’un choix approprié de correc-
teurs locaux de chaque PLL assurant non seulement le comportement désiré d’une
seule ADPLL mais aussi les propriétés désirées du comportement du réseau complet
sont nécessaires.

Dans la présente étude, on suppose que les paramètres d’ADPLLs, mis à part les
paramètres du filtre, sont choisis au préalable (voir le Tableau 2.1 page 55) fixant
ainsi le procédé à commander P de chaque ADPLL. On considère également que
la topologie d’interconnexion est fixée par l’application. En réalisant la linéarisation
du réseau complet d’ADPLLs (selon l’approche décrite dans le chapitre 2) le pro-
blème de la synthèse du réseau d’ADPLLs consiste alors en la synthèse d’une loi de
commande réalisée par des correcteurs locaux assurant la stabilité et un niveau de
performance désiré du modèle global ainsi obtenu du réseau d’ADPLLs en dépit de
leur couplage. On a montré dans l’exemple numérique à la fin du chapitre précédent
qu’une utilisation naïve de la synthèse locale du correcteur d’une ADPLL ne pre-
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nant pas en compte les aspects d’interconnexion globale ne permet pas de résoudre
le problème de synthèse considérée.

Le problème de la synthèse de la loi de commande d’un réseau d’ADPLLs peut
se généraliser alors en un problème de synthèse de la loi de commande d’un sys-
tème de grande dimension

∑
glob composé de sous-systèmes identiques locaux

∑
loc

comprenant deux parties : (i) le correcteur local K réalisant la loi de commande
et (ii) le procédé local à commander P . La loi de commande doit assurer, en plus
des propriétés locales de sous-systèmes, la stabilité et un niveau de performance
globaux désirés du système de grande dimension

∑
glob. Cette description générale

du problème de la synthèse couvre non seulement le cas d’application considérée
dans la thèse mais aussi un large éventail d’autres applications de la commande de
systèmes de grande dimension : réseau de satellites, de robots, de véhicules mobiles,
de capteurs, d’oscillateur, de MEMS/NEMS etc. ; touchant différent domaines des
Sciences de l’ingénieur tel que les Télécommunications, la Microélectronique, la Ro-
botique, l’Aéronautique, le Transport, la Biologie, etc.. On se propose d’élaborer
une méthode plus générale de résolution de ce problème. A titre d’illustration, nous
démontrerons les résultats obtenus sur un exemple de synchronisation d’un réseau
actif de distribution d’horloge.

La résolution directe du problème formulé dans le cas général vue sa grande taille
et son caractère décentralisé, n’est pas une tâche simple et il n’existe pas à ce jour
d’algorithmes efficaces pour sa réalisation. On propose alors en se basant sur des
connaissances sur l’interconnexion de transformer les conditions issues de proprié-
tés désirées du système global

∑
glob en des conditions locales à satisfaire par les

sous-systèmes locaux
∑

loc. Ceci permet de non seulement simplifier la difficulté du
problème d’origine mais aussi de tirer profit des outils existants efficaces de syn-
thèse locale de la commande tout en les généralisant pour le cas de la commande de
système de grande dimension.

Ce problème du lien « global-local » a été déjà étudié dans la littérature par les
deux approches différentes suivantes : une approche de Commande Décentralisée
et une approche de Systèmes Multi-Agents. Ces approches étudient deux différents
problèmes :
– Commande Décentralisée : la commande par les différents correcteurs Ki de dif-
férents sous-systèmes interconnectés Hi

– Systèmes Multi-Agents : la commande par N correcteurs identiques K des N
sous-systèmes identiques G 1.

Dans l’optique de notre application de la commande de réseau d’ADPLLs identiques
interconnectées, chaque approche apporte une contribution intéressante. Cependant,
aucune d’elles ne peut être directement appliquée de manière efficace dans la réso-
lution du problème général de la synthèse évoquée précédemment. Dans ce chapitre,
nous allons examiner en détails ces deux approches et les raisons pour lesquelles
elles ne peuvent pas être appliquées directement pour résoudre le problème consi-
déré. Nous allons aborder tout d’abord l’approche dite « Multi-Agents ». Ensuite,

1. Généralement, les sous-systèmes selon l’approche de systèmes Multi-Agents sont identiques,
ils existent, néanmoins, comme nous allons voir par la suite, quelques extensions au cas hétérogène
c’est-à-dire au cas où les sous-systèmes sont différents. Dans tous le cas les correcteurs restent les
mêmes pour tous les sous-systèmes.
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nous allons étudier les méthodes de Commande Décentralisée qui, pour une raison ou
pour une autre, sont souvent négligées par les auteurs de l’approche Multi-Agents.
Une combinaison des méthodes de Commande Décentralisés datant de la fin des an-
nées 70, avec les outils modernes d’optimisation convexe LMI peut en effet apporter
une grande contribution pour la résolution de certains problèmes de commande de
systèmes Multi-Agents. Cette thèse par ailleurs, est une démonstration possible de
l’efficacité d’une telle démarche.

3.1 Systèmes Multi-Agents

3.1.1 Définition

Étant donné que l’étude des systèmes Multi-Agents est un domaine relativement
récent, il existe plusieurs définitions d’un système Multi-Agents. Dans notre étude,
nous allons utiliser la définition suivante issue de [Woo01].

Définition 3.1 (Système Multi-Agents). Un Système Multi-Agents (ouMulti-Agent
System, MAS en anglais) est un système composé de sous-systèmes intelligents (ap-
pelés agents) interagissant les uns avec les autres à travers un échange d’informa-
tions. Chaque agent effectue certaines opérations en se basant sur l’information
localement disponible afin d’atteindre les objectifs désirés globaux.

En général, les auteurs de l’approche MAS considèrent que les agents sont identiques
comme dans le cas du réseau d’ADPLLs interconnectées pour la synthèse de signaux
d’horloge synchrones. Le lien entre les propriétés globales et locales est établi grâce
à la Théorie des graphes et à la Théorie algébrique des matrices modélisant l’in-
terconnexion. Un petit aperçu sur les définitions et les résultats principaux de ces
deux théories est donné dans l’Annexe C, page 143, de ce chapitre. Ici, nous nous
concentrons plutôt sur une description détaillée du résultat principal de stabilité de
l’approche de MAS [FM04] qui est une des bases d’une grande majorité des autres
résultats pour les MASs. Il permet également de faire une démonstration du lien
« global-local » dont le principe est utilisé par la suite dans les résultats ultérieurs
de systèmes Multi-Agents, que ce soient les résultats d’analyse ou de synthèse. Ces
résultats sont discutés à la fin de la présente sous-section.

3.1.2 Stabilité du système Multi-Agents

Comme mentionné précédemment, un des résultats principaux de l’approche de MAS
est le résultat de stabilité donné par [FM04]. Les auteurs de [FM04] considèrent un
réseau de N agents LTIs dont chacun est composé de deux sous-systèmes : le procédé
G et le correcteur K. Les agents sont supposés identiques et le comportement de
leurs sous-systèmes est décrit par les deux représentations d’états suivantes :

G :





ẋi = Axi + Bui

yi = Cxi

(3.1)
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et

K :





v̇i = KAvi + KBεi

ui = KCvi + KDεi

(3.2)

où xi (t) ∈ R
n, vi (t) ∈ R

s, ui (t) ∈ R
m, εi (t) ∈ R

l, et yi (t) ∈ R
l sont les états, les

signaux d’entrée et les signaux de sortie du procédé G et du correcteur K respecti-
vement.

Les agents sont interconnectés selon une topologie constante définie par un graphe
G (A, V) (voir l’Annexe C page 143 de ce chapitre pour plus de détails) grâce aux
signaux d’erreurs εi à l’entrée de correcteurs :

εi =
1

|Ni|
∑

j∈Ni

(yj − yi) (3.3)

où Ni est un ensemble des agents voisins de l’agent i : Ni = {j ∈ V : (j, i) ∈ A} et
|Ni| désigne la cardinalité de l’ensemble Ni.

En notant les vecteurs x, v, u, ε et y des concaténations de vecteurs correspondants
de chaque agent et en utilisant le produit de Kronecker, on obtient le système global
suivant :

∑

glob

:


 ẋ

v̇


 =


 A11 A12

A21 A22





 x

v


 (3.4)

où

A11 = IN ⊗ A − L ⊗ BKDC

A12 = IN ⊗ BKC

A21 = −L ⊗ KBC

A22 = IN ⊗ KA

(3.5)

et où L est la matrice décrivant l’interconnexion des agents définie à partir de l’équa-
tion (3.3). Dans [FM04], la matrice utilisée pour décrire les interconnexions entre
les agents est une matrice Laplacienne normalisée définie dans la Définition 3.15,
page 137 de l’Annexe C de ce chapitre. Dans l’optique qui nous intéresse, nous
formulons le résultat plus général en utilisant une matrice d’interconnexion L quel-
conque.

Théorème 3.2. Le correcteur local K (3.2) stabilise le réseau global de MAS (3.4)
si et seulement si il stabilise simultanément un ensemble de N sous-systèmes trans-
formés indépendants définis par :

∑

i

:





ẋi = Axi + Bui

yi = λiCxi

(3.6)

où λi sont les valeurs propres de la matrice d’interconnexion L.
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Démonstration. La démonstration utilise un changement de base dans la représen-
tation d’états (3.4) qui définit la transformation de Schur de la matrice d’inter-
connexion L (voir le Théorème 3.18 page 140 de l’Annexe C) en transformant le
système (3.4) en un système équivalent dont chaque matrice est soit diagonale soit
triangulaire supérieure. La stabilité du système triangulaire supérieur obtenu est
équivalente à la stabilité des sous-systèmes définis par les blocs diagonaux. Chaque
sous-système diagonal a un gain différent à la sortie du procédé (3.6) qui est défini
par les valeurs propres de la matrice d’interconnexion L. En conclusion, le système
global (3.4) est stabilisé par les mêmes correcteurs K (3.2) si et seulement si les N
sous-systèmes transformés (3.6) sont stabilisés par le même correcteur K (3.2). Pour
obtenir plus de détails sur la démonstration, le lecteur peut consulter le Théorème 3
de [FM04].

Remarque 3.3. Le Théorème 3.2 montre que la stabilité du système de Multi-Agents
interconnectés est équivalente à la stabilité simultanée de N sous-systèmes transfor-
més indépendants dont la différence est définie par les valeurs propres de la matrice
d’interconnexion, et notamment de la matrice Laplacienne. Ce résultat d’analyse
peut être vu comme une généralisation du critère de Nyquist pour les MASs. En ef-
fet, comme dans le critère de Nyquist classique, le nombre d’encerclement du point
critique par le lieu de Nyquist de la boucle ouverte G (jω)K (jω) est testé. Ce-
pendant contrairement au critère de Nyquist classique, le point critique −1 + 0j
est remplacé par un ensemble des points critiques définies par −1/λi. Ce qui est
représenté graphiquement sur la Figure 3.1.

(a) (b)

Figure 3.1: Critère de Nyquist classique (a) et généralisé pour les systèmes Multi-
Agents (b)

L’idée la plus importante du résultat de Théorème 3.2 commune pour tous les autres
résultats discutés par la suite, établie un lien entre les comportements global-local
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du MAS. En effet, elle peut être formulée de la manière suivante : une propriété glo-
bale (stabilité globale du MAS) est transformée en des propriétés locales (stabilités
simultanées) avec une information supplémentaire sur l’interconnexion (les valeurs
propres de la matrice Laplacienne). Il est important de mentionner ici, qu’un sous-
système local transformé du Théorème 3.2 et sa propriété de stabilité ne sont pas
équivalents au sous-système local et sa propriété de stabilité définie au sens de (1.3)
et la Figure 1.16, page 30. Selon le Théorème 3.2, les sous-systèmes transformés
sont composés d’un rebouclage du système (3.6) avec le correcteur K et donc ils
contiennent une partie dégénérée du réseau d’interconnexion c’est-à-dire les valeurs
propres de la matrice d’interconnexion. L’adjectif « local » signifie ici que la pro-
priété est satisfaite pour un sous-système transformé indépendamment des autres
sous-systèmes transformés.

De manière générale, une propriété locale peut être assurée beaucoup plus faci-
lement qu’une propriété globale. Cependant, contrairement à l’approche classique
locale qui consiste à négliger les interconnexions, cette information supplémentaire
délivrée sous la forme des valeurs propres de la matrice d’interconnexion est utilisée
pour garantir que la propriété locale est aussi conservée dans le cas global. Nous
retiendrons cette idée de la transformation « globale-locale » pour une utilisation
ultérieure.

Afin de faire une démonstration du résultat discuté, revenons à nos exemples nu-
mériques de la section 2.8, page 96. On applique le Théorème 3.2 pour une ADPLL
synthétisée dans la section 2.8 et deux topologies d’interconnexion représentées sur
la Figure 2.53, page 98. Les matrices d’interconnexion correspondantes sont :

La =




1 0 0 · · · 0 −0.5
−0.5 1 −0.5 0 · · · 0

0 −1 1 0 · · · 0

0 0 −1 1
. . .

...
...

...
. . . . . . . . . 0

0 0 · · · 0 −1 1




, Lb =




1 0 0 · · · 0 −0.5
−1 1 0 0 · · · 0

0 −1 1 0 · · · 0

0 0 −1 1
. . .

...
...

...
. . . . . . . . . 0

0 0 · · · 0 −1 1




La Figure 3.2 montre les lieux de Nyquist du réseau d’ADPLLs pour les deux topo-
logies considérées. Les résultats obtenus confirment les simulations de la section 2.8.
En effet, le lieu de Nyquist de la boucle ouverte G (jω)K (jω) n’encercle pas les
points critiques (représentés par les cercles bleus) associés à la topologie (a), le sys-
tème global est donc bien stable. D’un autre côté, le même lieu encercle les deux
points critiques (représentés par les étoiles rouges) correspondant à la topologie (b).
Ceci est mis en évidence sur la partie agrandie du lieu et confirmé par les simulations
effectuées dans la section 2.8.

Assez souvent dans la littérature des systèmes Multi-Agents, les auteurs traitent des
problèmes de consensus ou de synchronisation des agents. Ces problèmes sont perti-
nents dans le cas de notre application. On dit que le consensus d’un réseau d’agents
est atteint si leurs états ou leurs sorties après une période transitoire converge asymp-
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Figure 3.2: Lieux de Nyquist d’un réseau d’ADPLLs pour les deux topologies de
la Figure 2.53

totiquement vers la même valeur 2. On dit également que le réseau est synchronisé si
certains événements au sein des agents se produisent aux mêmes instants du temps 3.
Les deux types de problèmes évoqués sont souvent transformés en un problème de
stabilité équivalent [WKSA08, Wie10] et donc le résultat de [FM04] peut être ap-
pliqué.

Cependant, les propriétés de synchronisation ou de consensus sont des propriétés de
performance du système. En effet, elles traduisent une capacité du système global ou
des sous-systèmes locaux de suivre une ou plusieurs références. Il est donc nécessaire
hormis la stabilité de garantir certaines conditions supplémentaires :

1. La première condition est la condition de connexité du graphe décrivant l’in-
terconnexion du réseau de Multi-Agents : pour pouvoir atteindre le consensus
ou la synchronisation du réseau de Multi-Agents, le graphe doit être connexe
(voir Lemme 3.5, Théorème 3.11 et Théorème 3.15 de [Wie10] par exemple).
Cette condition semble être logique car on ne peut pas assurer la synchroni-
sation de la partie du réseau qui est déconnectée des autres au sens qu’elle ne
reçoit pas l’information nécessaire à la synchronisation ou au consensus. Ceci
est vrai même pour le cas où le système global est stable.

2. La deuxième condition concerne les aspects dynamiques du système. En effet,
la stabilité et la connexité seules ne sont pas suffisantes pour garantir qu’un
système soit capable de suivre une référence à son entrée. Même si le système
est stable, après un régime transitoire, il peut posséder une certaine erreur
permanente non nulle (erreur statique constante non nulle ou bien erreur de
trainage non nulle, etc.). Un exemple d’une telle spécification de performance
(pour le suivi d’une rampe) complémentaire à la stabilité est formulé dans la

2. Ou éventuellement vers des valeurs espacées l’une par rapport à l’autre par une valeur désirée.
3. Ou éventuellement aux instants du temps espacés l’un par rapport à l’autre par une valeur

désirée.
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section 2.5, page 60 au moment de la synthèse d’une loi de commande pour une
ADPLL. En revanche, contrairement au cas local considéré dans la section 2.5,
les contraintes fréquentielles associées doivent être satisfaites pour des fonc-
tions de transfert globales. Malheureusement, cette exigence, rarement mise
en évidence, est souvent négligée ou assurée indirectement par les conditions
techniques formulées dans le domaine de MAS.

Le résultat de [FM04] a donné lieu à un grande nombre de résultats intéressants
dans le domaine de Multi-Agents utilisant la même transformation. Les deux sous-
sections suivantes donnent un aperçu des résultats principaux sur ce sujet. La plupart
de ces résultats sont des résultats d’Analyse. Néanmoins il existe quelques résultats
de Synthèse de loi de commande pour certains cas particuliers.

3.1.3 Résultats d’analyse de MASs

Parmi les résultats d’analyse de systèmes Multi-Agents, il y a beaucoup de résul-
tats d’analyse de la stabilité du système global qui traitent un ensemble supplé-
mentaire de problèmes tel que l’interconnexion non-linéaire, l’influence de retards
dans le réseau, la commutation de l’interconnexion, etc.. Concernant l’analyse de
la performance du système global, le taux de convergence vers un état stable est
généralement la seule exigence considérée. Le Tableau 3.1 permet d’avoir une vision
globale en regroupant quelques résultats importants sur ce sujet.

Publications Résultat Basé sur Commentaires

[OSFM07, Mur07,

FM04, RBA05]

Stabilité, taux de

convergence

Théorie des

graphes, Algèbre

matricielle

Certaines classes de

sous-systèmes NL,

hétérogénéité, retards,

topologie variant dans

le temps

[CS05, CS06,

CS07, Arc07,

BAW08, HAW07]

Passivité, L2-gain

[JKF07, KJF09]
Caractérisation

IQC

[Mor04] Stabilité
Propriété de

contraction

Topologie variant dans

le temps, retards

[TM09, TM10]

Performance exprimée

sous forme de

fonctions de transferts

globales

Théorie des

graphes, Règle

direct de Mason

Considérations sur le

choix de la topologie

du réseau

Table 3.1: L’état de l’art des résultats d’Analyse de l’approche de MASs

Les trois premières lignes du Tableau 3.1 traitent des questions d’analyse de la
stabilité et du taux de convergence d’une certaine classe de systèmes Multi-Agents
non-linéaires avec des retards dans le réseau, une commutation et une variation de
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la topologie d’interconnexion dans le temps. Ces méthodes se basent principalement
sur la Théorie des Graphes et l’Algèbre matricielle associée, sur les propriétés de
passivité ou de L2-gain des agents ou bien sur une caractérisation plus générale
sous forme de Contraintes Intégrales Quadratiques (Integral Quadratic Constraint,
IQC en anglais). Un résultat intéressant d’analyse de la stabilité de MASs dont la
topologie varie dans le temps avec de retards possibles est le travail de [Mor04] qui
se base sur la propriété de contraction. L’auteur construit une fonction de Lyapunov
qui prouve la stabilité du système avec une telle propriété.

Concernant le résultat d’analyse de la performance, un de résultats les plus géné-
raux est celui de [TM09, TM10]. Les auteurs utilisent la règle directe de Mason qui
permet de faire le calcul de fonctions de transfert globales du système. La forme de
ces fonctions de transfert respectant un certain gabarit fréquentiel fixe un compor-
tement temporel et donc un niveau de performance du système. En combinant les
méthodes de la Théorie des graphes et le calcul des fonctions de transfert globales les
auteurs donnent des limitations sur le niveau de performance maximal atteignable
induites par le réseau d’interconnexion. Ainsi, certaines considérations sur le choix
de la topologie d’interconnexion d’agents pour l’amélioration de la performance sont
également données.

Cependant étant donné que ce sont les résultats d’analyse, les méthodes du Ta-
bleau 3.1 ne peuvent pas être utilisées dans la résolution de notre problème à savoir
la conception de la loi de commande pour un réseau d’ADPLLs interconnectées. Ils
peuvent néanmoins être utilisés pour analyser le comportement du Modèle C (voir
la page 33) non-linéaire une fois que le système LTI global est synthétisé.

3.1.4 Résultats de synthèse de MASs

Il existe, cependant, quelques résultats qui traitent de la question de la synthèse
de lois de commande pour les systèmes Multi-Agents. Nous nous intéressons ici
seulement aux résultats de synthèse de la loi de commande linéaire pour un système
linéaire temps invariant. Les travaux principaux sur ce sujet sont résumés dans le
Tableau 3.2.

Les auteurs de la première publication [PW09] en se basant sur le résultat de la
stabilisation simultanée de [FM04] et sur le Théorème 3.20 de Geršgorin sur la
caractérisation spectrale de la matrice d’interconnexion représenté dans l’Annexe C
page 143 de ce chapitre, donnent une condition de la stabilité du MAS robuste
pour tous les types de topologies possibles. Ensuite, ils proposent de satisfaire cette
condition en utilisant la commande H∞ standard. Cependant, la condition à vérifier
est très forte (conservative) et ne peut pas être exploitée de manière efficace. En
effet, en appliquant directement la méthode proposée dans [PW09] sur le réseau
d’ADPLLs implique la contrainte que la norme H∞ de la fonction de sensibilité
complémentaire T (définie dans la section 2.5, page 60) soit inférieure à 1. Il est
bien connu [SP05] que la valeur maximale du module de la fonction de sensibilité
T est supérieure ou égale à 1. Nous ne pouvons pas donc utiliser directement ce
résultat.
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Publications
Propriétés
assurées

Méthode de
calcul

Limitations

[PW09]

Stabilité robuste pour

toutes les topologies

possibles

Synthèse H∞

standard basée sur

la stabilisation

simultanée

Très conservative, pas

de résultat numérique

satisfaisant

[WKSA08, Wie10]

Stabilité et taux de

convergence

Optimisation LMI

Retour d’état statique,

tous les états doivent

être disponibles pour

le correcteur

[SS09, WLH09,

Wie10, WA10]

Pas de méthode

générale de calcul

Commande basée sur

l’approche

d’observateurs,

l’information

supplémentaire doit

être transmise

[ZOIK09b,

ZOIK09a, ZOIK10,

IZF96, ZIF01]

Optimisation BMI

Optimisation non

convexe, point

d’initialisation

nécessaire

[LJDY09, LJ10]

Stabilité et

performance par

minimisation de la

norme H∞ d’une

fonction de transfert

spécifique

Optimisation LMI

Interconnexion

symétrique, résultat

conservatif

Table 3.2: L’état de l’art des résultats de Synthèse de l’approche de MASs

Une autre approche de la synthèse poursuit l’idée de la stabilisation simultanée
proposée par [FM04]. Les auteurs de [WKSA08, Wie10] utilisent la commande
par retour d’état statique comme une solution du problème d’optimisation sous
contraintes d’inégalités matricielles affines (LMIs). Ce résultat couvre seulement le
cas où tous les états relatifs des agents communiquant entre eux sont disponibles
pour leurs correcteurs c’est-à-dire commande par le retour d’état statique. Autre-
ment, la commande basée sur l’utilisation d’observateurs est proposée dans [SS09,
WLH09, Wie10, WA10]. Cependant, les auteurs de cette approche ne proposent pas
de méthodes efficaces de calcul de la loi de commande, la méthode ne garantit pas non
plus des critères de performance sauf l’exigence sur le temps de convergence. En plus,
pour la réalisation de commande proposée dans [SS09, WLH09, Wie10, WA10] un
réseau de communication d’agents capable de transmettre une information arbitraire
(les états des correcteurs et observateurs) est nécessaire ce qui peut être contraignant
selon l’application. Dans l’application considérée dans la présente thèse, seuls les si-
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gnaux de sorties d’oscillateur (ou de manière équivalente leurs phases respectives)
peuvent être transmis.

Le quatrième résultat couvrant le cas de la synthèse de la loi de commande est la
méthode basée sur l’optimisation sous contraintes d’inégalités matricielles bilinéaires
(ou Bilinear Matrix Inequalities, BMI en anglais) de [ZOIK09b, ZOIK09a, ZOIK10].
Les auteurs résolvent le problème d’optimisation sous contraintes BMI par la mé-
thode de l’Homotopie initialement proposée dans [IZF96] et développée dans [ZIF01].
Malheureusement, ce problème d’optimisation n’est pas un problème d’optimisation
convexe et donc l’algorithme de résolution n’est pas efficace.

Un autre résultat de synthèse de la loi de commande dynamique garantissant la sta-
bilité et un niveau de performance après minimisation de la norme H∞ de la fonction
de transfert globale avec des entrées et des sorties spécifiques, est le résultat proposé
dans [LJDY09, LJ10]. Cependant les auteurs de [LJDY09, LJ10] considèrent une
topologie d’interconnexion symétrique et une spécification de performance concer-
nant le rejet de perturbation en entrée de chaque agents sur une sortie spécifique.
Si la première hypothèse peut être relaxée en considérant une version augmentée
complexe des LMIs utilisées dans [LJDY09, LJ10], la deuxième hypothèse limite le
choix des signaux en entrée et en sortie nécessaire pour assurer les spécifications de
performance plus générales dépendant de l’application. En outre, la solution pré-
sentée dans [LJDY09, LJ10] semble être fortement conservative. En effet, la matrice
Lyapunov commune à tous les sous-systèmes est choisie avec une structure bloc-
diagonale ce qui est nécessaire afin de reconstruire les matrices d’états du correcteur
local dynamique.

L’étude de l’état de l’art de l’approche des systèmes Multi-Agents a démontré la
possibilité de transformation des conditions globales assurant certaines propriétés
globales vers des conditions locales nécessaires à satisfaire pour garantir les proprié-
tés globales. Cependant, dans ce domaine, il n’existe pas actuellement de méthodes
de synthèse de loi de commande décentralisée qui puissent être appliquées de ma-
nière efficace pour assurer la stabilité et un niveau de performance générale du
système global. Pour ces raisons, nous nous tournons vers l’approche de Commande
Décentralisée afin de résoudre le problème.

3.2 Commande Décentralisée

3.2.1 Définitions

Contrairement à l’approche des systèmes Multi-Agents, les problèmes de la syn-
thèse de loi de commande efficace garantissant à la fois la stabilité globale et un
niveau de performance ne se limitant pas à la convergence simple ont été étudiés
dans le domaine de la commande décentralisée de systèmes de grande dimension
[SVAS78, Lun91, LM76, MH78, HS94, SD01]. Un système de grande dimension est
un système qui peut être modélisé par une interconnexion de sous-systèmes élé-
mentaires représentés sur la Figure 3.3. Le bloc T̃ représente un ensemble de sous-
systèmes Ti et le blocM leur interconnexion. La commande décentralisée consiste en
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Chapitre 3 Systèmes en réseau de grande dimension

une synthèse de lois de commande locales réalisées par les correcteurs locaux Ki de
chaque sous-système, remplissant le deux objectif globaux : la stabilité et un niveau
de performance du système global de grande dimension.

Figure 3.3: Système de grande dimension

Ils existent plusieurs approches permettant de résoudre le problème de commande
décentralisée. L’une des approches la plus prometteuse, sur quelle se base l’étude
de cette thèse, est l’approche entrée-sortie. Ce choix est motivé par le fait que cette
approche est une extension naturelle de la commande H∞ dont les raisons d’utilisa-
tion pour l’application de la synchronisation d’ADPLLs ont été mises en évidence
dans le chapitre 2, page 60.

L’approche entrée-sortie a commencé à se développer au début des années 60 et
continue son développement jusqu’à nos jours. Selon cette approche, un système
dynamique est décrit non pas par sa représentation interne (des équations diffé-
rentielles, représentation d’états) mais par une relation ou une contrainte entre ses
signaux d’entrée et de sortie. On dit aussi dans ce cas-là que le système est caracté-
risé par cette contrainte que nous allons appeler par la suite la dissipativité. Quand
il s’agit d’une étude de systèmes à travers leurs signaux d’entrée et de sortie, il est
indispensable de les modéliser mathématiquement et de définir les opérations ma-
thématiques associées. L’Annexe D, page 143 de ce chapitre donne un aperçu sur
les différentes définitions de ce sujet.

Il y a beaucoup de résultats de la synthèse de la loi de commande décentralisée
se basant sur une des deux caractérisations de dissipativité particulières : (i) la
passivité ou (ii) L2-gain. Il existe, néanmoins, une caractérisation de dissipativité
plus générale qui a été utilisée pour la première fois dans l’analyse de la stabilité
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d’un système de grande dimension dans [MH78]. Étant donné sa généralité, nous
allons utiliser cette caractérisation de dissipativité dans la suite de la thèse :

Définition 3.4. (Dissipativité) Un système G avec l’entrée u et la sortie y est
strictement {X, Y, Z} −dissipatif , s’ils existent un scalaire réel ε > 0, des ma-
trices réelles X = XT , Y , Z = ZT de dimension appropriée telles que la matrice


X Y

Y T Z


 soit de rang plein, et pour tout τ > 0 et tous signaux u et y tels que

y = G (u) on ait :

ˆ τ

−∞


 u (t)

y (t)




T

 X Y

Y T Z





 u (t)

y (t)


 dt ≤ · · ·

· · · −ε

ˆ τ

−∞


 u (t)

y (t)




T

 I 0

0 I





 u (t)

y (t)


 dt

(3.7)

si l’inégalité (3.7) est satisfaite avec ε = 0, le système est appelé tout simplement

{X, Y, Z} − dissipatif .

La définition de la dissipativité (Définition 3.4) peut être utilisée aussi bien pour les
systèmes linéaires que non-linéaires comme dans [Wil72, Kha92, SJK97]. En effet, la
condition (3.7) (avec le produit scalaire tronqué 〈u, y〉τ tel que défini dans l’annexe D
de ce chapitre) peut être facilement transformée en la condition suivante :

〈u, Xu〉τ + 2 〈u, Y y〉τ + 〈y, Zy〉τ ≤ −ε (〈u, u〉τ + 〈y, y〉τ ) (3.8)

où on voit naturellement apparaître la fonction de taux d’approvisionnement w qui
peut être définie en fonction de X, Y et Z comme :

w (t) = −uT (t)Xu (t)− 2yT (t)Y u (t)− yT (t)Zy (t) (3.9)

On peut démontrer [Wil76] que si un système ayant une représentation d’état de
vecteur d’état x est {X, Y, Z} −dissipatif ou autrement dit dissipatif avec un taux
d’approvisionnement (3.9), il existe alors une fonction Ψ(x) telle que Ψ(0) = 0,
Ψ(x) ≥ 0 ∀x et

Ψ(x (t0)) +

ˆ t1

t0

w (t) dt ≥ Ψ(x (t1)).

Dans le cas où deux signaux u et y sont d’énergie finie, en définissant un nouveau si-

gnal f =
[

uT yT
]T

la condition (3.7) peut être réécrite dans le domaine fréquentiel
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après l’application du Théorème Parseval-Plancherel généralisé pour presque tout
ω ∈ R

+ :

ˆ +∞

−∞

[
u (jω)

y (jω)

]∗ [
X Y

Y T Z

] [
u (jω)

y (jω)

]
dω ≤ · · ·

· · · −ε

ˆ +∞

−∞

[
u (jω)

y (jω)

]∗ [
I 0

0 I

] [
u (jω)

y (jω)

]
dω

(3.10)

Si en plus le système G est un système LTI stable et causal, l’équation (3.10) peut
être simplifiée pour presque tout ω ∈ R

+ en l’expression suivante :
[

I

G (jω)

]∗ [
X Y

Y T Z

] [
I

G (jω)

]
≤ −ε

[
I 0

0 I

]
, (3.11)

Les deux cas particuliers de dissipativité mentionnés avant sont obtenus par un choix
particulier de matrices X, Y et Z présenté ci-dessous :

1. Passivité : pour X = 0, Y = −I, Z = 0 et pour ε = 0 de (3.7), on obtient :
ˆ τ

−∞

u (t) y (t) dt ≥ 0

c’est-à-dire le produit scalaire de signaux en entrée et à la sortie du système
passif est non-négatif.

2. L2-gain : pour X = I, Y = 0, Z = −γ2I et pour ε = 0 de (3.7), on obtient :

‖G‖L2
≤ γ

ou, autrement dit, la norme L2 du système G est bornée par ou égale à la
valeur γ.

L’idée de base de l’approche de Commande Décentralisée peut se résumer de la ma-
nière suivante. Le système de grande dimension est mis sous forme d’interconnexion
M ⋆T̃ de deux systèmes : le système d’interconnexion M et le système T̃ regroupant
les sous-systèmes locaux Ti sur sa diagonale (voir la Figure 3.3). On cherche alors
les conditions sur les signaux d’entrée et de sortie de chaque sous-système de T̃ et de
l’interconnexion M pour lesquelles la stabilité est garantie. Ensuite, ces conditions
sont satisfaites par une synthèse appropriée des correcteurs locaux Ki de chaque
sous-système locale Ti.

La recherche de conditions assurant la stabilité est réalisée à l’aide du principe de
séparation des graphes 4. Selon ce principe il est possible de démontrer la stabilité
du système global M ⋆ T̃ en « séparant » les caractéristiques de dissipativité de
chaque sous-bloc M ou T̃ de l’interconnexion globaleM ⋆T̃ . La démonstration de ce

4. Contrairement à la représentation graphique d’une interconnexion dans la Théorie de graphe,
la notion d’un graphe dans le contexte de l’approche entrée-sortie n’est pas la même. Dans ce
contexte, un graphe est une relation entre les signaux d’entrée et les signaux de sortie d’un opéra-
teur.
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principe avec la caractérisation de {X, Y, Z} −dissipativité pour le cas de l’analyse
de la stabilité d’un système de grande dimension peut être retrouvée dans [MH78].
Concernant le résultat de la synthèse de la loi de commande décentralisée assurant
non seulement la stabilité mais aussi un niveau de performance désiré du système
de grande dimension, le principe de séparation des graphes dans le cas de la caracté-
risation de {X, Y, Z} −dissipativité est reporté dans [SD01]. Les deux sous-sections
suivantes présentent le Théorème de séparation des graphes et son utilisation pour
la commande décentralisée de systèmes de grande dimension.

3.2.2 Théorème de séparation des graphes

Un des résultats principaux utilisé dans l’approche entrée-sortie est le Théorème de
séparation des graphes qui est en réalité une généralisation du Théorème de petit
gain et du Théorème de la passivité. Il existe plusieurs versions de ce Théorème. Par
exemple, une version avec une démonstration élégante et simple peut être trouvée
dans [MH78].

Considérons un système représenté sous forme d’une interconnexion (3.12) de deux
sous-systèmes G et ∆ (voir la Figure 3.4) avec une entrée extérieure ue :

y = G (u)

u = ∆(y) + ue

(3.12)

avec u,ue ∈ Um
e , y ∈ Up

e .

Dans la suite de ce document, nous allons avoir besoin de la définition suivante prise
de [Sco97] :

Définition 3.5. L’interconnexion (3.12) est bien posée si le système est causal et
que pour ∀ue, ue ∈ L2e, il existe une solution u, y ∈ L2e et que cette solution est
unique. Si en plus à un signal d’énergie fini à l’entrée ue tous les signaux internes
du système y et u sont d’énergie finie selon la Définition 2.3, page 61, le système est
stable de façon interne.

Maintenant on peut formuler le Théorème de séparation des graphes.

Théorème 3.6. Supposons que le système (3.12) représenté sur la Figure 3.4 soit
bien posé. S’ils existent un scalaire réel ε > 0, des matrices réelles X = XT ≤ 0, Y ,
Z = ZT de dimensions appropriées telles que :

(i) le sous-système G est strictement {X, Y, Z} −dissipatif ;
(ii) le sous-système ∆ est

{
−Z, −Y T , −X

}
−dissipatif,

le système global (3.12) est alors stable au sens entrée-sortie de façon interne avec
l’entrée ue et les sorties y et u.

Démonstration. La condition de dissipativité (ii) du Théorème 3.6 entraîne que pour
u et y tels que u = ∆(y) :

〈(u − ue) , X (u − ue)〉τ + 2 〈(u − ue) , Y y〉τ + 〈y, Zy〉τ ≥ 0

129



Chapitre 3 Systèmes en réseau de grande dimension

Figure 3.4: Interconnexion de deux sous-systèmes

soit

〈u, Xu〉τ +2 〈u, Y y〉τ + 〈y, Zy〉τ ≥ 2 〈ue, Y y〉τ +2 〈ue, Xu〉τ − 〈ue, Xue〉τ . (3.13)

La condition de dissipativité (i) du Théorème 3.6 implique à son tour qu’il existe
un scalaire réel ε > 0 tel que pour u et y tels que y = G (u) :

〈u, Xu〉τ + 2 〈u, Y y〉τ + 〈y, Zy〉τ ≤ −ε (〈u, u〉τ + 〈y, y〉τ )

soit

− 〈u, Xu〉τ − 2 〈u, Y y〉τ − 〈y, Zy〉τ ≥ ε (〈u, u〉τ + 〈y, y〉τ ) (3.14)

En sommant les deux conditions (3.13) et (3.14), nous obtenons donc pour tout τ :

ε 〈u, u〉τ + ε 〈y, y〉τ + 2 〈ue, Y y〉τ + 2 〈ue, Xu〉τ ≤ 〈ue, Xue〉τ ≤ 0

car X ≤ 0. En multipliant la dernière condition par ε > 0 et en utilisant la complé-
tion des carrés, nous obtenons pour tout τ :

〈(εu+Xue) , (εu+Xue)〉τ+
〈(

εy + Y T ue

)
,
(
εy + Y T ue

)〉
τ

≤
〈
Y T ue, Y T ue

〉
τ
+〈Xue, Xue〉τ

Ce qui implique, pour tout τ :

‖εu+Xue‖τ ≤
∥∥∥Y T ue

∥∥∥
τ
+ ‖Xue‖τ

∥∥∥εy + Y T ue

∥∥∥
τ

≤
∥∥∥Y T ue

∥∥∥
τ
+ ‖Xue‖τ

Ainsi, d’après l’inégalité triangulaire ‖εu‖τ ≤ ‖εu+Xue‖τ + ‖Xue‖τ et ‖εy‖τ ≤
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∥∥∥εy + Y T ue

∥∥∥
τ
+

∥∥∥Y T ue

∥∥∥
τ
:

‖u‖τ ≤ 1

ε

(∥∥∥Y T ue

∥∥∥
τ
+ 2 ‖Xue‖τ

)

‖y‖τ ≤ 1

ε

(
2

∥∥∥Y T ue

∥∥∥
τ
+ ‖Xue‖τ

) (3.15)

Donc si l’entrée ue ∈ L2e alors les signaux de sorties y ∈ L2e et u ∈ L2e. Le système
bouclé est donc stable de façon interne.

Remarque 3.7. Il faut noter que les conditions du Théorème 3.6 s’applique aussi
aux sous-systèmes non-linéaires dont les seules exigences sur la dynamique sont les
conditions de dissipativité.

Remarque 3.8. Le résultat équivalent pour le cas avec deux signaux en entrée peut
être retrouvé dans Lemme 3.2.1 de [Sco97]. Pour des raisons de clarté et de simpli-
cité, nous avons exigé que la matrice de dissipativité X soit semi-définie négative
(X ≤ 0). Il est cependant possible de démontrer le même résultat sans exigences
supplémentaires sur la définition des matrices de dissipativité (voir le Théorème 1
de [MH78]) où même dans la cas où les matrices X, Y , Z sont elles-mêmes des
systèmes dynamiques (voir le Théorème 1 de [MR97]). Dans ce cas-là, la contrainte
de dissipativité définie une IQC.

Remarque 3.9. Deux cas particuliers du Théorème 3.6 particulièrement intéressant
sont le Théorème de passivité qui est facilement obtenu pour X = 0, Y = −I, Z = 0
et le Théorème de petit gain pour X = −γ2I, Y = 0, Z = I , γ ∈ R.

3.2.3 Commande décentralisée des systèmes de grande
dimension

Comme cela a été déjà noté, il est possible d’utiliser le Théorème de séparation des
graphes (Théorème 3.6) pour synthétiser une loi de commande assurant la stabi-
lité du système de grande dimension (voir la Figure 3.3). En effet, si l’on trouve
une caractérisation de la dissipativité du sous-système M décrivant l’interconnexion
entre les sous-systèmes locaux, il est possible d’assurer la stabilité du système glo-
bal en assurant que le bloc T̃ regroupant les sous-systèmes locaux Ti satisfasse la
condition de dissipativité complémentaire. Ensuite, étant donné que le sous-système
T̃ est bloc-diagonal, il est facile de transformer la contrainte de dissipativité sur T̃
(suffisante pour la stabilité) en un ensemble de contraintes de dissipativité sur Ti à
satisfaire par les correcteurs locaux Ki afin d’assurer la stabilité globale.

Le problème devient maintenant le suivant : comment trouver les conditions de
dissipativité qui conviennent et comment les assurer par des correcteurs locaux ? A
l’époque des années 60-70, l’époque où le Théorème de séparation des graphes a été
inventé, il n’existait pas encore de réponses à ces questions.

Grâce aux récents développements des outils d’optimisation convexe sous contrain-
tes LMIs dont un aperçu est donné dans la sous-section 2.9 et de la synthèse H∞

131



Chapitre 3 Systèmes en réseau de grande dimension

([GA94]), la résolution des problèmes posés est devenue possible. Comme cela a
été déjà mentionné, une de méthodes la plus prometteuse de réalisation pour la
synthèse de la loi de commande pour des systèmes de grande dimension, est la
méthode proposée dans [SD01]. Les auteurs de [SD01] en utilisant l’optimisation
LMI et la synthèse H∞ proposent une méthode de synthèse de correcteurs locaux Ki

(voir la Figure 3.3) assurant la stabilité globale du système. En outre, en exprimant
la performance sous forme de stabilité équivalente (comme cela a été fait dans la
sous-section 2.6.2 du Chapitre 2) les correcteurs synthétisés peuvent assurer aussi
un niveau de performance globale du réseau sous forme d’une minimisation de la
norme H∞ de la fonction de transfert globale entre les entrées w et les sorties z
globales externes.

Cependant, étant donné que les sous-systèmes considérés dans [SD01] ne sont pas for-
cément identiques, la complexité de la condition de la synthèse dépend fortement du
nombre de sous-systèmes. Ceci amène potentiellement à un problème d’optimisation
de grande taille étant donné que pour chaque sous-système considéré, un ensemble
de conditions LMI doit être introduit. En outre, afin d’obtenir une méthode de syn-
thèse efficace, l’approche proposée dans [SD01] se base sur des conditions seulement
suffisantes, c’est-à-dire, des conditions donnant un résultat potentiellement conser-
vatif.

Conclusion

Nous avons illustré dans ce chapitre les deux approches pour étudier les systèmes
de grande dimension : les systèmes Multi-Agents et le Commande Décentralisée.
Traitant à la base deux problèmes différents, ces deux approches, dans l’optique de
notre application de la conception du réseau actif de distribution du signal d’horloge,
semblent être toutes les deux intéressantes, ayant chacune leurs propres avantages
et inconvénients.

Ainsi, l’approche des systèmes Multi-Agents, en utilisant de manière efficace l’infor-
mation sur l’interconnexion et sur l’identité des sous-systèmes donne une solution au
problème de la stabilité globale du système de grande dimension. En effet, comme
cela a été discuté dans ce chapitre, la stabilité du système global est transformée
en stabilité simultanée de sous-systèmes transformés comportant dans sa boucle de
rétroaction des valeurs propres de la matrice d’interconnexion.

Cependant, il n’existe pas dans la littérature des systèmes Multi-Agents de méthodes
de synthèse de loi de commande efficace garantissant en plus de la stabilité les
spécifications générales de performance globale. Ceci est probablement lié au fait que
dans cette approche la transformation des conditions globales vers des conditions
locales se base sur la stabilisation simultanée. Il est bien connu que le problème
de stabilisation simultanée pour au moins trois systèmes est un problème difficile
et qu’il n’existe pas, et ne peut pas exister, de conditions nécessaires et à la fois
suffisantes pour sa résolution. Une étude approfondie de cette question peut être
trouvée dans [BG93].

D’un autre côté, l’approche de la Commande Décentralisée, grâce au Théorème de
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séparation des graphes et à l’optimisation LMI, permet de manière efficace, sans faire
appel à la stabilisation simultanée, et en dépit du fait que les conditions à satisfaire
sont aussi seulement suffisantes, de synthétiser la loi de commande assurant aussi
bien la stabilité globale que les spécifications générales de la performance globale.

Cependant, la complexité et le conservatisme des conditions pour la stabilité et la
performance globales sont assez importants surtout pour le réseau avec un grand
nombre de sous-systèmes. Les automaticiens traitant l’approche de la Commande
Décentralisée n’ont jamais utilisé le fait qu’il soit possible de réduire la complexité
ainsi que le conservatisme potentiel des conditions en utilisant l’information sur
l’identité de sous-systèmes en réseau. Autrement dit, les sous-systèmes ont toujours
été considérés comme des sous-systèmes différents avec des correcteurs différents.

Cependant, en pratique, selon l’application considérée, les sous-systèmes sont sou-
vent identiques (T1 = T2 = · · · = T , voir la Figure 3.3) dans le cas nominal ou
au moins ceux qui ont la même structure. Ceci est également le cas pour un ré-
seau d’ADPLLs interconnectées constituant le réseau actif de distribution du signal
d’horloge. Cette information importante sur la structure des sous-systèmes peut être
exploitée afin de réduire la complexité et le conservatisme de la synthèse de com-
mandes décentralisées. Évidemment, il existe toujours des dispersions technologiques
inévitables lors de la fabrication faisant de sort que les sous-systèmes ne soient ja-
mais identiques. Néanmoins, le cas des dispersions peut toujours être pris en compte
après la synthèse de la loi de commande dans le cas nominal, en appliquant les mé-
thodes d’analyse de robustesse de modèle obtenu vis-à-vis de ces dispersions, comme
cela a été déjà fait dans le cas d’une seule ADPLL (voir la section 2.6, chapitre 2).

La mise en place et la réalisation d’une telle démarche appliquée à la synthèse de la
loi de commande et à l’analyse de la robustesse d’un réseau d’ADPLLs sont présentés
dans les chapitres suivants.
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3.3 Annexe C : Théorie des Graphes et Théorie
algébrique de matrices

3.3.1 Définitions générales

La Théorie des graphes est aujourd’hui largement utilisée comme un outil mathé-
matique dans les différents domaines des Sciences, tels que : la Physique, la Chimie,
l’Électronique, les Communications, le Transport, etc.. Son existence date de 1736
où Euler démontra à l’aide d’un « dessin » schématisé que le célèbre problème des
ponts de Köningsberg ne possède pas de solutions [Eul36]. Depuis lors, la Théorie des
graphes est devenu une véritable science, indispensable pour l’étude des systèmes
complexes interconnectés en réseau. Un système Multi-Agents est un exemple de
système interconnecté en réseau. Dans cette annexe, on présente un petit aperçu sur
des définitions et des résultats principaux de la Théorie des graphes. Une description
plus complète de la Théorie algébrique des graphes peut être trouvée dans [Big94]
et [HJ85]. Les définitions de cette sous-section sont généralement prises de [Maq03].

Définition 3.10. On appelle graphe orienté ou digraphe G = (V , A) la donnée
qui consiste d’un ensemble V = {v1, v2, ..., vn} dont les éléments sont appelés som-
mets et d’un ensemble A = {a1, a2, ..., am} ⊂ V × V dont les éléments sont appelés
arcs ou arêtes. Un arc a de l’ensemble A est défini par une paire ordonnée de som-
mets. Lorsque a = (x, y), on dira que l’arc a va de x à y. On dit que x est l’origine
(ou extrémité initiale) et y l’extrémité (finale) de a, que a est sortant en x et inci-
dent en y et que y est un successeur de x tandis que x est prédécesseur de y. On dit
aussi que x et y sont adjacents. Le nombre de sommets est appelé l’ordre du graphe.
Un graphe ayant la propriété que pour toutes les paires de sommets appartenant
au graphe (x, y) ∈ A et que l’arc inversé, lui aussi, appartient au graphe (y, x) ∈ A
est un graphe non-orienté. La Fig.3.5 montre une représentation graphique des
deux types de graphe : orienté (a) et non-orienté (b).
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Figure 3.5: Représentation graphique d’un graphe orienté (a) et non-orienté (b)
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Définition 3.11. On appelle degré sortant ou demi-degré extérieur d’un sommet x
le nombre d’arcs de la forme a = (x, y) avec ∀y Ó= x et on le note : ds (x). On appelle
degré entrant ou demi-degré intérieur d’un sommet x le nombre d’arcs de la forme
a = (y, x) avec ∀y, y Ó= x et on le note : de (x). On appelle degré de x (ou valence)
la somme du degré entrant et du degré sortant. Un sommet du graphe dont le degré
entrant est nul est nommé un sommet leader.

Un graphe ne possédant pas de boucle ni d’arc parallèle (deux arcs distincts joignant
la même paire de sommets) est appelé graphe simple ou 1-graphe. Un graphe

complet est un graphe dont tous les sommets sont adjacents ou, autrement dit,
dont tous les arcs possibles existent c’est-à-dire A = V × V.
Définition 3.12. Un chemin dans un digraphe est une suite de sommets reliés les
uns aux autres par des arcs. La longueur du chemin est le nombre d’arcs utilisés,
soit le nombre de sommets moins un. Un chemin simple ne peut pas visiter le
même sommet plus d’une fois. Un chemin fermé ou tout simplement un cycle est un
chemin ayant pour dernier sommet le premier. Un cycle possédant un seul sommet
(le premier et donc le dernier) est appelé un cycle local. Un graphe dont chaque paire
de sommets est connecté par au moins un chemin est appelé un graphe fortement

connexe. Un graphe qui a au moins un sommet qui peut être connecté aux autres
sommets par au moins un chemin est un graphe connexe. Pour une démonstration
de ces propriétés de graphe, considérons le graphe représenté sur la Figure 3.6a. Ce
graphe est connexe car le sommet v6 est connecté par différents chemins à tous
les autres sommets. En revanche, il n’est pas fortement connexe car il possède des
sommets non connectés aux autres comme par exemple, le sommet v5 qui n’est pas
connecté aux sommets v1, v2, v4 ni v6. En ajoutant un arc a9 représenté en rouge
sur la Figure 3.6b le graphe obtenu devient fortement connexe car il est possible de
trouver un chemin reliant tous les sommets du graphe. Un graphe apériodique

est un graphe qui ne possède aucun cycle. Un graphe possédant k-cycles hormis ses
cycles locaux est un graphe k-périodique.

(a) (b)

Figure 3.6: Représentation graphique d’un graphe connexe (a) et fortement
connexe (b)

La relation entre la Théorie des graphes et la Théorie du contrôle repose sur les
matrices associées au graphe.
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Matrice d’Adjacence

Considérons un graphe G = (V , A) comportant n sommets.

Définition 3.13. La matrice d’Adjacence de G est égale à la matrice Ã = [ãij] de
dimension n × n telle que :

ãij =





1

0

, si (vj, vi) ∈ G (c’est-à-dire (vj, vi)est un arc)

, sinon
(3.16)

Selon le problème considéré, il est parfois plus intéressant d’utiliser la matrice d’Ad-
jacence normalisée.

Définition 3.14. La matrice d’Adjacence normalisée de G est égale à la matrice
A = [aij] de dimension n × n telle que :

aij =





1
de(vi)

0

, si (vj, vi) ∈ G
, sinon

(3.17)

Cette définition de la matrice d’Adjacence adoptée dans notre étude est légèrement
différente de celle retenue de la Théorie des graphes classique [Big94, HJ85]. Une
matrice d’Adjacence classique (normalisée ou pas) est égale à la matrice transposée
de celle définie en (3.16) ou (3.17). N’étant finalement pas différente sur le fond,
la nouvelle définition permettra une modélisation et une représentation graphique
du réseau de Multi-Agents et de son échange d’information plus claires et logiques
du point de vue de l’Automatique. En effet, avec les définitions (3.16) ou (3.17), la
situation où l’agent j envoie l’information à l’agent i est modélisée par un simple
arc (vj, vi) orienté de l’agent j vers l’agent i.

Selon les Définitions 3.13 et 3.14, la somme des éléments de la ième ligne de Ã ou A
est égale au degré entrant de (vi) du sommet xi, ou à 1. La somme des éléments de
la j ème colonne de Ã est égale au degré sortant ds (vj) du sommet xj.

Un graphe non orienté possède une matrice d’Adjacence symétrique. L’absence de
cycles locaux se traduit par une diagonale nulle de la matrice d’Adjacence. On
supposera par la suite que les graphes considérés dans cette étude sont simples et
n’ont pas de cycles locaux. Les matrices d’Adjacence des graphes de la Fig.3.5 sont
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les suivantes :

Ãa =




0 1 0 1 0

1 0 0 0 1

1 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 0 1 1 0




, Aa =




0 1
2

0 1
2

0

1
2

0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 1
2

1 0 0 0 0

0 0 1
2

1
2

0




,

Ãb =




0 1 1 1 0

1 0 0 0 1

1 0 0 0 1

1 0 0 0 1

0 1 1 1 0




, Ab =




0 1
3

1
3

1
3

0

1
2

0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 1
2

0 1
3

1
3

1
3

0




(3.18)

Matrice Laplacienne

Une autre matrice très utile pour l’étude de la dynamique des réseaux des Multi-
Agents est la matrice dite Laplacienne.

Définition 3.15. La matrice Laplacienne L̃ =
[
l̃i,j

]
est une matrice de dimension

n × n associée au graphe définie par :

L̃ = D − Ã (3.19)

où

l̃ij =





de (vi)

−1

0

, si i = j

, si (vj, vi) ∈ G et i Ó= j

, si (vj, vi) /∈ G et i Ó= j

et D = diag (de (v1) , de (v2) , ..., de (vn)) est une matrice diagonale avec les degrés
entrants des sommets correspondants sur sa diagonale.

La matrice Laplacienne normalisée L = [lij] associée au graphe est une matrice de
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dimension n × n définie par :

L = I − A ou

lij =





1

− 1
de(vi)

0

, i = j

, si (vj, vi) ∈ G et i Ó= j

, si (vj, vi) /∈ G et i Ó= j

(3.20)

La matrice Laplacienne d’un graphe possédant des leaders est définie de la même
manière que dans la deuxième partie de (3.20) en annulant les termes diagonaux lii
correspondant aux sommets leaders.

Deux matrices Laplaciennes définies par (3.19) et (3.20) correspondantes au graphe
représenté sur la Fig.3.5a ont la forme suivante :

L̃a =




2 −1 0 −1 0

−1 2 0 0 −1

−1 0 2 0 −1

−1 0 0 1 0

0 0 −1 −1 2




, La =




1 −1
2

0 −1
2

0

−1
2

1 0 0 −1
2

−1
2

0 1 0 −1
2

−1 0 0 1 0

0 0 −1
2

−1
2

1




(3.21)

Dans la partie précédente, nous avons vu qu’un graphe peut être caractérisé par
les matrices associées. Les propriétés particulières de ces matrices peuvent être très
utiles dans l’étude d’un réseau de Multi-Agents interconnectés. Dans la partie sui-
vante, nous allons fournir quelques définitions et théorèmes nécessaires pour mener
une telle étude. Plus de détails sur les définitions ainsi que les démonstrations des
différents théorèmes peuvent être trouvés dans [Big94, HJ85, Wie10].

3.3.2 Produit de Kronecker

Le produit de Kronecker est très utile pour la modélisation d’interconnexions de
systèmes identiques. Dans cette sous-section, on présentera sa définition et ses pro-
priétés principales, pour plus des détails sur son utilisation et son application, le
lecteur est invité à consulter [Bre78].

Définition 3.16. Le produit de Kronecker de deux matrices A et B, noté A ⊗ B,
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définit une matrice composée de sous-matrices aijB, c’est-à-dire :

A ⊗ B =




a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB
...

...
. . .

...

am1B am2B · · · amnB




(3.22)

où aij, i ∈ {1, . . . , n} , j =∈ {1, . . . , m} représente ij ème élément de la matrice A de
dimensions m × n.

Les propriétés principales du produit de Kronecker pour les matrices réelles A, B, C
et D de dimensions appropriées sont rassemblées ci-dessous.
– Le produit de Kronecker est un opérateur bilinéaire. Pour un scalaire réel α ∈ R :

A ⊗ (αB) = α (A ⊗ B)

(αA) ⊗ B = α (A ⊗ B) .
(3.23)

– Le produit de Kronecker est un opérateur distributif par rapport à l’addition :

(A + B) ⊗ C = (A ⊗ C) + (B ⊗ C)

A ⊗ (B + C) = (A ⊗ B) + (A ⊗ C) .
(3.24)

– Le produit de Kronecker est un opérateur associatif :

(A ⊗ B) ⊗ C = A ⊗ (B ⊗ C) . (3.25)

– Le produit de Kronecker est un opérateur non commutatif :

A ⊗ B Ó= B ⊗ A. (3.26)

– Transposée d’un produit de Kronecker :

(A ⊗ B)T = AT ⊗ BT . (3.27)

– Produit matriciel de produits de Kronecker :

(A ⊗ B) (C ⊗ D) = AC ⊗ BD. (3.28)

En particulier, on a pour A ∈ R
m×m :

(A ⊗ In) (Im ⊗ B) = (A ⊗ B) = (Im ⊗ B) (A ⊗ In) , où B ∈ R
n×n

(A ⊗ In) (Im ⊗ B) = (Im ⊗ B)A, où B ∈ R
n×1

(Im ⊗ C) (A ⊗ In) = A (Im ⊗ C) , où C ∈ R
1×n

(3.29)
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– Pour les matrices A et B carrées et de rang plein :

(A ⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1. (3.30)

– Le déterminant du produit de Kronecker est donné par :

det (Am×m ⊗ Bn×n) = det (A)n det (B)m . (3.31)

– La trace des produits de Kronecker est :

trace (A ⊗ B) = trace (A) trace (B) . (3.32)

3.3.3 Propriétés algébriques de matrices

Définition 3.17. Une matrice unitaire U , possiblement complexe, est une matrice
dont le produit avec sa transposée conjuguée est une matrice identité : UU∗ = U∗U =
I. Dans le cas d’une matrice unitaire réelle, elle est appelée matrice orthogonale et la
transposée conjuguée dans la définition est remplacée simplement par la transposée
UUT = UT U = I.

Théorème 3.18 (Théorème de Schur complexe de triangularisation). Pour une
matrice carrée A (possiblement complexe) de dimensions n×n (désignation A ∈ Mn)
avec les valeurs propres λ1, λ2, . . . , λn non ordonnées, il existe une matrice carrée
unitaire U telle que U ∈ Mn et :

U∗AU = T = [tij]

est une matrice triangulaire supérieure, avec les éléments diagonaux tii = λi, i =
1, . . . , n. Autrement dit, toutes les matrices carrées A sont équivalentes, à travers la
transformation d’une matrice unitaire, à une matrice triangulaire supérieure dont
les éléments diagonaux sont ses valeurs propres. De plus, si la matrice A est réelle
(désignation A ∈ Mn (R)) et si toutes les valeurs propres de A sont réelles, la matrice
U peut être choisie réelle et donc orthogonale.

Démonstration. La démonstration peut être retrouvée dans le Théorème 2.3.1 de
[HJ85].

Théorème 3.19 (Théorème de Schur réel de triangularisation). Pour une matrice
carrée réelle A ∈ Mn (R), il existe une matrice réelle orthogonale Q ∈ Mn (R) telle
que :

QT AQ =




A1

A2

∗

0
. . .

Ak




∈ Mn (R) , 1 ≤ k ≤ n
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où chaque bloc Ai est soit un bloc d’une matrice réelle 1×1 soit un bloc d’une matrice
réelle 2 × 2 avec une paire non réelle de valeurs propres complexes conjuguées.

Démonstration. La démonstration peut être retrouvée dans le Théorème 2.3.4 de
[HJ85].

Le théorème suivant détermine l’emplacement des valeurs propres (la caractérisation
spectrale) d’une matrice carrée.

Théorème 3.20 (Geršgorin). Pour une matrice A = [aij] ∈ Mn donnée, avec

R
′

i (A) ≡
n∑

j = 1

j Ó= i

|aij| , 1 ≤ i ≤ n

désignant une somme absolue de la ligne avec l’élément diagonal supprimé

de A, ou

C
′

j (A) ≡
n∑

i = 1

i Ó= j

|aij| , 1 ≤ j ≤ n

désignant une somme absolue de la colonne avec l’élément diagonal sup-

primé de A. Toutes les valeurs propres de A sont donc placées dans une réunion
de n disques déterminées comme :

n⋃

i=1

{
z ∈ C : |z − aii| ≤ R

′

i (A)
}

≡ G (A)

ou comme :

n⋃

j=1

{
z ∈ C : |z − ajj| ≤ C

′

j (A)
}

≡ G

(
AT

)

En plus si une réunion de k de n disques forme une région déconnectée de tous les
restes n − k disques, alors exactement k valeurs propres de A correspondantes sont
donc dans cette réunion.

La région G (A) est souvent appelée une région de Geršgorin (pour la lignes) de
A, les disques individuels la formant sont appelés les disques de Geršgorin et leurs
frontières, les cercles de Geršgorin.
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Démonstration. La démonstration peut être retrouvée dans la Théorème 6.1.1 de
[HJ85].

Le théorème suivant a pour but de démontrer la relation entre la propriété de la
connexité d’un graphe avec la caractérisation spectrale de sa matrice Laplacienne.

Théorème 3.21. Un graphe G est connexe si et seulement si la deuxième valeur
propre λ2 (L) de sa matrice Laplacienne a sa partie réelle strictement positive :
Re (λ2 (L)) > 0, où la deuxième valeur propre, par convention, est une valeur propre
dont la partie réelle est la deuxième plus petite valeur parmi les autres.

Démonstration. La démonstration peut être retrouvée dans le Corollaire 2.14 de
[Wie10].
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3.4 Annexe D : Opérations mathématiques sur les
signaux

Dans ce qui suit, on adopte les notations et les définitions présentées dans [Jön01]
et [Sco97].

Un signal est modélisé par une fonction dépendante du temps. Il est donc nécessaire
de définir les espaces fonctionnels et les opérateurs. Soit U un espace fonctionnel
dont les éléments sont de fonctions réelles f : R → R et sur lequel on peut définir le
produit scalaire de deux éléments f et g comme :

〈f, g〉 =
ˆ +∞

−∞

f (t) g (t) dt (3.33)

On définit aussi un espace Un, l’espace de fonctions réelles f : R → R
n dont les

images sont des vecteurs réels de dimension n, possédant le produit scalaire suivant :

〈f, g〉 =
n∑

i=1

〈fi, gi〉 =
n∑

i=1

ˆ +∞

−∞

fi (t) gi (t) dt =

ˆ +∞

−∞

fT (t) g (t) dt (3.34)

Voici quelques propriétés utiles du produit scalaire qui vont être utilisées par la suite
(où f ∈ Un, g ∈ Um, f1 ∈ Un, f2 ∈ Un, α ∈ R, Y ∈ R

n×m) :

1. 〈f, g〉 = 〈g, f〉
2. 〈αf, g〉 = 〈f, αg〉 = α 〈f, g〉
3. 〈f, Y g〉 =

〈
Y T f, g

〉

4. 〈f1 + f2, g〉 = 〈f1, g〉 + 〈f2, g〉
La norme de l’espace Un est définie selon son produit scalaire de la manière suivante :

‖f‖ =
√

〈f, f〉 (3.35)

Pour tout f ∈ Un et tout τ ∈ R on peut définir l’opérateur de troncature fτ comme :

fτ (t) =





f (t)

0

pour t < τ

autrement
(3.36)

On définit ainsi le produit scalaire tronqué comme 〈f, g〉τ = 〈fτ , gτ 〉, la norme
tronquée associée comme ‖f‖τ =

√
〈f, f〉τ ainsi que l’espace étendu comme Un

e =

{u | uτ ∈ Un, pour ∀τ ∈ R}.
Un système ou un opérateur G avec m entrées et p sorties suivant ces nouvelles
notations est alors formellement défini comme une relation sur Um

e × Up
e qui associe
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à un signal d’entrée u ∈ Um
e un signal de sortie y ∈ Up

e . Un système est causal si
pour ∀τ ∈ R l’équation suivante est respectée :

(G (uτ ))τ = (G (u))τ (3.37)

La fonction f ∈ Un
e ou signal qu’il représente est à énergie finie si l’inégalité suivante

est satisfaite :

‖f‖2τ =

ˆ τ

−∞

fT (t) f (t) dt < ∞ (3.38)

L’espace de toutes les fonctions ayant une énergie finie définit dans le sens de (3.38)
pour τ = +∞ est appelé l’espace L2 et pour ∀τ : τ ∈ R et τ < +∞ est appelée L2e.
La norme (3.35) est en réalité la norme L2 du signal. A partir de cette norme, on
peut définir une norme pour un opérateur dite la norme induite L2 d’un système
(ou d’un opérateur) G qui est définie de la manière suivante :

‖G‖L2
= sup

f∈L2e
f Ó=0

‖G (f)‖
‖f‖ (3.39)

Néanmoins, il existe d’autres types de norme de signaux et norme induite d’opérateur
tels que Lp où p ∈ {N, ∞} [Sco97, Jön01]. Cependant, nous avons choisi d’utiliser
la norme induite L2 d’opérateur pour les deux raisons suivantes :
1. elle a une interprétation physique en terme énergétique entre les entrées et les
sorties du système ;

2. dans le cas de systèmes linéaires, elle correspond à la norme H∞ définie dans
la Définition 2.4 page 67. Ceci permet de formuler un certain nombre de spéci-
fications du cahier de charges sous la forme d’un problème d’optimisation sur
une norme pondérée H∞ (voir la section 2.5 page 60 et [Zam81, SP05]).

Définition 3.22. Un système est L2-gain stable ou stable au sens entrée-sortie (voir
la Définition 2.2 page 61) si à un signal à énergie finie à l’entrée il associe un signal
à énergie finie à la sortie. Si la norme induite L2 d’un système est bornée, le système
est L2-gain stable.
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4 Méthode de la synthèse de la loi
de commande décentralisée

Introduction

Dans le premier chapitre de cette thèse, nous avons discuté de la problématique de
génération et de distribution du signal d’horloge de SOCs synchrones. Nous avons
mis en évidence les facteurs limitant liés aux architectures classiques ainsi que l’in-
térêt potentiel des architectures actives. Une conception d’un tel réseau actif de gé-
nération et de distribution du signal d’horloge est un problème complexe et délicat.
Ainsi certaines précautions sur les interconnections et sur les échanges d’information
existant au sein du réseau doivent être prises en compte lors de sa réalisation. En
effet, une utilisation naïve de la méthode de conception « locale » ne prenant pas en
compte les aspects d’interconnexion globale peut apporter des résultats insuffisants.
Ceci est illustré dans l’exemple du chapitre 2 où un problème de conception d’une
ADPLL, c’est-à-dire un sous-système local du réseau, a été considéré.

D’un autre côté, un problème de conception du réseau entier considérant toute la
complexité des interconnections peut être difficile et non efficace du point de vue
de la réalisation pratique. Il est important donc de pouvoir transformer, si possible,
les conditions globales en conditions locales qui peuvent être satisfaites par une
synthèse locale de commande. Cette idée du lien « global-local » permet de simplifier
le problème de départ et de donner, en outre, la possibilité de réutiliser les outils bien
maitrisés et connus en général de la synthèse. Les exemples d’utilisation de cette idée
dans l’état de l’art des systèmes Multi-Agents et de la Commande décentralisée ainsi
que leurs limitations ont été présentés dans le chapitre 3. La raison principale des
limitations rencontrées est le conservatisme inévitable pour la commande efficace de
système de grande dimension tel qu’un réseau actif d’ADPLLs.

Ce chapitre présente une méthode originale de la synthèse de la loi de commande
décentralisée assurant la stabilité d’un système de grande dimension composé de
sous-systèmes identiques qui exploite de manière efficace l’idée du lien « global-
local » et l’information de l’identité des sous-systèmes élémentaires. Cela permet
d’avoir une méthode de synthèse de la loi de commande décentralisée à la fois efficace
et exploitable en pratique toute en réduisant le conservatisme potentiel. En outre, la
deuxième idée importante retenue de la conception classique « locale », à savoir une
évaluation de la performance du réseau à travers l’évaluation de la « différence » de
performance locale et globale, est utilisée afin de proposer une méthode élégante et
originale de la synthèse de la loi de commande décentralisée assurant en plus de la
stabilité un niveau de performance globale désirée.
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Le chapitre est organisé de la manière suivante : la première section rappelle la
formalisation du problème abordé, la section suivante montre la transformation des
conditions globales assurant la stabilité et un niveau de performance globale en
des conditions locales sur la dynamique d’un sous-système local et l’interconnexion.
Ensuite, les deux sections suivantes présentent la méthode de synthèse de la loi de
commande assurant ces conditions et donnent un algorithme de synthèse associé. A
la fin du chapitre la méthode est appliquée à l’exemple numérique du réseau présenté
à la fin du chapitre 2 page 96. La réalisation de l’algorithme de synthèse de la loi
de commande décentralisée pour le réseau actif de distribution du signal d’horloge
ainsi que différents aspects pratiques de son implémentation sont reportés dans le
chapitre 5.

4.1 Formulation du problème

Considérons un système de grande dimension qui consiste en l’interconnexion de N
sous-systèmes identiques Ts (voir la Figure 4.1). Pour des raisons de clarté et sans
perte de généralité, on se place dans le cas d’un sous-système carré, c’est-à-dire un
sous-système Ts avec le même nombre p d’entrées et de sorties. Chaque sous-système
est LTI, causal et peut être divisé en deux parties : (i) une partie H du sous-système
appelé le procédé à commander et (ii) une partie K réalisant la commande, appelé
le correcteur. L’ensemble des sous-systèmes est décrit par un opérateur LTI global
T̃ et leur interconnexion par un opérateur LTI M :

ϕ =

T̃︷ ︸︸ ︷
(IN ⊗ Ts) r


 r

z


 =


 M11 M12

M21 M22




︸ ︷︷ ︸
M


 ϕ

w




(4.1)

avec Ts =


 H11 H12

H21 H22




︸ ︷︷ ︸
H

⋆ K, r (t) , ϕ (t) ∈ R
pN , w (t) ∈ R

nw , z (t) ∈ R
nz .

Le système (4.1) représente un système global de grande dimension. Tout au long de
ce chapitre, nous considérons la stabilité globale et locale ainsi que la performance
globale et locale. Le sous-système considéré local correspondant est représenté sur
la Figure 4.2 et décrit par :


 zpi

yi


 =

H̃︷ ︸︸ ︷
 H̃11 H̃12

H̃21 H̃22





 wpi

ui




ui = K yi

(4.2)

avec wpi (t) ∈ R
nwp , zpi (t) ∈ R

nzp , yi (t) ∈ R
ny , ui (t) ∈ R

nu .
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Figure 4.1: Système de grande dimension LTI global considéré

Il est très important de distinguer ces propriétés pour les deux cas. La stabilité

locale correspond à la stabilité d’un sous-système indépendant (4.2) sans autres
sous-systèmes et sans interconnexion (stabilité d’un nœud séparé) tandis que la
stabilité globale correspond à la stabilité du système complet de grande dimension
défini par (4.1). La performance locale est évaluée pour un sous-système (4.2)
séparé du réseau, augmenté par les entrées et les sorties de performance wpi et zpi

respectivement. La performance globale est évaluée pour le système complet de
grande dimension (4.1) avec les entrées w et les sorties z globales de performances
correspondantes. Ces entrées et sorties définissent les dimensions et la structure des
opérateurs LTIs H̃ et M respectivement.

Les spécifications de performance pour le cas global et le cas local sont exprimées
sous forme de minimisation des normes H∞ des fonctions de transfert Tw→z = T̃ ⋆M
et Twpi→zpi

= H̃ ⋆ K respectivement. Sous la condition que les deux systèmes soient
stables, ceci permet d’imposer des contraintes fréquentielles réalisant les spécifica-
tions de performance générales semblables à celles exposées dans la section 2.5,
page 60. En choisissant les entrées et les sorties appropriées ainsi que les contraintes
fréquentielles concernées, nous pouvons aborder non seulement le problème de syn-
chronisation d’ADPLLs considéré dans cette thèse mais aussi d’autres types de pro-
blèmes de systèmes Multi-Agents et de systèmes de grande dimension tels que :
consensus, coopération, coordination, rendez-vous etc..

Par la suite, nous nous concentrons sur le problème général suivant :

Problème 4.1 (Problème de la synthèse). Étant donné un système LTI H, et un
système LTI M décrivant l’interconnexion, trouver un système LTI K tel qu’il :

147



Chapitre 4 Méthode de la synthèse de la loi de commande décentralisée

Figure 4.2: Sous-système LTI local considéré

1. Stabilise chaque sous-système ( (4.2) représenté sur la Figure 4.2) séparement
ainsi que le système global ( (4.1) représenté sur la Figure 4.1) ;

2. Assure les spécifications de performance locale par la minimization de la norme
H∞ de la fonction de transfert Twpi→zpi

= H̃ ⋆ K entre les entrées wpi et les
sorties zpi de performance ;

3. Assure les spécifications de performance globale par la minimization de la
norme H∞ de la fonction de transfert Tw→z = T̃ ⋆ M entre les entrées w
et les sorties z de performance.

4.2 Les conditions locales pour la stabilité et la
performance globales

Dans la première partie de cette sous-section, en se basant sur l’approche entrée-
sortie et le principe de séparation des graphes (voir la sous-section 3.2 page 125),
les conditions locales sur la dynamique d’un sous-système Ts et sur la dynamique
de l’interconnexion M sont dérivées afin d’assurer la stabilité globale. Ensuite, ces
conditions sont étendues pour assurer en plus de la stabilité les spécifications de
performance globale.

Dans la suite du document, nous allons utiliser la caractérisation de dissipativité
d’un opérateur dont la définition est donnée sur la page 127.

Nous allons utiliser souvent la notation de dissipativité courte suivante :

P ⊗ {X, Y, Z} -dissipatif = {P ⊗ X, P ⊗ Y, P ⊗ Z} -dissipatif

où la matrice P est une matrice réelle quelconque.
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On rappelle que selon le principe de séparation (voir le Théorème 3.6 page 129) si
le sous-système Ts (respectivement l’interconnexion M) est caractérisé(e) par une
propriété de dissipativité, il est possible d’assurer la stabilité du système global en
assurant la propriété de dissipativité complémentaire sur le système d’interconnexion
M (respectivement le sous-système Ts). En utilisant ce résultat, la stabilité globale
est transformée en conditions locales comme cela est résumé dans le théorème sui-
vant :

Théorème 4.2. Soit le système bien posé et causal décrit par l’équation (4.1). Pour
les matrices réelles données X = XT ≤ 0, Y , Z = ZT de dimensions p × p, s’il
existe une matrice réelle symétrique définie positive P ∈ R

N×N telle que

(i) le système d’interconnexion M11 est P ⊗ {X, Y, Z} −dissipatif (ou strictement
dissipatif) ;

(ii) le sous-système local Ts est strictement
{
−Z, −Y T , −X

}
−dissipatif (ou dissi-

patif tout court).

Le système global (4.1) est alors stable de façon interne.

Démonstration. Premièrement, on remarque que la matrice de fonctions de transfert
du système global présenté sur la Figure 4.1 a la forme suivante :

T̃ ⋆ M = M22 + M21T̃
(
I − M11T̃

)−1
M12 (4.3)

Étant donné que par définition le système d’interconnexionM est stable, la stabilité
du (4.3) est équivalente à la stabilité du système dont la matrice de fonctions de

transfert est égale à T̃
(
I − M11T̃

)−1
, c’est-à-dire une simple interconnexion de sys-

tème T̃ avec le système LTI M11 (voir la Figure 4.2 sans les entrées w et les sorties
z extérieures ).

Grâce au fait que les sous-systèmes sont identiques, la propriété de dissipativité
stricte (ii) de l’opérateur local Ts (voir la Définition 3.4 page 127) peut être refor-
mulée comme une propriété de IN ⊗

{
−Z, −Y T , −X

}
-dissipativité stricte de l’opérateur

global diagonal T̃ c’est-à-dire pour ε > 0 :
[

Ip

Ts (jω)

]∗ [
−Z −Y T

−Y −X

] [
Ip

Ts (jω)

]
≤ −ε

[
I 0

0 I

]

⇔
[

IN ⊗ Ts (jω)

IN ⊗ Ip

]∗ [
IN ⊗ X IN ⊗ Y

IN ⊗ Y T IN ⊗ Z

] [
IN ⊗ Ts (jω)

IN ⊗ Ip

]
≥ ε

[
I 0

0 I

] (4.4)

pour presque tout ω, ω ∈ R.

A l’aide de post- et pré-multiplications de la condition (4.4) par une matrice inver-
sible de rang plein Q ⊗ Ip et de sa transposée et de l’utilisation de la propriété du
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produit de Kronecker (voir l’Annexe C du chapitre 3 page 134) :

(IN ⊗ Ts) (Q ⊗ Ip) = (Q ⊗ Ip) (IN ⊗ Ts)

(Q ⊗ Ip)
T (Q ⊗ Ip) =

(
QT ⊗ Ip

)
(Q ⊗ Ip) =

(
QT Q ⊗ Ip

) (4.5)

nous obtenons :
[

IN ⊗ Ts (jω)

IN ⊗ Ip

]∗ [
(IN ⊗ X)

(
QT Q ⊗ Ip

)
(IN ⊗ Y )

(
QT Q ⊗ Ip

)
(

IN ⊗ Y T
) (

QT Q ⊗ Ip

)
(IN ⊗ Z)

(
QT Q ⊗ Ip

)
] [

IN ⊗ Ts (jω)

IN ⊗ Ip

]
≥ ε

[
I 0

0 I

]

ce qui est équivalent, pour une matrice P = QT Q > 0, à :

 T̃ (jω)

Ip×N




∗ 
 P ⊗ X P ⊗ Y

P ⊗ Y T P ⊗ Z





 T̃ (jω)

Ip×N


 > ε


 I 0

0 I


 (4.6)

pour presque ∀ω ∈ R.

Utilisant l’hypothèse (i) sur le système d’interconnexion M11 et le fait que (4.6)
est en réalité la condition de stricte P ⊗

{
−Z, −Y T , −X

}
-dissipativité de l’opérateur

global T̃ , le théorème des séparation de graphes (Théorème 3.6, page 129) peut être

appliqué pour démontrer la stabilité du système interconnecté T̃
(
I − M11T̃

)−1
et

donc du système global (4.1) représenté sur la Figure 4.1.

La même démarche est appliquée pour démontrer la stabilité du système global (4.1)
dans le cas de la dissipativité stricte de la matrice d’interconnexion M11 et la dissi-
pativité simple du sous-système Ts.

Remarque 4.3. En regardant de plus près la démonstration du Théorème 4.2, le
lecteur peut faire une objection concernant l’utilité de la matrice P . En effet, le
Théorème 4.2 peut être démontré sans l’utilisation de la matrice symétrique définie
positive P : le théorème de séparation de graphes peut être appliqué directement
avec la condition de IN ⊗

{
−Z, −Y T , −X

}
-dissipativité (4.4) de l’opérateur global T̃ .

Cependant, les conditions du Théorème 4.2 sont seulement suffisantes étant donné
que le principe de séparation des graphes (voir le Théorème 3.6 page 129) uti-
lisé dans sa démonstration, fournit des conditions seulement suffisantes et non né-
cessaires. L’utilisation de la matrice symétrique définie positive P dans le cas de
sous-systèmes identiques Ts réduit le conservatisme potentiel du Théorème 4.2. En
effet, la matrice P est une matrice de paramétrisation qui ajoute certains degrés
de liberté sur le choix de la caractérisation de la dissipativité. Dans le cas de sous-
systèmes identiques satisfaisant la condition de dissipativité (ii), l’opérateur global
bloc-diagonal T̃ satisfait la condition de dissipativité globale non seulement pour la
matrice identité IN comme dans (4.4) mais aussi pour toutes autres matrices sy-
métriques définies positives possibles P . Dans l’optique qui nous intéresse, il suffit
seulement de trouver une telle matrice qui n’est pas forcement égale à la matrice
d’identité. De manière plus formelle, l’opérateur global des sous-systèmes peut être
représenté comme T̃ = IN ⊗ Ts seulement pour le cas de sous-systèmes identiques.
Par conséquent, et seulement dans ce cas particulier, la propriété de permutation
du produit de Kronecker (4.5) peut être appliquée afin d’obtenir la condition de
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P ⊗
{

−Z, −Y T , −X
}
-dissipativité (4.6) avec une matrice symétrique définie positive

P . Par application du Théorème de séparation des graphes avec ces conditions éten-
dues, la stabilité globale est donc testée pour le cas d’une structure bloc diagonale
avec des blocs identiques de l’opérateur T̃ et non pas pour le cas d’une structure
quelconque. L’information sur la structure de l’opérateur T̃ est alors exploitée avec
une caractérisation plus fine de dissipativité ce que implique la réduction du conser-
vatisme.

Remarque 4.4. La condition de dissipativité du système LTI d’interconnexion M11

(condition (i) du Théorème 4.6) avec les matrices X = XT ≤ 0, Y , Z = ZT données

peut être transformée en une condition LMI de la variable de décision P :

1. Dans le cas de matrice constante réelle M11 ∈ R
pN×pN (système d’intercon-

nexion statique), cela est direct :

∃P ∈ R
N×N : P = P T > 0,

[
IpN

M11

]T [
P ⊗ X P ⊗ Y

P ⊗ Y T P ⊗ Z

] [
IpN

M11

]
≤ 0 (4.7)

2. Dans le cas d’un système d’interconnexion LTI dynamique M11 tel que la
fonction de transfert

[
IpN M11 (s)

]T
= C (sI − A)−1 B + D

avec les matrices de représentation d’états A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×pN , C ∈ R
2pN×n,

D ∈ R
2pN×pN , la condition LMI peut être obtenue après une application du

Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) Lemme [Ran96] :

∃P ∈ RN×N : P = P T > 0

∃R ∈ Rn×n : R = RT > 0
,




A B

I 0

C D




T



0 R

R 0
0

0
P ⊗ X P ⊗ Y

P ⊗ Y T P ⊗ Z







A B

I 0

C D


 ≤ 0 (4.8)

Remarque 4.5. Pratiquement dans tous les cas d’application, les conditions de dissi-
pativité (i) et (ii) du Théorème 4.2 sont appliquées avec la contrainte supplémentaire
sur la matrice de dissipativité Z :

Z = ZT ≥ 0 (4.9)

Cela implique que :
– Le problème de synthèse, c’est-à-dire le problème de recherche de la loi de com-
mande K (voir la Figure 4.2, page 146) telle que le sous-système Ts est stable et
satisfait la contrainte (ii) peut être formulé sous la forme d’un problème d’opti-
misation convexe (voir le cas B dans [SGC97]) ;

– le sous-système « zéro » (Ts = 0), lui aussi, satisfait la contrainte quadratique
(ii) du Théorème 4.2 et si une loi de commande est trouvée telle que Ts satisfait
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la contrainte (ii), cela est automatiquement le cas pour θTs, ∀θ avec θ ∈ [0, 1].
C’est une propriété de la stabilité robuste correspondant à la version robuste de
séparation des graphes détaillée dans [MR97].

Fort de cette remarque, nous allons transformer le Théorème 4.2 en une autre version,
plus adaptée à la synthèse. Pour faire cela, nous appliquons la procédure de « loop
shifthing » définie par :

T̂ = (−X)
1

2

(
Ts + X−1Y

) (
Z − Y T X−1Y

)− 1
2 . (4.10)

La transformation (4.10) est forcement bien définie étant donné les définitions des
matrices de dissipativité X ≤ 0 et Z ≥ 0 (voir (4.9)). La contrainte de dissipativité
(ii) du Théorème 4.2 et ainsi transformée en une contrainte sous la forme H∞-
standard :

∥∥∥T̂
∥∥∥

∞
< 1. (4.11)

Nous allons voir par la suite de ce document, que, grâce à cette transformation, une
application de la synthèse H∞-standard est possible (utilisée déjà dans la section 2.5
du chapitre 2). Ceci est très intéressant d’un point de vue de la compatibilité de la
méthode de synthèse que nous allons proposer avec des méthodes et des outils de
conception traditionnels de PLL (voir la discussion page 60 du chapitre 2). Ainsi,
on reformule le Théorème 4.2 dans une version plus adaptée à la synthèse :

Théorème 4.6. Soit le système bien posé et causal décrit par l’équation (4.1). Pour
les matrices réelles données X = XT ≤ 0, Y , Z = ZT ≥ 0 de dimensions p × p, s’il
existe une matrice réelle symétrique définie positive P ∈ R

N×N telle que

(i) le système d’interconnexion M11 est P ⊗ {X, Y, Z} −dissipatif ;
(ii) le sous-système local Ts est tel que :

∥∥∥T̂
∥∥∥

∞
< 1 (4.12)

avec T̂ = (−X)
1

2 (Ts + X−1Y )
(
Z − Y T X−1Y

)− 1
2 .

Le système global (4.1) est alors stable de façon interne.

Démonstration. Notons que la contrainte sur la norme H∞ (4.12) est équivalente à
la contrainte quadratique dans le domaine fréquentiel :


 T̂ (jω)

Ip




∗ 
 −Ip 0

0 Ip





 T̂ (jω)

Ip


 ≥ ε1


 I 0

0 I


 (4.13)

pour presque tout ω et ε1 tels que ω ∈ R et ε1 ∈ R : ε1 > 0.

En appliquant la procédure de « loop shifting » à l’aide de post- et pré-multiplications

des deux parties de l’équation (4.13) par la matrice
(
Z − Y T X−1Y

) 1
2 et sa trans-

posée, et en tenant compte qu’elle est forcement définie positive selon la définition
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des matrices X et Z, on remplace T̂ par son expression pour transformer l’inéga-
lité (4.13) en :

[
Ts (jω)

Ip

]∗ [
Ip 0

Y T X−T Ip

] [
X 0

0 Z − Y T X−1Y

] [
Ip X−1Y

0 Ip

] [
Ts (jω)

Ip

]
≥ ε2

[
I 0

0 I

]
,

(4.14)

pour presque tout ω, ω ∈ R et avec 0 < ε2 ≤ ε1σ
(
Z − Y T X−1Y

)
, où σ (A) désigne

la valeur singulière (voir la Définition 2.7 page 75) minimale de la matrice A.

La dernière inégalité est équivalente à :
[

Ip

Ts (jω)

]∗ [
−Z −Y T

−Y −X

] [
Ip

Ts (jω)

]
≤ − ε2

[
I 0

0 I

]
(4.15)

pour presque tout ω, ω ∈ R.

La condition (4.15) est une condition de stricte
{
−Z, −Y T , −X

}
−dissipativité du

sous-système Ts (voir la Définition 3.4, page 127). La stabilité est donc démontrée
par l’application du Théorème 4.2.

Les Théorèmes 4.2 et 4.6 permettent de transformer la condition de stabilité globale
du système (4.1) en une condition sur le système d’interconnexionM11 (4.7) ou (4.8)
et une condition sur la dynamique locale du sous-système Ts (4.12). Ce résultat peut
donc être combiné avec des résultats classiques de synthèse de la loi de commande
(comme cela est par exemple présenté dans le chapitre 2) afin d’obtenir la loi de
commande assurant a priori la stabilité globale. Le résultat assurant en outre la
performance globale est obtenu de manière similaire comme présenté par la suite.

Théorème 4.7. Soit le système bien posé et causal décrit par l’équation (4.1). Pour
les matrices réelles données X = XT ≤ 0, Y , Z = ZT ≥ 0 de dimensions p × p
et une borne donnée η > 0, s’il existe une matrice réelle symétrique définie positive
P ∈ R

N×N telle que

(i) le système d’interconnexion M est
{
X̃, Ỹ , Z̃

}
−dissipatif avec des matrices X̃ =

diag (P ⊗ X, −η2I), Ỹ = diag (P ⊗ Y, 0), Z̃ = diag (P ⊗ Z, I) c’est-à-dire :


 I

M (jω)




∗




P ⊗ X 0 P ⊗ Y 0

0 −η2I 0 0

P ⊗ Y T 0 P ⊗ Z 0

0 0 0 I





 I

M (jω)


 ≤ 0 (4.16)

pour presque tout ω, ω ∈ R ;

(ii) le sous-système local Ts satisfait la condition (4.12) c’est-à-dire :
∥∥∥T̂

∥∥∥
∞

< 1 (4.17)

avec T̂ = (−X)
1

2 (Ts + X−1Y )
(
Z − Y T X−1Y

)− 1
2
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Le système global (4.1) est stable de façon interne et la norme H∞ de la fonction de
transfert Tw→z = M ⋆ T̃ est inférieure ou égale à η c’est-à-dire :

‖Tw→z‖∞ < η. (4.18)

Démonstration. Tout d’abord nous démontrons la stabilité et après la borne sur la
norme H∞ de la fonction de transfert globale Tw→z.

La stabilité est impliquée par le Théorème 4.6. En effet, la condition (ii) du Théo-
rème 4.6 est identique à la condition (ii) du présent Théorème et donc est satisfaite
par (4.17).

D’un autre côté, la condition (4.16) est exprimée sous forme de :



I 0

M11 (jω) M12 (jω)

M21 (jω) M22 (jω)

0 I




∗ 


P ⊗ X P ⊗ Y 0 0

P ⊗ Y T P ⊗ Z 0 0

0 0 I 0

0 0 0 −η2I







I 0

M11 (jω) M12 (jω)

M21 (jω) M22 (jω)

0 I


 ≤ 0 (4.19)

pour presque tout ω, ω ∈ R, ce qui implique

 I

M11 (jω)




∗ 
 P ⊗ X P ⊗ Y

P ⊗ Y T P ⊗ Z





 I

M11 (jω)


 ≤ −MT

21M21 ≤ 0. (4.20)

pour presque tout ω, ω ∈ R.

La dernière condition implique que le système d’interconnexion M11 est P⊗{X, Y, Z}
- dissipatif c’est-à-dire la condition (i) du Théorème 4.6 est aussi satisfaite. La sta-
bilité du système global (4.1) représenté sur la Figure 4.1 est alors assurée par
l’application du Théorème 4.6.

Prouvons maintenant la condition sur la borne H∞. La condition (4.16), en prenant
en compte la description du système global (4.1), implique la condition quadratique
suivante dans le domaine temporel :

ˆ τ

0


 z (t)

w (t)




T 
 I 0

0 −η2I





 z (t)

w (t)


 dt

≤ −
ˆ τ

0


 ϕ (t)

r (t)




T 
 P ⊗ X P ⊗ Y

P ⊗ Y T P ⊗ Z





 ϕ (t)

r (t)


 dt

(4.21)

pour ∀τ > 0, ∀w ∈ Unw
e et les signaux r, ϕ, z définis par (4.1).

La partie gauche de (4.21) exprime la relation entre les signaux externes d’entrée
w et de sortie z du système global (4.1). La partie droite à son tour est définie en
termes de signaux d’entrée r et de sortie ϕ de l’opérateur bloc diagonal T̃ du système
global (ϕ = T̃ r voir la Figure 4.1).

Rappelons que la condition (4.17) définit la propriété de stricte
{

−Z, − Y T , − X
}

−dis-
sipativité de l’opérateur Ts. Comme cela a été démontré dans le Théorème 4.2, la der-
nière propriété est équivalente à la propriété de strict P⊗

{
−Z, − Y T , − X

}
−dissipati-
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vité de l’opérateur global diagonal T̃ et donc ∀P = P T > 0 avec ϕ = T̃ r la condition
suivante est respectée :

ˆ τ

0


 ϕ (t)

r (t)




T 
 −P ⊗ X −P ⊗ Y

−P ⊗ Y T −P ⊗ Z





 ϕ (t)

r (t)


 dt ≤ −ε

ˆ τ

0


 ϕ (t)

r (t)




T 
 I 0

0 I





 ϕ (t)

r (t)


 dt

(4.22)

pour un ε > 0.

En additionnant ensemble les deux conditions (4.22) et (4.21) nous obtenons :

ˆ τ

0


 z (t)

w (t)




T 
 I 0

0 −η2I





 z (t)

w (t)


 dt ≤ −ε

ˆ τ

0


 ϕ (t)

r (t)




T 
 I 0

0 I





 ϕ (t)

r (t)


 dt

(4.23)

La dernière condition implique que la norme induite L2 de l’opérateur global Tw→z

est inférieure à η > 0 (voir le cas particulier de définition de l’opérateur L2-gain
borné sur la page 128 du chapitre 3) qui correspond à la norme H∞ dans le cas du
système LTI.

Remarque 4.8. La condition de dissipativité (4.16) sur le système d’interconnexion
LTI M peut être transformée en une condition LMI des variables de décision P et R
pour des matrices données X = XT ≤ 0, Y , Z = ZT ≥ 0 comme proposé dans la Re-
marque 4.4 avec nouveau système d’interconnexion M et sa nouvelle caractérisation
de

{
X̃, Ỹ , Z̃

}
−disipativité définie dans la condition (i) du Théorème 4.7.

Remarque 4.9. La dernière partie du Théorème 4.7 a un lien fort avec le Lemme
KYP. En effet, en replaçant la dynamique du sous-système par une dynamique
d’intégrateur pur Ts = 1/s et le système d’interconnexion par une matrice réelle

M̃ =


 A B

C D


 où A, B, C, D sont les matrices d’une représentation d’états de

la matrice de fonctions de transfert Tw→z, le Lemme KYP [Ran96] est obtenu où le
principe de séparation des graphes est appliqué à l’interconnexion de sous-systèmes
passifs c’est-à-dire X = 0, Y = −I, Z = 0. Cependant, il est bien connu que le
résultat du Lemme KYP est un résultat suffisant et nécessaire [Ran96], alors que
les conditions du Théorème 4.7 sont seulement suffisantes et non pas nécessaires. La
nécessite est perdue à cause de la généralisation de passivité vers une condition de
{X, Y, Z}-dissipativité.

Les résultats de cette section donnent des conditions locales nécessaires à satisfaire
pour assurer la stabilité et la performance globales. La section suivante a pour but
d’illustrer la recherche de la loi de commande décentralisée satisfaisant ces condi-
tions, c’est-à-dire comment réaliser une synthèse de la loi de commande résolvant le
Problème 4.1.
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4.3 Synthèse de la loi de commande

Afin de proposer une synthèse de la loi de commande efficace, nous considérons tout
d’abord que les matrices de la caractérisation de dissipativité, c’est-à-dire les ma-
tricesX = XT ≤ 0, Y , Z = ZT ≥ 0 sont données. Ensuite, dans la prochaine section,
nous proposerons une méthodologie pour choisir convenablement ces matrices.

Pour commencer étudions le cas de la stabilité globale. Considérant les conditions
du Théorème 4.6, nous remarquons que le test de la stabilité du système global est
transformé en un test sur deux conditions. La première condition est une condition de
dissipativité du système d’interconnexion M11 (4.7) ou (4.8), la deuxième condition
est une contrainte sur la norme H∞ de la fonction de transfert T̂ (4.12) incluant
uniquement la dynamique du sous-système local Ts, c’est-à-dire une condition locale.

En se basant sur le Théorème 4.6, le problème de synthèse de la loi de commande
assurant la stabilité locale et globale du système, c’est-à-dire la première partie du
Problème 4.1, peut être reformulé comme suit :

Pour des matrices données X = XT ≤ 0, Y , Z = ZT ≥ 0 trouver :

1. une matrice symétrique définie positive P telle que la condition (4.7) ou (4.8)
soit satisfaite ;

2. un correcteur K assurant la contrainte de la norme H∞ (4.12).

La solution de la première partie du problème décrit est la solution d’un problème de
faisabilité sous contraintes LMIs (voir le Remarque 4.4). Comme cela a été évoqué
avant (voir l’Annexe A sur la page 102 du chapitre 2), on peut facilement tester
la faisabilité des conditions sous contraintes LMIs en appliquant des algorithmes
efficace d’optimisation convexe [BEFB94, BTN01]. Pour ces raisons, on restreint
notre attention sur la deuxième partie du problème de synthèse.

4.3.1 Synthèse H∞ de la loi de commande

La contrainte (4.12) du Théorème 4.6 est en réalité une contrainte sur la dynamique
locale du sous-système Ts. Pour les matrices X, Y , Z données, elle peut être fa-
cilement imposée par une synthèse H∞-standard. En effet, la Figure 4.3 illustre la
mise en forme du problème de synthèse selon la synthèse H∞-standard (voir la Dé-
finition 2.7 page 75 où H̃P = Hs, w̃ = rs et z̃ = ϕs). En résolvant le problème de
synthèse H∞-standard (voir l’Annexe B sur la page 106 du chapitre 2), un correcteur
K qui

(i) stabilise le système sur la Figure 4.3 et donc le sous-système local Ts ;

(ii) minimise la norme H∞ de l’opérateur LTI T̂ = Hs (s) ⋆ K (s) entre les signaux
externes d’entrée rs et de sortie ϕs,

peut être trouvé. En outre, si cette norme H∞ est inférieure ou égale à γ < 1 la
condition (4.12) est donc satisfaite.

La synthèse de la loi de commande avec le problème de faisabilité d’optimisation LMI
(4.7) ou (4.8) résout la première partie du Problème 4.1. Cette synthèse de la loi de
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commande H∞ appliquée uniquement à un seul sous-système du réseau et l’optimi-
sation convexe sous contrainte LMI pour le système d’interconnexion admettent une
réduction significative de la complexité du problème de synthèse assurant la stabilité
globale. L’approche proposée devrait être comparée avec la commande possiblement
complexe du réseau complet où l’approche de la stabilisation simultanée initiale-
ment suggérée par le Théorème 3 de [FM04] et utilisée dans [WKSA08] (page 1545 ),
[Wie10] (page 35 ) et [LJDY09] (page 4474 ).

+

+

Figure 4.3:Modèle transformé pour une synthèseH∞-standard assurant la stabilité
globale. Hs représente le procédé augmenté à commander, α = (−X)

1

2 et β =
(
Z − Y T X−1Y

)− 1
2

Toutefois, nous n’allons pas appliquer directement ce résultat de synthèse, nous al-
lons préférer exploiter la commande H∞ comme une commande de systèmes MIMOs
[SP05] en rajoutant les entrée et les sorties de performance afin d’assurer les spéci-
fications de performance locale désirée en plus de la stabilité globale, c’est-à-dire la
deuxième partie du Problème 4.1.

4.3.2 Performance Locale

Comme dans le cas de la stabilité globale, dans cette section, nous donnons des
conditions locales sur la dynamique des sous-systèmes qui avec les conditions sur le
système d’interconnexion assurent un niveau de performance locale et la stabilité
globale.
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Comme cela a été mentionné avant, nous introduisons dans le sous-système local des
entrées et des sorties externes supplémentaires ainsi que les fonctions de pondération
d’entrée Wi et de sortie Wo correspondantes (voir la Figure 4.4).

Figure 4.4: Sous-système augmenté pour les spécifications de performance locale

Le système H̃s représenté sur la Figure 4.4 correspond au système H̃ (décrit par
(4.2) et représenté sur la Figure 4.2) augmenté par les entrées rs et les sorties ϕs de
stabilité nécessaires pour construire la matrice de fonctions de transfert T̂ (voir la
Figure 4.3). Le sous-système Ĥs est une version du système H̃s sans les fonctions de
pondération Wi et Wo.

Le sous-système représenté sur la Figure 4.4 est similaire à celui présenté dans
la sous-section 2.5.3, page 74 du chapitre 2. En appliquant donc la synthèse H∞-
standard pour un sous-système local augmenté H̃s (voir l’Algorithme 2.1, page 76),
un correcteur K assurant la stabilité de la boucle fermée ainsi que la contrainte sur
la norme H∞ de la fonction de transfert Ti→o = H̃s ⋆ K entre les signaux externes
(4.24) peut être trouvé.

‖Ti→o (s)‖∞ =

∥∥∥∥∥
Twpi→zpi

(s) TrS→zpi
(s)

Twpi→ϕS
(s) TrS→ϕS

(s)

∥∥∥∥∥
∞

≤ γ (4.24)

Si la loi de commande assurant (4.24) avec γ < 1 est trouvée, la stabilité locale est
alors garantie. Ainsi par la propriété de la norme H∞ (voir (2.24) sur la page 68)
nous obtenons :

1) ‖TrS→ϕS
(s)‖∞ =

∥∥∥T̂ (s)
∥∥∥

∞
< 1

2)
∥∥∥Twpi→zpi

(s)
∥∥∥

∞
=

∥∥∥Wo (s)Tŵpi→ẑpi
(s)Wi (s)

∥∥∥
∞

< 1

(4.25)

La condition 1) de (4.25) assure la stabilité globale (voir le Théorème 4.6) tandis que
les contraintes spécifiant la performance locale par un choix approprié des fonctions
de pondérationWi etWo (dont un exemple a été présenté dans les sous-sections 2.5.1
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et 2.5.2 page 63 du chapitre 2) sont assurées par la condition 2) de (4.25). Les deux
parties du Problème 4.1 sont alors résolues par une synthèse de la loi de commande
proposée.

4.3.3 Performance Globale

La deuxième contrainte de (4.25) assure seulement la performance locale étant donné
qu’un seul sous-système local a été considéré dans la synthèse de la loi de commande
H∞ proposée. Cependant, en fonction des applications, comme pour la synchronisa-
tion d’un réseau d’ADPLLs, les spécifications de performance doivent être assurées
pour un réseau entier en prenant en compte tous les sous-systèmes du réseau ainsi
que la dynamique d’interconnexion. Plus précisément, quelle que soit le système
d’interconnexion donné, les correcteurs locaux doivent être synthétisés de manière
à ce que la matrice de fonctions de transfert globale Tw→z satisfasse la contrainte 2)
de (4.25), c’est-à-dire la dernière partie du Problème 4.1 pour ce système d’inter-
connexion donné.

Selon le cahier des charges d’application considérée, il peut y avoir plusieurs contrain-
tes fréquentielles sur plusieurs fonctions de transfert de performance. Nous appel-
lerons la matrice de fonctions de transfert directes de performance, la matrice de
fonctions de transfert dont les entrées et les sorties de performance sont appliquées
au même sous-système. Une matrice de fonctions de transfert directes de perfor-
mance pour le premier sous-système est représentée sur la Figure 4.5. La matrice de
fonctions de transfert croisées de performance est une matrice de fonctions de trans-
fert ayant les entrées et les sorties appliquées à différents sous-systèmes du réseau.
La situation où les entrées sont appliquées au premier sous-système et les sorties
sont appliquées au i-ème sous-système est illustrée sur la Figure 4.6. Pour englober
un cas général, une matrice de fonctions de transfert de performance générale Tw→z

présentée sur la Figure 4.1 est considérée dans la suite de cette étude. Elle définit par
ailleurs une matrice d’interconnexion M plus générale qui n’est pas forcement égale
à la matrice Laplacienne ou Adjacence (voir l’Annexe C page 134 du chapitre 3)
souvent utilisées dans la littérature des systèmes Multi-Agents. Elle peut, en outre,
être une matrice dynamique décrivant un système LTI d’interconnexion.

La synthèse de la loi de commande assurant la dernière partie du Problème 4.1 est
inspirée par l’approche classique de la conception d’un réseau d’ADPLLs. Il s’agit
là de la deuxième idée importante retenue à la fin du chapitre 1. Une fois que la
synthèse d’une telle loi de commande est réalisée, la stabilité globale est testée et
la différence entre le niveau de la performance locale et globale est analysée. Dans
le même esprit, une extension logique de la méthode existante à la synthèse de
la loi de commande assurant une borne sur cette « différence locale-globale » est
proposée. Nous allons voir par la suite, qu’il est possible de minimiser cette borne
par une synthèse de la loi de commande et un choix approprié de caractérisation
de la dissipativité. Dans ce qui suit, nous appellerons cette approche, l’approche
de la performance globale relative et la matrice de fonctions de transfert associée,
exprimant la « différence entre les fonctions de transfert globales et locales », la
matrice de fonctions de transfert relatives pondérées.
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Figure 4.5: Fonction de transfert directe de performance

La fonction de transfert relative pondérée Tg est une fonction de transfert globale qui
peut être facilement choisie afin de « comparer » différentes fonctions de transfert
de performance (directes ou croisées) avec les fonctions de transfert de performance
locales correspondantes : Tg = f

(
Tŵpi→ẑpi

, Tw→z

)
. Néanmoins, une condition doit

être satisfaite : la fonction de transfert relative pondérée doit pouvoir être exprimée
sous la forme d’une UFT (ou LFT, voir la Définition 2.6 page 74) pour les sous-
systèmes Ts. Ce qui signifie que le bloc supérieur (respectivement inférieur) est un
bloc-diagonal composé des sous-systèmes Ts comme présenté sur la Figure 4.7. Nous
verrons à la fin de ce chapitre et dans le chapitre 5, en appliquant la méthode pour
la synthèse de la loi de commande du réseau d’ADPLLs que cette hypothèse est
pertinente et qu’elle permet de couvrir un grand nombre de fonctions de transfert
de performance.

Sur la Figure 4.7, le bloc T̆ est décomposé en deux parties : (i) N sous-systèmes
Ts réels du réseau et k sous-systèmes Ts « virtuels » nécessaires à la construction
de la fonction de transfert relative pondérée de performance globale Tg. Le système
augmenté M̃ décrit la topologie d’interconnexion entre ces sous-systèmes, ce qui est
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Figure 4.6: Fonction de transfert croisée de performance

résumé par l’équation suivante, similaire à celle de (4.1) :

ϕ̃ =

T̆︷ ︸︸ ︷
(IN+k ⊗ Ts) r̃




r̃

z̃


 =




M̃11 M̃12

M̃21 M̃22




︸ ︷︷ ︸
M̃




ϕ̃

w̃




(4.26)

avec Ts =




H11 H12

H21 H22




︸ ︷︷ ︸
H

⋆ K, r̃ (t) , ϕ̃ (t) ∈ R
p(N+k), w̃ (t) ∈ R

ñw , z̃ (t) ∈ R
ñz .

La synthèse de la loi de commande résolvant le Problème 4.1 est donnée par le
théorème suivant.

Théorème 4.10. Soit le système bien posé et causal décrit par l’équation (4.26).
Pour les matrices réelles données X = XT ≤ 0, Y , Z = ZT ≥ 0 de dimensions p × p
et une borne donnée η > 0 s’il existe une matrice réelle symétrique définie positive
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Figure 4.7: Fonction de transfert relative pondérée de la performance globale Tg

sous forme d’une UFT en Ts

P̃ ∈ R
(N+k)×(N+k) telle que


 I

M̃ (jω)




∗




P̃ ⊗ X 0 P̃ ⊗ Y 0

0 −η2I 0 0

P̃ ⊗ Y T 0 P̃ ⊗ Z 0

0 0 0 I





 I

M̃ (jω)


 ≤ 0 (4.27)

pour presque tout ω, ω ∈ R ;

la loi de commande décentralisée associée au correcteur K et assurant

‖Ti→o‖∞ < 1 (4.28)

résout le Problème 4.1 c’est-à-dire qu’elle :

(i) Stabilise chaque sous-système local (4.2) représenté sur la Figure 4.2 ainsi que
le réseau global (4.26) représenté sur la Figure 4.7 ;

(ii) Assure les spécifications de la performance locale fixées par des fonction de pon-
dérations locales Wi et Wo selon la minimisation de la norme H∞ de la fonction
de transfert Twpi→zpi

(s) définie dans (4.25) entre les entrées wpi et les sorties zpi de
performance c’est-à-dire

∥∥∥Twpi→zpi

∥∥∥
∞

< 1; (4.29)
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(iii) Assure les spécifications de la performance globale par une minimisation de
la norme H∞ de la fonction de transfert relative pondérée Tg (s) entre les entrées
w̃ et les sorties z̃ de performance globale définie dans (4.26) et représentée sur la
Figure 4.7 c’est-à-dire

‖Tg‖∞ ≤ η. (4.30)

Démonstration. Nous allons démontrer que le correcteur K résout le Problème 4.1
selon l’ordre successif.

(i) La stabilité locale découle de la condition (4.28), étant donné qu’un système
instable ne peut pas avoir une norme H∞ bornée. La stabilité globale à son tour est
assurée par l’application du Théorème 4.6 avec le nouveau système d’interconnexion
M̃ et une nouvelle matrice symétrique définie positive P̃ . En effet, rappelons que
nous avons démontré dans la démonstration du Théorème 4.7 que la condition (4.27)
implique la P̃ ⊗{X, Y, Z} −dissipativité du système M11 c’est-à-dire la première condi-
tion du Théorème 4.6, tandis que la condition (4.28) implique la condition (4.25)
et donc la deuxième condition du Théorème 4.6. Par conséquent, le correcteur K
résout la partie (i) du Problème 4.1.

(ii) La deuxième partie du Problème 4.1 est satisfaite par la condition (4.28) et la
deuxième inégalité de (4.25).

(iii) La condition (4.30) est assurée par l’application directe du Théorème 4.7 avec
un nouveau système d’interconnexion M̃ et une nouvelle matrice symétrique définie
positive P̃ . Le correcteur K résout la partie (iii) du Problème 4.1, ce qui conclut la
démonstration.

Remarque 4.11. La condition (4.27) peut être transformée en une condition LMI des
variables de décision P̃ et R̃ pour des matrices données X = XT ≤ 0, Y , Z = ZT ≥ 0
selon la Remarque 4.4.

Le Théorème 4.10 permet de synthétiser la loi de commande décentralisée assurant
la stabilité locale et globale ainsi qu’un niveau de performance locale et que la diffé-
rence entre ce niveau et le niveau de performance globale définie par la fonction de
transfert relative pondérée Tg n’est pas supérieure à η. Pour des matrices de carac-
térisation de dissipativité données X = XT ≤ 0, Y , Z = ZT ≥ 0, la condition (4.27)
peut être transformée en une condition LMI de la variable de décision P̃ (voir la
Remarque 4.11). Une optimisation convexe (voir l’Annexe A 102 du chapitre 2) peut
donc être appliquée pour minimiser la borne η et donc de minimiser cette différence.

Néanmoins, en fonction du problème considéré, le problème du choix de matrices
X, Y , Z telles que les conditions de Théorème 4.10 sont satisfaites avec un niveau
de performance locale et globale demandé (défini par (4.28) et η respectivement),
peut être difficile. Pour ces raisons, la section suivante illustre un choix possible et
efficace des matrices X, Y , Z en appliquant une optimisation quasi-convexe.

163



Chapitre 4 Méthode de la synthèse de la loi de commande décentralisée

4.4 Choix de caractérisation de dissipativité

Premièrement, nous allons étudier le choix des matrices X, Y , Z pour les conditions
du Théorème 4.6 c’est-à-dire le cas uniquement de la stabilité globale. Le choix
approprié de la caractérisation de dissipativité pour les conditions de la performance
globale et de la synthèse de la loi de commande, c’est-à-dire celles du Théorème 4.7
et du Théorème 4.10 est étudié après. Pour des raisons de clarté, l’étude se focalise
sur le cas d’une interconnexion statique représentée par une matrice réelle M et des
sous-systèmes SISO c’est-à-dire p = 1, x, y, z sont scalaires et le sous-système Ts a
une entrée et une sortie scalaires. Le cas de l’interconnexion dynamique LTI peut
être étudié de la même manière.

4.4.1 Conditions du Théorème 4.6

Étudions dans de plus amples détails les conditions de dissipativité du Théorème 4.6
(4.15) ou (4.12) ainsi que (4.7). La contrainte de dissipativité (4.12) du Théorème 4.6
est en réalité une contrainte sur la fonction de transfert du sous-système local Ts

(ou de l’agent local). Elle peut être transformée sous la forme suivante pour ε > 0

[
Ts(jω)

1

]∗ [
x y

y z

] [
Ts(jω)

1

]
> ε (4.31)

⇐⇒ (Ts(jω) − c)∗(Ts(jω) − c) < r2 + ε (4.32)

et peut être interprétée comme « le lieu de Nyquist de la fonction de transfert Ts (jω)

est situé à l’intérieur d’un cercle avec de centre c = − y
x
et de rayon r =

√
y2

x2
− z

x
». La

Figure 4.8 présente un lieu de Nyquist typique de Ts (jω) dans le cas d’une ADPLL
conçue par la méthode décrite dans le chapitre 2. Le cercle associé est représenté par
une ligne pleine rouge. En observant la Figure 4.8 nous pouvons remarquer qu’une
augmentation du rayon du cercle r pour un centre du cercle c fixé relaxe la contrainte
(4.32) (et donc les conditions (4.15) et (4.12) du Théorème 4.6). Un unique moyen
d’augmenter le rayon r est une augmentation de la valeur − z

x
qui est définie positive

étant donnée la définition de x ≤ 0 et z ≥ 0.

D’un autre côté, la deuxième condition (4.7) du Théorème 4.6 pour P = P T > 0
peut être transformée selon :

(
M11 +

y

z
I

)T

P
(

M11 +
y

z
I

)
≤

(
y2

z2
− x

z

)
P (4.33)

Nous pouvons noter qu’une augmentation de la valeur − z
x
et donc du rayon du

cercle (voir la Figure 4.8) contraint automatiquement la condition (4.33). Malheu-
reusement, nous ne pouvons pas relaxer les deux contraintes à la fois et un problème
d’optimisation doit être résolu qui peut être formulé de la manière suivante :
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4.4 Choix de caractérisation de dissipativité

Figure 4.8: Lieu de Nyquist typique de la fonction de transfert Ts pour le cas d’une
ADPLL obtenue lors de la synthèse décrite dans le chapitre (2)

Problème 4.12. Trouver des valeurs x, y, z telles que la condition (4.33) soit sa-

tisfaite et que le rayon r =
√

y2

x2
− z

x
soit maximal avec un centre du cercle c fixé

pour la fonction de transfert locale Ts (voir (4.32) et la Figure 4.8).

Pour résoudre le Problème 4.12, sans perte de généralité, une variable redondante
peut être supprimée en posant par exemple z = 1. Cela est équivalent à la division de
deux inégalités (4.7) et (4.31) par z > 0 et un changement de variables : x̃ = x

z
≤ 0,

ỹ = y
z
. Par la suite, nous réécrivons la condition (4.33) selon les variables r et c et

une matrice P symétrique définie positive pour formuler le problème d’optimisation
suivant :

min
χ,P

χ = 1
r2

tel que P > 0

MT
11PM11 ≤ 1

r2︸︷︷︸
χ

(cM11 − IN )
T P (cM11 − IN )

(4.34)

Pour une valeur du centre du cercle c donnée, le problème de minimisation de χ
(et donc de maximisation du rayon r) pour les variables de décision P ∈ R

N×N et
χ ∈ R

+ est un problème de minimisation de la valeur propre généralisée maximale
(voir [BEFB94] et l’Annexe A page 102 du chapitre 2). Étant un problème d’opti-
misation quasi-convexe, il peut être résolu de manière efficace en utilisant Matlab©

par exemple. En résolvant le problème, le rayon maximal r pour la contrainte du
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Chapitre 4 Méthode de la synthèse de la loi de commande décentralisée

cercle sur la fonction de transfert Ts (4.32) pour lequel la condition de dissipativité
sur la matrice d’interconnexion M11 (4.7) est satisfaite, peut être trouvé. Ensuite,
on peut facilement démontrer que pour assurer la faisabilité de la condition (4.7) le
centre du cercle c doit être contraint par :

|c| =
∣∣∣∣
y

x

∣∣∣∣ ≤ 1

2max
i

(
∣∣∣Re

(
λM11

i

)∣∣∣)
(4.35)

où λM11

i est la i-ème valeur propre de la matrice M11.

En variant la valeur du centre c dans la plage définie par (4.35), un meilleur couple
c et r peut être trouvé afin de relaxer la contrainte du cercle (4.32) et par voie de
conséquence la condition (4.12). Finalement, une simple transformation {r, c} ⇒
{x, y, z = 1} est réalisée afin d’obtenir la caractérisation de {x, y, z} −dissipativité
recherchée.

Il faut noter aussi que la relaxation de la contrainte (4.32) (et donc des conditions
(4.15) et (4.12)) donne plus de flexibilité pour satisfaire les contraintes de perfor-
mance locale (voir (4.24) et (4.25)).

4.4.2 Conditions du Théorème 4.10

Le choix de la caractérisation de dissipativité pour les conditions du Théorème 4.7
et du Théorème 4.10 est réalisé de manière similaire. Ainsi, la condition (4.27) est
exprimée de la même manière selon le centre c et le rayon r du cercle tels que définis
dans la sous-section précédente (voir la Figure 4.8) :

P̃ > 0
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]
≤ 0. (4.36)

Cette condition est transformée grâce à une factorisation, en la condition :
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(4.37)

En faisant le changement de variable P̂ = r2P̃ et β = η2r2, on obtient le problème
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4.4 Choix de caractérisation de dissipativité

d’optimisation suivant :

min
χ,P

χ = 1
r2

tel que
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(4.38)

où Φ =
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Pour les valeurs de β et c fixées, le problème d’optimisation (4.38) avec les variables
de décision P̂ ∈ R

(N+k)×(N+k) et χ ∈ R
+ est un problème de minimisation de la valeur

propre généralisée maximale (voir [BEFB94] et l’Annexe A page 102 du chapitre 2).
Ce problème peut être résolu de manière efficace en utilisant Matlab© par exemple.
Finalement, une simple transformation {r, c} ⇒ {x, y, z} est réalisée afin d’obtenir
la caractérisation recherchée de {x, y, z} −dissipativité.
Remarque 4.13. En minimisant la valeur de χ dans (4.38), nous maximisons à la fois
le rayon du cercle r et donc nous relaxons la contrainte sur la fonction de transfert
locale du sous-système Ts et nous minimisons la borne η sur la fonction de transfert
relative de performance globale. En effet, étant donné que le rapport β = η2/χ est
une constante fixée, une minimisation de χ implique une minimisation de η2 = χβ.
Le paramètre β est un paramètre de réglage de la condition (4.38). Si le problème
d’optimisation (4.38) n’a pas de solution ou le rayon calculé r = 1/

√
χ contraint

trop fortement la condition (4.12), la valeur de β doit être augmentée pour relaxer
les conditions du problème d’optimisation (4.38).

Remarque 4.14. La résolution du problème d’optimisation (4.38) permet de trouver
(i) la caractérisation de dissipativité x, y, z à assurer par le correcteur local pour
garantir la stabilité globale et (ii) la borne supérieure sur la fonction de transfert
relative pondérée Tg (s), c’est-à-dire une distance maximale η entre les fonctions de
transfert de performance locales et globales. Cette borne supérieure est déterminée
avant la synthèse de la loi de commande fixant a priori la borne sur la « distance »
entre les fonctions de transfert globales et locales. La minimisation de cette borne
avec un choix approprié de contraintes de performance locales remplit les contraintes
de performance globale une fois que les correcteurs sont synthétisés.

4.4.3 L’algorithme de la synthèse de la loi de commande
décentralisée

Pour résumer, la synthèse de la loi de commande décentralisée résolvant le Pro-
blème 4.1 est transformée en une étape d’initialisation, c’est-à-dire un choix ap-
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proprié de fonctions de transfert globale et locale pondérées, et en une étape de
résolution (i) du problème d’optimisation (4.38) et (ii) du problème de synthèse
H∞ locale de la loi de commande assurant la contrainte (4.28) du Théorème 4.10.
Cela peut être résumé par l’algorithme de synthèse de la loi de commande ci-après.
Plus de détails sur différents points de l’algorithme ainsi que leurs illustrations sur
un exemple simple sont reportés dans la section suivante de ce chapitre.
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4.4 Choix de caractérisation de dissipativité

Algorithme 4.1 Synthèse de la loi de commande décentralisée

1. Résoudre le problème d’optimisation (4.34) pour plusieurs valeurs du centre c =
− y

x restreintes par (4.35) afin de trouver le meilleur couple centre c et rayon r du
cercle au sens de relaxation de la contrainte (4.12), puis calculer les valeurs de la
caractérisation de dissipativité x, y, z ;

2. Choisir les fonctions de pondération fixant, selon le cahier des charges, les spécifica-
tions de la performance locale définie par (4.29) ;

3. Appliquer la synthèse H∞ de la loi de commande (voir l’Algorithme 2.1, page 76)
sur le système étendu de la Figure 4.4 dont les entrées et les sorties définissent
la contrainte de la performance locale (4.29) ainsi que la contrainte de la stabilité
globale (4.12) exprimées sous la condition (4.28) ;

4. Si le correcteur K assurant γ < 1 est trouvé, c’est-à-dire la contrainte (4.28) du
Théorème 4.10 est satisfaite, les deux premières parties du Problème 4.1 sont alors
résolues, aller à l’étape 6 ;

5. Si le correcteur K n’est pas trouvé tel que γ < 1 c’est-à-dire la contrainte (4.28) du
Théorème 4.10 n’est pas satisfaite, modifier les contraintes locales de performance
et revenir à l’étape 3.

6. Choisir la fonction de transfert relative pondérée globale Tg qui peut être transformée
sous forme d’une UFT (ou LFT ) en sous-systèmes locaux Ts (voir la Figure 4.7)
et qui évalue la « différence » entre les fonctions de transfert globales et locales de
performance ;

7. Résoudre le problème de minimisation de η sous contrainte (4.27) pour les valeurs
x, y, z trouvées à l’étape 1 (voir la Remarque 4.11)

8. Si le problème de minimisation de η sous contrainte (4.27) pour les valeurs x, y,
z fixées avant est faisable, aller à l’étape 12, sinon calculer les explicitement en
utilisant l’expression de la fonction de transfert Tg pour la loi de commande calculée
à l’étape 3 et aller à l’étape 10 ;

9. Si la valeur β est définie, augmenter cette dernière et aller à l’étape 11, sinon conti-
nuer ;

10. Fixer le paramètre de réglage β = η2r2 pour les valeurs η et r obtenues avant ;

11. Résoudre le problème d’optimisation (4.38) afin de minimiser la valeur χ et donc de
minimiser η et maximiser le rayon r relaxant la contrainte de la fonction de transfert
locale Ts (voir l’équation (4.28) du Théorème 4.10), calculer les nouveaux x, y, z ;

12. Adapter, si nécessaire, les fonctions de pondération fixant les spécifications de perfor-
mance locale définie par (4.29) afin que, multipliées par η, elles fixent les contraintes
de performance globale respectant le cahier de charge ;

13. Appliquer la synthèse H∞ de la loi de commande (voir l’Algorithme 2.1, page 76)
sur le système étendu de la Figure 4.4 ;

14. Si le correcteur K assurant γ < 1 est trouvé, le Problème 4.1 est alors résolu, c’est-
à-dire que la stabilité locale et globale ainsi que la performance locale et globale
(en terme de la fonction de transfert relative pondérée Tg) sont garanties, fin de
l’algorithme ;

15. Si le correcteur K n’est pas trouvé ou la valeur de γ est trop élevée, telle que la
contrainte (4.28) du Théorème 4.10 ne peut pas être satisfaite, soit modifier les
contraintes locales de performance et revenir à l’étape 13 soit revenir à l’étape 9.
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4.5 Exemple numérique

Dans cette section, nous allons appliquer à titre d’illustration les résultats obte-
nus dans ce chapitre sur un exemple numérique simple du réseau d’ADPLLs LTI
présenté à la fin du chapitre 2. Il s’agit du réseau de modèles d’ADPLLs LTI (Mo-
dèle de synthèse) interconnectées selon la topologie (b) (voir la sous-section 2.8.1
page 96), c’est-à-dire le cas pour lequel la synthèse classique locale ne garantit pas
la stabilité. Nous reprenons alors les valeurs numériques de la Configuration FPGA
(voir le Tableau 2.1 page 55). On suppose également que pour respecter les spécifi-
cations de performance globale et donc le cahier des charges, il faut que la fonction
de transfert globale Tw→z = Sglobale (voir la formulation du Problème 4.1) entre le
signal de référence w = ϕRef à l’entrée du réseau et l’erreur de son suivi par le
premier nœud z = εRef1 = ϕRef − ϕ1, respecte la même contrainte fréquentielle que
la fonction de sensibilité locale Slocale de chaque ADPLL (voir la Figure 4.9 et la
première équation de (2.46), page 77).

4.5.1 Stabilité globale performance locale

Tout d’abord suivant les étapes 1-5 de l’Algorithme 4.1 proposé, illustrons le résultat
de la stabilité globale du Théorème 4.6 en le combinant avec les contraintes de perfor-
mance locale (4.24) et (4.25) c’est-à-dire le deux premières parties du Problème 4.1.
Les contraintes de performance locale restent les mêmes comme dans l’exemple de
synthèse de la loi de commande d’une seule ADPLL (voir les équations (2.46) et la
Figure 2.34 page 80). Cela consiste en l’étape 2 de l’Algorithme 4.1, cependant on
rajoute une contrainte supplémentaire sur la dynamique de l’ADPLL locale (4.12)
assurant la stabilité globale. La solution du problème d’optimisation de l’étape 1 de
l’Algorithme 4.1 (Problème 4.12 ou (4.34)) fournit les valeurs de caractérisation de
dissipativité suivantes :

r = 0.9548

c = 0.1

x = −1.1092

y = 0.1109

z = 1

(4.39)

En appliquant la synthèse H∞ pour le sous-système augmenté représenté sur la
Figure 4.4 (l’étape 3 de l’Algorithme 4.1), on obtient le correcteur d’ordre 1 simplifié 1

sous la forme

K (s) = Kstab (s) =
0.6(s+190.5)

s
(4.40)

avec la valeur de γ correspondante : γ = 1.27. Le dépassement de valeur γ > 1 est
expliqué par le fait que les contraintes de performance locales et la contrainte sup-

1. Après avoir approximé le pôle en basses fréquences issu du presque-intégrateur par un pôle
en zéro pur.
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plémentaire sur la stabilité globale (4.12) deviennent trop excessives et l’algorithme
de synthèse n’arrive pas à trouver la solution satisfaisant toutes les contraintes. En
effet, ceci est illustré sur la Figure 4.9 où les fonctions de transfert en boucle fermée
obtenues (la ligne rouge pleine) sont comparées aux mêmes fonctions de transfert
en boucle fermée lors de la synthèse locale à la fin du chapitre 2 (la ligne bleue en
trait-pointillé). Bien que la valeur de γ > 1 signifie que certaines contraintes ne sont
pas satisfaites, la contrainte de stabilité globale

∥∥∥T̂
∥∥∥

∞
< 1 (voir la condition (4.12)

du Théorème 4.6) est tout de même satisfaite. En effet, en calculant cette valeur
pour le correcteur synthétisé, on obtient :

∥∥∥T̂
∥∥∥

∞
= 0.99.

Selon le Théorème 4.6, le correcteur (4.40) n’assurant pas forcément les contraintes
de performance locale assure quand même la stabilité globale du réseau d’ADPLLs
identiques interconnectées selon la topologie (b) (voir la Figure 2.53 page 98).
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Figure 4.9: Fonctions de sensibilité obtenues après la synthèse H∞ (i) locale (la
ligne bleue en trait-pointillée), (ii) assurant la stabilité globale (la ligne rouge
pleine), les contraintes fréquentielles pour la performance locale (la ligne rouge
pointillée)

Le calcul de la valeur propre avec la partie réelle maximale de la représentation
d’états du système global λmax = −83.89 ainsi que la Figure 4.10 (le lieu de Nyquist
généralisé d’après le Théorème 3.2 page 118) et la Figure 4.11 (les simulations tem-
porelles du Modèle de synthèse d’ADPLLs interconnectées selon la topologie (b))
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confirment ce résultat.
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Figure 4.10: Lieux de Nyquist généralisé du réseau obtenu d’ADPLLs intercon-
nectées selon la topologie (b) de la Figure 2.53
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Figure 4.11: Simulation temporelle de la topologie (b) du réseau décrit sur la
Figure 2.53 : évolution de l’erreur de suivi εRef1 = ϕRef − ϕ1 pour le premier
nœud du réseau

Il est possible ensuite, en faisant quelques itérations des étapes 2-5 de l’Algorithme 4.1,
d’adapter les spécifications de performance locale (en adaptant certaines contraintes)
et la loi de commande afin d’assurer la condition γ < 1 c’est-à-dire la condition (4.28)
du Théorème 4.10. Comme cette procédure est une procédure de synthèse H∞ stan-
dard (illustrée dans la section 2.5 page 60 du chapitre 2), nous ne rentrerons pas
dans les détails de cette démarche, nous continuons plutôt les étapes 6-15 de l’Al-
gorithme 4.1 assurant la performance globale.
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4.5.2 Performance globale

Étudions maintenant le cas de la performance globale en illustrant le résultat du
Théorème 4.10. Commençons par l’étape 6 de l’Algorithme 4.1. Comme discuté
avant, le cahier des charges, pour la fonction de transfert globale Tw→z = Sglobale

(voir la formulation du Problème 4.1) entre le signal de référence w = ϕRef à l’entrée
du réseau et l’erreur de son suivi par le premier nœud z = εRef1 = ϕRef − ϕ1, fixe
la même contrainte fréquentielle que pour la fonction de sensibilité locale Slocale de
chaque ADPLL comme dans le cas d’une seule ADPLL (voir la Figure 4.9 et la
première équation de (2.46), page 77). Dans ce cas-là, la fonction de transfert locale
correspond à la fonction de sensibilité Slocale = S = (1 + KG)−1 et la fonction de
transfert globale Tw→z = Sglobale est décrite par (4.1) avec 2

M ij
11 =





1

mi

, si l’ADPLL i reçoit information de l’ADPLL j

0 , sinon

M12 =
[

1

m1
0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸
N−1

]T

M21 =
[

−1

N−1︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0

]

M22 = 1

(4.41)

où N = 13 représente le nombre d’ADPLLs en réseau et mi le nombre d’entrées de
la i-ème ADPLL.

Il est important de noter que dans notre exemple numérique, les fonctions de trans-
fert globale et locale sont les fonctions de transfert SISO. En traçant ces fonctions
de transfert pour le cas de la loi de commande obtenue dans la sous-section pré-
cédente (4.40) avec la contrainte fréquentielle correspondante (voir la Figure 4.12),
on remarque clairement que les spécifications de performance globale ne sont pas
satisfaites. En effet, il existe une certaine « différence » entre la fonction de trans-
fert locale et globale apportée par la dynamique du réseau. Cette différence étant
importante, elle provoque le dépassement de la contrainte fréquentielle défini par le
cahier des charges préalable.

Appliquons la synthèse de la loi de commande proposée dans le Théorème 4.10 et
l’Algorithme 4.1 pour respecter cette contrainte globale. Étant donné que l’on peut
assurer les contraintes fréquentielles sur les fonctions de transfert locales (c’est-à-
dire un niveau de la performance locale) et une « distance » maximale entre ces
fonctions de transfert et les fonctions de transfert de performance globale associées,
nous allons utiliser l’approche de la performance globale relative. Selon la démarche
expliquée dans l’Algorithme 4.1 (l’étape 6), il faut tout d’abord trouver une fonction

2. La référence est prise en compte comme une entrée supplémentaire de la première PLL,
c’est-à-dire m1 = 2.

173



Chapitre 4 Méthode de la synthèse de la loi de commande décentralisée

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

20

Figure 4.12: Fonction de transfert globale Sglobale (la ligne bleue pleine), fonction
de transfert locale Slocale (la ligne bleue en trait long) et la contrainte fréquentielle
correspondante (la ligne rouge en trait court)

de transfert relative pondérée T g nécessaire pour évaluer la « différence » entre la
performance locale et la performance globale et ensuite la transformer sous forme
d’une UFT (ou LFT ) en Ts.

Étant donné que notre objectif de performance est exprimé en échelle logarithmique,
la « distance » entre les deux fonctions de transfert (globale et locale) va être évaluée
en terme de leur rapport. Choisissons la fonction de transfert relative pondérée Tg (s)
sous la forme suivante :

Tg (s) =
Sglobale (s)

Slocale (s) + α
(4.42)

où α ∈ R
+.

L’utilisation du paramètre α dans l’expression de la fonction de transfert relative
pondérée (4.42) est motivée par le risque de problèmes numériques induit par l’éva-
luation de l’expression de la fonction de transfert relative (4.42). En effet, pour α = 0
et étant donné que la fonction de sensibilité S tend vers zéro en basses fréquences
(comportement intégrateur pur de la boucle ouverte K (s)G (s)), il en résulte une
division par zéro, c’est-à-dire la fonction de transfert relative pondérée (4.42) est mal
posée. Par conséquence, une valeur non nulle de α doit être imposée pour assurer la
validité de l’expression (4.42) dans le domaine de pulsation voulu.

La performance globale est évaluée par le calcul de la borne supérieure η de la norme
H∞ de Tg (s) :

‖Tg (s)‖∞ ≤ η ⇔ |Tg (jω)| ≤ η, ∀ω ∈ R (4.43)
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Dans l’échelle logarithmique et pour le cas SISO, (4.43) est équivalent à :

20log10 (|Sglobale (jω)|)− 20log10 (|Slocale (jω) + α|) ≤ 20log10 (η) = µ ⇐⇒

|Sglobale (jω)|dB − |Slocale (jω) + α|dB ≤ µ
, (4.44)

pour ∀ω ∈ R.

Dans le domaine de fréquences où α ≪ |Slocale (jω)|, le paramètre α peut être
négligé. La fonction de transfert relative pondérée est alors exprimée comme Tg (s) ≈
Sglobale(s)

Slocale(s)
et la condition (4.44) est équivalente à :

|Sglobale (jω)|dB − |Slocale (jω)|dB ≤ µ, ∀ω ∈ R (4.45)

Autrement dit, dans l’échelle logarithmique, le module de la fonction de transfert de
performance globale Sglobale est borné par le module de la fonction de transfert de
performance locale Slocale plus une valeur de µ dB. Cette situation est illustrée sur la
Figure 4.13. Si la fonction de transfert locale (la ligne bleue pleine sur la Figure 4.13)
plus µ dB fixe une borne (la ligne bleue en trait court sur la Figure 4.13) inférieure à
la contrainte fréquentielle de performance à satisfaire selon le cahier des charges (la
ligne rouge en trait long sur la Figure 4.13), alors la fonction de transfert globale (la
ligne verte en trait interrompu mixte sur la Figure 4.13) satisfera cette contrainte.
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Figure 4.13: Contrainte fréquentielle sur la fonction de transfert de performance
globale.

Prenons notre exemple d’ADPLLs interconnectées selon la topologie (b). Le domaine
des pulsations nous intéressant est le domaine au-dessus de 100 rad/sec (voir la Fi-
gure 4.12) car, à partir de cette pulsation, la contrainte fréquentielle n’est plus sa-
tisfaite. La loi de commande synthétisée doit alors imposer, si possible, la contrainte
fréquentielle désirée dans ce domaine de pulsation 3. On choisit alors pour notre

3. Dans tous les cas, si nous choisissons la valeur α telle que 20 log10 (α) < −30dB, le domaine
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exemple la valeur de α = 0.01 correspondante à 20 log10 (α) = −40dB. En conclu-
sion, la borne supérieure µ sur le module de la fonction de transfert relative pondérée
(4.42) implique que le module de la fonction de transfert globale Sglobale est borné par
le module de la fonction de transfert Slocale plus µ dB dans le domaine de pulsation
où α ≪ |Slocale (jω)|.

L’étape suivante est la transformation de la fonction de transfert relative pondérée
(4.42) en une UFT en Ts. Étant donné que par définition de la fonction de sensibilité
S = 1 − T et que Slocale = S et Ts = T dans l’application considérée, on obtient sur
la Figure 4.14 la représentation graphique de (4.42).

Figure 4.14: Fonction de transfert relative pondérée Tg (s) en forme d’une UFT en
Ts

Le schéma représenté sur la Figure 4.14 est facilement transformé sous la forme

de fréquence où la valeur de α ne peut pas être négligée n’est pas pertinent. En effet, même si la
contrainte était dépassée dans le domaine de fréquence où 20 log10 (α) ≥ −30dB, l’erreur de suivi
serait petite et pourrait être négligée.
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décrite sur le schéma de la Figure 4.7, page 162 avec k = 1 et :

T̆ = IN+1 ⊗ Ts

M̃ =




1

1 + α

1

1 + α
M21

1

1 + α
M22

0 M11 M12

1

1 + α

1

1 + α
M21

1

1 + α
M22




r̃ =
[

q r1 · · · rN

]T
, ϕ̃ =

[
p ϕ1 · · · ϕN

]T
, w̃ = w, z̃ = q

(4.46)

Ayant une description détaillée de la fonction de transfert relative pondérée (4.26)
évaluant la performance globale, on peut appliquer le Théorème 4.10 pour la synthèse
de la loi de commande.

A l’aide d’optimisation convexe LMI, une premier étape naturelle serait de trouver
et de minimiser la borne η de la condition (4.27) pour la caractérisation de dis-
sipativité trouvée précédemment dans le cas de la stabilité globale (c’est-à-dire x,
y, z de (4.39)). Cela correspond à l’étape 7 de l’Algorithme 4.1, 169. En réalité,
comme cela a été mentionné à la fin de la section 4.3, l’optimisation convexe avec
les mêmes valeurs de x, y, z que pour le cas de la stabilité peut ne pas donner des
résultats satisfaisants. C’est effectivement le cas de l’exemple numérique considéré
ici et l’algorithme d’optimisation pour les x, y, z de (4.39) ne trouve pas de valeur de
η2 et P̃ telles que la condition (4.27) soit satisfaite. On est alors amené à choisir la
caractérisation de dissipativité en appliquant l’optimisation quasi-convexe discutée
dans la section 4.4, c’est-à-dire les étapes 10 et 11 de l’Algorithme 4.1.

Tout d’abord, une valeur initiale du paramètre de réglage β doit être fixée. Dans
la sous-section 4.4.2, ce paramètre a été introduit pour transformer le problème
d’optimisation non-convexe en un problème quasi-convexe dont la solution existe
et est efficace en général. Nous rappelons que β = η2r2. Nous avons déjà à notre
disposition l’ordre de grandeur du paramètre β après avoir effectué la synthèse de la
loi de commande garantissant la stabilité globale (voir la seconde partie de l’étape 8
de l’Algorithme 4.1). En effet, les paramètres r = 0.9548 de (4.39) et η ≈ 40 ce qui
correspond à µ = 20log10 (η) ≈ 32 dB sont alors choisis en se basant sur (4.42) et les
fonctions de transfert Sglobale et Slocale obtenues précédemment (voir la Figure 4.12).

L’exécution de quelques itérations de l’algorithme d’optimisation quasi-convexe (4.38)
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(c’est-à-dire l’étape 11 de l’Algorithme 4.1) donne les nouveaux résultats suivants :

r = 0.9047

c = 0.1

x = −1.237

y = 0.124

z = 1

η = 14.57

µ = 23.27 dB

(4.47)

Notons que la borne sur la « différence » entre la fonction de transfert globale et
la fonction de transfert locale a diminué de ≈ 9 dB, ce qui suffit pour respecter la
contrainte de performance globale. Cependant, nous notons également que le rayon
du cercle r a diminué en même temps que la borne. Cela implique une contrainte plus
forte sur la dynamique de l’ADPLL locale (c’est-à-dire la fonction de transfert T̂ ,
voir les conditions (4.28) et (4.25)), ce qui semble logique car il faut plus contraindre
la dynamique de chaque ADPLL en réseau pour « gagner » ≈ 9 dB sur la borne
supérieure de la fonction de transfert globale. Ce résultat est confirmé par la synthèse
de la loi de commande finale.

D’après la discussion ci-dessus, afin de garantir que γ < 1, il est nécessaire d’adapter
la contrainte fréquentielle sur la fonction de transfert en boucle fermée locale KS
(voir la Figure 4.9), c’est-à-dire au lieu de 20.8dB, nous fixons une contrainte de
45.2dB en HF. Les autres contraintes pour les autres fonctions de transfert locales
en boucle fermée restent les mêmes. Cela fait appel au point 12 de l’Algorithme 4.1.

La synthèse H∞ (le point 13 de l’Algorithme 4.1) fournit le correcteur suivant après
la même approximation de son modèle :

K (s) = K1
perf (s) =

4.7(s+27.4)
s

(4.48)

avec la valeur de γ = 0.999. La norme H∞ de la fonction de transfert T̂ est égale
à

∥∥∥T̂
∥∥∥

∞
= 0.995, l’Algorithme 4.1 débouche donc sur la stabilité du réseau selon le

Théorème 4.6. Les fonctions de transfert locales en boucle fermée correspondantes
sont représentées sur la Figure 4.15.

La loi de commande obtenue (4.48) assure aussi la performance globale demandée
(voir la Figure 4.16) : la contrainte fréquentielle (voir la ligne verte en trait inter-
rompu mixte sur la Figure 4.16) pour la fonction de transfert globale Sglobale (voir la
ligne bleue pleine sur la Figure 4.16) fixée par la fonction de transfert locale Slocale

(voir la ligne bleue en trait long sur la Figure 4.16) plus µ ≈ 23 dB est respectée.
Étant donné que cette contrainte est inférieure 4 à la contrainte du cahier des charges

4. On ne parle pas de domaine de HF où la contrainte fréquentielle pour la fonction de transfert
globale (voir la ligne verte en trait interrompu mixte sur la Figure 4.16) n’est pas inférieure à
la contrainte fréquentielle d’après le cahier des charges (voir la ligne rouge en trait court sur
la Figure 4.16). On peut démontrer, néanmoins, [TM09, TM10] qu’en HF les deux fonctions de
transfert Sglobale et Slocale coïncident et sont égales à 1.
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Figure 4.15: Fonctions de sensibilité obtenues après la synthèse H∞ (i) locale
(la ligne bleue en trait-pointillé), (ii) assurant la stabilité globale (la ligne rouge
pleine), (iii) assurant la performance globale (la ligne verte pleine), les contraintes
fréquentielles pour la performance locale (la ligne rouge pointillée)

(voir la ligne rouge en trait court sur la Figure 4.16), les spécifications de perfor-
mance globale sont alors aussi respectées. La Figure 4.17 illustre l’amélioration de
la performance de la loi de commande assurant la performance globale (4.48) par
rapport au cas de la loi de commande assurant seulement la stabilité globale (4.40).
Le calcul explicite de la norme H∞ de la fonction de transfert relative pondérée Tg

de (4.42) obtenue donne la valeur µréel = 21.6 dB. Ce résultat est très important
pour illustrer le niveau faible de conservatisme de cette méthode de synthèse. En
effet, étant donné que la méthode se base sur des conditions suffisantes, la borne
estimée maximale µ peut être conservative. La borne réelle µréel proche de la borne
estimée montre un conservatisme faible de la méthode.

Il est également possible, pour les valeurs de la caractérisation de dissipativité fixées,
d’augmenter la rapidité du réseau d’ADPLLs en augmentant la contrainte sur la
bande passante de la fonction de transfert Sglobale. Le correcteur correspondant est
alors obtenu :

K (s) = K2
perf (s) =

7.1(s+178.2)
s

(4.49)

Les fonctions de transfert globales Sglobale pour les trois lois de commande (4.40),
(4.48) et (4.49) correspondant aux lois de commande assurant uniquement la sta-
bilité, la performance et la performance « rapide » globales respectivement sont
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Figure 4.16: Fonction de transfert globale Sglobale (la ligne bleue pleine), fonction de
transfert locale Slocale (la ligne bleue en trait long) et fonction de transfert locale
+ µ dB (la ligne verte en trait interrompu mixte) et la contrainte fréquentielle
correspondante (la ligne rouge en trait court) obtenues après la synthèse de la loi
de commande assurant la performance globale

représentées sur la Figure 4.18. Les résultats de simulation temporelle des réseaux
obtenus des Modèles de synthèse d’ADPLLs sous forme d’évolution dans le temps
d’erreurs de suivi de la référence par la première ADPLL ε1 = ϕRef − ϕ1 avec les
mêmes conditions initiales et le même signal en entrée sont représentés sur la Fi-
gure 4.19. On remarque que le temps de réponse le plus court d’après les simulations
du Modèle de synthèse correspond à la fonction de transfert globale avec la bande
passante la plus large (la ligne rouge pleine).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une méthode originale de synthèse de la loi de
commande décentralisée assurant la stabilité et un niveau de performance du système
de grande dimension composé de sous-systèmes identiques. L’information importante
sur l’identité des sous-systèmes a été prise en compte lors du développement de la
méthode, ce qui, en combinaison avec l’approche proposée de la performance relative,
a permit d’obtenir une méthode à la fois efficace et peu conservative de synthèse de
la loi de commande d’un système complexe de grande dimension.

A la fin du chapitre nous avons illustré l’application de la méthode de synthèse
de la loi de commande décentralisée proposée sur un exemple simple d’ADPLLs
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Figure 4.17: Fonction de transfert globale Sp
globale (la ligne bleue pleine) issue du

correcteur assurant la performance globale, fonction de transfert globale Ss
globale

(la ligne bleue en trait long) issue du correcteur assurant seulement la stabilité
globale et fonction de transfert locale + µ dB (la ligne verte en trait interrompu
mixte) et la contrainte fréquentielle correspondante (la ligne rouge en trait court)

interconnectée selon la topologie (b) décrit sur la Figure 2.53, page 98. La méthode
est efficace et permet d’assurer la stabilité et la performance globales du réseau pour
lequel la synthèse classique locale n’a pas donné de résultats satisfaisants. Dans le
chapitre suivant, pour valoriser la méthode présentée dans ce chapitre, nous allons
étudier sa mise en œuvre pratique pour la synthèse de la loi de commande de réseaux
d’ADPLLs avec différentes topologies.
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Figure 4.18: Fonction de transfert globale Ss
globale (la ligne bleue en trait long) cor-

respondante à la loi de commande (4.40) assurant seulement la stabilité globale,
fonction de transfert globale Sp

globale (la ligne verte en trait interrompu mixte)
correspondante à la loi de commande (4.48) assurant la performance et fonc-
tion de transfert globale Sp

globale (la ligne rouge pleine) correspondante à la loi
de commande (4.49) assurant la performance « rapide » ainsi que la contrainte
fréquentielle correspondante (la ligne rouge en trait court)
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Figure 4.19: Simulations temporelles de la topologie (b) de réseau décrit sur la
Figure 2.53 pour trois lois de commande (4.40), (4.48) et (4.49), l’évolution de
l’erreur de suivi εRef1 = ϕRef − ϕ1 pour le premier nœud du réseau
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5 Conception automatique du réseau
d’ADPLLs

Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons développé une méthode de synthèse de la loi
de commande décentralisée pour un système de grande dimension composé de sous-
systèmes identiques. A titre d’illustration, la méthode a été appliquée au réseau
de modèles interconnectés de PLLs simples LTIs (Modèles de synthèse) selon la
topologie (b) de la Figure 2.53, page 98. Dans ce chapitre, nous allons déployer
la méthode de synthèse de la loi de commande proposée pour la problématique
considérée dans cette thèse, à savoir une conception des réseaux actifs de génération
et de distribution du signal d’horloge.

Tout d’abord, nous présenterons les différentes topologies considérées du réseau dans
cette étude. Par la suite, dans la section suivante, nous décrirons deux modèles li-
néaires du réseau de génération et de distribution du signal d’horloge, à savoir : le
Modèle de synthèse et le Modèle d’analyse. Les subtilités non-linéaires du système
liées au réseau et aux interconnexions telles que les points d’équilibre parasites appe-
lés aussi « Mode-Locking », non abordés lors de l’étude d’une seule ADPLL, seront
examinées avec plus de détails dans la section suivante lors d’une description du Mo-
dèle de simulation du réseau. Ensuite, une synthèse de la loi de commande assurant
la stabilité globale et la performance globale du système LTI (Modèle de synthèse)
sera appliquée selon la méthode proposée dans le chapitre 4 pour différentes topolo-
gies d’interconnexion du réseau. Par la suite, une méthode de choix d’emplacement
du signal de référence dans le réseau sera décrite.

La méthode de synthèse de la loi de commande proposée est basée sur le fait que les
sous-systèmes du réseau sont identiques. Puisqu’en pratique, à cause des dispersions
technologiques de fabrication, ceci n’est jamais le cas, dans la section suivante, la
méthode de µ-analyse du réseau d’ADPLLs complet obtenu est proposée afin d’as-
surer que la stabilité globale et/ou la performance globale soient conservées aussi
pour le réseau d’ADPLLs incertaines (Modèle d’analyse).

A la fin du chapitre, pour tester l’efficacité de la loi de commande synthétisée et
vérifier la validité des hypothèses prises durant la modélisation, les résultats des
simulations sur le modèle complexe non-linéaire (Modèle de simulation) seront pré-
sentés.
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5.1 Topologies d’interconnexion considérées

Dans ce chapitre, nous considérons trois types de topologie du réseau d’ADPLLs
interconnectées dont les graphes associés sont représentés sur la Figure 5.1. La syn-
thèse de la loi de commande ainsi que l’analyse de l’influence d’incertitudes pour la
Topologie A (Figure 5.1a) seront discutées en détails. Concernant les deux autres to-
pologies, seule une brève discussion ainsi que les résultats principaux de la synthèse
seront mis en évidence afin de confirmer la généralité de la méthode proposée.

Une première étape logique de l’étude d’un réseau complexe est l’étude d’un réseau
ayant une certaine régularité et/ou symétrie dans sa topologie d’interconnexion.
C’est pour ces raisons que la première topologie (Topologie A) du réseau d’ADPLLs
a été choisie régulière et correspondante au graphe non-orienté (voir l’annexe C du
chapitre 3, page 134 pour plus de détails sur ce sujet).

La Topologie B du réseau d’ADPLLs possède aussi une certaine régularité, cepen-
dant elle correspond au graphe orienté formant un anneau extérieur connecté à la
référence. Cela permet de forcer les ADPLLs situées à l’intérieur du réseau à la
suivre plus rapidement, ce qui est intéressant du point de vue de l’application, et
d’illustrer la méthode de synthèse proposée dans le cas de réseaux asymétriques.

La Topologie C est à son tour irrégulière, asymétrique et a été choisie de manière
aléatoire tout en garantissant la connexité du graphe orienté correspondant par
rapport à la référence. Cela garantit qu’il existe au moins un chemin entre la référence
et chaque sous-système du réseau, ce qui implique la possibilité de synchroniser
toutes les ADPLLs avec la référence. Cette topologie permettra de tester l’efficacité
de la méthode de synthèse développée dans le cas d’un réseau complexe, irrégulier,
asymétrique d’ADPLLs interconnectées.

Comme dans le cas d’une seule ADPLL (voir le chapitre 2) nous allons considérer
les trois modèles du réseau d’ADPLLs interconnectées. Les Modèles de synthèse
et d’analyse seront présentés ensemble dans la section suivante, alors que le Mo-
dèle de simulation ainsi que l’aspect pratique le plus important de sa réalisation, lié
au cyclisme de la phase, sera présenté dans la section 5.3.

5.2 Modèle de synthèse et d’analyse du réseau

Les réseaux d’ADPLLs pour toutes les topologies représentées sur la Figure 5.1 sont
composés d’ADPLLs identiques dont le schéma est représenté sur la Figure 5.2.
Identique signifie ici que chaque ADPLLs possède les mêmes sous-systèmes élémen-
taires tels que le PDs, le filtre F, le DCO et le diviseur de fréquence que dans le
cas d’une seule ADPLL. Seul le nombre d’entrées mi, et donc de comparateurs de
phases et les coefficients des sommes pondérées 1

mi
, changent en fonction de la po-

sition de l’ADPLL au sein du réseau. Il est aussi important de préciser qu’afin de
réduire le nombre de comparateurs de phase utilisés et l’influence des retards de pro-
pagation du signal d’horloge entre les différents oscillateurs, les PDs sont partagés
par les ADPLLs adjacentes et sont placés à mi-distance de chaque oscillateur (voir
la Figure 5.2). Pour plus de détails sur la réalisation pratique de la structure du
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5.2 Modèle de synthèse et d’analyse du réseau

(a) Topologie A (b) Topologie B

(c) Topologie C

Figure 5.1: Quatre topologies du réseau d’interconnexion d’ADPLLs considérées

réseau d’ADPLLs interconnectées ainsi que son implémentation, le lecteur est invité
à consulter [JZA+11, CZRC11].

Les valeurs de tous les paramètres de toutes les ADPLLs de réseaux pour toutes
les topologies (représentées sur la Figure 5.1a,b,c) sont les mêmes et sont résumées
dans le Tableau 2.1, page 55.

En réalisant la même démarche de modélisation pour chaque sous-système de chaque
ADPLL et la transformation discret-continue comme cela a été effectuée dans la
section 2.2 du chapitre 2, on obtient deux modèles de la iième ADPLL au sein du
réseau : le Modèle de synthèse (Figure 5.3 qui est identique à la Figure 2.51, page 97)
et le Modèle d’analyse (Figure 5.4).

Sur ces figures, le signal ϕi représente la phase de la iième ADPLL, les signaux ϕj, ϕk,
ϕl, etc. représentent les phases des ADPLLs voisines à la iième ADPLL. Les indices j,
k, l etc. ainsi que leur nombre mi dépend de la topologie du réseau d’interconnexion
et de la position de la iième ADPLL au sein de ce réseau. Le nombre de PDs de la

185



Chapitre 5 Conception automatique du réseau d’ADPLLs

Figure 5.2: ADPLLs du réseau actif de génération et de distribution du signal
d’horloge

iième ADPLL ainsi que le coefficient de division de la somme pondérée (représentée
sur la Figure 1.14, page 26) sont alors égaux au nombre d’entrées mi de la iième

ADPLL.

Étant donné que la iième ADPLL ami comparateurs de phase, elle a le même nombre
de blocs d’incertitude ∆ji

P D et de signaux de perturbation qP Dj,i correspondant aux
comparateurs de phase. Tous les autres signaux ainsi que les blocs d’incertitudes sont
identiques à ceux de l’ADPLL seule et ont déjà été présentés dans la section 2.2 du
chapitre 2, page 43.

Modélisation des incertitudes du réseau. Il est nécessaire, néanmoins, d’apporter
quelques précisions concernant la modélisation des incertitudes. Étant donné que le
circuit est composé de plusieurs ADPLLs identiques et non pas d’une seule, il peut
y avoir lors de la fabrication deux types d’incertitudes sur leurs paramètres [Nas01] :

(i) les incertitudes d’un circuit à l’autre (Die-to-Die variations en anglais) c’est-
à-dire les incertitudes provoquées par le fait que différents réseaux d’ADPLLs ont
été fabriqués sur différentes plaquettes de silicium sous différentes conditions de
fabrication ;

(ii) les incertitudes au sein du même circuit (Within-Die variations en anglais) c’est-
à-dire les incertitudes provoquées par le fait que la gravure du circuit s’est déroulée
sous différentes conditions pour différents endroits du circuit et/ou les incertitudes
provoquées par les variations de dimensions physiques de transistors au sein du
même circuit.

L’influence de la variation des dimensions physiques des transistors sur l’incertitude
peut être minimisée par des techniques bien connues en conception microélectronique
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Figure 5.3: Modèle de synthèse de la iième ADPLLs au sein du réseau

Figure 5.4: Modèle d’analyse de la iième ADPLLs au sein du réseau

[Hof04, GHLM09]. C’est pour cette raison que pour un circuit bien conçu de petite
taille le deuxième type d’incertitude est généralement négligé. Un circuit réalisant
une seule ADPLL est un circuit de relativement petite taille et en conséquence du-
rant la modélisation d’une seule ADPLL (voir la section 2.2 du chapitre 2, page 43)
l’incertitude de deuxième type est négligée ou plutôt incorporée dans l’incertitude
plus importante du premier type. Un circuit réalisant un réseau d’ADPLLs intercon-
nectées est un circuit de grande dimension avec plusieurs sous-systèmes identiques
et nous devons, lors de sa modélisation, prendre en compte l’existence de deux types
d’incertitudes. Ceci est encore plus d’actualité pour des technologies plus récentes
(au-dessous de 130nm pour la longueur de transistor utilisé).

Une des possibilités pour prendre en compte durant la modélisation ces deux types
d’incertitude pour chaque paramètre est leur combinaison en une seule incertitude
différente pour chaque ADPLL. Ceci résulte en une modélisation plus simple du
réseau. Cependant, de part la description plus fine du modèle, ce qui potentiellement
permettra de réduire le conservatisme du problème d’analyse considéré par la suite,
nous allons distinguer ces deux types d’incertitude pour chaque paramètre incertain
du modèle du réseau. En effet, la méthode de µ-analyse a été développée notamment
pour ces raisons-là, elle prend en compte l’information sur la structure et le type
des incertitudes afin d’avoir le résultat d’analyse le plus proche de la réalité. Nous
allons ainsi modéliser les incertitudes de chaque ADPLL du réseau par une partie
commune pour toutes les ADPLLs et une partie variable d’une ADPLL à l’autre.
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Les incertitudes de filtres F sont une exception. Les filtres dans notre architecture
sont numériques et la seule source importante d’incertitudes est le nombre réduit de
bits pour codage des coefficients (voir la section 2.2 du chapitre 2, page 43) qui ne
varie pas d’une ADPLL à l’autre. La modélisation suivante est alors proposée pour
les incertitudes paramétriques de la iième ADPLL du réseau :

∆ji
P D = ∆P D + ∆̃

ji
P D = Kgab

P D · δP D + K̃gab
P D · δji

P D;

∆i
V CO = ∆V CO + ∆̃

i
V CO = Kgab

V CO · δV CO + K̃gab
V CO · δi

V CO;

∆i
P = ∆P = Kgab

P · δP ;

∆i
I = ∆I = Kgab

I · δI ,

(5.1)

où ∆P D, ∆V CO, ∆P , ∆I , Kgab
P D, Kgab

V CO, Kgab
P , Kgab

I sont respectivement les incer-
titudes communes et leurs gabarits (dont les valeurs sont les mêmes comme dans
le Tableau 2.1 page 55), δP D, δV CO, δP , δI sont les incertitudes communes réelles
normalisées : |δP D| < 1,|δV CO| < 1,|δP | < 1,|δI | < 1, δji

P D, δi
V CO, δi

P , δi
I sont les in-

certitudes réelles normalisées variables :
∣∣∣δji

P D

∣∣∣ < 1,|δi
V CO| < 1,|δi

P | < 1,|δi
I | < 1 pour

∀i et ∀j, ainsi que K̃gab
P D, K̃gab

V CO, K̃gab
P , K̃gab

I sont les gabarits d’incertitudes variables
dont les valeurs numériques sont présentées dans le Tableau 5.1.

Paramètre Configuration FPGA

Le gabarit d’incertitude

variable du gain du PD
K̃gab

P D = 0.05K
nom
P D (5%)

Le gabarit d’incertitude

variable du gain du DCO
K̃gab

V CO = 0.05K
nom
V CO (5%)

Table 5.1: Configuration des paramètres pour les incertitudes variables en réseau

L’expression des paramètres incertains de la iième ADPLL prend alors la forme :

Ki
V CO = Knom

V CO +

∆V CO︷ ︸︸ ︷
Kgab

V CO · δV CO +

∆̃i
V CO︷ ︸︸ ︷

K̃gab
V CO · δi

V CO;

Kji
P D = Knom

P D +

∆P D︷ ︸︸ ︷
Kgab

P D · δP D +

∆̃ji

P D︷ ︸︸ ︷
K̃gab

P D · δji
P D;

Ki
P = Knom

P +

∆P︷ ︸︸ ︷
Kgab

P δP = KP ;

Ki
I = Knom

I +

∆I︷ ︸︸ ︷
Kgab

I δI = KI .

(5.2)
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D’après la Figure 5.4, le signal miε̃i a l’expression suivante :

miε̃i =
mi∑

q∈Ni

ε̂qi︷ ︸︸ ︷
(εqi + qP Dqi)

(
Knom

P D + Kgab
P D · δP D + K̃gab

P D · δqi
P D

)
= · · ·

· · ·
(
Knom

P D + Kgab
P D · δP D

) (
mi∑

q∈Ni

ε̂qi

)
+ · · ·

· · · K̃gab
P D

(
ε̂jiδ

ji
P D + ε̂kiδ

ki
P D + · · · + ε̂liδ

li
P D

)

(5.3)

où Ni = {j, k, · · · , l} désigne l’ensemble des ADPLLs voisines de la iième ADPLL
du réseau.

Notons que la première partie de (5.3) concerne l’incertitude de PD commune à
toutes les ADPLLs, et la deuxième partie peut être modélisée de manière suivante :

K̃gab
P D

(
ε̂jiδ

ji
P D + ε̂kiδ

ki
P D + · · · + ε̂liδ

li
P D

)
= K̃gab

P Dδi
P D

mi∑

q∈Ni

ε̂qi (5.4)

avec |δi
P D| < 1 et ∆̃i

P D = K̃gab
P Dδi

P D.

En effet, cela est possible du fait de la relation :

−
mi∑

q∈Ni

|ε̂qi| ≤
∣∣∣ε̂jiδ

ji
P D + ε̂kiδ

ki
P D + · · ·+ ε̂liδ

li
P D

∣∣∣ ≤
mi∑

q∈Ni

|ε̂qi|

Grâce aux transformations (5.3) et (5.4), il est possible de transformer les deux

schémas des Figures 5.3 et 5.4 avec
mi∑

q∈Ni

ε̂qi =
mi∑

q∈Ni

εqi +
mi∑

q∈Ni

qP Dqi = εi + qP Di et

ri =
mi∑

q∈Ni

ϕq en deux schémas équivalents simplifiés des Figures 5.5 et 5.6, avec :

∆i
V CO = ∆V CO + ∆̃

i
V CO = Kgab

V CO · δV CO + K̃gab
V CO · δi

V CO

∆i
P D = ∆P D + ∆̃

i
P D = Kgab

P D · δP D + K̃gab
P Dδi

P D

En notant la fonction de transfert entre l’entrée ri du nœud i de l’ADPLL et sa sortie
ϕi : Tri→ϕi

= Ts on obtient le Modèle global de synthèse décrit par l’équation (4.1)
et représenté sur la Figure 4.1, page 147.
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Figure 5.5: Modèle de synthèse de la iième ADPLLs au sein du réseau équivalent
transformé du modèle de la Figure 5.3

Figure 5.6: Modèle d’analyse de la iième ADPLLs au sein du réseau équivalent
transformé du modèle de la Figure 5.4

5.3 Modèle de simulation du réseau et Mode-Locking

5.3.1 Description

Dans la section précédente, nous avons présenté deux modèles LTIs du réseau
complet d’ADPLLs interconnectées considérés dans cette étude : le Modèle nomi-
nal de synthèse et le Modèle incertain d’analyse (voir page 33 pour plus de détails).
Ils décrivent le comportement du réseau d’ADPLLs réel proche du point de fonction-
nement, le point où toutes les phases de tous les signaux générés par les ADPLLs
sont alignées.

Dans cette section, nous présentons le Modèle de simulation le plus complet, prenant
en compte, en plus des non-linéarités, des bruits et des effets de quantifications, la
nature cyclique de la phase. Dans la mesure où les premiers points ont déjà été
présentés dans la section 2.2, page 43 du chapitre 2, nous présentons en détails
dans cette section l’influence particulièrement importante de la nature cyclique de
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la phase sur la dynamique du réseau entier.

Si la loi de commande est proprement synthétisée garantissant la stabilité et le niveau
de performance demandé, toutes les erreurs totales de chaque ADPLLs après une
certaine période transitoire tendent vers zéro : εi → 0. Pour une structure du réseau
qui est modélisée par un graphe connexe, cela implique que les modèles d’ADPLLs
linéaires (Modèle de synthèse et Modèle d’analyse) sont synchronisés, c’est-à-dire
qu’ils possèdent un seul point d’équilibre : le point pour lequel toutes les erreurs de
phases relatives entre les ADPLLs interconnectées sont égales à zéro.

Cependant, du fait de la nature cyclique de la phase (ϕ = 0 modulo 2π), il existe en
réalité d’autres points d’équilibre dont certains peuvent être stables. Ces points
d’équilibre stables seront appelés par la suite Mode-Locking [PN95, GC00]. Ces
modes sont caractérisés par une fréquence égale à chaque nœud avec des déphasages
constants. Dans ce cas-là, même si la loi de commande a été proprement synthétisée
pour assurer la stabilité et la performance globale du réseau et que le graphe est
connexe, même en dépit du fait que toutes les erreurs totales tendent vers zéro :
εi → 0, le réseau global de l’ADPLLs n’est pas synchronisé.

Pour illustrer ce phénomène, prenons un exemple de 4 ADPLLs interconnectées
selon la topologie présentée sur la Figure 5.7.

Figure 5.7: L’état d’un réseau dans le régime du Mode-Locking

Dans cette configuration particulière, en supposant que les fréquences sont identiques
pour les 4 nœuds et que les phases ont des valeurs comme indiquées sur la Figure 5.7,
l’erreur de phase d’un voisin est exactement annulée par l’erreur de phase de l’autre.
L’erreur totale de phase pour les 4 nœuds est nulle malgré l’inégalité des phases entre
chaque nœud du réseau. Le réseau est donc maintenu dans un état stable parasite
appelé Mode-Locking.
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5.3.2 Élimination de Mode-Locking

Une solution pour éliminer le Mode-Locking repose sur un échange d’information
unidirectionnel sans boucle de retour [PN95] comme par exemple montré sur la
Figure 5.8. L’avantage d’une telle topologie de propagation d’information est sa
simplicité car la stabilité du réseau global est impliquée par la stabilité de chaque
ADPLL séparée [KCSB09] (stabilité locale). L’inconvénient d’une telle topologie
est lié au fait que l’on perd une partie de l’information sur la phase (non-retour
à l’origine). Ceci provoque un temps de réponse à une perturbation plus élevé en
comparaison à la topologie bidirectionnelle de certaines ADPLLs, et une sensibilité
plus élevée aux défaillances possibles au sein du réseau.

Une autre solution d’élimination de Mode-Lockings est proposée dans [PN92, PN95]
et réalisée dans [GC00]. Les auteurs résolvent le problème en utilisant un détecteur
de phases particulier. Ils démontrent que si la topologie du réseau est Cartésienne
de deux dimensions (comme représenté sur la Figure 5.1a) et qu’elle est en régime
du Mode-Locking, il existe au moins un détecteur de phase mesurant un déphasage
∆ϕ ≥ π/2. Aussi, en réalisant un détecteur de phase avec une réponse statique re-
présentée sur la Figure 5.9 (avec une pente négative pour ∆ϕ ≥ π/2) on déstabilise
les points stationnaires des modes parasites (rendant le système instable pour les
erreurs au-delà de l’angle π/2). Les auteurs de [PN92, PN95] démontrent la possi-
bilité de supprimer des Mode-Locking avec une telle configuration en se basant sur
l’approche énergétique d’étude de stabilité de points stationnaires.

Figure 5.8: Topologie unidirectionnelle de la propagation de l’information de phase

L’implémentation pratique de cette solution, très délicate, est la cause de problèmes
pour assurer avec certitude la stabilité du système de distribution d’horloge sous
différentes conditions de fonctionnement (tension, température, bruit). En outre, la
méthode ne s’applique pas pour les topologies autres que les topologies Cartésiennes
de deux dimensions.
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Figure 5.9: Caractéristique du modèle du PDs utilisés dans [PN92, PN95, GC00]

Étant donné que les deux solutions existant dans la littérature d’élimination de
Mode-Locking souffrent d’inconvénients importants nous proposons deux autres so-
lutions inspirées par le régime unidirectionnel de propagation de l’information.

Élimination de Mode-Locking, solution 1

Premièrement, on illustre la méthode d’élimination de Mode-Locking pour un réseau
d’ADPLLs avec des comparateurs de phase bang-bang de un bit c’est-à-dire les
mêmes comparateurs de phase que ceux décrits dans la section 2.1.1 du chapitre 2
sans convertisseurs temps numérique (TDC s). Ensuite on adapte la méthode pour
l’appliquer au réseau d’ADPLLs avec des comparateurs de phase complets.

La méthode d’élimination utilise le fait que le signal de sortie des comparateurs de
phase est borné (« 1 » ou « 0 » correspondant à l’erreur de phase « +1 » ou « -1 »
u.e.). Étant limité, ce signal peut être facilement pondéré avec des coefficients (gains)
appropriés pour réaliser un changement automatique de régime de fonctionnement
de l’ADPLL entre bidirectionnel (voir la Figure 5.1a par exemple) et unidirectionnel
(voir la Figure 5.8 par exemple) afin d’éviter le Mode-Locking.

Ce principe est illustré par le réseau de 4 nœuds interconnectés en Mode-Locking
de la Figure 5.7. Dans ce cas présent, chaque nœud a deux détecteurs de phase avec
deux entrées #1, #2 (issues des nœuds voisins) considérées comme des références
(voir la Figure 5.10). Toutes les fréquences initiales des nœuds sont égales.

Sur la Figure 5.10 (droite) le comportement du nœud d’ADPLL avec les phases
initialisées de cette manière est illustré. On peut en déduire 2 étapes : 1ère étape
– il n’y a pas de mode-locking, chaque erreur est négative ce qui donne une erreur
totale égale à −2. Cela provoque la diminution de la fréquence locale (courbe rouge).
La 2ème étape commence dès que la phase locale (Div) entre dans l’espace borné
par les deux phases de références (Ref1 et Ref2). Durant la deuxième étape l’erreur
totale est nulle (un détecteur de phase donne « +1 », l’autre « -1 ») donc la phase
ne change plus, elle continue de croître avec la fréquence nominale de l’oscillateur f0
(courbe rouge avec une pente constante). Si cette fréquence n’est que très légèrement
décalée des autres, on observe un Mode-Locking pouvant durer longtemps.
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-

ref2

ref1

div

t

Mode-locking
=-2

=+1-1=0

Figure 5.10: Le comportement d’un nœud de ADPLL avec 2 entrées provoquant
le Mode-Locking

La solution de ce problème de Mode-Locking est la suivante. On utilise le même
schéma d’ADPLL que précédemment mais cette fois-ci, on privilégie une des deux
erreurs à l’aide d’un coefficient de pondération w1 = 2 que nous allons appeler par
la suite coefficient majeur. L’autre coefficient reste égale à w2 = 1, que nous allons
appeler par la suite le coefficient mineur. Nous appellerons ce mode de fonctionne-
ment de l’ADPLL, le mode asymétrique de comparaison, dans la mesure où dans ce
cas-là, on renforce un des liens par rapport aux autres (voir la Figure 5.11).

En 1ère étape, chaque erreur est négative ce qui donne une erreur totale de −3. Une
fois que la phase locale est entre les deux phases de référence on risque d’avoir un
Mode-Locking et l’ADPLL « change » de régime de fonctionnement. Le coefficient de
pondération de la première référence (Ref1) est supérieur à celui de la Ref2, donc
l’erreur négative venant de Ref2 est totalement compensée par l’erreur positive
venant de Ref1, l’erreur totale est égale alors à « +1 ». Dans ce cas-là, on ne prend
en compte que la première référence venant du nœud 1. Le régime de propagation
de l’information de phase devient unidirectionnel (sans aucune boucle fermée) et
donc on évite le mode-locking. Ce changement de régime se produit de manière
automatique et simple pour chaque nœud du système.
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-

ref2

ref1

div

t

=-3

=+2-1=+1

Figure 5.11: Le comportement d’un nœud d’ADPLL avec une entrée privilégiée
illustrant l’élimination du Mode-Locking

Ainsi, en choisissant les coefficients de pondérations majeurs sur les sorties des com-
parateurs de phase du réseau d’ADPLLs de manière à ce que les liens correspondant
ne forment pas de boucle fermée en échange d’information de phase, le Mode-Locking
est évité quelque soit la topologie d’interconnexion donnée. Une seule exigence est
que les coefficients majeurs doivent satisfaire la condition suivante :

∑
wj

j∈Maj

>
∑

wi

i∈Min,iÓ=j

(5.5)

où Maj et Min sont respectivement les ensembles des coefficients majeurs et des
coefficients mineurs de chaque ADPLL.

Plus de détails sur la réalisation de cette méthode d’élimination du Mode-Locking
ainsi que les résultats de simulations peuvent être trouvés dans [KCS+10].

Le résultat est facilement généralisé pour les comparateur de phase de k bit (avec
les TDC s, voir la section 2.1.1 du chapitre 2) avec une petite modification dans la
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condition (5.5) :
∑

wj

j∈Maj

> Esat

∑
wi

i∈Min,iÓ=j

. (5.6)

Le lecteur peut trouver de plus amples détails dans [CGK11].

Élimination de Mode-Locking, solution 2

La solution précédente d’élimination du Mode-Locking a un inconvénient important
à savoir la pénalisation de certaines fonctions de transfert de performance. En ef-
fet, en mettant des coefficients de pondération majeurs pour certains liens au sein
du réseau, certaines ADPLLs sont pénalisées par rapport aux autres en vue de la
réjection des perturbations rentrant sur le réseau. Ceci signifie que certaines AD-
PLLs rejettent la perturbation et se synchronisent avec le signal de référence plus
rapidement que les autres. Étant donné que notre objectif est une synchronisation
et une réjection de la perturbation du réseau entier cette pénalisation sous forme
d’asymétrie implique en global la dégradation de la performance du réseau.

Pour ces raisons-là, la deuxième solution consiste alors en une détection du régime
de Mode-Locking et en un changement du mode de fonctionnement du réseau entier
ou en une modification de certains liens entre ADPLLs en fonction de la présence de
Mode-Locking. Pour la détection du Mode-Locking la caractérisation suivante est
utilisée :

1. Régime Mode-Locking : les erreurs totales de phase εi pour certaines ADPLLs
sont proches de zéro εi ≈ 0 u.e. 1 alors que les erreurs relatives de phase de la
même ADPLL avec ces voisines ont une valeur constante non nulle |εji| > 3
u.e. ;

2. Régime synchronisé : les erreurs totales de phase εi ainsi que les erreurs de
phase relative pour toutes les ADPLLs sont proches de zéro εi ≈ 0 u.e., εi ≈ 0
u.e..

Le changement de mode de fonctionnement peut être de deux types : (i) le chan-
gement entre « avec » et « sans » boucles en propagation de l’information de phase
(bidirectionnel - unidirectionnel) ; (ii) le changement entre le mode symétrique et
asymétrique de comparaison. Dans notre architecture, pour des raisons de simplicité
de schéma nous utiliserons le premier type de changement de mode de fonction-
nement. Dans les deux cas, le changement de mode de fonctionnement peut être
considéré comme une perturbation à l’entrée de l’ADPLL et une loi de commande
appropriée pour sa réjection peut être synthétisée comme présenté dans la section
suivante.

1. Idéalement elles sont égales à zéro, mais en vue du comportement « bang-bang » du compa-
rateur de phase, en pratique ce n’est jamais le cas et en réalité on a des oscillations autour εi = ±2
u.e.
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5.4 Synthèse de la loi de commande décentralisée
pour le réseau d’ADPLL

Dans cette section nous allons appliquer l’algorithme de synthèse de la loi de com-
mande décentralisée (voir l’Algorithme 4.1, page 169) présenté dans le chapitre 4.
Comme cela a déjà été dit au début de ce chapitre, seule la Topologie A (voir la
Figure 5.1a) sera étudiée en détails, et seuls les résultats principaux seront discutés
pour les autres topologies.

5.4.1 Cahier des charges pour le réseau d’ADPLL

Avant appliquer l’algorithme de synthèse il est nécessaire de définir le cahier des
charges pour le réseau d’ADPLL. Nous allons reprendre un cahier des charges simi-
laire à celui d’une seule ADPLL, à l’exception de quelques modifications nécessaires
pour le cas du réseau d’ADPLLs.

Stabilité

Comme dans le cas d’une seule ADPLL, nous commençons par la stabilité mais cette
fois-ci celle du réseau complet d’ADPLLs. Ainsi une première exigence du cahier des
charges est la stabilité des modèles de synthèse ainsi que de modèles d’analyse au
sens entrée-sortie de façon interne (voir les Définition 2.2 et 2.3, page 61).

Performance

Comme la stabilité seule ne garantit pas forcément un bon comportement du réseau
d’ADPLLs, on fixe d’autres propriétés désirées appelées des exigences en perfor-
mance qui garantiront un bon fonctionnement du système complet. Le Tableau 5.2
résume les propriétés de performance désirées. Les propriétés de performance du Ta-
bleau 5.2 sont semblables à celles pour le cas d’une seule ADPLLs présentées dans le
Tableau 2.2, page 62 à l’exception du fait qu’elles concernent tous les signaux et les
fonctions de transfert correspondantes de toutes les ADPLLs. C’est pour ces raisons
que nous n’allons pas discuter en détails de ces propriétés comme dans le chapitre 2,
nous allons plutôt examiner les questions de leur formulation sous la forme d’un
critère mathématique.

5.4.2 Cahier des charges sous forme d’un critère mathématique

Chaque ADPLL au sein du réseau possède plusieurs signaux d’entrée et de sortie la
reliant à l’environnement extérieur et aux autres ADPLLs via l’interconnexion. Selon
la modélisation proposée (voir la Figure 5.5 et la Figure 5.6), pour ∀i ∈ {1, · · · , N},
on retrouve les signaux d’entrée suivants :
– la consigne ϕ

Ref
;

– les perturbations et bruits q
V COi

, qb
V COi

et q
P Di
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Spécifications Commentaires

Synchronisation
Suivi de référence (rampe), toutes les erreurs

statiques nulles εi
stat = 0

Rapidité
Fréquence de coupure ωc

Si de toutes

TϕRef →εRefi
: ωc

Si>ωgab

Filtrage du bruit Filtrer les HF de qP Di, les BF de qV COi et qb
V COi

Rejet de perturbations Perturbations en entrée du VCO qV COi

Limitation de la commande Commande modérée

Table 5.2: Propriétés de performance désirées du réseau d’ADPLLs

ainsi que les signaux de sortie :

– la sortie de l’ADPLL ϕi ;
– l’erreur de suivi de référence εRefi = ϕRef − ϕi ;
– la commande ui délivrée par le correcteur K de la iième ADPLL.

Comme cela a déjà été illustré dans le chapitre 4, étant donné que dans un réseau ac-
tif de distribution d’horloge, il y a plusieurs ADPLLs et donc plusieurs signaux d’en-
trée et de sortie, le système possède alors plusieurs fonctions de transfert évaluant la
performance globale du système. Pour assurer un niveau de performance globale, il
est donc nécessaire de fixer et de garantir que toutes ces fonctions de transfert ou au
moins les plus importantes parmi elles respectent certaines contraintes fréquentielles
de performance semblables à celles proposées dans la sous-section 2.5.2, page 63. En
se basant sur la Figure 5.5 et la Figure 5.1, les relations entre les signaux du réseau
dans le domaine Laplace peuvent être écrites de manière similaire au cas d’une seule
PLL (voir (2.16)) :

εRefi (s) = TϕRef →εRefi
(s)ϕ

Ref
(s) +

N∑
j=1

TqP Dj→εRefi
(s) q

P Dj
(s) + · · ·

· · ·
N∑

j=1

TqV COj→εRefi
(s) q

V COj
(s) +

N∑
j=1

Tqb
V COj

→εRefi
(s) qb

V COj
(s) ;

ϕi (s) = TϕRef →ϕi
(s)ϕ

Ref
(s) +

N∑
j=1

TqP Dj→ϕi
(s) q

P Dj
(s) + · · ·

· · ·
N∑

j=1

TqV COj→ϕi
(s) q

V COj
(s) +

N∑
j=1

Tqb
V COj

→ϕi
(s) qb

V COj
(s) ;

(5.7)
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εi (s) = TϕRef →εi
(s)ϕ

Ref
(s) +

N∑
j=1

TqP Dj→εi
(s) q

P Dj
(s) + · · ·

· · ·
N∑

j=1

TqV COj→εi
(s) q

V COj
(s) +

N∑
j=1

Tqb
V COj

→εi
(s) qb

V COj
(s) ;

ui (s) = TϕRef →ui
(s)ϕ

Ref
(s) +

N∑
j=1

TqP Dj→ui
(s) q

P Dj
(s) + · · ·

· · ·
N∑

j=1

TqV COj→ui
(s) q

V COj
(s) +

N∑
j=1

Tqb
V COj

→ui
(s) qb

V COj
(s) ,

(5.8)

pour ∀i ∈ {1, · · · , N}.

Parmi toutes les fonctions de transfert de performance globale, nous distinguons
deux types les plus importants : les fonctions de transfert de synchronisation Sref→i =
TϕRef →εRefi

et les fonctions de transfert du bruit Sb
j→i = Tqb

V COj
→ϕi

. En effet, pour
assurer la synchronisation du réseau d’ADPLLs avec un signal de référence à son
entrée ϕRef , il faut assurer une contrainte fréquentielle (semblable à celle fixée pour
la fonction de sensibilité S dans le cas d’une seule ADPLL, voir la sous-section 2.5.2,
page 63) pour chaque fonction de transfert reliant ce signal de référence avec l’erreur
de son suivi εRefi = ϕRef −ϕi pour chaque ADPLL. Ceci correspond à la fonction de
transfert de synchronisation Sref→i = TϕRef →εRefi

où i désigne le numéro de l’AD-
PLL concernée. Un autre type de fonction de transfert qui est également important,
ce sont les fonctions de transfert du bruit Sb

j→i = Tqb
V COj

→ϕi
reliant le bruit à la

sortie de chaque oscillateur qb
V COj au signal de la phase généré par la iième ADPLL

ϕi. Ici, comme précédemment, pour assurer la réjection de ce bruit, il faut que la
fonction de transfert correspondante respecte une contrainte fréquentielle semblable
à celle fixée pour la fonction de sensibilité S dans le cas d’une seule ADPLL (voir
la sous-section 2.5.2, page 63).

De manière équivalente nous définissons toutes les autres fonctions de transfert en
boucle fermé d’une seule ADPLL (T , GS, KS) suivante :

TϕRef →ϕi
(s) = 1 − Sref→i (s) = Tref→i (s) ;

TϕRef →εi
(s) = (K (s) · G (s))−1 (1 − Sref→i (s)) = (K (s) · G (s))−1 Tref→i (s) ;

TϕRef →ui
(s) = G−1 (s) (1 − Sref→i (s)) = G−1 (s)Tref→i (s) ;

TqP Dj→ϕi
(s) = K (s) · G (s) · Sb

j→i (s) = T b
j→i (s) ;

TqP Dj→εi
(s) = −K (s) · G (s) · Sb

j→i (s) = −T b
j→i (s) ;

TqV COj→ui
(s) = −K (s) · G (s) · Sb

j→i (s) = −T b
j→i (s) ;

TqP Dj→εRefi
(s) = −TqP Dj→ϕi

(s) = −T b
j→i (s) ;
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TqV COj→εRefi
(s) = −G (s) · Sb

j→i (s) = −GSb
j→i (s) ;

TqV COj→ϕi
(s) = G (s) · Sb

j→i (s) = GSb
j→i (s) ;

TqV COj→εi
(s) = −G (s) · Sb

j→i (s) = −GSb
j→i (s) ;

TqP Dj→ui
(s) = K (s) · Sb

j→i (s) = KSb
j→i (s) ;

Tqb
V COj

→ui
(s) = −K (s) · Sb

j→i (s) = −KSb
j→i (s) ;

Tqb
V COj

→εi
(s) = −Tqb

V COj
→ϕi

(s) = −Sb
j→i (s)

Tqb
V COj

→εRefi
(s) = −Tqb

V COj
→ϕi

(s) = −Sb
j→i (s)

pour ∀i ∈ {1, · · · , N}, ∀j ∈ {1, · · · , N}.
On peut noter que toutes ces fonctions de transfert sont définies en terme soit de
fonctions de transfert de synchronisation Sref→i soit de fonctions de transfert du
bruit Sb

j→i. Cela confirme l’affirmation que les fonctions de transfert de synchroni-
sation Sref→i et du bruit Sb

j→i jouent un rôle important en fixant le comportement
dynamique du réseau entier. En conséquence, durant la procédure de synthèse de
la loi de commande, nous allons assurer que les fonctions de transfert de synchro-
nisation Sref→i et du bruit Sb

j→i respectent la contrainte fréquentielle définie par
la fonction de pondération W globale

s égale à Ws de (2.46), page 77, c’est-à-dire pour
∀ω ∈ R et ∀i ∈ {1, · · · , N}, ∀j ∈ {1, · · · , N} :

|Sref→i (jω)| <

∣∣∣∣
(
W globale

s (jω)
)−1

∣∣∣∣

∣∣∣Sb
j→i (jω)

∣∣∣ <

∣∣∣∣
(
W globale

s (jω)
)−1

∣∣∣∣

(5.9)

ce qui est résumé dans le Tableau 5.3.

Fonctions de transfert
globales

Contraintes concernées réalisées par W globale
s

Sref→i +40dB/dec en BF, la pulsation de coupure minimale
ωmin = 420 rad/sec, le temps de réponse maximal
correspondant τmax

m ≈ 7 · 10−3 sec, gain maximal de
8 dB

Sb
j→i

Filtrage du bruit de phase en BF, la limitation du gain
en MF, gain maximal de 8 dB

Table 5.3: Contraintes fréquentielles sur les fonctions de transfert globales du mo-
dèle du réseau d’ADPLLs
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5.4.3 Exemple numérique de la synthèse d’une loi de commande
pour le réseau d’ADPLL

Topologie A

Nous allons appliquer les différents points de l’Algorithme tout en donnant quelques
commentaires importants pour son implémentation.

1) Trouvons tout d’abord la caractéristique de dissipativité assurant la stabilité du
système global. Le système global est alors défini par l’équation (4.1) et la Figure 4.1,
page 147, sans les entrées et sorties externes de performance ; de même le sous-
système local Ts est défini par (4.2) et la Figure 4.2, page 148 correspondant à la
Figure 5.5 sans les entrées et sorties externes de performance à l’exception de l’entrée
ri et de la sortie ϕi nécessaires pour réaliser l’interconnexion en réseau. La matrice
d’interconnexion associée M11 est définie de manière suivante :

M ij
11 =





1

mi

, si la ADPLL i reçoit information de l’ADPLL j

0 , autrement

(5.10)

La solution du problème d’optimisation de l’étape 1 de l’Algorithme 4.1 (Pro-
blème 4.12, page 165 ou (4.34), page 165) fournit les valeurs de caractérisation
de dissipativité suivantes :

r = 0.9119;

c = 0.1;

x = −1.2172;

y = 0.1217;

z = 1.

(5.11)

2) Les fonctions de pondération fixant la performance locale définie par (4.29),
page 162, sont les mêmes que dans le cas d’une seule ADPLL (voir (2.46), page 77)
à l’exception des contraintes sur les fonctions de transfert KS et T qui ont été
augmentées d’environ de 20 dB à 30 dB et de 8 dB à 13.5 dB respectivement :

W
S
(s) = Wε (s)WRef (s) =

0.36 (s + 1085)

s + 0.24
;

W
GS

(s) = Wε (s)W
V CO

(s) =
2.5 (s + 1085)

s + 0.24
;

W
KS

(s) = Wu (s)WRef (s) = 0.0309;

W
T
(s) = Wu (s)W

V CO
(s) = 0.2125.

(5.12)
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3), 4), 5) En appliquant la synthèse H∞ pour le sous-système augmenté représenté
sur la Figure 4.4, page 158 on obtient le correcteur d’ordre 1 simplifié 2 sous la forme

K (s) = Kstab (s) =
1.34(s+93.7)

s
(5.13)

avec la valeur de γ correspondante : γ = 1.05. Le dépassement de valeur γ > 1
est expliqué de la même manière qu’à la fin du chapitre 4, page 170, c’est-à-dire
par le fait que les mêmes contraintes de performances locales auxquelles s’ajoute
la contrainte sur la stabilité globale ((4.12), page 152), deviennent trop fortes et
l’algorithme de synthèse n’arrive pas à trouver la solution satisfaisant toutes les
contraintes. En effet, ceci est illustré sur la Figure 5.12 où les fonctions de transfert
locales en boucle fermée obtenues (la ligne rouge plein) sont comparées aux mêmes
fonctions de transfert en boucle fermée lors de la synthèse locale à la fin du Chapitre 2
(la ligne bleue en trait-pointillée). Bien que la valeur de γ > 1 signifiant que certaines
contraintes ne sont pas satisfaites, la contrainte de stabilité globale

∥∥∥T̂
∥∥∥

∞
< 1 (voir la

condition (4.12) du Théorème 4.6) est quand même satisfaite. En effet, en calculant
cette valeur pour le correcteur synthétisé on obtient :

∥∥∥T̂
∥∥∥

∞
= 0.99.

Selon le Théorème 4.6, page 152 le correcteur (5.13) n’assure pas forcement les
contraintes de performance locale mais il assure quand même la stabilité globale
du réseau d’ADPLLs identiques interconnectées selon la Topologie A (voir la Fi-
gure 5.1a, page 185).

Le calcul de la valeur propre avec la partie réelle maximale de la représentation
d’état du système global λmax = −42 confirme ce résultat.

6) Selon l’approche de la performance globale relative décrite dans la section 4.3
du chapitre 4, page 156, nous construisons une ou plusieurs fonctions de transfert
relatives pondérées Tg évaluant la « différence » entre les fonctions de transfert glo-
bales de (5.7) et les fonctions de transfert locales de (2.16), page 65. Par la suite,
un choix de la caractérisation de dissipativité x, y, z et une synthèse de la loi de
commande décentralisée sont effectués afin de minimiser et d’assurer une borne η
sur cette fonction de transfert et donc sur la « différence » entre les fonctions de
transfert globales et locales.

Il est évident que, pour des raisons de simplicité et d’efficacité du calcul numérique,
il n’est pas souhaitable de prendre en compte toutes les fonctions de transfert à la
fois. Ceci est d’autant plus vrai que leur nombre augmente de manière exponentielle
en fonction du nombre des ADPLLs au sein du réseau. Une autre raison motivant
la restriction du nombre de fonctions de transfert de performance globale prises en
compte est le conservatisme potentiel du problème obtenu. En effet, pour minimiser
la norme H∞ de plusieurs fonctions de transfert à la fois 3, il est nécessaire d’uti-
liser la propriété de la norme (2.24), page 68, comme cela a déjà été fait lors de

2. Après avoir approximé le pôle du correcteur obtenu en BFs par un pôle pur en zéro.
3. En résolvant le problème de minimisation de η sous contrainte (4.27), page 162 ou le problème

d’optimisation (4.38), page 167 par exemple.
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Figure 5.12: Fonctions de sensibilité obtenues après la synthèse H∞ (i) locale (la
ligne bleue en trait-pointillée), (ii) assurant la stabilité globale (la ligne rouge
pleine), les contraintes fréquentielles pour la performance locale (la ligne rouge
pointillée)

la synthèse de la loi de commande pour une seule ADPLL dans le chapitre 2 (voir
les équations (2.36)-(2.38), page 73). La propriété de la norme (2.24), exprimant
une inégalité et non pas une égalité, apporte un certain conservatisme au résultat
final. Cependant, contrairement au cas de la synthèse de la loi de commande locale
où les normes des fonctions de transfert sont différentes pour différentes plages de
fréquences [SP05], dans le cas de fonctions de transfert globales, où les normes cor-
respondantes sont les mêmes pour les différentes fonctions de transfert sur les mêmes
plages de fréquence, le résultat peut subir un niveau de conservatisme beaucoup plus
important.

Pour ces raisons nous proposons de procéder en deux étapes :

(i) Dans le cas où la caractérisation de dissipativité x, y, z est donnée, afin d’obtenir
les contraintes fréquentielles qui seront satisfaites après la synthèse par les fonctions
de transfert globales (selon la section 4.5, page 170), on résout le problème de mi-
nimisation de ηi sous contrainte (4.27), page 162 pour chaque fonction de transfert
relative pondérée T i

g séparément, correspondant aux fonctions de transfert globales
les plus importantes ;

(ii) Dans le cas où la caractérisation de dissipativité x, y, z n’est pas donnée ou ne
donne pas de résultat satisfaisant, afin de choisir les valeurs x, y, z acceptables, on
résout le problème d’optimisation (4.38), page 167 pour une fonction de transfert
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relative pondéré T̂g correspondant au pire-cas.

La fonction de transfert correspondant à la fonction de transfert de pire-cas peut
être choisie selon la structure d’interconnexion donnée. Un exemple pour le cas de
fonction de transfert de synchronisation peut être la fonction de transfert qui relie le
signal de référence en entrée du réseau avec le signal de phase généré par l’ADPLL
la plus « éloignée » du réseau. Il est vrai que selon la complexité de la topologie,
il peut être difficile de choisir l’ADPLL la plus « éloignée » du réseau. La solution
est qu’il est toujours possible de calculer les fonctions de transfert correspondant
à la loi de commande assurant seulement la stabilité globale (voir l’étape 1-5 de
l’Algorithme 4.1, page 169) et de choisir parmi elles la fonction dont la différence
avec le cas locale Slocale est la plus importante 4.

Ainsi pour la Topologie A (voir la Figure 5.1a) nous choisissons la fonction de
transfert de synchronisation ŜRef→16 reliant le signal de référence w = ϕRef avec
l’erreur de son suivi par l’ADPLL 16 : z = ε16 = ϕRef − ϕ16 comme la fonction de
transfert pire-cas. Son expression est donnée par (4.1) avec M11 défini dans (5.10)
et :

M12 =
[

1

m1
0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸
N−1

]T

;

M21 =
[

N−1︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 −1

]
;

M22 = 1.

(5.14)

Pour appliquer l’approche de la performance globale relative décrit dans la sec-
tion 4.3 du chapitre 4, on choisit la fonction de transfert relative pondérée sous la
forme de (4.42), page 174 avec Sglobale = SRef→16 et α = 0.05 qui est à son tour
facilement décrite sous forme d’une UFT en Ts par (4.26) et la Figure 4.7, page 162
avec (4.46), page 177.

7) Le problème de minimisation de η sous contrainte (4.27) pour les valeurs x, y, z
trouvées à l’étape 1 de l’Algorithme ne donne pas de résultat satisfaisant.

8-9) Le calcul explicite de la borne η donne le résultat suivant η ≈ 165.6 ce qui cor-
respond à µ = 20log10 (η) ≈ 44.5 dB. Les fonctions de transfert de synchronisation
SRef→i ainsi que les fonctions de transfert du bruit Sb

j→i correspondantes sont repré-
sentées sur la Figure 5.13 et Figure 5.14 respectivement. Les figures illustrent que
la contrainte fréquentielle n’est pas satisfaite par toutes les fonctions de transfert de
synchronisation. En revanche elle est satisfaite par toutes les fonctions de transfert

4. Il est possible également de choisir une fonction de transfert qui semble correspondre au
pire-cas. Dans tous les cas, une erreur dans ce choix n’est pas très pénalisant, car les valeurs
de caractérisation de dissipativité x, y, z trouvées en se basant sur cette fonction de transfert,
conviendront probablement pour les autres fonctions de transfert. S’il se trouve que ce n’est pas le
cas pour une des fonctions de transfert, elle peut être « nommée » comme une fonction de transfert
pire-cas et l’itération est répétée, si nécessaire, encore une fois.
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Figure 5.13: Fonctions de transfert de synchronisation SRef→i (les lignes bleues
pleines), fonctions de transfert de synchronisation pire-cas ŜRef→16 (la ligne rouge
pleine), fonction de transfert locale Slocale (la ligne bleue en trait long) et la
contrainte fréquentielle correspondante (la ligne rouge en trait court)

du bruit ce qui confirme également que la fonction de transfert ŜRef→16 correspond
bien au pire-cas. Appliquons la synthèse de la loi de commande afin de garantir la
contrainte fréquentielle pour toutes ces fonctions de transfert.

10) Le paramètre β est fixé comme β = η2r2 avec les valeurs de η = 165.6 et
r = 0.9119 trouvées précédemment à l’étape 8) et 1) de l’Algorithme (voir (5.11)).

11) La résolution du problème d’optimisation (4.38) fournit les valeurs suivantes :

r = 0.905;

c = 0.1;

x = −1.237;

y = 0.124;

z = 1;

η = 148;

µ = 43.4 dB.

(5.15)

Pour une loi de commande K respectant la condition (4.17), page 153, la norme H∞

de la fonction de transfert relative pondérée T̂g sera bornée par la nouvelle valeur
de µ trouvée (5.15). Cette valeur est inférieure à celle obtenue à l’étape 8-9) de

205



Chapitre 5 Conception automatique du réseau d’ADPLLs

l’algorithme lors de calcul explicite pour la loi de commande assurant seulement la
stabilité globale. On note également que la caractérisation de {x, y, z}-dissipativité
a aussi changé en fixant une contrainte sur la dynamique locale plus forte (voir
l’équation (4.12), page 152) car la valeur du rayon r a diminué (voir la section 4.4
du chapitre 4 pour plus des détails). Cela explique la diminution de la valeur η par
rapport au cas de stabilité globale (voir l’étape 8-9 de l’algorithme).

La nouvelle borne η et donc µ impliquent (voir 4.42, page 174 avec la discussion
sur le sujet) que la fonction de transfert globale ŜRef→16 respectera la contrainte
fréquentielle définie par le module de la fonction de transfert locale Slocale = S plus
µ dB dans la plage de fréquence où le paramètre α sera petit par rapport au module
de la fonction de sensibilité locale S. Étant donné que la fonction de transfert ŜRef→16

correspond au pire-cas, toutes les autres fonctions de transfert de synchronisation
SRef→i elles-aussi respecterons la même contrainte fréquentielle sur la même plage
de fréquences.

Cependant, avant d’appliquer la synthèse de la loi de commande, on propose d’éva-
luer la différence entre les fonctions de transfert globales et locales pour d’autres
types de fonctions de transfert : Sb

j→i, T b
j→i et TRef→i. On calcule alors les bornes

µSb, µT b et µT Ref correspondant aux cas des fonctions de transfert en résolvant le
problème de minimisation de ηi sous contrainte (4.27), page 162 pour x, y, z trouvés
dans (5.15).

Ainsi les fonctions de transfert globales Sb
j→i, T b

j→i et TRef→i sont mises en forme (4.1)
(voir la Figure 4.1, page 147) avec M11 définie comme dans le Tableau 5.4 où M11 (i, :)
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Figure 5.14: Fonctions de transfert du bruit Sb
j→i (s) (les lignes bleues pleines),

fonction de transfert locale Slocale (la ligne bleue en trait long) et la contrainte
fréquentielle correspondante (la ligne rouge en trait court)
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5.4 Synthèse de la loi de commande décentralisée pour le réseau d’ADPLL

désigne i-ème ligne de la matrice M11 et Zj =
[
0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸
j−1

j
1 0 · · · 0

︸ ︷︷ ︸
N−j

]T
.

Fonction
de transfert

Sb
j→i T b

j→i TRef→i

M12 Zj Zj




1
m1

0
...
0




← 1



N − 1

M21 M11 (i, :)− ZT
i ZT

i ZT
i

M22





1 , si i = j

0 , si i Ó= j

0 0

w qb
V COj qP Dj ϕRef

z ϕi ϕi ϕi

Table 5.4: Fonctions de transfert globales de performance

On définit par la suite les nouvelles fonctions de transfert relatives pondérées :

T Sb
gj→i

(s) =
Sb

j→i (s)

S (s) + α
;

T T b
gj→i

(s) =
T b

j→i (s)

Ts (s)
;

TgRef→i
(s) =

TRef→i (s)

Ts (s)
,

(5.16)

pour ∀i ∈ {1, · · · , N}, ∀j ∈ {1, · · · , N} et avec α = 0.05 le même que précédemment.

Il est important de noter que dans l’expression de fonctions relatives pondérées T T b
gj→i

et TgRef→i
nous n’avons pas besoin de paramètre α, étant donné que le module de

la fonction de transfert Ts correspondant à la dynamique locale est égal à 1 en BFs
et la division par zéro lors d’évaluation de l’expression de la fonction de transfert
relative pondérée n’a plus lieu. En conséquence, les bornes trouvées µT b et µT Ref sur
ces fonctions de transfert seront valables pour toute une plage de fréquences.

Par la suite, les fonctions de transfert relatives pondérées (5.16) sont mises en forme
d’une UFT (4.26) (voir la Figure 4.7) pour les matrices Mij définies dans le Ta-
bleau 5.4, ce qui est résumé dans le Tableau 5.5 pour
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MS =




1

1 + α

1

1 + α
M21

1

1 + α
M22

0 M11 M12

1

1 + α

1

1 + α
M21

1

1 + α
M22




MT =

[
M11 M12

M11 (j, :) M12 (j)

]

et M11 (j, :) désigne j-ème ligne de la matrice M11, M12 (j) désigne j-ème l’élément
de la matrice colonne M12.

Fonction
de transfert

T Sb
gj→i

T T b
gj→i

TgRef→i

T̆ IN+1 ⊗ Ts IN ⊗ Ts IN ⊗ Ts

M̃ MS MT MT

r̃




q

r1

...
rN




r r

w̃ qb
V COj qP Dj ϕRef

z̃ q ri ri

Table 5.5: Fonctions de transfert relatives pondérées

En résolvant le problème de minimisation de η sous contrainte (4.27), page 162 pour
les valeurs x, y, z trouvées précédemment (voir (5.15)) et pour chaque fonction de
transfert relative pondérée (5.16) respectivement on trouve facilement les nouvelles
bornes maximales sur la « différence » entre les fonctions de transfert locales et
globales définies par (5.16) :

µSb = 22.8 dB;

µT b = 23.38 dB;

µT Ref = 5.84 dB.

(5.17)

Les bornes trouvées (5.17) sont inférieures à la borne µ correspondant à la fonction
de transfert ŜRef→16 (voir (5.15)) ce qui confirme que la fonction de pire-cas a été
choisie correctement.

Il est important de noter que les bornes (5.17) ainsi que la borne correspondant à la
fonction de transfert de synchronisation SRef→i (5.15) sont a priori définies avant la
synthèse de la loi de commande assurant la performance globale. En outre, la per-
formance globale du réseau est « normalisée » c’est-à-dire est évaluée par rapport
à la performance locale d’un seul sous-système de manière relative. Ainsi, indépen-
damment de la dynamique des sous-systèmes locaux (1.3), page 30, à conditions
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5.4 Synthèse de la loi de commande décentralisée pour le réseau d’ADPLL

que tous les sous-systèmes locaux soient identiques et respectent la contrainte de
{x, y, z}-dissipativité (voir la condition (4.17) du Théorème 4.7, page 153), la « dif-
férence » entre les fonctions de transfert globales SRef→i, Sb

j→i, T b
j→i et TRef→i et

les fonctions de transfert locales Slocale = S et Tlocale = Ts pour ∀i ∈ {1, · · · , N},
∀j ∈ {1, · · · , N} sera bornée par les valeurs de µ, µSb, µT b et µT Ref respectivement.

12) En se basant sur la valeur de la borne µ calculée dans l’étape précédente (5.15),
nous adaptons les contraintes de performance locale afin que (i) la contrainte de
stabilité globale (voir l’équation (4.12), page 152) pour les nouvelles valeurs de x,
y, z soit respectée et (ii) les fonctions de transfert globales respectent le cahier des
charges défini par les Tableaux 5.2 et 5.3 :

W
S
(s) = Wε (s)WRef (s) =

0.36 (s + 11090)

s + 2.47
;

W
GS

(s) = Wε (s)W
V CO

(s) =
2.5 (s + 11090)

s + 2.47
;

W
KS

(s) = Wu (s)WRef (s) = 9.09 · 10−4;

W
T
(s) = Wu (s)W

V CO
(s) = 6.25 · 10−3.

(5.18)

13-15) En appliquant la synthèse H∞ de la loi de commande (voir l’Algorithme 2.1,
page 76) sur le système étendu de la Figure 4.4, page 158, on obtient le correcteur
d’ordre 1 simplifié 5 sous la forme :

K (s) = Kperf (s) =
7.12(s+182.2)

s
(5.19)

avec la valeur de γ correspondante : γ = 1.007. Le dépassement de valeur γ > 1 est
expliqué de la même manière que précédemment. En effet, étant donné que la fonc-
tion de transfert locale S est utilisée pour fixer la contrainte fréquentielle à respecter
par la fonction de transfert globale de synchronisation SRef→i, nous fixons volontai-
rement la contrainte fréquentielle sur la fonction de sensibilité locale S plus forte que
celle définie dans le cahier de charge d’une seule ADPLL décrit dans (2.46), page 77.
En conséquence, les contraintes fréquentielles locales sont légèrement dépassées, ce
qui est illustré sur la Figure 5.15. Dans cette figure, les fonctions de transfert locales
en boucle fermée obtenues (la ligne rouge plein) sont comparées aux mêmes fonctions
de transfert locales en boucle fermée lors de la synthèse à l’étape 1 de l’algorithme
assurant seulement la stabilité globale (la ligne bleue en trait-pointillée). En ajoutant
en outre la contrainte forte de la stabilité globale

∥∥∥T̂
∥∥∥

∞
< 1 (voir l’équation (4.12),

page 152), un léger dépassement de valeur γ > 1 est logique.

Bien que les contraintes fréquentielles (5.18) soient légèrement dépassées, elles im-
pliquent quand même que la contrainte fréquentielle est valide pour la fonction de
transfert globale SRef→i (voir (5.9)). En outre, la contrainte de stabilité globale∥∥∥T̂

∥∥∥
∞

< 1 (voir la condition (4.12) du Théorème 4.6) est également satisfaite. En

5. Après avoir approximé le pôle du correcteur obtenu en BFs par un pôle pur en zéro.
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Chapitre 5 Conception automatique du réseau d’ADPLLs

effet, en calculant cette valeur pour le correcteur synthétisé, on obtient :
∥∥∥T̂

∥∥∥
∞

= 0.996

Selon le Théorème 4.10, page 161, le correcteur (5.19) assure la stabilité et un niveau
de performance globale du réseau d’ADPLLs identiques interconnectées selon la
topologie A (voir la Figure 5.1a, page 185).
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Figure 5.15: Fonctions de sensibilité obtenues après la synthèse H∞ (i) garantis-
sant seulement la stabilité globale (la ligne bleue en trait-pointillée), (ii) assurant
la performance globale (la ligne rouge pleine), les contraintes fréquentielles de
performance locale pour les deux cas (la ligne rouge pointillée et la ligne bleue
pointillée respectivement)

Ceci est confirmé par la Figure 5.16 où les fonctions de transfert de synchronisation
SRef→i pour tous les ADPLLS sont présentées. En effet, toutes les fonctions de
transfert de synchronisation SRef→i respectent la contrainte fréquentielle (voir (5.9)
et le Tableau 5.3) issue du cahier des charges. Par ailleurs, la même contrainte est
respectée par toutes les fonctions de transfert du bruit Sb

j→i ce qui est présenté sur
la Figure 5.17.

La Figure 5.18 et la Figure 5.19 confirment que les bornes maximales µT b et µT Ref

trouvées à l’étape 11 de l’algorithme (voir (5.17)) sont aussi respectées par toutes
les fonctions de transfert T b

j→i et TRef→i respectivement.

Il est intéressant de comparer les fonctions de transfert de synchronisation pire-cas
pour les deux lois de commande (5.13) assurant la stabilité globale et (5.19) assurant
en plus la performance globale. La Figure 5.20 nous illustre la différence entre ces
deux cas.
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Figure 5.16: Fonctions de transfert de synchronisation SRef→i (les lignes bleues
pleines), fonction de transfert de synchronisation pire-cas ŜRef→16 (la ligne rouge
pleine), fonction de transfert locale Slocale (la ligne bleue en trait long), fonction de
transfert locale + µ dB (la ligne verte en trait interrompu mixte) et la contrainte
fréquentielle du cahier des charges pour le réseau global (la ligne rouge en trait
court)
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Figure 5.17: Fonctions de transfert du bruit Sb
j→i (les lignes bleues pleines), fonction

de transfert du bruit pire-cas Ŝb
11→11 (la ligne rouge pleine), fonction de transfert

locale Slocale (la ligne bleue en trait long), fonction de transfert locale + µSb
dB

(la ligne verte en trait interrompu mixte) et la contrainte fréquentielle du cahier
des charges pour le réseau global (la ligne rouge en trait court)
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Figure 5.18: Fonctions de transfert T b
j→i (les lignes bleues pleines), fonction de

transfert de bruit pire-cas T̂ b
11→11 (la ligne rouge pleine), fonction de transfert

locale Tlocale (la ligne bleue en trait long), fonction de transfert locale + µTb
dB

(la ligne verte en trait interrompu mixte) et la contrainte fréquentielle locale
correspondante (la ligne rouge en trait court)

Topologie B et C

De la même manière que pour la Topologie A (voir la Figure 5.1a, page 185), l’Al-
gorithme 4.1, page 169 de synthèse de la loi de commande décentralisée est appli-
qué pour les autres topologies représentées sur la Figure 5.1b et c respectivement,
page 185.

Les résultats numériques sont résumés dans les Tableaux 5.6 et 5.7 et sont illus-
trés sur les Figures 5.21-5.24. On remarque que pour la Topologie C nous n’avons
pas réussi à satisfaire la contrainte de la performance globale sur la fonction de
synchronisation pire-cas ŜRef→i (voir la partie augmentée de la Figure 5.21). C’est
possiblement lié au fait que le réseau de la Topologie C apporte une grande inertie
à la dynamique du système global qui n’a pas pu être compensée par la synthèse de
correcteurs locaux. En effet, une augmentation de la fréquence de coupure de la fonc-
tion de transfert locale Slocale pouvant apporter une augmentation de la fréquence
de coupure des fonctions de transfert de synchronisation (voir l’exemple numérique
pour le cas de la Topologie A et notamment les étapes 12-15 de l’Algorithme) n’est
pas possible du fait de la contrainte de la stabilité globale

∥∥∥T̂
∥∥∥

∞
< 1 (voir la condi-

tion (4.17) du Théorème 4.7, page 153).

Comme dans le cas de synthèse H∞ standard [SP05], la méthode de synthèse de la
loi de commande décentralisée possède aussi certaines limitations sur le niveau de
performance atteignable. Il n’est donc pas possible de satisfaire toutes les contraintes
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5.4 Synthèse de la loi de commande décentralisée pour le réseau d’ADPLL

à la fois pour certaines topologies d’interconnexion, ce qui semble logique.

Néanmoins, il est possible d’adapter la topologie afin de garantir ces contraintes. La
section suivante illustre une amélioration possible de la topologie en se basant sur
les outils développés dans le chapitre 4.

Topologie Top.A Top.B Top.C

r 0.9119 0.92 0.9079

c 0.1 0.1 0.1

x −1.2172 −1.1957 −1.2281
y 0.1217 0.1196 0.1228

z 1 1 1

Kstab (s)
1.34(s+93.7)

s
2.21(s+58.23)

s
7.2(s+40.8)

s

Table 5.6: Résultats numériques de la synthèse de la loi de commande assurant
la stabilité pour les topologies A, B et C représentées sur la Figure 5.1a, b et c
respectivement
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Figure 5.19: Fonctions de transfert TRef→i (les lignes bleues pleines), fonction de
transfert de bruit pire-cas T̂Ref→16 (la ligne rouge pleine), fonction de transfert
locale Tlocale (la ligne bleue en trait long), fonction de transfert locale + µTRef

dB
(la ligne verte en trait interrompu mixte) et la contrainte fréquentielle locale
correspondante (la ligne rouge en trait court)
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Figure 5.20: Comparaison de la fonction de transfert de synchronisation pire-cas
correspondant à la loi de commande garantissant la stabilité globale Ŝstab

Ref→16 (la
ligne bleue pleine) et la fonction de transfert de synchronisation pire-cas corres-
pondant à la loi de commande garantissant la performance globale Ŝperf

Ref→16 (la
ligne rouge pleine), la contrainte fréquentielle du cahier des charges pour le réseau
global (la ligne rouge en trait court) est donnée à titre illustratif

Topologie Top.A Top.B Top.C

r 0.905 0.903 0.901

c 0.1 0.1 0.1

x −1.236 −1.2421 −1.247
y 0.124 0.1242 0.125

z 1 1 1

µ 44.2 dB 39.43 dB 45.25 dB

µSb 23.58 dB 21.55 dB 31.9 dB

µT b 23.57 dB 19.18 dB 30.85 dB

µT Ref 3.57 dB 1.84 dB 1.63 dB

Kperf (s)
7.32(s+419.5)

s
7.16(s+239.6)

s
7.22(s+40.16)

s∥∥∥T̂
∥∥∥

∞

0.996 0.9983 0.99996

α 0.01 0.003 0.002

Table 5.7: Résultats numériques de la synthèse de la loi de commande assurant la
performance pour les topologies A, B et C représentées sur la Figure 5.1a, b et c
respectivement
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5.5 Choix d’emplacement de la référence en réseau

Dans cette section, nous étudions la problématique du choix de l’emplacement du
signal de référence en réseau, c’est-à-dire comment connecter la référence au réseau
afin d’avoir la plus grande rapidité de synchronisation possible. En effet, si l’appli-
cation le permet, le choix de l’emplacement joue assez souvent un rôle important sur
la dynamique du réseau global. Ainsi, par exemple pour la Topologie A du réseau
d’ADPLLs de la Figure 5.1a, il est plus intéressant de connecter la référence à une
ADPLL placée au milieu du réseau (l’ADPLL 6, 7, 10 ou 11). Dans ce cas-là, la
« distance » entre le signal de référence et l’ADPLL la plus éloignée par rapport au
cas représenté sur la Figure 5.1a est plus petite. En conséquence, la « différence »
µ entre la fonction de transfert de synchronisation pire-cas ŜRef→j et la fonction de
transfert locale S sera donc plus petite. Il est néanmoins nécessaire que l’ADPLL
à laquelle le signal de référence est connecté soit une ADPLL ayant au moins un
chemin de connexion à toutes les autres ADPLLs, autrement la synchronisation ne
peut pas être garantie (voir la page 121 pour plus de détails sur ce sujet).

Cependant, selon la topologie considérée, il peut être difficile de choisir l’emplace-
ment optimal du point de vue de la synchronisation la plus rapide. Un exemple
d’une telle topologie est la topologie représentée sur la Figure 5.1c. Nous allons voir
par la suite, qu’en utilisant la méthode développée dans le chapitre 4 nous pouvons
résoudre un tel problème. Formalisons-le.

Soit M0 le système LTI décrivant l’interconnexion de sous-systèmes en réseau sans
le signal de référence ϕRef :

ϕ =

T̃︷ ︸︸ ︷
(IN ⊗ Ts) r

r = M0 ϕ

(5.20)

avec Ts =

[
H11 H12

H21 H22

]

︸ ︷︷ ︸
H

⋆ K, r (t) , ϕ (t) ∈ R
pN .

Soit Mi le système LTI décrivant l’interconnexion de sous-systèmes en réseau avec
le signal de référence ϕRef connecté au i-ème sous-système :

ϕ =

T̃︷ ︸︸ ︷
(IN ⊗ Ts) r


 r

εRef


 =


 M i

11 M i
12

M i
21 M i

22




︸ ︷︷ ︸
Mi


 ϕ

ϕRef




(5.21)

avec Ts =

[
H11 H12

H21 H22

]

︸ ︷︷ ︸
H

⋆ K, r (t) , ϕ (t) ∈ R
pN , ϕRef (t) ∈ R

p, εRef = 1N ⊗ ϕRef − ϕ,
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Figure 5.21: Fonctions de transfert de synchronisation SRef→i (les lignes bleues
pleines), fonction de transfert de synchronisation pire-cas ŜRef→j (la ligne rouge
pleine), fonction de transfert locale Slocale (la ligne bleue en trait long), fonction de
transfert locale + µ dB (la ligne verte en trait interrompu mixte) et la contrainte
fréquentielle du cahier des charges pour le réseau global (la ligne rouge en trait
court) pour les deux topologies : Top.B et Top.C de la Figure 5.1b et c respecti-
vement
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Figure 5.22: Fonctions de transfert du bruit Sb
j→i (les lignes bleues pleines), fonction

de transfert de synchronisation pire-cas Ŝb
j→i (la ligne rouge pleine), fonction de

transfert locale Slocale + µ dB (la ligne verte en trait interrompu mixte) et la
contrainte fréquentielle du cahier des charges pour le réseau global (la ligne rouge
en trait court) pour les deux topologies : Top.B et Top.C de la Figure 5.1b et c
respectivement
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Figure 5.23: Fonctions de transfert T b
j→i (les lignes bleues pleines), fonction de

transfert de bruit pire-cas T̂ b
j→i (la ligne rouge pleine), fonction de transfert lo-

cale Tlocale + µ dB (la ligne verte en trait interrompu mixte) et la contrainte
fréquentielle locale correspondante (la ligne rouge en trait court) pour les deux
topologies : Top.B et Top.C de la Figure 5.1b et c respectivement
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Figure 5.24: Fonctions de transfert TRef→j (les lignes bleues pleines), fonction de
transfert de bruit pire-cas T̂Ref→i (la ligne rouge pleine), fonction de transfert
locale Tlocale (la ligne bleue en trait long), fonction de transfert locale + µ dB (la
ligne verte en trait interrompu mixte) pour les deux topologies : Top.B et Top.C
de la Figure 5.1b et c respectivement
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εRef ∈ R
pN et où 1N est une vecteur colonne composé de 1.

Le système décrit par (5.21) est un système avec une entrée ϕRef et N sorties εRefj

correspondant à l’erreur de suivi du signal de référence par chaque sous-système
εRefj = ϕRef − ϕj. Il est important de mentionner que pour notre application M0 Ó=
M i

11 étant donné que la connexion du signal de référence au réseau implique un
ajout au sous-système concerné d’un bloc d’addition (un comparateur de phase) et
un changement de son coefficient de sommation mi.

La fonction de transfert de synchronisation Si
Ref→j = T i

ϕRef →εRefj
définie la rapidité

de synchronisation du réseau entre le signal de référence ϕRef et de l’erreur de son
suivi par le j-ème sous-système pour la topologie d’interconnexion dans laquelle le
signal de référence est connecté au i-ème sous-système.

Définissons la fonction de transfert relative pondérée T i
g (s) de la même manière

comme dans (4.42), page 174 :

T i→j
g (s) =

Si
Ref→j (s)

S (s) + α
, (5.22)

où α = 0.05.

La norme H∞ de la fonction de transfert relative pondérée (5.22) évalue la « diffé-
rence » entre la performance globale et la performance locale définie par la fonction
de sensibilité locale S (voir la section 4.3 du chapitre 4 pour plus de détails). Elle
est facilement décrite sous forme d’une UFT en dynamique locale de sous-systèmes
Ts par (4.26) et la Figure 4.7, page 162 avec

T̆ = IN+1 ⊗ Ts

M̃ i→j =




1

1 + α

1

1 + α
M i

21 (j, :)
1

1 + α
M i

22 (j)

0 M i
11 M i

12

1

1 + α

1

1 + α
M i

21 (j, :)
1

1 + α
M i

22 (j)




r̃ =
[

q r1 · · · rN

]T
, ϕ̃ =

[
p ϕ1 · · · ϕN

]T
, w̃ = ϕRef , z̃ = q

(5.23)

où M21 (j, :) désigne la j-ème ligne de la matrice M21, M22 (j) désigne le j-ème
élément de la matrice colonne M22.

Le problème du choix de l’emplacement de connexion du signal de référence afin
d’assurer la synchronisation la plus rapide de toutes les ADPLLs est formalisé comme
suit :

Problème 5.1. Pour un système d’interconnexion donné (5.20), trouver un indice
optimal i de connexion du signal de référence au réseau au sens que la norme H∞

maximale de toutes les fonctions de transfert T i→j
g (s) définies par (5.23) et (5.21)
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soit la plus petite ou autrement dit :

min
i

µmax = max
j

(
20log10

∥∥∥T i→j
g (s)

∥∥∥
∞

)
(5.24)

Le Problème 5.1 en général n’est pas un problème d’optimisation convexe et donc
on peut se poser la question de l’existence de méthodes de résolution efficaces. Ce-
pendant en utilisant le Théorème 4.7, page 153 et le fait qu’il existe un nombre fini
N de valeurs possibles d’indice i, on peut résoudre le problème de manière directe.
En effet, nous allons nous baser sur les trois observations suivantes.

1. L’utilisation de l’approche de performance globale relative permet d’évaluer
la « différence » entre la fonction de transfert de synchronisation Si

Ref→j et la
fonction de sensibilité locale S indépendamment de la dynamique des sous-
systèmes Ts à condition qu’ils soient tous identiques et {x, y, z}-dissipatifs.
Étant donné que tous les sous-systèmes sont identiques, l’approche de per-
formance globale relative permet de réaliser une sorte de « normalisation »
de l’évaluation de la performance globale par la dynamique locale des sous-
systèmes. Cette évaluation de performance dépend donc seulement de l’inter-
connexion Mi.

2. Le Théorème 4.7, page 153 permet d’estimer a priori le niveau de performance
globale relative η, avant le calcul explicite de la loi de commande K ou bien
pour toutes les lois de commande K satisfaisant la condition (4.17) c’est-à-dire
la condition de {x, y, z}-dissipative de chaque sous-système Ts.

3. Pour les valeurs de caractérisation de dissipativité x, y, z fixées (en résolvant
par exemple le problème d’optimisation (4.38) pour des indices i, j fixés c’est-
à-dire un système donné (5.21) avec une sortie j donnée), le problème de
minimisation de η sous contrainte (4.16) avec M = M̃ i→j est un problème
d’optimisation convexe LMI. La résolution de ce problème pour toutes les
l = N2 combinaison possible peut être réalisée de manière efficace même pour
un grande nombre N de sous-systèmes.

Le Problème 5.1 est ainsi facilement résolu pour chaque topologie d’interconnexion
Mi par la résolution du problème de minimisation de η sous contrainte (4.27) pour
les valeurs x, y, z fixées et avec M = M̃ i→j, ∀j ∈ {1, 2, · · · , N}.
En appliquant la méthode décrite de la résolution du Problème 5.1 pour le cas de
Topologie C (voir la Figure 5.1c), on obtient le résultat représenté sur la Figure 5.25.
A côté de chaque sous-système sur la Figure 5.25 nous avons indiqué la valeur
maximale de la norme H∞ µj

i en dB de la fonction de transfert T̂ i→j
g (s), c’est-à-

dire la fonction de transfert correspondante au pire-cas. L’indice inférieur i indique
le numéro de sous-système auquel le signal de référence a été connecté tandis que
l’indice supérieur j à son tour indique le numéro de sous-système le plus éloigné du
sous-système i, c’est-à-dire dont la fonction de transfert de synchronisation Si

Ref→j

correspond au pire-cas. Le sous-système i = 16 est un sous-système n’ayant pas de
chemins le reliant à tous les autres sous-systèmes, c’est pour ces raisons que nous
n’avons pas appliqué l’optimisation pour le système d’interconnexion M16.
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Figure 5.25: Résultat du choix d’emplacement du signal de référence pour la To-
pologie C

Analysant le résultat obtenu, nous arrivons à la conclusion que le meilleur endroit
pour l’emplacement du signal de référence est le sous-système i = 4 (représenté en
rouge sur la Figure 5.25). Ce résultat est confirmé par la Figure 5.26 où nous avons
présenté toutes les fonctions de transfert de synchronisation pour la même loi de com-
mande Kperf synthétisée dans la section précédente (voir le Tableau 5.6, page 213)
S4

Ref→j pour ∀j ∈ {1, 2, · · · , N} (les lignes bleues pleines) avec la contrainte de la
performance du cahier des charges pour le réseau global (la ligne rouge en trait court)
ainsi que la fonction des transfert de synchronisation pire-cas Ŝ4

Ref→2 (la ligne rouge
pleine). Une comparaison des fonctions de transfert de synchronisation pire-cas pour
la Topologie C avec la référence connectée au premier sous-système Ŝ1

Ref→16 (la ligne
bleue en trait long) et avec la référence connectée au quatrième sous-système Ŝ4

Ref→2

(la ligne rouge pleine) est présentée sur la Figure 5.27.

Nous constatons que la fonction de synchronisation Ŝ4
Ref→2, contrairement au pre-

mier cas (voir aussi la Figure 5.21) étant à µ16
1 −µ2

4 dB plus « proche » de la fonction
de transfert locale Slocale (la ligne bleue en trait long sur la Figure 5.27), respecte la

contrainte fréquentielle de performance globale
(
W globale

s

)−1
(la ligne rouge en trait

court sur la Figure 5.27).

La même démarche peut être appliquée pour la Topologie A du réseau. Cependant
à cause des exigences de réalisation pratique sur la carte FPGA d’un tel réseau
d’ADPLL, nous continuons à réaliser la µ-analyse sur le Modèle d’analyse ainsi que
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Figure 5.26: Fonctions de transfert de synchronisation S4
Ref→j (les lignes bleues

pleines), fonction de transfert de synchronisation pire-cas Ŝ4
Ref→2 (la ligne rouge

pleine), fonction de transfert locale Slocale (la ligne bleue en trait long), fonction de
transfert locale + µ dB (la ligne verte en trait interrompu mixte) et la contrainte
fréquentielle du cahier des charges pour le réseau global (la ligne rouge en trait
court)
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Figure 5.27: Comparaison de fonctions de transfert de synchronisation pire-cas
Ŝ4

Ref→2(la ligne rouge pleine) et Ŝ1
Ref→16 (la ligne bleue pleine), ainsi que de fonc-

tion de transfert locale Slocale (la ligne bleue en trait long) + µ2
4 dB (la ligne verte

en trait interrompu mixte) et µ16
1 dB (la ligne orange en trait interrompu mixte),

la contrainte fréquentielle du cahier des charges pour le réseau global (la ligne
rouge en trait court)
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les simulations temporelles sur le Modèle de simulation dans les sections qui suivent
pour le cas de la Topologie A comme elle est présentée sur la Figure 5.1a c’est-à-dire
avec le signal de référence connecté au premier sous-système.

5.6 Robustesse du réseau vis-à-vis d’incertitudes
paramétriques

La méthode de synthèse de la loi de commande décrite dans le chapitre 4 et appliquée
dans la section 5.4 de ce chapitre se base sur le modèle nominal du réseau (voir la
Figure 5.5 la Figure 4.2, page 148, la Figure 4.1, page 147) et l’identité de sous-
systèmes locaux (voir les équations (4.1), page 146 et (4.2), page 146). Cependant
en pratique, à cause de dispersions technologiques, les paramètres des sous-systèmes
ne correspondent jamais aux valeurs nominales ; par conséquent les sous-systèmes
ne sont jamais identiques. Dans cette section, comme cela a été discuté à la fin du
chapitre 1, page 26, on propose d’appliquer une méthode d’analyse complémentaire à
la méthode d’analyse Monte-Carlo (voir le début de section 2.6 du chapitre 2, page 79
pour plus de détails). Il s’agit de la méthode de µ-analyse du comportement du
système global qui a été discuté en détails dans la section 2.6 du chapitre 2, page 79,
et a été appliquée pour l’analyse du comportement du Modèle d’analyse d’une seule
ADPLL dans la sous-section 2.6.3, page 88. Dans cette section, nous allons étudier
comment la méthode de µ-analyse peut être appliquée au réseau d’ADPLLs.

Le correcteur réalisant la loi de commande décentralisée conçu dans la section 5.4
est un correcteur PI (voir 5.19, page 209). Ainsi le Modèle d’analyse de la iième

ADPLLs au sein du réseau (voir la Figure 5.6, page 190) devient comme présenté sur
la Figure 5.28. Sur la Figure 5.28, pour la clarté de la présentation, nous n’avons pas
présenté les signaux de perturbation qP Di, qV COi et qb

V COi. Les paramètres Knom
P et

Knom
I sont les paramètres nominaux du correcteur continu Kperf (s), ∆P et ∆I sont

leurs incertitudes paramétriques (voir (5.2), page 188).

Figure 5.28: Modèle d’analyse de la iième ADPLLs au sein du réseau équivalent
avec le correcteur PI

Afin de réduire le nombre d’incertitudes à prendre en compte, nous faisons un chan-
gement de variables semblable à celui effectué lors d’analyse du comportement d’une
seule ADPLL (voir (2.53), page 88). Cependant, cette fois-ci, nous regroupons sé-
parément des incertitudes communes (∆P , ∆I , ∆V CO et ∆P D) et des incertitudes
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variables (∆̃i
V CO,∆̃

i
P D) de la manière suivante :

K = Knom
P D · Knom

V CO · 1
d︸ ︷︷ ︸

K0



1 +

∆K︷ ︸︸ ︷
KdδK +

∆̃Ki︷ ︸︸ ︷
K̃dδi

K



;

KP = Knom
P


1 +

∆P︷ ︸︸ ︷
KdP δP


 ;

KI = Knom
I


1 +

∆I︷ ︸︸ ︷
KdIδI


 ,

(5.25)

avec

Kd =

(
1 +

Kgab
P D

Knom
P D

) (
1 +

Kgab
V CO

Knom
V CO

)
− 1;

K̃d =

(
1 +

Kgab
P D

Knom
P D

)
K̃gab

V CO

Knom
V CO

+

(
1 +

Kgab
V CO

Knom
V CO

)
K̃gab

P D

Knom
P D

+
K̃gab

V CO

Knom
V CO

K̃gab
P D

Knom
P D

;

KdP =
Kgab

P

Knom
P

KdI =
c

Knom
I

,

(5.26)

et δK , δi
K , δP , δI ∈ R :|δK | < 1, |δi

K | < 1, |δP | < 1, |δI | < 1.

La Figure 5.29 représente une version du Modèle d’analyse de chaque ADPLL sous
forme standard de µ-analyse.

Dans la suite, nous regroupons ensembles les entrées wji et les sorties zji de chaque
ADPLL de sorte à former le réseau global d’ADPLLs interconnectées représenté sur
la Figure 5.30 avec ∆̃ ∈ ∆̃ où

∆̃ =





∆̃ ∈ R
4N×4N /∆̃ =




δ1
K · · · 0
...

. . .
...

0 · · · δN
K

· · · · · · 0

...

δK · · · 0
...

. . .
...

0 · · · δK

...
...

... · · ·
δP · · · 0
...

. . .
...

0 · · · δP

...

0 · · · · · ·
δI · · · 0
...

. . .
...

0 · · · δI








,

(5.27)

la structure des incertitudes du réseau complet.
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*
 

Figure 5.29: Schéma ∆i ⋆ Mni standard de la µ-analyse de la i-ème ADPLL du
réseau

5.6.1 Stabilité robuste du réseau

Pour tester la stabilité robuste du réseau complet nous appliquons la méthode de
µ-analyse décrite dans la section 2.6 du chapitre 2 avec les valeurs d’incertitudes
initiales du Tableau 2.1, page 55, Tableau 5.1, page 188 ainsi que les valeurs d’incer-
titudes paramétriques du correcteur trouvées lors de la µ-analyse de la performance
robuste d’une seule ADPLL (voir (2.56), page 91).

Les résultats de calcul des bornes supérieure et inférieure de la valeur singulière
structurée fréquence par fréquence sont représentés sur la Figure 5.31. Ils confirment
que le réseau complet est stable avec des incertitudes décrites par le Tableau 2.1 et le
Tableau 5.1 ainsi que les valeurs d’incertitude paramétriques du correcteur trouvées
lors de la µ-analyse de la performance robuste d’une seule ADPLL (voir (2.56),
page 91).

5.6.2 Performance globale robuste du réseau

Pour analyser la performance globale robuste du réseau d’ADPLLs, il est nécessaire
tout d’abord de choisir une ou plusieurs fonctions de transfert globale de perfor-
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Figure 5.30: Schéma ∆̃ ⋆ M̂n standard de la µ-analyse de la stabilité robuste du
réseau d’ADPLLs

mance à analyser et ensuite, selon la méthode décrite dans la sous-section 2.6.2 du
chapitre 2, d’introduire dans le schéma global de la Figure 5.30, des entrées et sor-
ties correspondant à ces fonctions de transfert ainsi que les fonctions de pondération
fixant les contraintes fréquentielles de performance.

Ainsi, à titre d’illustration pour la Topologie A (voir la Figure 5.1a, page 185), nous
choisissons la fonction de transfert globale de synchronisation de pire-cas ŜRef→16

et la contrainte de performance globale fixée par la fonction de pondération W globale
s

de (5.9), page 200. Le schéma ∆̃ ⋆ M̂n standard de la µ-analyse de la performance
robuste du réseau d’ADPLLs correspondant est représenté sur la Figure 5.32 avec
blocs Mij définis dans (5.14), page 204.

Le calcul de la borne inférieure et la borne supérieure d’indicateur µ pour les va-
leurs des incertitudes initiales du Tableau 2.1, page 55, Tableau 5.1 ainsi que les
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Figure 5.31: Les bornes inférieure (ligne bleue) et supérieure (points verts) de l’in-
dicateur µ de l’exemple numérique du réseau d’ADPLL considéré pour la stabilité
robuste
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Figure 5.32: Schéma ∆̃ ⋆ M̂n standard de la µ-analyse de la performance robuste
du réseau d’ADPLLs
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valeurs d’incertitudes de paramètres du correcteur trouvées lors de la µ-analyse de
la performance robuste d’une seule ADPLL (2.56), page 91 donne une valeur de
µmax > 1. Étant donné que la stabilité robuste a été testée pour les mêmes valeurs
d’incertitudes dans la sous-section précédente, cela signifie que la performance ro-
buste exprimée par la contrainte fréquentielle (voir (5.9), page 200 et la Figure 5.16,
page 211) n’est pas assurée.

Cela semble logique dans la mesure où la contrainte fréquentielle est saturée déjà
dans le cas nominal (voir la Figure 5.16, page 211). Ainsi, une incertitude très faible
sur des paramètres des ADPLLs provoque un dépassement de la contrainte. Pour
ces raisons, nous proposons de changer la stratégie de µ-analyse adaptée dans le
cas d’une seule ADPLL. Aussi, pour les incertitudes fixées sur les paramètres de
PDs et de VCOs (Kgab

P D et Kgab
V CO voir le Tableau 2.1, page 55 ainsi que K̃gab

P D et
K̃gab

V CO voir le Tableau 5.1), au lieu de considérer la problématique de recherche des
incertitudes maximales sur les paramètres du correcteur Kgab

P et Kgab
P D pour garantir

la performance robuste, nous allons considérer la problématique de recherche du
niveau maximal de performance pour différents jeux de valeurs des incertitudes
paramétriques du correcteur Kgab

P et Kgab
I . Étant donné que la fonction de transfert

de synchronisation ŜRef→16 nominale est la plus proche de la contrainte fréquentielle
en moyennes fréquences (voir la Figure 5.16, page 211) le niveau de performance sera
évalué par la valeur de la fréquence de coupure ωi

c de la fonction de pondération.

Les résultats de cette démarche pour les différentes valeurs d’incertitudes sur les
paramètres du correcteur Kgab

P et Kgab
I résumées dans le Tableau 5.8 sont représentés

sur la Figure 5.33. L’alternative 1 du Tableau 5.8 correspond aux valeurs idéales
des paramètres du correcteur c’est-à-dire seules les incertitudes sur les PDs et les
VCOs sont considérées. Ce choix des incertitudes du correcteur irréaliste permet
d’évaluer un niveau de performance maximale atteignable dans le cas de correcteurs
idéaux. Pour notre cas, il correspond à la valeur de la fréquence de coupure ω1

c =
110 rad/sec. L’alternative 2 du Tableau 5.8 correspond aux valeurs des incertitudes
du correcteur retenues lors de la µ-analyse de la performance robuste d’une seule
ADPLL (voir (2.56), page 91).

En analysant les résultats obtenus, nous arrivons à la conclusion que l’incertitude sur
le gain de la branche proportionnel du correcteur Kgab

P est très importante pour la
performance robuste. Plus ce paramètre est important, plus la fréquence de coupure
de la fonction de pondération fixant le niveau maximal de performance atteint est
basse. Ceci est logique car c’est le coefficient statique du correcteur qui fixe la bande
passante de la fonction de transfert de synchronisation. Cette tendance se manifeste
moins pour le gain de la branche intégrale du correcteur Kgab

I .

Nous retenons alors les valeurs d’incertitude paramétrique du filtre de l’alternative
6 assurant la fréquence de coupure de ω6

c = 96 rad/sec (voir le Tableau 5.8) et
correspondant aux incertitudes sur les paramètres du correcteur numérique résumés
ci-dessus :

K∗gab
P = ±0.7123 soit ± 10%;

K∗gab
I = ±7.8 · 10−3 soit ± 30%.

(5.28)
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Figure 5.33: Niveaux de performance robuste garantie pour différentes valeurs
d’incertitudes sur les paramètres du correcteur

Alternative Kgab
P Kgab

I ωc

1 0 0 110 rad/sec

2 0.15 0.73 76 rad/sec

3 0.15 0.3 86 rad/sec

4 0.3 0.15 52 rad/sec

5 0.3 0.3 38 rad/sec

6 0.1 0.3 96 rad/sec

Table 5.8: Jeux de valeurs d’incertitudes paramétriques du correcteur testées

La fonction de pondération associée a la forme suivante :

W globale
s (s) = Wε (s)WRef (s) =

0.36 (s + 246.5)

s + 0.06
. (5.29)

Les résultats du calcul de l’indicateur µ pour cette alternative sont représentés sur la
Figure 5.34. Ils confirment que la performance robuste est respectée. La Figure 5.35
représente les tracés du module de la fonction de transfert de synchronisation pire-
cas ŜRef→16 pour les différentes valeurs des incertitudes. Les valeurs d’incertitudes
communes (Kgab

P , Kgab
I , Kgab

P D et Kgab
V CO) ont été choisies selon une grille de 10 va-

leurs équidistantes, alors que les valeurs d’incertitudes variables (K̃gab
P D et K̃gab

V CO) ont
été choisies dans leurs plages de variations de manière aléatoire pour chaque sous-
système séparément et chaque combinaison de valeurs d’incertitudes communes. La
Figure 5.35 confirme les résultats de µ-analyse de la performance robuste. En effet, la
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famille de fonctions de transfert de synchronisation définie par les incertitudes para-
métriques du Tableau 2.1, page 55, du Tableau 5.1 et de (5.28) respecte la contrainte

fréquentielle fixée par la fonction de pondération
(
W globale

s

)−1
définie par (5.29).
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Figure 5.34: Les bornes inférieure (ligne bleue) et supérieure (points verts) de
l’indicateur µ de l’exemple numérique du réseau d’ADPLL considéré pour la per-
formance robuste correspondant à l’alternative 6 du Tableau 5.8
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Figure 5.35: La fonction de transfert de synchronisation pire-cas ŜRef→16 incertaine
pour différentes valeurs d’incertitudes (en vert) ainsi que la fonction de transfert de
synchronisation pire-cas ŜRef→16 nominale (en bleue) et la contrainte fréquentielle
(en rouge pointillé)

Par la suite, on réalise des simulations du réseau complet pour les Modèles de syn-
thèse nominaux, les Modèles d’analyse incertains ainsi que les Modèles de simulation
non-linéaires.

5.7 Simulation du réseau complet de modèles
d’ADPLLs

Pour confirmer les résultats obtenus lors de la synthèse et de l’analyse proposées,
des simulations temporelles ont été effectuées sur les différents modèles du réseau
d’ADPLLs. La Figure 5.36 montre l’évolution des signaux d’erreur de suivi εRefi et
de commande ui de toutes les ADPLLs au cours du temps. Ces signaux sont issus
de simulations du réseau des Modèles de synthèse (voir la Figure 5.3, page 187) sans
bruits extérieurs c’est-à-dire des modèles simple LTIs de l’ADPLL (voir la page 33
pour plus de détails) sans la contribution de signaux du bruit incorporés dans les
signaux qP Dij, qV COi, qb

V COi.

La simulation a été partagée en trois parties :
– durant la partie I, seul le signal échelon unitaire est appliqué à l’entrée du réseau
d’ADPLLs (ϕRef ), ce qui permet d’évaluer le temps de montée et donc le temps
de réponse 6 ;

6. Le temps de montée est, par ailleurs, inférieur au temps de montée indicatif de la fonction
de transfert canonique de deuxième ordre T = ω0

s2+2ζω0s+ω2

0

(7.1 · 10−3 sec).
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Figure 5.36: Simulations temporelles du réseau des Modèles de synthèse de l’AD-
PLL sans le bruit extérieur, l’évolution de l’erreur de suivi εRefi de toutes les AD-
PLLs (première sous-figure) et de commandes de leurs correcteurs ui (deuxième
sous-figure) au cours du temps.

– durant la partie II, les perturbations q
V COi

sous forme d’échelon avec la valeur
d’amplitude choisie aléatoirement entre −1 et +1, sont appliquées à l’entrée du
procédé de chaque ADPLL pour confirmer leur rejet ;

– durant la partie III, une rampe unitaire est appliquée à l’entrée du réseau d’AD-
PLLs (ϕRef ) pour confirmer la synchronisation du réseau avec une source pério-
dique extérieure.

Les mêmes simulations sur le Modèle de synthèse mais en présence de bruit sont
représentées sur la Figure 5.37.

Pour confirmer que les hypothèses prises durant la modélisation sont valables au-
tour du point de fonctionnement et pour valider l’efficacité de la loi de commande
obtenue sur le procédé réelle, des simulations sur le réseau de Modèles de simu-
lation incluant les non-linéarités, l’effet de quantification, des incertitudes (voir la
section 2.2 du chapitre 2, page 43) ont été réalisées. Les résultats de simulation sont
représentés sur les Figures 5.38 et 5.39. La Figure 5.38 présente l’évolution de la
fréquence instantanée fi de toutes les ADPLLs et des signaux d’erreur à la sortie de
quelques comparateurs de phase choisis Errij (courbes bleues) au cours du temps
pendant deux étapes. La première étape illustre la synchronisation du réseau en
mode unidirectionnel de propagation de l’information de phase (voir la Figure 5.8
de la section 5.3 de ce chapitre) dans le cas où les fréquences instantanées initiales
des toutes les ADPLLs sont différentes, choisies de manière aléatoire parmi des va-
leurs définies dans le Tableau 2.1, page 55. La deuxième étape, après un changement

234



5.7 Simulation du réseau complet de modèles d’ADPLLs

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
-0.5

0

0.5

1

1.5
Erreur

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

0

50

100
Commande

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

-4

-2

0

2

4

Commande

7 10
-3

0.06 0.065 0.07 0.075 0.08 0.085 0.09 0.095

-0.05

0

0.05

Figure 5.37: Simulations temporelles du réseau des Modèles de synthèse de l’AD-
PLL avec le bruit extérieur, l’évolution de l’erreur de suivi εRefi de toutes les AD-
PLLs (première sous-figure) et de commande de leurs correcteurs ui (deuxième
sous-figure) au cours du temps.

de mode de propagation de l’information de phase d’unidirectionnel à bidirectionnel
(voir la Figure 5.1a, page 185) ce qui peut être considérée comme une perturbation
du réseau, illustre le maintien de la synchronisation. Le premier signal d’erreur cor-
respond à l’erreur entre la référence ref et le signal de sortie de fréquence divisée
de la première ADPLL div1. La courbe verte sur la première sous-figure correspond
à la fréquence du signal de référence Ref appliqué à l’entrée du réseau PLL. Les
fluctuations en régime permanent sont dûes à la nature « bang-bang » du compara-
teur de phase utilisé (voir la sous-section 2.1.1, page 36) et aux différentes sources
de bruit (bruit de phase du VCO, les effets de quantification, etc.).

La Figure 5.39 présente l’évolution au cours du temps du signal d’horloge appliqué
à l’entrée du réseau Ref et des signaux générés par les ADPLLs 1, 4, et 16 respec-
tivement Divi

7. On remarque que les signaux sont synchronisés (avec une certaine
erreur) en phase et en fréquence après une période transitoire. Les mêmes observa-
tions sont confirmées pour les signaux d’horloge générés par les autres ADPLLs et
on peut donc conclure que la loi de commande est efficace aussi pour le réseau de
Modèles de simulation le plus proche du procédé réel.

7. Il s’agit bien du signal à fréquence divisée Divi issus du diviseur de fréquence, le signal généré
par le VCO i du haute fréquence Loci est cependant synchronisé avec le signal à fréquence divisée
Divi.
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Figure 5.38: Simulations temporelles du réseau de Modèles de simulation d’AD-
PLLs, l’évolution de la fréquence instantanée de toutes les ADPLLs fi et de l’erreur
de suivi ε au cours du temps.
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Figure 5.39: Simulations temporelles du réseau de Modèles de simulation de l’AD-
PLLs, l’évolution au cours du temps des signaux d’horloge appliqués à l’entrée du
réseau d’ADPLLs Ref et les signaux générés par l’ADPLL 1, 4 et 16 (Div1, Div4,
Div16) respectivement
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode de synthèse de la loi de commande
décentralisée développée dans le chapitre 4 aux Modèles de synthèse de réseaux de
distribution du signal d’horloge présentant un réseau d’ADPLLs identiques intercon-
nectées. Ces exemples numériques démontrent l’efficacité de la méthode garantissant
a priori la stabilité du système complet ainsi que sa performance.

Deux autres problématiques pratiques d’implémentation : le phénomène de Mode-
Locking et le choix de l’emplacement de connexion du signal de référence au réseau
d’ADPLLs pour une meilleure performance ainsi que leurs solutions ont été égale-
ment étudiées dans ce chapitre.

Étant donné que la méthode de synthèse de la loi de commande se base sur l’identité
de sous-systèmes, ce qui n’est jamais le cas en pratique à cause de dispersions tech-
nologiques inévitables, une méthode d’analyse a été appliquée afin de tester si les
propriétés assurées dans le cas nominal le sont également pour les Modèles d’analyse
incertains et sinon qu’elle est la dégradation maximale. Cette méthode d’analyse est
composée de deux étapes : (i) les simulations Monte-Carlo de sous-blocs élémen-
taires du système et (ii) la µ-analyse du système global décrit par des modèles
d’incertitudes simples. La première étape permet de déduire les modèles simples
d’incertitudes de sous-blocs élémentaires décrits par les modèles complexes de bas
niveau, la deuxième étape à son tour avec la connaissance de ces modèles simples
d’incertitudes permet d’effectuer une analyse du comportement du système global
de grande dimension. L’application de la deuxième étape a été illustrée sur le réseau
de distribution du signal d’horloge considéré dans cette étude.

A la fin de ce chapitre, les simulations ont démontré l’efficacité de la loi de commande
pour le modèle du réseau d’ADPLLs le plus proche de la réalité : le Modèle de si-
mulation.
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Au cours de cette thèse, nous nous sommes intéressés à la conception du réseau
actif de génération et de distribution du signal d’horloge, un système alternatif aux
arbres traditionnels de génération et de distribution du signal d’horloge, permettant
d’élargir et de surmonter les limites technologiques de ces derniers. Cet exemple
numérique motivant, provenant du domaine de la Microélectronique, lance plusieurs
défis intéressants et complexes à la fois. En effet, étant un système complexe avec un
comportement dynamique riche, il nécessite pour sa conception un développement et
l’application de méthodes et d’approches pluridisciplinaires sortant du cadre tradi-
tionnel de la Microélectronique. Des méthodes et des approches provenant d’autres
sciences comme les Mathématiques, la Théorie et la Modélisation de systèmes élec-
troniques non-linéaires, analogiques et mixtes, et l’Automatique sont nécessaires
pour développer une méthode de conception du système considéré dans ces études.
L’objectif principal de cette thèse était la réalisation de cette démarche.

Du point de vue de l’Automatique, la conception du réseau de génération et de
distribution du signal d’horloge consiste en la synthèse de la loi de commande ga-
rantissant les propriétés désirées du système, c’est-à-dire la stabilité et un niveau
de performance acceptable, et en une analyse du comportement du système afin de
confirmer que ces propriétés sont conservées en dépit de l’influence de facteurs qui
n’ont pas été pris en compte durant la synthèse. Nous nous sommes fixés comme
objectif de développer une méthode de synthèse et d’analyse d’un tel système qui
remplisse les deux exigences principales : (i) la méthode doit être compatible avec
des méthodes et des outils existant en Microélectronique afin de garantir la conti-
nuité de la démarche de la conception et (ii) la méthode doit être la plus générale
possible afin qu’elle puisse être appliquée aux autres applications issues d’autres
problématiques, d’autres domaines de sciences de l’Ingénieur.

A l’issue de ces trois ans d’étude, nous pouvons dire que l’objectif a été atteint et que
les deux exigences ont été respectées. En effet, nous avons développé une méthode
nouvelle et originale de la synthèse de la loi de commande décentralisée pour un
système de grande dimension composé de sous-systèmes identiques répondant bien
aux exigences considérées simultanément.

1) Cette méthode de synthèse est inspirée par la même démarche de conception
« locale » utilisée jusqu’à maintenant en Microélectronique. Cependant, contraire-
ment à l’approche « locale », la méthode qui a été proposée dans cette thèse grâce
aux conditions supplémentaires sur les sous-systèmes locaux et sur l’interconnexion,
permet de réaliser un lien « global - local » et d’assurer a priori lors de la conception
que les propriétés désirées du système entier et non seulement des sous-systèmes
locaux séparés seront garanties. Par la suite, des méthodes de synthèse de la loi
de commande locale H∞ et de l’optimisation convexe sous contraintes LMI ont été
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proposées afin de satisfaire les premières et respectivement deuxièmes conditions et
donc d’assurer un bon comportement du système global. La synthèse de la loi de
commande proposée H∞ est particulièrement bien adaptée aux approches et aux
méthodes existantes de conception d’une ADPLL, un sous-système du réseau actif
considéré, en Microélectronique. Premièrement, la méthode permet de « traduire »
des exigences classiques de performance sous forme d’un critère mathématique dans
le domaine fréquentiel, c’est-à-dire dans un « langage » commun avec des concepteurs
d’équipements radio-fréquentiels, tel qu’une ADPLL, en Microélectronique. Deuxiè-
mement, le problème de synthèse H∞ peut être résolu de manière efficace grâce aux
avancées récentes en optimisation convexe et dont l’algorithme de résolution peut
être facilement programmé et intégré dans le flux de CAO existant en conception
de circuits intégrés de grande densité. Le dernière point concerne également l’opti-
misation convexe sous contraintes LMI de la méthode proposée afin de garantir les
conditions sur l’interconnexion.

2) D’un autre côté, la synthèse H∞ assurant la performance locale dans le cas de plu-
sieurs entrées et sorties et l’approche de la performance relative proposée réalisant un
lien entre la performance locale et globale, permettent d’englober des exigences gé-
nérales de performance nécessaires pour une généralisation importante du problème.
En effet, un réseau actif de génération et de distribution du signal d’horloge peut
être modélisé par un système qui est un cas particulier de système de grande dimen-
sion composé de sous-systèmes identiques comme considéré dans cette thèse. Aussi,
tous les résultats du chapitre 4 ont été développés pour une description générale
de sous-systèmes locaux ainsi que leur interconnexion avec des contraintes fréquen-
tielles de la performance générale. Ceci permet une application facile de la méthode
de synthèse proposée aux autres problèmes couvrant un large spectre d’applications
des systèmes de grande dimension composés de sous-systèmes identiques.

Concernant l’analyse de la robustesse, une combinaison de la méthode d’analyse
de la robustesse par les simulations Monte-Carlo avec la méthode de µ-analyse est
proposée dans cette thèse. Ainsi, l’analyse du comportement du réseau de génération
et de distribution du signal d’horloge vis-à-vis des dispersions technologiques est
partagée en deux étapes. La première étape consiste en des simulations Monte-
Carlo de sous-blocs élémentaires du système permettant de déduire les modèles
simples d’incertitudes de sous-blocs élémentaires décrits par les modèles complexes
de bas niveau. La deuxième étape consiste en la µ-analyse du système global décrit
par des modèles d’incertitudes simples obtenus à la première étape, ce qui permet
d’effectuer une analyse du comportement du système global de grande dimension
sans consommation importante du temps et de calcul nécessaires.

Perspectives

Le travail effectué durant la thèse a donné lieu à plusieurs perspectives intéressantes.

1) La contribution principale de la thèse, c’est-à-dire une méthode de synthèse de
loi de commande décentralisée est basée sur le fait que les sous-systèmes du système
de grande dimension considéré sont identiques. Cela a permis non seulement de sim-
plifier la synthèse en la transformant en une synthèse de la loi de commande locale
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et en s’approchant de la méthode de conception « locale » existant en Microélectro-
nique, mais aussi de réduire le conservatisme potentiel du résultat inévitable lors de
l’utilisation des outils de la commande décentralisée. La µ-analyse a été proposée
par la suite afin de confirmer a posteriori que la loi de commande synthétisée par la
méthode proposée est efficace en condition de dispersions technologiques impliquant
en pratique une non-identité des sous-systèmes. Une des perspectives est ainsi la gé-
néralisation du résultat aux sous-systèmes non-identiques dont la différence est plus
importante que les dispersions technologiques. Cela va garantir, en outre, l’efficacité
de la loi de commande pour ce types de systèmes a priori lors de sa synthèse.

Les auteurs de résultats issus de la Commande Décentralisée, qui ont fondé la base de
la méthode de synthèse proposée dans cette thèse, appliquent la méthode de synthèse
directement aux systèmes de grande dimension généraux composés de sous-systèmes
différents. Cela implique une certaine complexité de calcul (plusieurs conditions à
satisfaire) et un certain conservatisme du résultat obtenu.

Dans notre perspective, nous proposons de procéder autrement et de passer, si c’est
possible, par une étape intermédiaire de sous-systèmes identiques. En effet, suppo-
sons que le système de grande dimension soit composé de sous-systèmes différents
Gi interconnectés et contrôlés par des correcteur différents Ki qu’il faut déterminer
afin de garantir un bon comportement du système global. Si l’on a des connaissances
sur les modèles Gi, il est possible de trouver les pré-compensateurs W e

i et W s
i tels

que leurs produits avec les modèles de sous-systèmes Gi soient identiques, c’est-à-
dire G̃ = W s

i GiW
e
i pour ∀i. Dans ce cas-là, nous obtenons un système de grande

dimension transformé avec des sous-systèmes identiques G̃. Il est donc possible d’ap-
pliquer la méthode de synthèse de la loi de commande décentralisée K̃ identique à
tous les sous-systèmes comme proposée dans cette thèse. Par la suite, les correcteurs
différents finaux obtenus sont déterminés comme Ki = W e

i K̃W s
i .

La première perspective est alors une étude plus détaillée dans cette direction afin de
découvrir les conditions sous lesquelles cette démarche sera possible et ses résultats
potentiels.

2) La deuxième perspective concerne le choix de la topologie de l’interconnexion.
En effet, nous avons vu dans le chapitre 5 que le réseau d’interconnexion joue un
rôle important en dynamique globale du système de grande dimension fixant parfois
des limites contraignantes de performance atteignable. Il est donc intéressant, pour
les applications qui le permettent, d’étudier comment choisir la topologie d’intercon-
nexion afin de dépasser ces limites de performance. Un exemple d’une telle démarche
a été déjà illustré dans cette thèse dans la section 5.5 du chapitre 5 lors du choix de
l’emplacement de la connexion du signal de référence au réseau.

3) Une autre perspective concerne la résolution des problèmes d’optimisation décrits
dans la section 4.4 du chapitre 4 du choix de la caractérisation de dissipativité
des sous-systèmes. Ces problèmes sont en général non-convexes et dans cette thèse
nous les avons transformés en des problèmes convexes ou quasi-convexes en fixant
certaines variables de décision. Il est possible en perspective d’appliquer différentes
méthodes d’optimisation non-convexes dont les points d’initialisation sont fixés par
les valeurs obtenues lors de la méthode d’optimisation proposée dans cette thèse.

Il est également possible à travers cette extension de prendre en compte le cas de
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sous-systèmes MIMO et donc des matrices de caractérisation de la dissipativité X,
Y et Z.

4) La quatrième perspective consiste en l’analyse du comportement du modèle du
système global prenant en compte les non-linéarités, un comportement hybride et/ou
les délais existant dans les systèmes réels. Il est possible d’utiliser l’information sur
l’identité de sous-systèmes afin de réduire la complexité et le conservatisme des
méthodes d’analyse non-linéaires existantes. En outre, le résultat de séparation des
graphes ainsi que la notion de norme H∞ placés au cœur de la méthode proposée
dans cette thèse, sont généralisables au cas des systèmes non-linéaires à travers la
séparation des graphes d’opérateurs non-linéaires et de leurs normes L2.

Il est également intéressant, de combiner la méthode de µ-analyse avec des méthodes
probabilistes d’analyse afin de rapprocher encore plus cette méthode de la méthode
d’analyse par les simulations Monte-Carlo.
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Liste des symboles

ADPLL All Digital Phase Locked Loop ou boucle à verrouillage de phase
entièrement numérique

BMI Inégalités matricielles bilinéaires ou Bilinear Matrix Inequalities en
anglais

CAN Conversion Analogique Numérique

CAO Conception Assistée par Ordinateur

CNA Convertisseur Numérique Analogique

DCO Digitally Controlled Oscillator en anglais ou oscillateur contrôlé par
un mot numérique en français

DSP Densité Spectrale de Puissance

FPGA Field-Programmable Gate Array

GALS Globalement Asynchrone et Localement Synchrone

KYP Kalman-Yakubovich-Popov

LFT Transformation fractionnelle (linéaire) inférieure ou Lower (linear)
Fractional Transformation en anglais

LMI Inégalité Matricielle Linéaire ou Linear Matrix Inequality en anglais

LTI Linéaire Temps Invariant ou Linear Time Invariant en anglais. Il
s’agit souvant d’un système dynamique.

MIMO Multi-Input Multi-Output

PD Phase Detector en anglais ou comparateur de phase en français

PFD Phase Frequency Detector en anglais ou convertisseur temps numé-
rique en frainçais

PLL Phase Locked Loop ou boucle à verrouillage de phase

SISO Système monovariable, Single-Input Single-Output en anglais

TDC Time to Digital Converter en anglais ou convertisseur temps numé-
rique en frainçais

UFT Transformation fractionnelle (linéaire) supérieure ou Upper (linear)
Fractional Transformation en anglais

VCO Voltage controlled oscillator en anglais ou l’oscillateur contrôlé en
tension
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Nomenclature

SOC Systems On Chip en anglais ou système sur puce en français

‖S‖∞ Norme H∞ d’une matrice de fonctions de transfert S

0 Matrice nulle de dimension définie par le contexte

0n Matrice nulle de dimension n

λ (A) Valeur propre de la matrice A

C Ensemble des nombres complexes

R Ensemble des nombres réels

1 Vecteur colonne composé de 1 et de dimension définie par le contexte

1N Vecteur colonne de dimension N composé de 1

µ∆ (A) Valeur singulière structurée de la matrice A par rapport à la structure
∆

⋆ Produit Redheffer ou produit étoile (star product en anglais)

Im Partie imaginaire d’un nombre complexe

Re Partie réelle d’un nombre complexe

I Matrice identité de dimension définie par le contexte

In Matrice identité de dimension n

j
√−1

M∗ Transposée conjuguée de la matrice M

MT Transposée de la matrice M

s Variable Laplace

σ (A) la valeur singulière maximale de la matrice complexe A

σ (A) la valeur singulière minimale de la matrice complexe A
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