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Introduction générale

Dans le but d’améliorer la productivité, de réduire le cotit et de maximiser le profit, les
industriels de I'aéronautique, du nucléaire et de I’automobile s’orientent de plus en plus vers des
outils de simulation lorsqu’il s’agit, en particulier, des opérations de soudage. En général, les
procédés de soudage aménent localement les piéces & souder & une température supérieure a la
température de fusion, et I’assemblage par liaisons métalliques s’effectue lors de la solidification.
Pendant le procédé de soudage, les bords des deux piéces sont fondus en créant le joint soudé.
Ceci est obtenu en utilisant localement une source intense d’énergie formant ainsi un bain de
fusion, qui & son tour, crée le cordon de soudure au cours de la solidification. L'un des enjeux
industriels majeurs de ’assemblage par soudage concerne la prédiction des effets mécaniques
(distorsions, déformations résiduelles, contraintes résiduelles, etc.) directement dépendants des
évolutions de température imposées par le procédé, appelés chargement thermique du procédé.

Afin d’accéder a ce chargement thermique, deux approches sont couramment utilisées par

" source équiva-

les thermiciens : 'approche multi-physique [83] compléte et 'approche dite de
lente" [48, 63].

La premiére approche consiste & résoudre un probléme magnétohydrodynamique dans toutes
les parties de la structure soudée : la zone fondue (le liquide) et la zone solide. On résout alors les
équations de Navier Stockes [7] et les équations de conservation d’énergie en tenant compte des
interactions entre la source d’énergie (arc, faisceau, etc.) et la piéce, ainsi qu’entre le liquide et le
solide. Cette approche est compléte et permet d’accéder au chargement thermique du procédé.
Cependant, elle reste trés lourde, demande de fortes hypothéses et un temps de calcul souvent
prohibitif.

La deuxiéme approche consiste & résoudre un probléme & frontiére libre de conduction de
la chaleur qui ne s’occupe que de la partie solide. Elle consiste & simplifier les phénoménes
physiques [56] apparaissant entre la torche de soudage et la plaque ainsi que ceux du bain
liquide en introduisant une condition de température imposée sur le front de fusion, frontiére
liquide/solide & déterminer.

Dans ce travail, nous considérons une étude qui consiste & identifier I'interface liquide/solide
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et le flux thermique qui la traverse a partir de températures mesurées dans le solide. La démarche
consiste alors & résoudre un probléme a frontiére libre. Dans ce méme contexte, nous signalons
que les problémes d’identification des frontiéres ou les problémes & frontiére libre constituent
un type important de problémes inverses qui sont en liaison avec une variété de phénomeénes
dans différents secteurs scientifiques (|2, 16, 18, 19, 28|,[44],[81]- - - ). Jusqu’a présent, il n’y a
pas d’études théorique et numérique qui permettent de couvrir toute cette classe de problémes
a frontiére libre, bien qu’il y ait eu des progrés sur I’étude de chaque probléme appréhendé a
part. Si quelques travaux de simulation numérique ont été réalisés par des équipes de thermique
pour la résolution de ce probléme & frontiére libre de soudage [11, 33|, cependant aucune étude
d’existence n’a été effectuée. D’ou I'idée de s’intéresser a 1’étude théorique et a ’approximation

numérique de ce probléme reformulé en un probléme d’optimisation de forme [44].

La méthode d’optimisation de forme est désormais couramment abordée pour résoudre les
problémes a frontiére libre [4, 9, 42, 43|. C’est une approche variationnelle, qui consiste & minimi-
ser une fonctionnelle cotit intégrale par rapport & une famille de domaines, dont la fonctionnelle
dépend de la solution d’un probléme aux limites sur un domaine de cette famille appelé "probléme
d’état". L’étude de 'existence d’une solution d’un probléme d’optimisation de forme nécessite le
choix d’une topologie adéquate sur la famille des domaines qui doit assurer sa compacité, ainsi

que la semi-continuité inférieure de la fonctionnelle cofit.

La difficulté principale de I’étude d’existence d’une solution optimale réside dans le fait que
le probléme d’état associé & la formulation en optimisation de forme considérée est régi par un
opérateur non coercif, ce qui rend ’étude compliquée. Pour pallier cette difficulté, nous utilisons
le degré topologique de Leray Schauder [32] et des estimations uniformes basées sur des résultats

récents sur l'inégalité uniforme de Poincaré [12] et quelques inégalités de Sobolev [51].

Nous étudions ensuite 'approximation numeérique de ce probléme d’optimisation de forme
en considérant une discrétisation basée sur les éléments finis linéaires [28]. Nous montrons alors
que le probléme d’optimisation discret admet une solution en utilisant le degré topologique de
Brouwer [32], puis nous étudions la convergence d’une suite de solutions du probléme approché
vers la solution du probléme continu. Le probléme discret correspondant est résolu en utilisant
deux méthodes.

L’une est basée sur les algorithmes évolutionnaires [58] qui sont des outils d’optimisation trés

robustes, efficaces lorsque les fonctions a optimiser sont fortement irréguliéres, et dépendantes
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de paramétres variés en nature et en type. Ils sont actuellement largement employés dans des
domaines d’applications extrémement variés. Cependant, ils ne sont viables, pour des problémes
d’optimisation numérique lourds, que si on les intégre & des méthodes de résolution performantes,
en particulier hiérarchiques, et au calcul paralléle [39].

L’autre méthode repose sur les algorithmes déterministes & savoir les algorithmes classiques de
gradient 3] modernisés qui sont performants en vitesse de convergence asymptotique, méme s'ils
sont délicats & mettre en ceuvre puisqu’ils exigent le calcul du gradient de forme qui est souvent

délicat surtout dans le cas continu [87].
Dans la suite nous allons décrire briévement le contenu de cette thése.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques outils de base et nous présentons quelques
résultats préliminaires essentiels pour ce travail. Nous donnons en particulier quelques résultats
fondamentaux sur la propriété du prolongement uniforme, I'inégalité uniforme de Poincaré [12]

et le degré topologique [32].

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons une description physique du probléme qui mo-
délise 'analyse des transferts de chaleur dans une opération de soudage. Il s’agit d’estimer le
champ de température dans les piéces soudées afin de prévoir et maitriser les effets mécaniques
engendrés par le procédé sur ces piéces (contraintes résiduelles, distorsions). L’approche que
nous considérons ne s’occupe que de la partie solide de la plaque. Elle consiste & simplifier les
phénomeénes physiques apparaissant entre la torche de soudage et la plaque ainsi que ceux du
bain liquide en introduisant une condition de température imposée sur le front de fusion. Nous

proposons ensuite une formulation en optimisation de forme de ce probléme.

Dans le troisiéme chapitre, nous donnons un résultat d’existence de la solution du probléme
d’optimisation de forme. Comme souvent les hypothéses physiques prises sur les données du
probléme ne permettent pas d’avoir la coercivité du probléme d’état qui est nécessaire pour
avoir 'existence et 'unicité de la solution en utilisant le lemme de Lax-Milgram ('outil classique
pour ’étude des problémes elliptiques linéaires [13]), nous utilisons alors les degrés topologiques
de Leray Schauder [32], pour montrer 'existence et 1'unicité d’une solution du probléme d’état
écrit sous sa forme variationnelle. Ensuite, nous utilisons des techniques d’estimations uniformes
basées sur l'inégalité de Poincaré uniforme [12] et quelques inégalités de Sobolev [51], pour
montrer la continuité du probléme d’état qui présente I'une des difficultés principales de ’étude

de V’existence d’une solution optimale.
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Dans le quatriéme chapitre, nous approchons la famille des domaines admissibles par des
fonctions quadratiques de Bézier [34]|. Nous proposons, ensuite, une approximation du probléme
d’optimisation de forme par la méthode des éléments finis triangulaires. En utilisant les degrés
topologiques de Brouwer, nous montrons l’existence d’une solution du probléme d’optimisation
de forme discret. Pour conclure nous nous basons sur un résultat de convergence abstrait da
a [42], pour montrer la convergence d’une suite de solutions des problémes d’optimisation de
forme discrets vers celle du probléme continu, lorsque le pas de discrétisation tend vers zéro.

Dans le dernier chapitre, nous présentons les différentes méthodes d’optimisation utilisées
pour la résolution numérique du probléme d’optimisation de forme. Nous faisons alors le point
sur deux familles d’algorithmes & savoir, les algorithmes évolutionnaires et les algorithmes dé-
terministes du type gradient. Nous commencons par une analyse du calcul du gradient de forme
dans la cas discret. Puis nous donnons des résultats numériques obtenus en utilisant la méthode
déterministe du type gradient. En ce qui concerne les algorithmes évolutionnaires, nous optons
d’abord pour une étude comparative basée sur des fonctions tests "benchmark functions" [31],
entre les algorithmes génétiques standards et ceux développés dans le cadre de cette thése. Puis
nous donnons des résultats numériques obtenus en utilisant ces derniers algorithmes pour la ré-
solution de notre probléme d’optimisation de forme. Ensuite, nous proposons un développement
de ces algorithmes génétiques en utilisant deux techniques. La premiére consiste a combiner les
algorithmes génétiques avec des systémes de contrdleurs basés sur la logique floue [80, 84, 85, 86].
La deuxiéme consiste a faire une analyse sur les différentes méthodes de parallélisation des algo-
rithmes génétiques, afin de motiver la méthode de parallélisation choisie. Enfin, nous proposons
une étude comparative des deux méthodes d’optimisation utilisant les algorithmes déterministes
du type gradient et les algorithmes génétiques améliorés par la logique floue, au niveau qualité
de la solution aussi bien qu’au niveau temps de calcul, lorsque les algorithmes génétiques sont

parallélisés.
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Dans ce chapitre, nous rappelons quelques outils de base et nous présentons quelques ré-
sultats préliminaires essentiels pour ce travail. Nous donnons en particulier quelques résultats
fondamentaux sur la propriété du prolongement uniforme, I'inégalité uniforme de Poincaré et le

degré topologique.

1.1 Notations

1. (.,.) désigne le produit scalaire dans R™ (n € N) défini par :

n
(x,y) = Z:czyl pour tout xz,y € R" (1.1)
=1

la norme associée a ce produit scalaire est définie par :

o] = (z,2)2. (1.2)
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2. Le gradient de ¢ :

dp dp
Vo=—,...,— |]. 1.3
14 (61‘1 8:En> ( )
3. Le laplacien de ¢ :
n 82g0
=1 i
4. La divergence d’un vecteur ¢ :
— O
V- = 1.5
=2 % (1.5)
=1
5. La dérivée normale extérieure :
o
Vo -v=—. 1.6
o= (1.6)
v étant la normale extérieure.
6. Soit &« = (aq,...,q,) un multi-indice dans N” tel que |a| = a1 + -+ + ay, la dérivée

partielle d’ordre || de ¢ notée D%, est définie par :

N ol p(z
D) = g o
1 n

(1.7)

7. Soit 2, un ensemble mesurable de R™. On note par || le mesure de Lesbegue de €.

1.2 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous rappelons quelques espaces fonctionnels, pour plus de détails & propos
de ces espaces et leurs propriétés, nous renvoyons le lecteur par exemple a [13, 30]. Soit 2 un

ouvert borné de R™ de frontiére notée par I' = 012, et soit p € [1, ool.

e l'espace LP(f2) est un espace de fonctions dont la puissance p?™¢ de la fonction est inté-

grable, au sens de Lebesgue. L’espace LP(£2) muni de la norme
1
p
lellna = [ lelPaa)” (19)

e En particulier, pour p = 2, L?(Q) est I'espace de Hilbert muni de la norme :

Iellon = ( / \@Fdx)é, (1.9)

(0o = /Q (@) (z)de. (1.10)

est un espace de Banach.

associée au produit scalaire :
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o L>°(9) est 'ensemble de toutes les fonctions mesurables ¢, dont la norme :

el oo ) = Jnf - sup lo(x)| = esssup |¢(x)| (1.11)
mes%{:(} zeQ\M e

est finie. L*°(€2) muni de la norme ( 1.11) est un espace de Banach.

e (C(Q) désigne l'espace des fonctions continues sur §2, muni de la norme suivante :

l¢lloo = sup [p()]. (1.12)
xeQ

e C"(Q) est l'espace des fonctions, ¢, qui ont des dérivées partielles D%y continues sur §2
(pour |a| < m).

o (O (1) est le sous-espace de C™(€2) des fonctions ¢ telles que D%y soit bornée et unifor-

mément continue sur € pour |« < m. Il est muni de la norme :

m(ey = ma sup | D%p(z)] . 1.13
lellem (e onax xeg\ o(z)] (1.13)

e Pour 0 < X < 1, C™*Q) est le sous-espace de C™ (), des fonctions ¢ qui sont telles que
D%y satisfait la condition de Holder d’exposant A. Pour tout || = m, i.e. , il existe ¢ > 0
tel que

ID%p(z) — D% (y)| < clz —y|*  Va,y e Q (1.14)

C™A () est muni de la norme

|1DYp(x) — D%p(y)|

[ellema@) = llellom@) + max  sup (1.15)
© ) o) |a|=m z,yeN) ’.iL‘ - y’A
zF#y

e D(9) est 'espace des fonctions indéfiniment dérivables C°° & support compact dans €,

dont le dual topologique D’(2) est l'espace des distributions sur €.

e D(Q) est I'espace des restrictions a Q de fonctions de D(R"™).

e On définit également 'espace de Sobolev H™(Q2) (m € N) par
H™(Q) = {p € L*(Q)/D*p € L*(Q), pour tout |a| < m} (1.16)

ot D® est la dérivée au sens des distributions d’ordre |a| de ¢. L’espace de Hilbert H™(2)

est muni de la norme :

lellme={ > ID%Ili6q dz | - (1.17)

la|<m
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e Pour s=m+ocavecm € Net 0 <o <1, H(Q) est 'ensemble des éléments ¢ € H™(Q)

qui vérifient :

Dp(x) — D
axe |z —y|mt

H#(£2) muni de la norme

N[

9 |D%p(x) — D%p(y)|
5,0 = ma T // dx dy 1.19
el lellZ.0+ > N P T (1.19)

|a|=m
est un espace de Banach.

o H}(Q) est I'adhérence de D(Q2) dans H'(Q). Si la frontiére I' = 9 est assez réguliére
(cf. [71]), H}(2) est défini par

HY(9) = { € H'(9) /g = 0} (1.20)

ol ¢ désigne la trace de ¢ sur ' (cf. [30]). L'espace de Hilbert H{(€) est muni de la

norme :

lele = Vel (1.21)

On note par I'; une partie de I', telle que mes I'y > 0,

HE (Q) = {p € H'(Q)/¢r, =0} (1.22)

est 'espace de Hilbert muni de la norme (1.21).

1.3 Reésultats fondamentaux

Dans cette partie, nous allons donner des résultats fondamentaux intervenant dans la re-
formulation du probléme de soudage, que nous présentons dans le deuxiéme chapitre, en un
probléme d’optimisation de forme, et qui seront aussi utiles pour ’étude de l'existence d’une

solution de ce probléme. Dans toute la suite de cette partie, €2 désigne un ouvert borné de R".

Définition 1.1 On dit qu’une suite (fn)n, de fonctions a valeurs réelles dans 2, est uniformé-
ment bornée dans Q, s’il existe une constante C > 0 telle que |fy(z)| < C, pour tout n € N et

z € Q.
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Définition 1.2 Soit F' une famille de fonctions f définies sur Q) et a valeurs réelles. On dit que

F est équicontinue en xo € Q si pour tout € > 0, il existe d(e,xp) tel que :
[z —zol| < 6(e,20) = [f(z) = f(xo)| <&, VfeF. (1.23)
La famille F est dite équicontinue dans € si elle est équicontinue pour tout xg € €.

Nous allons maintenant énoncer deux résultats, dont le premier est démontré dans (|36]) et

le deuxiéme est da a Ascoli-Arzela ([42, 74]).

Théoréme 1.1 Soit u une fonction de C%1(Q) (I'espace des fonctions lipschitziennes dans Q)

et C sa constante de Lipschitz, alors la dérivée partielle d’ordre 1

ou
=1, ... 1.24
85[71" 4 9 , N ( )
existe pour presque tout x € §2, et de plus
0
‘ “ <Cppdans Q, i=1,..,n. (1.25)
i

Théoréme 1.2 (Ascoli-Arzela) Soit (fr,)n une suite de fonctions réelles uniformément bornées
et équicontinues dans Q. Alors il existe une sous-suite de (fy)n notée (fn, )k et une fonction f

continue dans Q telles que (fn, )k converge uniformément vers f dans Q.

Nous énongons aussi le résultat suivant (cf. [79])

Théoréme 1.3 Soit h : R +— R une fonction uniformément lipschitzienne telle que h(0) = 0.

Alors pour tout u € Hlll(Q), nous avons h(u) € H%I(Q) De plus,

Vh(u) = h'(u)Vu p.p dans Q.

1.4 Propriété du prolongement uniforme

Soit © un ouvert borné et connexe de R", de frontiére continue et lipschitzienne (cf [62]). 11
existe plusieurs facons de construire un prolongement linéaire et continu d’un élément de H'(Q)

dans H'(R"), qu'on définit comme suit :

Po:HY Q) — H'(RY)

u +— Pou=mu
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avec

U)o = u presque partout dans (2.

En général, la norme de l'opérateur de prolongement Py dépend de Q (cf. [62]). Dans la suite,
nous allons définir une classe de domaines pour lesquels la norme de 'opérateur prolongement

est bornée indépendamment de Q.

1.4.1 Propriété du cone

Définition 1.3 Soit h > 0 et 6 € (0,%) deuxr nombres donnés, et § € R" tel que |{| = 1.
L’ensemble :

C(€.6.h) = {w € R (2,€) > || cosb, || < h} (1.26)

est appelé le cone d’angle 0, de hauteur h et d’azxe €.

Définition 1.4 Soient 0 € (0,5), h > 0 et r > 0 (2r < h) trois nombres donnés. On dit qu’un
ensemble ) de R™ satisfait la propriété du cone, si pour tout x € Q, il existe Cy = C(&,0,h),

tel que pour tout y € B(x,r) NQ, on ait
y+Cp CQ, (1.27)
B(z,r) étant la boule ouverte de rayon r et de centre x dans R™.

Soit D un domaine donné dans R™. Nous notons par II(0, h,r) I'ensemble de tous les domaines

contenus dans D et satisfaisant la propriété du cone.

1.4.2 Prolongement uniforme

Nous allons maintenant énoncer un résultat qui montre I’existence d’un prolongement "uni-
forme" (dont la norme est bornée indépendamment de €2) pour les domaines satisfaisant la

propriété du cone (cf. [25]).

Théoréme 1.4 Soient 0 € (0,5), h >0 et r >0 (2r < h) trois nombres donnés et m € N.
Il existe une constante positive K(0,h,r), dépendant seulement de 0, h et r, telle que pour tout
Qe Il(f,h,r), il existe

Pq: HY(Q) — HYR")
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un prolongement linéaire et continu tel que

La propriété du prolongement uniforme (1.28) est aussi vérifiée, si le domaine Q posséde une
frontiére 0€) continue et lipschitzienne. Ceci d’aprés le résultat cité dans les références suivantes

(cf. |25] et [69]).

Proposition 1.1 Un ouvert Q satisfait la propriété du cone si et seulement si la frontiére OS)

est continue et lipschitzienne.

1.5 Quelques estimations sur les espaces de Sobolev

Nous commengons par énoncer un résultat di a LadyZzenskaja [51]

Théoréme 1.5 Soit Q un ouvert borné connexe de frontiére lipschitzienne. Pour tout u €

H%I(Q), on a l'inégalité suivante :

1_1
Jul, 2, g, < @IV Vulloo, (129)

ot ¢ >mn pourn > 2, et ¢ > 2 pourn =2, |Q] désigne la mesure de Q) et la constante c(q) ne

dépend que de q et den

Nous aurons aussi besoin des inégalités uniformes de Poincaré démontrées dans la réfé-

rence [12].

Théoréme 1.6 (Inégalité uniforme de Poincaré)

1l existe une constante C > 0 telle que

1 i=n X
lu — mes I /1“1 udolr2(g) < C; 0iull 2y, Yu € H () (1.30)

pour tout ) ouvert connexe qui vérifie la propriété du cone.
Comme conséquence de ce résultat nous avons :

Corollaire 1.1 1[I existe une constante C > 0 telle que

=n

[l 2y < CZ 10iull L2y, Yu € H%I(Q) (1.31)

=1

pour tout ) ouvert connexe qui vérifie la propriété du cone.
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1.6 Degré topologique

Dans cette section nous citons quelques éléments sur le degré topologique qui est une notion
géométrique qui s’avére utile en analyse fonctionnelle non linéaire, bien qu’elle ne donne que des
résultats qualitatifs généraux. Pour plus de détails le lecteur peut consulter par exemple [32, 29,

64]

1.6.1 Degré topologique de Brouwer

Soit xp €  C R™, si f est différentiable en xo, on note par Jg¢(xg) = det f/'(xo) le jacobien

de f en xo.
Définition 1.5 Soit Q C R™ un ouvert borné et f € C1(Q2). On désigne par
S:={recQ; Jy(r)=0},

lensemble des points singuliers de f et on suppose que p & f(OQ) U f(S). On définit alors le
degré topologique par :

deg(f,Qp)= > sgnJs(w),
z€f~1(p)

ot sgndy(z) est le signe de J¢(x) ; avec deg(f,Q,p) =0 si f~1(p) = 0.

Nous avons alors le résultat cité dans la référence suivante [32], qui rappelle quelques pro-

priétés du degré topologique de Brouwer.
Théoréme 1.7 Soit Q@ C R™ un ouvert borné et f : Q — R"™ une application continue. Si
p & f(OQ), alors il existe un entier deg(f, 2, p) satisfaisant les propriétés suivantes :

1. (Normalité) deg(I,82,p) =1 si et seulement si p € 2, ou I note l'application identité ;

2. (Solvabilité) Si deg(f,Q,p) # 0, alors f(x) = p admet au moins une solution dans Q ;

3. (Invariance par homotopie )Vt € [0,1] fi : Q — R™ est continue et

p e [L(J]l]ft(afz), alors deg(ft, 2, p) ne dépend pas de t € [0, 1];
telo,

4. (Additivité) Supposons que Qy et Qg sont deux sous-ensembles disjoints et ouverts de ) et

p & f(Q—Q1UQy). Alors
deg(f,Q,p) = deg(f,,p) + deg(f,Qa,p);

5. deg(f,Q,p) est constant sur toute composante connexe de R™\ f(0R).
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En 1934, Leray et Schauder (cf. [53]) ont généralisé le degré topologique de Brouwer & des
espaces de Banach de dimension infinie. Ainsi, ils ont défini ce qu’on appelle le degré topologique
de Leray-Schauder. Ce résultat est devenu un outil trés efficace pour montrer différents résultats

d’existence pour les équations aux dérivées partielles non linéaires.

1.6.2 Degré topologique de Leray-Schauder

Pour construire le degré de Leray-Schauder, nous avons besoin de quelques résultats et défi-

nitions [26].

Lemme 1.1 Soit E un espace de Banach, Q C E un ouvert borné et T : Q — E une application
continue compacte. Alors, pour tout € > 0, il existe un espace de dimension finie noté F et une

application continue Ty : Q — F telle que
|Tex — Tx|| <& pour tout x € Q.

Définition 1.6 Soit E un espace de Banach, Q C E un ouvert borné et T : Q — E une
application continue compacte. Supposons maintenant que 0 ¢ (I —T)(0Q). Il existe g > 0 tel
que pour € € (0,¢eq), le degré de Brouwer deg(I — T¢,Q2 N F.,0) est bien défini, o T, est défini

comme dans le lemme 1.1. Par conséquent, nous définissons le degré de Leray-Schauder par
deg(I —T,9,0) =deg(I —T.,Q2N F,0).

Théoréme 1.8 Le degré de Leray-Schauder posséde les propriétés suivantes :
1. (Normalité) deg(1,,0) =1 si et seulement si 0 € Q;
2. (Solvabilité) Si deg(I —T,9,0) # 0 alors Tx = x a une solution dans ) ;

3. (Invariance par homotopie) Soit Ty : [0,1] x Q — E continu compact et Tyx # x pour tout

(t,z) € [0,1] x Q. Alors deg(I — T;,Q,0) ne dépend pas de t € [0,1];

4. (Additivité) Soit Q1 et Qo deux sous-ensembles disjoints ouverts de € et
0¢ (I—T)(Q - UQQ).

Alors
deg(I —T,9Q,0) =deg(I —T,91,0) + deg(I — T, 9,0).
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Dans ce chapitre, nous présentons une description physique du probléme qui modélise I'ana-
lyse des transferts de chaleur dans une opération de soudage. Il s’agit d’estimer le champ de
température dans les piéces soudées afin de prévoir et maitriser les effets mécaniques engendrés
par le procédé sur ces piéces (contraintes résiduelles, distorsions). L’approche que nous considé-
rons ne s’occupe que de la partie solide de la plaque. Elle consiste a simplifier les phénoménes
physiques apparaissant entre la torche de soudage et la plaque ainsi que ceux du bain liquide
en introduisant une condition de température imposée sur le front de fusion. Nous proposons

ensuite une formulation en optimisation de forme de ce probléme.

2.1 Généralités sur le probléme de soudage

Les procédés de soudage occupent une place importante dans 'univers de la construction des
bateaux, trains, avions, fusées, automobiles, ponts, réservoirs et tant d’autres choses qui ne sau-
raient étre assemblées autrement. Le soudage permet d’assurer la continuité métallique entre les

éléments & assembler par I’établissement de forces de liaison interatomiques de type métallique.
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En général, les procédés de soudage aménent localement les piéces a souder a une température
supérieure a la température de fusion. Ainsi, 'assemblage par liaisons métalliques s’effectue lors
de la solidification. Ces procédés induisent des conséquences métallurgiques et mécaniques qu’il
est aussi difficile qu’important de maitriser et dont 1’évaluation nécessite la modélisation des
interactions complexes entre plusieurs phénoménes physiques comme la thermique, la métallur-
gie et la mécanique. Les différents procédés de soudage sont classés surtout selon des critéres

pratiques :

e Le mode d’apport de I’énergie nécessaire : faisceau, flamme, arc électrique, plasma, effet

joule, étincelage, induction, frottement, explosion, etc.
e Le mode de protection du métal chaud : gaz ou laitier.

Ces procédés conduisent a des modifications de microstructure et & des contraintes et distorsions
résiduelles qui jouent un réle important sur la tenue mécanique des assemblages ou encore la
faisabilité d’un procédé. Ces contraintes et distorsions proviennent principalement des gradients
de température et des éventuelles transformations de phase susceptibles de se produire au cours
du procédé.
Les apports de la modélisation du soudage se situent donc au niveau :

e des études de faisabilité d’un procédé en termes de défaut d’alignement des structures ou

de séquence de soudage.

e de I’évaluation de la tenue mécanique des assemblages soudés en termes de résistance, de

tenue en fatigue ou encore de stabilité.

La faisabilité d’un procédé se juge en termes de distorsions résiduelles. Elle nécessite des si-
mulations portant sur la structure dans sa totalité et comportant ’ensemble des joints soudés.
L’objectif peut étre ici de prédire les éventuels défauts d’alignement en vue de dimensionner les
conditions de bridage ou encore de déterminer une séquence de soudage optimale comme étant
celle conduisant a minimiser le cotit des outillages de bridage. I.’évaluation de la tenue mécanique
repose principalement sur la connaissance de la microstructure et des contraintes résiduelles. Le
risque de rupture fragile peut ainsi étre fortement augmenté par la présence de contraintes de
traction, de fortes triaxialités et de phases dures comme celles obtenues dans les Zones Affectées
Thermiquement (ZAT). Des analyses détaillées peuvent étre réalisées dans le cadre de la méca-
nique linéaire élastique de la rupture en postulant la présence d’un défaut correspondant & une

situation pénalisante.
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Aux contraintes résultant du chargement (dans une hypothése d’élasticité linéaire) s’ajoutent les
contraintes résiduelles, qui contribuent ainsi & modifier cet état moyen. Si ce sont des contraintes
de compression, elles influent positivement sur la durée de vie en fatigue. Au contraire, dans le
cas de contraintes de traction, l'effet est négatif. Afin d’évaluer les conditions d’amorgage, il
convient de recourir a des critéres locaux comme le critére de Dang Van [82] trés utilisé, par
exemple, dans l'industrie automobile.

La fissuration a froid désigne I'apparition de fissures & des températures inférieures a 200°C.
Elle résulte d’un phénomeéne de fragilisation par ’hydrogéne. Les fissures apparaissent principa-
lement dans la ZAT et sont favorisées par la présence d’une forte concentration en hydrogéne
et de contraintes de traction. L’évaluation du risque de fissuration & froid nécessite donc de
simuler les phénoménes de diffusion et piégeage de I’hydrogéne et de disposer d’un critére local
d’amorcage. Des fissures peuvent également apparaitre a chaud, dans la zone péteuse, pendant
la solidification du bain fondu. Pour évaluer la fissuration a chaud, il faut disposer d’un critére
adéquat faisant intervenir les contraintes, les déformations et la vitesse de déformation visco-
plastique [49]. Des problémes d’instabilité peuvent apparaitre dans les structures minces. Ils
sont favorisés par des contraintes résiduelles de compression et d’éventuelles imperfections géo-
métriques éventuellement induites par le soudage. L’étude de ces problémes peut se faire soit
par la recherche de chargements critiques de flambage en résolvant un probléme aux valeurs
propres, soit en réalisant une analyse incrémentale incluant les grands déplacements et grandes
déformations de la structure. L’analyse de la tenue mécanique d’un assemblage soudé nécessite
donc des études complémentaires qui dépendant du risque considéré. Mais toutes demandent en
entrée la microstructure, les contraintes et déformations résiduelles de soudage.

Les effets mécaniques qui ont été présentés dans ce paragraphe sont directement dépendants
des évolutions de températures imposées par le procédé de soudage i.e. le chargement thermique
du procédé.

Dans la section suivante, nous allons décrire ’approche que nous avons considérée pour

pouvoir accéder & ce chargement thermique.

2.2 Modélisation du probléme

Nous commencons par définir un systéme d’équations mathématique qui modélise le procédé

de soudage. Nous utilisons un systéme de coordonnées lié a la torche (source de la chaleur
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figure 2.1) qui se déplace avec une vitesse constante Uiprche = Vtorche €xs OU Viorche €St la vitesse
de la torche et €, est le vecteur unitaire aligné avec l'axe (oz). L’utilisation d’un référentiel lié a
la torche de soudage nous permettra de décrire I’évolution du bain de fusion, par le mouvement

de l'interface de changement de phase selon trois régimes :

e Transitoire : un bain de fusion est établi et I'interface liquide/solide se développe au cours

du temps.
e Quasi-stationnaire : la forme du bain de fusion est considérée constante.

e Solidification transitoire : fin de ’application de la source d’énergie sur la piéce. La zone

fondue commence a se solidifier.

Bain de fusion

Flux de chaleur

Zone de fusion

FIGURE 2.1 : Schéma du procédé de soudage

Notre approche consiste & restreindre la modélisation de transfert de la chaleur sur la partie
solide Q(t).
Nous divisons la frontiére 0€)s en trois parties 9Q2p, 0Q2n, O, sur lesquelles nous appliquons

respectivement les conditions aux limites de type Dirichlet, Neumann et mixte.

2.2.1 Conditions aux limites

Le domaine €25 est un parallélépipéde tronqué de la zone fondue. Ses dimensions sont définies

d’une maniére & satisfaire des conditions aux limites spécifiques.
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(b)

(1)

[(t)

FIGURE 2.2 : Description du domaine Qo = Q4(¢) U ;(t) & 'instant ¢

2.2.1.1 Conditions aux limites sur ’interface liquide/solide T'(¢)

L’interface liquide/solide est caractérisée respectivement par la donnée de la température
de fusion et par une condition de type Stefan qui décrit le bilan énergétique & l'interface li-

quide/solide et qui exprime 'absorption d’énergie due au changement de phase.

T = T

)‘g% = ¢ — pL(ﬁ_‘_ ﬁtorch)ﬁ

ol A esl la conductivité thermique, ¢; est le flux provenant du liquide, 77 est la normale extérieure
a la frontiére I'(t), p est la densité de la plaque, L est la longueur de la plaque, ¥ est la vitesse

de déformation et ¥Uy,rc, est la vitesse de la torche.
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2.2.1.2 Condition aux limites sur la surface du haut z = ¢ et celle du bas z = 0

(0S2r)
La condition aux limites sur la surface du haut z = e et celle du bas z = 0 est donnée par
Aa—T + hT = h1T,
on

ou T, est la température ambiante et h est le coefficient de transfert de la chaleur.

2.2.1.3 Condition aux limites sur la frontiére de Dirichlet 0Qp
La condition de Dirichlet est donnée par
T = Timp7

ot Tjy,p est une température imposée sur la frontiere 0€)p.

2.2.1.4 Condition aux limites sur la frontiére de Neumann

La condition de Neumann est décrite par
oT
)\ —

%—¢N

ou ¢n est le flux de la chaleur imposé.

2.2.2 Systéme d’équations dans la partie solide

Les équations régissant le transfert de la chaleur dans le solide doivent prendre en compte le
flux de chaleur q_S} provenant du liquide. Le transfert de chaleur dans Q4(¢) est donc régi par le

systéme d’équations suivant :

POy + TiorenVT) = V- (AVT) = f  dans Qu(t) x [0, £ gin]

T = Ty sur I'(¢)

)\sg% = q;lﬁ — pL(V + Uyoren)7t sur I'(t)

T(l‘aya 2, 0) = To(f,y, Z) pOUI‘t:O (21)
T = Timp sur 8QD X [O, tfm]

)\sg% = on sur 0Qn x [0, t )

AL 4+ T = hT, surdQy x [0,t1]

ou h est le coefficient de transfert global intégrant les échanges de chaleur par convection et par

rayonnement h = he, + hyqy et Cp est la capacité thermique.
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2.2.3 Formulation du probléme en régime quasi-stationnaire

En régime quasi-stationnaire, la forme du front I'(t) est établie et ne dépend pas de ¢ (la

vitesse de déformation ¥ est nulle). Cependant, sa position est a priori inconnue. Dans ce cadre,
le champ thermique dans le solide est déterminé en considérant seulement la condition 1" = T
sur l'interface liquide/solide I'(t), ot Ty désigne la température de fusion. Nous résoudrons donc
un probléme & frontiére libre de conduction de la chaleur dans 2.
La configuration en 2-D est obtenue en supposant que la variation de la température dans la
direction (0z) est négligeable par rapport a celle observée dans les deux autres directions (Ox) et
(Oy). Pour les conditions de Neumann sur la frontiére 9Q = I'gUT'; UT'9UT's, nous considérons
que la plaque est isolée des effets extérieurs (¢pn = 0).

Dans la suite de notre travail, la partie solide Qs et le front de fusion I'() seront notés
respectivement par et I'.

Le probléme consiste alors a déterminer (7,T"), le champ de température T qui régne dans la

partie solide Q (voir figure 2.3) et I le front de fusion, solution du probléme :

Vo-VT =V -(AVT) = f dans €
T = Ty sur I’
(P) T = 1y sur T'y (2.2)
AL = 0 swr ToUT UL UTy
T = 1T sur I'g

Ou Vo = CppUioren, €t f est un terme source donné. On note par T, la température imposée,
généralement la température du milieu extérieur. Quant & Tp, il désigne la mesure de température

prise sur la frontiére I'g.

2.3 Formulation en optimisation de forme

Un probléme d’optimisation de forme est un probléme de controle optimal dans lequel la
variable de contréle est la forme géométrique d’un domaine de R".

L’optimisation de forme joue un role important dans la résolution de plusieurs problémes
d’ingénierie. Plusieurs travaux, utilisant la méthode d’optimisation de forme, se sont intéressés
a ’étude théorique et & I'approximation numérique de différents phénoménes physiques. Nous

citons par exemple : [41, 44, 69]
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(0, Ly) o (L, Ly)
Q
Iy
L, Iy
r
- 4’_/_\_'7 (Lr70)
(0,00, ® b,
| - |

FIGURE 2.3 : configuration 2-D du procédé de soudage

L’objet principal de la méthode d’optimisation de forme est de mieux concevoir la forme d’un
systéme physique, afin de minimiser le cotlit et maximiser le profit. Il s’agit en fait de déterminer
un domaine optimal réalisant le minimum d’une fonction cotit donnée, définie sur un ensemble
de domaines admissibles. En général, un probléme d’optimisation de forme se présente de la

fagon suivante :

Trouver  Q = argmin J(2,u(Q)), (2.3)
QEOyq

e O, est un ensemble des domaines admissibles €2 C R,

o u(f) est I'état d’un systéme, solution d’un probléme aux limites du type :

Aw(Q)) = 0 dans Q,
(2.4)
B(u(?)) = 0 dansT,

ou A, B sont des opérateurs aux dérivées partielles linéaires ou non, donnés dans R", et

I" est la frontiére de (2,
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e la fonction J(€2,u(2)) est la fonctionnelle cott définie comme combinaison des intégrales :

/Cl(u(Q))dx, /C(U(Q))dx, Co(u(Q?))dx
Q r

Qo

ou 2y est un ouvert fixe de R™, Q¢ C €, et C, C1 et Co sont des opérateurs aux dérivées

partielles, données dans R".

Dans les paragraphes suivants, nous allons donner une formulation en optimisation de forme

du probléme (2.2)

Formulation en optimisation de forme du probléme de soudage

Pour donner une formulation en optimisation de forme du probléme (2.2), nous utilisons un

paramétrage de la frontiére libre I' de la maniére suivante :

I'={(z,¢(z)) / z €[a,b] et 0 < () <Ly} (2.5)
ol @ est une fonction. Nous notons par ) 'ouvert défini par :
Qp) =10,a[x]0, Ly[U {(z,y) € R?/a < & < b,p(x) <y < Ly} UJb, Ly [x]0, Ly (2.6)

de frontiére 9€) définie par :

0N =ToulHulhul'uI'suly (27)

Notre formulation en optimisation de forme du probléme (2.2) est alors donnée par
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trouver 2* € ©,4 solution de
Q*) = inf J(Q
JE) = jinf J(Q)
o J() = 1 fy, IT(@a,y) — Tof>do
et T'(2) la solution de
Vo-VT =V - (AVT) + f dans Q

(PO) (2.8)
)\g% =0surTpuT'yul's UT'g
(PE)
T="T;surI'y
L | T'=Tfsur I,

ou O,4 est defini par

Oud = {Q(QD) pe Uad}
avec

Uy = { p e C’([a,b]) / 3 a, et b‘P € [a,b] v Pllasay] = 0, Plbp,b) = OetdLyg>0 /

’(p(m) - go(:z’)‘ < Ly ‘a: - :L‘/| Vo, 2’ € [a,b) , 0<p(x) <Ly Vz€la,b] }.

Soit 'y = ' UT'4. Nous définissons 'espace

HE(@) = {ue HYQ) / uln, =0}

ott HY(Q) est un espace de Sobolev muni de la norme, || - [|1,o.et H%d(ﬂ) est muni de la norme
RIRe

Equivalence entre (P) et (PO)

Nous avons le résultat d’équivalence entre le probléme a frontiére libre (P) et le probléme

d’optimisation de forme (PO)

Proposition 2.1 Si le probléme (P) admet une solution (up,$),) avec €}, € Oqq, alors le pro-

bleme (P) est équivalent au probléme (PO).
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Démonstration :

Soit (up, ) solution de (P), telle que €, € ©44. Comme u, = 0 sur Iy, alors
J(up, Q) =0< J(u,Q), VQ € Ogq.

Par suite (up,(2,) est solution de (PO).

Inversement, soit (u*,Q2*) solution de (PO), alors

0<Ju*,Q") <J(u,Q) VQeB
J(p,up) = 0.

IN

Alors (u*, Q%) est solution de (P).

Remarque 2.1 Dans le cas ou (PO) n'est pas équivalent a (P), le probleme (PO) représente

un moyen efficace d’approzimation du probléme a frontiere libre (P).
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Dans ce chapitre, nous donnons un résultat d’existence de la solution du probléme d’optimi-
sation de forme. Comme souvent les hypothéses physiques prises sur les données du probléme ne
permettent pas d’avoir la coercivité du probléme d’état qui est nécessaire pour avoir 'existence
et 'unicité de la solution en utilisant le lemme de Lax-Milgram (l'outil classique pour 'étude
des problémes elliptiques linéaires [13]). Nous utilisons alors les degrés topologiques de Leray
Schauder [32], pour montrer l'existence et d’une solution du probléme d’état écrit sous sa forme
variationnelle. Quant & I'unicité, elle s’obtiend facilement grace & la linéarité du probléme d’état.
Ensuite, nous utilisons des techniques d’estimations uniformes basées sur I'inégalité de Poincaré
uniforme [12] et quelques inégalités de Sobolev [51]|, pour montrer la continuité du probléme
d’état qui présente 'une des difficultés principales de I’étude de 'existence d’une solution opti-
male. Ce résultat a fait 'objet d’un article accepté [15] et d’une communication au "Numerical

Analysis and Scientific Computing with Application (NASCA09), Agadir, Morocco".
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3.1 Introduction a I’étude d’existence en optimisation de forme

Un probléme d’optimisation de forme peut étre vu comme étant un probléme de minimisation
d’une fonction a valeurs réelles, la fonction cotit notée J(£2,u(2)), dont les arguments sont un
ouvert €, élément d’un certain ensemble 0,4 d’ouverts admissibles, et u(€2) la solution d’un
probléme aux limites posé sur 2. Du point de vue mathématique, la question qui se pose est :
existe-t-il une solution optimale ?

Pour pouvoir répondre a cette question, il faut définir une topologie sur 6,4, qui doit assurer la
la compacité de ©,4, ainsi que la semi-continuité inférieure de J sur ©,4.

Soit D un ouvert borné connexe de R"™ tel que V Q2 € O, Q2 C D. Considérons une suite
(Q)ny Ly € Oyg et Q € Opq. Il nous est nécessaire de définir la régle qui nous permette de dire
que (), tend vers € i.e.

9,
Q, =4 Q, n— 0.

Ainsi, nous associons a chaque 2 € 0,4 un espace fonctionnel W () qui contient u(£2), la solution
du probléme (2.4). Nous introduisons alors la convergence de (u(2,))n, u(Qy) € W(Qy,), Q, €

Ouq vers (u()) € W(Q), Q € Ouq, de la maniére suivante :

u(y) — w(Q), dans W(D).

n—-+o00

Soit F le graphe de I'application u(-) définie sur 'ensemble O, i.e.
F={(2,u()), Q€ Ouq}.

L’existence d’une solution optimale du probléme (2.3) est fournie par le théoréme suivant

(cf. [41]) par exemple.

Théoréme 3.1 Sous les hypothéses suivantes :
(Hy) (compacité de F) :

Pour chaque suite {(Qpn,w())}n, (Qn,u(Qn)) € F, il existe une sous suite
{(Qny, u(,)) e €t un élément (2, u(Q)) € F, tels que

(3.1)
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(H2) (Semi-continuité de J) :

= liminf J(,, u(Qy,)) > J(2, u()), (3.2)

n—-+o0o

uw(Q,) — u(), dans W(D).

n—-+00

le probléme (2.3) admet au moins une solution 0 € B4q4.

Avant de s’intéresser a 'étude de l'existence d’une solution optimale, il faudra tout d’abord
vérifier si le probléme d’optimisation de forme est bien posé. Cela signifie que pour tout €2 € Q44

le probléme d’état (PE) admet une solution unique.

3.2 Etude du probléme d’état

Dans cette section nous donnerons une formulation variationnelle du probléme d’état (PE).

Puis nous démontrerons 'existence et 'unicité de la solution de ce probléme.

3.2.1 Formulation variationnelle
Le probléme d’état (PE) s’écrit :

)
Vo-VT =V -(AVT)+ f dans Q,

T
)\g:O sur I'gUI'TyUI'y Ul
v

T :Td sur F4,

T=T; sur I

En utilisant la surjectivité de I'application trace de H'(D) dans H %(aD) (cf. [30]), on montre

qu’il existe V' € H'(D) tel que

v dans b, L;[x]0, Ly]

Ty dans ]0,b[x]0, Ly,
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ot v € H'(b, L,[x]0, Ly[) sachant que

Td dans F4

Ty dans {b} x [0,L,].
Ainsi la formulation variationnelle du probléme d’état (PE) est la suivante :

trouver u € Hlld (Q)

/QAVu-Vw +/QV0-VU¢= () (it @y @) VY E Ht, (%),

ou { est 'opérateur défini par :
(& 0) (@t @yt @) Z/Qf?ﬁ —/Q)\VV-V¢ —/QVO-VV@ZJ.

3.2.2 Existence et unicité de la solution d’équation d’état

Dans toute la suite nous allons supposer que les paramétres de notre probléme vérifient les

hypothéses suivantes :

(H1) A€ L™®(D) et 3Ng > 0 tel que
Mz)E-€> No|é]? ae €D

(H2) Vo € (L(D))?

(H3) fe L*(D), Tye L*(To)

Remarque 3.1 On note que si Vy satisfait seulement ’hypotheése (Hs), alors le probléme (3.4)
est en général non-coercif, au sens du théoréeme de Lax-Milgram (I’outil classique pour l’étude

des problémes elliptiques linéaires).

Proposition 3.1 Sous les hypothéses (Hy) — (Hs), il existe une constante § > 0 indépendante
de Q) telle que :

Vi € HE,(Q) <£7¢>((Hgd(9))/,HI£d(Q)) <Yl (3.5)
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Démonstration :
Soit 9 € Hlld(Q), on sait que 'opérateur £ est défini par :
()t @yt @) = /Qf@b - /QAVV Vi — /QVO -V

En utilisant I'inégalité de Holder, nous obtenons

€)@yl < [ 170+ [ V-0l + [ vyl
< [fllo.cll¥lloe + Mo, ol VVilo ol Vo0 + [Vollo.co[VV o0l ¢[00
< ([Ifllo,e + Moo, 0l VV 0,0 4+ [Mollo,ec [ VV 0,010
< OllYlhe.

Nous avons le résultat d’existence et d’unicité de la solution du probléme (3.4) dans Hlld(Q)

muni de la norme | - |1 o

Théoréme 3.2 Soit Q € Oy alors, sous les hypothéses (Hy) — (Hs), le probleme d’état (3.4)

admet une solution unique dans Hy, ().

Démonstration :

Comme il a été signalé dans la remarque 3.1, le probléme avec les hypothéses (Hp) — (H3) est en
général non coercif. Pour y remédier, nous utilisons les degrés topologiques de Leray Schauder.
Pour démontrer ce théoréme, nous considérons I'application G; pour ¢ € [0, 1], définie de la

fagon suivante :

G : H%d(Q) = H%d(Q)

u = u

ol u est la solution unique du probléme suivant (obtenue grace au lemme de Lax-Milgram) :
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Nous montrons que 'opérateur G; est continu et compact, en effet :

Soit () une suite dans H%d (), telle que

U, — u dans H%d(Q).

Ceci implique que

Vi, — Va dans L*(Q).

Ce qui montre que

Gi(tu,) — Gi(u) dans H%d(Q).

D’autre part, supposons que (), est une suite bornée dans H%d(ﬂ), donc la suite (Vay,), est
bornée dans L?(Q2). En utilisant ¢ = G;(i,) = u,, comme fonction test dans le probléme (3.6) |

nous obtenons

/g AVn - Vit = 88, ) @y (o) ~ ¢ /Q Yo Vi

Nolunli g < €6, un) et (y o + /Q |tn| Vo - V).

En utilisant I'inégalité de Poincaré, il existe une constante Cy > 0 telle que :

2
Collunllig < Dolunlfg

IN

HEH(H% ) HUTLHLQ + [Volllos, 0 ”UnHo,Q H\Vﬂn\Ho,Q
d

IN

0+ [IMollloc,p [1Vn|llo o) lun

o

Nous constatons alors que (uy), est une suite bornée dans H'(2). Ainsi la suite (uy,), converge
faiblement dans H'(Q). D’aprés I'injection compacte de H'(Q2) dans L?(Q), nous pouvons ex-
traire une sous suite qui converge dans L?(€2). Nous soustrayons alors I’équation (3.6) satisfaite

par u, et celle satisfaite par wu,,, puis nous utilisons ¥ = u,, — u,; comme fonction test. Nous
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obtenons alors :

Collun ~wnla < [ Wollin = tnl [V = Vit
Q

< 2”V0||007D SUpg>1 ||ﬂk:||1,Q l|wn — umHOQ

Ce qui montre que (uy), est une suite de Cauchy dans H'(f), et qu'elle converge dans cet

espace. Par conséquent V¢ € [0,1], G; est un opérateur compact.

D’autre part, dans le paragraphe suivant, nous allons montrer qu’il existe une constante
C > 0, telle que ||ul|1,o < C. Puisque G; est un opérateur continu et compact, pour prouver que

G: admet un point fixe, nous considérons la boule ouverte B, définie par :
1
B ={ue€ Hp,(Q), ||lull; o <R}

avec R = C' + 1. Il est clair que l'opérateur G; n’admet aucun point fixe sur 9B, la frontiére
de B. Par conséquent la fonction deg[I — G, B, 0] est définie et indépendant de ¢. De plus elle

vérifie les propriétés du théoréme 1.8. Puisque Gy correspond au probléme
/ﬂ/\VU Vi =0V € HE (), (3.7)
qui bien évidemment admet une solution unique u, alors
deg[I — Gy, B,0] = +1.

Ainsi

deg[I — G1,B,0] = +1.

Par conséquent, il existe u € Hlld(Q) tel que Gi(u) = u i.e Vopérateur G; admet un point fixe a
I'intérieur de B.

Pour l'unicité de la solution u, puisque l'opérateur est linéaire, il suffit de prouver que la
solution unique de (3.4) avec £ = 0 est la fonction nulle. En effet, soit u une solution du probléme
(3.4) avec £ =0, i.e

/Q)\Vu -V + /Q Vo - Vuy =0, (3.8)

comme ﬁ € L?(9), il est clair que ﬁ € (H%d(Q))’ soit v une solution du probléme suivant :

u

/Q)\VU : V?/)JF/QVO Vo = (s V) @)y HE (@) (3.9)

|ul
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nous utilisons 1) = v comme fonction test dans la formulation faible (3.8) et ¢ = u dans la

formulation (3.9). C’est ainsi que nous obtenons

/ |lulde =0 donc u=0.
Q

3.3 Etude de I’existence d’une solution optimale

L’étude de I'existence d’une solution optimale nécessite le choix d’une topologie sur ’ensemble
F. Dans le paragraphe suivant nous allons définir une topologie adéquate, qui va nous permettre
d’établir cette existence.

3.3.1 Topologie sur F

Nous définissons la famille des domaines 0,4 de la fagon suivante

Oud = {Qp) ¢ € Uaa}

avec

Uy = {go € C([a,b]) / Fay et by, € [a,b], Pllaay) = 05 Plp,5 =0 et I Lo > 0/

() — p(a')| < Lo |z — 2| Vo,2" € [a,b], 0 < p(x) < LyVa € [a,0] }.

ol Ly est une constante donnée, strictement positive.
Une topologie naturelle sur F est alors construite a partir de la convergence des domaines

de O4q et de la convergence faible des solutions associées & ces domaines.

3.3.1.1 Topologie sur O,y

La topologie que nous considérons sur 0,4 est définie par la convergence uniforme des fonc-

tions paramétrisantes des domaines de © 4.

Définition 3.1 Soit Q,, = Q(¢y) une suite dans Oqq et Q = Q) un élément de Oyq. On dit

que Qy, converge vers §) si et seulement si @, converge uniformément vers ¢ dans lintervalle
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[a,b]. On écrit alors :

Q, — Q = p, — @ uniformément sur |a,b]. (3.10)

n—oo

A présent, nous énoncgons un résultat de convergence qui nous sera utile pour la suite.

Proposition 3.2 Soient (), une suite de ©yq et Q un élément de Ouq tels que :

Q, — Q,

n—oo

alors

X, — X, faible* dans L*°(D),
n—oo

De plus, nous avons :

lim [ (xa, - xa)2f =0, VfeIY(Q)

n—oo D
Notons que y 4 désigne la fonction caractéristique d’un ensemble mesurable A.
Démonstration :

Soit (£2,,), une suite de O44 et Q un élément de 6,4 tels que :

Q, — Q

n—oo
ie ¢, — @uniformément dans [a,d].
n—oo
Ce qui implique que pour tout = € 99, il existe =, € 9, tel que z, converge vers = dans RZ.
Cette assertion est exactement la définition de la convergence ponctuelle des frontiéres 0€2,, vers

08 (cf. [69]). Donc, d’apreés le lemme 4 du chapitre 3 de [69], nous avons

Xq, — Xxq faible* dans L*°(D)
n—oo

Donc
lim D(XQ" —xa)f =0 ¥feLY(D). (3.11)
Or nous avons
(xo, —x2)? = Xx&, +X& — 2xa. X0

= X4, — Xa +2x4 — 2xa.xa

= (Xa, —xa) +2xalxa, — xa)-
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Ainsi nous avons :

/D(XQn —x0)*f = /D(Xﬂn _XQ)f—2/D(XQn - xa)xaf-

En utilisant la relation (3.11) et le fait que yof € L'(D), nous obtenons :

lim [ (xa, — xo)xaf =0.

n—~oo D

D’ot le résultat.

3.3.1.2 Topologie sur I’espace des solutions

Les domaines de la famille ©,4 ont des frontiéres lipschtiziennes (cf. [62]).
D’apres la Proposition 1.1, les domaines de 0,4 satisfont la propriété du céne. Donc pour toute
fonction v dans H%d(ﬂ), il existe @ une extension uniforme de u dans H'(D). En nous inspirant

du Théoréme 1.4, nous obtenons le résultat suivant :

Lemme 3.1 1[I existe une constante C, telle que :

VQ € Oq4, Yu € H%d(ﬂ), il existe i € H'(D) vérifiant :

|ill1,p < Cllu

1,0, (3.12)

avec @lg = u presque partout dans .

Pour une suite (€,), de ©,4, nous associons la suite de solution u, = u(2,) de (3.4) sur Q,
pour tout n.
Nous définissons la convergence de u, vers u = u(f2), comme étant la convergence faible de

'extension uniforme de u,, vers I’extension uniforme de u dans H'(D), et nous écrivons :
U, — us i, — 4 dans H'(D) — faible. (3.13)

n—oo n—oo

Définition 3.2 Soit {(,, un)}n une suite de F et (Q,u) un élément de F. Nous définissons

alors la convergence de (S, uy,) vers (2, u) par

Q, — Q
(Qpyun) — (Qu) & (3.14)
Uy — U

n—oo
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La topologie que nous allons considérer sur F est définie par la convergence (3.14).

3.3.1.3 Compacité de F

La compacité de l'ensemble F nécessite 1’étude de la compacité de O, pour la conver-
gence (3.10), ainsi que ’étude de la continuité de 'application qui, & un domaine 2 de ©,q4,

associe u(2) la solution de (3.4) dans H%d(Q).

Nous allons démontrer que Uy,q est compact dans C([a, b]). Ainsi, nous aurons montré, d’une

maniére indirecte, que ©,4 est compact pour la topologie définie par la convergence (3.10).
Proposition 3.3 U, est compact dans C(a,b]).

Démonstration :
Soit (¢n)n une suite de Uyq. D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela (cf. chapitre 1), il existe une

sous-suite qu’on notera encore (¢,,), et une fonction ¢ continue dans [a, b] telles que

¢n — ¢ uniformément dans [a, b].
n—oo

Il reste alors a prouver que U,q est fermé dans C([a, b]), ce qui fait 'objet du lemme 3.2.

Lemme 3.2 Uyq est fermé dans C([a,b]).

Démonstration :

Soient (), une suite de Uyg et ¢ une fonction dans [a, b] telles que

¢n — ¢ uniformément dans [a, b].
n—oo

ie sup |¢on(z) —p(z)] — 0.

x€|a,b| n=eo

Montrons que ¢ € Uygq.

Soient = et ' deux éléments de [a, b]. Puisque ¢,, € Uy, alors nous avons :

|ion(x) = ¢n(2)] < Colz — 2'|.
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En utilisant 1'inégalité triangulaire, nous obtenons :

() — (@) < [p(@) = enl@)] + len(z) — en(@)] + [pn(z’) — (')

< le(@) = on(@)| + Colz — 2’ + |on(2') — o(2')].
En faisant tendre n vers oo, nous obtenons :
o(2) — p()] < Colz —2|.

Comme ¢, € Uyg, alors il existe ay, b, € [a,b] tels que

(Pn’[a,an] =0et ‘Pn|[bn,b] =0.
Il existe deux sous suites (an, )i et (bn, )i telles que

* >k
ny, kjoo a® et by, kjoo b*.

Montrons que
Plia,ar] =0 et @lpep =0.

En effet, nous avons :

*

a b
/ o(@)ldz = / Yoo

b
- / X[a,an] |g0n($)’d33

b b
w(m)]da:—/ X[a,a*] gpn(x)\dx—i—/ X[aﬂ*}]cpn(wﬂdw

b b
< / X[a,a*]|§0(l‘) - (pn(SL‘)|dSL‘ +/ |¢n($)||X[a,a*} - X[a,an]|dx

b b
< / X[a,a+]10(2) — @n(z)|dz + s?pb]lwn(x)l / X[a,0*] = Xa,an]ld2-
a xE|a, a

En faisant tendre n vers oo nous aurons :

*

[ e@ldz o

Ainsiona =0 sur [a,a*], de méme on montre que ¢ =0 sur [b*,b].

Donc ¢ € Ugyq et, par conséquent, U,q est fermé dans C([a, b]).
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3.3.2 Continuité du probléme d’état

Soit (€2,)n une suite dans ©,q, et Q un élément de ©,4. D’aprés la Proposition 3.3, nous

pouvons extraire une sous-suite notée encore (2,,), telle que

Q, — O

n—oo

Nous définissons ’espace H%d (Qy,) par
Hlld(Qn) = {1) c Hl(Qn), U|F4an = 0} .
Soit u, = u(§2y,) la solution du probléme suivant

trouver wu, € H%d ()
(P) (3.15)

AV V9 | Vo Vunt = (G9) g @y 0a) Y€ HE (),

Dans ce qui suit, nous allons montrer qu’il existe u,, un prolongement uniforme de u,, dans
H!(D), qui converge faiblement dans H'(D) vers une limite W, tel que W|Q = u est solution

du probléme (3.4). Pour cela, nous aurons besoin du résultat de prolongement uniforme suivant

Théoréme 3.3 [l existe une constante C' > 0 indépendante de n, et iy, un prolongement de uy,
dans HY(D) tels que
[tnll1,p0 < C. (3.16)

Démonstration :
Soit uy, la solution du probléme (3.15) dans ,,. D’aprés le Lemme 3.1, il existe un prolongement

iy, de u,, dans H'(D) et une constante C' > 0 indépendante de n tels que
[tnll1,0 < Cllun 1,0, (3.17)

Il suffit alors de prouver que ||uy||1,q, est uniformément borné par rapport a €2,,. En fait, c’est
I'une des difficultés principales de ce travail. Pour obtenir une estimation uniforme de la solution

du probléme (3.4), nous définissons le probléme intermédiaire suivant
1
Trouver p € Hp ()

(3.18)
/QAVP -V + /QpVo VY =G (k@ @) YV E Hi,(9)



36 Chapitre 3. Etude de I’existence d’une solution optimale

Afin d’obtenir une estimation uniforme de |lul/;,o, nous allons tout d’abord commencer par
montrer que ||p||1,o est uniformément borné par rapport a 2.

e Estimation uniforme de ||p||; o

En utilisant ) = p comme fonction test dans (3.18), puis en appliquant le corollaire 1.1,

nous obtenons :

Collpll e < )\O/QVP'VP
< / AVp - Vp
Q
<

€0 oy o + | Vol al ol
On considére I'ensemble A; défini par

Ay = {(=z,y) € Q,|p(x,y)| > k}.

En utilisant le fait que

Q= A, U A,

Puis, en appliquant 'inégalité de Holder et la Proposition 3.1, nous obtenons :
2
Collpll o < Slplha-+ [, Mol 1Vol+ [ Dol 951
k k

En appliquant & nouveau 'inégalité de Holder deux fois, et en tenant compte du fait que
Ip| <k sur Aj

nous obtenons

N

1 1
CollplZa < 6lplia + ElVollson /A 9]+ [Volloplil / Y% Vel
k

A

N

1 1
< dlpll o+ kM olloo o2 [ Vpllo.0 + [Volleo, ol Akl# [Pl s oy VPlloq -
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D’aprés le Théoréme 1.5, il existe une constante C'y > 0 indépendante de €2 telle que

1
1Pl L4y < C1lQ07 [Vpllo g -

Par suite, nous avons :

IN

2 1 1 1 2
Co Pl 3 [lplly o + kM olloo,p| P12 [IVPllo.0 + [Volloo, [ Akl # D[4 [[ VPl

(3.19)

IN

1 1 1
(6 + £Volloo.n[DI2)lIpll12 + C1l[Volloo, 0l A1 DI [Ip]17

Afin d’éliminer le terme quadratique de ||p||1 o, nous avons besoin de prouver une estimation uni-
forme de || In(1+|p|)||o,o i-e nous devons montrer qu’il existe une constante Co > 0 indépendante

de Q telle que

I In(1 + [p])[lo0 < Co. (3.20)

Grace a cette estimation uniforme, qui sera démontrée par la suite dans la Proposition 3.4,
et en utilisant I'inégalité de Markov, nous obtiendrons le contrdéle uniforme de la mesure de

Lebesgue de Ag, i.e. nous avons

Akl = H(z,y) € Q/In(1+ |p)* = In(1 + k)*}|

IN

2
e I+ D12

Ca
In(1+k)2

IN

Alors il existe kg tel que, Vk > kg, nous avons :

Co

1 1
CilVolloo,p| Ak D|T < = (3.21)

En conclusion, I'inégalité (3.19) devient
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Vk > ko
Dlpllg < O+ EWolloonlDI2) 12l 0
(3.22)
plig < &0 +EVollwenlDl?)
Iplio < Cs

e Estimation uniforme de ||ul|; o

Nous considérons les deux formulations variationnelles (3.4) et (3.18). D’aprés l'inéga-
lité (3.22), il existe une constante C3 > 0 indépendante de € telle que
vV oe ((Hlld(Q))', satisfaisant [|0[( g1 )y < 1,
I'g
nous avons 'existence de p solution du probléme (3.18) pour ¢ = 6 qui vérifie I'inégalité suivante :
Ipll 0 < Cs.

Nous prenons 1) = p comme fonction test dans le probléme variationnel (3.4) et ¥ = u dans le

probléme variationnel (3.18). Nous obtenons alors

(0wt @y.m @) = (6P @yt @)
(3.23)
< 0Cs.
Or nous savons que
05wy, @yt (@)
HUHLQ = sup ||9||
Finalement, nous obtenons :
[ull o < 0Cs. (3.24)

Ce qui achéve la démonstration.



3.3. Etude de D’existence d’une solution optimale 39

Il reste a prouver l'estimation uniforme (3.20), qui va étre obtenue par la proposition suivante

Proposition 3.4 Sous les hypothéses (Hi) — (Hs), nous avons : ¥V p € Hlld(Q) solution du

probléme (3.18) dans Q, il existe une constante Cy > 0 indépendante de 2 € O4q telle que :

(1 + [p[)llg.0 < Ca.

Démonstration :

Nous définissons la fonction a valeurs réelles
s dt
h(s) = / s
o (L+1t])

Comme h est lipschitzienne, alors d’aprés le Lemme 1.3, pour tout p € H%d(ﬂ), nous avons
h(p) € Hlld(Q). Par suite, nous prenons h(p) comme fonction test dans la formulation

faible (3.18). Nous obtenons alors

[Vp|? /
A—rss = (Lh , _ o
/Q (1+ |p’)2) (¢, (p)>((H}d(Q)) ,Hlld(Q)) QpVO Vh(p)

IN

Vo - Vp|
8||h(p :
nw)lhe+ [ s

Ensuite, nous remarquons que

<1 et |h(p)|<1.

Ainsi, nous obtenons :

1
k()10 < 197 + [[VR(p)lo.q-

Par conséquent,

Vpl|? |Vp|?
Mﬂﬁrﬂmw . Aku+mm>

1 ? 3

IN
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En utilisant 'inégalité de Young

nous obtenons :

|Vpl? 1 6% N |Vpl? s |D] Ao/ [Vp|?
A/ < D+ + 2 | A Wl o+ e,
o L+ 1pD?) PP+ 7 Joarpye TVl 38+ [ as

Ao |Vp|?
2 Jo (L+1p)?) ~

62 |D|
0|Dl|z + — 2 =L
D+ 2 4 IVl o

Finalement il résulte que

2 \VPP
AWM“WW“AuWW

25|D|z
<

(3.25)

+20% + 2| Wolll3.,pI DI = Ca.

Notons que la constante Cy est indépendante de €2 € O44.

Nous concluons cette démonstration en utilisant 'inégalité (3.25), plus le fait que
vp € Hp,(Q) (1 + |p|) € Hy, (),

nous obtenons a 'aide du corollaire 1.1

A

(L + [pl)

to < I+ p)lig

IN

éO/Q!VIH(lJr\p!)\z (3.26)

Cy
CT) = (.

IN

En nous basant sur le théoréme 3.3, nous démontrons le résultat de continuité suivant
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Théoréme 3.4 Soit (uy), une suite de H%d(Qn). Il existe une sous suite de (Uy,)n, qui converge

faiblement vers @ dans H'(D). De plus, i|Q est solution de I’équation variationnelle (3.4) dans

Q.

Démonstration :
D’aprés le Théoréme 3.3, nous savons que la suite (i), est uniformément bornée dans H'(D).
En utilisant la faible compacité de la boule unité et la réflexivité de H'(D), nous pouvons extraire
une sous suite notée encore (uy,), qui converge faiblement vers une limite que nous noterons .
I1 suffit alors de montrer que u = |q est solution de (3.4). Pour cela, nous allons démontrer les

deux assertions suivantes

u =1l € Hp (),

et

En effet, nous avons u = iilg € H(Q). 11 suffit alors de prouver que u satisfait la condition
de Dirichlet sur I' U I'y.
En utilisant le fait que i, converge faiblement vers @ dans H'(D), ainsi que I'injection compacte

de H'(D) dans L?(T'4), nous obtenons
fnlr, — |, dans L*(Ty) forte,
n—oo

Il en résulte que :

ilp, = 0.

Il reste alors a prouver que @ = 0 sur I', ce qui revient & montrer que

/ |i[2do = 0.
r

En effet, d’aprés la définition de U,q, nous avons

VneN o (x)| <Ly p.p dans [a,b]
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Par suite,

bn bn
0< / i (2, ()P < / (2, y)Pdo = / i (. ()2 VT T 2 (2)2d

I

bn,
< O [ pala))?
Qn
o C = /1 + L. 1l est clair que

u, =0 sur Ty & up(,on(r) =0 sur [ap,by).

Puisque
bﬂ/
Vn €N ona / |, (22, 0 ())]? = 0, (3.27)
an
il suffit alors de montrer que
bn ) b* )
[ laneonl@nP = [ i@
an a*

En effet, nous avons

bn b*
/ i (2 ()2 / i, " (@)? = I + I,

*

avec

bn bn
L= / in (2, on(2))]? — / (e, ().

bn b*
L - / (e, o)) — / (e, ().

En appliquant I'inégalité de Holder & 17, nous avons

b
L - / Xian ) (in (@, on ()2 = [, () 2).

8
©
—~
8
Nt
=
[SIE

b L b
< / X o[> () + @, () [2) 5 ( / Xian ol (& 0 (1)) —

Il existe une constante C' > 0 indépendante de n telle que
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/abX[amanﬁn(m,wn@))+ﬁ(x,so(x))!2 < ( bxan, i (2, @n(2))]* + /|uxcp( ))\2>

IN

/

IN

D’autre part, nous avons

b
/ mWMWM%¢M@)—M%¢@DPS2Un+hﬂ

ol

Iy = |/L~Ln(x790(x)) _u(x790(x>)’2

En appliquant I'inégalité de Holder & 111 nous aurons
b ren(@) oy d
a p(x) Yy

< o(z) — inll? -
_xrél[%u;]\so () = p(@)[llnlf p

En utilisant la convergence uniforme de ¢, vers ¢, et le fait que 4, est uniformément borné

dans H'(D), nous avons

lim 111 = 0.

n—oo

D’aprés l'injection compacte de H'(D) dans L?(T"), nous avons
lim 112 =0.
n—oo

Par suite, nous obtenons

lim Il =0.

n—oo

D’autre part, nous avons

b
bz/km%M—xwymmmwm»?
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D’apreés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, nous avons

n—oo

Soit maintenant v € H%d(Q) Nous notons par v € H'(D) une extension de 1 définie par

1 dans €

asN|
I

0 dans D\ €.

Ainsi, nous pouvons construire une suite (1;);, ¥; € D(D), telle que,
dist(supp 1;,Tq) >0 Yj €N et ¢ — 1 dans H (D). (3.28)

Soit j € N. Puisque

Q, — Q,

n—oo
il existe ng tel que

¥ila, € HE, (), Yn > ng.

Pour tout n > ng, nous avons
/ AVuy, - Vi, +/ Vo - Vuptpj = / f; —/ AVV - V1), —/ YiVo - VV.  (3.29)
Qn Qn Qn Qn Q’n

En faisant tendre dans I’équation (3.29) d’abord n, puis j vers Uinfini, il en résulte que u est

solution de I’équation suivante :

/Qwu-w +/Qv0-w¢:/Qf¢—/Qwv-w—/ﬂwo.vv. (3.30)
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En effet, nous définissons I, I, I3, I4 et I5 par

Il = / )\Vunij—/)\Vuvw
Qpn Q

IQ = / V() . Vunwj — / V() . VU¢
Qpn Q

b= | g [ e (3:31)
Qpn Q

I, = / )\VV-ij—//\VV~Vw
Qp Q

Iy = / vo-vij—/vo-vvw.
Q. Q

Il suffit alors de montrer que

lim lim; =0, i=1,...,5.

J—00 N—00

Nous commencons par I, qui peut s’écrire
I = / Axa, — x)Viy, - Vi), +/ Axa(Viy, —Va) - Vij+
D D
/ AxaVi - (Vi — V).

D

Donc
L)< | / ACxe, — X0)Vin - V| + | / (Vi — Vi) - Vi |+
D D

| / AaVii - (Vi — V).
D
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Par suite, en appliquant I'inégalité de Holder au premier terme, nous avons :

| /D Axe, — X0)Vin - Vi < /D Mixa, — xell Vil V|

< Mo ( / |van|2)2 ( [ s, —m>2|wj|2)2

%
Mool ( [ va - xm?rw) .

A

IN

D’apreés la Proposition 3.2 et en utilisant le Théoréme 3.3, ainsi que fait que 9; est borné dans

H'(D), nous obtenons :
VjEN, lim / Mxa, — x0) Vi - Vi, = 0. (3.32)
n—oo D

D’autre part, puisque nous avons la convergence suivante :

i, — @ dans HY(D) faible,

n—oo

en utilisant la linéarité et la continuité de 'application gradient de H'(D) dans L?(D), nous

avons aussi la convergence :

Vi, — Vi dans L?(D) faible,

n—oo
Et comme Vj € N, AxoV; € L*(D), nous avons

VieN, lim [ Axa(Vi, — Vi) - Vip; = 0. (3.33)

n—oo D

D’aprés la convergence de 1); vers ¢ dans H L(D) (3.28), et en utilisant la linéarité et la
continuité de I'application gradient de H'(D) dans L?(D), ainsi que fait que A\xqVi € L?(D),

nous obtenons

lim [ AxoVi- (Vi — Vi) = 0. (3.34)
D

J—o0
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Par conséquent, (3.32), (3.33) et (3.34) impliquent que
lim lim I =0.
j—00 N—00

En utilisant des techniques similaires & celles utilisées pour I7, nous obtenons :

lim lim I, = 0.
j—oon—00

Pour I3, nous avons
b= [ xa M-+ [ A, - xo).
D D
Donc

I < | /D o M — )] +| /D Mo(xa, - xa)l-

En appliquant 'inégalité de Holder au deuxiéme terme, nous obtenons :

| /D Mo, —xa)| < /D X Al xen — xal

e ([ |f!2>% ([ ko, - ><Q>2)é

1
2

IN

IN

Mool fllo.0 ( [ 1P, - XQ>2)

D’apres la Proposition 3.2, nous avons

lim [ [¢*(xa, — xa)* =0 (3.35)
D

Jj—00
D’autre part, la convergence de v; vers 1) dans L?(D) entraine que :

lim . xe A (Y5 — ) = 0. (3.36)

J—00

Par conséquent (3.35) et (3.36) impliquent que

lim lim I3 = 0.

J—00 j—00

En procédant de la méme maniére que pour I et I, nous démontrons que

lim lim Iy = 0.

J—00 j—00
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et

lim lim Is =0.

J]—00 N—00

Ce qui achéve la démonstration du Théoréme 3.4.

Nous avons alors le résultat de compacité de F.
Théoréme 3.5 L’espace F est compact pour la topologie définie par (3.14)

Démonstration :
Soit (€2, Uy ), une suite dans F. D’aprés le théoréme 3.3 et le théoréme 3.4, il existe une sous

suite, notée encore (2, uy,), et un couple (Q, W) € O4q x H(D), tels que

(Qna un) - (Qv W‘Q)a

n—oo

et (Q,W]g) € F.

3.3.3 Continuité de la fonctionnelle cotiit

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer la continuité de la fonctionnelle cotit j sur F. Ce

qui revient en fait & montrer que J :

1

T(e) = 5 u() = / (T() — To)2do.

est continue sur U,q
Les termes €2 et u qui interviennent dans l’expression de J sont tels que
N =Q(¢) € Ouq et T(p) =u+V est la solution de I’équation (3.3).
Considérons maintenant (¢, ), une suite de U,q, d’aprés le paragaphe précédent, il existe une

sous-suite notée encore (¢y,), et un élément ¢ € U,q tels que

¢n — ¢ uniformément dans [a,b].
n—oo

ie Q, — Q.

n—oo
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D’aprés le Théoréme 3.4, nous savons que la limite faible @ de la suite @, (solution de (3.4) sur

2,,) est solution de (3.4) sur Q. Nous pouvons alors écrire :

@, — @ dans H'(D) faible,

n—oo

Par conséquent

Tp=t,+V — T=u+V dans H(D) faible,

n—oo
ot Tp|q, (respectivement T'|q) est la solution du probléme (3.3) sur €, (respectivement sur ).

Nous avons alors le résultat de la continuité de J sur Ugq.
Théoréme 3.6 La fonction J est continue sur Ugg
i.e  lim J(pn) = J(p).
n—oo

Démonstration :

Considérons la différence :

Ten) ~ (@) = 3 / (T~ To)do — / (T - Ty)do.

Nous avons
Hew = It) = 4| (T-Tp - (@ -1
0

(3.37)
_ ;/ (To — T)(Ty, + T — 2T})do.
o

En appliquant 'inégalité de Holder & 3.37, nous obtenons

T(pn) — J(0)] < / (T — T)| [(Ty + T — 2T4) | do

2 : 2 :
%(/ (T, —1T) do) (/ (T, + T — 2Tp) da) .
To To
D’une part, nous avons

/FO (T, + T — 2Ty)%do < 3 </FO (T,,)?do + /FO (T)%do + 4 /FO (TO)2dU)

D’aprés la continuité de I’application trace de H'(D) dans L?(I'g), il existe une constante ¢; > 0

IN

indépendante de n telle que

I Tallor, < cillTullio = cillin + Vo

(3.38)

< clltnllo +[IVip) < M.
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D’autre part, d’aprés I'injection compacte de H'(D) dans L?(T), nous avons

/ (T, — T)*do = ||T,, — T
To

6ro — 0. (3.39)

En utilisant les inégalités (3.38), 'équation (3.39) et le fait que Tp est fixé dans L?(T'g), nous

avons

lim (J(gn) — J()) = 0.

n—oo
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Dans ce chapitre, nous allons proposer une approximation du probléme d’optimisation de
forme par la méthode des éléments finis triangulaires. Cette méthode est basée sur des maillages
variables réguliers qui dépendent continuement du pas et de la frontiére libre approchée. Celle-ci
sera paramétrée par les courbes B-splines de Bézier. Ensuite, nous montrerons ’existence d’une
solution optimale du probléme discret. Puis, nous donnerons, sans démonstration, un résultat
abstrait de la convergence. Enfin, nous utiliserons ce résultat abstrait pour étudier la convergence
de la solution discréte vers la solution du probléme d’optimisation de forme continu, lorsque le
pas de discrétisation tend vers zéro.

Le travail présenté dans ce chapitre a donné lieu & une communication [21] et deux articles [22,

23).

4.1 Approximation du probléme par la méthode des éléments

finis

Nous allons discrétiser la famille des domaines admissibles ©,4, ainsi que le probléme d’état

(PE). Pour cela, le plus simple est de chercher a approcher les frontiéres libres par des courbes
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linéaires par morceaux. Cependant, ce type d’approximation présente plusieurs inconvénients
qui résident en particulier dans le fait que la frontiére est déterminée via un grand nombre de
paramétres auxquels il faut imposer des contraintes afin de préserver la régularité de la frontiére.
Les ingénieurs préférent discrétiser la famille des domaines admissibles, par des domaines qui sont
suffisamment lisses et en méme temps définis par un nombre fini de paramétres [41]. Pour toutes
ces raisons, nous allons approcher I'(¢) par les courbes Splines, qui sont localement déterminées
par les fonctions quadratiques de Bézier.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons briévement quelques propriétés des courbes de

Bézier dans R2.

4.1.0.1 Courbes de Bézier

Notons par Bi(n), i =0,...,n, le polynéme de Bernstein défini sur [0, 1] par
BM(t) = Cri(1— )", telo,1] (4.1)

Le poélynome de Bernstein vérifie les propriétés suivantes :

BM@®) >0 Vvtelo1]; (4.2)
B =4 7Y )
1, i=0,

B"(1) = (1]’ z f Z (4.4)
Zn:By(t) -1 vte[o1]; (4.5)
=

4 Br(t) = n(BIS (1)~ BIN(1) Ve 0,1] (4.6)

Soit by, by, ..., b, € R? un ensemble de points de controles.

Définition 4.1 On appelle courbe de Bézier de degré n > 1, associée aux points de contréle

bo, b1, ..., by € R%, la courbe b(t) donnée par la paramétrisation suivante :
b(t) = ;B\ (t). (4.7)
=0

D’aprés (4.1) — (4.6) les courbes de Bézier possédent les propriétés suivantes
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1. b(0) = by, b(1) = bp;

2. b(t) € conv {bg, b1, ...,bn} Vt€[0,1];

3. Une courbe de Bézier se trouve a 'intérieur de ’enveloppe convexe de ses points de controle.
4. 9(0) = n(by — by), B(t) = n(bn — bp_1);

Dans notre cas nous considérons ¢ : [a,b] — R telle que

s—a

b—a

), pieRt=>""2 sclab],teo1]. (4.8)

o(s) = > @i —
=0

Ou (a + jb_Ta,(,Dj) € R%, j = 0,...,n sont les points de contrdle de ¢, et (cpj)?zo sont les
variables de formes qui caractérisent la forme de la frontiére I'(). Pour que ¢ soit admissible,
les coefficients ¢; dans (4.8) doivent satisfaire certaines conditions. Si0 < ¢; < L,, j=0,...,n,
alors, d’aprés la propriété 3 'enveloppe convexe des points (a + jIFTa,@j), j = 0,...,n, est
contenue dans [a,b] x [0, L,]. Par suite (a + (b — a)t, p(t)) € [a,b] x [0,L,] V t € [0, 1].

En utilisant (4.2) et (4.6), nous avons le résultat suivant

Lemme 4.1 Si %Z?:o loj| < Lo, alors pour tout t,t' € [0,1] nous avons

[pla+(b—a)t) —pla+ (b—a)t')| = | X5y »;(B}(t) — B} (t))]
< >0 leil| B} (t) — B} (t')]
< Yisoleill GBIt —¢| / ¢ € (min(t, ¢'), max(t,1')))
< Yioleiln(By () = By TH(@)||t = ¢'| / ¢ € (min(t, ¢'), max(¢, 1))
< > lejllt =]
< Lo|t = t/|

4.1.1 Discrétisation de la famille des domaines admissibles

Considérons une partition uniforme (ai)glzo de l'intervalle [a, b], telle que

a=ay<a<..<ag=0b, a;=ip+a, p=(b—a)/d, i=0,...,d;

et a;y1/2 est le point milieu defa;, a;t1].

On note par A; = (a;, i), pi € R, i = 0,...,d, les noeuds et A; /o = %(AZ + A;;1) sont les

milieux des segments A;A; 1, i = 0,...,d — 1. De plus, on pose a_i =a-— g, gp1 = b+ 5,
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Ay =(a_1, 5o+ @) et Agis = (ag, 1, 3(0a1 +¢a):

Nous introduisons les ensembles suivants :

[7“ ={5,.€Cl(la—5.0+5) /Sulla | a,, ] est une fonction quadratique de Bézier
i—g ity

déterminée par {AF%,Ai, AH%},Z' =0,..,d},

Uy = Upllas) = {50 € CH[a,8]) / 35, € Uyt 50 = By }-

Remarque 4.1 Les points du triplet {Ai_;,Ai,AH;} sont ce qu’on appelle les points de
2 2

controle de la fonction de Bézier.

Afin de définir une famille de formes admissibles, localement déterminées par des fonctions

de Bézier, il est nécessaire de préciser les p; € R, qui définissent les positions de A;, i =0, ..., d.

A la partition (ai)fzo, nous associons ’ensemble de C Ug,q des fonctions continues, linéaires

par morceaux sur (a;)% :

de = {Sp,u € C([CL, b]) | (P,u’[ai_l,ai} € Pl([ai*hai]) Vi=1, ’d} N Uag-

Ainsi, nous pouvons identifier de avec le sous ensemble convexe, compact

U c R

U= { Y = ((1007 "'a(pd) € Rd+1 | 0< Pi < Lyai = 077da EIiOaid € {Oa 7d} / Pk = 07

k=0,...,%; @it =0,k=0,...,iq et ‘Soi-i-l — (Pi‘ < Lop,i=0,....,d — 1}

ol ¢; = pula;),i=0,....,det ¢, € de.

La famille des domaines admissibles discrétisée est alors représentée par
ol ={ Q(sy) /sucUl 1}
Ul ={sy, €U, / lesnoeuds de forme A; = (a;,¢;), i =0,...,d

sont tels que ¢ = (¢, ...,pq) €U }

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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4.1.2 Approximation du probléme d’état

A présent, nous commengons I’approximation du probléme d’état (PE). Nous utilisons la
méthode des éléments finis triangulaires, sur Q(s,) € @ZL 4> qui désigne une approximation ap-
propri¢e de Q € ©y4q. Nous introduisons une autre famille de partitions (b;)7_, de [a,b], telle
que : a = by < by < ... < by = b (n’est pas nécessairement équidistant). La longueur de cette

partition sera notée par h. Nous supposons que h — 0" si g — 0.

Notons par 5,5, I'interpolation linéaire par morceaux de Lagrange, de s, en (b;)7_

rhsu(bi) = su(b;) Vi=0,--- g

Thsulpiy b, € Pr([bi-1,bi])  Vi=1,--- ¢

Ainsi, le domaine de calcul €(s,,) sera représenté par (rps,). Dans ce que suit, 'ensemble

de tous les Q(rps,), s, € UL, sera noté par @52 :

O = {Q(rasy) | s € U} (4.13)

Puisque Q(ry5,) est déja polygonal, nous pouvons construire sa triangulation notée 7 (h,s,),
qui dépend de h > 0 et de s, € U (’; 4~ Nous supposons que pour h > 0 fixe, les triangulations

T (h, s,) sont topologiquement équivalentes pour tout s, € Ugd, ie:

(HT1) 7 (h,s,) ont le méme nombre de noeuds, et ces noeuds ont les mémes voisinages pour
tout s, € UL,

(HT2) La position des noeuds de 7 (h,s,) dépend continuement des variations des points de

forme {A;}4_;.

(HT3) 1l existe 19 > 0 tel que tous les angles intérieurs n(h, s,,) vérifient :
n(h,sy) >mn Yh>0, Vs, eU
(HT4) Le segment I';(s,) = {(z,y) / y = mhsu(x), « € [bs, bit1]} est coté d'un triangle
T eT(h,s,), i=0,...q—1.

Le domaine Q(rps,) muni de la triangulation 7 (h,s,) sera noté Q(s,) ou . Quant a
I’approché de T, il sera noté par I'j,. Nous définissons alors ’espace de dimension finie associé &

HY(%)
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Hh(Qh) = {’Uh S C(ﬁh) ‘ vh|T S PI(T), T e T(h, Su)}

puis l'espace de dimension finie associé a Hlld(Q) :

Hp () = {v € Hu() | valr,, =0}

Remarque 4.2 Notons que la méthode des éléments finis utilisée ici est celle des éléments finis

conformes [28], i.e pour tout h > 0, nous avons les inclusions suivantes :

Hy () C HY(Q),  HE () C HE(Q), UY, C Uy

Soit s, € U, I'approximation wuy, := up(s,) € Hﬁd(Qh) de u € Hlld(Q) donnée par :

N
up = Zuh(l_)l)wz, (4.14)
i=1

ou N désigne le nombre de noeuds de la triangulation 7 (h, s,) du domaine Qy,, tandis que

(bi)1<i<n sont les noeuds de la triangulation et (1))X; sont les fonctions de base de H{ld(Qh).

Soit F (rh(su)) = D \ (rn(s,)). Nous allons construire une autre famille de triangulation du
domaine [ (r1,(s,)) notée par {T E(h, s,)}, qui satisfait les hypothéses (HT1) — (HT4). L'union
des deux triangulations 7 (h,s,) et T E(h, s,) définit une triangulation réguliére de D. Soit Vj,
une interpolation, linéaire par morceaux de type Lagrange, de V dans D. Par conséquent, le

probléme d’état discret s’écrit :

Trouver uy, € HfﬂLd(Qh) tel que

/ MVuy Vo, + [ Vi -Vupo, = | fo, — / ANV Vi - Vup— (4.15)
Q Qp Qp

Qp

Vi - VVio, Yoy, € Hpt (Qp)
\ Qh

ou Ay, est une approximation de A tel que Ay, est uniformement borné, converge vers A presque

partout dans D, et satisfait I’équation suivante :
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IX\o >0 indépendant de h tel que Ay (x)E - € > Xolé]*> ppx € D (4.16)

et
VSL est une approximation de Vy tel que

(4.17)

V(}f est uniformement borné, converge vers Vop.p

Nous approchons la fonctionnelle cotit par la fonction discréte suivante :

Tn(un(s,)) = Jn(Q) = ;/F Th(e,0) — T2 ) ? do (4.18)

ot, T} est I'interpolé de Ty et Tj, = uy, + Vj, tel que uy, € H{id(ﬂh) solution de (4.15).

Finalement, le probléme d’optimisation de forme discret est le suivant

inf Jp(un(su))

sueUl,

(POR) (4.19)

telle que wup(s,) est solution de (4.15) on €2,

4.2 Etude de Dexistence d’une solution du probléme discret

Dans le cas d’un probléme d’état régi par un opérateur coercif, pour montrer I’existence d’une
solution optimale du probléme d’optimisation de forme discret, le moyen qui est relativement
simple serait de I’écrire sous une forme matricielle équivalente (cf. [41, 42], [14, 17]). Ce qui nous
ameéne & utiliser les outils classiques d’optimisation en dimension finie pour étudier 'existence
d’une solution du probléme discret. Comme dans notre cas le probléme d’état est régi par un
opérateur non coercif, ces outils ne sont plus valables; il faut alors procéder autrement. Pour
cela, nous utilisons le degré topologique de Brouwer.

Nous commencons par énoncer quelques résultats qui seront utiles pour prouver le résul-
tat d’existence. Nous énoncgons tout d’abord ce lemme dont la démonstration est analogue au

Théoréme 3.3.
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Lemme 4.2 3C >0 ,V s, €U etV h>0

lun(sp)lly g, < C- (4.20)

Nous démontrons aussi le résultat suivant

Lemme 4.3 Soient (si)j c U" ets, UL, tels que

s}, — sy quand j — oo,

alors

Vh>0 I,V(s)) —I,V(s,) in H'(D).

Démonstration
Soit (M;)1<i<n, I'ensemble des noeuds intérieurs de la triangulation 7 (h, s,) avec
M; = (x(i), y(i)-

Donc, d’apreés les hypothéses (HTy) et (HT3), nous avons

M; = QZ)i(Su)y 1=1,...,n, VSH € Ual:d’ (421)
ou ¢; : U! +— R? sont des fonctions continues. Soit 1, € H}(D) les fonctions de base
associées aux My, i.e., 1;(My) = 0k, ou d;; est le symbole de Kronecker. Finalement, soit

T € TE(h,s,) UT(h,s,) un triangle dont Mj, est I'un des noeuds, et dont les autres noeuds

sont M; et M;. Nous savons que

pyr = (| 7O VO O omeas(Ty)
y(i) y(l) L oy(l) L (1)
1 alk) (k)

meas(T) =| 1 x(i) y(i)
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D’aprés ce qui précéde et d’aprés I’équation (4.21), nous avons

¢z‘\T = ai(Su)x + bi(su)y + Ci(su)v (4.22)

ot les coefficients, a;(s,,), bi(su) et ¢;(s,) sont des fonctions continues sur s, dans U,. Par suite,
Y7 et Vb sont des fonctions continues sur s, dans U, .. Nous en déduisons que 1T,V (s,) et
VII,V (s,) sont continues.
Puisque measT dépend continuement de s, alors pour tout (sﬂ) ; C U, nous avons
[ @mviny - [ i)y
D j—oo Jp
sl — 5, = et

ujﬁoo
/\VHhV(sg)|2 — /|VHhV(su)]2.
D J= JD

Ceci achéve la démonstration.

A présent, nous pouvons énoncer le théoréme d’existence.

Théoréme 4.1 Sous les hypothéses (4.16) — (4.17), le probléeme (4.19) admet une solution dans

U, pour tout h >0 et p > 0.

Démonstration.
Tout d’abord, pour chaque s, € U, 5 4 fixe et h > 0, nous devons montrer qu’il existe une solution
unique up(s,) € Hf‘d(Qh) de (4.15). Notre outil principal est le degré topologique de Brouwer.

Pour ¢ appartenant a [0, 1], nous définissons 'opérateur F; par :

Fy o HP (%) — HE (Q),

Up, — Up,

telle que up, est la solution unique du probléme suivant

A Vuy, - Vo, = / fon —t V(})l -Viuapvp — MVVy -V, — V(})Z - VVhu, (4.23)

Qp Qp Qp, Qp Qp

D’aprés le lemme 4.2, nous avons ||upl|, q, < C, ce qui nous permet de construire une boule
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ouverte B, telle que F; n’admet aucun point fixe sur 9B, la frontiére de B. Par suite, la fonction
deg[I — F;, B,0] est définie. De plus elle est indépendante de ¢. Puisque Fj est trivial, nous

concluons que

deg[I — Fy, B,0] = deg[I — F1, B,0] = +1.

Par conséquent, F; admet un point fixe a l'intérieur de B qui est une solution de (4.15). Pour
montrer que la solution discréte est unique, puisque le second membre de (4.15) est linéaire,
alors il suffit de montrer que la seule solution de (4.15) avec un second membre nul est la

solution nulle (comme dans le cas continu).

Ensuite, d’aprés I’hypothése (HT}), nous avons : dim Hfld(Qh) est la méme pour tout s, €
U led. D’ou le fait que 'ensemble U 5 4 beut étre identifié a un sous ensemble de R+

Soit (s,); C UY,. Nous pouvons alors extraire une sous suite notée encore (sy,); telle que

J . [T
S, = S dans U,a

Jj—00
et
Qf s Q.
D’apres le lemme 4.2, AC' > 0 telle que
[un(si)y g, 0y < C- (4.24)

D’aprés le résultat d’extension uniforme [25], il existe ﬂh(sﬂ) un prolongement uniforme de

uh(sﬂ) de Qh(s{b) dans D, tel que

IM >0 Vi |lan(s))l, p < M.

Ainsi, il existe une sous suite @y(s},) et un élément @, € H'(D), tels que

ap(s’) — @, dans HY(D).

# Do
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Enfin, montrons que uy, = tp|q, résout (4.15). Il est aisé de voir que up|r, = 0. Et, de la méme
maniére que dans le cas continu, nous montrons que uy € Hlld(Qh).
Il reste & montrer que wuy, résout (4.15). En effet, soit ¢y, € Hfld(Qh) et ¥ € H'(D) est une

extension de v, définie par
Y, dans Qf

0 dans D\ €.

Ainsi, nous pouvons construire une suite (¢, )n, ¥ € D(D) telle que,

dist(supp Yn,Lq) >0 VneN et 1, — 1 dans H'(D),n — occ.

Soit n € N. Puisque Q% ; e 27, il existe jo tel que
h i . .
Unlgs € Hr, (94,),55 > jo,

ott P! = map, est linterpolé linéaire par morceaux de 1, dans 7 (h, sﬂ) UTE(h, sft) Nous

notons que

Ththn — th; dans Hl(D),
J—00
avec Trhik);‘l S Hll‘d (QZ) Pour tout ] 2 j()’ nous avons :
~ ; h h ~ . o h

(4.25)

o R CALCI R R AL CATE

De la méme fagon que dans le cas continu, en faisant tendre n, puis j vers I'infini dans I’équation

(4.25), nous obtenons ainsi que uy, est solution de 1’équation (4.15).
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4.3 FEtude de la convergence

Nous commencons par rappeler un résultat abstrait de la convergence d’une suite de solutions
discrétes vers la solution du probléme d’optimisation de forme continu [41, 42|. Ensuite, nous

utilisons ce résultat abstrait pour étudier la convergence de notre probléme discret.

4.3.1 Reésultat abstrait

Dans la suite nous allons utiliser une approximation de la frontiére libre discréte par des
fonctions splines de type Bézier. D’autre part, le probléme d’état sera dicrétisé en utilisant la
méthode des éléments finis P;.
Notons par p > 0 le paramétre de discrétisation des formes, et par n(u) le nombre de paramétres
qui définissent la forme du domaine discret €2,. Pour p > 0 fixé, I'ensemble des domaines
admissibles discrets est noté par ©,. Nous supposons que le nombre n(u) est le méme pour tout
Q,€0,,u>0fixe, et que ©, C O, pour tout f > 0 (mais non nécessairement ©, C B,q), ol
O est une famille qui contient ©,4.

Pour tout €, € ©,, nous associons, d’'une maniére unique, un domaine de calcul (£2,)p, ol

h = h(u) > 0 est un autre parameétre de discrétisation tel que :

h—0&u—0.

Autrement dit, la connaissance de €, nous permet de construire (£2,) et inversement. L’en-
semble de tous les domaines de calculs correspondant a ©,, sera noté ©,, .
Dans ce qui suit, nous supposons que 6, , C (:), pour tout x> 0, h(p) > 0.

Nous associons & (2,)n, € O, 1, 'espace de dimension finie W3 ((Q2,)n) € W((£2,)n). Nous
supposons que dim Wj((2,)p) est la méme pour tout (£2,), € O, pour
h > 0,u >0 fixés.
Puisque les deux ensembles ©, et ©,} sont contenus dans ©, nous pouvons utiliser la méme
convergence des domaines utilisée dans le chapitre 3. Nous définissons alors I'application sui-

vante :

up, : (Qu)n = un((Qu)n) € Wh((Qu)n)-

Nous associons a tout (Qu), € O p, un unique élément wup((2,)n) de Wi((Qu)n). Ainsi en
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commencant par {2, € ©,, nous avons la chaine des applications suivantes

Qu = (Qu)n = un(()n) = J(Q)n, un((Q)n))-

Par suite, le probléme d’optimisation discret s’écrit

trouver (€2)n € ©,,p tel que
(Pyuh) (4.26)

J(Q)n, un(()n) < J((Q)ns un((u)n)) V(Qu)n € Opp-

Nous notons par {2y, le domaine correspondant a (£2y,),, la solution du probléme (P, ).
Dans ce qui suit, la solution optimale du probléme (P, ) sera notée par (2, upn((2),)n))-

A présent, nous allons introduire les hypothéses qui vont nous permettre d’énoncer le théo-
réme de convergence.

(Hi1), pour tout Q € Ogq il existe {Q,},, Qu € O, tel que

Q-0 et () —>Q, hop— 0+

(Hz), pour toute suite (£, up () C O x Wi(,), il existe une sous suite (€2, un; ()

et un élément (Q,u) € Oqq x W(Q) tels que

Q5 Q et (), —Q, j— o0,

up; ((Qy)n;) — u(Q), faiblement dans W (D);

J—0o0

(H3),

(Q,u)h i Q, (Q“)h S @u,h; Qe @ad
= J( Q) un () — T, u((€2)).

Hyh—0+

up((Q)n) u,ﬁo u(2), dans W(D)

Nous avons alors le théoréme de convergence suivant dit & Haslinger et al. [42] :

Théoréme 4.2 Si les hypothéses (Hy), — (Hs), sont vérifiées et si pour tout i, h > 0, le pro-

bleme (Py) admet au moins une solution notée (€0);, un((2y,)n)). Alors, il existe une sous suite
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(), un((2);))n;)) et un élément (O, u(Q*)) € F tels que

sz O 0 quand j — o0
(4.27)

un ((Q,)n;) = u(*),  dans W(D).

Jj—0o0

De plus, (0%, u(Q*)) est une solution optimale de (2.3).

4.3.2 Résultat de convergence

En nous basant sur le résultat abstrait du paragraphe précédent, nous allons montrer un théo-
réme de convergence d’une suite de solutions du probléme discret vers la solution du probléme
continu, sous certaines hypothéses de régularité.

Pour cela, nous commencons d’abord par donner quelques notations et propriétés, qui seront
utiles par la suite.

Puisque la triangulation vérifie les hypothéses de régularité (HTy) — (HTy), alors d’aprés les
résultats classiques d’approximation (cf. [28]), il existe une constante C' > 0 indépendante de

h, u, telle que

IV =TV, p < Ch (4.28)

Nous supposons que Ay, vérifie les conditions suivantes :

Ap, est uniformément borné par rapport a h

(4.29)
A, converge presque partout vers A quand h — 0
Puis, nous définissons la convergence de la suite Qj(s,) vers Q(p) par
Qn(sy) — Q) <= rp(sy) — ¢ uniformément dans [a,b]. (4.30)

h,u—0 h,u—0

Notons par ¢ € H'(D) une extension de 1) € H'(Q,) dans H'(D). Par ailleurs, uy, et u désignent
respectivement la solution du probléme (4.15) dans Qj, et celle du probléme (3.4) dans Q(¢).

Nous définissons alors la convergence de up(s,,) vers u(yp), par :
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up(Su) h;f—»O u = up(sy) h;f—»O % faiblement dans H'(D). (4.31)

D’apreés le théoréme 4.2, pour montrer la convergence de la solution du probléme d’optimisation

de forme discret vers la solution du probléme continu, il suffit de démontrer le lemme suivant :

Lemme 4.4 (i) Pour tout ¢ € Uy, il existe une suite (s,), dans U, telle que

Qn(sp) o Q(p) (4.32)

(1)  Soit ((Qm(su),un(su))) une suite telle que up(sy) est la solution de (4.15) dans Qp(s,).
Alors il existe une sous suite de ((2(su),un(sy))) notée encore par ((Qn(su), un(sy))) et deux

éléments p € Uyq et u € H%D(D) tels que

Qn(sp) o Q(p), 133)

up(sy) , ;0 U

De plus ulq,) est une solution de (3.4) dans Q(p).
(2id) St ((Q(su),un(sy))) est une suite, avec up(s,) est une solution de (4.15) , et

(QUe),u) € F tels que

Qh(su) = Q(p),

hap=0 (4.34)
up(Su) , ;0 n
alors
J(un(s,)) = J(uly))  quand b,y — 0, (4.35)
Démonstration :

(i) Etant donné ¢ € U,q, pour g > 0, nous allons définir une suite (¢,,) qui converge vers @. En

effet, soit (¢,), telle que
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ot a;, 1 sont les milieux des segments [a;,a;11], avec (a_1 = a — 5, a1 = b+ 5). D’apres le
2 2 2
résultat de Begis et Glowinski (cf [8]), nous avons
¢u — ¢ uniformément dans [a,b], p©— 0+. (4.36)

De plus, nous avons ¢,, € de. Ainsi, nous associons @¢,, avec un unique 5, € U,q defini par les
points de forme A; = (Pulai),ip),i =0,...,d. D’apres les propriétés de base des fonctions de
Bézier, nous avons

|s,,(x)] < Lo Yz € [a,b]; (4.37)

et puisque 9‘_’#|[ai,ai 1] est tangente a s, au point A, +1 alors nous avons

AC >0 15y — Gulloqay) < CrllSuller(ap) < Che (4.38)

Par suite, en utilisant 'inégalité triangulaire ainsi que les équations (4.36) et (4.38), nous obte-

nons
ng - @Hc([a,b]) < ng - @uHC([a,b]) + ||95u - @Hc([a,b}) ujO 0.

Ceci montre (7).
(7) Soit ((su, un(sy))) une suite telle que up(s,) est une solution de (4.15) dans Q4 (s, ). D’apreés
la compacité de I'ensemble U, nous savons qu’il existe une sous suite de (s,), notée encore

(Su)u et un élément ¢ € Uy, tels que

O(s,) — Q). (4.39)

Nous avons 'estimation d’erreur suivante
[7n(sp) = sullclay < ch. (4.40)
Par suite, en utilisant (4.39) et (4.40), nous obtenons :

Qn(sy) o Q(p).
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Notons par uj(s,) extension uniforme de uy(s,)) de Hlld(Qh) dans H'(D). D’aprés le lemme
4.2, nous prouvons que ||uy(s,)||; ;, est uniformement bornée. Ainsi, il existe une sous suite telle
que

un(sy) h;O @ dans H%d(D), faible (4.41)

De plus, nous avons u € H%d (D).

Pour conclure, il suffit de montrer que u(¢p) satisfait ’équation suivante :

/Q)\Vu-Vw +/QV0'VU/(/J: /wa—/ﬂ)\VV-VQ/J

—/ Vo - VVi Vo) € HE ().
Q

(4.42)

En effet, soit ¢ € H%d(Q(Lp)). Notons par ¢ € H'(D) une extension de 1 définie par

v dans Q(p)

AsS
Il

0 dans D\ Q(p).

Ainsi, nous pouvons construire une suite (;);, 1; € D(D), telle que,

dist(supp ¢;,I'p) >0Vj €N et h; — Y in HY(D),j — . (4.43)
Notons par mp1); I'interpolé linéaire par morceaux de ¢; dans 7 (h, s,,).

Soit j € N. Puisque Q4(s,) 0 Q(¢p), il existe (ho, o) tel que
S

il € H (), Vh < ho, 1< po.
Pour tout h < hg, p < g, nous avons

/ AV, - Vﬂ'm@ —l—/ V(;L . Vﬂhﬂhlﬁj = / fﬂhl/Jj — / V'V, - VTrhl/Jj
Qp Qp Qp Qp
(4.44)

— / VIV Vimnih;
Qp
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En passant a la limite dans ’équation (4.44) quand h, u — 0 et 7 — oo, nous obtenons que u(y)

est une solution de 'équation (4.42). En effet, nous avons

/ )\hVﬂh . thwjdmdy - / AV - V@dedy = Il + IQ + Ig + I4 (4.45)
Qp Q

ol

L= [ Vi OuVan; — AVi;)dady, in/Avm«v%v@mmL
Qh Qh

g:/Awm—wmvwmwgz/ﬂum—mwwvwmy
Q D

En utilisant 'inégalité de Holder sur I, nous avons

L7 < / IVanl* | (A VTRt — AV;)?
Qh Qh

< 2 [ Wk ([ owreme - vot+ [ ow-xpiwp)

En utilisant (4.29) et le fait que pour tout j € N, mp1); satisfait I'équation (4.28) et que wy, est

uniformément borné dans H'(D), nous aurons

lim Il = 0.
h,p—0+

j—o0

Pour I, en utilisant la convergence de la suite (¢;); dans H'(D) (4.43), plus le fait que uy, est

uniformément borné dans H'(D), nous obtenons que

lim I, =0.
h,p—0+

j—oo
En utilisant la convergence (4.41) dans H'(D), plus le fait que ¢ € L2(D), nous obtenons :

lim I3=0.
h,u—0+

j—oo
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La convergence de I vers 0 découle de la convergence des fonctions caractéristiques,

Xph — X in LP(D) Vp € [17 00[7 hhu’ — 0+ (446)

oll X et x sont respectivement les fonctions caractéristiques de €2(s,) et Q(¢) .
Par conséquent, nous avons

lim [ AWV - Vrudady = / AV - Vipdady (4.47)
h,H—>O+ Qh Q
j—oo

En adoptant la méme décomposition que celle utilisée dans (4.45) pour la différence des autres
termes de I’équation (4.42) avec ceux de 1'équation (4.44), et en adoptant les mémes techniques
que celles utilisées pour montrer (4.47), nous obtenons la convergence de ces termes.

Ce qui achéve la preuve de 'assertion (7).

(7i7) il reste alors & montrer que

i () = ().

En effet, nous avons

1

Ly
Jh(su) —J(p) = 2/0 ((Th(x7Ly) - T(;l(%Ly))Z —(T'(z, Ly) — To(z, Ly)2> dx

1

= /0 - <Th(a¢, L,) — T(z, L) + To(x, L) — Tg(x, Ly))

(Tulw, Ly) + T(2, L) = T (2, Ly) — To(w, L)) da

En appliquant I'inégalité de Holder, nous avons
In(su) = J(p) < Il

avec

Lq 2
I12 = /O (Th(x, Ly) — T($, Ly) + T0($, Ly) - T(;L($7 Ly)> dx
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et
Ly 2
I22 = / (Th(%Ly) +T($7Ly) - T(;l(vay) - To(vay)) d.’E
0

D’une part, nous avons

< 2 </0Lz (Ty(x, Ly) — T(x, L,))* dz + /OLI (To(at, L) — T{(x, Ly)>2 dx)

< 2(IT - TIRp, + 1T - Tol3r,)
Par suite, en utilisant I'injection compacte de H'(D) dans L?(I'y), nous avons

li T, —T|?v. =0
h,,ffh” h 5.1

et

1i Th —TylI2 =0
hMlL%JFH 0 0||0,F0

et par conséquent, nous obtenons :

lim I; =0. 4.4
h,ulg%)—&-l 0 ( 8)

D’autre part nous avons

Ly
B<a [ (o L)P + (T 1) + (T, 1)+ (Do, L)) da

D’aprés le lemme 4.2 et la continuité de I’application trace de H'(D) dans L?(I'g), on montre

qu’il existe une constante ¢ > 0 indépendante de h et u telle que

2 <ec (4.49)

Par conséquent, les relations (4.48) et (4.49) nous permettent de conclure que
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lim  Ju(s,) = J(p).

h,p—0+

Ceci achéve la démonstration de (7ii).
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Dans ce chapitre, nous présentons les différentes méthodes d’optimisation utilisées pour la
résolution numérique du probléme d’optimisation de forme. Nous faisons alors le point sur deux
familles d’algorithmes & savoir, les algorithmes déterministes du type gradient et les algorithmes
évolutionnaires. Nous commencons par une analyse du calcul du gradient de forme dans le cas
discret. Puis nous donnons des résultats numériques obtenus en utilisant la méthode détermi-
niste du type gradient. En ce qui concerne les algorithmes évolutionnaires, nous optons d’abord
pour une étude comparative basée sur des fonctions tests "benchmark functions", entre les algo-
rithmes génétiques standards et ceux développés dans le cadre de cette thése. Puis nous donnons
des résultats numériques obtenus en utilisant ces derniers algorithmes pour la résolution de notre
probléme d’optimisation de forme. Ensuite, nous proposons un développement de ces algorithmes
génétiques en utilisant deux techniques. La premiére consiste & combiner les algorithmes géné-
tiques avec des systémes de contrdleurs basés sur la logique floue. La deuxiéme consiste & faire
une analyse sur les différentes méthodes de parallélisation des algorithmes génétiques, afin de
motiver la méthode de parallélisation choisie. Enfin, nous proposons une étude comparative des
deux méthodes d’optimisation utilisant les algorithmes déterministes du type gradient et les
algorithmes génétiques améliorés par la logigue floue, au niveau qualité de la solution aussi bien
qu’au niveau temps de calcul, lorsque les agorithmes génétiques sont parallélisés.

Le travail présenté dans ce chapitre a donné lieu & un article [61] et deux communications |24,

20).

Introduction

Dans cette partie, nous présentons les différentes méthodes d’optimisation utilisées pour le
probléme d’optimisation de forme. Ces méthodes ont pour objectif de trouver la ou les solutions
(2, représentant la partie solide de la piéce, qui minimise(nt) la fonctionnelle cott J(§2). Nous
distinguons principalement deux familles d’algorithmes : les algorithmes déterministes du type
gradient et les algorithmes évolutionnaires.

Les algorithmes déterministes sont des méthodes locales connues pour leur convergence rapide,

mais ils présentent 'inconvénient de rester bloqués dans des minima locaux. Ces algorithmes
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utilisent 'analyse de sensibilité comme moyen de calculer la pente de la fonction objectif. Ce-
pendant, cette analyse s’avére la plupart du temps une téache trés laborieuse - voire parfois non
faisable, si la fonction est non dérivable ou lorsque le solveur utilisé ne permet pas d’avoir une
analyse de sensibilité performante.
Les algorithmes évolutionnaires sont des méthodes globales de type stochastique et sont beau-
coup moins sensibles aux minima locaux. Ces algorithmes sont dits d’ordre zéro car ils ne né-
cessitent que I'évaluation de la fonction & minimiser. Ce point les rend moins exigeants et plus
souples, lorsque l'on souhaite modifier la fonction & minimiser par exemple. Les algorithmes
évolutionnaires requiérent un grand nombre d’évaluations de fonction, ce qui peut les ralentir
considérablement, surtout quand la fonction a optimiser est cotiteuse en temps de calcul. Néan-
moins, puisque ’étape la plus cotiteuse (I’évaluation de la performance de toute une population)
est constituée de calculs totalement indépendants entre eux, ceci rend ces algorithmes faciles
a paralléliser. De plus, depuis leur avénement, ces algorithmes n’ont pas cessé de s’améliorer.
On trouve deux volets principaux de développement : le premier se focalise sur les mécanismes
internes afin d’accélérer la convergence, tandis que le second essaie de perfectionner la qualité
de la solution en combinant ces algorithmes avec d’autres méthodes. On parle alors de méthodes
hybrides.

Dans ce contexte, un travail commun avec R. Y. Shikhlinskaya [61] nous a conduits a dé-
velopper une approche qui consiste a combiner les algorithmes génétiques avec la logique floue.

Cette approche sera expliquée dans la section 5.4.2.

5.1 Algorithmes déterministes

Dans cette partie, nous présentons le principe de la méthode déterministe de type gradient ap-
pliquée a notre probléme d’optimisation de forme discret écrit sous forme matricielle [17, 41, 42].
Pour une présentation détaillée des méthodes déterministes, nous renvoyons a [70, 65].

Les algorithmes déterministes d’optimisation de type gradient consistent & minimiser une fonc-
tion f(x) avec z € R™ en cherchant un point Z tel que V f(Z) = 0, ceci en construisant une suite
minimisante {zx} telle que liminf V f(x) = 0.

Il existe d’autres méthodes de calcul du gradient de forme. Nous citons par exemple

la. méthode due a Hadmard [1| puis développée par Murat-Simon [59] et d’autres au-

teurs [57, 73, 77, 87]. D’autres méthodes ont été développées récemment, parmi lesquelles le
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gradient topologique [78, 37|, la méthode d’homogénéisation [60],[4] et la méthode des lignes de
niveaux [66],[5].

5.1.1 Probléme matriciel d’optimisation de forme

Le probléme (4.15) peut étre réécrit sous la forme suivante

trouver  q(p) = (un (b)Y, € RY
(5.1)

D’aprés 'hypotheése (HT1), la dimension N = dim Hp(€,) ne dépend pas de
s, € U,‘jd. Les éléments X;;(p) et Fi(p) de la matrice X (¢) et le vecteur F'(¢) sont, respective-

ment, donnés par

Xiy(i) = /Q MV Vi 4 /Q V- Vi,

Fj(‘P)_/ﬂ b —/Q )\hvvh‘ij_/g; Vi - Vit

La fonctionnelle cott discréte Jy(p) s’écrit :

(X () (aly) — q0), a() — q0),

N | —

Jn(p) =

ott X(¢) = (Xij(¢))1<ij<n est défini par

lﬁﬂﬁjds, blN—d+1§Z,j§N
s

0, ailleurs.

et go = (0, R ,O,TQ(Z_)N_d+1), R ,To(BN)) :08

La forme matricielle du probléme d’optimisation de forme s’écrit :

(Fa) (5.2)

s/c X(p)a(p) = F(p).

La méthode du gradient utilisée pour la résolution numérique du probléme (5.2) nécessite le

calcul du gradient de J par rapport a . Ceci est developpé dans la section suivante.
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5.1.2 Calcul du gradient discret

Soit J : U x RY — R une fonction réelle définie par

T (p.q(9)) = Jn(e),

avec ¢(p) comme solution du probléme (5.1). Pour toute direction 3 € R*! nous avons

Jh(@)(B) = (VoI (0,a(0)) B+ (VT (¢, a(9))d (), (5.3)

ou V,J et V,J désignent, respectivement, les dérivées partielles de J par rapport a ¢ et q.

Par suite, nous avons :

d
Ve = (PE) L)~ m)ale) - m) + (Ke)ale) — m).a (o).
ou A 4
1 _ 8X(90) / 8Q(90) !
o= (%), 1o (5.,
Puisque

nous avons

X'(©)q(e) + X (9)q (0) = F'(p),

ot X'(¢9) = (X]

L(@<ijn et F'(p) = (Fj(¢))1<j<n. Les éléments Xj; et F} peuvent étre

J

calculés de la maniére suivante :

XL(p) = (VoXi(9)TB Vij=1,---,N,

Fip) = (VoFi(@)'B Vj=1,--,N,

En utilisant le probléme d’état adjoint défini par

XT(@)ple) = VoI (0,a(0)) = X(¢)(ale) — q), (5.4)

ainsi le gradient de Jj s’écrit :

Tn(@)(B) = (VT (0,a(9))) T8+ p(e) T (F'(0) = X' (0)a()). (5.5)

Nous utilisons alors I'algorithme suivant :
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Algorithm 5.1 Algorithme du gradient

1.

2.

Choisir un domaine initial ("), avec ¢g € U,q, une précision désirée e, prendre k = 0.

Calculer la matrice X (F), le vecteur F(F) et le gradient V,J (9%, q(¢*)),

. Résoudre I'équation d’état et ’équation d’état adjoint

X(eMa(e*) = F(gF)

XT(Mp(eF) = VT (¢F, a(¢"))

. Calculer le gradient

VIn(@*) = Vo T (@*, ()8 + p(") " (F' (") — X' (")a(").

. Recherche p* qui réalise le mi{)th(ng — PPV I, (%))
p>

. Si [VJr(08)]| < e, aller a 'étape 8

Faire o*+1 = o# — pFV.J,, (¢") et aller a Pétape 2

. Fin

Dans le paragraphe suivant, nous présentons des exemples ot la solution analytique exacte

est connue i.e. ou la frontiére libre I' et température sont connues. Pour chaque exemple, nous

allons reconstruire la frontiére libre I', en utilisant la formulation d’optimisation de forme du

probléme (4.19), les courbes de Bézier et l'algorithme 5.1. Dans tous les exemples numériques

qui suivent, nous considérons que la piece a souder D est telle que : L, =1, L, = 1.

5.1.3 Validation de la méthode vis-a-vis d’une solution exacte

Dans les deux exemples suivants nous allons approcher T'(x,y) = exp(z + y) et I', solution

du probléme (4.19) défini avec les données suivantes :
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-1
A= 107 VO = 5 f($7y) = —Sexp(x +y)7
0

T T (5.6)
g = exp(z + y) dans Iy, gy = —exp(x+y)dans Ty UT9 UTs
v

et Tf =Ty=T,;= exp(x + y).

La fonctionnelle cotit est définie par :

1 1
J(T) = 2/ |T(z,1) — exp(z + 1)|*dz.
0
Dans le premier exemple nous supposons que la frontiére exacte est définie par
I'={ (z,y)/y = 5(x — 0.35)(0.65 — ), = € [0.35,0.65] }. (5.7)

La particularité est que cette frontiére est complétement décrite par une courbe de Bézier avec

les points de controles suivants :

P =(0.35,0.0), P»=(0.35,0.15), P3=(0.65,0.0), P, = (0.65,0.15).

Dans la figure 5.1, nous avons représenté la variation du coiit en fonction du nombre d’itéra-
tions. Quant a la figure 5.2, elle représente 1’évolution des frontiéres libres en fonction du nombre

d’itérations.
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FI1GURE 5.1 : Exemple 1 : décroissance de la fonction cotit.
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FIGURE 5.2 : Exemple 1 : convergence des frontiéres.

Pour le deuxiéme exemple, nous gardons les mémes données (5.6 ) que pour le premier

exemple, mais nous changeons la frontiére libre. La frontiére I" est donnée par :
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I'={ (z,y)/y =0.15 % sin((x — 0.35) * 7/0.3), x € [0.35,0.65] }

La particularité de cette frontiére est qu’elle ne peut pas étre représentée par une courbe de
Bézier.

La variation du coiit en fonction du nombre d’itérations est représentée dans la figure 5.3.

Ainsi, nous avons représenté I’évolution des frontiéres libres en fonction du nombre d’itérations
dans la figure 5.4.
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.
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FIGURE 5.3 : Exemple 2 : décroissance de la fonction cofit.
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FIGURE 5.4 : Exemple 2 : convergence des frontiéres.

5.1.4 Validation de la méthode vis-a-vis du modéle physique

correspondant & une variante d’aluminium (Al-3.5 wt% Ni) [83] :

A =0.221 kJ.(K.m.S)"t, Vo = pCpvrorcn, p = 2.37 x 10> kg.m™>

1
Cp = 0.124 kJ’(kg'K)_17 Ttoreh = —30 mm.s~ ! ) f(xa y) =0,
0
orT . .
87 =0 on TouTiulyUTIs et Tf:659.25 C, Ty=20°C
14

La température Ty sur g est représentée dans la figure 5.5.

A présent, nous considérons notre modéle ( 4.19), avec les paramétres physiques suivants

(5.9)
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FIGURE 5.5 : Température mesurée sur I'g

Dans la figure 5.6 nous représentons le maillaige du domaine initial consitué de 648 éléments

et 361 degrés de libertés.
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FIGURE 5.6 : Maillage du domaine initial
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Le maillage du domaine optimal est représenté dans la figure 5.7. Ce domaine optimal est

atteint au bout de 94 itérations avec un cott égal a 4.81078.
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FIGURE 5.7 : Maillage du domaine optimal

Dans les figures 5.8 et 5.9 nous avons représenté les isovaleurs de la température (contour
et remplissage). Leur détermination nous donne une idée sur la propogation de la température
dans la plaque. Dans la figure 5.10, nous avons représenté la variation de la température en
fonction de x et de y. La connaissance de la température dans chaque point de la plaque nous

permet de prédire les effets mécaniques.

La variation du cotit en fonction du nombre d’itérations est représentée sur la figure 5.11.

Nous remarquons que la courbe devient presque stationnaire & partir de la vingtiéme itération.



Algorithmes déterministes

Loy T
659.25
499.4
330.62
¥ 0.500 1
\ 179.81
20
0.000
T T T

URLLT L) LR ()
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FIGURE 5.9 : Remplissage des isovaleurs

FIGURE 5.10 : Variation de la température en fonction de x et y
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FIGURE 5.11 : Exemple 3 : décroissance de la fonction coiit.
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FIGURE 5.12 : Exemple 3 : convergence des frontiéres.

Dans la figure 5.12, nous avons représenté la frontiére initiale et la forme optimale, ainsi que
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la frontiére aux dixiéme, vingtiéme et trentiéme itérations. Une grande variation de la frontiére
initiale a été observée au bout de dix itérations. A la trentiéme itération, la frontiére obtenue
est trés proche de la frontiére optimale. Le reste des itérations pour atteindre la solution est

consacré a l'ajustement des points proches des extrémités libres de la frontiére.

5.2 Algorithmes Génétiques

5.2.1 Introduction

Le but d’un algorithme évolutionnaire est d’optimiser une fonction f dite fonction objectif
sur un espace de recherche. Pour cela, une population d’individus, typiquement un P-uplet de
points de l’espace de recherche, évolue selon un darwinisme artificiel (reproduction, mutation,
sélection naturelle) basé sur la fitness F' de chaque individu. La fitness est directement liée a la
valeur de la fonction objectif f de cet individu (exemple, la fonction f elle-méme).

Des opérateurs appliqués a la population permettent de créer de nouveaux individus (croisement
et mutation) et de sélectionner les individus de la population qui vont survivre (sélection et
remplacement). Les opérateurs appliqués & un individu ne sont pas en général définis sur le
méme espace que celui sur lequel est définie la fonction fitness, appelé espace des phénotypes,
mais sur un espace de représentation appelé [’espace des génotypes. Par exemple, pour un codage
binaire les algorithmes génétiques simples utilisent un espace de génotypes de la forme {0, 1}"
(n est la dimension de I'espace de recherche).

La Figure 5.13 illustre le schéma général d’un algorithme évolutionnaire : aprés l'initialisation
de la population (généralement d’une fagon aléatoire) l'algorithme évalue la fitness de chaque

individu. La boucle de ’algorithme suit les étapes suivantes :

1. Critere d’arrét : un des critéres simples souvent utilisé est lorsque le nombre maximum de

générations, fixé par 'utilisateur, est atteint.

2. Sélection : cet opérateur sélectionne parmi les parents ceux qui vont générer des enfants.
Plusieurs opérateurs sont possibles qui peuvent étre soit déterministes soit stochastiques.

La sélection est basée sur la fitness des individus.

3. Création de nouwveaux individus : la création de nouveaux individus se fait essentiellement
a 'aide des opérateurs de croisement et de mutation. L’opérateur de croisement est un

opérateur stochastique qui combine k parents pour créer un ou plusieurs enfants. L’opé-
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rateur de mutation est un opérateur stochastique qui modifie un individu pour en créer
un autre qui lui est généralement proche (ce qui dépend énormément de la représentation
choisie).

4. FEvaluation : calcul de la fitness de chaque enfant. C’est ’étape la plus cotiteuse en temps

de calcul.

5. Remplacement : on détermine qui, parmi la population courante, fera partie des parents
de la génération suivante. Cet opérateur est basé, comme 'opérateur de sélection, sur la

fitness des individus.

5.2.2 Les grandes familles d’Algorithmes Génétiques

Tous ces algorithmes ont en commun le fait de faire évoluer des populations d’individus. La
différence entre eux est principalement d’ordre historique. On peut classer ces algorithmes en 4

grandes familles. Pour une description plus détaillée de ces algorithmes, nous renvoyons a [58].

Best individual

f
MHWHH% Parents — Stop ?

WHHH II}H‘G— Offspring
Stochastic operators:

N “"Darwinism" (stochastic or determinist)
(M Main CPU cost

S|

Genitors

FIGURE 5.13 : Schéma général d’un algorithme évolutionaire.
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e Algorithmes Génétiques (GA) : [47, 38|. Les plus connus et les plus populaires des algo-
rithmes évolutionnaires. Ils ont été développés pour modéliser I’adaptation des populations
en biologie.

e Stratégies d’Evolution (ES) : [72, 40, 6]. Développés par des ingénieurs pour résoudre des
problémes d’optimisation paramétriques. Ces algorithmes sont les plus efficaces pour ce

type de problémes.
e Programmation Evolutionnaire (EP) : L. J. Fogel (1966). Développée a 'origine pour la
découverte d’automates a états finis (cf. [35]).
e Programmation Génétique (GP) : J. Koza (1990). Apparue initialement comme un sous-
domaine des (GAs), la programmation génétique est devenue une branche & part entiére.
La spécificité de ces algorithmes est de représenter des individus par des arbres (cf. [50]).
Dans la section suivante, nous donnons d’abord I'’exemple d’un Algorithme Génétique Simple
(GAs) utilisant des opérateurs basiques pour le croisement, la mutation et la sélection. Ensuite

nous présentons un algorithme génétique (GA), développé dans le cadre de cette theése.

5.2.3 Algorithmes Génétiques Simples (GAs)

Les (GAs) standards utilisent un codage binaire avec un espace de génotype de la forme
{0,1}™. Plusieurs opérateurs de sélection ont été développés par différents auteurs. Nous citons
ici :

e la sélection & roulette

e la sélection stochastique universelle.

Nous notons par Py, la probabilité de sélectionner un individu X.

Pour la roulette, Py, est donnée par :

PX _ F(Xp) .
: ZiEPOpulation F(Xl)

Pour la sélection stochastique universelle, la probabilité Px, est proportionnelle a sa fitness
F(Xp).

Le mécanisme de croisement le plus simple consiste a échanger les génes de chaque parent entre
le site sélectionné et la position finale n des deux chaines, comme le montre la figure 5.14. Par
exemple, deux parents

Xlz(x%ax%f” ,ZE?) et XQ:(IE%,«T%,"‘ ,CUS),
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site de croisement site de croisement

i parents l

0000000000 (K THOHLOE®

DOOOOO VOO0 ' 1 1 !

enfants

FIGURE 5.14 : Principe de croisement simple

permettent de générer deux enfants

_ (.1 .2 q ,.q+t1 n .12 q ,.q9+1 n
Yl_(xbxla"'vxhxz 7"'ax2)etY2_($27x27"'73327$1 o),

ou lentier ¢ est choisi aléatoirement dans [1, 7).

L’un des points faibles du codage binaire est qu'un tel croisement peut "mélanger" des
variables de types différents. La mutation dans le cas d’'un codage binaire consiste & changer un
0 par 1, ou inversement (voir Figure 5.15). Dans le cas d’un codage réel, la mutation peut se
faire en remplacant une variable z; par x; + dx; ou dx; est une "petite" variation de la variable

Z;.

5.2.4 Algorithme Génétique utilisé (GA)

Pour résoudre le probléme d’optimisation de forme, nous avons développé un algorithme qui
utilise un codage réel, écrit en Fortran 90. Pour la sélection, aprés un certain nombre d’essais,
nous avons choisi de nous restreindre aux trois types qui sont connus pour leurs succés : la
sélection a roulette, la sélection a roulette par reste stochastique et la sélection par tournoi. Les

croisements employés sont le croisement multi-points et le croisement barycentrique.

Dans le cas d’un croisement multi-points avec deux points (voir figure 5.16), le croisement
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enfant

XXX X o o X o X o X )

!

0000, 00000

enfant muté

FI1GURE 5.15 : Principe de Mutation simple

se fait de la maniére suivante : deux parents

X = (x1,22,-- ,27) et Xo = (2,23, 2b)
générent deux enfants
V) = (zh, 2?2?20t 73;%2,56%2“,... )
et
Y, = (x%,x%, 7$gl’$({1+17"' ,x?2,$32+1,--- ,T5),

ou les entiers ¢; et g2 sont choisis aléatoirement dans [1,n].

Avec un croisement barycentrique, les enfants créés sont donnés par Y; = (yi,---,y}) et
Yo = (3, ,y%) avec pour tout i, yt = azt + (1 — a)z et y4 = azl + (1 — a)zt ot a est un
réel dans [0, 1]. Ce nombre « est soit choisi par I'utilisateur, soit choisi aléatoirement dans le cas
d’un croisement barycentrique aléatoire.

Deux types de mutations sont possibles. La mutation gaussienne avec une variance constante
ou une variance décroissante au cours des itérations, et la mutation non-uniforme [58] ot une

variable 2; € [Zmin,;, Tmax;] prend la nouvelle valeur z

xi + A(t, Tmax;, — i) si s < 0.5,

x; — A(t,z; — Tmin,) si s> 0.5,
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FIGURE 5.16 : Principe de croisement multi-points

ou t désigne le nombre de générations, s un nombre aléatoire dans [0, 1] et ou la fonction

A(t, z) est définie de la maniére suivante :

A@@:anﬂ—%ﬂ

telle que r est un nombre aléatoire dans [0, 1], T le nombre maximal de générations et b un
parameétre de raffinement. Le graphe de la fonction A(¢, ) est représenté sur la figure 5.17. Ainsi,
nous remarquons qu’au début 'amplitude maximale de la mutation est grande, tandis que qu’elle
trés petite vers la fin de I’algorithme : nous passons alors d’une recherche globale & une recherche
locale au cours de 'algorithme. Pour déterminer la stratégie de compromis entre ’exploration
et exploitation, nous nous servons du paramétre b, qui permet d’ajuster 'amplitude de la
mutation. En fait, pour une grande valeur de b (Figure 5.18 (a)), c’est 'exploration de I’espace qui
est favorisée, alors que pour une petite valeur de b (Figure 5.18 (b)), c’est la phase d’exploitation
et de recherche locale.

L’un des points fondamentaux du processus des algorithmes génétiques est la diversité. Grace
a elle, ces algorithmes réussissent a échapper a des minima locaux.

Pour assurer la décroissance de la fonction & minimiser, génération aprés génération, on
tient toujours a sélectionner l'individu (soit un enfant, soit un parent) qui lui donne une valeur
minimale. C’est ce qu’on appelle 1’élitisme.

Pour le bon fonctionnement de I’algorithme, nous utilisons ce qu’on appelle la mise en échelle
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y Alt,y) ) Alt,y)

(a) (b)

FIGURE 5.17 : La fonction A(¢,y) a deux instants ¢; et to (resp. (a) et (b)) avec t; < to.

de la fitness (scaling). Cette technique est imposée par le choix de la méthode de sélection basée
sur la méthode de la roulette. Pour cette méthode, la probabilité Px, de sélectionner un individu

X, est proportionnelle a sa fitness F'(X)) :

oL F%)
! ZiEPopulation F(Xl)

Cette formule oblige & avoir une fitness positive pour tous les individus. Ce qui suggére d’utiliser

un scaling qui consiste a prendre pour fitness

F(Xp) = f(Xp) - min f(Xq).

i€ Population
Cependant, ce choix reste insuffisant. En effet, si on considére la fonction g = f+C o C est une
constante plus grande que les valeurs de f, alors les individus ne sont plus réellement différents au
vu de leur fitness donnée avec la fonction g. Dans ce cas la sélection se fait différemment pour les
fonctions f et g, et devient sensible aux translations. Pour éviter ce probléme une autre condition

est imposée pour le choix du scaling. Cette condition consiste & empécher que la sélection pour
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FIGURE 5.18 : Evolution de 'amplitude de la mutation en fonction du temps.

la génération suivante soit restreinte au super-individu (celui qui donne la meilleure valeur dans
une génération). Plusieurs stratégies de scaling satisfaisant a ces exigences ont été testées. La

meilleure pour nos tests est le sigma scaling tronqué :

ol f et o représentent respectivement la moyenne et la variance de la fonction f sur la population,
et oll ¢ est une constante généralement prise entre 1 et 5. Les valeurs négatives éventuelles de
F(X,) sont tronquées et ramenées & zéro.

Les techniques discutées ci-dessus ont permis d’accroitre les performances de l'algorithme
développé. L’inconvénient est que le nombre de paramétres a ajuster a augmenté, ce qui induit
un réglage plus lent. Le temps de calcul requis par ’algorithme est essentiellement dii au temps
d’évaluation d’une fonction (voir Figure 5.13). Pour le probléme étudié (probléme d’optimisation
de forme), ce temps est assez important. En effet, chaque évaluation de la fonction f correspond a
la résolution d’un systéme linéaire. L’étape de ’évaluation de la fonction se fait indépendamment
pour les différents individus de la population, ce qui la rend facilement parallélisable. Ainsi,

une version paralléle de I'algorithme a été développée en utilisant la bibliotheque MPI [67]. A
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chaque génération, ’évaluation de la fitness des nouveaux individus est répartie sur plusieurs
processeurs. Le reste des taches est géré par le programme principal (ou programme maitre) sur
un seul processeur. Ceci a permis un gain considérable en temps de calculs. Nous reviendrons

en détails sur la parallélisation dans la section 5.5.

5.2.5 Reésultats obtenus sur des fonctions tests

Cette partie s’attache a présenter les résultats des simulations obtenues par les algorithmes
évolutionnaires sur quatre fonctions tests issues de la littérature [31]. Nous avons choisi ces
exemples en vue d’illustrer le fonctionnement des algorithmes présentés, mais aussi de maniére
a dégager les caractéristiques propres a chacun. Précisons que, pour chaque méthode, nous
nous sommes évertués a ajuster les paramétres utilisés. Cet effort a été utile a posteriori pour
I'ajustement des paramétres sur le probléme d’optimisation de forme. Nous avons opté pour
trois fonctions unimodales (c’est-a-dire avec un seul minimum) et une fonction multimodale.

Pour chacune de ces fonctions, nous fournissons les résultats de deux algorithmes stochastiques :
e un algorithme génétique simple (GAS),

e un algorithme génétique développé (GA).
5.2.5.1 La fonction Sphére

30

- =i mi AGS
107 — G

10° | B

100

f(x)

10700

1000

1000

-40 L L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
itérations

10

FIGURE 5.19 : Minimisation de la fonction sphére par (GAs) et (GA)
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Dans un premier temps, nous allons considérer la minimisation de la fonction Sphére définie

de la fagon suivante :
30
flo)=> ai.
i=1

Ce cas présente un intérét a la fois théorique et numérique pour les algorithmes évolutionnaires.
Sur la Figure 5.19 il apparait que I’algorithmes (GA) d’un c6té, et 1'algorithme (GAs) de l'autre
coté, affichent deux comportements différents. Ainsi, nous remarquons que, a contrario de ’al-
gorithme (GAs), l'algorithme (GA) est capable d’augmenter la précision de la solution cherchée.

Ceci est di a la variation de la force de mutation en fonction du temps pour l'algorithme (GA).

5.2.5.2 La fonction Elliptique

1030

GAs
== mGA
1020 | i
0 | B
10° L N
o ' . ] - = Qmm . \ L
= X ¥
ha --ay
-10
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"~y .
LI
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-30 L.
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FIGURE 5.20 : Minimisation de la fonction elliptique par (GAs) et (GA)

La fonction elliptique est une variante de la fonction Sphére telle que les variables contribuent

d’une fagon inégale & la valeur de la fonction :

6
f(z) = Z 1.5 122,
1=1

Nous constatons sur la Figure 5.20 que 'algorithme (GA) surmonte la difficulté supplémentaire

et arrive a converger vers l'optimum golobal. Tandis que 'algorithme (GAs) est incapable de
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trouver I'optimum global (convergence prématurée).

5.2.5.3 La fonction de Rosenbrock

= = =GAs
— A

30

10°

Il Il Il Il
0 500 1000 1500 2000 2500
Itérations

FIGURE 5.21 : Minimisation de la fonction Rosenbrock par (GAs) et (GA)

La fonction de Rosenbrock est donnée par :

f(z) = 100(3:% — x2)2 +(1- x1)2,

et son optimum unique est le point (1, 1). Elle présente une "large vallée" autour de ce minimum.
Cette fonction offre aux algorithmes évolutionnaires un exemple idéal ott un équilibre entre
la phase d’exploration et la phase d’exploitation doit étre trouvé : ’algorithme doit d’abord
explorer la vallée, pour ensuite converger localement vers 'optimum. Par ailleurs, la Figure 5.21
nous révéle que, contrairement a l'algorithme (GAs), l'algorithme (GA) est capable d’améliorer

constamment sa performance.
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5.2.5.4 La fonction de Shekel

FIGURE 5.22 : Fonction de Shekel

En dimension 2, la fonction de Shekel est définie de la fagon suivante :

1

= 25 1
0.002 + 3521 757 imanye

f(x)

)

et présente 25 minima dans le carré [—64,64]%. Les valeurs de la fonction en ces minima s’étalent
entre 1 et 25 (voir Figure 5.22). Si I’on veut optimiser cette fonction, un algorithme évolutionnaire

doit posséder trois propriétés :

1. étre capable de trouver la bonne vallée contenant I'optimum global (c’est la phase d’ex-

ploitation).

2. pouvoir y rester en conservant 'individu qui s’y trouve d’une génération & la génération

suivante.

3. avoir la capacité d’effectuer efficacement la recherche locale dans cette vallée pour arriver

jusqu’au minimum global.
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FIGURE 5.23 : Minimisation de la fonction Shekel par GAs et GA

La Figure 5.23 montre que l'algorithme (GA) arrive a atteindre 'optimum global, alors que

(GAs) est incapable d’accéder a la bonne vallée.

Selon I'ensemble des résultats obtenus sur les cas tests, 'algorithme (GA) est plus efficace
qu'un simple (GAs) : il converge 14 ou un simple (GAs) ne converge pas. Bien plus, dans les cas

ot ce dernier converge, ’algorithme (GA) offre une meilleure précision.

Dans la section suivante nous présentons les résultats obtenus, en appliquant l'algorithme

(GA) pour résoudre le probléme d’optimisation de forme.

5.3 Reésultats obtenus pour le probléme d’optimisation de forme

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques pour le probléme d’op-
timisation de forme en utilisant 1’algorithme (GA). Pour ce faire, nous considérons les mémes
exemples que ceux traités dans la section 5.1. Pour chaque exemple, nous allons reconstruire
la frontiére libre I', en utilisant la formulation d’optimisation de forme du probléme (4.19), les

courbes de Bézier et ’algorithme 5.2.
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Algorithm 5.2 GA

1. Choisir une précision désirée

2. Choisir les bornes x; et x¢.

3. t«—0

Générer aléatoirement une population initiale P(t) dans I'intervalle [z;, z ]

4. t—t+1

pour chaque élément P; de la population P(t) avec i = 1,..., N faire :
(a) Construire ;(t)
(b) Résoudre le probléme d’état dans le domaine €2;(t)
(c¢) Calculer J(;(t),u;(t))
5. Opération génétique
(a) Sélection
(b) Croisement
(¢) Mutation
6. Si|J(Qpest(t), upest(t))| < € stop. Sinon aller a I'étape 4

7. Fin

taille de population NV 16
type de sélection a roulette
type de croisement barycentrique & coefficient aléatoire
probabilité de croisement P, 0.6
type de mutation non uniforme
probabilité de mutation P, 5%

TABLE 5.1 : Paramétres des (GA) pour les résultats des figures 5.24 et 5.25

5.3.1 Validation de l’algorithme (GA) vis-a-vis d’une solution exacte

Pour le premier exemple nous résoudrons le probléme (4.19) avec les paramétres cités

dans (5.6) et la frontiére exacte définie dans (5.7). Nous langons 'algorithme 5.2 avec les para-
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métres cités dans le tableau 5.1, et nous obtenons ainsi les résultats représentés sur les figures
suivantes 5.24, 5.25 et le tableau 5.2. Nous remarquons que sur cet exemple la frontiére obte-
nue représente une trés bonne approximation de la frontiére exacte. Ceci est dii au fait que la

frontiére exacte est paramétrisée par une courbe de Bézier.

10

Cost

0 50 100 150 200 250 300 350
Generation

FIGURE 5.24 : Décroissance du coiit en fonction des itérations.

0.4
exact front
initial front
0.35f generation 7
generation 200
0.3} optimal front
0.251 J
> 0.2r q
0.151 J
0.1r q
0.05- q

v - L L O - - Il
035 04 045 05 055 06 065 07 075 08

FIGURE 5.25 : Evolution de la frontiére libre au cours des itérations.
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nombre de générations 227
colit minimal 4.2 x107°
pas de discrétisation h 1/36

TABLE 5.2 : Résultats de convergence de I’algorithme 5.2 pour I'exemple 1

Pour le deuxiéme exemple nous résoudrons le probléme (4.19) avec les paramétres cités

dans (5.6) et la frontiére exacte définie dans (5.8). Nous implémentons 1’algorithme 5.2 avec les

mémes paramétres que ceux cités dans le tableau 5.1. Ainsi nous obtenons les résultats présentés

dans les figures 5.26 et 5.27.

Nous remarquons que pour atteindre la méme valeur minimale que dans I’exemple précédent,

Palgorithme a besoin d’aller jusqu’a la génération 335. Ceci est di au fait que la frontiére T’

recherchée est plus compliquée, étant donné qu’elle ne peut étre représentée par une courbe de

Bézier.

Cost

Generation

FIGURE 5.26 : Décroissance du coiit en fonction des itérations.
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0.2
—— exact free boundary
0.18| —initial free boundary -
—o— generation 155
0.16| —#— generation 210 ]
—©— optimal free boundary
0.14F Z
0.12-
> 0.1r
0.08-
0.06
0.04r-
0.02-
0

05 . 68 . 0.75

FIGURE 5.27 : Evolution de la frontiére libre au cours des itérations.

5.3.2 Validation de l’algorithme (GA) vis-a-vis du modéle physique

Pour le troisiéme exemple, nous résoudrons le probléme (4.19) avec les données physiques
des paragraphe 5.1.4. Nous implémentons 'algorithme 5.2 avec les mémes paramétres que ceux

mentionnés dans le tableau 5.1. Les résultats obtenus sont présentés dans les figures 5.28 et 5.29.

10

10 E

10 "¢

Cost

-2

10 “F E

Cost

10k E

10™ 1

10 L L L L L
0 100 200 300 400 500 600
Generations

FIGURE 5.28 : Décroissance du coiit en fonction des itérations.
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—+— initial front
—#— generation 50
0.3f —&— generaion 300
—e— optimal front
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FIGURE 5.29 : Evolution de la frontiére libre au cours des itérations.

5.4 Deéveloppement d’un algorithme évolutionnaire

En ce qui concerne les algorithmes génétiques standards, les bornes supérieures et inférieures
des régions de recherche doivent étre données par le décideur avant de commencer le processus
d’optimisation. Si I'on fait le choix d’un petit intervalle, on risque de perdre une bonne solution
qui serait située au-dela de l'intervalle donné. D’autre part, le choix d’un grand intervalle peut
conduire au méme probléme. En effet, un nombre limité d’individus de la population sera dispersé
aléatoirement sur un grand intervalle. Par ailleurs, si le choix d’un grand nombre d’individus peut
couvrir plus de régions de l'intervalle, cependant cela peut ralentir ’optimisation sans garantir
loptimum global.

Pour trouver le meilleur choix de 'intervalle d’initialisation de la population, nous proposons
I'utilisation d’un controéleur de logique floue. Ce contréleur prend avantage de la maniére dont
chaque variable évolue au cours de l'optimisation et ajuste les intervalles d’initialisation de sorte

que le prochain round d’exécution de l'algorithme donnera un meilleur résultat.

5.4.1 Logique floue

La logique floue a été développée par L. A. Zadeh en 1965 & partir de sa théorie des sous-

ensembles flous [84]. Les sous-ensembles flous sont une maniére mathématique de représenter
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I'imprécision de la langue naturelle; ils peuvent étre considérés comme une généralisation de la
théorie des ensembles classiques. La logique floue est aussi appelée "logique linguistique" car ses
valeurs de vérité sont des mots du langage courant : "plutot vrai, presque faux, loin, si loin, prés
de, grand, petit...". La logique floue a pour objectif d’étudier la représentation des connaissances
imprécises des raisonnements approchés et de chercher & modéliser les notions vagues du langage

naturel pour pallier I'inadéquation de la théorie des ensembles classiques dans ce domaine.

5.4.1.1 Sous-ensembles flous

En théorie des ensembles classiques, ’appartenance d’un élément & un sous-ensemble est
booléenne. Les sous-ensembles flous permettent en revanche de connaitre le degré d’apparte-
nance d’un élément au sous-ensemble. Un sous-ensemble flou A d’un univers du discours U est

caractérisé par une fonction d’appartenance [84] :
pa U —[0,1]

ol 4 est le niveau ou degré d’appartenance d’un élément de 'univers du discours U dans le
sous-ensemble flou. On peut aussi définir un sous-ensemble flou A dans 'univers du discours U

comme suit :
A= {(:L‘,,U,A(.CE)”LU € U}7

avec 1 5(z) comme le degré d’appartenance de x dans A.

Exemple 5.1 Soit U un sous-intervalle de R et A un sous-ensemble classique pour représenter

les nombres réels supérieurs ou égaux a 5; alors, nous avons :

A= {(z, pa(x))z € U}

ot la fonction caractéristique est définie par :

0, stx <5,
pa(z) =
1, six > 5.

Cette fonction est présentée dans la Figure 5.30(a).
A présent, nous considérons un sous-ensemble flou A qui représente les nombres réels proches

de 5 et qui est défini de la facon suivante :

A={(z,pa(x))z € U}
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ot la fonction caractéristique est définie par exemple par :

1
1a®) = T o — 5

Cette fonction est présentée dans la Figure 5.30(b).

l"'a.]x) pa(x)

1

0 0l
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x x

() ®)

FIGURE 5.30 : Fonctions caractéristiques d’un sous-ensemble classique (a) et d'un

sous-ensemble flou (b) pour I'exemple 5.1

5.4.1.2 Variables linguistiques

En logique floue les concepts des systémes sont normalement représentés par des variables
linguistiques. Une variable linguistique est une variable dont les valeurs sont des mots ou des
phrases utilisés couramment dans une langue naturelle ou un langage artificiel. Une variable
linguistique est définie par :

(X, U, T(X), pia)

ou X désigne le nom de la variable, U est 'univers du discours associé a la variable X (appelé
aussi référentiel ), T'(X) = {11, T»,--- , T, } est 'ensemble des valeurs linguistiques de la variable
X (appelées également termes linguistiques ou étiquettes linguistiques), et finalement pu, sont

les fonctions d’appartenance associées a I’ensemble de termes linguistiques.

Exemple 5.2 On considére un contréoleur flou pour la régulation de la vitesse d’un ventilateur

en fonction de la température et ’humidité a l'intérieur d’une piéce. Les variables linguistiques
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de température et d’humidité (dites variables d’entrée) seront définies comme suit :
(Température, U' = {0,50}, T(X) = {T1, Ty, Ts}, pt = {11, i3, p13})

(Humidité, U" = {0,100}, H(X) = {Hy, Hy, H3}, pp = {p}, 5, i })

ou Ut et UM sont respectivement Uunivers des températures et l'univers des humidités. Les en-
sembles T et H sont constitués respectivement de trois étiquettes linguistiques : 17 = froid,
Ty = moyenne et Ty = chaud, (resp Hy = faible, Hy = moyenne et H3 = grande) et les

fonctions d’appartenances définies par chaque terme linguistique sont :

,uﬁcmid = trapézoide(z,0,0,15,25)
= triangulaire(x, 15,25, 35)

t
ﬂmayenne

B g = trapézoide(z, 25, 35, 50, 50)

,u’}aible = trapézoide(zx,d’, 0,20, 50)
[ oyenne = triangulaire(z, 20,50, 80)
Hpande = trapézoide(z, 50, 80,100, 100)
Les variables linguistiques de la vitesse du ventilateur (dites variables de sortie) seront définies

comme suit :
(Vitesse,UP = {0,100}, P(X) = {P1, Py, Ps}, o = { i, piby, i1 })

ou UP est ['univers des vitesses. L’ensemble P est constitué des trois étiquettes linguistiques :
P, = faible, P, = moyenne et P3 = maximale, et les fonctions d’appartenances définies par

chaque terme linguistique sont :

'ul}'aible = tmpézoi'de(x, Oa 07 10, 40)
= triangulaire(x, 10,40, 70)

t
Mmoyenne

= trapézoide(x, 40, 70,100, 100)

t
Hmazimale

La fonction d’appartenance triangulaire est définie comme suit :

triangulaire(z; a, b, c) = max | min i a’ S— ;0
b—a' c—b

avec (a < b < c¢) ou b est le sommet du triangle tandis que a et ¢ imposent la largeur du domaine

de la valeur & fuzzifier. La fonction d’appartenance trapézoide est définie comme suit :

r—a . d—=
L . — in{ ——,1, ——
trapézoide(x; a, b, ¢, d) = max (mm (b —a’ 7 d- b) ’)
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avec (a < b < c<d) oub etc sont le sommet du trapézoide tandis que a et d fournissent la

largeur du domaine de la valeur & fuzzifier.

Nous illustrons 'exemple 5.2 dans les Figures 5.31, 5.32 et 5.33 ot 'on représente respectivement
les variables linguistiques de la température, 'humidité et la vitesse du ventilateur. La définition
de chaque sous-ensemble flou repose sur l'intuition. Si la température dans la piéce est de 20 °C
et 'humidité est de 62%, cela se traduira par différents degrés d’appartenance a chacun des

sous-ensembles flous :

:u’l}'roid(20) = 057 :u’l;noyenne(20) = 057 :u‘f:haud(20) = 0.

/’L}}aible(62) = 07 :uiznoyenne(62) = 067 :ugrande(62) =0.4

T T T T T T
froid moyenne chaud

Fonction d’appartenance

Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Température

F1GURE 5.31 : Fonctions d’appartenance de la variable température.
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faible moyenne Grande

Fonction d'appartenance

Hymidité

FIGURE 5.32 : Fonctions d’appartenance de la variable humidité.

T T T T
Faible Moyenne grande

Fonction d'appartenance

I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
vitesse du vantilateur

FI1GURE 5.33 : Fonctions d’appartenance de la variable vitesse du ventilateur.
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5.4.1.3 Systéme d’Inférence Floue

Systéme d’mférence floue

1

! 1

i i

1

H 1

1 ™ Réglel !

: 1

1 . !

Entrée Sortie 1 Sorties ! ) _
non floue floue : H] Régle2 floues } Sortie Sortie
X —» fuzzificati Ly : floue non floue
- " Agrégation [T | défuzzification[—— ¥

' i

: 1

i '

: | Réglen |— :

- :

FIGURE 5.34 : Structure d’un SIF

Un Systéme d’Inférence Floue (SIF) a pour but de transformer les données d’entrée en don-
nées de sortie & partir de I’évaluation d’un ensemble de régles. Les entrées sont issues du processus
de fuzzification et I’ensemble de régles est normalement défini par le savoir-faire de 'expert. Un
SIF (voir Figure 5.34) est constitué de trois étapes :

a) Fuzzification

b) Inférence

c¢) Défuzzification

La premiére étape est la fuzzification, qui consiste & caractériser les variables linguistiques uti-
lisées dans le systéme. Il s’agit donc d’une transformation des entrées réelles en une partie floue
définie sur un espace de représentation lié & ’entrée. Cet espace de représentation est norma-
lement un sous-ensemble flou. Durant ’étape de la fuzzification, chaque variable d’entrée et de
sortie est associée a des sous-ensembles flous.

La deuxiéme étape est le moteur d’inférence, qui est un mécanisme permettant de condenser
Iinformation d’un systéme & travers un ensemble de régles définies pour la représentation d’un
probléme quelconque. Chaque régle délivre une conclusion partielle qui est ensuite agrégée aux
autres régles pour fournir une conclusion (agrégation). Les régles constituent le systéme d’infé-

rence floue.
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Dans la suite de cette section nous donnons une description de régles floues dans un cadre plus
formel.

La troisiéme étape est la défuzzification. Cette opération est I'inverse de la fuzzification et per-
met de transformer les sorties floues de I'inférence en une valeur non floue comme réponse finale

du SIF.

5.4.1.4 Définition des régles floues

Le nombre de régles dans un SIF dépend du nombre de variables (d’entrée et de sortie). Les
régles floues sont généralement du type "SI ... ALORS" et permettent de représenter les relations
entre les variables d’entrée et de sortie. Plus précisément, une régle floue R; (0 < j < N) est

définie de la maniére suivante [61] :
Rj: Si z est Aj et y est BjAlors z est C; (5.10)

ot (Aj)o<j<n, (Bj)o<j<n et (Cj)o<j<n sont des variables linguistiques définies respectivement
dans des univers du discours X, Y et S. La premicre partie de la régle "z est A; et y est B;"

est 'antécédent, et la deuxiéme partie "z est C;" est le conséquent.

5.4.1.5 Inférence a partir de régles floues

Le but de I'inférence floue est de déterminer les sorties du systéme a partir des entrées floues
issues de la fuzzification des entrées réelles. Considérons une collection de régles; le mécanisme
d’inférence consiste alors & dériver un ensemble flou de sorties a partir de l'agrégation des

conclusions de I’ensemble des régles floues.

Inférence avec une seule régle

Dans le cas ou une seule régle floue serait activée, I'inférence repose sur la valeur d’apparte-
nance (u) (appelée poids) associée a la variable linguistique d’entrée. La définition pour ce cas

est comme suit :
Reégle 1:Si x est A et Si y est BAlors z est C

Par ailleurs, le degré d’appartenance de la variable linguistique de sortie (C') est défini comme
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suit :

pic(z) = poids de la régle 1 = min(pa(z), up(y))
Inférence avec plusieurs régles

Dans le cas ot plusieurs régles floues seraient activées, 'inférence repose sur les différentes
valeurs d’appartenance (i) associées aux variables linguistiques d’entrée. D’une maniére générale,

I'inférence des régles (5.10) peut étre représentée par la relation suivante :

N
R=|Jl(AinB;) x Cyl. (5.11)

i=1

Le symbole |J représente I'opérateur "OU" introduit entre les régles. Le symbole N représente
lopérateur "ET" utilisé dans la partie antécédente des régles et X représente I'opérateur d’im-
plication floue ("ALORS"). Le sous-ensemble obtenu correspond aux variables d’entrée (g, yo),

et est donné par :

C(z) = R(x0,%0,2)-

Si nous adoptons le minimum ("min" ou A) pour les opérateurs "et" et "Alors", et le maximum

(max) pour l'opérateur "OU", nous pouvons représenter C'(z) comme suit :

C(z) = lrgnizgjiv[Ai(a:o) A Bi(yo) A Ci(2)]. (5.12)

5.4.1.6 Défuzzification

La défuzzification permet d’avoir un résultat numérique non flou a partir de la sortie de
I'inférence. Il y a différentes techniques de défuzzification telles que (COG) centre de gravité,

(MOM) moyenne de maximas et d’autres.

La configuration des controleurs de logique floue est capsulée dans ’algorithme suivant.



114

Chapitre 5. Etude numérique du probléme

Algorithm 5.3 Controleur de logique floue

Fonction
d appartenatice
dentrée

EntrTs hon T::ues

Fuzzification

Régles dinférence

Fonction
d appartenance de
sottie

1

L 4

Entréesffloves
¥

Evvaluation desrégles

d'inférence

Hotties Jfloues

Défuzzification

Tesnsununnnnnnnjuanen snmannnn

k J

Sorties non floues

Dans ce travail nous utilisons la méthode WABL proposée dans [76] et généralisée dans le

cadre de cette thése [61]. Dans le but d’illustrer 'importance et la nécessité d’avoir une méthode

de défuzzification fiable, nous considérons alors ’exemple 5.2 et nous supposons que la vitesse

est proportionnelle aux valeurs linguistiques de température T' et d’humidité H.

faible
moyenne
M Moyenne
G Grande
C Chaud
Ht Haute
V  Vitesse du ventilateur

TABLE 5.3 : Variables linguistiques

Nous supposons aussi que le but des contréleurs flous est d’avoir une décroissance de la

vitesse du ventilateur quand la température décroit et 'humidité reste fixe et vice versa. En
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gardant cette objectif & I’esprit, nous pouvons adopter les régles d’inférence suivantes :

\4 H (Humidité)
M Ht
T (Température) F F M M
M M G
C G G G

TABLE 5.4 : Matrice des régles d’inférence

température humidité
17C 32 %
froid 0.8
moyenne 0.2
chaud 0
faible 0.6
moyenne 0.4
grande 0

TABLE 5.5 : Valeurs de vérité pour T =17 °C et H = 32%

Pour mieux comprendre, nous supposons par exemple que la température ambiante est T =
17 °C et que le pourcentage de 'humidité est H = 32%. Alors les valeurs de vérité sont citées
dans le tableau 5.5. Si nous utilisons la convention "min" pour "et" alors la sortie floue du

ventilateur est présentée dans le tableau 5.6



116 Chapitre 5. Etude numérique du probléme
degré d’appartenance
Faible Moyenne Grande

Regle 1 : min(0.8,0.6) 0.6

Reégle 2 : min(0.8,0.4) 0.4

Reégle 3 : min(0.8,0.0) 0.0

Regle 4 : min(0.2,0.6) 0.2

Regle 5 : min(0.2,0.4) 0.2

Reégle 6 : min(0.2,0.0) 0.0
Regle 7 : min(0.0,0.6) 0.0
Régle 8 : min(0.0,0.4) 0.0
Reégle 9 : min(0.0,0.0) 0.0

TABLE 5.6 : Degré d’appartenance de la sortie floue de la vitesse du ventilateur qui résulte des

régles 5.4

En appliquant la relation (5.12) nous obtenons ainsi la sortie floue présentée dans la fi-

gure 5.35

T
Faible

0.8

0.64

0.4

Degré d’appartenance

0.2

T
Moyenne

Sortie floue

T T
Haute

\/

1. Moyenne de Maxima

20 30

1
40

1 1
50 60 70 80 90 100

Puissance de chauffage

FIGURE 5.35 : Sortie floue obtenue
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Nous appliquons la méthode MOM a la sortie floue C'(z) en prenant la moyenne des valeurs

z qui maximisent C'(z), et nous écrivons :

b
- ffab‘iiz = %(a +b) (5.13)

Pour notre exemple, nous avons MOM[C(17,32)] = 11%.

MOM[(C(2))]

La figure 5.36 présente la variation de la vitesse du ventilateur en fonction de la température
et de '’humidité en utilisant 5.13. Nous remarquons que la technique MOM ne prend en

compte que les régles qui sont agrégées dans le maximum de la fonction d’appartenance.

100 - -
80 7

60 -~

Fan speed

40 - -

100

Température 0 o

Humidité

FIGURE 5.36 : Surface de contréle du controleur flou avec des régles d’inférence comme

dans (5.4). La défuzzification MOM est appliquée.

2. Centre de gravité

Il s’agit de trouver le centre de gravité de la fonction d’appartenance de la variable de

sortie C'(z). Nous écrivons alors :

_ 75, 2C(2)dz
7. C(2)dz

En appliquant la méthode (5.14) a I'exemple 5.2, nous obtenons

COG[C(2)] (5.14)

COG[(17,32)] = 24.73%. Ainsi, dans la figure 5.37 nous représentons les variations de

la vitesse du ventilateur en fonction des variations de la température et de I’humidité.
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Alors que la méthode MOM ne prend en compte que les régles qui agrégent les valeurs
maximales, la méthode COG prend aussi en compte celles qui agrégent les valeurs qui
sont en dessous de la fonction d’appartenance. En revanche, elle a comme inconvénient le
fait de restreindre l'action de contréle dans la région désirée. De plus, la figure contient
des parties indésirables ot la vitesse du ventilateur décroit quand la température croit et

I’humidité reste fixe, et vice versa.

Fan speed

100

Température 0 o

Humidité

FI1GURE 5.37 : Surface de contréle du contrdleur flou avec des régles d’inférence comme

3.

dans (5.4). La défuzzification COG est appliquée

La méthode de WABL (weighted averaging based on the levels)

La forme mathématique de la méthode WABL est donnée par :
3 3
WABLIc(to, ho)l = Y > pijLu(cis) (5.15)
i=1 j=1

ou : i = pu, (to) X tun; (ho), Ity = froid,lta = moyenne, Ity = chaud,
lh1 = faible,lho = moyenne,lhs = grande et c;; est le résultat correspondant a la régle

"SI Température est It; et Humidité est [h; ALORS ¢;;".

1

1
Lo(es) = @ /0 Lo, (O)P(E)dE + (1 — ) /0 R., (€)P(€)de (5.16)
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avec ¢; € [0,1] indique le degré d’importance du coté gauche du nombre flou, L, (§) =
u;l,RCij & = ufl. ,u?l et ,ufl sont respectivement l'inverse de la fonction du coté gauche
et du coté droit de la fonction d’appartenance sortie. Quant a P(£) c’est une fonction

distribution de degré d’importance définie par :
P :[0,1] — [0, 400] vérifie
Jo PE)dg =1

Nous appliquons la méthode "WABL" a ’exemple 5.2. Nous obtenons alors
WABL[(17,32)] = 19%, avec cl = 0.35 et P(¢) = (k+ 1)¢*, k = 1.

(5.17)

[’avantage principal de la méthode "WABL" est I'utilisation du paramétre libre ¢; et de
la fonction P qui permettent ’adaptation de la défuzzification pour obtenir un résultat

fiable. La figure 5.38 présente les variations de la vitesse du ventilateur en fonction des

100 - -

Fan speed

100

Temperature 0 o

Humidity

FIGURE 5.38 : Surface de controle du controleur floue avec des régles d’inférence comme

dans (5.4). La défuzzification WABL est utilisée.

variations de la température et de I’humidité en appliquant la méthode WABL. Cette
méthode parvient & surmonter les inconvénients des méthodes "MOM" et "COG". Elle
prend en compte les régles agrégées & tous les niveaux de la fonction d’appartenance. De

plus, elle permet ’action de contréle au-dela de 'intervalle d’action.

Il existe d’autres méthodes pour faire la défuzzification : MOM (moyenne de Maxima), WAF
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(formule moyenne pondérée), QM (Méthode Qualité), Wabl (moyenne pondérée en fonction
des niveaux) et I’'ETS. Le probléme est que chacune donne une valeur différente pour le méme
probléme. La question la plus importante est de savoir laquelle est la bonne. Dans le but de
répondre & cette question, un travail commun a été réalisé avec R. Y. Shikhlinskaya [61].

Dans le paragraphe suivant, nous allons présenter un algorithme qui combine les (GA) avec

un systéme d’inférence.

5.4.2 Combinaison des (GA) avec les controleurs de logique floue (CLF)

Pour trouver le meilleur choix de I'intervalle de sélection, nous proposons l'utilisation d’un
controleur de logique floue. Ce controleur prend avantage de la maniére dont chaque variable
évolue au cours de 'optimisation et ajuste les intervalles de sélection de sorte que la prochaine
exécution de 'optimisation donnera un meilleur résultat. Le processus, consiste & lancer I'algo-
rithme génétique décrit avant, avec une population initiale choisie au hasard dans un intervalle
d’admission initiale. La (CLF) surveille I’évolution des différentes variables au cours du proces-
sus d’optimisation et ajuste les intervalles de sélection de chaque variable pour le prochain cycle
du processus d’optimisation.

Ces nouveaux intervalles sont ensuite utilisés pour lancer un second cycle de I'algorithme.
En analysant le résultat final aprés chaque cycle. Un parameétre Jv est déterminé et 'intervalle

de la sélection pour chaque variable sera corrigé selon le critére suivant

*
L5

T — JU/2(xf — 27) (5.18)
zp = Tm+Ju/2(zp — 3)
ol &y, est la valeur moyenne de tous les individus de la derniére génération et [x;,xf] est
I'intervalle de sélection de la variable x. Le coefficient Jv (la variable de sortie) est obtenu a
partir de la connaissance de ’entrée & deux variables ED et CV, ou ED est un critére pour
mesurer la diversité de 'algorithme génétique. Nous proposons 1'une de ces mesures, qui est basée
sur les distances euclidiennes entre les chromosomes de la population et le meilleur individu.
d — dpmin

dmar - dmzn

ED =

& I

% Z Cbest:

dmin = mln{d(cbest7 z) / Cz S 7)}
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et

dmaz = max{d(Cpest, C;) / C; € P}

ol Cpest est le meilleur individu de la population P. La variable C'V est un compteur de variations

de chaque paramétre durant chaque cycle de l'algorithme.

ED évolue dans 'intervalle [0, 1]. Une petite valeur de ED signifie que la plupart des indivi-
dus de la population P sont concentrés autour du meilleur individu, et dans ce cas la convergence
est achevée. Une valeur proche de 1 signifie que les individus de la population sont dispersés,

cela signifie qu’un autre cycle est nécessaire.

Le compteur C'V est un indicateur du nombre de fois ot les individus ont changé. Un indica-
teur faible signifie que les individus de I'actuelle population sont proches de leur optimum. Par
conséquent nous n’avons pas besoin de changer les bornes de l'intervalle initial. Un indicateur
élevé nécessite I'ajustement des bornes de l'intervalle initial afin d’améliorer la solution finale.
Cet ajustement est conditionné aussi par ’amélioration de la solution obtenue. En effet, si nous
arrivons a une solution précise au premier cycle de 1’algorithme (GA) il n’est pas nécessaire d’ef-
fectuer de changement, méme si nous obtenons des indicateurs élevés pour certaines variables.

Ce raisonnement est mieux mis en ceuvre en utilisant un contréleur de logique floue.

La premiére étape dans la conception d’un contréleur de logique floue est la fuzzification des
variables d’entrée. Cette étape implique une quantification des univers en un certain nombre
d’ensembles flous. Les variables de sortie doivent également étre quantifiées de fagon similaire.
La quantification consiste a briser une variable d’entrée floue (et aussi de sortie) en plusieurs
sous-ensembles flous. Les variables linguistiques sont utilisées pour étiqueter les sous-ensembles

flous (tableau 5.7) afin que les régles puissent étre écrites dans un langage naturel (tableau 5.8).

Afin de trouver la bonne taille (N,) d'un cycle d’algorithme 5.2, nous avons fait plusieurs
essais. La figure 5.39 représente les résultats obtenus avec différentes valeurs de N,. Nous remar-

quons que la meilleure accélération est obtenue avec N, = 50.
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GA
10° L 1+ e GA-CLF taille de rounde=20 d

= = = GA-CLF taille de rounde=50 3
=+ GA-CLF taille de rounde=40

0 100 200 300 400 500 600
Générations

FIGURE 5.39 : Comparaison de différentes tailles du cycle (GA)

Pour plus de simplicité, nous pouvons choisir les mémes types de fonction d’appartenance
(triangulaire) pour chacun des sous-ensembles flous de I’ensemble des variables floues. Les fi-
gures 5.40, 5.41 et 5.42 montrent les fonctions d’appartenance choisies pour les deux variables
d’entrée floue et la variable de sortie. Le tableau 5.7 contient la définition des paramétres lin-

guistiques.

TP | Tres petit

P Petit
Moyen
G Grand

TG | Trés grand

TABLE 5.7 : Variables linguistiques

Les fonctions d’appartenances qui définissent les variables d’entrée ED et C'V sont repré-

sentées dans les figures 5.40 et 5.41
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Fonction d’appartenance
o
'S

o
)

FIGURE 5.40 : Variable d’entrée ED

Fonction d’appartenance

FIGURE 5.41 : Variable d’entrée C'V

Les fonctions d’appartenances qui définissent la variable de sortie Jv sont représentées dans

la figure 5.42
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Fonction d’appartenance

FIGURE 5.42 : Variable de sortie Jv

Pour simplifier nous représentons les régles d’inférence sous la forme d’une matrice appelée
matrice des régles floues. Dans le tableau 5.8, nous exposons la matrice des régles floues utilisée

par le mécanisme d’inférence.

JV CV (Compteur)
TP P M G TG
ED (mesure de diversite) TP TP P P M /
p TP p M G /
M P P G M G
G M M M G G
TG G G M M M

TABLE 5.8 : Tableau de régles d’inférence

L’algorithme 5.4 résume le processus (GA-CFL) qui combine les algorithmes génétiques et

les controleurs de la logique floue.



5.4. Développement d’un algorithme évolutionnaire 125

Algorithm 5.4 GA-CLF

1. Donner une précision € et la taille d’un cycle N,

2. Choisir les bornes x; et x¢.

3. t«—0

Générer aléatoirement une population initiale P(t) dans I'intervalle [z;, z ]

4. t—t+1

pour chaque élément P; de la population P(t) avec i = 1,..., N faire :
(a) Construire ;(t)
(b) Résoudre le probléme d’état dans le domaine €2;(t)
(c¢) Calculer J(;(t),u;(t))
5. Si|J(Qpest(t), upest (t))| < € aller a 8.
6. Faire les opérations génétiques
(a) Sélection
(b) Croisement
(c) Mutation

7. 8i mod (t,N,) # 0 aller a I'étape 4. Sinon appliquer I'algorithme 5.3 pour recalculer x

et x; en utilisant I’équation 5.18, puis aller & I'étape 3.

8. Fin

5.4.3 Comparaison de ’algorithme (GA) et ’algorithme (GA-CLF) vis-a-vis
du modéle physique

Nous considérons le modéle physique présenté dans la section 5.1.4 et défini avec les para-
meétres (5.9). Nous appliquons I'algorithme 5.4, avec les paramétres cités dans le tableau 5.1, les
fonctions d’appartenances présentées dans les figures 5.40, 5.41 et 5.42, et la matrice de régle
d’inférence 5.8.

Dans la figure 5.43, nous faisons une comparaison entre les résultats obtenus par 'algorithme 5.2
et ceux obtenus par l'algorithme 5.4.
Nous remarquons que, jusqu’a l'itération 50, les deux courbes sont identiques, ce qui est nor-

mal étant donné que les controleurs flous n’interviennent qu’au second cycle, qui commence &
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= = = GA-CLF
GA

Il
[¢] 100 200 300 400 500 600
itérations

FIGURE 5.43 : Comparaison entre les résultats obtenus par I'algorithme 5.2 et ceux obtenus

par l'algorithme 5.4

Iitération 51. Normalement, nous n’avons aucune garantie que le résultat obtenu a l'itération 51
sera meilleur que celui obtenu & l'itération 50. Cependant, grace a la notion d’élitisme utilisée
par lalgorithme 5.2, qui consiste a garder le meilleur individu, nous garantissons une décrois-
sance permanente de la fonctionnelle cotit. Nous constatons alors qu’avec les cycles successifs,
la courbe obtenue par l'algorithme 5.4 converge plus vite que celle obtenue par ’algorithme 5.2.
Ceci nous permet de gagner un nombre important d’itérations et de réduire considérablement
le temps de calcul. En ce qui concerne la frontiére optimale, les deux algorithmes convergent
vers la méme solution. En effet, ils sont quasi identiques, puisqu’ils tournent notamment avec les
mémes parameétres. La seule différence, c’est que 'algorithme 5.4 change U'intervalle de sélection

& chaque cycle.

Ainsi, nous avons développé l'algorithme 5.4 qui nous a permis d’accélérer considérablement
la vitesse de convergence et de réduire le temps de calcul. Cependant, celui-ci reste encore
relativement grand en comparaison avec le temps d’exécution de l'algorithme 5.1 utilisant le
gradient.

C’est la raison pour laquelle nous avons mis en ceuvre une parallélisation de l'algorithme 5.4,

que nous présentons dans la section suivante.



5.5. Parallélisation de l’algorithme (GA) 127

5.5 Parallélisation de l'algorithme (GA)

La fagon la plus simple pour paralléliser les algorithmes (GA) est de distribuer I’évaluation
de la fitness sur plusieurs processeurs esclaves, tandis que le processeur maitre exécute les
opérations d’algorithmes (GA) (sélection, croisement et mutation). Les algorithmes (GA)
maitre-esclave ont 'avantage d’explorer I'espace de recherche exactement de la méme maniére
qu'une série d’algorithmes (GA), de plus ils apportent des améliorations significatives a la

performance.

A présent, nous présentons une analyse qui examine une génération d’algorithmes (GA)
maitre-esclave, et montre comment on peut réduire au minimum le temps d’exécution. On prend
en compte le colit des communications, mais on ignore le temps utilisé par la sélection, le
croisement et la mutation, car nous supposons que ce temps est beaucoup plus petit que le
temps utilisé pour I’évaluation de la fonction objective et le temps de communication entre les
processeurs de calcul. L’analyse suppose également que le nombre d’individus affectés & chaque

processeur est constant, et que le temps d’évaluation est le méme pour chaque individu.

5.5.1 Analyse du temps d’exécution des (GA) Maitre-esclaves

Le processeur maitre envoie les paramétres & chaque processeur esclave en utilisant un temps
de communication T.. Chaque processeur évalue sa portion de population. Le temps d’évaluation
d’une population est %, ou Ty désigne le temps d’évaluation d’'un individu, n est la taille de
la population et P est le nombre de processeurs utilisés. Le temps total d’exécution d’une seule
génération est

nT'y

Tp:?—i-PTC

On sait que lorsque le nombre de processeurs augmente, le temps de calcul décroit, tandis que le
temps de communication croit. Pour trouver I’optimum, nous résoudrons I’équation suivante :

oT,

p — 0’
oP
donc l'optimum P* est P* = \/%.

Une remarque importante concernant 'implémentation des algorithmes maitre-esclave est

que le temps de communication peut absorber tout gain possible. Notons par T = nT' le temps

de calcul d’une génération avec une implémentation séquentielle. L’algorithme parallele (GA)
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maitre-esclave est plus performant qu’une implémentation séquentielle d’un algorithme (GA) si

la condition suivante est vérifiée

Sp=——>1

Ts
1y
Nous avons remarqué que I'implémentation parallélle du (GA) maitre-esclave n’apporte pas de
gain pour des problémes avec un trés petit temps d’évaluation. En outre, il faut que 'implémen-
tation garantisse une forte utilisation des processeurs. Formellement, I'efficacité du programme

paralléle est définie par le rapport de S, divisé par le nombre de processeurs utilisés (P) :

Er =

VR

L’idéal est que S}, soit égale au nombre de processeurs utilisés et que l'efficacité E soit égale a 1.
En réalité, le cotit de communication fait diminuer Uefficacité lorsqu’on augmente les processeurs
utilisés.

Dans notre cas, ’évaluation de la fonctionnelle cotit correspond & la résolution d’un probléme
aux limites. Par conséquent, le temps T est a priori suffisamment grand devant le temps de
communication T, tant que la taille de la population reste raisonnable (dans notre cas on a pris

16). Ceci nous garantit une trés grande performance au niveau du temps de calcul.

Dans le paragraphe suivant, nous exposons les résultats expérimentaux d’une implémentation

paralléle de type maitre-esclave de 1'algorithme 5.4.

5.5.2 Analyse expérimentale du temps d’exécution d’une implémentation

paralléle de ’algorithme (GA-CLF)

Pour réduire le temps d’exécution de ’algorithme 5.4 nous utilisons une simulation en paral-
léle sur une machine multiprocesseurs & mémoire distribuées. Il existe plusieurs fagons d’exploiter
le parallélisme de I'algorithme 5.4. Nous optons pour I'implémentation maitre-esclave expliquée
dans la section 5.5. La communication entre les processeurs est faite via le standard MPI, (Mes-

sage Passing Interface ) [67].
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Algorithm 5.5 GA-CLF paralléle

1. Initialiser I’environnement MPI et la configuration des paramétres.

2. Calculer NP, le nombre d’individus & évaluer par chaque processeur.
3. Choisir les bornes z; et ;.

4. t+—0
Le processeur maitre exécute la tache suivante : générer aléatoirement une population

initiale P(t) dans l'intervalle [z;, x|

5. t«—t+1
Chaque processeur exécute la tache suivante :

pour chaque élément P; de la population P(t) avec i = 1,..., NP faire :
(a) Construire Q;(t)
(b) Résoudre le probléme d’état dans le domaine ;(t)
(c) Calculer J(£2;(t), u;(t))
Les données calculées sont échangées par le protocole MPL.
6. Si|J(Qpest(t), upest(t))| < € aller a 9.
7. Exécuter I'opération génétique par le processeur maitre :
(a) Sélection
(b) Croisement
(¢) Mutation

8. Si mod (t,N,) # 0 aller a I'étape 4. Sinon appliquer I'algorithme 5.3 pour recalculer x

et x; en utilisant I’équation 5.18, puis aller & I'étape 3.

9. Collecter les résultats de calcul par le processeur maitre, puis stopper I'environnement

MPI.

5.5.2.1 Message passing interface MPI

La communication de données est un élément essentiel de toute formulation paralléle. Cette
communication interprocesseur qui est nécessaire pour I’évaluation de la fitness de la population

a été obtenue grace & MPI. Dans cette technique, chaque processeur peut accéder directement
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4 sa mémoire et doit explicitement communiquer avec d’autres processeurs pour accéder aux
données dans leur mémoire [67]. L’objectif de MPI est de fournir un standard pour l’écriture
des programmes de passage des messages. Cette norme définit la syntaxe et la sémantique d’un
noyau d’une bibliothéque de routines utiles pour écrire des programmes paralléles.

Diverses ressources sur MPI peuvent étre trouvées sur '

5.5.2.2 Reésultats numériques

Nous langons l'algorithme 5.5 avec les paramétres cités dans le tableau 5.1, la variation du
temps de calcul en fonction du nombre de processeurs utilisés ainsi que la vitesse de calcul et

Defficacité sont résumées dans le tableau suivant :

P Taille de probléme/proc Temps Vitesse  Efficacité

1 16 x 1296 44.826014

2 8 x 1296 22.846483 1.980876  0.981220
4 4 x 1296 11.722477  3.823937  0.955984
8 2 x 1296 05.829671  7.689267 0.961160
16 1 x 1296 08.11634  5.522934 0.345183

TABLE 5.9 : Données de performances

Dans le tableau 5.9, la premiére ligne représente le temps résultant pour une execution sé-
quentielle. Ainsi nous remarquons que le temps d’exécution se réduit considérablement. En effet,
le seul fait de passer d’un seul processeur & deux processeurs nous permet d’économiser plus que
la moitié du temps de calcul. Bien évidemment, I'idéal serait d’avoir la premiére et la quatriéme
colonnes identiques. Cependant, dans la pratique, la différence entre les éléments des deux co-
lonnes augmente avec le nombre de processeurs. Comme il a été signalé précédemment, ceci est
di & lapparition du temps de communication, qui augmente avec le nombre de processeurs.
Ceci est confirmé dans la derniére ligne du tableau. En effet, au lieu d’avoir une réduction totale
du temps de calcul du fait que chaque processeur va faire une seule évaluation, on remarque en
réalité que ce temps a augmenté légérement. Ceci s’explique par le fait que le temps de commu-

nication est devenu plus important que le gain obtenu par la distribution des taches.

1. http ://www.mpi-forum.org
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Par ailleurs, 'augmentation du temps de communication diminue aussi l'efficacité.

Dans la figure 5.44 nous représentons 1’évolution de temps d’exécution, vitesse de calcul Sp

et efficacité Ep en fonction du nombre de processeurs.

10 T T
= Temps (en second) |]
—©-— Vitesse de calcul SP ]

-t Efficacité EP

= | | | |
2 4 6 8 10 12 14 16
Nombre de processeurs

10

FIGURE 5.44 : Evolution de temps d’exécution, vitesse de calcul Sp et efficacité Ep en fonction

du nombre de processeurs

5.6 Comparaison de P’algorithme de type gradient avec les algo-

rithmes évolutionnaires sur le modéle physique

Dans cette section, nous proposons une comparaison quantitative (en ce qui concerne le
temps de calcul) et qualitative (en ce qui concerne la qualité de la solution). Nous précisons que
les deux algorithmes sont codés en fortrant 90 et ils sont exécutés sous la méme machine?, en

utilisant le méme solveur.

Nous commencons d’abord par la comparaison qualitative.

2. Calculateur SGI, de type grappe de calcul, est composé de 888 coeurs Xeon cadencés a 2.66 GHz avec 2

Go de mémoire par cceur (http ://www.ccipl.univ-nantes.fr).
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5.6.1 Comparaison qualitative entre ’algorithme (GA) et l’algorithme du

gradient

Nous considérons les résultats obtenus par l'algorithme 5.1 et ceux obtenus par 1’algo-
rithme 5.2. La comparaison se restreint a la qualité de la solution approchée par chaque al-

gorithme, étant donné que ces deux algorithmes sont incomparables au niveau temps de calcul.

0.22r —©— Algorithme GA H
—e— Algorithme du gradient

0.2
0.18r 1
0.161
0.14¢
0.12r

0.1
0.08r
0.06

0.04r

FIGURE 5.45 : Comparaison entre la frontiére optimale obtenue par I'algorithme 5.1 et celle

obtenue par ’algorithme 5.2

Dans la figure 5.45, nous constatons que les deux frontiéres obtenues par les deux algorithmes

sont de bonnes approximations de la frontiére exacte.

5.6.2 Comparaison quantitative entre 1’algorithme (GA) et ’algorithme du

gradient

Nous langons l'algorithme 5.5 et 'algorithme 5.1 dans la méme machine de configuration
paralléle. L’algorithme 5.5 est tourné avec 8 processeurs, tandis que l’algorithme 5.1, qui est
séquentiel, ne nécessite qu'un seul processeur. Le temps d’exécution de chaque algorithme est

cité dans le tableau suivant :
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Temps d’exécution de 'algorithme 5.2 87.813993
Temps d’exécution de 'algorithme 5.4 44.826014

Temps d’exécution de 'algorithme 5.5 P =8 | 05.829671

Temps d’exécution de l'algorithme 5.1 23.625476

TABLE 5.10 : Comparaison du temps d’exécution pour l'algorithme 5.5 basé sur la combinaison

(GA-CLF) et calcul paralléle et I’algorithme 5.1 basé sur le calcul du gradient

Nous remarquons que, bien que le temps d’exécution de I'algorithme 5.4 demeure plus élevé
que celui de 'algorithme 5.1, la parallélisation a permis de le réduire considérablement.

En conclusion, le développement que nous avons apporté a ’algorithme génétique nous a
permis d’obtenir un gain trés important au niveau du temps d’exécution. Notre but était plutot
de savoir si les algorithmes génétiques pouvaient donner un résultat comparable au niveau de
la qualité des solutions, et avec un temps d’exécution relativement raisonnable, ce qui a été
démontré par le présent travail. Bien évidemment, cette comparaison ne peut pas avoir lieu
sur un probléme ot l'on ne peut pas appliquer les algorithmes du gradient & cause de la non
différentiabilité de la fonctionnelle coiit et auquel cas seuls les algorithmes génétiques peuvent

étre utilisés.






Conclusion

Dans ce travail, nous nous sommes consacrés & 1’étude d’un probléme d’identification de
frontiére modélisant un procédé de soudage.

L’approche que nous avons considérée ne s’occupe que de la partie solide de la plaque. Elle
consistait & simplifier les phénomeénes physiques apparaissant entre la torche de soudage et la
plaque, ainsi que ceux du bain liquide, en introduisant une condition de température imposée
sur le front de fusion, frontiére liquide/solide, que nous devions déterminer. En optant pour une
fonctionnelle cotlit adéquate, nous avons formulé ce probléme en un probléme d’optimisation de
forme.

Ensuite, nous avons démontré 'existence d’une solution optimale. Puis, nous avons étu-
dié 'approximation numérique de ce probléme en considérant une discrétisation basée sur les
éléments finis. Nous avons montré que le probléme discret admet une solution, et nous avons
prouvé la convergence d’une suite de solutions du probléme approché vers la solution du probléme
continu.

La difficulté résidait dans le fait que le probléme d’état associé a la formulation en optimisa-
tion de forme considérée est régi par un opérateur non coercif. Ceci rend 1’étude de la continuité
du probléme d’état compliquée. Pour pallier cette difficulté, nous avons utilisé le degré topolo-
gique de Leray Schauder [32], ainsi que des estimations uniformes basées sur des résultats récents
sur l'inégalité uniforme de Poincaré [12] et quelques inégalités de Sobolev [51].

Pour la résolution numérique, nous avons utilisé deux méthodes. La premiére est basée sur les
algorithmes déterministes nécessitant le calcul du gradient de forme, tandis que la deuxiéme mé-
thode repose sur les algorithmes évolutionnaires. Les solutions obtenues par ces deux méthodes
ont pratiquement la méme allure. Ceci montre que les deux méthodes nous offrent des solutions
de méme qualité. Bien évidemment, & ce niveau, le temps d’exécution des deux algorithmes est
incomparable. Dans le but d’améliorer les algorithmes évolutionnaires afin de les rendre plus
compétitifs par rapport aux algorithmes déterministes du type gradient, nous avons proposé
un développement des algorithmes évolutionnaires qui s’appuie sur deux apports. Le premier

consiste & combiner les algorithmes génétiques avec les controleurs de logique floue, alors que
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le second réside dans la parallélisation de ce dernier algorithme. Ces apports nous ont permis
d’obtenir des résultats de qualité comparable aux autres algorithmes avec un temps d’exécution
meilleur que celui obtenu par l'algorithme déterministe du type gradient.

En conlusion, les algorithmes évolutionnaires développés dans la cadre de cette thése nous
offrent un autre moyen efficace pour résoudre les problémes d’optimisation de forme, surtout
lorsque 'analyse de sensibilité pour les méthodes déterministes du type gradient s’avére une
tache non faisable, par exemple lorsque la fonctionnelle cotit est non dérivable ou lorsque le
solveur utilisé ne permet pas d’avoir une meilleure performance.

Les perspectives immédiates de ce travail sont relatives a la complexification des modéles. Il
s’agit de les traiter en dimension 3 ou bien de garder la configuration en deux dimensions, en
ajoutant un terme correctif. Ce terme contient en général une puissance de la température, ce

qui rend le probléme non linéaire.
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Résumé

Nous nous intéressons & I’étude d’un probléme d’analyse des transferts de chaleur qui modélise
une opération de soudage.

L’approche que nous considérons ne s’occupe que de la partie solide de la plaque. Elle consiste
a résoudre un probléme a frontiére libre. Pour cela, nous proposons une formulation en optimi-
sation de forme. Le probléme d’état est gouverné par un opérateur qui, pour certaines données,
n’est pas coercif. Cela complique 1'étude de la continuité du probléme d’état. Nous surmon-
tons cette difficulté en utilisant le degré topologique de Leray-Shauder, ainsi nous montrons
I'existence d'un domaine optimal.

Ensuite, nous considérons une discrétisation de ce probléme basée sur les éléments finis
linéaires. Nous prouvons alors que le probléme discret admet une solution et nous montrons
qu’une sous-suite des solutions de ce probléme convergence vers la solution du probléme continu.

Enfin, nous présentons des résultats numériques réalisés par deux méthodes : la méthode
déterministe basée sur le calcul du gradient de forme, et les algorithmes génétiques combinés
avec la logique floue et le calcul paralléle. Ainsi une étude comparative de ces deux méthodes

aux niveaux qualitatif et quantitatif a été présentée.






Abstract

We are interested in studying a heat transfer problem which modeling a welding process. The
approach that we consider deals only with the solid part of the plate. It consists in solving a free
boundary problem. For this, we propose a shape optimization formulation. The state problem
governed by an operator which for some data is not coercif. This complicates the study of the
continuity of the state problem. We overcome this difficulty using the topological degree of Leray-
Schauder and we show the existence of an optimal domain. Next, we consider a discretization of
this problem based on linear finite elements. We prove that the approximate problem is solvable
and we show that a subsequence of the solution of this approximate problem converges to the
solution of the continuous problem.

Finally, we present numerical results achieved by two methods : the deterministic method
based on the gradient-likes method and genetic algorithms combined with fuzzy logic and parallel
computing. A comparative study of two methods for qualitative and quantitative levels was

presented.
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