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✺✳✸ ❯s❡r ❢r♦♥t ❡♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✺✳✸✳✶ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✺✳✸✳✷ ▼❡r❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽
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✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✸✶

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿ ◆♦t❡s ♦♥ t❤❡ ▼▲ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✶✸✸

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ❚❤❡ ❢✉❧❧ s②st❡♠ ✶✸✺
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✸ ❚②♣✐♥❣ r✉❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻
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✹ ❚❛❜❧❡ ♦❢ ❈♦♥t❡♥ts



❆❜str❛❝t

Pr♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ♦✛❡r ❛ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❢♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♠❛t❤❡✲

♠❛t✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱

t❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② s✉❝❤ t♦♦❧s ✐s ❝♦♥st❛♥t❧② ❣r♦✇✐♥❣✳ ■♥ t❤❛t

❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳

❈♦q ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❢♦r ♣r♦❣r❛♠ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱

❛♥❞ ❢♦r s❡✈❡♥ ②❡❛rs ♥♦✇ ✐t ❤❛s ❢❡❛t✉r❡❞ ❛ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ t❤❛t ❤❡❧♣s ✉s❡rs ✐♥ t❤❡✐r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

♣r♦❝❡ss❡s✳ ▼♦❞✉❧❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✇❛② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ♦✛❡r ❛ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t❤❛t

✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ❜②

♣✉tt✐♥❣ t❤❡ ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❧❛tt❡r ❛s♣❡❝ts✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉♥✐❢② ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t♦ s♣❧✐t ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳

❲❡ ❤❛✈❡✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ s②st❡♠ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ♥❛♠✐♥❣ s❝♦♣❡s ❛♥❞

t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡♥❛♠✐♥❣✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛ str✉❝t✉r❡ s②st❡♠ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡

❛♥❞ t♦ ❢♦r♠ str✉❝t✉r❡s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t✇♦ str✉❝t✉r❡s✱ ❜✉✐❧❞s t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❜② ✉♥✐❢②✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r t✇♦✳ ■♥ t❤❛t ❞✉❛❧ s②st❡♠✱ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✐s

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜✲♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ str✉❝t✉r❡s✱ ✐t ❛❝ts ❛s ❝♦♥❝r❡t❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ t❤❡♦r②✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛❞♦♣t ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t♦rs t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ♣r❡❝✐s❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❈♦q ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♥✲❣♦✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
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✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

Pr♦❣r❛♠ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✐s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ ♥❡❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❝♦♠♣✉t❡r✐③❡❞ s♦❝✐❡t②✳ ■t ✐s ♥♦✇ ✇❡❧❧

❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ✐s t❤❡ ✜rst ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ st❡♣

♦❢ ♣r♦❣r❛♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱

♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t st❡♣s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥

♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞

❛❧❧② ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♣❡rt②✳ ▼❡❝❤❛♥✐③❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙②st❡♠s

✭▼▼❙✮ ❛r❡ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ❝❛♥ ❛♥s✇❡r t♦ s✉❝❤ ♥❡❡❞s✳ ❚❤❡② ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧♦❣✐❝s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✻✵✬s ❛♥❞ ❡❛r❧② ✼✵✬s✱ ◆✐❝♦❧❛❛s ●♦✈❡rt

❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❛♥❞ ❘♦❜✐♥ ▼✐❧♥❡r ❞❡✈✐s❡❞ ❆✉t♦♠❛t❤ ❛♥❞ ▲❈❋✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠s ❧❛② t❤❡

❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ▼▼❙✱ ❝❛❧❧❡❞ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

❛♥ ✐♥t❡♥s✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t❤❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ▼✐③❛r✱

◆✉Pr❧ ❛♥❞ ❈♦q ❛r❡ s✉❝❝❡ss♦rs ♦❢ ❆✉t♦♠❛t❤✱ ✇❤❡r❡❛s ❍❖▲✱ P❱❙ ❛♥❞ ■s❛❜❡❧❧❡ ❛r❡ s✉❝❝❡ss♦rs ♦❢

▲❈❋✳

❚♦❞❛②✱ t❤❡s❡ t♦♦❧s ❛r❡ ♠❛t✉r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♦❢ ♠❡❞✐✉♠ s✐③❡❞ ♣r♦❣r❛♠s

♦r ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❛♥❞ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❆s s❤♦✇♥ ❜② s♦♠❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ♦r ♦♥✲

❣♦✐♥❣ ♣r♦❥❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈♦♠♣❈❡rt ❛♥❞ ❈♦♥❝✉rr❡♥t ❈ ▼✐♥♦r ❝♦♠♣✐❧❡rs ❬✸✼✱ ✷✾❪✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧

♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❝♦❧♦rs t❤❡♦r❡♠ ❬✷✸❪✱ ♦r t❤❡ ✢②s♣❡❝❦ ♣r♦❥❡❝t✶✱ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❝❛♥ s❝❛❧❡ ✉♣ t♦

t❤❡ ✏♣r♦✈✐♥❣✲✐♥✲t❤❡✲❧❛r❣❡✑ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t st✐❧❧ r❡q✉✐r❡s ❛ ❣r❡❛t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❡✛♦rts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ ♣r♦♦❢

❛ss✐st❛♥ts ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t♦♦❧s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✉s❡ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡♦r✐❡s ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳ ❲❡ ❡①tr❛❝t

❢r♦♠ t❤❡♠ t✇♦ ♠❛✐♥str❡❛♠ tr❡♥❞s t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ P❱❙✱ ❛♥❞

♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠s ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❈♦q✳

❋♦r ♥♦✇ s❡✈❡♥ ②❡❛rs✱ t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡

s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❏❛❝❡❦ ❈❤r③→s③❝③ ❬✸✶✱ ✶✶❪✳ ■t ✐s ❝❧♦s❡❧②

r❡❧❛t❡❞ t♦ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❈❛♠❧✬s ✭❖❝❛♠❧✮ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❳❛✈✐❡r ▲❡r♦② ❬✸✹✱ ✸✻❪✳ ■t ❡①t❡♥❞s

t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✇✐t❤ ♠♦❞✉❧❡✱ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ❢✉♥❝t♦r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ▼♦❞✉❧❡s ❝❛♥ ♣❛❝❦❛❣❡

♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❣✐✈❡ ❛ ♠❡t❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r②✳ ❙✐❣♥❛t✉r❡s ❛r❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r

♠♦❞✉❧❡s✳ ❋✉♥❝t♦rs ❛❝t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠♦❞✉❧❡s t♦ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❤❛s ❤❡❧♣❡❞

✶✢②s♣❡❝❦✿ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❑❡♣❧❡r ❝♦♥❥❡❝t✉r❡✱ ♦♥❣♦✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t ❜② ❚❤♦♠❛s ❈✳ ❍❛❧❡s ❡t ❛❧✳
✷❇② ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ✏♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✲✐♥✲t❤❡✲❧❛r❣❡✑ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ st❛t❡❞ ❜② ❋r❛♥❦ ❉❡❘❡♠❡r ❛♥❞ ❍❛♥s ❑r♦♥ ✐♥ ❬✶✻❪✳

✾



✶✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦q ✉s❡rs t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❧❛r❣❡ ♠♦❞✉❧❛r ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞

❢♦r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜t

✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳

■♥ t❤✐s P❤❉ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦✈❡r❤❛✉❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q✳ ❚❤❡ ♥❡✇

♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ s②st❡♠ t❤❛t

✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ♥❛♠✐♥❣ s❝♦♣❡s ❛♥❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡♥❛♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡

♥❛♠❡s♣❛❝❡ s②st❡♠ ✐s t❤❛t ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡✲s♣❛❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✉♥✐ts ✭✐✳❡✳ ♠♦❞✉❧❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ str✉❝t✉r❡

s②st❡♠ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❍❡r❡ ❜② ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡

✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s✸✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ ❛

♠♦❞✉❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉❜✲♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

❝♦♠❜✐♥❡ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡r❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ t✇♦ str✉❝t✉r❡s✱

❜✉✐❧❞s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❜② ✉♥✐❢②✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦r♠❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞♦♣t

t❤❡ ❖❈❛♠❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❢♦r ❢✉♥❝t♦rs ❬✸✺❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢

t②♣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛t ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐♥ ❢♦✉r st❡♣s ✇❤❡r❡

❡❛❝❤ st❡♣ ❞❡✜♥❡s ❛ s②st❡♠ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s②st❡♠✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❜❛s❡

❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s②st❡♠✱ ✇❡ ❛❞❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s ❜②

❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst s②t❡♠ ✇✐t❤ ♦✉r ♥❡✇ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇

♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦♥❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t♦rs✳

❇② ❣✐✈✐♥❣ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s②st❡♠ t♦ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐s

❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❈♦q✳

❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣

♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡

❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✱ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♦✉r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❡✈♦❧✈❡ ✐t✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ st❡♣s ✐s

♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐♥t❡rr❡st✐♥❣

t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ t❤❛t ❛r❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❣✐✈❡ ❝♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

✸❆❧s♦ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ▼▲ ❛s str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✳



❈❤❛♣t❡r ✶

Pr♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r②

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

❆ ▼❡❝❤❛♥✐③❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙②st❡♠ ✭▼▼❙✮ ✐s ❛ ❢❛♠♠✐❧② ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ♦✛❡rs ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦

❢♦r♠❛❧✐③❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s✳ ❲❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥ t❤✐s ❢❛♠✐❧②✳ ❚❤❡ ✜rst

♦♥❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐s❤ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢✉❧❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡

t❤❛♥❦s t♦ ❧♦❣✐❝s t❤❛t ❛r❡ ✧s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❛❦✧ t♦ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞✳ ❚❤❡s❡ t♦♦❧s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛✉t♦♠❛t❡❞

t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❣r♦✉♣s t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳ ❚❤❡② r❡❧② ♦♥ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❛♥❞

♣♦✇❡r❢✉❧ ❧♦❣✐❝s t❤❛t ♣r❡✈❡♥ts ❛✉t♦♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤♦s❡ s②st❡♠s✱ t❤❡ ✉s❡r ❜✉✐❧❞s ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡

❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞

♠♦r❡ ♣♦♣✉❧❛r ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❡✐♥❣ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t❧② ❣r♦✇✐♥❣✳ ❍❡♥❝❡✱

♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t♦♦❧s t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✉s❡ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t♦♦❧s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts t❤❛t ❛❞❞r❡ss t❤✐s

✐ss✉❡✳

✶✳✶ ❋♦r♠❛❧ Pr♦♦❢s ❛♥❞ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥ts

Pr♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❛r❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼▼❙ ❢❛♠✐❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❤❡❧♣ t❤❡ ✉s❡r

t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❢♦r♠❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤❡② ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❧♦❣✐❝s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♣♦✇❡r❢✉❧ r❡❛s♦♥✐♥❣

s❝❤❡♠❡✳ ■♥ s✉❝❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ t❤❡ ✉s❡r ✐s ❛❜❧❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❛ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♣r♦♦❢ ❢♦r ✐t✱ t❤❛t

✇✐❧❧ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ♣r♦♦❢s✱ ✉s❡rs ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛

s❡t ♦❢ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❛❝t✐❝s✱ t❤❛t ❝♦♥str✉❝t ♣✐❡❝❡s ♦❢ ♣r♦♦❢s✳ ❚❛❝t✐❝s ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦r

s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❛ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❛❝t✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ t❛❝t✐❝ t❤❛t tr✐❡s t♦ ❛♣♣❧② ❛♥

❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈❡♥ ❧❡♠♠❛ ♦r ❛ t❛❝t✐❝ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t ♦❢ ❛ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢

❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❧❡♠♠❛s✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ t❛❝t✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❛ t❛❝t✐❝ t❤❛t ♣r♦✈❡s ❡q✉❛❧✐t✐❡s

✐♥ t❤❡ Pr❡s❜✉r❣❡r ❛r✐t❤♠❡t✐❝✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✐s ❜✉✐❧t✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❛❝t✐❝s ✐s

❡✐t❤❡r ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❛s ❝♦rr❡❝t✱ ♦r ✐s r❡✈❡r✐✜❡❞ ❜② ❛ ♣r♦♦❢✲❝❤❡❝❦❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡

✶✶



✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

t❛❝t✐❝s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ▲❈❋ ❛♥❞ ❆✉t♦♠❛t❤✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▲❡t ✉s ❞♦ ❛ s♠❛❧❧ r❡✈✐❡✇ ♦❢ s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞

t❤r❡❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ✭■▼P❙✱ ■s❛❜❡❧❧❡✱ ❛♥❞ P❱❙✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✏▲❈❋ ❛♣♣r♦❛❝❤✑✱ ❛♥❞ t✇♦ ♣r♦✈❡rs

✭❆❣❞❛✱ ❈♦q✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

■▼P❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ♠❛♥②✲s♦rt❡❞ s✐♠♣❧② t②♣❡ t❤❡♦r② ❝❛❧❧❡❞ ▲❯❚■◆❙ ❬✷✵❪✳ ❚❤✐s t②♣❡ t❤❡♦r②

❝♦♥t❛✐♥s ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s s✉❜t②♣❡s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✇✐t❤✐♥ t②♣❡s✳ Pr♦♦❢s ✐♥ ■▼P❙ ❛r❡

✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♥❛t✉r❛❧ st②❧❡ ♦❢ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■▼P❙

❜✉✐❧❞s ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝♦r❞s ❛❧❧ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢

❛ ♣r♦♦❢ ❛tt❡♠♣t✳ ❚❤❡ ✉s❡r ✐s ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢

♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❦✐♥ t♦ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s✳ ▼♦st ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❜❛s✐❝

❧❛✇s ♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❧♦❣✐❝ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

P❱❙ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ t②♣❡❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ❬✹✹❪✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s✉❜t②♣❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t②♣❡s ✭❡✳❣✳ t❤❡ t②♣❡ ♦❢

♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs✮✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t②♣❡s ♠❛② ✐♥❝✉r ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ✭❚❈❈s✮ ❞✉r✐♥❣ t②♣❡✲

❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❆s ✐♥ ■▼P❙✱ P❱❙ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s t❤❛t ❛r❡

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❯s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡

t❤❡s❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ Pr♦♦❢s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t❛❝t✐❝s ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤♦✉t

r❡❝❤❡❝❦✐♥❣✳

■s❛❜❡❧❧❡ ✐s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ♣r♦✈❡r✱ ✐t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ ❝❛❧❧❡❞ ■s❛❜❡❧❧❡✴P✉r❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡

❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡s ❬✺✼❪✳ ❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ✐s

■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲✱ ❢♦r ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ▲♦❣✐❝✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ❧♦❣✐❝ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞

✏▲❈❋ ❛♣♣r♦❛❝❤✑✱ ❤❡♥❝❡ ♣r♦♦❢s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ s❡t ♦❢ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡

r✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①♣❧✐❝✐t ♣r♦♦❢ t❡r♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦♦❢

❝❤❡❝❦❡r ❬✼❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ■s❛❜❡❧❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ■s❛r✱ ✐t ✐s ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐✈❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s

t♦ ❜❡ ❛ tr❛❞❡♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❆❣❞❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ t②♣❡ t❤❡♦r② ❬✾❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ ❆❣❞❛ ✐s t♦

♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② t②♣❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞

✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✱ ❆❣❞❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♣r♦✈❡

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t❤❡♦r❡♠s ❛♥❞ t♦ r✉♥ s✉❝❤ ♣r♦♦❢s ❛s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇r✐t✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ❆❣❞❛ ✐s

❞♦♥❡ ❛s ✇r✐t✐♥❣ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳

❈♦q ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ❬✶✼❪✳ ■t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡

♣r❡❞✐❝❛t✐✈❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❈♦q s✉♣♣♦rts ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠✱ ❞❡♣❡♥❞❡♥t

t②♣❡s✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ❤✐❡r❛❝❤② ♦❢ t②♣❡ ✉♥✐✈❡rs❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❤✐❞❞❡♥

t♦ t❤❡ ✉s❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❛♠❜✉✐❣✉✐t② ❬✸✵✱ ✷✼❪✳ Pr♦♦❢s ❛r❡ ♦❜❥❡❝ts ♦❢

t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❜✉✐❧t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❛❝t✐❝s✳ ❖♥❝❡ ❜✉✐❧t✱ ♣r♦♦❢s ❛r❡



✶✳✷✳ ❚❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥ts ✶✸

❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡✲❝❤❡❝❦❡r✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♣r♦♦❢ ❛ss✐s✲

t❛♥ts t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ▼❛t✐t❛ ❬✸✱ ✷❪ ❛♥❞ ▲❡❣♦ ❬✶✾❪✳

▲❡t ✉s s❛② ❛ ❢❡✇ ❡①tr❛ ✇♦r❞s ❛❜♦✉t t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ■♥ ✶✾✺✽ ❈✉rr② ♥♦t✐❝❡❞

t❤❛t t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ s✐♠♣❧② t②♣❡❞ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♦❢

✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ✶✾✻✺ ❚❛✐t s❛✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛♥❞ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t

♥♦r♠❛❧ ♣r♦♦❢s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧❛♠❜❞❛ t❡r♠s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝✉t ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧② t②♣❡❞ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ◗✉✐t❡ ❛ ❢❡✇ ♠♦r❡

❧♦❣✐❝s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❣✐❝

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ●✐r❛r❞✬s s②st❡♠ F ✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✿

✐t ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t②♣❡s✱ ♣r♦♦❢s ❛♥❞ t❡r♠s✱ ♣r♦✈❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ ✐♥❤❛❜✐t❛t✐♦♥✱ ♣r♦♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡r♠ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ s✉❝❤ ❛s ❈♦q ♦r ❆❣❞❛✱ st❛t✐♥❣ ❛ t❤❡♦r❡♠ ❛♠♦✉♥ts t♦ ✇r✐t✐♥❣ ❛ ✇❡❧❧✲

❢♦r♠❡❞ t②♣❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐♥❣ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❜✉t ✜♥❞✐♥❣ ❛ t❡r♠✱ ✇❤♦s❡ t②♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡♠ ✐♥ q✉❡st✐♦♥✳

✶✳✷ ❚❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥ts

❚❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s ❛ ❤✉♠❛♥ ❤❛❜✐t✳ ▲❡t ✉s t❛❦❡✱ t❤❡

✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐❜r❛r② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳ ■♥ ❛ ❧✐❜r❛r②✱ ❜♦♦❦s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❜② t♦♣✐❝✱ s✉❜✲t♦♣✐❝ ❛♥❞ ❜♦♦❦s

t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛♣t❡rs✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♥s✉❧t ❛ ❜♦♦❦ ♦♥ ❣r♦✉♣

t❤❡♦r②✳ ❲❡ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✱ ✇❡ ❣♦ t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡♣❛rt♠❡♥t✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛

❜♦♦❦❝❛s❡✱ t❤❡♥ t❤❡ r♦✇ ♦❢ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✇❡ t❛❦❡ ❛ ❜♦♦❦ ❝❛❧❧❡❞ ✏t❤❡ ❤❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢

❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✑✳ ❲❡ ❝❛♥ ✜rst r❡♠❛r❦ ❤❡r❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛ ♣❛t❤ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ st❡♣ ❤❛s ❛

♥❛♠❡✳ ❍❡♥❝❡ ♦✉r ✜rst ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❡ ❢❛❝✉❧t② t♦ ♥❛♠❡ t❤✐♥❣s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ ♥❛♠❡s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡t ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦♥❡✳ ◆♦✇✱

✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♦✉r ❜♦♦❦✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ❧❡tt❡rs t♦❣❡t❤❡r

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛ ❣r♦✉♣✳ ❯♥❧❡ss ✇❡ ❛r❡ ❧✉❝❦②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✜♥❞ t❤✐s

s♣❡❝✐✜❝ ❣r♦✉♣ ✐♥ ♦✉r ❜♦♦❦✳ ■♥ ❢❛❝t ✇❡ ✜♥❞ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣✿ ❛ s❡t ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤

❛ ❜✐♥❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✉st s❛t✐s❢② s♦♠❡ ❛①✐♦♠s✳ ■♥ t❤❡ ❜♦♦❦✱ ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r❡♠s ♦r ❧❡♠♠❛s r❡❧②

♦♥ t❤✐s ❛❜str❛❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ❢♦r s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✳❣✳

t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ t❤❡ s❡t ♠✉st ❜❡ ❛ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r✮✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ❛❧❧ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦ ❢♦r ♦✉r ❝♦♥❝r❡t❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

❣r♦✉♣s✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r②

♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛①✐♦♠s✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡s ✉s ♦✉r s❡❝♦♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♣t

✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❜♦t❤ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡♦r❡♠ r❡✉s❡✳

▼♦st❧② ❛❧❧ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t♦♦❧s t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts

❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t t✇♦ ♠❛✐♥str❡❛♠ tr❡♥❞s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s



✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡

s②st❡♠ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇♦r❧❞✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❛♥s✇❡r ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ t❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❆①✐♦♠❛t✐❝ ▼❡t❤♦❞

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s

❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❛❦❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ P❡❛♥♦ ❛①✐♦♠s ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝

❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ t❤❡♦r② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❢♦r♠❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭❛ ❧♦❣✐❝✮ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s✳ ❚❤❡♦r❡♠s

♦❢ ❛ t❤❡♦r② ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❛①✐♦♠s✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ t❛❦❡ ✐ts ❜❛s✐s ✐♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞✬s

❊❧❡♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❤❡ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r②✳

▼❛♥② ❝❡♥t✉r✐❡s ❧❛t❡r ✭✶✽✵✵s✮✱ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ r❡❣❛✐♥❡❞ ✐♥t❡r❡st✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❦❡ t❤❡

Pr✐♥❝✐♣✐❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ♦❢ ❆✳ ❲❤✐t❡❤❡❛❞ ❛♥❞ ❇✳ ❘✉ss❡❧❧✱ ♦r ❚❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ●❡♦♠❡tr② ♦❢

❍✐❧❜❡rt✳

◆♦✇❛❞❛②s✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝

♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ s♦♠❡❤♦✇ t❤❡ t✇♦ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥st❛♥❝❡s ❤✐❣❤❧✐❣❤t ✐t✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣❡♥❡r✐❝❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡

❧✐tt❧❡ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❜✐❣ t❤❡♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❬✷✶❪✳ ■♥ t❤❡ ❜✐❣ t❤❡♦r②

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ❜♦❞② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s ❡♥t✐r❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧② ❡①♣r❡ss✐✈❡

t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ❛❧❧ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡♦r②✳ ■t ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ Pr✐♥❝✐♣✐❛

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛❧❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr✉t❤s ❢r♦♠ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞

s❡t ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛①✐♦♠s✳ ❚♦❞❛②✱ ❛ ❜✐❣ t❤❡♦r② ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ❜② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s ✐s ❩❡r♠❡❧♦✲❋r❛❡♥❦❡❧

s❡t t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❧✐tt❧❡ t❤❡♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ❜♦❞② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢

t❤❡♦r✐❡s✳ ❇✐❣❣❡r t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s♠❛❧❧❡r t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ t❤❡♦r✐❡s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ✐♥t❡r♣r❡✲

t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡♦r✐❡s✳ ❆ t❤❡♦r②

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❛ s②♥t❛❝t✐❝ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s♦✉r❝❡ t❤❡♦r② t♦ ❛ t❛r❣❡t t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s tr❛♥s✲

❧❛t✐♦♥ ♠❛♣s ❛①✐♦♠s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❤❡♦r② t♦ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t t❤❡♦r②✳ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❢✉❧✜❧❧

❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡s✳ ❋✐rst ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡♦r❡♠s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❤❡♦r② t♦ ❜❡ r❡✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛r❣❡t t❤❡♦r②✳

❙❡❝♦♥❞✱ ❛ t❤❡♦r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r② T t♦ ❛ t❤❡♦r② T ′ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢

T r❡❧❛t✐✈❡ t♦ T ′✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ T ♠♦❞✉❧♦ t❤❡ ❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ T ′ ❬✺✻❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ✐❢ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❚❤❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥

♦❢ ●❡♦♠❡tr②✱ ❍✐❧❜❡rt ✉s❡s t❤❡ ❧✐tt❧❡ t❤❡♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ st✉❞② r❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♠♦♥❣

s✉❜s❡ts ♦❢ ❛①✐♦♠s✳

❚❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡♦r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts

■♠♣s ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❧✐tt❧❡ t❤❡♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✷✶❪✳ ❆♥ ■▼P❙ t❤❡♦r② ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛

✭♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t②✮ s❡t ♦❢ s✉❜t❤❡♦r✐❡s✱ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s✳ ❚❤❡ s✉❜t❤❡♦r② r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡♦r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛r❡ ✇❛②s t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡ s✉❜t❤❡♦r② r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡♦r②

❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜❡❢♦r❡✱ ✉♥❧❡ss t❤❛t t❤❡

tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s t❤❛t ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ❛s t❤❡♦r❡♠s ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t



✶✳✷✳ ❚❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥ts ✶✺

t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡ s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡♦r✐❡s ❞❡✜♥❛❜❧❡ ✐♥ ■▼P❙✿

• ❊①t❡♥s✐♦♥✿ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♠♦♥♦✐❞s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❣r♦✉♣s✳

• ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿ ♦♥❡ ❜✉✐❧❞s ❛ t❤❡♦r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ t❤❡♦r② t♦ t❤❡

♥♦r♠❡❞ s♣❛❝❡ t❤❡♦r②✱ ❜② ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ ❛s t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ (x, y)→ ||x− y||✳

• ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✿ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t❤❡♦r② ♦❢ ❛❜str❛❝t ♠♦❞✉❧❡ ♦✈❡r ❛ r✐♥❣ ❛♥❞ ❛

t❤❡♦r② ♦❢ r❡❛❧ ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✭❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ ✜❡❧❞✮✱ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s ❛ t❤❡♦r② ♦❢ ❛❜str❛❝t r❡❛❧ ✈❡❝t♦r

❜② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ t❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡❛❧s✳

❆ P❱❙ t❤❡♦r② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ t❤❡♦r② ♥❛♠❡✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣❛rt✱

❛♥❞ ❛ t❤❡♦r② ❜♦❞② ❬✹✺❪✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ❜♦❞② ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t♦♣✲❧❡✈❡❧

t❤❡♦r② ✐♠♣♦rt❛t✐♦♥s✱ ❛①✐♦♠s✱ ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠s✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♣❛rt ❣✐✈❡s ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡

❝✉rr❡♥t t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✳ ■♥t❡r♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❛①✐♦♠s✳ ❊①t❡r♥❛❧❧②✱ t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤

✐♠♣♦rt ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✳

❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ■▼P❙✳ P❱❙ ♣r♦✈✐❞❡s

t✇♦ ♥♦t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡♦r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✿ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡♦r② ✐♥t❡r♣r❡t❛✲

t✐♦♥✳ ❆ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ t❤❡♦r② ✐♥ P❱❙ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❣❡♥❡r✐❝ t②♣❡s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts s♣❡❝✐✜❡❞

✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧✐st✳ ❆ ❣❡♥❡r✐❝ t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛♥ ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t②♣❡✳ ❆①✐♦♠s ❛r❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡s❡ ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② ♦❢ ♣r❡s❡♥t✐♥❣

❛❜str❛❝t t❤❡♦r✐❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛♥ ❛❜str❛❝t t❤❡♦r② ♦❢ ❣r♦✉♣s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❣r♦✉♣❬●✿ ❚❨P❊✱ ◦ ✿ ❬●✱ ● ✲❃ ●❪✱ ❡✿ ●✱ ✐♥✈✿ ❬● ✲❃ ●❪❪✿ ❚❍❊❖❘❨
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❊◆❉❆❙❙❯▼■◆●

❧❡❢t❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ✿ ❚❍❊❖❘❊▼ ✳ ✳ ✳

✳✳✳

❊◆❉ ❣r♦✉♣

❆♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣♦rt❡❞ ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛❧❧ ❛❝t✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❧✐❦❡ ❣r♦✉♣❬✐♥t✱ ✰✱ ✵✱ ✲❪ ❢♦r ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥



✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

♦✈❡r ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ❛❝t✉❛❧❧② s✉♣♣❧✐❡s ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜str❛❝t ✭s♦✉r❝❡✮ t❤❡♦r②

t♦ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✭t❛r❣❡t✮ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❝❤❡❝❦❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❚❈❈s ✭t②♣❡

❝♦rr❡❝t♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❚❈❈s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞✱ ❛♥

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ❛♥❞ ❛❧❧ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t❤❡♦r❡♠s ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t ❣r♦✉♣ t❤❡♦r② ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥

t❤❡ ✭t❛r❣❡t✮ t❤❡♦r② ✐♠♣♦rt✐♥❣ ✐t✳

❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱

✇❤❡r❡ ❛①✐♦♠s r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r ✉♥✲

✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t②♣❡s ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ t❤❡♦r② ✐♥t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞

t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦✈❡❞ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ✉s❡ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t t❤❡♦r②✳

❚❤❡ ❣r♦✉♣ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❣r♦✉♣✿ ❚❍❊❖❘❨

❇❊●■◆

●✿ ❚❨P❊

◦✿ ❬●✱ ● ✲❃ ●❪

✳✳✳

❛ss♦❝ ✿ ❆❳■❖▼ ❋❖❘❆▲▲ ❛✱ ❜✱ ❝✿ ❛ ◦ ✭❜ ◦ ❝✮ ❂ ✭❛ ◦ ❜✮ ◦ ❝

✳✳✳

❊◆❉ ❣r♦✉♣

❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✐s ✇r✐tt❡♥ ♥♦✇ ❣r♦✉♣④④● ✿❂

✐♥t✱ ✰ ✿❂ ✰✱ ✵ ✿❂ ✵✱ ✲ ✿❂ ✲⑥⑥✳ ❖♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s

t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❡♥t✐t✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛t ✐♠♣♦rt t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs

❡✐t❤❡r ❛❧❧ ♦r ♥♦♥❡ ♠✉st ❜❡ ❣✐✈❡♥✳ ❖♥ ❝♦♥tr❛r② ■▼P❙✱ P❱❙ ❤❛s ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ t❤❡♦r✐❡s

t♦ t❛❦❡ t❤❡♦r✐❡s ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ t❤❡♦r② ❣r♦✉♣❴❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ ❣r♦✉♣

❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠ t❤❛t t❛❦❡s t✇♦ ❣r♦✉♣s ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r✿

❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❬●✶✱ ●✷✿ ❚❍❊❖❘❨ ❣r♦✉♣❪✿ ❚❍❊❖❘❨
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❢✿ ❱❆❘ ❬●✶✳● ✲❃ ●✷✳●❪

❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠❄✭❢✮✿ ❜♦♦❧ ❂ ❋❖❘❆▲▲ ①✱ ②✿ ❢✭① ◦ ②✮ ❂ ❢✭①✮ ◦ ❢✭②✮

✳✳✳

❊◆❉ ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠



✶✳✷✳ ❚❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥ts ✶✼

❖♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t s②♠❜♦❧ ♥❛♠❡s ❛r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r② ♥❛♠❡s ✭❡✳❣✳ ●✶✳● ❛♥❞ ●✷✳●✮✳ ❊✛❡❝✲

t✐✈❡❧②✱ t✇♦ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r② ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ t❤❡♦r② ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠✳

❚❤❡♦r② ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡r ♣❛ss✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡♦r② ✐♥t❡r✲

♣r❡t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛s ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r② ❣r♦✉♣ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐s♠✳

■s❛❜❡❧❧❡ ❚❤❡ t❤❡♦r② ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ■s❛❜❡❧❧❡ ✐s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

s❝♦♣❡s t❤❛t ❧♦❝❛❧❧② ✜① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡tt②✲♣r✐♥t✐♥❣ s②♥t❛① ❬✸✸❪✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧♦❝❛❧❡ t❤❛t ✜①❡s ❛ ❝♦♥t❡①t ❢♦r ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✿

❧♦❝❛❧❡ ♣❛rt✐❛❧❴♦r❞❡r ❂

❢✐①❡s ❧❡ ✿✿ ✧✬❛ ⇒ ✬❛ ⇒ ❜♦♦❧✧ ✭✐♥❢✐①❧ ✧⊑✧ ✺✵✮

❛ss✉♠❡s r❡❢❧ ❬✐♥tr♦✱ s✐♠♣❪✿ ✧① ⊑ ①✧

❛♥❞ ❛♥t✐❴s②♠ ❬✐♥tr♦❪✿ ✧❬⑤ ① ⊑ ②❀ ② ⊑ ① ⑤❪ =⇒ ① ❂ ②✧

❛♥❞ tr❛♥s ❬tr❛♥s❪✿ ✧❬⑤ ① ⊑ ②❀ ② ⊑ ③ ⑤❪ =⇒ ① ⊑ ③✧

❚❤✐s ❧♦❝❛❧❡ ❤❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t t②♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✬❛ ❛♥❞ ✐t ❞❡❝❧❛r❡s t❤❡ ❛①✐♦♠s

❢♦r r❡✢❡①✐✈✐t②✱ ❛♥t✐s②♠♠❡tr② ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❧❡✳ ❆ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❧s♦ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❧♦❝❛❧❡

♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛✲❧♦❣✐❝ ♦❢ ■s❛❜❡❧❧❡✳

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ♦❢ P❱❙ ♦r ■▼P❙✱ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✐♥ t❤❡

❧♦❝❛❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❞❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✭✐♥ ♣❛rt✐❛❧❴♦r❞❡r✮

❧❡ss ✿✿ ✧✬❛ ⇒ ✬❛ ⇒ ❜♦♦❧✧ ✭✐♥❢✐①❧ ✧⊏✧ ✺✵✮

✇❤❡r❡ ✧✭① ⊏ ②✮ ❂ ✭① ⊑ ② ∩ ① 6= ②✮✧

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❞❞s ❛t t♦♣✲❧❡✈❡❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❛❧❴♦r❞❡r✳❧❡ss ❧✐❢t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣r❡❞✲

✐❝❛t❡ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ ❛❞❞s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛s ❧❡ss❴❞❡❢ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❆s ✐♥ P❱❙✱

❧♦❝❛❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭❛❦❛ ✐♠♣♦rt✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ❡①t❡♥❞s t❤❡

❧♦❝❛❧❡ ♣❛rt✐❛❧❴♦r❞❡r t♦ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♦r t♦ ❛ t♦t❛❧❴♦r❞❡r ❧♦❝❛❧❡s✳

❧♦❝❛❧❡ ❧❛tt✐❝❡ ❂ ♣❛rt✐❛❧❴♦r❞❡r ✰

❛ss✉♠❡s ❡①❴✐♥❢✿ ✧∃ ✐♥❢✳ ✐s❴✐♥❢ ① ② ✐♥❢✧

❛♥❞ ❡①❴s✉♣✿ ✧∃ s✉♣✳ ✐s❴s✉♣ ① ② s✉♣✧



✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

❜❡❣✐♥

❞❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠❡❡t ✳✳✳

❞❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❥♦✐♥ ✳✳✳

❡♥❞

❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❧♦❝❛❧❡s ❬✹❪✳ ❖♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢

❧♦❝❛❧❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠❡r❣❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ▲♦❝❛❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ❛ ♥❛♠❡ ♦❢ ❛

❧♦❝❛❧❡ ✭❛s ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✮ ♦r ❛ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣❧✉s s♦♠❡ r❡♥❛♠✐♥❣✳ ✐❢ ❧✶ ❛♥❞ ❧✷ ❛r❡ t✇♦ ❧♦❝❛❧❡

❡①♣r❡ss✐♦♥s t❤❡♥ ❧✶✰❧✷ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧♦❝❛❧❡s✳ ❆t t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢

❧♦❝❛❧❡ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ❉❆● ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧❡ t♦ ❛ t❛r❣❡t

❧♦❝❛❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧❡ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧✐tt❧❡ t❤❡♦r②✱ ❛ t❤❡♦r② ✐♥t❡r♣r❡t❛✲

t✐♦♥ ❢♦r ❧♦❝❛❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ ■s❛❜❡❧❧❡ ❬✺❪✳ ❚❤✐s ❧♦❝❛❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦

❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤❡ ✜rst✱ s✉❜❧♦❝❛❧❡ ✐♥t❡r♣r❡ts ❛ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ t❛r❣❡t ❧♦❝❛❧❡✳ ❚❤❡

♦t❤❡r✱ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱

❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡✿

s✉❜❧♦❝❛❧❡ t♦t❛❧❴♦r❞❡r ⊆ ❧❛tt✐❝❡

❋♦r t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❛r❡ ♣r♦✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡

❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ t♦t❛❧ ♦r❞❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ❧♦❝❛❧❡ ❛r❡

❞✐s❝❤❛r❣❡❞ s✐♥❝❡ ❜♦t❤ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t ❧♦❝❛❧❡s ✐♥❤❡r✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ❧♦❝❛❧❡✳

❚❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❋♦r ❡①❛♠✲

♣❧❡✱ ✇❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r ❧♦❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥

❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❧❡ss ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♥❛t✿ ♣❛rt✐❛❧❴♦r❞❡r ✧♦♣ ≤ ✿✿ ❬♥❛t✱ ♥❛t❪ ⇒ ❜♦♦❧✧

✇❤❡r❡ ✧♣❛rt✐❛❧❴♦r❞❡r✳❧❡ss ♦♣ ≤ ✭①✿✿♥❛t✮ ② ❂ ✭① ≤ ②✮✧

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦♦✉t ✐❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❛①✐♦♠s✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝ts✱ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛❧❡s

❡♥t❛✐❧ ❝②❝❧✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❧♦❝❛❧❡s✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ♦❢ ❧♦❝❛❧❡s ✐s

♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❣r❛♣❤ ❬✹❪✳ ■t ❤❡❧♣s t♦ ❞✐s❝❤❛r❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦♦❢



✶✳✷✳ ❚❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥ts ✶✾

♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭❝❢✳ s✉❜❧♦❝❛❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✮ ❛♥❞ ✐t ♠❛♥❛❣❡s ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②

t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r❡♠s t❤r♦✉❣❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ t②♣❡

❝❧❛ss❡s✱ t❤❛t ✇♦r❦s ✇❡❧❧ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧❡s✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

✶✳✷✳✷ ▼♦❞✉❧❡ ❙②st❡♠s

▼♦❞✉❧❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤❡✐r

✈❡r② ✜rst r♦❧❡ ✐♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✇❛s t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✲✐♥✲t❤❡✲

❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠s ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❧❞ ❛❞❛❣❡ ✏❉✐✈✐❞❡ ❡t

✐♠♣❡r❛✑✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦❞✉❧❡s ❛❧❧♦✇ t♦ s♣❧✐t ❛ ❧❛r❣❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ♣✐❡❝❡s ♦❢ ❝♦❞❡

❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❛s ❣❡♥❡r❛❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ ❛ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ s❡♣❛r❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥s ❢♦r ♣r♦❣r❛♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳ ❆ ♠♦❞✉❧❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛ ♣❛✐r ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡

❛♥❞ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡①♣r❡ss❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞ ❜②

t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❈❧❛ss✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ s✉❝❤ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠s ❛r❡✿

❈✱ t❤❡ ▼♦❞✉❧❛ ❢❛♠✐❧② ♦r ❆❞❛✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❆❞❛ ❬✺✺❪ ❛♥❞ ▼♦❞✉❧❛✲✸ ❬✶✵❪ ♦✛❡r s✉♣♣♦rts ❢♦r ❣❡♥❡r✐❝

♠♦❞✉❧❡s ✭❡✳❣✳ ♠♦❞✉❧❡s ❛❜str❛❝t❡❞ ♦✈❡r t②♣❡s ♦r ✈❛❧✉❡s✮✱ t❤❡② ❝❛♥ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♦♣❡r✲

❛t✐♦♥s ♦♥ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♠♦st ❛❧❧ ▼▲ ❞✐❛❧❡❝ts ❬✹✷✱ ✸✻❪ ✭❖❝❛♠❧✱ ❙▼▲✴◆❏✱ ▼♦s❝♦✇

▼▲✳✳✳✮ ♦✛❡r ❛ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠♦❞✉❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ▼▲ ♠♦❞✉❧❡

s②st❡♠s ❛r❡ str✉❝t✉r❡s✱ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t♦rs✳ ❆ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t②♣❡✱ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞

s✉❜str✉❝t✉r❡ ❜✐♥❞✐♥❣s✳ ❆ s✐❣♥❛t✉r❡ s❡r✈❡s ❛s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ❛ str✉❝t✉r❡✱ ✐t ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

t❤❛t ❛ss✐❣♥s ❛ t②♣❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❡✐t❤❡r ❛♥ ❛❜str❛❝t ♦r ♠❛♥✐❢❡st t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥

❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐♥ ❙▼▲ s②♥t❛①✿

s✐❣♥❛t✉r❡ ■♥t❴❙❡t ❂

s✐❣

t②♣❡ ❡❧❡♠ ❂ ✐♥t

t②♣❡ s❡t

✈❛❧ ❡♠♣t②s❡t ✿ s❡t

✈❛❧ ✐♥s❡rt ✿ ❡❧❡♠ ✲❃ s❡t ✲❃ s❡t

✈❛❧ ♠❡♠ ✿ ❡❧❡♠ ✲❃ s❡t ✲❃ ❜♦♦❧

✳✳✳

❡♥❞

str✉❝t✉r❡ ■♥t❙❡t ✿ ■♥t❴❙❡t ❂

str✉❝t

t②♣❡ ❡❧❡♠ ❂ ✐♥t

t②♣❡ s❡t ❂ ✐♥t ❧✐st

❧❡t ❡♠♣t②s❡t ❂ ❬❪



✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

❧❡t ✐♥s❡rt ❡ s ❂ ❡✿✿s

❧❡t ♠❡♠ ❡ s ❂ ✳✳✳

✳✳✳

❡♥❞

❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ■♥t❴❙❡t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠❛♥✐❢❡st t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ t②♣❡ ❡❧❡♠ ❂ ✐♥t ❛♥❞ ❛♥ ❛❜str❛❝t

♦♥❡ t②♣❡ s❡t✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ■♥t❙❡t ✐s s❡❛❧❡❞ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ■♥t❴❙❡t ✭✐✳❡✳ ✿ ■♥t❴❙❡t✮✱

❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ ✐t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ s✉❝❤ ❛

♠♦❞✉❧❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ♣r♦❥❡❝t ♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦t ♥♦t❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ■♥t❙❡t✳t✮✳ ❙✐♥❝❡✱

t❤❡ t②♣❡ s❡t ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛❜str❛❝t❧② ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❝❧✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦

❜✉✐❧❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t②♣❡ s❡t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ❡♠♣t②s❡t✱ ✐♥s❡rt✳✳✳✮✳

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡s ♠✐①✐♥❣ ❛❜str❛❝t ❛♥❞ ♠❛♥✐❢❡st t②♣❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s❧✉❝❡♥t

s✐❣♥❛t✉r❡s ❬✷✹✱ ✸✹❪✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦♣❛q✉❡ s❡❛❧✐♥❣✱ t❤❡② ❡♥❛❜❧❡ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛

❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

❋✉♥❝t♦rs ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠♦❞✉❧❡s t♦ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s

♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❡♥❛❜❧❡ ♠♦❞✉❧❡s t♦ ❜❡ r❡✉s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s ♦❢

✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■❢ ✇❡ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ■♥t❙❡t ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ s❡t ✐s q✉✐t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡

❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡ts ♦✈❡r t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡

❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡ts✿

s✐❣♥❛t✉r❡ ❖r❞❡r❡❞❴❚②♣❡ ❂

s✐❣

t②♣❡ t

✈❛❧ ❝♠♣ ✿ t ✲❃ t ✲❃ ♦r❞❡r

❡♥❞

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❙❡t ❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡

❖r❞❡r❡❞❴❚②♣❡✿

❢✉♥❝t♦r ❙❡t ✭❳ ✿ ❖r❞❡r❡❞❴❚②♣❡✮ ❂

str✉❝t

t②♣❡ ❡❧❡♠ ❂ ❳✳t



✶✳✷✳ ❚❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ Pr♦♦❢ ❆ss✐st❛♥ts ✷✶

t②♣❡ s❡t ❂ ❡❧❡♠ ❧✐st

❧❡t ❡♠♣t②s❡t ❂ ❬❪

❧❡t ✐♥s❡rt ❡ s ❂ ❡✿✿s

❧❡t ♠❡♠ ❡ s ❂ ✳✳✳ ✐❢ ❳✳❝♠♣✳✳✳

✳✳✳

❡♥❞

◆♦✇ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡ts✱ t❤❡ ❝❧✐❡♥t ❝❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ♦♥ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡

♠♦❞✉❧❡ t❤❛t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❖r❞❡r❡❞❴❚②♣❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ❢♦r ❛ ♠♦r❡

❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ▼▲ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❞♦ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts t❤❛t ✉s❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡♦r②✿

❆❣❞❛ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❆❣❞❛ ✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡✳ ■t ❤❛s ❢♦r ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢

♥❛♠❡✲s♣❛❝❡✳ ■♥ ❛ s❡♥s❡ ✐t ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠s ♦❢ ▼♦❞✉❧❛✲✷ ♦r ❆❞❛✳ ❆ ♠♦❞✉❧❡ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ s✉❜♠♦❞✉❧❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✿

♠♦❞✉❧❡ ▼❛✐♥ ✇❤❡r❡

♠♦❞✉❧❡ ◆ ✇❤❡r❡

❞❛t❛ t②♣❡ ◆❛t ✿ ❙❡t ✇❤❡r❡

❩❡r♦ ✿ ◆❛t

❙✉❝ ✿ ◆❛t ✲❃ ◆❛t

■s❩❡r♦ ✿ ◆❛t ✲❃ ❙❡t

■s❩❡r♦ ❩❡r♦ ❂ ❚r✉❡

■s❩❡r♦ ✭❙✉❝ ♥✮ ❂ ❋❛❧s❡

♠♦❞✉❧❡ ▲ ✭❆ ✿ ❙❡t✮ ✇❤❡r❡

❞❛t❛t②♣❡ ▲✐st ✿ ❙❡t ✇❤❡r❡

♥✐❧ ✿ ▲✐st

❝♦♥s ✿ ❆ ✲❃ ▲✐st ✲❃ ▲✐st

❚❤❡ ✐♥❞❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡❧✐♠✐ts t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡✱

♦♥❡ ❤❛s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞♦t ♥♦t❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ◆✳■s❩❡r♦✮✳ ❚❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣❡♥❡❞✱ ❛♥❞

t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐ts ❝♦♥t❡♥t ✇✐t❤♦✉t q✉❛❧✐❢②✐♥❣ ✐t✳ P❛r❛♠❡t❡r✐③✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❤❛s t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❛❜str❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦✈❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥



✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

❛❧s♦ ❜❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♠❛✐♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

♠♦❞✉❧❡ ▼ ❂ ▲ ◆✳◆❛t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❆❣❞❛ ♣r♦♣♦s❡s t✇♦ ♥❛♠❡ ♠♦❞✐✜❡rs✱ ♦♥❡ ❢♦r ❤✐❞✐♥❣ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❛

✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r r❡♥❛♠✐♥❣ ✐t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♥❛♠❡ ✜❡❧❞s

❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ♦♣❡♥ ◆ r❡♥❛♠✐♥❣ ✭■s❩❡r♦ t♦ ❢♦♦✮✳

▲❡❣♦ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ▲❡❣♦ ❬✹✽✱ ✹✼❪ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❘❛♥❞② P♦❧❧❛❝❦ ✐s r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s

t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆❣❞❛✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✜rst✲

❝❧❛ss ♦❜❥❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✉♥✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ t②♣❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡♦r②✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧②

t❤✐♥❣ t❤❛t ❝❛♥ ❞♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t t❛❦❡s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t②♣❡ t❤❡♦r② ✐s t♦ ❣✐✈❡ ✐t ❜❛❝❦✳ ❆s ✐♥

❆❣❞❛✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ▲❡❣♦ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♥❛♠❡✲s♣❛❝❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

❈♦q ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ♦✛❡rs ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ❢♦r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡✿ ❛ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❬✶✷❪✱ ❛ t②♣❡ ❝❧❛ss ♠❡❝❤❛♥✐s♠ à ❧❛ ❍❛s❦❡❧❧ ❬✺✹❪✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t

r❡❝♦r❞s ✐♥ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❣r❛♣❤s ❬✺✶✱ ✷✷❪✳ ❖♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❧❛st ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡

❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛r❡ ✜rst ❝❧❛ss ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ❖❝❛♠❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t♦r s❡♠❛♥t✐❝ ✭✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡

♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ❢✉♥❝t♦rs✳

❚❤❡s❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❛❝❦❛❣❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡② ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥

r❡❣✉❧❛r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❛①✐♦♠s✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✭❡✳❣✳ ♣r❡tt②✲

♣r✐♥t✐♥❣ s②♥t❛①✱ ❞❛t❛❜❛s❡s ♦❢ ❤✐♥ts ❢♦r ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤✳✳✳✮✳ ❈♦q ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝♦♠♣✐❧❡r t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s

❜②t❡❝♦❞❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐s t❤❛t ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✉♥✐t ❛♥❞ t❤✉s ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ q✉✐❝❦❧② ❧♦❛❞ ❧✐❜r❛r✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐s t❤❛t ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✜rst✲❝❧❛ss ✈❛❧✉❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s②st❡♠

✐s ❜✉✐❧t ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❈♦q✱ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❝❧❡❛r❧②

s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣✉t ✐♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

♦t❤❡r ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ s✉❜st✐t✉t❡ ♠♦❞✉❧❡s ✇❤❡♥ ✜rst ❝❧❛ss ♦❜❥❡❝ts ❛r❡

♥❡❡❞❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❝❡rt✐✜❡❞ ❛♥❞ ♥❡❡❞ t♦

st❛② r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡✳ ■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ ♠♦❞✉❧❡ ✜rst

❝❧❛ss ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✷✹❪✹✱ ♦r ❛❞❞✐♥❣ ♣❛❝❦❛❣❡❞ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥t♦ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡

❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✺✵❪ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈♦q✳

✶✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♠❛♥❛❣❡

t❤❡♦r✐❡s✳ ❚❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ❢❛♠✐❧✐❡s t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞

t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡♦r❡♠s ❛r❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❧✐♥❦s✱ ❛s

✐♥ ■s❛❜❡❧❧❡✱ t❤❡ ❛①✐♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r t♦♦❧ ❢♦r t❤❡♦r❡♠ r❡✉s❡ t❤❛♥ ♠♦❞✉❧❡ s②s✲

t❡♠s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ P❱❙ ♦r ■▼P❙✱ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✜rst✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t♦rs✳

▼♦❞✉❧❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧

✹♠♦r❡♦✈❡r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣✳



✶✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✸

❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝❧❡❛r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞

❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♠❡t❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♦r②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ❡♥❤❛♥❝❡s

t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✇✐t❤ ❢❡❛t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♠♦❞✉❧❡s

❛r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❧✐❜r❛r✐❡s s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✉♥✐ts✳



✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✶✳ Pr♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t



❈❤❛♣t❡r ✷

❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✱ ✐ts ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❧♦❣✐❝ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞✉❧❡

s②st❡♠✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ♦✉r

s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡ ✏♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ❝♦♠♣❧✐❛♥t✑✳

✷✳✶ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❈♦q

✷✳✶✳✶ P✉r❡ ❚②♣❡ ❙②st❡♠s

❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P✉r❡ ❚②♣❡ ❙②st❡♠ ✭P❚❙✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❚❡r❧♦✉✇ ❛♥❞ ❇❡r❛r❞✐ ❬✻❪✳ ●✐✈❡♥

C ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❛♥❞ V ❛ ❝♦✉♥t❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❝❧❛ss

♦❢ ♣s❡✉❞♦t❡r♠s ❢♦r ♣✉r❡ t②♣❡ s②st❡♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

t, T := v | (t1 t2) | λv : T.t | ∀v : T1.T2 | c

❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ ❛ ♣s❡✉❞♦t❡r♠ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣s❡✉❞♦t❡r♠s✱ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱

❛ ♣r♦❞✉❝t✱ ♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ✇r✐tt❡♥ E✱ ❛s ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ v : T ✳

❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇r✐tt❡♥ ✄β ✱ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✿

(λv : T, t) t1 ✄β {v/t1}t

❛♥❞ ♦♥❡ ❞❡♥♦t❡s =β t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝✱ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ tr✐♣❧❡ (S,A,R) ✇❤❡r❡✿

• S✱ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦rts✱ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ C✳

• A✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛①✐♦♠s✱ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣❛✐r (s, s′) ∈ S × S✳

• R✱ t❤❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r✉❧❡s✱ ✐s ❛ s❡t ♦❢ s♦rt tr✐♣❧❡t (s1, s2, s3) ∈ S × S × S✳

✷✺



✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

❆ P❚❙ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ tr✐♣❧❡ (S,A,R)✱ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣✐♥❣ s②st❡♠ t❤❛t ❞❡✜♥❡s

t❤❡ t✇♦ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts E ⊢ ♦❦ ❛♥❞ E ⊢ t : T ✳

❊♥✈✴❊♠♣t②

⊢ ♦❦

❊♥✈✴❆❝❝

E ⊢ ♦❦ (v : T ) ∈ E

E ⊢ v : T

❊♥✈✴■♥s❡rt

E ⊢ ♦❦ E ⊢ T : s s ∈ S

E; (v : T ) ⊢ ♦❦

❚❡r♠✴❆①

E ⊢ ♦❦ (s1, s2) ∈ A

E ⊢ s1 : s2

❚❡r♠✴❆♣♣

E ⊢ t : ∀v : U, T E ⊢ u : U

E ⊢ (t u) : {v/u}T

❚❡r♠✴▲❛♠❜❞❛

E ⊢ ∀v : T, U : s E; (v : T ) ⊢ t : U

E ⊢ λv : T, t : ∀v : T, U

❚❡r♠✴Pr♦❞

E ⊢ T : s1 (s1, s2, s3) ∈ R E; (v : T ) ⊢ U : s2

E ⊢ ∀v : T, U : s3

❚❡r♠✴❈♦♥✈

E ⊢ U : s E ⊢ t : T E ⊢ T =β U

E ⊢ t : U

❚❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t E ⊢ ♦❦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✭✐✳❡✳ ✐t ❛ss✐❣♥s ❝♦rr❡❝t t②♣❡s

t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❚❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t E ⊢ t : T ♠❡❛♥s t❤❛t t ✐s ♦❢ t②♣❡ T ✐♥ E✳

❆❞❞✐♥❣ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❆❞❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ t❡r♠s ✐♥ P❚❙ ✐s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❛❧❧②

st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✺✷❪✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ ♦♥❡ ❛❞❞s ♥❡✇ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (v : T := t) ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❖♥❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡s t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s t♦ ❛❞❞ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿

❊♥✈✴❆❝❝

E1; (v : T := t);E2 ⊢ ♦❦

E ⊢ v : T

❊♥✈✴■♥s❡rt

E ⊢ ♦❦ E ⊢ t : T

E; (v : T := t) ⊢ ♦❦

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥❡✇ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s δ✿

E1; (v : T := t);E2 ⊢ v ✄δ t

❛♥❞ ♦♥❡ ❞❡♥♦t❡s =β t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ s②♠♠❡tr✐❝✱ r❡✢❡①✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥❣r✉❡♥t ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡❝♦♠❡s✿

❚❡r♠✴❈♦♥✈

E ⊢ U : s E ⊢ t : T E ⊢ T =βδ U

E ⊢ t : U



✷✳✶✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ❈♦q ✷✼

❆❞❞✐♥❣ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❚②♣❡s

❆♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛❝❦❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥❛♠❡s ❛♥❞ t②♣❡s ♦❢ ♠✉t✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥❞✉❝✲

t✐✈❡ t②♣❡s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t♦rs ❬✹✻✱ ✶✸❪✳ ❖♥❡ ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛s ❛ ♣❛✐r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s

♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✿ (EI := Ec)✱ ✇❤❡r❡ EI = v1 : T1; . . . ; vk : Tk✱ ❛♥❞ E
c = k1 : U1; . . . ; kn : Un✳ ❚❤❡

r✉❧❡s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✿

❊♥✈✴■♥s❡rt✴■♥❞

E ⊢ Tj : sj ∀j ∈ [1 . . . k]

E;EI ⊢ Uq : sq ∀q ∈ [1 . . . n]

E; (EI := Ec) ⊢ ♦❦
✐❢ P❖❙(EI := Ec)

❊♥✈✴❆❝❝✴■♥❞

E1; (E
I := Ec);E2 ⊢ ♦❦

E1; (E
I := Ec);E2 ⊢ vi : Ti

❊♥✈✴❆❝❝✴❈♦♥str✉❝t♦r

E1; (E
I := Ec);E2 ⊢ ♦❦

E1; (E
I := Ec);E2 ⊢ ki : Ui

✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ P❖❙(EI := Ec) ✐s ❛ ✏♣♦s✐t✐✈✐t②✑ ♣r❡❞✐❝❛t❡ s②♥t❛❝t✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡

❦✐♥❞s ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s ❛♥❞ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥str✉❝t♦rs✳ ■♥ t❤✐s P❤❞ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s t♦ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤✐s

✐s ✇❤②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ❤❡r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♣r❡❞✐❝❛t❡✱ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥s r✉❧❡s ❛♥❞ ❞❡str✉❝t♦rs✳ ❆

❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡✐t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❈♦q ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ▼❛♥✉❛❧ ❬✶✼❪ ♦r ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✹✻✱ ✶✸❪✳

✷✳✶✳✷ ❚❤❡ Pr❡❞✐❝❛t✐✈❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

❚❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈♦q ❬✶✼❪ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ s♦rts✱ ❛①✐♦♠s ❛♥❞

r✉❧❡s✿

S = {Pr♦♣, ❚②♣❡i | i ∈ N}

A = {(Pr♦♣,❚②♣❡1), (❚②♣❡i,❚②♣❡i+1)}

R = {(s,Pr♦♣,Pr♦♣), (Pr♦♣,❚②♣❡0,❚②♣❡0),

(❚②♣❡i,❚②♣❡j ,❚②♣❡k | i ≤ k, j ≤ k)}

❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❚②♣❡0 ❝♦♥st❛♥t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❙❡t ✐♥ t❤❡ ✉s❡r ❢r♦♥t ❡♥❞ ♦❢ ❈♦q✳

■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ P❚❙ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ✉♥✐✈❡rs❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛♥② ✐♥❤❛❜✐t❛♥t ♦❢ ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② i ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥❤❛❜✐t❛♥t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❡ ✐♥✲

❞❡①❡❞ ❜② i+1✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ≤βδ✱ ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧②

❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ✐❢ E ⊢ t1 =βδ t2 t❤❡♥ E ⊢ t1 ≤βδ t2



✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

✷✳ ✐❢ i ≤ j t❤❡♥ E ⊢ ❚②♣❡i ≤βδ ❚②♣❡j

✸✳ ❢♦r ❛♥② i ∈ N✱ E ⊢ Pr♦♣ ≤βδ ❚②♣❡i

✹✳ ✐❢ E ⊢ T =βδ U ❛♥❞ E; (v : T ) ⊢ T1 ≤βδ U1 t❤❡♥ E ⊢ ∀v : T, T1 ≤βδ ∀v : U,U1

◆♦✇✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ r✉❧❡ ❜❡❝♦♠❡s ❛ s✉❜t②♣✐♥❣ r✉❧❡✿

❚❡r♠✴❙✉❜

E ⊢ U : s E ⊢ t : T E ⊢ T ≤βδ U

E ⊢ t : U

❖♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q ✐s ≤βδιζ ✱ ✇❤❡r❡ ι ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ✜①♣♦✐♥ts

❛♥❞ ✏♠❛t❝❤✳✳✳✇✐t❤✑ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ζ ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

E ⊢ ❧❡t x := u ✐♥ t✄ζ t{x/u}

✷✳✷ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q

■♥ ❤✐s P❤❞ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❈♦✉r❛♥t ❬✶✺❪ ❤❛s ❢♦r♠❛❧❧② st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ P❚❙ ❜② ❛ ♠♦❞✉❧❡

s②st❡♠✳ ❍❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ s②st❡♠ ❝❛❧❧❡❞ MC t❤❛t st❛♥❞s ❢♦r ▼♦❞✉❧❡ ❈❛❧❝✉❧✉s✳ MC ❡①t❡♥❞s P❚❙

✇✐t❤ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❢✉♥❝t♦rs✱ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉♥❝t♦r ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ ❛❝❝❡ss❡s✳ ■♥MC✱ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥♦♥②♠♦✉s s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❜❥❡❝ts✳

❯♥❧✐❦❡ ▼▲ ❞✐❛❧❡❝ts✱ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✭❤❡r❡ P❚❙✮ ♠❛❦❡s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t②♣❡s ❛♥❞ ✈❛❧✲

✉❡s ❛♥❞ ✐t ❤❛s s♦♠❡ str♦♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✳❣✳ str♦♥❣ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s✮✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ♠♦st❧② ❛❧❧

▼▲✬s ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐ss✉❡s ❞♦ ♥♦t ❤♦❧❞✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ ❈♦✉r❛♥t ❤❛s ❜✉✐❧t ❛ s②st❡♠ t❤❛t ✐s

❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ t❤❛t ✈❡r✐✜❡s t❤❡ s✉❜❥❡❝t

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✳ ❍❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❞❡❝✐❞❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❛t ❤✐s s②st❡♠ ❤❛s

t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t②♣❡ ♣r♦♣❡rt②✳

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈♦q ❜② ❈❤r③→s③❝③ ❬✶✶✱ ✶✷❪ ✐s ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ MC✳ ■♥

❤✐s P❤❞ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❤❡ ❛r❣✉❡s t❤❛t ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s ♠♦❞✉❧❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❞♦❡s ♥♦t ✜t ✇❡❧❧ ✇❤❡♥

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❡✇r✐t✐♥❣ r✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❤❡ r❡str✐❝ts t❤❡ ❝❧❛ss

♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛t❤s✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ ❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s

♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♥❛♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ t❡r♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐❝

❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ ❤✐s s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt❡♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✶ ❇❛s✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s

❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ❈♦q s②♥t❛① ❢♦r ✜❡❧❞s✱ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s✿



✷✳✷✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ✷✾

• ❋✐❡❧❞s✿

❋■ ✿❂ P❛r❛♠❡t❡r st❛t❡♠❡♥t✳ ⑤ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ st❛t❡♠❡♥t ✿❂ t❡r♠✳ ⑤ ❆①✐♦♠ st❛t❡♠❡♥t✳

⑤ ■♥❞✉❝t✐✈❡ st❛t❡♠❡♥t ✿❂ ✐♥❞❴❞❡❢✳

⑤ ◆♦t❛t✐♦♥ ❛❜❜r❡✈ ✿❂ t❡r♠ ⑤ ❍✐♥t ❤✐♥t❦❡② ❧❛❜❡❧✳

❋▼ ✿❂ ❋■ ⑤ ▲❡♠♠❛ st❛t❡♠❡♥t✳ Pr♦♦❢✳ ✳✳✳ ◗❡❞✳

• ▼♦❞✉❧❡s✿

▼ ✿❂ ▼♦❞✉❧❡ ❧❛❜❡❧ ❬✿ ■❡❪✳ ❋▼1✳ ❋▼2✳ ✳ ✳ ✳❋▼n✳ ❊♥❞ ❧❛❜❡❧✳

⑤ ▼♦❞✉❧❡ ❧❛❜❡❧ ❬✿ ■❡❪ ✿❂ ▼❡✳

• ▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡s✿

■ ✿❂ ▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❧❛❜❡❧✳ ❋■1✳ ❋■2✳ ✳ ✳ ✳❋■n✳ ❊♥❞ ❧❛❜❡❧✳

⑤ ▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❧❛❜❡❧ ✿❂ ■❡✳

• P❛t❤s✿

P ✿❂ ❧❛❜❡❧ ⑤ P✳❧❛❜❡❧

• ▼♦❞✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿

▼❡ ✿❂ P

• ▼♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿

■❡ ✿❂ P

❖♥❡ r❡♠❛r❦s t❤❛t✿ ❧❡♠♠❛s ❛r❡ ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ✐♥ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s✱ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ♦♣t✐♦♥❛❧❧② s❡❛❧❡❞ ❜② ❛

♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❬✿ ■❡❪✮✱ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦

♣❛t❤s✳

▼♦❞✉❧❡s

❆ ♠♦❞✉❧❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s ❛ ❧✐st ♦❢ ✜❡❧❞s✳ ■t ✐s ❛❧✇❛②s ❛ ♥❛♠❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❦❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ ❈♦q s②♥t❛①✿

▼♦❞✉❧❡ ▼✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿ ❙❡t ✿❂ ♥❛t✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡ ✿ ❚ ✿❂ ❖✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦♣ ✿ ❚ → ❚ → ❚ ✿❂ ♣❧✉s✳

❊♥❞ ▼✳



✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▼ ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿ ❚✱ ❡✱ ❛♥❞ ♦♣✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦❥❡❝t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❞♦t ♥♦t❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ▼✳❚ ✮✳

❙✐❣♥❛t✉r❡s

❆ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t②♣❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ t②♣❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▼

❝♦✉❧❞ ❜❡✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❙✐❣✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿ ❙❡t ✿❂ ♥❛t✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡ ✿ ❚✳

P❛r❛♠❡t❡r ♦♣ ✿ ❚ → ❚ → ❚✳

❊♥❞ ❙✐❣✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s s✐❣♥❛t✉r❡ ❜♦t❤ ❤✐❞❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✜❡❧❞s ❡ ❛♥❞ ♦♣✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡s tr❛♥s♣❛r❡♥t t❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❚✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❛❧ ❛ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▼ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❙✐❣ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▼♦❞✉❧❡ P ✿ ❙✐❣ ✿❂ ▼✳

■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ▼✮ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ P ′ ✐s ❤✐❞❞❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧②

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ t❡r♠ P✳♦♣ P✳❡ P✳❡

✐s ♥♦t r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ▼✳❡ ❂ P✳❡ ✐s ♥♦t ♣r♦✈❛❜❧❡✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s

tr❛♥s❧✉❝❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❜♦t❤ ❛❜str❛❝t ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✜❡❧❞s✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❡❛❧✐♥❣ ✐s ♦♣❛q✉❡

s✐♥❝❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣❛❣❛t❡❞✳

❋✉♥❝t♦rs

❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ s②♥t❛① t♦ t❛❦❡ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢✉♥❝t♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

• ▼♦❞✉❧❡s✿

▼ ✰✰❂ ▼♦❞✉❧❡ ❧❛❜❡❧ ✭❳1✿■❡1✮✳ ✳ ✳ ✭❳n✿■❡n✮❬✿ ■❡❪✳ ❋▼1✳ ❋▼2✳ ✳ ✳ ✳❋▼n✳ ❊♥❞ ❧❛❜❡❧✳

• ▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡s✿

■ ✰✰❂ ▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❧❛❜❡❧ ✭❳1✿■❡1✮✳ ✳ ✳ ✭❳n✿■❡n✮✳ ❋■1✳ ❋■2✳ ✳ ✳ ✳❋■n✳ ❊♥❞ ❧❛❜❡❧✳

• ▼♦❞✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿

▼❡ ✰✰❂ P P1. . .Pn



✷✳✷✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ✸✶

❋✉♥❝t♦rs ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ♠♦❞✉❧❡s t♦ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❢✉♥❝t♦rs ❛r❡ t②♣❡❞

❜② ❢✉♥❝t♦r✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r t❛❦❡s ❛s ❛r❣✉♠❡♥t ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❳ ♦❢

t②♣❡ ❙✐❣ ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ ✜❡❧❞s ❚✱ ❡✱ ❛♥❞ ♦♣✿

▼♦❞✉❧❡ ❋ ✭❳✿❙✐❣✮✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿❂ ❳✳❚ ✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡ ✿❂ ❳✳❡✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦♣ ✿❂ ❢✉♥ ① ② ❂❃ ❳✳♦♣ ② ①✳

❊♥❞ ❋✳

❆ t②♣❡ ❢♦r t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❋❙ ✭❳✿❙✐❣✮✳

P❛r❛♠❡t❡r ❚✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡ ✿ ❚✳

P❛r❛♠❡t❡r ♦♣ ✿ ❚ → ❚ → ❚✳

❊♥❞ ❋❙✳

❋✉♥❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠♦❞✉❧❡s✿

▼♦❞✉❧❡ ❑ ✿❂ ❋ ▼✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢✉♥❝t♦rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❢✉♥❝t♦r ❝❛♥ t❛❦❡ ❛

❢✉♥❝t♦r ❛s ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❚❛❦❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✿

▼♦❞✉❧❡ ❍ ✭❳✿❙✐❣✮ ✭❨ ✿ ❋❙✮ ✿❂ ❨ ❳✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❍ t❛❦❡s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❳ ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t♦r ❨ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❨ t♦ ❳✳



✸✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

✷✳✷✳✷ ❆ s❤♦rt❡♥❡❞ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❙②♥t❛① ❛♥❞ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐s ❜✉✐❧t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✺✳ ❆s

❈♦✉r❛♥t✱ ❈❤r③→s③❝③ ❛❞♦♣ts t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ s②♥t❛❝t✐❝ ♦❜❥❡❝t

❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✳ ■t ❣✐✈❡s ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❜♦✉t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ v : T ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ✐s ♥♦✇ ✇r✐tt❡♥

v : ❚②✭T ✮ ✇❤❡r❡ ❚②✭T ✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛❜str❛❝t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ v : T := t ❜❡❝♦♠❡s

v : ❊q✭t : T ✮ ✇❤❡r❡ ❊q✭t : T ✮ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠❛♥✐❢❡st s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷✹❪✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s②♥t❛① ♠❛❦❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜❡❧s ✈✐s✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①t❡r✐♦r

♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ α✲❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❜✐♥❞❡rs ✉s❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ str✉❝t✉r❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐s ✇r✐tt❡♥✿

✈ ✄ v : S✱ ✇❤❡r❡ ✈ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❛❜❡❧✱ v t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜✐♥❞❡r ❛♥❞ S t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❚❤❡ r✉❧❡s ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ ❛❜str❛❝t ❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ❛ss✉♠❡

❝♦rr❡❝t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♥❝r❡t❡ r✉❧❡s t❤❛t ❜✉✐❧❞ ❝♦rr❡❝t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✭❛❜str❛❝t ♦r ♠❛♥✐❢❡st✮✳

❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ r✉❧❡s t❤❛t ❜✉✐❧❞ ❝♦rr❡❝t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts E ⊢ ♦❦✿

❊♥✈✴❊♠♣t②

⊢ ♦❦

❊♥✈✴❆❝❝

E ⊢ ♦❦ (v✄ v : S) ∈ E

E ⊢ v : S

❊♥✈✴■♥s❡rt

E ⊢ ♦❦ E ⊢ S : s♣❡❝

E; ( ✈ ✄ v : S) ⊢ ♦❦

■♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r✉❧❡s✱ t❤❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t E ⊢ S : s♣❡❝ ♠❡❛♥s t❤❛t S ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E✳

❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

S := Ty(ψ) | Eq(φ : ψ)

φ := t |P

ψ := T | I

Ξ := s | modtype

❲❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧s φ✱ ψ✱ ❛♥❞ Ξ t♦ ♠❛❦❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠ ❢♦r ❜♦t❤ t❡r♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞

♠♦❞✉❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❡r♠ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡② st❛♥❞ ❢♦r t❡r♠ t✱ t②♣❡ T ❛♥❞ P❚❙ s♦rt s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ♠♦❞✉❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡② st❛♥❞ ❢♦r ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ P ✱ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ I ❛♥❞ ❛ s♦rt

♠♦❞t②♣❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♥❡✇ s♦rt ♠♦❞t②♣❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E ⊢ I : ♠♦❞t②♣❡✱

✇❤♦s❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ I ✐s ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ s❝❤❡♠❡ ❜✉✐❧❞s ❝♦rr❡❝t

✺■♥ ❤✐s P❤❞ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❈❤r③→s③❝③ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r r❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s



✷✳✷✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ✸✸

s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿

❚②✴❋♦r♠

E ⊢ ψ : Ξ

E ⊢ Ty(ψ) : s♣❡❝

❊q✴❋♦r♠

E ⊢ φ : ψ

E ⊢ Eq(φ : ψ) : s♣❡❝

❚②✴❙❛t

E ⊢ φ : ψ E ⊢ Ty(ψ) : s♣❡❝

E ⊢ φ : Ty(ψ)

❊q✴s❛t

E ⊢ φ ≈ φ′ E ⊢ φ′ : ψ E ⊢ Eq(φ : ψ) : s♣❡❝

E ⊢ φ′ : Eq(φ : ψ)

✇❤❡r❡ ≈ ❞❡♥♦t❡s ✐♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ =βδ ✇❤❡♥ φ ❛♥❞ φ′ ❛r❡ t❡r♠s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝

❡q✉❛❧✐t② ✇❤❡♥ φ ❛♥❞ φ′ ❛r❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤s✳

▼♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s②♥t❛① ❛♥❞ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s✱ ✇❡

❣✐✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ❈♦q s②♥t❛① t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❢♦r♠❛❧ s②♥t❛①✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ■✳

P❛r❛♠❡t❡r ❚ ✿ ❙❡t✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡ ✿ ❚

P❛r❛♠❡t❡r ♦♣ ✿ ❚ ✲❃ ❚ ✲❃ ❚✳

❊♥❞ ■✳

❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ■ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s②♥t❛①✿

❙✐❣

❚ ✄ v1 : ❚②✭Set✮

❡ ✄ v2 : ❚②✭v1✮

♦♣ ✄ v3 : ❚②✭v1 → v1 → v1✮

❊♥❞

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ■✿

▼♦❞✉❧❡ P ✿ ■✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿ ❙❡t ✿❂ ♥❛t✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡ ✿❂ ❖✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦♣ ✿❂ ♣❧✉s✳

❊♥❞ P✳



✸✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ P ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✐♥ ❢♦r♠❛❧ s②♥t❛①✿

P ✄ v1 :

❚②✭❙✐❣

❚ ✄ v2 : ❚②✭Set✮

❡ ✄ v3 : ❚②✭v1✮

♦♣ ✄ v4 : ❚②✭v1 → v1 → v1✮

❊♥❞✮ ✿❂

❙tr✉❝t

❚ ✄ v5 : ❊q✭nat : Set✮ ✿❂ nat

❡ ✄ v6 : ❊q✭0 : v5✮✿❂✵

♦♣ ✄ v7 : ❊q✭plus : v5 → v5 → v5✮✿❂ plus

❊♥❞

❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❙✐❣♥❛t✉r❡s✿

I := Sig v1 ✄ v1 : S1 . . . vn ✄ vn : Sn End

• ❙tr✉❝t✉r❡s✿

M := Struct v1 ✄ v1 : S1 := m. . . vn ✄ vn : Sn := m End

• ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✿

m := t |M |P

❚❤❡ r✉❧❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❢♦r♠✐♥❣ ❝♦rr❡❝t ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s ❛♥❞ t②♣✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ s❝❤❡♠❡✿

❙✐❣✴❋♦r♠

E, v1 : S1, . . . , vn : Sn ⊢ ♦❦

E ⊢ Sig v1 : S1, . . . , vn : Sn End : modtype

❙✐❣✴❙tr✉❝t

E ⊢ Sig v1 : S, . . . , vn : Sn End : modtype

∀k ∈ [1 . . . n] E, v1 : S, . . . , vk−1 : Sk−1 ⊢ mk : SK

E ⊢ Struct v1 : S1 := m1, . . . , vn : Sn := mn End : Sig v1 : S, . . . , vn : Sn End

❙✐❣✴❛❝❝❡s

E ⊢ p : Sig v1 : S1, . . . , vn : Sn End

E ⊢ p.vi : Si

■♥ ❙✐❣✴❙tr✉❝t✱ Pi r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ vi✳ ❲❤❡♥ vi ✐s ❛ t❡r♠ ✜❡❧❞✱ t❤❡♥ Pi

✐s ❛ t❡r♠✳ ❆♥❞✱ ✇❤❡♥ vi ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✜❡❧❞ t❤❡♥ Pi ✐s ❡✐t❤❡r ❛ str✉❝t✉r❡✱ ❛ ♣❛t❤✱ ♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

♦❢ ♣❛t❤s✳



✷✳✷✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ✸✺

❙✉❜t②♣✐♥❣

❚❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② <:✱ ❞❡❝✐❞❡s ✐❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r✳

●✐✈❡♥ t✇♦ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s I1 ❛♥❞ I2✱ ✇❡ s❛② t❤❛t I1 ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ I2 ✐❢ I1 ❞❡✜♥❡s ❛t ❧❡❛st t❤❡

s❛♠❡ ✜❡❧❞s ❛s I2✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ I1 ❛r❡ ♠♦r❡ ✭♦r ❛s✮ ♣r❡❝✐s❡❧② s♣❡❝✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ I2✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ■1✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿ ❙❡t ✿❂ ♥❛t✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡ ✿ ❚

P❛r❛♠❡t❡r ♦♣ ✿ ❚ ✲❃ ❚ ✲❃ ❚✳

❊♥❞ ■1✳

<:

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ■2✳

P❛r❛♠❡t❡r ❚ ✿ ❙❡t✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡ ✿ ❚

❊♥❞ ■2✳

❚❤❡ r✉❧❡ ❢♦r s✐❣♥❛t✉r❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❙✐❣✴s✉❜

E ⊢ Sig v1 : S1, . . . , vn : Sn End : modtype

E ⊢ Sig v′1 : S
′
1, . . . , v

′
n : S′

m End : modtype

{v′1, . . . , v
′
m} ⊆ {v1, . . . , vn}

E, , v1 : S1, . . . , vn : Sn ⊢ v
′
k : S′

k ∀k ∈ [1 . . . n]

E ⊢ Sig v1 : S1, . . . , vn : Sn End <: Sig v
′
1 : S

′
1, . . . , v

′
n : S′

m End

❙tr❡♥❣t❤❡♥✐♥❣

❆t t❤✐s st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t t②♣❡✲❝❤❡❝❦✿

▼♦❞✉❧❡ P✬ ✿ ✭■ ✇✐t❤ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚✿❂ P✳❚✮ ✿❂ P✳

✇❤❡r❡ ✭■ ✇✐t❤ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚✿❂ P✳❚✮ ✐s s②♥t❛❝t✐❝ s✉❣❛r ❢♦r✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ■✬✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿ ❙❡t ✿❂ P✳❚✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡ ✿ ❚

P❛r❛♠❡t❡r ♦♣ ✿ ❚ ✲❃ ❚ ✲❃ ❚✳

❊♥❞ ■✬✳

■t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t②♣❡ ♦❢ P ✐s ♥♦t ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ I ✇✐t❤

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚✿❂ P✳❚✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✿



✸✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

❙✐❣ ❚ ✿ ❚②✭Set✮✱ ❡ ✿ ❚②✭T ✮✱ ♦♣ ✿ ❚②✭T → T → T ✮ ❊♥❞

<:

❙✐❣ ❚ ✿ ❊q✭P.t : Set✮✱ ❡ ✿ ❚②✭T ✮✱ ♦♣ ✿ ❚②✭T → T → T ✮ ❊♥❞

■♥❞❡❡❞✱ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ T ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞✲s✐❞❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦

❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t②♣❡ ❢♦r ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ ✭✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ✐t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ t②♣❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤❡

♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ P ✮✳ ❇② ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t②♣❡✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t②♣❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❬✸✹❪✳

❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t ✐❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ P ✐s ♦❢ t②♣❡ I t❤❡♥ t❤✐s ♣❛t❤ ✐s ❛❧s♦ ♦❢ t②♣❡

I/P ✭✐✳❡✳ I str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② P ✮✳ ❲❤❡r❡ /P ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❙✐❣ v1 : S1, . . . , vn : Sn ❊♥❞/P ❂ ❙✐❣ v1/P.vn : S1, . . . , vn : Sn/P.vn ❊♥❞

❊q✭φ : ψ✮/P ❂ ❊q✭φ : ψ/P ✮

❚②✭ψ✮/P ❂ ❊q✭P : ψ/P ✮

T/P ❂ T

❚❤❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❝❛❧❧s✱ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ t❤❡ η✲❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t ✭❡✳❣ ❛ ♣r♦❞✉❝t

t ✐s η✲❡①♣❛♥❞❡❞ t♦ pair(fst t, snd t)✮✳ ❍❡r❡ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ♠❛♥✐❢❡st❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts

♦✇♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ ✐♥ ♦✉r t②♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡✿

str

E ⊢ P : I

E ⊢ P : I/P

❋✉♥❝t♦rs

❚❛❦❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q s②♥t❛①✿

▼♦❞✉❧❡ ❋ ✭❳✿■✮✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿❂ ❳✳❚ ✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡ ✿❂ ❳✳❡✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦♣ ✿❂ ❢✉♥ ① ② ❂❃ ❳✳♦♣ ② ①✳

❊♥❞ ❋✳

■t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❢♦r♠❛❧ s②♥t❛① ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

F ✿ ❋✉♥❙✐❣✭X : I✮❙✐❣ T : ❊q✭X.T : Set✮✱ e : ❊q✭X.e : X.T ✮✱ op :

❊q✭λxy . . . : X.T → X.T → X.T ✮ ❊♥❞ ✿❂

❋✉♥❝t♦r✭X : I✮❙tr✉❝t T : ❊q✭X.T : Set✮ ✿❂ X.T ✱ e : ❊q✭X.e : X.T ✮✿❂X.e✱

op : ❊q✭λxy . . . : X.T → X.T → X.T ✮✿❂ λxy . . . ❊♥❞



✷✳✷✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ✸✼

❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛❧ s②♥t❛① ✇✐t❤ ❋✉♥❝t♦r ❛♥❞ ❋✉♥❙✐❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✿

• ❙✐❣♥❛t✉r❡s✿

I ++ = FunSig(v : I)I

• ❙tr✉❝t✉r❡s✿

M ++ = Functor(v : I)M

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❢✉♥❝t♦r✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s✱ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ❢✉♥❝t♦rs ❛♥❞ ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ ♣❛t❤

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ✐♥ ♦✉r t②♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡✿

❋✉♥s✐❣✴❋♦r♠

E ⊢ I1 : ♠♦❞t②♣❡ E, v : Ty(I1) ⊢ I2 : ♠♦❞t②♣❡

E ⊢ ❋✉♥s✐❣(v : I1)I2 : ♠♦❞t②♣❡

❋✉♥s✐❣✴❋✉♥❝t♦r

E, v : Ty(I1) ⊢ m : I2 E ⊢ ❋✉♥s✐❣(v : I1)I2 : ♠♦❞t②♣❡

E ⊢ ❋✉♥❝t♦r[v : I1]m : ❋✉♥s✐❣(v : I1)I2

▼♦❞✴❆♣♣

E ⊢ p : ❋✉♥s✐❣(v : I1)I2 E ⊢ p′ : I1

E ⊢ p p′ : I2{v/p
′}

❲❡ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥t✴❝♦♥tr❛✈r✐❛♥t ✇❛②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❝♦♥s✐❞❡r ❢✉♥❝t♦r✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s✿

❋✉♥s✐❣✴❙✉❜

E ⊢ I ′1 <: I1 E, v : Ty(I ′1) ⊢ I2 <: I
′
2

E ⊢ ❋✉♥s✐❣(v : I1)I2 <: ❋✉♥s✐❣(v : I ′1)I
′
2

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦♥ ❢✉♥❝t♦r✐❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡s ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

(❋✉♥s✐❣(v : I1)I2)P = ❋✉♥s✐❣(v : I1)I2

❈♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t②

❲❡ ❣✐✈❡ t❤❡ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t② ♣r♦♦❢ ❞♦♥❡ ❜② ❈❤r③→s③❝③✳ ❍❡ ❛r❣✉❡s t❤❛t ❛ ❝❧♦s❡❞ ✭✐✳❡✳

✇✐t❤♦✉t ❛①✐♦♠s✮ ❈♦q ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ str✉❝t✉r❡ t②♣❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t② ♣r♦♦❢✱ ❤❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❢♦r♠✿

❙tr✉❝t

✈1 ✄ v2 : S1 := m1✳ ✳ ✳ ✈n ✄ vn : Sn := mn ✭✶✮

✈n+1 ✄ vn+1 : Sn+1 := mn+1✳ ✳ ✳ ✈k ✄ vk : Sk := mk ✭✷✮

✈ ✄ v : Ty(T ) := t ✭✸✮

❊♥❞



✸✽ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

❚❤❡ ♣❛rt ✭✶✮ ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❡r♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ❞❡❢✲

✐♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛rt ✭✷✮ ✐s t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❤❛s❡✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❛♥② ❦✐♥❞ ❛♥❞

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝t♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛rt ✭✸✮ ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ t❤❡♦r❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❤❡

❛ss✉♠❡s t❤❛t

v1 ✄ v2 : S1 := m1 . . . vn ✄ vn : Sn := mn ⊢ T : s

✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡♠❡♥t ✐s t②♣❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❍❡

❝❛❧❧s ❛ s✉❝❤ str✉❝t✉r❡✿ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❤❡ ❝❛❧❧s ❛ ❝❧❛ss✐❝ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❛ ❢♦r✲

♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♠♦❞✉❧❡ ♦r ❢✉♥❝t♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

◆♦✇✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t② r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❊✈❡r② ❢♦r♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❧❛ss✐❝ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✜♥❛❧ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ❜✉✐❧t ✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥t♦ ❛

✇❡❛❦ ❤❡❛❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❆ ♠♦❞✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ✐♥ ✇❡❛❦ ❤❡❛❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♣❛t❤✱ ❛

str✉❝t✉r❡ ♦r ❛ ❢✉♥❝t♦r✳ ❍❡ ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡✈❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❡✈❛❧✉❛t❡s

✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❖♥❝❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡

❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✱ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐s t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣

♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❤❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t

❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❧❛st ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐ts

s✉❜✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t♦r✐❛❧ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s s✐♠♣❧② r❡♠♦✈❡❞✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ s②st❡♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❈❤r③→s③❝③ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦❞✉❧❡s ❛s s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❜❥❡❝ts✳ ▼♦❞✉❧❡ ❡①✲

♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ str✐❝t❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♣❛t❤s ❛♥❞ ❢✉♥❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡✳ ❚❤✐s ❞❡s✐❣♥

r❡❝❛❧❧s s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ▼▲ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝ts t❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞

❛s ❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r ❈♦q ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ▲❡r♦② ✐♥ ❬✸✹❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❈♦q

✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t②♣❡s✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❛ st❛t✐❝

♣❛rt✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ t❤✐♥❦ t❤❛t ❈♦q ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ s✉♣♣♦rt s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣✐✲

❧❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❈♦q ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❛♠❜✐❣✉✐t② ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥t

♦❢ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❬✶✹❪✳

✷✳✸ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

❋♦r s✐① ②❡❛rs✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ❤❛s s❤♦✇♥ ✐ts ✉s❡❢✉❧♥❡ss ❢♦r str✉❝t✉r✐♥❣ ❧❛r❣❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ✐t ❤❛s ❤❡❧♣❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ❧✐❦❡ ❋❙❡ts✱ ◆✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞

♠❛♥② ✉s❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ▼▲✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦t

❢✉❧❧② ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r ❈♦q✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡

♦✉r s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐t✳



✷✳✸✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✸✾

✷✳✸✳✶ ❆♥ ✉♥✐✜❡❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t❤❛t ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✈❡r②

s❛♠❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❈♦q✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐❝❤♦t♦♠② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✐s ♥♦t ❛♥②♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t✳

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②st❡♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❙✳

P❛r❛♠❡t❡r ❚ ✿ ❙❡t✳

P❛r❛♠❡t❡r ♦♣ ✿ ❚ ✲❃ ❚ ✲❃ ❚✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✧① ◦ ②✧ ✿❂ ✭♦♣ ① ②✮✳

❊♥❞ ❙✳

▼♦❞✉❧❡ ▼✳

P❛r❛♠❡t❡r ❚ ✿ ❙❡t✳

P❛r❛♠❡t❡r ♦♣ ✿ ❚ ✲❃ ❚ ✲❃ ❚✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✧① ◦ ②✧ ✿❂ ✭♦♣ ① ②✮✳

❊♥❞ ▼✳

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❙✬✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿ ❙❡t ✿❂ ♥❛t✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦♣ ✭① ② ✿ ❚✮ ✿ ❚ ✿❂ ① ✰ ②✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✧① ◦ ②✧ ✿❂ ✭♦♣ ① ②✮✳

❊♥❞ ❙✬✳

▼♦❞✉❧❡ ▼✬✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿ ❙❡t ✿❂ ♥❛t✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦♣ ✭① ② ✿ ❚✮ ✿ ❚ ✿❂ ① ✰ ②✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✧① ◦ ②✧ ✿❂ ✭♦♣ ① ②✮✳

❊♥❞ ▼✬✳

❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡✱ ♦♥ ❝♦♥tr❛r② ♦❢ ▼▲✱ ♥♦ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t②♣❡s ❛♥❞

✈❛❧✉❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✉♥✐✜❡s ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❛♥❞

♠♦❞✉❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ♥♦ r❡❛❧

❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦q ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ❛❜❛♥❞♦♥ ✐t ❛♥❞ ✇❡ ❣♦

❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ✇r✐t❡ 〈. . .〉 ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❜♦t❤

Sig . . . End ❛♥❞ Struct . . . End✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ str✉❝t✉r❡✲❜❛s❡❞✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❙ ✐s ♥♦✇ ✇r✐tt❡♥✿

S = 〈T : Set, op : T → T → T 〉

❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▼✬ ✐s ✇r✐tt❡♥✿

M ′ : 〈T : Set := nat, op : T → T → T := λxy.(plus x y)〉

:= 〈T : Set := nat, op : T → T → T := λxy.(plus x y)〉

❲❡ ❛❧s♦ ❣✐✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❋✉♥s✐❣ ❛♥❞ ❋✉♥❝t♦r✳

❚❛❦❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r✿



✹✵ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

▼♦❞✉❧❡ ❋ ✭❳✿❙✮✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿❂ ❳✳❚ ✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♦♣ ✿❂ ❳✳♦♣✳

❊♥❞ ❋✳

t❤❛t ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠✿

F : (X : S)⇒ 〈T : Set := X.T, op : T → T → T := X.op〉

:= (X : S)⇒ 〈T : Set := X.T, op : T → T → T := X.op〉

❚❤✐s ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s t✇♦ ♠❛✐♥ ✐♠♣❛❝ts ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q✳ ❋✐rst✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❛

s✐♠♣❧❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ tr❡❛t ✉♥✐❢♦r♠❧②

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s ❜② tr❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡♠ ♦♥t♦ str✉❝t✉r❡s✳

✷✳✸✳✷ ❍✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t♦rs

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❧❛❝❦s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t♦rs✳ ❋♦r

✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❙✳

P❛r❛♠❡t❡r ① ✿ ♥❛t✳

❊♥❞ ❙✳

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❋❙ ✭❳✿ ❙✮✳

P❛r❛♠❡t❡r ① ✿ ♥❛t✳

❊♥❞ ❋❙✳

▼♦❞✉❧❡ ❆♣♣ ✭❳✿❙✮✭❋✿❋❙✮ ✿❂ ❋ ❳✳

▼♦❞✉❧❡ ❍ ✭❳ ✿ ❙✮✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ① ✿ ♥❛t ✿❂ ❳✳①✳

❊♥❞ ❍✳

▼♦❞✉❧❡ ▼✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ① ✿ ♥❛t ✿❂ ✶✳

❊♥❞ ▼✳

▼♦❞✉❧❡ ❑ ✿❂ ❆♣♣ ▼ ❍✳

❚❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ K ✐s✿ ❙✐❣ ① ✿ ❚②✭nat✮ ❊♥❞ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t

t❤❡ ✜❡❧❞ ① ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡

❋✉♥s✐❣(X : S) ❋✉♥s✐❣(F : FS) Sig x : Ty(nat) End ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t♦r ❆♣♣✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱

t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❆♣♣ ✐s ♥♦t ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢② t❤❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡

❢✉♥❝t♦r ❆♣♣ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❋ ❳✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛❦❡s ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t♦rs

t♦t❛❧❧② ✉s❡❧❡ss✳

❚❤❡ ❢✉❧❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t s✐❣♥❛t✉r❡ ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t♦rs ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡

▼▲ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ✐t ❬✸✺✱ ✹✾✱ ✶✽❪✳ ❲❡ ❛❞♦♣t



✷✳✸✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✹✶

✐♥ ♦✉r ♥❡✇ s②st❡♠✱ ▲❡r♦②✬s ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t♦r s❡♠❛♥t✐❝ ❬✸✺❪✳ ❲❡ ❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✱ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐s

str✐❝t❧② r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❢✉♥❝t♦r t♦ ❛♥ ❛♥♦♥②♠♦✉s

str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❧♦♦s❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t②♣❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❜❡✐♥❣ ♣r❛❣♠❛t✐❝✱

✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ▲❡r♦②✬s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ❡❛s✐❡st ♦♥❡ ❢♦r ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

❈♦q✬s ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ t♦✇❛r❞ ❖❝❛♠❧✬s ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡

s❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❢♦r ❢✉♥❝t♦rs✳

❆❞♦♣t✐♥❣ t❤✐s s❡♠❛♥t✐❝ ❢♦r ♦✉r s②st❡♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦✇ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

s②♥t❛❝t✐❝ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢♦r ❆♣♣ ❜② t❤❡

♣❛t❤ ❋ ❳✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❆♣♣ ❤❛s ♥♦✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✭❳✿❙✮⇒✭❋✿❋❙✮⇒〈x : nat := (F X).x〉

❢♦r ❜♦t❤ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❑ ❜✐♥❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡

〈x : nat := (HM).x〉 ✇❤❡r❡ (HM).x r❡❞✉❝❡s t♦ ✶✳

✷✳✸✳✸ ▼♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦♥ str✉❝t✉r❡s

❖✉r ♥❡✇ str✉❝t✉r❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠❛❦❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❛t ✉s✉❛❧❧② ✇♦r❦ s❡♣❛r❛t❡❧② ♦♥ ♠♦❞✲

✉❧❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s✱ ✉♥✐❢♦r♠✳ ❚❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ✭❲✐t❤✮✱ ♠♦❞✉❧❡ ♦r

♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ✭■♥❝❧✉❞❡✮✱ ❛♥❞ ❢✉♥❝t♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ tr❡❛t ✉♥✐❢♦r♠❧② t❤❡s❡

♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦r ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❲❡ ❞♦ ✐t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❆ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ✉♥❢♦❧❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡✳

• ❆ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ str✉❝t✉r❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡

t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✏t②♣❡ str✉❝t✉r❡✑ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ■♥

♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t②♣❡✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❙✳

P❛r❛♠❡t❡r ❚ ✿ ❙❡t✳

❊♥❞ ❙✳

▼♦❞✉❧❡ ▼ ✿ ❙✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿ ❙❡t ✿❂ ♥❛t✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡ ✿ ❚ ✿❂ ✵✳

❊♥❞ ▼✳



✹✷ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

❚❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐s 〈T : Set〉 ❢♦r S✱ ❛♥❞ 〈T : Set :=M.T 〉 ❢♦r M ✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ✏♠❡r❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡✑ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r ❜♦t❤ ■♥❝❧✉❞❡ ❛♥❞

❲✐t❤ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ str✉❝t✉r❡s✱ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r s❝❛♥s t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t✇♦ ✜❡❧❞s

❛t ❛ t✐♠❡✳ ■❢ t✇♦ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞✱ ✐t ♣r♦❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❝✐s❡

♦♥❡✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✜❡❧❞s✱ t❤❛t ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t❧② ❧❛❜❡❧❧❡❞✱ ❛r❡ s✐♠♣❧② ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

str✉❝t✉r❡✳ ❚♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ✜❡❧❞ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♥❝r❡t❡❧②✱ ❛ t❡r♠

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ ❛ t❡r♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳

≤βδ✮ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❆ t❡r♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐❢ t❤❡

t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ t♦ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❜♦❞✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❛r❡ str✐❝t❧②

❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳ =βδ✮✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ♠♦❞✉❧❡ ✜❡❧❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥

t❤❛t ❝❛s❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❦❡ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡

t②♣❡s✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❙✳

P❛r❛♠❡t❡r ❚ ✿ ❙❡t✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❉ ✿ ♥❛t ✿❂ ✵✳

P❛r❛♠❡t❡r ❋ ✿ ❚ ✲❃ ♥❛t✳

❊♥❞ ❙✳

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❙✬✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿ ❙❡t✿❂ ❜♦♦❧✳

P❛r❛♠❡t❡r ❉ ✿ ♥❛t✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❋ ✭①✿❚✮ ✿❂♠❛t❝❤ ① ✇✐t❤ ⑤ ❚r✉❡ ❂❃ ❉ ⑤ ❋❛❧s❡ ❂❃ ✶ ❡♥❞✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❩ ✿❂ ❋ ❚r✉❡✳

❊♥❞ ❙✬✳

❚❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ ❙ ❛♥❞ ❙✬ ❣✐✈❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡✿

〈T : Set := bool, D : nat := 0, F : T → nat := λx : T . . . , Z : nat := F true〉

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r ❢r♦♠ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥

❞✐✈❡r❣✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s 〈x : Set, y : set := x〉 ❛♥❞

〈y : Set, x : set := y〉 ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡❥❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐♥ ♠✐①✐♥ s②st❡♠ ❬✶✱ ✷✽❪✳ ❚♦

s♦❧✈❡ ✐t✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❢ ❛ ♠❡r❣❡

✐s ❛❝②❝❧✐❝✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r t♦ ✈❡r✐❢② ✐❢ ❡q✉❛❧❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡

t✇♦ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛❝②❝❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡

❣r❛♣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ 〈x : Set, y : set :=

nat〉 ❛♥❞ 〈y : Set, x : set := bool〉 ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛ ♠❡r❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡



✷✳✸✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✹✸

✐s t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✱ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐s ❤❡♥❝❡ ❛ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛

♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳

❚❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥❧② ✇♦r❦s ♦♥ ✜rst✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ t✇♦ ❤✐❣❤❡r✲

♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s ✐s ❡❛s✐❧② ❞♦♥❡ ❜② ❞✐str✐❜✉t✐✈✐t② ♦❢ ❢✉♥❝t♦r ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r✳

❚❛❦❡ ❛s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t♦rs t❤❛t ❡①t❡♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐t❤ ❞✐st✐♥❝t

✜❡❧❞s✿

▼♦❞✉❧❡ ❋ ✭❳✿❙✮✳

■♥❝❧✉❞❡ ❳✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❢♦♦ ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ✳✳✳

❊♥❞ ❋✳

▼♦❞✉❧❡ ● ✭❳✿❙✮✳

■♥❝❧✉❞❡ ❳✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❜❛r ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ✳✳✳

❊♥❞ ●✳

❯s✐♥❣ + ❛s s②♠❜♦❧ ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣✱ ✇❡ ♠❡r❣❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs ❋ ❛♥❞ ● ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▼♦❞✉❧❡ ❋● ✭❨✿❙✮✿❂ ✭❋ ❨✮✰✭● ❨✮✳

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣✱ t❤❡ ♣❛rts ♦❢ ❋ ❛♥❞ ●✱ t❤❛t ❛r❡ ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ ❳✱ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ❛s

❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ✭❋ ❨✮ ✭r❡s♣✳ ✭● ❨✮✮ ✐s str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤ ✭❋ ❨✮

✭r❡s♣✳ ✭● ❨✮✮✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❡♥r✐❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❨✱ ❜♦t❤ ✭❋ ❨✮✳❚ ❛♥❞

✭● ❨✮✳❚ r❡❞✉❝❡ t♦ ❨✳❚✳

▲❛st❧②✱ t❤✐s str✉❝t✉r❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s ❛ ♠♦r❡ ❧✐❜❡r❛❧ ✉s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s

s✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡✐✜❡❞ t♦ str✉❝t✉r❡s✳ ❍❡♥❝❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛

str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝❛❧❧② ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡

✉s❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤✉s ✇♦r❦s

tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ♦♥ ♠♦❞✉❧❡s ♦r ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s✳

✷✳✸✳✹ ❉②♥❛♠✐❝ ♥❛♠❡s♣❛❝❡

❆ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ❣r❡❛t t♦♦❧ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ♥❛♠❡✲s♣❛❝❡ ❜✉t ✐t ❧❛❝❦s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t②✳ ❇②

❡①t❡♥s✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t♦ ❛❞❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❛ q✉❛❧✐✜❡r✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡✱ t❛❦❡ t❤❡



✹✹ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

▲✐st ♠♦❞✉❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❈♦q✳ ▲❡t s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r ♦✉r ♣❡rs♦♥❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱

✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡①t❡♥❞ ✐t ✇✐t❤ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❧❡♠♠❛s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ♦t❤❡r ✇❛② t❤❛♥

❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✉♠♠② ♥❛♠❡✱ ❧✐❦❡ ▲✐st❊①t✱ ✐♠♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▲✐st ❛♥❞ t❤❡♥ ✇r✐t✐♥❣

❞♦✇♥ ♦✉r ♥❡✇ ♦❜❥❡❝ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ ♦✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t q✉❛❧✐✜❡rs

▲✐st ❛♥❞ ▲✐st❊①t t♦ ❛❝❝❡ss ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡r♥✳

■♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳ ■t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❛♠❡✲s♣❛❝❡ ✐♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦♥t♦❧♦❣✐❝❛❧

♥❛♠❡✲s♣❛❝❡ t❤❛t ❣r♦✉♣s✱ ✉♥❞❡r ❝❤♦s❡♥ q✉❛❧✐✜❡rs✱ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡r♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥❛♠❡✲

s♣❛❝❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐s s♦♠❡❤♦✇ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ♠❡t❛✲♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦r❣❛♥✐③❡

♥❛♠❡s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇❛②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ t❤❡♠ t♦ ❣✐✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡s ❢♦r ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♣r♦✈❡s ❛ ❧❡♠♠❛ ♣❧✉s❴❝♦♠♠ t❤❛t st❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ❧❡♠♠❛ ❝❛♥ ✐♥❤❛❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡✲s♣❛❝❡✿ ✐♥ ◆❛t✉r❛❧ ❛s

♣❧✉s❴❝♦♠♠✱ ✐♥ ❈♦♠♠✉t❛t✐✈❡❖♣ ❛s ♥❛t❴♣❧✉s❴❝♦♠✱ ✐♥ ❆❜❡❧✐❛♥●r♦✉♣s✳◆❛t ❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t②✳✳✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✱ ✇❡ s♣❧✐t ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✳ ❚❤❡

✜rst s✉❜✲s②st❡♠ ❤❛♥❞❧❡s t❤❡ ♥❛♠❡✲s♣❛❝❡ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛♥❞❧❡s str✉❝t✉r❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡

❝♦♥❝r❡t❡❧②✱ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ q✉❛❧✐✜❡rs ❛♥❞ ❛❧✐❛s❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ s②s✲

t❡♠ ♠❛♥❛❣❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣✱ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

❆ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ str✉❝t✉r❡s✿

♦♥❡ ❢♦r s✐❣♥❛t✉r❡✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❞r♦♣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧

❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❧❛❜❡❧s✿ ❛❧❧ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦r ✐♥

♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐s t❤❛t

✐t r❡❞✉❝❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥❞ t♦ ❛♣♣❧②

✇❤❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ♦❜❥❡❝ts✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ ❝❛r❡ ✐♥ t❤❡

❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ♥♦t ♦✈❡rr✐❞❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✳

✷✳✸✳✺ ❆ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❤❛r✐♥❣ ❢♦r ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ✐s t♦ ♣❛❝❦❛❣❡ t♦❣❡t❤❡r ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡

❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣r❡tt②✲♣r✐♥t✐♥❣ s②♥t❛① ✭♥♦t❛t✐♦♥s✮✱ ❞❛t❛❜❛s❡s ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐♦♥✱ ♦r

t❛❝t✐❝s✳ ❆ ❈♦q ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s t❤✉s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s

❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡r♥✳

❚❤❡ s❤❛r✐♥❣ ❢♦r ❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✱ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✐s

❤❛♥❞❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐ts❡❧❢✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡❲✐t❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❛❧❧♦✇ t♦ ❛❞❞ s❤❛r✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡♠✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❤❛r✐♥❣ ❢♦r ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡s❡

♦❜❥❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t♦♦❧s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❣❧♦❜❛❧❧② ❢♦r♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡r②✳ ❚❤❡② ✇♦r❦

♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦q ❦❡r♥❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡② ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❡r♠s ❛♥❞ t♦ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤

t❤❡ ❝♦r❡ t②♣✐♥❣ s②st❡♠✳ ❋♦r ♦❜✈✐♦✉s s❡❝✉r✐t② ✐ss✉❡s✱ t❤❡② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛♥ ❛❜str❛❝t❡❞ str✉❝t✉r❡



✷✳✸✳ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✹✺

♦❢ t❡r♠s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❞♦ ♥♦t ✇♦r❦ ♠♦❞✉❧♦ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡

✐❢ t✇♦ ♥❛♠❡s ❛❝t✉❛❧❧② ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♠❛❧❧

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✿

▼♦❞✉❧❡ P✳

P❛r❛♠❡t❡r ① ② ✿ ❚✳

❆①✐♦♠ ❢♦♦ ✿ ①❂②✳

❍✐♥t ❘❡s♦❧✈❡ ❢♦♦✳

❊♥❞ P✳

▼♦❞✉❧❡ ❑✿❂P✳

▲❡♠♠❛ ❜❛r ✿ ❑✳①❂❑✳②✳

Pr♦♦❢✳

r❡✇r✐t❡ P✳❢♦♦✳

■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡ P t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✱ ❛♥ ❛①✐♦♠

t❤❛t st❛t❡s t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡♠✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐♥t ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦ t❛❝t✐❝✳ ❚❤❡♥ ✇❡

❞✉♣❧✐❝❛t❡ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ K✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ K ✐s✿

〈K.x : Type := P.x, K.y : Type := P.x, K.foo : K.x = K.y := P.foo〉

■♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❜❛r✱ t❤❡ t❛❝t✐❝ r❡✇r✐t❡ ❢❛✐❧s ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣♦❛❧✱ ❛ s✉❜✲t❡r♠

t❤❛t ♠❛t❝❤❡s P.x ❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✐♥ P.y✳ ❆♥♦t❤❡r ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s t❤❛t t❤❡ ❤✐♥t ❛♣♣❡❛rs

t✇✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❧❡♠♠❛s✱ ♦♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❢♦r P✳❢♦♦ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r ❑✳❢♦♦✳

❆t ✜rst s✐❣❤t✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ s♦ ❤❛r♠❢✉❧✱ ❜✉t ❢♦r ❛ ❜✐❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ❤✐♥ts✱ t❤♦s❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡♥❛❧✐③❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ✭✐✳❡✳ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ♦❢ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤

tr❡❡s✮✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ♥❛♠❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧

♥❛♠❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡r② ♣r♦♦❢ t♦♦❧ ✇♦r❦s ♦♥ t❤♦s❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s✱ ♠❛❦✐♥❣

♥❛♠✐♥❣ ✐ss✉❡s tr❛♥s♣❛r❡♥t ❢♦r ❜♦t❤ ✉s❡r ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡r②✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡

r❡✇r✐t❡ s✉❝❝❡❡❞s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥t❡r♥❛❧❧② t❤❡ ❣♦❛❧ ❑✳①❂❑✳② ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ P✳①❂P✳②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐♥t ✐s

♥♦t ❛♥②♠♦r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ s✐♥❝❡ ❤✐♥ts ❛r❡ ♥♦✇ ♦♥❧② r❡❣✐st❡r❡❞ ❢♦r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s✳

❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s✉❜s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ✐t ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❝♦♠✲

♣✉t❡ ✐t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t s✐♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ♥♦♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ t♦♦ str♦♥❣ ♦r ✐♥❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❤❛r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐s

s♦❧✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳



✹✻ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t

✷✳✹ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦✈❡r❤❛✉❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ✇✐t❤

♦r✐❣✐♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ♦r❣❛♥✐③❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ♠♦❞✉❧❛r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✳

❈♦♥t❡①t

• ❲❡ ❤❛❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❢❡❡❞ ❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ✉s❡rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡

❣❡♥❡r❛t✐✈❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ ❢✉♥❝t♦r ✐s ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ s❤❛r✐♥❣ ❛t t❤❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇r✐t✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡r② ✐s ❛♥♥♦②✐♥❣✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐s t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛♥❞

t❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠② ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡✈❡❧❡❞✳✳✳

• ▼♦❞✉❧❡s ❛r❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ♦❢ ♦t❤❡r ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r✐t②

t❤❛t ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s✳

• ▼♦❞✉❧❡s ❛♥s✇❡r t❤❡ ✏♣r♦✈✐♥❣✲✐♥✲t❤❡✲❧❛r❣❡✑ ✭❡✳❣✳ ♦r❣❛♥✐③❡ ❧✐❜r❛r②✱ ♥❛♠❡✲s♣❛❝❡ ♠❛♥❛❣❡✲

♠❡♥t✳✳✳✮✱ ✇❤✐❧❡ t②♣❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥s✇❡r t❤❡ ✏♣r♦✈✐♥❣✲✐♥✲t❤❡✲s♠❛❧❧✑ ✭❛❞✲❤♦❝ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠✱ ❛✉✲

t♦♠❛t✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✳✳✳✮

• ▼♦❞✉❧❡s ❝❛♥ ♣❛❝❦❛❣❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♦❜❥❡❝ts✿ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s✱ ♥♦♥✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳✳✳✳

❘❡❛❧✐③❛t✐♦♥

• ❲❡ ✉♥✐❢② ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡✳

• ❲❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❛t s✉❜s✉♠❡s ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡ r❡✜♥❡♠❡♥t

❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

• ❲❡ ❛❞♦♣t ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❢♦r ❢✉♥❝t♦rs✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❖❈❛♠❧✳

• ❲❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❛ ♥❡✇ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❣✐✈❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡ s❝♦♣❡s ❢r♦♠

t❤❡ ♦♥❡s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ❤✐❡r❛r❝❤②✳

• ❲❡ ❜✉✐❧❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❢♦✉r s②st❡♠s ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ s②st❡♠ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳

• ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ♥❛♠❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ∆✱ t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡s s❤❛r✐♥❣ ❢♦r ♥♦♥✲

❧♦❣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❈♦q✳

• ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦♥✲❣♦✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳



❈❤❛♣t❡r ✸

❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡

✐s t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳ ◆❛♠❡s♣❛❝❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ q✉❛❧✐❢②✐♥❣

❝♦♥st❛♥t ♥❛♠❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦t ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❜✉✐❧❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❢♦✉r s②st❡♠s ✇❤❡r❡

❡❛❝❤ s②st❡♠ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡♥❛♠❡

❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜② ♠❛♥❛❣✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ✇❡ ❛❞❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡

t❤✐r❞ ♦♥❡✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ♠❡r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ str✉❝t✉r❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s②st❡♠✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡

♦✉r str✉❝t✉r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❛s❡✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs✳

✸✳✶ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ B

❚❤✐s ✜rst s②st❡♠ ❡①t❡♥❞s CCω ✇✐t❤ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s s②st❡♠ B ❢♦r ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❍❡r❡✱

✇❡ ♣❡r♠✐t ♦✉rs❡❧❢ t♦ q✉❛❧✐❢② ♥❛♠❡s ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳ ❣❧♦❜❛❧ ❛①✐♦♠s✮✳ ❲❡

❞✐st✐♥❣✉✐s❤✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❧❛♠❜❞❛ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦r ✐♥ ♣r♦❞✉❝ts

❢r♦♠ ❣❧♦❜❛❧ ❛①✐♦♠s✳

✸✳✶✳✶ ❙②♥t❛① ❛♥❞ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t p r❛♥❣❡s ♦✈❡r ❛ s❡t P ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡t ♦❢ q✉❛❧✐✜❡rs✱ x r❛♥❣❡s ♦✈❡r ❛ s❡t X ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ s❡t ♦❢ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ ❛♥❞ v r❛♥❣❡s ♦✈❡r ❛ s❡t V ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❲❡ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ s②♥t❛❝t✐❝

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛t❤ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ q✉❛❧✐✜❡❞ ♥❛♠❡ ✭✐✳❡✳ q✉❛❧✐✜❡rs s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❞♦ts✮✳

✹✼



✹✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

❙②♥t❛①✿

• P❛t❤s✿

P := Top |P.p

• ❚❡r♠s✿

t, u, T, U := v |P.x |λv : T.t | ∀v : T.U | (t u) | s

• ❋✐❡❧❞s✿

e := (P.x : T ) | (P.x : T := t)

• ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✿

E := ǫ |E, e |E, (v : T )

• ◆❛♠❡s♣❛❝❡s✿

N := Top | N :: P

❚❤❡ Top q✉❛❧✐✜❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❡r♠s ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❛r❡ ♥♦✇ q✉❛❧✐✜❡❞ ❜② ♣❛t❤s✳ ❆♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛✲

r❛t✐♦♥s ✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❡r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✐❡❧❞s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❣✐✈❡

❛ ❢✉❧❧② q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

❧✐st ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❛t❤s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛ ♣❛✐r ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s

❛♥❞ ❛ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ s✉❝❤ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜② E | N ✳

❏✉❞❣❡♠❡♥ts E | N ⊢ J ✿

❚❤❡ s②st❡♠ B ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts✿

E | N ⊢ ♦❦ ❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳

E | N ⊢ t : T ❚❤❡ t❡r♠ t ❤❛s t②♣❡ T.

E | N ⊢ T ≤βδ T
′ ❚❤❡ t❡r♠ T ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ T ′.

E | N ⊢ t =βδ t
′ ❚❤❡ t❡r♠ t ✐s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ t♦ t′.

❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ s✉❜t②♣✐♥❣ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t (P.x : T ) ∈ E t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t E ✐s ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

E1, (P.x : T ), E2✱ ♦r E1, (P.x : T := t), E2✳ ❲❡ ✉s❡ (P.x : T ) ∈ E ✭r❡s♣✳ (P.x : T := t) ∈ E✮ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❛t E ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E1, (P.x : T ), E2 ✭r❡s♣✳ E1, (P.x : T := t), E2✮✳



✸✳✶✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ B ✹✾

❚②♣✐♥❣ r✉❧❡s✿

• ❚❤❡ ❚❡r♠ ❝❧❛ss r✉❧❡s ❞❡r✐✈❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ t : T

❚❡r♠✴❆①

E | N ⊢ ♦❦ (s1, s2) ∈ Ax

E | N ⊢ s1 : s2

❚❡r♠✴❆♣♣

E | N ⊢ t : ∀v : U, T E | N ⊢ u : U

E | N ⊢ (t u) : {u/v}T

❚❡r♠✴▲❛♠❜❞❛

E | N ⊢ ∀v : T.U : s E, (v : T ) | N ⊢ t : U

E | N ⊢ λv : T.t : ∀v : T.U

❚❡r♠✴Pr♦❞

E | N ⊢ T : s1 (s1, s2, s3) ∈ Prod E, (v : T ) | N ⊢ U : s2

E | N ⊢ ∀v : T.U : s3

❚❡r♠✴❙✉❜

E | N ⊢ U : s E | N ⊢ t : T E | N ⊢ T ≤βδ U

E | N ⊢ t : U

❚❡r♠✴❆❝❝

E | N ⊢ ♦❦ (P.x : T ) ∈ E

E | N ⊢ P.x : T

❚❡r♠✴❱❛r

E | N ⊢ ♦❦ (v : T ) ∈ E

E | N ⊢ v : T

• ❚❤❡ ❊♥✈ ❝❧❛ss r✉❧❡s ❞❡r✐✈❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ ♦❦

❊♥✈✴❊♠♣t②

ǫ, Top ⊢ ♦❦

❊♥✈✴❱❛r

E | N ⊢ ♦❦ E | N ⊢ T : s s ∈ S

E, (v : T ) | N ⊢ ♦❦

❊♥✈✴P❛r

E | N ⊢ ♦❦ E | N ⊢ T : s s ∈ S P ∈ N

E, (P.x : T ) | N ⊢ ♦❦

❊♥✈✴❉❡❢

E | N ⊢ ♦❦ E | N ⊢ t : T P ∈ N

E, (P.x : T := t) | N ⊢ ♦❦

❊♥✈✴◆❛♠❡s♣❛❝❡

E | N ⊢ ♦❦ P ∈ N P.p /∈ N

E | N :: P.p ⊢ ♦❦

❚❤✐s t②♣✐♥❣ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ♦✉r ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② E | N ⊢B J ❛

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s t②♣✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡



✺✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

♥❛♠❡s♣❛❝❡ ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ✐s ❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧✐st ♦❢ ♣❛t❤s✱ ❜✉t

✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ tr❡❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② q✉❛❧✐✜❡rs✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛♠✐♥❣ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡

❛♥❞ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ❛ s✉❝❤ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡

♦❢ ❈♦q✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐ts ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ρ t❤❛t ❛ss✐❣♥s q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs t♦ ❢r❡s❤

✐❞❡♥t✐✜❡rs s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ E | N ⊢B J t❤❡♥ ρ(E) ⊢CCω ρ(J)✳

✸✳✶✳✷ ❆❞❞✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡ ❧❛②❡r✱ t❤❡ s②st❡♠ BI

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡♥❤❛♥❝❡ s②st❡♠ B s♦ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs

t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤

✐s t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡

❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡

♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛ s❡t t❤❛t ♠❛♣s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡s t♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❛♠❡s✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡♠ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥ s❡ts✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤✐s ♥❡✇ s②st❡♠ ❜② BI ✳

❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛①✿

• ◆❛♠❡s♣❛❝❡s✿

N := Top[I] | N :: P [I]

• ■♥❞✐r❡❝t✐♦♥ s❡ts✿

I := ǫ | I, (P.x← P.x)

◆♦t❛t✐♦♥s✿

• N (P.x) ✐s t❤❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ P.x ✐♥ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ N ✳ ❊✐t❤❡r N ✐s ♦❢ t❤❡

❢♦r♠ N1 :: P [I1, (P
′.x′ ← P.x), I2] :: N2 ❛♥❞ t❤❡♥ N (P.x) = P ′.x′✱ ♦r P.x ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣

t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ N ❛♥❞ t❤❡♥ N (P.x) = P.x✳

• IP.x(N ) ✭r❡s♣✳ Ie(N )✮ ✐s t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥ s❡t ✇❤✐❝❤ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ P.x ✭r❡s♣✳ P.x ✐❢

e ≡ (P.x : T := t) ♦r e ≡ (P.x : T ) ✮ ✐♥ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ N ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❜② IP.x ✭r❡s♣✳ Ie✮

✇❤❡♥ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐s ❡❛s✐❧② ✐♥❢❡r❛❜❧❡✳ ❲❡ ✇r✐t❡ dom(IP.x(N )) t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢

t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥ s❡t IP.x(N )✳

• ❋♦r ❛❧❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s N ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② N ∗ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ N ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

r❡♠♦✈❡❞ ✭✐✳❡✳ ∀P ✱ ∃I (P [I] ∈ N ) ⇐⇒ (P [ǫ] ∈ N ∗)✮✳

• N +(P.x← P ′.x′) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥ (P.x← P ′.x′) t♦ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡

N ✳ ■❢ N ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ N1 :: P ′[I] :: N2✱ t❤❡♥ N + (P.x ← P ′.x′) ✐s

N1 :: P
′[I, (P.x← P ′.x′)] :: N2✳



✸✳✶✳ ❚❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ B ✺✶

❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s✿

❲❡ ❛❞❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❊♥✈ ❝❧❛ss r✉❧❡s✿

❊♥✈✴■♥❞✐r❡❝t

E | N ⊢ ♦❦ (P.x : T ) ∈ E P ′ ∈ N

E | N + (P.x← P ′.x′) ⊢ ♦❦

❆♥❞ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ r✉❧❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿

❚❡r♠✴❆❝❝

E | N ⊢ ♦❦ N (P ′.x′) = P.x (P.x : T ) ∈ E

E | N ⊢ P ′.x′ : T

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❥✉st t❤❡ δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥s✿

❉❡❧t❛✴❉❡❢

E | N ⊢ ♦❦ N (P ′.x′) = P.x (P.x : T := t) ∈ E

E | N ⊢ P ′.x′ ✄δ t

❉❡❧t❛✴P❛r

E | N ⊢ ♦❦ N (P ′.x′) = P.x P ′.x′ 6= P.x (P.x : T ) ∈ E

E | N ⊢ P ′.x′ ✄δ P.x

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✶ ▲❡t E | N ❜❡ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t (P.x : T ) ∈ E ✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∀P ′.x′ ∈ dom(IP.x(N )), E | N ⊢ P ′.x′ =βδ P.x

s✐♥❝❡ E ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E1, (P.x : T := t), E2 ✭r❡s♣✳ E1, (P.x : T ), E2✮✱ ❛♥❞ P.x ❛♥❞ P ′.x′ ❤❛✈❡ t

❛s ❝♦♠♠♦♥ r❡❞✉❝t ✭r❡s♣✳ P.x ✐s t❤❡ r❡❞✉❝t ♦❢ P ′.x′✮✳

■♥ t❤✐s s②st❡♠✱ ✇❡ ❛❞❞ s✉♣♣♦rt ❢♦r r❡♥❛♠✐♥❣ ❜② ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡♥✲

✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥ s❡ts✳ ◆♦✇✱ ♦✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ♥♦t ♦♥❧② ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

q✉❛❧✐✜❡rs✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ✉s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠✐♥❣ ✈✐❡✇s ♦♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳ ❖❢

❝♦✉rs❡ ❛t t❤✐s st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞❡❝❧❛r✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥

✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥❛♠✐♥❣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t❤❛t ✇♦r❦s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡

❝♦♥❝r❡t❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t❤❛t ✐s ❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳



✺✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

◆♦✇✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② r❡♠♦✈❡ ♦♥❡ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②s✲

t❡♠ BI ✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳✶ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

• E ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E1, (P.x : T := t), E2

• N ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ N1 :: P
′[I1, (P.x← P ′.x′), I2] :: N2

▲❡t σ ❜❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {P ′.x′/P.x}✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭✶✮ ✐❢ E | N ⊢ J ✱ t❤❡♥ E1, (P.x : T := t), σE2 | N1 :: P
′[I1, I2] :: N2 ⊢ σJ ✳

✭✷✮ ✐❢ E | N ⊢ u : U ✱ t❤❡♥ E | N ⊢ u =βδ σu✳

Pr♦♦❢✳ ✭✶✮ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ E | N ⊢ J ✱ ✇❡ ✐♥s♣❡❝t t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡❜② ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥

t❤❡ ❚❡r♠✴❆❝❝ r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s✿

❚❡r♠✴❆❝❝

E | N ⊢ ♦❦ N (P ′.x′) = P.x (P.x : T ) ∈ E

E | N ⊢ P ′.x′ : T

❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ E1, (P.x : T := t), σE2 | N1 :: P ′[I1, I2] :: N2 ⊢ ♦❦✱ ❛♥❞ ✇❡

❦♥♦✇ t❤❛t N (P.x) = P.x ❛♥❞ (P.x : T ) ∈ E✱ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❆❝❝ t♦ ❞❡r✐✈❡

E1, (P.x : T := t), σE2 | N1 :: P
′[I1, I2] :: N2 ⊢ P.x : T ✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t J ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ u =βδ u
′✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡s ❛r❡✿ ✭❛✮ u ≡ P ′.x′ ❛♥❞ u′ ≡ t✱

✭❜✮ u ≡ P ′.x′ ❛♥❞ u′ ≡ P.x✱ ✭❝✮ u ≡ P ′.x′ ❛♥❞ u′ ≡ P ′.x′✳ ❋♦r ✭❛✮✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

E1, (P.x : T := t), σE2 | N1 :: P ′[I1, I2] :: N2 ⊢ P.x =βδ t ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥

st❡♣✳ ❋♦r ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② r❡✢❡①✐✈✐t② ♦❢ =βδ✳

✭✷✮ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E | N ⊢ u : U ✱ ♠♦st ❝❛s❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥✲

❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ✭✶✮ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦✉rs❡❧❢ ♦♥ t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❆❝❝✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥

t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s E | N ⊢ P ′.x′ : T ✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ E | N ⊢ P ′.x′ =βδ P.x s✐♥❝❡ P ′.x′ ❛♥❞

P.x ❤❛✈❡ t ❛s ❝♦♠♠♦♥ r❡❞✉❝t✳

�

❲❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❧❡♠♠❛ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜❡❧❞ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✿

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳✷ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

• E ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E1, (P.x : T ), E2

• N ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ N1 :: P
′[I1, (P.x← P ′.x′), I2] :: N2
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▲❡t σ ❜❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {P ′.x′/P.x}✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✭✶✮ ✐❢ E | N ⊢ J ✱ t❤❡♥ E1, (P.x : T ), σE2 | N1 :: P
′[I1, I2] :: N2 ⊢ σJ ✳

✭✷✮ ✐❢ E | N ⊢ u : U ✱ t❤❡♥ E | N ⊢ u =βδ σu✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛ ✸✳✶✳✶✳

�

✸✳✶✳✸ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ BI t♦ B

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② r❡♠♦✈❡ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥ s❡ts ❢r♦♠ ❛♥② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✉♣

t♦ r❡♥❛♠✐♥❣✳ ❚♦ ❞♦ ✐t✱ ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ 2ρ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts

♦❢ t❤❡ s②st❡♠s B ❛♥❞ BI ✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤❛t ❝✉♠✉❧❛t❡s t❤❡

✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ BI ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ t✇♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❡✐r

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ▲❡t ρ ❜❡ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs t♦ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱

✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ 2ρ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s B ❛♥❞ BI ✱ ✇✐t❤

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t♦rs✿

❊♠♣t②

(ǫ |Top)BI
2{ } (ǫ |Top)B

■♥❞✐r❡❝t

(E | N ) 2ρ (E
′ | N ′)

(E | N + (P.x← P ′.x′)) 2ρ,{P ′.x′/P.x} (E
′ | N ′)

❉❡❢

(E | N ) 2ρ (E
′ | N ′)

(E, (P.x : T := t) | N ) 2ρ (E
′, (P.x : ρT := ρt) | N ′)

P❛r

(E | N ) 2ρ (E
′ | N ′)

(E, (P.x : T ) | N ) 2ρ (E
′, (P.x : ρT ) | N ′)

❱❛r

(E | N ) 2ρ (E
′ | N ′)

(E, (v : T ) | N ) 2ρ (E
′, (v : ρT ) | N ′)

◆❛♠❡s♣❛❝❡

(E | N ) 2ρ (E
′ | N ′)

(E | N :: P ) 2ρ (E
′ | N ′ :: P )

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✳✷ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ 2ρ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳✸ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts E | N ❛♥❞ E′ | N ′✱ s✉❝❤ t❤❛t E | N 2ρ E
′ | N ′ ❢♦r s♦♠❡ ρ✱

✇❡ ❤❛✈❡ N ′ ≡ N ∗✳



✺✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ✐t ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ❊♠♣t② ❛♥❞✱

t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs ■♥❞✐r❡❝t ❛♥❞ ◆❛♠❡s♣❛❝❡✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✶✳✹ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✱ ❛♥❞ ❥✉❞❣❡♠❡♥t J s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡✿ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢

E | N ⊢BI
J ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts E′ ❛♥❞ ρ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡

• (E | N ) 2ρ (E
′ | N ∗)

• E′ | N ∗ ⊢B ρJ

• ✐❢ J ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t : T t❤❡♥ E | N ⊢BI
t =δ ρt

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ N ✳ ❲❡ ✉s❡

▲❡♠♠❛s ✸✳✶✳✶ ❛♥❞ ✸✳✶✳✷ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ρ ❛♥❞ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✳

�



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✺✺

✸✳✷ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M

■♥ t❤✐s s②st❡♠ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ s②♥t❛❝t✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛

❧✐st ♦❢ ✜❡❧❞s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s✉❜✲♥❛♠❡s♣❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ t❡r♠ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♦r ♠♦❞✉❧❡ ❞❡❝❧❛r❛✲

t✐♦♥s✳ ❆ str✉❝t✉r❡ ✐s ❜✉✐❧t r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ❛ ♣❛t❤✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ t♦ t❤❡ ♣❛t❤

✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ❡①t❡♥❞ t❤❡ s②st❡♠ BI ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡s✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s s②st❡♠M✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r✉❧❡ t❤❛t

❛❧❧♦✇s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s r✉❧❡ ✐s

❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠M✳ ❆❢t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦M ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐✈❡✲

♥❡ss✱ ❝❛❧❧❡❞M/S ✱ ✇❤❡r❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢✉❧❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ♠♦❞✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✏✢❛tt❡♥❡❞✑ ✐♥ ❛♥② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠

t❤❡ s②st❡♠M/S t♦ t❤❡ s②st❡♠ BI ✳

✸✳✷✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s

❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛①✿

• ❋✐❡❧❞s✿

e ++ = P : S | P : S := S′

• ❙tr✉❝t✉r❡s✿

S := 〈e1 . . . en | N 〉

■♥ t❤✐s s②st❡♠ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ♥❡✇ ❦✐♥❞s ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s (P : S′ := S)

❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (P : S)✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r ❛ ♣❛t❤ P ≡ Top.p1 . . . pn t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ P ′.P ′′ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❡①❤✐❜✐t ❛ ♣r❡✜① P ′ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ Top t♦ Top.p1 . . . pn✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ▲❡t P ❛♥❞ P ′ ❜❡ t✇♦ ♣❛t❤s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② t❤❡ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {P ′/P}✱

❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❜② σ✱ ♦♥ str✉❝t✉r❡s✱ ✜❡❧❞s✱ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s ❛♥❞ t❡r♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❖♥ ♣❛t❤s✿

σP ′.P ′′ = P.P ′′

σP ′′ = P ′′ (P ′ ✐s ♥♦t ❛ ♣r❡✜① ♦❢ P ′′)

• ❖♥ str✉❝t✉r❡s✿

σ〈e1 . . . en | N 〉 = 〈σe1 . . . σen |σN〉



✺✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

• ❖♥ ✜❡❧❞s✿

σ(P ′′.xi : T := t) = σP ′′.xi : σT := σt

σ(P ′′.xi : T ) = σP ′′.xi : σT

σ(P ′′ : S := S′) = σP ′′ : σS := σS′

σ(P ′′ : S) = σP ′′ : σS

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♥❛♠❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ s✉❜st✐t✉t❡❞✳

• ❖♥ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s✿

σ(N :: P ′′[I]) = (σN ) :: σP ′′[σI]

σ(I, (P ′′.x′′ ← P ′′′.x′′′)) = (σI), (σP ′′.x′′ ← σP ′′′.x′′′)

• ❖♥ t❡r♠s✿

σv = v

σs = s

σP ′′.x = (σP ′′).x

σλv : T.t = λv : σT.σt

σ∀v : T.U = ∀v : σT.σU

σ(t u) = (σt σu)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ✭❙❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs QI✮ ●✐✈❡♥ φ t❤❛t ✐s ❡✐t❤❡r ❛ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ♦r ❛ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② QI(φ) t❤❡ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ✐♥ φ✳

• ◗✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦r ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿

QI(ǫ) = { }

QI(e1, . . . , en | N ) =
⋃

P [Ip]∈N

dom(Ip)
⋃

i∈[1...n]

QI(ei)

QI(〈e1 . . . en | N 〉) =
⋃

P [Ip]∈N

dom(Ip)
⋃

i∈[1...n]

QI(ei)

• ◗✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❛ t❡r♠ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✿

QI(P.x : T ) = {P.x}

QI(P.x : T := t) = {P.x}



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✺✼

• ◗✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✿

QI(P : S) = QI(S)

QI(P : S := S′) = QI(S)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ ✭❙❡t ♦❢ ❢r❡❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs FQIP ✮ ●✐✈❡♥ ❛ t❡r♠ t✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② FQIP (t)

t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ♣r❡✜①❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤ P ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t❡r♠ t✿

FQIP (v) = { }

FQIP (P.P
′.x) = {P.P ′.x}

FQIP (P
′.x) = { } ✭P ✐s ♥♦t ❛ ♣r❡✜① ♦❢ P✬✮

FQIP (λv : T.t) = FQIP (T ) ∪ FQIP (t)

FQIP (∀v : T, U) = FQIP (T ) ∪ FQIP (U)

FQIP (t1 t2) = FQIP (t1) ∪ FQIP (t2)

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✹ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ FQIP t♦ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❡❧❞s✮ ●✐✈❡♥ ❛ str✉❝t✉r❡ S ✭r❡s♣✳ ❛

✜❡❧❞ e✮✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② FQIP (S) ✭r❡s♣✳ FQIP (e)✮ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ♣r❡✜①❡❞ ❜②

t❤❡ ♣❛t❤ P ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ S ✭r❡s♣✳ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ e✮✿

FQIP (〈e1 . . . en | N 〉) =
⋃

i∈[1...n]

FQIP (ei)

FQIP (P
′ : S := S′) = FQIP (S) ∪ FQIP (S

′)

FQIP (P
′ : S) = FQIP (S)

FQIP (P
′.x : T := t) = FQIP (T ) ∪ FQIP (t)

FQIP (P
′.x : T ) = FQIP (T )

❲❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ FQITop ❜② FQI✳

◆❡✇ ❏✉❞❣❡♠❡♥ts✿

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❢♦r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❡r♠s✳ ❲❡

❞❡♥♦t❡ ❜② ⊆ t❤✐s s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡✇ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠

M✿

E | N ⊢ S : struct ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ S ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳

E | N ⊢ P : S ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ P ❤❛s t②♣❡ S.

E | N ⊢ S1 ⊆ S2 ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ S1 ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ S2

E | N ⊢ e1 ⊆ e2 ❚❤❡ ✜❡❧❞ e1 ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ e2



✺✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s✿

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣✐♥❣ s②st❡♠M t♦ ❜❡ t❤❡ s②st❡♠ BI ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ t②♣✐♥❣

r✉❧❡s✿

• ❚❤❡ ❙tr✉❝t ❝❧❛ss r✉❧❡ ❞❡r✐✈❡s ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ S : struct

❙tr✉❝t✴❊♥✈

E, e1, . . . , en | N :: P :: NP ⊢ ♦❦ Prefix (P, 〈e1 . . . en | NP 〉)

E | N :: P ⊢ 〈e1 . . . en | NP 〉 : struct

❲❡ ❜✉✐❧❞ ❛ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ Prefix ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❡❛♥s

t❤❛t t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ei ✐s ♣r❡✜①❡❞ ❜② P ✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧ ♣❛t❤s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ Np ❛r❡ ❛❧s♦

♣r❡✜①❡❞ ❜② P ✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✿

Prefix (P, 〈e1 . . . en | NP 〉) ≡ ∀P
′.x ∈ QI(〈e1 . . . en | NP 〉), P

′.x ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P.P ′′.x

❲❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴❊♥✈ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉❜s❡t e1, . . . , en | NP

♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s✉❝❤ t❤❛t ∀P ′.x ∈ QI(E | N )✱ P ✐s ♥♦t ❛ ♣r❡✜① ♦❢ P ′✳

• ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❊♥✈ ❝❧❛ss✱ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✿

❊♥✈✴▼♦❞P❛r

E | N ⊢ ♦❦ E | N :: P ⊢ S : struct

E, (P : S) | N ⊢ ♦❦

❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢

E | N ⊢ ♦❦

E | N :: P ⊢ S1 : struct E | N :: P ⊢ S2 : struct E | N :: P ⊢ S1 ⊆ S2

E, (P : S2 := S1) | N ⊢ ♦❦

❲❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦r ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❆ ♠♦❞✉❧❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ (P : S2 := S1) ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ♣❛✐r ♦❢ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ S2 ❛❝ts

❛s t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ S1 ❛❝ts ❛s ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ♣❛t❤s✱ ❛♥❞ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥

✐♥ t❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴❊♥✈✱ ❛❧❧ ♥❛♠❡s ♦❢ ✜❡❧❞s ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♣r❡✜①❡❞ ❜② t❤❡✐rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞

♣❛t❤s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♦♥❧② ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡s ❛ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✜❡❧❞s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✺✾

✐ts ♥❛♠✐♥❣ s❝♦♣❡✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r✉❧❡s ❙tr✉❝t✴❊♥✈ ❛♥❞ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡

♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈♦q s②♥t❛①✿

▼♦❞✉❧❡ ▼✳

P❛r❛♠❡t❡r ❚ ✿ ❚②♣❡✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✐❞ ✿ ❚ ✲❃ ❚ ✿❂ ❢✉♥ ✭①✿❚✮ ❂❃ ①✳

❊♥❞ ▼✳

❲❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ M ✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❡♠♣t②

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴◆❛♠❡s♣❛❝❡ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ✈❛❧✐❞ ♣❛t❤ Top.M ✳ ❲❡ ❛❞❞

s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Top.M.T ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ Top.M.id ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ❊♥✈✴P❛r

❛♥❞ ❊♥✈✴❉❡❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴❊♥✈ t♦ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ t❤❡ t✇♦

❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛t❤ Top.M ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢

t♦ ❛❞❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤❛t ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❛❝ts ❛s t❤❡

s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ M ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠✐①✐♥❣ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛❝t✉❛❧❧② r❡✢❡❝ts ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡

❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❈♦q✳

• ❚❤❡ ▼♦❞ ❝❧❛ss r✉❧❡s ❞❡r✐✈❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ P : S

▼♦❞✴❆❝❝

E | N ⊢ ♦❦ (P : S) ∈ E

E | N ⊢ P : S

▼♦❞✴❋✐❡❧❞

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉 (P.P ′ : S) ∈ 〈e1 . . . en〉

E | N ⊢ P.P ′ : S

▼♦❞✴❙✉❜

E | N ⊢ P : S E | N :: # ⊢ S# ⊆ S′#

E | N ⊢ P : S′

❖♥❡ ♥♦t❡s t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢ P : S✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r✿

✕ P ✐s ❛ s✉❜♠♦❞✉❧❡ ♦❢ s♦♠❡ ♠♦❞✉❧❡ P ′ s✉❝❤ t❤❛t E | N ⊢ P ′ : 〈e1 . . . en | NP ′〉✳ ❲❡ ❝❛♥

✇r✐t❡ t❤❡ ♣❛t❤ P ❛s P ′.p1 . . . pn.p✱ ✇❤❡r❡ P
′.p1 . . . pn ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ♣❛t❤ ✐♥ NP ′ ❛♥❞ t❤❡

♣❛t❤ P ′.p1 . . . pn.p ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ 〈e1 . . . en〉✳



✻✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

✕ P ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ P ≡ Top.p1 . . . pn.p ✇✐t❤

Top.p1 . . . pn ❛ ✈❛❧✐❞ ♣❛t❤ ♦❢ N ✳

❚❤❡ r✉❧❡ ▼♦❞✴s✉❜ r♦✉❣❤❧② s❛②s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s s❡❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❛s ❛ ❧❡ss ♣r❡❝✐s❡ ♠♦❞✉❧❡✳

◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ ✇❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❢② ✜❡❧❞s✱ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣♠❡♥t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞

✉♥❞❡r ❛ ❢r❡s❤ ♣❛t❤✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ s②♠❜♦❧ # ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s ❛♥ ❛❧✇❛②s ❢r❡s❤ ♣❛t❤✳

■❢ S ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ P t❤❡♥ S# ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ str✉❝t✉r❡ {P/#}S✳

• ❚❤❡ ❙✉❜ ❝❧❛ss r✉❧❡s ❞❡r✐✈❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ S′ ⊆ S ❛♥❞ E | N ⊢ e′ ⊆ e

❙✉❜✴❙tr✉❝t

E | N ⊢ 〈e1 . . . en | N1〉 : struct E | N ⊢ 〈e′1 . . . e
′
m | N2〉 : struct N2 ⊆ N1

φ : [1 . . .m] 7→ [1 . . . n] ∀i ∈ [1 . . .m] E, e1, . . . , en | N :: N ⊢ eφ(i) ⊆ e
′
i

E | N ⊢ 〈e1 . . . en | N1〉 ⊆ 〈e
′
1 . . . e

′
m | N2〉

❙✉❜✴❉❡❢✴❉❡❢

E | N ⊢ t =βδ u E | N ⊢ T ≤βδ U

E | N ⊢ (P.x : T := t) ⊆ (P.x : U := u)

❙✉❜✴P❛r✴P❛r

E | N ⊢ T ≤βδ U

E | N ⊢ (P.x : T ) ⊆ (P.x : U)

❙✉❜✴❉❡❢✴P❛r

E ⊢ T ≤βδ U

E | N ⊢ (P.x : T := t) ⊆ (P.x : U)

❙✉❜✴▼♦❞❉✴▼♦❞P

E | N :: # ⊢ S#
1 ⊆ S

#
3

E | N ⊢ (P : S1 := S2) ⊆ (P : S3)

❙✉❜✴▼♦❞❉✴▼♦❞❉

E | N :: # ⊢ S#
1 ⊆ S

#
3 E | N :: # ⊢ S#

2 ⊆ S
#
4 E | N :: # ⊢ S#

4 ⊆ S
#
2

E | N ⊢ (P : S1 := S2) ⊆ (P : S3 := S4)

❙✉❜✴▼♦❞P✴▼♦❞P

E | N :: # ⊢ S#
1 ⊆ S

#
2

E | N ⊢ (P : S1) ⊆ (P : S2)

❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❙✉❜ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r str✉❝t✉r❡ s✉❜t②♣✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ r✉❧❡ ✐s

❙✉❜✴❙tr✉❝t ❛♥❞ ✐♥ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡ ✇❡ ❤❛✈❡✿

✕ ❚✇♦ ✇❡❧❧ ❢♦r♠❡❞ str✉❝t✉r❡s 〈e1 . . . en | N1〉 ❛♥❞ 〈e
′
1 . . . e

′
m | N2〉

✕ ❚❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ N2 ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ N1✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t✿

∀P [I] ∈ N2, ∃I
′, P [I ′] ∈ N1 ∧ ∀(P

′.x′ ← P.x) ∈ I, (P ′.x′ ← P.x) ∈ I ′

✕ ❆♥ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣♣✐♥❣ φ t❤❛t ♠❛♣s ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ str✉❝t✉r❡ t♦ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ✜rst

♦♥❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥❛♠❡ ♣❛rts ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

✕ m ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✜❡❧❞ s✉❜t②♣✐♥❣✳



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✻✶

❚❤❡ ♦t❤❡r r✉❧❡s ❙✉❜✴✯✴✯ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ✜❡❧❞s✳

• ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❚❡r♠ ❝❧❛ss✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❡r♠ ✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✿

❚❡r♠✴❋✐❡❧❞

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉 N ∪ NP (P
′′.x) = P.P ′.x (P.P ′.x : T ) ∈ 〈e1 . . . en〉

E | N ⊢ P ′′.x : T

❚❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❋✐❡❧❞ s❛②s t❤❛t ✐❢ t❤❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r P ′′.x ✐s ✐♥t❡r♥❛❧❧② ✭✐✳❡✳ ✐♥ NP ✮

♦r ❣❧♦❜❛❧❧② ✭✐✳❡✳ ✐♥ N ✮ r❡❞✐r❡❝t❡❞ t♦ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ (P.P ′.x : T ) ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ P ✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥

❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ✇✐t❤✿

❉❡❧t❛✴❋✐❡❧❞❉❡❢

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉

(N ∪NP )(P
′′.x) = P.P ′.x (P.P ′.x : T := t) ∈ 〈e1 . . . en〉

E | N ⊢ P ′′.x✄δ t

❉❡❧t❛✴❋✐❡❧❞P❛r

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉

(N ∪NP )(P
′′.x) = P.P ′.x P ′′.x 6= P.P ′.x (P.P ′.x : T ) ∈ 〈e1 . . . en〉

E | N ⊢ P ′′.x✄δ P.P
′.x

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ D ♦♥ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✐♠❜r✐❝❛t❡❞ ♠♦❞✉❧❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺ ▼❡❛s✉r❡ ♦♥ str✉❝t✉r❡ D(S)✿

D(〈e1 . . . en | N 〉) = max(D(e1), . . . ,D(en))

D(P : S := S′) = 1 +D(S)

D(P : S) = 1 +D(S)

D(P.x : T := t) = 0

D(P.x : T ) = 0

❙♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♠❡t❛t❤❡♦r②

❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❝♦rr❡❝t ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶ ▲❡t E ❜❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s e1, . . . , en✳ ❆❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ e1, . . . , en | N ⊢ ♦❦

❝♦♥t❛✐♥ ❛s s✉❜✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ∀i = 1 . . . n✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ e1, . . . , ei−1 | N
′ ⊢ ♦❦ ❢♦r s♦♠❡ N ′ ⊆ N

❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢✿

• e1, . . . , ei−1 | N
′ ⊢ t : T ✭r❡s♣✳ T : s✮ ✇❤❡♥ ei ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P.x : T := t ✭r❡s♣✳ P✳①✿❚✮✳

• e1, . . . , ei−1 | N
′ :: P ⊢ S : struct ✇❤❡♥ ei ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P : S✳



✻✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

• e1, . . . , ei−1 | N
′ :: P ⊢ S : struct✱ e1, . . . , ei−1 | N

′ :: P ⊢ S′ : struct✱ ❛♥❞ e1, . . . , ei−1 | N
′ ::

P ⊢ S′ ⊆ S ✇❤❡♥ ei ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P : S := S′✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ e1, . . . , en | N ⊢ ♦❦✳ ❲❡ ✐♥s♣❡❝t t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡

❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ r✉❧❡s ❊♥✈✴❉❡❢✱ ❊♥✈✴P❛r✱ ❊♥✈✴❱❛r✱ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢✱ ❛♥❞ ❊♥✈✴▼♦❞P❛r✱

t❤✐s ✐s ❡❛s② t♦ ♣r♦✈❡ s✐♥❝❡ ✐t ✐s st❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ r✉❧❡✳ ❋♦r t❤❡ r✉❧❡s ❊♥✈✴◆❛♠❡s♣❛❝❡

❛♥❞ ❊♥✈✴■♥❞✐r❡❝t✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ✐s s♠❛❧❧❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♠✉st ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r✉❧❡s✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✷ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ❛♥❞ ❥✉❞❣❡♠❡♥t J ✱ ❡✈❡r② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E | N ⊢ J ❝♦♥✲

t❛✐♥s ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E | N ⊢ ♦❦✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ■❢ J ✐s ♦❦ t❤❡♥ t❤❡ ❧❡♠♠❛ tr✐✈✐❛❧❧② ❤♦❧❞s✳ ■♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r

r✉❧❡s✱ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣r❡♠✐s❡ ✇❤✐❝❤

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❡✐t❤❡r ❡q✉❛❧ t♦E | N ♦r ❡①t❡♥❞s ✐t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱

♦r ✐❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✳

�

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ st❛t❡ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ❛♥❞ ✜❡❧❞s✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✸ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✱ ❥✉❞❣❡♠❡♥t t : T s✉❝❤ t❤❛t E | N ⊢ t : T ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

FQI(t) ⊆ QI(E | N ) ❛♥❞ FQI(T ) ⊆ QI(E | N )✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E | N ⊢ t : T ✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✹ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N :: P ✱ str✉❝t✉r❡ 〈e1 . . . en | NP 〉 s✉❝❤ t❤❛t E | N :: P ⊢

〈e1 . . . en | NP 〉 : struct✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ei ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (P.P ′.x : T ) ♦r (P.P ′.x : T := t)✱

FQI(ei) ⊆ QI(E, e1 . . . ei−1 | N :: P :: N ∗
P + Ie1...ei−1)✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❙tr✉❝t✴❊♥✈✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜②

▲❡♠♠❛s ✸✳✷✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✳✸✳

�

❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧❡♠♠❛ ❢♦r ❢r❡❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❡❛❞

♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✺ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ❛♥❞ ♣❛t❤ P s✉❝❤ t❤❛t E | N :: P ⊢ 〈e1 . . . en | NP 〉 :

struct✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ei ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (P.P ′.x : T ) ♦r (P.P ′.x : T := t)✱

FQIP (ei) ⊆ QI(e1, . . . , ei−1 | N
∗
P + Ie1...ei−1)



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✻✸

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❙tr✉❝t✴❊♥✈✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t

FQIP (E | N ) ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✹✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✻ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✱ ❛♥❞ ♣❛t❤ P s✉❝❤ t❤❛t E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉✱ ✇❡

❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ei ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P.P ′.x : T ♦r (P.P ′.x : T := t)✱ ✇❡ ❤❛✈❡

FQIP (ei) ⊆ QI(e1 . . . ei−1 | NP
∗ + Ie1...ei−1)

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ P ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❡ s❤♦✇✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶

t❤❛t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts E′ | N ′✱ s✉❝❤ t❤❛t E′ | N ′ :: P ⊢ 〈e1 . . . en | NP 〉 : struct ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜②

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✻✳

�

❲❡ t❤❡♥ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡♥❛♠❡ ❛ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✼ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✱ ❥✉❞❣❡♠❡♥t J ✱ ♣❛t❤s P ❛♥❞ P ′ s✉❝❤ t❤❛t P ∈ N ✱

P ′ /∈ N ❛♥❞ E | N ⊢ J ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ {P/P ′}E | {P/P ′}N ⊢ {P/P ′}J

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ E | N ⊢ J ✳ ❋♦r t❤❡ ❚❡r♠ ❛♥❞ ❊♥✈ ❝❧❛ss r✉❧❡s✱ ✇❡

❤❛✈❡ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡s ❛r❡ st✐❧❧ ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥❞ ✇❡

❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❋♦r ❙tr✉❝t✴❊♥✈✱ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✜①

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❋♦r ▼♦❞✴❙✉❜✱ ✐❢ P ≡ # t❤❡♥ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ ✐t ❜② ❛ ❢r❡s❤ ♣❛t❤ P ′✳

�

◆♦✇✱ ✇❡ st❛t❡ ❛ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ❢♦r ♦✉r s②st❡♠✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✽ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts E1✱ E2✱ E3✱ ❛♥❞ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s N1✱ N2✱ ❛♥❞ N3 s✉❝❤ t❤❛t

QI(E2 | N2) ❛♥❞ QI(E3 | N3) ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ E1, E2 | N1∪N2 ⊢ ♦❦ ❛♥❞ E1, E3 | N1∪N3 ⊢

J ❢♦r s♦♠❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥t J ✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ E1, E2, E3 | N1 ∪N2 ∪N3 ⊢ J ✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E1, E3 | N1 ∪ N3 ⊢ J ✳ ▲❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢

t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳

• ❊♥✈ ❝❧❛ss r✉❧❡s✿

❋♦r ❊♥✈✴❊♠♣t②✱ ❜♦t❤ E1 ❛♥❞ E3 ❛r❡ ❡♠♣t② ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t E2 | N2 ⊢ ♦❦✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

❋♦r ❊♥✈✴❉❡❢

E1, E3 | N1 ∪N3 ⊢ ♦❦ E1, E3 | N1 ∪N3 ⊢ t : T P ∈ N1 ∪N2

E1, E3, (P.x : T := t) | N1 ∪N3 ⊢ ♦❦

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ E1, E2, E3 | N1 ∪

N2 ∪ N3 ⊢ ♦❦ ❛♥❞ E1, E2, E3 | N1 ∪ N2 ∪ N3 ⊢ t : T ✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ♥❛♠❡s♣❛❝❡



✻✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

✐s st✐❧❧ s❛t✐s✜❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴❉❡❢ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ E1, E2, E3, (P.x : T :=

t) | N1 ∪N2 ∪N3 ⊢ ♦❦✳

❲❡ ❝❛♥ ❞♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡rs ❊♥✈✴✯ r✉❧❡s✳

• ❚❡r♠ ❝❧❛ss r✉❧❡s✿

❋♦r ❚❡r♠✴❆❝❝

E1, E3 | N1 ∪N3 ⊢ ♦❦ N1 ∪N3(P
′.x′) = P.x (P.x : T ) ∈ E1, E3

E1, E3 | N1 ∪N3 ⊢ P
′.x′ : T

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r (P.x : T ) ∈ E1✱ ♦r (P.x : T ) ∈ E3✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ t♦

❣❡t E1, E2, E3 | N1 ∪ N2 ∪ N3 ⊢ ♦❦✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛r❡ ❞✐s❥♦✐♥t

✇❡ ❤❛✈❡ N1 ∪ N2 ∪ N3(P
′.x′) = P.x✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❆❝❝ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ❚❡r♠✴✯ r✉❧❡s ❛r❡ ❞❡❛❧t ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

• ▼♦❞ ❝❧❛ss r✉❧❡s✿

❚❤❡ r✉❧❡s ▼♦❞✴❆❝❝ ❛♥❞ ▼♦❞✴❋✐❡❧❞ ❛r❡ ❞❡❛❧t ❛s t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✐♥ t❤❡ ❚❡r♠ ❝❧❛ss✳

❋♦r t❤❡ r✉❧❡ ▼♦❞✴❙✉❜✿

E1, E3 | N1 ∪N3 ⊢ P : S E1, E3 | (N1 ∪N3) :: # ⊢ S
# ⊆ S′#

E1, E3 | N1 ∪N3 ⊢ P : S′

❲❡ ❛♣♣❧② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡✱ s✐♥❝❡ # ✐s ❛ ❢r❡s❤ ♣❛t❤ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡

(N1 ∪N2 ∪N3) :: # ✐s ✈❛❧✐❞✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ▼♦❞✴❙✉❜ t♦ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

• ❋♦r ❙tr✉❝t ❛♥❞ ❙✉❜ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❤♦❧❞s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

�

❚r❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ⊆

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✱ ❛♥❞ t❡r♠ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s e✱ e′✱ ❛♥❞ e′′✱ ✐❢ E | N ⊢

e ⊆ e′ ❛♥❞ E | N ⊢ e′ ⊆ e′′✱ t❤❡♥ E | N ⊢ e ⊆ e′′✳

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ✐t ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛s❡s ❢♦r t❤❡ t❡r♠ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s e✱ e′✱ ❛♥❞ e′′✱

❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ≤βδ ❛♥❞ =βδ✳

�

◆♦✇✱ ✇❡ st❛t❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r str✉❝t✉r❡ s✉❜t②♣✐♥❣✳



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✻✺

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✾ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✱ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s S1✱ S2✱ ❛♥❞ S3✱ ✐❢ E | N ⊢ S1 ⊆ S2

❛♥❞ E | N ⊢ S2 ⊆ S3✱ t❤❡♥ E | N ⊢ S1 ⊆ S3✳

Pr♦♦❢✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t S1 = 〈e1 . . . en | N1〉✱ S2 = 〈e′1 . . . e
′
m | N2〉✱ ❛♥❞ S3 = 〈e′′1 . . . e

′′
p | N3〉✳ ❇②

❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ E | N ⊢ S1 ⊆ S2 ❛♥❞ E | N ⊢ S2 ⊆ S3 ✐s

❙✉❜✴❙tr✉❝t✳ ❚❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ st❛t❡ t❤❛t N2 ⊆ N1✱ N3 ⊆ N2✱ ❛♥❞✿

φ : [1 . . .m] 7→ [1 . . . n] ∀i ∈ [1 . . .m] E, e1, . . . , eφ(i)−1 | N :: N ∗
1 + Ie1...eφ(i)−1

⊢ eφ(i) ⊆ e
′
i

φ′ : [1 . . . p] 7→ [1 . . .m] ∀i ∈ [1 . . . p] E, e′1, . . . , e
′
φ′(i)−1 | N :: N ∗

2+Ie′1...e′φ′(i)−1
⊢ e′φ(i) ⊆ e

′′
i

▲❡t φ′′ : [1 . . . p] 7→ [1 . . . n] = φ′ ◦ φ✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❧❡♥❣t❤ p t❤❛t✿

∀i ∈ [1 . . . p] E, e1, . . . , eφ′′(i)−1 | N :: N ∗
1 + Ie1...eφ′′(i)−1

⊢ eφ′′(i) ⊆ e
′′
i

❲❡ r❡❛s♦♥ ❜② ❝❛s❡s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ eφ′′(i)✱ e
′
φ′(i)✱ ❛♥❞ e′′i ✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡ t❡r♠ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ■❢ t❤❡② ❛r❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜②

✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

�

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ✏✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❜② s✉❜t②♣✐♥❣✑ ❧❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✵ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts E1 ❛♥❞ E2✱ ✜❡❧❞s e ❛♥❞ e′✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡

• E1, e, E2 | (N1 + Ie) ∪N2 ⊢ J

• E1, e
′ | N1 + Ie′ ⊢ ♦❦

• E1 | N1 ⊢ e
′ ⊆ e ❛♥❞ Ie ⊆ Ie′

t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ E1, e
′, E2 | (N1 + Ie′) ∪N2 ⊢ J ✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E1, e, E2 | (N1 + Ie) ∪N2 ⊢ J ✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② E | N t❤❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E1, e, E2 | (N1+Ie)∪N2✱ ❛♥❞ ❜② E′ | N ′ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E1, e
′, E2 | (N1+Ie′)∪N2✳

❋♦r t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❚❡r♠✱ ✇❡ ♦♥❧② ❞♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ❚❡r♠✴❆❝❝✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡

❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❚❡r♠✴❆❝❝

E | N ⊢ ♦❦ N (P ′.x′) = P.x (P.x : T ) ∈ E

E | N ⊢ P ′.x′ : T

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t e ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (P.x : T ) ✭r❡s♣✳ (P.x : T := t)✮✱ ❛♥❞ e′ ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (P.x : T ′)

♦r (P.x : T ′ := t′) ✭r❡s♣✳ (P.x : T ′ := t′)✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t E′ | N ′ ⊢ ♦❦✱

✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❆❝❝ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ E′ | N ′ ⊢ P ′.x′ : T ′ ✭✶✮ s✐♥❝❡ Ie ⊆ Ie′ ✳ ❲❡ ❦♥♦✇

❜② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s E1 | N1 ⊢ e
′ ⊆ e t❤❛t E1 | N1 ⊢ T

′ ≤βδ T ✳ ❚❤✉s✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✽

✇❡ ❤❛✈❡ E′ | N ′ ⊢ T ′ ≤βδ T ✭✷✮✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❙✉❜ ♦♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t



✻✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

E′ | N ′ ⊢ P ′.x′ : T ✳

❋♦r t❤❡ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ▼♦❞✱ ✇❡ ❞♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ▼♦❞✴❆❝❝✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈❡❞

❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

▼♦❞✴❆❝❝

E | N ⊢ ♦❦ (P : S) ∈ E

E | N ⊢ P : S

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t e ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P : S1 := S2 ✭r❡s♣✳ P : S1✮✱ ❛♥❞ e′ ✐s P : S′
1 := S2 ✭r❡s♣✳

P : S′
1 ♦r P : S′

1 := S3 ❢♦r s♦♠❡ S3 s✉❜t②♣❡ ♦❢ S′
1✮✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ❜② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s

E1 | N1 ⊢ e
′ ⊆ e t❤❛t E1 | N1 :: # ⊢ S′

1
# ⊆ S#

1 ✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ E′ | N ′ ⊢ ♦❦

❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✽ ✇❡ ❤❛✈❡ E′ | N ′ :: # ⊢ S′
1
# ⊆ S#

1 ✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ▼♦❞✴❆❝❝ ❛♥❞ t❤❡

r✉❧❡ ▼♦❞✴❙✉❜ t♦ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✿ r❡✢❡①✐✈✐t②✱ s②♠♠❡tr②✱ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❉❡❧t❛✴P❛r ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝✲

t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ◆♦✇✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t J ✐s P.x =βδ t✱ e ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (P.x : T := t)✱ ❛♥❞ e′ ✐s

♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (P.x : T ′ := t′)✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ❜② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s E1 | N1 ⊢ e′ ⊆ e t❤❛t

E1 | N1 ⊢ t
′ =βδ t✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✽✱ ✇❡ ❤❛✈❡ E′ | N ′ ⊢ t′ =βδ t✳ ❇② t❤❡ r✉❧❡ ❉❡❧t❛✴❉❡❢✱ ✇❡

❤❛✈❡ E′ | N ′ ⊢ P.x =βδ t
′✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② tr❛♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ =βδ✳

❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❙✉❜ ❛♥❞ ❡♥✈ ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

�

✸✳✷✳✷ ❆♥ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❙tr✉❝t ❝❧❛ss

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❛ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡ t♦ ♦✉r

s②st❡♠✿

❙tr✉❝t✴P❛t❤

E | N :: P ′ ⊢ P : S

E | N :: P ′ ⊢ ({P/P ′}S)/P ′✄P : struct

■♥ ❙tr✉❝t✴P❛t❤✱ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ❜② {P/P ′}✳ ❚❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ r❡♣❧❛❝❡s ❛❧❧

♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ P ❜② P ′✱ ❛s ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ❛s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡

S✳ ❲❡ ❛❧s♦ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛t❤ P ✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ /P ′
✄ P ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❦❡❡♣ ❛ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ t❤❛t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❙tr❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❡

❜② ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ t❡r♠ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ t♦ ❜❡

δ✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ♦♥

str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❡❧❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✻✼

❆ str✉❝t✉r❡ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② P ✐s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✇❡r❡ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ✐s str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② P ✿

〈e1 . . . en | N 〉/P ′✄P = 〈e1/P ′✄P . . . en/P ′✄P | N 〉

❆ t❡r♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦r ❛ t❡r♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② P ′.P ′′.x ❛♥❞ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② P ✱ ❜❡❝♦♠❡ ❛

t❡r♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ♠❛♥✐❢❡st❧② ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ♥❛♠❡ P.P ′′.x✿

(P ′.P ′′.x : T := t)/P ′✄P = (P ′.P ′′.x : T := P.P ′′.x)

(P ′.P ′′.x : T )/P ′✄P = (P ′.P ′′.x : T := P.P ′′.x)

❆ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦r ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② P ′.P ′′ ❛♥❞ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② P ✱ ❜❡❝♦♠❡

❛ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② P.P ′′✿

(P ′.P ′′ : S := S′)/P ′✄P = (P ′.P ′′ : S/P ′.P ′′✄P.P ′′ := S′)

(P ′.P ′′ : S)/P ′✄P = (P ′.P ′′ : S/P ′.P ′′✄P.P ′′ := S/P ′✄P.P ′′)

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ ❢♦r str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✱ /P ✱ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ✐♠✲

♣❧✐❝✐t t❤❡ P ′
✄ ♣❛rt✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✶ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t✿

• E | N ⊢ P ′ : S′

• E, (P : S) | N ⊢ ♦❦ ✇❤❡r❡ S = ({P/P ′}S′)/P ′

t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ∀P ′′.x ∈ QI(S) :

E, (P : S) | N ⊢ P ′′.x✄δ ({P/P
′}P ′′).x

Pr♦♦❢✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣✳

�

❇❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴P❛t❤✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ s♦♠❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❧❡♠♠❛s✳

❚❤❡② st❛t❡ t❤❛t✱ ✐❢ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡♥ ✐♥

❡✈❡r② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❜② ✐ts

str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✷ ▲❡t s✉♣♣♦s❡ t❤❛t✿

• E1 | N1 ⊢ P.x : T ❛♥❞ E1 | N1 ⊢ T ≤βδ T
′



✻✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

• E1, E2 | N1 ∪N2 ⊢ P
′.x : T ′ ❛♥❞ E1, E2 | N1 ∪N2 ⊢ P

′.x✄δ P.x

▲❡t σ ❜❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {P.x/P ′.x}✱

✐❢ E1, E2, E3 | N1 ∪N2 ∪N3 ⊢ J ✭✶✮✱ t❤❡♥ E1, E2, σE3 | N1 ∪N2 ∪N3 ⊢ σJ ✭✷✮

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ✭✶✮ ❛s E | N ⊢ J ❛♥❞ ✭✷✮ ❛s E′ | N ⊢ σJ ✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢

E | N ⊢ J ✳

❈r✐t✐❝❛❧ ❝❛s❡s ❛r❡ ❚❡r♠✴❆❝❝ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴❆❝❝✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s E | N ⊢ P.x : T ✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

E′ | N ⊢ P ′.x : T ✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ E′ | N ⊢ ♦❦✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❚❡r♠✴❆❝❝ t♦

❛❝❝❡ss t❤❡ ❝♦♥st❛♥t P ′.x ❛♥❞ ✉s❡ ❚❡r♠✴❙✉❜ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❋♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ =δ ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤✲

❡s✐s✳ ❋♦r t❤❡ r❡✢❡①✐✈✐t②✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢ P.x =δ P.x✱ t❤❡♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t E′ | N ⊢

P ′.x =δ P
′.x✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ❋♦r ❉❡❧t❛✴❉❡❢ ♦r ❉❡❧t❛✴P❛r✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s

E′ | N ⊢ P ′.x✄δ P.x ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✸ ▲❡t s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs P1.x1, . . . Pn.xn ❛♥❞

P ′
1.x1 . . . P

′
n.xn s✉❝❤ t❤❛t ∀i ∈ [1 . . . n]✿

• E1 | N1 ⊢ Pi.xi : Ti ❛♥❞ E1 | N1 ⊢ Ti ≤βδ T
′
i

• E1, E2 | N1 ∪N2 ⊢ P
′
i .xi : T

′
i ❛♥❞ E1, E2 | N1 ∪N2 ⊢ P

′
i .xi ✄δ Pi.xi

▲❡t σ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
⋃

i∈[1...n]

{Pi.x/P
′
i .x}✱

✐❢ E1, E2, E3 | N1 ∪N2 ∪N3 ⊢ J ✱ t❤❡♥ E1, E2, σE3 | N1 ∪N2 ∪N3 ⊢ σJ

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✷✳

�

◆♦✇✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴P❛t❤ ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥

♣❡r❢♦r♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ str✉❝t✉r❡ r❡♥❛♠✐♥❣✱ ❜② r❡♥❛♠✐♥❣ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❜②

r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {P/P ′} ❜② ❛ s❡t ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✹ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E✱ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ P ❛♥❞ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ N :: P ′✱

✐❢ E | N :: P ′ ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉✱ t❤❡♥

E, {P/P ′}e1/P . . . {P/P
′}en/P | N :: P ′ :: {P/P ′}NP ⊢ ♦❦



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✻✾

Pr♦♦❢✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② σ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {P/P ′}✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t E, σe1/P . . . σen/P | N :: P ′ ::

σNP ⊢ ♦❦ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭❛✮ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❧❡♥❣t❤ i✱ ❛♥❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭❜✮ ♦♥ D(〈e1 . . . en | NP 〉)

t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ✐♠❜r✐❝❛t❡❞ ♠♦❞✉❧❡s j✳

❋♦r i = 0 ❛♥❞ j = 0✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t E | N :: P ′ :: σNp
∗ ⊢ ♦❦✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✷ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t E | N :: P ′ ⊢ ♦❦✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ✉s❡

t❤❡ t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴◆❛♠❡s♣❛❝❡ t♦ ❛❞❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t❤❡ ✈❛❧✐❞ ♣❛t❤s ♦❢ σNp
∗ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥

E | N :: P ′ :: σNp
∗ ⊢ ♦❦✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r i = k ❛♥❞ j = 0✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② E, σe1/P . . . σek/P | N :: P ′ :: σNp
k ⊢ ♦❦

❤♦❧❞s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ek t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❜② N ′
k t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✇❡

♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❢♦r i = k + 1✿

■❢ ek+1 ✐s ❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ P.Pk+1.xk+1 : T := t ✭r❡s♣✳ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r P.Pk+1.xk+1 : T ✮✱ t❤❡♥ σek+1/P

✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ P ′.Pk+1.xk+1 : σT := P.Pk+1.xk+1✳

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✽ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t✿

Ek | Nk ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❋✐❡❧❞ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡r✐✈❡✿

Ek | Nk ⊢ P.Pk+1.xk+1 : T

❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡ FQIP (T ) ⊆ QI(e1 . . . ek |σNP
k)✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❛tt❡r s❡t ❜②

P.Pk.xk✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∀P.Pi.xi ∈ P.Pk.xk, Ek | Nk ⊢ P
′.Pi.xi ✄δ P.Pi.xi

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✸ ♦♥ t❤❡ s❡ts ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs P.Pk.xk ❛♥❞ P ′.Pk.xk✱ ❛♥❞

♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ Ek | Nk ⊢ P.Pk+1.xk+1 : T ✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Ek | Nk ⊢ P.Pk+1.xk+1 : σiT

✇❤❡r❡ σi ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {P.Pk.xk/P ′.Pk.xk}✳

❙✐♥❝❡ FQIP (T ) ⊆ QI(e1 . . . ek |σNP
k)✱ σiT ✐s s②♥t❛❝t✐❝❧② t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠ ❛s σT ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Ek | Nk ⊢ P.Pk+1.xk+1 : σT ✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴❉❡❢ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞

t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴■♥❞✐r❡❝t t♦ ❛❞❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ❢♦r i = k ❛♥❞ j = m✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② E, σe1/P . . . σek/P | N :: P ′ :: σN k
p ⊢ ♦❦ ❤♦❧❞s✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ek t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❜② N ′
k t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡

♣r♦♣❡rt② ❢♦r i = k + 1 ❛♥❞ j = m+ 1✿

▲❡t ek+1 ❜❡ ❛ ♠♦❞✉❧❡ P.Pk+1 : 〈ek+1,1 . . . ek+1,m | NP.Pk+1
〉 ♦❢ ❞❡♣t❤ m✳



✼✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

❋✐rst✱ ♥♦t❡ t❤❛t FQIP (ek+1) ⊆ QI(e1 . . . ek | N
k
P )∪QI(ek+1)✳ ■♥❞❡❡❞✱ ek+1 ✐s ❛ s✉❜♠♦❞✉❧❡

♦❢ P ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ❛❧s♦ ❞❡❝❧❛r❡s ✜❡❧❞s ✇❤✐❝❤ ♥❛♠❡ ♣❛rts ❛r❡ ♣r❡✜①❡❞ ❜② P ✳

❋r♦♠ Ek | Nk ⊢ ♦❦ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴◆❛♠❡s♣❛❝❡ t♦ ❜✉✐❧❞✿

Ek | Nk :: P ′.Pk+1 ⊢ ♦❦

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ▼♦❞✴❋✐❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ♠♦❞✉❧❡

P.Pk+1✱ ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✽ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Ek | Nk :: P ′.Pk+1 ⊢ P.Pk+1 : 〈ek+1,1 . . . ek+1,m | NP.Pk+1
〉

❙✐♥❝❡ P.Pk+1 ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ❞❡♣t❤ m✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭❜✮✿

Ek, σ
′ek+1,1/P.Pk+1

, . . . , σ′ek+1,m/P.Pk+1
| Nk :: P ′.Pk+1 :: σ

′NP.Pk+1
⊢ ♦❦

✇❤❡r❡ σ′ = {P ′.Pk+1/P.Pk+1}✳

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴❊♥✈✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t✿

Ek | Nk :: P ′.Pk+1 ⊢ 〈σ
′ek+1,1/P.Pk+1

. . . σ′ek+1,m/P.Pk+1
|σ′NP.Pk+1

〉 : struct (1)

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

FQIP (〈σ
′ek+1,1/P.Pk+1

. . . σ′ek+1,m/P.Pk+1
|σ′NP.Pk+1

〉)

=

QI(e1 . . . ek | N
k
P )

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✸ ♦♥ t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs P.Pk.xk ❛♥❞ P ′.Pk.xk✱

❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ (1)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿

Ek | Nk :: P ′.Pk+1 ⊢ 〈σiσ
′ek+1,1/P.Pk+1

. . . σiσ
′ek+1,m/P.Pk+1

|σiσ
′NP.Pk+1

〉 : struct

✇❤❡r❡ σi ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {P.Pk.xk/P ′.Pk.xk}✳

❍❡r❡✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σiσ
′ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s✉❜st✐t✉t❡❞

✐♥ t❤❡ s✉❜♠♦❞✉❧❡ ❡✈❡r② ❢r❡❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ♣r❡✜①❡❞ ❜② P ✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ♥❡✇ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱

❛♥❞ t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴■♥❞✐r❡❝t t♦ ❛❞❞ t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

�



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✼✶

✸✳✷✳✸ ❘❡♠♦✈✐♥❣ ❙❡❛❧✐♥❣✿ t❤❡ s②st❡♠ M/S

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s②st❡♠ M/S t♦ ❜❡ t❤❡ s②st❡♠ M ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡str✐❝t❡❞

❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢ r✉❧❡✿

❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢

E | N ⊢ ♦❦ E | N :: P ⊢ S : struct

E, (P : S := S) | N ⊢ ♦❦

❚❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢ ❣✐✈❡s ❛ ❢✉❧❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t s✐❣♥❛t✉r❡ t♦ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❚❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ r✉❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡

▼♦❞✴❙✉❜ r✉❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ s❡❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❜② ❛ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ❛t

❛❝❝❡ss t✐♠❡✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✜rst ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ M ❛♥❞ M/S ❛♥❞

t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ E | N ⊢M J t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E′ | N ′ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ E | N

s✉❝❤ t❤❛t E′ | N ′ ⊢M/S
J ✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ⊑ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②s✲

t❡♠sM/S ❛♥❞M✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t♦rs✿

❊♠♣t②

(ǫ |Top)M ⊑ (ǫ |Top)M/S

■♥❞✐r❡❝t

(E′ | N ′) ⊑ (E | N )

(E′ | N ′ + (P.x← P ′.x′)) ⊑ (E | N + (P.x← P ′.x′))

❉❡❢

(E′ | N ′) ⊑ (E | N )

(E′, (P.x : T := t) | N ′) ⊑ (E, (P.x : T := t) | N )

P❛r

(E′ | N ′) ⊑ (E | N )

(E′, (P.x : T ) | N ′) ⊑ (E, (P.x : T ) | N )

❱❛r

(E′ | N ′) ⊑ (E | N )

(E′, (v : T ) | N ′) ⊑ (E, (v : T ) | N )

◆❛♠❡s♣❛❝❡

(E′ | N ′) ⊑ (E | N )

(E′ | N ′ :: P ) ⊑ (E | N :: P )

▼♦❞P

(E′, e′1, . . . , e
′
n | N

′ :: P :: N ′
P ) ⊑ (E, e1, . . . , en | N :: P :: NP )

(E′, (P : 〈e′1 . . . e
′
n | N

′
p〉) | N

′) ⊑ (E, (P : 〈e1 . . . en | Np〉) | N )

▼♦❞❉

(E′, e′1, . . . , e
′
n | N

′ :: P :: N ′
P ) ⊑ (E, e1, . . . , en | N :: P :: NP )

E′ | N ′ :: P ⊢M S : struct E′ | N ′ :: P ⊢M 〈e
′
1 . . . e

′
n | N

′
p〉 ⊆ S

(E′, (P : S := 〈e′1 . . . e
′
n | N

′
p〉) | N

′)

⊑

(E, (P : 〈e1 . . . en | Np〉 := 〈e1 . . . en | Np〉) | N )



✼✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✶ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ⊑ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳✷ ❆❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠M/S ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠M✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✺ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts E′ | N ′ ❛♥❞ E | N ✱ ✐❢ (E′ | N ′) ⊑ (E | N )✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧

q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r P.x ❛♥❞ t❡r♠ T ❛♥❞ t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (P.x : T ) ∈ E′ ⇐⇒ (P.x : T ) ∈ E ♦r

(P.x : T := t) ∈ E′ ⇐⇒ (P.x : T := t) ∈ E ✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ⊑✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✻ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts E′ | N ′ ❛♥❞ E | N ✱ ♣❛t❤ P ✱ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s S✱ S′ ❛♥❞ S′′ ✐❢

(E′, (P : S′′ := S′) | N ′) ⊑ (E, (P : S := S) | N )✱ t❤❡♥ E′ | N ′ :: P ⊢M S ⊆ S′

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ D(S)✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t S ≡ 〈e1 . . . en | Np〉 ❛♥❞ S
′ ≡ 〈e′1 . . . e

′
n | N

′
p〉✳

❋♦r D(S) = 0✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ⊑ t❤❛t (E′, e′1, . . . , e
′
n | N

′ :: P :: N ′
P ) ⊑

(E, e1, . . . , en | N :: P :: NP )✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❧❡♥❣t❤ n ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢

t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✺✱ ✇❡ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ei ✐s s②♥t❛❝t✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ✜❡❧❞ ❛s e′i✳ ❍❡♥❝❡✱

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② r❡✢❡①✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ⊆✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t♦ ❜❡ tr✉❡ ❢♦r D(S) = n ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r D(S) = n+ 1✳ ❆s

✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ t❡r♠ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s S ❛♥❞ S′ ❛r❡ s②♥t❛❝t✐❝❛❧❧②

❡q✉❛❧✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ei ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (P.P ′.x : T ) ♦r (P.P ′.x : T := t)✱ ✇❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❤❛✈❡

ei ⊆ e′i✳ ◆♦✇ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜❡❧❞s ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✜❡❧❞s t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ♠❛✐♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥

❤②♣♦t❤❡s✐s s✐♥❝❡ t❤❡ r✉❧❡ ❙✉❜✴❙tr✉❝t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧❡r str✉❝t✉r❡s✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✼ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E′ | N ′✱ ❥✉❞❣❡♠❡♥t J ✱ ✐❢ E′ | N ′ ⊢M J ✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N s✉❝❤ t❤❛t✿

• (E′ | N ′) ⊑ (E | N )

• ❋♦r ❛❧❧ (P : S := S′) ∈ E′ | N ′ t❤❡r❡ ❡①✐sts (P : S′′ := S′′) ∈ E | N s✉❝❤ t❤❛t

E′ | N ′ ⊢M S′′ ⊆ S′

• ✐❢ J ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 〈e′1 . . . e
′
n | N

′
P 〉 : struct✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ str✉❝t✉r❡ 〈e1 . . . en | NP 〉

s✉❝❤ t❤❛t E | N ⊢M/S
〈e1 . . . en | NP 〉 : struct ❛♥❞ (E′, e′1, . . . , e

′
n | N

′ :: P :: N ′
P ) ⊑

(E, e1, . . . , en | N :: P :: NP )✳

• ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ❥✉❞❣❡♠❡♥t J ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢M/S
J



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✼✸

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E′ | N ′ ⊢M J ✳

❋♦r t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❊♥✈✱ ✇❡ ♦♥❧② ❞♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢✿

E′ | N ′ ⊢M ♦❦

E′ | N ′ :: P ⊢M S1 : struct E′ | N ′ :: P ⊢M S2 : struct E′ | N ′ :: P ⊢M S1 ⊆ S2

E′, (P : S2 := S1) | N
′ ⊢M ♦❦

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t S1 ≡ 〈e
′
1 . . . e

′
n | N

′
P 〉✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts E | N ✱

E′′ | N ′′ ❛♥❞ ❛ str✉❝t✉r❡ 〈e1 . . . en | NP 〉 s✉❝❤ t❤❛t (E′ | N ′) ⊑ (E | N )✱ (E′′ | N ′′) ⊑ (E | N )✱

E | N ⊢M/S
♦❦ ❛♥❞ E′′ | N ′′ ⊢M/S

〈e1 . . . en | NP 〉 : struct✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ⊑ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ t❤❡♥

✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t (E′′ | N ′′) ❛♥❞ (E | N ) ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢

♦❢ t❤❡ s②st❡♠M/S ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t E, (P : 〈e1 . . . en | NP 〉 := 〈e1 . . . en | NP 〉) | N ⊢M/S
♦❦✳ ❇② ❝♦♥✲

str✉❝t♦r▼♦❞❉ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ✜♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✻

❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ E′ | N ′ ⊢M 〈e1 . . . en | NP 〉 ⊆ S1✳

❋♦r t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ▼♦❞✱ ✇❡ ♦♥❧② ❞♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ r✉❧❡ ▼♦❞✴❆❝❝✿

E′ | N ′ ⊢M ♦❦ (P : S) ∈ E′

E′ | N ′ ⊢M P : S

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿ E′ ✐s ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E′
1, (P : S), E′

2✱ ♦r

E′
1, (P : S := S′), E′

2✳ ❇♦t❤ ❝❛s❡s ❛r❡ ❞❡❛❧t s✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤✉s ✇❡ ♦♥❧② ❞♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❝❛s❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts E | N s✉❝❤ t❤❛t (E′ | N ′) ⊑ (E | N )✱

E | N ⊢M/S
♦❦✱ (P : S′′ := S′′) ❛♥❞ E′ | N ′ ⊢M S′′ ⊆ S′✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡

r✉❧❡ ▼♦❞✴❆❝❝ ❛♥❞ ▼♦❞✴❙✉❜✳

❚❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❚❡r♠ ❛♥❞ ❙✉❜ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

�

✸✳✷✳✹ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ M/S t♦ BI

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❡✈❡r② t❡r♠ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ✭t : T ✮ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ M/S ❝❛♥ ❜❡

❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ BI ✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t② st❛t❡♠❡♥t✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡

❧❛st ♠♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✢❛tt❡♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠M/S ✱ ✢❛tt❡♥s ❡✈❡r② ♠♦❞✉❧❡ ✜❡❧❞s✳

❋❧❛tt❡♥✐♥❣ ▼♦❞✉❧❡s

❋✐rst✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧❛st ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡ ✐t ❜② ✐ts

s✉❜✲✜❡❧❞s ❛♥❞ ✐ts s✉❜✲♥❛♠❡s♣❛❝❡✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠M/S ✳



✼✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✽ ▲❡t E | N ≡ E1, (P : S := S), E2 | N1 ∪ N2✱ ✇❤❡r❡ E2 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥②

♠♦❞✉❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ S ✐s 〈e1 . . . en | NP 〉✳ ▲❡t E′ | N ′ ≡ E1, e1 . . . , en, E2 | (N1 :: P :: NP )∪N2✱

✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❛♥② ❥✉❞❣❡♠❡♥t J ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ P : S✱ ✐❢ E | N ⊢ J t❤❡♥ E′ | N ′ ⊢ J ✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E | N ⊢ J ✳

• ❊♥✈ ❝❧❛ss r✉❧❡s✿

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢✳ ❇② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡

❧❡♠♠❛✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t E2 ✐s t❤❡ ❡♠♣t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

e′1, . . . , e
′
m, (P

′ : S′ := S′)✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ E1, (P : S := S) | N1 ⊢ ♦❦ ❛♥❞ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇

E1, e1 . . . , en | N1 :: P :: NP ⊢ ♦❦✳ ❇② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ E1 | N1 :: P ⊢ S : struct ♦❢

❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢✱ ✇❡ ❣❡t E1, e1, . . . , en | N1 :: P :: Np ⊢ ♦❦✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❊♥✈✴❉❡❢✱ t❤❡♥ E2 ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

E′
2, (P

′.x : T := t)✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✱ ❛♥❞ ✇❡

❣❡t✿

✕ E1, e1 . . . , en, E
′
2 | (N1 :: P :: NP ) ∪N2 ⊢ ♦❦

✕ E1, e1 . . . , en, E
′
2 | (N1 :: P :: NP ) ∪N2 ⊢ t : T ✳

❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴❉❡❢ t♦ ❣❡t E′ | N ′ ⊢ ♦❦✳

❚❤❡ ♦t❤❡rs r✉❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss ❊♥✈ ❛r❡ ❞❡❛❧t s✐♠✐❧❛r❧②✳

• ▼♦❞ ❝❧❛ss r✉❧❡s✿

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ▼♦❞✴❆❝❝✿

E | N ⊢ ♦❦ (P ′ : S′) ∈ E

E | N ⊢ P ′ : S′

❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ t❤❛t (P ′ : S′) ∈ E1✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s

♦♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ ▼♦❞✴❆❝❝ t♦ ❞❡r✐✈❡ E′ | N ′ ⊢ P ′ : S′✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ▼♦❞✴❋✐❡❧❞✿

▼♦❞✴❋✐❡❧❞

E | N ⊢ P ′ : 〈e′1 . . . e
′
m | NP ′〉 (P ′.Pi : S

′) ∈ 〈e′1 . . . e
′
m〉

E | N ⊢ P ′.Pi : S
′

❲❡ ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r P ≡ P ′✱ P ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ P ′✱ ♦r P ✐s ♥♦t ❛ ♣r❡✜① ♦❢ P ′✳

✕ ■❢ P ≡ P ′✱ t❤❡♥ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢ ♦❦✱ ❛♥❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s

✇❡ ❤❛✈❡ E′ | N ′ ⊢ ♦❦✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ▼♦❞✴❋✐❡❧❞ t❤❛t

(P.Pi : S′) ∈ 〈e1 . . . en〉✱ t❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ (P.Pi : S′) ∈ E′✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡

▼♦❞✴❆❝❝ ♦♥ E′ | N ′ ⊢ ♦❦ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♦❜t❛✐♥ E′ | N ′ ⊢ P.Pi : S
′✳



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✼✺

✕ ❋♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s P ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ P ′✱ ♦r P ✐s ♥♦t ♣r❡✜① ♦❢ P ′✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥

❤②♣♦t❤❡s✐s✳

• ❚❡r♠ ❝❧❛ss r✉❧❡s✿

❲❡ ♦♥❧② ❞♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❋✐❡❧❞✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥

❤②♣♦t❤❡s✐s✿

❚❡r♠✴❋✐❡❧❞

E | N ⊢ P ′ : 〈e1 . . . en | NP ′〉 NP ′(P ′.Pi.x
′) = P.Pj .x (P.Pj .x : T ) ∈ 〈e1 . . . en〉

E | N ⊢ P ′.Pi.x
′ : T

❲❡ ❤❛✈❡ ❡✐t❤❡r P ≡ P ′✱ P ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ P ′✱ ♦r P ✐s ♥♦t ❛ ♣r❡✜① ♦❢ P ′✳

✕ ■❢ P ≡ P ′✱ t❤❡♥ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✷ ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢ ♦❦✱ ❛♥❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s

✇❡ ❤❛✈❡ E′ | N ′ ⊢ ♦❦✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t N ′(P.Pi.x
′) = P.Pj .x s✐♥❝❡ N ′ ≡ N :: P :: NP ′

❛♥❞ (P.Pj .x
′
i : T ) ∈ E

′✳ ❚❤✉s ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❆❝❝ ❛♥❞ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ E′ | N ′ ⊢

P.Pi.x
′ : T ✳

✕ ❋♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s P ✐s ❛ ♣r❡✜① ♦❢ P ′✱ ♦r P ✐s ♥♦t ♣r❡✜① ♦❢ P ′✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥

❤②♣♦t❤❡s✐s✳

�

❲❡ ❝❛♥ ❞♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ❧❡♠♠❛ ❢♦r ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✾ ▲❡t E := E1, (P : S), E2 | N1 ∪ N2✱ ✇❤❡r❡ E2 ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♠♦❞✉❧❡

❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ S ✐s 〈e1 . . . en | NP 〉✳ ▲❡t E′ := E1, e1 . . . , en, E2 | (N1 :: P :: NP ) ∪ N2✱ ✇❡ ❤❛✈❡

❢♦r ❛♥② ❥✉❞❣❡♠❡♥t J ✱ E | N ⊢ J ✐♠♣❧✐❡s E′ | N ′ ⊢ J ✭✉♥❧❡ss J ✐s P : S✮✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✽

�

❚r❛♥s❧❛t✐♦♥

◆♦✇✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✢❛tt❡♥ t❤❛t t❛❦❡s ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠M/S ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛♥

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ BI ✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐❢ E | N ⊢M/S
J ✇❤❡r❡ J ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡

❢♦r♠ t : T ✱ U ≤βδ T ✱ ♦r ♦❦✱ t❤❡♥ E | N ⊢BI
J ✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t❡s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❢r♦♠ r✐❣❤t t♦

❧❡❢t ♦♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐s ❛ t❡r♠ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ✐t ✐♥ t❤❡ BI ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡❝❧❛r❛✲

t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✢❛tt❡♥s ✐t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ || t♦ s♣❧✐t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡M/S ♣❛rt ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ BI ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳



✼✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

❋♦r t❡r♠ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ s✐♠♣❧② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉tt❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿

(1) flatten(E1, P.x : T ||E2 | N ) = flatten(E1 ||P.x : T,E2 | N )

(2) flatten(E1, P.x : T := t ||E2 | N ) = flatten(E1 ||P.x : T := t, E2 | N )

❋♦r ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✾ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡❝❧❛✲

r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ♦❢ ✐ts s✉❜✲✜❡❧❞s ❛♥❞ ✇❡ ❛❞❞ ✐ts s✉❜✲♥❛♠❡s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡✿

(3) flatten(E1, P : 〈e1 . . . en | NP 〉 ||E2 | N ) = flatten(E1, e1, . . . , en ||E2 | N :: P :: NP )

❋♦r ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✽ t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✿

(4) flatten(E1, P : 〈e1 . . . en | NP 〉 := 〈e1 . . . en | NP 〉 ||E2 | N ) =

flatten(E1, e1, . . . , en ||E2 | N :: P :: N ′
P )

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❛t❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛t ❧❡❢t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ || ✐s

❡♠♣t②✿

flatten(ǫ ||E2 | N ) = E2 | N

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❜✈✐♦✉s❧② t❡r♠✐♥❛t❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛s ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦♠♣♦s❡❞

❜②✿

• ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡ DE ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

DE(e1, . . . , en) = DE(e1) + . . .+DE(en)

DE(〈e1 . . . en | N 〉) = DE(e1) + . . .+DE(en))

DE(P : S := S) = 1 +DE(S)

DE(P : S) = 1 +DE(S)

DE(P.x : T := t) = 0

DE(P.x : T ) = 0

■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❡ ✭❛♥❞ s✉❜✲♠♦❞✉❧❡✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ r✉❧❡s (3)✱ ❛♥❞ (4)✱ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛t ✐♥ (1) ❛♥❞ (2)✳

• ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ♦❢ ||✱ t❤❛t ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ r✉❧❡s (1)✱ ❛♥❞

(2)✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✷✵ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✱ ❛♥❞ ❥✉❞❣❡♠❡♥t J ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t : T ✱ U ≤βδ T ✱ ♦r ok✱

✐❢ E | N ⊢M/S
J t❤❡♥ flatten(E | N ) ⊢M/S

J ✳



✸✳✷✳ ❆❞❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ s②st❡♠M ✼✼

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ DE(E)✳ ■❢ DE(E) = 0 t❤❡♥ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✢❛tt❡♥ ✐s t❤❡

✐❞❡♥t✐t②✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ▲❡♠♠❛s ✸✳✷✳✶✽ ❛♥❞ ✸✳✷✳✶✾✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✷✶ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✱ ❛♥❞ ❥✉❞❣❡♠❡♥t J ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t : T ✱ U ≤βδ T ♦r ok✱

✐❢ E | N ⊢M/S
J t❤❡♥ flatten(E | N ) ⊢BI

J ✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✷✵✱ ✇❡ ❤❛✈❡ flatten(E | N ) ⊢M/S
J ✳ ◆♦✇✱ ✇❡ s❤♦✇ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ flatten(E | N ) ⊢M/S
J t❤❛t flatten(E | N ) ⊢BI

J ✳ ❆❧❧ ❝❛s❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦✈❡ ❜②

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦r ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

�



✼✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

✸✳✸ ❆❞❞✐♥❣ ❛ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ str✉❝t✉r❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s②st❡♠ M ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ str✉❝t✉r❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♠❡r❣❡

♦♣❡r❛t♦r✳

✸✳✸✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s

❲❡ ❛❞❞ ❛ ♥❡✇ ❥✉❞❣❡♠❡♥t✱ E | N ⊢ S1 ⊎ S2 ❀ S3✱ t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N t❤❡

♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s S1 ❛♥❞ S2 ②✐❡❧❞s t❤❡ str✉❝t✉r❡ S3✳ ❚❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ⊎✱

❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡r✐✈❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str✉❝t✉r❡ ✭✐✳❡✳ ❥✉❞❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ S3 : struct✮✳ ▲❡t ✉s

❞❡✜♥❡ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ r✉❧❡s ▼❡r❣❡ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❙tr✉❝t r✉❧❡✿

❙tr✉❝t✴▼❡r❣❡

E | N :: P ⊢ 〈e1 . . . en | NP 〉 : struct E | N :: P ⊢ 〈e′1 . . . e
′
m | N

′
P 〉 : struct

E | N :: P ⊢ 〈e1 . . . en | NP 〉 ⊎ 〈e
′
1 . . . e

′
m | N

′
P 〉❀ 〈e

′′
1 . . . e

′′
k | N

′′
P 〉

E | N :: P ⊢ 〈e′′1 . . . e
′′
k | N

′′
P 〉 : struct

■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡♠ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛

✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str✉❝t✉r❡✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ t②♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ♠❡r❣✐♥❣✳ ■t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ▼❡r❣❡ ❝❧❛ss ♦❢ r✉❧❡s✿

▼❡r❣❡✴❊♠♣t②

E | N ⊢ 〈ǫ | N1〉 ⊎ 〈ǫ | N2〉❀ 〈ǫ | N1 ∪N2〉

▼❡r❣❡✴▲❡❢t

PathCond(e1 | Ie1 , S)

E, e1 | N + Ie1 ⊢ 〈e2 . . . en | N1〉 ⊎ S ❀ 〈e′′2 . . . e
′′
k | N3〉

E | N ⊢ 〈e1 . . . en | N1 + Ie1〉 ⊎ S ❀ 〈e1 e
′′
2 . . . e

′′
k | N3 + Ie1〉

▼❡r❣❡✴❘✐❣❤t

PathCond(e′1 | Ie′1 , S)

E, e′1 | N + Ie′1 ⊢ S ⊎ 〈e
′
2 . . . e

′
m | N2〉❀ 〈e

′′
2 . . . e

′′
k | N3〉

E | N ⊢ S ⊎ 〈e′1 . . . e
′
m | N2 + Ie′1〉❀ 〈e

′
1 e

′′
2 . . . e

′′
k | N3 + Ie′1〉

▼❡r❣❡✴▼❛t❝❤

name(e1) = name(e′1) Ie′′1 = Ie1 ∪ Ie′1
E,N ⊢ e1 ⊎ e′1 ❀ e′′1 E, e′′1 | N + Ie′′1 ⊢ 〈e2 . . . en | N1〉 ⊎ 〈e

′
2 . . . e

′
m | N2〉❀ 〈e

′′
2 . . . e

′′
k | N3〉

E | N ⊢ 〈e1 . . . en | N1 + Ie1〉 ⊎ 〈e
′
1 . . . e

′
m | N2 + Ie′1〉❀ 〈e

′′
1 . . . e

′′
k | N3 + Ie′′1 〉

❚❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ t✇♦ str✉❝t✉r❡s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s✳

❚❤❡ PathCond(e1 | Ie1 , S) ✐s t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ♣r❡❞✐❝❛t❡ (QI(ei) ∪ dom(Ie1)) ∩ QI(S) = ǫ✳ ■♥ ♦t❤❡r

✇♦r❞s✱ t❤❡ s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ei ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡✐r ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐s



✸✳✸✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ str✉❝t✉r❡s ✼✾

❞✐s❥♦✐♥t ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ S✳

❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r t♦ ✜❡❧❞s✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ✐t t❛❦❡s t✇♦ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝ts t❤❡ ♠♦st ♣r❡❝✐s❡ ♦♥❡

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✳

▼❡r❣❡✴❋✐❡❧❞✴❘✐❣❤t

E | N ⊢ e2 ⊆ e1

E | N ⊢ e1 ⊎ e2 ❀ e2

▼❡r❣❡✴❋✐❡❧❞✴▲❡❢t

E | N ⊢ e1 ⊆ e2

E | N ⊢ e1 ⊎ e2 ❀ e1

✸✳✸✳✷ ❆❞♠✐ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r

◆♦✇✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴▼❡r❣❡ ✐s ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠M✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✶ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E ❛♥❞ ✜❡❧❞s e ❛♥❞ e′ ✐❢ E ⊢ e ⊎ e′ ❀ e′′✱ t❤❡♥ E ⊢ e′′ ⊆ e′

❛♥❞ E ⊢ e′′ ⊆ e✳

Pr♦♦❢✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ + ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ ✜❡❧❞s ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐t ♦♥❧② s❡❧❡❝ts t❤❡ ♠♦st ♣r❡❝✐s❡ ✜❡❧❞ ❜❡t✇❡❡♥ e ❛♥❞ e′ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✷ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✱ ♣❛t❤ P ✱ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ 〈e1 . . . en | NP 〉 ✐❢ E | N :: P ⊢

〈e1 . . . en | NP 〉 : struct✱ t❤❡♥ E, e1, . . . en | N :: P :: NP ⊢ ♦❦✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E | N :: P ⊢ 〈e1 . . . en | NP 〉 : struct✳

■❢ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❙tr✉❝t✴❊♥✈ t❤❡♥ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧✳

■❢ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❙tr✉❝t✴▼❡r❣❡✿

❙tr✉❝t✴▼❡r❣❡

E | N :: P ⊢ 〈e′1 . . . e
′
k | N

′〉 : struct E | N :: P ⊢ 〈e′′1 . . . e
′′
m | N

′′〉 : struct

E | N :: P ⊢ 〈e′1 . . . e
′
k | N

′〉 ⊎ 〈e′′1 . . . e
′′
m | N

′′〉❀ 〈e1 . . . en | NP 〉

E | N :: P ⊢ 〈e1 . . . en | NP 〉 : struct

❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t E, e′1 . . . e
′
k | N :: P :: N ′ ⊢ ♦❦ ✭✶✮ ❛♥❞ E, e′′1 . . . e

′′
m | N ::

P :: N ′′ ⊢ ♦❦ ✭✷✮✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t E | N :: P ⊢ ♦❦✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦

❜✉✐❧❞ E | N :: P :: N ∗
P ⊢ ♦❦ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴◆❛♠❡s♣❛❝❡✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Ei | Ni t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿

E, e1, . . . , ei | N :: P :: N ∗
P + Ie1,...,ei

❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E | N :: P ⊢ 〈e′1 . . . e
′
k | N

′〉 ⊎ 〈e′′1 . . . e
′′
m | N

′′〉❀

〈e1 . . . en | NP 〉 t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {1 . . . n}✱ j ∈ {0 . . . k} ❛♥❞ l ∈ {0 . . .m} s✉❝❤ t❤❛t

Ei | Ni ⊢ 〈e
′
j+1 . . . e

′
k | N

′
j+1〉 ⊎ 〈e

′′
l+1 . . . e

′′
m | N

′′
l+1〉❀ 〈ei+1 . . . en | N

∗
p + Iei+1,...,en〉

✇❤❡r❡ N ′
j+1 ≡ N

′∗ + Ie′j+1,...,e
′

k
✭r❡s♣✳ N ′′

l+1 ≡ N
′′∗ + Ie′′l+1,...,e

′′
m
✮ ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♣r♦♣❡rt✐❡s✿



✽✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

✭✐✮ Ei | Ni ⊢ ♦❦

✭✐✐✮ Ei, e
′
j+1, . . . , e

′
k | Ni + Ie′j+1,...,e

′

k
⊢ ♦❦

✭✐✐✐✮ Ei, e
′′
l+1, . . . , e

′′
m | Ni + Ie′′l+1,...,e

′′
m
⊢ ♦❦

❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐t ❢♦r i = 1 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ✉s❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✵

✭✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❜② s✉❜t②♣✐♥❣✮ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ▼❡r❣❡✴▼❛t❝❤ st❡♣✱ ❛♥❞ ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✽ ✭✇❡❛❦❡♥✐♥❣✮ t♦

s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ▼❡r❣❡✴▲❡❢t ♦r ▼❡r❣❡✴❘✐❣❤t st❡♣✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ E, e′1 | N :: P :: N ∗
P + Ie′1 ⊢ ♦❦ ❛♥❞ E, e′′1 | N ::

P :: N ∗
P + Ie′′1 ⊢ ♦❦✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✸ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s✿

• [▼❡r❣❡✴▼❛t❝❤]✿ ■❢ name(e′1) = name(e′′1) ❛♥❞ E | N :: P :: N ∗
P ⊢ e

′
1 ⊎ e′′1 ❀ e1 ❜②

▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✶ ✇❡ ❤❛✈❡ E | N :: P :: N ∗
P ⊢ e1 ⊆ e

′
1 ❛♥❞ E | N :: P :: N ∗

P ⊢ e1 ⊆ e
′′
1✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t Ie1 = Ie′1 ∪ Ie′′1 ✳

❲❡ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✵ ♦♥ ✭✶✮✱ e′1✱ ❛♥❞ e1 ✭r❡s♣✳ ✭✷✮✱ e′′1✱ ❛♥❞ e1✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t✿

✕ ✭✐✐✮ ❢♦r j = 1✱ E, e1, e
′
2, . . . , e

′
n | N1 + Ie′2,...,e′k ⊢ ♦❦

✕ ✭✐✐✐✮ ❢♦r l = 1✱ E, e1, e
′′
2 . . . , e

′′
m | N1 + Ie′′2 ,...,e′′m ⊢ ♦❦ ✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r ✭✐✐✮ ♦r ✭✐✐✐✮✱ ✇❡ ❣❡t ✭✐✮ E1 | N1 ⊢ ♦❦✳

• [▼❡r❣❡✴▲❡❢t]✿ ■❢ PathCond(e′1 | Ie′1 , 〈e
′′
1 . . . e

′′
m | N

′′〉)✱ t❤❡♥ e1 ✐s e′1✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❣❡t ✭✐✐✮ ❢♦r j = 1 ❢r♦♠ ✭✶✮✱ ❛♥❞ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶ ✇❡ ❣❡t ✭✐✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✽ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ✭✷✮✱ ✇❡ ❣❡t ✭✐✐✐✮ ❢♦r l = 0✿

E, e1, e
′′
1 . . . , e

′′
m | N :: P :: N1 + Ie′′1 ,...,e′′m ⊢ ♦❦

• [▼❡r❣❡✴❘✐❣❤t]✿ ✐s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♦❢ [▼❡r❣❡✴▲❡❢t]✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✭✐✮✱ ✭✐✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ tr✉❡ ❢♦r s♦♠❡ i✱ j ❛♥ l ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡

t❤❡♠ ❢♦r i+ 1✿

Ei+1 | Ni+1 ⊢ 〈e
′
j+1 . . . e

′
k | N

′
j+1〉 ⊎ 〈e

′′
l+1 . . . e

′′
m | N

′′
l+1〉❀ 〈ei+2 . . . en | N

∗
p + Iei+2,...,en〉

• [▼❡r❣❡✴▼❛t❝❤]✿ ■❢ name(e′j+1) = name(e′′l+1) ❛♥❞ Ei | Ni ⊢ e
′
j+1 ⊎ e′′l+1 ❀ ei+1✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✸✳✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Ei | Ni ⊢ ei+1 ⊆ e
′
j+1 ❛♥❞ Ei | Ni ⊢ ei+1 ⊆ e

′′
l+1✳

❲❡ ❛♣♣❧② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✵ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✭✐✐✮✱ ❛♥❞ ✜❡❧❞s e′j+1✱ ❛♥❞ ei+1 ✭r❡s♣✳✭✐✐✐✮✱

e′′l+1✱ ❛♥❞ ei+1✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t ❢♦r i+ 1✿

✕ ✭✐✐✮ ❢♦r j = j + 1✱ Ei+1, e
′
j+1, . . . , e

′
n | N1 + Ie′j+1,...,e

′

k
⊢ ♦❦

✕ ✭✐✐✐✮ ❢♦r l = l + 1✱ Ei+1, e1, e
′′
l+1 . . . , e

′′
m | N1 + Ie′′l+1,...,e

′′
m
⊢ ♦❦ ✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭✐✮ Ei+1 | Ni+1 ⊢ ♦❦✳



✸✳✸✳ ❆❞❞✐♥❣ ❛ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥ str✉❝t✉r❡s ✽✶

• [▼❡r❣❡✴▲❡❢t]✿ ■❢ PathCond(e′j+1 | Ie′j+1
, 〈e′′l+1 . . . e

′′
m | N

′′
l+1〉)✱ t❤❡♥ ei+1 ✐s e′j+1✳

❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❣❡t ✭✐✐✮ ❢♦r i+ 1 ❛♥❞ j = j + 1✳

❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✶✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ✭✐✮ Ei+1 | Ni+1 ⊢ ♦❦✳

❋✐♥❛❧❧② ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✷✳✽✱ ✇❡ ❣❡t ✭✐✐✐✮ Ei+1, e
′′
l+1 . . . , e

′′
m | Ni+1 + Ie′′l+1,...,e

′′
m
⊢ ♦❦

• [▼❡r❣❡✴❘✐❣❤t]✿ ✐s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♦❢ [▼❡r❣❡✴▲❡❢t]✳

�



✽✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

✸✳✹ ❆❞❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ HM

■♥ t❤✐s s②st❡♠ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤✐s

s②st❡♠ HM✳ ❆ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ ✐s ❛ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ♠♦❞✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈♦♥✲

s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡✳ ❆s

❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❛❞♦♣t ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❢♦r ❢✉♥❝t♦r✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢

t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s✱

t❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ✇❡❛❦❧②✲♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢

❢✉♥❝t♦rs✱ ✜♥❛❧❧② ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ HM ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s②st❡♠M✳

✸✳✹✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛① ❛♥❞ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s

❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❛①

P ++ = v | (P P )

S ++ = (v : S)⇒ S

E ++ = E, (v : S)

❚❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛t❤ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♣❛t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ v✱ ❛♥❞ ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (P P )✳ ❚❤❡

(v : S)⇒ S s②♥t❛❝t✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts

❛r❡ ❧✐st ♦❢ ✜❡❧❞s✱ t❡r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s

• ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❊♥✈ ❝❧❛ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦❞✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿

❊♥✈✴▼♦❞❱❛r

E | N :: P ⊢ ♦❦ E | N :: P :: v ⊢ S : struct

E, (v : S) | N :: (P v) ⊢ ♦❦

❍❡r❡✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ S ✐s ❜✉✐❧t r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ v✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❤✐❣❤❡r✲

♦r❞❡r ♦r ✜rst✲♦r❞❡r✳ ❲❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❡ ❤❡❛❞ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡

✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

• ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❙tr✉❝t ❝❧❛ss ✇✐t❤ ❛ r✉❧❡ t♦ ❢♦r♠ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡✿

❙tr✉❝t✴❋✉♥

E, (v : S) | N :: (P v) ⊢ S1 : struct

E | N :: P ⊢ (v : S)⇒ S1 : struct

❚❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴❋✉♥ s❛②s t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ str✉❝t✉r❡ S1 ❜✉✐❧t ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛t❤

(P v) ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ t❤❡



✸✳✹✳ ❆❞❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ HM ✽✸

❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ (v : S)⇒ S1 ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣❛t❤ P ✳

• ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ▼♦❞ ❝❧❛ss ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣❛t❤s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣❛t❤✿

▼♦❞✴❆♣♣

E | N ⊢ P1 : (v : S1)⇒ S E ⊢ P2 : S2 E | N :: # ⊢ S#
2 /P2

⊆ S#
1

E | N ⊢ (P1 P2) : {v/P2}S

●✐✈❡♥ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡ P1 ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✉❧❡ P2 t❤❛t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ P1✱ ✇❡ ❝❛♥

❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣❛t❤ (P1 P2) t②♣❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t♣✉t str✉❝t✉r❡ ♦❢ P1✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ✐s

s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② P2✳ ❚❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r ❛ ❢r❡s❤ ♣❛t❤✱ ❛♥❞ ✇❡ str❡♥❣t❤❡♥

t❤❡ str✉❝t✉r❡ S#
2 ❜② P2 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠♦st str✉❝t✉r❡ t②♣❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ P2✳

• ❲❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✿

❙✉❜✴❋✉♥

E | N :: P :: v ⊢ S′ ⊆ S E, (v : S′) | N :: (P v) ⊢ S1 ⊆ S
′
1

E | N :: P ⊢ (v : S)⇒ S1 ⊆ (v : S′)⇒ S′
1

❚❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s✉❛❧

❝♦♥tr❛✈r✐❛♥t✴❝♦✈❛r✐❛♥t ✇❛②✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ♦♥ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✿

((v : S)⇒ S1)/P = (v : S)⇒ S1/(P v)

❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦♥ str✉❝t✉r❡✱ t❤❛t ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❞❡♣t❤ ❛♥❞ ❛r✐t② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶ ▼❡❛s✉r❡ ♦♥ str✉❝t✉r❡ µ(S)✿

µ((v : S)⇒ S′) = 1 + µ(S) + µ(S′)

µ(〈e1 . . . en | N 〉) = 1 +
n∑

i=1

µ(ei)

µ(P : S := S′) = µ(S)

µ(P : S) = µ(S)

µ(P.x : T := t) = 0

µ(P.x : T ) = 0



✽✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s②st❡♠ HM✱ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r ✐♥ ❈♦q s②♥t❛①✿

▼♦❞✉❧❡ ❋ ✭✈ ✿ ❙✮✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❞ ✿❂ ✈✳t ✳

❊♥❞ ❋✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t S ✐s t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ 〈 v.t : Typei | ǫ 〉✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ✐s ✐♥ ❢♦r♠❛❧ s②♥t❛①✿

(v : 〈 v.t : Typei | ǫ 〉)⇒ 〈 (Top.F v).d : Typei := v.t | ǫ 〉

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ✐s q✉❛❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (Top.F v)✳ ❲❡

❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r F ✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✳

❲❡ ❛♣♣❧② t✇✐❝❡ t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴◆❛♠❡s♣❛❝❡ t♦ ✐♥s❡rt t❤❡ ♣❛t❤ Top.F ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ v✳ ❲❡

❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❆① ❛♥❞ ❊♥✈✴P❛r t♦ ❛❞❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r (v.t : Typei) ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱

✇❡ ❣❡t✿

E, (v.t : Typei) | N :: Top.F :: v ⊢ ♦❦

◆♦✇✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴❊♥✈✱ ❛♥❞ ❊♥✈✴▼♦❞❱❛r t♦ ❛❞❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿

E, (v : 〈 (v.t : Typei) | ǫ 〉) | N :: (Top.F v) ⊢ ♦❦

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡▼♦❞✴❆❝❝ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v✱ t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❋✐❡❧❞ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r v.t✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴❉❡❢ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

(Top.F v).d : Typei := v.t ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿

E, (v : 〈 (v.t : Typei) | ǫ 〉), ((Top.F v).d : Typei := v.t) | N :: (Top.F v) ⊢ ♦❦

❲❡ ♥♦✇ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴❊♥✈ ❛♥❞ ❙tr✉❝t✴❋✉♥ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡

❣✐✈❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳

E | N :: Top.F ⊢ (v : 〈 v.t : Typei | ǫ 〉)⇒ 〈 (Top.F v).d : Typei := v.t | ǫ 〉 : struct

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

◆♦✇✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❛❦❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡✿

▼♦❞✉❧❡ ▼✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ t ✿❂ ♥❛t✳

❊♥❞ ▼✳



✸✳✹✳ ❆❞❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ HM ✽✺

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ (Top.F Top.M).d✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ ▼♦❞✴❆❝❝ t♦ ❛❝❝❡ss ❜♦t❤

♠♦❞✉❧❡s Top.F ❛♥❞ Top.M ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ▼♦❞✴❆♣♣ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

〈#.t : Type0 := Top.M.t | ǫ 〉 ⊆ 〈#.t : Typei | ǫ 〉

❲❡ ♦❜t❛✐♥✿

E | N ⊢ (Top.F Top.M) : 〈 (Top.F Top.M).d : Typei := Top.M.t | ǫ 〉

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ d ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s q✉❛❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡①❝❡♣t❡❞ ♣❛t❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡

r✉❧❡ ❚❡r♠✴❋✐❡❧❞ t♦ ❛❝❝❡ss t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ♦❢ ♠♦st ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠s✱ ♥♦

s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✜❡❧❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳

✸✳✹✳✷ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t♦rs

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❢♦r ❢✉♥❝t♦r ❧❡❛❞s ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❡r♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛

δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ✭r✉❧❡s ❉❡❧t❛✴❋✐❡❧❞❉❡❢ ❛♥❞ ❉❡❧t❛✴❋✐❡❧❞P❛r✮ ❝❛♥ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ t②♣✐♥❣ ♦❢

♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛ s✉❝❤ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❡r♠s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠ HM t♦

t❤❡ s②st❡♠M✱ s✐♥❝❡ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ r❡♠♦✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② ✇❡❧❧✲t②♣❡❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ HM ✐s ✇❡❛❦❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥s♣✐r❡ ♦✉rs❡❧❢

❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧② t②♣❡❞ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ❬✸✷❪✳

❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❡r♠s ✐♥ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠

❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ◆❋δ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠ ✐♥ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢

◆❋δ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❙♦rt

E | N ⊢ s ∈ S

E | N ⊢ s ∈ ◆❋δ

P❛r

E | N ⊢ ♦❦ (P.x : T )∈E

E | N ⊢ P.x ∈ ◆❋δ

❱❛r

E | N ⊢ ♦❦ (v : T ) ∈ E

E | N ⊢ v ∈ ◆❋δ

▲❛♠

E | N ⊢ T ∈ ◆❋δ E, (v : T ) | N ⊢ t ∈ ◆❋δ

E | N ⊢ λv : T.t ∈ ◆❋δ

Pr♦❞

E | N ⊢ T ∈ ◆❋δ E, (v : T ) | N ⊢ U ∈ ◆❋δ

E | N ⊢ ∀v : T.U ∈ ◆❋δ

❆♣♣

E | N ⊢ t ∈ ◆❋δ E | N ⊢ u ∈ ◆❋δ

E | N ⊢ (t u) ∈ ◆❋δ

▼P❛r

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉 (P.P ′.x : T )∈ 〈e1 . . . en〉

E | N ⊢ P.P ′.x ∈ ◆❋δ



✽✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

❲❡ ❡①t❡♥❞ ◆❋δ ✇✐t❤ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ✜❡❧❞s✳ ❚❡r♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧✇❛②s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ◆❋δ✱ t❡r♠ ❞❡✜♥✐✲

t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ◆❋δ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ❜♦❞② ❜❡❧♦♥❣s t♦ ◆❋δ✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♠♦❞✉❧❡s ❜❡❧♦♥❣s t♦ ◆❋δ

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ◆❋δ✳

❋✐❡❧❞✴P❛r

E | N ⊢ (P.x : T ) ∈ ◆❋δ

❋✐❡❧❞✴❉❡❢

E | N ⊢ t ∈ ◆❋δ

E | N ⊢ (P.x : T := t) ∈ ◆❋δ

▼♦❞

∀i ∈ [1 . . . n], E | N ⊢ ei ∈ ◆❋δ

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | N 〉 ∈ ◆❋δ

▼♦❞❋✉♥

E, (v : S) | N ⊢ (P v) : S′ ∈ ◆❋δ

E | N ⊢ P : (v : S)⇒ S′ ∈ ◆❋δ

❲❡❛❦❧②✲♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❡r♠s

❲❡ ❞❡✜♥❡ t ↓ ✭t ✐s ✇❡❛❦❧② δ✲♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✮ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❜② ✿

E | N ⊢ t ∈ ◆❋δ

E | N ⊢ t ↓

E | N ⊢ t✄δ t
′ E | N ⊢ t′ ↓

E | N ⊢ t ↓

❲❡ ❡①t❡♥❞ ↓ ♦♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❡❧❞s✳ ❚❡r♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❧✇❛②s ♥♦r♠❛❧✐③❡✱ t❡r♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

♥♦r♠❛❧✐③❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ❜♦❞② ♥♦r♠❛❧✐③❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♠♦❞✉❧❡s ♥♦r♠❛❧✐③❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ✜❡❧❞s

♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡✳

▼❡♥✈

E, (P : S[:= S′]), E′ | N ∪ N ′ ⊢ ♦❦ E | N :: P ⊢ S ↓

E, (P : S[:= S′]), E′ | N ∪ N ′ ⊢ P : S ↓

▼❞♦t

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉 ↓ (P.Pi : S) ∈ 〈e1 . . . en〉

E | N ⊢ P.Pi : S ↓

▼❆♣♣

E | N ⊢ P1 : (v : S1)⇒ S ↓ E | N ⊢ P2 : S
′
1 ↓ E | N :: # ⊢ {v/P2}S

# ↓

E | N ⊢ (P1 P2) : {v/P2}S ↓

❙tr✉❝t

∀i ∈ [1 . . . n] E, e1, . . . , ei−1 | N ∪ N
′
i−1 ⊢ ei ↓

E | N ⊢ 〈e1 . . . en | N
′〉 ↓



✸✳✹✳ ❆❞❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ HM ✽✼

❙tr✉❝t❋✉♥

E, (v : S) | N ⊢ S′ ↓

E | N ⊢ (v : S)⇒ S′ ↓

❋✐❡❧❞✴P❛r

E | N ⊢ (P.x : T ) ↓

❋✐❡❧❞✴❉❡❢

E | N ⊢ t ↓

E | N ⊢ (P.x : T := t) ↓

❋✐❡❧❞✴▼♦❞

E | N :: P ⊢ S ↓

E | N ⊢ (P : S[:= S′]) ↓

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✶ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✱ t❡r♠s t ❛♥❞ ❚✱ ❛♥❞ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs P✳① ❛♥❞ P✬✳①✬✱

s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡✿

• E | N ⊢ P.x : T ✱ N (P.x) = P ′.x′✱ (P ′.x′ : t := T ) ∈ E

• E | N ⊢ t ↓

t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢ P.x ↓

Pr♦♦❢✳ ❇② r✉❧❡ ❉❡❧t❛✴❉❡❢✱ ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢ P.x✄δ t✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ E | N ⊢ P.x ↓

❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✷ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ✱ t❡r♠s t ❛♥❞ ❚✱ s✉❝❤ t❤❛t E | N ⊢ t : T ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧

Pi.xi ∈ FQI(t)✱ E | N ⊢ Pi.xi ↓✱ ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢ t ↓✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ t✳ ■❢ t ≡ s ❢♦r s♦♠❡ s ∈ S ♦r t ≡ v t❤❡♥ ✐t

✐s tr✐✈✐❛❧✳ ■❢ t ≡ Pi.xi t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢ t ↓ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ■❢ t ≡ (u1 u2) t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜②

✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t E | N ⊢ u1 ↓ ❛♥❞ E | N ⊢ u1 ↓✳ ▲❡t u
′ ✭r❡s♣✳ u′′✮ ❜❡ t❤❡ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠

u1 ✭r❡s♣✳ u2✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢ (u′ u′′) ↓ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ E | N ⊢ t ↓✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ❛r❡ ❞❡❛❧t

s✐♠✐❧❛r❧②✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✸ ■❢ E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉 ↓✱ t❤❡♥ ∀P.P ′.x ∈ QI(〈e1 . . . en | NP 〉)

E | N ⊢ P.P ′.x ↓

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ P.P ′.x ♣♦✐♥ts ❡✐t❤❡r t♦ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛♥❞ t❤❡♥ E | N ⊢ P.P ′.x ↓✱ ♦r t♦

❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦❞② ♥♦r♠❛❧✐③❡s ❛♥❞ t❤❡♥ E | N ⊢ P.P ′.x ↓✳ ■❢ P.P ′.x ✐s ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥

t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ NP t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t ❜② t❤❡ r✉❧❡ ❉❡❧t❛✴❋✐❡❧❞❉❡❢ ♦r

❉❡❧t❛✴❋✐❡❧❞P❛r✳

�



✽✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s②♥t❛❝t✐❝ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛t❤s✿

P := Top | v |P.p |P
−→
Pi

❍❡♥❝❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❛ ♣❛t❤ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s P (
−→
Pi).P

′✱ ✇❤❡r❡ P ✐s ♦❢ t❤❡

❢♦r♠ Top.p1 . . . pn ♦r v.p1 . . . pn✱
−→
Pi ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛t❤s ❛♥❞ P ′ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛t❤✳ ❚❤✐s

♥♦t❛t✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ♦✉t❡r♠♦st ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡

♣❛t❤s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t♦ ❞♦ ✐t ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ ❛♥❞ ✐♠♣✉r❡ ♣❛t❤✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ ✭■♠♣✉r❡ ❛♥❞ ♣✉r❡ ♣❛t❤s✮

▲❡t P ❜❡ ❛ ♣❛t❤✱ ✇❡ s❛② t❤❛t P ✐s ✐♠♣✉r❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ P ≡ P ′(
−→
Pi).P

′′ ✇❤❡r❡
−→
Pi ✐s ♥♦t t❤❡ ❡♠♣t②

✈❡❝t♦r✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ♣✉r❡ ♣❛t❤ ❛ ♣❛t❤ P s✉❝❤ t❤❛t P ≡ Top.p1 . . . pn ♦r P ≡ v.p1 . . . pn✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ✭■♠♣✉r❡ ❛♥❞ ♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r✮

▲❡t P.x ❜❡ ❛ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ✇❡ s❛② t❤❛t P.x ✐s ✐♠♣✉r❡ ✭r❡s♣✳ ♣✉r❡✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ P ✐s ✐♠♣✉r❡

✭r❡s♣✳ ♣✉r❡✮✳

◆♦✇ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♥♦r♠❛❧✐③❛❜✐❧✐t② ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✹ ■❢ E | N ⊢ P : (v : S1) ⇒ S2 ↓ ❛♥❞ E | N ⊢ P ′ : S′ ↓✱ t❤❡♥ E | N ⊢ PP ′ :

{v/P ′}S2 ↓

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r P ✱ µ((v : S1) ⇒ S2)✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈❡

t❤❛t t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❧❡♠♠❛ ✐♠♣❧✐❡s E | N :: # ⊢ {v/P ′}S#
2 ↓✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦

♣r♦✈❡ t❤❛t ❡✈❡r② t❡r♠ s✉❜✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r str✉❝t✉r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡s✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❛t

E′ | N ′ ⊢ {v/P ′}e ↓ ✇❤❡r❡ e ✐s t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❡r♠ ✜❡❧❞ ❛♥❞ E′ | N ′ ✐s t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜✉✐❧t

❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ {v/P ′}S#
2 ✳

■❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜❡❧❞ ✐s ❛ t❡r♠ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ■♥

❝❛s❡ ♦❢ ❛ t❡r♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡r♠ t ❛s ❜♦❞②✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t ↓ ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t

{v/P ′}t ↓✳ ▲❡t t′ ❜❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✷ t♦ r❡❛s♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠

♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs P ′′.x ∈ FQI(t′)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤❡s❡ q✉❛❧✐✜❡❞

✐❞❡♥t✐✜❡rs ♣♦✐♥t t♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✐♥❝❡ t′ ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱

✇❡ ❤❛✈❡ P ′′.x ≡ P1.P2 . . . Pn.x
′ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ Pi ✐s ❡✐t❤❡r q✉❛❧✐✜❡rs s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❞♦ts✱ ♦r ❛ ♣❛t❤

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♣❛t❤ P1 . . . Pi ❤❛s t②♣❡ Si✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥

♦♥ n✱ ❢♦r ❛❧❧ i E′ | N ′ ⊢ {v/P ′}P1 . . . Pi : {v/P
′}Si ↓✳

❋♦r i = 1✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ❢♦r P1

• ✭✈❛r✮ P1 ≡ v✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t E | N ⊢ P ′ : S′ ↓✳

• ✭❛♣♣✮ P1 ≡ v(
−→
M) ✇❤❡r❡

−→
M ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t E′ | N ′ ⊢ {v/P ′}v(
−→
M) : {v/P ′}S1 ↓✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞✉❝t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢
−→
M ✳

■❢ t❤✐s ❧❡♥❣t❤ ✐s ♥✉❧❧ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ P ′ : S′ ↓ ❜② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳



✸✳✹✳ ❆❞❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ HM ✽✾

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❧❡t
−→
M ≡

−→
M ′M ′′✱ ✇❡ ❤❛✈❡ E′ | N ′ ⊢ {v/P ′}v(

−→
M ′) : (v′′ : S′′)⇒ {v/P ′}S1 ↓✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t E′ | N ′ ⊢ M ′′ : SM ′′ ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t E′ | N ′ ⊢ M ′′ : SM ′′ ↓ ❜② ❝♦♥str✉❝t♦r

▼❛♣♣✳

◆♦✇✱ ✐❢M ′′ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ❛ ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❜② ♠❛✐♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s

E′ | N ′ ⊢ {v/P ′}M ′′ : {v/P ′}SM ′′ ↓ s✐♥❝❡ µ(SM ′′) < µ((v : S1)⇒ S2)✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡M ′′

✐s ❡✐t❤❡r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦r ❛ ♣✉r❡ ♣❛t❤✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ E′ | N ′ ⊢ {v/P ′}M ′′ : {v/P ′}SM ′′ ↓

❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r {v/P ′}v(
−→
M ′) ❛♥❞ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡

{v/P ′}M ′′✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t♦ ❣❡t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t♦ ❜❡ tr✉❡ ❢♦r i = k✱ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦✈❡ ✐t ❢♦r i = k + 1✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ❢♦r Pk+1✿

• ✭❞♦t✮ Pk+1 ≡ p1 . . . pn✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t♦r ▼❞♦t✳

• ✭❛♣♣✮ Pk+1 ≡ P
′′(
−→
M)✱ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t♦r ▼❞♦t ✇❡ ❤❛✈❡✿

E′ | N ′ ⊢ P1 . . . Pk.P
′′ :
−−−−−→
(v′′ : S′′)⇒ S′

k+1 ↓

❲❡ ❞♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ❛♥❞

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ♠❛✐♥ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢✉♥❝t♦r ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡

❢✉♥❝t♦r P ✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✺ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N ❛♥❞ t❡r♠s t ❛♥❞ T s✉❝❤ t❤❛t E | N ⊢ t : T ✇❡ ❤❛✈❡

E | N ⊢ t ↓✳

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ t✳ ■❢ t ✐s ❛♥ ✐♠♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r t❤❡♥

✇❡ ✉s❡ ▲❡♠♠❛s ✸✳✹✳✸ ❛♥❞ ✸✳✹✳✹✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t ❡✐t❤❡r ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦r

❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

�

❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✇❡❛❦✲♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✿

◆♦✇✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✇❡❛❦✲♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❢δ t❤❛t t❛❦❡s ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥✲

♠❡♥t ❛♥❞ ❛ t❡r♠ ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ t❡r♠ ✐♥ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

t❤❛t ❛❧❧ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡ ✐♥ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡

♥♦t❛t✐♦♥ e∈NE t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♠♦❞✉❧♦ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ e t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E



✾✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

❚❤✐s ✜rst ♣❛rt ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✺✿

♥❢δ(E | N , v) = v

♥❢δ(E | N , s) = s

♥❢δ(E | N , P.x) = ✐❢ (P.x : T ) ∈N E t❤❡♥ N (P.x)

♥❢δ(E | N , P.x) = ✐❢ (P.x : T := t) ∈N E t❤❡♥ t

♥❢δ(E | N , λv : T.t) = λv : ♥❢δ(E | N , T ).♥❢δ(E, v : T | N , t)

♥❢δ(E | N , ∀v : T.U) = ∀v : ♥❢δ(E | N , T ).♥❢δ(E, v : T | N , U)

♥❢δ(E | N , (t u)) = (♥❢δ(E | N , t) ♥❢δ(E, | N , u))

❋♦r ♠♦❞✉❧❡ ❛❝❝❡ss ✭▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✸✮✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ♣✉r❡ ♦r ✐♠♣✉r❡ ♣❛t❤✿

♥❢δ(E | N , P.P
′.x) = ✐❢ E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | Np〉 ❛♥❞ P ✐s ♣✉r❡ t❤❡♥

✐❢ (P.P ′.x : T ) ∈Np
〈e1 . . . en〉 t❤❡♥ Np(P.P

′.x)

✐❢ (P.P ′.x : T := t) ∈Np
〈e1 . . . en〉 t❤❡♥ t

♥❢δ(E | N , P.P
′.x) = ✐❢ E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | Np〉 ❛♥❞ P ≡ P0(

−→
Pi).Pk ✐s ✐♠♣✉r❡ t❤❡♥

❧❡t P : 〈e′1 . . . e
′
n | Np〉 = ♥❢δ(E | N , P : 〈e1 . . . en | Np〉)

✐❢ (P.P ′.x : T ) ∈Np
〈e′1 . . . e

′
n〉 t❤❡♥ Np(P.P

′.x)

✐❢ (P.P ′.x : T := t) ∈Np
〈e′1 . . . e

′
n〉 t❤❡♥ t

P❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✹✮ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s ❞♦t ❛♥❞ ❛♣♣✿

♥❢δ(E | N , P0(
−→
Pi).Pk : S) = ✐❢ E | N ⊢ P0(

−→
Pi) : S

′ t❤❡♥

❞♦t(♥❢δ(E | N , P0(
−→
Pi) : S

′), Pk)

♥❢δ(E | N , P0(
−→
Pi) : S) = ✐❢ E | N ⊢ P0 : (vi : Si)⇒ S′ ❛♥❞

−−−−−−−−−−→
E | N ⊢ Pi : S

′
i t❤❡♥

P0(
−→
Pi) : s✉❜st(E | N , vn, . . . s✉❜st(E | N , v1, ♥❢δ(E | N , P1 : S

′
1), S

′) . . .)

❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❜st t❛❦❡s ❛s ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛ ♣❛t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞

♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ str✉❝t✉r❡✱ ❛ ✜❡❧❞✱ ♦r ❛ t❡r♠✳ ❚❤✐s

❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ♦❜❥❡❝t✳ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② σ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥



✸✳✹✳ ❆❞❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ HM ✾✶

{v/P}✿

❖♥ str✉❝t✉r❡s✿

s✉❜st(E | N , v, P : S, 〈e1 . . . en | N
′〉) =

〈s✉❜st(E | N , v, P : S, e1) . . . s✉❜st(E | N , v, P : S, en) |σN
′〉

s✉❜st(E | N , v, P : S, (v1 : S1)⇒ S2) =

(v1 : s✉❜st(E | N , v, P : S, S1))⇒ s✉❜st(E | N , v, P : S, S2)

❖♥ ✜❡❧❞s✿

s✉❜st(E | N , v, P : S, (P ′ : S1 := S2)) =

(σP ′ : s✉❜st(E | N , v, P : S, S1) := s✉❜st(E | N , v, P : S, S2))

s✉❜st(E | N , v, P : S, (P ′ : S1)) = (σP ′ : s✉❜st(E | N , v, P : S, S1))

s✉❜st(E | N , v, P : S, (P ′.x : T := t)) =

(σP ′.x : s✉❜st(E | N , v, P : S, T ) := s✉❜st(E | N , v, P : S, t))

s✉❜st(E | N , v, P : S, (P ′.x : T )) = (σP ′.x : s✉❜st(E | N , v, P : S, T ))

❖♥ t❡r♠s✿

s✉❜st(E | N , v, P : S, t) = ♥❢δ(E | N , σt)

❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦t✿

❞♦t(E | N , P : 〈e1 . . . en | NP 〉, P
′) =

■❢ P ′ ✐s ♣✉r❡ ❛♥❞ (P.P ′ : S) ∈ 〈e1 . . . en〉 t❤❡♥ (P.P ′ : S)

❞♦t(E | N , P : 〈e1 . . . en | NP 〉, P0(
−→
Pi).P

′) =

✐❢ E | N ⊢ P.P0 : (vi : Si)⇒ S′ ❛♥❞
−−−−−−−−−−→
E | N ⊢ Pi : S

′
i t❤❡♥

❞♦t(E | N , P.P0(
−→
Pi) : s✉❜st(E | N , vn, . . . s✉❜st(E | N , v1, ♥❢δ(E | N , P1 : S

′
1), S

′) . . .), P ′)

✸✳✹✳✸ ❚r❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ HM t♦ M

❘❡♠♦✈✐♥❣ ❙❡❛❧✐♥❣✿ t❤❡ s②st❡♠ HM/S

❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢ s♦ t❤❛t ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦

t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢

E | N :: P ⊢ S : struct

E, (P : S := S) | N ⊢ ♦❦

❚❤❡ s②st❡♠ HM ✇✐t❤ t❤✐s r❡str✐❝t❡❞ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢ r✉❧❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ HM/S ✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡

❢♦r t❤❡ s②st❡♠s M ❛♥❞ M/S ✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ s②st❡♠s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ❡①✲

♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❝❤❡❝❦ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣r❡♠✐s❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡

❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢ ❛t ❛❝❝❡ss t✐♠❡✳



✾✷ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

❘❡♠♦✈✐♥❣ ❢✉♥❝t♦rs✿

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ HM/S ✐s ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s②st❡♠M✳

❲✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ HM/S ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦

✏✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t♦rs ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✑✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡r❡

t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞✿

(Top.F : (v : S)⇒ 〈(Top.F v).x : T := t . . .〉) |Top

❜✉t ♥♦t t❤✐s ♦♥❡✿

(v : S), (Top.F v).x : T := t, . . . |Top :: (Top.F v)

❚❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❛✈♦✐❞ s♦♠❡ t❡❞✐♦✉s ♥❛♠❡s♣❛❝❡ r❡♥❛♠✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹ ▲❡t E | N ❜❡ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❢✉♥❝t♦r✐❛❧② ❝❧♦s❡❞

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s E ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ♠♦❞✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s

❛♥❞ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ N ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♣❛t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❝t♦r✐❛❧② ❝❧♦s❡❞

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ HM/S ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ M✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ ❛ HM/S

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts tr❛♥s❧❛t❡❞M ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ r❡♠♦✈❡s ❢✉♥❝t♦r

❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✱ ❦❡❡♣s ❢r♦♠ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢✉♥❝t♦rs ❛ r❡♥❛♠❡❞ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s t❤❡② ❞❡❝❧❛r❡✱ ❛♥❞ ❛❝✲

❝✉♠✉❧❛t❡s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤✐s r❡♥❛♠✐♥❣✳ ❚♦ ❞♦ ✐t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ δ

♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡r♠s✳ ■❢ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛♥ ✐♠♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r t❤❡♥ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

❧❛tt❡r ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢✉♥❝t♦r✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ✐t ❛ ❢r❡s❤ ♣✉r❡ ♥❛♠❡✱ ✇❡ ❛❞❞

✐t ✐♥ t❤❡M ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❛❦❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✿

▼♦❞✉❧❡ ❋ ✭✈ ✿ ❙✮✳

P❛r❛♠❡t❡r ❛ ✿ ❚②♣❡✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❜ ✿❂ ✭❢✉♥ ① ✿ ❛✮ ❂❃ ✈✳t✳

❊♥❞ ❋✳

▼♦❞✉❧❡ ▼✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ t ✿❂ ❚②♣❡✳

❊♥❞ ▼✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❛✶ ✿❂ ✭❋ ▼✮✳❛✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❜✶ ✿❂ ✭❋ ▼✮✳❜✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t S ✐s t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ P❛r❛♠❡t❡r t ✿ ❚②♣❡✳

❲❡ ❜✉✐❧❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ HM/S ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡M ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿



✸✳✹✳ ❆❞❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ HM ✾✸

• ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞ ❡♠♣t② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

• ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r F ✐♥ t❤❡ HM/S ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡M ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t st❛②s ❡♠♣t②✳

• ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ M ✐♥ t❤❡ HM/S ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛❞❞ ✐ts δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡M

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

• ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ✭❋ ▼✮✳❛✳ ■t ❣✐✈❡s t❤❡ ✐♠♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞

✐❞❡♥t✐✜❡r ✭❋ ▼✮✳❛✱ ✇❡ ❛❞❞ ✐♥ t❤❡ M ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❚♦♣✳❛ ✿ ❚②♣❡✮ ❛♥❞ ✇❡

❡①t❡♥❞ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✇✐t❤ {(FM).a/Top.a}✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ δ ♥♦r♠❛❧

❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ Top.a1 ✐♥ t❤❡ M ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ HM/S

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

• ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ✭❋ ▼✮✳❜✳ ■t ❣✐✈❡s ✭❢✉♥ ① ✿ ❚♦♣✳❛✮ ❂❃ ❚②♣❡

✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ✐♠♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥M ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ HM/S ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺ ▲❡t ρ ❜❡ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❤❛t ♠❛♣s ✐♠♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs t♦ ♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞

✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥ ≤
ρ

❜❡t✇❡❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ M

❛♥❞ ❢✉♥❝t♦r✐❛❧② ❝❧♦s❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ HM/S✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t♦rs✿

❊♠♣t②

(ǫ |Top)M ≤
ǫ

(ǫ |Top)HM/S

❘❡♥❛♠❡

E | N ≤
ρ

E′ | N ′ E′ | N ′ ⊢HM/S
P ′.x′ : T ′

P ′′.x′′ = ρ(♥❢δ(P
′.x′)) P ′′.x′′ ✐♠♣✉r❡ T = ρ(♥❢δ(E

′ | N ′, T ′)) FQI(T ) ❛r❡ ♣✉r❡

E, (P.x : T ) | N ≤
ρ,{P ′′.x′′/P.x}

E′ | N ′

❚❤❡ ❡♠♣t② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❘❡♥❛♠❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ✐s t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♥❡✳ ■t

❛❞❞s ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠M ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t r❡♣❧❛❝❡s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥

❛ ❢✉♥❝t♦r✳ ■❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts E | N ♦❢ t❤❡ s②st❡♠M ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

E′ | N ′ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ HM/S s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡✿

• ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ P ′.x′ : T ′ ✐♥ HM/S

• t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ P ′.x′ ✐s ❛♥ ✐♠♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t P ′′.x′′ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢✉♥❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s

♥♦t ❜❡❡♥ r❡♥❛♠❡❞ ②❡t✳

• ❛ t❡r♠ T ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ T ′✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s ♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞

✐❞❡♥t✐✜❡r



✾✹ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢M ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r (P.x : T )✱ ❢♦r s♦♠❡ ♣❛t❤

P ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤✐♥ N ❛♥❞ x ❛ ❢r❡s❤ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ✐s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ HM/S ✳

P❛r

E | N ≤
ρ

E′ | N ′

E′ | N ′ ⊢HM/S
T ′ : s T = ρ(♥❢δ(T

′)) FQI(T ) ❛r❡ ♣✉r❡

E, (P.x : T ) | N ≤
ρ

E′, (P.x : T ′) | N ′

❉❡❢

E | N ≤
ρ

E′ | N ′

E′ | N ′ ⊢HM/S
t′ : T ′ T = ρ(♥❢δ(T

′)) t = ρ(♥❢δ(t)) FQI(T ) ❛♥❞ FQI(t) ❛r❡ ♣✉r❡

E, (P.x : T := t) | N ≤
ρ

E′, (P.x : T ′ := t′) | N ′

❋♦r t❡r♠ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡M ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦♥✲

t❛✐♥s t❤❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ HM/S ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

◆❛♠❡s♣❛❝❡

E | N ≤
ρ

E′ | N ′

E | N :: P ≤
ρ

E′ | N ′ :: P

■♥❞✐r❡❝t

E | N ≤
ρ

E′ | N ′

E | N ≤
ρ

E′ | N ′ + (P.x← P ′.x′)

■♥❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢M s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ✐♥ t❤❡



✸✳✹✳ ❆❞❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ HM ✾✺

δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ t❡r♠✳

▼♦❞P❋✉♥

E | N ≤
ρ

E′ | N ′

E′ | N ′ :: P ⊢HM/S
S : struct S ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡

E | N ≤
ρ

E′, (P : S) | N ′

▼♦❞❉❋✉♥

E | N ≤
ρ

E′ | N ′

E′ | N ′ :: P ⊢HM/S
S : struct S ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡

E | N ≤
ρ

E′, (P : S := S) | N ′

▼♦❞P

E, e1, . . . , en | N :: P :: Np ≤
ρ

E′, e′1, . . . , e
′
m | N

′ :: P :: N ′
P

E, (P : 〈e1 . . . en | Np〉) | N ≤
ρ

E′, (P : 〈e′1 . . . e
′
m | N

′
p〉) | N

′

▼♦❞❉

E, e1, . . . , en | N :: P :: Np ≤
ρ
E′, e′1, . . . , e

′
m | N

′ :: P :: N ′
P

E, (P : 〈e1 . . . en | Np〉 := 〈e1 . . . en | Np〉) | N ≤
ρ
E′, (P : 〈e′1 . . . e

′
m | N

′
p〉 := 〈e

′
1 . . . e

′
m | N

′
p〉) | N

′

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❢✉♥❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ M ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

✇❤✐❧❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ❧❡♥❣t❤✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦rs

▼♦❞P ❛♥❞ ▼♦❞❉✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s✉❜✲❢✉♥❝t♦r ✜❡❧❞s ❛♥❞ r❡♥❛♠❡❞ ♣❛r❛♠✲

❡t❡rs✳

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✻ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts E′ | N ′ ❛♥❞ E | N ✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ρ s✉❝❤ t❤❛t E | N ≤
ρ
E′ | N ′✱

t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r P.x ❛♥❞ t❡r♠ T ′ s✉❝❤ t❤❛t (P.x : T ′) ∈ E′✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (P.x :

ρ(♥❢δ(T )) ∈ E

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≤
ρ
✳

�



✾✻ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✼ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts E′ | N ′ ❛♥❞ E | N ✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

• E′ | N ′ ⊢HM/S
♦❦ ❛♥❞ E | N ⊢M ♦❦

• E | N ≤
ρ
E′ | N ′ ❢♦r s♦♠❡ ρ

• E′ | N ′ ⊢HM/S
P : 〈e′1 . . . e

′
m | N

′
p〉 ✇✐t❤ P ❛ ♣✉r❡ ♣❛t❤

t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿ ✭✶✮ E | N ⊢M P : 〈e1 . . . en | Np〉 ❢♦r s♦♠❡ str✉❝t✉r❡ 〈e1 . . . en | Np〉✱ ❛♥❞ ✭✷✮

❢♦r ❛❧❧ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r P.P ′.x ❛♥❞ t❡r♠ T ′ s✉❝❤ t❤❛t (P.P ′.x : T ′) ∈ 〈e′1 . . . e
′
m〉✱ ✇❡ ❤❛✈❡

(P.P ′.x : ρ(♥❢δ(T )) ∈ 〈e1 . . . en〉

Pr♦♦❢✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≤
ρ
✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭✶✮ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡

❝♦♥str✉❝t♦rs ▼♦❞P ❛♥❞ ▼♦❞❉ ❛♥❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✻ ♦♥ t❤❡✐r ♣r❡♠✐s❡ ✇❡ ❣❡t t❤❡

♣r♦♣❡rt② ✭✷✮✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✽ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts E′ | N ′ ❛♥❞ E | N ✱ t❡r♠s t ❛♥❞ T ✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡

• E′ | N ′ ⊢HM/S
♦❦ ❛♥❞ E | N ⊢M ♦❦

• t❤❡r❡ ❡①✐sts ρ s✉❝❤ t❤❛t E | N ≤
ρ
E′ | N ′

• E′ | N ′ ⊢HM/S
t : T

t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢M ρ(♥❢δ(t)) : ρ(♥❢δ(T ))

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E′ | N ′ ⊢HM/S
♥❢δ(t) : ♥❢δ(T )✳ ■❢ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❚❡r♠✴❆① t❤❡♥ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧✳ ■❢ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❚❡r♠✴▲❛♠❜❞❛✱ ❚❡r♠✴Pr♦❞✱ ♦r ❚❡r♠✴❆♣♣✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ✐s ❚❡r♠✴❆❝❝✿

E′ | N ′ ⊢HM/S
♦❦ (P.x : T ′) ∈ E′

E′ | N ′ ⊢HM/S
P.x : T ′

✇✐t❤ P.x ≡ ♥❢δ(t) ❛♥❞ T
′ ≡ ♥❢δ(T )✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t P.x ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥ ❛①✐♦♠ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E′

♦r ❡❧s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❇② ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (P.x : ρ(T ′)) ∈ E✳ ❍❡♥❝❡✱

✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥ E | N ⊢M P.x : ρ(T ) ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❆❝❝✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ✐s ❚❡r♠✴❋✐❡❧❞✿

❚❡r♠✴❋✐❡❧❞

E′ | N ′ ⊢HM/S
P : 〈e′1 . . . e

′
m | NP 〉 (P.P ′.x : T ′) ∈ 〈e′1 . . . e

′
m〉

E′ | N ′ ⊢HM/S
P.P ′.x : T ′



✸✳✹✳ ❆❞❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ HM ✾✼

✇✐t❤ P.P ′.x ≡ ♥❢δ(t) ❛♥❞ T
′ ≡ ♥❢δ(T )✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t P.P ′.x ♣♦✐♥ts t♦ ❛♥ ❛①✐♦♠ ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡

〈e1 . . . en〉 ♦r ❡❧s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐♥ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✿ P ✐s

❡✐t❤❡r ❛ ♣✉r❡ ♣❛t❤ ♦r ❛♥ ✐♠♣✉r❡ ♣❛t❤✳

• ■❢ P ✐s ❛♥ ✐♠♣✉r❡ ♣❛t❤✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❛t ρ(P.P ′.x) = P ′′.x′ ❛♥❞ (P ′′.x′ :

ρ(T )) ∈ E✳ ❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❆❝❝ ♦♥ E | N ⊢M ♦❦ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t E | N ⊢M P ′′.x′ : T ′✳

• ■❢ P ✐s ❛ ♣✉r❡ ♣❛t❤✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✼ t❤❛t E | N ⊢HM/S
P : 〈e1 . . . en | NP 〉 ❛♥❞

(P.P ′.x : ρ(T ′)) ∈ 〈e1 . . . en | NP 〉) ✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ r✉❧❡ ❚❡r♠✴❋✐❡❧❞ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥

E | N ⊢M P.P ′.x : ρ(T ′)✳

�

▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✾ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E′ | N ′✱ s✉❝❤ t❤❛t E′ | N ′ ⊢HM/S
♦❦✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ρ ❛♥❞ E | N

s✉❝❤ t❤❛t E | N ≤
ρ
E′ | N ′ ❛♥❞ E | N ⊢M ♦❦❀

Pr♦♦❢✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E′ | N ′ ⊢HM/S
♦❦✳

• ■❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❡♠♣t② t❤❡♥ ✐t ✐s tr✐✈✐❛❧✳

• ■❢ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❊♥✈✴◆❛♠❡s♣❛❝❡ ♦r ❊♥✈✴■♥❞✐r❡❝t t❤❡♥ ✇❡

❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

• ■❢ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❊♥✈✴❉❡❢ ♦r ❊♥✈✴P❛r✳ ❲❡ ❞♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r

❊♥✈✴P❛r✱ t❤❡ ❝❛s❡ ❊♥✈✴❉❡❢ ✐s ❞❡❛❧t s✐♠✐❧❛r❧②✳

E′ | N ′ ⊢HM/S
♦❦ E′ | N ′ ⊢HM/S

T : s s ∈ S P ∈ N

E′, (P.x : T ) | N ′ ⊢HM/S
♦❦

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✽ ♦♥ E′ | N ′ ⊢HM/S
T : s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ρ

❛♥❞ E | N ✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ E′ | N ′ ⊢HM/S
♦❦✱ ✇✐t❤

t❤❡ r❡♥❛♠❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs t❤❛t ❛♣♣❡❛rs

❢r❡❡❧② ✐♥ ♥❢δ(E
′ | N ′, T )✳

▲❡t T ′ ❜❡ t❤❡ δ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ T ✱ ❛♥❞ ❧❡t Þ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs t❤❛t

❛♣♣❡❛r ❢r❡❡❧② ✐♥ T ′✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦♥ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ Þ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts

Epar ❛♥❞ ρpar s✉❝❤ t❤❛t E,Epar | N ≤
ρρpar

E′ | N ′ ❛♥❞ ρρpar(T
′) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞

✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ■❢ t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ♦❢ Þ ✐s ✵ t❤❡♥ ✇❡ t❛❦❡ Epar = ǫ ❛♥❞ ρpar t❤❡ ❡♠♣t② s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❜❡ tr✉❡ ❢♦r Þ ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧ n ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r n + 1✳

❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t Pn+1.xn+1 ∈ Þ ❛♥❞ E′ | N ′ ⊢HM/S
Pn+1.xn+1 : Tn+1 ✇❤❡r❡ Tn+1 ✐s ✐♥ δ

♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❡❛s② ❝❛s❡s✿



✾✽ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

✕ ✐❢ ρρpar(Pn+1.xn+1) ✐s ❛ ♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r t❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② r❡♥❛♠❡❞ ❛♥❞

❛❞❞❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ M ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜②

✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳

✕ ✐❢ ρρpar(Tn+1) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ♦♥✿

E,Epar, (P.x
′ : ρρpar(Tn+1)) | N ≤

ρρpar{Pn+1.xn+1/P.x′}
E′ | N ′

❜② ❝♦♥str✉❝t♦r ❘❡♥❛♠❡✻✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ρρpar{Pn+1.xn+1/P.x
′}(T ′) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧②

♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

◆♦✇✱ ✐❢ ρρpar(Tn+1) ❝♦♥t❛✐♥s ✐♠♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ t❤❡♥ ✇❡ r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❞♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss

❛❜♦✈❡ ❢♦r Tn+1 ❛♥❞ Þ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♠♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs t❤❛t ❛♣♣❡❛r ❢r❡❡❧② ✐♥ Tn+1✳❲❡

❣❡t t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts En+1 ❛♥❞ ρn+1 s✉❝❤ t❤❛t

E,Epar, En+1 | N ≤
ρρparρn+1

E′ | N ′

❛♥❞ ρρparρn+1(Tn+1) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ❇② ❝♦♥str✉❝t♦r ❘❡♥❛♠❡ ✇❡

❝❛♥ ❛❞❞ t❤❡ r❡♥❛♠❡❞ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r (P.x′ : ρρparρn+1(Tn+1)) ✐♥ t❤❡M ❡♥✈✐r♦♥✲

♠❡♥t✳ ❚❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡ss t❡r♠✐♥❛t❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥ ❛s t❤❡ δ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡s

✭✐✳❡✳ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❛♥❞ ♥❡st❡❞ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣✉r❡

♣❛t❤✮✳

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❜✉✐❧t t❤❡ r✐❣❤t M ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E,Epar | N ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ρρpar✱ ✇❡

❛♣♣❧② t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✸✳✹✳✽ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t✿

E,Epar | N ⊢M ρρpar(T
′) : s

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴P❛r t♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

• ■❢ t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢ ♦r ❊♥✈✴▼♦❞P❛r t❤❡♥ ✇❡ ♥❡❡❞

t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝❛s❡s✱ ❡✐t❤❡r ✇❡ ❛❞❞ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♠♦❞✉❧❡ ♦r ✇❡ ❛❞❞ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡✳

■❢ ✇❡ ❛❞❞ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♠♦❞✉❧❡ t❤❡♥ ✇❡ ❣❡t t❤❡ r❡s✉❧t ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t

t❤❡ ❧❛st r✉❧❡ ✐s ❊♥✈✴▼♦❞P❛r ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡✿

❊♥✈✴▼♦❞P❛r

E′ | N ′ ⊢HM/S
♦❦ E′ | N ′ :: P ⊢HM/S

〈e′1 . . . e
′
m | N

′
P 〉 : struct

E′, (P : 〈e′1 . . . e
′
m | N

′
P 〉) | N

′ ⊢HM/S
♦❦

❇② ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t E′, e′1, . . . , e
′
m | N

′ :: P :: N ′
P ⊢HM/S

♦❦✱ ❤❡♥❝❡

✇❡ ❤❛✈❡ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ρ ❛♥❞ E, e1, . . . , en | N :: P :: NP s✉❝❤

t❤❛t

E, e1, . . . , en | N :: P :: NP ⊢M ♦❦ (1)

✻❍❡r❡ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ q✉❛❧✐✜❡r P t❤❛t ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ N ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❢r❡s❤ ✐❞❡♥t✐✜❡r x′✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦

❝❤♦♦s❡ t❤❡ q✉❛❧✐✜❡r ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✜❡❧❞ ✭✐✳❡✳ P.x : T ✮✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✳



✸✳✹✳ ❆❞❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ s②st❡♠ HM ✾✾

❛♥❞

E, e1, . . . , en | N :: P :: NP ≤
ρ
E′, e′1, . . . , e

′
m | N

′ :: P :: N ′
P (2)

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴❊♥✈ ❛♥❞ ❊♥✈✴▼♦❞P❛r ♦♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t✿

E, (P : 〈e1 . . . en | NP 〉) | N ⊢M ♦❦

❲❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ▼♦❞P ♦♥ ✭✷✮ ❛♥❞ ✇❡ ❣❡t✿

E, (P : 〈e1 . . . en | NP 〉) | N ≤
ρ
E′, (P : 〈e′1 . . . e

′
m | N

′
P 〉) | N

′

❚❤❡ ❝❛s❡ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢ ✐s ❞❡❛❧t s✐♠✐❧❛r❧②✳

�

❈♦r♦❧❧❛r② ✸✳✹✳✶ ❋♦r ❛❧❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E′ | N ′✱ t❡r♠s t ❛♥❞ T ✱ ✐❢ E′ | N ′ ⊢HM/S
t : T ❛♥❞

♥❢δ(E
′ | N ′, T ) ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♣✉r❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ρ ❛♥❞ ❛♥

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t E | N s✉❝❤ t❤❛t E | N ≤
ρ
E′ | N ′ ❛♥❞ E | N ⊢M ρ(♥❢δ(t)) : ♥❢δ(T )✳



✶✵✵ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠



❈❤❛♣t❡r ✹

❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ t❤❛t ❛r❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ✜rst t✐♠❡✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✱

t❤❛t r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∆✲

❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳ ❚❤✐s ♥❡✇ r❡❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ q✉♦t✐❡♥t t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛♥❞

❞❡r✐✈❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ✐♥❧✐♥✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s✱ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣

❛ ❢✉♥❝t♦r✱ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ♦❢ δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳

✹✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✜rst ♠❛✐♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s②st❡♠ ✐s t♦ t❛❦❡ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ♥❡✇ ❦✐♥❞ ♦❢ ✜❡❧❞s t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ♥❛♠❡❞ str✉❝t✉r❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r s②st❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡

♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥✱

❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ t❤❛t ❛r❡ r❡✉s❡❞ ❢♦r s❡❛❧✐♥❣✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ♠♦r❡

s♣❡❝✐✜❝ t♦ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❜✉✐❧❞ st❡♣ ❜② st❡♣ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥

t❤❡♦r②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ str✉❝t✉r❡ t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s ❛❜str❛❝t❧② ❛ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡♥ ✉s✐♥❣

♠❡r❣❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❞❡r✐✈❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥❛♠❡❞ str✉❝t✉r❡s✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞

✜❡❧❞s✱ t❤❛t ✜♥❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r t❤❡♦r②✳ ◆♦✇✱ t❤❡s❡ ❢✉❧❧② ❞❡✜♥❡❞

str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❡✐t❤❡r ❛s

st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❢♦r ♦t❤❡r t❤❡♦r② ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s ♦r ❛s ♣r❡❝✐s❡ tr❛♥s❧✉❝❡♥t s✐❣♥❛t✉r❡s✳

❙②♥t❛①

e++ = (P = S)

❆ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❝❧❛ss ♦❢ ✜❡❧❞s✳ ■t ✐s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ str✉❝t✉r❡✳

✶✵✶



✶✵✷ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

❚②♣✐♥❣ r✉❧❡s

❊♥✈✴❆❜❜r❡✈

E | N :: P ⊢ S : str✉❝t

E, (P = S) | N ⊢ ♦❦

❙tr✉❝t✴❆❜❜r❡✈

E | N :: P ′ ⊢ ♦❦ (P = S) ∈ E

E | N :: P ′ ⊢ {P/P ′}S : str✉❝t

❙tr✉❝t✴▼♦❞❋✐❡❧❞

E | N :: P ′ ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉 (P.Pi = S) ∈ 〈e1 . . . en〉

E | N :: P ′ ⊢ {P.Pi/P
′}S : str✉❝t

❙tr✉❝t✴❆♣♣

E | N ⊢ (v : S1)⇒ S : str✉❝t E | N ⊢ P : S2 E | N :: # ⊢ S2
#
/P2
⊆ S#

1

E | N ⊢ {v/P}S : str✉❝t

❙✉❜✴❆❜❜r❡✈✴❆❜❜r❡✈

E | N :: P ⊢ S ⊆ S′ E | N :: P ⊢ S′ ⊆ S

E | N ⊢ (P = S) ⊆ (P = S′)

❚❤❡ ❊♥✈✴❆❜❜r❡✈ r✉❧❡ ❛❞❞s ❛ ♥❡✇ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡

✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ♣❛t❤✳ ❇♦t❤ ❙tr✉❝t✴❆❜❜r❡✈ ❛♥❞ ❙tr✉❝t✴▼♦❞❋✐❡❧❞

r✉❧❡s ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥❡✇ ❙✉❜ r✉❧❡

✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s✉❜t②♣✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡s str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s✳ ❍❡r❡✱ ✇❡

❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ t✇♦ str✉❝t✉r❡s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ❜✉t ♦♥❧② t♦ ❜❡ ♠✉t✉❛❧ s✉❜t②♣❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣

♦❢ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≤βδ✱ t❤✐s ✐♥❞✉❝❡s t❤❛t ❛❧❧ t❡r♠ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜❡❧❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✳

❚❤❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ✐t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(P ′ = S)/P = (P ′ = S)

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦

❙tr✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❈♦q ✉s❡rs✳ ❇❡s✐❞❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ❢❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✐t

♣r♦✈✐❞❡s✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ❛ ♥❡✇ ✇❛② t♦ ❜✉✐❧❞ ❝♦♥❝r❡t❡ str✉❝t✉r❡s t❤r♦✉❣❤ ✏r❡✜♥❡♠❡♥t st❡♣s✑✳ ❆t ✜rst

s✐❣❤t✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜✐❧✐t②

♦❢ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛s ✐t ✇❛s ♣r♦✈❡♥ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❧✉❝❡♥t s✉♠ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬✷✹✱ ✸✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s r❡s✉❧t ❝❧❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳

■♥ ❢❛❝t✱ ✐t ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛r❡ ♥♦t s❡♣❛r❛t❡❞ ❬✺✵❪✳ ■♥

t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞

❤❡♥❝❡ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ♦✉r ❜❛s❡

❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦✛❡rs ❛♥ ♦r❛❝❧❡ ✭=βδ ❛♥❞ ≤βδ✮ t❤❛t ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✐❢ t✇♦ t❡r♠s ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ♦r s✉❜t②♣❡✳

❍❡♥❝❡✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ q✉✐t❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❤❡❝❦ str✉❝t✉r❡ s✉❜t②♣✐♥❣✳



✹✳✷✳ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✶✵✸

✹✳✷ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✱ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ ♥❛♠❡s ❝❛❧❧❡❞

∆✳ ■t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇r✐t✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡r② t♦ r❡❛s♦♥ ♠♦❞✉❧♦ s❤❛r✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡

♠♦❞✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐♥ ❬✺✸❪✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐t ✐♥ ❈♦q ✈✽✳✸✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣

st❡♣s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❢✉♥❝t♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❜② ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❛t❤

s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

❙②♥t❛①✿

❲❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❡r♠ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s s♦ t❤❛t t❤❡✐r ♥❛♠❡ ♣❛rts ❤♦❧❞ t❤❡ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿

e := P.x✄ P.x : T | P.x✄ P.x : T := t | P : S | P : S := S′

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s②♥t❛① ✐s ✉♥♠♦❞✐✜❡❞✳ ◆♦✇✱ ❛ t❡r♠ ✜❡❧❞ ✐s ♥❛♠❡❞ ❜② t✇♦ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✳

❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ ✄ ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t

❤❛♥❞ s✐❞❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳

■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ M✿

❲❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐t

❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿

▼♦❞✉❧❡ P✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ① ✿ ❚ ✿❂ ✳✳✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ② ✿ ❯ ✿❂ ✳✳✳

▲❡♠♠❛ ❢♦♦ ✿ ✳✳✳

❊♥❞ P✳

▼♦❞✉❧❡ ❑✿❂P✳

▼♦❞✉❧❡ ▼✳

■♥❝❧✉❞❡ ❑✳

▲❡♠♠❛ ❜❛r ✿ ✳✳✳

❊♥❞ ▼✳

■♥ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

• ❛ ♠♦❞✉❧❡ P t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤r❡❡ ✜❡❧❞s



✶✵✹ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

• ❛ ♠♦❞✉❧❡ K t❤❛t ✐s ❛ ❝♦♣② ♦❢ P

• ❛ ♠♦❞✉❧❡ M t❤❛t ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ K

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t P.x✱ K.x ❛♥❞ M.x ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② y ❛♥❞ ❢♦♦✮ ❛r❡ t❤r❡❡ ♥❛♠❡s t❤❛t st❛♥❞ ❢♦r t❤❡

s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠❛❧ s②♥t❛① t❤♦s❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

P : 〈P.x✄ P.x : T := . . . , P.y ✄ P.y : T := . . . , P.foo ✄ P.foo : . . . | ǫ〉

:= 〈P.x✄ P.x : T := . . . , P.y ✄ P.y : T := . . . , P.foo ✄ P.foo : . . . | ǫ〉

K : 〈K.x✄ P.x : T := P.x, K.y ✄ P.y : T := P.y, K.foo ✄ P.foo : . . . | ǫ〉

:= 〈K.x✄ P.x : T := P.x, K.y ✄ P.y : T := P.y, K.foo ✄ P.foo : . . . | ǫ〉

M : 〈M.x✄ P.x : T := K.x, M.y ✄ P.y : T := K.y, . . . , M.bar ✄M.bar : . . . | ǫ〉

:= 〈M.x✄ P.x : T := K.x, M.y ✄ P.y : T := K.y, . . . , M.bar ✄M.bar : . . . | ǫ〉

❲❡ s❡❡ t❤❛t ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞s ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥✈♦❦❡ t❤❡ r✉❧❡

❙tr✉❝t✴P❛t❤✿

❙tr✉❝t✴P❛t❤

E | N :: P ⊢ P ′ : S

E | N :: P ⊢ ({P ′/P}S)/P ′ : str✉❝t

■♥ t❤✐s r✉❧❡✱ t❤❡ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {P ′/P} ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞✳ ❍❡♥❝❡✱

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣❛rt✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s t♦✇❛r❞s ♦✉r ♥❡✇

♥❛♠✐♥❣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ▲❡t σ ❜❡ ❛ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❖♥ ♠♦❞✉❧❡ ✜❡❧❞s✱ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s t❤❡ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳

• ❖♥ t❡r♠ ✜❡❧❞s✿

σ(P.x✄ P ′.x : T := t) = σP.x✄ P ′.x : σT := σt

σ(P.x✄ P ′.x : T ) = σP.x✄ P ′.x : σT

❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡♥ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡r❣✲

✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s t❤❛t ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✿
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▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❙✳

P❛r❛♠❡t❡r ① ✿ ❚✳

P❛r❛♠❡t❡r ② ✿ ❯✳

P❛r❛♠❡t❡r ❢♦♦ ✿✳✳✳

❊♥❞ ❙✳

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❙1✳

▼♦❞✉❧❡ ❆✿❂P

❊♥❞ ❙1✳

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❙2✳

❉❡❝❧❛r❡ ▼♦❞✉❧❡ ❆✿❙✳

▼♦❞✉❧❡ ❇✿❂❆✳

❊♥❞ ❙2✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♦✉r ♥❡✇ ❙tr✉❝t✴P❛t❤ r✉❧❡✱ t❤❡ ✜❡❧❞s x, y ❛♥❞ ❢♦♦ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ S1.A ✭r❡s♣✳ S2.B✮

❤❛✈❡ P.x✱ P.y ❛♥❞ P✳❢♦♦ ❛s ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s ✭r❡s♣✳ S2.A.x✱ S2.A.y ❛♥❞ ❙2✳❆✳❢♦♦✮✳

◆♦✇✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ S3 t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ S1 ❛♥❞ S2✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❙3 ✿❂ ❙1 ✰ ❙2✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❜♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ♣❛t❤ S3 ✐s ✿

〈S3.A : 〈S3.A.x✄ P.x : T := P.x, S3.A.y ✄ P.y : T := P.y, . . .〉 := 〈. . .〉,

S3.B : 〈S3.B.x✄ P.x : T := S3.A.x, S3.B.y ✄ P.y : T := S3.A.y, . . .〉 := 〈. . .〉〉

❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ B ❤❛✈❡ ♥♦t ❛♥②♠♦r❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐❞❡♥t✐✜❡rs ♣r❡✜①❡❞ ❜②

A✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ S3.A ❛♥❞ P ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ str✉❝✲

t✉r❡✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ∆ s❡t ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ collect t❤❛t ❡①tr❛❝ts ∆ s❡ts ❢r♦♠ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞

✜❡❧❞s✳ ❆ ∆ s❡t ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✱ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ❣✐✈❡s q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs t❤❛t

❛r❡ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

∆ := ǫ | ∆, (P.x✄ P ′.x)
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• collect ♦♥ str✉❝t✉r❡s✿

collect(〈e1 . . . en | N 〉) =
⋃

i∈{1...n}

collect(ei)

collect(((v : S)⇒ S′)) = collect(S′)

• collect ♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✿

collect((P : S := S′)) = collect(S)

collect((P : S)) = collect(S)

collect((P = S) = { }

• collect ♦♥ t❡r♠ ✜❡❧❞s✿

collect((P.x✄ P ′.x : T := t)) = {(P.x✄ P ′.x)}

collect((P.x✄ P ′.x : T )) = {(P.x✄ P ′.x)}

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ∆ s❡ts✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ∆ ↑

♦♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❡❧❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❖♥ str✉❝t✉r❡s✿

∆ ↑ 〈e1 . . . en | N 〉 = 〈∆ ↑ e1 . . .∆ ↑ en | N 〉

∆ ↑ ((v : S)⇒ S′) = = (v : ∆ ↑ S)⇒ ∆ ↑ S′

• ❖♥ ♠♦❞✉❧❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✿

∆ ↑ (P : S := S′) = (P : ∆ ↑ S := ∆ ↑ S′)

∆ ↑ (P : S) = (P : ∆ ↑ S)

∆ ↑ (P = S) = (P = ∆ ↑ S)

• ❖♥ t❡r♠ ✜❡❧❞s✿

∆ ↑ (P.x✄ P ′.x : T := t) = (P.x✄∆(P ′.x) : T := t)

∆ ↑ (P.x✄ P ′.x : T ) = (P.x✄∆(P ′.x) : T )

✇❤❡r❡ ∆(P ′.x) ✐s P ′′.x ✭r❡s♣✳ P ′.x✮ ✐❢ (P ′.x✄ P ′′.x) ∈ ∆ ✭r❡s♣✳ ✐❢ ♥♦t✮✳
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◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ▼❡r❣❡ s♦ t❤❛t ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞✿

▼❡r❣❡✴▼❛t❝❤

name(e1) = name(e′1) Ie′′1 = Ie1 ∪ Ie′1 E,N ⊢ e1 ⊎ e′1 ❀ e′′1,∆

E, e′′1 | N + Ie′′1 ⊢ 〈e2 . . . en | N1〉 ⊎ 〈e
′
2 . . . e

′
m | N2〉❀ 〈e

′′
2 . . . e

′′
k | N3〉

E | N ⊢ 〈e1 . . . en | N1 + Ie1〉 ⊎ 〈e
′
1 . . . e

′
m | N2 + Ie′1〉❀ 〈e

′′
1,∆ ↑ e

′′
2 . . .∆ ↑ e

′′
k | N3 + Ie′′1 〉

▼❡r❣❡✴❋✐❡❧❞✴❘✐❣❤t

E | N ⊢ e2 ⊆ e1

E | N ⊢ e1 ⊎ e2 ❀ e2, collect(e2)

▼❡r❣❡✴❋✐❡❧❞✴▲❡❢t

E | N ⊢ e1 ⊆ e2

E | N ⊢ e1 ⊎ e2 ❀ e1, collect(e1)

❲❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ r✉❧❡s ❙tr✉❝t✴❆♣♣ ❛♥❞▼♦❞✴❆♣♣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧

♥❛♠❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✿

❙tr✉❝t✴❆♣♣

E | N ⊢ (v : S1)⇒ S : ❙tr✉❝t

E | N ⊢ P : S2 E | N :: # ⊢ S2
#
/P2
⊆ {v/P}S#

1 ∆ = collect(P : S2)

E | N ⊢ ∆ ↑ ({v/P}S) : ❙tr✉❝t

▼♦❞✴❆♣♣

E | N ⊢ P1 : (v : S1)⇒ S

E ⊢ P2 : S2 E | N :: # ⊢ S2
#
/P2
⊆ {v/P2}S

#
1 ∆ = collect(P : S2)

E | N ⊢ (P1 P2) : ∆ ↑ ({v/P2}S)

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ❧❛②❡r ♦❢ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s✱ t❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

s❝♦♣❡ ♦❢ ✉s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❧❛②❡r ✭✐✳❡✳ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❛♠❡s✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡s✱ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s✮ ✐♥ t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦q✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❈♦q t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦❡r ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡

❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦♥❧② ✉s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❛♠❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡s ❛r❡ ❥✉st ❛❧✐❛s❡s ❢♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❛♠❡s✱

❛♥❞ t❤✉s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✭❛❦❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡✐r ❡①✐st❡♥❝❡✳ ■❞❡♥t✐❝❛❧❧②✱

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s ❛♥❞ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛r❡ s❤♦rt❝✉ts ❢♦r δ✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ s♦ ✐t ✐s ♥♦t ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡

t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ st❡♣s ❛s δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐t✳ ❋♦r ❤✐s ♣❛rt✱ t❤❡ ✉s❡r ❤❛s

❛❝❝❡ss t♦ ❜♦t❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ s❝♦♣❡ ❤❡ ✉s❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✇r✐t✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡r② ✉s❡ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❝t✐❝s ❧✐❦❡ ❛✉t♦ ♦r r❡✇r✐t❡

♥❡❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s✼✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ♥♦t❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♦r ♣r✐♥❝✐♣❛❧

♥❛♠❡✱ s✐♥❝❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ s❝♦♣❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ❧♦❣✐❝❛❧

♦❜❥❡❝t✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r ✺ ♦✉r ❝♦♥❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤✐s ❧❛②❡r❡❞ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳

✼❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ ❞❛t❛❜❛s❡s✱ ❧✐❦❡ ❤✐♥ts✱ t②♣❡ ❝❧❛ss ✐♥st❛♥❝❡s✳✳✳✱ ❛♥❞ t♦♦❧s ❧✐❦❡ s❡❛r❝❤

♣❛tt❡r♥



✶✵✽ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

✹✳✸ ■♥❧✐♥✐♥❣ ❛t ❢✉♥❝t♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r t♦♦❧❜♦① t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ δ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡

❛ ♥❡✇ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❧✐♥✐♥❣✽✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛❧✐✜❡❞

✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐♥❧✐♥✐♥❣✱ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❖r❞❡r❡❞❚②♣❡✳

P❛r❛♠❡t❡r t ✿ ❚②♣❡✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡q ❧t ✿ t → t → Pr♦♣✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡q❴r❡✢ ✿ ∀x : t, eq x x✳

✳✳✳

✭✯ ❡q❴s②♠✱ ❡q❴tr❛♥s✱ ❧t❴tr❛♥s✱ ❧t❴str✐❝t ✯✮

❊♥❞ ❖❞❡r❡❞❚②♣❡✳

▼♦❞✉❧❡ ❙❡t▲✐st ✭❳✿ ❖r❞❡r❡❞❚②♣❡✮ ✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡❧t ✿❂ ❳✳t✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ t ✿❂ ❧✐st ❡❧t✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡♠♣t② ✿ t ✿❂ ♥✐❧✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✐s❴❡♠♣t② ✭❧✿t✮✿❂ ♠❛t❝❤ ❧ ✇✐t❤ ✳✳✳ ✳

✳✳✳

✭✯ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ s❡t ❛♥❞ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✯✮

❊♥❞ ❙❡t▲✐st✳

◆♦✇✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ♦✉r ❢✉♥❝t♦r SetList ♦♥ P❡❛♥♦ ♥❛t✉r❛❧ ♥✉♠❜❡r ✭nat✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛

♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♥❛♠❡❞ ♠♦❞✉❧❡ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❖r❞❡r❡❞❚②♣❡✳

■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦♥②♠♦✉s ♠♦❞✉❧❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ✐♥ ▼▲ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠s✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ t❤❛t ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ❙❡t▲✐st ❢✉♥❝t♦r✱

✐♥t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ◆❛t❴❖❚✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ t ✿❂ ♥❛t✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡q ✿❂ ❅❡q ♥❛t✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❧t ✿❂❧t❴♥❛t✳

✳✳✳

❊♥❞ ◆❛t❴❖❚✳

✽❇❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞♦♥❡ ❜② ❈❧❛✉❞✐♦ ❙❛❝❡r❞♦t✐ ❈♦❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦q✳



✹✳✸✳ ■♥❧✐♥✐♥❣ ❛t ❢✉♥❝t♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✶✵✾

■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ ✐❢ ✇❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ ♦✉r ❢✉♥❝t♦r ❙❡t▲✐st t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ◆❛t❴❖❚✱ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✇✐❧❧ ♠❡♥t✐♦♥ ◆❛t❴❖❚✳t✱ ◆❛t❴❖❚✳❡q ❛♥❞ ◆❛t❴❖❚✳❧t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡ nat✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r eq ❛♥❞ lt❴nat ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✇❛② ♦❢ ✐♥❧✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛t ❢✉♥❝t♦r

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❞♦ ✐t✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ❦❡②✇♦r❞ ■♥❧✐♥❡ t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❛

❢✉♥❝t♦r ✇❤✐❝❤ ✜❡❧❞s ❛r❡ t♦ ✐♥❧✐♥❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❖r❞❡r❡❞❚②♣❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❖r❞❡r❡❞❚②♣❡✳

P❛r❛♠❡t❡r ■♥❧✐♥❡ t ✿ ❚②♣❡✳

P❛r❛♠❡t❡r ■♥❧✐♥❡ ❡q ❧t ✿ t → t → Pr♦♣✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡q❴r❡✢ ✿ ∀x : t, eq x x✳

✳✳✳

❊♥❞ ❖❞❡r❡❞❚②♣❡✳

❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❡❛s② t♦ s❡t ✉♣ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛ ♠❛r❦ ♦♥ t❡r♠ ♣❛r❛♠❡t❡r

t❤❛t ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✐♥❧✐♥❡❞ ❛♥❞ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❙tr✉❝t✴❆♣♣ ✭r❡s♣✳ ▼♦❞✴❆♣♣✮ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❙tr✉❝t✴❆♣♣

E | N ⊢ (v : S1)⇒ S : ❙tr✉❝t

E | N ⊢ P : S2 E | N :: # ⊢ S2
#
/P2
⊆ {v/P}S#

1 ∆ = collect(P : S2)

E | N ⊢ ∆ ↑ (ι ◦ {v/P}S) : ❙tr✉❝t

❲❤❡r❡ ι ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {P.P1.x1/t1, . . . , P.Pn.xn/tn} ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡❛❝❤ ✜❡❧❞ v.Pi.xi ✐s ♠❛r❦❡❞

✐♥❧✐♥❡ ✐♥ S1✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ P.Pi.xi ✇❡ ❤❛✈❡ E | N ⊢ P.Pi.xi ✄δ ti✳

❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❧✐♥✐♥❣ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡♠♦✈❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥❛♠❡s t❤❛t ❛r❡

♥♦t ❛❧✇❛②s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✐♥❧✐♥✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢

❝❤♦s❡♥ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ t❤❡② r❡❛❧✐③❡ ❛ t♦♦❧❜♦① t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s

t❤❡ δ✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡❛s❡s t❤❡ ♥❛♠✐♥❣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦r ✉s❡rs✳



✶✶✵ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠



❈❤❛♣t❡r ✺

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛st r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡

❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✭✐✳❡✳ ✈❡rs✐♦♥ ✽✳✸✮✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ ♠② P❤❞ ✇♦r❦

❛♥❞ ✐s ♠❛✐♥❧② ❛ s✉❜s②st❡♠ ♦❢ ♦✉r ♥❡✇ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r

♥❡✇ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✹✳ ❚❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

✐s st✐❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✜♥✐s❤❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ♣❛rt✳

✺✳✶ ❆ s❤♦rt ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ✽✳✸

❚❤❡ ❧❛st r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✐s t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✽✳✸✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤✐s

r❡❧❡❛s❡ ✐s ❛ s✉❜s②st❡♠ ♦❢ ♦✉r ♥❡✇ ♦♥❡✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s✱

❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ■♥❝❧✉❞❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡ ❲✐t❤ ♦♣❡r❛t♦r ✾✱ t❤❡ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❧✐♥✐♥❣ ❛t

❢✉♥❝t♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❙②♥t❛①

▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ s②♥t❛① ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✾❚❤❡ ❲✐t❤ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❏✳ ❈❤r③→s③❝③ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❈✳ ❙❛❝❡r❞♦t✐✳

✶✶✶



✶✶✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q

• P❛t❤s✿

P := Coq |P.p | v

• ❋✐❡❧❞s✿

e := P.x : T | P.x : T := t |

P : S | P : S := S′ | P = S

• ❙tr✉❝t✉r❡s✿

S := 〈e1 . . . en〉 | (v : S)⇒ S′

• ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✿

E := ǫ |E, e |E, (v : T )

• ◆❛♠❡s♣❛❝❡s✿

N := Coq | N :: P

❆♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥✲

tr❛r② ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ♣❛rt ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥ts ♣❛t❤s

♦❢ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❜✉✐❧t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧❧ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❊♥✈ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✸✮

✉s❡ t❤❡ ❤❡❛❞ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛s q✉❛❧✐✜❡r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥s❡rt t❤❡ ♦❜❥❡❝t✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ r✉❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t♦rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡r❡

✐s ♥♦ ▼♦❞✴❆♣♣ r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✲

t❡r ✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐t ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ r✉❧❡✿

❙tr✉❝t✴■♥❝❋✉♥

E | N :: P ⊢ 〈e1 . . . en〉 : str✉❝t

E | N :: P ⊢ (X1 : S1)⇒ . . .⇒ (Xn : Sn)⇒ 〈e
′
1 . . . e

′
m〉 : str✉❝t

∀i ∈ [1 . . . n] E | N :: P :: # ⊢ 〈e1 . . . en〉
# ⊆ {Xi=1...i−1/P}S

#
i

E | N :: P ⊢ 〈e1 . . . en{Xi=1...n/P}e
′
1 . . . {Xi=1...n/P}e

′
m〉 : str✉❝t

●✐✈❡♥ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ✜rst✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r t❤❡

♣❛t❤ P ✱ ✐❢ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ ❢✉❧✜❧s t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥

❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♦♥❡✳ ❚❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s q✉✐t❡ ✉♥✉s✉❛❧ ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❞♦❡s

♥♦t ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t♦rs ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ❞❡r✐✈❡s str✉❝t✉r❡s ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t t❤❡

♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ {Xi/P} ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡t ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛t q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs



✺✳✶✳ ❆ s❤♦rt ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ✽✳✸ ✶✶✸

❧❡✈❡❧✿ ⋃

Xi.P ′.x∈QI(〈e1...en〉)

{Xi.P
′.x/P.P ′.x}

❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✉♥❞❡r❧✐❡s t❤❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❧✐❜r❛r✐❡s ◆✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡s✶✵✱ t❤❛t ❛r❡

✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❈♦q✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♣❡r❛t♦r ❤❡❧♣s t♦ s♦❧✈❡ s❤❛r✐♥❣ ✐♥

❞✐❛♠♦♥❞✲❧✐❦❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐t✱ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡✱

✇✐t❤✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡✱ ❛♥ ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤❡♦r②✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❢✉♥❝t♦r t❤❛t

❞❡r✐✈❡s ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤✐s ❛①✐♦♠❛t✐③❛t✐♦♥✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❆①❚❤❡♦r②✳

P❛r❛♠❡t❡r ❚ ✿ ❚②♣❡✳

P❛r❛♠❡t❡r ❢♦♦ ✿ ❚✳

P❛r❛♠❡t❡r ❜❛r ✿ ❚ → ❚ → ❚ ✳

❊♥❞ ❆①❚❤❡♦r②✳

▼♦❞✉❧❡ ❇❛s❡Pr♦♣ ✭❳✿❆①❚❤❡♦r②✮✳

✳✳✳

❊♥❞ ❇❛s❡Pr♦♣✳

❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦✉r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤ t✇♦ ❢✉♥❝t♦rs t❤❛t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞❡r✐✈❡s ♠♦r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠

❇❛s❡Pr♦♣✿

▼♦❞✉❧❡ Pr♦♣✶ ✭❳✿❆①❚❤❡♦r②✮✳

▼♦❞✉❧❡ ❇❛s❡ ✿❂ ❇❛s❡Pr♦♣ ❳✳

✳✳✳

❊♥❞ Pr♦♣✶✳

▼♦❞✉❧❡ Pr♦♣✷ ✭❳✿❆①❚❤❡♦r②✮✳

▼♦❞✉❧❡ ❇❛s❡ ✿❂ ❇❛s❡Pr♦♣ ❳✳

✳✳✳

❊♥❞ Pr♦♣✷✳

✶✵❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ❧✐❜r❛r② ◆✉♠❜❡rs ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❊✈❣❡♥② ▼❛❦❛r♦✈✱ ❛♥❞ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② P✐❡rr❡

▲❡t♦✉③❡② ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ❙tr✉❝t✉r❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥ ❜② P✐❡rr❡ ▲❡t♦✉③❡②✳



✶✶✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣r♦✉♣ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t♦rs ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✿

▼♦❞✉❧❡ ❋✐♥❛❧ ✭❳✿❆①❚❤❡♦r②✮✳

▼♦❞✉❧❡ P✶ ✿❂ Pr♦♣✶ ❳✳

▼♦❞✉❧❡ P✷ ✿❂ Pr♦♣✷ ❳✳

✳✳✳

❊♥❞ ❋✐♥❛❧✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♦❢ ❢✉♥❝t♦rs✱ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡s P✶✳❇❛s❡ ❛♥❞ P✷✳❇❛s❡ ❞❡✜♥❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡

t②♣❡s ♦r ❛❜str❛❝t ✜❡❧❞s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡♠ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡✳

❚❤❡ ✜rst s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ❧✐♥❡❛r✐③❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r

Pr♦♣✶ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ Pr♦♣✷✱ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r Pr♦♣✷ ✇✐t❤✐♥ ❋✐♥❛❧✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥

❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢

❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✐♠❜r✐❝❛t❡❞ ♠♦❞✉❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆✉♠❜❡rs

❧✐❜r❛r②✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠♦❞✉❧❡ ❤❛❞ ❛ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵ ✐♠❜r✐❝❛t❡❞ ♠♦❞✉❧❡s✳

◆♦✇✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♦✉r s✐♥❣❧❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♦✉r ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❡ ❞♦

❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❇❛s❡Pr♦♣ ✭❳✿❆①❚❤❡♦r②✮✳

✳✳✳

❊♥❞ ❇❛s❡Pr♦♣✳

▼♦❞✉❧❡ Pr♦♣✶ ✭❳✿❆①❚❤❡♦r②✮ ✭❇❛s❡✿❇❛s❡Pr♦♣ ❳✮✳

✳✳✳

❊♥❞ Pr♦♣✶✳

▼♦❞✉❧❡ Pr♦♣✷ ✭❳✿❆①❚❤❡♦r②✮ ✭❇❛s❡✿❇❛s❡Pr♦♣ ❳✮✳

✳✳✳

❊♥❞ Pr♦♣✷✳

▼♦❞✉❧❡ ❋✐♥❛❧ ✭❳✿❆①❚❤❡♦r②✮✳

■♥❝❧✉❞❡ ❳ ❁✰ ❇❛s❡Pr♦♣ ❁✰ Pr♦♣✶ ❁✰ Pr♦♣✷✳

✳✳✳

❊♥❞ ❋✐♥❛❧✳



✺✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ ✶✶✺

❋✐rst✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❇❛s❡Pr♦♣ ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤❡♥✱

✇❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡ Pr♦♣✶ ❛♥❞ Pr♦♣✷ ❜② ❇❛s❡Pr♦♣ ❳✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❇❛s❡ s✉❜♠♦❞✉❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✇❡ ❣r♦✉♣ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢✉♥❝t♦r✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✏❁✰✑ ✐s s②♥t❛❝t✐❝ s✉❣❛r ❢♦r ❛ ❝❤❛✐♥ ♦❢

✐♥❝❧✉❞❡✱ ❛♥❞ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ✜rst ✐♥❝❧✉❞❡ X✱ t❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❇❛s❡Pr♦♣✳✳✳ ■♥ t❤❡ ❋✐♥❛❧ ❢✉♥❝t♦r✱

t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❇❛s❡Pr♦♣ ✐s ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ X✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t♦rs Pr♦♣✶ ❛♥❞

Pr♦♣✷ ❛r❡ ❜♦t❤ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✜❡❧❞s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ X ❛♥❞ ❇❛s❡Pr♦♣✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t s✉❝❤ ❛s ♥♦t❛✲

t✐♦♥s✱ ❤✐♥ts ❛♥❞ t❛❝t✐❝s t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❧✐❜r❛r②✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❊q▲t✳

P❛r❛♠❡t❡r t ✿ ❚②♣❡✳

P❛r❛♠❡t❡r ❡q ✿ t → t → Pr♦♣ ✳

P❛r❛♠❡t❡r ❧t ✿ t → t → Pr♦♣ ✳

❊♥❞ ❊q▲t✳

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ❊q▲t◆♦t❛t✐♦♥ ✭❳✿❊q▲t✮✳

■♥❢✐① ✧❂❂✧ ✿❂ ❡q ✭❛t ❧❡✈❡❧ ✼✵✱ ♥♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✮✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✧① ∼❂ ②✧ ✿❂ ✭ ❡q ① ②✮ ✭❛t ❧❡✈❡❧ ✼✵✱ ♥♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✮✳

■♥❢✐① ✧❁✧ ✿❂ ❊✳❧t✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✧① ❃ ②✧ ✿❂ ✭②❁①✮ ✭♦♥❧② ♣❛rs✐♥❣✮✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✧① ❁ ② ❁ ③✧ ✿❂ ✭①❁② ∧ ②❁③✮✳

❊♥❞ ❊q▲t◆♦t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ ❊q▲t◆♦t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞ ♥♦t❛t✐♦♥s t♦ ❛♥② str✉❝t✉r❡ ♦r ♠♦❞✉❧❡

t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ t❤r❡❡ ✜❡❧❞s t✱ ❡q✱ ❛♥❞ ❧t✿

▼♦❞✉❧❡ ◆❛t❴❖❚✬ ✿❂ ◆❛t❴❖t ❁✰ ❊q▲t◆♦t❛t✐♦♥✳

✺✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠

❚❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❈❛♠❧✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ❤❛s ❛❜♦✉t ✶✽✵✳✵✵✵ ❧✐♥❡s ♦❢

❝♦❞❡ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ ❛❜♦✉t ✸✺✵ ✜❧❡s✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ tr❡❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐r❡❝t♦r✐❡s✿

❦❡r♥❡❧✿ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t②♣❡✲❝❤❡❝❦❡rs ❢♦r ❜♦t❤ ♣❈■❈ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐t r❡♣r❡s❡♥ts 8% ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝♦❞❡✳



✶✶✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q

❧✐❜r❛r②✿ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❜♦t❤ st❛❝❦ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❢♦r ❜❛❝❦✲

tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t❛❜❧❡s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳

♣❛rs✐♥❣✿ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t s②♥t❛① tr❡❡s ❛♥❞ ♦❢ ♣r❡tt②✲♣r✐♥t✐♥❣✳

✐♥t❡r♣✿ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s②♥t❛① tr❡❡s t♦ ✉♥t②♣❡❞ t❡r♠s ❛♥❞ ✉♥t②♣❡❞ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

♣r❡t②♣✐♥❣✿ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✉♥t②♣❡❞ t❡r♠s✳

♣r♦♦❢s✿ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢s✳

t❛❝t✐❝s✿ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t❛❝t✐❝s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ t❛❝t✐❝s✳

t♦♣❧❡✈❡❧✿ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❧♦♦♣✳

❝❤❡❝❦❡r✿ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡✲❝❤❡❝❦❡r✳

❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♠♦st❧② ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳ ■♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤♦s❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❧✐❜r❛r②✳

✺✳✷✳✶ ■♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ✉s ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ◆❛♠❡s ❞❡✜♥❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣❛t❤s✱ ❝♦♥st❛♥t ♥❛♠❡s✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♥❛♠❡s ❛♥❞ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s✳

• ❊♥tr✐❡s ❞❡✜♥❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✉♥t②♣❡❞ t❡r♠s✱ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡s✳

• ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ t②♣❡❞ t❡r♠s✱ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡s✳

• ▼♦❞❴s✉❜st ❞❡✜♥❡s t②♣❡s ♦❢ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

• ▼♦❞❴❚②♣✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

• ▼♦❞♦♣s ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛✉①✐❧✐❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡s s✉❝❤ ❛s str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣

❛♥❞ ❡rr♦r r❡♣♦rt✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

• ❙✉❜t②♣✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

• ❙❛❢❡❴❚②♣✐♥❣ ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ■t ❞❡✜♥❡s

t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

◆❛♠❡s

▲❡t ✉s ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣❛t❤s t❤❛t ✐s tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ◆❛♠❡s✿

t②♣❡ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤ ❂

⑤ ▼P❢✐❧❡ ♦❢ ❞✐r❴♣❛t❤

⑤ ▼P❜♦✉♥❞ ♦❢ ♠♦❞❴❜♦✉♥❞❴✐❞



✺✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ ✶✶✼

⑤ ▼P❛♣♣ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤ ✯ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤

⑤ ▼P❞♦t ♦❢ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤ ✯ ❧❛❜❡❧

❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ▼P❢✐❧❡ st❛♥❞s ❢♦r ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✉♥✐t ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ ❞✐r❴♣❛t❤

✐s ❛ ❧✐st ♦❢ ♥❛♠❡s ✐♥ r❡✈❡rs❡ ♦r❞❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r② t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▲✐st ❤❛s t❤❡

♣❛t❤ ▼P❢✐❧❡✭❬▲✐st✱▲✐sts✱❈♦q❪✮✶✶✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t♦r ▼P❜♦✉♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱

♠♦❞❴❜♦✉♥❞❴✐❞ ✐s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ♥❛♠❡s✿ ✐t ✐s ❛ ♥❛♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s

t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❢r❡s❤ ♥❛♠❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ▼P❛♣♣ ❛♥❞ ▼P❞♦t ❛r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r ❝♦♥str✉❝t♦rs ❢♦r ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤s✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡rs✿

t②♣❡ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡ ❂ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤ ✯ ❞✐r❴♣❛t❤ ✯ ❧❛❜❡❧

■t ✐s ♦♣❛q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧✱ t❤❡ ❞✐r❴♣❛t❤ ♣❛rt

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♦♣❡♥❡❞ s❡❝t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡✱ ♠♦❞✉❧❡s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧

❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ♣❛rt ❡♠♣t②✳ ◆♦✇✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❢♦r ❝♦♥st❛♥ts ✭✐✳❡✳ t❡r♠

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❡r♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ❢♦r ♠✉t✉❛❧ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

t②♣❡ ❝♦♥st❛♥t ❂ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡ ✯ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡ ✯ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡

t②♣❡ ♠✉t✉❛❧❴✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❂ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡ ✯ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡ ✯ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡

❇♦t❤ t②♣❡s ❛r❡ tr✐♣❧❡t ♦❢ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡✱ t❤❡ ✜rst ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❛♠❡✱

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ t♦ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡ ✭❝✳❢✳ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞ ♣❛t❤s ❛♥❞ ❛ ♠❛♣ ♦❢ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡✳

t②♣❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❂▼Ps❡t✳t ✯ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡ ❑◆♠❛♣✳t

❇❡s✐❞❡✱ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝♦♥str✉❝t♦r ❛♥❞ ❞❡str✉❝t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ t②♣❡s✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤r❡❡ ♦r❞❡rs ❢♦r

t❤❡ t②♣❡s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ♠✉t✉❛❧❴✐♥❞✉❝t✐✈❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s

♦❢ ❢✉♥❝t♦rs ▼❛♣✳▼❛❦❡ ❛♥❞ ❙❡t✳▼❛❦❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❛♠❡✱ ✐t ✐s ♠♦st❧②

✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♣❛rt ♦❢ ❈♦q✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡✱ ✐t ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦

t❛❜❧❡s ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡

▼❛♣✳▼❛❦❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❛♠❡ ♦r❞❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥✲

♠❡♥t ♦❢ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ▼❛♣✳▼❛❦❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡ ♦r❞❡r

✐s ✉s❡❞✱ ❜❡②♦♥❞ ♦t❤❡rs✱ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉t♦ t❛❝t✐❝✳

✶✶❲❡ ✉s❡ ❈♦q ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ Top✳



✶✶✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q

❊♥tr✐❡s

❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥❡s t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ✉♥t②♣❡❞ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ✉♥t②♣❡❞ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢

✜❡❧❞s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

t②♣❡ s♣❡❝✐❢✐❝❛t✐♦♥❴❡♥tr② ❂

⑤ ❙P❊❝♦♥st ♦❢ ❝♦♥st❛♥t❴❡♥tr②

⑤ ❙P❊♠✐♥❞ ♦❢ ♠✉t✉❛❧❴✐♥❞✉❝t✐✈❡❴❡♥tr②

⑤ ❙P❊♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡❴❡♥tr②

⑤ ❙P❊♠♦❞t②♣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡❴❡♥tr②

❆ ✜❡❧❞ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ t❡r♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭♦r ♣❛r❛♠❡t❡r✮✱ ❛ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ♠♦❞✲

✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭♦r ♣❛r❛♠❡t❡r✮✱ ♦r ❛ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡

t②♣❡ ♦❢ ✉♥t②♣❡❞ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

❛♥❞ str✉❝t❴❡♥tr② ❂

⑤ ▼❙❊✐❞❡♥t ♦❢ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤

⑤ ▼❙❊❢✉♥❝t♦r ♦❢ ♠♦❞❴❜♦✉♥❞❴✐❞ ✯ ♠♦❞✉❧❡❴str✉❝t❴❡♥tr② ✯ str✉❝t❴❡♥tr②

⑤ ▼❙❊✇✐t❤ ♦❢ str✉❝t❴❡♥tr② ✯ ✇✐t❤❴❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥

⑤ ▼❙❊❛♣♣❧② ♦❢ str✉❝t❴❡♥tr② ✯ str✉❝t❴❡♥tr②

⑤ ▼❙❊♠❡r❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡❴❡♥tr② ❧✐st

❛♥❞ str✉❝t✉r❡❴❡♥tr② ❂ str✉❝t❴❡♥tr② ✯ ❜♦♦❧

❆ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ♣❛t❤✱ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡✱ ❛ str✉❝t✉r❡ r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ❛♥

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✶✷ ♦r ❛ ♠❡r❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ t②♣❡ str✉❝t✉r❡❴❡♥tr② ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ ❛ str✉❝t✉r❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✢❛❣ t❤❛t ✐s tr✉❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞

❢❛❧s❡ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ♠❡r❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s

str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t②♣❡ ❢♦r ✉♥t②♣❡❞ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛✐r ♦❢ ♦♣t✐♦♥❛❧ str✉❝✲

t✉r❡s✿

❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡❴❡♥tr② ❂

④♠♦❞❴❡♥tr②❴t②♣❡ ✿ str✉❝t✉r❡❴❡♥tr② ♦♣t✐♦♥❀

♠♦❞❴❡♥tr②❴❡①♣r ✿ str✉❝t✉r❡❴❡♥tr② ♦♣t✐♦♥⑥

■❢ ♠♦❞❴❡♥tr②❴t②♣❡ ✐s ◆♦♥❡✱ t❤❡♥ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✉♥s❡❛❧❡❞ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■❢

♠♦❞❴❡♥tr②❴t②♣❡ ✐s ◆♦♥❡✱ t❤❡♥ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

✶✷❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❢♦r ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞

✐♥ t❤❡ ▼❙❊✐❞❡♥t ❝♦♥str✉❝t♦r✳



✺✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ ✶✶✾

❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥s

◆♦✇✱ ✇❡ ❣✐✈❡ t❤❡ t②♣❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ✜❡❧❞s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛s t❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡

♠♦❞✉❧❡ ❉❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✿

t②♣❡ str✉❝t✉r❡❴❢✐❡❧❞❴❜♦❞② ❂

⑤ ❙❋❇❝♦♥st ♦❢ ❝♦♥st❛♥t❴❜♦❞②

⑤ ❙❋❇♠✐♥❞ ♦❢ ♠✉t✉❛❧❴✐♥❞✉❝t✐✈❡❴❜♦❞②

⑤ ❙❋❇♠♦❞✉❧❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡❴❜♦❞②

⑤ ❙❋❇♠♦❞t②♣❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡❴t②♣❡❴❜♦❞②

❛♥❞ str✉❝t✉r❡❴❜♦❞② ❂ ✭❧❛❜❡❧ ✯ str✉❝t✉r❡❴❢✐❡❧❞❴❜♦❞②✮ ❧✐st

❛♥❞ str✉❝t❴❡①♣r❴❜♦❞② ❂

⑤ ❙❊❇✐❞❡♥t ♦❢ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤

⑤ ❙❊❇❢✉♥❝t♦r ♦❢ ♠♦❞❴❜♦✉♥❞❴✐❞ ✯ ♠♦❞✉❧❡❴t②♣❡❴❜♦❞② ✯ str✉❝t❴❡①♣r❴❜♦❞②

⑤ ❙❊❇str✉❝t ♦❢ str✉❝t✉r❡❴❜♦❞②

⑤ ❙❊❇✇✐t❤ ♦❢ str✉❝t❴❡①♣r❴❜♦❞② ✯ ✇✐t❤❴❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥❴❜♦❞②

❆ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ♣❛t❤✱ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡✱ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ ♦r ❛

str✉❝t✉r❡ r❡✜♥❡♠❡♥t✶✸✳ ❚❤❡ ❜♦❞✐❡s ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♦r ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡❴❜♦❞② ❂

④♠♦❞❴♠♣ ✿ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤❀

♠♦❞❴❡①♣r ✿ str✉❝t❴❡①♣r❴❜♦❞② ♦♣t✐♦♥❀

♠♦❞❴t②♣❡ ✿ str✉❝t❴❡①♣r❴❜♦❞②❀

♠♦❞❴t②♣❡❴❛❧❣ ✿ str✉❝t❴❡①♣r❴❜♦❞② ♦♣t✐♦♥❀

♠♦❞❴❝♦♥str❛✐♥ts ✿ ❝♦♥str❛✐♥ts❀

♠♦❞❴❞❡❧t❛ ✿ ❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r❀

♠♦❞❴♥❛♠❡s♣❛❝❡ ✿ ♥❛♠❡s♣❛❝❡⑥

❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡❴t②♣❡❴❜♦❞② ❂

④t②♣❴♠♣ ✿ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤❀

t②♣❴❡①♣r ✿ str✉❝t❴❡①♣r❴❜♦❞②❀

t②♣❴❡①♣r❴❛❧❣ ✿ str✉❝t❴❡①♣r❴❜♦❞② ♦♣t✐♦♥ ❀

t②♣❴❝♦♥str❛✐♥ts ✿ ❝♦♥str❛✐♥ts❀

t②♣❴❞❡❧t❛ ✿ ❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r❀

t②♣❴♥❛♠❡s♣❛❝❡ ✿ ♥❛♠❡s♣❛❝❡⑥

✶✸❲❡ ❦❡❡♣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❖❈❛♠❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳



✶✷✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q

❚❤❡s❡ t②♣❡s ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ ♠♦❞❴♠♣ ✭r❡s♣✳ t②♣❴♠♣✮ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠♦❞❴❡①♣r ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t②♣❴❡①♣r ✜❡❧❞ ✐s t❤❡

❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❴t②♣❡ ✜❡❧❞ ✐s t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❜♦t❤

t②♣❡s ✇❡ ♦♣t✐♦♥❛❧❧② ❦❡❡♣ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❖❝❛♠❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥

♣✉r♣♦s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❛♠❡s♣❛❝❡

❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞s✳

▼♦❞❴s✉❜st

❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✜♥❡s ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ δ t♦♦❧❜♦① ✭❛❦❛ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥❧✐♥✐♥❣✮✳ ■t

❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❧❛③② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t②♣❡✱ t❤❛t ❡♥❝♦❞❡s ♦✉r δ

t♦♦❧❜♦①✱ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

t②♣❡ ❞❡❧t❛❴❤✐♥t ❂

⑤ ■♥❧✐♥❡ ♦❢ ❝♦♥str ♦♣t✐♦♥

⑤ ❊q✉✐✈ ♦❢ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡

⑤ Pr❡❢✐①❴❡q✉✐✈ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤

t②♣❡ ❞❡❧t❛❴❦❡② ❂

⑤ ❑◆ ♦❢ ❦❡r♥❡❧❴♥❛♠❡

⑤ ▼P ♦❢ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤

t②♣❡ ❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r ❂ ❞❡❧t❛❴❤✐♥t ❉❡❧t❛♠❛♣✳t

❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ ❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r ♠❛♣s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ ❞❡❧t❛❴❦❡② t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ ❞❡❧t❛❴❤✐♥t✳

❚❤❡ ✐♥❧✐♥✐♥❣ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❦❡r♥❡❧ ♥❛♠❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ ❈♦q t❡r♠

✭✐✳❡✳ ❝♦♥str✮✳ ❚❤❡ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❡✐t❤❡r ❣❧♦❜❛❧❧② ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ♣❛t❤ t♦ ❛♥♦t❤❡r

♣❛t❤✱ ♦r✱ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ❦❡r♥❡❧ ♥❛♠❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❦❡r♥❡❧ ♥❛♠❡✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞❡❧t❛

r❡s♦❧✈❡r✱ t❛❦❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s✿

▼♦❞✉❧❡ ▼✳

P❛r❛♠❡t❡r ❢♦♦ ✿ ❚✳

P❛r❛♠❡t❡r ❜❛r ✿ ❚✳

❊♥❞ ▼✳

▼♦❞✉❧❡ P ✿❂ ▼✳

▼♦❞✉❧❡ ❑✳

■♥❝❧✉❞❡ ▼✳

P❛r❛♠❡t❡r ❜❧❛ ✿ ❚✳

❊♥❞ ❑✳



✺✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ ✶✷✶

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ M ❤❛s ❛♥ ❡♠♣t② ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ P ❤❛s ❛ ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r t❤❛t ♠❛♣s t❤❡

♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ P t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ M ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ K ❤❛s ❛ ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r t❤❛t ♠❛♣s ❑✳❢♦♦

✭r❡s♣✳ ❑✳❜❛r✮ t♦ ▼✳❢♦♦ ✭r❡s♣✳ ▼✳❜❛r✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✭♦r ♠♦❞✉❧❡

♠❡r❣✐♥❣✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❢❛❝t♦r✐③❡ t❤❡ ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❝❛♣t✉r❡ ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♥❛♠❡

❑✳❜❧❛✳

P❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ t♦ ❛ ♣❛✐r ❢♦r♠❡❞ ♦❢

❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛ ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r✿

t②♣❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❂ ✭♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤ ✯ ❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r✮ ▼P♠❛♣✳t

■♥ t❤❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡✜①❡❞ ❜②

t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s

❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❛♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥❧✐♥✐♥❣ ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▼♦❞❴❙✉❜st ❣✐✈❡s s✉♣♣♦rt ❢♦r ❧❛③② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ■t ✐s

✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t②♣❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

t②♣❡ ✬❛ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❂

⑤ ▲❙✈❛❧ ♦❢ ✬❛

⑤ ▲❙❧❛③② ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❧✐st ✯ ✬❛

✈❛❧ ❢r♦♠❴✈❛❧ ✿ ✬❛ ✲❃ ✬❛ s✉❜st✐t✉t❡❞

✈❛❧ ❢♦r❝❡ ✿ ✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✲❃ ✬❛ ✲❃ ✬❛✮ ✲❃ ✬❛ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✲❃ ✬❛

✈❛❧ s✉❜st❴s✉❜st✐t✉t❡❞ ✿ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✲❃ ✬❛ s✉❜st✐t✉t❡❞ ✲❃ ✬❛ s✉❜st✐t✉t❡❞

❋♦r ♦❜✈✐♦✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ r❡❛s♦♥s✱ t❤❡ ❧❛③② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✐s ✉s❡❞ ♦♥ ❈♦q

t❡r♠s✳ ❚❤❡ t②♣❡ ✬❛ s✉❜st✐t✉t❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts ❡✐t❤❡r ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t②♣❡ ✬❛✱ ♦r ❛ ♣❛✐r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛

✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛ ❧✐st ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❜st❴s✉❜st✐t✉t❡❞ ❛❞❞s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❧✐st ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ♣❡r❢♦r♠s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s

st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐st✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s ✐t ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

✈❛❧ ❥♦✐♥ ✿ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✲❃ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✲❃ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦r

❝♦❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r✿

✈❛❧ s✉❜st❴❞♦♠❴❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r ✿

s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✲❃ ❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r ✲❃ ❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r

✈❛❧ s✉❜st❴❝♦❞♦♠❴❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r ✿

s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✲❃ ❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r ✲❃ ❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r



✶✷✷ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q

❙✉❜t②♣✐♥❣

❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♦✉r s②st❡♠ ❜② t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡

❝❧❛ss ❙✉❜✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ r✉❧❡s ▼❡r❣❡✴❋✐❡❧❞✴▲❡❢t ❛♥❞ ▼❡r❣❡✴❋✐❡❧❞✴❘✐❣❤t✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r s✉❜t②♣✐♥❣ ❝❤❡❝❦s ✐s ✿

✈❛❧ ❝❤❡❝❦❴s✉❜t②♣❡s ✿ ❡♥✈ ✲❃ ♠♦❞✉❧❡❴t②♣❡❴❜♦❞② ✲❃ ♠♦❞✉❧❡❴t②♣❡❴❜♦❞② ✲❃ ❝♦♥str❛✐♥ts

❆s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✉❜t②♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥ ✜✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❤❡❝❦❴✯✱ ♦♥❡

❢♦r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ✜❡❧❞s✿ ♠♦❞✉❧❡✱ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡✱ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳

■❢ t❤❡ s✉❜t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ t❤❡♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡t✉r♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞

❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❝❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦r❛❝❧❡ ✭≤βδιζ✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ r❡❢❡r t♦ ❬✷✼❪ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥✐✈❡rs❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤❡ ♠❡r❣❡ r✉❧❡s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥ ❢♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠❡r❣❡❴✯✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❦✐♥❞ ♦❢ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡② t❛❦❡

t✇♦ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❦✐♥❞✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥ t❤❡ ♠♦st ♣r❡❝✐s❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s✐♥❣

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❡❝❦❴✯ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

▼♦❞❴t②♣✐♥❣ ❛♥❞ ▼♦❞♦♣s

❚❤❡s❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ t②♣❡ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ t②♣✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▼♦❞❴t②♣✐♥❣✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥

❖❝❛♠❧ ❬✸✻❪✱ ♥♦t❛❜❧② ❢♦r t❤❡ t②♣✐♥❣ ♦❢ ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▼♦❞♦♣s ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛✉①✐❧✐❛r②

❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥

❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✜❡❧❞s✱ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r

str✉❝t✉r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ ❜♦t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥❞ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣

✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ r✉❧❡ ❙tr✉❝t✴P❛t❤✳

❋♦r t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ▼♦❞❴t②♣✐♥❣ ❡①♣♦rts t❤r❡❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ❛r❡✿

✈❛❧ tr❛♥s❧❛t❡❴♠♦❞✉❧❡ ✿ ❡♥✈ ✲❃ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤ ✲❃ ❜♦♦❧ ✲❃ ♠♦❞✉❧❡❴❡♥tr②

✲❃ ♠♦❞✉❧❡❴❜♦❞②

✈❛❧ tr❛♥s❧❛t❡❴♠♦❞✉❧❡❴t②♣❡ ✿ ❡♥✈ ✲❃ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤ ✲❃ ❜♦♦❧ ✲❃ str✉❝t✉r❡❴❡♥tr②

✲❃ ♠♦❞✉❧❡❴t②♣❡❴❜♦❞②

✈❛❧ tr❛♥s❧❛t❡❴str✉❝t❴❡♥tr② ✿ ❡♥✈ ✲❃ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤ ✲❃ ❜♦♦❧ ✲❃ str✉❝t✉r❡❴❡♥tr②

✲❃ str✉❝t❴❡①♣r❴❜♦❞② ✯ str✉❝t❴❡①♣r❴❜♦❞② ♦♣t✐♦♥ ✯

❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r ✯ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ✯ ❯♥✐✈✳❝♦♥str❛✐♥ts

❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❛❦❡ ❛s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐♥ ♦✉r ❢♦r✲

♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤❡❛❞ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✱ ❛ ❜♦♦❧❡❛♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✢❛❣ t♦ ❜❧♦❝❦ ♦r ❛✉t❤♦r✐③❡

✐♥❧✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛♥ ✉♥t②♣❡❞ ❡♥tr②✳ ❚❤❡② r❡s✉❧t ✐s ❛ t②♣❡❞ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞✲



✺✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ ✶✷✸

✉❧❡ t②♣❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❧❛t❡❴str✉❝t❴❡♥tr② r❡t✉r♥s t❤❡ t②♣❡❞ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭✐✳❡✳ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❙❊❇str✉❝t ♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❙❊❇❢✉♥❝t♦r✮✱ ❛♥

❛❧❣❡❜r❛✐❝ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ r❡s♦❧✈❡r✱ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❚❤❡ t②♣✐♥❣ ♦❢ ❛ str✉❝t✉r❡ ♠❡r❣✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

✈❛❧ ♠❡r❣❡❴str✉❝t✉r❡❴❡♥tr② ✿ ❡♥✈ ✲❃ ♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤ ✲❃ ❜♦♦❧ ✲❃ str✉❝t✉r❡❴❡♥tr② ❧✐st

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✉♥❧❡ss t❤❛t ✐t ❤❛♥❞❧❡ ❛ ♥✲❛r②

str✉❝t✉r❡ ♠❡r❣✐♥❣✳ ■t ♣r♦❝❡❡❞s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✜rst ✐t tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✉♥t②♣❡❞ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡s✲

s✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❧❛t❡❴str✉❝t❴❡♥tr②✱ t❤❡♥ ✐t ♠❡r❣❡s str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧✐st

❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❆t ❡❛❝❤ ♠❡r❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s st❡♣✱ ✐t ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t

✭✐✳❡✳ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣♦✐♥t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❛♠❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐t ❜✉✐❧❞s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

str✉❝t✉r❡ ❜② ♠❡r❣✐♥❣ ❡❛❝❤ s✉❜✜❡❧❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❙✉❜t②♣✐♥❣✳♠❡r❣❡❴✯ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❙❛❢❡❴❚②♣✐♥❣

❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ ❈♦q ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❙❛❢❡❴t②♣✐♥❣✳ ■t ❞❡✜♥❡s

t❤❡ ❛❜str❛❝t t②♣❡ s❛❢❡❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s✱ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss ❊♥✈ ✭✐✳❡✳ t❤❡ r✉❧❡s ❢♦r

❜✉✐❧❞✐♥❣ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✳ ❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥❛♠❡❞ ❛❞❞❴✯✿

✈❛❧ ❛❞❞❴❝♦♥st❛♥t ✿

❧❛❜❡❧ ✲❃ ❝♦♥st❛♥t❴❡♥tr② ✲❃ s❛❢❡❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✲❃

❝♦♥st❛♥t ✯ s❛❢❡❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

✈❛❧ ❛❞❞❴♠✐♥❞ ✿

❧❛❜❡❧ ✲❃ ♠✉t✉❛❧❴✐♥❞✉❝t✐✈❡❴❡♥tr② ✲❃ s❛❢❡❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✲❃

♠✉t✉❛❧❴✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✯ s❛❢❡❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

✈❛❧ ❛❞❞❴♠♦❞✉❧❡ ✿

❧❛❜❡❧ ✲❃ ♠♦❞✉❧❡❴❡♥tr② ✲❃ ❜♦♦❧ ✲❃ s❛❢❡❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✲❃

♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤ ✯ ❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r ✯ s❛❢❡❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

✈❛❧ ❛❞❞❴♠♦❞t②♣❡ ✿

❧❛❜❡❧ ✲❃ str✉❝t✉r❡❴❡♥tr② ✲❃ ❜♦♦❧ ✲❃ s❛❢❡❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✲❃

♠♦❞✉❧❡❴♣❛t❤ ✯ s❛❢❡❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

t❤❡② ❛❧❧ t❛❦❡ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t ❛ ❧❛❜❡❧✱ ❛♥ ✉♥t②♣❡❞ ❡♥tr②✱ ❛ s❛❢❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ r❡t✉r♥ ❛ s❛❢❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❋♦r ♠♦❞✉❧❡s ✇❡ ❛❧s♦ r❡t✉r♥ t❤❡ ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✱ s♦ t❤❛t ✐t

❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✳



✶✷✹ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q

❙❛❢❡❴❚②♣✐♥❣ ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s✱ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❜②

❏❛❝❡❦ ❈❤r③→s③❝③ ❬✶✶❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛✐r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s

st❛rt❴♠♦❞✉❧❡ ✭r❡s♣✳ st❛rt❴♠♦❞t②♣❡✮ ❛♥❞ ❡♥❞❴♠♦❞✉❧❡ ✭r❡s♣✳ ❡♥❞❴♠♦❞t②♣❡✮✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

st❛rt❴♠♦❞✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r✉❧❡ ❊♥✈✴◆❛♠❡s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥❞❴♠♦❞✉❧❡ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥ts ❜♦t❤ ❙tr✉❝t✴❊♥✈ ❛♥❞ ❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧②

❜✉✐❧t ♠♦❞✉❧❡✿

❈♦q ❁ ▼♦❞✉❧❡ ▼✳

■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡ ▼ st❛rt❡❞✳

❈♦q ❁ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❚ ✿❂ ♥❛t✳

❚ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳

❈♦q ❁ ❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ① ✿❂ ✵✳

① ✐s ❞❡✜♥❡❞✳

❈♦q ❁ ❊♥❞ ▼✳

▼ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳

❲❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s E | N ✱ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❞❡✜♥❡

t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ M ✐♥ t❤❡ Top ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ▼♦❞✉❧❡ ❛❞❞s t❤❡ ♣❛t❤ Top.M ✐♥ t❤❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿ E | N :: Top.M ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞❴❞❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

t❤❡② ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛t❤ ❛s q✉❛❧✐✜❡r✿

E, (Top.M.T : Set := nat), (Top.M.x : nat := 0) | N :: Top.M

❚❤❡ ❊♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞ ❣❛t❤❡rs t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❤❡r❡ 〈(Top.M.T : Set := nat), (Top.M.x : nat :=

0) | ǫ〉✱ ❜❛❝❦tr❛❝❦s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ E | N ✱ ❛♥❞ ❛❞❞s t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱

E(Top.M : S := S) | N ✇✐t❤ S t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡

❜✉✐❧❞✐♥❣ ❤❛s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ♠✉❝❤ s✐♥❝❡ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠

❛♥❞ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ s❛❢❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ✐t ❛❣❛✐♥

❤❡r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ s✉♣♣♦rts ❢♦r t❤❡ δ r❡s♦❧✈❡r✱ ❛♥❞ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡

st❛rt❴♠♦❞✉❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ❛♥ ❡♠♣t② δ r❡s♦❧✈❡r ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡♠♣t② ♥❛♠❡s✲

♣❛❝❡ ✈❛❧✉❡✳ ❲❤✐❧❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✇❡ ❝✉♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❧✐♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉s❡r✱ ❛♥❞ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ t②♣❡✲❝❤❡❝❦❡r✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞❴♠♦❞✉❧❡

❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡❴❜♦❞② ✈❛❧✉❡✳

❖✉r ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♠❡♠♦r②

s❤❛r✐♥❣✳ ■❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❜✉✐❧t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ✐s ♥♦t s❡❛❧❡❞✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ t❤✐s s❤❛r✐♥❣ ✐s tr❡❛t❡❞ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛♥❞ ✐s st❛❜❧❡

✉♥❞❡r ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳



✺✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠ ✶✷✺

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ✇♦r❦s ♦♥❧② ❢♦r ✜rst ♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✿

✈❛❧ ❛❞❞❴✐♥❝❧✉❞❡ ✿ str✉❝t✉r❡❴❡♥tr② ✲❃ ❜♦♦❧ ✲❃ s❛❢❡❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✲❃

❞❡❧t❛❴r❡s♦❧✈❡r ✯ s❛❢❡❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡s ▼♦❞❴t②♣✐♥❣✳tr❛♥s❧❛t❡❴str✉❝t❴❡♥tr② t♦ tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ str✉❝t✉r❡

❡♥tr②✱ ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐s ✜rst✲♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❞s ❡❛❝❤ ✜❡❧❞s ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✐♥ t❤❡

❝✉rr❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r ❛♥❞ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳

✺✳✷✳✷ ❖✉ts✐❞❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐s ❞♦♥❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

♣❛rt ♦❢ ❈♦q✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts

♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ✐♥t♦ ♠♦❞✉❧❡s✱ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts

♣❛❝❦❛❣✐♥❣ ❛♥❞ s❤❛r✐♥❣✳ ❚♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐❜r❛r② ♣❛rt ✐s s✐♠✐❧❛r t♦

t❤❡ ♦♥❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✿ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉✲

t✐♦♥s✱ ♠❡r❣❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳✳✳ ❲❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ❜r✐❡✢② t❤❡

♠♦❞✉❧❡s t❤❛t ❛r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✿

• ▲✐❜♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ▲✐❜ ❞❡✜♥❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡s t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳

• ❙✉♠♠❛r② r❡❣✐st❡rs t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ t❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡♠ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ ❜❛❝❦tr❛❝❦s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

• ❉❡❝❧❛r❡♠♦❞s ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❈♦q✳

• ▲✐❜r❛r② ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ✭✈♦ ✜❧❡s✮✳

• ◆❛♠❡t❛❜ ♠❛♥❛❣❡s t❤❡ ♥❛♠❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳

• ●❧♦❜❛❧ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ s❛❢❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ r❡✲❡①♣♦rt t❤❡ ❙❛❢❡❴t②♣✐♥❣ ✐♥t❡r✲

❢❛❝❡✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ♠♦❞✉❧❡s ▲✐❜♦❜❥❡❝t✱ ▲✐❜ ❛♥❞ ❙✉♠♠❛r② ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞ ♠✉❝❤ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛❞❛♣✲

t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❞♦♥❡ ❜② ❈❤r③→s③❝③✳ ❚❤✐s tr✐♣t②❝❤ ❤❛♥❞❧❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ st❛❝❦ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts

t❤❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✶✹✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ ♦❜❥❡❝ts ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ▲✐❜♦❜❥❡❝t ♠♦❞✲

✉❧❡✳ ❚❤❡ s✉♠♠❛r② ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② st♦r❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛♥

❡✣❝✐❡♥t ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

✐♥ ❬✶✶❪✳

❉❡❝❧❛r❡♠♦❞s

❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❉❡❝❧❛r❡♠♦❞s ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❢♦r t❤❡ ▲✐❜r❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❙❛❢❡❴t②♣✐♥❣✳❛❞❞❴✯✱ ❙❛❢❡❴t②♣✐♥❣✳st❛rt❴✯ ❛♥❞ ❙❛❢❡❴t②♣✐♥❣✳❡♥❞❴✯ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥

✶✹❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇❛❝❦ ❛♥❞ ❘❡s❡t ❝♦♠♠❛♥❞s



✶✷✻ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q

t❤❡ ✉s❡r st❛rts ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡ ✭r❡s♣✳ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡✮ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❉❡❝❧❛r❡♠♦❞s✳st❛rt❴♠♦❞✉❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❧s t❤❡ ●❧♦❜❛❧✳st❛rt❴♠♦❞✉❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ st❛rt t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ▲✐❜✳st❛rt❴♠♦❞✉❧❡ t♦ ♣✉t ❛

s♣❡❝✐❛❧ ♠❛r❦ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t♦ st♦r❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✲

❛❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❛r❡ ♣✉s❤❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✳ ❲❤❡♥

t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❡♥❞❡❞✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❉❡❝❧❛r❡♠♦❞s✳❡♥❞❴♠♦❞✉❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❛t❤❡r t❤❡

♦❜❥❡❝ts ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ▲✐❜✳❡♥❞❴♠♦❞✉❧❡✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s

s❡❛❧❡❞ ❜② ❛ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❡♥ ✐t r❡tr✐❡✈❡s t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❣❡t❴s✉❜st♦❜❥s✳ ❚❤❡♥ ✐t ❝❛❧❧s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ●❧♦❜❛❧✳❡♥❞❴♠♦❞✉❧❡ t♦ ❡♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐✲

r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡❧t❛ r❡s♦❧✈❡r

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❝❢✳ ▼♦❞❴❙✉❜st✮

❛♥❞ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ♣❛❝❦❛❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♦❜❥❡❝t ♣✉s❤❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉✲

t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ✐❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ✉♥s❡❛❧❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ✐s s❡❛❧❡❞ ❜② ❛ str✉❝t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥

t❤❡♥ t❤❡ ♣❛t❤ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳

❋♦r ♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❉❡❝❧❛r❡♠♦❞s✳❉❡❝❧❛r❡❴♠♦❞✉❧❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛✲

♥✐s♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❊♥❞❴♠♦❞✉❧❡ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡

❛r❡ r❡tr✐❡✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡t❴s✉❜st♦❜❥s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❛❧✐♥❣✳

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡t❴s✉❜st♦❜❥s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ✉♥t②♣❡❞ str✉❝✲

t✉r❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳ ❚♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ✐t ✇♦r❦s ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ▼♦❞❴t②♣✐♥❣✳tr❛♥s❧❛t❡❴str✉❝t❴❡♥tr②✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ♣❛t❤ ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞t❛❜❴s✉❜st♦❜❥s t❛❜❧❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡r❣❡❴♦❜❥s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ str✉❝t✉r❡

❛t ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❧❡✈❡❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ s✉♣♣♦rt ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡

❉❡❝❧❛r❡♠♦❞s✳❛❞❞❴✐♥❝❧✉❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✉♥t②♣❡❞ str✉❝t✉r❡ ❡♥tr②✱ ✐t r❡tr✐❡✈❡s t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❣❡t❴s✉❜st♦❜❥s✱ s✉❜st✐t✉t❡s t❤❡♠ s♦ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦✇

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♠♦❞✉❧❡ ♦r ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ♣❛❝❦❛❣❡s t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛♥

✏✐♥❝❧✉❞❡✑ ♦❜❥❡❝t t❤❛t ✐s ♣✉s❤❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ st❛❝❦✳

∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡r②

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❡❛r❧✐❡r t❤❛t ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❛♣s ❛♥❞ s❡ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ◆❛♠❡s ❜❛s❡❞

♦♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s✳ ■t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❛❜❧❡ t❤❛t ✇♦r❦ ♠♦❞✉❧♦ δ✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱

❣✐✈❡♥ ❛ δ ❝❧❛ss ♦❢ ♥❛♠❡s✱ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❧❛ss ❛r❡ st♦r❡❞ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ♣r♦♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡r② t♦ ✇♦r❦ tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ♦✈❡r

♥❛♠❡ ✐ss✉❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♥❡ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛✉t♦ t❛❝t✐❝s

s♦ t❤❛t ✐t ✇♦r❦s ♠♦❞✉❧♦ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛❞❛♣t❡❞ s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❡r♠s✱

s✉❝❤ ❛s ❝♦♥str❴♣❛tt❡r♥✱ s♦ t❤❛t ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② ✉s❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♥❛♠❡s✳

❍❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ❛ t❛❝t✐❝ s❡❛r❝❤❡s ❢♦r ❛ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠✱ t❤✐s ✐s ♠❛❞❡ ♠♦❞✉❧♦ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛❝t✐❝✳



✺✳✸✳ ❯s❡r ❢r♦♥t ❡♥❞ ✶✷✼

✺✳✸ ❯s❡r ❢r♦♥t ❡♥❞

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ✉s❡rs ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳

✺✳✸✳✶ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠

❚❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s ❛❧❧♦✇s ❛ ♠♦r❡ ❧✐❜❡r❛❧ ✉s❡ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♠♦❞✉❧❡s t②♣❡ ❛r❡ ♥♦t ❛♥②♠♦r❡ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦✇ str✉❝✲

t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✱ ❧❡♠♠❛s ❛♥❞ t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥

♥♦✇ ❜❡ ♣r♦✈❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤✐♥ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡

t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡ ♦❢ ❧✐st t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡♠♠❛s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐t✿

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ▼②▲✐st❚❤❡♦r②✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ▲✐st ✭❆ ✿ ❙❡t✮ ✿ ❙❡t ✿❂

⑤ ♥✐❧ ✿ ▲✐st ❆

⑤ ❝♦♥s ✿ ❆ → ▲✐st ❆ → ▲✐st ❆✳

❋✐①♣♦✐♥t ❢♦♦ ✿ ✳✳✳

▲❡♠♠❛ ❜❛r ✿ ✳✳✳

✳✳✳

❊♥❞ ▼②▲✐st❚❤❡♦r②✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ♦✉r t❤❡♦r② ♦❢ ❧✐st ✐s ♥♦t ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛s ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤✐s

t❤❡♦r② ❛r❡ ♥♦t ♣r♦❥❡❝t✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ❞❡❝❧❛r❡ ✐t✱ s✐♥❝❡ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♠♦❞✉❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✿

▼♦❞✉❧❡ ▲✐sts ✿❂ ▼②▲✐st❚❤❡♦r②✳

◆♦✇✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣✱ ❛❧❧ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲✐sts♠♦❞✉❧❡ ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ♥❡✇ ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ✐♥st❛♥❝❡s

♦❢ ▲✐sts ❛♥❞ ❛❧❧ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ s✉❝❤ ❛s ❤✐♥ts✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐❧❧ ❜❡

s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✱ ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❧✐st

t❤❡♦r②✱ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ▲✐sts ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t s❤❛r❡ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡♥

✇❡ s✐♠♣❧② r❡❞❡❝❧❛r❡ ▼②▲✐st❚❤❡♦r② ❛s ❛ ♥❡✇ ♠♦❞✉❧❡✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s✳ ❚♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦

❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t♦rs✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r✐❛❧ ♠♦❞✉❧❡

t②♣❡✿



✶✷✽ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q

▼♦❞✉❧❡ ❚②♣❡ ▼②❚❤❡♦r②✭ ❳ ✿ ❙ ✮✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❚ ✿ ❙❡t ✿❂

⑤ ❈✶ ✿ ❚

⑤ ❈✷ ✿ ❚ →❚

✳✳✳

❊♥❞ ▼②❚❤❡♦r②✳

❲❡ ❝❛♥ ❞❡❝❧❛r❡ t❤✐s ❤✐❣❤✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ▼ t❤❛t ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥ts ❙ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢✉♥❝t♦r✿

▼♦❞✉❧❡ P ✿❂ ▼②❚❤❡♦r②✳

▼♦❞✉❧❡ P✶ ✿❂ P ▼✳

▼♦❞✉❧❡ P✷ ✿❂ P ▼✳

▼♦❞✉❧❡ P✸ ✿❂ ▼②❚❤❡♦r② ▼✳

❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t P✶✳❈✶ ✐s ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ t♦ P✷✳❈✶ ❜❡❝❛✉s❡✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣✱ ❜♦t❤

r❡❞✉❝❡s t♦ ✭P ▼✮✳❈✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ P✸ ❞❡❝❧❛r❡s ❛ ♥❡✇ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ P✸✳❈✶

✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ t♦ ❜♦t❤ P✶✳❈✶ ❛♥❞ P✷✳❈✶✳

❘❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✱ ♠♦❞✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡s✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♥❞s ✐t t♦ ❛ str✉❝t✉r❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡

■♥❝❧✉❞❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞ s❤❛r✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡✳

✺✳✸✳✷ ▼❡r❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡s

❚❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦✛❡rs ♥❡✇ ✇❛②s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❈♦q ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥✲❛r②

♠❡r❣❡ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❡ t②♣❡

❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

✺✳✸✳✸ ❚❤❡ δ✲t♦♦❧❜♦①

❚❤❡ δ✲t♦♦❧❜♦① ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❧✐♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ∆✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✇♦r❦s

tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ❢♦r t❤❡ ✉s❡r✱ ✐t ♣❡r♠✐ts t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ s❤❛r✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✐t ❛❧❧♦✇s

t❛❝t✐❝s t♦ ✇♦r❦ tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ♦t❤❡r ♥❛♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐ss✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❧✐♥✐♥❣ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ ❜②

t❤❡ ✉s❡r✱ ❤❡ ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ ✜❡❧❞s ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ✐♥❧✐♥❡❞ ❛t ❢✉♥❝t♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❡ ❝❛♥

❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣r❡✈❡♥t ✐♥❧✐♥✐♥❣ ❜② ♣r❡✜①✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✦✳



✺✳✸✳ ❯s❡r ❢r♦♥t ❡♥❞ ✶✷✾

✺✳✸✳✹ ◆❛♠❡s♣❛❝❡s

◆❛♠❡s♣❛❝❡s ❛r❡ ♥♦t ②❡t ❢✉❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈♦q✱ ❤♦✇❡✈❡r ✇❡ ❣✐✈❡ ❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s

❛♥❞ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉s❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s✿ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡

t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t♦♣✲❧❡✈❡❧ ♣❛t❤s ❛♥❞ t❤❡✐rs ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s t❤❛t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞

✇✐t❤✐♥ ♠♦❞✉❧❡s✳

●❧♦❜❛❧ ◆❛♠❡s♣❛❝❡s

●❧♦❜❛❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡

♠♦❞✉❧❛r ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❈♦q st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉✐♣♣❡❞

✇✐t❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤s✱ ▲✐sts✱ ◆❛t✉r❛❧✱ ■♥t❡❣❡r✳✳✳ ❛♥❞ t❤✐s ♥❛♠❡s♣❛❝❡

❝♦✉❧❞ ❝♦❧❧❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡♠♠❛s st❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ t❤❡♦r②

✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r②✳ ❚❤❡♥ ✐♥ ♦t❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts t❤✐s ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❣✐✈✐♥❣

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ q✉❛❧✐✜❡r ❢♦r ♦❜❥❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡r♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥

✐♠❛❣✐♥❡ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ♣r❡❛♠❜❧❡ ✜❧❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

✭✯ ❋✐❧❡ ♣r❡❛♠❜❧❡✳♥s ✯✮

◆❛♠❡s♣❛❝❡ ❋♦♦✳

◆❛♠❡s♣❛❝❡ ❋♦♦✳❇❛r✳

❊①t❡♥❞s ❈♦q✳▲✐st✳

❊①t❡♥❞s ❖t❤❡r❉❡✈✳❚❤❡♦r②✳

❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❞❞ ♥❡✇ ✈❛❧✐❞ q✉❛❧✐✜❡rs ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ s♦♠❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡✳ ❖❢

❝♦✉rs❡ ❛ s✉❝❤ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ❈♦q ❛s❦s ❛ ❧♦t ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ ✐♥❞✐r❡❝✲

t✐♦♥s ✐♥ ❞✐❛♠♦♥❞✲❧✐❦❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳

▲♦❝❛❧ ◆❛♠❡s♣❛❝❡s

❆ ❧♦❝❛❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s ✐s ❛ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ✐♥❞✐✲

r❡❝t✐♦♥s ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ♥❛♠❡s t♦ s♦♠❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤♦✉t ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s✉❜♠♦❞✉❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞② t♦

♣r♦✈✐❞❡ ♥❛♠✐♥❣ s❝♦♣❡ ❢♦r ❈♦q r❡❝♦r❞s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s✿

◆❛♠❡s♣❛❝❡ ●r♦✉♣✳

❘❡❝♦r❞ ● ✭▼ ✿ ❚②♣❡✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂♠❛❦❡❴❣ ④



✶✸✵ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈♦q

♦♣ ✿ ▼ → ▼ → ▼❀ ✐❞ ✿ ▼❀

❛ss♦❝ ✿✳✳✳❀

✐♥✈ ✿ ✳✳✳❀ ⑥✳

❊♥❞ ●r♦✉♣✳

◆♦✇✱ t❤❡ ●r♦✉♣ q✉❛❧✐✜❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞✉❧❡✱ t♦ q✉❛❧✐❢② t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ❧❡♠♠❛s ❛♥❞

❞❡✜♥✐t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❣r♦✉♣s✳

▲❡♠♠❛ ✉♥✐q✉❡❴✐♥✈ ✐♥ ●r♦✉♣ ✿ ✳✳✳✳

❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ t❤✐♥❦ t♦ ✉s❡ t❤❡♠ ❢♦r ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❧❡♠♠❛s

s✉❝❤ ❛s ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥s✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡♠❛r❦s

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡st r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❈♦q✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡

♦♥✲❣♦✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡

s②st❡♠ ♦❢ ❈♦q ✈✽✳✸ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r②✶✺✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s

❜❡❡♥ ❛❞♠✐tt❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ s②st❡♠ ✇❛s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r

✐t✳ ❖♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐❞❡✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✇♦r❦ ✐s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡

❢✉♥❝t♦rs ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✉♣♣♦rt ❢♦r ❣❧♦❜❛❧ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s ❛s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡

❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳

✶✺❋❙❡ts✱ ❙tr✉❝t✉r❡s✱ ◆✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❛ ♣❛rt ♦❢ ❩❆r✐t❤✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♠❛♥❛❣❡

t❤❡♦r✐❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢

t❤✐s ✇♦r❦ r❡s✐❞❡s ✐♥ ♦✉r ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ♥❛♠❡✲s♣❛❝❡ ❛♥❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ str✉❝t✉r❡s✳

❲❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ s♦♠❡ ▼▲ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❡ ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐s ♠♦r❡

❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r t❤❡♦r② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ s②st❡♠ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✉s❡r t♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t

♥❛♠✐♥❣ ✈✐❡✇s ♦♥ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ ✐s ♠♦r❡ ❤❛♥❞② ❛♥❞ ♠♦r❡ ❧✐❜❡r❛❧

❢♦r ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡♦r② ✐♥ ❛ st❡♣ ❜② st❡♣ ❢❛s❤✐♦♥✳

❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞✱ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ✐s ❛ ❝♦♥s❡r✈❛✲

t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡ st❡♣s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✜rst ❛ tr✐✈✐❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

♦❢ q✉❛❧✐❢②✐♥❣ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❣✐✈✐♥❣

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡s t♦ s✉❝❤ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤✐s s②st❡♠ BI ✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥❛♠❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s②st❡♠✱ ❝❛❧❧❡❞M✱

✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ BI ✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ ❛ ♥❡✇ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ t❤❛t ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❛r❡

❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ ❜② ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ❛ s✉❜✲♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛ ♣❛✐r ♦❢ str✉❝t✉r❡s✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t✇♦ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢M✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ s✐♠✉❧❛t❡s ♠♦❞✉❧❡ r❡✲

♥❛♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡ r❡❛❧✐③❡s t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ str✉❝t✉r❡ ♠❡r❣✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛

❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ M ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ BI ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❜② ✢❛tt❡♥✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧❛st s②st❡♠✱ ❝❛❧❧❡❞ HM✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞M

✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t♦rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ δ✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s

✇❡❛❦❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦♦❢✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✇❛s

♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤✐s

❧❛st ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦M✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♠♦r❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s②st❡♠✱ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ δ✲t♦♦❧❜♦①✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ s❤❛r✐♥❣

❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ♠♦❞✉❧❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ s❡❧❡❝t ✜❡❧❞s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞ ❛t

❢✉♥❝t♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

▲❛st❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡st r❡❧❡❛s❡

♦❢ ❈♦q✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♦♥✲❣♦✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r✐t② ✇♦r❦ ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ t♦ ✜♥❛❧✐③❡ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠

✶✸✶



✶✸✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

s♦♠❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ t❡st✐♥❣✳ ❇✉t ✇❡ ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② s❛② t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ♥♦t✐♦♥ ♦✛❡rs s♦♠❡

✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ♥❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❈♦q ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡

❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ♠♦❞✉❧❡ r❡♥❛♠✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♥❛♠❡s♣❛❝❡✳ ❆ s✉❝❤ ❢❡❛t✉r❡ ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❧✐❣❤t❡♥

♠♦❞✉❧❛r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ❞✉♣❧✐❝❛t❡❞ ♦♥❧② t♦ ❣✐✈❡ t❤❡♠ ❛ ♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡

♥❛♠❡✳ ❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❜❧❡ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ♠♦❞✐❢② ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

s✐♥❝❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② r❡♥❛♠✐♥❣ ❡❛❝❤ s✉❜✲✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳

❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞ ♥❛♠❡s♣❛❝❡s t♦ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♥❛♠❡s♣❛❝❡s✳ ❇② ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♥❛♠❡s♣❛❝❡s✱

✇❡ ♠❡❛♥ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣❛t❤s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② ♣❛t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ r❡❣✉❧❛r ♣❛t❤s ❛t

✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❛❦❡ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❛ t❤❡♦r②

♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❜str❛❝t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤❡♦r②✳ ❙✉❝❤ ❛ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❡♥❞s ✉♣ ✇✐t❤

❛ ❢✉♥❝t♦r✱ ❛♥❞ ❝❧✐❡♥ts ♦❢ t❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝❛♥ ✐♥st❛♥t✐❛t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢✉♥❝t♦r ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡

❝♦♥❝r❡t❡ t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ◆✉♠❜❡rs ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ❧✐❜r❛r② ♦❢ ❈♦q✳ ❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

♥❛♠❡✲s♣❛❝❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r

✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞

❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ♦✉t♣✉tt❡❞ ❜② t❤❡

❢✉♥❝t♦r✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♥t❡①t✉❛❧ ♥❛♠❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❛♠❡s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝t✐♦♥

♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ❈♦q✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❤❛✈❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥t❡①ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞ ♣❛t❤s ♦❢ t❤❡

♥❛♠❡s♣❛❝❡✳ ❚♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❝t ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ▲♦❝❛❧❡s ✐♥

■s❛❜❡❧❧❡ ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❣r❛♣❤✮ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡

✉s❡ ♦❢ ♠♦❞✉❧❡s ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿ ◆♦t❡s ♦♥ t❤❡ ▼▲ ♠♦❞✉❧❡

s②st❡♠

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❢♦r ▼▲ ❛r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧② ✽✵✬s✳ ▼❛❝◗✉❡❡♥ ❬✸✾❪ ❣✐✈❡s ❛ ✜rst

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ str✉❝t✉r❡s✱ s✐❣♥❛t✉r❡s ❛♥❞

❢✉♥❝t♦rs✳ ❍❡ ❛①❡s ❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ❛♥❞ s❤❛r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ❜② ❙▼▲✬✾✵✱

❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ❜② ▼❛❝q✉❡❡♥ ❬✹✵❪ ❛♥❞ ❍❛r♣♣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✻✱ ✷✺❪✳ ❚❤❡② ❛❞✈♦❝❛t❡ t❤❡

✉s❡ ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❛♥t t②♣❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❙tr✉❝t✉r❡s ❛r❡ t✉♣❧❡s✱ ♣❛t❤s

❛r❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ❢✉♥❝t♦rs ❛r❡ ❧❛♠❜❞❛ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ s✐❣♥❛t✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣r♦❞✉❝t t②♣❡s

❛♥❞ str♦♥❣ s✉♠ t②♣❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥s✇❡rs s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞✉❧❛r ❛s♣❡❝ts ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

✭♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞♦t ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✉❜✲str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝t♦r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✮✱ ✐t

❞♦❡s ♥♦t s✉♣♣♦rt t②♣❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❙▼▲✬✾✵ t❤❡ s❡❛❧✐♥❣ ✐s tr❛♥s♣❛r❡♥t✱ t❤❛t ✐s✱ s❡❛❧✐♥❣

❛ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐t❤ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤✐❞❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ✈✐s✐❜❧❡ t②♣❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ▼✐t❝❤❡❧❧ ❛♥❞ P❧♦t❦✐♥ ❬✹✸❪ ✉s❡ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ t②♣❡s t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r

❛❜str❛❝t ❞❛t❛ t②♣❡s✳ ❊①✐st❡♥t✐❛❧ t②♣❡s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r t②♣❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞

❤❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇ ❛♥ ♦♣❛q✉❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❞❛t❛ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡①✐st❡♥t✐❛❧ t②♣❡ ✐s

♥♦t ❛s ✢❡①✐❜❧❡ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼▲ ♠♦❞✉❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ❛ ✈❛❧✉❡ v ♦❢ t②♣❡ ∃α.T ✱ ♦♥❡

♠✉st ✧♦♣❡♥✧ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❛s ♦♣❡♥ v ❛s [α, x] ✐♥ u✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞♦t ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ▼▲ ♠♦❞✉❧❡

s②st❡♠✳ ■♥ t❤❛t ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t t②♣❡ α ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ x

✭♦❢ t②♣❡ T ✮ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ u✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t②♣❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛

♠♦❞✉❧❡ ✐s ♣r♦❣r❛♠ ✇✐❞❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ❧✐♠✐ts✱ t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤

♣r♦♣❛❣❛t❡s t♦♦ ♠✉❝❤ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦♦s✐♥❣ ❛♥② ❤♦♣❡ ✐♥ ❞❛t❛ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦♣❛q✉❡

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦♦ ♠✉❝❤ r❡str✐❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♣r❡✈❡♥t ❛♥② ❢♦r♠ ♦❢ s❤❛r✐♥❣✳

❚❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❛q✉❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞✱

✐♥ t❤❡ ✾✵✬s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❧✉❝❡♥t s✐❣♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ♦♣❛q✉❡ s❡❛❧✐♥❣✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❣✐✈❡♥ ❜②

❍❛r♣♣❡r ❛♥❞ ▲✐❧❧✐❜r✐❞❣❡ ❬✷✹❪ ❛♥❞ ▲❡r♦② ❬✸✹❪✳ ■♥ ❜♦t❤ ✇♦r❦✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞ s♦

t❤❛t ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❜♦t❤ ❛❜str❛❝t ❛♥❞ ♠❛♥✐❢❡st t②♣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ t✇♦

✇♦r❦s ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠✳ ▲❡r♦②✬s ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ s❡❝♦♥❞✲❝❧❛ss✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡

t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡①✐sts ♦♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ♣❧❛♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✏❝♦r❡✑ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❤❡r❡❛s✱ ❍❛r♣♣❡r

❛♥❞ ▲✐❧❧✐❜r✐❞❣❡✬s ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ✜rst✲❝❧❛ss✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥② ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✏❝♦r❡✑ ❛♥❞

t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡ t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ✉♥❞❡❝✐❞❛❜❧❡✳ ❇♦t❤ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠s

s✉♣♣♦rt ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r ❢✉♥❝t♦rs✱ ❤♦✇❡✈❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t s❛t✐s❢②✐♥❣ ❢♦r

✶✸✸



✶✸✹ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✿ ◆♦t❡s ♦♥ t❤❡ ▼▲ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠

t❤❡♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t♦rs ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❙▼▲ s②♥t❛①✿

s✐❣♥❛t✉r❡ ❙■● ❂ s✐❣ t②♣❡ t ✳✳✳ ❡♥❞

❢✉♥❝t♦r ❆♣♣❧② ✭❋ ✿ ❙■● ✲❃ ❙■●✮ ✭❳ ✿ ❙■●✮ ❂ ❋✭❳✮

❢✉♥❝t♦r ■❞❡♥t ✭❳ ✿ ❙■●✮ ❂ ❳

str✉❝t✉r❡ ❆r❣ ✿ ❙■● ❂ str✉❝t t②♣❡ t ❂ ✐♥t ✳✳✳ ❡♥❞

str✉❝t✉r❡ ❘❡s✶ ❂ ❆♣♣❧②✭■❞❡♥t✮✭❆r❣✮

✭✯ ❘❡s✶✳t ✦❂ ❆r❣✳t ✯✮

str✉❝t✉r❡ ❘❡s✷ ❂ ■❞❡♥t✭❆r❣✮

✭✯ ❘❡s✷✳t ❂ ❆r❣✳t ✯✮

❆♣♣❧② t❛❦❡s ❛ ❢✉♥❝t♦r ❛r❣✉♠❡♥t ❋ ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ ❙■● ✲❃ ❙■● ❛♥❞ ❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❳ ♦❢ s✐❣✲

♥❛t✉r❡ ❙■● ❛♥❞ ✐t ❛♣♣❧✐❡s ❋ t♦ ❳✳ ■❞❡❛❧❧②✱ ❆♣♣❧②✭❋✮✭❳✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡

❢r♦♠ ❋✭❳✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s t✉r♥s ♦✉t ♥♦t t♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ ✐♥ ❜♦t❤ s②st❡♠s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t②♣❡ ♦❢

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦✉t♣✉tt❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❆♣♣❧② ✐s ❙■●✳ ❍❡♥❝❡ ✱ ✐❢ ✇❡ ❛♣♣❧② ❆♣♣❧② t♦ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②

❢✉♥❝t♦r ■❞❡♥t✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❆r❣✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t ❘❡s✶ ❤❛s t②♣❡ ❙■● ❛s ✇❡❧❧✱ ❣✐✈✐♥❣ ✉s ♥♦

✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t ✐ts t②♣❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❡q✉❛❧ t♦ ❆r❣✳t✳

❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡♠❡❞②✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛❝◗✉❡❡♥ ❛♥❞ ❚♦❢t❡ ❬✹✶❪ ❛♥❞

✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❙▼▲✴◆❏ ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ❚❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✏r❡✲t②♣❡✲❝❤❡❝❦✑ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡

❆♣♣❧② ❢✉♥❝t♦r ❛t ❡✈❡r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ ❆♣♣❧②✬s ❛❝t✉❛❧ ❛r❣✉♠❡♥ts t♦ ♣r♦♣❛✲

❣❛t❡ ♠♦r❡ t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱

❛s ❆♣♣❧②✬s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆ ♠♦r❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ▲❡r♦② ✐♥ ❬✸✺❪✳ ❍❡ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ✏❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡✑ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❢✉♥❝t♦rs ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ ❙t❛♥✲

❞❛r❞ ▼▲✬s ✏❣❡♥❡r❛t✐✈❡✑ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ■t ❛❧❧♦✇s t♦ ❣✐✈❡ ❢✉❧❧② tr❛♥s♣❛r❡♥t s✐❣♥❛t✉r❡s ❢♦r ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r

❢✉♥❝t♦rs✳ ■♥ ▲❡r♦②✬s ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❝❧❛ss ♦❢ ♣❛t❤s ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♣❛t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱

❛♥❞ ❢✉♥❝t♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t②♣❡ ♣❛t❤s ♠✉st ❜❡ ✐♥ ♥❛♠❡❞ ❢♦r♠✳ ❍❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t♦r ❆♣♣❧② ✐s s✐❣ t②♣❡ t❂ ❋✭❳✮✳t ✳✳✳ ❡♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢✉♥❝t♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❛♥♦♥②♠♦✉s ♠♦❞✉❧❡ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡

✐♥ ❖❈❛♠❧✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥②♠♦r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ t②♣❡ ♣r♦♣❡rt② ❬✸✻❪✳ ▼♦r❡

r❡❝❡♥t❧②✱ ❘✉ss♦ ❬✹✾❪ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ t②♣❡ s②st❡♠ t❤❛t s✉♣♣♦rts ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❢✉♥❝t♦rs ❛♥❞ t❤❛t ❛❧❧♦✇s

♠♦❞✉❧❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✜rst✲❝❧❛ss ✈❛❧✉❡s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♠❛❧❣❛♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞✉❧❡

❛♥❞ ❝♦r❡ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❤❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♥str✉❝ts ❢♦r ♣❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ✈❛❧✉❡s ❛s ❝♦r❡ ✈❛❧✉❡s

❛♥❞ ♦♣❡♥✐♥❣ ❝♦r❡ ✈❛❧✉❡s ❛s ♠♦❞✉❧❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞✉❧❡s ❛♥❞

❝♦r❡ ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳



❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ❚❤❡ ❢✉❧❧ s②st❡♠

✶ ❙②♥t❛①

P := Top | v | P.p | (P P )

t, u, T, U := v |P.x |λv : T.t | ∀v : T.U | (t u) | s

N := Top[I] | N :: P [I]

I := ǫ | I, (P.x← P.x)

e := P.x : T | P.x : T := t |

P : S | P : S := S′ | (P = S)

S := 〈e1 . . . en,N〉 | (v : S)⇒ S

E := ǫ | E, e | E, (v : T ) | E, (v : S)

✷ ❏✉❞❣❡♠❡♥ts

E | N ⊢ t : T

E | N ⊢ t1 =βδ t2

E | N ⊢ T1 ≤βδ T2

E | N ⊢ S : str✉❝t ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ S ✐s ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳

E | N ⊢ P : S ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❡ P ❤❛s t②♣❡ S.

E | N ⊢ S1 ⊎ S2 ❀ S3 ❚❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ S1 ❛♥❞ S2 ②✐❡❧❞s S3.

E | N ⊢ e1 ⊎ e2 ❀ e3 ❚❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ e1 ❛♥❞ e2 ②✐❡❧❞s e3.

E | N ⊢ S1 ⊆ S2 ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ S1 ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ S2

E | N ⊢ e1 ⊆ e2 ❚❤❡ ✜❡❧❞ e1 ✐s ❛ s✉❜t②♣❡ ♦❢ e2

✶✸✺



✶✸✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ❚❤❡ ❢✉❧❧ s②st❡♠

✸ ❚②♣✐♥❣ r✉❧❡s

• ❚❤❡ ❚❡r♠ ❝❧❛ss r✉❧❡s ❞❡r✐✈❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ t : T

❚❡r♠✴❆①

E | N ⊢ ♦❦ (s1, s2) ∈ Ax

E | N ⊢ s1 : s2

❚❡r♠✴❆♣♣

E | N ⊢ t : ∀v : U, T E | N ⊢ u : U

E | N ⊢ (t u) : {u/v}T

❚❡r♠✴▲❛♠❜❞❛

E | N ⊢ ∀v : T, U : s E, (v : T ) | N ⊢ t : U

E | N ⊢ λv : T, t : ∀v : T, U

❚❡r♠✴Pr♦❞

E | N ⊢ T : s1 (s1, s2, s3) ∈ Prod E, (v : T ) | N ⊢ U : s2

E | N ⊢ ∀v : T, U : s3

❚❡r♠✴❙✉❜

E | N ⊢ U : s E | N ⊢ t : T E | N ⊢ T ≤βδ U

E | N ⊢ t : U

❚❡r♠✴❆❝❝

E | N ⊢ ♦❦ N (P ′.x′) = P.x (P.x : T ) ∈ E

E | N ⊢ P ′.x′ : T

❚❡r♠✴❱❛r

E | N ⊢ ♦❦ (v : T ) ∈ E

E | N ⊢ v : T

❚❡r♠✴❋✐❡❧❞

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉 NP (P.P
′.x) = P.P ′′.x (P.P ′′.x : T ) ∈ 〈e1 . . . en〉

E | N ⊢ P.P ′.x : T

❚❡r♠✴❋✐❡❧❞■♥❞

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉 N (P ′.x) = P.P ′′.x (P.P ′′.x : T ) ∈ 〈e1 . . . en〉

E | N ⊢ P ′.x : T



✸✳ ❚②♣✐♥❣ r✉❧❡s ✶✸✼

• ❚❤❡ ❊♥✈ ❝❧❛ss r✉❧❡s ❞❡r✐✈❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ ♦❦

❊♥✈✴❊♠♣t②

ǫ |Top ⊢ ♦❦

❊♥✈✴❱❛r

E | N ⊢ ♦❦ E | N ⊢ T : s s ∈ S

E, (v : T ) | N ⊢ ♦❦

❊♥✈✴P❛r

E | N ⊢ ♦❦ E | N ⊢ T : s s ∈ S P ∈ N

E, (P.x : T ) | N ⊢ ♦❦

❊♥✈✴❉❡❢

E | N ⊢ ♦❦ E | N ⊢ t : T P ∈ N

E, (P.x : T := t) | N ⊢ ♦❦

❊♥✈✴▼♦❞❱❛r

E | N :: P ⊢ ♦❦ E | N :: P :: v ⊢ S : str✉❝t

E, (v : S) | N :: (P v) ⊢ ♦❦

❊♥✈✴▼♦❞P❛r

E | N :: P ⊢ ♦❦ E | N :: P ⊢ S : str✉❝t

E, (P : S) | N ⊢ ♦❦

❊♥✈✴▼♦❞❉❡❢

E | N :: P ⊢ ♦❦

E | N :: P ⊢ S1 : str✉❝t E | N :: P ⊢ S2 : str✉❝t E | N :: P ⊢ S1 ⊆ S2

E, (P : S2 := S1) | N ⊢ ♦❦

❊♥✈✴◆❛♠❡s♣❛❝❡

E | N ⊢ ♦❦ P ∈ N P.p /∈ N

E | N :: P.p ⊢ ♦❦

❊♥✈✴■♥❞✐r❡❝t

E | N ⊢ ♦❦ P.x ∈ E P ′ ∈ N

E | N ∪ (P.x← P ′.x′) ⊢ ♦❦



✶✸✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ❚❤❡ ❢✉❧❧ s②st❡♠

• ❚❤❡ ❙tr✉❝t ❝❧❛ss r✉❧❡s ❞❡r✐✈❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ S : str✉❝t

❙tr✉❝t✴❊♥✈

E, e1, . . . , en, | N :: P :: NP ⊢ ♦❦ Prefix (P, 〈e1 . . . en | NP 〉)

E | N :: P ⊢ 〈e1 . . . en | NP 〉 : str✉❝t

❙tr✉❝t✴❋✉♥

E, (v : S),N :: (P v) ⊢ S1 : str✉❝t

E | N :: P ⊢ (v : S)⇒ S1 : str✉❝t

❙tr✉❝t✴▼❡r❣❡

E | N :: P ⊢ 〈e1 . . . en | NP 〉 : str✉❝t E | N :: P ⊢ 〈e′1 . . . e
′
m | N

′
P 〉 : str✉❝t

E | N :: P ⊢ 〈e1 . . . en | NP 〉 ⊎ 〈e
′
1 . . . e

′
m,N

′
P 〉❀ 〈e

′′
1 . . . e

′′
k,N

′′
P 〉

E | N :: P ⊢ 〈e′′1 . . . e
′′
k | N

′′
P 〉 : str✉❝t

❙tr✉❝t✴❆♣♣

E | N ⊢ (v : S1)⇒ S : str✉❝t E | N ⊢ P : S2 E | N :: # ⊢ S#
2 /P ⊆ S

#
1

E | N ⊢ {v/P}S : str✉❝t

❙tr✉❝t✴P❛t❤

E | N :: P ⊢ P ′ : S

E | N :: P ⊢ ({P/P ′}S)/P ′ : str✉❝t

• ❚❤❡ ▼♦❞ ❝❧❛ss r✉❧❡s ❞❡r✐✈❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ P : S

▼♦❞✴❆❝❝

E | N ⊢ ♦❦ (P : S) ∈ E

E | N ⊢ P : S

▼♦❞✴❋✐❡❧❞

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉 (P.P ′ : S) ∈ 〈e1 . . . en | Np〉

E | N ⊢ P.P ′ : S

▼♦❞✴❙✉❜

E | N ⊢ P : S E | N :: # ⊢ S# ⊆ S#
1

E | N ⊢ P : S1

▼♦❞✴❆♣♣

E | N ⊢ P1 : (v : S1)⇒ S E ⊢ P2 : S2 E | N :: # ⊢ S#
2 /P2

⊆ S#
1

E | N ⊢ (P1 P2) : {v/P2}S



✸✳ ❚②♣✐♥❣ r✉❧❡s ✶✸✾

• ❚❤❡ ▼❡r❣❡ ❝❧❛ss r✉❧❡s ❞❡r✐✈❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ S1 ⊎ S2 ❀ S3 ♦r E | N ⊢

e1 ⊎ e2 ❀ e3

▼❡r❣❡✴❊♠♣t②

E | N ⊢ 〈ǫ | N1〉 ⊎ 〈ǫ | N2〉❀ 〈ǫ | N1 ∪N2〉

▼❡r❣❡✴▲❡❢t

PathCond(e1 | Ie1 , S)

E, e1 | N + Ie1 ⊢ 〈e2 . . . en | N1〉 ⊎ S ❀ 〈e′′2 . . . e
′′
k | N3〉

E | N ⊢ 〈e1 . . . en | N1 + Ie1〉 ⊎ S ❀ 〈e1 . . . e
′′
k | N3 + Ie1〉

▼❡r❣❡✴❘✐❣❤t

PathCond(e′1 | Ie′1 , S)

E, e′1 | N + Ie′1 ⊢ S ⊎ 〈e
′
2 . . . e

′
m | N2〉❀ 〈e

′′
2 . . . e

′′
k | N3〉

E | N ⊢ S ⊎ 〈e′1 . . . e
′
m | N2 + Ie′1〉❀ 〈e

′
1 . . . e

′′
k | N3 + Ie′1〉

▼❡r❣❡✴▼❛t❝❤

name(e1) = name(e′1) Ie′′1 = Ie1 ∪ Ie′1 E | N ⊢ e1 ⊎ e′1 ❀ e′′1
E, e′′1 | N + Ie′′1 ⊢ 〈e2 . . . en | N1〉 ⊎ 〈e

′
2 . . . e

′
m | N2〉❀ 〈e

′′
2 . . . e

′′
k | N3〉

E | N ⊢ 〈e1 . . . en | N1 + Ie1〉 ⊎ 〈e
′
1 . . . e

′
m | N2 + Ie′1〉❀ 〈e

′′
1 . . . e

′′
k | N3 + Ie′′1 〉

▼❡r❣❡✴❋✐❡❧❞✴❘✐❣❤t

E | N ⊢ e2 ⊆ e1

E | N ⊢ e1 ⊎ e2 ❀ e2

▼❡r❣❡✴❋✐❡❧❞✴▲❡❢t

E | N ⊢ e1 ⊆ e2

E | N ⊢ e1 ⊎ e2 ❀ e1



✶✹✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ❚❤❡ ❢✉❧❧ s②st❡♠

• ❚❤❡ ❙✉❜ ❝❧❛ss r✉❧❡s ❞❡r✐✈❡ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ E | N ⊢ S1 ⊆ S2 ♦r E | N ⊢ e1 ⊆ e2

❙✉❜✴❙tr✉❝t

E | N ⊢ 〈e1 . . . en | N1〉 : struct E | N ⊢ 〈e′1 . . . e
′
m | N2〉 : struct N2 ⊆ N1

φ : [1 . . .m] 7→ [1 . . . n] ∀i ∈ [1 . . .m] E, e1, . . . , en | N :: N ⊢ eφ(i) ⊆ e
′
i

E | N ⊢ 〈e1 . . . en | N1〉 ⊆ 〈e
′
1 . . . e

′
m | N2〉

❙✉❜✴❋✉♥

E,N :: P :: v ⊢ S′ ⊆ S E, (v : S′),N :: (P v) ⊢ S1 ⊆ S
′
1

E | N :: P ⊢ (v : S)⇒ S1 ⊆ (v : S′)⇒ S′
1

❙✉❜✴❉❡❢✴❉❡❢

E | N ⊢ t =βδ u E | N ⊢ T ≤βδ U

E | N ⊢ (P.x : T := t) ⊆ (P.x : U := u)

❙✉❜✴P❛r✴P❛r

E | N ⊢ T ≤βδ U

E | N ⊢ (P.x : T ) ⊆ (P.x : U)

❙✉❜✴❉❡❢✴P❛r

E ⊢ T ≤βδ U

E | N ⊢ (P.x : T := t) ⊆ (P.x : U)

❙✉❜✴▼♦❞❉✴▼♦❞P

E | N :: # ⊢ S#
1 ⊆ S

#
3

E | N ⊢ (P : S1 := S2) ⊆ (P : S3)

❙✉❜✴▼♦❞❉✴▼♦❞❉

E | N :: # ⊢ S#
1 ⊆ S

#
3 E | N :: # ⊢ S#

2 ⊆ S
#
4 E | N :: # ⊢ S#

4 ⊆ S
#
2

E | N ⊢ (P : S1 := S2) ⊆ (P : S3 := S4)

❙✉❜✴▼♦❞P✴▼♦❞P

E | N :: # ⊢ S#
1 ⊆ S

#
2

E | N ⊢ (P : S1) ⊆ (P : S2)



✸✳ ❚②♣✐♥❣ r✉❧❡s ✶✹✶

• ❚❤❡ ❉❡❧t❛ ❝❧❛ss r✉❧❡s ❞❡✜♥❡s t❤❡ δ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✿

❉❡❧t❛✴❉❡❢

E | N ⊢ ♦❦ N (P ′.x′) = P.x (P.x : T := t) ∈ E

E | N ⊢ P ′.x′ ✄δ t

❉❡❧t❛✴P❛r

E | N ⊢ ♦❦ N (P ′.x′) = P.x P ′.x′ 6= P.x (P.x : T ) ∈ E

E | N ⊢ P ′.x′ ✄δ P.x

❉❡❧t❛✴❋✐❡❧❞❉❡❢

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉

(N ∪NP )(P
′′.x) = P.P ′.x (P.P ′.x : T := t) ∈ 〈e1 . . . en〉

E | N ⊢ P ′′.x✄δ t

❉❡❧t❛✴❋✐❡❧❞P❛r

E | N ⊢ P : 〈e1 . . . en | NP 〉

(N ∪NP )(P
′′.x) = P.P ′.x P ′′.x 6= P.P ′.x (P.P ′.x : T ) ∈ 〈e1 . . . en〉

E | N ⊢ P ′′.x✄δ P.P
′.x



✶✹✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✿ ❚❤❡ ❢✉❧❧ s②st❡♠



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬✶❪ ❉❛✈✐❞❡ ❆♥❝♦♥❛ ❛♥❞ ❊❧❡♥❛ ❩✉❝❝❛✳ ❆ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ♠♦❞✉❧❡ s②st❡♠s✳ ❏✳ ❋✉♥❝t✳ Pr♦❣r❛♠✳✱

✶✷✭✷✮✿✾✶✕✶✸✷✱ ✷✵✵✷✳

❬✷❪ ❆✳ ❆s♣❡rt✐✱ ❲✳ ❘✐❝❝✐♦tt✐✱ ❈✳ ❙❛❝❡r❞♦t✐ ❈♦❡♥✱ ❛♥❞ ❊✳ ❚❛ss✐✳ ❆ ❝♦♠♣❛❝t ❦❡r♥❡❧ ❢♦r t❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s

♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❙♣❡❝✐❛❧ ■ss✉❡ ♦♥ ■t❡r❛❝t✐✈❡ Pr♦✈✐♥❣ ❛♥❞ Pr♦♦❢ ❈❤❡❝❦✐♥❣ ♦❢
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