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Chapitre 1

Introduction

Dans cette section, on discute tout d’abord du contexte historique ebtegique général.
Le préfixe nano est utilisé en référence a I'échelle du nanomeétre. besciances s'intéressent
a I'étude des systémes de physique/ biologie/ chimie, de dimeisichmétre. La mécanique
guantique stipule que de nouveaux effets apparaissent en conséaiggiechelle nanométrique.
Les nanosciences étudient ces nouveaux phénoménes au niveandesbjets mais aussi I'in-
teraction entre nano-objets. Le travail des chercheurs et techniciemsnesciences s’étend de
la création ou synthése d'objets nanométriques a I'étude et la conceptBystéenes constitués
de plusieurs nano-systémes. Les nanotechnologies quant a ellestae Ides procédés et des
concepts des nanosciences en vue d’applications.

Depuis une vingtaines d’années, la recherche et I'ingénierie liéessammsciences connaissent
un important essor di aux progrés technologiques de fabrication. dies&aux procédés per-
mettent la mise au point tout d’abord de nouveaux systemes de concepsiosu@e permettent
I'expérimentation de plus en plus pointue et précise. Les nanotechnolygpesaissent partout
dans la vie de tous les jours, et ce, grace a la possibilité de concevoiane®hjets et donc des
nano-composants en masse, et non pas a l'unité.

Dés 1959, Richard Feynman croit en la possibilité de manipuler et de conadieatiére
a I'échelle atomique. Il déclare ceci lors de la réunion annuelle de I'Assoc américaine de
physique. Cette derniére reste sceptique, partisane de la théorie ghtyaijtionnelle qui stipule
que la matiere a I'échelle des particules est instable, mais aussi s’apguy#ed principes de la
mécanique quantique : les atomes sont des "entités floues" dont I'existesteonnée que par
des "probabilités de présence".

Cependant, ce n’est qu'en 1989 que Don Eigler et Erhard Schweizgsiciens au centre
de recherche Almaden d’IBM en Californie, ont réussi @ manipuler iddellement des atomes.
L'anecdote est la suivante : le logo IBM fut gravé sur une surfacgiae| par le déplacement de
35 atomes de xénon a l'aide de la pointe en tungsténe d’'un microscopé taefiel (voir [27]).

A partir de cet exploit, une ére nouvelle de I'électronique a commencé, eelkerdiniaturi-
sation et de I'électronique moléculaire. Depuis cette découverte, les taiesaet les industries
de microélectronique ont concentré leurs efforts sur la création d’alggttus en plus petit, mais
aussi sur la possibilité d’en fabriquer un nombre important avec un minimudédeets. Les
applications des nano-systémes sont multiples, notamment dans le domaine deoéectio-
nique, des matériaux, de la biologie, de la photonique ou dans les techsalegienformation.
Les entreprises concevant des puces électroniques mettent au pointvéaux procédés de pho-
tolithographie et parviennent a graver sur des galettes de silicium deg<idont les traits les
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FIGURE 1.1: Expérience menée par Don Eigler et Erhard Schweizer pour IBM

plus fins atteignent quelques dizaines de nanometres. Le domaine de tiguenélise égale-

ment cette découverte avec I'espoir d’assembler des brins d’ADN, |étket de concevoir des
"machines moléculaires" a I'image de ce que la nature nous offre. Seoassdn jour capable de
construire des systémes moléculaires aussi complexes que ceux quediannaturellement ? Se
pose alors la question de l'interaction de ces systémes nanoscopiqueswentsi depuis la dé-
couverte de Eigler et Schweizer les réalisations de nano-objets moléswlaineu le jour dans les
laboratoires, leur réalisation pour I'industrie et leur commercialisation pa&sencore d’actualité.

En 2010, les russes Andre Geim et Konstantin Novoselov sont récaépear le prix No-
bel de physique pour leurs travaux en matiére condensée. Ces adgessgurs a I'université de
Manchester sont les découvreurs du graphéne en 2004. lls mettritience les propriétés de ce
nouveau matériau qui est un cristal bidimensionnel constitué d’atomeshimeaarrangés de ma-
niere hexagonale, I'empilement de graphéne constituant le graphite niiedisent notamment
Landau et Peierls en démontrant la possibilité d’obtenir un matériau deuxslonael stable.

Pour reprendre les mots de Geim et Novoselov, Landau et Peierlsgaigenhque des cristaux
deux dimensionnels étaient instables d’un point de vue thermodynamige@etwaient donc pas
exister. Leur théorie a mis a jour gu’une contribution divergente des #tiohs thermiques pour
des cristaux de dimensions faibles devraient mener a des déplaceménitsed’@e dimensions
comparables aux dimensions inter-atomiques pour des températures fatiasgg@nent a été par
la suite supporté et vérifié par de nombreuses expériences. En effegmipératures de fusion
de films fins décroissent rapidement lorsque I'on diminue I'épaisseur duéfiiié. Ces films
deviennent alors instables, par exemple, ils se décomposent ou s@eldicen ilots, lorsque leur
épaisseur n’est plus que d'une douzaine de couches d’atomes.

C’est pour cette raison que les films de couches mono-atomiques oninpémtemps été
considérés comme une partie de structures trois dimensionnelles plusgeamixenues par la
technique de I'épitaxie. Cette technique consiste a faire croitre "du crigtadws cristal”. Les
deux cristaux sont de natures minéralogiques différentes mais possedaropriétés de symé-
trie communes de leurs réseaux cristallins. On utilise un cristal substrat coerme gristallin
de croissance et on fait croitre la couche par un apport d’élémestiz@nt la nouvelle couche
Les ions du cristal orientés remplacent les ions du cristal supporttdaraeroissance (ce qui im-
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plique gu’ils possédent le méme signe). Par exemple, I'obtention du gragkéait en chauffant
a une température de 1300°C un échantillon de carbure de silicium. De cetéxanéas atomes
de silicium des couches externes s'évaporent et aprés un certain femptomes de carbones
restants se réorganisent en fines couches de graphene. Ju@dest la découverte du graphene
ainsi que d’autres cristaux deux dimensionnels, on a donc présuméquati&riaux deux dimen-
sionnels ne pouvaient pas exister. Ces matériaux sont apparus comsgeagusdes propriétés
cristallines de hautes qualités.

Si I'on prend le cas du graphene, voir l'article [18] et les référerpdsy sont présentées,
ses propriétés électroniques sont novatrices. En effet, les portewisadges sont capables de
parcourir des milliers de distances inter-atomiques sans étre diffusédufdgs électrons se
déplacent sur le graphéne a une vitesse trente fois plus élevées d@eitigium, c’est-a-dire a
1000 km/s. Il possede une conductivité 200 fois supérieure a celleailer & est six fois plus l1éger
gue ce dernier. Un ajout de graphéne dans un polymére permet dorgniEnter la dureté et la
stabilité thermique de ce polymere. Les nanotubes de carbones, camt-cbsenus en enroulant
des films de graphéne dans une direction donnée et en reconnectmisdes carboniques entre
elles. Il est assez surprenant de s'imaginer que dés les annéegtlldbdention du crayon a
papier, on produisait sans le savoir du graphene. En effet, 'ateecdatée dans [18] explique
gue le graphite est le constituant de la mine des crayons a papier. Aingleléécriture sur du
papier, on produit irrémédiablement des couches de graphénepeigedles ci, sans doute y a-t-il
des couches monoatomiques.

Finalement, I'existence de telles structures cristallines a pu étre justifiée iheémeqt. En
effet, la cristallite (matiére composée de monocristaux) deux dimensionnellauelast bloquée
dans un état métastable car elle est extraite de structures trois dimensior@ekeslors leur
faible dimension (inférieure a un millimétre) ainsi que la force des liaisons itmenigues qui
assurent que des fluctuations thermiques ne conduiront pas a destiisiescméme pour des
températures élevées.

Un autre point de vue suggére que le confinement de structures troissitimeelles dans la
troisieme dimension engendre une stabilité intrinséque des cristaux deux ibinmets extraits.
La déformation de ces structures 3D entraine un gain d’énergie élastiguentsupprimant dans
le méme temps les vibrations thermiques, lesquelles, au dessus d’une cen@i@etare peuvent
minimiser I'énergie libre du systéme.

Ce sont pour ces raisons que depuis quelques décennies, I'étudasghoit quantique dans les
systemes mésoscopiques intéresse de trés hombreux expérimentatedos@etis. Les travaux
de Landauer [47] puis Buttiker ont démontré la relation entre la condwetdinn systéme de
mécanique quantique et le probléme de diffusion qui lui est associé.

Rolf Landauer est un physicien allemand juif qui fuit I'Allemagne nazie etéfegia aux
Etats-Unis. Il fut diplomé en physique de l'université de Harvard etitavpour la NASA puis
sur le theme des semiconducteurs chez IBM. Il fut 'un des premier aexbirgr’'idée générale qui
déclarait "que le moindre bit d’information (code binaire 1 ou 0) consommi&dergie, ce qui
est une contrainte inévitable pour un ordinateur”. Il rencontra MaBkitker, physicien suisse
diplébmé de I'Ecole Polytechnique Fédérale de Zirich qui vint travailler égzié chez IBM. En
effet, jusqu’aux travaux de Landauer et Buttiker, la conductanceléstie comme le rapport
entre le courant dans le systéme et la différence de potentiel. La formilendiauer-Biittiker,
trés largement utilisée dans la physique, exprime alors le courant a I'aitie tcensmittance,
c’est-a-dire a I'aide des probabilités de diffusion ou de transmission ai@sups de charges a
travers le systeme quantique. Les expériences de transport élecerénicavers un échantillon
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ont démontré I'existence de phénomeénes nouveaux comme I'effet AhaBwhm ou I'effet Hall
quantique. Landauer et Buttiker travaillérent alors ensemble sur egs.eff

L'importance de ces découvertes ainsi que les perspectives d'dplEpour la nano-électronique
ont suscité un tres large engouement autant dans la recherche expaienggie théorique. La
compréhension de ces phénomeénes de transport quantique souléke @émaombreuses ques-
tions. On cherche a donner un cadre rigoureux au transport quaudl#ns les systemes mésosco-
piques. Pour cela il faut tout d'abord perturber un systéme initialemeégailibre thermodyna-
migue, prouver l'existence d'un état stationnaire hors équilibre (NE®8, Builibrium Steady
State) et ensuite calculer le courant traversant le systéme dans cetatatulDNESS, c’est la
présence de forces extérieures qui permet de garder le systemendatias hors équilibre perma-
nent. Si I'on supprime ces forces extérieures, le systéme est suscefgilmier spontanément
vers un état d’équilibre dit stable.

Dans les publications récentes aux moins deux modes opératoires d#féoan considérés.
Décrivons tout d’abord, de maniére simplifiée le premier mode opératoireomsidére un sys-
teme constitué d’'un échantillon isolé et de plusieurs fils distincts et sépanéenps initial,
les différentes composantes du systéme (fils+échantillon) sont chagpa®mment a I'équilibre
thermodynamique, c’est-a-dire dans un état stable. Les fils sont a tlegigls chimiques dif-
férents. On couple alors instantanément les parties du systéme entre elelsigse évoluer le
systéme ainsi couplé. Ce premier mode opératoire est utilisé dans des ravame [5] et [23].
On cherche a montrer I'existence d’un NESS, puis a calculer le cousaetrsant le systeme dans
cet état. Dans le second mode opératoire, utilisé dans [16] et [21], Isxtnmposantes du sys-
teme sont déja couplées au temps initial que I'on suppose loin dans le passé&téme complet
est dans un état d’équilibre thermodynamique stable. Le systeme coupkn{dlon+fils} est a
un potentiel chimique identique et unique. On branche alors adiabatiguambiatis de potentiel
sur les fils et on laisse ainsi évoluer le systéme. Il s’agit alors de mongsasténce d’'un état
stationnaire hors équilibre, puis de calculer le courant traversanttinsgdorsque ce dernier est
dans cet état. Il faut bien souligner que I'état initial du systeme est eliff@ans les deux modes
opératoires : on considére dans les deux cas que le systéme est au ttaiptaims un état de
Gibbs mais les opérateurs Hamiltoniens en jeu au temps initial sont différentaitéenles dy-
namiques sont engendrées par des Hamiltoniens différents. Dans jesiddas opératoires, on
cherche également a retrouver dans un cadre rigoureux la formulendialier-Blittiker

Aux vues de ces deux modes opératoires de nombreuses questiopessst : tout d'abord,
le systéme va-t-il évoluer vers un état NESS ? S'il existe, cet état staitienuas équilibre obtenu
via deux modes opératoires différents est-il le méme ? Le courant exiStestililexiste, est-il le
méme pour les deux modes opératoires ? En effet, la question de I'existenoeardnt n'est pas
évidente : il faut rappeler que le courant est défini comme la trace déréitgur courant dans
le NESS; or le NESS a volume infini n’est pas a trace et I'opérateur obaiast pas borné au
moins dans le cas des sytémes continus. Si d'un point de vue physiqueaikesinable d’espérer
gue ce courant existe, la preuve mathématique de ce fait reste a établie dasslu branchement
adiabatique du biais de potentiel. La réponse est affirmative dans le Eastdemode opératoire
(voir [5] et [23]). S'il existe dans le second mode opératoire, est-il lmmpour les deux cas ?

Il'y a différentes maniéeres de traiter le sujet et répondre a ces intéoongaTout d’'abord
on peut envisager une recherche et une étude directe du NESS etirdintc On peut aussi ne
regarder que la partie linéaire de I'état et du courant, montrer I'existéada partie linéaire du
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NESS et I'existence de la réponse linéaire en courant. Cette approchgugiene permettant pas
de démontrer I'existence de I'état et du courant complet, permet de dienc@mportement pour

les petits biais. Dans la méme idée, on peut chercher a prouver I'existetecpartie quadratique

de I'état et du courant. Une derniére approche est I'étude de modelpkes, pour lesquels on

est capable de tout calculer plus ou moins explicitement; en outre les résbitatsis pour ces

modeéles peuvent étre interprétés physiquement et confirmés (ou mdiexparience. On pourra

alors s'inspirer de cette étude pour traiter le cas général.

Dans le cadre de cette thése, on considére dans une premiére partiaddhapitres 2, 3
et 4, le cas d’'un branchement adiabatique du biais de potentiel sur témgyanidimensionnel
sans partition initial (voir section 2.3.3). On démontre que le courant comgtleingormément
borné par rapport a la vitesse de branchement adiabatique (voir [éth&@r4.13), lorsque celle-
ci tend vers zéro. On démontre également I'existence de la partie linédigeed¢voir section 2.4
et le théoréeme 2.4.25) ainsi que I'existence de la réponse linéaire emtéiheoreme 2.4.26).
Le travail est grandement inspiré de la publication [16]. On traite cepertian systeme plus
singulier, que dans [16], du moins en dimension 1. La démonstration pearminsidérer des
potentiels échantillon non bornés. On a également démontré I'existenceatecténplet et du
courant complet dans la limite de volume infini (théorémes 2.4.11 et 2.4.12 pldirenouveauté
est aussi en cours de recherche mais ne figure pas dans ce trataiielde la partie quadratique
de I'état et du courant. Enfin, on a illustré la théorie générale par degpdae élémentaires (voir
section 4.4).

Dans la derniere partie (voir le chapitre 5), on s’intéresse au coucamtdes systemes en
trois dimensions. On suppose que I'état stationnaire hors équilibre exiateadir de cela, on dé-
montre la formule de Landauer-Bttiker. L'intérét est d’appliquer cssltéts aux cas des guides
d’ondes quantiques. Quelle est I'expression du courant dans @Essglionde ? Quelle est I'in-
fluence de la géométrie du guide d’onde sur le courant et donc surdpsgiés microscopiques
du guide ? On traitera le cas de guides d'ondes courbés et torsaidés &5t bien évidemment
de traiter des problémes les plus réalistes possibles. On s’intéressedisdéfauts propres a la
fabrication et a I'utilisation faite des guides d’onde quantique.



Chapitre 2

Equilibre, état stationnaire et courant

Dans ce premier chapitre, on discute du contexte théorique. Dans umé&pepartie, on
introduit la notion de systéme a I'état d’équilibre a I'aide des principes de lamigue statistique
quantique et de systeme hors équilibre. On définit I'équilibre de Gibbs, tidbdison de Fermi
Dirac et certains principes comme la notion de courant et de perturbatiaréduilibre, notions
gui seront nécessaires pour I'étude du NESS.

Dans une seconde partie, on introduit I'état stationnaire hors équilibrie, @éfinit a I'aide
de la théorie des—algebres. La partie suivante développe les différents procédés upitinésa
construction de NESS. La partie 4 présente le procédé qui fait I'objeetie these, c’est-a-dire
I'approche sans partition initiale. On termine ce chapitre en définissant démmalus rigoureuse
la notion de courant et I'on traite a titre d’exemple le cas de la réponse linéaire

2.1 Quelques mots de physique mésoscopique

2.1.1 Equilibre

L'état macroscopique d’'un systéme est un mélange statistique d’états mijgicnses ou états
“purs”. Ces derniers sont les états propres de I'Hamiltonien. L'étatesaopique est donc consti-
tué d’'une infinité d’'états microscopiques. Dans le cas d'un systéme isoénliltdnien ne dépend
pas du temps, il en est donc de méme pour les états purs. Ces états patsrsdas solutions de
I'équation suivante :

Hlgp >= Eil¢} >
ol E; sont les énergies possibles du systéme. Cependant, dans un systépseopigue, méme
a I'équilibre macroscopique, il y a constamment des transitions entre étatsra@sitions se dé-
crivent a I'aide de probabilités. La probabilité de transition d’un systémesiunitialement dans
I'état [ au tempg vers un étain aprés un tempét est notéeP,,;(to, to + 6t). L'évolution d’un
systeme macroscopique est markovienne, c’'est a dire, qu’une fole gustéme macroscopique
a atteint un équilibre, il “oublie” la maniére avec laquelle il a atteint cet équillbreonséquence
est donc que I'évolution des sous-systémes microscopiques sera égateankovienne et donc
gue la probabilité de transition d’un état vers un autre sera indépendatdengs initial. Si I'on
appellep,,,; la probabilité de transition par unité de temps de I'étaters I'état/ alors

P = ppudt, Py =1+ pydt

10
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a. Systeme isolé

On noteP,(t) la probabilité pour que le systéeme soit dans I'état tempg. Dans le cas d’'un
systeme macroscopique isolé, on note dans ce cas la probabilité de trareitionitp de temps
pis , I'évolution dans le temps du mouvement du systéme a I'échelle macroscopigdenaée
en mécanique statistique pagdjuation maitresse

U = S (Dl P (8) — pI3, (L)), (2.1)

ou.pgfd = Py = 0. Ces coefficients respectent la conservation de I'énergie, c'eise-andlils ne
relient que des étafsetm de méme énergie :

Pisy =0, |E — Ep| > JE. (2.2)

Remarque 2.1.1.L’équation(2.1) se généralise a la description de I'évolution de tout processus
markovien stationnaire ou processus aléatoire. Bien entendu, dansialisme de la mécanique
guantique on s'intéresse aux amplitudes de probabilité, mais on démanitsecgrtaines hypo-
théses supplémentaires cette équation.

Remarque 2.1.2.L’équation (2.1) régit I'évolution dans le temps du systeme a I'échelle ma-
croscopique. Elle n'est pas invariante par renversement du temgla. & traduit physiqguement
par l'irréversibilité de I'évolution du systeme macroscopique. Cepetdesméquations quantique
(équation de Schrodinggrou classique régissant I'évolution d’un systéme a I'échelle microsco-
pique sont, elles, invariantes par renversement du temps.

Remarque 2.1.3.0n appelledistribution micro canoniquela distribution des états microsco-
pigues d’'un systeme isolé a I'équilibre. Elle est donnée par :

F*(E) = (2.3)

ﬁ si E<E; <E+6E
0 sinon

ou Q)(E) désigne le nombre d'états accessibles.

b. Systéme en contact avec un thermostat

On appelleS le systéme mis en contact avec un thermaostae températuré. Le systéeme
{S + T'} est supposé isolé, et I'énergie d’'un éfat; ou ! désigne un état microscopique du
systemeS et L un état microscopique dg est donné par

El,L =+ Er

Ainsi, I'équation d’évolution dg S + 7'} isolé est de la méme forme que (2.1)

dP, ; ;
dlt"L = Zm,M(p;,sL;m,MPmJVI - p:fL,M;l,LPl,L) (2.4)

et les coefficient&ffL;va satisfont a des conditions similaires a (2.2). La probabffitg que le
systemeS + T’ se trouve dans I'étdtest donnée par le produit

P.1 = P}*(Fo — E)) P, (2.5)
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ou E;,+ désigne I'énergie totale et fixée du systeme- T et Pi(E;) désigne la distribution

micro canonique pour le thermostat Si I'on considére a présent le systésmal interagissant

avec le thermostaf’ alors la probabilité pour qué soit dans un étatest donnée par la somme
des probabilités pour que les états microscopiques du systérasse d’'un état a un état :

=) P (2.6)
L

En utilisant (2.4), (2.5) et (2.6) , I'évolution temporelle de I'état macrosagpieS est donc

dp, ' .
L =3 0P — DL P Phy =Y 0 i P (Bror — Ey)
LM

Remarque 2.1.4.La distribution a I'’équilibre des états microscopiques d’un systéme en cionta
avec un thermostat est appeldistribution canoniqueet est donnée par

Ecan _ %e—El/ka7 (27)

Z = Z e Eu/ke0
l

avec

c. Systéme en équilibre avec un réservoir de particules

On considére ici le cas d’'un systényeen contact thermique avec un réservBide taille
beaucoup plus grande. Les deux systémes peuvent échangerntimdgsaet de I'énergie. On
appelle cela la distributiogrand-canonique.Le réservoir peut étre considéré comme un réservoir
de particules et un thermostat, en ce sens que I'on suppose que I'étasomgugque du systeme
R reste inchangé au cours des échanges d’énergie et/ou de parti@dés @n suppose que ces
particules sont indiscernables et que le syst®meR est isolé et a I'équilibre. La différence avec
les deux cas évoqués précédemment réside dans le fait que danedteggrand-canonique les
parameétres extérieurs sont I'énergie , le potentiel chimique et le volume.

Les états microscopiques du systerfes R sont caractérisés par la donnée diwt d’'un L.
L'énergie et nombre total de particules du systéme total sont donc

El,L = K+ Ep,
Nl,L = N;+ Ny,

La probabilité notéePlG pour le systémé' de se trouver dans I'étét) est donnée par la distribu-
tion grand-canonique :

PlG — — o (Bi—pN /’%9 = Z (E;—uNy) /Ky (2.8)

[I]\ —

ou la sommation se fait sur toutes les valeurs possibles pquet ou ', désigne I'énergie des
états individuels possibles pour chacune des particules du systéme.
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Remarque 2.1.5.Cette formule se généralise rigoureusement dans le cas d’un systéimtede
macroscopique. Soif une variable interne et; la valeur qu’elle prend dans I'état On note
p(E, N,y)dEdNdy le nombre d'états microscopiquésiont I'énergie est a dFE pres, dont le
nombre de particules e®f a dN prés et dans laquelle la grandeur considérée prend la valeur
ady prés. Alors, la distribution de la variable interngest donnée par :

—
—

1 [ 00
w(y)dE = H/ dN dEp(E, N,y)e~ (F-#N)/ksf
0 Bo

ou
E::/ dN dE/dyp(E,N, y)e~ BN /kub
0 Eo

Le nombre moyen d’occupation de I'étavaut
Ny = —k0d,In=

Ce nombre moyen d’occupation est facile a calculer. Pour cela, il fatmglier deux cas : les
particules sont des fermions et les particules sont des bosons. Dargrieipcas, le nombre
d’occupation ne peut prendre que les valdumi 1, et I'expression (2.8) donne la statistique de
Fermi-Dirac :

WP = (1+ePEer—m)-1 (2.9)

ou B = 1/ky0 avecd la température e, la constante de Boltzman. Dans le cas de bosons, (2.8)
donne la distribution de Bose : 5
Ny = (ePler—m 1)t (2.10)

d. Equilibre

On appelleP/ les solutions de I'équation maitresse décrivant les états d’équilibre dursyste
c’est-a-dire les solutions de

dpf? e e
d; =0« Zm(plmpmq — pm P q)7 vl (2.11)

Aléquilibre, la probabilitéP? estindépendant du temps, c’est-a-dire queeieplement) . py,, Py’
de I'état/ pendant un intervalle de tempé est exactement compensé pardigpeupleument
> PP de cet état pendantit.

Comme on I'a vue, I'équation maitresse est une équation du premier ordnegs), Eest-a-
dire que la donnée de la distribution initighgt( ) suffit a trouver la solution uniqug(t). A partir
de ce constat, on démontre que lorsque oo la solutionP;(¢) de I'équation maitresse pour une
distribution initiale quelconque converge vers la solution d’équiliBfeC’est une propriété fon-
damentale qui traduit le fait qu’un systéme macroscopique perturbé éspditanémentvers
son état d’équilibre et l'atteint & condition qu’on attende suffisamment lomggeL'évolution
spontanée est caractériséaréversible (ceci est une conséquence du-dit théoréme H qui stipule
gue I'entropie d’'un systéme est une fonction non décroissante du telnep®mps d’attente né-
cessaire pour atteindre I'équilibre est appel@ps de relaxation |l dépend notamment de I'état
initial, de la température, du matériau utilisé, du protocole utilisé mais aussi deskEnpeéd’im-
puretés dans le systeme.
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Dans le cas d’'un systéme en équilibre avec un réservoir de particuledutién spontanée
du systeme s’accompagne de I'augmentation de I'entropie grand can@tjqueg conséquence,
d’une diminution de son grand potentiel dont I'expression.est —k,0In=. En outre, aprés
relachement d’une contrainte, le nouvel équilibre du systéme sera attsgudéde grand potentiel
sera minimal.

Remarque 2.1.6.Dans la limite thermodynamique, c’est-a-dire dans le cas ou la taille du sgstem
est suffisamment grande pour que les fluctuations y soient négligésbtemis descriptions sont
équivalentes. On peut prendre le paramétres de notre choix comrampte interne.

2.1.2 Hors équilibre : courant, calcul heuristique

n1
E,N
nz
Keservoir - Echantillon Réservoir +
FIGURE2.1:

On considere deux réservoirs d'électrdiset R, de potentiel électrochimique,; et uo tels
queu; = pe + 9,9 > 0. Soit NV le nombre de particules dans les réservoirs 1 et 2.-5@t~; les
parametres de saut des réservoirs 1 et 2 respectivement versitidohaet vice versa. On note
"e" la charge de I'électron. SoiRy un "échantillon” & un niveau d’énergi€. Le nombre moyen
d’occupation du niveau d’énergi€ pour I'échantillon est donné par la fonction de Fermi Dirac
notéefy(E). Le nombre d’'occupation du niveau d’énerdiepour le réservoit, 2 est donné par

la distribution de Fermi Dirac (voir (2.9)) notéfe »(E) :

1

f12(E) = fo(E — p12) = 14 B E—pia)
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On définit les quantités de taux de changement de charges qui enmenéslaéservoirs et2, ou
courant, de la maniéere suivante :

L(E) =en(fi(E)—N), 11>0
I(E) := ey (f2(E) = N), 72>0
Dans le cas présenté ici, I'état stationnaire hors équilibre apparait éorsqu
L(E) + I(E) =0,

on en déduit :
_ nfi(E) +72f2(E)

Y1+ Y2

N

Dans le cas oy, > uo on obtient :

0 < I(E) = ~Ix(E) = e,yjf%m (f1(E) — fo(E))

2.2 Mecanique statistique quantique et théorie des algebres d’opéra-
teurs

Depuis les années 30, la théorie des algeébres d'opérateurs surace eddilbert connait un
développement croissant. Une de ses applications est la description deksnde mécanique
statistique quantique. On se base sur le formalisme d’Heisenberg. Soit le tateumnentre deux
opérateursd et B défini comme[A, B] := AB — BA. On définit les relations canoniques de
commutation entre les opérategrset ¢; associés respectivement au moment et la position d’'une
particule :

[pi,pj]l = 0=lai,qs], [pi,q] = —ihdi;
On dénoteh = L?(R™) I'espace de Hilbert. L'évolution dans le temgst) d’un opérateur qui a
pour expressiom au temps initial et qui agit sur est donnée par

—iOA(t) = [H At)], H=E+T (2.12)

ou H est I'Hamiltonien égal a la somme entre I'énergie cinétique des particules de masts
de momentp;,, E = > p?/2m et I'énergie potentiellel’ = V (g1, o, ...q»). Léquation de
Schrodinger donne I'évolution de I'état du systéme noté h. L'état est représenté comme un
vecteur de I'espace de Hilbert.

POty x1, ey ) = HY(t 21, o0y ). (2.13)

L'unicité de la solution) de I'équation de Schrédinger entraine le caractére autoadjoint dedopér
teur Hamiltonien. Cette solution doit satisfaire la relation de conservation derteh@ (¢, z)|| =
||v|], avecy I'état au temps = 0, elle s’exprime comme

Y(t, @) = U,
ouU,; = e € dom (H) un opérateur unitaire et continu, alors il satisfait
dU (t
_ U U(t)H. (2.14)

dt
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Remarque 2.2.1.La distribution de la probabilité pour une particule d’étre a la positien, ..., z,,)
au tempg est donnée par

Pt 21, ooy @) = [t 21, oy ) Py
Remarque 2.2.2.La valeur moyenne de 'observableau tempg est(y), A(t)).

Les principes de la mécanique quantique sont alors établis ohservableest un opérateur
auto-adjointA dans un espace de Hilbéit, un état pur est un vecteur dé{, la valeur moyenne
de I'observabled est (v, A(t)y), on détermine I'évolution dynamique du systéme en spécifiant
pour chaque systéme un opérateur auto-adjdiet en utilisant les algorithmes suivants :

As Ay = Ac=H  ou o sy = etH e itH

Soitp(z,t) = ¥ (x, t)(x,t) défini dans sur un domairie fermé, et tel que l'intégrale de(z, t)
dans tout I'espace soit constante au cours du temps, soit

Pr{particule € Q} = / dxp(x,t)
Q

La fonction ¢ (et respectivement sa conjuguég est solution de I'équation de Schrodinger
i0;p = Hq (respectivement-id;i) = H1)). Cela nentraine pas que en chaque point de I'es-
pacezx, p doive étre indépendante dela situation est en effet analogue a celle qui existe en
électromagnétisme : si, dans un systeme physique isolé, on a une chagie rdgns I'espace
avec une densité volumiqug,t), la charge totale, c’est-a-dire I'intégrale dér,t) sur tout
I'espace, se conserve au cours du temps. Pourtant, la répartition dehaetie peut varier, ce qui
donne lieu & desourants électriques.

En fait, on peut poursuivre cette analogie plus loin. La conservatioralgate la charge élec-
trique est basée sur une conservation locale : si la ch@rgst contenue dans un volume fike
varie au cours du temps, c’est que la surface ferafégui limite €2 est traversée par un courant
électrique. Plus précisément, la variatiéd® pendant le tempdt de la charge contenue dafis
est égale & Idt, ou I est I'intensité du courant a traveds, c’est-a-dire le flux du vecteur den-
sité de couranf(:z:,t) sortant ded(2. Par un raisonnement d’analyse vectorielle, on exprime la
conservation locale de la charge électrique sous la forme

op(z,t) + 65’(13” =0 (2.15)

On cherche le vecteg'l(x, t), le courant de probabilité, tel qu’il satisfasse I'équation (2.15) :ily a
alors conservation locale de probabilité. Tout se passe alors comme avédraffaire a un fluide
de probabilités, dont la densité et le mouvement sont décrits(pat) etj(z, t) ; si la probabilité
de trouver la particule dans le volume fidéx autour der varie au cours du temps, c’est que le
courant de probabilités a un flux non nul a travers la surface limitanié@mie@it de volume.

On suppose que la particule est soumise uniqguement a I'action d’un poteaiairev(x, t).
On définit son Hamiltonien comme suit :

H=-A+uv(rt)
Soient les fonctions)(z, t) et (z,t) définies plus haut. On calcule

AE(‘% t)l/)(:L’, t) - @((E, t)Aw(% t)
= Vi@ (2.16)
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On obtient
j(l’, t) =1 (1/}(.%', t)VW% t) - E(IL’, t)V¢(xa t))

Pour appliquer ce formalisme a la mécanique statistique on a cependant thésmigir la
notion d’état. On appelle I'état d’'un mélange statistique la fonctionnelle sur les observables

de la forme

w(A) = in(wi,Awi), Ai=0, Y h=1, [l =1 (2.17)

(2
Dans le cas ou tous les opérateurs bornés et autoadjoints de I'espddbate sont des obser-
vables le mélange statistique est donné par

w(A) =tr(pA)

ol p est un opérateur a trace positif et de trace égale a 1.

Aprés les travaux de von Neumann sur I'analyse des algébres de dtmdiimension infinie,
il est apparu que la meilleure formulation de la mécanique quantique est erdkeliftealgébres,
comme faite par Murray et von Neumann. On identifie une observable quarti@c un élément
auto-adjoint d’unx— algébre d’opérateur sur un espace de Hil3¢rtfaiblement fermé et noté
M. Les états sont alors les mélanges statistiques décrits plus haut, ont les épel®rmaux

Il en ressort que la représentation de Schrodinger est suffisanselelaadre de I'étude de
systemes avec un nombre fini de particules, alors qu'il est nécesidiliset les représentations
desC* et W* algébres pour les systémes avec une infinité de particules. La réalisatiettele
distinction marqua un grand pas dans les applicationsxdealgeébres en physique mathéma-
tique. Cependant, dans les années 50 et 60, cette distinction a été trésersge. On se pose
la question de Iaignification physigue(et donc expérimentale) de la qualification "infinie" pour
un nombre de particules. En effet, on qualifie "d’infini" un temps d’expémtaieon suffisamment
long devant un temps d’interaction pour une réaction physique doneéméine, on qualifie de
modele théorique infini un systeme fini bien défini. C’est ce que 'on appellenite thermo-
dynamique. Le probléme des systémes avec un degré de liberté infini est l'identifichtinétat
de référence, ce fait justifie €galement la formulation algébrique de la iqéeaguantique.

2.2.1 Systeme Quantique

Cette partie est basée sur les livres [2], [3] et [4]. Traditionnellemengystéme quantique
est complétement déterminé par son espace de Hitbettson Hamiltonierf?, qui est un opéra-
teur auto-adjoint dan®. La description d’'un systéme quantique a I'aide d’'un espace de Hilbert
convient pour les systémes avec un nombre fini de degrés de libertiéestell au caractere
unigue de cette description. Dans le cas de systémes avec un nombrecfagré de liberté, on
doit utiliser une description basée sur I'utilisation des C*-algébres (votisesuivante).

L'espace de Hilbert permet de déterminer I'ensemble des observab&gam!’ensemble
des états du systéme. En effet, une observable est un opérateur IowFaiedand{ et les états
sont spécifiés par une fonction propre, qui est un vecteur unitaité, de bien, de maniére plus
générale par une matrice densité, qui est un opérateur non négatifeliata trace notg € H,
et avectr p = 1. Quant a I'Hamiltonier#, il détermine la dynamique de ce systéme.

L'état associé a la matrice densit@st la fonctionnelle linéaire

A p(A) = tr (pA)
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sur I'ensemble des observables. A toute observable auto-adjbinte étatp associe une mesure
de probabilité sur le spectre de:

dpa = p(Ea(da)),

ou E'4(.) désigne la projection de la mesure spectralelddgonnée par le théoréme spectral. La
mesurep 4 donne la distribution de probabilité d’obtenir la mesurela valeur moyenne dd
dans I'étatp est

/ adpa(a) = p(A).

A l'aide du théoreme spectral pour les opérateurs compacts, on peite t&éenatrice densité sur
la base orthonormale d¢ formée pas les vecteurs propresgde

p=> pi(¥;, )0, 0<p; <1, Y pi=1
J J

Définition 2.2.3. Soit une matrice densifé telle quep? = p et ¥ un vecteur dé{ unitaire. Alors
on appelle vecteurs d’états les états correcpondant a

A (U, AD).

Lesp; deéfinis ci-dessus correspondent a la probabilité que le systéme soitéanhassocié au
vecteur d'étaty;.

Comme on I'a évoqué dans l'introduction de cette section, I'évolution d’unetion d’onde
¥ est donnée par I'équation de Schrodinga, = HW¥,. L'Hamiltonien H étant auto-adjoint,
la solution de cette équation est donnéepar= e~ I ou I'on notePsiy = V¥ la valeur initiale
de la fonction d’onde. On en déduit alors que la matrice densité évolue couitme s

pi = e~ peitH
et satisfait I'équation d’évolution de Liouville quantique :

Orpr = i[pt, H].
La valeur moyenne d’'une observableau tempg est ainsi donnée par

pt(A) = tr (ptA)

C’est ce que I'on appelle la représentation de Schrodinger de la dyneupiguntique.
En utilisant la cyclicité de la trace, on peut récrire

tr(piA) = tr (pA;), A = et Ae=itH
Les observables dépendent ainsi du temps et satisfont I'équationlatién
O Ay = i[H, Ay.

Ceci est lareprésentation d’Heisenberg de la dynamique quantiquenkvieint, la représentation
de Schrodinger et celle d’Heisenberg de la dynamique sont équivatennsguep; (A) = p(A).
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2.2.2 C*algebre

A présent, on donne quelques éléments de théorie des algébres. G radfie théorie est
particulierement utilisée dans la description de dynamique d’'un systéme céragitplusieurs
sous-systémes élémentaires. On se concentre sur les deux algélrigmlesngue sont les C*-
algebres et les algebres de von Neumann. On peut les définir de ménsigadtas, mais ils peuvent
aussi se représenter comme des sous-algéb8gHig avec des topologies différentes.

Définition 2.2.4. Une C*-algébreA équipée d’une involutionl — A* et d’'une norméd.|| satis-
faisant, pour toutd, B € A et pour tout\, u € C :
1)A** = A

2)(A\A + puB)* = M\A* + uB*

3)(AB)* = B*A*

4)||Al] > 0, et||A]| = 0 si et seulement si = 0.
SIIAA[ = [A [[A]l

6)A + Bl < [|All + ||B|

DIIAIl < 1|4l [1B]]

8).A est compléte pour la norme||.

0)[[AA*|| = || Al 2

On appelle uné-algébre une algébre avec une involution comme spécifié ci-dessus et qui satisfait
1)-3). Si la condition 9) est remplacée gad*|| = ||A|| alors I'algébre est appekiigebre de
Banach Il existe une unigue norme permettant a une *-algébre de devenir uatgEbre.
Une représentation d’'une C*-algéhreest la pairg#, II) constituée d’'un espace de Hilbert
H et d’'un morphismél de A dansB(H ). Soit(2 tout vecteur de norme 1 d'une C*-algebdede
représentatio?, IT), alors
w(A) =< Q,II(A)Q >

définit un état dansl.

2.2.3 Algébre de von Neumann

Une algébre de von Neumann est une C*-algébre agissant danscBedpaHilbert#, qui
contient l'unité notéd de 5(*) et qui est faiblement fermée.

Définition 2.2.5. Soit M un sous espace d&7{). Si on pose
M’ ={B € B(H); BM = MBVM € M}

alors M’ est appelé le commutnt def, et on a les propriétés suivantes :
1) M’ est faiblement fermée,

2)./\/1/ = M" = M5 = o

etM C M'= MW = .

Le théoréme de Sakai permet de faire le lien entre C*-algébre et algélwandNeumann. |l
est énoncé ci-dessous.

Théoreme 2.2.6.Une C*-algébre est une algébre de von Neumann si et seulemdtd sstle
dual d’'un certain espace de Banach.
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Théoreme 2.2.7.Dans une algébre de von Neumann notdepour un état donn& dansM, les
affirmations suivantes sont équivalentes :

i)L'état w est normal.

ii)ll existe un opérateur positif, a trace et ngtede H tel quetrp = 1 etVA € M ona

w(A) =tr(pA)

2.2.4 L'espace des états d’un C*-algebre

SoientH et h I'espace de Hilbert et I'Hamiltonien d’un fermion. On suppose fust borné
inférieurement. SoifF_ (H) I'espace de Fock anti-symétrique skt On notea™(f) eta(f) les
opérateurs de créations et d’annihilationpour un fermion dans un étgtde . L'opérateur de

champ correspondant est
1

o(f) = ﬁ(a(f) +a*(f)),

et il satisfait les relations d’anti-commutation

o(fe(g) +p(g)p(f) = R(f,9)1

Par la suite, le symbole® désignera soit. soit a*. Soit CAR(#) le C*-algébre engendré par
{a®(f), f € H}. Comme dans [4] on appellera cet algebre 'algébre de Fermi. La C*raigjue
induite parh est

St itdD(h) g ,—itdD(h)

La paire(C AR(H, ) décrit un systeme C*-dynamique. On rappelle que I'opérateur nombre de
particules dans I'espace de FaEk () estN = dI'(I). Le nombre de Fermions est conservé en
ce sens que’ commute avec le groupe de gauge

Vt(A) _ eitdF(I)Ae—itdF(I)
T etV sont les groupes d’automorphismes de Bogoliubov suivants :
T'(a®(f)) = a®(e"™ ), V'(a®(f)) = a°(e" f)

A tout opérateur auto-adjoifit deH tel que0 < T' < I on peut associer un étay deC AR(H)
qui satisfait

wr(a*(fn)--a”(f1)a(g1)---algm)) = on.mdeY (gi, Tfi)}-

Cet étaty—invariant est appelétat quasi-libre invariant de gauge dénéré gar
Siw est un état sur CARY), alors il existe un opérateur auto-adjoipt,sur# appeléopérateur
densitétel que0d < p < Id et

w(a*(g)a(f)) = (f,pg)

On note que si est un opérateur a trace, alors on a
w(dT(c)) = tr (pc)

Un C*—dynamique(CARy,(H, %)) équipé de I'étatyg,,, ou 3 est I'inverse de la températureet
le potentiel chimique, décrit un gaz libre de Fermi a I'’équilibre thermique dansémble grand
canonique.
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Un état quasi librev,, invariant par la jaug® est ergodique pour un gaz de Fermiidéal, (CAR("))
si et seulement gi n’a pas de valeur propre:, est un mélange statistique/sin’a pas de spectre
singulier.

Définition 2.2.8. (i) Un opérateur borné non négatif dadg (R) est appelé umpérateur densité
ou unétatsi le produitpM (x(a, b)), ouM (x(a,b)) est 'opérateur de multiplication induit dans
L?(R) par la fonction caractéristique (a, b) sur l'intervalle (a, b).

(il) Un état p est appelé umtat stationnairepour I'opérateur Hamiltonient si p commute avec
H, c'est-a-direp appartient au commutant de I'algébre générée par le calcul fonctiomsecie a
H. Un état stationnaire est appeédat d’équilibres’il appartient au bi-commutant de cet algebre,
c'est a dire si[[p, H], H] = 0, ou bien,p € A"(H) ou A(H) ~ A(dE\(H)) = A(dEg()\)),
E\(H) étant le projecteur sur le spectre dg, et \ le parametre spectral.

Définition 2.2.9. Soit(O, 7) un systéme C*-dynamiquecetun état de référence donné. Le NESS
(Non Equilibrium Steady State) ou état stationnaire hors équilibre, assaciéta sont les points
limite *-faible de moyennes temporelles le long de la trajecteirer®. En d’autres termes, si

1 t
<w>t:t/ woTt®ds
0

alorsw, estle NESS associéet 7 s'il existe unt, — oo tel quevA € O

<w >y, (A) = wi(A).

2.3 Construction d'un NESS

Il existe au moins trois maniéres différentes pour construire un état statiefmors équilibre.

2.3.1 Branchement instantanné

Au temps initial,t = —oo les deux systémes considérés sont découplés, et dans des équi-
libres thermodynamiques individuels et différents. Ces deux systemedeonéservoirs infinis
de particules, en ce sens ou la perturbation d’'un des paramétres ne raquifiefétat d’équi-
libre du systéme. A un certaify, par exemplg, = 0 on branche les deux réservoirs entre eux
de maniére brutale, c’est-a-dire que la modification de I'équilibre (pettiorjsse fait de maniere
instantanée.On laisse ensuite le systeme branché évoluer jusqu’a ce gu’il atteigne [&.XIege
méthode a été traitée notamment dans les papiers de Aschbacher, W, Maksiutrat, Y., Pillet,
C-A., voir [5]. Dans ce travall, il est démontré I'existence d’'un NESS ébtenule de Landauer-
Buttiker. Cette méthode est apparue dans la littérature mathématique via Ruel@naxemple
[57], [62]. Ce protocole a été largement étudié ces derniéres amméasiuve par exemple les
papiers suivants : [6, 5, 36, 62, 54, 10] ainsi que les référengeEsaans ces articles. Dans [35] il
est démontré que la théorie était toujours valable dans le cas ou I'on prendpte I'interaction
entre les électrons. De méme si le couplage du systéme est dépendant slgdrsp fait par
exemple de maniére adiabatique), on retrouve les mémes résultats [23].



2.3 Construction d’'un NESS 22
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FIGURE 2.2: couplage instantanné

2.3.2 Branchement adiabatique

Dans le cas du branchement adiabatique, on procéde de la méme manigréogaemment,
le branchement se faisant cette fois ci de maniere continue et pas iné@anfan= —oc, les
deux sous-systémes sont découplés et dans des états d’équilibréualdivAt, = 0, on branche
les sous-systemes entre eux de maniere continue. Le branchementiqaéahaté etudié par H.
Cornean, P. Duclos, G. Nenciu, R. Purice, voir [16] : il est traité lag@&néaire du NESS.

2.3.3 Systeme sans partition initiale

Ce troisieme mode opératoire consiste a partir d'un systéme totalement coadpléepti-
libre, c'est-a-dire, pas d’équilibre individuel, pas de patrtition initiale. f@gs-systémes sont en
connection au temps initial et le systéme entier est a I'équilibre, c’est-a-do@re que I'état
d’équilibre initial n'est pas la somme des états d'équilibre initiaux des diffém&servoirs. A un
certain temp$, = 0 on déclenche la variation continue de certains parametres des sounesy/ste
afin de créer une perturbation. On peut par exemple brancher undeiterant continu) sur les
fils, ce qui aura pour conséquence la modification des potentiels élddtnggaes des fils couplés
a I'’échantillon. On maintient la perturbation jusqu’a un certain- ty,. On étudie alors la dyna-
mique pourty > 0 et I'existence du NESS. Cette méthode a été notamment introduite par Cini
[20]. Les auteurs qui traitent de ce protocole sont moins nombreuxanele cas de la méthode
avec partition initiale, et il n’existe pas, a notre connaissance, de résigmiseux d’'un point de
vue mathématique, autres que ceux traitant le cas de la réponse linéaifg6yoir
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FIGURE 2.3: couplage sans partition initial : au temps initial, les fils et I'échantillon samecté,
le tout est a I'équilibre thermodynaique

2.4 Exemple de calcul de courant et formule de Landauer Bttiker

On a vu dans la section précédente les trois maniéres différentes dairenstrétat station-
naire hors équilibre ou NESS a partir d’'un systeme initial constitué de plsspaunties distinctes.
On appelle réservoirs ou fils les parties reliées a un échantillon (voir figure

Bien que ces méthodes de perturbation d’'un systéme a I'’équilibre sembkeptaahes, en
particuliers si I'on déclenche & = 0 le biais de potentiel de maniére subite dans le modele
couplé, leur implémentation est différente. Un des buts de cette sectioillastr@r cette derniére
observation.

Dans le modéle heuristique présenté en partie 2.1.2, il s’agit d'augmentelela des po-
tentiels électrochimiques,; et o, c'est-a-dire leur ajouter une constante par exemple v_ et
H2 + V4.

Dans cette partie, on montre que I'on est capable de construire un NE®8uelier le courant
stationnaire dans le cadre du modéle sans partition initiale. On considérdildezsemi-infinis
reliés au méme échantillon au temps initiat 0. L'état du systeme couplé est I'état d’équilibre
de Gibbs pour une température et un potentiel chimique donné. Au temp8 on allume un
biais de potentiel dépendant du temp&) afin de créer une différence de potentiel entre les deux
fils. Ceci modélise le régime transient d’'une pile de courant continu. Au tempsO0 le biais
de potentiel est stabilisé et demeure constant pour les temps supérigu@ndaisse le systeme
évoluer jusqu’a ce gu'il atteigne le NESS.

Le courant, dépendant a priori du temps, est défini comme la valeur meyknl’'opérateur
courant dans I'étap(¢). Dans le théoréme (3.3.1), on démontre I'existence du courant et I'on
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FIGURE 2.4: On perturbe I'équilibre en ajoutant sur les fils un potentiel. On créditidéeence de
potentiel et le systéme évolue.

calcule sa limite ergodique. Cette limite ne dépend pas de la fagon dont on allueréuldation

(la maniére de déclencher le biais de potentiel), ni du point sur le fil a padual on mesure
le courant. On obtient aussi une formule du typenule de Landauer-Blittiker pour le courant
limite.

De trés nombreux papiers ont eu pour but d’établir des formules damdu type formule
de Landauer-Buttiker (voir [12, 13, 7, 8]). Ainsi, de trés nombreuysptiens se sont intéressés
a I'approche sans partition, on citera les précurseurs [64, 65] qacest cette approche avec le
formalisme Green-Keldysh. lls proposent de nombreuses formulesudanto

D’un point de vue mathématique, les premiers travaux visant a obtenir tnaléode courant
de type Landauer-Buttiker dans I'approche sans partition ont été&uwdfepar [21] et plus tard
par [22]. Ces papiers utilisent I'approximation deré&ponse linéaire.Dans le papier [16] les
résultats de [22] sont étendus au cas continu. Un des défis a relevelugge trouver une maniéere
d’employer ses résultats dans des calculs numériques de courantriransjigi traiteraient du cas
ou l'interaction entre les fermions est prise en compte (voir [51, 52, 3&téés références citées).

Dans cette partie, on traite, a titre d’introduction et d’exemple la réponsérbn&n s'inté-
resse a laréponse linéaire dans le formalisme de Kubo (voir 2.64 et thédreitid). On considere
un systeme dont I'Hamiltonien initial et a I'équilibre dgt. On perturbe le systeme, et I'Hamilto-
nien devient (t) = Ho + Hy(t) oUH (t) = ), E;(t)A;, lesE;(t) sont les facteurs perturbatifs,
et lesA; désignent les observables du systéme. La matrice densité (voir secttda déénition
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2.4.3) ou opérateur densité, qui donne I'ensemble des états quantipséidgmau tempspour

le systeme étudié, est affectée par cette perturbation et sa dynamiquedtdattigiation de Liou-
ville (voir 2.31). Soitpy la matrice densité associée a |'état d’équilibre thermodynamique initial et
p(t) = po + dp(t) la matrice densité perturbée au premier ordredparl’équation de Liouville
donne :

i0i6p(t) = [H1(t), po] + [Ho, p(t)]
et la solution au premier ordre de la théorie des perturbations est domelfiement,

t ) ‘
5p(t) = _Z/ e—l(t—tl)HO [Hl (tl),po]ez(t_tl)Ho dtl

2.4.1 Le systeme a volume fini

a. Le systeme a une particule

Al - Al +

F_ @t o | ].—‘_1_.

AN
~

FIGURE 2.5: Configuration initiale du systéeme

On modélise le petit systeme a travers lequel on fait passer le courant pi@maine noté
I'7 , un intervalle ouvert d&. Sans restreindre la généralité on place ce petit systeme a l'origine.
Il est relie a deux fils de longuedr € R’ de part et d’autre du petit systeme. L'échantillon est
de longueura,a € R,. Le cas olu = 0 sera également traité dans une application : c’est ce
gue I'on appellera le "modéle ponctuel” . Les indicegpermettent de caractériser soit le fil "a
gauche" (-) du petit systéme soit le fil a droite (+). On ri@fel’espace des configurations sur les
fils. L'espace des configurations des fils et de I'’échantillon estTiptéOn cherche a résoudre le
probléme pour un systéme a une particule, la justification sera donnée daatida suivante. Le
schéma a. ci-dessus représente la configuration du systeme. On appelle

H; = HL70 + Ve, HL70 =—A (2.18)

I'opérateur de Schrodinger a une particule JoUest le potentiel sur I'échantillon. On impose des
conditions de Dirichlet au bord des fils. On suppose que :
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V¢ estHy, o compact au sens des formes (2.19)

Par conséquent le domaine de formeffig est#} (') 1, 'opérateurH, est autoadjoint, borné
inférieurement et purement discret sur I' espace de Hithgrt= L?(I'). On suppose en outre
queVs est localisé sur I'échantillon dans le sens suivant

Vx € C°(R), X|j—aq) =1, XV°=V’x (2.20)
tel que,
sia # 0,VYu € dom Hy, u est localemerit{?> de part et d’autre de-a (2.21)
et
sia = 0, u est localement? de part et d’autre de.0 (2.22)

Au temps initials que 'on prend égal a moins l'infini, le systéme complet est supposé a
I'équilibre. On introduit alors sur les fils une différence de potentiel daderme d’un biais de
potentiell’;,. On suppose quE;, est un opérateur borné et symétrique. On veut introduire ce biais
de maniere infiniment lente. La vitesse de branchement est caracténidédquection x (nt) ou
n € R. On appelle limite adiabatique la limitg tend vers zéro. La fonction de branchement
adiabatiquey est typiquement de la formé&? et posséde les propriétés suivantes :

x € LYR_)NCYR.) (2.23)
x(0) = 1 (2.24)
X € L'R.) (2.25)

Finalement on appell&,, 1.(¢) 'Hamiltonien du systeme fils+échantillon+ biais adiabatique :

Hy () = Hp +x(nt)Ve, (2.26)

x(nt)Vy, étant borné et symétriquél,, ;,(t) est autoadjoint de méme domaine gtig.

On cherche dans cette premiére section a donner un statut rigouretobéenpe d’évolution
avec conditions initiales en moins l'infini.

b. D’une infinité de particules a une particule

On justifie dans cette section le fait que I'on ne considere que le problénegatticule. On
considére des particules qui n’interagissent pas et qui sont ae®fer. On se place dans I'espace
fermionique de FockF;, construit & partir de I'espace a une partictle défini ci-dessus. Le
systeme a I'équilibre est dans I'état de Gibps:

e B(hr—pny)
gL == tr (@—ﬂ(hL—lmL))

(2.27)

ou hj, est I'opérateur second quantifié @&, et n;, est I'opérateur nombre de particules c’'est-
a-dire le second quantifié de,, , ou 14, désigne l'identité suf{;. Le courant est la dérivée

1. H*(Q) et H () désignent les espaces usuels de Sobolev defiyser I'ouvertQ.
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temporelle de la charge. Cette charge s’exprime comme la tracg;sde 'opérateur charg&
dans I'étatoy (t), ou o1 (¢) est la solution de I'équation de Liouville avec condition initiale en
moins l'infini g;,. La proposition 6.2 de [21] permet d’écrire pour tout opérateur 5(Hy,).

trr, {grdl(T)} = try, {fr(HL)T) (2.28)

ou f, est la fonction de Fermi-Dirac définie en (2.30)/€{T") désigne le second quantifié de
En particulier, on a

trr, {on(t)dU(Q)} = try, {pr(t)(HL)T'}. (2.29)
A partir de maintenant, on considérera uniquement I'expression durgoavec la trace sur
l'espaceH ..

c. Matrice densité et Equation de Liouville

Dans cette section on s'intéresse a la description de I'évolution de I'aidemnatrice densité
(ou état), que I'on note,, 1,(¢). On suppose qu’au temps initiale systéeme est a I'équilibre, c’est-
a-dire que la matrice densité est la fonction de Fermi-Djiadéfinie comme suit :

1

fu= Feo (L) = 15w

(2.30)

ou u est le potentiel chimique ¢t = k%T aveck;, la constante de Boltzmann et T la température.
Si la condition initiale était imposée au tempdini fixé on sait que I'évolution de I'état doit
satisfaire le probléme de Cauchy suivant,

dpn,L(t)
dt

—1

+[Hn,L(t)7pn,L(t)] =0 (231)
py(s) = [fr. (2.32)

On procéde en deux étapes : tout d’abord, on cherche la solutiotdegaation avec condi-
tion initiale ent = s > —oo puis on fait tendres vers moins l'infini. Le théoréme (2.4.6) (voir
annexe) affirme I'existence et I'unicité d’une solution (au sens de la ntrace) a I'équation
de Liouville (2.31). Cette unique solution, notég; (t) satisfait la condition initiale donnée ci-
dessous :

Jdim py 0 (t) = fr. (2.33)

Pour construire la solution de (2.31) on utilise le propagateur associeuatién de Schrédinger
—iatUn7L(t, s)+ H 7L(if)Un,L(t, s) =0 (2.34)
Upr(s,s) = id (2.35)

d. Solution de I'équation de Schrédinger a une particule

Il faut dans un premier temps trouver la solution de I'équation de Schrédagc condition
initiale ent = s. Pour cela on s’appuie sur le théoreme X.70 de ([59]). L'opératént)V;, étant
borné etH;, étant autoadjoint, le domaine dé, (t) est indépendant du temps. De plus, il est
standard de vérifier sous les hypotheses (2.23) et (2.25) que pourtouréels la quantité

(HﬁvL(ti : fﬂvL(S)) (Hn,L(S) + i)_l _ (X(nti : E(US))VL(Hn,L(S) + i)_l

admet une extension fortement continue pour tout cofiplg € R_ x R_. Il suit la proposition :
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Proposition 2.4.1. Il existe un unique propagateur unitaitg, () sur #, tel que I'équation
(2.34) avec la condition initiale (2.35) soit vérifiée au sens fort pour {odans le domaine de
Hy.

e. Existence de I'opérateur d’onde

On rappelle que le propagateur unitaifg(t, s) = e~*(*=5)HL est I'unique solution de I'équa-
tion de Schrddinger pour I'opérateur autoadjoint indépendant du téfmps
On définit pour tout, s réels, un nouvel opérateur

.1t s) = Uy r(t,s)Us(t,s)*. (2.36)

Cet opérateur est unitaire fortement différentiable sur Hgret on cherche a montrer qu’il admet
une limite lorsque tend vers moins l'infini. L'évolution de cet opérateur est donnée pandéqgn
suivante :

—i0sS 1.(t,8) = Qp (¢, 8) Vi (s — t)x(ns) (2.37)

ou I'on a introduit le potentiel de la représentation interaction

Vor(s —t) = it oy emilt=s)iL (2.38)

Lemme 2.4.2.(i) La limite Q, 1 (t) = lim,,_ 2, 1(t, s) existe et est appelée I'opérateur
d'onde.
(i) La limite limg_, Q;L(t, s) existe et est I'adjoint de I'opérateur d’onde.

Preuve : voir Annexe 6.2.2

f. La matrice densité

Définition 2.4.3. On définit la matrice densitg,, 1.(¢,s) au tempst pour un temps initial fixe
s > —oo par
pn,L(t> S) = n,L(tvs)fLUn,L(svt) (239)

On démontre une seconde expression pour la matrice densité. Cettesexped&svantage de
posséder une limite en— —oo qui s’exprime avec les opérateurs d’onde. Comfneommute
avec toute fonction dé/;, cela permet de récrirg, 1, (¢, s) de la forme suivante :

pn,L(t,s) = Up 1(t, s)Uo(t, s)* fLUo(t, s)Uy, L(t, s)* (2.40)

Le candidat pour étre la solution de I'équation de Liouville avec condition ingiate= —oco
est

me(t) = s sEr—noo Un,L(t7 S)Uo(t, S)*fLU()(t, S)UnyL(t, S)*
= s—lim Qn,L(ta S)fLQn’L(t, s)* (2.41)
= Q) frlyc(t)”, (2.42)

qui est bien défini d’aprés (2.36) et le lemme (2.4.2).
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Proposition 2.4.4.0On dispose des deux expressions suivantes pour la matrice densitgoadec
tion initiale ens égal moins l'infini :

pnL(t) = Qur(t)frn(t)” (2.43)
= Un,L(t,O)Qn,L(O)fLQn,L(O)*Un,L(O,t)~ (2.44)

Preuve :on a déja montré (2.43), il reste a expliquer (2.44) :

ppL(t) = s—lmQy (¢, s) L Lt s)”
= s—lmU, 1(t,s)Uo(t,s)" fL(Uy,r(t,s)Uo(t,s)*)*
= s—1limU, (t,s)Us(s,t) fLUo(t, s)Uy (s,1)
= s—limU, (t,0)U, 1(0,5)Us(s,0)Up(0,1) f1, x
x Uo(t,0)Uo(0, s)Up,L(s,0)Up,(0,1)
= Up(t,0)2,.(0) fL (Uy,(0, 5)Us(0, 5))" Uy, (0, 1)
= Upr(t,0),.(0)fL8y ( )Unc(0,t) W

g. La matrice densité satisfait I'équation de Liouville au sens fort

Proposition 2.4.5. La matrice densite, 7,(¢) définie en (2.43) est solution de I'équation de Liou-
ville au sens fort sudom H,, 1.

d :
WL |1, 10,01 0) =0, lim_pyut) = fr (2.45)
t t——o0
Preuve :il faut vérifier quep, 1.(¢) satisfait I'équation de Liouville (2.31) pour la condition initiale
(2.33). Tous les acteurs dans la définitiorpgg () préservent le domaine dé, 1. (t). On calcule
alors, pour tout vecteur du domaine Hg 7,(¢)
d t .d
SO (1,000 0(0) 2 2(0) Uy £ 0,1)
dt dt
AU, 1.(t,
= —Zn’flt()-Qn,L(O)fLU 2(0,7) +

d 0,¢

<,0>fLQnL<0>*L’L< 1)

] El dt
U

U, 1(t
= _Hn L(t) (t 0) ( )fLQn, ( ) Un,L(O7t)+
+ Upr(t,0)82,2(0 )fLQnL( )"Un,(0, ) Hy, 1(t)
= _[Hn,L( )vﬂn,L( - (2.46)

On a utilisé ici le fait qud/,, 7, est solution de (2.34) au sens fort slain H,, 7, ainsi que

—i0Uy 1 (t5) = —Hy (U 1t 5) = UL L(ts) = —(Hyp(B)Uy(t, )"

La vérification de la condition initiale en= —oo est faite plus loin, lorsqu’on vérifie qus, 7, est
solution au sens de la norme tralie.
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h. Solution de I'équation de Liouville au sens de la norme trace

Le théoreme (2.4.6) énoncé ci-dessous constitue le principal résultattdepartie.f;, est &
trace ; par conséquept 1,(t) est a trace.

Théoreme 2.4.6.La matrice densitg,, 1, (t) défini en (2.43) est I'unique solution de I'équation de
Liouville au sens de la norme trace

Preuve : voir annexe 6.2.3.

On a établi dans cette premiére section I'expression de I'opérateur madmsiead On a

montré qu’elle était 'unique solution de I'équation de Liouville, au sens de tmadrace. Ces
propriétés sont importantes pour la suite et pour le calcul du courant.

2.4.2 Le courant dans le systéme tronque
a. Expression du courant

Maintenant que I'on a défini la matrice densité et son évolution temporelle drcakeuler
le courant circulant dans le petit systéme. Pour définir le courant darfgslen introduit les
opérateurs "charge des fils" comme suit :

Qp =€y (2.47)

ou Hf désigne I'opérateur de multiplication par 1 sur Iefﬁl et e désigne la charge de la particule.
On se place dans un systéme d’'unités tel que & On remarque quE[jLE est le projecteur sur
L2(T).

L'expression du courant est par conséquent donnée par la fosmivknte

ni0) = (o (020) (2.49)

On utilise alors le théoreme (2.4.6) et I'équation (2.31). Il suit,

hnalt) = St ()QL)

= —itr([Hyn(t), py.r(t)] QL) (2.49)

On sait grace au lemme 6.2.7 qué, 1.(t), p,..(t)] Qr est atrace. Il vient

tr ([Hy,L(t), pn,(D)]Qr) = tr([Hr, pyo(t)] QL) +tr([x(n)VL, py,L(t)] QL)
= tw([HL, py,(t)] QL) (2.50)
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car on a utilisé la cyclicité de la trace

tr(x(mt) Ve, ppc (D] QL) = tr(x(nt)Vepy,L(t)QrL — pyr(t)x(nt)ViQrL)
= tr(x(nt)VepyL(t)Qr) — tr(pyL(t)x(nt)VLQL)
= tr(Qrx(nt)VLpy,L(t)) — tr(x(nt)VLQrLpn,L(t))
= —tr(pyr(t) [x(nt)VL, Qr]) = 0. (2.51)

Proposition 2.4.7. Le courant dans le systéme tronqué prend la forme
Jn(t) = —itr([HL, py,(t)] QL) (2.52)

b. Une autre expression pour le courant

Proposition 2.4.8.SoitR;, = (Hy, +1)~! I'expression de la résolvante associée a I'Hamiltonien
HjLe courant dans le systéme tronqué s’écrit sous la forme

Jnp(t) = —itr (Hp + 1)py0(t)(Hy + 1)[Rr, QL)) (2.53)

Preuve :en introduisani?;, dans le commutatedfi,, p, 1|, il vient

tr[Hp, pp,r]Qr = tr (HppyrQr) —tr (py 0 HLQL) (2.54)
tr ((Hp + 1)pp,Qr) — tr (py,0(Hr +1)QL) (2.55)

= tr (H+ 1)P77,L(HL +1)RrQr) —
— tr (Re(Hp + 1)pp(Hp +1)Q1)
(
(
(

= tr (Hp+1)pyo(Hp +1)R1Qr) —
(Hp + 1)pyp(Hp +1)QLRL) (2.56)
(Hp +1)py(Hp +1)[RL, QL)) -

— tr

= tr

Pour obtenir la ligne (2.54) on utilise le fait qug;, est borné et p, 1, est a trace, voir le
lemme 6.2.7. La méme propriété est invoquée pour justifier I'utilisation de la cycleil# @ace
pour la ligne de calcul (2.56f

2.4.3 Lalimite de volume infini de I'état et du courant

Dans cette section on traite la limite de volume infini du courant, c'est-a-dird’ quéait
tendre la longueur des fils vers I'infini. On va établir dans les théorémed 24214.13 que I'état
pn,1. €t le courany, ;, admettent des limites lorsque— oo, n > 0

Or lorsque I'on fait tendre le volume dé;, vers linfini, 'espace des états quantiquis,
change ; on est donc amené a donner un cadre rigoureux a ce type deHimitgtre on va utiliser
pleinement le fait que dans I'expression (2.53) du courant le téRpeQ ] est de rang fini (voir
lemme 6.2.23) et donc a trace, une propriété qui n'est plus vraie en dimehsio

a. Extension de I'espace des états et des opérateurs : la limite tmeodynamique

Le premier probleme est que I'Hamiltonidi, 7.(¢) est défini sur 'espace de HilbeH
ou les fils sont tronqués. On rappelle que I'espace de Hilbert pour fersggronqué est; =
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HIT ML oUH L = HIL aHIT représente les fils & gauche)(ou a droite ¢-) de I'échantillon.
L’espace de Hilbert associé a I'échantillon @8tz. On rappelle qué';, = Ff @ I'} estl'espace
des configurations du systeme troan%. est 'espace des configurations associé aux fils;et
I'espace associé a I'échantillon a travers lequel on fait passer lertoéiasi, lorsqueL tend
vers l'infini, 'y, varie. Pour parer a ce probléme on plonge I'espace des configurdti®ysteme
tronqué dans un espace des configurations limite. Ce dernier edt abt&finit comme

''=R:=T'p,uUrlf{

oul'Y =] — oo, —L — a]U]L 4 a,+oo|. SOitH = Ho = HS & H, 'espace des états quantiques
correspondant
MG, = L2 (T]), Heo := L*(T).

SurH on définit

H, = Hf ® Hy, Hf =0
Pn,L = chy,L D pon,L, p%,L =0
fo=fL(HL)

On appelle2,, 1.(t,s) = 1 & Q, 1(t, s) 'opérateur d’'onde prolongé sur I'espace limite. On
suppose a présent que le potentiglest un opérateur de multiplication défini comme suit

Ve = v Iy 4o d0f, Vo = Il 4+ v I0f (2.57)
ouvy € R sont des constanteﬁzr est I’opérateuﬂf prolongé par zéro]._TLr est le projecteur
surL?((a,a + L)) etTI; est le projecteur suk?((—oo, —a)). On a dona);, = eIl ole est la
charge de la particule. On choisit un systeme d’unités tekguel .

En utilisant (2.43) et (2.53) on a:

Remarque 2.4.9.(i) L'état dans I'espace des configurations limites est

ﬁ,%L(t) = Qn,L(t)fLQn,L(t)*- (258)
(i) Le courant, dans le systéme des configurations limites, prend la forme
Jn(t) = —itr (H + 1)py(¢)(Hy + 1)[Rr, ITL]), (2.59)

OURy := (Hp +1)~! estlarésolvante dél;.

b. Définition des opérateurs limites

Pour exprimer la limite de I'état et du courant lorsquéend vers l'infini on a besoin d'intro-
duire les opérateurs
H:=Hy, V:=V, et IIT:=1%. (2.60)

qui décrivent respectivement le systéme échantillon+ fils, le biais detftarvolume infini et
les projecteurs sur les fils infinigl est défini de maniére analogud?a. On va démontrer que
Hr, Rr, Vi, et fi ont respectivement pour limite forte lorsqiieiend vers l'infini les opérateurs
que I'on noterall, R, V, f ou

1

- -1 -
Ri= (H+1)7" et f= g

(2.61)
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Lemme 2.4.10.Les projecteursﬁf convergent fortement vef$* lorsqueL tend vers linfini et
par conséquent’;, converge fortement vefs lorsquel tend vers l'infini.

Preuve : on utilise pour cela le lemme 3.5 du chapitre Il de [37]. En effet, en tant cpjegieur,
ﬁf est uniformément borné par rapporL.aon avu € C§°(R) , ﬁfu — TI*u quandL tend
vers 'infini. CommeCg°(T') est dense dank?(T') et quell; converge sur le sous-espacg® (')
alorsVu € H, Tl u — 1T+ u. il

c. Létat dans la limite du volume infini

Theéoreme 2.4.11.p, 1. (t) converge fortement lorsquetend vers l'infini vers
pot) = Qu(0) F2 (1), (2.62)

Preuve : le produit de deux opérateurs qui convergent fortement convergeéine fortement,
ainsi en utilisant les lemmes 6.2.18 et 6.2.12 on a la convergence de la matsité ggp(t) vers
la limite p, (t) définie comme suit :
t) = — 1 0
pn(t) s— lim pyr

— ; 0 FO*

= S Lh—>H;o (Q%L(t)an,L(t))

= U@ rane i

d. Courant dans la limite de volume infini

Théoreme 2.4.12.Le courant pour le systéme tronqué défini dans (2.59) convergedguéend

vers l'infini vers
Gy () = —itr (H + 1)py(t)(H + 1)[R, 1T*]) (2.63)

La démonstration du théoréme précédent (voir Annexe 6.2.6) nous paé¥gtaddlir un résultat
important :

Théoréme 2.4.13.Le courantjjf(t) est borné uniformément par rapport@a

Preuve : c’est une conséquence du lemme 6.2.29 et du fait{EJ,ger] est indépendant deet
borné uniformément eh puisqu’il converge fortement vef&, I1+]. il

Lemme 2.4.14.0n a[Ry, TI7] converge dans la norme trace vérs, IT+].

Preuve : on utilise certains résultats contenus dans les énoncés et preuves des le28net
1.24 de [37]. Comme on sait qugi[Ry, 15| < 2 etrgi[R, [T*] = 2, quei[Ry, IT] converge
fortement vers|R, I1*], eti[ Ry, 1] et[Ry, I17] sonta.a., on a qudy,, IT; | converge en norme
vers[R, IT1*] et donc dans la norme trace puisdu€||; < rg X || X/ sirg X < co. N
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e. Laréponse linéaire

Les calculs suivants sont effectués avant I'extension de I'espacétdts et des opérateurs.
Les résultats obtenus sont valables apres cette extension. Pour désrguéde lisibilité, on ne
récrira pas ces résultats pour les opérateurs prolongés.

(i) Décomposition

Lemme 2.4.15.La matrice densité peut se réécrire sous la forme

por = P (2.64)
k=0
ou
= D VL (VD) (2.65)
n+l=k
avec 0
Vprl = —i/ XV p(r)dr 1 (2.66)

Preuve :on utilise la Proposition (2.4.4), ainsi que la formule (3.12). On choisit a mhrtmain-
tenant de calculer le courant au tenips 0. Le lemme (2.4.2) ainsi que (2.38) permettent d’écrire
le propagateus,, . (t) et son adjoint?, 1,(t)* comme :

0)=> Vil
k=0

nL(O) ZV*
k=0

Lemme 2.4.16.Le courant complet dans le systéme ou les fils sont tronqués et avanitéadien
volume infini peut étre décomposé comme :

GEL0) = —itr ((Hp + 1)y (t)(Hp + 1)[Rr, QL))
= iﬁ’(’“) (2.67)
- —zZU(HL—I—l) U (H + 1) [RL,Hi]) (2.68)
k=0

(i) La partie Linéaire de I'état
Le théoréme suivant donne I'expression de la partie linéaire de I'étatldspace ou les fils sont
tronqués.

Théoréme 2.4.17 La partie linéaire de |'état est donnée par :

0
W= e [RUOVARLE) — oo [ X RLGVAORL ) (@269

— 00
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Preuve : on remarque que :
anLl = _(VU7L1)*'

La formule (2.65) permet alors d'écrire :

Al = Wl il (2.70)

Lemme 2.4.18.0n a I'identité suivante

1

Vhatofil = 5= [ Masl Re) fu(e)ie (2.71)

ouTI est un contour fermé.

Preuve :soitI" un contour femé tel que I'on puisse récriféH ) grace a la formule de Cauchy
et sous la forme

£ = 5 [ S Ru()d: (2.72)
mTJr
ol I'on définit Ry (z) := (Hy — z)~! comme la résolvante de I'opératelir

Lemme 2.4.19.Les poles dg,(z) := (1 + e#*=1)~1 sont

[+ %T modrr (2.73)

Preuve :e* = 1 si et seulement si € 27Zi. Il vient alors les équivalences suivantes :

146861 — 0 o Ple—mw-m_
& B(z—p) —im € 27 (2.74)

On choisit donc un contour assez proche de I'axe réel pour évitebles def;(z). il
On calcule alors le commutateur

[Vle’ Rp(2)]
= —i/ x(nr) |:VL<T),RL(Z)] dr

—00

0 . .
— —i/ X(nr)e”HL VL, Rr(2)] e HL gy

—00

0

= —i/ x(nr)em L x

X (Rp(2)(HL + 2)VLRL(2) — Rp(2)VL(HL + 2)Rp(2)) e dr
0
= —i/ X(n’f')eiTHLRL(Z) [HL, VL] RL(Z)G_iTHLdr

- RL@_)OO( / (; x(nr)aTvmdr) Rp(2)

= role) (i in [ OV ) RuCe) B

—00
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Théoreme 2.4.20.La partie linéaire de I'état dans la limite de volume infini est donnée par
I'expression suivante :

)= [z (v=n [ vomvear) rEs) .79

- 27 oo

Preuve : ce théoréme est la conséquence des lemmes 6.2.18, 6.2.12 et 6.2.17,aaihsitlg@o-
reme 2.4.12.

(iii) La partie linéaire du Courant
On regarde la partie linéaire du courant. On appelle ce terme
JS) = —itr(J Ry, TIE)) (2.76)
ou

Jp = (HL + 1)V77,L1fL(HL + 1) + (HL + 1)fL(V,7,L1)*(HL + 1) (2.77)

Lemme 2.4.21.La partie linéaire du courant dans I'espace ou les fils sont tronquéadcpta
forme

i = —ite((Hp 4 1) [Vl Re] (Hy + D[z 115) (2.78)
0 ~
= / X' (ns)tr (VL(S)[fL,Hf]) ds. (2.79)

Preuve : on utilise la remarque :
Vil = —(Vle)*.

Il vient :
Ji = (HL+1) [Vle,fﬂ (HL-l-l). (280)

En utilisant la cyclicité de la trace on obtient (2.78).
Afin de prouver (2.79) on calcule

Vot Bal = —in [ 3 [Fa0), Be]

—00

0 .
= —in/ X(nr)e"HL [VL,RL}e_“"HLdr

—00

0 - -
— —7]/ x(nr)0oy (e"HLRLVLRLeﬂTHL) dr

—00

= — )™ RV Rpe ] 4

o0

0 . .
+ / X’(nr)e"HLRLVLRLG_"HLdT
_ 0 | |
= —Ri VLR + / nx'(nr)e™ L Ry Vi Ry e~ L dr

(2.81)
D’ou 0
J =V, + / nx' (nr)e ey, e~ rHL gy (2.82)

—0o0
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et le courant prend la forme

0 . .
]7(71% = _itr({—VL—i—/ nx’(nr)e”HLVLe”HLdr[RbeLE]})
= atr(VLR I3 — VL IIE Ry)
0 . .
— ([ N |, 1) (2.83)
0
= —in/ tr(x’(nr)e”’HLVLe*”HL[fL,Hf])dr (2.84)

ou I'on a utilisé la cyclicité de la trace en (2.81).

Lemme 2.4.22.La partie linéaire du courant dans le systéme des configurations Iimitesjﬁété
est

0 -

5,(72 = —in/ tr (X/(T]r)e"HLVLeﬂTHL [fL,Hf]) dr. (2.85)
—00

Théoreme 2.4.23.La partie linéaire du courant dans la limite de volume infini prend la forme

suivante

0
j,sl) = —én/ X (ns)tr (eiSHVe_iSH [f, Hi]) dr. (2.86)

—00

Preuve.Le théoréme 2.4.23 est la conséquence des lemmes 6.2.18, 6.2.12 et 6.8ihjyeadu
théoreme 2.4.12.

2.4.4 Lalimite adiabatique de I'état et du courant
a. Proposition prélimiraire
On a besoin pour calculer la limite adiabatique de I'état, de démontrer la propagifi@ante

Proposition 2.4.24.Soit H” I'opérateur défini de maniére analogugrAmais avec une condition
de Dirichlet supplémentaire en 0. L’'opérateur d’ond@H , H) défini comme

w(HP,H)=s— lim eiSHe_iSHDPCg(HD) (2.87)

S§——00
existe. Il en est de méme pour son adjainfl, H7)*.

Preuve : on utilise le théoréme X1.23 de [60]. Ce théoréme dit que pour montrer I'existda
I'opérateur d’ondev(H”, H) il suffit de montrer I'existence de la limite
istefifHDs

lim e
t—o0

ou f est une fonction admissible. On choisit pour fonction la foncfimomme suit

f:R — R
1

x — f(z):= T B g T

(2.88)
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Cegte fonction est admissible car
i) 2 .= f”(x) estL' sur tout compact d&.
i) 4=L) .~ f/(x) est strictement positive. En effet,

, BePlE—n)
—f'(x) = (1—1—665(96—#))2 > 0. (2.89)

b. Lalimite adiabatique de la partie linéaire de I'état

Théoreme 2.4.25La partie linéaire de I'état dans la limite adiabatique existe et est de la forme :

o) — % /F dzR(2)f(z)VR(z) % /F Y f()R(E)WV R(z).  (2.90)

N d
ou ' (nr) = 24,

Preuve.A partir de la formule donnée dans le théoréme (2.4.20), on calcule
1
n - = _
N = o /F 4= f()R(=)V R(2)
0
- ;n/dz/ X’(nr)f(z)R(z)eirHe*"HDVe"HDe*"HdrR(z)
™ r —00
1
= 27T/Fdzf(z)R(Z)VR(z).

1 O irH _irgD_ irHD _irp
0 dz/ X (r)e'n e Vetnt e i dr R(z)
27 I —00

Il vient alors
P = limy oY)
1
= — [ dzf(2)R(2)VR(z) —
27'(' T

1 . 0 iTH —iT ir T
- 27r||m77_,0/dz/ Y (1) f(z)R(z)e' e A yetn i M drR(z)
r —00

= % /F dzf(2)R(z)V R(z) — % /F dzf(2)R(z)wVw*drR(z) B (2.91)

c. Lalimite adiabatique de la partie linéaire du courant

Dans la suite on va supposer giden'a pas de spectre singulier continu. On suppose également

que
H n’a pas de valeurs propres plongées dans son spectre continu.

On suppose aussi que

H a un nombreV fini de valeurs propres, de multiplicité finie

et par conséquent elles sont localisées sous son spectre esserglemEirt on suppose que

le spectre essentiel dé est purement absolument continu.
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On appelleP; le projecteur orthogonal correspondant a la valeur propre diséigte H. On
noteral,. le projecteur orthogonal correspondant au spectre absolumentuwdetih.
On insére alors dans (2.76) la quantité

> Pt Pac=1. (2.92)

i<N
Cette manipulation permet de montrer que la partie discréte du spectre nenatjoue role dans
I'expression finale de la réponse linéaire du courant. On montre ergefdes termes contenant
les projecteurs sur le spectre discret s’annulent. Grace a la présespeojecteur®’; et P; on va
pouvoir utiliser la cyclicité de la trace.
En substituant (2.92) dans (2.76) on a:

0

g = i / X (nr)tr(e ™ Vet £ 11 dr

— 00

0
S / X)) S (R Vet il £ T dr —

o0 ij<N

0
- in/ "(nr) Ztr Py e=rH p [f TTE])dr —
- <N

0
- in/ X (nr) Z tr(Poce™ Ve rH Py f, TTIF))dr —

- J<N

0
- in/ X/(nr)tr(PaceirHve_irHPac[fa HiDdT

-
= —in/_ X (nr) (A(r) + B(r) + C(r) + D(r)) dr/ (2.93)
On calcule le termel(r) :
A(r) = Y (P Ve P f,1TF))
i, j<N
= Y "ETEI(RY Py f,IH]).
i,j<N
(2.94)

Sii = jalorsona
tr(RVE[f,IIF]) = tr(VE[f,IT¥]R)
= f(E)(VRIIFP, — VRIIFP) =0

On peut utiliser la cyclicité de la trace grace a la présence des proje&eurs
Sii # j alors

0
—in/ X' () A(r)ydr = —itr(n Z/ UE;: E)PVP [f, IIF]dr)
- 1, <N
— =i Ytz (Ej - E) PV P[f,11%])
i,j<N l
) (2.95)
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On anotelR X' (—) la transformée de Fourier de_ x’ enZ=Li On sait par le théoréme

de Riemann-Lebesgue (voir théoréme IX.7 de [59]) que, com(ne) estL', ce terme tend vers
0 lorsquen tend verd) dans la topologie de la norme. Ce terme tend vers zéro également dans la
norme trace. Pour obtenir (2.95) on a utilisé les propriétés suivantes :

— Pour toute fonctio de I'opérateur :

lgCEDI = 119l oo

— Pour montrer que ce terme tend vers zéro dans la norme trace on utilise :

()

n

Ig_ Y/ <(EE>H |V P [f,IIF]]],  (2.96)

On calcule & présent les termBsér) et C'(r)
tr (Pe™Ve " P, [f,T1F]) = tr (e P Ve " Py [ f,11F]) (2.97)

On utilise le théoreme spectral pour le calcul suivant. On a

H,. = / A E)
o(Hac)

ouo(H,.) désigne le spectre absolument continuHlet ou\ € o(H,.). Ainsi, en échangeant
l'intégrale avec la trace dans (2.93) il vient

0
tr (/ nx'(nr)e irHys e "HPaC f, Pd?")

—00

0
= tr </ nx'(nr)P; Verr(FimHae) p f, Hi )

—00

0
= tr ( / nx' (nr) PV / dExe™ FiT N Py [ f,11F] dr)
—00 o(Hac)
0 .
= tr( PV / dE) / nx (nr)em N Py [, 1] dr
o(Hac) —o0
= tr BV/ dE\IR_ Y/ (w) [f,11F] (2.98)
o(Hac) n

On a utilisé en (2.98) le fait qu&l n'a pas de valeurs propres discretes plongée dans le spectre
continu. On a aussi supposé que ses valeurs propres discrétestragament en dessous du
spectre essentiel, ainsi la quantité- F; est positive et non nulle. Finalement, en utilisant comme
précedemment le théoréme de Riemann-Lebesgue on montre que ce terméribaepas a la
réponse linéaire du courant dans la limite adiabatique.

On utilise un raisonnement analogue pour montrer que le téfmgne contribue pas a la réponse
linéaire en courant dans la limite adiabatique.

On calcule a présent le dernier terme de (2.93) :

D(r) = tr(Pye™ve i p, [ £ 1TH]).
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On introduit
PP(HP) .=TI" @II"

le projecteur sur le spectre absolument continuZdé I'Hamiltonien de Dirichlet obtenu & partir
de H mais avec condition de Dirichlet. On note que

V=v.II" 4ov, 00" =VPL

On utilise la proposition 2.4.24 et le théoréme X1.23 de [60] : les propagatéurs(H), — f(HP))
etw(—f(H), —f(HP))* existent, et on a

—f(HP) = Af)

w(=f(HP),~f(H)) = w(H” H)=uw(-f(H")
) —fHP) = Af)*

w(—f(H", ~f(H)))
ol lonaposéAf := f(H) — f(HP). 1

&
Sy
.©
=
—
I
E
|
=
Sy
=

Théoreme 2.4.26.La limite adiabatique de la réponse linéaire du courant est
55 = vt (PacwIl™w* Poe [Af,TTF]) + ivgtr (PoewIITw* Py [Af, TTF]) (2.99)
Preuve : H” commute aved’, en utilisant la définition (2.99) il suit
D(r) = tr(PaceirHe—irHD VeirHD e—irHPac[f(H)’ Hﬂ:])

D’ou en remplagant dans (2.93) :

0
jni = —in / X (pr)tr (Pace"He_"HD Veiri® e_"HPac[f(H), Hi]> dr

—0o0

jE o= —z’limn_mn/

—00

0
X (nr)tr (Pace”He_”’HD Veir? e_”HPac[f(H), Hi]) dr

0 . . . -7
= —ilim, o / X'(r)tr(PMG%H@*Z;H”V@%H”e*ZaHPac[f(H),Hi]) dr

—0o0

- / ' X (Mt (Paew(HP, H)Vw(HP, H)* Poo[ f(H), ITF]) dr

= —itr EPM w(HP  H)\Vw(HP  H)*P,[f(H),1TF))
= —itr (Poew(H”, H)Vw(HP, H)* Py [Af,117]) . (2.100)

ol en (2.100) on a utilisé qug(HP),1F] =0. N
Lemme 2.4.27.[Af,TI*] est & trace.

Preuve :on utilise la formule de Cauchy :

Af = / J(2)(R(z) — RP(2))dz
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D’ou, en introduisant un contour ferniéqui ne contient pas les péles dé¢z) (voir le lemme
2.4.19), il suit

Iafl, < / dz|f(2)| |[(R(z) - RP(2))dz]),
< /F dz|f(z)| C

ol C est une constante définie comfrie= 2 | R(z) — R”(z)||. Cette affirmation est la consé-
quence du fait qué(z) — R”(z) est de rang deux (voir le lemme 6.2.23). De plfjsdz | f(z)
est bornée donA f est a trace.

Proposition 2.4.28.Le courant dans le fil + se réécrit
it = (v —vy)itr (Poew(HP, H)II"w(HP, H)* P, [Af,1TT)) (2.101)

Preuve : on remarque que (IT" + I~ ) w* = 1. Cela permet d’'écrire :

)

it = v tr (Paewll w* Poe [Af,ITT]) + vt (PowIItw* Poe [Af,TTF])
= _tr (Paewll” w* Poe [Af,ITT]) +

vy {tr (Poc [Af,TTT]) — tr (PoewIl™w* Poe [Af,TTT]) }

(v —vp)tr (Pacwﬂ_w*Pac [Af, Hﬂ) (2.102)

+

car

tr (Pae [AfTT]) = 1 (Pue [A£,TTT] Pay)

tr (Puc AT Poe — PocITAfPy)
(
(

tr (PacAf) —tr (AfPy) (2.103)
= A1 (PaAf — PocAf) =0 (2.104)

ou on a utilisé la cyclicité de la trace en (2.103).

d. Laformule de Landauer-Buttiker
Cette partie est consacrée a prouver le théoréme suivant :

Théoreme 2.4.29.La formule de Landauer-Biittiker dans le cas d’'un branchement atma
d’un biais de potentiel est

+o0 , 9
§7 =2m(vy —v_) /O ' (E)|Tro (E)|"dE (2.105)

olo,o’ € {+,—} etT,.(E) estla transmittance définie comme suit :

1 2

J'(E)

avng% les fonctions propres généralisées associées a I'Hamiltodignet g5§ les fonctions
propres généralisées de I'Hamiltonien de Dirichlet associé a

Ty (E)|? =

(2.106)

<(Af)<p%',<ﬁ%>
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Preuve :on utilise la transformée de Fourier généralisée. On définit la transfornsaticente :
F:RanPy — @,cq4yL7(Ry)
fo= (Boo) = (f.9h) (2.107)
On réécrit (2.101) comme
JF =t (Poc I w(HP H)* Puc[Af T |w(HP H) Py
doncP,. w(HP, H)II-w(HP H)*P,.[Af,1IT]|P,. est un opérateur dans REx..
Jt = tr(FPewHP, H)II w(HP, H)* Py Af, ITT] P, F*)

- ¥ / (Pacto(HP Y w(H”, H)* Pocl Af, T, 05)
oefxy” o Hae)

= ¥ / (WHP, H)ITw(H" H)* Poc| Af, 119, Pacl;) dE
oefx} o (Hae)

- Z/ <H_W<HD7Hac)*Pac[Af7H+]90%7w(HD7Hac)*(ﬁ%>dE
oefx} /o (Hae)

= > / N Pac A I )0, 117 ) dE
oce{+}

B / (i )<[Af,n+]¢ng<HD7A¢E>dE
_ / iy (BF T Ne 5) dE

. / S((AfTT o7, o3) ) dE.
(Hac)

On a utilisé ici la proposition 1 du chapitre XI.3 de [60]. Grace a |'équationipmann-Schwinger
(voir chapitre XI.6 (81) [60]) on a alors :

ATy = AR (- lim (F(HD) = £(B)~i0) " Aty )
— AT lim (f(HP) = f(E) —ie) " Afep. (2.108)

e—0t

Finalement le courant devient :

jt = 2(v_—v+)/H %<Afﬂ+g0;3,cpg>dE

= 200w [ oy S(AIE (50°) = (8) —i6) ™ Afig i i
(2.109)

On utilise pour conclure la formule de Sokhotskii-Plemel; :

<Afn+ lim (f(HP) - f(E) —i€) " AfgoE,goE> - ﬁ“ v P07 (2.110)

e—0+

En substituant ce terme dans (2.109) on démontre (2.J05).



Chapitre 3

Courant transient et courant a
I’équilibre stationnaire dans I'approche
sans partition initiale : le cas discret

3.1 Le modele et le théoreme principal

HLS

p
‘31> ‘21 > ‘11 > ‘O] ‘Sl FSL
L *————o —o —9o
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FIGURE 3.1: Un échantillon’ couplé a deux fils de longueur semi-infiriilg et Nj. |j,) est
I'élément de base au sijedu fil
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On étudie un modeéle discret sur I'espace d’Hilbert a une partigul®n suit les conventions
physiques concernant la linéarité du produit scalaire par rapporegdmde variable.

Les porteurs de charge sont des fermions n’interagissant pas ext@ectrons). Soit le sous
ensemble fini d&? I' ¢ Z2. On connecteS a deux filsae = 1, 2, discrets, “unidimensionnels”
et de longueur semi-infinie. Sur les fils, les sites sont indicés par I'ensé¥ble: {0,1,2,...}.
On construit ainsi la base standardZeAinsi, |j, > désigne I'élément de base au sjteu fil
«, voir figure ci-dessus. L'espace de Hilbert du systeme complet estrimedlirecte de I'espace
représentant I'échantillofi C Z? et les deux espaces correspondants auXMNs}o—12:

H:=1*T) @ 2(Ny) @ I*(Ny) . (3.1)

On notef|m, ) } (. nyez2 €t{|ja) }j.en, les bases correspondantes aux espéc¢es) etl?(N,),
ola=1,2.

On considére I'Hamiltonien a une particule.On choisit pour Hamiltonien assd@éhan-
tillon 'opérateur H*°, autoadjoint et borné. Par exemple, on chol$it comme la restriction a
12(T), d’'un opérateur de type Harper sur un réseau avec conditions d&lBirsurl’. Cependant
la forme deH* n'a pas d'importance dans la preuve du théoréme principal. On note égdleme
gue I'on choisitl” fini mais arbitrairement grand.

Sur chaque fibk = 1,2 on définit le Laplacien discret a une dimension, agissant’$di, )
avec conditions de Dirichlet sii¥,, :

(HEO)(n) =t {¥(n+1)+¥(n-1)}, n>1; (HL0)(0):=t,9(1),

2
HY =Y " HE, (3.2)
a=1

outy, > 0 estla constante de saut. Dans la suite on appgllEHamiltonien correspondant a ces
trois systemesgéconnectés
Hy:= H" + H”.

Le couplage entre I'échantillon et les fils est décrit par I'Hamiltonien

2
HT =73 {06)(S%] + |S) (0} =t HES + HOE, (3.3)

a=1

our > 0 est le parameétre de saut entre les fils et I'échantillon. L'Hamiltonien d’intera(3i@)
modélise un point quantique ou une barriére de poteritig). est le premier site sur le fil et
|S<) est le site de contagin,, n,) sur I'échantillon couplé au fik.

L’'Hamiltonien & une particule du systéme complet est

2
H:=H"+) HY+H"=H%+H"+ H"S + H*"'= Ho+ H". (3.4)

a=1

Remarque 3.1.1.Comme il I'a été dit précédemment, les résultats peuvent étre étendecagle
d’HamiltoniensH” et H” plus généraux. L’'unique condition nécessaire a la démonstration du
théoreme est éibsolue continuitédu spectre sur les fils, et le fait que I'opérateur couplant les fils
et I'échantillon soit deang fini.
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3.2 Etat et opérateur courant

At < 0 le systéme complet couplé (3.4) est & I'équilibre thermodynamique pour unétemp
rature donnéd /g3 > 0 et un potentiel chimique. Puisque I'on travaille avec des fermions qui
n'interagissent pas entre eux, la matrice densité a une particule et a I'éga@dibl'opérateur de
Fermi-Dirac :

fu(H):mMLGR, (3.5)

défini sur I'espace de Hilbert (3.1).

Autempst = 0 on allume un biais de potentiel sur lefilOn procéde de la maniéere suivante :
on fixe unt; > 0 et on choisit une fonction réelle et contingeavec la propriété suivante :
#(t) =0sit < 0etep(t) =1sit > t. Soitv > 0. On appelleP; : H +— [?(Ny) la projection sur
le fil 1. On définit alors le biais de potentiel dépendant du temps comme suit :

Vl(t) = Ud)(t)Pl . (36)

On noteU (t) 'opérateur unitaire d’évolution associé a I'Hamiltonien du systéme avec Hialis
Vi(t) et satisfaisant I'équation d’évolution :

iU(t) = (H+Vi(t)U(t), U(0)=1. (3.7)

La matrice densité au temps> 0 est la solution de I'équation de Liouville et s’exprime comme
suit :
plt) = U(t) fu(H)U(t)" . (3.8)

On notePz(”) : " — 1?({n,n +1,...}), la projection sur le second fil mais sur lequel on exclut
lesn premiers sites. St = 0, alors cette projection est simplement la projection sur 2 ribtée
P». On définit 'opérateur courant qui modélise la mesure du flux de partichi@gées au site
par

o = i[H + Vi(t), P\ = i[H, P{™] o =i[HT, Py . (3.9)

Remarque 3.2.1.L'opérateur courant est un opérateur de rang fini, il est donc agrdc est cette
propriété qui est importante car elle simplifie les estimations ci-aprés et’'qst vraie que dans
le cas discret. Ce point rend ainsi le cas continu plus compliqué technipigrarlant.

Remarque 3.2.2.Pour obtenir(2.48)on a utilisé les propriétés suivantes dues aux supports des
opérateurs de projectioﬂ’é”) :

[P, Py =0, PURSY = P (HS P{Y =0, Wn>0,  (3.10)
mais aussi
[H: P =0, [HY, PV #0, [H',PMM)=0 ¥n>1. (3.11)
Ces propriétés rendent les commutateurs d@8) non triviaux et sont importantes pour I'étude

de la propagation du courant (voir le poiiti) du théoreme principal.)

Le courant de charge traversant le second fil au temps0 et mesuré au site est donné
par la moyenne de I'opérateur courgpt(3.9) dans I'état quasi-libre donné par la matrice densité
p(t), c'est-a-dire :

I(t,n) == Tr{p(t)jn} (3.12)
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3.3 Le théoréme principal

Voici le résultat principal de cette partie :

Théoreme 3.3.1.(i) La limite ergodique suivante existe et ne dépend nidg et¢ :
1 /7
I = lim / I(t,n)dt. (3.13)
0

(i) On fixe unt > 0. Alors le courant s'annule si on le mesure loin sur lefil

lim I(t,n) = 0. (3.14)
n—o0
(i) On suppose que l'opérateull + vP; ne possede qu’un nombre fini de valeurs propres. Si
I'on mesure le courant trés loin sur le fil(mais pas infiniment loin), alors les effets d’'oscillations
dus au courant transient seront de plus en plus faibles et le courditi @ (3.12) fluctuera
Iégérement autour de la valeur limi8.13) En d’autre termes :

lim limsup |(t,n) — I| = 0. (3.15)

n—00 t 00

(iv) On note7‘1(2”)()\) le coefficient de transmission entre les deux fils au baieur le paramétre
spectral\. On établit alors la formule de courant de type Landauer-Buttiker suivante

(o) =27 [ ) = L=} T NaA. (316)
[—QtL-‘r?),th-I—U]ﬂ[—QtL,QtL]

Remarque 3.3.2.De (ii) on peut conclure que pour tout temp$ixé, la valeur du courant est
une fonction du point d'observation (sit¢ de telle maniere que lorsque I'on choisit urde plus
en plus loin sur le fiR I(¢,n) tend vers zéro. On ne peut pas espérer g(te.) ait un support
compact car cela signifierait que la progression de la charge sur lefibg & une vitesse finie ce
qui est assurément faut compte tenu du caractére non relativiste dadarigue sur les fils.

D’un autre coté, le point (iii) montre que si I'on place I'appareil de mesdu courant de plus
en plus loin de I'échantillon, et si I'on attend suffisamment longtemps,l&urvau courant sera
alors non nulle et ses oscillations autour de la valeur du courant dansdeotade systeme est
dans I'état de NESS seront de plus en plus faible.

Conjecture 3.3.3. Comme complément a la remarque 3.3.2 on fait la conjecture suivante. La
progression du courant est reliée a la vitesse de phase et la vitessemhgption de groupe des
corrélations spatiales du modeéle étudié est finie. Cela signifie que si lisigdére une observable

A quelconque supportée sur un voisinage de I'échantillon, alors il existecdestantes’, M
positives ainsi qu’une vitessetelles que 'inégalité de type Lieb-Robinson soit verifls :

1[4, U @) B U @) < CemM v (3.17)

Remarque 3.3.4.Puisque I'on considére des fermions n’interagissant pas entre eugrdeses
des points (i) a (iv) seront basées sur les théories et techniques daatiffa une particule. Les
arguments concernant le cas a n particules ne concernent que desifgode charges interagis-
sant.
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Remarque 3.3.5.Pour les mémes raisons, on peut complétement caractériser I'étatpauticulaire
w(.) de I'algeébre de Fermi CAR{) (on rappelle qu’il s’agit de I'algebre des relations canoniques
d’anti-commutation) par I'opérateur matrice denspéléfini sur. Siat = 0 I'état w(.) est I'état
d’équilibre grand canonique sur CAR( d’'un systeme de Fermi sans interaction (état d’équilibre
quasi libre) (3.4), alors, I'opérateur matrice densité est égap& = 0) = f(H). L’évolution
donnée er{3.7) conserve cette propriété, c’est-a-dire qu’elle transforme cet étategtairhors-
équilibre quasi-libre(3.8)

3.4 Preuve du théoreme principal

3.4.1 Rappel de théorie spectrale et de théorie de la diffumn

On rappelle ici des éléments de théorie de la diffusion stationnaire assdei¢aide d'Ha-
miltoniens(H + vPy, Hy + vPy), o0 H := Hy + HT. Dans le cas du modéle, le systéme libre
correspond aux fils et le biais sur le premier fil, ainsi que I'échantillon uidléades fils. Ce sys-
teme libre est décrit par I'HamiltonieH, + v P;. Le systéme couplé, quant a lui, contient aussi le
termeH”.

Lopérateury = H'+H" posséde un sous-espace absolument comtftigH,) = @2 _, 1>(N,,).
Puisque I'opérateull — H, est de rang fini, alors la théorie de la diffusion des opérateurs a trace
implique que les opérateurs d’onde de Mgller

Q(iv) =s— lim eit(H+”P1)efit(HOJr”Pl)Eac(Ho +vPp), (3.18)

t—Foo

existe et sont complets, voir [60], [68]. ICi E..(Ho + vP1) = Eac(Hp) est la projection sur le
sous-espace absolument contititf (Hy + vP) C H, ouH*(Hp) C H des opérateurs corres-
pondants. La localisation et la nature du spectre d’opérateurs cdimome été largement étudiées
dans le papier [21]; on peut démontrer sous certaines conditionsigéeegu’il y a un nombre
fini de valeurs propres et gu'’il n'y a jamais de spectre singulier continu.

Il est bien connu que I'ensemble des fonctions propres généraliséesdlisées) dél’ sur
les fils semi-infinisy = 1, 2 ont la forme

TN = 3 (im)ma),  T(Aim) =

m>0

sin(k(m + 1))

wtpsin(k) (3.19)

Ici, le paramétre spectral edt= A\, (:= 2t cos(k)) pourk € (—m, ). La transformation de
Fourier généralisée associée a ses vecteurs propres est définie par

2 2
F: HP(Na) — P L2 ([-2t1, 2t1)), (3.20)
a=1 a=1
[F(®)]a(\) = (Ta(A), Pa)izpi,) = D, A m)@a(m). (3.21)
m>0

Son adjoint est donné par

2 2

P @ L2 ((-2tr,2t.)) - @1 (Na), (3.22)
a=1 " a=1

FEa(m) = [ Za)¥(im)dr (3.23)
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F est un opérateur unitaire &H”F* est juste la multiplication pakl sur un espace qui est
lintégrale directe suivantd”,, ,, | C?d\ = @7, L*([-2tr,2t1]), i.e

o
FHVF* ~ / A d. (3.24)
[*QtLQtL]
Si le biais est localisé sur le premier fil, la situation est modifiée de la maniémnseiPuisque
H*(Hy) = H*(H"), les fonctions propres généraliséesiie+ v Py sont choisies comme suit
(v)()\ m):=VY(A—v;m), A€[-2tp+v,2tr+v], m>0, (3.25)
U (Aym) = T(\im), A€ [=2t1,2tr], m > 0. (3.26)

La transformation de Fourier généralisée correspondante est alors
F,: @12 ) — L2([<2tr, 4+ v, 2t 4 v]) ® L*([~2t1,2tL)) (3.27)

[F, Z T(A—v;m)®1(m), [Fy(®)2(N) = > T(\m)®a(m).  (3.28)

m>0 m>0
Cependant, on peut construire des fonctions propres généralesBes@d;, comme des solutions
de I'équation de Lippmann-Schwinger :

() =0\ — (Ho+vP = A —i0) THTOM () ) (3.29)

o «

Ces fonctions propres généralisées ont des propriétés d’entrelacente les sous espaces ab-
solument continus des opératellifs + v P; et H + v Py qui seront trés utiles pour la suite :

(N = VW () | (3.30)
v () = {2V el (x ). (3.31)

Lopérateur de diffusior§(®) : H(Hy + vP;) — H(Hy + vP;) est une carte unitaire qui
agit surk*(Hy + vPy) = H*(Hy) = @>_, 12(N,), et il est donné pas® = {Q} 0l

Ainsi, 'opérateur de transition correspondant est défin2paf’(*) := I— S(*). Dans la représen-
tation spectrale d&“ +vP sur [7,, , | C%d), l'opérateurT est une matrice x 2 dépendant

de \ dont les éléments sont noté% . En utilisant (3.23) on obtient la représentation :

S 0 271” [F(I = S®)F*E] () . (3.32)
B=1,2

Ainsi, en utilisant les fonctions propres généralisées, on peut expriméldments de la matrice
T comme suit
£ = (TP (), BT (A ). (3.33)

PuisquesS est unitaire, on a grace au théoréme optique la relaibr- 7) = 27 7*T = 2xTT™,
ceci implique :

3ty 0} = (I8 P + K5 ) | (3.34)
[t WP = [ (V) (3.35)
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La transmittancé;(g)(A) entre les filsx et 8 pour une énergie donnéeest définie comme

T ) = 1P (3.36)
On soulignera que d’apres les définitions (3.25), (3.26) et (3.33) Iartrhihanceﬁgv)(/\) =0 si
A& =2t +v,2tr +v] N [—2t1,2tL].

3.4.2 Preuve de (i)
En utilisant (3.6) et (3.7) 'opérateur d’évolutidn(t) obéit pourt > t; a I'équation :
U(t) = et H PO (1)) (3.37)

Ainsi, commeH = HPP(H +vP;) ©H*(H +vP,) et par (3.8), on obtient pour le courant (2.48)
mesuré au site la représentation

I(t, n) _ T\r{e—i(t—tl)(H+vP1)U(tl)fH(H)U* (tl)ei(t—tl)(H—l—vPl)jn}
_ Tr{e—i(t—tl)(H—H)Pl)U<t1)f’u<H) U* (tl)ei(t—h)(H-i-vPl)Epp(H + UPl)Jn}
+ Te{e () HP) (1)) £ (H)U* () e HRP) B (H 4 0P )jy )
=: Ip(t,n) + Inc(t,n) , (3.38)

ou E,,(H + vP;) est la projection sur le spectre purement ponct(H + vP;). En vertu de
(3.12) on a l'identité

ei(t—t1)(H+vP1)Epp(H + ,I)P1>jn€—’i(t—t1)(H+UP1)
d

== {Epp(H + vPl)ei(t_tl)(HJr”Pl)Pén)e_i(t_tle'WH)} . (3.39)

On suppose a présent gile+ v P; a un nombre fini de valeurs propres. Cela signifie Byg( H +
vP)) estatrace. SI' > t; la partie purement ponctuelle de (3.38) devient :

T t1 T t1
/ Ly (6, ) dt = / Ly, n)dt + / Lo (6, ) dt = / Lo(t,n)dt
0 0 0

t1

+ Te{U(02) f(H)U*(t1) D(T) Epp(H +0vP1)} (3.40)

ol l'opérateurD(T) := i(T—t)(H+vP) p{m) —i(T—t)(H+vP1) _ pi") est uniformément borné
enT. Puisque la premiere intégrale du membre de droite de (3.40) est finie, leespement
ponctuel ne contribue pas dans la limite ergodique (3.13). Dans le cag Qi + vP;) n'est
pas de rang fini, on doit utiliser un argumentsf2 basé sur le fait qué,,(H + vP;)j, peut
étre arbitrairement correctement approximé dans la norme trace par @ateypé&comprenant la
projection sur un nombre de valeurs propresttle- v P, suffisamment grand (mais fini). Cette
approximation sera indépendante@eet I'on pourra ainsi utiliser I'argument précédent.

Il suffit donc d’étudierl,.(t,n) et de montrer qu'’il converge bien lorsque— oo. Dans ce
but, on commence par énoncer trois lemmes techniques utiles :

Lemme 3.4.1. Les operateurd/ (t;) — e—iHoti—ivP1 o' 6(1)d7 g [7%(¢,) — eiHoti+ivPy g o(r)dr
sont compacts.
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Preuve.Puisque I'’équation de type Dyson :

d {eiHot+ivP1 I d)(t)dtU(t)} _ _jeiHot+ivPy [ ¢(T)dTHTU(t)’

dt

est equivalente a
. . tq t1 . . 1
Uty) = e~ iHoti—ivPy ot ¢(r)dr _ ’L/ e~ iHo(ti—t)—iv Py [, ¢(T)d‘rHTU(t)dt :
0

on utilise le fait queH ™ est un opérateur compact (de rang fini) pour finir la preulib.
Lemme 3.4.2.'opérateurU (t1) f,(H)U*(t1) — f.(Ho) est compact.

Preuve. C’est une conséquence du lemme 3.4.1, du fait fyecommute aved”, et de I'ob-
servation suivante : la différencg, (/) — f.(Hy) est un opérateur compact (et méme a trace).

Lemme 3.4.3.Soit K un opérateur compact. Alors, la norme trace suivante converge @ess z

lim ||[Ke!—)HP) B (H 4 0P)ja||y = 0. (3.41)

t—o00

Preuve. Commej, appartient aux opérateurs a trace (de rang fini dans le cas prgsantes
arguments standards ef2 on peut supposer qu€ est de rang fini. Ainsi, la preuve est la consé-
guence du lemme de Riemann-Lebesgue.

Corollaire 3.4.4. Soit I'identitéU (t1) f,(H)U*(t1) = (U (t1) fu(H)U*(t1) — fu(Ho)) + fu(Ho)
dans la représentation engendrée pag(t,n). Alors les lemmes 3.4.2 et 3.4.3 impliquent la li-
mite :

lim [ Toc(t,n) — Tr{e {t-tH0P) ¢ (frg)elt—tOHEAP) B (4P} = 0. (3.42)
— 00
A présent, on démontre la limite ergodique (3.13). Il suffit de vérifier queatze dans (3.42)

converge lorsque— oo. Pour cela, on utilise une astuce standard qui consiste ainsérer I'évolution
libre et d'utiliser I'identité

f(HO) — ei(tftl)(Ho+UP1)fu (Ho)efi(tftl)(Ho%*vPl)

dans (3.42). En utilisant (3.18) ainsi que le fait que les opérateurde’smnt unitaires et complets,
on obtient I'existence de la limite forte suivante :

(A Eae(H +vPy) = s — lim e~ (-0 HotoP) gil—t)(H+vP) g (FF 4y Py),

t—o00

ou I'opérateur limite projette daris®(Hy). Finalement, puisqug, est a trace, on peut conclure
que la limite

lim Ipo(t,n) = Tr {ng) Fu(H QWY B (H + 0 Py) jn} , (3.43)

t—o00

existe et est finie.



3.4 Preuve du théoréme principal 52

Remarque 3.4.5.Dans (3.43) on peut remplacerf,(Ho) = fu.(H?) & f,(H%) par f,(HT)
car I'espace intérieur de I'échantillon est projeté a I'extérieur par I'optaur d’onde{Q(f)}* de
droite.

Pour le moment, on a démontré que la limite ergodique (3.13) ne dépendmini@e t;.
Lindépendance en découle du lemme suivant :

Lemme 3.4.6. Pour toutn, > 1 on peut établir 'équation de continuité suivante :

Tr {Q@fH(HL){Q@}*EaC(H 4 vPl)jn} — Tr {Qf)fM(HL){QSf)}*EaC(H + vPl)jo}

Preuve.On notey,, := P — PQ(”) la projection sur les, premiers sites du second fil. Alors, (2.48)
et laremarque 3.2.2 dongg — j, = i[H + vP, x»]. Ainsi, l'identité (3.44) est équivalente a

Te {8 £, (HE{OL Y Bue(H + vP)[H + 0Py, xal } = 0.

Cependant, I'opérateur,, est un opérateur a trace, on peut donc développer le commutateur. Les
opérateurs d’onde entrelacdit+ vP; et Hy + v Py, et Hy + vP; commute aved “. Il suit que

H +vP; commute ave@f)fu(HL){QSf)}*Eac(HJrvPl). On acheéve alors la preuve en utilisant

la cyclicité de la trace. §i

3.4.3 Preuve de (ii)

Tout d’abord, on fait quelques commentaires. En effet, ce point trBelkigtence de la notion
de propagation du courant le long du fil 2. On considére un obsengtgunesure le courant
a un siten. On se place a un tempdixé, et on pousse vers l'infini. On observe alors que le
courant dans cette limite est nul. Cela signifie que 'augmentation du flux deyarti@ pas
encore atteint le point ou se situe I'observateur voir figure 3.2. Ce résultat permet également de
justifier la définition du courant de particules comme I'évolution temporelle dedegeta un site
n. C'est-a-dire de donner un sens a la formule de conservation de gechar

dip(t) +V.7=0

Cela signifie qu'un flux de particules constant au cours du temps ne sigagigue le courant
associé est nul. Une simple analogie avec le débit d’'un fleuve et le ¢aliean associé permet
d’imager ce fait. Une quantité d’eau qui n"'augmente pas au cours du tenposrew ne veut pas
dire que le courant est nul en ce point.

On commence par prouver que le courant au tetmp9), c’est-a-dire, a I'équilibre, est nul pour
tous les sites. En effet, d'aprés (3.9) et (3.12) od €0, n) = Tr(f,(H)jn) = iTr(fu.(H)[H, PQ(”)])
pour toutn, > 0. Si I'on fixe n et que I'on notefd i la restriction de Dirichlet de I'opérateuf aux

fils finis et de longueuN < oo, oun < N. On notePg(”)’N la projection de rang fini correspon-
dant a la restriction dé’z(”) au second fil borné. Alors, on démontre un certain résultat en “limite
thermodynamique” (voir [21]) :

1(0,m) = lim_ Tr{ Fu(Hy)i[Hy, PSON ]}. (3.45)
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n—1 h n+1 Fil 2

Augmentation du flux de particules

FIGURE 3.2: Mise en évidence de la notion de vitesse de propagation du courant.

Pour comprendre pourquoi (3.45) est vraie, il faut remarqueljguei[Hy, P2(”)7N] =i[H, Pz(")]
est un opérateur de rang fini indépendant\deDe plus, f,(H) et f,(Hy) ne different 'un par
rapport a I'autre de maniére significative que trés loin du suppojt dees détails peuvent étre
trouvés dans [21] : Cependdiit {fﬂ(HN)i[HN, PQ(")’N]} = 0 pour toutNV grace a la cyclicité
de la trace. Ainsi (3.45) démontre qi@, n) = 0 pour toutn > 0.

L'étape suivante de la preuve consiste en la démonstration pous taut que I'on a

lim |I(t,n) — I(0,n)|=0. (3.46)

n—oo

Alors, en utilisant qué (0, n) = 0 pour toutn, la limite dans (3.46) implique (3.45). Tout d’abord,
on récrit la différence dans (3.45) comme :

I(t,n) — 1(0,n) = Te{U(t) fu(H)[U*(t) — e""]jn} + Te{[U (t) — e "] fu(H)e™ 5, }.
(3.47)
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Ensuite, on exprime le propagateli(t) (3.7) a l'aide des séries de Dyson ordonnées dans le
temps :

U(t) = e (3.48)
) (—i)k’l)k t t t ) ) ) )
—f—e_thZ ] /odﬁ/o dTQ.../O diT{gb(ﬁ)emHPle_mH...qﬁ(Tk)eWHPle_”’“H}

k>1 )

dont I'adjoint est donné par :

ro=er (3.49)
ikvk t t t _ ' ' | | |
+ Z T / dm / dry... / di']I‘{d)(Tl)ezﬁHPlefan_"d)(Tk)eszHPleszkH}eth ?
> 70 0 0

ou T désigne l'ordre décroissant dans le temp@ disigne 'ordre décroissant. On remarque que
grace au fait que la perturbatia(t) P; est un opérateur borné, les séries de Dyson (3.48) et
(3.49) convergent uniformément en norme d’opérateur.

Puisque dans la formule (3.47) le premier terme du membre de droite contieétafepr
[U*(t) — e*]5,, on veut démontrer que sa norme trace converge vers zéroa&re utilisant
une propriété de support (3.10) ot ”*1)]',1 = j, et puisquej, est de rang fini, il est suffisant de
démontrer queU™(t) — e”H]PQ("_U converge vers zéro avecdans la norme d’opérateur. Pour
cela on a besoin d’'une estimation technique donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.4.7.Pour toutt > 0 fixé, on a:

lim sup HPleiTHPQ(nfl)H = 0. (3.50)

n—oo ‘T|St

Preuve.Puisque I'opérateul est borné, pour tout > 0 il existe N, tel que

N. .
irH Z ik HE
GiTH _

€. (3.51)
|
— k!

sup
IrI<t

Les propriétés de support (remarque 3.2.2) et le terme de saut dansltttéen H~ implique
queP1H’€P2("*1) =0sin > N, > k. Ainsi grace a (3.51) on obtient pour> N,

sup HPleiTHPQ(nfl)H <e, (3.52)
IT|<t

ce qui prouve le lemme. i

3.4.4 Preuve ddiii)

En vertu de (3.43) et (3.44) onlan, ., [o.(t,n) = I. Il ne reste donc plus qu’a estimer le
courantl,,,(t,n). Grace a (3.38), il vient :

Sup [pp(t,n)| < ||Epp(H + v P1)jnll1 -
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On remarqgue que le membre de droite de cette estimation peut étre rendu arbérdipetit enn
augmentant la valeur de En effet, on a supposé qu’il y avait une infinité de fonctions propres
localisées prés de I'échantillag#y ainsi,

lim ||Epp(H + vP)P{" V|| = 0.

n—oo
Cette remarque permet de finir la preuve du point (iii). Dans le cas excaptiot H + vP;
pourrait avoir une infinité de valeur propre, 'argument présenté @strplus valable.

Remarque 3.4.8.0n considére ici la mesure du flux de particules a un sitbonné, et pendant
un tempst infiniment long. On observe alors que si I'on attend assez longtempsutart se
stabilise autour d’une valeur qui est en I'occurrence la moyenne teslipd.. Les effets des
oscillations diminuent de plus en plus au fur et a mesure que le temps kEécou

3.4.5 Preuve d€iv)

Afin de calculer le courant de charge stationnaire (3.16) on utilise la forpmuieipale (3.44)
sous la forme :

I =Tr {Q@fu(HL){Q@}*EM(H n vPl)jo} —Tr {fN(HL){QSf’)}*EaC(H + vPl)poSf)} .

A présent, en considérant la représentation spectraléd’de- vP; on peut évaluer lérace sur
12(Ny) @ I?(Ny) via les fonctions propres généralisées (voir (3.25) et (3.26) On olatiest la
représentation :

2t +v
o= [ a0 0) (W00 400 Buc B + 0P 00 (05

—2tr,+v
o (v) () (0) g, (v)

+/2 A fﬂ()\)<\112 (A ), QY Bo (H + vPy)jo2 ) 0 ()\;-)> . (3.53)
—2tr,

Grace a (3.30), il vient pour le produit scalaire de la premiére intégrale :
i (00 ) AV YT, RIOY W (1)) = 25(@ (A ), BT (X))
= 23( PO () = (Ho + 0Py = A= i0) T HTOP ()L BT (X)), (3.54)

ou, dans la deuxieme ligne, on a utilisé I'équation de Lippmann-Schwing&) (®2 remarquera
que le vecteuPs(Hy + vPy — A — i0,)"LHT®(" (A;+) € 12(N,) pour presque tous les En
vertu de la remarque 3.2.2 on &Hy, P»] = 0 et P, = 0, ce qui impliqueP»(Hy + vP; —

A —i0)'HT = Py(Ho — X —i04)~tHT. Ceci étant dit et en prenant en compte l'identité :
szpgv)(x; -) = 0, on utilise la représentation spectrale g ainsi que la décomposition du vec-
teur Py (Ho—A—i04 )~ HT®{") (X; ) sur les vecteurs propres généralis&s” (\'; Vhvel-2tr 260

il vient alors :

23(Po{ " (X:-) = (Ho+ P = A= i04) T HT @ (x5 )}, HT @ (X)) =

_ __9Ck 0L (v) /. T 5 (v) .
- [ e (e )|

= 27T () X2y 200 (A) - (3.55)
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Pour obtenir la derniére égalité, on a utilisé la formule de Sokhotskii-Plemeijular ainsi que
les définitions (3.33), et (3.36).
Un raisonnement analogue permet d’obtenir pour le deuxiéme intégras(8l&3) :

(W80 AQD Y Bucl(H + vP)jo2 W8 (05 ) = 23(007 (0 ), BHT 0L (1;))

= 23( Py (0 ) = (Ho + 0Py — A —i0,) HT0L) ()}, HT 0L (%))

= 23{t3) (V) = 23(Pa(Ho — A — i0.4) " HTOL (x;), H L) (A )

= 23{t5) (V) — 27|t V)P = 2775 () (3.56)

ou, afin d’obtenir la derniére ligne, on a utilisé (3.33) et (3.34). On revaequ'’iCi\ € [—2t1, 2t1].
En prenant en compte la symétrie (3.35) et en substituant (3.55), (3.66)8&3), on obtient
(3.16). (3.16).

On rappelle quéfl(;)(/\) =0,si\¢& [-2tp, 2t ] N[—2tp + v, 2ty +v]. B

Remarque 3.4.9.0n remarque que pour > 0 le courant/.(v) (3.16) est négatif. Vue que
transmittance (3.36) soit positive, ceci provient du signe de la différ¢gpce) — f,.(A — v) qui
est par définition (3.5) négative poumpositif. Ceci s’explique a I'aide de la modification (3.6) du
potentiel électrochimiquep — u, := p — v par potentiel électrique sur le fil 1 (gauche) .

Pour la démonstration on note qu’en vertu des arguments de Ch.2.1.2rdg@srfe se pro-
pagent du réservoir qui possede le potentiel électrochimjgue= 11 le plus élevé vers le réser-
voir dont le potentiel électrochimique_ = o est le plus bas. Pour le cas présenté ici (3.6) et
pourv > 0 I'énergie des fermions dans le fil 1 este [—2t; + v, 2t;, + v], tandis qu’elle est
A\ € [—2t1,2tr) dans le fil 2. Alors\'(v) := X\ 4 v et la distribution des fermions dans le fil 1 est

1

15 oo — S

X)) = 125

Dans le méme temps la distribution des fermions dans le fil 2 est égale a

1

fu(X) = [k

C’est-a-dire, pourv > 0 le potentiel électrochimique; = © — v < p est plus bas dans le fil 1
gue dans le fil 2, ce qui provogque un mouvement de particule du ficdevél 1 (de la droite vers
la gauche) et donc un courant négatif.

Remarque 3.4.10.Dans la formulation dg3.16) on observe que la valeur du courant est la
résultante de la compétition entre la différence des fonctions de Fermi-Diricaugmente lorsque
la valeur du potentiel chimique ajouté sur le fil 1 et I'intervalle des paransé&pectraux permis,
voir la figure 3.3.
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[2t, +v; 2t + v N [2t;24]+ 0 =1,.#£0

2t +v
2t;
—2 t,+v TELTTERENRT — £
Augmentation de g [—2t; + w2ty + v N [—2t,;28:] =0 =1.=0
2t +v
o FPus de reevrvwerment
ZtL + v ZI.L
—2t,

FIGURE 3.3: Les effets quantiques sont visibles directement sur la formule deauanuttiker.



Chapitre 4

Le courant circulant dans un graphe

Dans cette section, on établit la formule du courant circulant dans uhegr&m reprend la
définition d’'un graphd” donnée dans [28]. En effet, on définit un graphe a 'aide d'une famille
de branches, de vertex et par la donnée d’'une condition au verteso(alition de couplage).
Les branches que I'on notg,i = 1,2, 3...n sont des segments de longueur finie ou semi-infinie
connectés les uns aux autres en des points donnés. Ces points ssés dgp vertex. L'espace
des configurations engendré par les branches permet de traiter lee gramme un systéme de
mécanique quantique dont I'espace de Hilbert est donné par la somnte @irec®_; L (e;).

Les fonctions propres de I'Hamiltoniefir du systéme s’écrivent comme des vecteurs colonnes
D = (p1,p2,n)", OUp; € L*(e5).

On considére le cas du graphe trivial, c’est-a-dire fuest constitué de deux branches de
longueur semi-infinie connectées en un unique vertex situé a l'origineodedannées. Dans ce
cas, I'espace de Hilbert et = L*(R_) @ L?*(R, ). LHamiltonien du systéme agit comme suit

(HFSO) — _SO”"’_VSSDH

ol V¢ est un potentiel localisé el Dans une premiére partie, on donne les propriétés de la
matrice de diffusionS et la matrice de transitioii. Dans la partie 4.1.2 on réexprirfiea I'aide

de la formule de Krein. Cette expression est une clé pour I'application aerfeufe de courant

a des modeles et les calculs analytiques. En effet, dans les chapit@stsudn étudie en détalil
les propriétés de la formule de Krein, on I'applique aux cas des guidesle’qguantiques. Dans

la partie 4.2 on applique la formule de Krein au calcul de la maffigmwur le modéle que I'on
appelle le "modele delta". Il s’agit d’'un graphe trivial, le couplage ensealfx branches se fait
par une interaction "delta" avec une constante de couplage noige!'on définira en 4.11.

4.1 Matrice de diffusion et transmittance

Tout d’abord, voici quelques mots sur I'importance déhk&orie de la diffusiondans la com-
préhension du monde qui nous entoure. Lorsque I'on évoque la tlEoaediffusion en physique,
on pense en premier lieu & deux systemes isolés au temps initial, avec unesdesfactoire ini-
tiale, et qui vont entrer en collision a un certain moment, pendant un temp® dpour ensuite
retrouver leur isolation dans un état final a priori différent de I'état ihitieur trajectoire, leurs
propriétés et peut étre leur structure auront pu étre affectés parelecontre. L'étude de cette

58



4.1 Matrice de diffusion et transmittance 59

rencontre est une trés belle illustration des lois de conservations dartsifa. fien physique nu-
cléaire par exemple, les résultats d’expérience sont en général ®desidonnées de diffusion,
on cite par exemple les expériences de collision de faisceaux de protdigeetrons au LHC.
Les multiples détecteurs permettent de réunir toutes les données de diffiesitgtecteur ATLAS
(A Toroidal LHC ApparatuS) recherche la présence du boson desHigge particules super-
symeétriques. Pour cela, il mesure la trajectoire des muons produits lorslligi®es ainsi que la
guantité de mouvement portée par chaque muon. Le détecteur TOTEMIEI@3ac and diffrac-
tive cross section Measurement) quant a lui, mesure la section efficagealens, et ALICE (A
Large lon Collider Experiment) étudie les collisions d’ions plomb afin de ez@#é laboratoire les
conditions qui régnaient apres le big bang. On utilise plus communément teetdéda diffusion
dans les radars ou les sonars (étude de la transmission/ réflectiondgsséonises), mais aussi
en tomographie par émission de positrons (TEP) qui étudie les émissionsittenmissus de la
désintégration d’'un produit radioactif.

A travers ces quelques exemples, on se rend comptedileclisité des champs d'applications
de la théorie de la diffusion : démonstrations et illustrations de théorie pleysigum coté, et
utilisation "industrielle" de l'autre, dans les domaines comme l'imagerie médicatergie, la
défense, aéronautique, spatial, ...

Un autre point que I'on peut souligner, c’est qu’a travers toutes)qgriences, on a vu naitre
unecollaboration exceptionnelle entre les laboratoires d’'une part, mais aussi les gomemte
de l'autre, du monde entier. Encore aujourd’hui, et dans le futur certa@nt, des projets de
construction d’appareils étudiant I'interaction de systémes et utilisant laiehde la diffusion,
réunissent ingénieurs et chercheurs de tous horizons : ITER &acaéa(Chine, Japon, Inde,
Etats-Unis, Europe, Corée, Russie), ANTARES a La Seyne-surdMaroc, France, Russie, Es-
pagne, Pays-Bas, Italie, Allemagne, Roumanie), LISA (collaboration™NBESA)...

D’un point de vue mathématique et physique théorique, la théorie de laidiffgsnsiste
en I'étude de l'interaction entre eux d’'un certain nombre de systémes sutainelle de temps
ou de distance grande par rapport a celle de I'interaction elle-méme. Oindave en physique
nucléaire, en matiére condensée, et en physique des hautes énetgiamant. La littérature
physique est dense a ce sujet, cependant, a cause d’'un manqué éeidemmunication avec les
mathématiciens, le développement des outils mathématiques nécessaires a éneosipn et &
l'instauration d’un cadre théorique rigoureux a cette théorie se faitdoeguplus lentement.

En outre, I'étude de la diffusion d’'un systéme de mécanique classique esbhbiéme beau-
coup plus facile que dans le cas de la mécanique quantique. Dans lesadeox 6'intéresse au
caractere complet des opérateurs d’onde construit a partir degptepes. De maniére formelle,
on considere un espace des configuratioriel que deux états; et p; appartiennent &. Soient
deux sous-espaces Henotésy; et X ;. On suppose que pour tout élémentc 3; C o il existe
un unique étap; € Xy C X. Alors py consiste en I'ensemble d™états finaux" issus de la diffusion
d'un Pi-

En d’autres termes, au temps initial loin dans le passé, on suppose qae¢ass configura-
tions initiales qui est 'ensemble des états initiaux est AtéEn mécanique classique, les espaces
des configurationX;  sont des points dans I espace des phases alors qu’en mécaniqtigugian
ce sont des vecteurs de I'espace de Hilbert. On définit un ensemblexisydtémes dynamiques
{T;, Ty} ouT; etTy correspondent aux systemes initial et final respectivement. Si I'tve@rdé-
montrer I'existence d’une interaction permettant de réliegt7; aux tempsg = —oo ett = 400
alors on démontre I'existence d’un bijection naturell&tdansy..
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4.1.1 Matrice de transition7" et matrice de diffusion S

On utilise la définition donnée dans [60]. On appéllE matrice de diffusion ou matrice S, et
on note=: (HZ, Hy) les opérateurs d’onde tels que

Ea:(H‘?’Hv) =35 — Sggloo eiS(H+V)e—iS(HD+V)PaC(HD n V)

alorsS est donnée par
S =g E"
On peut vérifier (voir [60]) queés est un opérateur unitaire. La matrice de transition ou matrice T,

gue I'on noteT” est définie comme
1—
T = Sz’ (4.1)
2w
On donne quelques propriétés que I'on tire de [54] :

1) Les opérateurS et H?, etT et HY commutent

D
14

[&Hep:piﬁy:mﬁsz/w%sumx T:/mT@mA (4.2)

2)Le théoréme optique est
T*(E) — T(E) = —2miT(E)T*(E) (4.3)
3) On appellel;; les éléments de la matrice T. On a

ImTj5(E) = —7 Y |Tu(E)[? (4.4)
l

Remarque 4.1.1.Les éléments de la matrice de diffusi®s’expriment de la maniéere suivante :
Sij(E)=6(E — E")6(u—v) —2imd(E — E')T;;(E) (4.5)

ou lesT;;(E) désignent les éléments de la matrice de transition.

4.1.2 Les éléments de la matrice de transition
a. Diffusion entre H et HP

Dans cette section on démontre I'expression des éléments de la matrice ifi@transnatrice
T. On les notel™?. On définit un opérateur T tel que :

T=V-VRyV (4.6)
ouV :=H — HP etR := (H + a)~'. On veut démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.2. N N
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Preuve du théoréme 4.1.2 on se base sur le calcul fait dans [67] (chapitre 8-c et 8-d). Crdear

I'expression de la matric# :
S =E"E

0 —0-
On calcule :
~ o~ - et T T
<SYp,YE > = <EJEGYEYp >
. 11D o . ! Dy~ ~
— lim <61H te lHtelHte iH tw%?w%, >

t——o0,t' =400

. -r1D o 1Dy~ ~
— t_1i+moo<eZH te 21Ht€zH tw%aw%’>'

On remarque que l'on a:

—€ (&

dt
D’ou

o~ o~ o~ o~ w o~ o~
<SP > = <P > —z‘/ dt < YO, T >
0

d 11D o 11Dyt 3 11D 9 11Dt 7D _ 9 11Dyl .
iHPt,—~2iHt iHPY _ <61H by 2iHt iHPY | iHPt ~2iHty; i t) — Y

= 5u,v5E,E’ —1 lim/ dte ™ < YQZ%,{/JV%/ >
eN0 Jo

oo ’ o ~ ~
= OunOpp —i n\né e~ < Vel HET2HY) | (B AE2H) g g
€ 0
1 E+E +i E+E +ie .~ ~
= Gudp + 5 lim < VE(ETS ) + G Vi T >
€

(4.8)

ou I'on a utilisé la relation

/0 dT@ii(EiieiH)TV = —Zﬁv = _ZG(E - ZE)V

Lemme 4.1.3.
VG =TGP,

ou T désigne la matrice de transitio est la fonction de Green associé a I'Hamiltonien du sys-
téme complet, e&” est la fonction de Green de I'Hamiltonien du systéme avec biais de potentiel
et avec condition de Dirichlet.

Preuve :on part dél’ = V — V RV. L'équation de la résolvante donde= R” — RPV R. D’ol
RPT = RPV — RPVRV = (RP — RPVR)V = RV.

On obtient alors
RPT =RV, TRP=VR 1

Il vient alors :
< SYE Y > = uudpp +
1 1 E' +FE+ie ~, ~
li ; - <T Sy, >
M- v op il > ol S Rl 2
= Ouulp g — 2in0(E — E') limy < T(E + i), % >, (4.9)
€
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et on obtient : o
T =<T(E +ie)p, v > N

b. Diffusion entre Hy et HY

Soit Ry la résolvante de I'Hamiltoniett/y,. Dans cette partie, on considére le casloi=
Ry — RP = AR. On définit donc I'opérateur

T = AR — AR(Ry — R(E) —i0+) ' AR =: T(R(E) + i0+)
On sait grace au principe d’'invariance (voir [60], théoréme XI.11)ltrea
S(Hy, H) = S(—Rv, —Ry)
car la fonctionR : x — ﬁ est admissible. On sait donc que I'on doit avoir
§(E—E) <T(E +i0+))%, 4% >=6(R(E) — R(E")) < T(R(E') + i0+)%, 0% >

Commes(R(E) — R(E")) =6 (E — E'YR'(E)) = @5(]5 —E)=(E+a)*(E—-E).I
vient alors

T(E' +i0+) = (E+a)*T(R(E ) +i0+) = T% (E) = (E+a)? < T(R(E)+i0+)0%", 7" >
(4.10)

4.2 Calcul de la matriceS pour le modeled

On cherche dans cette section a calculer de deux maniéres différentdsica Siéet donc la
matriceT’) associé au "modeéle delta". On considére un Hamiltonien défini au seforohes par

(Hypg, 0g) = [|VeoqlI> + (9704, Tg) (4.11)

ou g est la force de l'interaction et les opératetrst 7* sont les opérateurs de trace en 0. On
s'intéresse donc dans un premier temps au calc$l par I'utilisation de la formule donnée dans
le papier [28] et références citées :

(k=11 + (k+1)U
k+1)I+(k—-1U

Su(k) = (4.12)
ce qui revient finalement a déterminer la matiicgui sera détaillée dans la partie suivante 4.2.1.
La seconde méthode utilisée est basée sur le calcul direct des élémentsadiedal’. On utilise
la théorie de la diffusiong entre 'Hamiltonigif, et 'Hamiltonien de Dirichlet. On décompoge
dans la base des fonctions propres généralisées de I'Hamiltonien dd@ieichrace a la formule
de Krein et de I'expression

T=V-VR(z)V

on calcule la matrice de transition.
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4.2.1 Méthode utilisée dans [28] et références citées

Le but de cette premiére partie est de calculer la matficonnée dans (4.12). D’'apreés les
hypothéses données par [28], cette matrice doit étre unitaire. On dé&pdrditeur non-négatif
dansL?(R) :

2
Hy = —%, D(Hg) = {p € H*(RU H**(R"), ' (0+) + ¢'(0-) = gp(0) ~ (4.13)

On appelle ce couplage un couplage par interaction delta car il est formetleid@éni dans la
littérature physique par I'Hamiltonier A + gd(z).

Remarque 4.2.1.Le casg = 0 consiste au systéme dont I'Hamiltonien &t = —A sur L?(R)
de domaineD(—A) = H*2?(R).

(1) On définit deux nouvelles matricesx 2 A et B qui satisfont
A=U-1I, B=i({U+I) (4.14)
Le caractere auto-adjoint dé, est assuré par les conditions suivantes :
rangd A|B) =2, (AB*)* = AB* (4.15)

ou A|B désigne la matricxz4 pour laquelleA et B constitue les premiére et deuxieme colonne
respectivement. (2) Le produitU ouC' est une matrice réguliére, est toujours solution du systéme
(4.14).

(3) On définit

/
®(0) := (@9(04—) > et @'(0) = (pg/(0+)
#4(0-) —Py(0-)
ol ¢4(z) sont les fonctions propres généraliséedije
(4) Le systéme vérifie

CA®(0) + CBP'(0) = 0

Pg0+) = Pg(0-)
Po0+) = Po0-) = 9Pa(0) (4.16)
On résout dans un premier temps le systeme
A®(0) + B®'(0) = 0
Pg0+) = Pg(0-)
SO;(0+)*<P;(0_) = 9¥g(0)- (4.17)

Il vient

A= <19 _01 > B= (é *01 ) (4.18)
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Ceci nous donne une matri€equi n’est pas unitaire. On calcule alors la matri¢eelle queCU
soit unitaire. On sait que I'on doitavoifA = U — I etCB = i(U + I), Il suit

U=I+CA=—(I+CBi)= 2] = —iCB—CA= I = _710(A+¢B) = O = —2(A+iB)"\.

En utilisant (4.18) on obtient

1 —ig 2
U= . .
2 +1ig ( 2 —ig >

On calcule alorsS (k) grace a (4.12) et on obtient

-1

Sy (k) = k—1—1ig k+1 k+1+41g k—1
A k+1 k—1—1ig k—1  k+14ig

et on a finalement

1 —ig 2k

ou les termes diagonaux désignent les coefficients de transmission quetésn _ ett_ ., etles
termes off-diagonaux sont les coefficients de réflexion notéetr__.

4.2.2 Deuxieme méthode : matrice de diffusion pour la pair€H,, H,) et formule
de Krein

On veut calculer la matrice de diffusighen utilisant la formule (voir [67] par exemple) de la
matrice de transition pour une paire d’'opératéifs, Hy+V') T = V —V RV. On veut retrouver
le résultat de P.Exner, donné en (4.19). On traite donc le cas du ndgdédst-a-dire que I'on a un
potentiel d'échantillon de la formg* = g7*r situé a I'origine, our est 'opérateur de traceet
sont adjoint, agissant comme suitf(x,y) = f(0,y). On se place dans le cas unidimensionnel.
On exprimeR, := (H, — z)~!, ol z appartient a 'ensemble résolvant g, la résolvante de
I'Hamiltonien H,, a l'aide de la résolvante dd,, Hamiltonien de la particule libre. Il vient

Ry = Ry — gRom*(1 4 g7 Ro7*) " '7Ro = Ry — gRom*(1 + gK) 'Ry (4.20)
ou on rapelle quél = 7Ry7*. On a:

T = V*—V*R,V*=gr*t — ¢*7* TR, 7"
= g1 — ¢*T1 (Ro — gRoT* (1 + gK)_lTRo) T
K2
1+ gK)

= g1 <1 —gK +

gt T
= 7 e (4.21)
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On décompose alofE sur la base des fonctions propres renormalisédgde’est-a-dire sur les
UE(z) = E-YigE, etpl = (2m)"Y/2eEVEr Ainsi, en appliquant 'opérateur de trace en zéro
rilvient TpF = (2r)~1/2, etdoncK = i/2k, aveck := v/E. Les matricel et.S sont alors :

g 11 1 2% —ig
s 1) =@ (e o) (422

La différence entre ce résultat et le résultat trouvé en (4.19) vientidikdtion des coefficients de
transmission et de réflexion dans I'expression de la maffiden (4.19) les coefficients de trans-
mission sont les éléments off-diagonaux, et les coefficients de réflexdaridments diagonaux.
Ici, c’est 'opposé : en effet, ici, les coefficients de transmission e&flexion sont respective-
ment : . oL
g
_ } —r__ = 4.23
% +ig. T 2k + ig (4.23)
Dans I'Annexe 6.3.2, on démontre que I'on peut récrire I'opérafeen utilisant la formule
de Krein, comme suit :

t_|__ — t_+

T(E +i0+) = (1—-AR(Ry — R(E)—i0+)"H)AR (4.24)
1
_ *x 1 F E __ o E _x
= —A KO A7 KO = m, KE = TRO T (426)

avecKp = —Lj".

4.3 Courant et Formule de Landauer Buttiker

4.3.1 Expression du courant dans le cas d’un échantillon degueur finie

Dans ce modele, I'échantillon est de longuéir € R et centré en l'origine. L'Hamiltonien
du systeme esi = —A + V¢ ot V4 désigne un potentiel local situé sur I'échantillon et le biais
de potentiel est de la formié = v_TI~ + v, II* ol v, etv_ sont des constantes et les opérateurs
IT_ etIl, sont les projecteurs sur les filset 4 respectivement, c’est-a-dire sur les demi-droites
(—o0, —L] ef+L, +00) respectivement. Sous ses conditions, on sait que 'opérat&uest de
rang 1.

Théoreme 4.3.1.L'expression générale du courant dans le modéle ponctuel est g@iné

ju =21 / TN PO v0a) — F— v) [T V)2 (4.27)

@)

ouu = —u et

, B=-5 (4.28)

5—{ +si vp <o

—si vy >0
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Preuve. Soit X = (Hy + a)Z§ f(HP)Z{*(Hy + a), a ¢ o(Hy). On calcule le courant
ju = —itr (X[AR,TI%)) Pour cela, on récrik = Z§ (HY + a)?f(HP)Z{™* et on obtientj, =
2tr Im (X ARII*), avecu = 4+ On cherche a exprimeX en fonction des fonctions propres de
I’'Hamiltonien de Dirichlet, et a I'aide de la composante anti-symétrique de la tnanafion de
Fourier définie dans [37] comme suit :

_ \/z /0 " sinlkr)ula)da

On applique ici le théoréme 5.15 de [37]. Sﬁf\fa(x) = a\/gsin(ﬁx) la fonction propre
généralisée de I'Hamiltonien sans biais avec condition de Dirichlet en 0. &n po

Fs(@) = ()7 A VA5 (a) (4.29)

De plus, 'opérateu¢H? + a)? f(HP) est un opérateur de multiplication pay + v, + a)?f(\)
dans sous espadé (R%). On peut donc écrire 'opératet¥ de la maniére suivante :

(HP + @) = X [ aAO+ v+ 0 O T P50
o=+

On définit aussi la fonctiom;\“&(x) comme

U (@) = Ef () = (2)7 2N (o)

Il vient

X = 5> /O A + 5 + a)* FON) (0075
o=%

= E Y [T OO+ ) P P B
o=%+""3

=+ VB 2 o —+x
+ =9 /vﬁ dAA +a)" f(A = vg) (., ¢m)¢m
ou on rappelle que I'on a défini en (4.28) les fonctiqihstﬁtelles que
st vy <o 5
S B B (4.30)

Pour des questions de lisibilité, on naie — v, =: k.

X = X [ oot e, ¢ + [0+ @R ) o,

v

xamr = 3 / AN+ 0)* F(A — vo) (ARTI" 4f )uf, +

+ / AN+ a)® f(X = vg) (ARITY, 97 )07,
vB
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Il vient
Im e YAR = Tm Y / A+ )2 F (A — vg)tr (AR, 4 )7 +
o=+""Y3

+ / : AAA + a)? (A — vg)tr (ARIT", f )o7,

= Z / dA\ 4 a)*f(\ — vy)Im < ARy by >+
o=+""3

+ / TN+ @) f(A — vg)Im < ARIIY > (4.31)
vg

On calcule le premier terme du membre de droite de (4.31), on apgele< ARII“Y7 47 >.
En utilisant Lippmann-Schwinger et I'’équation (6.3.6), il vient

C =1Tm b,y < ARy, 07 > +Im < AR(R(A) — RY — i0+) 'ARYY 47 >

On a alors, en utilisant dans un premier temps I'équation (6.3.6) puis les éwu@ia4) et (4.25) :

Im < ARy, 07 > = Im < ARyy, ,(1— (R— R(\) —i0+) ARy >(4.32)
= Im< T(ke +i0+)97 97 > (4.33)

On note

@7 = ARYY
Ainsi, en utilisant la transformée de Fourier généralisée et la formule daskik®lemelj pouru
fixé :

Im < (R(\) — Ry —i0+) 167, ¢7, >=
1
N d < Pu — (Z)J ’¢0' >
spectay) R(A) — R(E) —i0+ VE=v,Pko? Pho

= Im

o) 1 N )
B < ¢p Y > |?dE
/o R(\) — R(E) — Z’o+| Pror ¥ Fom |
= m(\ +a)2| < ¢g07/{/;’gu > |2 @3

Remarque 4.3.2.1l faut bien voir ici que le projecteuP\l}m est défini comme
P&m =2 V E— vu(-,wi‘u)w}éu
On a, de plus, en effectuant le méme travail que pour (4.32)

<7 b > = <ARyYY P >
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En substituant (4.33) et (4.34) dans (4.31) le premier terme devient :

> /OO AN+ a)? fF(A = vo) (A + a)?| < T(ky + 0007 8 > |+
o=+""Y3

+ Im< T97 47 >0,0)
= Z/ dAAf(A = v,) (7|T7")* + ImT6,,,) (4.35)
o=% B

— [ (RTEO = w)  ATE - )+ T (- 0)) (4360
Y8
On récrit grace qu théoréme optique (voir [54]) :
Im T = —g|T% % — | T2
La ligne de calcul (4.36) devient donc
w [ (50w - - ) T
B

On montre a présent que le second terme du membre de droite dans I'égd&Dndqui est, on
le rappelle

/ TN+ @) f (A — vg)Im < ARH“wa,wfﬂ >
vB
est nul. On effectue un calcul similaire au précédent. On appelle

D = Im < AR@Z)gﬁ,@Z)}fﬂ >

= Tméus < ARYY ¥y > +Tm < AR(R(E) — Ry — i0+) ARy ) >
(4.37)

Or
Im < AR(R(E)— R% —i0+)~ 1ARz/sz % >=

/ RO\ )_i0+‘<¢kﬁa¢\/m>’
= a(A+ a)25u,5| <@ > P
= W(A +a)*8u8] < T(kg +i0+)0y, &y, > |

_ BB|2
- (E+ o S|T% 25, (4.38)

et

Iméup < ARy, ,¢£ﬁ > = Im<T(kg+ zO+)w£ﬁ,w£ﬁ >0u,3

1 -
— —— _ImT%s
(E+ap = P

- W\T 8126, (4.39)

Ainsi, en sommant (4.38) et (4.39) on voit que le second terme dans (4131)le
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Lemme 4.3.3.
|Tuﬂ‘2 _ ‘Tau|2
Preuve: on a besoin de démontrer que
S = i
% %
On utilise le théoréme optique (voir [54]) :
7" = -7 [T9P=—n> T9TH=—xy T9(T*")
J J J
= -7 Z T
J
_ —FZ(T*)jiTij _ _ﬂ_z ‘(T*)ji‘z

J

J
= -7y |7 1 (4.40)
J
Le courant s’exprime alors comme suit :

ju = 2w [T (SO )T - FO w1 )

B

= 2r [T GO - S0 — ) T (4.41)

B

4.4 Modeles

4.4.1 Application au modeéle nu ponctuel 4 = 0)

On calcule tout d’abord.p = TlR‘l;Tf. On utilise la fonction de Green associée a I’'Hamilto-
nien H{ est:

1 :
Gi(r,y;2) = Neean sin(y/z —vpx)e” VYD e <y (4.42)
-1 ,
G_(z,y;2) = Neers sin(y/z —v_z)e’™VFTUY . x>y (4.43)
Ainsi, .
Lp=—i(VE—vs +VE—v_)=—i(ky +k_), Lp'l=—"— (4.44)
ki +k_
On ade plus
i, = ur Vo
D’ou ) .
T — tuy k}/Zk}/Q, ’T“U|2 = kk (445)

7T(k++k_) 7T2(l€++k3_)2 um
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Pour ce modéle on a alors :

_ 1 _
Tuu2: ke = Tuu? A.4
|| —WQ(MJF,{_)Q’? kg = [T (4.46)
D'ou
. 2/00 (F(E —vy) — f(E —vg)) kb g (4.47)
iy " 0 (ke + kg )2 '

B
Remarque 4.4.1.La matriceT” pour le modéle nu ponctuel est donnée par

i T e
= ————"7— 1/2 JE/Q - (4.48)
7T(]€++k_) ]{?_ k+ —k_
La matrice de diffusior$ est alors :
1 T T (4.49)
Tk ko \ 2Rk -k '

Ainsi, lorsquev, =v_ =wvona:

0 -1
s= (5 ) 450

On remarque pour finir que les matricésci-dessus sont bien unitaires.

4.4.2 Application au modele)

Théoreme 4.4.2.Le courant pour le modélé est donnée par

ju=2 [ (08 = 0~ F(B — va)) vkkad, (4.50)

™

ou

1
T2 (b + k)2

Preuve : on décompose la preuve en plusieurs étapes que I'on répartit dare),l€b)(et (c)
suivants.

a. Calcul des fonctions propres généralisées pour le modéie

On utilise pour ce calcul I'équation de Lippmann Schwinger ; on comparetesibns propres
généraliséepy (k,, ) de I'Hamiltonien du modélé
Hy:=—-A+gé
avec les fonctions propres généralisées du modéle de la particule libadigne droite :

1 .
©g ko, ) = /9 e‘”kax’ ko :=+VE —vs
s
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Remarque 4.4.3.Pour le modeéle de la particule libre, la solution de
Hopo(k,z) := —Apo(k,z) + Vo(k,z) = Epo(k,x), V =v 11" +v, 0"

qgue I'on note
1

Spg(k+7x) = me+ik+xa k+ =V E— Uy

correspond a la fonction d’onde d'une particule se déplacant versclpssitifs, alors que la
solution

— 1 —ik_x
goo(k,,x):\/—%_e b=z k= \/E—uv_

correspond au mouvement d’une particule se déplagant versiégatifs.
L'équation de Lippmann Schwinger donne :
05 (ko) = g (kg 2) — g(Ho — E — i0+)_17'*7'gpg(k:0,x).

Remarque 4.4.4.0n rappelle I'expression de la fonction de Green associée a I'HamiltoAign
défini ci-dessus :

#e”kﬂm_y' si0<z<y
Golw,y;2) = L(;_’L'?/_QD' si z<y<0 (4.52)
2k _ — - 7
Il vient donc:
1 . g 1 .
o (k 7 _ —cikoT oiko|x|
gog( 2 \/27re +\/27T2ika—ge

b. Calcul de la fonction de Green associé a I'Hamiltonien du modelé

On utilise les fonctions propres généralisées données en (4.52).tlt vien

og (k—0)og (k1Y) o

= sl <z <

—Wles wq) =r=Y

Pg (k—»y)g’g (k+ ,.’E) Sl
~W(pg ¢q)

Gy(z,y;2) = (4.53)

y <z,

ou on anotéV (e, cp;') le wronskien (voir [37]) qui a la valeur suivante :

1 %ik_ky
™ (2ik- — g)(2iks — g)

Wi(e, 05) = (ks + k- +ig).

c. Calcul du courant pour le modeles

Gréace aux paragraphes précédents, on a la forme explicibgjda)n appelleR, := (Hy —
z)~L Il suit:
1

L= Ry = —~
] A A

On rappelle que la matricg s’exprime comme :

T = —(E+a)* < B*Ly'BU}, W), >= — < Lg'ndf,,ndf, > (4.54)
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Ona: B
Ty, = W_l/Qki//Q.

D’ou I'expression des éléments de la matric@our le modéle est :

1 1

Tuv _ _ - k1/2k1/2.
mg—i(ky +k_) "
On définit )
VT ke k)P
On en déduit alors
- 1 1 o m m
T — 0 S LU . Fukay (4.55)
mg—i(ky +k-) v w2
L'expression du courant est donc :
. 2 [
Ju = ﬂ/ (f(E —vy) — f(E —vg)) vkukgdE. (4.56)

Remarque 4.4.5.Grace aux calculs ci dessus, on retrouve des résultats en accoedscawux
obtenus avec la méthode utilisant la formule [28]. En effet, les élérnfigfitsorrespondent en fait
aux éléments de la matrice de transition T. On obtient donc :

L —k:l/ril/z
T = L ( - -t (4.57)

w(g —ilks + ko)) \ =KV —k
et ainsi
1 ik, — K 24k 22
S=1-2inl"=————— g ,1(1/; 1/2 ) Z. * (4.58)
g—i(ky +k) 2k "k g—i(k_ —ky)
Sil'on considére le cas;. = v alorsk, = k; = k et on obtient :
1 g 2ik\ 1 ig —2k
S_g—Qik <2ik g >_ig—|—2k (—2k ig ) (4.59)

On reconnait—S ou S est la matriceS donnée en (4.19). On remarque aussi que cette maéfice
est unitaire.

4.4.3 Application au modele nu avec échantillon intervalle

a. Calcul préliminaire

On traite ici le cas d’un échantillon de longuelii, L € R’ situé a l'origine. Les fils sont
situés en — oo, —L] et[L, +oo]. Les fonctions propres généralisées associées a L'Hamiltonien
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HPE avec condition de Dirichlet et L sont :

Oy () = \/Zsin[(:c—i—L)w_] sul} — oo, —L]
G (@) = \/fsin[@—x)m SUAL, +o0|

(ﬁg(x) = \/?Sin[wx] suf—L, L]

wt =/ FEF—vg, w:= VE.

La fonction de Green associé/g? est alors

ou I'on a défini

: iw_ (y+L) .
_snlletbe PP i L2y

GD(:U,y;Z) — _sin[(L—x)u:)JﬂeiwnL(L*y) SiL<uz< y
sin[(z+L)w] sin[w(L—y)] Si _L<g< y < L.

w sin(2wl)
On rappelle :
L. (T BymT T Ryn™
C\AWRYT ATRPTT)
On calcule :
—w —w
—RD —% — dw +RD ok s
1A tan(2wl) W v tan(2wl) i
w w
7RD “+% — +RD —* __ )
AT sin(2wL)’ LA sin(2wLl)
Il'suit :
I oLy — W (20T
= T o i |
sin(2wl) tan(2wL)
Onadet L = — ((w-w4 + w?) — iw(w_ + wy) cot 2wL) et on obtient
L' = -
C (wewt +w?)sin 2wl — iw(w— + wy ) cos(2wl)
iwy sin(2wL) — wcos(2wL) —w
—w iw_ sin(2wL) — w cos(2wL)

Si on fait tendrel, vers 0, on a
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(4.60)

(4.61)

(4.62)

) . (4.63)

(4.64)
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b. CalculdeT

On a besoin de calculer

—1\e€e' _€ Tu () _
Z < (L ) 1 Vw1, >, U,V = :l:y
e, e/=+

ou on rappelle que

Vs, (@) =

1
— sin[(L — ux)w,|, uw==+

sibienque l'ona

Les éléments de la matri@ésont donc

T = = < (L7, il >= — (L) V.

Lemme 4.4.6.La matriceT pour le modéle nu dans le cas d’'un échantillon de longuduest
donnée par :

—w
T =
(w-wy +w?)sin 2wl + iw(w— + w4) cos(2wL) 8
1/2 1/2
Wy w, "w
X <w1/2w1/2 +w ) (4.65)
Y w _
Il vient NG
N L— uw
et
|Tuﬂ‘2 _ 1 wzwuwﬂ _ ‘Tﬂu|2

72 (w_wy + w?)2sin?(2wl) + w(w_ + wy)? cos?(2wL)

et le courant pour le modéle nu est alors

E\/(E —vu)(E — va)

ju = /UE 4E (f(E — va) — f(E - v3)

T (w_wy 4+ w?)?sin?(2wL) 4+ w?(w_ + w4 )? cos?(2wl)

(4.66)

4.4.4 Modeles (échantillon intervalle)

Dans cette partie on traite le cas d'un échantillon qui est un intervalle dedangi > 0
situé a l'origine. On suppose que le potentiel d’échantillon est localiséigitieret de la forme :

Ve =gr*r
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Les fonctions de Green pour I’Hamiltoniéﬂ{? + V* sont celles données précédemment, c’est-a-
dire

_sinf(z+L)w_]e™- +D)
w_

si—L>xz>y

GD(JJ, Y, z) = _sin[(L—gg)wwﬂeiWML*y) SiL<a< y
sin(w(z+L)) sin(w(L—y)) . sin(w(z+L)) sin(w(L—y)) .
wsin(?wL) w2 Sin2(2WL)[g_l+itan(wL)] Sl L S X S y S L
(4.67)

La matriceL obtenue est

—w + 2gwr — W w _ 2gvw
tan(2wL) tan 2wL sin(2wL) - sin(2wL) sin?(2wL)
L:= w . 2gvw - + —w + 2gwv (468)
sin(2wl) sin?(2wL) W+ tan(2wL) sin(2wL) tan 2wL
ou
1
vi=
2w + gtan(wl)
Ona
2
det(L) = ?[(—aﬂ — wyw_)y?sin?(2wL) + 4gw? [ysin(2wl) — g] +
sin”(2wL)
+ icos(2wL)yw(ws + w—)(ysin(2wL) — 2¢)] (4.69)
ou

1
7= — =2w+ gtan(wl)
v

D’ou en posand := ysin(2wL) — 2g

(L—1)+— —
B —ywd
C(—w? —wyw )2 sin?(2wl) + 4gw? [ysin(2wL) — g] + i cos(2wL)yw(wy 4 w_)é
Il vient : )
T2 = Ly (L)
ou
P = s

[(—w? — wiw_)y2sin?(2wL) + 4gw? [ysin(2wL) — g]]2 + [2 cos(2wL)yw(ws + w_)d]2



Chapitre 5

Guide d’onde quantique et graphes

5.1 Introduction

On calcule le courant circulant dans un modeéle tridimensionnel. Les filsdesntylindres
semi infinis et la démonstration suivante nous oblige a faire des hypotipésésn détaillera sur
la géométrie de I'échantillon. Cette section permet d'aboutir a une démonstdatienformule
de Landauer Biittiker pour un modele en trois dimension. La démonstratios eslaltats sont
proches de ce qui a été fait dans [19]. Dans cet article, on traite léwramddéle discret. Les fils
sont représentés par des chaines discretes uni-dimensionnelles sei@é-gtfi'échantillon est une
grille finie deZ?. Le but de cette section est d’introduire I'expression de la formule dedussrd
Buttiker pour le cas continu et en dimension deux ou trois. On s’intéressealiexpression du
courant dans le cas des guides d’ondes quantiques courbés etimi Dats le chapitre suivant,
on s'intéressera au comportement du courant dans ces guides siquaetiques en dimension
deux ou trois lorsque I'épaisseur (en dimension deux) ou le diameétre (emslongrois) tend
vers 0. On démontrera I'importance de la géométrie du guide dans ces limiteswidrés petits.
SoitT" 'ouverture de

Ir—ulsurl+
ouI'* = R% x D etD un ouvert borné d&? etI'* un ouvert borné d&>. Soit
H:=-A+V? (5.1)
I’'Hamiltonien surH{ = L?(T"). On suppose
AL Nor® = {0} x D, dre" .= (v~ NIr*) N (or+ N ar?)

Suivant l'article [19], au temps < 0 le biais de potentiel n’a pas été introduit et le systéme
fils+échantillon est couplé et a I'équilibre pour une température= k0 avech la température

et k, la constante de Boltzman, et pour un potentiel chimigue’'état du systéme & < 0 est
donné par la fonction de Fermi Dirgi{on travaille dans le cas de fermions n’interagissant pas

entre eux)
1
f(H) = fﬁ,u(H) = m-

On introduit at = —oo un biais de potentiel sur les fils, c’est-a-dire que I'on ajoutd an
potentielV tel que :

Hy =H+V=-A+V+V, Vi=¢() (v_II" +ov 0"),

76
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aveco(t) une fonction telle que(t) = 0 lorsquet < 0 et¢(t) = 1 lorsquet > 0. II™ et~
désigne les projections orthogonales sur lesfikst + respectivement. A = —oo on ajoute donc
un potentiel sur les fils et on laisse évoluer le systéme jusggd. A ¢ = 0 le systéme est dans
un état de NESS (Non Equilibrium Steady State, état stationnaire hors égildir conjecture
(5.1.1)) et on calcule alors le courant dans cet état.

Conjecture 5.1.1. Soit 'HamiltonienH ” défini comme I'Hamiltonie(5.1) mais avec une condi-
tion de Dirichlet a l'origine.
At =0 le systéme est dans un état de NESS de la forme

pNEss = QF fF(HP)Q™
ou ) désigne I'opérateur d’'onde pour la paifdly, H?) :
0 %
Qa- — s lim ei(tfs)HVefi(tfs)H\l,)Pac(H‘l/))

On noteU (t) I'opérateur d’évolution du systeme cougte+ V. U(t) est solution de I'équation
de Schrédinger dépendant du temps suivante :

—i0U(t) + Hy (t)U(t) =0, U(0)=1
On définit 'Hamiltonien H{? de maniére analogue Ay mais avec une condition de Dirichlet
supplémentaire ef. Soit%" un vecteur propre généralisé ﬂ% les indiceq «, n) désignent

. . 2.2 , .
respectivement les fils ou — et le mode transverse. On appelig = - les énergies propres
de H?, c’est-a-dire les solutions propres de

HPWY" = E3" (5.2)
¢%’nD = 0 (53)

Du fait de la condition de Dirichlet e, H{? est un opérateur découplé, on peut donc I'écrire
comme une somme directe de trois opératelifs, H, et H° agissant respectivement sur
L*(TT), L*(T~) et L?(I'®), il vient :

HP =H, e H*® H

vy

Hf =—-A+vy surl*T%), H®:=-A+V* surL*(I¥)

Théoréme 5.1.2.0n noteﬁ’a(E) le coefficient de transition entre les deux filetu ouu =
—u,w = £ pour un biais de potentiel et pour un parameétre spectrél. Le courant traversant le
fil u est donné par la formule de Landauer-Blttiker et s’'exprime comme suit

Ju = 27r/ (f(E —vg) — f(E —v,) TV(E)dE (5.4)
o(Hy_)No(H,)
Preuve. Une preuve est donnée en 6.3.1, mais peut aussi étre tdansd®] et [21].

5.1.1 Matrice de diffusion et transmittance

Voici quelques définitions importantes pour la suite. On s'intéresse a ladtdmia diffu-
sion stationnaire. On traite de la diffusion entre les opérateurs de Ia(;ﬁﬂ'vr;eH{?). On appelle
opérateur d’onde I'opérateur unitaire suivant :

Q(:)I: —g— tig:anoo ei(t—s)H\/e—i(t—s)H‘j?Pac(H‘[/))
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La matrice de diffusion pour la paiféfy, H{/’) est I'opérateur unitaire suivant
S(Hy, Hy) = ()"
Soit I'opérateutl” défini par

T(E+i04+) = AR, — AR.(Ry(2) — Ry(FE +i0+) —i0+) *AR., AR, = Ry(z)— RE(2)
(5.5)
En utilisant la formule de Krein, voir Annexe 6.3.2, on peut énoncer le §mersuivant :

Théoreme 5.1.3.L'opérateurT’ définit précédemment est donné par
T(R(E) +i0+) = —B;L,'B.,

ou L' est défini comme suit :
Ap =—-L;'Bg

5.2 Le guide torsadé

Bien que cela fasse longtemps que I'on étudie les effets de courbure gride d’ondes
guantique, on citera par exemple [26], [25], les recherches actuéhie&rassent a I'impact de
la torsion d’un guide (plus précisément, un tube de section non circuldige)ienpact d’'une
déformation mélant courbure et torsion, pour plus de détail et une dmaigsultats voir [39]. De
trés nombreux résultats ont été publiés au sujet des effets de la limite simultad&smtre du
guide qui tend vers zéro et du support de la déformation (courbutersion) qui tend vers zéro,
mais aussi il a été considéré ce probleme dans différentes circonstemmese des conditions de
bords diverses par exemple, voir [39] ainsi que [63].

SoitQ := R x w C R3 un tube "droit" de section non circulaite ¢ R? et soit{)y un tube
localement torsadé d’un angle totalvoir Fig.1. Dans [39], il est observé qu’en comparaison avec
les effets de courbure, la torsion produit une interaction effecépelsivepour I'opérateur de
Schrodinger a une partiqureA%‘) restreint &2y par des conditions au bords de Dirichlet.

Cette section est tirée d'un papier [31] et est motivé par le probléeme dssgiionde torsadés
et s'inspire fortement et essentiellement des études récentes surlitivégaHardy. Cette inéga-
lité est utile pour I'analyse du comportement dans la limite des temps longs desreeipég/de la
chaleur pour cette catégorie de guides d’onde, voir [40], [41]. &f@@remiére étape qui consiste
en la construction d’une transformation permettant de passer du guiddéas guide droit non
déforméQy. L'ingrédient principal de cette analyse est la transformation " self-simflaZette
transformation induit I'utilisation des espaces de Sobolev a poids. Ceséthgoes permettent de
réduire le probléme du comportement pour des temps longs a celui de lagemse de la famille
d’opérateurs de Schrddinger du type :

~ 1

Hy:= -V -54(21)V + Ex% — Ei(s), sur L*(Q—), (5.6)
lorsque le temps self-similaire — oo. Ici (x, s) sont les coordonnées self-similaire ddhs x
(0,00) etz; est la coordonnée le long de I'axe principal. On nétgs) I'état d’énergie fon-
damental pour la partie transverse de I'opératéyur+ F;(s) dans I'espace de Sobolev a poids
correspondant &2(Qq, K (z1)dz1dradrs), aveck (z) = exp(z2/4), voir [40]. La dépendance
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ens permet la correspondance entre la limites oo et la limite simultanée du diamétre du tube
et du support de la déformation qui tendent vers zéro. Cela cordspessi a I'apparition d’effet
répulsifs. Cela implique la convergence forte au sens des résolvantepétateur (5.6) vers un
oscillateur harmonique uni-dimensionnel avec conditions de Dirichlet ea 0, voir [39] et [40],
[41].

Le but de ce travail est plutot réduit. En effet, on propose une techmiljernative a I'étude de
la contraction d’un oscillateur de type (5.6). La méthode utilisée permet deentmtionvergence
vers la méme limite mais dans la topologie de la norme résolvante.En particulierseoslet p
d’établir le taux de convergence.

Cette partie est organisée comme suit : dans la Section 2 on rappelle 'oraglimpérateur
(5.6) avec un peu plus de détails, et on formule le théoréme principal. Leeeontient es-
sentiellement trois étapes. La premiére (Section 3) découle de la technapmakimation de
'opérateur de Schrodinger a une particule associé au guide tri-dimeesikonsadé par I'opéra-
teur de Schrodinger tri-dimensionnel avec un potentiel de la forme deiliadsur anisotropique.
Dans la Section 4 on compare la résolvante de ce modele avec potentielogiigaravec la
résolvante effective de la projection de cet opérateur sur I'espadiengmsionnel. Finalement on
propose une démonstration (inspirée par le papier [11]) pour préargenvergence en norme de
résolvante de cet opérateur vers un opérateur harmonique uni-dimegisivec conditions aux
bords de Dirichlet em; = 0.

5.3 Introduction du modele et théoreme principal

SoitQy := R x w un tube droit d’axe principdR, de section non circulaire, et qui est un espace
connecté, ouvert et borné natéC R2. SoitQy le tubelocalement torsadéorrespondant, avec le
méme axe principaR. Cela signifie que I'on permeta les rotations d’'un angle (non-constant)
0 : z1 — 6O(x1) le long de I'axe principaR avec variation de la coordonnege. On suppose que la
torsion estisseet locale,c’est-a-dire que la dérivée:; ) est une fonction lisse dé' avecsupport
compactsurR, voir Figure 1.

Comme l'on a choisic := (1, 22, x3) € R? comme étant I'axe principal, on appellerala
coordonnée "longitudinale" et = (x5, x3) les coordonnées “transverses" dans le repére associé
aux tubed, et Qy. On appelleLy : Qy — Qp la transformation qui permet de passer du tube
torsadé au tube droit. Elle est définie par la fonction

Ly(x) = (21,22 co86(x1) + x38inb(x1), —x2sinf(x1) + 3 cos (1)) .

Dans(), et)y, c’est-a-dire dans les espade ) et L?()y), on considérerfioing le Laplacien
de Dirichlet et on note les opérateurs correspondant$? t — A%

Dans le cas d’'un tube localement torsadé, on a une rotation locale de®nées, et cette
rotation dépend de;. Elle transforme le tube torsadg en le tube droit2.For the case of the
straight tube twistingCy there is anr;-dependent local rotation of Sdip : L2(Qg) — L?(9p) la
représentation unitaire de cette transformation. Ainsi, la transformation enitaitaplacien de
Dirichlet torsadé—A%" prend la forme [39], [40] :

Hy = Vo(—AP)W;t = —(8, — 60,)2 — A", with dom(Hy) C L*(Q) . (5.7)
La forme quadratique associée a I'Hamiltoniép est

Qv == 1019 — 009|720y + IV ¥ 20 (5.8)
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FIGURE 5.1: Un guide d’onde de section non circulaire avec une torsion locale

avec pour domaindom(Qy) = WOI’Q(QO), qui est I'espace de Sobolev dab§(€)). SoitV’ :=
(02,05) le gradient transverse dansi.e. A’ := (93 + 8§)D est le Laplacien de Dirichlet dans
L?(w), et correspondant a kectionw du tube. Quant a I'opérateur

Oy =71V =230, — 2003, pourlevecteur 7 = (z3, —2),

c’est la dérivée angulaire daié > w.

Afin de décrire la limite de (5.7), lorsque le diamétre du guide d’ondsietyltanémente
support de la torsion tendent vers zéro, on utilise a la place de la paratieétri I'aide du temps
auto-similaire, (voir[40], Ch.1.2, IV) la famille décrite ci-dessous d’opguies pour lesquels on a
effectué undgransformation d’échelle

Soit U, la transformation unitaire agissant comme $Uity))(x) := /€ ¥ (e x1, x2, x3), poOUr
e > 0, et on introduit la famille d’'opérateurs'I'échellée' .[’:’579 :

R 1 .
H.y = e’UrHoU. = — (01 — 0.0:)* — = A, in LA(Qp). (5.9)

Ici, f{ag est associé a la forme quadratique
~ 1
Qe plv] = 11019 = 0:0-0 [Tz () + IV ¥l (5.10)

dont le domaine estom(@a,e) = WOI’Q(QO) eto.(-) := e~ (- /¢). Ainsi, le support de la torsion
décroit lorsque — 0, eto.(-) devientsinguliéresur la sectiofz; = 0} x w. Formellement, on
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peut mettre en évidence cette singularité en remarquant qu'au sens tiibsitihss, la limite
lim._,o o(-) existe et coincide avg@(+oo) — 0(—o0)) do(+), OU () est le symbole de Dirac
dont le support est em; = 0. Comme on le verra par la suite, on traitera de singularité plus forte
dues au terme? ().

Soit £, > 0 la premiére valeur propre de I'opératgurA’) sur la sectionv. Ainsi, en vertu
de (5.10)le termé; /2 est la borne inférieure (€infimum du spectre) de I'opérateur (5.9). Cette
borne croit lorsque — 0 avec un taux correspondasiultanémenau rétrécissement du support
de la torsion et du diamétre du guide.

Suivant la stratégie de [39]-[41], I'étape suivante consiste en laerebh de 'opérateur (5.7)
dans I'espace de Sobolev natuVE’g’Q(Qo, K (z)dx) correspondant &(;, := L?(Qo, K*(z)dx)
pourk = 1, ou K (x) = exp(z?/4), voir [40] paragraphe 5.3. L'avantage de cette approche réside
dans le fait que dans I'espagg¢; (au lieu deH,) I'opérateur correspondant, (5.9), possede une
résolvante compacte. En effet, on consideére la transforméation#, — 1 définie par

2
Uro)(x) = (K'?¢)(x) = ¢1/® (21, w9, 23) |
et 'opérateurt, o := Uk ﬁag Z/ll}l. Ainsi I'opérateur (5.9) delomainedans I’ espace a poids
W, (0, K (x)dz) est unitaire et équivalent &
St
16’
qui est I'opérateur auto-adjoint associé a la forme quadratique seivan

H.p=—(01—0.0;)% — &% A+ dans Ho = L*(Q) , (5.11)

1 1
Qe o] == |01 — Uaav¢|’%2(go) + ;2||V17/’||%2(QO) + EH@W/’H%E!(QO) : (5.12)

En outre, le potentiel harmonique dans la directignainsi que le Laplacien de Dirichlét’ dans

la sectionw et dont le spectre discret eSp(—A’) = {0 < Ey < Ey < E3 < ...}, constitue le
spectre totabp(H, ») de l'opérateur (5.11), spectpairement ponctuedt croissant a I'infini. Cela
renforce la déclaration de la compacité de la résolvante de I'opératefy.(5.1

L'astuce qui consiste a passer a I'espace pon#grést treés importante pour la troisieme étape
de la preuve du théoréme principal 5.3.1.

On note que le rétrécissement{ 0) de la sectionv provoque, via I'operateur transverse
(—A’/e?) le déplacement vers l'infini d&,, /e*> — oo ainsi que le déplacement vers l'infini de
tout le spectreSp(H, g). Ainsi, afin de donner un sens a la limite de la résolvante (5.11), on a
besoin d’étudier la résolvante déplacée :

Rp, je2—1)(Hep) = (Heg — By /e + 1) (5.13)

qui est bien défini puisque dans (5.12) oHay — F;/e? + 1 > 1 uniformément em > 0.

Afin de pouvoir énoncer le théoréme principal, on introduit a partir de tageér (5.11),
'opérateurhy > 0 du type oscillateur harmoniquai-dimensionnel
d? 2?2

+ =L . dans L?*(R). (5.14)

hy = ——
0 dm% 16

On introduit ausshé) > hgo défini de maniére analoguehg, mais aveane condition de Dirichlet
supplémentaire ep; =0 :

dom((h)V?) := {u € dom((ho)*/?) : u(x; = 0) = 0} . (5.15)
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Le but de cette section est de comparer au sens de la norme de résolaétatéudécalé
H.y — Ey/e* andh{ . C'est ce qui fait la différence entre ce travail et le résultat de [38]-
Dans ces papiers, la convergence est établseas fortdes résolvante pour— 0.

Puisque les opérateurs o — F; /2 eth agissent dans des espadérentson doit décom-
poser I'espacé{y = L?(£)y) en la somme orthogonale suivante :

Ho = H1 © H1 . (5.16)

Oonnote$H; := {u® Jp : u(rr) € L*(R), Ji(z') : (AT = E1Jh , 2’ = (w2,23)}. Grace a
cette décomposition, on obtient

(Hey — Er /2 + 1) u® Ty = (5.17)
1 2
@ el-0.08,) ~ 10 5 (A + B —1)+%®n W@ T =
[~ @I —0.20.)* + (23/16 + 1)@ [ u® T ,
et on a, dan${-, I'estimation suivante :

(U®jn>1a((En_El)/52+1)v®\7n>1)y}f— < (518)
(U ® Tn>1, (HE,O - -El/f‘:2 + 1) (Y jn>1)y)1l .
Cette décomposition permet de construire une extension adaptée a Ian‘ését\@_l)(hof’) =
(h§ + 1)t (définie a la base dans*(R)) dans I'espace complé{y. Par la suite, on appellera
cetteextension®, (hY).

Dans le but d’obtenir cette extension, on remarque que I'opéréiéls 1) ® I est inversible
dans$;. Ainsi, cette inversion se prolonge par I'opératearonoté0 dans$i-. On définit :

R () =0 +1) " '@Ia0t. (5.19)

La motivation de cette extension provient de (5.16) et (5.18) car lorsgué la résolvante (5.13)
converge vers 'opérateaéro0- danss; .
A présent, on peut présenter le résultat principal de cette partie.

Théoréme 5.3.1.S0it() le tube torsadé ave € C} (R) c’est-a-dired borné. Alors,
|(Heg = Er/e?+ )7 = [0 + 1) @ T @ 0% | = 0(e) (5.20)

poure — 0.

Remarque 5.3.2.En suivant la décomposition (6.27) on divise la preuve du Théoréme en plu
sieurs parties. Pour cela, on introduit dasis @ $i I'opérateur intermédiaire :

2
€T
Hi = [0+ 5+ Cood) @ 1+ 1@ (-A')/e
1 oo
= h€®I+I®6—2@EnPn, (5.21)
n=1
ouC, = ||8T\71||%2(w) et P, := (Jn,:) Jn sont les projecteurs orthogonaux sur les modes

transverses/,,n =1,2,3,....
On noteR.(H§) := (H§ — » I ® I)~! sa résolvante au point dans I'ensemble résolvent et
on noteQ; la forme sesquilinéaire associées.
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Remarque 5.3.3.Puisque l'opérateur(h. + 1) ® I est inversible dans);, alors, de maniére
analogue a (5.19) on définit la résolvante

Rie—qy(he) == (he+1) ' @I 0" . (5.22)

Onremarque qu'en utilisant (5.17) et (5.21), la différence des rés@saue I'on peut récrire
comme suit :

Rp, je2—1y(Hep) — B, je2—1)(HG) = R, je2—1)(He ) (HG — He ) Rp, je2—1y(H;) , (5.23)

est finie dansy; et tend vers zéro (lorsque— 0) dans$H{ , voir (5.18). Ainsi, lapremiére étape
consiste a comparer les opérateurs (5.11) et (5.21).

Puisque de maniére analogue a (5.18) la résolvRpte,.>_)(H§) converge lorsque — 0
vers l'opérateurzero 0+ dans$;, la deuxiéme étapeera la comparaison (au sens propre) de
'opérateur complet (5.21) avec I'opératéur® I agissant dan$; et que I'on définit & I'aide de
la résolvante (5.22) comme "infini" dans le sous-espace complémefitaire

Latroisieme étapeonsiste a prouver la convergence au sens de la norme résolvanigédes o
rateursh. ethy’, ce qui se réduit en fait a une analyse dah&R) et a I'utilisation d’une technique
due a[11].

5.4 Preuves

Comme il est expliqué a la fin de la Section 2, la preuve du Theorem 5.3. visgtaden trois
partie et pour démontrer ce théoréme, on utilise I'opérateur intermédiairk) @t 2 opérateur
h. @ I que I'on a introduit via la définition (5.22). On insére les résolvaiftgs, ;.- (H§) et
R(.—_1)(h) dans la limite (5.20) de la maniere suivante :

[R5, je2—1)(Hep) = R, je2—1)(H§) + + R, je2—1)(H§) — Rz=—1)(n.) +
Ri,——1y(he) = Ry (W)

De cette maniére, la norme d’opérateur de la différence des résolvar} st bornée par les
trois termes suivants :

1R, je2—1)(He ) — By je2—1y (HO)|| + || R(p, je2—1) (HG) — Rz=——1)(he)[| +
1R (=—1)(he) = Ria=—1)(h)I- (5.24)

A présent, on les estime séparément dans les trois étapes qui vont suivre

5.4.1 Premiére étape : estimation dé5.23)

Premiérement, on estime la norme d’opérateur de la différence (5.23)c&auon compare
les formes quadratiques. 4 (voir (5.12)) etQf et on démontre que la differenpe. := Qf — Q. ¢
tend vers zéro lorsquetend vers zéro. Ce résultat permet de réduire le probleme a I'analyse de
I'opérateur intermédiaire (5.21) ou bien de la forme quadratiggle

Dans ce but, on note, ¢ € Ho = L?()) les solutions de I'équation :

F=(H.g—E/e*+1)¢, G=(H5—E1/e*+ 1), F,G€Hop. (5.25)
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On obtient alors pour la différence des résolvantes (5.23) la rejiadisen:
(F, (R(g, je2—1)(Hep) — R, je2—1y(Hp)) G) = Qf — Qe g = me(9,9) (5.26)
ou, la forme sesquilinéaime. (¢, 1) est explicitement donné par
me(9,1) = (¢, Cuo2t)) + (916, 0:0:0) + (0:0:, 1)) — (0-0, 020:1)). (5.27)
Lemme 5.4.1.Lorsques — 0 la forme sesquilinéairés.27)s’estime de la maniere suivante :
Ime(¢,¥)] < & Cm ||Fllagol |Gl F,G € Ho (5.28)
ou ), > 0 est une constante dépendant des solutiansde (5.25).

Preuve Suivant la décomposition (6.27) on représente les fonctionsc Hg pary = ¢ & wli
eto = ¢ © ¢, whereyy, ¢1 € H; ety ¢ € H;-. On obtient alors

me(¢, V) = me(d1,¥1) + me(o1, Y1) + me(d1,¥1) + me(o1, Y1) (5.29)

Premiérement, on montre que.(¢1,v1) = O(e) et m.(¢1,%1) = O(e). Pour cela, on
utilise (5.27) afin d’écrire explicitement

me(¢1,11) = (1, Coo2th1) — (Ord1, 020-101) + (D161, 0-0-11) + (0-0-¢1,01¢1) . (5.30)

Pour calculer les deux premiers termes du membre de droite de (5.30) on utdisnition de
C,, etle fait qued; = u(zq1) ® J1(2') andyyy = v(z1) @ Ji(2'), ou Jq est normalisé & un. On
obtient alors que ces termes s’annulent :

¢17 swl) ( 7'¢170-587'w1
c, / (z1)u(z1)v(2 dml/\jl )|?da’ —/ 2xr)a(zn)o(@)da [10; 7172,
(5.31)

Afin d’estimer les deux derniers termes dans le membre de droite de (5.30)smlas équations
(5.25). En particulier, cela implique qué(z;)u(x1) € L*(R), ou bien :

/ — (0 (9:1/5)) lu(z1)|?dey = / Vu(ey)|?dy < C, (5.32)
RE

Les hypothéses faites séipermettent aux solutions des équations (5.25) d’avoir pour asympto-
tiques
u(ey) = O(e%?) for e -0 and ye K CR. (5.33)

Ainsi, afin d’estimer le troisieme terme du membre de droite de (5.30) on utilise (H.8@nt :

‘(31¢1705 7—1//1 ‘— ‘/ 81U 371 (%‘1/8) V(T dxl/jl 8 jl( )dac (534)

' 1/2 ' 1/2
cw|alu||Lz(R){ / 1<9<y>>2|v<ey>|2dy} go<e>cw|ralu||p®{ / <9<y>>2dy} .

R E
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Envertude (5.25) onéu € L?(R), etl'inégalité (5.34) implique I'estimation (0, ¢1, 0.0-¢1)| =
O(e). De maniere analogue, on obtient I'estimatiend, ¢1, 9111 ) = O(e). Cela permet d’avoir :

me(p1,91) = O(e).

On montre quen.(¢1, i) = O(e)par des calculs similaires. En effet, on a la représentation :

me(1,91) = (¢1, CuoZtpi’) — (0r 1, 020-01) + (0101, 0=0-1) + (020:67, 0107 ).

Ainsi, de maniére totalement similaire & (5.30) on obtient que les teffdes;, o.0,17)| et
|(020-¢1, 017b1)| sont d’ordres et que

( f‘,Cwagz/Jf‘) - (({“)T f‘,a?@ﬂ/}f‘) =0.
A présent, on estime

mg(¢1, UJIL) = (Usar¢1a 311/1%) - (aﬂ'qbl) Ugaﬂﬁf) =+ (31¢1, O'ea‘rw%) + (CUJO-&?QSla 7/’%) (5.35)

Puisquep; = u ® J; andwyi- appartient & I'enveloppe linéaire de @ J,}1, afin d’estimer le
premier terme de (5.35) on considére :

(0687¢>1,81¢f‘) :/Rié(xl/a) u(a:l)alv(:cl)d:cl/8Tj1(x’)js>1(x')dx'. (5.36)

On remarque que l'intégrale (5.36) coincide (& de simples modificationsgwess)intégrale dans
(5.34). Cela mene ainsi a la méme estimation, de 'ordre. @ maniére similaire il vient pour
le troisieme terme dans (5.35) la représentation :

@r1,0.0:08) = [ Drulen) L bar/ula)dn [ A0 Ter@)da’ . (637

ce qui implique que ce terme est aussi d’ordrg). Pour estimer le term@, ¢, 020,11 ), on
utilise les inégalités suivantes :

/Ru(xl);(é(ml/s))Qvl(fL’l)dazl /L087J1($')37j3>1($,) dx’
< e[ Sewprneora ) { [ Loeor et
= a{ [ Lowrmenra) | [ Liwrwera)”

e
< 0(?) C,, (5.38)

[(0-¢1, 020,41)] =

ou la derniére estimation découle de (5.32) et (5.33). Finalement, puisceie);- appartiennent
a des sous-espaces orthogonaux , on obtient pour le dernier t€rméep:, ) = 0.

On note que I'estimation dex (47,11 ) est identique a celle de(¢1, 7). En résumant, les
estimations (5.34), (5.36), (5.37), and (5.38), on obtient une estimationfdera (5.29) pour
les solutions (5.25) e®(¢). Puisque les équations (5.25) menent aux estimations depar les
normes||F||4,, |G|, il vient (5.28). Cela permet d’achever la preuve du lemme 5.481.

Remarque 5.4.2.Par (5.26), (5.28) et en utilisant [30] et le théoreme 1 du chapitre 4 dg [5
(voir annexe 6.4) on obtient le taux de convergence de la norme ditmérde la différence des
résolvantes (5.23) :

IR, /e2—1)(He0) — By je2—1)(HG)|| < € O . (5.39)
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5.4.2 Deuxieme étape

En vertu des définitions de (5.21) et de (5.22) on obtient
Ac = R, je21)(Hj) — Ra=—1)(he) = (5.40)

1 (0. 0]
(he+ DT +1® P, - E) P = [(he + 1) @ T & 01]
=2
PuisqueP,,~1 : $; — 0, il vient A.¢ = 0 for ¢ € 1. Pourg* € $H{- ona:
1 [e.e]
A, ¢t ® 5 P(E, — E)) P, ot (5.41)
n=2

Ainsi, le second terme dans (5.24) s’estime de la maniére suivante :
1R, je2-1)(H§) = Rz=—1)(ho)lrtg=gre9t < €2/ (B2 — Ex) . (5.42)

5.4.3 Troisieme étape

On rappelle la définition de I'opérateur intermédiaire (5.21)

22
__2 <1
he = 8+16+C’a

et on rappelle que I'opératetiy a pour expressior93 + :”1 L dansL?(R) et h& est un opérateur
analogue & plus une condition de Dirichlet supplementalre a l'origine. On note

Riz(he) == (he — k)7L, R (hb) = (b — kD7, k> ¢ o(he).
Cette troisieme étape consiste en la démonstration du lemme suivant :

Lemme 5.4.3.Soith. ho and h{ les opérateurs dang?(R) définis plus haut (voi(5.14). On
note R(ho) := (he — k%)~ R(hY) := (hf — k*)~. Alors, on a

|1 Ryz(he) — Ryz ()| = O(e),

a. Lemme préliminaire

On va utiliser pleinement ici I'astuce qui consistait a changer d’espage passer a I'espace a
poids?#;. En effet, on se base sur la technique de [11] et il est nécessai@ndaite le com-
portement de la résolvante au seuil des énergies. Or, la fonction da @sseciée a I'opérateur
ho (5.14) est connue explicitement et on va donc pouvoir étudier son coenpemt de maniére
directe.

On introduit les fonctions de Green associées aux résolvdites,) et Ry (hY’) comme étant
les noyauxi(ho)(z, y, k%) et R(h) (z, y, k?) respectivement Pour démontrer le lemme 5.4.3 on
a besoin du lemme suivant :
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Lemme 5.4.4.Soitv un vecteur normalisé a 1 et, soieRtet () deux projecteurs tels que

P=(,v)y, Q=1-P, veL*R), supV(p)< oo (5.43)
peR

Soit7 'opérateur de trace (et* son adjoint) aagissant comme suit

7f(z,y) = f(0,y).
Alors
(i)
lim ||R(h0)U€*7P \[U cR(ho) — R(ho)T*TR(ho)|| =
(i)

hm [|R(ho)UZv—=——=vU:R(ho) — R(ho)T*TR(ho)|| =

Vv
(i)

1R (ho)UZ—=Q|| = o(c)

G

Preuve Soit F' la transfromée de Fourier et &1 ! son inverse. On rappelle que

(F®) =50) = = [ e o@da, (o)) = o [ e

On effectue une série de calculs qui seront utiles par la suite :

1 x 1 T
Uep)@) = —zel3) =2 [ 62 -

La transformée de Fourier d’'un noyalis’exprime comme suit :

_ —ipx 1 i
(FXFto)(p m/d:z:e P /RdyX(x,y)\/%/Reqygo(q)dq.

Ainsi, en notanﬁ;‘(p, q) = V2md(eq — p) il vient

(FUZF ") (p) = / Ve 6(eq — p)dq = / U*(p, q)dq. (5.44)
R \/ R
On insére l'identité" F—! entre les opérateufs’ etV et I'on obtient
FUrvE-L = YV 5.45
: NoT: (eq) (5.45)

Afin de démontrer le lemme 5.4.4, on utilise les propriétés de la transformationuilieri=du

termeR(ho)U;\”/P\[U R(hg), R(ho)UXv f\[vU R(ho) andR(ho)7*TR(hg). Plus précisé-

ment, on utilise I'unitarité de la transformation de Fourfriaet oninséerel’ |dent|tAéfF*1 entre ces
termes, on utilise (5.44) et (5.45), ainsi que le fait qyd/ (es)ds = 1 = V27V (0). On a alors
les équivalences unitaires suivantes :

« _ s VED) 5 ViE)
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| R(ho)7*7R(ho)|| = ||(:Fo, Vo) R(o)o Vol (5.46)

ou Ion a notéR/(@ la transformation de Fourier de la résolvaiitéh). ainsi que le fait que
fR es)ds = 1 = /2xV(0).

Preuvede (i). On a uniqguement besoin de montrer, voir (5.46)lgue o H (ho) V(eq) —

movo\| =0. V(aq) converge point par point veﬁs). En vertu de la condltlon (5.43) et parce
que la résolvantd?(hq) est compacte on déduit qmﬁ(ho)o(q)(?(aq) = VE)\ est intéegrable en

g. Ainsi \R(ho)o(q)(f/(sq) - 170)]2 est borné par une fonction intégrable griLa preuve de (i)
s’acheve en utilisant la convergence dominée de Lebesgue, c'@stra-d

e—0

lim qu\%(q)(%q) ~T)*=0. (5.47)

Preuvede(ii). Tout d’abord, on récrifj R(ho)UXv f\[vU R(ho)|| as|[fo FUF LU.F~'7p||. On
utilise la transformée de Fourier &'V F—! )( ) given by\/gfR dqo(q)V(p — q) et en déve-

loppant le calcul, il vienFUe*%F ! fR q))dgq, ce qui fait que le noyaU*V( q) est
donné pae*l/Q@X\/(p, q) = V(elp —q)). AIors, montre la convergence suivante :

tim | R(ho) (p) (V (=(p — @) = Vo ) R(ho)(p)| =0

V(e(p — 4)) converge point par point ver et |R(ho)(p) (V(=(p — 4)) — Vo) R(ho) (p)] est
borné par une fonction intégrable. Comme précédemment, on utilise la cengerdominée de
Lebesgue pour terminer la preuve du point (ii).

Preuve de (iii). On utilise encore une fois l'unitarité de la transformée de Fouriern gus
I'egalité (5.46). On a les équivalences unitaires suivahfé@‘zo)U;\”f( P)%UgR(ho)H et
||roFUX%=(1 — )\%UEF—I?OH. On a besoin de montrer que ce terme est de l'ordre(ed. A

) Ve : )
I'aide des méme oultils que précédemment, on exprime :

(U2VU-¢)(p, q) Z/R‘A/(ﬁ(p—(J))@(ﬁcJ)dq, and (IL.¢)(p) :;T/IR‘A/(W)‘A/(—W)@(QW(J

So, the kerne{ FTI.F~1)(p, q) is given byV (ep)V (—zq). Grace aux hypothéses Uron sait que
zV (x) € L'(R). On a alors besoin de montrer

(@) lim | EPV (20 = VoV (0 — )

e—0 e

| =0 almost everywhere

(b)m2(p)(ﬁs(p> q) — ‘/()‘7(5(]9 —q))

Afin de vérifier le point (a) on applique le théoreme de la valeur moyenest-a-dire, puisque
V(ep) = V(0) +ep V'(62p), V0 € (0,1), alors
V(ep)V(—eq) = VoV (e(p — q) =
(Vo +ep V'(0ep)) (Vo — eq V'(0eq)) — (Vo +e(p — q) V'(0=(p — 0)))Vo
= e(p—q) (V'(0=p)V'(620) - V(00 — )5 ) - (5.48)

—2
. )|?R(hg) (q) borné par une fonction intégrable en p et q



5.4 Preuves 89

Eninsérant le résultat (5.48) dans la limitg, on prouve ce premier point (d). (p) est intégrable

—2 —2
enp etR(hg) (p)(p“¢®)R(ho) (q) pour0d < o, 3 < 2 est intégrable ep et g, donc le point()
est satisfait. |

b. Preuve dulemme5.4.3

Preuve On rappelle que les fonctions de Green associée aux résolantgs ) et ;.2 (hY)
sont les noyauwd(ho)(z, y, k?) et R(h)(z,y, k?) respectivement. En utilisant 'équation de la
résolvante R(hY)(z,y, k?) prend I'expression suivante :

R(h()D)('Tv Y, kQ) = R(ho)(l‘, Y, kQ) - CkR(hO)(x> 0, kQ)R(hO)(Ov Y, k2)> Ck = 1/’/“0(0, 0, kQ)

La fonction de Greeny(z, y, k%) a pour expression

1
R(ho)(z,y,k*) = ZA Wn(@)Un(y), A =aln+3), (5.49)
ou I'on note
1 2
_ —x*/32
Up(x) = \/77'2”7116 H,(z). (5.50)

En utilisant I'équation symmeétrisée de la résolvante, on expfitie ) comme
1
R(h.) = R(hg) — R(hO)U*\F T(ek)VVU.R(ho), (5.51)

ou I'on appelleT’(¢k) le noyau suivant

1 —1
T(ek) = <1 + 52WU;R(hO)(/f)U;W) . (5.52)
Grace a un changement de variables, on a
e *U.Ry2(ho)UZ f = | R(ho)(ex, ey, k*) f(y)dz dy. (5.53)
R2

Dans un premier temps, on montre que I'on peut décomposer le noyauéb.B23omme de deux
termesy, etet; que I'on définira plus bas, plus;),qui désigne les termes d’ordre supérieurs ou
égal &?2. La partie la plus importante de la preuve réside dans le fait que la transfolerfé@urier
dec /2 R(hg )U*tl/2 i =0,1,(2) estde l'ordre de(s) ce qui a pour conséquence que les termes
t1 ett(y) ne contribuent pas dans la limitgemps vers zero. En effet, formellement, on a:

/ L R(ho) (@, 9 2)UZ f(y, 2)dydz = / R(ho) (e, ey, k) f(y, 2)dydz
R2€ R2

qui tend versf,, R(ho)(z,0,k?) f(y, z)dydz lorsques tend vers zéro, alors quéVté/z tend vers
une constante.
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Ainsi, on commence par montrer qiié=k) est inversible. Plus précisément, on récrit le noyau
1/e2U*R(ho)(z,y, k?) en utilisant I'équation

R(ho)(w,y; k%) = R(ho)(0,0, k) + Z.V R(ho) (0,0, k%) + Z.V*R(ho)(0,0,k*).Z + O(|z|*)
et la définition de la fonction de Green, voir par exemple [37]. Il vient :

= 2\ _aJ:R(hO)(x7 Yy, k2) + ayR(hO)(377 -vY, kQ) if y S xr
VE(ho)(x,y, k") = { —0u R(ho)(—,y, k%) + O, R(ho) (z,5, k%) i y>a

Ona
Z.VR(ho)(0,0,%%) = (8,R(ho)(0,0, k%) + 9, R(h0)(0,0,k%)) |z — y|.

Ce terme n’gas de singularit¢pour k? proche de zéro et ce grace aux propriétés (5.50). Puisque
I'on a montrer queR(ho)(z,y, k?) = a + blz — y| + O(|z?]), a,b € R, alors,

\/VR(}L())(E.%, €y, ]€2)\/‘7 =cP+ 5M1(£7 y) + M(Q)(xa y)7
ou
(. VVIVV
V1]
et M) (2,y, k) := V'V R(ho)(ex, ey, k*)VV — cP — My = O(|e*z?%|). On remarque également
quee M (z,y) = Mi(ex, ey).

En utilisant la formule de Taylor-Young et I'expression de la fonction dee@y voir (5.49) et
(5.50) on obtient

P = , c=a|[V|l, Mi(z,y) =0WV]z—yVV,

M (ex,ey) = VV R(ho)(ex, ey, k*)VV — ¢P = o(1).

Le terme vV U.ro(k)UsVV dans (5.52) esD(1) enc et il en est donc de méme poiiek).
En effet,

(1+ VVR(ho)(ex, ey, K*)VV)™ = (1+4c¢P)7! (1 —eMi(14cP) ™ — Moy (1 + cP)1).

En récrivant(1 + c¢P)~! comme la somm& ;2 ,(—cP)*, et en développant ce terme, ofila+
cP)~! = Q + ¢ 1 P. Ainsi, T(¢k) se décompose comme la somme

T(ek) =tg +et1 +O(e?), to=Q+ %P, t1=(Q+ %P)Ml(Q + %P). (5.54)
Dans I'étape suivante,on démontre les deux convergences suivantes :
éR(hO)U;\FVtO\FVUER(hO) — CR(ho)(x,0,k*)R(ho)(0,y, k%) and éR(ho)foﬁthxﬁVUgR(ho) — 0.
Onrevienta (5.51) et (5.54), eton a

R(he) = Rlho) ~ 5 RUW)UVY (to(k) +cti (k) + O(K)) VVU-R(ho)

= R(ho) — gi?R(ho)U;\/V <Q + g +e(Q + g)Ml(Q + g) + 0(62k2)> VVU.R(ho)
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Ainsi,
lim [ B(ho)— B(ho)|| = lim || R(ho)U* VT LA VU R(ho) ||~ R(ho) 7+ R(ho)
e 1 e 01 = I Wea TH0) B VYoV He 0 R (o) (0, 0, k2) V10T TR0

En utilisant le point (iii) du lemme 5.4.4 et le fait quié; est borné, on a
leR(ho)UZVVQVVU:R(ho)]l,
le™" R(ho)UZVVQM1QVVU.R(ho)|

et
P
e R(ho)UXVV QM - VVU.R(ho)||

tend vers zéro lorsquetend vers zéro. A I'aide du point (i) on montre que
|R(ho) — e 2 R(ho)UsNV P/ VU-R(hy)||

converge vers zéro et la preuve est faitli

5.5 Remarques et conclusion
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FIGURE 5.2: Un exemple de guide localement courbé et torsadé

Dans ce papier, on s'intéresse a la question de convergence auesknsatme résolvante
de I'Hamiltonien a une particule dans la limite du rétrécissement du guide d’d¢rfgela mise a
I'échelle de la torsion. La question de la validité de la convergence en nésokvante et I'idée de
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e

cette partie et du papier associé (voir [31]) sont di a Pierre Ducloaved Brecifik. Ce probléeme
était explicitement résolu dans [42] puis traité dans le contexte des gumededjuantiques fins
dans [63], sous des conditions de régularité différentes de cellesesuidié

La stratégie en trois étapes de la preuve présentée ici donne un tawnvdegemce de 'ordre
dee vers I'opérateur limite

Apparemment, il ne s’agit pas d’'une estimation optimale. De plus, une desouasverte est
celle de la relaxation des conditions du théoreme principal de cette sectiomd@raoptimiser
ce taux de convergence. Un des autres aspect consiste a comfiaretragegie et ces conditions
avec celles de [63]. La compétition entre la torsion et la courbure, voir aefigest aussi une
guestion ouverte qui mérite une attention spéciale. Des progrés dansicattion ont été fait a
I'aide de la technique de I'inégalité de Hardy voir [39] et semble étre unadbase pour étudier
ce probléme.



Chapitre 6

Annexes

6.1 Généralités

6.1.1 Guides d’onde : courbure, torsion, repere de Frenet

Dans cette section, on donne quelques généralités concernant lesdjaitliess quantiques
et leur déformations ; on considére en particulier la torsion et la courBotg cela on s’inspire
fortement des papier [15] et [39].

Comme on I'a dit dans l'introduction, I'étude du Laplacien de Dirichlet dansuime infini
est un excellent modeéle pour les structures de dimensions mésoscopilgsdesaguides d’'onde.
L'étroite relation entre la géométrie du tube et le spectre du Laplacien de Birésocié fait
partie des principaux problémes de géométrie spectrale.

Soits — I'(s) une courbe (de référence) unitaire infinie d&isOn appelles: la courbure de
T". C’est une fonction continue et paramétrée par la longueur d’'ar®R. Elle est définie par

ko= [1(s)]

On suppose que la courligs) estC'—lisse et possede un repére de Frenet approprié. Ce repére
est un repére mobile qui évolue le long de la courbe). Les vecteurs de la base de Frenet sont
lese;, i = 1,2, 3, linéairement indépendant, positivement orientés et avec les propridtastss :

(i) e =T,
(i) Vi =1,2,3, e; € CYR,R?),

(iii) ey := f‘, e = /ﬁ’lf‘, ez := e X es.
Les vecteurs de la triadge, e2, e3} sont respectivement appelés les vecteurs tangent, normal et
binormal. Bien évidemment, on suppose que la courbure est strictemenigositi

Dans le cas du tube droit défini ci-dessous, on choisira un repestacdmdéquat.

Sila courbd” est une ligne droite, c’est a dire que la courbure est nulle, alors aritdéfiube
"droit" et on I'appelle©ly) = R x w le domaine ouvert borné d&¢—' de sectionv et construit a
partir deI". On appelle le Laplacien de Dirichlet I'opérateur :

—A% dans L*(Q), (6.1)

93
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On appeller la torsion ddl”, fonction définie par la formule de Frenet-Serret :

€1 0 k 0 e1
e | = -k 0 7 €9 (6.2)
6'3 0 —7 0 €3

Soit un ensemble ouvert borné Bé-1, on définit le tube courbé et tordu = R x w olw est la
section et dont le centre est la coulheSoit le Laplacien de Dirichlet dans le tube déformé :

—A$, dans L?*(Q), (6.3)

On introduitd : R — R une fonction lisse d€'! et la matrice de rotatioR? : R — SO(3)
définie comme suit :

1 0 0
RO= [0 cos® —sinf (6.4)
0 sinf cosf
Ainsi, on crée un nouveau repere tourner d’'un argle repére de Frenet assogié , e, e3} et
les vecteurs de la nouvelle base s’exprime comme suit :

3
e :=> Riej, (6.5)
j=1

oURY; sont les éléments de la matriR¢. En utilisant la définition de la bage!, €f, ¢} et de la

matrice de rotatiorR’ on définit la carteC : Qg — Q, telle queQ = L(R x w) et définie comme
suit :

3
L(s,t):=T(s)+ Z:Uje?(s), Tj EwW (6.6)
=2

La métrique induite pat est alors :

h? + h% -+ h% ho hs
G= ho I 0 (6.7)
hs 0 1

avech(s,z') = 1 — (zgcos0(s) + z3sin0(s))k(s), ha(s,t) = —w3(7(s) — 0(s)), eths(s,t) =
xo(7(s) — 6(s)).

On exprime le Laplacien (6.3) dans le systéeme de coordonnées assodifeamalphisme
(6.6) et en utilisant I'inverse de la métrique (6.7) (dont les éléments sont'igsGrace a (6.6),
on identifie I'espace de Hilbet?(Q2) avecH = L?(, G). En remarquant que d&t) = h, on
définit le produit scalaire dar¥g par

(¢a @Z))H = ¢(S,x’)h(s,x’)¢(5,m’)d5 dz’.
Qo
Il vient que le Laplacien (6.3) dans?(Q2) est unitairement équivalent a I'opérateur associé a la
forme

QY] = (91, GH ;)
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6.1.2 Espaces de Sobolev et espaces a poids
a. Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont les espaces des solutions d’équatiaiésiages partielles el-
liptiques et paraboliques. SoiefitC R™ un ouvert quelconque et un entier naturel positif. Soit
Def la| < kla"a—ieme dérivée partielle au sens des distributions et soit I'espace de luebesg
LP,

WmP(Q) ={f € L(Q)/Df € LP(Q)}.
Un espace de Sobolev est donc un espace vectoriel de fonction mlanndeme||f||wm.» qui
est une combinaison de la normhé de la fonction et et de celle de ses dérivées, de la maniére

suivante : }
p
| fllwme = { (ZOS\a|<m HDafHIip) , 1<p<+4o0

ma)@ﬁ\a|<m”DafHL°°, p =400

Muni de cette normé}y P ({2) est un espace de Banach, et, lorspest fini, il est aussi séparable.
Dans ce cas ld)y™P(Q2) est identifié a la fermeture de I'ensemble

{f € C™( )/ fllwm> < o0}

pour la topologie de la normg. ||y=.». C"(2) désigne I'espace de Hdlder des fonctions de
classemn sur(.
Dans le cap = 2, L'espace de Sobolev

W™ (Q) = {f € LP(2)/Df € LP(2)}
est un espace de Hilbert dont la norme induite est le produit scalaire

(f,Dwmey =Y (D*f,D) 120
0<|ar|<m

Dans ce cas-la, I'espace de Sobolev est souvent noté

HE(Q) = WR2(Q).

b. Trace d’'une fonction sur un espace de Sobolev

Soits > 1/2 et un ouvert de frontiéré<) suffisamment réguliére ; par exempi$) unifor-
mémentC™, m > s. Dans le cas des espaces de Sob®lé{(2), on définit 'opérateur de trace
I'opérateur qui associe a une fonctiare *(£2) sa restriction sur la frontiere de, c’est-a-dire
qui agit comme suit :

TIHIQ) — W2

u — TU = U‘BQ'

Techniquement, 'opérateur de trace est tout d'abord défini poufodesions indéfiniment déri-
vables, puis par continuité, on étend sa définition a6ut?).
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c. Espaces de Sobolev a poids

Soit un espace ouveft C R", soitl < p < oo etk un entier positif.Soitv : R™ — [0, 00)
une fonction non négative et localement sommable. La fonctiest appelé upoids. Tout poids
w donne lieu a une mesure dans un sous espace mes#rablR” via I'intégration. Cette mesure
est également notée Pour toutF, on a

L’ espace de Sobolev & poids ou pondéoéé W*»(Q, w) est constitué des fonctionsde "a-
iemme" dérivéeD f, |a| < k, et qui satisfont

1/p

1 lwenw = | D /Q!Daflpwda: < o0

o<k

Comme on I'avu dans la section précédente, les espaces de Sobolevidas®pt les espaces des
solutions pour les équations elliptique et parabolique, alors que les sgp@a&»bolev pondérés

apparaissent dans des cas ou l'ellipticité est perturbée, c’'est-aadiex@mple qu’une perturba-

tion ou une singularité apparait via les coefficients de I'opérateur diffi@ecorrespondant.

6.2 Annexe du chapitre 2

6.2.1 Définition

Dans cette section, on donne les définitions clés utiles pour les démonstm@ieantées. On
se base sur les livres références [37], [61]...

a. Coeur

SoitT : X — Y un opérateur fermable de domaih¥T'), c’'est-a-dire un opérateur qui
posséde une extension fermée. $4(f") le sous ensemble d€ x Y constitué des éléments de
la forme{u, Tu},u € D(T) et qu'on appelle le graphe associé a I'opératButorsqueT” est
fermable, il existe un opérateur ferriiéappelé la fermeture dE tel queG(T) = G(T). T estla
plus petite extension fermée de

Définition 6.2.1. SoitS un opérateur fermé. Pour tout opérateur fermafleel queT = S son
domaineD(T') sera appelé un coeur pout.

b. Propagateurs, opérateurs d’onde

SoientA et B deux opérateurs auto-adjoint sur un espace de Hilye8oit P,.(B) la projec-
tion sur le sous espace absolument continisde

Définition 6.2.2. On appelle opérateurs d’'onde et on les nBte( A, B) les limites fortes, si elles
existent, suivantes : 4 4
Q:L(A,B)=s— lim e 8P, (B)

t—Foo
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6.2.2 Démonstration du lemme 2.4.2
On rappelle le lemme 2.4.2 :

Lemme 6.2.3. (i) La limite Q, 7.(t) := lims_ Q, 1(t,5) existe et est appelée I'opérateur
d’'onde.
(i) La limite limg Q;L(t, s) existe et est I'adjoint de I'opérateur d’onde.

Preuve de (i): on réécrit (2.37) sous forme intégrale :
t ~
1(t5) = 1= [ Quuter )V~ s (6.9)

ou lel désigne l'identité sut{ ;. On définit a présent I'applicatiow, , surA := L>®(R_, B(Hr))
comme suit

Vn,LIA — A

t ~
X - <5 — —i/ X (r)x(nr)Vy,L(r — t)dr) (6.9)
S
On a donc pout fixé :
Qn,L(t7 S) = idq.LL + Vn,LQn,L(tv S) <
(tdg = Vo) r(t,:) = 1g=:1 (6.10)

ou 1 4 désigne la fonction del constante et égale a I'identité sHr, ; par la suite cette fonction
sera notéé. Une fois la convergence de la série de Neumann donnée par
o0
(V)14 (6.11)
k=0
établie, on vérifie facilement que la somme de cette série est la solution de. Gri@Frifie
maintenant cette convergence.
On estime, pour tout € R et pour toutk € N fixés :

((VmL)k 1) (s) = (=i)f /t dTlX(m’l)/t dT’QX(TM)-‘/t drx(nry) x

S 71 Tk

Von(rk =) Vyp(r1 — 1) (6.12)
t t t

/ dry x(nm)| / dra |x ()] .. / dry () [V

S T1

Tk

(@2 1) )

IN

k
t
(vl D)) )
- k!
Chaque terme de la série est donc borné par le terme d'une série carneerd’ou

L k
o & (vl f¢ ) ar)

k!
seR_ k=0

(6.13)

IN

> e
k=0

< GVEll [t Ixmldr (6.14)
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x(nr) est une fonction dé&!(R_) donc la série converge uniformément par rapportat dans
R_ en norme dangl car A est complet. On a pour toute R

Qurlt,)=> (Vo) 1 =0, Lt )U(.,1) (6.15)
k=0

En outre chaque terme de la série étant continu par rappodans la norme dé(H ),
Q, (t,-) est donc continue en norme.

On montre a présent que I'opératéwy 1 (¢, s) converge en norme lorsquetend vers moins
Pinfini.

S/

[Qn,(t ) = it s)]| = Q1 (t,7) Vi, (r — t)x () dr

< vl / ()] dr

e g (6.16)
Preuve de (ii): par un raisonnement identique a celui présenté dans la démonstratianrde le
2.4.2 on peut montrer que l'adjoint de I'opératéuy (¢, s)* a bien une limite e = —oco. En
effet,
1052 1 (t,8) = Vorn(s — )2 (L, s)x(ns) (6.17)
Ainsi .
;,L(t7 s)=1 —l—i/ X(TIT)Vn,L(T — t)Q;yL(tJ)dr (6.18)

On regarde a présent la série de Dyson pour I’adﬁ)j‘,m(t). (2.37) devient :

T1

] t
e = 30 / drax(mr) V1 =1) [ drax(ra)Vyu(ra — ..
0 S

t
/ dripx(nry)Vy,o(ry —t)

I
Mg

VrED(s) (6.19)

el
Il
o

On démontre de la méme maniére que en (6.13) que chaque terme de la séiaé&st b

. (S ar o 2
H((Vn,L> 1) (S)H < A (6.20)

Finalement, la série converge pour teut ¢t dansR_ en norme dangl :

k
o0 < (VL [ Ix(pr)| dr
S lont] < a3

seR_ E—0

VLI SE o IxCr)ldr (6.21)

IN



6.2 Annexe du chapitre 2 99

On apourtout € R:

=Y (V)" 1= Ut YUy (1) (6.22)

k=0

Chaque terme étant continu emlans la norme d&(Hy), 2} ; (¢, .) est donc continu en norme.
On montre a présent que I’opérat@{h(t, s) converge en norme lorsqueend vers l'infini.

1.0t s) = )| = Vo (r = )0 (¢, r)x(nr)dr

|VLH/ o) dr

S (6.23)

IN

Remarque 6.2.4.Grace aux deux démonstrations précédentes, on a montré que poyrto0

1. Chaque terméV, 1)*1 ou (V;; ;)*1 est borné uniformément par rapportsat et L. En
outre, il est convergent lorsque— —oo uniformément par rapportac R_ etL > 0. En

effet
(Vo.)F1)(s) = (VL) 1)(s)] < / / drx(nr)(Vh 7' 1)(r)
< |/ xtmar| sup 10,0010
; (IVil fo. xtoryar)
< /s x(nr)dr = 1)
2. De méme les séries suivantes
Sollonta| et 3| (6.24)
k=0 k=0

sont convergentes lorsque— —oo uniformément par rapport ac R_ et L > 0.

6.2.3 Preuve du théoréme 2.4.6

Théoreme 6.2.5.La matrice densitg,, 1 (¢) défini en (2.43) est I'unique solution de I'équation de
Liouville au sens de la norme trace

Le lemme suivant permet de faire la preuve du théoréme 2.4.6.

Lemme 6.2.6.Soit | un ouvertd® et f : I — B1(H) une application. Si (i) f est différentiable
dans la topologie forte d&(H), (i) f' € C°(I,B1(H)), alors f est différentiable au sens de la
norme trace.
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Preuve: par hypothéses sytron a :

flt+71)— f(t 1 [T

FEAD =IO iy = L [T as (pe 1) - 1) (6.25)
T T Jo

Cette formule est valable au sens fort 8#{) et pourr assez petit de tel sorte qltet + 7[€ I.

Tout les termes dans cette expression sont a trace. En particuliers, le erdendnoite est a trace

car d'apres les hypothéses gurf’ est continue sur le compagt ¢ + 7|. Ainsi, la continuité de

/' au sens de la norme trace implique

Hf(tJrT)—f(t)

T

— f'(t)

< sup Hf +s) — f’(t)Hl -0 1 (6.26)
1 0<s<T
Preuve du théoréme:
Etape 1) On montre qus, 1. (¢) défini en (2.43) est solution de I'équation de Liouville au sens de
la norme trace.

(i) On sait quep,, 1.(t) est dérivable au sens fort.

(if) On doit montrer que@'M est a trace et est continu sBy(? ) . Cela revient a montrer que

[(H,,1(t), py,r(t)] est a trace et est continu sBf(# ) (lemme 6.2.7).

Lemme 6.2.7.Les expressions,, 1,(t)p,,1.(t) et p, 1 (t)H, 1(t) et par conséquent le commuta-
teur [H, 1.(t), py,.(t)] sont a trace pour tout < 0 et sont continus ehdans la norme trace sur
R_.

Preuve.(a) On montre quél, 1(t)p, 1(t) est a trace. Pour cela on introdd, := (Hy + 1)~!

la résolvante dd{;, (voir remarque 6.2.9). On rappelle qég, ne dépend pas du temps et que
x(nt)Vr est borné et symetrique. Ceciimplique que le domaingge(t) est le domaine dé/;,.

On décompose

Hyr()ppL(t) = Hyp(t)Qy () R(Hy + 1)L (1) (6.27)
HpQy (O RL(Hr + 1) f 1 (t) + x(nt)Vipy (1)

(6.28)

Qy ;(t) est unitaire est bornéH, + 1) f1, est a trace. DonCH, + 1) fr$; ; () est a traceR,
envoit dans le domaine dé;, donc deH,, 1.(t) et2, r.(¢) conserve ce domalne Gréce au théoréeme
du graphe fermé on conclut qu€; €2, 1 (t) R, est borné. Le produit d’'un borné par un opérateur
atrace étant a tracél p, 1.(t) est a trace. De plug(nt) V7, est borné par hypothese syet Vi,
d'ou x(nt)Vipy, 1 (t) estatrace. On en conclut qik, 1, (t)p, 1.(t) est a trace.

(b) On montre a présent qué, 1,(t)p,,(t) est continu dans la norme trace. Pour cela on utilise
le lemme suivant :

Lemme 6.2.8. Soit I un intervalle ouvert de&R, A : I — B(#) fortement continue suf et
B c C%I,B1(H)), alors, AB € C°(I, By (H)).

Preuve du lemme.soit C'(t) := A(t)B(t), C(t) est a valeur dan8; () carB;(#) est un idéal
deB(#H). On considére(h) := C(t + h) — C(t) ethg > 0 tel que|h| < hg impliquet +h € I.
CommeA est fortement continue, on sait qu'il existe kin< hg tel que :

M = sup ||A(t+h)|| < oo
[h|<ho
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Comme
D)y = NJA(E+h)B(t+h) — A(t)B(t)]];
= [[(A(t +h) = A@)B@)[l; + [[AE+ R | B(t + k) = B()]
= ||(A(t+h) — A(t))B(t)||, + Me (6.29)

ou hy(e) > ha(€) > |h|, ethe estle module de continuité de(t) ent. CommeDB(t) est a trace,
on peut I'approximer par un opérateur de rang finiae prés :

D)y < [I(A(E + h) = At)) Fll, +2Me+ Me

CommeA est fortement continu, on peut trouvertel que|k| < hs(e) implique||(A(t + h) — A(t))B(t)|; <
e.

On sait qug Hy, + 1)fLQ:]7L(t) est continu dans la norme trace. On a d'aprés (6.2.6) :

sup [ H8y, . (8) Rr|| < o0

etvVu € Hr, H Q1. (t)Rru est continu sur doifi;,. En appliquant le lemme 6.2.8 on a que
Hppyr(t) estcontinu dans la norme trace. (6.30)

On a aussi
Xt)VepnL = x(t)Vey o fL 1, Ix(nt) V| < oo (6.31)

Ainsi, en appliquant le lemme 6.2.8, il suit que
x(nt)Vrpn, estcontinu dans la norme trace. (6.32)

On conclut grace a (6.30) et (6.32) qHg. 1.p,,1.(t) est continu dans la norme trace.

(i) On utilise le lemme 6.2.6 pour conclure que () est dérivable au sens de la norme
trace.
On peut conclure que la matrice dengité, (¢) satisfait bien I'équation de Liouville dans la norme
trace i

Etape 2) On doit montrer qus, 1. (¢) satisfait la condition limite donnée en (2.33), c’est-a-dire
que l'on alim; ;o ||y, () — fz||; = 0. On calcule :

190,28 fL,L ()" — fil;
= Q) fr( Q) = 1) + (2 (t) = D fLll;
< L) fL (e () = DIl + ||( L) =Dl
2900 (6.33)

L(
L(

)

Etape 3) On montre a présent quer, () défini en (2.43) est 'unique solution de I'équation de
Liouville. Soientp; () et p2(t) deux solutions de (2.31). On appelé(t) := p1(t) — p2(t). On
rappelle que I'on a I'expression de :

Q1 (t) := Qy,£(0)Up,(t,0)
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ouU,.r(t,s) est défini en (2.4.1)2, 1.(t) verifie :

deL(t) _ i

dt nvL(t)QmL(t)

On a alors, pour toui, v € domH,

DW= (@, (00 (O (0) — £1)2,(0)0)

ds?
Ly, (L1 1 — fL)Qn,L(t)U)> +

d
QL (t)u, T (QlﬂlﬁnL fL) Qn,LU> +

d)
Q. (Lo — fr) nL)

d
Q1 (t)u, at (Qn,Lme;,L - fL) Qn,LU>

+
TN 7 N7 N7 NN

dQ* dp1 dQnL
u, < o plﬂmL + Q5 L o QuL+ Q5 Lo p ) v>

u, (iQmLHn,LplQn,L + ZQn,L [pl, Hn,L] Qn,L — iQ:;,LHn,LQn,L) ’U)
(6.34)

o~

Comme le résultat est zéro, on peut I'étendre atoute Hy. p; et p, satisfont respectivement
la condition initiale donnée en (2.33) :

im pi(t) = fr

i po(t) = fr
Ainsi,
im [lp1(t) = pa(®)ly < T [lpr(6) = frlly + Tim oot = fully =0

On en conclut que; (t) = p2(t). §i

Remarque 6.2.9.0n a introduit les résolvante®;, et R, 1 (t) des opérateurdi;, et H, 1 (t).
Sans restreindre la généralité et pour des questions de lisibilité, on a dtaims les deux cas
—1 comme parametre spectral. On a donc supposeé flyeet H, 1(t) sont strictement bornés
inférieurement par-1. Les résultats restent valables dans le cas d’'un parameétre specthl ré
plus petit que-1.

6.2.4 L'état dans la limite de volume infini

Un ingrédient trés important de cette section est la convergend&; deers H au sens fort
généralisé c’est-a-dire :
s — hm (H, —2) ' =(H - 27! (6.35)

L—o0
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()Convergence de la résolvante

Pour établir 6.35 on a choisi d'utiliser un résultat classique, voir le corelthié du théoreme
VIII.1.5 de [37], qui nécessite de disposer d’un coeur approprié flolDn commence cette sec-
tion par la construction de ce cceur.

Proposition 6.2.10.11 existeny € N tel que 'ensembl® suivant soit un coeur pout :
D :={xg,u, u € dom H, n > ngy} (6.36)
ou la suite dedR?,, est définie comme
R,:=2", neN (6.37)

et elle vérifie
m<n = XRn,XR, = XBRm- (6.38)

Preuve :voir la partie Annexes 6.2.5.

Proposition 6.2.11. La résolvanteR;, définie comme?;, := (H + 1)_1 converge fortement
versR := (H + 1)~ ! lorsqueL tend vers l'infini.
Preuve :on utilise le corollaire 1.6 du théoréme VIII.1.5 de [37].

1. En effet,H , et H sont autoadjoints

2. D estun coeur pouH.

3. Onva démontrer que pour tautlans le coeuP de H il existe unL > 0tel queHu = Hu.
Par définition deD, pour toutu € D

xr, € C5°(R),v € domH,u = xR, v.

Soit L tel quesupp xr, €] — L, L[. Alors on a immédiatement que € dom Hj et que
Hru = Hu.
Cela permet de conclure que la résolvaRtedéfinit commeR; = (H + 1)~! converge forte-
ment vers la limiteR = (H +1)". i
(ii) Convergence de I'opérateur d’onde et de I'état dans la limite de volufime in

- _ — -1
Lemme 6.2.12.La fonction de Fermi-Diracf; définie parf; = <1 + eﬁ(HL*”)) converge

fortement verg® = (1 + ¢#(H=1) " lorsqueL tend vers linfini.

Preuve : on sait que I'HamiltonienH;, converge fortement, au sens de la résolvante, ¥&rs
lorsque L tend vers linfini. On rappelle qug; désigne I'extension par zéro dfg a tout? .
Comme la fonctionf,(z) = (1 + eff(’f—”))_1 est bornée on peut utiliser le théoréme VI11.20(b)
de [58] pour montrer qug;, converge vers la limitg lorsqueL tend vers l'infini. Ainsi, f;, =

(1 + eBfHe=1)=1 converge verg = (1 + #H=1))~1 et le lemme est prouvill

Afin de déemontrer la convergence dans la limite de volume infini de la matricé&élems a
besoin d’introduire les opérateurs suivants dont on va montré I'existans le lemme 6.2.18 :
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Définition 6.2.13. On définit les opérateurs suivants :

Q) =3 (W) 14, @) =D (V)" 14, (6.39)
k=0 k=0
ou
¢ ¢ ~ ~
(Vn)k 1y:= (—Z)k/ drlx(m’l).../ drix(nre)Vy(re —t)..Vy(r1 — t) (6.40)

Remarque 6.2.14.0n a utilisé I'abus de notation suivant :

(V)1 = ((Vy)"1)(=00).
La preuve de I'existence de cette limite est faite dans le lemme 6.2.18.

Définition 6.2.15. On appellep,, I'opérateur suivant :

pn = (1) 4 (2) (6.41)
Proposition 6.2.16.La matrice densitg, 1 () définie par
pn.r(t) = QL (t)FL Y £ () (6.42)

converge fortement vers l'opératepiy(t) := €, () £, (t)*.

Preuve. pour faire la preuve de la proposition 6.2.16 on doit tout d’abord démolesedeux
lemmes suivants :

Lemme 6.2.17.L’opérateur?n,L(t) définit comme

7’)7L(t) = eitHL ‘_/Le_itgL

<

converge fortement vers ~ ‘ ‘
V77 (t) — eth Ve—th

pour toutt fixé lorsqueL tend vers l'infini.

Preuve :d’aprés le lemme 2.4.10, on sait qig converge fortement vefi§. CommeH 1, converge
fortement au sens des résolvantes vE@rgiuandL tend vers l'infini on a d’'aprés le théoréme
VI11.20. (b) de [58] queexp(+itH) convergent fortement verscp(+itH) et ceci pour tout
fixé. On a ainsi prouvé ce lemnig.

Lemme 6.2.18.L'opérateur d’ondef?,, ;(¢) et son adjoint,, ,(¢)* convergent respectivement
vers les limite€2,,(¢) et(2, (¢)* lorsqueL tend vers linfini.

Preuve.
(i) On écrit tout d’abord, pour uk entier positif ou nul fixé un terme de la série de Dyson pour
Q,, (t) alaide de la série donnée en (2.37), (6.8), (6.12) et (6.15) :

> k
(lel) (—o0)
=: (Vn,L)k 1 (voir les remarques 6.2.14 et 6.2.4)

- / drix(nr).. / drx )V (e — £).e V(1 — 1)

—00 Tk
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Gréace au lemme 6.2.17 on sait que pour t@Qui-, ... X (771)...x (1K) Vo (re —t)..Vy p(r1 —

t) converge fortement verg(nr1)...x (1) Vo (ri — t)...V; (r1 — t) quandL tend vers l'infini. De
plus on sait que cet intégrant est borné par une fonction intégrableeqigpend pas dg, voir

(6.20). Ainsi, par le théoréme de la convergence de Lebesgue, onrappibk fixe :

(Vo))" 2 (1) (6.43)

quandL tend vers l'infini.

(i) De plus on a démontré (voir la remarque (6.2.4)) que la s{e’{niqu)k}k est bornée par une
série convergente indépendanteldedonc d’aprés le théoréme de la convergence dominée on a
la convergence forte suivante

> ) 1 EE Y )
K K

L'opérateur d'ondé,, 1, (t) converge donc fortement vers un opérateur que I'on appsi(e)
défini en (6.39).

Par un raisonnement identique on prouve que I'adjoint de I'opérateadd’converge vers la
limite 27 (¢), voir (6.39) lorsque. tend vers linfini. i

6.2.5 Construction d’'un coeur pour H
Soit (2 un ouvert connexe d&?, ¢, la forme quadratique de domaif&}(2) définie par
tolu] := ||Vu”2

Elle est positive et fermée éf 'opérateur a.a. associétgest appeld’extension de Friedrichs
de —A ou ce dernier est d'abord défini sGf°(2), voir [44, VI1.3]; on rappelle que&3e(€2) est
un cceur pouty. Soit

1 siz| <1 o d
x1(z) = { 0 silz| > 2 et xg(x):= Xl(ﬁ)v zeR (6.44)
et on introduit la suite des
R,:=2", neN (6.45)
qui vérifie
m<n =  XRnXRn = XRm- (6.46)
Lemme 6.2.19.L’ensemble suivant :
Dy := {xRr,u, u € dom Hy,n € N} (6.47)

est un cceur pouH,.
Preuve.Soit 'ensemble

Dy := {xu, u € dom Hy, x € C(R)}.

Etape fil : Dy C dom to. On rappelle queélom ¢, est la fermeture dese () dans la topologie de
H(2). Soitu € dom H, doncu € dom ¢, et par conséquent il existe une sijte, },, C C5(£2),
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tel queu,, — u dansH!(£2). Or six € C3°(R?) alorsyu, € C§°(£2) pour toutn et yu,, est de
Cauchy dang{! puisque

Ix(um = wn) 1§ < lIxlloolltm — wnllf + 211 (Vxlloolltwm — wnll*.

Donc la limite dexu,, existe, appartient dom ¢ et vautyu. Cette derniére affirmation est une
conséquence de, — u simplement impliquecu,, — yu simplement

Etape 12 : Dy C dom Hy. On rappelle que
dom Hy := {u € domtg, Au € L*()}

ou A doit étre compris au sens des distributions. Conyme C§° (R%), X|, €st une distribution
réguliére sui?, voir la premiére définition de la section 1X.10 de [59]. Dope € D'(92), les
distributions suf). Par ailleurs au sens des distributions

Axu = (Ax)u + 2VxVu + xAu € L*(9Q).

Etape A3 : L'ensembleD, n’est pas un sous-espace vectoriel. Par cofiyeen est un car :
Va, p € C,
auxg,, + Buxr, = (cu+ pv)xg, Sim=n

et
auxr,, + Buxr, = (cuxr,, + Pv)xr, Sin>m

parce qu’on vient de montrer q@) C dom Hj et parce qU&R,,XR,, = XR., -
Etape 1i4 : Dy est un cceur pouly. Soitu € dom Hy on a de maniére évidente

lim ||y, u —ul =0.
n—00
Puis

[Au(l = xr,) | < [(=Axr,)ull + 21V xR, Vull + (1 = xR, ) Aull
< R Axalleo + 2R VX lsolVull + (1 = xr,) Al

tend vers zéro lorsque — co. i

Remarque 6.2.20.Dans la preuve d®, C dom t, on aurait pu essayer aussi de dire
V(xu) = (Vx)u+ xVu € L*(Q)
mais cela nous donne seulemgnte H!(Q).
On va maintenant perturbéf, au sens des formes de la faé con suivante : soit
Vi € B(H'(Q), H (D))

on pose
t1(u, v) == (Viu,v)
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ou (-,-) désigne les crochets de dualité ertté(2) et H~1(Q2). On suppose aussi qug est
localisé sur I'ouverf?; C 2 dans le sens

Vx € CRY), x =1sur Qy, xVi =Vix. (6.48)

Enfin on suppose qug est symétrique et borné avec borne relative strictement inférieure a 1.
Alors t := ty + t; est symeétrique bornée inférieurement et fermégg @t (2) est un coeur pous,
voir le théoreme VI.1.33 de [37].

Soit H I'opérateur représentant la formec’est-a-dire

Vu € dom H, v € domt, t(u,v) = (Hu,v)
on a (voir [58] le théoréme VIII.15) pour une version abstraite de desnations)
dom H = {u € domty, —Au+ Viu € L*(Q)} et Hu= —Au+ Vju.

Encore une foisi-Au + Viu € L?(2) doit se comprendre au sens des distributions. On peut
énoncer

Lemme 6.2.21.Soitn, tel que pour tout, > ng on ait xr, = 1 sur2;. L’ensemble
D :={xRr,u, v € domH, n>ng}
est un coeur pouH.
Preuve. Soit
D := {xu, u € dom H, x € C(RY), x = 1sur Q;}

Commedom H C domt = domt, on a comme dans le lemme précédéntc dom¢t. Soit
x € C°(RY) tel quey = 1 sur{);, comme

(—A+V))xu = (—Ax)u—2VxVu— xAu+ Vixu
(propriété dén) = (—Ax)u—2VxVu— xAu+ xViu
= (—Ax)u —2VxVu+ xHu € L*(Q)
ce qui prouve qué& C dom H.On a en particulier poug, avecn assez grand pour que;,, = 1

sur{2; que
Hxgr,u— Hu=(—Axg,)u —2Vxg,Vu+ (1 — xr,)Hu

qui tend vers zéro lorsque— oo. Reste a vérifier quB est un espace vectoriel : preuve analogue
au cas précédenli

Remarque 6.2.22.En fait on a besoin seulement de supposer ueommute avegr, pourn
assez grand.

On illustre cette construction sur un exemple. $dé forme quadratique sut?(R) définie
par

N
domt = H'R), tlu] = |> + 3 gilua,)?
=1
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olr; < 2 < ... < xy SONtN points de I'axe réel. On posgg[u] := ||«’||?> avecdom ¢y = dom ¢
ett; := t — tg. Il est standard de vérifier que est symétrique efy bornée avec borne relative
nulle. On pose

N
Vi:HIR) = HR), Viu:= Zgi5($ — zi)u(z;)
i=1

on a bien qué; € B(H'(R),H '(R) et quen posanf); = (z; — a,z, + a) aveca > 0
quelconque qué’x = xVi pour toute application d€3°(R) donc en particulier pour celles
égales a 1 sun;.

6.2.6 Le courant dans la limite de volume infini : preuve du théceme 2.4.12

()R — RP est de rang fini
Soit Hf’ I'opérateur obtenu a partir d&;, en ajoutant une condition de Dirichlet eru. Pour
démontrer quéR, I1,] est de rang fini il suffit de prouver que;, — R? est de rang fini puisqu’on
a la propriété suivante

[RE,HL] =0 = [RL,ﬁL] = [RL — RE,ﬁL]

On rappelle qué{;, est défini en (2.18). En particulidom H;, C H(T'1) et donc les opéra-
teursr® qui prennent la trace d’un élémentdem H; en+a

Vu € dom Hy, 75u := u(+a).

sont continus dé{!(T';) dansC.
On précise maintenant la définition et quelques propriétd4/de son domaine de forme est

domt? .= HY(~L,~L — a) ® Hi(—a,a) ® Hi(a + L, L),
et par conséquerd{ P se décompose en une somme directe
Hf = H; & H} & H}.
Son domaine estom HP = dom H; & dom H; & dom H, avec
dom HY = {u € domt}, —Au+Vuec L*(T)}, be{— s +}.

On rappelle que le "potentiel" d’échantillon a été introduit en (2.19). Cettethgge est assez
générale et ne suppose pas en particuliefiquest local. On note que grace aux hypotheses (2.21)
et (2.22) les opérateurs qui prennent la trace des dérivées aegaiulilroite deka des éléments
dedom HP sont continus et par conséquent on peut définir les opérﬁéuréom HP - C:

7w = /(a4 0) — ' (£a — 0).
Pour pouvoir énoncer le lemme suivant, on définit les opérateurs :
Ap = (A, Af): L*(T) - C% Bp:=(B;,B}f): L*T) — C? (6.49)

ou
¢ =1Ry, Bj:=mRp, ec{+ -} (6.50)
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et

o TRyt 71 Rpmt* 2 9
Ky = (T+RLT_* TR :C* — . (6.51)

Lemme 6.2.23.SoientR;, := (Hy +1)"' etRP := (HP + 1)1, alors

R, —RY? = B*A=A*B
= > B¥A°=) A“B (6.52)

e=+ e=+

R, — RP reste de rang fini si le paramétre spectral est autre que -1 si 'orisihon parameétre
spectral qui appartient a I'intersection des spectres des Hamiltoniénet Hf. Ces formules
restent valables dans lorsqueest égal a I'infini.

Preuve : on montre ici que le ternig, — RE est de rang deux. Pour cela, on calcdlev € Hp,

(R — RP)u,v) = ((Rp — RY)u,v)
= (Rpu,v) — (u, RP*v) = (4, HP %) — (Hpa,9),

ou I'on a définit := Rpu etd := RP*v. Ainsi on a

(B - RP)w,v) = a(—a) [v/(~at) = v'(~a=)| +ala) [v/(a+) = (a-)
= T—aﬁ + T+ﬂﬁ
= (" Rpu, 7 RP*v)c + (rTRpu, 1F RP*v)c
= > ((F{RP)* T Rpu,v)c (6.50)
e==+

On a donc I'expression suivante pour I'opérat&yr — RE :

R,—Rp = ) (f{RP*)'T°Ry (6.51)
e=+
— Z B A€
e=+
= ) A®B° carR, — RY estautoadjoint (6.51)
e=+

CommeA*€ est de rang pour chaque, Ry — RLD est (au plus) de rang Il est évident que les
calculs sont les mémes si on change le paramétre spedtré¢s résolvantes enn’appartenant
pas aux spectres dé et H”. On voit aussi que la propriétg A° = 1 reste valabe st = co. i

Lemme 6.2.24.Dans le cas du "modéle ponctuel”, at= 0, 'opérateur R, — R? s’exprime
comme :

R, —RP =A"B=B*A=A*K'A, A:=1Ry, B:=7RP* K:=7Rr* (6.51)
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ou

u — u(0) (6.51)
et
m:domH? — C
u — U (0+) —u'(0-) (6.51)
Ces résultats restent valables lorsquest égal a l'infini.

(ii)Convergence du courant

Théoreme 6.2.25.Le courant pour le systéme tronqué défini dans (2.59) convergedgugend
vers I'infini vers
GE() = —ite (H + V)py(t) (H + )[R, TI¥]) (6.51)

Pour démontrer le théoréme 2.4.12 on doit appliquer le lemme 6.2.26

Lemme 6.2.26.Soit A;, un opérateur qui converge faiblement vers la limitéorsqueL tend vers
I'infini. Soit Bz, un opérateur qui converge dans la norme trace @rd\lors tr(A; By,) converge
vers t(AB).

Preuve :commeA; = A, on sait que

M :=sup ||AL|| < o0
L>0

CommeB est a trace, on a
Ve > 0,3B., B¢, tels quéB = B, + B¢

ou B, est de rang fini ef B¢||; < e. Enfin, commeB,, Mﬁ B,3dLgy > 0,

VL>L0,HBL—BH1<6.
Onaalors:
tr(ALBL—AB) = tr((AL—A)B)+tr(AL(BL—B))
= tr((Az — A)B.) +tr((AL — A) BY) +tr (A (Br — B))

et donc, on a
’tl’ (ALBL — AB)| < |t|’((AL — A) B€)| + 3Me

Il reste @ montrer quém;,_, - tr (AL B, — AB) B. = 0. Mais commeB, est de rang fini, il
suffit de considérer le cas dB, est de rand, c’est-a-direB. = (., ¢) . Alors, en utilisant le
lemme 6.2.27 énoncé et démontré ci-dessous :

r((Ap — A) () ¥) = tr((,9) (AL — A) )
= (AL —A),0) " 2%0 1 (6.49)
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Lemme 6.2.27.Soit P := (-, u)v un opérateur de rang 1 dans un espace de Hilbert sépartble
alors
tr P = (v, u)

Preuve.Siu ouv est nul, alors c’est évident. Sinon sBit= {¢,, },cny Une base orthonormée de
H qui contientp; := u/||u||, alors

tr P = Z_:l(PQZ)anf)n) = z_:l((¢"’u)vﬂ¢n) = (v’u)‘((d)lvu)vvqbl)-

On a besoin du lemme suivant pour pouvoir appliquer le lemme 6.2.26 et prlauvenver-
gence du courant.

Lemme 6.2.28.L’opérateur Hy,p,, 1,(t)H, converge faiblement verd p, (¢)H lorsque L tend
vers moins l'infini.

Preuve : on commence par montrer qU&, + 1)p, 1(t)(Hr + 1) est borné uniformément par
rapport &, L etn.

Lemme 6.2.29.

Sup [|(Hz + D)o (Hr + 1] < +o0 (6.49)
777

Preuve : on définit (on rappelle que,, 1.(t, s) a eté défini en (2.4.1)) :
F(t, S) = Un,L(t, S)*(HmL(t) + 1)U,7’L(t, S)RL (6.49)

On a tout d'abord pour tout, v € domH, :

CF ). 0) = (Hyn(6)+ DUyt 9)Ree, Uyt 5)0)
= n(X(m)VLUy,o(t, s)Rpe, UpL(t, 5)¥) (6.49)

Comme le membre de droite dans (6.49) est une forme bilinéaire bornée par

X IVE el

on peut donc étendre cette estimation a tout € Hj, par densité. Cela montre qu€&t, s) est
dérivable par rapport&en norme et que

d .
%F(t, S) = nUW»L(t’ S) X(nt)VLUn,L(ta S)RL

= nUpyr(t,s) X(t)VL Ry (Hy + 1) Uy L(t,s)Re
= Uy, s)" X(nt)VL Ry LUy, L(r, s)F(2, 5)

OUR, 1 := (Hy+ 1)’1 . En intégrant par rapportéon trouve

F(t,s) = F(s,s)+ 77/ Un.r.(r,s)x(nr)VL Ry 1(r)Uy (1, 8)F(r, s)dr
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Soit encore
t
[F(ts)] < HF(s,s)Il+n/ X ) IV Ry, (r) [ F (ry ) || dr

t
< |[F(s,8)l[ +sup [[Vi IIRn,L(T)II/ X () L[ (r, s)| dr
T s

et en appliquant le lemme de Gronwal

t t .
IEE )l < HF(s,S)HJr/ 1 (s, )| dr [ ()| el Iirlde

IN

t .
C+/ d?”C‘U)‘((’m"”eHX”l’IR*

— 00

= 1+ M)
ou I'on a posé
0
C .= sup HF(s,s)” et HXHI,]Rf - / dr ’X(T”

s<0 —co

Il est facile de vérifier qu€’ est borné uniformément par rapporfatn car
[E(r, o)l = [(Hyo(r) + 1) Roll < 1+ [IXlloo e IVZI I RLI]

(on rappelle quek;, converge fortement lorsquetend vers I'infini).

On obtient ainsi quéF (¢, s)|| est borné uniformément par rapport,a dansR_, L > 0 etn > 0.
Commey (nt)Vy, est borné uniformément par rapport,& et L, il suit que(H + 1)U, .(t,s)Rr
est aussi borné uniformément&m et L, et donc(Hy, + 1), 1.(t, s) Ry, est borné uniformément
par rapport &, et L. Finalement, on obtient :

sup  ||[(Hr + 1)y, (¢, s)R]| < 400 (6.41)
5,t<0,L,n>0

et donc en particulier

sup |[(Hp + 1)Qy L(t)RL|| < 400
t<0,L,n>0

Pour terminer la démonstration, il suffit de remarquer que

sup [[(H +1)*fr|| < +oc B
L>0

On retourne a la preuve du lemme 6.2.28. %oit € domH, alors
((Hp + 1)pn,(t)(HL + )u,v) = (pyo(t)(Hp 4 1)u, (Hy + 1)v)
converge vers
(py()(H + Lu, (H + L)v) = ((H + 1)py(t)(H + 1)u, v)

d’apres la proposition 6.2.11 et le théoreme 2.4.11. Cela prouve la cemeerdaible sur doid
et donc sufi puisque(Hy, + 1)p,, . (t)(Hy, + 1) est borné uniformément par rapporf.al
Preuve du théoréme 2.4.12 c’est une conséquence des lemmes 6.2.29, 2.4.14 et diR.26.
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6.3 Annexe au chapitre 4

6.3.1 La formule de Landauer-Bittiker : démonstration du théoréeme 5.1.2 .

On rappelle le théoréeme :

Théoréme 6.3.1.0n note%“’a(E) le coefficient de transition entre les deux fil®etu ouu =
—u, w = £ pour un biais de potentiel et pour un parameétre spectrél. Le courant traversant le
fil u est donné par la formule de Landauer-Blttiker et s’'exprime comme suit

ju =2 / (F(E —va) — F(E - va) T2(E) dE (6.41)
(Hy )no(H,)

Preuve : Soit £ I'énergie du premier mode transverse et
Do Tomny Jomn o
PE T (a¢E )wE ) oc==

le projecteur propre sur,.(H?) = [E1, 00| le spectre absolument continu & = —A sur
L?(T?) avec condition de Dirichlet s#iT. On récrit alors

P +a?g ) = [CaB 3 ST a0 P

neN(E)o

W= QF (Hy, HD))7", et PY™ = Qf (Hy, HP)PY" QO (Hy, HY) = (., ¢5™")3"

X = Qg/ dE Y > (E+v,+a)’f(E)PE" Qf*
Ey

neN(E) o=+
_ QSF/A dE S S(E+a)f(E-u) PY", 9 +
neN(E) o=

v+Ey .
o /~ dE(E + a)* f(E — vy) P2 0+

ou on a définb, v etvz comme suit :
v:=max{v_,vy}, v:=min{v_,v;}=v;z.
Il suit
o0
X = / dE > > (E+a)’f(E—ve)PE", +
DRSO

neN(E)o=%

+ /N dE > (E+a)’f(E—-0)Pp";
VHEL eN(EB)

XARIT* = / dE > Y (E+a)’f(E—v,)Pg", AR+
+Eq

nEN(FE) o=+

v+FE1
+ /~ dE > (E+a)’f(E—0)Py" ARII"
vtk neN(E)
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Il vient
2lm tr XAR = 2Im / dE Y Z (B +a)’f(E —vo)tr (ARI", 45", YR, +
v+ Fq neN(E 0 0
v+F4 - -
L2 / dE Y (E+a)*f(E - vz)tr (AR 45" 05"
v+ FE4 nEN(E)
[ee]
= 2/ dE > ZE+a E —vy)lm < ARI"YG" 07", >+
v+F4 nEN
v+Fq
+ 2/ 2 Z (E+a)2f( _UU)Im <ARHU¢E v’wE v
v+E; neN(E)
. (6.31)
Lemme 6.3.2.

~

Ju=0
Preuve du lemme 6.3.2 bn a

ARG = 6, ARYS" — ARIL,(RY — Rg(a) — i04+) 'T(R(E))YS"
Im < ART%" 7" >

= buslm < 90" T(R(E)G" > —
—Im < (R — Rpg(a) — i0+) ' ART(R(E))J5" 5, T(R(E))WG"; >

6 To.n To.n
= mImT "(E) —Im < (RY — Rp(a) - i0+) ' T(R(E)Y 5" T(R(E))yy"s >
(6.28)
Or pourE € (Ey + v, Ey +9) on aT?¢,(E) = 0, d’ou pouru fixé,

Im < (RY — Rp(a) — i0+) L ART(R(E)WS", T(R(E)y 5" >

o0 1 s - ,
- —— | < T(R(E)W3" s, wp", > [*dE

fo 2, o= < OO L, >
7T ~—~
= - Y IT(E) s (6.27)
217 nn )
W EN(E) (£ +a)

On utilise le théoérme optique pour récrire

ImTS°(E) = —n Z 99, (E

_ _ﬂzmw _WZ|TM Z—WZ\T“ )2 (6.27)

carng(E) =0pourE € (E; +v, E; +v). Enremplacant (6.27) et (6.27) dans (6.28) on a alors
qued, estnul. i



6.3 Annexe au chapitre 4 115

On revient a la preuve du théoréme 5.1.2. Il reste a montrer
w=du=2m [ dE Y () - E ) T E)
vt+EL n,n'eN(E)
On utilise la formule de Lippmann Schwinger (voir Annexe 6.3.3) :
Im < ARI“gE", p", >=
= Im5u0<w3 ) T(R(E ))1/1;;’?%>—
— <IL(RY — Rp(a) — i0+) ' T(R(E)WG", , T(R(E)Vg", >
Ouc

= Erap™ Twn(®) —Im <IL(RY ~ Rp(a) - i0+) " T(R(E) ", T(R(E)JE", >
(6.24)

Ainsi, en utilisant la formule de Sokotskii-Plemelj paufixé :
Im < (RY — Rp(a) —i0+) ' T(R(E)VE",  T(R(E)WE", >=

1 , _ -
- ——d < Pp", T(R(E)YG", . T(RE)VF", >
SpeCtHﬁu)nleN(A) R()\)—RE(Q)—10+ E—vy ( ( )) E—vy ( ( )) E—v,
= 1 T4 (E)T i (E)
Eit i EN R(\) — Rg(a) —i0+ (E+a)
T
= “Eyap 2 ITREP 6.22)
(E+a) n'eN(E)
On a alors

/Oo dE ) Zf — ) (7|79 (E) > + Im Ty (E)Su,0) (6.23)
v+ FE1

n,n'€N(E

= /A:OE dE > Y (#ITE(E)P(E = vo) + Im T, (E) f(E — vy)) (6.24)

n,n'€N(E) o=u,u
On récrit grace qu théoréme optique :
ImT"(E) = —7 Z T4, (E

La ligne de calcul (6.24) devient donc

™ /:OE dE Y Y (JE = w)l T (B)P = (B — v T (E)P)

n,n'€N(E) o=u,u
Ona

Y (B =)Ly (E) = f(E = v)|Tii(E)) = (F(E = va) = f(E —va)) [Ty (B)[?

o=u,u

Soit 7,“4(E) = > onweN(E) T4, (F)|?, alors, I'expression du courant est :

ju=2m [ (B =) - (B - v) THENE B
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6.3.2 Formule de Krein et transmittance

Dans cette partie, on explicite une formule clé des chapitres 4 et 5. Eroeffat base sur ladite
formule de Krein pour exprimer la transmittance, et par conséquent, la matrice de diffusisn da
la formule de Landauer-Bittiker. En effet, on traite de la diffusion entreystéme totalement
couplé € R™ décrit par 'opérateur Hamiltoniefl dans I'espace de Hilbe# = L?(2) et un
systéme découplé décrit par 'Hamiltoni&h” dansL?(Q) ~ L2(Q_) @ L?(Q) ® L*(Q4).

Soit7* et7* les opérateurs de trace tels que

TEH = L200y), 15 H — L2(09,) (6.24)
et agissant sur les fonctiorfse H comme suit 7+/*u(z) = u(x), z € 9Q*/*. On définit

A, - H— P LX09%), Au=) Alu, A?:=7"Ry(z)

ac—,s,+

B. : H— P L*09%), Bu=)» Blu, B?:=7R"=r"9,R"(z)

aE€—,s,+
(6.23)
On rappelle la formule de Krein (voir Annexe 6.3.2) :
R(z) - RP(z) =BfA.= >  B¥A (6.23)
CLG{—,S,—&-}
On peut énoncer le théoreme suivant :
Théoreme 6.3.3.L'opérateurT définit précédemment est donné par
T(R(E) +i0+) = —B:L;'B,,
ou L' est défini comme suit :
Ap=—-L,'Bg
Preuve :on rappelle
T(R(E +1i0+)) = AR, — AR.(Ry — Rg(a) — i0+) *AR, (6.23)

OUAR, = Ry(z) — RE(2). La formule de Krein dit queRy (2) = (Hy — 2)"! = RD(z) —
B*L;!B,, ce qui permet de récrir€( R(E + i0+) comme suit :
T(R(E)+i0+) = AR.—-AR.(Ry — Rg(a) —i0+) AR,
= —B}(L;'+ L;'(B.(Rv — Rg(a) — i0+) ' BIL;"))B. (6.23)

On appelle
_ 1+ie(E+a) _ E—ie(E+a)a - . B »
a:= Exa B = [T ie(E+a)’ Ry(—a) := (Hy+a)™", Rg(a):= (E+a) ",
etil vient
Hy — FE

Ry — Rp(a) —ie = —

Et o)y 1o =@ Bv(za)(Hy =) (6.23)
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Gréace aux identités suivantes(a + 8) = —1,a 2(a + 3)"' = —a~ !, eta2(a + B)7% =

on inverse (6.3.2) et on obtient
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(Ry — Rp(a) —ie)™" = a '(1+(a+B)Rv(B) =a " —a RY(B) +a *BiL; By

(6.23)
Il vient alors :
B(RV — RE(CL) - ie)_lB*
= Y (' RP*r{™) — a?BRY(B)B* + o *BBjL; ' BsB**
= Y (@' HRP A" — P RPRy(8)7B" + Z o2 RYRY (B)7{ " (L) 5 ' R (B) Ry ™)

a,a’

-2

— Z(Oé_leRDZ a*+aa

5 (TRPB" — T R(3)BY) -

(l(l

= XD R - BRG)H(L) (RD(8) - RO

aa CC

= S R — 0 (rf R — RO RPA) - (L — LL3 L. — Ly + L)

a,a’
= 3 GRRR(I — A RE) - 2L+ Ly~ LI
o
= —Lg+L.—2L.+Lg+L.L;'L.
= L.+ LL;'L,
Onadonc:
T(R(E+i0+)) = —Bi(L;'+L;'(-1+L.L;"))B.
= —BgLEIBZ |
On définit les éléments de matrigg< (E) de la maniére suivante :
oo (B) =< T(EWg" o™ >
ola =+etn,n' € N(E), N(E={n>1,FE > E,+v}. Onaalors
Proposition 6.3.4.
57/ (E) = (E + a)? < T(R(E) +i0)9F" 5" >
Preuve :on sait grace au principe d’'invariance (voir [60],théoréme XI.11) que &

S(HV7 H‘[/)) = S(_RV7 _R‘l;)

(6.16)

(6.16)

car la fonctionR : x — xlq est admissible. On sait, voir le théoreme X1.42 de [60] que la

matriceS est donnée par :

S(E,E')=6(E — E') — 2ir§(E — E'\T(E,E)

(6.16)
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S est totalement déterminée par les valeurd'd&, E') telles queE = E’. On appelle cet en-
semble de valeurs la matri@é"on-shell." On sait donc que I'on doit avoir

S(E—E') < T(E +i0+4)0%, Y% >=6(R(E) — R(E')) < T(R(E') + i0+)%, 1Y, >

Commes(R(E) — R(E")) =6 (E — E'YR'(E)) = ‘R/%E)‘é(E —E)=(E+a)*(E—E).I
vient alors

T(E'+i0+) = (E-+a)*T(R(E)+i0+) = T (E) = (E+a)? < T(R(E )+i0-) %" 05" >
(6.16)

Lemme 6.3.5. N
ARYg" = T(R(E))bg"

Preuve.Ce lemme est la conséquence de (5.5) et du théoréme d’absorption limite6jair [1

i = wi" ~ lmw(RY ~ Ru(a) — ie)  w{w ™ ARw Juy"

wi" = wi" — limw (Ry — Rp(a) —ie)~ wiw™ ARw™ g

oUw est un poids choisi judicieusemelt.

6.3.3 Formule de Lippmann Schwinger

Lemme 6.3.6.0n a les deux relations suivantes :
vg =97 — (RP — R(\) —i0+)'ARyY, (6.14)
¥l =(1—(R— R\ —i0+)LAR)YY. (6.14)
Preuve :on écrit
R(H)¢Y, = ROWYE, = (AR + RP — RO))YE, =0

(RP—R(\)A+(RP—R(\)—i0") LAR)Y]. = 0= (1+(RP—R(\)—i0H) AR = ¢F
et finalement : B

Up, =47, — (RP = R(\) —i0")'ARyY , B
Preuve de (6.3.6) pn calcule cette fois

RP(H)J7, = RE, = (AR+ R~ R(\))YE, =0

(R—R(\)(1—(R—R(\)—i0") AR)Y] = 0= (1—(R—R(\)—i0") 'ARWL =v7 1
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6.4 Annexe du chapitre 5

On donne ici le théoréme utile pour la premiére partie de la preuve du théoramipg du
chapitre 5. Ce théoréme est tiré de I'article de de Oliviera et Vierri de ,2@ifulé "On norm
resolvent and quadratic form convergences in asymptotic thin spatiapwales”, voir [55].

Théoreme 6.4.1.Soient deux suites de formes quadratiques, sesquilinéaires, fernpEstetes
(ae)e €t(q-)- dans un espace d’Hilbeft séparable et avedom (a.) = dom (g.) = D pour tout

e > 0etA,, Q. les opérateurs auto-adjoints associé&). et (q.). respectivement. On suppose
gu'il existe un\ tel quea,, g- > X pour toute > 0 et que

\%(W - CI€(¢)’ < Q(E)Q€(¢)a V¢ € D

avecq(e) — 0 lorsques — 0. Alors, il existe urC' > 0 tel que, pouk > 0 et assez petit, on a

1421 = QM| < Cale).
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Formules de courant dans les systémes mésoscopiques

Le sujet principal de la these est le transport dans les systémes mésoscopiques. Dans une premiére partie de la
these, on étudie le cas d’un branchement adiabatique d’un biais de potentiel sur un systeme unidiensionnel sans
répartition initiale. On démontre que le courant complet est uniformément borné par rapport a la vitesse de
branchement adiabatique, lorsque celle-ci tend vers zéro. On démontre I’existence de la partie linéaire de I’état
et du courant. La seconde partie de la thése a donné lieu a a publication d’un article et elle consiste en I’étude
d’un modele discret, sans répartition initiale. On démontre que, dans ce systeme et aprés une perturbation
électrochimique, il existe un état stationnaire hors équilibre, et on retrouve la formule de Landauer-Buttiker
pour ce modele. La derniére partie de la thése, qui a également donné lieu a un article, porte sur I’étude de
I’approximation des guides d’onde quantiques par des graphes quantiques. On s’intéresse a un guide d’onde
localement torsadé. On étudie moins le Laplacien sur ce guide d’onde torsadé. Lorsque e diamétre du guide
tend vers zéro et, simultanément, lorgsue le support de la courbure tend vers zéro, on démontre que le graphe
limite est la ligne droite, et que I’opérateur limite est moins le Laplacien sur L? (R) plus une condition de
Dirichlet a I’origine. Cette condition de Dirichlet est la conséquence des rétrécissements faits. En Annexe, on
donne des démonstrations et explications plus détaillées et utiles pour la compréhension de points clés de la

these.

Mot clés : guide d’onde, torsion, courant, répartition initiale, Landauer-Buttiker, diffusion.

Current formulas in mesoscopics systems

The main topic of the thesis is the transport in mesoscopic systems. In the first part of the work, we study the
case of a connection through an adiabatic potential on a one dimensional system without initial distribution, we
said a “partition-free approach”. It is shown that the full current is uniformly bounded with respect to the
adiabatic speed of connection, when it goes to zero. We prove the existence of the linear part of the state and
current. The second part of the thesis has led to publication of an article and deals with the study of a discrete
model without initial distribution. We prove that in this system and after an electrochemical disturbance there
exists a nonequilibrium steady state, and the Landauer-Buttiker formula is demonstrated for this model.
The last part of the thesis, which also has led to an article, concerns the study of the approximation of quantum
waveguides by quantum graphs. We are interested in a waveguide locally twisted. We studyminus the
Laplacian on this locally twisted waveguide. When the diameter of the guide goes to zero and simultaneously
when the support of the twisting goes to zero, we prove that the limit graph is the straight line, and the limit
operator is minus the Laplacian on the straight line plus a Dirichlet condition at the origin. The Dirichlet
condition is the consequence of the shrinking done. In the appendix, we give usefull detailed explanations,and

demonstrations for understanding the key points of the thesis.

Keywords : wave guide, twisting, current, partition-free, Landauer-Buttiker, scattering.
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