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Résumé.

Dans le cadre des variétés hyperboliques, Thurston a conjecturé que toute variété
hyperbolique de dimension trois connexe, orientable, complete et de volume fini
possede un revétement fini qui est fibré sur le cercle S!.

En lien avec cette conjecture, il est naturel de chercher des conditions suffisantes
pour qu'un revétement fini d’une variété hyperbolique M de dimension trois fibre
sur le cercle, ou du moins contienne une fibre virtuelle (i.e. une surface plongée qui
se releve en une fibre dans un autre revétement fini).

Le résultat principal de cette these établit le critere général suivant :

Théoreme A. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivité de M et soit € <
%Inj(M). Soit M'" — M un revétement fini de degré d et F une surface plon-
gée dans M', compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, et qui scinde le
revétement M' en q corps en anses (éventuellement creuz) Ci,...,C,. Soit g >
max;_1, ,{9(C;)}. Supposons de plus que tout lacet plongé dans C; de longueur
inférieure ou égale a € est homotopiquement trivial dans C;.

Il existe une constante k = k(e, Vol(M)) > 0, ne dépendant que de € et du volume
Vol(M) telle que si le degré du revétement d est assez grand pour que

d
kEglng <Inln —,
q

alors le revétement M’ contient une surface plongée incompressible de genre au plus
g qui est une fibre virtuelle. En particulier, la variété M est virtuellement fibrée sur
le cercle St et le revétement M’ est de Haken.

Une surface S plongée dans une variété riemannienne de dimension trois est
dite pseudo-minimale si elle est minimale ou le bord d'un petit voisinage régulier
d’une surface minimale non orientable, avec éventuellement un petit tube attaché
verticalement dans la structure de I-fibré.

En appliquant ce théoreme a un scindement de Heegaard de genre minimal du re-
véetement M’, on obtient une version sous-logarithmique des conjectures de Lackenby
sur le gradient de Heegaard et le gradient de Heegaard fort.

Le théoreme principal s’applique également dans le cadre d'une décomposition
circulaire associée a une classe d’homologie non triviale. Nous obtenons par exemple
des conditions suffisantes pour qu’une classe d’homologie non triviale de M corres-
ponde a une fibration sur le cercle. Des méthodes analogues permettent aussi de
donner une condition suffisante pour qu’une surface incompressible plongée dans M
soit une fibre virtuelle.

Enfin, nous donnons un critere pour que dans une tour de revétements finis le
premier nombre de Betti tende vers I'infini.



Summary.

In the setting of hyperbolic 3-manifolds, Thurston conjectured that every connec-
ted, orientable, complete hyperbolic 3-manifold of finite volume has a finite cover
fibered over the circle S!.

Having this conjecture in mind, it seems natural to look for sufficient conditions
to ensure that a given finite cover of a hyperbolic 3-manifold M is fibered over the
circle, or contains a virtual fiber (i.e. an embedded surface the preimage of which is
a fiber in another finite cover).

The main result of this thesis establishes the following general criterion :

Theorem A. Let M be a connected, oriented and closed hyperbolic 3-manifold. De-
note by Inj(M) the injectivity radius of M and let € < %Inj(M). Take M' — M a
covering of finite degree d and F an embedded pseudo-minimal surface in M’ such
that M’ cut along F is the disjoint union of q¢ handlebodies and compression bodies
Ch,...,Cy. Let g > maxj—y,_,{9(C;)}. Furthermore, suppose that every simple clo-
sed curve embedded in the interior of C; of length at most € is null-homotopic in
Cj.

There exists an explicit constant k = k(e, Vol(M)) > 0, depending only on € and
the volume Vol(M) such that if the covering degree d is large enough to have

d
kEglng <Inln —,
q

then the covering M’ contains an incompressible embedded surface of genus at most
g which is a virtual fiber. In particular, the manifold M virtually fibers over the circle
St and the finite covering M’ is Haken.

An embedded surface S in a Riemannian 3-manifold is called pseudo-minimal
if it is minimal or the boundary of a small regular neighborhood of a minimal non-
orientable surface, possibly with a little tube attached vertically in the I-bundle
structure.

Applying this theorem to a minimal genus Heegaard splitting of the finite cover
M’ leads to a sub-logarithmic version of Lackenby’s conjectures of the Heegaard
gradient and the strong Heegaard gradient.

The main theorem also applies to the setting of a circular decomposition asso-
ciated to a non trivial homology class. For example, we obtain sufficient conditions
for a non trivial homology class of M to correspond to a fibration over the circle.
Similar methods lead also to a sufficient condition for an incompressible embedded
surface in M to be a virtual fiber.

Eventually, we give a criterion to show that the first Betti number in a tower of
finite covers tends to infinity.



Introduction.



La compréhension des variétés de dimension trois, en particulier des variétés
hyperboliques, a beaucoup progressé ces dernieres années, notamment grace a Per-
elman et la démonstration du théoreme de géométrisation, mais aussi a 1’étude des
groupes kleiniens. Dans le cadre des variétés hyperboliques completes et de volume
fini, Thurston a proposé une conjecture frappante qui est toujours ouverte.

Conjecture 1 (Thurston). [T, Question 17 du paragraphe 6]
Toute variété hyperbolique de dimension trois connexe, orientable, complete et de
volume fini posséde un revétement fini qui est fibré sur le cercle S*.

Si une variété M de dimension trois possede un revétement fini fibré sur le cercle
St on dit qu'elle est virtuellement fibrée sur le cercle. Dans le cas des variétés
graphées de Waldhausen (qui ne sont pas hyperboliques), elles sont virtuellement
fibrées si leur bord n’est pas vide, mais il existe des exemples de variétés graphées
sans bord qui ne fibrent pas virtuellement sur le cercle.

La difficulté de la conjecture 1 de Thurston réside en partie dans le fait qu’il
n’existe que des criteres suffisants permettant de conclure qu’une variété de dimen-
sion trois est fibrée sur le cercle. De plus, ceux-ci sont peu nombreux et délicats a
mettre en oeuvre en pratique. En particulier, il est difficile de savoir a priori quel
type de revetement considérer parmi tous les revetements finis de la variété.

La classe d’homologie de la fibre d’une variété de dimension trois fibrée sur le
cercle n’est pas triviale. Ainsi, une variété M fibrée sur le cercle a son premier
nombre de Betti by (M) strictement positif. Une version homologique plus faible de
la conjecture 1 de Thurston est la suivante.

Conjecture 2 (du premier nombre de Betti virtuellement positif). Toute variété hy-
perbolique de dimension trois connexe, orientable, compléte et de volume fini posséde
un revétement fini dont le premier nombre de Betti est strictement positif.

Une surface incompressible est une surface F' connexe, compacte, orientable,
proprement plongée dans M, qui n’est pas une sphere de dimension deux et dont le
groupe fondamental s’injecte dans celui de M. Si de plus elle n’est pas parallele au
bord de M, elle est dite essentielle. Une variété dont le premier nombre de Betti
est strictement positif contient une surface plongée incompressible (voir par exemple
[J, Lemme II1.9] et [He, Lemme 6.5]). Plus généralement, une variété irréductible
M est de Haken si elle contient une surface incompressible. Il existe des exemples
de variétés hyperboliques qui ne sont pas de Haken. Une telle variété M admet
beaucoup de revetements finis. On peut espérer que I'un de ses revétements finis soit
de Haken : on dit alors que M est virtuellement de Haken. D’ou la forme plus
faible de la conjecture, due a Waldhausen.

Conjecture 3 (Waldhausen [Wal)). Toute variété de dimension trois connezxe, com-
pacte, orientable, irréductible et de groupe fondamental infini est virtuellement de
Haken.

Dans le cas d'une variété hyperbolique a bord, la conjecture 2 est automatique-
ment vérifiée d’apres les travaux de Cooper, Long et Reid [CLR]. Le théoreme de
géométrisation de Perelman implique que la conjecture 3 reste ouverte uniquement



dans le cas des variétés hyperboliques sans bord. Comme une variété virtuellement
fibrée sur le cercle est virtuellement de Haken, la conjecture 1 de Thurston implique
la conjecture 2, qui elle-méme implique la conjecture 3 de Waldhausen.

Soit M une variété de dimension trois connexe, orientée, compacte et sans bord.
On dit que le premier nombre de Betti de M est virtuellement infini s’il existe
une famille (M; — M);c; de revétements finis de M telle que sup,c; by (M;) = +o0.
Dans le cadre hyperbolique, on a la conjecture suivante.

Conjecture 4. Le premier nombre de Betti d’une variété hyperbolique de dimension
trois connexe, orientée, compacte et sans bord est virtuellement infini.

Cette conjecture est plus forte que la conjecture 2. Le cas a bord a été résolu
par Cooper, Long et Reid [CLR]. Sinon, méme dans le cas des variétés fibrées sur le
cercle, on ne sait pas démontrer la conjecture 4.

Dans son article [A], Agol énonce une condition nécessaire pour qu’'une variété M
de dimension trois irréductible soit virtuellement fibrée sur le cercle. Cette condition
repose sur une propriété du groupe fondamental de la variété M, appelée RFRS (ré-
siduelle finitude Q-résoluble), plus forte que la résiduelle finitude. Tout sous-groupe
d’un groupe RFRS est lui-aussi RFRS. On dit qu'un groupe I' est virtuellement
RFRS s’il contient un sous-groupe d’indice fini qui est RFRS. En particulier, les
groupes de surface, de réflexions, les groupes artiniens a angles droits, les groupes
hyperboliques arithmétiques définis par une forme quadratique, les produits directs
et les produits libres de groupes RFRS sont virtuellement RFRS.

Théoréme (Agol). Soit M une variété de dimension trois connexe, compacte, sans
bord, orientable et irréductible. Supposons que le groupe fondamental de M est RFRS
et que le premier nombre de Betti de M est non nul. Alors M est virtuellement fibrée
sur le cercle.

D’autre part, les récents travaux de Dani Wise ([Wi]) sur la structure de groupes
munis d’une hiérarchie quasi-convexe impliqueraient qu'une variété de dimension
trois hyperbolique est virtuellement de Haken si et seulement si elle est virtuellement
fibrée sur le cercle.

Un autre point de vue concerne I'étude des scindements de Heegaard. Notons
X" (M) = 2g(M) —2 la caractéristique de Heegaard de M, ot g(M) est le genre
de Heegaard de M. Un scindement de Heegaard est dit fortement irréductible
s’il n’existe aucun couple de disques méridiens de part et d’autre de la surface de
Heegaard et qui ne s’intersectent pas. La caractéristique de Heegaard forte de
M, notée x*"(M), est la borne inférieure de 2¢g(F) — 2 pour toute surface F qui est
une surface de Heegaard de M fortement irréductible, avec la convention que s’il
n’existe aucun scindement de Heegaard de M fortement irréductible, x**(M) = +oo
(voir le paragraphe 0.1).

Lackenby [La3] a proposé un programme pour relier les conjectures précédentes
au comportement de la caractéristique de Heegaard dans des revétements finis d’une
variété M. Pour ce faire, il a introduit deux nouveaux invariants qui controlent la
croissance de la caractéristique de Heegaard dans des revéetements finis.
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Il définit le gradient de Heegaard de M, noté V"(M), comme la borne in-
X" (M;)

férieure sur tous les revétements finis M; — M du rapport , ou d; est le
degré du revetement M;. De méme, il définit le gradient de Heeg;,lard fort de M,
noté V*"(M), comme la borne inférieure sur tous les revétements finis M; — M du
rapport %

La croissance de la caractéristique de Heegaard dans une tour de revétements
finis de M est au plus linéaire en le degré du revéetement, et le gradient de Heegaard
d’une variété compacte, connexe, orientable et virtuellement fibrée est nul. Dans le

cas hyperbolique, Lackenby [La3, p. 320] conjecture que la réciproque est vraie :

Conjecture 5 (du gradient de Heegaard). Le gradient de Heegaard d’une variété
hyperbolique M de dimension trois, compacte, connexe et orientable est nul si et
seulement si la variété M est virtuellement fibrée sur le cercle.

Si la conjecture 1 est vraie, le gradient de Heegaard d’une variété hyperbolique
devrait toujours étre nul. Par contre, Lackenby conjecture que ce n’est pas le cas
pour le gradient de Heegaard fort.

Conjecture 6 (du gradient de Heegaard fort). Le gradient de Heegaard fort des va-
riétés hyperboliques de dimension trois compactes, sans bord, connexes et orientables
n’est jamais nul.

Ces deux conjectures, en relation avec la propriété (7) (définie a la section 0.2),
interviennent dans le programme de Lackenby pour résoudre la conjecture 3 de
Waldhausen (voir le Théoréme 1.7 de [La3]).

Un autre théoreme de Lackenby constitue une avancée vers la résolution de la
conjecture 1 de Thurston.

Théoréme . [Lal, Théoréme 1 (3)]

Soit M une variété hyperbolique de dimension trois, connexe, orientée, compacte
et sans bord. Soit (M; — M);er une famille de revétements finis de M galoisiens de
degrés d;.

Si limi_>+ooxh+/2f) =0, alors pour tout indice i assez grand, le revétement M; est
fibré sur le cercle. l

Un des buts de cette these est de sortir du cadre des revétements galoisiens et
de s’intéresser au cas général. Dans ce contexte, Maher [Mah| montre qu’une variété
hyperbolique et sans bord est virtuellement fibrée sur le cercle si et seulement si elle
admet une famille infinie de revétements finis, pas nécessairement galoisiens, mais
dont le genre de Heegaard est uniformément borné. Ce résultat et sa méthode de
démonstration ont constitué le point de départ de notre travail. Ce mémoire propose
des résultats en lien avec les conjectures précédentes, en combinant des outils de
topologie et de géométrie riemannienne avec des méthodes plus algébriques venant
de la théorie des groupes et de la combinatoire des graphes.
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Dans cette these, nous nous intéressons a des revétements finis donnés de degré
suffisamment grand. Une difficulté de la conjecture 1 de Thurston est de trouver
explicitement un revétement fini fibré sur le cercle, ou tout au moins contenant
une fibre virtuelle. Un des résultats principaux de ce travail est un théoreme qui
donne un critere explicite permettant d’établir qu'un revétement fini d’une variété
hyperbolique de dimension trois, connexe, orientée, compacte et sans bord contient
une surface plongée incompressible qui est une fibre virtuelle.

Rappelons que si S est une surface, y_(.S) = max(—x(5), 0) est la partie négative
de la caractéristique d’Euler de S. Si S est orientable, compacte, sans bord, et n’est
pas une sphere, alors x_(5) = —x(S) = |x(9)|.

Définition 0.1. Une surface S plongée dans une variété riemannienne M de di-
mension trois est dite pseudo-minimale si elle vérifie les propriétés suivantes.
La surface S est orientable, compacte, sans bord, et S est une surface minimale ou
le bord d’un petit voisinage régulier d’une surface minimale non orientable, avec
éventuellement un petit tube attaché verticalement dans la structure de I-fibré.

Théoreme A. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivité de M et soit € <
tInj(M).

Il existe une constante explicite k = k(e, Vol(M)) > 0, ne dépendant que de € et
du volume Vol(M) vérifiant les propriétés suivantes.

Soit M' — M wun revétement fini de degré d contenant une surface plongée F,
compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, qui scinde le revétement M’ en q
corps en anses (éventuellement creuz) Ci, ..., Cy, et ayant les propriétés suivantes.

1. Tout lacet plongé dans C; de longueur inférieure ou égale a € est homotopi-
quement trivial dans Cj.

2. Supposons que kclnc < Inln g, ou ¢ > max;—1__{x_(C;)}.

Alors le revétement M’ est un fibré sur le cercle ou un I-fibré tordu, et on peut
trouwver dans M' une fibre de genre au plus g = max;—1.__{9(C;)}. En particulier,
la variété M est virtuellement fibrée sur le cercle St.

Ce théoreme est démontré dans le premier chapitre. Cette démonstration repose
sur la construction d’un produit ”long et fin” dans un des ¢ corps en anses de M’ dont
le volume est au moins Vol(M')/q. Cette construction fait 1'objet de la proposition
C des Surfaces Paralleles.

L’hypothese (1) du théoréeme A est assez technique et difficile a vérifier en pra-
tique. Elle n’est peut-étre pas nécessaire.

Conjecture (x). Le théoréme A reste vrai sans ’hypothése (1).

Remarque 0.2. Les hypothéses du théoreme A donnent une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une variété hyperbolique M de dimension trois soit virtuellement
fibrée sur le cercle. Les récents travaux de Dani Wise sur la structure de groupes
munis d’une hiérarchie quasi-conveze (voir par exemple [Wi]) impliqueraient qu’une
variété de dimension trois hyperbolique M est virtuellement de Haken si et seulement
si elle satisfait les hypotheses du théoréeme A.
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Au chapitre deux, nous utilisons cette construction explicite pour établir un
critere de fibration d’un revétement fini régulier de degré suffisamment grand.

Théoreme 2.1. Soit M une variété de dimension 3 hyperbolique, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivité de M et soit € <
%Inj(M). Soit M’ — M wun revétement galoisien fini de degré d et F' une sur-
face plongée dans M', compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, et qui
scinde le revétement M’ en q corps en anses (éventuellement creuz) Cy,...,C,.
Soit ¢ > maxj_y, .{x-(C;)}. Supposons de plus que tout lacet plongé dans C; de
longueur inférieure ou égale a € est homotopiquement trivial dans Cj.

Il existe une constante explicite k = k(e, Vol(M)) > 0, ne dépendant que de ¢ et
du volume Vol(M), telle que si le degré d du revétement galoisien vérifie

~ d
kc? <Inln—,
q
alors le revétement M' est fibré sur le cercle S', et une fibre peut étre obtenue par
chirurgie d’une composante connexe de F'. En particulier, la variété M est virtuel-
lement fibrée sur le cercle, et le revétement M' est de Haken.

Au chapitre trois, nous démontrons le théoreme E, qui est une version du théo-
reme A ou 'hypothese (1), difficile & vérifier, est remplacée par une hypothese to-
pologique d’incompressibilité, qui est vérifiée dans plusieurs situations.

Théoreme E. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivité de M et soit € <
sInj(M).

Il existe une constante explicite p = p(e, Vol(M)) > 0, ne dépendant que de € et
du volume Vol(M) vérifiant les propriétés suivantes.

Soit M' — M wun revétement fini de degré d contenant une surface plongée F,
compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, qui scinde le revétement M’ en q
corps en anses (éventuellement creux) Cy, ..., Cy, et ayant les propriétés suivantes.

1. Sv F~ est la réunion des composantes de F' qui correspondent a des bords
négatifs des corps en anses Cj, F'~ est une union de surfaces incompressibles.

2. Supposons que pclnec < Inln g, ot ¢ = max;—1__{x-(Cj)}.

Alors une des composantes connexe de F~ est la fibre d’une fibration en surfaces
de M' (correspondant a un fibré sur le cercle ou un I-fibré tordu). En particulier, la
variété M est virtuellement fibrée sur le cercle S.

Ce théoreme peut s’appliquer dans le cadre des scindements de Heegaard. Dans
la suite du chapitre trois est établi un critere de fibration en fonction du genre de
Heegaard et du degré du revétement fini considéré.
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Théoréme 3.21. Il existe une constante explicite k = k(e, Vol(M)) telle que pour
tout revétement fini M’ — M de degré d vérifiant kx" (M')Inx" (M') < Inlnd, le
revétement M' contient une surface de genre au plus g(M') qui est la fibre d’une
fibration en surfaces. En particulier, la variété M est virtuellement fibrée sur le
cercle S*.

Nous démontrons également dans le troisieme chapitre une version
“sous-logarithmique” des conjectures 5 et 6 de Lackenby sur les gradients de Hee-
gaard.

Définition 0.3. Soit n €]0, 1[.
Le gradient de Heegaard n-sous-logarithmaique de la variété M est défini

par :
X2 (M;)
(Inlnd;)n |’

ot la borne inférieure porte sur 'ensemble (dénombrable a isomorphisme de revéte-
ment prés) de tous les revétements finis (M; — M );er de M, de degrés (d;)ier-

De méme, on peut définir le gradient de Heegaard fort n-sous-logarithmique
de la variété M par

Vign(M) = inf {

sh
sh . XZ (Mz)
vlog’”(M) = inf { (Inlnd;)n } ’

ot la caractéristique de Heegaard du revétement fini M; — M est remplacée par sa
caractéristique de Heegaard forte.

Théoreme 3.6. Soient M wune variété hyperbolique de dimension trois, connexe,
orientée, compacte et sans bord, et n €0, 1].

1. Le gradient de Heegaard n-sous-logarithmique Vﬁ)gm(]\/[) de M est nul si et

seulement si M est virtuellement fibrée sur le cercle St.

2. Le gradient de Heegaard fort n-sous-logarithmique de M est toujours stricte-

ment positif : Vik (M) > 0.

Dans le quatrieme chapitre, on applique le théoreme principal dans le cadre
des décompositions circulaires associées a une classe d’homologie non triviale, pour
déterminer si elle est fibrée.

Définition 0.4. Soit M une variété hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. Si« € H' (M) = H'(M,Z) est une classe de cohomologie
non triviale, notons ||«|| sa norme de Thurston. Par définition,

] = min{x_(R), [R] = P(a)},

ot R est une surface compacte, sans bord, orientable, plongée et P(a) la classe
Poincaré-duale de oo. Nous appellerons une surface R réalisant la norme de Thurston
de a une surface ||a||-minimisante.
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Si R est une surface non séparante et ||a||-minimisante pour une certaine classe
de cohomologie non triviale « € H' (M), soit N(R) = Rx] — 1,1[ un voisinage
régulier ouvert de R dans M, et Mp = M \ N(R). Notons

h(M; o, R) = min{x(R) — x(5)},

ou S est une surface de Heegaard pour (Mg, Rx {1}, Rx{—1}). En d’autres termes,
%h(M,oz,R) est le nombre minimal de 1-anses qu’il faut attacher a un voisinage
réqulier de R x {1} dans Mg pour obtenir le premier corps en anses du scindement
de Heegaard de (Mg, R x {1}, R x {—1}).

Posons

h(M, a) = h(e) = min{h(M, «, R), [R] = P(a), x-(R) = [ }-

Pour toute classe « € H'(M) non triviale, soit x° (o) = ||a|| + h(a), la carac-
téristique circulaire de . C’est la partie négative de la caractéristique d’Fuler
d’une surface de Heegaard pour (Mg, Rx {1}, R x {—1}) de genre minimal, ot R est
une surface ||a|-minimisante et telle que la quantité h(M, a, R) est minimale parmi
toutes les surfaces ||a||-minimisantes.

Dans ce contexte, on peut obtenir le théoreme suivant, qui est une adaptation
du théoreme 1 (3) de [Lal] avec des constantes explicites.

Théoreme 4.16. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord, et € < Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
¢ = {(e,Vol(M)), ne dépendant que de € et du volume de M, et ayant les propriétés
suivantes. Soit « € H'(M) une classe de cohomologie non triviale et R une surface
||a||-minimisante. Soit M — M un revétement galoisien fini de M, de degré d.
Soit R' une composante connexe de l'image réciproque de R dans le revétement M,
et o/ la classe de cohomologie dans H'(M',Z) Poincaré-duale de [R].

Si £ x (o) < Vd, alors la variété M est fibrée sur le cercle et la surface R est
une fibre.

Le théoreme suivant est I’analogue pour les décompositions circulaires associées
a une classe d’homologie non triviale du théoreme 3.21.

Théoreme 4.21. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connezxe,
orientée, compacte et sans bord. Soit € < Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
0" =0(e,Vol(M)) ne dépendant que de € et du volume de la variété M vérifiant les
propriétés suivantes. Soient un revétement fini M' — M de M de degré d, et une
classe de cohomologie non triviale o/ € H'(M').

Si ' x°(a/)Inx® (/) < Inlnd, alors toute surface R' plongée dans M’ et ||d/||-
minimisante est une fibre. En particulier, la variété M est virtuellement fibrée sur
le cercle S*.

Par analogie avec le gradient de Heegaard sous-logarithmique défini précédem-
ment, nous introduisons également un gradient circulaire sous-logarithmique et nous
établissons le corollaire 4.24, qui correspond a la partie (1) du théoreme 3.6.
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Nous avons obtenu des criteres pour qu’une classe d’homologie non triviale
contienne un représentant qui est une fibre virtuelle. Si R est une surface plongée
dans M et incompressible, sa classe d’homologie est triviale si et seulement si R est
séparante. Nous avons obtenu aussi un critere suffisant pour qu’une surface incom-
pressible R soit une fibre virtuelle.

Définition 0.5. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. Supposons que R est une surface incompressible, orien-
table, connexe et plongée dans M. Dans le cas ot la surface R est non séparante,
la classe [R] € Hy(M) n’est pas triviale. Nous appellerons la caractéristique de
Heegaard de la surface R le minimum de |x(S)|, ot S est une surface de Hee-
gaard pour (Mg = M\ N(R),R x {1}, R x {—1}).

Dans le cas ot la surface R est séparante, la variété Mr = M\ N (R) est consti-
tuée de deux composantes connexes M, et My. Nous appellerons la caractéristique
de Heegaard de la surface R le mazimum de {x" (M,),x" (M)}

Dans tous les cas, nous noterons x" (R) la caractéristique de Heegaard de la
surface incompressible R.

Dans le théoreme suivant, la surface R n’est pas supposée non séparante a priori.

Théoreme 4.26. Soit M wune variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord. Soit € < Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
0" =1"(e,Vol(M)) vérifiant les propriétés suivantes. Supposons qu’il existe une sur-
face incompressible R connexe, compacte, sans bord, orientable et plongée dans M.
Soit M' — M un revétement fini de M de degré d. Soit également R’ une composante
connexe de l’image réciproque de R dans M'.

Si 0" x" (R Inx" (R') < Inlnd, alors la surface R est une fibre virtuelle. De plus,
si la surface R’ n’est pas séparante, R est une fibre.

Remarque 0.6. L’expression explicite des constantes k, %, k, 0,0 etl" apparaissant
dans les divers théoréemes permet d’étudier leur comportement. Lorsque le volume
Vol(M) est fizé et que € tend vers zéro, ou que € est fixé et que Vol(M) tend vers
I'infini, toutes ces constantes tendent vers l'infini. Ainsi, les conditions suffisantes
deviennent de plus en plus difficiles a vérifier a mesure que le rayon d’injectivité
diminue ou que le volume augmente.

Dans le dernier chapitre, en adaptant des techniques de Lackenby [La3], nous
établissons un critere permettant de faire croitre le premier nombre de Betti d’une
variété en passant a une tour de revétements finis.

Théoreme 5.13. Soit M wune variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord. Supposons qu’il existe une tour infinie ... — M; 1 —
Nix1 = M; - N; — ... = Ny — M de revétements finis de M telle que pour tout
i >1, M; — N; est galoisien, de groupe H; ~ (Z/97)".

Si infien X" (M)[mM = mN;]/(V2)" = 0, alors lim;_, o0 by(M;) = 4o00. En
particulier, le premier nombre de Betti de M est virtuellement infini.
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Une application de ce résultat a la suite dérivée modulo 2 (voir le paragraphe
5.2) permet d’obtenir le critére suivant.

Corollaire 5.15. Soient M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe,

orientée, compacte et sans bord, et ... — M; — M;,_1 — ... — M; — M la tour de

revétements finis correspondant a la suite dérivée modulo 2. Pour tout i > 1, posons

ri = bip, (M), avec My = M, et R, =1y +1ry+ ...+ 1. Supposons que r; > 4.
Si infiey X" (M;)25-1 /(v/2)7 = 0, alors lim;_, o by (M;) = 4-00.
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0.1 Surfaces de Heegaard et scindements de Hee-
gaard généralisés.

Nous renvoyons aux ouvrages [J], [He] et [BMP], ainsi qu’aux notes de Hatcher
[Hat] pour des rappels de topologie de dimension trois, dont nous admettrons les
résultats de base. Si non spécifié, toutes les variétés considérées seront supposées
orientables.

Une variété M de dimension trois compacte, orientée, est dite irréductible si
toute sphere S? proprement plongée dans M borde une boule B dans la variété M.
Sinon, on dit que M est réductible. On peut alors trouver une sphere .S proprement
plongée dans M et qui ne borde aucune boule : une telle sphere est dite essentielle.

On rappelle également qu’une surface F' compacte, connexe, proprement plon-
gée dans M et qui n’est pas une sphere est incompressible si I'application i, :
m (F,x9) — m (M, zo) induite par l'inclusion i entre les groupes fondamentaux est
injective (pour un point base xy sur la surface F'). D’apres le théoreme du lacet (voir
[He] ou [J]), cela revient a dire que le bord de tout disque D plongé dans M intersec-
tant la surface F' transversalement et tel que D N F = 0D borde un disque dans la
surface F'. Une variété de dimension trois connexe, compacte, orientable, irréductible
et contenant une surface incompressible est dite de Haken. Si une variété M de
dimension trois connexe, compacte, orientable et irréductible possede un revétement
fini qui est de Haken, la variété M est dite virtuellement de Haken.

Dans toute la suite, M est une variété de dimension trois connexe, orientée,
compacte, et avec bord éventuellement non vide.

0.1.1 Scindements de Heegaard.

Pour une introduction détaillée aux scindements de Heegaard, nous renvoyons a
'article de Scharlemann [Sc].

Décomposition en anses.

Soit M une variété de dimension 3 orientée. Soit un entier p entre 0 et 3. Notons
I =10,1].

Etant donné un entier p entre 0 et 3, une p-anse sur M est la donnée une
application d’attachement f : OB? x B3P — M qui est un homéomorphisme
sur son image. Si p = 0, 'application d’attachement est vide. Dans tous les cas, on
dit alors que la variété M’ = M U; (B? x B*>~?) de dimension 3 est obtenue & partir
de la variété M par attachement d’une p-anse. Nous renvoyons a [RS| pour plus
de détails sur les décompositions en anses.

Ainsi, une 0-anse est une boule B® munie de I’application d’attachement vide.
Une l-anse est un tube plein I x D? rattaché le long des deux disques {0} x D? et
{1} x D?. Son ame est 'arc I x {0} et sa codme est le disque {3} x D?. Une 2-anse
est aussi un tube plein D? x I, cette fois-ci rattaché le long de 'anneau 0D? x I. Son
ame est le disque D? x {1} et sa coAme l'arc {0} x I. Une 3-anse est une boule B?
rattachée le long de son bord, qui est la sphere S2.
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Par dualité, en inversant I'ordre des facteurs, une l-anse I x D? peut étre vue
comme une 2-anse et réciproquement. Il en est de méme pour les 0- et 3-anses.

Un cobordisme (M, Ny, N) est la donnée d'une variété M de dimension 3 et de
deux sous-varié¢tés Ny et Ny de M disjointes de dimension 2, éventuellement vides,
et vérifiant OM = Ny L N;.

Soit (M, Ny, N7) un cobordisme. On dit que H est une p-anse sur le cobor-
disme (M, Ny, Ny) si H est une p-anse sur M et si 'application d’attachement de
H est a valeurs dans Ny, i.e. si HN M C Nj.

Une décomposition en anses du cobordisme (M, Ny, N;) est la donnée d’une
décomposition de la forme M = CoU Hy U Hy U ... U H, U (Y telle que :

1. La variété Cy (respectivement C7) est homéomorphe a Ny x I (respectivement
Nl X I), et

2. pour tout i entre 1 et k, H; est une anse du cobordisme (Co U H; U ... U
Hi_l,No,a(Co U H1 Uu...uU Hi—l) \ N()), ou l'on a identifié NO a l’image de
No x {0} dans Cy = Ny x I, et Ny a l'image de Ny x {1} dans C; = Ny x I.

Par dualité, une décomposition en anses du cobordisme (M, Ny, N1) peut étre vue
comme une décomposition en anses du cobordisme (M, N1, Ny) simplement en consi-
dérant les anses duales attachées “en sens contraire”. Cette nouvelle décomposition
est appelée décomposition duale.

On a le lemme important (voir par exemple [RS, "Reordering Lemma” 6.2 p.
76]) :

Lemme 0.1. Soit M une variété de dimension 3 munie d’une décomposition en
anses.

Apres isotopie, on peut toujours attacher une anse d’indice plus petit avant une
anse d’indice plus grand.

Par contre, si une 1-anse puis une 2-anse sont attachées a M, on peut intervertir
l'ordre dans lequel ces anses sont attachées si et seulement si l'on peut disjoindre le
bord de l’ame de la 2-anse du bord de la coame de la 1-anse (qui sont toutes les deux
homéomorphes a un disque).

[

D’apres le lemme 0.1, on peut réarranger toute décomposition en anses du cobor-

disme (M, Ny, N1) afin que les anses soient attachées par indice croissant : d’abord les

0-anses, puis les 1-anses, puis les 2-anses, et pour terminer les 3-anses. Ceci conduit
a la notion de scindement de Heegaard, que nous allons décrire a présent.

Corps en anses et scindements de Heegaard.

Un corps en anses, ou bretzel, est le voisinage régulier tri-dimensionnel d'un
graphe de genre g. On peut le voir également comme une surface de genre g remplie,
ou comme une boule de dimension trois a laquelle on a rattaché g 1l-anses. Par
exemple, si g = 1, on obtient un tore solide D? x S!.

Soit M une variété de dimension trois connexe, orientée, compacte et sans bord.
Un scindement de Heegaard de M est une décomposition de la variété M en
deux corps a g anses Hy et H; recollés par un homéomorphisme de leur bord (qui
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est une surface S compacte, sans bord et de genre g). L’entier g est appelé le genre
du scindement de Heegaard. La surface S est une surface de Heegaard de M. On
note ce scindement M = HyUg Hj.

Si M est une variété de dimension trois connexe, orientée, compacte et a bord
non vide, on peut encore définir la notion de scindement de Heegaard de M, en
utilisant des corps en anses creux.

Définition 0.2 (Corps en anses creux). Pour obtenir un corps en anses creux H,
ou bretzel creux, on part d’une surface F' compacte, sans bord, non nécessairement
conneze. On construit le corps en anses creur H en rattachant des 1-anses a F x I
sur le bord F' x {1}. Les composantes du bord de H correspondant a F x {0} sont
notées 0_H, appelées le bord négatif de H. Les composantes de bord restantes,
OH \ 0_H, sont notées 0, H et appelées bord positif de H. Par convention, un
corps en anses comme défini au paragraphe précédent (donc qui n’a qu’une seule
composante de bord) est un corps en anses dont le bord négatif est vide.

On remarque que, comme 0y H est obtenu a partir de 0_ H en attachant des anses
a cette surface, la caractéristique d’Euler de 0y H est nécessairement inférieure ou
égale a celle de 0_H. En particulier, le genre de 0, H est supérieur ou égal au genre

de 0O_H.

Définition 0.3 (Scindement de Heegaard). Soit (M, Ny, N1) un cobordisme. Un
scindement de Heegaard de M associé au cobordisme (M, Ny, Ny) est la
donnée de deux corps en anses Hy et Hy vérifiant :

1. 0_Hy= Ny, O_H; = Ny,
2. 0, Hy= 0, Hy =S avec S une surface compacte sans bord, et

3. M = HyUg H; est obtenue en recollant Hy et Hy par un homéomorphisme de
leur bord positif.

La surface S est encore appelée surface de Heegaard de M et son genre est appelé
le genre du scindement de Heegaard M = Hy Ug Hi. Remarquons que Ny ou Ny
peuvent étre vides.

Si la variété M n’est pas connexe, un scindement de Heegaard de M est un
scindement de chacune des composantes connexes de M.

Deux scindements de Heegaard sont isotopes si les surfaces de Heegaard corres-
pondantes sont isotopes dans la variété M. Ils sont homéomorphes s’il existe un
homéomorphisme de M envoyant la premiere surface de Heegaard sur la seconde.

Soit H un corps en anses, éventuellement creux. Un disque méridien de H est
un disque D proprement plongé dans H tel que 0D est une courbe essentielle dans
0, H. Un systeme complet de disques méridiens pour H est une famille D de
disques méridiens tels que si I’'on coupe H le long des disques de D, on obtient une
union disjointe de boules et _H x I.

Théoreme 0.4. Toute variété M de dimension trois, orientée et compacte admet
un scindement de Heegaard.
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Démonstration du théoreme 0.4.

Ce théoreme découle immédiatement de l'existence d’une triangulation K de
M (voir Moise [Mo]). Dans le cas ou le bord de M est vide, un premier corps en
anses s’'obtient en prenant un petit voisinage régulier de KM, le 1-squelette de la
triangulation. Le complémentaire n’est autre qu’'un voisinage régulier de I', le 1-
squelette dual de K, et fournit le second corps en anses. O

Définition 0.5 (Genre de Heegaard). Soit M une variété de dimension trois connexe,
orientée et compacte. On définit le genre de Heegaard de M comme le minimum
des genres des surfaces de Heegaard de M. C’est un entier positif ou nul, noté g(M).

Exemple : Les seules variétés compactes, connexes, sans bord, orientables et de
genre de Heegaard inférieur ou égal & 1 sont la sphere S3, S? x S! et les espaces
lenticulaires. En particulier, toute variété hyperbolique a un genre de Heegaard au
moins égal a 2.

Un scindement de Heegaard de M associé au cobordisme (M, Ny, N1) peut étre
vu comme une décomposition en anses particuliere ou les anses sont attachées par
ordre croissant d’indice. En effet, les 0- et 1-anses constituent le premier corps en
anses, de bord négatif Ny. Les 2- et 3-anses correspondent par dualité aux 1- et
0-anses du second corps en anses (de bord négatif N;). Considérer la décomposition
duale associée au cobordisme (M, Ny, Ny) revient ainsi a intervertir 'ordre des corps
en anses dans la décomposition de Heegaard correspondante.

Avec ce point de vue, les disques méridiens pour le premier corps en anses cor-
respondent aux coames des 1-anses et les disques méridiens du second corps en anses
aux ames des 2-anses.

Le point de vue des fonctions de Morse.

Voir les décompositions de Heegaard comme des décompositions en anses permet
de faire le lien avec les fonctions de Morse. En effet, prenons une fonction de Morse
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f associée au cobordisme (M, Ny, N1) telle qu’a deux points critiques distincts cor-
respondent des valeurs critiques distinctes, et que les valeurs critiques apparaissent
par indice croissant. Autrement dit, f est une fonction de Morse a valeurs dans [0, 1]
par exemple, vérifiant :

— les valeurs critiques de fsont 0 < a; <...<ap <b <...<b <1,

— Ny = f71(0) si Ny # 0, ou 0 est une valeur critique d’indice 0 si Ny = (),

— Ny = f71(1) si Ny # 0, ou 1 est une valeur critique d’indice 3 si N; = 0),

— pour tout ¢ entre 1 et k, a; est une valeur critique associée a un point critique

d’indice 1,
— pour tout j entre 1 et ¢, b; est une valeur critique associée a un point critique
d’indice 2.

Alors pour tout ¢ €]ag, b; [, la surface de niveau f~!(¢) est une surface de Heegaard
de M, et si t' €]ay, by[, les surfaces de niveau f~(t) et f~'(¢') sont isotopes. On a
donc toute latitude pour placer la surface de Heegaard entre ay et b;. C’est ce qu’on
appelle un balayage.

On peut visualiser ce qu’est un balayage en utilisant la notion d’échine. Soit
M = HyUg Hy un scindement de Heegaard de M. Pour i entre 0 et 1, si H; est
un corps en anses de bord négatif vide, une échine de H; est un graphe ¥ plongé
dans H; tel que H; soit un voisinage régulier de ¥. Si H; est un bretzel creux (i.e.
0_H; # (), une échine de H; est un graphe X proprement plongé dans H; (donc tel
que ¥ N0O_H; n’est constitué que de sommets de valence 1), et tel que XU 0_ H; soit
un rétracte par déformation de H;. Une échine existe toujours. Par exemple, on peut
en obtenir une a partir du 1-squelette d’une triangulation. Par définition, H; \ ¥ est
difféomorphe au produit 0, H x I.

0_H,;

Si g et X sont deux échines de Hy et H; respectivement pour le scindement de
Heegaard considéré, alors M \ (X U %) est difffomorphe au produit S x I. On a
ainsi obtenu une famille paramétrée par ¢t €0, 1[ de surfaces de Heegaard S x {t} de
M, deux a deux isotopes, formant un balayage de la variété M.

0.1.2 Simplifier un scindement de Heegaard : stabilisation, ré-
ductibilité et réductibilité faible.
Soit M une variété de dimension trois connexe, orientée et compacte, et HyUg H

un scindement de Heegaard de genre g de M. Il est assez facile de construire un
scindement de Heegaard de M de genre g + 1 a partir de Hy Ug H; comme suit.
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Soit v un arc proprement plongé dans Hy, avec ses deux extrémités dans 0, H; =
S et tel qu’il existe un disque D plongé dans H; dont le bord est la réunion de « et
d'un arc de 0, H;.

On peut alors rajouter a Hy un voisinage régulier de a, ce qui revient a rajou-
ter une l-anse d’ame a a Hy, qu’on enleve a H;. Par dualité, ¢’est comme si I'on
avait rajouté la 1-anse de coame D a H;. On obtient ainsi un nouveau scindement
de Heegaard de M, de genre g + 1, obtenu a partir du scindement Hy Ug H; par
stabilisation. On remarque que deux scindements obtenus a partir de HyUg H; par
stabilisation sont isotopes.

Hy

Par contre, le théoreme de Reidemeister et Singer (voir par exemple [Si]) montre
que deux scindements de Heegaard d’une variété donnée sont isotopes apres un
certain nombre de stabilisations.

On peut ainsi toujours stabiliser un scindement. La question plus difficile est de
savoir dans quel cas un scindement de Heegaard provient d’une stabilisation d'un
scindement plus simple, i.e. dans quel cas un scindement de Heegaard peut-il étre
déstabilisé ?

Lemme 0.6. Soit M une variété de dimension trois connexe, compacte et orientable.

Un scindement de Heegaard HyUg Hy de M peut étre déstabilisé si et seulement
sl existe deux disques Dy et Dy proprement plongés respectivement dans Hy et Hy
et s’intersectant en un unique point.

Nous renvoyons au Lemme 3.1 de [Sc] pour une preuve de ce lemme. ]
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D, Dy

Scindement de Heegaard pouvant étre déstabilisé.

On a la définition suivante :

Définition 0.7. Soit M une variété de dimension trois connexe, orientée et com-
pacte, et un scindement de Heeqaard HyUg Hy de M. Ce scindement est dit réduc-
tible s’il existe deux disques méridiens Dy et Dy proprement plongés dans Hy et Hy
respectivement et tels que leurs bords coincident : 0Dy = 0D, C S.

Un scindement de Heegaard qui n’est pas réductible est dit irréductible.

Cette définition revient a dire que si le scindement de Heegaard est réductible,

alors il existe une sphere ¥ (qui est I'union des deux disques précédents) intersectant
S en un unique cercle essentiel.

S

Scindement de Heegaard réductible.

Proposition 0.8. Si M est une variété de dimension trois, connexe, compacte,
orientée, irréductible qui n’est ni une sphére S, ni une sphére trouée, alors un
scindement de Heegaard de M est réductible si et seulement s’il peut étre déstabilisé.
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Cette proposition utilise le théoreme de Waldhausen (voir [Wal], ainsi que [ST1]
et [O]) : tout scindement de Heegaard de genre g > 0 de la sphere S? provient du
scindement de genre 0 que 'on a stabilisé ¢ fois. n

Définition 0.9. Un scindement de Heegaard Hy Ug Hy de M est dit faiblement
réductible s’il existe deur disques méridiens Do dans Hy et Dy dans Hy dont les
bords sont disjoints : 0Dy N 0Dy = ().

Un scindement de Heegaard qui n’est pas faiblement réductible est dit fortement
irréductible.

Remarque 0.10. Tout scindement de Heegaard réductible est faiblement réductible.

En effet, soit un scindement de Heegaard réductible M = Hy Ug H; et deux
disques méridiens Dy de Hy, Dy de H; dont les bords coincident : 0Dy = 9D;. On
peut toujours disjoindre dans S le bord de Dy du bord de D;.

Dy

]

Dy

Scindement de Heegaard réductible, donc faiblement réductible.

Théoréme 0.11 (Haken). Tout scindement de Heegaard d’une variété M de dimen-
sion trois, connexe, compacte, orientée et réductible, est réductible.

Tout scindement de Heegaard d’une variété M de dimension trois, connexe, com-
pacte, orientée et dont le bord est compressible, est faiblement réductible.

La preuve originelle de ce théoreme est bien sur due a Haken [Hak]. Jaco propose
une preuve plus simple au chapitre 2 de son ouvrage [J, paragraphe I1.7 p. 20]. La
version a bord est démontrée dans [BO2] et [CG]. O

0.1.3 Scindements de Heegaard généralisés, complexité et scin-
dements minces.
Soit un scindement de Heegaard Hy Ug H; de M faiblement réductible. Il existe

deux disques méridiens Dy dans Hy et D; dans H; ne se rencontrant pas. Soit une
décomposition en anses associée au scindement de Heegaard M = Hy Ug H; telle
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que Dy soit la coame d’une 1-anse de M et D; 'ame d’une 2-anse de M. Le premier
corps en anses Hy de M correspond aux 0- et 1-anses, et le second corps a anses H;
aux 2- et 3-anses.

D’apres le lemme 0.1, on peut réarranger 1’ordre d’attachement des anses dans
la décomposition en anses de M en recollant la 2-anse d’ame D; avant la 1-anse de
coame Dy.

Plus généralement, prenons une décomposition en anses d’un cobordisme
(M, Ny, N7) constituée de 0-anses, puis d'une série de l-anses et de 2-anses, puis
d’une deuxieme série de 1-anses et de 2-anses, etc, jusqu’a la n-ieme série de 1-anses
et de 2-anses, puis des 3-anses. Notons F) le bord de la variété M; obtenue lorsque
I'on n’a rattaché que les 0-anses et la premiere série de 1-anses, privé de Ny, Fy le
bord de la variété M, obtenue en rattachant la premiere série de 2-anses a M; privé
de Ny, et ainsi de suite jusqu’a Fy,_1 obtenue apres avoir rattaché la derniere série de
l-anses. Apres une petite isotopie, on peut disjoindre les surfaces { Fy, Fy, ..., Fy, 1 }.
Enlevons également aux surfaces Fj les composantes qui sont des spheres bordant
les 0- ou 3-anses.

Alors les surfaces paires Fy; divisent M en n variétés My, ..., M,, et pour tout
j entre 1 et n, la surface impaire F;_; est une surface de Heegaard pour la variété
M;. Une telle décomposition H = (Fy, Fy, ..., Fa,_1) est appelée un scindement
de Heegaard généralisé de M associé au cobordisme (M, Ny, N;). L’entier n
est appelé la longueur du scindement. Un scindement de Heegaard généralisé de
longueur 1 est un scindement de Heegaard de M usuel.

On peut représenter ce scindement de Heegaard généralisé a 'aide du schéma
suivant :

M, F3

My Fy

Etant donnée une variété M de dimension trois compacte, connexe et orientable,
il y a beaucoup de latitude pour construire un scindement de Heegaard généralisé
de M. Cependant, il est intéressant de trouver de tels scindements dont les surfaces
paires et impaires sont les plus simples possibles. C’est cette idée que formalisent les
notions de complexité et de décompositions minces.

Définition 0.12 (Complexité d'une surface). Soit une surface F' connezxe, compacte,
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ortentable et sans bord. La complexité de F est définie par :

0 si =2 S?,
1 —x(F)=2g9(F)—1 sinon.

Si la surface F' n’est pas connexe, la complexité de F' est la somme des complexités
de ses composantes connexes :

X€7r0(F)

On remarque que pour toute telle surface F', —x(F) < ¢(F) — 1.

La complexité est une alternative a la caractéristique d’Euler. C’est un moyen
de mesurer a quel point une surface est "compliquée”, en tenant compte a la fois du
genre et du nombre de composantes connexes, tout en imposant a la sphere d’avoir
une complexité minimale et nulle.

Soit M une variété de dimension trois compacte, connexe et orientable, et H =
(F1, Fy, ..., Fy,_1) un scindement de Heegaard généralisé de M. La largeur du
scindement # est le n-uplet (c(F1), c(F3),...,c(Fon-1)), avec les répétitions éven-
tuelles, ordonné par ordre décroissant. La complexité du scindement H est
cr(H) = max{c(Fpj-1),j=1,...,n} — L

L’ensemble des largeurs des scindements de Heegaard généralisés de M peut étre
muni de 'ordre lexicographique, qui est un bon ordre. En particulier, cet ensemble
admet un minimum.

Définition 0.13 (Décomposition mince et complexité de M). Un scindement de
Heegaard généralisé dont la largeur réalise le minimum des largeurs des scindements
de M est appelé une décomposition mince de M.

La complexité de la variété M est définie par :

cr(M) =max{c(Fy_1),j=1,...,n} =1 =ci(H),
ot H = (F1, Fy, ..., Fo,_1) une décomposition mince de M.

Les notions de complexité d’un scindement de Heegaard et de décomposition
mince ont été utilisées par Scharlemann et Thompson dans leur article [ST2]. Le
lemme suivant donne une méthode pour obtenir des décompositions minces.

Lemme 0.14. Soit H = (Fy, ..., Fo,_1) un scindement de Heegaard généralisé. Sup-
posons qu’il existe un indice i pour lequel la surface Fy; 1 est faiblement réductible.

Alors, il existe une opération nommée chirurgie de scindements de Hee-
gaard généralisés, permettant d’obtenir, a partir du scindement H, un nouveau
scindement de Heegaard généralisé H' dont la largeur est strictement plus petite que

celle de H.

Démonstration du lemme 0.14.

Supposons qu’il existe une surface Fy;_; faiblement réductible. On peut trouver
deux disques méridiens Dy et D; de part et d’autre de la surface de Heegaard F5;_;
qui ne s’intersectent pas. Prenons une décomposition en anses de M; associée au
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cobordisme (M;, Fy;_o, Fy;) (avec les conventions Fy = Ny et Fy, = Np) n’ayant que
des 1- et 2-anses, telle que la surface impaire Fy; 1 sépare les 1-anses des 2-anses,
et que le disque méridien Dgy corresponde a la coame d’une 1-anse et le disque D,
a I’ame d’une 2-anse. D’apres le lemme 0.1, on peut réarranger la décomposition en
anses en rattachant la 2-anse d’ame D; avant la 1-anse de coame Dy.

En inversant 'ordre d’attachement de la l-anse de coame Dy et de la 2-anse
d’ame D;, on a créé un nouveau scindement de Heegaard généralisé de M : on
attache sur les 0-anses la premiere série de 1- puis 2-anses, jusqu’a la i-eme série de
1-anses a 'exception de la 1-anse de coame Dg. Puis on attache la 2-anse d’ame D,
puis la 1-anse de coame Dy, puis la i-ieme série de 2-anses sauf celle d’ame D; qui
est déja attachée. On termine la décomposition en attachant la (i + 1)-ieme série de
1- et 2-anses, jusqu’a la n-ieme série de 1- et 2-anses, puis les 3-anses. On a donc
introduit une série supplémentaire de 1- et 2-anses, correspondant a la l-anse de
coame Dy et a la 2-anse d’ame D;. Notons (77 la surface obtenue apres avoir attaché
les anses jusqu’a la i-ieme série de 1-anses sauf la 1-anse de coame Dy, G5 la surface
obtenue apres avoir rattaché la 2-anse d’ame D;, puis G5 la surface obtenue apres
avoir rattaché la 1-anse restante, de coame Dy. Comme précédemment, on disjoint
ces surfaces par une petite isotopie et on enleve les composantes qui sont des spheres
bordant des 0- et 3-anses. Le nouveau scindement de Heegaard généralisé H' de M

Correspond alors aux surfaces (Fl, .. ,FQi_27 Gl, GQ, G3, FQZ‘, F2i+1, ey FQn_1>.
D,
F2i—1
Dy
I Gg

(T

Définition 0.15. L’opération décrite ci-dessus permettant d’obtenir a partir du
scindement H un nouveau scindement de Heegaard généralisé

H = (Fi, ..., Fy 2,G1,Ga,Gs, Fo;, Foiyq, ..., Fon 1) est appelée une chirurgie de
scindements de Heegaard généralisés.

La surface GG est obtenue a partir de Fy;_; en effectuant une chirurgie de long
de Do. AiHSi, C(Gl) S C(ng_l) — 1.

La surface G3 est obtenue en effectuant une chirurgie de F5;_; le long du disque
Dy, donc on a aussi

c(G3) < c(Fyq) — 1.
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Comme la largeur du scindement de Heegaard généralisé
7‘[/ = (Fl, Ce ,FQZ‘_Q, Gl, GQ, Gg, ng, FQH_l, e 7F2n—1) est le (TL + 1)—uplet
(c(Fy),...,c(Fy-3),c(Gy),c(Gs), ..., c(Fait1), ..., c(Fy,—1)) ordonné par ordre dé-
croissant, elle est strictement plus petite que la largeur de la décomposition ‘H =
(Fl,...,an_l). ]

Définition 0.16. Soit M une variété de dimension trois connexe, orientée et com-
pacte, et H = (Fy, ..., Fon_1) un scindement de Heegaard généralisé de M.

Soit Sy Uensemble des scindements de Heegaard généralisés obtenus a partir de
H par chirurgies de scindements de Heegaard généralisés. Un élément H' € Sy
manimisant la largeur est appelée un scindement de Heegaard généralisé H-mince.

Proposition 0.17. Soit M une variété de dimension trois connexe, orientée et
compacte, et H un scindement de Heegaard généralisé de M.

Tout scindement de Heegaard généralisé H-mince H' = (F1,..., Fy,_1) vérifie
les propriétés suivantes.

1. Les surfaces impaires Fy;_1 correspondent a des surfaces de Heegaard fortement
wrréductibles.

2. Les surfaces paires Fy; sont des surfaces incompressibles de M.

3. De plus, si la variété M est irréductible, alors aucune composante des surfaces
paires n’est une sphere.

O

La preuve de cette proposition est une conséquence du lemme 0.14. Nous ren-

voyons a [CG] et [ST2], ainsi qu’a la démonstration de la proposition 4.6 qui lui est
analogue.

Le corollaire suivant (voir par exemple [CG, Théoreme 3.1 p. 280], ou [Sc, Théo-
reme 3.11 p.932]) se déduit directement de la proposition 0.17.

Corollaire 0.18. Soit M une variété de dimension trois compacte, connexe et orien-
table, et un scindement de Heegaard HyUg Hy de M faiblement réductible. Alors soit
ce scindement est réductible, soit M contient une surface incompressible.

O

Ce corollaire pourrait permettre d’étudier la conjecture sur les variétés irréduc-

tibles virtuellement de Haken : si on arrive a trouver un scindement de Heegaard de
M irréductible mais faiblement réductible, alors M est de Haken.
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0.2 Combinatoire des groupes.

0.2.1 Graphes de Cayley et de Schreier, complexes de Cayley.

Ce paragraphe donne les rappels utiles a la lecture du chapitre cing.
Soit G un groupe de type fini et S une famille génératrice finie symétrique (i.e.
stable par passage a l'inverse) de G.

Définition 0.19 (Graphe de Cayley). Le graphe de Cayley (a droite) de G
relativement a S est le graphe X(G,S) = X(G) = (V,E) ou l’ensemble des
sommets V est en bijection avec G, et les arétes sont les triplets e = (h,g,s) €
G x G x S vérifiant g = hs. L’aréte opposée est € = (g, h, s™t) puisque par symétrie
de S, s7' € S. Le sommet initial de e est o(e) = h et son sommet terminal est
t(e) = g. Pour alléger les notations, nous écrirons souvent simplement e = (h, g).

Pour une introduction aux graphes de Cayley, nous renvoyons par exemple a
[GdIH, Chapitre 1 §2 p. 4 et Appendice §3.1 p. 248].

Si I’élément neutre de GG n’appartient pas a S, e — € est une involution sans
point fixe et X (G, S) = (V, E,”) = (V, E) est bien un graphe suivant la définition
de Serre [Se, paragraphe 2.1 p. 22].

La réalisation géométrique d’un graphe X = (V, E,") est I'espace topologique
VU (FE x[0,1])/R ou V et E sont vus comme des ensembles munis de la topologie
discrete et R est la relation d’équivalence sur V U (£ x [0,1]) engendrée par les
relations :

V(e,t) € Ex[0,1], (e, t) ~(e,1—1),
(e,0) ~ o(e), et
(e,1) ~ t(e).

C’est un CW-complexe de dimension 0 ou 1, que nous noterons aussi X. En
particulier, les graphes de Cayley peuvent étre réalisés géométriquement comme
des CW-complexes de dimension 1. La projection d'une aréte dans la réalisation
géométrique d’un graphe est appelée une aréte géométrique de X.

Puisque la famille S engendre le groupe G, le graphe de Cayley X (G,S) est
connexe. On rappelle qu'un graphe est k-régulier si tous ses sommets ont valence
k, c’est-a-dire pour un sommet donné, il y a exactement k arétes de E ayant ce
sommet pour sommet initial. Avec cette définition, le graphe X (G) est |S|-régulier.
De plus, si I'élément neutre e de G n’appartient pas a la famille S, alors X (G, .S)
n’a pas de boucle (une aréte ayant ses sommets initiaux et terminaux égaux).

Si H < G est un sous-groupe de G (non nécessairement distingué), alors le
graphe de Schreier de H\G relativement a S est le graphe X(H\G,S) =
X(H\G) = (V,E) dont I'ensemble des sommets V' est H\G et les arétes sont les
triplets (Hh, Hg,s) € H\G x H\G x S avec Hh = Hgs. L’aréte opposée a e est
€ = (Hg,Hh,s™1). Le sommet initial de e est o(e) = Hh et son sommet terminal
est t(e) = Hg. Pour alléger les notations, nous écrirons souvent simplement e =
(Hh, Hyg).
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Le groupe (G agit par multiplication a gauche sur lui-méme. Cette action induit
une action sur les sommets du graphe de Cayley de G respectant les arétes. Cette
action peut donc s’étendre en une action du groupe G par automorphismes de graphe
sur le graphe de Cayley X (G). De plus, cette action est libre et propre.

De fagon plus générale, soient deux sous-groupes H et L de G, avec H distingué
dans L : H < L. Le groupe H\L = L/H agit sur les classes a droite de H\G par
multiplication a gauche : on a le morphisme

¢ H\L — G6(H\G)
H{! — {Hgw H(.Hg= Hlg}.

De plus, cette action est libre : si £ € L est tel qu’il existe ¢ € G vérifiant
Hl!.Hg = Hyg, alors Hlg = Hg, ce qui implique que H¢ = H est I’élément neutre de
L/H.

En outre, si g et ¢’ € G sont tels qu’il existe s € S vérifiant Hg' = Hgs, alors
pour tout ¢ € L, on a aussi Hlg' = H{gs, donc 'action de L/H préserve les arétes
du graphe de Schreier X (H\G).

Proposition 0.20. Le morphisme

¢ : H\L — G6(H\G)
H¢ — {Hgw H(.Hg= Hlg}.

se prolonge en une action libre de L/ H sur X (H\G) par automorphismes de graphes.

Le quotient de X (H\G) par cette action est X (L\G) et la projection X (H\G) —
X(L\G) est un revétement galoisien, de groupe L/H.

m

En particulier, en prenant H = {e}, le graphe de Schreier de L\G est le quotient
du graphe de Cayley de G par I'action de L.

Si H est distingué dans G, le graphe de Schreier de H\G est en fait le graphe de
Cayley du groupe H\G = G/H relativement a la famille génératrice S = {Hs, s €
S}. Ce graphe peut éventuellement avoir des arétes doubles qui correspondent &
deux générateurs dans S ayant la méme image dans H\G. Il peut aussi avoir des
boucles, s’il existe un élément de S contenu dans H.

Ainsi, par I'action du groupe L/H, on peut obtenir le graphe de Schreier X (L\G)
a partir du graphe de Schreier X (H\G). Il est également possible d’obtenir le graphe
de Cayley X (H\L) du groupe L/H a partir des deux graphes de Schreier précédents,
a l'aide de la construction décrite ci-dessous, exposée par Lackenby [La3].
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X(I\G) X(H\G) X(H\L)

Relier entre eux graphes de Schreier et de Cayley.

Prenons un arbre maximal 7' dans X (L\G). Il contient tous les sommets de
X(L\G).

La préimage de T' par le revétement X (H\G) — X(L\G) est une forét F' dans
X (H\G), qui contient tous les sommets de X (H\G). Les composantes connexes de
F sont en bijection avec les éléments de L/H. Notons F' = | |, i Lo, ou les T sont
les composantes connexes de F'. Par convention, T, est la composante connexe de I
contenant la classe H de H\G, et pour tout £ € L/H, T, = {-T,. Ce sont des arbres.

On peut alors construire un graphe de Cayley X (H\L) a partir de X(H\G)
en rétractant chaque arbre T, de F' en un seul sommet /. Les arétes des arbres
T, disparaissent, par contre toutes les autres arétes de X (H\G) subsistent dans
X(H\L). L’ensemble des sommets de X (H\L) est en bijection avec L/H.

Le lemme suivant sera utilisé de maniere cruciale au chapitre cing.

Lemme 0.21. Supposons le groupe L d’indice fini dans G, et notons d = [G :
L]. 1l eziste une famille génératrice finie symétrique ¥ de L en bijection avec les
arétes de X (L\G) qui n’appartiennent pas a U'arbre mazimal T et telle que pour
tout sous-groupe H distingué dans L, le graphe décrit par la construction précédente
est isomorphe au graphe de Cayley X (H\L,Y) de L/H relativement a . De plus,
X —1=4d(|S|-1).

[

Cette méthode est une traduction en termes de graphes de Cayley de la méthode

de Reidemeister-Schreier permettant d’obtenir une présentation finie de L a partir

d’une présentation finie du groupe G. Pour plus de détails, nous renvoyons a [Ba,
Chapitre IIT Théoreme 4 p. 32 et paragraphe 6 p. 55].

On peut également construire un 2-complexe cellulaire K dont G est le groupe
fondamental. Plus précisément, on a la définition suivante.
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Définition 0.22 (Complexe de Cayley). Le 2-complexe de Cayley de G associé
a la présentation finie (S, R) est un 2-compleze K ayant un seul sommet v. Le
1-squelette KW de K est l’espace topologique quotient {v} L (S x [0,1])/~, ot S est
munie de la topologie discrete et ~ est la relation d’équivalence engendrée par :

VseS, tel0,1], (st)~ (s 1—1)
(s,0) ~v

(s,1) ~w.

Les faces ou 2-cellules de K sont en bijection avec les relations de R. Plus précisé-
ment, notons la projection p : {v} U (S x [0,1]) = KM, Une face correspondant a
la relation v = s1 ... 8, est un disque D? recollé par Uapplication d’attachement

fro0D*=210,1]/001 — KW

1—1 , 1—1 1
t — pls,t———| s1t€ ,— | -
m m o m

Soit K le 2-complexe de Cayley associ¢ a un groupe G de présentation finie
(S, R). On peut construire un revétement universel K de K de la maniére suivante :
K est un 2-complexe dont le 1-squelette est le graphe de Cayley X = X (G, S), et
les 2-cellules sont des faces attachées le long de tous les chemins de X constitués par
les relations de R : étant donné un sommet x de X, on considere tous les chemins
fermés partant de = étiquetés par les mots des relations de R, et on rattache une
2-cellule pour chacun de ces chemins, avec une application d’attachement similaire a
celle du 2-complexe de Cayley de G associé a la présentation finie (S, R). On vérifie
que K est simplement connexe et que I'action naturelle de G sur K est une action
par automorphismes de revétements. De plus, le quotient de K par cette action est
le 2-complexe de Cayley K du groupe G.

Définition 0.23 (Complexe universel, et complexe de Cayley d’un sous-groupe d’in-
dice fini de G). Le 2-compleze K obtenu précédemment est appelé le complexe
universel associé a la présentation finie (S, R) de G.

Soit H un sous-groupe d’indice fini de G (non nécessairement distingué). Le sous-

groupe H agit sur K par automorphismes de revétement. On obtient par passage au
quotient un 2-complere Ky = H\K. Ce 2-complexe est appelé le complexe de
Cayley associé a (H\G,9).

Le groupe fondamental de Ky est isomorphe a H.

Wl(lN(, x) = {0} K
H

m(Ku,#) 2 H Ky=H\K |G

AN

7Tl<K,*)gG K
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Puisque le 1-squelette de K nest autre que le graphe de Cayley X (G, S) de G, le
1-squelette de Ky est le graphe de Schreier X (H\G, S). En effet, I’action du groupe
H sur K restreinte au l-squelette de K est exactement la méme que l'action du

groupe H dans le revétement galoisien de graphes X (G, S) & x (H\G,S). On en
déduit que le 1-squelette de Ky n’est autre que X (H\G, S). En particulier, les 0- et
1-cochaines de Ky sont les 0- et 1-cochaines de X (H\G, S).

0.2.2 Constantes de Cheeger et propriété (7).
Constante de Cheeger combinatoire.

Dans la suite, les sous-groupes considérés seront toujours d’indice fini dans G,
et donc les graphes de Schreier associés seront toujours des graphes finis connexes.
C’est pourquoi nous ne nous intéresserons qu’aux graphes finis connexes.

Soit un graphe fini connexe X = (V, E), ou V est 'ensemble des sommets de X
et E/ 'ensemble de ses arétes.

Si A est un sous ensemble de V', on note A (le "bord” de A) le sous-ensemble de
E des arétes d’origine un sommet de A et d’extrémité un sommet de V'\ A = A€, le
complémentaire de A dans V.

Définition 0.24 (Constante de Cheeger). Soit X = (V, E) un graphe fini conneze
ayant au moins deuxr sommets. La constante de Cheeger de X est définie par :

. 0A V
h(X) = min u, ACV, A#Det |A[§u :
|4 2
En un certain sens, la constante de Cheeger mesure la "connectivité” du graphe :
plus elle est grande, plus un nombre important de sommets sont reliés entre eux et

plus I'information se propage vite dans le graphe (voir par exemple I'introduction de
[DSV, An Overview p. 1]).

Constante de Cheeger riemannienne.

Soit (M, g) une variété riemannienne connexe, orientée, compacte et sans bord.
On a une analogie entre la constante combinatoire h pour un graphe fini et une
constante similaire pour M. Cette analogie est loin d’étre fortuite, en réalité elle
résulte d’une "analogie” plus profonde, qui est 'existence de quasi-isométries entre
une variété riemannienne compacte et certains graphes que 'on peut plonger dans
cette variété.

Définition 0.25 (Constante isopérimétrique de Cheeger). La constante de Chee-
ger d’une variété riemannienne (M,qg) de volume fini est :

o0 =t { G

ou A parcourt les sous-variétés de M vérifiant 0 < Vol,(A) < %(M)

Les constantes de Cheeger combinatoires et riemanniennes sont reliées par la
proposition suivante.
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Proposition 0.26. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, connexe et sans
bord et (M; — M );cr une famille de revétements riemanniens finis de M. Soit S une
famille génératrice finie pour le groupe fondamental de M. Pour tout i € I, notons
X; = X(mM;\m M, S) le graphe de Schreier associé a mw (M;)\m(M).

Il existe deux constantes strictement positives ¢ et C ne dépendant que de S et
de la classe d’isométrie de M telles que l'on ait pour tout i :

>

(M;)

“= h(x)

<C.

Propriété (7).

La propriété (7) est une version plus faible de la propriété (7') de Kazhdan,
introduite par Lubotzky dans les années 1990 [Lu] et dénommée (7) par analogie
avec la propriété (7') dont elle est tres proche. Pour une présentation détaillée de
cette propriété, nous renvoyons a [Lu] et [LZ].

Soit I' un groupe discret de type fini, et (I';);c; une famille de sous-groupes
distingués et d’indice fini dans I'. Soit S une famille génératrice finie de I'. Pour tout
i, soit X; = X(I';\I', 9) le graphe de Cayley (fini connexe) correspondant au groupe

Définition 0.27 (Propriété (7)). Le groupe I' posséde la propriété (1) relati-
vement a la famille (I';);c; s'il existe e, > 0 tel que tout indice i € I, h(X;) > €.

On dit que I' posséde la propriété (1) s’il posséde la propriété (1) relativement
a la famille de ses sous-groupes distingués d’indice fini.

Remarque 0.28. La propriété (1) est indépendante de la famille génératrice finie
S choisie.

Remarque 0.29. Supposons que I' soit le groupe fondamental d’une variété rie-
mannienne M. Pour tout i € I, soit M; le revétement fini de M correspondant au
sous-groupe I'; de I'. La proposition 0.26 montre que I' posséde la propriété (1) rela-
tivement a la famille (I';);er si et seulement s’il existe e3 > 0 tel que pour tout indice
1€ I, ]’L(MZ) Z €9.
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Trouver une fibre virtuelle dans un
revetement fini.
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1.1 Théoréme principal.

Soit F' une surface connexe, compacte, sans bord et orientable. On note ¢y (F') =
max(0,2¢(F) — 1) la complexité de F. Si F' n’est pas connexe, ¢ (F') est alors
la somme des complexités ¢, (F') des composantes connexes F' de F. On définit
également x_(F) = max(0, —x(F')) la partie négative de la caractéristique d’Euler
de F. Remarquons que x_(F) < ¢ (F) — 1.

Pour un corps en anses C' (éventuellement creux), notons x_(C) = x_(9;C). Si
S est une union de composantes connexes de 9_C', d’apres cette définition, xy_(5) <
x-(C).

Une surface S plongée dans une variété riemannienne M de dimension trois
est dite pseudo-minimale si elle vérifie les propriétés suivantes. La surface S est
orientable, compacte, sans bord, et S est une surface minimale ou le bord d’un petit
voisinage régulier d'une surface minimale non orientable, avec éventuellement un
petit tube attaché verticalement dans la structure de I-fibré.

Le théoreme suivant est le théoreme principal de ce chapitre.

Théoreme A. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivité de M et soit € <
sInj(M).

Il existe une constante explicite k = k(e, Vol(M)) > 0, ne dépendant que de € et
du volume Vol(M) vérifiant les propriétés suivantes.

Soit M' — M un revétement fini de degré d contenant une surface plongée I,
compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, qui scinde le revétement M’ en q
corps en anses (éventuellement creux) Cy, ..., Cy, et ayant les propriétés suivantes.

1. Tout lacet plongé dans C; de longueur inférieure ou égale a € est homotopi-
quement trivial dans Cj.

2. Supposons que keclne < Inln g, ot ¢ > max;—1__{x_(C;)}.

Alors le revétement M’ est un fibré sur le cercle ou un I-fibré tordu, et on peut
trouwver dans M' une fibre de genre au plus g = max;—1.__,{g9(C;)}. En particulier,
la variété M est virtuellement fibrée sur le cercle St.

L’hypothese (1) du théoreme A est assez technique, et n’est peut-étre pas néces-
saire.

Conjecture (x). Le théoréme A reste vrai sans ’hypothése (1).

Remarque 1.1. L’expression explicite de la constante k permet d’étudier son com-
portement : lorsque le volume Vol(M) est fixé et que € tend vers zéro, ou lorsque
€ est fixé et que le volume Vol(M) tend vers linfini, k tend vers l'infini. Ainsi, a
mesure que le rayon d’injectivité de M diminue ou que son volume augmente, [’in-
égalité du théoréme A devient de plus en plus difficile a vérifier. C’est également le
cas pour toutes les autres constantes explicites dans les résultats de cette these dont
la formulation est analogue a celle du théoréme A.

Remarque 1.2. Les hypothéses du théoréme A donnent une condition nécessaire et
suffisante pour qu’une variété hyperbolique M de dimension trois soit virtuellement
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fibrée sur le cercle. Les récents travaux de Dani Wise sur la structure de groupes
munis d’une hiérarchie quasi-conveze (voir par exemple [Wi]) impliqueraient qu’une
variété de dimension trois hyperbolique M est virtuellement de Haken si et seulement
si elle satisfait les hypotheses du théoréeme A.

Démonstration du théoreme A.

Supposons qu'il existe un revétement fini M’ — M de M de degré d vérifiant
les hypotheses du théoreme A. La démonstration repose sur trois propositions clés,
dont la preuve fera 'objet des paragraphes suivants. Notons g = ¢ + 1. C’est une
borne supérieure pour le genre des bords des corps en anses de M'.

Lemme 1.3. Parmi les corps en anses C1,...,Cy de M', il en existe un, notons-le
C, tel que
d
Vol(C) > Vol(M) —.
q
Démonstration du lemme 1.3.
La preuve du lemme est immeédiate, puisqu’il y a ¢ corps a anses C,...,Cy, et
que Vol(M') = dVol(M). O

Choisissons un corps en anses C' comme dans le lemme 1.3.
1n(4(221652+1))’ 14 1n(1+1n(1221\;32/V01(M))
mazimal d’un tétraédre hyperbolique idéal dans H® et ' = 6(21/4 + 3/4m + 3/4e +
2/ sinh*(e/4)).

Si kox—(C)Inx_(C) < Inlnd/q et Vol(M) > /2, alors on peut remplacer les
surfaces du bord de C' par des surfaces simpliciales, et le corps en anses C” obtenu
apres ces modifications vérifie :

Lemme 1.4. Soit ky = max{ }, ou V3 est le volume

< Vol(M)d.

1
1(C") > =Vol
Vo (C)_4Vo ) > 10

Ce lemme sera démontré au paragraphe 1.2.1. Pour alléger les notations, nous
noterons encore C' le nouveau corps en anses C” obtenu par ce lemme.

Définition 1.5. Soit z un point de C' et S une surface immergée dans C'. On dit que
S sépare x de 0, C sitout chemin orienté d’origine x et dont [’extrémité appartient
a 0.C a son nombre algébrique d’intersection avec S égal a +1.

St deuz surfaces S et T plongées dans C sont telles que S sépare tout point de
T de 0,.C, on dit que S sépare T de 0,C. Dans ce cas, les surfaces S etT" sont
dites emboitées.

Rappelons que le genre d'un corps en anses (éventuellement creux) est noté
g(C) = g(0+C), et correspond au genre de son bord positif.

Pour tout réel z, notons [x] la partie entiére supérieure de z, i.e. le plus petit
entier supérieur ou égal a x. De méme, | x| désigne la partie entiere inférieure de z,
qui correspond au plus grand entier inférieur ou égal a x. Par convention, [z] et |z]
seront nuls si z est négatif.
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Pour € > 0, le e-diametre d’une surface riemannienne S est le nombre minimal
de boules de rayon € pour la métrique de S nécessaires pour recouvrir la surface S.
Si S est plongée dans une variété riemannienne de dimension trois M, le e-diametre
dans la variété ambiante M est le nombre minimal de boules de M de rayon e
nécessaires pour recouvrir S.

La proposition suivante représente une étape décisive dans la construction d’un
certain nombre de surfaces paralleles dans le corps en anses C'. 1l s’agit d’une adap-
tation du lemme 4.5 p. 2251 de [Mah]. Sa preuve fera 'objet du paragraphe 1.2.

Proposition B (des Surfaces Emboitées).

Soit 0 le diamétre du corps en anses C' inclus dans M’', ¢ < Inj(M)/2, K =
4 <3+ @) g(C) — 10 et K = 2a'x_(C). Supposons que kox—(C)Inx_(C) <
lnlng.

! .
0 —2 K7 surfaces orientables,

. Apec ces hypotheses, z'l existe au moins n = [z — 5 — 5y
disjointes, emboitées et immergées dans C. Toutes ces surfaces sont homotopes a
des surfaces obtenues a partir de 0, C par compressions. De plus, ces surfaces ont
un e-diamétre dans M’ majoré par K et deuz surfaces sont toujours séparées l'une

de lautre par une distance d’au moins 10e K.

Grace a cette proposition, on peut obtenir au moins n = [ﬁ — % — %} surfaces
emboitées, immergées dans le corps en anses C. Ces surfaces sont disjointes deux
a deux et homotopes a certaines composantes connexes de surfaces obtenues par
chirurgie a partir de 0, C. En particulier, le genre de ces surfaces est compris entre
0 et g(C), le genre de C' (qui est par hypothese inférieur ou égal a g = ¢/2 + 1).
On peut ainsi trouver au moins Lg(C"TJ telles surfaces qui ont le méme genre. La
prochaine étape consiste a remplacer ces surfaces immergées et emboitées par des

surfaces plongées et deux a deux paralleles.

Proposition C (des Surfaces Paralléles).

Soit & le diamétre du corps en anses C inclus dans M', ¢ < Inj(M)/2, K =
4 <3—|— ;> g(C) — 10 et K' = 2a'x_(C). Supposons que ko x—(C)Inx_(C) <

sinh§2
Inln 4.
q
S ' ; ; — (|l .96 _2_K7|_

.Avec ces hypotheéses, il existe au moins m = (Lg(C)—l—l [s6ce — 5 — o 1] —4) surfaces
orientables, paralléles, connexes et plongées dans C, séparées les unes des autres par
une distance supérieure ou égale a €K, et chaque surface peut étre recouverte par
au plus K boules plongées dans M' de rayon 2¢ (donc en particulier, le diamétre
dans la variété ambiante M’ de chacune de ces surfaces est uniformément majoré
par 4ekK ).

La démonstration de cette proposition fait I’objet du paragraphe 1.3.
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Notons

a = 6 21—1—3+3+ :
B 4 4r  4e  sinh’(g) )

Lemme 1.6. Sous les hypothéses du théoreme A et avec ces notations, on peut
trouver dans le corps en anses C' de M' au moins m surfaces plongées, paralléles et
disjointes vérifiant les conclusions de la proposition C, avec

Vol(M)
2 In (%) + In <T> 2 a/

mZX_(C')—f—él 72e(ax—(C) +b) _5(1+5) -

Démonstration du lemme 1.6.
Le nombre m de surfaces paralleles et plongées dans C' obtenues par la proposition
C est égal a:

1 ) 2 K
= gL [
m=loyrilsek "o ox Tt
ou
K = 4(3 C)—10
( +sinh§2> 9(0)
= ax-(C) +b,
et
K' =2d'x_(C)

Il existe une relation entre le diametre 6 du corps en anses C' et le rapport d/q.
D’une part,
Vol(C') < Vol (Bys (5)) = m(sinh(28) — 26) < ge%.

Remarque 1.7. Le second logarithme de [’expression In lng provient de l’estimation
ci-dessus reliant le diametre d’une variété hyperbolique de dimension trois avec son
volume.

D’autre part, le lemme 1.4 fournit la borne inférieure

Vol(C') > Vol(M) %,

qui conduit a ’estimation

5> %m (g) + %m (VO;STM)) . (1.1)
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En particulier, si d/q tend vers I'infini, § tend aussi vers l'infini.

Dans l'expression de m apparait le rapport ==. Mais
K’ 2a'x_(C)
9K  9ax_(C)+9b
B 2a/
~ 9a+9b/x_(C)
2a’
< —.
~ 9a

Ainsi, en remplagant le rapport K'/9K par 2a’/9a et en tenant compte de I'in-
égalité (1.1), on obtient la minoration suivante :

| <§>+1 <V01 ) 2wy

o= X_(C’)+4 72e(ax—(C) +b) _5_9_a
2 (w(f)+m ( 5 ) a'
> 1 —) ] =5
— x_(C)+4 72e(ax_( 9 * a) ’
ce qui acheve la démonstration du lemme 1.6. n

Les m surfaces paralleles construites a la proposition C sont des candidates pour
étre des fibres virtuelles. Mais il faut encore en sélectionner certaines pour obtenir
une fibration virtuelle de la variété de départ M.

Soit D un polyedre fondamental de Dirichlet pour M plongé dans le revétement
universel M ~ H3. Les translatés de D sous l'action des transformations de re-
vetement forment un pavage du revétement universel M. En projetant ce pavage
par I'application de revétement H?® — M’, on obtient un pavage du revétement fini
M’ — M par d copies de D. Chacune des m surfaces paralleles, connexes et plongées
dans M’ obtenues a la proposition C intersecte un nombre fini de copies de D dont
la réunion est connexe. Un tel ensemble est appelé un motif de domaines fon-
damentaux. Ainsi, un motif de domaines fondamentaux est une réunion connexe
de copies de D recollées le long de certaines de leurs faces de dimension 2. On peut
supposer que les surfaces plongées intersectent le 2-squelette du pavage transversa-
lement. Autrement dit, on peut supposer qu’aucune surface ne rencontre un sommet
des polyedres fondamentaux, que les surfaces intersectent les arétes en des points
isolés et qu’elles intersectent transversalement les faces de dimension 2 des polyedres.

Lemme 1.8. Soit D un polyédre fondamental de Dirichlet pour M dans H?. Notons
a le nombre de faces de D de dimension 2.
Soit £ € N. Le nombre de maniéres de recoller au plus € copies de D pour former

un motif de domaines fondamentauz est majoré par (a\/§ E) “

Démonstration du lemme 1.8.
Pour tout ¢ € N, notons B({) le nombre de manieres possibles de recoller entre
elles au plus ¢ copies de D afin de former un motif de domaines fondamentaux. Il
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nous faut trouver un majorant du nombre de fagons d’identifier deux a deux certaines
faces d’au plus ¢ polyedres de Dirichlet.

On remarque tout d’abord que le nombre de faces d’un motif d’au plus £ domaines
fondamentaux est majoré par af. Par conséquent, il y a au plus (af)! < (af)* facons
d’identifier deux a deux ces faces.

Si (F1, F») est une paire de faces de dimension 2, on peut choisir de les recoller
I'une a 'autre par une isométrie renversant l'orientation h : F; — Fy (si une telle
isométrie existe entre ces deux faces). Cette isométrie correspond & une réflexion de
H? d’hyperplan contenant une des faces de D (appelée en Anglais "pairing trans-
formation”, voir par exemple [Mar, Proposition 3.5.1 p. 117]). Ainsi, si une telle
isométrie existe, elle est unique. On peut aussi décider de ne pas recoller ces deux
faces entre elles : par convention, nous dirons que ces deux faces sont appariées par
le recollement vide. Par suite, il y a au plus deux facons de recoller F; a F; : le re-
collement vide et le recollement associé & une réflexion de H? d’hyperplan contenant
une des faces de D.

Finalement, il y a au plus (a/)! 2% < (04\/5 Z) o facons de recoller au plus ¢ copies
du polyedre fondamental D pour former un motif de domaines fondamentaux, ce qui
conclut la preuve du lemme 1.8. O

Le lemme suivant permet de majorer le nombre « de faces de dimension 2 d'un
polyedre fondamental D et son diametre dans H? en fonction du volume de la variété
M et d’'un minorant de son rayon d’injectivité.

Lemme 1.9. Soit D un polyedre fondamental de Dirichlet pour la variété M plongé
dans le revétement universel M ~ H?3. Soit a le nombre des faces de D de dimension
2 et diam(D) son diamétre dans H?. Ces deux quantités sont majorées comme suit :

, SeVol(M)
diam(D) < (snh(2e) — 26 D, (1.2)
et
m(sinh(4D) —4D) L (13)

C=TT Vol(M)

Si S est une surface plongée dans le revétement M’ de M qui peut étre recouverte
par au plus K boules plongées dans M’ de rayon € < Inj(M), alors S intersecte au
plus L images de D dans M’', avec

m(sinh(2D + 2€') — 2D — 2¢)

L=l Vol (M)

K|. (1.4)

Démonstration du lemme 1.9 :

Pour prouver l'inégalité (1.2), remarquons tout d’abord que diam(D) < 2 diam(M).
En effet, il existe w € H? tel que D = {x € H?, d(y(w),z) > d(w,z) Vy € m (M)}.
Six et y € D vérifient d(z,y) = diam(D), alors

diam(D) = d(z,y) < d(z,w) + d(y,w) < 2diam(M).
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Prenons = et y € M tels que d(x,y) = diam(M), et soit v une géodésique
minimisante de x & y. Par définition, lgr (y) = diam(M). Soit B une famille de
points de 7 de cardinal maximal parmi de telles familles vérifiant que deux boules de
rayon € et dont les centres sont deux points distincts de B sont d’intérieurs disjoints.
Montrons que la réunion des boules de centres appartenant a B et de rayon 2e
recouvre 7. Sinon, il existe un point z de v qui n’appartient a aucune de ces boules,
donc a distance strictement plus grande que 2¢ de chacun des points de B. Mais cela
signifie que l'intérieur de la boule de centre z et rayon € ne rencontre aucune boule
ouverte de centre un point de B et de rayon €, ce qui contredit la maximalité du
cardinal de B.

Ainsi, |B| > 0 Comme les boules de centres appartenant a B et de rayon e

4de
sont d’intérieurs disjoints, on en déduit I'inégalité des volumes :

Vol(M) > ) Vol(B(u,e))

ueB
> B vy (o)
> (ﬁail—g(mﬂ(sinh(%)—%),

ce qui démontre l'inégalité (1.2).

Démontrons I'inégalité (1.3). A toute face F' de dimension 2 de D, on peut associer
un unique translaté gr(D) de D adjacent a D le long de F. Comme le diametre de
gr(D) est aussi égal a diam(D) < D, tout point z € gr(D) est a distance au plus
dist(z, F') + diam(D) < 2D de w € D. Ainsi, la boule de centre w et de rayon 2D
contient a la fois le polyedre D et la réunion de tous les translatés gp(D), ou F est
une 2-face de D. Comme ces polyedres sont d’intérieurs disjoints, en passant aux
volumes, on obtient :

(a+ 1)Vol(D) < Vol(By:(w,2D)),
et donc

m(sinh(4D) — 4D)
“= T Vol(M)

— 1.

L’inégalité (1.4) se prouve de maniere analogue. Notons B ’ensemble des centres
d’une famille de K boules plongées dans M’ de rayon €' et dont la réunion recouvre
la surface S. Soit N' = U,epB(z, D + ¢). Ces boules ne sont pas nécessairement
isométriques a des boules hyperboliques plongées dans H? puisque D + ¢ > Inj(M).
Cependant, N contient tout polyedre fondamental de M’ intersectant S.

En effet, soit x un point d'un polyedre fondamental de M’ qui rencontre S.
Prenons y € S tel que d(x,y) = dist(z,.S) < D. Comme y est un point de S, il existe
une boule B(x,€') avec x € B contenant y. Ainsi, d(z,z) < d(z,y)+d(y,z) < D+¢€,
ce qui prouve que z € B(x, e + D) C N.

Soit L le nombre d’images de D que la surface S intersecte. En comparant les
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volumes, on obtient :

LVol(D) < Vol(N)
LVol(M) < |B|Vol(Bys(¢ + D))
m(sinh(2¢' + 2D) — 2¢' — 2D)
L < K
- Vol (M) ’
ce qui démontre 'inégalité (1.4), puisque L est un entier naturel. n

La proposition clé qui suit est une version quantitative du Lemme 4.12 p. 2258
de [Mah]. Sa démonstration fera 'objet du paragraphe 1.4.

Proposition D (des Motifs).

Supposons ’existence de m surfaces disjointes deux a deux paralléles, connexes,
orientables, plongées dans le revétement M’, séparées les unes des autres par une
distance d’au moins r > 0. Supposons de plus que chacune de ces surfaces peut étre
recouverte par au plus K boules plongées dans M’ de rayon € < Inj(M).

Soit D_un polyedre fondamental de Dirichlet pour M plongé dans le revétement
universel M ~ H3. Notons D un majorant du diamétre de D et o un majorant du
nombre de ses faces de dimension 2.

Pour tout £ € N, soit B({) un magjorant du nombre de motifs possibles d’au plus

¢ polyédres fondamentauzx. Soit L = Lﬂ(smh(z%ilza/)[;wdel)[(]

Sir/(2D+1) > 1 et iy > 4, ousir/(2D+1) < Let (spmm — 1) mppm

4, alors la variété de départ M est virtuellement fibrée sur le cercle S, et les m
surfaces paralléles dans M’ sont des fibres virtuelles.

v

Remarque 1.10. Le premier logarithme dans [’expression In lng et la fonction de
la complexité cln(c) dans Uhypothése kcln(c) < In lng proviennent de l'utilisation

du lemme combinatoire 1.8 (fournissant une estimation de B({)) dans la preuve de
cette proposition.

Nous sommes & présent en mesure de terminer la démonstration du théoreme A
modulo les propositions B, C et D qui seront démontrées aux prochains paragraphes.
Rappelons que

1
Y F———
¢ sinh2(§))

b 214+ —2 t
= — ] €
sinh?(£)

a = 6 21+3+3+ :
N 4 4m o 4e  sinh’(S) )

Le but a présent est d’appliquer la proposition D aux m surfaces paralleles ob-
tenues a la proposition C, avec
r = eK =¢lax_(C)+0), et
K = ax_(C)+b.
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Notons
8eVol(M)

D - ,
7(sinh(2¢) — 2¢)
m(sinh(4D) — 4D)

= -1

“ Vol(M) ) o
7(sinh(2D + 4€) — 2D — 4e)

7 Vol(M)

D’apres le lemme 1.9, D est un majorant du diametre du domaine fondamental D,
et le nombre de faces de dimension 2 de D est au plus a.

D’autre part, L = LW(Sinh@e;éa)_w_%) K |. En particulier,
7(sinh(2D + 4e) — 2D — 4e)
L _(C)+b) = _(C) +0b).
< seros (@x-(©) 1) = olax () + 1)

Affirmation 1. [l existe deux constantes ¢y > 2 et ky > 0, ne dépendant que de € et
du volume Vol(M), telles que si x—(C) < ¢ et ky x—(C)Inx_(C) <Inlnd/q, alors
les hypotheses de la proposition D sont satisfaites. En particulier, M est virtuelle-
ment fibrée sur le cercle et les m surfaces paralléles plongées dans le revétement M’
de la proposition C sont des fibres virtuelles.

_1 16Vol(M) 1
De plus, on peut prendre ¢; = - (—ﬂ(smh(%) 7 +1 b),

k= In (72(2D + 1)(c1 +4) (3 +2(a0)*(acy + b)*(V2ao(ac; + b))“"(‘wl“’))

21 2
! Vol(M))
).

+ 16¢(1 + %)(acl +b) —In (

27

Démonstration de I'affirmation 1.
D’apres ce qui précede, r = e(ax,(C) +b)et2D+1=

16eVol(M)
m(sinh(2€)—2¢)

X-(C)<er=12 (#;Sw)g) + = — b), alors 7 < 2D +1. Nous sommes donc dans le

second cas de la proposition D, et ses hypotheses sont satisfaites si (
> 4.
Le lemme 1.6 et I'expression de r permettent d’obtenir la condition suffisante :

+ 1. Ainsi, si

r 1
D11 T 1) o?L2B(L)

o€ en (WE) R 2 0N N 0
(2D + 1)(x-(C) + 4) T2e(ax—(C) +b) 9 a a?[2B(L) —

Remplacons L par sa majoration o(ax_(C) + b). D’apres le lemme 1.8, on peut
prendre pour B(L) la fonction B(L) = (v2aL)* < (v2a0(ax_(C)+b))aex-(C)+b),
On obtient ainsi la condition suffisante

o)+ (MR 2w )
(2D + 1)(x-(C) +4) 72e(ax—(C) +b) 9 a -

4(a0)*(ax-(C) +0)*(V2a0 (ax-(C) + b)) (),
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soit encore

In (g) > 722D + 1)(x_(C) + 4)(3 + 2(a0)*(ay_(C) + b)?

(V3ag (ax—(C) + )@ ) + 16¢(1 + L)(ax_(C) +b) — In <_V0;<WM>) |

Comme 2 < x_(C) < ¢4, un calcul montre que les hypotheses de la proposition D
sont vérifiées si

Inln (g)
X-(C)lnx_(C) = 2In2
(V2ao (acy + ))*7@) 4 16¢(1 + %/)(acl +b)—In (VO;STM)> ) = k1.

In (72(2D + 1)(c; + 4)(3 + 2(a0)?*(ac; + b)?

Ceci démontre affirmation 1. O]

Affirmation 2. [l existe deux constantes co > c¢i et ko > 0, ne dépendant que
de € et Vol(M), telles que si x_(C) > co et ko x_(C)Ilnx_(C) < Inlnd/q, alors
les hypothéses de la proposition D des Motif sont vérifices. En particulier, M est
virtuellement fibrée sur le cercle et les m surfaces plongées paralléles dans M’ sont
des fibres virtuelles.

De plus, on peut prendre ko = 4aoa, et

_ 2 2
¢ = max{ey, - ! <ln5 In(4a20?%(2a + b)?) b)

oo In(2v2a0a)

In(1+ %) — In(108a%0(2a + b)?
1(Inl+9)—In(1080°0°(2a +0)*) b/a, 4,2v/3a00,
a ao In(v2a0(2a + b))
b 4 In(18432e’c*a’(2v2a0a)*")
a aoa’ acaln? ’
1 1 1 ‘—IH—VOQ;M) —301+%)
- In (

i\ aon(vano@a o) "\ e ot oteeary ) )b

Démonstration de 'affirmation 2.

Comme x_(C') > ¢ > ¢y, le calcul du début de la démonstration de I'affirmation
1 montre que r > 2D + 1. Ainsi, on est dans le premier cas de la proposition D. Ses
hypotheses sont vérifiées dans ce cas si #B(L) > 4. Or, en tenant compte du lemme
1.6 et des inégalités L < o(ax_(C)+b) et B(L) < (v2ao(ax_(C) + b))2oax-(O)+b),
on obtient la condition suffisante :

I () + 1o (Y220 y
X—(C%)+4 7<263ax_(0<)+b)> _§(1+5) -5 2>

4020%(ax - (C) + b2 (V200 (ax— (C) + b)) @ (€)+0)
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qui peut également s’écrire

In (‘-l) > 79e(ay_(C) + 52D 4202 (ax_(©) + b)?

q 2
(VEas(ax-(€) + D)o@ 1 5) 4 214 D)) g YOI

2m
in () 2 i (2elax-(€) + DT oot (€) 4
(V2a0(ax-(C) + )@= 4 5) 4 §<1 +2))—In VO;(WM) )-

Lorsque y_(C) devient tres grande, Iexpression qui domine dans le membre
de droite de cette derniere inégalité se comporte comme acax_(C)Inyx_(C). C’est
pourquoi un calcul explicite montre que si x_(C') > ¢y, alors

W(ﬂxaza%ax-(c) +0)?

(V2a0(ax-(C) + )7 +5) + §<1 + %/>> —In _vo;;w

< Adacax_(C)lnx_(C).

In(72e(ax_(C) 4+ b)(

)

Ainsi, en notant ky = 4aca, si x_(C) > ¢y et Vol(M) > 2w, supposer que
ka x—(C)Inx_(C) < Inlnd/q implique que la condition suffisante ci-dessus est sa-
tisfaite, et donc que les conclusions de la proposition D sont vérifiées.

Détaillons a présent les calculs. Il reste a montrer que si y_(C) > ¢ et % > 1,
alors

F(x_(C)) < 4avay_(C)Inx_(C). (15)
FO- () = m(r2e(ax-(€) + D aoax () + 7
(VEas(ax(€) + )@@ 5 4 214 L)) o YO,

Si Vol(M) > 2m, In(Vol(M)/2m) > 0, et

O gy o) 11y

(VEao(ax-(C) + )@ 4 5) 1 214 Ly))

F(x-(C)) < In(T2e(ay_(C) + b)(

D’autre part, si Vol(M) < 2w, comme x_(C') > ¢o et que ¢y est minorée par

| | (—1n%7j”>_§(1+%’) 5 s
- 0 _ _
a \ aoIn(v2a0(2a + b)) 4a20%(2a + b)? 216¢(2a + b)
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Vol(M)
2w

I x-(C) +
2

< T2e(ax—(C) +b)( 2 (4020%(ay_(C) +b)?

!/

(VEao(ax-(C) + )@ 4 5) + 214 L)

Donc dans tous les cas,

x-(C)+4
2

F(x-(C)) < In(144e(ax—(C) +b)( (4a”c*(ax_(C) + b)?

/

(VEao(ax-(C) + )@ 45) 1 214 Ly))

Comme

_ 2 2 2
X—(0)20221<ln5 1n(404c7(2a—l—b))_b>7
a ao In(2v2a0a)

< 4a202(2a+b) (2\/_040'(1)0“7“ C)+b)
< 4a202(ax_( )+ ) (\/_@g(ax_( )+b))w ax— (C)+b)

F(x-(C) < In(144e(ax—(C) +b)(4a’0*(x-(C) + 4)(ax—(C) + b)*

(VEag(ax(C) + )@ 1 21+ £,

Comme

1 (In(l+ %) —In(1080°0°(2a + b)*)
a oo In(v200(2a + b)) |

g(l + %/) < 40?0*(ax_(C) + b)*(x_(C) + 4)(V2a0 (ax_(C) + b)) (@x=(O)+b),

Ainsi,

F(x-(C)) In(1152¢(ax_(C) + b)a?o?(x_(C) + 4)(ax_(C) + b)?

(V3ac(ax_(C) + b))erex-(©+)

In(1152ea?0?) + 31In(ax_(C) +b) + In(x_(C) + 4)

(ac(ax_(C) + b)) In(v2ac(ax_(C) + b))

In(1152ea’0%a®) + 3In(x_(C) + b/a) + In(x_(C) + 4)
+aobIn(vV2a0a) + acbn(x_(C) 4+ b/a) + acaln(v2a0a)x—(C)
+acax_(C)In(x_(C) 4+ b/a)

In(1152ea’0%a®(V200a)??%) + (3 4+ aob) In(x_(C) + b/a)

+ In(x_(C) +4) + acaln(v2a0a)x_(C) + acax_(C)In(x_(C) + b/a).

IN

IN 4+ IA

IN
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Puisque x_(C) > ¢y > b/a et x_(C) > ¢ > 4, il vient

F(x_(0)) < In(1152ea?0%a®(v2a0a)*?) + (4 + aob) In(2x_(C))
+acaln(v2a0a)y_(C) + acax_(C) In(2y_(C))
< In(1152ea’0%a®(V200a)*7t24427) + (4 4 aob) In(x_(C))
+acaln(2v2aca)x_(C) + acax_(C) In(x_(C)).
— Comme x_(C) > ¢y > 2v2a0a, on a
aca ln(2\/§ozaa)x_(0) < acax—(C)lnx_(C).

— D’autre part, x_(C) > ¢ > —|— —=_ ce qui entraine que

aoca’

(44 acb)Iny_(C) < acax_(C)Inx_(C).

_ Enﬁn, X—(C) > ¢y > In(18432ea?02a3(2v/2a0a)*?) aussi

acaln?2

In(18432e020%a®(2v2a0a)*?) < acax_(C)In2 < acax_(C)Inx_(C).
Ainsi, lorsque y_(C) > ¢9, on a l'inégalité
F(x-(C)) < 4acax_(C)Inx_(C),
ce qui démontre 'affirmation 2 avec ky = 4aoa. n

Affirmation 3. Sic; < x_(C) < ¢o, les conclusions de la proposition D sont encore
vérifiées si ks x—(C)Inx_(C) <Inln g, avec

]C3 — 1 In (366((102 + b) (CQ + 4) (4(&0)2(a02 + 5)2(\/§a0(a02 + b))aa(ac2+b) + 5)

ci1lneg
! Vol(M
+m¢@+mu+%y4no()y

2

Démonstration de I'affirmation 3.

Comme y_(C') > ¢, nous sommes dans le cas ou r > 2D + 1, et le raisonnement
est le méme que pour la démonstration de l'affirmation 1, en tenant compte de
I'encadrement de x_(C). O

Fin de la démonstration du théoreme A.

Posons k = max{ky, k1, ko, k3}. On obtient ainsi une constante explicite k =
k(e, Vol(M)), ne dépendant que de ¢ < Inj(M)/2 et du volume de M telle que si
kclne <Inln g, alors on peut appliquer la proposition D : le revétement M’ contient
m surfaces plongées et paralleles qui sont des fibres virtuelles.

De plus, ce sont en fait des fibres d’une fibration sur le cercle ou d'un I-fibré
tordu. En effet, si T" est une de ces surfaces, le complémentaire M/ d'un voisinage
ouvert de T dans M’ admet un revétement fini qui est le produit d’une surface T’
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par un intervalle. En particulier le groupe fondamental de la variété compacte M7,
contient un sous-groupe de surface d’indice fini. D’apres [He, Théoreme 10.6], c’est
donc un I-fibré, éventuellement tordu.

En particulier, la variété M est virtuellement fibrée sur le cercle S'. Ceci achéve
la démonstration du théoreme A. O

1.2 Trouver des surfaces emboitées.

L’objet de ce paragraphe est de prouver la proposition B des Surfaces Emboitées.

Soit C' le corps en anses de M’ obtenu au lemme 1.3. Le bord de C' est pseudo-
minimal, le genre de chacune des composantes connexes du bord de C' est uniformé-
ment majoré par g, et Vol(C') > VOI(M)g.

1.2.1 Quelques modifications du corps en anses.

Pour faire cette construction, il est plus aisé de travailler dans une variété rie-
mannienne complete et de courbure sectionnelle inférieure ou égale a —1. C’est le
but du lemme suivant.

Lemme 1.11. Quitte a modifier le corps en anses C sans changer son volume de ma-
niere significative, on peut rajouter des colliers aux composantes connexes du bord
de C afin d’obtenir une variété riemannienne de dimension trois (non compacte)
homéomorphe a lintérieur de C, munie d’une métriqgue compléte de courbure sec-
tionnelle majorée par —1, et qui coincide sur C' avec celle induite par le plongement
de C dans M’'.

Démonstration du lemme 1.11.

On part du corps en anses C' muni de la métrique hyperbolique non complete
induite par celle de M’. En modifiant légerement si nécessaire le corps en anses
C, on peut faire en sorte que la courbure sectionnelle intrinseque de chacune des
composantes connexes du bord de C' soit inférieure ou égale a —1.

C’est déja le cas pour les composantes du bord qui sont des surfaces minimales,
puisque leur courbure sectionnelle intrinseque est majorée par la courbure section-
nelle de la variété ambiante, soit par —1.

Si une composante du bord de C' est le bord d’un petit voisinage régulier d'une
surface minimale non orientable, on peut choisir ce voisinage suffisamment petit
pour que la courbure sectionnelle intrinseque de cette surface pseudo-minimale soit
inférieure ou égale a —1/2. Il s’agit d’une conséquence de la continuité de la courbure
sectionnelle intrinseque dans le voisinage d’une surface minimale (car la courbure de
Gauss est continue). En contractant la métrique de M et celle du revétement M’ par
un facteur 1/2 (ce qui multiplie par 2 les courbures sectionnelles), on peut supposer
que la courbure intrinseque des composantes du bord de C' dans M’ qui constituent
le bord d’un petit voisinage régulier d’'une surface minimale non orientable est au
plus —1.
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Si 0.C est le bord d'un voisinage régulier N(S) d’une surface minimale non
orientable S avec un petit tube attaché verticalement dans la structure de I-fibré,
il v a deux cas possibles. Premier cas, si le tube plein D? x I appartient au corps
en anses C, on peut l'enlever. Plus précisément, apres compression de C' le long du
disque D? x {1/2}, on obtient un nouveau corps en anses de genre plus petit. Aprés
ce procédé, on a perdu le volume du tube plein D? x I, mais comme on peut rendre ce
tube aussi petit que nécessaire, cette chirurgie ne change pas le volume du corps en
anses de maniere significative. Comme le bord positif de ce nouveau corps en anses
(" est le bord d’un petit voisinage régulier de la surface minimale non orientable .S,
il suffit d’appliquer le procédé précédent pour obtenir un corps en anses C' tel que
la courbure sectionnelle intrinseque de 0, C" est au plus —1.

Sinon, on est dans le second cas : le tube plein D? x I est & I'extérieur de C, ce qui
implique que le corps en anses C' est contenu dans le voisinage N(S). On peut alors
rétracter le petit tube sur un arc géodésique ~ arbitrairement petit dans le voisinage
régulier N(S) de la surface minimale non orientable S. Apres cette opération, le
bord positif d,C' est constitué de la réunion du bord du voisinage N(S) et de l'arc
~. Comme précédemment, on peut supposer que la courbure sectionnelle de la surface
ON(S) est inférieure ou égale a —1.

A chaque composante connexe T du bord de C', on attache un produit infini
T x [0, +00[ muni d’une métrique "produit tordu” (warped product metric). Le cal-
cul de la courbure sectionnelle d'un produit tordu (voir par exemple Bishop et O’Neil
[BO1, p. 26]) montre que si 'on part d’'une surface T' dont la courbure sectionnelle
est inférieure ou égale a —1, il existe une métrique produit tordu sur 7" x [0, +00]
telle que la variété riemannienne ainsi obtenue est complete et de courbure section-
nelle inférieure ou égale a —1. Si 'on est dans le dernier cas ou 7" est le bord d’un
voisinage régulier N(S) d’une surface minimale non orientable S avec un petit tube
attaché, et que le tube plein est a I'extérieur de C', on oublie alors I'arc géodésique ~
pour cette construction et on recolle juste un produit infini IN(S) x [0, +oo[ muni
d’une métrique riemannienne de courbure au plus —1. Il reste a modifier légerement
la métrique riemannienne afin de la rendre lisse pour obtenir une métrique rieman-
nienne complete sur U'intérieur de C' (union v si 'on est dans le dernier cas) dont la
courbure sectionnelle est inférieure ou égale a —1. O]

Les surfaces du bord de C' sont des surfaces pseudo-minimales. Ce fait est crucial :
on peut en effet homotoper une surface minimale de genre g en une surface simpliciale
assez proche de la surface de départ dans C. C’est 'objet des lemmes suivants.

Définition 1.12. Soit € > 0. Le e-diametre d’une surface riemannienne S est le
nombre minimal de boules de rayon € pour la métrique de S nécessaires pour recouvrir
la surface S.

Lemme 1.13. Soit S une surface minimale ou pseudo-minimale plongée dans N,
une variété riemannienne de dimension trois, compacte, sans bord et dont la courbure
sectionnelle est inférieure ou égale a —1. Soit € < Inj(N)/2 et

o 21 n 3 n 3 n 2
N 4 A7 4de sinhQ(i) ’
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Alors le e-diameétre de la surface S est majoré par o' |x(S)|, et S admet une tri-
angulation a un seul sommet pour laquelle toute aréte a longueur au plus 2ea’ |x(S)].

Démonstration du lemme 1.13.

Ce lemme est une conséquence immédiate de [Mah, Lemme 4.2 p. 2249] et [La3,
Proposition 6.1] dans le cas ou la surface S est minimale et orientable, et 'on peut
prendre a’/6 a la place de a/. Si S est minimale, mais pas orientable, la classe
d’homologie de S dans Hy(N,Z/2Z) est non triviale. Par la dualité de Poincaré,
cette classe correspond a un élément non trivial « € HY(N,Z/27). Comme la classe
d’homologie du revétement double de S a pour représentant le bord d’un petit
voisinage régulier de la surface non orientable S, on a 2[S] = 0 dans Hy(N,Z).
En prenant le revétement double N’ de N correspondant au noyau de «, la surface
S se releve en une surface minimale orientable S’. Le lemme 1.13 dans le cas minimal
et orientable peut alors s’appliquer : le e-diametre de S’ est majoré par a’/6 |x(S")| =
a'/6 x 2|x(S)| = d'/3|x(S)], et la longueur des arétes d’une triangulation a un seul
sommet de S’ par 2ea’/3 |x(S)|. Comme ces quantités sont aussi des majorants pour
le e-diametre et la longueur des arétes d’une triangulation a un seul sommet de S,
cela démontre le lemme pour une surface minimale non orientable, avec a’/3 a la
place de «'.

Dans le cas ou la surface S est pseudo-minimale, elle est le bord d’un voisinage
régulier arbitrairement petit d’'une surface minimale S’. Comme le diameétre et la
longueur des arétes d'une triangulation a un seul sommet est controlé par a’/3 |x(S’)|
et 2ea’ /3 |x(S")], avec |x(S9)| < 2|x(S)|, on obtient bien la majoration voulue pour
la surface pseudo-minimale S, ce qui acheve la démonstration du lemme 1.13. O

Commme d’apres le lemme 1.11, les surfaces consitutuant les composantes connexes
du bord de C sont des surfaces pseudo minimales, le lemme 1.13 permet d’obtenir
immédiatement un majorant du e-diametre et de la longueur des arétes d'une tri-
angulation a un seul sommet de ces surfaces. De plus, s’il faut ajouter un petit arc
géodésique, nous avons vu qu’il pouvait étre choisi arbitrairement petit.

Rappelons quelques définitions et résultats de [Mah, Sections 2 et 3].

Définition 1.14. On définit par récurrence un n-simplexre conique dans une
variété riemannienne compacte N de courbure sectionnelle inférieure ou égale a —1
comme suit. Un 1-simplexe conique A' = (vg,vy) est une géodésique paramétrée
a vitesse constante de vy a vy. La vitesse peut étre nulle, auquel cas le 1-simpleze
est dégénéré, réduit au point vy. Un n-stmplexe conique est une application ¢ :
A" — N telle que ¢jan—1 est un (n — 1)-simpleve conique et pour tout v € AL
Pl{ta+(1—t)vn te0,1]} €St une géodésique paramétrée a vitesse constante. L’application
¢ dépend de ordre dans lequel sont introduits les sommets (v, ..., v,) et il se peut
que son image ne soit pas plongée dans N, mais juste immergée.

Une surface simpliciale est une application continue ¢ : S — N ou S est une
surface munie d’une triangulation de telle sorte que la restriction de [’application ¢
a chaque triangle A de S est un 2-simplexe conique.

Lemme 1.15. Soit N une variété de dimension trois munie d’une métrique rie-
mannienne complete dont la courbure sectionnelle est plus petite ou égale a —1.
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Supposons que T est une surface connexe, orientable, minimale ou pseudo-minimale
dans N dont le diamétre dans N est majoré par N et admettant une triangulation
a un seul sommet dont la longueur des arétes est au plus N'. Alors T est homotope
a une surface simpliciale T' dont le diamétre est au plus 2N et telle que tous points
x €T etx' €T sont a distance au plus N+ N'. De plus, tout point de T' est a
distance au plus N’ du sommet de la triangulation a un seul sommet de T.

Démonstration du lemme 1.15.

Soit v le sommet de la triangulation a un seul sommet de 7. Tout d’abord,
on réalise une homotopie entre chaque aréte e de la triangulation de T et €/, la
géodésique fermée minimisant la longueur représentant la classe d’homotopie de e
dans 71 (N, v). Si la classe d’homotopie de e est nulle (ce qui signifie que la surface T
est compressible dans la variété V), on réalise une homotopie entre e et le 1-simplexe
dégénéré {v}.

Soit T un triangle de T'. A chaque aréte de T correspond un 1-simplexe conique.
On construit un triangle simplicial conique 7T’ correspondant a 7 de la maniere
suivante. Si toutes les arétes de T sont nulles en homotopie, 7' est le triangle dégé-
néré réduit au point {v}. Sinon, le 1-squelette de 77 est constitué des géodésiques
paramétrées a vitesse constante et passant par v correspondant aux arétes non ho-
motopiquement triviales de 7. Pour former le 2-squelette de 77, on choisit une des
arétes de T correspondant & une courbe non nulle en homotopie, et on relie tout
point de cette aréte au sommet opposé par des 1-simplexes coniques correspondant a
des géodésiques. Dans ce cas, tout point de €’ est & distance au plus N’/2 du sommet
v (car il appartient & une géodésique fermée de longueur au plus N”).

Si aucune des arétes de 7 n’est homotopiquement triviale dans m; (N, v), elles
correspondent a trois géodésiques fermées minimisantes et non triviales ci, ¢z et cs,
passant par le point v. Dans le revétement universel N de N, on peut choisir des
relevés ay, as et az de ¢y, co et c3 qui bordent un triangle T totalement géodésique.
Par définition, 'application de revétement envoie a; sur ¢; pour ¢ = 1,2,3. Le tri-
angle simplicial 7" correspondant & 7 est 'image par I'application de revétement
du triangle totalement géodésique T dans N. Comme l'application de revétement
restreinte a 'intérieur de T est une isométrie dont I'image est 'intérieur de 7T, et
que tout point dans 'intérieur de T est & distance au plus N des sommets de T (car
N’ est un majorant du maximum des longueurs des cotés a1, as et ag), tout point
2’ dans l'intérieur du triangle 77 est & distance au plus N du sommet wv.

Ainsi, en partant de la surface triangulée T', on peut construire une surface sim-
pliciale 1" de telle sorte que v est I'unique sommet de la structure simpliciale de 1"
et tout point 2’ de T” est a distance au plus N’ du sommet v. En particulier, le
diametre de T est au plus 2N’. Comme le diametre de T' est au plus N et que v est
aussi un point de 7', pour tous points 2’ € T" et z € T,

d(z, ") d(z,v) + d(z',v)
diam(T") + N’

N+ N,

INIAIA

ce qui prouve le lemme 1.15. O
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Etant donnée une échine I' pour le corps en anses C', qui est la réunion de
surfaces simpliciales correspondant a d_C' reliées par des arcs géodésiques, il existe
une homotopie entre cette échine et une surface simpliciale, et dont le volume balayé
n’est pas trop important. Plus précisément, cela découle du lemme général suivant,
prouvé dans [Mah, Lemme 4.3 p. 2250].

Lemme 1.16. [Mah, Lemme 4.3/

Soit 01,...,0, une famille de surfaces simpliciales, munies de triangulations
simpliciales a un seul sommet v; pour tout @, immergées dans N, une variété de di-
mension trois munie d’une métrique riemannienne complete de courbure sectionnelle
inférieure ou égale a —1. Relions le point base vy a chacun des autres points base
Vg, ..., Uy Par au moins un arc géodésique, pour obtenir un 2-complexe totalement
géodésique I' homotope a une surface de genre g. Alors, il existe une homotopie entre
[' et une surface simpliciale ¥ de genre g, et cette homotopie balaie un volume d’au
plus 3(2g+ 2)V3, ot Vi est le volume mazimal d’un tétraédre hyperbolique idéal. [

Rappelons que € < Inj(M)/2, et a’ =6 (% + % + % + m> La constante
2¢ minore uniformément le rayon d’injectivité de tout revétement fini de M. En
particulier, Inj(M’) > 2e.

Nous pouvons a présent démontrer le lemme 1.4 énoncé au paragraphe 1.1.

Lemme 1.4 Soit ky = max {IH(A‘(;;I?;U), 1+ ln(lﬂn(l;l‘fz/VOI(M))

Si ko x—(C)Inx_(C) <Inlnd/q et Vol(M) > 7/2, alors en remplacant les sur-
faces du bord de C' par des surfaces simpliciales comme dans les lemmes 1.15 et 1.16,
le corps en anses C" obtenu aprés ces modifications vérifie :

Vol(C") > }lVol(C) > %QM.

Démonstration du lemme 1.4.

Commencons par noter 0_C' = T; U ...UT, les composantes connexes de 9_C,
avec g(T1)+. ..+g(T,) < g(0+C). Comme dans le lemme 1.15, remplagons 0, C =: S
et 0_C = S;U...US, par des surfaces simpliciales S, et 77 U...U T proches des
surfaces de départ. Si v; € Tj est le sommet de la triangulation a un seul sommet
de Tj, alors d’apres les lemmes 1.13 et 1.15, tout point de 77 est a distance au plus
N’ = 2ea’ |x(T})| < 2ea’x—(C) de v;. Ainsi, la nouvelle surface T est contenue dans
la boule de centre v; et de rayon 2ea’x_(C). Si C' est le nouveau corps en anses
obtenu en remplagant les surfaces T} par les surfaces T}, le volume est donc modifié
d’au plus

Vol(C') > Vol(C)—zn:Vol(B(vj,Zea’X_(C)))

v

Vol(C') — (g(C) + 1)Vol(Bpgs (2ea’x_(C)))

m(x_(C) + 4)(sinh(4ea’x_(C)) — 4ea’x_(C))
= Vol(©) (1 - Wol(M)d/q >
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Montrons que Vol(C”) > Vol(C')/2, soit encore que

7(x_(C) + 4)(sinh(4ea’y _(C)) — 4ea’x_(C))
2Vol(M)d/q

<

N | —

Il suffit d’établir que In W(X*(C)+4)(Sinilf((ﬁz’;;/gc))_%ale(C)) < 0. Mais

In (%(Hc) + 4)(sinh(4ed’y_ (C)) — 4ea’X_(C))) <

ln( 7T (X—(C)+4)6Xp(4€a’><—(0)))
2Vol(M) d/q

i (i) 1 (0-(€) + Dexplteay- (€)) ~n(af) <
In(x_(C) + 4) + dea'x_(C) — In(d/a),

puisque par hypothese, Vol(M) > /2.
Comme pour tout x > 2, In(x 4+ 4) < 2z, il suffit de montrer que

(2 + 4ea’)x_(C) < 1In(d/q),

soit encore
In(2 4 4ea’) + In x_(C) < Inln(d/q).

Inlnd/q In(4(2ea’+1))
x—(C)In x_(O) > ko 2 21n 2

In(4(2ea’ + 1))

Mais par hypothese, . Ainsi,

Inlnd/q 513 X—(C)Inx_(C)
In2+ In(2 + 4ed’
> M2EMC ), (my(©)

S X (C)Inx_(C) N In(2 4 4ea’)x—(C) In x_(C)
- 2 2In2
> Inx_(C)+1In(2 + 4ea’)

puisque x_(C') > 2, ce qui montre bien que Vol(C") > Vol(C')/2.

D’apres le lemme 1.16, le volume balayé par ’homotopie entre I' et ¥y est majoré
par 3(x—(C) + 4)V5. Comme d’apres le lemme 1.3, le volume de C' est au moins
Vol(M)d/q, le volume de ce qui reste apres avoir coupé le complété métrique de C’
le long de ¥y et éliminé les composantes connexes contenant les produits infinis pour
obtenir un nouveau corps en anses C” est au moins

Vol(C') = 3(x-(C) +4)V3 = Vol(C)/2 (1 — 3V (x_(C) + 4) Voifw)d) '

Il suffit donc de montrer que 3Va(x_(C)+4) gl < 1

12Vs(x— (C)+4)
Vol(M)d = 27 einae ) <0
ou encore

soit In( voiandg ) < 0,

In (ln V(1)12(‘]/\34) +In(x_(C) + 4)) <Inln(d/q).
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Comme x_(C) > 2, In(x-(C)+4) > 1In6 > 1. Il vient

In (ln Vc1)12(‘]/\34) +In(x_(C) + 4)) =

ln 12V3
o (€1 0+ s )

12V,
Vol(M)

In 12(V3)
Vol (M
<
Inln(x_(C)+4)+In (1 + (O (C) + 4)> Inln(x_(C) +4) + ln(l +1In

Des que ¢ > 2, Inlnc+4) < 1. On a alors

clne

In (1n 2% + In(x_(C) +4)) _ G (0)+4) (1+1n 25

X-(C)Inx_(C) T x-(C)lnx-(C)  x-(C)Inx_(C)
In (1 +In V})%}))
s 1+ 2In2

Mais comme ey > ko > 1+ =GR,

mtndg M (0l + 0 (©)+ )
OO0 © O (©)

et donc Vol(C”) > Vol(C)/4 > Vol(M )4%, ce qui acheve la démonstration du lemme
1.4. O
Par la suite, pour alléger les notations, nous notons encore C' le nouveau corps
en anses C” et nous nous placons dans 'adhérence de la région de C' bordée par
les deux surfaces simpliciales connexes ¥ (qui correspond a 'union de 0_C' et de
quelques arcs, constituant une échine pour C'), et ¥; correspondant a 9, C.

1.2.2 Balayages.

Définition 1.17. Soit C' un corps en anses (éventuellement creux). Notons S =
0,C. Un balayage du corps en anses C' est une famille a un parametre de surfaces
{Sthep telle que Sy est une échine de C, S1 = S = 0,C, pour tout t €]0,1]
la surface S; est homéomorphe a S, et l'application ® : S x I — C est de degré
homologique un.

Il existe un balayage {S;}:cjo,1) du corps en anses C' tel que Sy = X et S = X;.
En vue de construire un produit long et fin dans le corps en anses C', les surfaces de
balayage S; pour ¢ > 0 sont tres utiles. Cependant, si I'on peut majorer le diametre
d’une surface minimale en termes de son genre et du rayon d’injectivité de la variété
ambiante, on ne peut pas avoir de majoration uniforme du diametre des surfaces
de balayage S; pour tout ¢ : il peut se former des tubes de Margulis longs et fins,
contenant une géodésique fermée sur la surface de balayage de longueur plus petite
que €.

)
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Pour faire face a cette difficulté, rappelons la notion de e-diametre pour laquelle
des surfaces non connexes mais dont les composantes connexes ont un petit diametre
sont encore "petites”.

Définition 1.18. Soit € > 0. Le e-diamétre d’une surface F (éventuellement non
connexe) est le nombre minimal de boules de rayon € pour la métrique de F' néces-
saires pour recouvrir la surface F.

Nous rappelons & présent une technique de Maher qui, partant d’un balayage
{Si}ier de C, permet de construire un "balayage généralisé” {S;}c; pour lequel le
e-diametre des surfaces de balayage est uniformément majoré (voir [Mah, Sections 2
et 3]).

La premiere étape consiste a transformer le balayage d’origine {S;}ie; en un
balayage simplicial, grace a des résultats de Bachman, Cooper et White [BCW].
Rappelons quelques définitions et résultats de [Mah, Sections 2 et 3].

Définition 1.19. Un balayage simplicial est un balayage ® : S x I — N tel que
chaque surface Sy a pour image une surface simpliciale constituée d’au plus 4g(S)
triangles, et ayant au plus un sommet dont la somme des angles est strictement plus
petite que 2.

Le lemme suivant permet de réaliser une homotopie entre le balayage {.S;}icpo.1]
de ¥y a ¥ et un balayage simplicial. C’est une amélioration du théoreme [BCW,
Théoreme 2.3], prouvée par Maher [Mah, Lemme 2.5 p. 2236].

Lemme 1.20. [Mah, Lemme 2.5]

Soit N une variété riemannienne compacte, sans bord, orientée et de courbure
sectionnelle au plus —1. Si Xg et Xy sont des surfaces simpliciales munies d’une
triangulation a un seul sommet, homotopes par une homotopie ® : S x I — N,
alors il existe un balayage simplicial " : S x I — N homotope a ® relativement a

S x 0lI. O]

Ainsi I'on peut supposer que le balayage dans le corps en anses C' est simplicial
entre les surfaces simpliciales ¥y = Sy et X7 = 5.

Une fois ce balayage simplicial obtenu dans le corps en anses C', I'étape suivante
consiste a se débarrasser des tubes longs et fins susceptibles d’apparaitre dans les
surfaces de balayage pour obtenir un "balayage généralisé” dans lequel le e-diametre
de toutes les surfaces de balayage est uniformément majoré.

Définition 1.21. [Mah, Définition 3.2 p. 2237]

Soit N une variété de dimension trois, compacte, connexe et orientée. Un ba-
layage généralisé de N est la donnée d’un triplet (X, f,h), ot ¥ est une variété
de dimension trois, compacte et orientable, l'application h : ¥ — R est une fonction
de Morse, dont la restriction a chaque composante du bord de Y est constante, et
telle que, excepté pour au plus un nombre fini de valeurs t € R, I'ensemble h=({t})
est une surface immergée. De plus, Uapplication lisse f : (X,0%) — (N,0N) doit
étre de degré homologique égal a un.
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Bien str, un balayage usuel ® : SxI — N est un exemple de balayage généralisé :
la fonction de Morse h : S x I — R est donnée par la projection sur le second
facteur I, et pour tout ¢ €]0,1[, h=*({t}) = S; est une surface immergée dans N.
Par définition d’un balayage, ® : (S x I, S x 9I) — (N,0N) a degré homologique
un.

Pour tout z € X, on consideére h(z) = ¢t comme la coordonnée temporelle. On
peut voir un balayage généralisé comme une famille & un parametre de surfaces
immergées S; avec un nombre fini de temps singuliers ¢ pour lesquels le genre ou le
nombre de composantes connexes de ces surfaces changent.

En partant d’un balayage simplicial {S; };c; de C, le but est d’obtenir un balayage
généralisé dans lequel toutes les surfaces de balayage ont un e-diametre uniformément
majoré. En suivant Maher, nous introduisons la notion de chirurgie d’'un balayage
généralisé.

Définition 1.22. On peut obtenir un nouveau balayage généralisé (X', f', h') a partir
d’un balayage généralisé donné (X, f,h) en effectuant une chirurgie de balayages
généralisés, par la construction décrite ci-apres. (En fait, il s’agit d’un cas particu-
lier d’une construction plus générale, appelée modification de balayages généralisés,
décrite par Maher et Rubinstein dans [MR].)

Soit (X, f,h) un balayage généralisé d’une variété de dimension trois N. Consi-
dérons dans X une sous-variété de la forme A X [a,b], ou 0 < a < b < let A a
pour image un anneau sur les surfaces S; pour t € [a,b]. On réalise une chirurgie
de type (0,1) sur ce tore solide A x [a,b] de la maniere suivante : choisissons deux
temps c et d avec a < ¢ < d < b. Soit v une géodésique sur la surface S, qui est une
ame de A. Elle appartient a I'intérieur de 'image de A, et 'image de A se rétracte
par déformation forte sur . Rétractons cette géodésique : elle devient de plus en
plus courte, jusqu’a s’écraser sur un point dans une nouvelle surface S/ qui est une
modification de la surface S.. Pour tout ¢ €]c,d|, remplagons la surface S; par la
surface S; obtenue a partir de S; par chirurgie le long de ~. Plus précisément, on
coupe S; le long de v et on bouche les trous de la surface obtenue avec deux disques.
On réalise cette opération de maniere lisse, de telle sorte que les deux disques de
S} se rapprochent de plus en plus, rapetissent et donnent naissance a un unique
point & l'instant d. La nouvelle surface S est alors singuliere, avec un point sin-
gulier correspondant aux deux disques précédents. Ce point devient de nouveau la
géodésique v et la longueur de cette géodésique augmente avec le temps ¢ €|d, b]. On
réalise ces opérations de telle sorte que les surfaces S, et Sy ne sont pas modifiées,
pas plus que A x [a, b]. On obtient ainsi un nouveau balayage généralisé (X', ', h’'),
ou X' est obtenue en remplagant A X [a,b] C ¥ par la nouvelle variété ou S; est
remplacée par S; pour tout t € [a,b]. Notons T le petit tube de N bordé par A, ou
'on réalise les chirurgies. Les nouvelles applications (f’, k') coincident avec (f, h) en
dehors de T' X [a,b] et de (T X [a,b]). Comme la modification du balayage a lieu
dans un sous-ensemble propre compact de N, il existe un point x dans l'intérieur
de N\ (T x [a,b]). Comme I'application f n’est pas modifiée dans un voisinage de
fY({z}), le degré homologique de f’ est le méme que le degré homologique de f,
donc égal a un. Ainsi, le triplet (X', f', h’) est encore un balayage généralisé.
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balayage d’origine

balayage apres chirurgie

Proposition 1.23. Soit > 0. Il existe une constante n > 0 aussi petite que voulue,
dépendant seulement du balayage simplicial {Si}ier et de p, et une suite finie de
chirurgies du balayage simplicial qui donne un balayage généralisé {§t}t€1 de C' et
vérifiant : pour tout temps régulier t € [n,1 — n)], le e-diametre de :9\15 est inférieur
ou égal & K =4 (3+1/sinh? (¢/8)) g(C) — 10, et pour tout t > 1 —n, tout point de
la surface Sy est & distance au plus eK' de X1, avec K' = 2d’ |x(8,C)|. Pour t <,
tout point d’une des surfaces de balayage de départ Sy est a distance au plus /2 de
Y. De plus, pour tout temps régulier t, la surface §t est homotope a une surface
plongée obtenue a partir de 0. C' par chirurgie.

Démonstration de la proposition 1.23.

Pour démontrer cette proposition, 'idée générale est de couper les surfaces sim-
pliciales .S; le long des courbes trop courtes, de longueur plus petite que €, et de les
remplacer par des disques réglés, pour se débarrasser des tubes longs et fins. Ceci
fait I'objet du troisieme paragraphe de [Mah, p. 2238 & p. 2245]. Nous rappelons ici
la preuve de Maher, et nous apportons les précisions nécessaires.

Soit t un instant régulier. La surface simpliciale S; est composée de triangles réglés
avec au plus un sommet dont la somme des angles est plus petite que 27, noté v;.
Soit Sy le complété métrique du revétement universel S; de S; \ {v;}. Comme il s’agit
d’un 2-complexe métrique composé de triangles de courbure au plus —1 et dont les
angles coniques des sommets sont au moins égaux a 27, S; est un espace métrique
CAT(—1) géodésiquement complet. Ces espaces vérifient certaines propriétés tres
utiles, voir par exemple [BH] et [Mah, p. 2239].

Soit a une classe d’homotopie dans S; \ {v:}. A «, on peut associer une trans-
formation de revétement dans le revétement universel de S; \ {v:}, que l'on peut
étendre en une isométrie de S;. Comme le complété métrique d’'un domaine fonda-
mental pour S;\ {v;} est compact, cette isométrie ne peut pas étre parabolique. Donc
elle est soit hyperbolique, soit elliptique. Soit ¥, ’ensemble des points de S; dont la
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distance les séparant de leur image par 'isométrie est minimale. C’est une géodé-
sique si 'isométrie est hyperbolique, ou des points isolés si I'isométrie est elliptique.
Notons v; la projection de 7, par I'application du revétement. Plus précisément, si
7, est une géodésique et ne rencontre pas S; \ §t, v; est une géodésique par morceaux
fermée et homotope & « dans S; \ {v;}. Si 7, est une géodésique rencontrant S; \ S,
alors apres une petite perturbation équivariante, 7, ne rencontrera plus Sy \ S, et sa
projection «y, dans Sy \ {v;} est une courbe fermée plongée dans la classe d’homotopie
de a. Enfin, si 7, est un ensemble de points, son image est le lacet constant ; de
longueur nulle et égal au point v;. Par extension, dans tous les cas ci-dessus, nous
dirons que ; est le représentant géodésique de la classe a. Remarquons que
v; est une courbe plongée ou un point de C'.

Comme les triangles de courbure négative qui composent les surfaces S; varient
continiment avec le temps ¢, il semble naturel que les représentants géodésiques 7,
varient aussi continiment. Ce fait est prouvé par Maher [Mah, Lemme 3.4 p. 2240].

Lemme 1.24. [Mah, Lemme 3.4]

Soit v une courbe fermée simple dans S\ {v}, ot v est un point de S dont l'image
est le point vy pour tout temps t. Alors, les représentants géodésiques y; de v varient
contintument avec t. [

Définition 1.25. Un représentant géodésique ~y; est dit court si sa longueur est
inférieure ou égale a €.

Pour tout ¢, soit I'; 'ensemble des représentants géodésiques courts de S;. C’est
un ensemble fini non vide, puisque le représentant géodésique du lacet autour de v,
a une longueur nulle.

Soit 4 un représentant géodésique court. On choisit une composante connexe 7,
de la préimage ¥, de 7, dans S;. On oriente 7; de telle sorte que la fonction distance
a ; ait un signe bien défini. Dans le cas particulier ou la longueur de ~; est nulle,
la distance & 9; sera toujours positive ou nulle. Si [p, g] est un intervalle de R, soit
N[M} (7:) I'ensemble des points = € S, tels que p < d(x,7;) < q. Soit Nip.g(7¢) Vimage
dans S; de N ing(7) par 'application de revétement S, — S,. Si cet intervalle est un
singleton {r}, notons ce voisinage N (7).

Définition 1.26. Soit A(v;) le voisinage mazimal Ny q () tel que pour toute lon-
gueur v € [p,q], Nyj(v) est une courbe fermée simple plongée de longueur au plus
€. Nous appellerons A(v;) le voisinage annulaire de ;.

Nous désignerons par (V) = Nipte/2,4-¢/21(7) le voisinage de chirurgie cor-
respondant a 7, avec la convention que E(7y;) est l’ensemble vide si ¢ —p < €. Ce
voisinage est le sous-ensemble de A(~y:) correspondant a la réunion de toutes les
courbes Npyj(vi) situées a distance au plus €/2 du bord de A(7).

Comme le voisinage annulaire A(7;) contient v, = Nyj(7;), il n’est pas vide. Le
voisinage annulaire et le voisinage de chirurgie varient continiment avec t, mais le
voisinage de chirurgie £(y;) peut étre vide, et il ne contient pas nécessairement le
représentant géodésique ;.

Le lemme suivant est prouvé par Maher dans [Mah, Lemme 3.7 p. 2242].
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Lemme 1.27. [Mah, Lemme 3.7]

St oy et By sont des représentants géodésiques de deux classes d’homotopie dis-
tinctes dans Sy \ v, alors leurs voisinages de chirurgie E(oy) et E(B;) sont dis-
joints. ]

On remarque que ce lemme implique que pour tout temps ¢, il y a au plus 2g — 1
voisinages de chirurgie, ou g est le genre de la surface de balayage S;.

Le lemme 1.27 permet de réaliser des chirurgies sur les surfaces de balayage S;
pour obtenir un balayage généralisé dans lequel le diametre des tubes longs et fins
est controlé. Plus précisément, l'idée est de retirer les voisinages de chirurgie des
surfaces de balayage pour obtenir un nouveau balayage généralisé (S;);e;. On décrit
cette construction en détails.

Soit £(y;) un voisinage de chirurgie, et [a, b] un intervalle de temps maximal pour
lequel £(7;) n’est pas vide. On a 0 < a < b < 1. Dans un premier temps, supposons
que 0 < a < b < 1,1ie. que [a,b] est contenu dans l'intérieur de I. Alors £(7,) et E()
sont deux courbes fermées simples, égales a Nj.,1(74) et Np,1(75) pour des longueurs
Te €t 14, et la réunion des voisinages de chirurgie £(Vap) = {€(n),t € [a,b]}
est un tore solide dans Y, sur lequel on désire effectuer une chirurgie de balayages
généralisés. Reprenons la construction de Maher [Mah, p. 2242 et 2243].

Choisissons deux familles paramétrées de points bases dans le bord de &(v;)
variant contintiment avec t et telles que les deux points bases coincident aux temps
a et b. On modifie le balayage en remplacant les temps a et b par de courts intervalles
1, et I, sur lesquels I'application est constante pour le moment.

Sur l'intervalle I,, la courbe N j(7a) est une courbe fermée simple plongée de
longueur inférieure ou égale a e. Comme le rayon d’injectivité de la variété M’ est
supérieur ou égal a 2e > ¢, d’apres les hypotheses du théoreme A, la classe d’homo-
topie de la courbe N j(7,) est nulle dans le groupe fondamental de C'. La courbe
Nip,1(7a) borde donc un disque immergé dans C.

Nous pouvons a présent continuer la démonstration de la proposition 1.23. Sur
Iintervalle I,, on remplace de maniere continue la courbe Nj,.1(v.) = £(7a) par une
paire de disques réglés dans C' dont les droites passent toutes par le point base z,.
Plus précisément, on relie chaque point de la courbe N, au point base par une
géodésique minimisante, ce qui est possible puisque la métrique de C' est complete.
L’ensemble de ces géodésiques forme un disque réglé immergé dans C' et de courbure
sectionnelle au plus —1. Sur l'intervalle ]a,b[, on enléve le voisinage de chirurgie
E(v) que l'on remplace par une paire de disques réglés dans C' construits de la
méme facon, dont les géodésiques passent toutes par le point base appartenant au
bord du voisinage de chirurgie auquel on rattache le disque. Enfin, sur l'intervalle
I, on recolle les deux disques ensemble pour revenir a la surface de départ. Ceci est
bien une chirurgie d’un balayage généralisé, comme défini plus haut.

Le lemme suivant découle directement des Lemmes 3.8 & 3.10, prouvés dans [Mah,
p. 2243 a 2246].

Lemme 1.28. Soit §’t la surface obtenue a partir de la surface de balayage simpliciale
Sy en remplagant tous les voisinages de chirurgie E(y;) de Sy par des paires de disques

réglés par le procédé décrit ci-dessus. Alors le e-diamétre de Sy est au plus K =
4 (3 +1/sinh? (¢/8)) g(C) — 10. O
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La construction donnée par Maher ne prend pas en considération les bords de
I'intervalle de temps I. Or, il se peut que a = 0 ou b = 1, et dans ce cas, on peut
étre obligé de modifier les surfaces simpliciales de départ ou d’arrivée Sy = ¥ et
S1 = X1, ce que 'on voudrait éviter. Donc, si ce cas a lieu, il nous faut raffiner un peu
la construction pour modifier le balayage simplicial dans un petit voisinage régulier
de SoU.S; de telle sorte que les surfaces Sy et Sy restent inchangées. Comme on perd
alors le controle du e-diametre des surfaces de balayage dans ce voisinage régulier,
il nous faut le choisir suffisamment petit pour que les surfaces de balayage que nous
sélectionnerons par la suite pour devenir des surfaces emboitées ne soient pas dans
ce voisinage. Ceci nous permettra de majorer leur e-diametre grace au lemme 1.28.
C’est ce que nous permet de controler la constante p introduite dans 1’énoncé de la
proposition 1.23 et qui sera déterminée ultérieurement.

Pour finir de modifier le balayage simplicial de départ et obtenir le balayage
généralisé voulu, il reste donc a prendre en compte le cas ot @ = 0 ou b = 1.
Si E(y) est une courbe fermée simple, on peut encore appliquer la construction
précédente : on remplace le temps 0 par un intervalle I et réalise une chirurgie sur
cet intervalle sans modifier la surface bord de départ Sy = ¥y. On procede de méme
si £(71) est une courbe fermée simple. Le probleme subsiste cependant lorsque €(o)
ou £(1) sont d’intérieur non vide. Comme ces deux cas sont semblables, supposons
par exemple que l'intérieur de £(vp) n’est pas vide. Par continuité, il existe alors un
instant maximal b €]0, 1] tel que £(y;) est un voisinage de chirurgie non vide pour
tout t € [0, b].

Comme les surfaces de balayage (S;):e; varient continiment avec ¢, il existe une
constante n > 0 aussi petite que voulue, ne dépendant que de la constante p et
du balayage simplicial de départ (Si)er, telle que pour tout ¢ € [0, 7], tout point
de S; est a distance au plus /2 de Xy = Sy, et telle que pour tout ¢ € [1 —n, 1],
tout point de S; est a distance au plus eK’/2 de ¥; = S;. Si b < 7, on ne modifie
pas le balayage. Sinon, si n < b < 1, on applique la construction de chirurgie pour
tout temps ¢t € [n,b] : on remplace les voisinages de chirurgie £(;) par une paire
de disques réglés comme précédemment dont les géodésiques passent par les points
base des bords de (7). Sur l'intervalle [0, 7], on remplace les voisinages de chirurgie
par une paire de disques pour ¢ proche de 7, qui se rejoignent et redeviennent le
voisinage de chirurgie initial £(7;) lorsque le temps ¢ est trés proche de zéro, puis
nul. On réalise ces opérations pas trop loin de la surface originale S; et de maniere
continue, de telle sorte qu’il s’agit encore d’une modification de balayage généralisé.
Sib = 1, on procede de méme pour tout ¢ € [1—n, 1]. Comme le diametre des disques
réglés est inférieur ou égal a € et que K’/2 > 1, on peut supposer que tout point de
S, est & distance au plus €K’ de ¥, pour tout ¢ € [1—mn,1].

Ceci acheve la démonstration de la proposition 1.23. m

1.2.3 Surfaces de balayage et surfaces emboitées.

Nous avons a présent besoin d'un lemme qui nous permette de déterminer préci-
sément la constante p, correspondant a la taille du voisinage collier de Sy qu’il faut
considérer. Notons K’ = 2a’y_(C). D’apres le lemme 1.13, la quantité 2e K’ est un
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majorant pour le diametre de la surface simpliciale ¥, identifiée a 0, C'. Notons
le diametre du corps en anses C'.

N[y

Lemme 1.29. [ existe un point xo a l'intérieur de C et a distance au moins (

2€K/) de 8+C

Démonstration du lemme 1.29.

On raisonne par l'absurde : supposons que pour tout point z a lintérieur de
C, dist(z,0,C) < g — 2eK’. Pour tout point z de C, I'inégalité au sens large reste
vraie : dist(z,0,C) < g—QEK/. Prenons deux points z et y dans C' tels que d(z,y) =
diam(C') = 0. 1l vient :

d(z,y) =0 < dist(z,0,C) + diam(0;C) + dist(y, 0. C)
< (g—QGK')—l—%K/—i—(g—%K/)
< 0 —2K' <9,
ce qui est une contradiction. Ceci prouve le lemme 1.29. O

Soit ¢ un arc géodésique minimisant la longueur entre xy et 0, C. Notons pu la
distance entre la géodésique c et 3. Comme c est plongée a 'intérieur de C' (excepté
une extrémité appartenant a 0, C' = ¥), la quantité p est strictement positive.

A présent, afin d’étre complet dans la preuve de la proposition B des Surfaces
Emboitées, formulons et prouvons un certain nombre de lemmes qui sont implicites
dans [Mah, preuve du Lemme 4.5 p. 2251].

D’apres la définition 1.5, rappelons que si x est un point de C' et S une surface
immergée de C'; on dit que S sépare x de 0, C' si tout chemin orienté de z a 0, C
intersecte S avec un nombre algébrique d’intersection égal a +1.

Si deux surfaces S et T' immergées dans C' sont telles que S sépare tout point de
T de 0,.C, on dit que S sépare T de 0,.C. Dans ce cas, les surfaces S et T sont
dites emboitées.

Lemme 1.30. Un point x dans lintérieur de C est séparé de 0,C par §t st et
seulement s’il existe un chemin v de x a 0.C intersectant la surface S; avec un
nombre algébrique d’intersection égal a +1.

Démonstration du lemme 1.30.

Il suffit de montrer que s'il existe un chemin v de z & 9,C dont le nombre
algébrique d’intersection avec S; est égal a +1, alors tout chemin 4" de x a 9,C
intersecte S; avec nombre algébrique d’intersection égal a +1.

Soit 7' un autre chemin de x & 9,C" dans C. Comme la surface immergée S,
est homologue & 0_C, la classe d’homologie de [S;] est nulle dans Hy(C,0_C). La
composée a =y~ -/ est un 1-cycle dans H,(C,9,.C).

Comme 0C = §_CUI,C,ona[o]-[S] = [a]-0 =0, et donc v/ -5, = -5, = +1,
ce qui prouve le lemme 1.30. O
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Pour tout ¢ € [0, 1], soit D; 'adhérence de I’ensemble des points x € C' séparés de

0, C par §t. Comme les surfaces immergées (:S‘\t) | sont des surfaces de balayage
tel0,1

généralisé pour le corps en anses C, Dy est la surface de balayage initiale §0, et
D1 est égal au corps en anses C' tout entier. Soit F; la composante connexe de D
contenant xy. Comme précédemment, Fj est un complexe de dimension au plus 2,

et E1 =C.

Lemme 1.31. Le bord de l’ensemble D, est exactement la surface §t.

Démonstration du lemme 1.31.

Soit x un point de §t. Comme §t est une surface d’un balayage généralisé pour
le corps en anses C), il existe un chemin ¢ de x a 9, C tel que pour tout point y de ¢
distinct de , le chemin ¢, obtenu & partir de ¢ en retirant I'intervalle [z, y[ n’inter-

secte pas la surface §t. En particulier, pour tout point y de ¢ distinct de z, le nombre
algébrique d’intersection entre ¢, et S; est nul, et y est dans le complémentaire de D,
dans C'. Comme le point z est une limite de tels points y, x appartient a I'adhérence
du complémentaire de D; dans C'. Mais comme x appartient a la surface S; et que
cette surface est séparante dans le corps en anses C', tout point sufﬁsamment proche
de x et de l'autre coté de St par rapport a y est séparé de 0,C par St Comme
I'ensemble D, est fermé et que x est une limite de points de Dy, le point x appartient
aussi a D;. Ainsi, x est un point du bord de Dy, et la surface S; est incluse dans le
bord de D;.

Pour établir I'inclusion réciproque, supposons par I'absurde qu'il existe un point
x dans le bord de D; n’appartenant pas a la surface S,. La distance d = dist(z, St)
est alors strictement positive. Comme le point x appartient au bord de Dy, il existe
un point y dans le complémentaire de D; dans C' tel que d(z,y) < g. Comme y
est dans le complémentaire de Dy, il existe un chemin ¢ de y au bord 9,C dont le
nombre algébrique d’intersection avec S; n’est pas égal a +1. Soit ¢ une géodésique
minimisante de x a y : comme la longueur de ¢/, égale a la distance entre z et y, est
strictement plus petite que la distance de z a Sy, la géodésique ¢ n’intersecte pas la
surface S;. Si ¢ = ' Uc, ¢” est un chemin de x a 9, C" dont le nombre algébrique
d’intersection avec S; n’est pas égal a +1. Par conséquent, le point x n’est pas séparé
de 0, C par S;.
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Mais comme le point = appartient aussi a D;, il existe un point z de C' séparé
de 0, C par S; et tel que la distance entre z et x est au plus %l. Prenons une géodé-
sique minimisante a de z a z. Notons b = a U ¢". Le chemin b relie 2z a 9, C, ce qui
implique que le nombre d’intersection algébrique de b avec S est égal a +1. D’autre

d

part, la distance entre z et x est au plus § < dist(x,5;), ce qui implique que la

géodésique minimisante a n’intersecte pas la surface §t. Mais alors, le nombre d’in-
tersection algébrique entre le chemin b= a U " et la surface S; n’est pas égal a +1,
ce qui contredit le fait que z est séparé de 9, C par S;. Ainsi, le point x appartient
nécessairement a la surface S;, ce qui acheve la preuve du lemme 1.31. O

Lemme 1.32. Pour tout temps t, le bord de E; est connexe.

Démonstration du lemme 1.32.

Si le bord de E; n’était pas connexe, il comporterait au moins deux composantes
connexes S et T' de S;. Mais les surfaces S et T' seraient disjointes et séparantes dans
le corps en anses C. Si elles ne sont pas emboitées, 'ensemble des points séparés de
0, C par S est disjoint de ’ensemble des points séparés de 0, C par T', ce qui contredit
le fait que F; est connexe. Ainsi, les surfaces S et T" sont emboitées. Mais comme
la surface S; est obtenue a partir de la surface de balayage S; par chirurgie et que
les chirurgies conservent le nombre algébrique d’intersection en homologie, il n’est
pas possible que deux composantes de la méme surface S; soient emboitées, ce qui
acheve la démonstration du lemme. m

Afin de prouver la proposition B, on sélectionne certaines des surfaces emboitées
parmi la famille de surfaces connexes (9E})scp,1]-

Fin de la démonstration de la proposition B.

Soit ¢ I'arc géodésique minimisant la longueur du point xy obtenu au lemme 1.29
au bord 9, C'. Notons comme précédemment p > 0 la distance séparant la géodésique
¢ de . Soit L la longueur de ¢. On a linégalité L > $ — 2eK’. Soit £ — c(¢) un
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paramétrage par longueur d’arc de la géodésique ¢, de telle sorte que ¢(0) = xq et
c(L) =y € 0,C.

Montrons tout d’abord que E; = () pour tout ¢ € [0, 7], ou 7 est la constante four-
nie par la proposition 1.23. Comme chaque surface du balayage simplicial d’origine
S; est contenue dans un p/2-voisinage de Sy = Sy pour tout ¢ < 7, et que la distance
entre c et Sp est au moins p, la géodésique ¢ ne rencontre aucune surface de balayage
S; pour t < 1. Comme les nouvelles surfaces de balayage S; sont obtenues a partir
des surfaces S; par chirurgie, le nombre algébrique d’intersection entre ¢ et S; est
le méme que celui entre c et 5. Il est donc encore nul pour ¢ < 5. Par conséquent,
la géodésique c est un arc reliant zo & 9,C' dont le nombre d’intersection avec S;
est nul pour ¢t < n. Par définition, les surfaces S; ne séparent pas xo de 0, C pour
t < mn, ce qui montre qu’il n’y a pas de composante connexe de D; contenant x.
Ainsi, E; = () pour tout ¢ € [0,7)].

Supposons que 2 — 2eK’ > 5eK. Comme les ensembles E, varient contintiment

avec le temps t, la %onction L qui au temps ¢ associe la longueur de ¢ N E; est une
application continue. Comme L(n) = 0 et £(1) = L (la longueur de I’arc ¢), on en
conclut qu'il existe un temps ¢; €|n, 1] tel que L(t1) = L—2eK —eK'. Soit S; le bord
de Ey,. D’apres le lemme 1.32, la surface immergée S; est une composante connexe
de §t1. Comme c est une géodésique minimisante paramétrée par longueur d’arc,
pour tous a et b € [0, L], on a d(c(a),c(b)) = |b— a|. Ainsi, le point d’intersection
c(L(ty)) entre Sy et ¢ est a distance 2¢K + eK’ de 0, C'. Puisque par construction,
tout point de la surface §t pour t > 1 — n est a distance au plus eK’ de 0,.C,
nécessairement, t; < 1 — 7. Comme, pour ¢t < 7, les ensembles E; sont vides, en fait
n <ty < 1—mn. Par définition de Ey,, la surface Sy sépare z¢ de 0, C. Comme par
le lemme 1.32, S; est connexe, d’apres la proposition 1.23, son diametre est au plus
2¢ K. Par suite, la surface S; ne peut pas intersecter {c¢(¢), 0 < ¢ < L—4eK —eK')}U
{c(l), L—eK’ < ¢ < L}. Soit ¢, la plus petite valeur de ¢ telle que ¢(¢) € S;. 1l vient
L—4eK —eK' <l < L— €K', avec L —4eK — eK' > § — 4eK — 2¢K' > €K > 0.

Soit ¢; = {e(f), 0 < £ < {1 —14eK}. En remplagant ¢ par ¢;, nous pouvons itérer
le processus décrit précédemment. Si K est assez petit par rapport a 4, il existe un
instant ¢, tel que la longueur de ¢; N Ey, est égale a : lgr (¢;) — 2e K = ¢} — 16eK >
L —20eK — eK'. Pour les mémes raisons que précédemment, le bord de F;, est une
surface Sy qui est une composante connexe de §t2 séparant xg de 0, C', et intersectant
¢1 seulement selon l'ensemble {c;(¢), (¢; — 14eK) — 4eK < ¢ < {1 — 14eK }.

Montrons que la distance entre les surfaces S; et Sy est inférieure ou égale a 10e K.
Soit £y le plus petit réel £ tel que ¢(¢) € Sy. D’apres ce qui précede, lo < €1 — 14eK.
Comme c(¢1) € Sy et c(ly) € Sy, il vient :

diSt(Sl, SQ) diSt(C(€1>, C(Eg)) — dlam(81> — dlam(Sg)
(61 — 52) —4eK
1de K — 4e K = 10eK.

(AVARAVARV]

On peut alors réitérer le procédé avec co = {c(¢), 0 < ¢ < l5—14eK}, a condition
toutefois que fy — 14e K > 4ekK, donc par exemple si L — 2 x 18¢ K — e K’ > 4eK.

On ne peut plus itérer lorsque L — 18K (n — 1) — eK’ > 4eK mais L — 18¢Kn —
L—e(4K+K’ /

eK’ < 4eK, donc pour n = (%} Comme L > $ —eK',n > [32- — 2 — &1,

et la proposition B des Surfaces Emboitées est démontrée. O
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1.3 Des surfaces emboitées aux surfaces paralléles.

L’objet de ce paragraphe est de démontrer la proposition C des Surfaces Paral-
leles.

D’apres la proposition B, on sait que 'on peut trouver n = (36% 3 (ﬁﬂ
surfaces connexes, immergées dans le corps en anses C' du revétement M’. Toutes
ces surfaces sont emboitées, leur e-diametre est majoré par K et elles sont a distance
au moins 10eK les unes des autres, ot K = 4 (3 + 1/ sinh’(¢/8)) g(C') — 10. De plus,
toutes ces surfaces sont homotopes a des surfaces plongées obtenues a partir du bord
0., C par chirurgie.

En particulier, le genre de ces surfaces immergées est compris entre 0 et g(C) =
9(0+C). Il y a par conséquent au moins n’ = [n/(g(C)+1)] surfaces Sy, ..., Sy qui
ont le méme genre, et ce genre est majoré par g(C'). Ordonnons les indices j de telle
sorte que S sépare S; de 0,.C.

Nous suivons a présent la preuve de Maher [Mah, p. 2252-2257]. Soit S = S; I'une
des surfaces immergées et emboitées précédentes. Une famille Ag de disques de
compression de 0, C pour obtenir S est un ensemble fini de disques, proprement
plongés dans C' et tels que le balayage fournit une homotopie entre S et un sous-
ensemble de 0, C'UA. La premiere étape consiste a montrer que pour deux surfaces
emboitées et connexes du balayage, il est possible de choisir deux familles de disques
de compression telles que I'une est contenue dans I'autre. Ceci est 'objet du Lemme
4.6 [Mah, Lemme 4.6 p. 2252]. En particulier, si les deux surfaces ont le méme genre,
elles sont homotopes.

Lemme 1.33. [Mah, Lemme 4.6]

Sotent S1 et Sy deux des surfaces immergées obtenues a la proposition B. Sup-
posons par exemple que So sépare S; de 0.C. Il existe deux familles de disques de
compression de 0, C', notées Ag, pour obtenir Sy et Ag, pour obtenir Sy, telles que
Ag, est un sous-ensemble de Ag,. En particulier, si les deuzr surfaces Sy et Sy ont
le méme genre, Ag, = Ag,. ]

D’apres ce lemme, les surfaces emboitées S, ..., S, sont homotopes, puisqu’elles
ont le méme genre.

Le lemme suivant est crucial : on voudrait remplacer les surfaces immergées
par des surfaces plongées de méme genre dans un voisinage régulier des surfaces
immergées de départ arbitrairement petit. Ce lemme est démontré par Maher [Mah,
Lemme 4.7 p. 2253].

Lemme 1.34. [Mah, Lemme 4.7]

Soit S une des surfaces obtenues a la proposition B. Soit T une surface connexe,
plongée, séparant S de 0,C et de genre minimal pour cette propriété. Alors T est
incompressible dans C'\ S et le genre de T est supérieur ou égal au genre de S.

Démonstration du lemme 1.34.

Nous rappelons ici la démonstration de Maher.

Si la surface T' était compressible dans C'\ S, il existerait une famille de disques
de compression plongés dans C' \ S tels qu'en effectuant les chirurgies le long de
ces disques, on obtienne une nouvelle surface 7" plongée dans C'\ S. Mais une des
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composantes de T" serait une surface plongée dans C' séparant S de 0,.C, et de
genre strictement plus petit que le genre de T, ce qui est une contradiction. Ainsi,
la surface T" est incompressible dans C'\ S.

La surface S est homotope a une composante du bord 0, C' comprimé le long
d’une famille Ag de disques plongés. Ainsi, C’ la composante connexe de C'\ Ag
contenant S est un corps en anses et ’on peut trouver une échine I' pour C’ qui
est homotope a la surface immergée S. L’application en homologie H;(I') — H;(C)
induite par l'inclusion de I" dans C' est injective.

La surface T étant une surface plongée dans le corps en anses C', elle est séparante,
et il existe un ensemble D de disques de compression plongés pour 7' tels que si I'on
comprime T le long des disques de Dy, la surface obtenue est parallele a certaines
composantes connexes de 0_C' (cf [Bo, Lemme 2.3]). Comme T est incompressible
dans C'\ S, les disques de compression de Dp pour la surface T' se situent tous d'un
méme coté de T'. Ainsi, la surface T' borde un corps en anses C” dans C. Comme
la composée des applications induites par les inclusions H;(I') — H1(C") — H,(C)
est injective, I'application Hy(I') — H;(C") est injective. Ainsi, le rang de H;(C")
est plus grand ou égal au rang de H;(I"), et nécessairement, le genre de T est plus
grand ou égal au genre de S. O]

Comme conséquence du lemme 1.33, toutes les surfaces immergées et emboitées
S1, ..., S sont deux a deux homotopes. Nous avons besoin d’une propriété plus
forte : il faut trouver, pour tout j de 1 a (n’ — 1), une homotopie entre les surfaces
S; et S,y qui est disjointe de S, pour tout & < j. Nous suivons les arguments de la
démonstration de [Mah, Lemme 4.8 p. 2254], mais en calculant les majorants précis.

Lemme 1.35. A partir des surfaces Si,..., Sy, on peut construire une famille de
surfaces immergées Sy, ..., Sl, 4, Sk, connezes, disjointes, emboitées et homotopes,
et telles que I’homotopie entre S), et S} est disjointe de Sy pour 1 < k < j < n'.
De plus, le diametre des surfaces Sj’- est au plus 8e K, elles sont a distance au moins
2¢K les unes des autres, et le e-diamétre de Sy, ..., S, ;| est majoré par K.

Démonstration du lemme 1.35

Chacune des surfaces S; admet une triangulation a un seul sommet dont la
longueur des arétes est majorée par 4ef, et son diametre est au plus 2¢/X. D’apres
le lemme 1.15, les surfaces S et S, sont homotopes a des surfaces simpliciales S} et
S/, dont le diametre est au plus 4eK et telles que pour tous points x € S; et 2’ € S;-
(ou j =1 et n'), la distance entre x et 2’ est au plus 6eK. En fait, par construction
de S}, tout point de S} est a distance au plus 4eK de la surface de départ S;.

On peut modifier ’homotopie entre les deux surfaces simpliciales S| et S/, en
un balayage simplicial comme au paragraphe 1.2. D’apres la proposition 1.23, il
existe une suite finie de chirurgies de ce balayage simplicial ou toutes les surfaces
de balayage S; pour t € [n,1 — n] ont leur e-diametre majoré par K. La constante
K est bien la constante définie a la proposition 1.23 car le genre des surfaces S; est
aussi majoré par g(C). De plus, les surfaces S; sont homotopes a la surface S/, apres
d’éventuelles compressions. Pour tout j entre 2 et (n'—1), soit S} la premiere surface
de balayage S} intersectant S;. Comme c’est une surface du balayage généralisé, son
e-diametre est au plus K.
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D’apres la construction d'un balayage généralisé, le genre de la surface 57 est
majoré par le genre de la surface S; pour tout j. Nous montrons qu’en fait, ces deux
genres sont égaux.

Affirmation . Pour tout j entre 1 et n' — 1, le genre de la surface S’ est le méme
que le genre de la surface de départ S;.

Dans un premier temps, supposons que ’affirmation est vraie. Puisque les surfaces
du balayage modifié S’ ont le méme genre que les surfaces de départ .S, il n’y a en fait
besoin d’aucune chirurgie pour obtenir les surfaces S}, et elles sont déja des surfaces
de balayage du balayage simplicial de départ entre Sj et S,. Ainsi, les surfaces S}
sont homotopes a la surface S!,, et par définition d'un balayage, ’homotopie est
disjointe des surfaces S pour tout k < j.

Démonstration de ’affirmation.

Supposons qu'il existe un indice j tel que le genre de S} est strictement plus
petit que le genre de S;. D’apres un résultat de Gabai ([G1]), on peut remplacer
la surface simpliciale S} par une surface T} plongée dans un voisinage régulier de
la surface immergée S;- arbitrairement petit. Plus précisément, prenons un petit
voisinage régulier N(S}) de la surface immergée S’. Ce voisinage contient des surfaces
plongées dans la méme classe d’homologie que S} dans Hy(N(S%),ON(S})). Gabai
a montré que la norme singuliere en homologie est égale a la norme de Thurston
(qui concerne des surfaces plongées) [G1]. Il existe donc une surface T} plongée dans
N (S;-), dans la méme classe d’homologie que S} et de genre inférieur ou égal au genre
de S}. Si l'on choisit un voisinage N (S7) suffisamment petit, on peut faire en sorte
que le diametre de la surface plongée T mesuré dans la variété M’ soit inférieur ou
égal a 3eK. En particulier, comme les surfaces S et S, sont trop éloignées de S,
la surface plongée T n’intersecte ni Sj, ni S, et elle sépare S| de S),. En utilisant
le lemme 1.34, le genre de 77 doit étre au moins égal au genre de Sj : g(77) > g(S}).
Mais comme le genre de S} est le méme que le genre de S, et que le genre de T;
est majoré par le genre de S}, que nous avons supposé strictement plus petit que le
genre de S;, on obtient g(77}) < g(S]), ce qui est une contradiction. ]

Comme les surfaces S; étaient a distance au moins 10eK les unes des autres et
que tout point de S} est a distance au plus 4eK de la surface de départ .S; pour tout
j =1,...,n, les nouvelles surfaces S} sont a distance au moins 2e K les unes des
autres (ce qui montre au passage que les surfaces S} sont deux a deux disjointes).
De plus, leur diametre est majoré par 8¢K et le e-diametre de S, ..., S, ;| est au
plus K.

Il reste a montrer que les surfaces S7,...,S!, sont emboitées. Dans 'esprit de
la preuve de la proposition B, notons D, 'adhérence du sous-ensemble constitué
des points de C' séparés de 9,C par S,. Pour tout j < n', la surface S} intersecte
la surface Sj, qui se situe dans D,,. Comme S’ est a distance au moins 2¢K de
S!, = 0Dy, S;- est contenue dans l'intérieur de D,,. Elle est par conséquent séparée
de 0.C par S),. Ainsi, si I'on note D; 'adhérence de I'ensemble des points de C
séparés de 9,.C par S, D; C D,y. Soit 1 <k < j <n'. Sil'on prend un point z dans
Dy, comme Dy C D, tout chemin orienté v de x a d,C' intersecte 0, C avec un
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nombre algébrique d’intersection égal a +1. Comme la surface S} est homotope a S,
et que ’homotopie est disjointe de S, cette homotopie laisse le nombre d’intersection
invariant. Ainsi, le nombre d’intersection de ~ avec S]’- est encore égal a +1, et x
appartient a D;. Par suite, Dy C D; pour 1 < k < 7 < n/, ce qui montre que les
surfaces S7, ..., S, sont emboitées. Ceci acheve la démonstration du lemme 1.35. [

Par la suite, on remplace la famille Sy, . .., S, par la nouvelle famille S, ..., S/, ;,
S/, de surfaces obtenue grace au lemme 1.35. Pour plus de clarté, nous la noterons
encore Sy, ..., Sy.

Le but a présent est de remplacer les surfaces immergées par des surfaces plongées
dans un voisinage régulier des surfaces immergées arbitrairement petit. C’est ’objet
du lemme suivant.

Lemme 1.36. Pour tout j entre 1 et n’, il existe une surface T; plongée dans un
voisinage régulier de S;, de méme genre que S; et qui peut étre recouverte par au
plus diam.(S;) < K boules de M’ de rayon 2¢. De plus, deux surfaces T; et Ty, pour
Jj # k sont séparées par une distance d’au moins €K .

Démonstration du lemme 1.36.

Prenons un petit voisinage régulier N(S;) d’'une des surfaces immergées et em-
boitées S;. Comme dans la démonstration de I'affirmation, d’apres Gabai [G1], ce
voisinage contient une surface plongée T dans la méme classe d’homologie que S
dans Hy(N(S;),ON(S;)) et de genre inférieur ou égal au genre de S;. Si I'on choisit
un voisinage N (S;) suffisamment petit, le diametre de la surface plongée T; mesuré
dans la variété M’ est inférieur ou égal a 9e K, et deux surfaces plongées T et T sont
a distance au moins eK. De plus, si 'on prend un ensemble B de boules de rayons
e centrées sur la surface S;, et de cardinal diam.(S;), on peut choisir N(S;) assez
petit de telle sorte qu’il soit contenu dans la réunion des boules correspondantes de
mémes centres et de rayons 2e. Ainsi, la surface T peut étre recouverte par au plus
diam,(S;) boules de M’ de rayon 2e.

Le genre de T} est majoré par le genre de S;. Montrons qu’en réalité, le genre de
Tj; est encore égal au genre de 5.

D’apres le lemme 1.34, le genre de la surface plongée T pour j = 2,...,n’ est
plus grand ou égal au genre de la surface immergée S; qu’elle sépare de 9, C. Mais
comme le genre de T; est au plus le genre de S}, qui est égal au genre de Sy, le genre

de T} est en fait égal au genre de S; : les surfaces T5,...,7T,, ont le méme genre
que les surfaces immergées Ss, ..., S,s, ce qui acheve la démonstration du lemme
1.36. m

La derniere étape de la démonstration de la proposition C consiste a montrer que
certaines des surfaces plongées sont de plus paralleles.

Lemme 1.37. Les surfaces plongées Ty, ..., T, _1 sont paralléles.

Démonstration du lemme 1.37.

Ce lemme repose sur des arguments homologiques, voir par exemple [Mah, Lemmes
4.9 a 4.11]. Par souci d’exhaustivité, nous donnons ici une preuve plus courte, basée
sur des résultats classiques de topologie des variétés de dimension trois.
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Soit V' le 3-complexe dans C' bordé par les surfaces immergées S; et S,.. Il y
existe un balayage ¢ entre Sy et S, tel que pour tout 1 < j < n/, la surface S;
est une surface de balayage. En d’autres termes, 'application induite en homologie
par ¢ : S X I — V est un isomorphisme ¢, : H3(S x [,0(S x I)) — H3(V,0V),
et pour tout j, il existe un temps ¢; € I tel que S; = ¢(S x {t;}). De plus, on a
O=t1 <t <... <ty =1

D’apres une construction classique (voir par exemple [St, point 3. p. 96]), comme
T; est incompressible dans V' (puisqu’elle 'est dans C'\ S;), on peut homotoper le
balayage ¢ en une application ¢’ qui est encore de degré un, et telle que pour tout
2 < j<n, ¢ 1(T}) est une surface incompressible (pas nécessairement connexe)
plongée dans S x [.

Soit 3 < j < k < n' — 1. Comme la classe d’homologie des surfaces T; et
T} est la méme que la classe d’homologie de Ss, la classe d’homologie des images
réciproques ¢'~1(T}) et ¢'1(T;) dans Ho(S X [t3,1],0(S x [t3,1])) est la méme que
la classe d’homologie de la fibre S x {t}. Comme ces images réciproques sont des
surfaces plongées et incompressibles, ¢'~(T}) et ¢/~(T}) sont constitués d'un nombre
impair de surfaces connexes, isotopes a la fibre S x {t} et de nombre total algébrique
d’intersection avec tout chemin de S x {t3} a .S x {1} égal a +1. Quitte a faire une
isotopie, on peut supposer qu’il existe des temps t3 < t{ << t%n 4 etz < th <

< thkH tels que ¢/~1(T}) = Uy el(S x {3}) et ¢/—1(Tk) ULk (S x {#41),
avec €, et ef égaux a +1 ou —1, selon l'orientation de la composante connexe de
¢'~(T;) ou qb’ 1(Tk) correspondant & la fibre S x {#]} ou S>< {t5}. Comme S el =
+1 et Z"’“L e = +1, il existe £ et ¢’ tels que €, = +1 = €},. Supposons par exemple
que t5 < th. Alors ¢ : S x[t], 5] — V est une homotopie entre les surfaces plongées
T; et T r contenue dans la région de V' bordée par S3 et S,,. Comme la surface plongée
T, n’appartient pas a cette région, si I'on note Y la sous-variété de C' bordée par T5
et 0,C, les deux surfaces plongées T} et T}, sont homotopes a l'intérieur de Y.

D’apres le lemme 1.34, les surfaces T; et T}, sont incompressibles dans C'\ 5.
Comme elles sont contenues dans I'intérieur de Y et que Y est inclus dans la com-
posante connexe de C'\ Sy contenant T; et T, les surfaces T} et T}, sont incompres-
sibles dans Y. D’apres un résultat de Waldhausen [Wa2, Corollaire 5.5 p. 76], elles
sont en réalité isotopes dans Y. Par suite, 7; et T} sont paralleles dans C, pour

3 < j<k<n'—1.0n obtient ainsi m = n’ — 4 surfaces Ty, ..., T,_1, plongées dans
le corps en anses C' et paralleles, ce qui acheve la démonstration du lemme 1.37 ainsi
que celle de la proposition C. En effet, le e-diametre de S,, ..., S, _1 est majoré par
K et les surfaces Ty, ..., T, _1 peuvent étre recouvertes par au plus K boules de M’
de rayon 2e. O

m

1.4 Des motifs de domaines fondamentaux a une fi-
bration virtuelle.

L’objet de ce paragraphe est de démontrer la proposition D des Motifs, qui est
une adaptation de [Mah, Lemme 4.12 p.2258]. Cette démonstration est plus élaborée
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que celle du Lemme 4.12 de [Mah], puisque nous avons besoin de bornes explicites
et de constantes précises.

Démonstration de la proposition D des Motifs.

Supposons qu’il existe m surfaces connexes, orientables, plongées dans la variété
M', deux & deux disjointes et paralleles. Supposons de plus que chacune de ces
surfaces peut étre recouverte par au plus A boules plongées dans M’ de rayon 2¢ et
que ces surfaces sont séparées par une distance d’au moins r > 0 les unes des autres.
En particulier, il existe un produit 7" x [0, m — 1] plongé dans la variété M’ et dans
lequel la surface T} coincide avec la fibre 7" x {j} pour tout j entre 0 et m — 1.

Soit D un polyedre fondamental de Dirichlet pour la variété M, plongé dans
le revétement universel M ~ H3. Les translatés de D par les transformations de
revétement forment un pavage du revétement universel M. Ce pavage a pour image
un pavage du revétement M’ par d copies de D. Chacune des m surfaces plongées
et paralleles T1, ..., T,, dans M’ intersecte un certain nombre de copies de D.

Définition 1.38. La réunion dans M’ des copies de D que l'une des surfaces T
intersecte est appelée un motif (de domaines fondamentaux) pour T}, noté
P;.

Comme la surface est connexe, un motif est un 3-complexe connexe. On peut
supposer que chacune des surfaces plongées intersecte le 2-squelette du pavage trans-
versalement. Plus précisément, on peut supposer qu’aucune des surfaces ne rencontre
un sommet des polyedres fondamentaux, qu’elles intersectent les arétes en des points
isolés et que leurs intersections avec les faces de dimension 2 des polyedres sont trans-
verses. Ainsi, un motif est une réunion connexe d’un certain nombre de copies de D
recollées le long de leurs faces de dimension 2. Soit D un majorant du diametre de
D et a un majorant du nombre de faces de dimension 2.

Pour tout ¢ € N, rappelons que B(¢) est un majorant du nombre de motifs
possibles obtenus en recollant au plus ¢ domaines fondamentaux. Soit L =
L”(Sinh@e;{?ﬁ)_w_%) A] comme au lemme 1.9. L’entier L est un majorant du nombre
de domaines fondamentaux qu’une surface donnée peut intersecter. Ainsi, un motif
est constitué par au plus L domaines fondamentaux.

Supposons que r/(2D+1) > 1 et #B(L) > 4 (ce que nous appellerons condition

(a)), ou que r/(2D +1) < 1 et (5pmgm — 1) #B(L) > 4 (nommé condition (b)).

Lemme 1.39. Si les conditions (a) ou (b) sont satisfaites, il y a au moins 4a*L? B(L)
surfaces dont les motifs de domaines fondamentaux correspondants sont disjoints.

Démonstration du lemme 1.39.

Si deux surfaces T} et T}, sont a distance strictement supérieure a 2D, les motifs
de domaines fondamentaux associés a Tj et T} ne peuvent pas s’intersecter, vu que
le diametre des domaines fondamentaux est au plus D.

Sir/(2D +1) > 1 comme dans la condition (a), toutes surfaces distinctes 7} et
T, de départ sont a distance strictement supérieure a 2D, et les m motifs associés
aux surfaces paralleles sont deux a deux disjoints.
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Sinon, 7/2D < 1. Il y a alors au moins | 55—=m| > 557m—1 surfaces Tj qui sont
séparées les unes des autres par une distance plus grande ou égale a 2D + 1 > 2D.
Ainsi, tous les motifs de domaines fondamentaux correspondants sont disjoints.

Comme dans la condition (a), m > 4a”L* B(L), ou dans la condition (b), 55—=m—
1 >4a%L?B(L), il y a au moins 4a*L?B(L) surfaces dont les motifs correspondants

sont disjoints. O]

Lemme 1.40. [] existe un motif de domaines fondamentauzr “abstrait” P, et au
moins 4a*L* motifs de domaines fondamentauxr Pj, deux a deuz disjoints, et ho-
méomorphes a P. Plus précisément, pour au moins 4a?L? indices j précédents pour
lesquels les motifs de domaines fondamentaux correspondants sont deux a deux dis-
joints, il existe un homéomorphisme p; : P; — P qui préserve la décomposition
polyédrale et les isométries de recollements de faces des domaines fondamentauz.

Démonstration du lemme 1.40.

La preuve est immédiate. En effet, comme un motif est composé d’au plus L
domaines fondamentaux, il y a au plus B(L) motifs possibles. Parmi les 4a*L?B(L)
motifs disjoints précédents, il en existe au moins 4o2L? qui correspondent & un méme
motif abstrait P. O

Désormais, nous ne retenons que 4a?L? indices j vérifiant les conclusions du
lemme précédent.

Lemme 1.41. Le nombre de composantes connexes du bord du motif P est compris
entre 2 et L.

Démonstration du lemme 1.41.

Chaque polyedre composant le motif P a « faces. Comme P est constitué d’au
plus L polyedres, il a au plus aL faces. C’est un majorant du nombre de composantes
connexes du bord de P.

Pour voir qu’il y a au moins deux composantes connexes dans le bord de P, il
suffit de montrer par exemple que dP; a au moins deux composantes connexes. Mais
comme la surface Tj est contenue dans 'intérieur du motif Py, PN (T x [0,1]) # 0 et
PN (T x[1,2]) # 0. Comme le motif P; est disjoint de T} et T3, les régions produits
T x [0,1] et T' x [1,2] ne sont pas contenues dans P;. Par connexité de T x [0, 1] et
T x [1,2], le bord du motif P; a au moins deux composantes connexes, I'une qui est
contenue dans 7'x]0, 1] et 'autre dans 7'x]1, 2[. Ceci montre le lemme 1.41. O

Notons 0P = EyUE,U. . .UE;, ot les surfaces immergées I; sont les composantes
connexes du bord du motif P, avec 2 < s < alL.

Définition 1.42. Pour tout indice j entre 1 et 4a*L? — 2, le motif P; intersecte
Tx]j—1,7] et Tx|j,j + 1[. Au moins une composante conneze du bord de P; est
incluse dans le bord de la composante de (T'x [j—1,j])\(T'x [j—1, j])NP; contenant
la fibre T x {j — 1}, que nous appellerons une composante “gauche” du bord
du motif P;. De méme, au moins une composante du bord de P; est dans le bord
de la composante connexe de (T x [j,7+ 1]) \ (T x [4,j + 1]) N P; contenant la fibre
Tx{j+1}. Nous appellerons cette composante une composante "droite” du bord
de P;.
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Lemme 1.43. Pour tout indice j entre 1 et 4a*L? — 2, choisissons une compo-
sante gauche et une composante droite (arbitrairement s’il en existe plusieurs du
méme type) pour le motif P;. Ces deur composantes correspondent a des compo-
santes connezes E; et E;r du bord du motif abstrait P. Il y a au moins deux indices
J et k pour lesquels les couples de composantes gauches et droites correspondant aux
motifs P; et Py coincident dans OP.

Démonstration du lemme 1.43.

Comme il y a au plus s(s — 1) < aL(aL — 1) < o?L? couples de composantes
gauches et droites du bord de P, il y a au moins (4a*L? — 2)/(a®L?) > 2 surfaces
T; et Ty, avec 1 < j < k < 4a*L* — 2, pour lesquelles les couples de composantes
gauches et droites correspondant aux motifs P; et P coincident. O

Par la suite, afin d’alléger les notations, nous noterons 7; la surface 7}, 75 la
surface Ty et T3 la derniere surface T),272_1. Les surfaces Tj et T5 bordent un produit
T x [0,3] dans M’, tel que T3 = T x {1} et T, = T x {2}. Les deux motifs P,
et P, sont contenus dans lintérieur du produit T x [0,3]. Notons ¢ = ;" o ¢,
I'homéomorphisme composé entre les motifs P, et P,. Soit 7] I'image de la surface
T, dans lintérieur du motif Py par ¢ : T = @5 ' 0 o1 (Ty) = (T}). C'est une surface
plongée dans le produit T" x [0, 3]. Il est clair que les surfaces T; et T sont paralleles,
mais il est possible qu’elles soient plongées dans leurs motifs de maniere différente.
Les surfaces T et T} sont en revanche plongées de maniere identique dans les motifs
P, et P,, mais rien ne permet d’affirmer a priori que ces deux surfaces sont paralleles.
C’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 1.44. Les surfaces Ty et T| sont paralléles dans M'.

Démonstration du lemme 1.44.
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Affirmation . La classe d’homologie de T| dans le produit T' x [0, 3] est égale a la
classe d’homologie de la fibre [T] = [T1] = [T3].

Démonstration de 'affirmation.
Par choix des surfaces 77 et 15, la composante gauche F; du bord du motif P,
et la composante gauche F, du bord du motif P, ont la méme image dans le motif
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abstrait P : ¢ (E]) = @o(Ey), donc E; = p,' o p1(Ey). Par définition, E, est
un bord de la composante connexe de (7" x [1,2]) \ (T x [1,2]) N P, contenant la
fibre T3, et la composante £, du bord du motif P, est un bord de la composante
de (T x [0,1]) \ (T x [0,1]) N P, contenant la fibre To. Comme P, N (T x [0, 1]) est
connexe, il existe un chemin 7}, proprement plongé dans P, N (7T x [0, 1]) et reliant la
composante £ & la surface T}. L'image par 'homéomorphisme 1) = ¢! o ¢, entre
les motifs P, et P, du chemin ~4 est un chemin v, = ¢, 0 p1(74) dans P, reliant
la composante du bord E; a la surface T]. L’intérieur de ce chemin 7, est contenu
dans l'intérieur de la composante de P, \ 7] contenant E, . Soit x5 'extrémité de
2 appartenant a la composante de bord E,, et x5 'autre extrémité, située sur la
surface T7.

De méme, il existe un chemin 73 reliant x5 a un point x4 appartenant a la com-
posante droite F, du bord de P, et dont I'intérieur est contenu dans I'intérieur de
la composante connexe de P \ 7] contenant Fy .

Comme E; appartient au bord de la composante connexe de (7" x [1,2]) \ Py N
(T x [1,2]) contenant la fibre T3, il existe un chemin ~; dont I'intérieur est contenu
dans l'intérieur de cette composante, et reliant un point z; de la fibre T} au point
xy de E,. De méme, par choix de Ej, il existe un chemin v, dont I'intérieur est
contenu dans U'intérieur de la composante de (7" x [2,3]) \ PN (T x [2, 3]) contenant
la fibre T3 et reliant le point x4 de B a un point x5 de T3. Pour finir, puisque le
produit 7" x [0, 1] est connexe, il existe un chemin -, dont 'intérieur est contenu
dans T'x]0, 1 reliant le point x; de T} & un point xy de Tp.

Soit 7 le chemin obtenu en concaténant les chemins 7o, 71, 72, 73 €t 74. Le che-
min v relie le point xy de Ty au point z5 de T3 et intersecte la surface 7] en un seul
point x3. Comme l'orientation des motifs P, et P, coincide, le nombre algébrique
d’intersection de v avec la surface T7 est égal a +1. C’est aussi le nombre algébrique
d’intersection de v avec la fibre T'. Par dualité de Poincaré, comme le groupe d’ho-
mologie Hy(T x [0,3],Z) est de rang un, engendré par la classe de la fibre [T, la
classe d’homologie de la surface T} est égale a la classe de la fibre dans I'homologie
du produit, ce qui prouve I'affirmation. O

Comme la surface T7 est plongée dans le produit 7" x [0, 3], d’apres un résultat
de Waldhausen [Wa2], la surface T est parallele a la fibre T7, éventuellement apres
avoir réalisé un nombre fini de compressions de 77. Mais comme la surface 7] est
homéomorphe a 77, elle est de méme genre que la fibre 7T;. Donc en fait, il n’y a pas
de compression, et ces deux surfaces bordent un produit dans M’. O

Lemme 1.45. La variété M possede un revéetement fini N de degré au plus d fibré
sur le cercle, et la surface Ty plongée dans M' est une fibre virtuelle (incompressible).

Démonstration du lemme 1.45.

On peut couper la variété M’ le long des deux surfaces disjointes 77 et 17, et
ne garder que la composante connexe correspondant a la région produit entre les
deux surfaces paralleles. On identifie les deux surfaces via 'homéomorphisme ¢ =
(o5t o 901)|T pour obtenlr une variété N fibrée sur le cercle, de fibre T, = (Ty ~1T7).

L’homéomorphisme ¢, ' o 1 identifiant la partie "gauche” du motlf P, avec la partle

"gauche” du motif P;, apres recollement, on obtient un motif P1 correspondant a Tl
dans N homéomorphe au motif P. En effet, la partie "gauche” de ce motif correspond
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a la partie gauche du motif P, via I’lhoméomorphisme s, et la partie "droite” du
motif correspond a la partie droite de P; via 'homéomorphisme ¢;. Comme ces
homéomorphismes préservent les recollements entre les faces de dimension 2 des
domaines fondamentaux, les recollements entre les domaines fondamentaux dans le
motif P; sont les mémes que les recollements dans le motif modele P. On obtient
ainsi un pavage de N par au plus d copies de domaines fondamentaux homéomorphes
a D et dont les recollements correspondent. Par conséquent, N est un revétement
fini de la variété de départ M, de degré au plus d, et N est fibrée sur le cercle, de
fibre T;.

. Sl

Les deux revétements M’ et N admettent un revétement fini galoisien commun
W, qui fibre sur le cercle puisque c¢’est un revétement fini de N. Une composante de
I'image réciproque de T; par 'application de revétement W — N est une fibre F' pour
la fibration de W sur le cercle. Mais comme le diagramme commute, F' est également
une composante connexe de l'image réciproque de la surface T; plongée dans M "
car T1 et T} se projettent sur la méme surface immergée dans M. Ainsi, la surface
T est une fibre virtuelle. Comme F' est incompressible dans W, la surface de départ
Ty plongée dans M’ est également incompressible. (Sinon, I'image réciproque d'un
disque de compression D pour T} constituerait une famille de disques de compression
pour F', dont les bords bordent nécessairement des disques dans F. Comme le bord
de ces disques est homotopiquement trivial dans 71 (F'), son image par 1’application
m(F) — m(T1) induite par I'application de revétement est nulle. Ainsi, le disque
D est homotopiquement trivial dans 77, ce qui est une contradiction.) Par suite, la
surface plongée T est une fibre virtuelle de M’; et est incompressible. O
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Par conséquent, les m surfaces paralleles de départ sont des fibres virtuelles pour
la variété M’, ce qui acheve la démonstration de la proposition D des motifs. O

Les m surfaces plongées ne sont pas quasi-Fuchsiennes, puisqu’elles sont des fibres
virtuelles.



Chapitre 2

Fibration de revétements réguliers.

81



82 2. Fibration de revétements réguliers.

2.1 Théoreme de fibration des revétements galoisiens
finis.

L’objet de ce chapitre est de démontrer dans le cadre des revetements finis galoi-
siens une version un peu différente du théoreme principal A : ce résultat donne des
conditions suffisantes pour qu’un revétement fini galoisien soit fibré sur le cercle S*.

Théoréme 2.1 (de fibration des revétements galoisiens finis.). Soit M une variété
de dimension trois hyperbolique, connexe, orientée, compacte et sans bord. Notons
Inj(M) le rayon d’injectivité de M et soit € < $Inj(M). Soit M' — M un revétement
galoisien fini de degré d et F une surface plongée dans M', compacte, sans bord,
orientable, pseudo-minimale, et qui scinde le revétement M’ en q corps en anses
(éventuellement creuz) Ch, ..., Cy. Soit ¢ > max,—1__{x_(C;)}. Supposons de plus
que tout lacet plongé dans C; de longueur inférieure ou égale a € est homotopique-
ment trivial dans Cj.

Il existe une constante explicite k= E(E,VOI(M)) > 0, ne dépendant que de € et
du volume Vol(M), telle que si le degré du revétement galoisien d vérifie

ke < lnlngl,
q

alors le revétement M' est fibré sur le cercle St, et une fibre peut étre obtenue par
chirurgie d’une composante connexe de F. En particulier, la variété M est virtuel-
lement fibrée sur le cercle.

Remarque 2.2. A la différence du théoréme A, le théoréme 2.1 ne concerne que
les revétements galoisiens. Mais il permet d’établir une condition suffisante pour que
le revetement considéré soit lui-méme fibré, et non pas juste virtuellement fibré.

Si N est une variété de dimension trois, notons x" (N) = 2g(N)—2 la caractéris-
tique de Heegaard de N . D’aprés la preuve du Théoréme 1 de Lackenby [Lal], il existe
une constante C' qui ne dépend que de la variété M telle que si XE(M/)/\LI/C_Z < C,
alors le revétement galoisien M’ — M est fibré sur le cercle. Cependant, a la diffé-
rence de k, la constante C' n’est pas explicite et semble dépendre d’autres quantités
que € < Inj(M)/2 et du volume de M.

Démonstration du théoréme 2.1.

In(4(2ea’+1)) In(1+In(12V3/Vol(M))
2In2 ’ 1+ 2 ln52

V3 est le volume maximal d’un tétraédre hyperbolique idéal dans H? et o’ = 6(21/4+
3/4m + 3/4e + 2/ sinh*(e/4)).
Soit C' un corps en anses de M’ \ F' dont le volume est au moins Vol(M)d/q.

Notons ¢g(C) = ¢(04+C) son genre et 4 son diametre. D’autre part, soit K =
4 <3+ Smﬁgz) g(C) — 10 et K' = 2a'x_(C), ou x_(C) = 2¢(C) — 2. Supposons
8
que ko x_(C)* <Inln g. Ceci entraine que ko x—(C)Inx_(C) <Inln g.
s s T : 1 5 2 _ K
D’apres la proposition C, il existe au moins m = (Lm (56 — 5 —orll —4)
surfaces T1, . .., T, paralleles, connexes et plongées dans C', dont le diametre dans la

Comme au chapitre 1, notons kg = max{ }, ol
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variété ambiante M’ est uniformément majoré par 9¢ K, séparées les unes des autres
par une distance supérieure ou égale a €K, et chaque surface peut étre recouverte
avec au plus K boules plongées dans M’ de rayon 2e.

La preuve du théoréme 2.1 repose sur deux propositions (les propositions 2.3 et
2.4) dont la démonstration utilise de maniere cruciale la régularité du revétement
M — M.

Proposition 2.3. Notons g(C) le genre du corps en anses C. Pour tout R > 0, soit
VolB(R) = w(sinh(2R) — 2R), le volume d’une boule hyperbolique de dimension trois
et de rayon R. Soit

Vol(M) | VolB(e(4K +21/4)) *
Sl9) = LVolB(e/Zl)“ VolB(e/4) :

Sim > 205(g(C)), il existe deux surfaces paralléles disjointes Ty et T}, et une
isométrie h € m (M) /7 (M) préservant 'orientation telle que T] = h(T}).

La démonstration de cette proposition fait 'objet du paragraphe 2.2. La propo-
sition suivante permet alors d’achever la démonstration du théoreme 2.1.

Proposition 2.4. Soit N une variété de dimension trois hyperbolique, orientée,
connexe, compacte, sans bord, admettant une surface T plongée, conneze, compacte,
sans bord, orientable et un homéomorphisme d’ordre fini h tel que T et h(T) sont
paralléles et d’orientations cohérentes. Alors N est fibrée sur le cercle St, et l’on
peut obtenir une fibre a partir de la surface T par compressions.

Lorsque les surfaces T et h(T) sont incompressibles, cette proposition est le
lemme 14 de Lackenby [Lal]. Comme rien ne permet de dire a priori que les surfaces
Ty et T] données par la proposition 2.4 sont incompressibles, cette proposition est
démontrée au paragraphe 2.3.

Comme pour le nombre de motifs de domaines fondamentaux possibles interve-
nant dans la preuve du théoréeme principal A, c¢’est le comportement asymptotique
de la fonction S(g) qui détermine la condition suffisante du théoreme 2.1. Notons

K = a9+ by, avec ay =4<3+ 152> et by = —10.

sinh s

Vol(M) | VolB(4eayg + e(4by + 21/4))) *
\/0113(6/4)J L VolB(e/4) |
Vol(M) T eScarg+e(8b1+21/2) _ o—8earg—e(8b1+21/2)
- L\/0113(6/4)J L\/01]3(6/4) 2
—(8earg + €(8by +21/2))) .

Sg) = |

L’expression dominante dans S(g) lorsque g — 400 est

Vol(M) T
o (/0 aveBn ¢

32ea1 g>

Des calculs en tout point similaires a ceux de la démonstration du théoreme A
permettent d’obtenir une constante explicite & ne dépendant que de € < Inj(M)/2
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et du volume de M telle que si le degré du revétement M’ — M vérifie ke <
Inln(d/q), alors m > 20g(C) et les hypotheses de la proposition 2.3 sont satisfaites.
Il existe deux surfaces T et 7] paralleles et disjointes, ainsi qu’une isométrie h €
m (M) /7 (M) préservant l'orientation, telle que 77 = h(1}). Puisque le groupe
w1 (M) /w1 (M) est un groupe fini d’ordre d, I'ordre de ’homéomorphisme h est fini
(et divise d). On peut alors appliquer la proposition 2.4 : le revétement M’ est fibré
sur le cercle et ’on peut obtenir une fibre a partir de la surface T} par compressions.
Comme la surface T} fait partie des m surfaces plongées et paralleles obtenues par
la proposition C, elle est isotope a une surface obtenue a partir du bord du corps
en anses C' par compressions, donc a une composante connexe de la surface F' apres
chirurgies, ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.1. O

2.2 Surfaces paralleles et homotopies proches.

L’objet de ce paragraphe est de prouver la proposition 2.3, en s’appuyant sur des
résultats de T. Soma sur les homotopies proches [Som].

Rappelons que pour tout R > 0, VolB(R) = n(sinh(2R) — 2R) est le volume
d’une boule plongée dans H? de rayon R. Egalement,

. Vol(M) | VolB(e(4K +21/4)) *
S<9)—LVO1]3(€/4)“ VolB(e/4) I

Notons T, ...,T,, les m surfaces paralleles plongées dans M’ obtenues par la
proposition C. Au lieu d’appliquer la proposition D, 'idée ici est de projeter les
surfaces T dans M par I’application de revétement p : M’ — M. Pour tout j entre
1 et m, notons ¥; 'image de Tj par p : ce sont des surfaces immergées dans M,
deux a deux homotopes. Lorsque m est suffisamment grand, montrons qu’il y a un
nombre suffisant de ces surfaces pour lesquelles I’homotopie est assez petite, au sens
suivant.

Définition 2.5. Soit T' une surface connexe, compacte, sans bord et orientable, et
s > 0. Une homotopie F entre deux immersions g1 et go : T — M est dite
partiellement s-proche si ’homotopiec F' : T x I — M avec Firyioy = g1 et
Firxpy = g2 est telle qu’il existe un point v € T' pour lequel l'image F({x} x I) est
un arc rectifiable de longueur inférieure ou €gale a s.

Proposition 2.6. Notons g le genre des surfaces T;. D’apres la proposition C),
g < g(C). Sim >20S5(g), alors il y a au moins 21 surfaces parmi les m surfaces ¥;
immergées dans M pour lesquelles il existe entre chacune d’entre elles une homotopie
partiellement e-proche.

Démonstration de la proposition 2.6.

Cette proposition est une adaptation a notre cas du théoreme 0.1 de T. Soma
[Som]. En effet, les surfaces 3, considérées ne sont pas des surfaces plissées et leur
groupe fondamental ne s’injecte pas nécessairement. Cependant, les surfaces 7 plon-
gées dans M’ peuvent étre recouvertes par au plus K boules de rayon 2¢ plongées
dans M’, et cette propriété suffit pour adapter la démonstration du théoreme de T.
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Soma et trouver des constantes appropriées. En particulier, le diametre des surfaces
plongées T; mesuré dans la variété hyperbolique M’ est majoré par 4ek.

Soit T la surface connexe, orientée, compacte et sans bord de genre g. Pour tout
j entre 1 et m, notons h; : T"— T; un homéomorphisme entre les surfaces 1" et 73.
Soit H un graphe a 2¢g pétales de T', de telle sorte que T" privée d'un petit voisinage
régulier ouvert de H est un polygone a 4g cotés et 4g sommets. Pour tout j, soit
H; = hj(H). Le graphe H; est un graphe de Tj a 2g pétales, tel que si l'on enleve a
T; un petit voisinage régulier ouvert de H;, on obtient un polygone a 4¢g cotés et 4g
sommets. De plus, quitte a bien choisir '’homéomorphisme A ;, on peut s’assurer que
pour tous j et k, les graphes H; et Hj, sont homotopes dans M’.

Soit x un point de U'intérieur de 7'\ H et pour tout j, notons x; = h;(z). En
choisissant de maniere adéquate le point x, on peut faire en sorte que pour tout j,
p(x;) appartienne a l'intérieur de X, \ p(H;).

Définition 2.7. Soit B une famille de boules plongées dans une variété N hyperbo-
lique et de rayon s, et une constante a > 0. Si as < Inj(N), nous noterons B(a) la
famille des boules plongées de méme centre que les boules de B, mais de rayon as.

Soit B une famille de boules plongées dans M de rayon €/4, d’intérieur deux a
deux disjoints, et maximale pour cette propriété. Par maximalité, les boules de 5(2)
de rayon €/2 < Inj(M) recouvrent la variété M. En effet, par 'absurde, s'il existe un
point  de M n’appartenant pas a une boule de B(2), 'intérieur de la boule plongée
de centre x et de rayon €/4 est disjoint de I'intérieur des boules de B, ce qui contredit
la maximalité de B.
w1 > 20| R
pour lesquels p(xj) € M appartient a la méme boule de B(2).

Lemme 2.8. Il existe au moins [m/| indices j

Démonstration du lemme 2.8.

Il existe au moins [m/ |B(2)|| indices j pour lesquels p(z;) € M appartient a la
méme boule de B(2). Reste a majorer |B(2)].

Comme les boules de B sont plongées dans M et d’intérieurs deux a deux disjoints,
on a

Vol(M) > > Vol(B)
> fl§|VolB(e/4).

Comme B(2) a le méme cardinal que B, on obtient la majoration

Vol(M)

1B(2)| < LWJ-

[
Notons II : H? ~ M’ — M’ le revétement universel de M’. Soient B = I1-1(B)

et B(2) = II"1(B(2)). Prenons les indices j qui satisfont les conclusions du lemme
2.8. Pour tout j, soit Z; un relevé de x; dans H?. On peut choisir ces relevés de telle

sorte que pour tout indice j, z; appartienne a la méme boule B de B’E) Soit yq le
centre de la boule B : B = Bys(yo, €/2).
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Notons A l'adhérence de T'\ H : c’est un polygone a 4g cotés et 4g sommets, et
le revétement universel 7 ~ R? de T est pavé par une infinité de copies de A. De
méme, pour tout indice j donné par le lemme 2.8, soit D; I'adhérence de T} \ H;.
L’homéomorphisme h; : T" — T} donne naissance a un homéomorphisme entre A
et D;, ainsi qu’entre T et le revétement universel j:] de T}, pavé par une infinité de
copies de D;. Soit U; I'adhérence de la composante connexe de la préimage dans le
revétement universel H? de 7} \ H; qui contient le point 7}, et E; la composante
connexe de I'image réciproque de T; dans H® contenant z; et U;. Le point &, est dans
I'intérieur de Uj. Si les surfaces T sont incompressibles dans M’, U; est isométrique
a Dj; et E; est un plan. Comme les surfaces T; peuvent étre a priori compressibles,
U, est homéomorphe au polygone D; dont on a éventuellement identifié certaines
aretes, et on a un revetement F; — T; dont la restriction U; — Tj est surjective.
De meéme, soit £ un revetement de 7" homéomorphe a E; pour tout j, et U C E
I'adhérence d’une composante connexe de la préimage de T'\ H, tels que pour tout
J, on ait un homéomorphisme fz} : U — Uj faisant commuter le diagramme suivant.

R?~ T SA Dj cT;~R?
N
ED>U d Ui CE ! e
Z; I
L, |
(T, H) (T‘jaHj)C M’ E]' cM
x L

L’application ¢ est l'inclusion de F; dans H?, le revétement universel de M’
Comme les surfaces T; sont paralleles dans M’ et que les graphes H; sont homo-
topes, les relevés U; sont deux a deux homotopes dans H?. Les surfaces n’ont pas de
propriétés de géométrie intrinseque particulieres et 1’on ne peut pas appliquer des
résultats sur les surfaces plissées comme dans [Som]. Néanmoins, le recouvrement des
surfaces plongées T; par au plus K boules plongées de rayons 2e permet de controler
le diametre dans H? des surfaces U;. C’est le but du lemme suivant.

Lemme 2.9. Pour tout j et tout point y € U;, la distance dans H? entre y et yo, le
centre de B, est au plus (4K + ).

Démonstration du lemme 2.9.

Nous savons qu'’il existe une famille B” d’au plus K boules plongées dans M’ de
rayon 2e recouvrant la surface 7T; plongée dans M'. Soit B’ la famille des images
réciproques des boules de B’. C’est une famille de boules plongées de rayon 2¢ dont
la réunion recouvre l'image réciproque de 7Tj, donc en particulier la surface E;.

Affirmation . [l existe une sous-famille B’ d’au plus K boules de B’ dont la réunion
recouvre la surface U]f constituée des points de U; a distance (mesurée dans H?) au
moins 4e du bord de Uj.
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Démonstration de ’affirmation

Notons U] = {y € Uj|dus(y,0U;) > 4e}. C'est une sous-surface fermée de Uy,
éventuellement vide.

Comme la famille de boules B’ plongées dans M recouvre la surface T}, si C’ est la
famille des boules de T} induites par les traces des boules de B’ sur T}, cette famille
recouvre Tj. Autrement dit, C' = {BNT;| B € B'} et UceerC =1Tj.

Soit C’ 1’1mage réciproque de C’ dans le revétement £; — T}. La réunion des

boules de C’ recouvre E;. De plus, toute boule C de C' est la trace sur E; dune

unique boule de B plongée dans H?3. Notons C" 1a sous-famille des boules de C’ qui
sont contenues dans U;. Comme la prOJectlon U; — Tj restreinte a l'intérieur de U;

est injective, a toute boule C de C” correspond une et une seule boule de C' qui est
cr <|C'|=|B<K.

Montrons que la réunion des boules des C" recouvre la surface U;. Soit y € UJ.

I'image de C par cette projection. Ainsi,

Comme U; C Ej, il existe une boule C de C' contenant y. Mais comme le diametre
de C mesuré dans H? est 4¢ et que la distance dans H? de ya a OU; est au moins 4e,
C' est contenue dans Uj, et donc appartient a la sous-famille C". Par suite, on a bien
Uj C UgeanC-

Notons B’ la sous-famille des boules de B’ dont les traces correspondantes sur la
surface F; sont dans C". Par construction, B’ est une sous-famille d’au plus K boules
de B’ dont la réunion recouvre la surface U 7 ce qui démontre l'affirmation. O]

D’apres I'affirmation, I'ensemble des points de U; situés a distance au moins 4e du

bord de U; est contenu dans la réunion des boules de B’. En particulier, le diametre
de U} est majoré par 4eK. Ainsi, pour tout point y de Uj, on a

des (y, 75) < 4e + diamys (U)) < 4e + 4e K = 4e(K +1).

Comme par choix, le point z; appartient a la boule B(yo,€/2), au final, pour tout
point y € Uj,
ds (1, 0) < €/2 + 4de(K +1) = (4K + g).
O
Rappelons que B est une famille de boules plongées dans M, de rayon €/4, d’inté-
rieurs deux a deux disjoints, et maximale pour cette propriété, si bien que la réunion
des boules de B(2) recouvre M. La famille B(2) est I’ensemble des images réciproques
de boules de B(2) dans H?. Ce sont donc des boules hyperboliques plongées et de
rayon €/2. De plus, les intérieurs des boules de B sont deux & deux disjoints, et la
réunion des boules de g(?) recouvre H?. Comme le diametre de U; est majoré par
le lemme 2.9, on a le lemme suivant.

Lemme 2.10. Notons B(2), lensemble des boules de B(2) qui intersectent la boule
de centre yo et de rayon e(4K +9/2). On a la majoration

LvolB(e(M + %))J
= VolB(5)

B,
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Démonstration du lemme 2.10. B
Si B € B est concentrique avec une boule de B(2)., alors B est contenue dans la
boule de centre yo et de rayon €(4K +9/2) +¢€/2 + ¢/4 = e(4K + 21/4). Par suite,

Vol Bys (yo, (4K + 21/4)) > ‘[57(2)* VolB(e/4)
VoIB(e(4K +21/4)) > ‘E(z)* VolB(e/4),
ce qui conduit a la majoration voulue. O

Lemme 2.11. Notons V(A) l'ensemble des 4g sommets de A. Soit v € V(A). A
tout j, il correspond un point v; de U; qui est l'image de v par la composée de la
projection P : A — U et de I’homéomorphisme f:] U = Uj.

Parmi les indices j précédents, il en existe au moins 21 tels que pour tout sommet
v de A, les sommets v; correspondants appartiennent tous a la méme boule de [5;(2)*

Démonstration du lemme 2.11.
D’apres le lemme 2.9, pour tout j, la surface U; est contenue dans la boule fermée
de centre yo et de rayon e(4K + %) Nécessairement, les images des sommets de A

sont contenues dans les boules de g(2)* Comme d’apres le lemme 2.10, g(?)* <
VolB(e(4K+2L)) | . . Vol(M VolB(e(4K+21/4)) 49

LO\/(,]T)ALL il y a au moins |—m/<LvolB((6/21)JL \(/OSB(674)/ ))J )] = (m/S(gﬂ >

20 indices j qui satisfont les conclusions du lemme 2.11. O]

Lemme 2.12. Soient j < k deuz indices parma les indices vérifiant les conclusions
du lemme 2.11. Il existe une homotopie dans M partiellement e-proche entre les
surfaces ¥; et Xy,.

Démonstration du lemme 2.12.
Soit v un sommet de A. Il existe un arc géodésique minimisant «, reliant v; =

f;j o P(v) & O, = hy, o P(v), les images de v dans H®. Comme les indices j et k sont
donnés par le lemme 2.11, v; et v}, appartiennent & l'intérieur de la méme boule
de 5(2)* et que cette boule a pour rayon €/2, la longueur de la géodésique «, est
strictement plus petite que e. B

Soit F @ A x I — H3 une homotopie entre U; et Uy : ﬁAX{O} = hjoP et
EAX{l} = f’L;; o P, et telle que pour tout sommet v de A, ]:;({v} x I) = a,. Une telle
homotopie existe car nous avons vu que U; et U, sont homotopes dans H?.

Prenons deux sommets v et v' de A. Ils sont identifiés dans la surface 7', donc
leurs images I1(v;) et I1(v}) sont identifiées dans Xj, tout comme I1(vy) et I1(v, ) dans
Yy (v;) = H(UZ) = w; et l(vy) = H(J}C) = wy, dans M. Le lacet fermé I1(a,, Uar,")
est la réunion de deux géodésiques de M reliant w; a wy, et de longueur strictement
plus petite que 2¢ < Inj(M). Donc ces deux géodésiques sont en fait confondues :
I(cv,) = ().

Ainsi, si deux arétes e et ¢/ du bord de A sont identifiées dans T, IT o Ea(ex n=
ITo ﬁa(elx n- Mais IT o ~‘ex tUIlo ]:jefx 7 est une sphere de dimension 2 immergée
dans M irréductible. Elle borde donc une boule immergée dans M. En modifiant
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F par une homotopie fixant A x {0,1} U V(A) x I, on peut ainsi supposer que
HOF"BXI = Hoﬂe/xl-
Par suite, I'homotopie II o F : A x 1 — M est bien définie et donne naissance
a une homotopie F' : T'x I — M entre les surfaces X; et Xj. Si w est I'image des
sommets de A identifiés dans la surface T, par construction, F'({w} x I) = II(«,)
est un arc géodésique de longueur strictement plus petite que €. Donc 'homotopie F
est partiellement e-proche, ce qui acheve la démonstration du lemme 2.12, et aussi
de la proposition 2.6. O
O

Définition 2.13. Notons T x [1,m] le produit dans M’ bordé par les surface Ty et
T, de telle sorte que pour tout j, T; coincide avec la fibre T x {j}. Si l'on oriente la
surface T et que l’on transporte cette orientation pour tout j par ’homéomorphisme
hj T — Tj, la surface T; hérite d’une orientation naturelle. Soit q un point
de la surface T'. Nous dirons que deux surfaces Tj et T}, sont orientées de facon
cohérente si le lacet {q} % [1,m] intersecte la surface fibre orientée T; avec le méme
nombre algébrique d’intersection qu’avec la surface fibre orientée Ty, (et ce nombre
est dans l’ensemble {—1,+1}).

Lemme 2.14. Dans [’hypothése ot m > 20S(g(C)), il existe au moins deuz in-
dices j et k pour lesquels les surfaces T et T, sont séparées par une distance d’au
moins 10eK, orientées de facon cohérente, et dont les images 3; et ¥y, dans M sont
homotopes par une homotopie partiellement e-proche.

Démonstration du lemme 2.14.

Deux quelconques des m surfaces plongées 7T sont séparées par une distance d’au
moins e/K. Par conséquent, parmi les 21 surfaces au moins vérifiant les conclusions
de la proposition 2.6, il y en a au moins trois qui sont séparées les unes des autres
par une distance d’au moins 10e /K. Nécessairement, au moins deux de ces trois
surfaces sont de plus orientées de facon cohérente dans le produit, ce qui démontre
le lemme. O

Fin de la démonstration de la proposition 2.3.

Notons T} et Ty les deux surfaces obtenues par le lemme 2.14. Relevons ’homo-
topie partiellement e-proche entre >; et 35 en une homotopie partiellement e-proche
entre 75 et une surface plongée 7] relevant ¥;. Comme le revétement M’ — M
est régulier, il existe une isométriec h € m(M)/m(M') préservant l'orientation et
telle que T] = h(T}). En particulier, la surface 7] est une copie isométrique de 77,
située a distance au plus € de Ts. Le diametre de T dans la variété M’ étant ma-
joré par 4eK, celui de 7] est aussi majoré par 4eK, ainsi d’ailleurs que celui de
T>. Mais comme les surfaces T7 et Ty sont séparées par une distance d’au moins
10eK, en utilisant le fait que K > 1, les surfaces 77 et 7] sont a distance au moins
10e K — 4e K — 4K — € > eK > 0, donc trop éloignées pour pouvoir s’intersecter.
Comme la surface 7] est homotope a T3, elle est parallele a 77 dans le produit, et
Ty et T sont orientées de fagon cohérente. Les surfaces T et 1] vérifient donc les
conclusions de la proposition 2.3. O]
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2.3 Surfaces translatées et fibration sur le cercle.

L’objet de ce paragraphe est de prouver la proposition 2.4. Supposons donc que
N est une variété de dimension trois hyperbolique, orientée, connexe, compacte, sans
bord, admettant une surface 7" plongée, connexe, compacte, sans bord, orientable et
un homéomorphisme non trivial d’ordre fini A tel que T" et h(T) sont paralleles et
d’orientations cohérentes. Le but est de montrer que N est fibrée sur le cercle St et
que l'on peut obtenir une fibre a partir de la surface T' par compressions.

Dans le cas ot la surface T" est incompressible, c’est le Lemme 14 p. 148 de [Lal].
Mais comme nous ne pouvons pas affirmer a priori que la surface T' est incompres-
sible, il faut généraliser la démonstration de ce lemme.

Notons n l'ordre de 'homéomorphisme h : h™ = 1id, et pour tout j entre 1
et n — 1, Y # id. Soit Y la région produit de M’ bordée par T et h(T) : ¥ =~
T x 1 avecT x {0} ~T et T x {1} ~ (7). L’homéomorphisme h restreint a 7'
donne un homéomorphisme entre 7' x {0} et T' x {1}. Soit {Y}, j € Z} une famille
dénombrable de copies de Y. Pour tout j € Z, prenons ¢; : Y ~T x [j,j+1] = Y;
un homéomorphisme. On recolle T}, = g1 (T x {j +1}) C Y41 avec T} = g;(T x
{7 +1}) C Y} via 'homéomorphisme & : on identifie le point = € T}, avec le point
gioho gj_jl (z) € T}". On obtient ainsi un produit infini Yoo ~ T x R dans lequel Y}
est identifié a la tranche T' x [j, j + 1] pour tout j € Z via g;l Soit IT : Yo — N la
prOJectlon définie par Oy, = h' o g] ~1. Ce produit est muni d’un homéomorphisme
naturel H défini par H ¥; = Gj+10 9; ! agissant & la maniere d'une translation (“shift”).
De plus, par construction de H et II, onallo H="holl.

Par suite, Il o H" = h" o1l et la projection II se factorise par le groupe <f]">
engendré par H™. Soit X = Yoo/ <PNI"> et m 1 Yo — X le revétement, si bien que

que le diagramme suivant commute.

La variété X est fibrée sur le cercle, de fibre homéomorphe a 7'

Lemme 2.15. La projection II : X — N est un revétement fini. En particulier, la
variété N est virtuellement fibrée sur le cercle.

Remarque 2.16. Rien ne permet d’affirmer a priori que le revétement I : X — N
est galoisien.

Démonstration du lemme 2.15.

Comme la variété X est compacte, il suffit de montrer que I'application II est un
homéomorphisme local. Comme 7 : Y,, — X est un revétement, donc un homéo-
morphisme local, cela revient a montrer que Il : Y, — N est un homéomorphisme
local. Par construction, pour tout j € Z, la restriction de II a l'intérieur de Y; est
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un homéomorphisme sur l'intérieur de h/(Y). il reste & voir que IT est un homéo-
morphisme local au voisinage de tout point de Y; MY, pour tout j € Z. Mais par
construction, II(Y; NYj,;) = A/ T(T) et II est un homéomorphisme local entre un
voisinage de tout point de Y; NYj;; et un voisinage de h/™(T) dans N. ]

Montrons a présent que la variété N est elle-méme fibrée et qu'une fibre de la
fibration de N sur le cercle s’obtient par compressions de la surface 7. Pour tout
J € Z/nZ, notons T; = w(Y;_1 NY;) et X; = m(Y;), ol nous identifions une classe
j € Z/nZ et un représentant j € Z. Soit H : X — X le projeté de H : clest
I’homéomorphisme de X tel que le diagramme suivant commute.

v oy

o0 o0

™ ™

H
X — X

Pour tout j € Z/nZ, la région X, est homéomorphe au produit 7" x I et la res-
triction ﬁ| x, : X; = W (Y) est un homéomorphisme. Les surfaces T} sont deux a
deux paralleles dans X et TI(7}) = h?(T) pour tout j. L’image réciproque ﬁ_l(T)
contient la fibre Tg. La difficulté réside dans le fait que cette image réciproque peut
comporter d’autres composantes connexes, disjointes de Tj. Il se peut que ces com-
posantes soient isotopes a la fibre Ty, mais a priori on ne peut pas savoir si ﬁ_l(T)
est une fibre de la fibration de X. C’est pourquoi il faut regarder de plus pres ce qui
se passe. On a le lemme suivant.

Lemme 2.17. La classe d’homologie de la surface plongée T est non nulle dans
Hy(N,7Z).

Fin de la démonstration de la proposition 2.4 en admettant le lemme 2.17.

En admettant le lemme 2.17, la classe d’homologie de ﬁfl(T) dans Hy(X,Z)
est également non triviale. Mais une composante connexe de cette image réciproque
n’est autre que la fibre Ty de la fibration. Il existe un réel t €]0, 1] assez petit de
sorte que dans Iidentification de X avec le produit 7" x I, la surface fibre T x {t}

est disjointe de ﬁ_l(T). En coupant la variété X le long de cette surface T' x {t}, on
obtient un produit 7" x [0, n] dans lequel la classe d’homologie de la surface plongée

ﬁ_l(T ) est encore non nulle. D’apres un résultat de Waldhausen [Wa2], il existe
une suite finie de chirurgies qui permettent d’obtenir a partir de la surface plongée

II (T) un certain nombre de surfaces isotopes a des copies de la fibre T' dans le

produit. Ainsi, la classe d’homologie de ﬁ_l(T) est fibrée. D’apres le Lemme 2.4 p.
151 de Gabai [G2], la classe d’homologie de la surface T dans Hy (N, Z) est également
fibrée. Donc en particulier, la variété N est fibrée sur le cercle.

En comprimant la surface 7" dans N, on obtient une surface 7" incompressible
et dans la méme classe d’homologie fibrée que T'. Pour prouver la proposition 2.4, il
reste a montrer que 7" est la fibre d’une fibration de NV sur le cercle. Mais dans le
revétement infini associé a la fibration donnée par la classe d’homologie [T] = [17],
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les relevés de la surface T sont compacts. En effet, d’apres Stallings [St], le groupe
fondamental de 7" est contenu dans le noyau du morphisme ¢ : N — Z dual de
la classe d’homologie fibrée [T'] = [1”]. Comme 1" est incompressible, les relevés de
T sont des surfaces incompressibles, donc isotopes a des copies de la fibre dans la
structure de produit infini de ce revétement. Par suite, la surface 1" qui se reléeve en
des copies de la fibre, est une fibre de la fibration de N sur le cercle associée a la
classe d’homologie de T'. O

Démonstration du lemme 2.17.

Les surfaces T et h(T) sont paralleles et disjointes, de telle sorte que 0Y =
T U h(T). Lorsque 'on transporte le produit Y par les itérés de h, la surface T
intersectera nécessairement un des itérés h/(Y) (ne serait-ce que pour j = n — 1
puisque A" 1Y) = h™1(Y)) et que T est une composante connexe du bord de h=(Y")).
Soit j le plus petit entier compris entre 1 et n—1 tel que T intersecte b’ (Y"). La surface
hi(T) appartient aussi au bord de h/~1(Y") si j > 2, et h(T') est disjointe de T'si j = 1.
Par minimalité de j, la surface T ne peut pas intersecter h/(T) C hI=HY) N R (Y).
Donc si T rencontre le bord de h7(Y'), ¢’est nécessairement selon la surface b7 (T).
Il y a alors plusieurs cas possibles.

Premier cas : j =n — 1.

Dans ce cas, pour tout k entre 1 et n — 2, la surface T' ne rencontre pas h*(Y).
Comme T et h(T) sont paralleles et disjointes, en transportant cette configuration
par "homéomorphisme h™t = h"7! les surfaces T et h"~1(T) sont paralléles et
disjointes. Comme Oh" (V) = A" Y(T)UT, il y a deux cas possibles.

Soit la surface T ne rencontre pas 'intérieur de A"~ (Y") et si 'on coupe la variété
N selon T, on obtient un produit Y UA(Y)U...UR"1(Y). Par suite, la variété N
est fibrée sur le cercle, de fibre T'.

Sinon, la surface T est contenue dans l'intérieur de "~ 1(Y') = h=1(Y). En trans-
portant h~(Y) par 'homéomorphisme h, cela implique que la surface h(T) est
contenue a 'intérieur du produit Y bordé par les surfaces T" et h(T'), ce qui est une
contradiction.

Par suite, dans le premier cas, la variété N peut étre munie d’une structure de
fibré sur le cercle de fibre 7.

Deuxitme cas : 1 < j<n—2et T CWTT).
Comme T est une surface fermée sans bord, nécessairement, T = hIT(T). En
coupant la variété N selon T, on obtient alors un produit Y UA(Y)U... UK (Y) de

fibre T'. Ainsi, dans ce deuxieme cas, N peut étre également munie d’une structure
de fibré sur le cercle de fibre 7.

Troisieme cas : 1 < 7 <n — 2 et T n’intersecte pas la surface hj+1(T).

Dans ce cas, la surface T est disjointe des images h?(T) et h/*1(T) et plongée
dans l'intérieur de la région produit h/(Y") bordée par h/(T') et hI*(T). La région
YURY)U...UR 1Y) est un produit plongé dans la variété N bordé par les
surfaces T et h?(T). Comme dans le produit A7 (Y'), la surface h/*(T') est parallele
a h/(T) qui est elleeméme paralléle & T, les surfaces hiTH(T) et T sont paralleles.
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De plus, comme h préserve l'orientation, ces deux surfaces sont encore orientées de
facon cohérente. Ainsi, dans le produit A/(Y"), la surface T est isotope & une fibre
et orientée de maniere cohérente. En particulier, lorsque 'on coupe la variété N
selon T', on obtient un produit de fibre 7', et I’homéomorphisme de recollement pour
obtenir NV a partir de ce produit conserve l'orientation. Ainsi, dans ce cas aussi, N
admet une structure de fibré sur le cercle de fibre 7.

Dernier cas : 1 < j < n — 2 et T intersecte transversalement la surface hj“(T ).

C’est en réalité le seul cas ou la surface T' n’est pas automatiquement une fibre
pour une fibration de N sur le cercle. Comme dans ce cas, la surface T" intersecte
nécessairement l'intérieur de 77 (Y") et qu’elle ne peut pas intersecter I'intérieur de Y,
on a j > 2. La surface T rencontre & la fois 'intérieur de h?(Y) et celui de A7 T1(Y).

Puisque la surface T ne peut pas intersecter ?(T'), par minimalité de 7, la région
YURY)U...UR™HY) est un produit plongé dans N, bordé par T et h?(T'), deux
surfaces paralleles et disjointes.

Le but est alors de construire un lacet fermé v de N tel que le nombre d’intersec-
tion en homologie de v avec la surface plongée T est égal a +1. Par minimalité de j
et comme 2 < j < n — 2, les surfaces T, /(T et h(T) sont deux & deux disjointes.

h(T)

Soit @ un arc orienté, proprement plongé dans Y reliant le point zo € TN (T
a x1 = h(zg) € h(T) N AT2(T). Notons b = a U h(a) U... U R "!(a). Pour tout
k entre 0 et j — 1, h*(a) est un arc orienté, proprement plongé dans le produit
h*(Y') reliant le point xy = h¥(zo) au point zx,; = h*™ (). Le chemin orienté b =
aUh(a)U...UhI"!(a) est proprement plongé dans le produit Y UR(Y)U.. .Uk~ (Y)
et relie le point 2o € T & x; € h/(T). Ainsi, il n’intersecte la surface T' qu’au point
To en reliant T & b/ (T).

Comme la surface T sépare le produit h/(Y), il existe un chemin orienté ¥/,
proprement plongé dans la composante bordée par h/(T) et T, et reliant le point
x; € W(T) & zg € TNHWT). De plus, comme T' N A H(Y) = 0, la surface h(T)
n’intersecte pas le produit 27(Y). Donc les points z; et 27 sont situés localement de
part et d’autre de la surface T'. Ainsi, le lacet v = b U b’ est un lacet fermé, plongé
dans N et qui n’intersecte la surface T' qu’au point xy, avec intersection +1. Cela
implique que la classe d’homologie de T" est non nulle dans Hy(N,Z), ce qui acheve
la démonstration du lemme 2.17. O]
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Gradients sous-logarithmiques.
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3.1 Gradients de Heegaard.

Thurston a conjecturé que toute variété hyperbolique de dimension trois, connexe,
orientable, complete et de volume fini fibre virtuellement sur le cercle S!.

Lackenby [La3] a proposé un programme pour résoudre cette conjecture. Ce pro-
gramme repose sur deux conjectures concernant deux invariants d’une variété de
dimension trois, liés a la croissance du genre de Heegaard dans des revétements
finis.

Soit N une variété de dimension trois connexe, compacte et orientable. La ca-
ractéristique de Heegaard x" (N) de N est le minimum sur toutes les surfaces de
Heegaard F' de la partie négative y_(F) = min{—x(F),0} de la caractéristique
d’Euler de F'. En d’autres termes et d’apres le paragraphe 0.1, x" (N) = 2g(N) — 2,
ou g(N) est le genre de Heegaard de la variété N. De méme, la caractéristique de
Heegaard forte x**(N) est le minimum de y_(F) pour toute surface F' de Heegaard
pour N fortement irréductible. Par convention, si la variété N n’admet aucune sur-
face de Heegaard fortement irréductible, x*"(N) = +oo.

Définition 3.1. [La3, p. 319 et 320]

Soit M une variété de dimension trois, connexe, compacte et orientable. Soit
(M; — M);er une famille de revétements finis de M de degrés d;. Le gradient de
Heegaard associé a la famille (M; — M);c; est défini par :

V*(M; — M)icr) = inf {XE(MD } .

el i

Lorsque la famille des revéetements finis de M n’est pas spécifiée, on considere
la famille de tous les revétements finis de M. Le gradient associé sera appelé le
gradient de Heegaard de M, noté V"(M).

De méme, le gradient de Heegaard fort associé a la famille (M; — M);c;

est : V(M) = inf {%} '

i€l ;
Lorsque la famille considérée est I’ensemble des revétements finis de M, le gradient
associé sera appelé le gradient de Heegaard fort de M, noté V*"(M).

Lackenby [La3] montre que ces deux gradients fournissent des informations sur
I'existence de surfaces incompressibles dans des revétements finis de degrés suffisam-
ment grands d’une variété M. Ceci a conduit Lackenby a formuler les conjectures
suivantes.

Conjecture 7 (Conjecture du gradient de Heegaard). [La3, p. 320/

Le gradient de Heegaard d’une variété hyperbolique M de dimension trois, connexe,
compacte et orientable, est nul si et seulement si M est virtuellement fibrée sur le
cercle S*.

Conjecture 8 (Conjecture du gradient fort de Heegaard). [La3, p. 320]
Le gradient fort de Heegaard d’une variété hyperbolique de dimension trois, connezxe,
orientée, compacte et sans bord est toujours strictement positif.
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Maher [Mah] a établi le critere de fibration suivant (voir le Théoreme 1.1 p. 2228
de [Mah]).

Théoreme (Maher). Une variété de dimension trois M hyperbolique, conneze,
orientée, compacte et sans bord est virtuellement fibrée sur le cercle si et seulement
si M admet une famille infinie de revétements finis (M; — M );c; dont le genre de
Heegaard est uniformément majoré.

La démonstration de ce théoreme est a l'origine de la preuve du théoreme A et
du théoreme E ci-dessous. L’objet de ce chapitre est d’établir un critere de fibration
virtuelle plus faible que celui conjecturé par Lackenby, mais plus fort que le résultat
de Maher. Maher lui-méme avait suggéré la possibilité de fournir des constantes et
bornes explicites a chaque étape de la preuve du Théoreme 1.1 de [Mah], mais sans
aucune formulation précise.

Pour donner un énoncé aussi synthétique que possible, nous définissons deux nou-
veaux gradients de Heegaard. Ces gradients sont inspirés des gradients de Lackenby,
mais en remplacant le dénominateur par une fonction sous-logarithmique du degré
du revetement d;. Ils mesurent une croissance sous-logarithmique des caractéristiques
de Heegaard et des caractéristiques de Heegaard fortes dans des revétements finis.
Avec ces gradients, nous obtenons une version sous-logarithmique des conjectures 7
et 8 de Lackenby.

Le théoreme suivant permet de remplacer ’hypothese technique (1) du théoreme
A par une hypothese topologique, vérifiée en pratique dans le cadre des scindements
de Heegaard.

Théoreme E. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. Notons Inj(M) le rayon d’injectivité de M et soit € <
sInj(M).

Il existe une constante explicite p = p(e, Vol(M)) > 0, ne dépendant que de € et
du volume Vol(M) vérifiant les propriétés suivantes.

Soit M" — M un revétement fini de degré d contenant une surface plongée F,
compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, qui scinde le revétement M’ en q
corps en anses (éventuellement creuz) Ch,...,Cy, et ayant les propriétés suivantes.

1. Si F~ est la réunion des composantes de F qui correspondent a des bords
négatifs des corps en anses C;, F'~ est une union de surfaces incompressibles.

2. Supposons que pclnec < Inln g, ou ¢ = max;j—;,_{x_(C;)}.

Alors une des composantes connexe de F~ est la fibre d’une fibration en surfaces
de M' (correspondant & un fibré sur le cercle ou un I-fibré tordu). En particulier, la
variété M est virtuellement fibrée sur le cercle S.

Remarque 3.2. Notons que le théoreme E implique que l’on peut trouver dans M’
une fibre de genre au plus g = max,—1__,{g(C;)}, le mazimum des genres des corps
en anses.
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Ce théoreme est démontré au paragraphe 3.2. Le théoreme suivant est une consé-
quence du théoreme E précédent.

Théoreme 3.3. Soit M une variété hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. S’il existe une famille infinie de revétements finis (M; —
M)ier de degrés d; telle que

" (M;) In(x" (M)

.o X—
f =
?ell Inlnd; 0

alors pour une infinité d’indices i, la variété M; contient une surface plongée qui est
la fibre d’une fibration en surfaces de M;. En particulier, la variété M est virtuelle-
ment fibrée sur le cercle S'.

La démonstration de ce théoreme fait ’objet du paragraphe 3.3.

Puisque nous ne supposons pas a priori que le genre de Heegaard de la famille
des revétements (M; — M);c; est uniformément majoré, ce théoreme est plus fort
que le Théoreme 1.1 de [Mah] qu’il implique.

Soit S une surface de Heegaard pour une variété N. Notons Hg le scindement
de Heegaard associé a S, et ¢, (HY) la complexité d'une décomposition H's qui est
Hs-mince. Par définition d’une décomposition Hg-mince, cette quantité est indé-
pendante de la décomposition HY choisie (voir [CG], [ST2] et les rappels 0).

Remarque 3.4. Les conclusions du théoreme 3.3 restent wvraies si l’on suppose

seulement que
e () ey ()

: d;
e Inln X" (M;)

ot cy (M) est la complexité d'une décomposition H's qui est Hg,-mince, obtenue
a partir du scindement de Heegaard Hg, de surface de Heegaard S; de genre mi-

=0,

nimal (i.e. g(S;) = g(M;)). Par exemple, les conclusions du théoréme 3.3 sont
h .
encore vérifiées s’il existe une constante 6§ €]0,1[ telle que infiel% =0, et
cr(H'y ) In(eq (H- '
infes a Sil)nln(d_:( = =0.

La conjecture du gradient de Heegaard et des résultats de fibration virtuelle
obtenus par Lackenby [Lal] montrent que la premiére de ces deux hypotheses est
assez raisonnable, tout particulierement dans le cas d’une tour de revétements finis
galoisiens.

La complexité ¢, (Hy,) est majorée par la caractéristique de Heegaard x" (M)
de M;, et minorée par la complexité cy(M;) de la variété M;. Voir le paragraphe
0.1 pour plus de précisions et les définitions. Cependant, nous ne savons pas si une
décomposition mince de complexité égale a la complexité minimale ¢, (M;) (la com-
plexité du revétement M;) peut toujours s’obtenir a partir d’une surface de Heegaard
de genre minimal, égal a g(M;). Il se pourrait que pour toute surface de Heegaard S;
pour M; de genre minimal, on ait ¢} (M;) < c;(H,). Cela rend la quantité cy (HY)
relativement difficile a estimer. Ainsi, il semble plus naturel d’exprimer le critere de
fibration uniquement en termes du comportement asymptotique de la caractéristique
de Heegaard des revéetements finis de M considérés. Cela nous conduit a introduire
la définition suivante.
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Définition 3.5. Soit n €]0, 1[.
Le gradient de Heegaard n-sous-logarithmique de la variété M est défini

par :
h M)
g — i d (M

vlog,n( ) m {(hllndz)n Y

ot la borne inférieure porte sur l’ensemble (dénombrable) de tous les revétements
finis (M; — M );cr de M, de degrés d;.

De méme, on peut définir le gradient de Heegaard fort n-sous-logarithmique
de la variété M par

sh
s . XZ (Mz)
vlohg’”(M) = inf { (Inlnd;)n } ’

ot la caractéristique de Heegaard du revétement fini M; — M est remplacée par sa
caractéristique de Heegaard forte.

Si le gradient de Heegaard n-sous-logarithmique est nul, cela entraine que
h . h .

inf,er X*(le)nlﬁfsf(M’)) = 0. Le théoreme suivant est une version sous-logarithmique
des conjectures 7 et 8 de Lackenby, dans le cas ou la variété M est compacte et sans

bord. Sa premiere partie est un corollaire presque immédiat du théoreme 3.3.

Théoreme 3.6. Soient M wune variété hyperbolique de dimension trois, connexe,
orientée, compacte et sans bord, et n €]0,1].

1. Le gradient de Heegaard n-sous-logarithmique Vlhogm(M) de M est nul si et

seulement si M est virtuellement fibrée sur le cercle S*.
2. On a fogm(M) > 0 : le gradient de Heegaard fort n-sous-logarithmique de M

est toujours strictement positif.

Démonstration du théoreme 3.6 premiere partie.

Le sens direct de la partie (1) du théoréme ci-dessus est une conséquence im-
médiate du théoreme 3.3. Le sens réciproque provient du fait que toute variété de
dimension trois M virtuellement fibrée sur le cercle admet une tour infinie de revéte-
ments finis de genre de Heegaard borné. En effet, si M est virtuellement fibrée, elle
admet un revétement fini M’ — M avec M’ fibrée sur le cercle, de fibre F'. Mais toute
variété fibrée sur le cercle de fibre F' a son genre de Heegaard majoré par 2g(F') + 1,
donc sa caractéristique de Heegaard est bornée par 2 |x(F)| 4+ 4. Ainsi, en prenant
la tour des revétements finis (M; — M );eny duaux de la fibre F', pour tout i, M; est
fibrée sur le cercle, de fibre homéomorphe & F. Par suite, Vi ((M; = M);en) =0
et le gradient de Heegaard n-sous-logarithmique de M est nul pour tout n €0, 1[. O

Nous réservons la démonstration de la seconde partie du théoreme 3.6 pour le
paragraphe 3.4.

En comparaison de certains résultats obtenus par Lackenby (voir [La3] et [Lal]),
les théoremes 3.3 et 3.6 sont valables sans se restreindre a des revétements finis
réguliers de M, ou a des revétements finis d’irrégularité bornée. De plus, la famille
de revétements finis (M; — M);e; considérée n’est pas forcément une tour ou un
réseau de revétements.
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De méme, le théoreme 2.1 de fibration des revéetements galoisiens finis, adapté
comme pour le théoreme E, et appliqué au cas des scindements de Heegaard permet
d’établir le théoreme suivant.

Théoreme 3.7. Soit M une variété hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. Soit ¢ < Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
k' = K(e, Vol(M)) ne dépendant que de ¢ et du volume de M telle que si M’ — M
est un revétement fini galoisien de M de degré d avec

K X" (M")? < Inlnd,

alors le revétement M’ est fibré sur le cercle. En particulier, la variété M est vir-
tuellement fibrée sur le cercle S'.

Remarque 3.8. La démonstration du Théoréme 1 p. 140 de [Lal] implique que sous
les hypothéses du théoréeme 3.7, il existe une constante ¢ ne dépendant que de M
telle que pour tout revétement fini galoisien M' — M de degré d, si cx" (M') < v,
alors M’ est fibrée sur le cercle. L’intérét du théoréme 3.7 réside dans le fait que la
constante k' ne dépend que de ¢ < Inj(M)/2 et du volume de M, par une formule
explicite.

Sous les hypotheses du théoreme 3.3, lorsque l'indice ¢ est suffisamment grand,
la variété M; contient un nombre assez important de fibres virtuelles qui sont des
surfaces plongées incompressibles. Ces surfaces nous permettent alors d’estimer le
comportement du gradient de Heegaard fort sous-logarithmique.

Théoreme 3.9. Soit M une variété hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. S’il existe une famille infinie de revétements finis

(M — M),y de degrés d; telle que
XM (M) In(x" (M)
lim =0,
i—+00 Inlnd;
alors pour tout 6 €0, 1],
sh Mz
lim M = 400.

i~+oo (Ind;)?

Toute variété N de dimension trois vérifiant " (N) < y*"(N), le gradient de
Heegaard sous-logarithmique est toujours inférieur ou égal au gradient de Heegaard
fort sous-logarithmique. Si le gradient sous-logarithmique est strictement positif, le
gradient fort sous-logarithmique 'est aussi. Ainsi, le théoreme 3.9 constitue une
étape essentielle dans la démonstration de la partie (2) du théoreme 3.6.

Nous réservons la démonstration du théoreme 3.9 et de la deuxieme partie du
théoreme 3.6 au paragraphe 3.4.
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3.2 Démonstration du théoreme E.

Remarquons que la différence entre le théoreme E et le théoreme A est 'hypothese
(1). Les premiere étapes de la démonstration du théoreme E sont identiques a celles
de la démonstration du théoreme A (voir paragraphe 1.2). On munit le corps en
anses C' d'une métrique complete (lemme 1.11), on remplace les surfaces 0,C' et
0_C par des surfaces simpliciales ¥; et ¥y (lemmes 1.16 et 1.4) et on réalise un
balayage simplicial entre ces deux surfaces (lemme 1.20). On a donc un balayage
simplicial ® : S x I — C tel que Sy = ®(S x {0}) =g et S; = P(S x {1}) = ¥;.

On veut ensuite réaliser des chirurgies de balayage généralisé comme décrit au
paragraphe 1.2.2 pour tout voisinage de chirurgie £(y;) donné par la définition 1.26.
Si E(vt) = Np,g (1), pour tout r € [p, q|, la courbe Npj(:) est une courbe fermée
simple sur la surface S; de longueur au plus € et homotope a ;.

Notons Ny = N (8,C) ={z € C, d(z,%;) < ¢€/2}.
Soient K =4 (3 + 1/sinh? (¢/8)) g(C) — 10 et K’ = 2a’ |x(9+C)|.

La proposition 1.23 se reformule avec ’hypothese (1) du théoreme E de la maniere
suivante.

Proposition 3.10. Soit u > 0. Il existe une constante n > 0 aussi petite que voulue,
dépendant seulement du balayage simplicial {S;}er et de p, et une suite finie de
chirurgies du balayage simplicial qui donne un balayage généralisé {S\t}tg de C' et
vérifiant les propriétés suivantes.

Pour tout temps régulier t € [n, 1 —n|, le e-diametre intrinseque de toute compo-
sante de gt ne rencontrant pas Ny est inférieur ou égal a K. Dans tous les cas, le
diametre de toute composante connexe de §t mesuré dans le corps en anses C' est au
plus €(1 4+ 2K' 4+ 2K). Pour toutt > 1 —mn, tout point de la surface Sy est a distance
au plus eK" de 1. Pour t <, tout point d’une des surfaces de balayage de départ
Sy est a distance au plus p/2 de ¥g. De plus, pour tout temps régulier t, la surface
§t est homotope a une surface plongée obtenue a partir de 0, C' par chirurgies.

Définition 3.11. Nous appellerons voisinage de chirurgie persistant de S; tout
voisinage de chirurgie £(7y;) dont la géodésique correspondant ~y; n’est pas homotopi-
quement triviale dans C'.

Lemme 3.12. Soit t €]0,1] et E(y;) un voisinage de chirurgie pour Sy.

Si la courbe de chirurgie correspondante ~y; est homotopiquement non triviale
dans C, alors E(7) est tout entier contenu dans N .

En particulier, pour tout couple de points x et y dans ['union des voisinages de

chirurgie persistants de Sy, la distance dans C entre x et y est au plus e+diam(%;) <
e(1+2K").

Démonstration du lemme 3.12.

Pour tout 7 € [p,q], comme la courbe Npj(7;) est de longueur au plus € <
Inj(M’), elle est homotopiquement triviale dans M’ et est contenue dans une boule
hyperbolique B isométriquement plongée dans M’ et de diametre €/2.
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Puisque la courbe +; est homotopiquement non triviale dans C' et que Np(7y;) lui
est homotope, BN IC # (). Par 'hypothese (1) du théoreme E, le bord négatif 9_C'
est incompressible, donc nécessairement B N 9, C # (), soit encore avec les surfaces
simpliciales, B N Xy # 0. Ainsi, puisque la courbe Np(7;) est contenue dans B est
que B rencontre 3, tout point de Np(v;) est a distance au plus €/2 de 3. Par
suite, le voisinage de chirurgie £(;) tout entier est contenu dans N.

On conclut en remarquant que le diametre de Ny mesuré dans la variété C' est
au plus € + diam(X;) < e(1 + 2K'). O

Remarque 3.13. Soit £(,) un voisinage de chirurgie pour un certain temps ty €
10,1] et [a,b] un intervalle de temps mazimal pour lequel E(y;) n'est pas vide. Si un
des voisinages E(yy,) est persistant, alors tous les voisinages E(y;) le sont pour tout
temps t dans le segment |a, b].

En effet, pour t € [a,b], les courbes 7, sont toutes homotopes, donc si 1'une
d’entre elles n’est homotopiquement pas triviale, aucune ne l'est.

Démonstration de la proposition 3.10;

D’apres la remarque, le fait d’étre persistant ou non ne dépend que de 'intervalle
maximal [a, b] sur lequel le voisinage de chirurgie £(7;) existe. Si le voisinage n’est
pas persistant, on applique sur [a, b] la construction donnée lors de la démonstration
de la proposition 1.23, en effectuant des chirurgie de balayage généralisé. Puisque les
voisinages ne sont pas persistants, les courbes Nj,j(7;) sont toutes homotopiquement
triviales dans C, et bordent des disques immergés dans C. L’opération de chirurgie
décrite a la définition 1.22 est alors possible. En revanche, on ne touche pas aux
voisinages de chirurgie persistants.

Soit ¢t € [n,1 —n]. Si aucun des voisinages de chirurgie £(y;) n’est persistant, ils

ont pu étre enlevés pour former la surface S;, d’apres le lemme 1.28, le e-diametre
intrinseque de la surface S; est au plus K.

Sinon, d’apres le lemme 3.12, cela signifie que 'union des voisinages de chirurgie
E(7:) persistants est contenue dans Ny. Comme le diametre de N, mesuré dans C
est au plus e(1+2K"), et que le e-diametre intrinseque des composantes de §t privées
des voisinages de chirurgie persistants est au plus K toujours par le lemme 1.28, le
diametre dans le corps en anses C' de toute composante connexe de S; est au plus
e(1+ 2K+ 2K).

De plus, si une composante de SA} ne rencontre pas N, cela signifie qu’elle ne
contient aucun voisinage de chirurgie persistant, et donc d’apres ce qui précede, son
e-diametre intrinseque est au plus K. O

La suite de la démonstration est semblable a celle du théoreme A. On peut
montrer un analogue de la proposition B.

Proposition B’ (des Surfaces Emboitées).
Supposons Uhypothése (1) du théoreme E. Soit § le diamétre du corps en anses

C inclus dans M', e < Inj(M)/2, K =4 (3+ L )g(C’) —10 et K’ = 2ad'x_(C).

. €2
sinh 5

Supposons que ko x—(C)Inx_(C) <In lng.
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! .
s _2_ K21 surfaces orientables,

‘ Apec ces hypotheéses, z.l existe au moins n = |—36eK 53K
disjointes, emboitées et immergées dans C. Toutes ces surfaces sont homotopes a
des surfaces obtenues a partir de 0, C par compressions. De plus, ces surfaces ont
un e-diameétre dans M’ majoré par K et deux surfaces sont toujours séparées l'une

de l’autre par une distance d’au moins 10eK .

Démonstration de la proposition B’.

La démonstration des résultats du paragraphe 1.2.3 ne dépend pas de ’hypothese
(1) du théoreme A, et reste donc valide sous I'hypothese (1) du théoreme E. Il reste
a adapter la fin de la démonstration de la proposition B et de calculer les nouvelles
constantes.

Soit ¢ I'arc géodésique minimisant la longueur du point xy obtenu au lemme 1.29
au bord 0, C. Notons encore p > 0 la distance séparant la géodésique ¢ de ¥y. Soit
L la longueur de c. On a l'inégalité L > g —2eK’. Soit £ — ¢(¢) un paramétrage par
longueur d’arc de la géodésique ¢, de telle sorte que ¢(0) = zq et ¢(L) = yo € 0,.C.

Montrons tout d’abord que E; = () pour tout ¢ € [0, 5], ou 7 est la constante four-
nie par la proposition 3.10. Comme chaque surface du balayage simplicial d’origine
S; est contenue dans un p/2-voisinage de Sy = Sy pour tout ¢ < 7, et que la distance
entre c et Sp est au moins p, la géodésique ¢ ne rencontre aucune surface de balayage
Sy pour ¢ < 7. Comme les nouvelles surfaces de balayage S; sont obtenues a partir
des surfaces S; par chirurgie, le nombre algébrique d’intersection entre c et S; est le
meme que celui entre ¢ et S;. 11 est donc encore nul pour ¢ < 7. Par conséquent, la
géodésique c est un arc reliant zg a > clont le nombre d’intersection avec S; est nul
pour t < 7. Par définition, les surfaces S; ne séparent pas xy de 9, C pour t < 7, ce
qui montre qu’il n’y a pas de composante connexe de D, contenant zq. Ainsi, E;, = ()
pour tout ¢ € [0, 7].

Supposons que g — 6eK’ > 5eK. Comme les ensembles E; varient continiment
avec le temps t, la fonction £ qui au temps ¢ associe la longueur de ¢ N E; est
une application continue. Comme L(n) = 0 et £(1) = L (la longueur de l'arc c¢),
on en conclut qu’il existe un temps ¢, €]n, 1] tel que L(t1) = L — 2¢(1 + K +
K'). Soit S le bord de Ej,. D’apres le lemme 1.32, la surface immergée S; est une
composante connexe de §t1. Comme c¢ est une géodésique minimisante paramétrée
par longueur d’arc, pour tous a et b € [0, L], on a d(c(a),c(b)) = |b — a|. Ainsi, le
point d’intersection ¢(L(t1)) entre S; et ¢ est a distance 2¢(1 + K + K’) de 0,C.
Puisque par construction, tout point de la surface S't pour t > 1 — n est a distance
au plus e’ de 0, C, nécessairement, t; < 1 —n. Comme, pour ¢t < 7, les ensembles
E, sont vides, en fait n < t; < 1 —n. Par définition de E;,, la surface S; sépare x
de 0, C. Par le lemme 1.32, S; est connexe. Montrons que le e-diametre de Sy est au
plus K. D’apres la proposition 3.10, le diametre dans C' d’une composante connexe
de S; est au plus €(1 + 2K + 2K'). De plus, si S; contient un voisinage de chirurgie
persistant, cela signifie que S; rencontre N,. Par suite, tout point de S; serait a
distance au plus €(1 4+ 2K +2K') +€/2 de 0, C, ce qui contredit le fait que le point
d’intersection entre S; et ¢ est a distance 2¢(1 + K + K') > €(1 + 2K + 2K') +¢/2
de 0,.C. Ainsi, S; ne contient aucun voisinage de chirurgie persistant. D’apres la
proposition 3.10, son e-diametre est au est au plus K et son diametre dans C' au
plus 2¢K. Par suite, la surface S; ne peut pas intersecter {c(¢), 0 < ¢ < L — 2¢(1 +
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K+ K')—2eK)}U{c(l), L —2¢(1+ K') < £ < L}. Soit £; la plus petite valeur de
¢ telle que ¢(f) € Sy. Il vient L — 2¢(1 + 2K + K') < ¢, < L —2¢(1 4+ K’). Comme
K'>1,onalL—2(1+2K+K')>L—de(K + K') > 2 — 4eK — 6K’ > eK > 0.

Soit ¢; = {¢(¢), 0 < ¢ < ¢, —14eK}. En remplagant ¢ par ¢;, nous pouvons itérer
le processus décrit précédemment. Si K est assez petit par rapport a ¢, il existe un
instant ¢, tel que la longueur de ¢; N Ey, est égale a : lgr (¢;) — 2e K = {1 — 16e K >
L—20eK —2¢(1+ K') > L—20e K —4eK'. Pour les mémes raisons que précédemment,
le bord de FEj, est une surface Sy qui est une composante connexe de §t2 séparant x
de 0,C, et intersectant ¢; seulement selon I'ensemble {¢1(¢), (/; — 14eK) — 4e K <
¢ < 0; — 14eK'}. De plus, la surface Sy est de nouveau trop éloignée du bord 9,.C
pour contenir un voisinage de chirurgie persistant, et son e-diametre est au plus K
par la proposition 3.10.

Montrons que la distance entre les surfaces S; et Sy est inférieure ou égale a 10e K.
Soit £y le plus petit réel ¢ tel que ¢(¢) € Sy. D’apres ce qui précede, lo < {1 — 14eK.
Comme c¢(¢1) € Sy et ¢(ly) € Sy, il vient :

dist(S1,52) > dist(c(fy), c(fy)) — diam(S;) — diam(Ss)
Z (61 — EQ) —4eK
>

14e K — 4e K = 10eK.

On peut alors réitérer le procédé avec co = {c(¢), 0 < ¢ < ly—14eK'}, a condition
toutefois que fo — 14e K > 4e K, donc par exemple si L — 2 X 18¢K — 4eK' > 4eK.

On ne peut plus itérer lorsque L — 18¢K (n — 1) —4eK' > 4eK mais L — 18¢Kn —
4eK" < 4eK, donc pour n = [%] Comme L > 2—2eK’, n > (ﬁ—%—%},
et la proposition B’ des Surfaces Emboitées est démontrée. O]

La fin de la démonstration du théoreme E est en tout point similaire a celle du
théoreme A, en remplagant 9K par 3K dans I’expression de n. On obtient ainsi une
nouvelle constante explicite p se comportant comme k.

Plus précisément, le lemme 1.6 se reformule ainsi.

Lemme 3.14. Sous les hypothéses du théoréme E et avec ces notations, on peut
trouver dans le corps en anses C de M' au moins m surfaces plongées, paralléles et
disjointes vérifiant les conclusions de la proposition C, avec

Vol(M
2 n(4) +n (Y20) L3
~x_(C)+4 72e(ax_(C) +b) 9 a

Ainsi, en posant
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2In2 T 2In2

1 (_ 16Vol(M) 1
"y (W(Sinh(2€) — 2¢) * € b)

by = max {1n(4(26a’ +1)) ) In(1 + In(12V3/Vol(M)) } 7

P In (72(2D + 1)(c; + 4) (3 +2(a0)?(ac + )2 (V2a0(ac: + b))ag<aq+b))

T 92
3d/ Vol(M)
16€(1 + — b) —1
+6€(+a)(a61+) n( 5 )),

1 (ln5 — In(4a’0?(2a +0)*) b>

/
¢y = max{cy, -

ao In(2v2a0a)
1 (In(1 + 2¢) — In(108a%02(2a + b)?
- n( + a,) n( Oéo_(a+ ))_b ’b/a,4,2\/§@0a,
a ao In(v2a0(2a + b))
b N 4 In(18432¢a’0%a®(2v/2a0a))
a «oa’ acaln?2 ’
1 1 1 J—ln—voi(WM)—%(lJr%a') 5] o)y
a \ aoln(v2a0(2a + b)) 40202%(2a + b)? 216€(2a + b)

po = 4aoa, et

In (36¢(ach + b)(cy +4) (4(ao)*(acy + b)*(V2a0 (acy + b))*7*=T) + 5)

! (M
+ 16¢e(acy, +b)(1 + 3_a) —In Vol(M)
a 2m

b3 =
cilne

),

la constante p = max{py, p1, p2, p3} convient pour I’hypothese (2) du théoreme E. [

3.3 Démonstration des théoremes 3.3 et 3.7 : gra-
dients de Heegaard sous-logarithmiques.

Nous commencons par prouver une version plus forte du théoreme 3.3.

Proposition 3.15. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord. Supposons qu’il existe une famille infinie de revé-
tements finis (M; — M );er de M de degrés d; telle que

oy (Hs,) In(ey (M)
inf 7 =0,
el Inln x™ (M)

ot S; est une surface de Heegaard pour M; de genre minimal, et cy(HY) est la
complexité dune décomposition Hg,-mince obtenue a partir de ce scindement.

Alors pour une infinité d’indices i € N, les hypothéses du théoreme E sont satis-
faites, et le revétement M; contient une surface plongée de genre au plus (cy(H,)/2+
1) qui est la fibre d’une fibration en surfaces.
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Démonstration de la proposition 3.15.

Sans perdre de généralité et quitte a considérer une sous-suite, on peut supposer
s (Mg Intey () _

Inln(d;/x" (M;)) ’

Soit ¢ € N. La surface .S; est une surface de Heegaard pour M; de genre minimal :
g(S;) = g(M;). En partant de la surface S;, on peut obtenir un scindement de
Heegaard généralisé H. qui est une décomposition Hg,-mince (voir [ST2], [La3] et
les rappels 0). L’intérét d’une décomposition Hg,-mince est qu’elle permet d’obtenir
une surface pseudo-minimale, et que les composantes négatives des bords des corps
en anses sont incompressibles, ce qui permettra d’appliquer le théoreme E. C’est ce
que rappelle le théoréeme suivant. Sa partie topologique (1) est une conséquence des
travaux de Casson et Gordon, Scharlemann et Thompson ([CG] et [ST2]). La partie
métrique (2) provient de résultats de Frohman, Freedman, Hass et Scott concernant
les surfaces incompressibles ([FHS] et [FH]). La derniére partie (3) est un résultat
de Pitts et Rubinstein ([PR], voir aussi [Sou], [CDL] et [P]).

que I =N, et lim; ;o

Théoreme 3.16. Soient N une variété hyperbolique de dimension trois, connexe,
orientée, compacte et sans bord, et H' un scindement de Heegaard généralisé qui est
une décomposition H-mince pour un certain scindement de Heegaard généralisé H.
Alors H' vérifie les propriétés suivantes.

1. Chacune des surfaces paires est incompressible dans N et les surfaces impaires
forment des surfaces de Heegaard fortement irréductibles pour les composantes
connezes de la variété N découpée le long des surfaces paires.

2. Chaque surface paire, en tant que surface incompressible, est isotope a une sur-
face minimale ou au bord d’un petit voisinage régulier d’une surface minimale
non orientable.

3. Chaque surface impaire, en tant que surface de Heegaard fortement irréduc-
tible, est isotope a une surface minimale ou au bord d’un petit voisinage réqulier
d’une surface minimale non orientable, avec un petit tube attaché verticalement
dans la structure de I-fibré.

Lemme 3.17. Soit N une variété hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. Soit S une surface de Heegaard pour N de genre minimal
et F' la surface correspondant a un scindement de Heegaard généralisé Hg qui est
une décomposition Hg-mince. Alors F' est une surface pseudo-minimale, qui divise
la variété N en q¢ < x"(N) + 2 corps en anses Ci,...,Cy avec x—(C;) < ci(H)
pour tout j entre 1 et q. De plus, si F'~ est la réunion des composantes négatives
des bords des corps en anses, F'~ est une union de surfaces incompressibles.

Démonstration du lemme 3.17.

Sous ces hypotheses, la surface F' est la réunion des surfaces paires et impaires
d’une décomposition Hg-mince associée a la surface de Heegaard S de N. D’apres
le théoreme 3.16, F'~ est la réunion des surfaces paires, donc une union de sur-
faces incompressibles, et quitte a isotoper F', on peut supposer que cette surface est
pseudo-minimale, comme défini au chapitre 1.

Un scindement de Heegaard généralisé peut étre vu comme une décomposition
en anses de la variété N, ou certaines 2-anses sont attachées avant d’autres 1-anses.
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Partant d'une décomposition en anses associée au scindement de Heegaard de N de
surface S, le scindement généralisé en position mince de surface F' est obtenu en
changeant 'ordre dans lequel les 1-anses et les 2-anses sont attachées. Comme au
départ le scindement de Heegaard correspondait a une décomposition avec g(S) =
g(N) 1-anses et g(IN) 2-anses, le scindement généralisé en position mince comporte
également g(NN) 1-anses et g(IN) 2-anses. Ainsi, la surface F' découpe la variété N en
au plus 2g(N) = x" (N) + 2 corps en anses. En prenant les notations du théoreme
A, si N\ F est constitué de g corps en anses, alors ¢ < x" (N) + 2.

Par définition de la complexité d'un scindement de Heegaard généralisé et comme
la surface F' correspond & une décomposition Hg-mince, la caractéristique y_(C') de
chacun des corps en anses C' de N \ F' est majorée par ¢, (HY). O

Soit € < Inj(M)/2 et p = p(e, Vol(M)) la constante obtenue au théoreme E.

Lemme 3.18. [ existe ig € N tel que si i > 1y, alors pc;lnc; < lnln% et les
hypotheéses du théoréme E sont satisfaites.

Démonstration du lemme 3.18.

La surface S; est une surface de Heegaard pour M; de genre minimal. Soit F; la
surface correspondant a un scindement de Heegaard généralisé qui est une décompo-
sition Hg,-mince. D’apres le lemme 3.17, la surface F; est une surface plongée dans
M;, compacte, sans bord, orientable, pseudo-minimale, et qui scinde le revétement
M; en ¢; < x™(M;) + 2 corps en anses C avec x_(C) < ¢y (HY ) = ¢;. De plus, F;
est une union de surfaces incompressibles.

Ainsi, afin de vérifier les hypotheses du théoreme E, il reste & montrer que pour
¢ suffisamment grand, pc;Inc; < Inln %.
es (M) In(ey ()

Inln(d;/x" (M;))

Mais comme lim; . o = 0, il existe ig € N tel que pour ¢ > 17,

et (Hs,) In(cy (Hf)) . h S . . .

AR 1/p. Puisque ¢; < x" (M;) + 2, cet entier iy convient. Ceci acheve

la démonstration du lemme 3.18, ainsi que de la proposition 3.15. O
m

h .
Lemme 3.19. S'il existe une constante 6 €]0, 1] telle que lim;_, « % =0 et si

d?
et (H, ) Iney () et (H, ) Iney (M)

1
lim; hnd, = 0, alors lim;_,, — = 0 et les conclusions
X (M)

de la proposition 3.15 sont encore vérifiées.

Démonstration du lemme 3.19.

Silim; oo % = 0, il existe i; € N tel que pour tout i > i1, X" (M;) < d°.
Ainsi, pour tout i > iy, lnlnﬁ > Inln(d; %) = In((1 — 0)In(d;)) = Inlnd; +

In(1 — 0). Donc pour i > iy, on a

ey (Hs,) Incy (Hy,) < ey (Hs,) Incy (Hy,)

i

Inln O Inlnd; + In(1 — )
Comme le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro lorsque ¢ — 400,
el (M) el (HY)
lim — = =0.
i—+00 Inln %

X" (M)
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X (M) Inx™ (M;)

_ =0, avec les mémes notations
Inlnd; ’ ’

Lemme 3.20. 57 lim;_,
ex (s ) Iney (M)

d.
1 1 "
RN NOVA)

lim; 4 = 0 et les conclusions de la proposition 3.15 sont encore
vérifiées.

Démonstration du lemme 3.20.

h i ) 11 h i . o 7 }i i
En effet, si lim; %ﬂdﬁ_‘w =0, a fortiori lim;_, 4 o = %) = (0. Comme de
e+ (Hs ) Iney (H,
plus x" (M;) > cr(Hs,), limg 4o + Sﬂ)llndj( s) 0. On applique alors le lemme
3.19. ]

On obtient alors le théoreme 3.3 en combinant le lemme 3.20 avec la proposition
3.15. ]

La démonstration du théoreme 3.3 implique immédiatement le théoreme suivant.

Théoréme 3.21. Il existe une constante explicite k = k(e, Vol(M)) telle que pour
tout revétement fini M' — M de degré d vérifiant kX" (M')Inx" (M') < Inlnd, le
revétement M’ contient une surface plongée incompressible de genre au plus g(M")
qui est la fibre d’une fibration de M’ en surfaces. En particulier, la variété M est
virtuellement fibrée sur le cercle S'.

]

Démonstration du théoreme 3.7.

Le théoreme 3.7 se démontre de maniere analogue. A partir d’une surface de
Heegaard S pour M’ de genre minimal, on construit un scindement de Heegaard
généralisé qui est une décomposition Hg-mince, et dont la surface F' est pseudo-
minimale d’apres le lemme 3.17, avec F'~ une union de surfaces incompressibles.
De plus, le nombre de corps en anses obtenus dans cette décomposition est majoré
par x" (M’) + 2 et la caractéristique y_(C) de tout corps en anses C' de cette dé-
composition est majorée par " (M’). Ainsi, les hypotheses du théoréme 2.1 modifié

comme le théoreme E & partir du théoreme A sont satisfaites si k x" (M') In x (M’) <
Inln m, ou k = k(e, Vol(M)) est la constante donnée par le théoreme 2.1.
Mais lnlnm = In(Ind — In(x" (M") + 2)). Si x"(M")Inx" (M') < Inlnd,
comme Y (M) > 2, In(x" (M') +2) < In(Inlnd/In2 + 2) et donc lnInW‘l/)H >
In(Ind — In(Inlnd/In2 + 2)). 1l existe donc une constante k' = k' (e, Vol(M)) telle
que si &/ x" (M) Inx" (M) < Inlnd, kx"(M')Inx" (M") < lnlnm et les hy-
potheses sont vérifiées. O

3.4 Démonstration des théoremes 3.9 et 3.6 (2) : gra-
dients de Heegaard forts sous-logarithmiques.

Démonstration du théoreme 3.9.
Supposons qu'il existe une famille infinie (M; — M);cy de revétements finis de
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M de degrés d; telle que

h (M) In(x™ (M;
o ORI ()
i—-+00 Inlnd;

—0. (3.1)

NOtODS € = IHJ(M)/Q, a = 2 <3+ ﬁ), b =2 (1 + m) et a/ = 6(21/4+
8 8
3/4m + 3/4e + 2/ sinh*(e/4)).

Lemme 3.22. Sous ’hypothése (3.1) et avec ces notations, il existe un entier i; € N
tel que pourt > 11, il existe au moins m; surfaces paralléles T, . .., T,,, plongées dans
M;, connexes, compactes, sans bord et orientables, qui sont des fibres. En particulier,
ces surfaces sont incompressibles. Leur diamétre dans la variété ambiante M; est
uniformément majoré par 9e(ax™ (M;) +b) et elles sont séparées les unes des autres
par une distance d’au moins €(2a + b). De plus, on a la minoration

d; Vol(M)
.2 ln<m>+ln<7>_2(l+3a’) .
— XM (M) +4 72e(ax™ (M;) +b) 9 a '

Démonstration du lemme 3.22.

Soit S; une surface de Heegaard de genre minimal pour M; : ¢g(S;) = g(M;).
Nous avons vu au paragraphe précédent que si F; est la surface correspondant a un
scindement de Heegaard généralisé qui est une décomposition Hg,-mince, on peut
supposer que cette surface est pseudo-minimale et elle peut servir de surface de
départ pour appliquer le théoreme E.

Soit C; 'un des au plus x" (M;) + 2 corps en anses de M; \ F; tel que Vol(C;) >
Vol(M)d; /(x" (M;) + 2). Notons K; = ax_(C;) + b et K| = 2a’x_(C;). On rappelle
que 2 < x_(C;) < ey (Hs,) < XM (M;).

Rappelons également que kg = max { 2¢Geatl) q | In(d+In(12Vs/Vol(M)) } Comme

21n2 21n2
h ;) 1 h i . . . .
d’apres 'hypothese (3.1), lim;_, 4 x,(le)nlln(;.,(Mz)) = 0, il existe un entier iy € N tel

que si i > ig, ko x" (M;)Inx" (M;) < Inln X" (JTZ-

)+27
ko x—(Cy)Inx_(Cy) < mmW.

D’apres la proposition C, il existe au moins m; surfaces paralleles 17, ..., T},
plongées dans M;, connexes, compactes, sans bord et orientables. Leur diametre
dans la variété ambiante M; est uniformément majoré par 9eK; < 9e(ax (M;) + b)
et elles sont séparées les unes des autres par une distance d’au moins eK; > €(2a+b),
avec

et comme y_(C;) < x" (M),

L a2 K

ou ¢; est le diametre du corps en anses C}.
D’apres le lemme 3.14, on a la minoration

d; Vol(M)
S 2 In <X’1(Mi)+2> +1n < 2 ) 2 3d/
m; > - = —

—IJ _47

m; =
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De plus, toujours d’apres 'hypothese (3.1), nous avons vu au paragraphe pré-
cédent qu’il existe un entier i; > iy tel que pour i > iy, px"(M;)Inx" (M;) <
Inln W ou p = p(e, Vol(M)) est la constante donnée par le théoreme E. On

)+27
peut alors appliquer le théoreme E : les m; surfaces paralleles et plongées 71, ..., T,,,
sont des fibres, ce qui acheve la démonstration du lemme 3.22. O

Lemme 3.23. Pour tout entier ¢ > i1, on peut controler la caractéristique forte de
Heegaard de M; en fonction du nombre m; de surfaces incompressibles qui sont des
fibres, grace a linégalité

2a + b
sh

M;) >

X (Mi) 2 ——

(mi —1). (3.2)

Démonstration du lemme 3.23.

Soit G une surface de Heegaard pour M; fortement irréductible et de genre mi-
nimal : |x(G)| = x*"(M;). D’aprés le résultat (3) du théoreme 3.16, comme G est
une surface de Heegaard fortement irréductible, quitte a isotoper GG, nous pouvons
supposer que cette surface est pseudo-minimale. Par le lemme 1.13, le e-diametre

de G est majoré par o’ |x(G)| = a’'x*"(M;). Comme la surface G est connexe, son
diametre est alors au plus 2ea’x*"(M;). Ainsi, la surface G' ne peut pas intersec-

. ea’ sh f N . . .
ter plus de (il(?;ﬁ))} < [26()2((1;5\)“} des m; surfaces paralleles incompressibles. Si

2ea’ xS (M;) . . 2a’x M (M) . .
m; > [ww, il y a au moins m; — [ =~ surfaces incompressibles de M;

disjointes de la surface GG. Si ce nombre est strictement positif, cela signifie qu’au
moins une des m; surfaces incompressibles 77, . .., T}, est plongée dans une des com-
posantes connexes C' de M; \ G. Mais cette surface demeure incompressible dans C/
qui est un corps en anses (de bord négatif vide). Ceci contredit le fait que C' n’admet
pas de surface incompressible. Donc on a toujours :

2a' " (M;
mi — [T(b)] <0,
ce qui implique que
et donc x*"(M;) > 2840 (m; — 1). O

Lemme 3.24. 1. Il existe un entier naturel P tel que sii > iy et X" (M;) > P,
alors

2a + b In(d;)
Sh . > 1 _ .
XE (M) > 2a’ <1446axll (M;)? 1)

2. D’autre part, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout i > 11 vérifiant
X" (M;) < P et pour d; suffisamment grand, alors

M(M;) > Cln(d;).
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Démonstration du lemme 3.24.
D’apres le lemme 3.22,

d; Vol(M)
1> 2 " <X*1(Mi>+2> Hn( 2n > 2(1 + 3@') 6
m; — = _ = % _ 6.
X2 (M;) + 4 72¢(ax" (M;) + b) 9 a
Mais
d; Vol(M)
2 ln<m>+ln< on ) 2(1+3a’) ’
X" (M;) + 4 72¢(ax" (M;) + b) 9 a X" (Mi)—+o00
d;
In (xi(Mi))
72eax" (M;)?’

donc si x" (M;) est suffisamment grande,

n(ohm)  m@) WG (D)

TS Teax (M)? ~ 14deax” (M2 1ddeax” (M;)?

n h i . . . .
In(x2 (M) _ 0, il existe un entier P € N tel que si x" (M;) >

Comme limyn ()10 14deax™ (M;)? i =

(" (My)) .
) Thieay® (M2 = 1, et ainsi,

In(d;)

— 1],
= 1ddeax™ (M;)?

mi—l

En reportant cette minoration dans I'inégalité (3.2), on obtient que si x* (M;) > P,

M) > 2a +b In(d;) 1),
2a/  \ 144eax™ (M;)?

ce qui démontre la partie (1) du lemme 3.24.
Afin de démontrer la partie (2) du lemme 3.24, réécrivons l'inégalité (3.2) du
lemme 3.23 en détails :

20+ b 2 In ( X0 2) +1n (VOQ(M)) 2 3d/
sh(DM;) > X2 (Mi)+ ™ “Z1+2% ) —6
=AM = o Xt (M;) + 4 72e(ax™ (M;) + b) 9 a

Si " (M;) < P, alors

d; Vol(M)
Sh(M)>2a—|—b 2 1n(P+2)+ln< 2r ) 2(1+3a’
XM =\ Pra 72¢(aP + b) 0" T g

)| —6

Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que si le degré d; est suffisamment grand,
X*"(M;) > C'lnd;, ce qui achéve la démonstration du lemme 3.24. O
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En examinant chacun des deux cas du lemme 3.24 lorsque ¢ > 41 tend vers I'infini,
il vient

sh
o xX(M;)
lim 2=
AT
pour tout € €]0, 1], ce qui démontre le théoreme 3.9. [

Remarque 3.25. En fait, nous avons démontré un résultat un peu plus fort que le
théoreme 3.9, () o (M)
i Ty 4o = —

= 0, alors pour toute application f : N — N telle que
. sh Mi
f(n) —n—+oo O(ln n), on a hmiﬁﬂm % = +00.

Démonstration de la partie (2) du théoreme 3.6.
Fixons n €]0, 1[. Soit M une variété hyperbolique de dimension trois, connexe,
orientée, compacte et sans bord, et {M; — M };cy Pensemble dénombrable des re-

h )
vétements finis de M. Pour tout ¢ € N, notons «; = %.
Soit k la constante fournie par le théoreme 3.21 : si kx" (M;) In(x" (M;)) <

InIn d;, alors les m; surfaces plongées et paralleles obtenues sont des fibres virtuelles,
(X (M;) Inx" (M;))"
x" (M;)

donc incompressibles dans M;. Comme lim r (7400 = 0, il existe

— h . — —
une constante &’ telle que si o; = (ﬁﬁij\;:))n < K, alors kx" (M;) In(x" (M;)) < Inlnd;.

Soit P € N donné par le lemme 3.24. Posons

I = {ieN|a; >k},
J = {jeN|a; <k et x"(M;)> P}, et
L = {{eN|a, <k et x" (M) < P}.

Ces trois ensembles forment une partition de N.
Pour tout ¢ € I,

h h
X (M) X" (M) »
> - i > k'/ .
(nlnd,)7 = (nimdyn ~ =~ >0

Pour tout 5 € J, d’apres le lemme 3.24,

VM) > 2a +b ( In(d;) - 1) ‘

2a/ \ 144deax™ (M;
Ainsi,
(M) . 2a + b In(d;) .
(Inlnd;)" = 2d/(Inlnd;)" \ 144eax™ (M;)?

20+ b ( In(d,) 1

— — > A; >0,
20’ \ 144eak’(In1n d;)3n  (Inln dj)”) !
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ol A est une constante strictement positive, indépendante de j € J (ici, nous avons
utilisé le fait que o; < &/, i.e. X" (M;) < K'(Inlnd;)").

Toujours d’apres le lemme 3.24, il existe une constante C' > 0 et D € N telle que
pour tout £ € L avec d; > D,

sh
X (M) In d,
> > A 0
(nlndy)” =~ (nlndgyn = 4 7%

ou la constante A; ne dépend pas de ¢ € L. Puisqu’il n'y a qu'un nombre fini

d’indices ¢ € L pour lesquels d; < D, on peut choisir A;, de telle sorte que pour tout
sh

X (M) > A; > 0 est vérifiée.

g € L, l’lnégahté W
Notons A le minimum de &/, Ay et Ay. Puisque N = 7UJU L, pour tout n € N,

sh
X M,,)
XA 5y
(nind,)y =~ %
et donc h(U
Vil (M) = inf e

neN (Inlnd,)n

ce qui démontre la partie (2) du théoreme 3.6. O
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Chapitre 4

Décompositions circulaires et classes
d’homologie fibrées.

115
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4.1 Décompositions circulaires et positions minces.

Rappelons que si S est une surface, xy_(S) = max(—x(5), 0) est la partie négative
de la caractéristique d’Euler de S. Si S est orientable, compacte, sans bord, et n’est
pas une sphere, alors x_(5) = —x(5) = |x(9)].

Définition 4.1. Soit M une variété hyperbolique de dimension trois, connexe, orien-
tée, compacte et sans bord. Si o« € H' (M) = H'(M,Z) est une classe de cohomologie
non triviale, notons ||a| sa norme de Thurston. Par définition,

e} = min{x_(R), [R] = P(a)},

ou R est une surface plongée et P(a) la classe Poincaré-duale de o. Nous ap-
pellerons une surface R réalisant la norme de Thurston de o une surface |« -
minimasante.

Lemme 4.2. Soit « € H'(M) une classe de cohomologie non triviale. Toute surface
R plongée et ||a|-minimisante est incompressible.

De plus, si la classe o minimise la norme de Thurston pour toutes les classes
non triviales de H' (M) : ||a|| = min{||8]|,8 € H' (M), 8 # 0}, alors toute surface
plongée ||c||-minimisante est conneze.

Démonstration du lemme 4.2.

Soit R une surface plongée ||a|[-minimisante pour une classe o € H'(M) non
triviale. Par 'absurde, si R était compressible, apres chirurgies, on pourrait obtenir
une surface R dans la méme classe d’homologie que R et telle que x_(R') < x—(R).
(Comme la variété M est hyperbolique, les surfaces R’ et R ne sont ni des spheres,
ni des tores, et donc x_(R) > 0 et xy_(R') > 0.) Ceci contredit la minimalité de
X-(R).

Soit @ € H'(M) une classe non triviale minimisant le norme de Thurston, et
R une surface ||«||-minimisante. Supposons par 1’absurde que R n’est pas connexe.
Dans ce cas, la classe d’homologie d’au moins une composante connexe R’ de R est

également non triviale. Ainsi, xy_(R') < x—(R) et a ne peut pas minimiser la norme
de Thurston de H'(M). O

Une décomposition circulaire est I’équivalent d’une décomposition de Heegaard
généralisée, mais associée a une fonction de Morse qui n’est plus a valeurs sur I'in-
tervalle I = [0, 1], mais sur le cercle S*. Plus précisément, nous avons les définitions
suivantes.

Définition 4.3. Une fonction de Morse circulaire est une fonction de Morse
f: M-S

Etant donnée une fonction de Morse circulaire f : M — S', la décomposition
en anses de M donnée par f est appelée la décomposition circulaire associée

af.
Nous renvoyons a F. Manjarrez-Gutiérrez [MG] pour plus de précisions sur les

fonctions de Morse circulaires, ainsi qu’a Matsumoto [Mat] et Milnor [Mi]. Soit
f : M — S! une fonction de Morse circulaire. Si 'on 6te un petit voisinage ouvert
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d’un point régulier x du cercle S', on obtient par restriction de f une fonction de
Morse g de Mp = M\N(R), la variété M privée d'un petit voisinage régulier ouvert
de la surface R = f~'({x}), sur I'intervalle I. Ainsi I'on peut appliquer & g la théorie
des scindements de Heegaard et des scindements de Heegaard généralisés rappelée
au paragraphe 0.1.

Définition 4.4. Si R est une surface non séparante et ||c||-minimisante pour une
certaine classe de cohomologie non triviale « € H'(M), soit N(R) =2 Rx]—1,1[ un
voisinage régulier ouvert de R dans M, et Mp = M \ N'(R). Notons

h(M, o, R) = min{x(R) — x(5)},

ou S est une surface de Heegaard pour (Mg, Rx {1}, Rx{—1}). En d’autres termes,
%h(M, a, R) est le nombre minimal de 1-anses qu’il faut attacher d un voisinage
réqulier R x {1} de Mg pour obtenir le premier corps en anses du scindement de
Heegaard de (Mg, R x {1}, R x {—1}).

Posons

h(M, a) = h(e) = min{h(M, «, R), [R] = P(a), x-(R) = [|o]}-

Pour toute classe a« € H*(M) non triviale, soit x°(a) = ||a|| + h(a), la carac-
téristique circulaire de o. C’est la partie négative de la caractéristique d’Euler
d’une surface de Heegaard pour My de genre minimal, ou R est une surface |la]|-
minimisante et telle que la quantité h(M, a, R) est minimale parmi toutes les surfaces
||| -minimisantes.

On peut ainsi voir une décomposition circulaire comme une décomposition en
anses du cobordisme (M \ N(R),R x {1}, R x {—1}). En commencant avec un
scindement de Heegaard de surface S pour Mz = M\ N (R), on peut changer 'ordre
dans lequel les 1- et 2-anses sont attachées pour obtenir un nouveau scindement de
Heegaard généralisé (Fy = Rx {1}, 51, Fa,...,Sn, Fuy1 = Rx{—1}) pour (Mg, R x
{1}, R x {—1}). En recollant de nouveau R x {1} & R x {—1}, on obtient ainsi une

décomposition circulaire pour la variété M. Notons-la H = (F, Sy, Fy, ..., Sy, Fri1),
avec | = F,,41 = R. Les surfaces Fj divisent M en n variétés de dimension trois a
bord Wi, ..., W, et les surfaces S; sont des surfaces de Heegaard pour ces variétés :

pour 1 < j < n, S; scinde la variété W; en deux corps en anses A; et B;, tels que
8+Aj = 8+Bj = Sj, 8_Aj = F} et 8_Bj = F}'_H.

Soit S une surface fermée. Si S est connexe, rappelons que la complexité de S
est ¢(S) = max(0,2g(S)—1). Si S est constituée de plusieurs composantes connexes,
la complexité de S est égale a la somme des complexités des composantes connexes
de S. On a un analogue de la complexité d’'un scindement de Heegaard généralisé
dans le cas des décompositions circulaires.

Définition 4.5. La largeur circulaire d’une décomposition circulaire H =
(F1, 81, Fs, ..., Sn, Fi1) est Uensemble des n entiers (¢(S1),...,c(Sy)), avec répéti-
tions et rangés dans l'ordre décroissant. On munit les largeurs circulaires de [’ordre
lexicographique.

L’entier n > 1 est appelé la longueur de la décomposition circulaire H =
(F1,51, Fy .o Sny Frgr).



118 4. Décompositions circulaires et classes d’homologie fibrées.

Proposition 4.6. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord. Soit R une surface orientable, compacte, sans bord,
non séparante et incompressible, plongée dans M. Notons S une surface de Hee-
gaard pour M\ N'(R). En partant de la décomposition circulaire H = (R, S, R) de
M, il existe un nombre fini de chirurgies permettant d’aboutir a une décomposition
circulaire H' = (Fy,S1, Fy, ..., Sy, Fry1) avec Fy = F, 1 = R, telle que :

1. la largeur circulaire de H' est minimale parmi les largeurs de telles décompo-
sitions circulaires obtenues par un nombre fini de chirurgies de H,

2. chaque surface S; est une surface de Heegaard fortement irréductible pour la
décomposition de Heegaard (A;, Bj) de W; et g(S;) < g(9),

3. chaque surface F; est incompressible, n’a aucune composante connexe qui soit
une sphére, et g(F;) < g(5),

4. n < 3(x(R) = x(9)),
5. X(R) = x(8) = >0, (x(Fy) — x(5))-

6. Si de plus cette décomposition H' est de longueur au moins 2, quitte a éliminer
certaines surfaces, on peut supposer que pour tout indice j, les surfaces F} et
Fj 11 ne sont pas paralleles.

Définition 4.7. Soit H une décomposition circulaire. Une décomposition circulaire
H = (F1,51, Fs, ..., Sy, Fni1) minimisant la largeur circulaire parmi toutes les dé-
compositions circulaires obtenues a partir de H par un nombre fini de chirurgies
est dite en position mince. Nous ['appellerons une décomposition circulaire
mince associée a H.

Démonstration de la proposition 4.6.

La démonstration de cette proposition est essentiellement la preuve de [MG,
Théoreme 3.2], qui est elleeméme une adaptation des techniques de [ST2] au cas des
décompositions circulaires (voir aussi [La3]).

On commence avec la décomposition circulaire H = (R, S, R). Il s’agit d’effectuer
un certain nombre de chirurgies pour obtenir une décomposition en position mince,
i.e. de complexité minimale. Chaque chirurgie correspond a un changement de 1’ordre
dans lequel les 1- et 2-anses sont attachées, de telle sorte qu'une chirurgie diminue
strictement la largeur circulaire de la décomposition. Ainsi, le nombre de chirurgies
nécessaires pour obtenir une décomposition en position mince est fini.

Lemme 4.8. Soit H = (F1,S1, ..., S, Fni1) une décomposition circulaire de M, et
supposons que pour un certain indice j, la surface de Heegaard S; pour (A;, B;) soit
faiblement réductible. Alors il existe une opération dite de chirurgie permettant
d’obtenir a partir de H une nouvelle décomposition circulaire H' dont la largeur
circulaire est strictement plus petite que celle de H.

Démonstration du lemme 4.8.

Puisque la surface de Heegaard S; est faiblement réductible, il existe deux disques
de compression pour S; disjoints, D4 plongé dans A; et Dp dans B;. En effectuant
des chirurgies le long de ces deux disques, on obtient une nouvelle décomposition
circulaire H' = (Fy, ..., F}, Tj, G, T}, Fji1, ..., Fp1), ot la surface T} est obtenue a
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partir de S; par chirurgie le long de Dy, Tj' a partir de S; par chirurgie le long de
Dpg, et G, a partir de S; par chirurgie le long de Dy et de Dp. Puisque |x(Tj)| =
IX(T})| = [x(5;)] — 2, la largeur circulaire de cette nouvelle décomposition circulaire
est strictement plus petite que celle de H.

Dp

Dy

|
"

Comme x(T3) = x(T7) = x(5;) + 2 et x(G;) = x(5;) +4, on a —x(5;) =
—X(T;) +x(G;) — x(Tj). Ainsi, cette opération de chirurgie ne modifie pas la somme
alternée > (x ( i) — x(55)).

Puisque cette opération de chirurgie décroit strictement la largeur circulaire de
la décomposition, il existe un nombre fini de telles étapes permettant d’aboutir a
une décomposition circulaire H' = (Fy,S1, ..., Fhoi1), ou Fy = F,11 = R, dont
la largeur circulaire est minimale parmi toutes les décompositions obtenues a partir
de la décomposition circulaire de départ H = (R, S, R) par chirurgies.

Pour démontrer (2), on remarque que si l'une des surfaces de Heegaard S; n'était
pas fortement irréductible, d’apres le lemme 4.8, on pourrait réaliser une nouvelle
chirurgie pour obtenir une nouvelle décomposition circulaire de largeur circulaire
strictement plus petite que celle de H', ce qui est une contradiction.

La démonstration du point (3) est la méme que celle de [MG]. La surface R =
Fy = F,41 est incompressible. Supposons par I'absurde que 1'une des surfaces Fj
soit compressible, pour un certain indice j entre 2 et n. Il existe alors un disque de
compression D pour Fj. En prenant un disque le plus a l'intérieur, on peut supposer
de plus que DN (Up_,Fix) = DN F; = 0D. Ainsi, le disque D est situé entierement
dans la région W;_; bordée par les surfaces F;_; et Fj, ou est enticrement plongé
dans la région W; bordée par Fj et Fji;. Supposons par exemple que D est tout
entier plongé dans W;. D’apres la version a bord du lemme de Haken [Hak] (voir
le théoreme 0.11 deuxieme partie), puisque W; est d-réductible, tout scindement de
Heegaard de W; est réductible, et donc a fortiori faiblement réductible. Mais on a
démontré en (2) que la surface de Heegaard S; est fortement irréductible, ce qui est
une contradiction, prouvant la premiere partie du point (3).

]
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Si une des composantes d’une surface Fj est une sphere S?, par irréductibilité de
M, cette sphere borde une boule plongée dans M. En choisissant une sphere la plus
a l'intérieur, on obtient une sphere qui délimite un scindement de Heegaard d’une
boule B?. Mais ce scindement, s’il n’est pas trivial, est réductible (voir [Wal]), donc
faiblement réductible, ce qui contredit le point (2) et achéve la démonstration du
point (3).

Pour démontrer le point (4), remarquons que l'opération de chirurgie décrite ci-
dessus n’est autre qu'un changement dans l'ordre d’attachement des anses. En effet,
avec les notations précédentes, si 'on prend une décomposition en anses associée a
H ou les 1- et 2-anses correspondent a des disques méridiens pour les scindements
de Heegaard, une chirurgie est un réarrangement d’anses. On attache la 2-anse cor-
respondant au disque méridien Dpg avant la 1-anse correspondant a D 4. Ainsi, cette
opération ne change pas le nombre de 1- et 2-anses. Dans la décomposition circu-
laire H = (R, S, R) dont nous sommes partis, le nombre de 1- et 2-anses est égal a
X(R) — x(S). Par suite, aprés chacune des chirurgies, il y a encore 3 (x(R) — x(S5)) 1-
anses et 1 (y(R) — x(S5)) 2-anses. Comme le nombre de régions d’une décomposition
circulaire ‘H' est majoré par le nombre de 1- et 2-anses constituant cette décom-
position, il y a au plus x(R) — x(5) régions dans H. Ainsi, le nombre de surfaces
paires Fj est majoré par £(x(R) — x(5)). Autrement dit, n < $(x(R) — x(9)), ce
qui démontre le point (4).

Enfin, pour ce qui est du point (5), si la longueur de la décomposition est égale
a un, cela signifie qu’il n'y a qu’une seule surface incompressible F; = R = Fy. Si
F est parallele a F, dans Mg, cela signifie qu’en fait, la variété M est fibrée sur le
cercle, de fibre R.

Si la longueur du scindement H’ est au moins 2, supposons qu’il existe deux
surfaces F; et Fj4q paralleles pour un certain j. D’apres le point (2) de la proposition,
la surface S; est une surface de Heegaard fortement irréductible pour le produit situé
entre F}; et I,;. D’apres la classification des scindements de Heegaard des produits
(voir [ST1]), cela signifie que S; est parallele a F; et donc on peut amalgamer les
surfaces F} et Fj;; en une seule surface, en oubliant la surface S;, pour obtenir une
nouvelle décomposition circulaire de complexité strictement plus petite que celle de
H' et vérifiant toujours les autres points de la proposition 4.6. O

Remarque 4.9. Comme défini au Théoréme 3.2 de [MG], nous dirons qu’une sur-
face orientable S est faiblement incompressible s’il n’existe pas de couples de
disques de compression (Do, D1) pour S situés de part et d’autre de S et tels que
0DyNOD; = (. Avec cette définition, en fait, chacune des surfaces S; est également
faiblement incompressible.

Démonstration de la remarque 4.9.

En effet, d’apres le point (3) de la proposition 4.6, la réunion U%_, F; est incom-
pressible. On peut alors prendre deux tels disques Dy et Dy dans M \ Ui Fy, et ils
constituent des disques méridiens pour le scindement de Heegaard associé¢ a ;. Mais
ceci contredirait le fait que S; est une surface de Heegaard fortement irréductible. [

Corollaire 4.10. Soient M, R et S comme précédemment, et H' = (F} =R.51,...,
F.11 = R) une décomposition circulaire mince associée a (R, S, R). Soit F' la surface
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obtenue a partir de Uj F]-UUj S; en amalgamant les composantes connexes paralleles

et bordant des produits dans M\ (UJ Fyul; Sj) en une seule composante. Alors

1 (@) < [\(U; 50U, 85| < x(8) = x(B) (S, et

2. la surface F' a au plus 2 |x(S) — x(R)| composantes connexes.

Démonstration du corollaire 4.10.

Nous adaptons la démonstration de [Lal, Corollaire 4]. Tout d’abord, remarquons
qu’aucun des corps en anses dans le complémentaire de [ J ; F;ulY ; S; n’est une boule
de dimension 3 trouée, puisqu’aucune composante de | J ; F;ul ; S; n’est une sphere
de dimension 2.

Comme M est hyperbolique, aucun corps en anses de la décomposition en position
mince ne peut étre un tore solide.

Remarque 4.11. Une autre maniére de prouver le point (4) de la proposition 4.6
a partir du point (5) est la suivante.

Rappelons que Fy = R = F,, 1. Nous pouvons réécrire le point (5) de la proposi-
tion 4.6 :

X(F1) — x(51) +><(F2) — X(Sl>+X<F2) — x(52) X(Fny1) — X(Sn)‘

+.. 4+

X(R)—x(8) = X ] ] ]
(4.1)
Si H est un corps en anses qui n’est ni une boule de dimension trois a trous,

ni un tore solide, ni un produit, alors x(0-H) — x(0+H) > 0 et cet entier est pair.

Comme les 2n composantes connexes du complémentaire de Uj F; U Uj S; sont de

tels corps en anses, le membre de droite de l’équation (4.1) est minoré par 2n. Ainsi,

2n < x(R) — x(S). C’est bien le point (4) de la proposition 4.6.
Ainsi,

= Z XU+ D ()]

J=1

X(U Fyu U Sj)

2n |x (5]
IX(R) = x(S) [x(S)] -

Puisque l'on a oublié certaines composantes connexes de U]FJ U Uj S; pour
former F, il vient |x(F)| < ‘X(UJF] ulU; S5)
corollaire 4.10.

Si H est un corps en anses qui n’est ni une boule de dimension trois trouée, ni
un tore solide, ni un produit, on peut vérifier que |0H| < 2(x(0-H) — x(0+H)). La
somme de x(0-H) — x(0+ H) sur tous les corps en anses H constituant le complé-
mentaire de (J; F; UJ; S; est égale a

<
<

, ce qui démontre le point (1) du

H

> (X(0-H) = x(0,H)) =2 Z(X(Fj) = x(55)) = 2(x(R) — x(9)).
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Or, le nombre de composantes connexes de F est majoré par >, |0H|, ou H
parcourt les corps en anses qui constituent les composantes connexes de

M\ (UJ FyulY; Sj> qui ne sont pas des produits. Mais

%Z 0H |
H

IN

15 §(><(f5LH)—X(éhH))
9 L9
= §§ (x(F;) — x(5;))

2 4

= 2 I(R) ~ x(5).

Par suite, |F| < £ |x(R) — x(S)], ce qui achéve la démonstration du corollaire 4.10.
[

Corollaire 4.12. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord. Soit H = (F1,S1, Fa, ..., Sy, Fuy1) une décomposi-
tion circulaire de M en position mince. Alors, a isotopie pres, on peut supposer que
toutes les surfaces F; et S; sont pseudo-minimales.

Démonstration du corollaire 4.12.

D’apres la proposition 4.6 (2) et (3), les surfaces F; sont incompressibles pour tout
J et les surfaces S; correspondent a des surfaces de Heegaard fortement irréductibles.
I1 suffit alors d’appliquer le théoreme 3.16 (2) et (3) du chapitre trois. Détaillons.

Pour chaque surface Fj, avec j = 1,...,n, on peut réaliser une isotopie entre
F; et une surface minimale ou le bord d'un petit voisinage régulier d'une surface
minimale non orientable (voir [FHS], [MSY, Théoreme Principal p. 127] et [SY,
Théoreme 5.1 p. 610]). Autrement dit, nous pouvons supposer que les surfaces F;
sont toutes pseudo-minimales.

D’apres un résultat de Pitts et Rubinstein [PR] (voir aussi [FH, Théoréeme 2.4 p.
533] et [Sou, Théoreme 3.6 p. 18]), toute surface de Heegaard fortement irréductible
est isotope a une surface minimale ou au bord d’un petit voisinage régulier d’une
surface minimale non orientable, avec un petit tube attaché verticalement dans la
structure de I-fibré. On peut donc également réaliser une isotopie entre les surfaces
S; pour tout j et des surfaces pseudo-minimales, en laissant invariantes les surfaces
pseudo-minimales F. O

4.2 Constante de Cheeger et caractéristique circu-
laire.

Comme la théorie des décompositions circulaires a beaucoup d’analogie avec
celle des scindements de Heegaard généralisés, certains résultats obtenus avec des
décompositions de Heegaard sont encore valables pour les décompositions circulaires.
C’est le cas du théoreme suivant, qui est une adaptation du Théoreme 4.1 p. 341 de
[La3].



4.2. Constante de Cheeger et caractéristique circulaire. 123

Proposition 4.13. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connezxe,
orientée, compacte et sans bord. Si o € H' (M) est une classe de cohomologie non
triviale, admettant une surface ||a||-minimisante et h(M, a)-minimisante conneze,
alors la constante de Cheeger h(M) vérifie :

87X ()
h(M) < W'

Démonstration de la proposition 4.13.

Soit R une surface ||a||-minimisante et connexe, telle que h(M, a, R) = h(M, ).
Soit S une surface de Heegaard pour Mg de genre minimal. Prenons une décomposi-
tion circulaire mince H' = (F; = R, S1, Fs, ..., F,11 = R) associée a H = (R, S, R).
Les surfaces Fi,...,F, sont incompressibles dans M et n’ont aucune composante
sphérique.

D’apres le corollaire 4.12, nous pouvons supposer que les surfaces F; pour j =
1,...,n sont toutes pseudo-minimales.

Pour j =1,...,n, soit W, la composante connexe de M \ <U;.l:1 Fj) située entre
les surfaces F; et Fj ;. Avec ces notations,

Vol(M) = Zn: Vol(W)).

Soit j > 1 le plus grand entier naturel tel que Vol(W; U... U W;_;) < VOléM)

Si Vol(Wy) > %, prenons j = 1. Ainsi, Vol(W, U...UW;) > w, et donc

Vol(Wjiq U...UW,) < Y.

La surface S; est une surface de Heegaard pour W;. Elle correspond a une surface
de balayage entre deux échines pour les corps en anses qu’elle sépare. Or, dans
chaque classe de surfaces de balayage pour W, il existe une surface dont l'aire est
maximale. La borne inférieure de l'aire de toutes les surfaces de balayage d’aire
maximale dans leur classe est appelée une valeur minimax. D’apres un résultat de
Pitts et Rubinstein [PR] (voir aussi [FH, Théoreme 2.4 p. 533] et [Sou, Théoreme 3.6
p. 18]), il existe une surface minimale ¥ plongée dans W; et dont laire est égale a
cette valeur minimax. De plus, ces références montrent également que cette surface
peut s’obtenir a partir de .S; par chirurgies, et en amalgamant certaines composantes
paralleles de S; en une seule composante. En particulier, |x(X)| < |x(S;)].

La surface minimale ¥ peut étre munie de la métrique intrinseque induite par
la métrique hyperbolique de M. Comme ¥ est une surface minimale, sa courbure
moyenne est identiquement nulle. Si A\; et Ay sont ses courbures principales, cela
signifie que la somme A\; + Ay est identiquement nulle. Par conséquent, la courbure
intrinseque A1 Ay de X est négative ou nulle. La courbure extrinseque de ¥ au point
x € X est donc :

K* = KM(T, %) + M) < —1,

ot KM(o) = —1 est la courbure sectionnelle du 2-plan ¢ = T,% dans la variété
hyperbolique M.
La formule de Gauss-Bonnet peut alors s’écrire :
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2x(X) = /EKE(x)dx < —Aire(Y).

Ainsi,
Aire(X) < 27 [x(E)] < 2 [x(S;)] < 2mx° (a).

Soit v > 0, avec v < & (Vol(Wl U...UW;) — VOléM)>. Il existe un balayage de

W; pour lequel I'aire maximale des surfaces de balayage est au plus Aire(X) + v <
2mx¢ (a) + v.

Soit f une fonction de Morse associée a ce balayage. Les surfaces de niveau
Sy = f7'({t}) pour t €]0,1] sont des surfaces de Heegaard pour W;. Pour tout
t €]0,1[, ajoutons un tube tres fin dans W; U ... U W; connectant S; a la surface
pseudo-minimale F; = R pour obtenir une surface séparante 7;. Comme R est
une surface pseudo-minimale, son aire est majorée par 27 |y (R)| + v. Si le tube est
suffisamment fin de telle sorte que son aire soit au plus v, 'aire de la surface T} est
au plus égale a 2 (|x(R)| + |x(S;)]) + 2v < 4nwx® () + 2v. De plus, on peut faire
en sorte que le volume de la région bordée par le tube soit au plus v. Soit M(t) la

composante connexe de M \ T} contenant la surface Fj privée de certains disques
enlevés par le tube. Comme Vol(W; U ... UW,_;) < %, pour t suffisamment
petit, Vol(M(t)) < % + v. Mais si t est proche de 1, Vol(M(t)) > w + v
Puisque la fonction ¢ — Vol(M(t)) est continue, il existe un temps ¢ €]0, %}([)l(t]\e;l) que
= —v

la surface T} sépare la variété M en deux composantes de volumes égaux a —;

ot VO];M) +u

Ainsi,
Aire(T;) 2(4mx° (o) + 2v)
(M) < <
(M) < M_V_ Vol(M) — v

Lorsque v tend vers zéro, il vent :

On obtient ainsi la proposition 4.13. O]

Définition 4.14. Si M est une variété hyperbolique de dimension trois, connezxe,
orientée, compacte, sans bord et dont le premier nombre de Betti est non nul, défi-
nissons la caractéristique circulaire de M par :

XE(M) = min {x° (@), @ € H'(M)\ {0}, [la]| = min{||8||. B € H'(M)\ {0}}}.
Si le premier nombre de Betti de M est nul, par convention, posons x° (M) = +oo.

Corollaire 4.15. Soit M une variété hyperbolique de dimension trois, connexe,
orientée, compacte et sans bord. Soit (M; — M );c; une famille infinie de revétements
finis de M de degrés d; telle que le groupe fondamental w (M) a la propriété (1)
X< (M;)

> 0.

relativement a la famille {m (M;)}ier. Alors, inficp ==
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Démonstration du corollaire 4.15.

Si le groupe fondamental 7 (M) a la propriété (7) relativement a la famille
{m(M;)}ier, d’apres [Lu] (voir aussi [La3] p. 326), il existe une constante p > 0
telle que pour tout i € I, h(M;) > p. Pour tout ¢« € N, soit «; une classe de co-
homologie non triviale, minimisant la norme de Thurston pour toutes les classes de
cohomologie non triviales de M;, et telle que x¢ (a;) = x° (M;). D’apres le lemme
4.2, toute surface ||;||-minimisante est connexe. Comme d’apres la proposition 4.13,

8mx ¢ (M;) X< (M;) Vol(M
h(Mz) < d; Vol(M) d; > £ 87(r : > 0. .

, on en déduit que inf;c;

4.3 Classes d’homologie et fibration de revétements
réguliers.

Théoreme 4.16. Soit M wune variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord, et € < Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
¢ = {(e,Vol(M)), ne dépendant que de € et du volume de M, et ayant les propriétés
suivantes. Soit o« € H(M) une classe de cohomologie non triviale et R une surface
||a||-minimisante. Soit M" — M wun revétement galoisien fini de M, de degré d.
Soit R' une composante conneze de l'image réciproque de R dans le revétement M’,
et o/ la classe de cohomologie dans H'(M',Z) Poincaré-duale de [R].

Si £ x¢ (o) < V/d, alors la variété M est fibrée sur le cercle et la surface R est
une fibre.

Remarque 4.17. L’expression explicite de la constante ¢ permet de montrer que si
le volume Vol(M) est fizé et que € tend vers zéro, ou que si € est fizé et que le volume
Vol(M) tend vers linfini, ¢ tend vers l'infini, ce qui rend la condition suffisante de
plus en plus difficile a vérifier.

Le corollaire suivant découle directement du théoréme 4.16.

Corollaire 4.18. Soit M une variété hyperbolique de dimension trois, connexe,
orientée, compacte et sans bord. Soit « € H'(M) une classe de cohomologie non
triviale et R une surface ||o||-minimisante. Soit (M; — M );en une famille de re-
vetements finis galoisiens de M de degrés d;. Pour tout indice © € N, soit R; une
composante connexe de l'image réciproque de R dans M;, et a; € HY(M;) la classe
Poincaré-duale de la classe de R; dans Hy(M;). Si

lim X2 ()
i——+00 \yd_i

alors la variété M est fibrée sur le cercle, et la surface R est une fibre.

=0,

Démonstration du corollaire 4.18.

La preuve est immédiate en admettant le théoreme 4.16. Si lim; o X%/(;i) =0,
pour i suffisamment grand, £ x¢ (a;) < v/d;, et on applique alors le théoréme 4.16 au
revétement fini galoisien M; — M. O

Un cas particulier intéressant du corollaire 4.18 est le corollaire suivant.
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Corollaire 4.19. Soit M wune variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord. Soit o € H'(M) une classe de cohomologie non
triviale et R une surface ||a||-minimisante. Soit (M; — M );en la famille des revé-
tements finis cycliques de M associés a la classe «, telle que pour tout 1 € N, le
revétement p; : M; — M est régulier de degré i. Pour tout i € N, soit a; = pf(«)
la classe de cohomologie dans H'(M;,Z) correspondant d a. Si

lim —h(Mi’ @)
i—r+00 %

alors la variété M est fibrée sur le cercle et la surface R est une fibre.

=0,

Démonstration du corollaire 4.19.

Comme le revetement M; — M est le revétement a i feuillets associé a a et que
a; = pi(a), |lag|| = [ler]|. Ainsi, X2 () = [Jew]| + 2h(M;, i) = lal| + 2h(M;, i), et
lim; s o0 X° () /V/i = 0 si et seulement si lim;_, oo h(M;, o;)/+/i = 0. 11 suffit alors
d’appliquer le corollaire 4.18. O

Démonstration du théoreme 4.16.

La preuve est adaptée de la preuve de [Lal, Théoréeme 1 (3)], en calculant des
constantes explicites.

Comme dans les hypotheses du théoreme 4.16, soit M une variété de dimension
trois hyperbolique, connexe, orientée, compacte et sans bord, et ¢ < Inj(M)/2.
Soit « € H'(M) une classe de cohomologie non triviale et R une surface ||c/]|-
minimisante. Soit M’ — M un revétement galoisien fini de M, de degré d. Soit R’
une composante connexe de 'image réciproque de R dans le revétement M’ et o/
la classe de cohomologie dans H'(M’,Z) Poincaré-duale de [R']. Dans un premier
temps et pour les besoins de la démonstration, supposons de plus que R’ est ||&/||-
minimisante et réalise x° (o/) : h(M', o/, R') = h(M', o).

Soit S’ une surface de Heegaard de complexité minimale pour M'r = M'\N(R/).
Par construction, |x(5")| = x¢ (¢/). En appliquant la proposition 4.6 a la décomposi-
tion circulaire (R', S’, R'), on obtient une décomposition circulaire en position mince
H = (F1,51,..., Fy41), ou Fi = F,, 41 = R'. De plus, les surfaces Fj et S; sont
isotopes & des surfaces pseudo-minimales. Si F est la surface obtenue & partir de
UF; Ul S; comme au corollaire 4.10, alors F' est une surface pseudo-minimale, et
d’apres le corollaire 4.10, |x(F)| < [x(R') = x(5)] [x(S'] < x.(a')*.

Soit D un polyedre de Dirichlet pour la variété M dans son revétement universel
H3. La réunion des translatés de D sous l'action du groupe fondamental de M
constitue un pavage de H?3. Par le revétement H? — M’, ce pavage se projette en un
pavage de M’ par d copies de D. Soit D’ I'un de ces polyedres. Puisque le revétement
M' — M est galoisien, le pavage de M’ s’obtient en translatant D’ par les éléments
du groupe G = 7 (M) /7 (M').

Notons a’ = 6 (% + % + % + ﬁ) D’apres le lemme 1.13 du chapitre 1, si
4
¥ est une surface pseudo-minimale, le e-diametre de X est majoré par o’ |y (X)].

#&. D’apres le lemme 1.9 du chapitre 1, ¢’est un majorant

du diametre de D, et donc aussi de D’.

Posons D =
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ym(sinh(2D+2¢)—2D—2¢

Vol(M)
minimale dans M', ¥ intersecte au plus k|x(2)| translatés de D' sous l'action du
groupe G = m (M)/m(M'). Vu sous un autre angle, pour un translaté donné de
D' dans M’', il eziste au plus k|x(X)| copies de ¥ sous Uaction du groupe G qui
lintersectent.

Lemme 4.20. Notons k = a

). 8i X est une surface pseudo-

Démonstration du lemme 4.20.
11 suffit d’appliquer le lemme 1.9 du chapitre 1. La surface 3 plongée dans M’

peut étre recouverte par au plus a’ |x(3)| boules plongées dans M’ et de rayon e.
7(sinh(2D+2¢)—2D—2¢
ST ()] <

”(Sinh@e;g?ﬁ)_w_ge) a'|x(X)] translatés de D’ dans M. O

Cette surface ne peut alors pas intersecter plus de |

Appliquons le lemme 4.20 & la surface pseudo-minimale F. Cette surface inter-
secte au plus & |x(F)| < £ x°(</)? translatés de D’ dans M’. Soit B le sous-ensemble
des éléments de G correspondant.

Soit également C' le sous-ensemble de G correspondant aux translatés de D' qui
intersectent R’. Toujours d’apres le lemme 4.20, |C| < s |x(R)| = |||

L’affirmation qui suit et sa démonstration sont adaptés de la démonstration de
[Lal, Lemme 13].

Affirmation . Posons { = {/117k2/4.
Silx¢ (o) < Vd, il y a au moins m/ = 9Ix< (') /2 translatées de R sous laction
de G disjointes et qui ne rencontrent pas non plus F'.

Démonstration de I'affirmation.

Supposons par l'absurde que I'affirmation est fausse. Alors, pour tout m/-uplet
(1R, ..., g R') de translatées de R’, au moins deux d’entre elles s’intersectent, ou
au moins I'une d’entre elles intersecte la surface F. Il existe j et k, avec 1 < j < k <
m', c1 et co € C tels que gjc; = greo, ouil existe b € B, ¢ € C et s tels que gs¢q = b.
Dans le premier cas, gk’lgj € CC~1, et dans I'autre cas, g, € BC~!. Cela signifie que
G™ est entierement recouvert par les ensembles ¢3! (CC™!) et p;'(BC™), ot pour
I1<j<k<m etl<s<m, g et pssont les applications

gr: G™ — G
(91, Gm) = G g
ps : G — G
(gla"'agm/) = gs.

Le cardinal de qj_kl(C'C'*l) est |G™ 7 |CC, et le cardinal de p; ' (BC™1) est
|G|™ 1 |BC~Y|. Ainsi,

/

GI™

IA

(3) 16 jeP + m (G [l B]

I

< (5) @l ) e o)
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Puisque [[o/]| = [x(R)] < [x(S)] = x° (), il vient

2
d< %m’(m' X (@) + K2y ()P (4.2)

Puisque m’ = 9x¢ (a/)/2, on a

9% 9x¢ (o) . 9k%
¢ < 2 @)@ @y ey
117% 9x%
< 3 X2 ()t = TX_(O/)?’
117%
< )t

Mais comme ¢4 = 117x%/4 et que ¢* x¢ (o/)* < d, on obtient d < d/2, ce qui est
une contradiction. Ainsi, sous ces hypotheses, 'affirmation est vraie. n

D’apres I'affirmation, il existe au moins 9x¢ («’)/2 translatées de R’ deux a deux
disjointes, et qui ne rencontrent pas non plus la surface F. Comme chacune de ces
9x° (o) /2 surfaces incompressibles est dans le complémentaire de F, qui est une
union disjointe de corps en anses, elle est parallele & une composante de F. D’apres
le corollaire 4.10, F est constituée d’au plus 3x° (a’)/2 composantes connexes. Il y a
donc au moins trois translatées de R’ disjointes et paralleles a la méme composante
connexe de F. Ainsi, ces trois translatées sont paralleles. Si 'on munit la surface R’
d’une orientation, chacune des translatées de R’ est orientée, d’orientation donnée
par celle de R'. Avec ces conventions, il y a au moins deux de ces translatées paralleles
et dont les orientations sont cohérentes dans le produit. Ainsi, il existe une surface
R" incompressible dans M’ et h € G un homéomorphisme préservant ’orientation tel
que R” et h(R") sont paralleles et disjointes dans M’. Comme R” est incompressible,
on peut appliquer directement le Lemme 14 de [Lal] : la variété M’ est fibrée sur
le cercle, de fibre R”. Mais R” est une translatée de la surface R’ sous 'action du
groupe G. Par suite, si p : M’ — M est I'application de revétement, la classe
d’homologie de p~(R) est fibrée, et d’apres un résultat de Gabai [G2, Lemme 2.4],
la classe d’homologie de R est également fibrée dans M. Puisque R est une surface
plongée minimisant la norme de Thurston, cela signifie que la variété M est fibrée
sur le cercle, et que R est une fibre. Ceci acheve la démonstration du théoreme 4.16
dans le cas ou R réalise x° («).

I1 reste a montrer que si 'on ne suppose pas R’ ||o/||-minimisante, ni que
h(M',o/,R') = h(M' a/), les surfaces R et R sont encore des fibres. Si R” est
une surface plongée ||o/||-minimisante telle que h(M', o/, R") = h(M’, ), alors la
démonstration ci-dessus assure que M’ est fibrée sur le cercle et que R” est une
fibre. Mais comme la surface R’ est une composante connexe de l'image réciproque
de R, elle est incompressible et appartient a la méme classe d’homologie que R”.
Elle est nécessairement aussi une fibre. L’argument ci-dessus montre alors que R est
également une fibre, ce qui achéve la démonstration du théoreme 4.16. O
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4.4 Gradient circulaire et classe d’homologie fibrée.

Le théoreme suivant est I’analogue du théoreme 3.21 du chapitre trois pour les
décompositions circulaires associées a une classe d’homologie non triviale.

Théoreme 4.21. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connezxe,
orientée, compacte et sans bord. Soit € < Inj(M)/2. Il existe une constante explicite
' =0(e,Vol(M)) ne dépendant que de € et du volume de la variété M vérifiant les
propriétés suivantes. Soient un revétement fini M' — M de M de degré d, et une
classe de cohomologie non triviale o/ € H'(M').

Si 0 x°(a/)Inx® (/) < Inlnd, alors toute surface R' plongée dans M’ et ||d/||-
minimisante est une fibre. En particulier, la variété M est virtuellement fibrée sur
le cercle S*.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théoreme 4.21.

Corollaire 4.22. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord. Supposons qu’il existe une famille infinie de revéte-
ments finis (M; — M );en de degrés d;, et pour tout 1 € N, une classe de cohomologie
non triviale a; € H'(M;) telle que :

C

it X () In x© ()

ieN Inlnd;

=0.

Alors, pour une infinité d’indices 1 € N, toute surface R; plongée dans M; et | oyl -
minimisante est une fibre. En particulier, la variété M est virtuellement fibrée sur
le cercle S*.

Définition 4.23. Si n €]0,1] et (M; — M);cr est une famille infinie de revé-
tements finis de M de degrés d;, nous appellerons gradient circulaire n-sous-
logarithmique associé a la famille (M; — M );c; la quantité :

(Vs = M) =ing { ACE

log.m iel | (Inlnd;)n

Lorsque la famille n’est pas précisée, il s’agit de la famille de tous les revétements
finis de M. Notons ce nombre M), appelé le gradient circulaire n-sous-
logarithmaique de M.

?Og,?’](

Avec cette définition, nous pouvons formuler le corollaire suivant, qui découle du
corollaire 4.22.

Corollaire 4.24. Pour tout n €0, 1[, le gradient circulaire n-sous-logarithmique de
M est nul si et seulement si la variété M est virtuellement fibrée sur le cercle.

Démonstration du corollaire 4.24.
Si le gradient circulaire n-sous-logarithmique de M est nul, il existe une famille

(M; — M);en de revétements finis de M telle que lim; %

= 0. Cecl im-

. . © () Inx® (v . .
plique que lim; ., % = 0, ou pour tout ¢ € N, a; est une classe de

cohomologie non triviale, minimisant la norme, et telle que x¢(a;) = x<(M;). 1
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suffit alors d’appliquer le théoreme 4.22. De plus, puisque «; minimise la norme,
d’apres le lemme 4.2, on remarque que toute surface plongée ||;||-minimisante est
connexe. Cela permet donc de trouver une fibre dans M;. O

Démonstration du théoréme 4.21.

Soient un revétement fini M’ — M de M de degré d, et une classe de co-
homologie non triviale o/ € HY(M’). Le but est de montrer que si le rapport
X () Inx° (a/)/Inlnd est suffisamment petit, alors les hypotheses du théoreme
E du troisieme chapitre sont vérifiées.

Soit R’ une surface plongée dans M’', ||o/|-minimisante, et supposons dans un
premier temps de plus que h(M’ o) = h(M' o/, R"). Notons S’ une surface de
Heegaard de genre minimal pour M}, : par construction, x¢ (a/) = |x(S")].

D’apres la proposition 4.6, a partir de la décomposition circulaire (R’,S", R') de
M’ on peut construire une décomposition circulaire H = (Fy, Sy, Fa, ..., Sn, Fni1)
en position mince. Notons F = | ;U Uj S;. D’apres le corollaire 4.12, on peut
supposer que F' est une surface pseudo-minimale.

Toujours d’apres la proposition 4.6, la surface F' sépare la variété M’ en q <
S(X(R") — x(5") < x°(a’)/2 corps en anses Ci,...,Cy, avec x_(C;) < [x(9)| =
X% (') pour tout j. De plus, la surface F'~ est l'union des surfaces F}, qui sont
incompressibles.

Soit p = p(e, Vol(M)) la constante donnée au théoreme E. Afin de vérifier les
hypotheses du théoreme E, il reste a montrer que p x° (/) Inx° (/) < Inln #‘1@,).
Mais comme vu précédemment au chapitre trois, on peut trouver une constante
0" = l'(e, Vol(M)) telle que si ¢’ x° (/) Inx® (/) < Inlnd, alors p x° (o) In x° (o) <

2d

Inln Fan et les hypotheses du théoreme E sont satisfaites.

Si ' x°(a/)Inx° (/) <Inlnd, d’apres le théoreme E, la variété M’ contient une
surface plongée qui est la fibre d’une fibration en surfaces, donc en particulier une
fibre virtuelle pour une fibration sur le cercle.

De plus, toutes les constructions ont lieu en fait dans My, = M’ \ N(R'). Ainsi,
on construit la fibre virtuelle 7' dans le complémentaire de R’ dans M’. Cette fibre
virtuelle se reléve en une fibre connexe T pour un revétement fini M’ — M’ de M’
fibré sur le cercle. Dans ce revétement, la surface incompressible R’ se releve en une
surface R’ dans le complémentaire de la fibre. En coupant le long de T, cela montre
que les composantes connexes de R/, qui sont toutes incompressibles, sont paralleles
dans le produit & la fibre T (voir [Wa2]). Ainsi, la classe d’homologie de R’ est une
classe fibrée. Toujours d’apres Gabai [G2, Lemme 2.4], cela implique que la classe
d’homologie de R’ est fibrée. Comme la surface R’ minimise la norme de Thurston,
elle est également une fibre.

On raisonne exactement comme pour la démonstration du théoreme 4.16 pour
montrer que méme si 'on ne suppose pas que la surface R’ vérifie h(M', o/) =
h(M', o/, R'), elle est tout de méme une fibre. Ceci acheve la démonstration du
théoreme 4.21. O
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4.5 Surfaces incompressibles et fibrations virtuelles.

Nous venons d’établir au paragraphe 4.4 des criteres permettant de montrer
qu'une classe de cohomologie non triviale d’une variété hyperbolique M se releve en
des classes fibrées dans des revétements finis. Mais si R est une surface plongée et
non séparante dans M, il lui est associé une classe d’homologie. Dans certains cas,
nous avons vu qu’alors R pouvait étre une fibre virtuelle. Nous pouvons a présent
nous poser la question pour une surface R plongée dans M, connexe, incompressible,
mais éventuellement séparante.

Définition 4.25. Soit M wune variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord. Supposons que R est une surface incompressible,
orientable, connexe et plongée dans M. Dans le cas ou la surface R est non sépa-
rante, la classe [R] € Hy(M) n’est pas triviale. Nous appellerons la caractéristique
de Heegaard de la surface R le minimum de |x(S)|, ot S est une surface de
Heegaard pour (Mp = M\ N(R),R x {1}, R x {—1}).

Dans le cas ot la surface R est séparante, la variété Mr = M\ N (R) est consti-
tuée de deux composantes connexes M, et My. Nous appellerons la caractéristique
de Heegaard de la surface R le mazimum de {x" (M,), x" (M)}

Dans tous les cas, nous noterons X" (R) la caractéristique de Heegaard de la
surface incompressible R.

A la différence du paragraphe précédent, dans le théoreme suivant, la surface R
n’est pas supposée non séparante a priori.

Théoreme 4.26. Soit M wune variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord. Soit € < Inj(M)/2. 1l existe une constante explicite
0" = 0"(e,Vol(M)) vérifiant les propriétés suivantes. Supposons qu’il existe une sur-
face incompressible R connexe, compacte, sans bord, orientable et plongée dans M.
Soit M — M un revétement fini de M de degré d. Soit également R’ une composante
conneze de l'image réciproque de R dans M'.

Si 0" x" (R Inx" (R') < Inlnd, alors la surface R est une fibre virtuelle. Si de
plus R n’est pas séparante, c’est une fibre.

Démonstration du théoreme 4.26.

Dans le cas ou la surface R’ n’est pas séparante, c’est une généralisation du
théoreme 4.21. En effet, si S” est une surface de Heegaard de genre minimal pour
My, X" (R') = |x(9")| et (R, S’, R') est une décomposition circulaire de M’. Comme
la surface de départ R’ est incompressible, on applique alors la proposition 4.6 pour
trouver une décomposition circulaire en position mince. D’apres la démonstration du
théoreme 4.21, les hypotheses du théoreme E sont satisfaites si £/x" (R') In x" (R') <
Inln d, et dans ce cas la surface R’ est une fibre virtuelle. Mais comme R’ appartient a
I'image réciproque de R, la surface R est aussi une fibre virtuelle. De plus, si la surface
R n’est pas séparante, sa classe d’homologie n’est pas nulle, et le méme raisonnement
montre que cette classe est fibrée. Comme la surface R est incompressible, elle est
elle-méme une fibre.

Dans le cas ou la surface R’ sépare la variété M’ en deux composantes connexes
M, et My, soient S, et Sy des surfaces de Heegaard pour M, et M, respectivement,
de genre minimal. Ainsi, x" (R') = max{|x(S,)|, [x(Sa)|}-
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On peut alors, construire de chaque coté de R’ une décomposition de Heegaard
généralisée pour M, et M, en position mince a partir des surfaces S, et S4. On obtient
ainsi une surface I’ dont une des composantes connexes est la surface incompressible
R, séparant la variété M’ en ¢ < 2¢(S,) + 2¢g(S4) < 2x"(R') + 4 corps en anses
Cy,...,C, avec x_(C;) < x" (R') pour tout j.

Comme F~ est constituée de surfaces incompressibles et que les composantes
connexes de F'\ F'~ correspondent a des surfaces de Heegaard fortement irréductibles,
on peut supposer que F' est pseudo-minimale.

Ainsi, pour vérifier les hypotheses du théoreme E, il suffit de voir que

pxX"(R)Inx"(R') <Inln m. Mais comme précédemment, on peut trouver une

constante ¢ > ¢’ telle que si £/ x" (R')In x" (R') < Inlnd, alors p x" (R')Inx" (R')

< Inln Wj’d)%' D’apres le théoreme E, dans ce cas, la variété M’ contient une
surface incompressible qui est une fibre virtuelle. Mais comme dans la démonstration
du théoreme 4.21, cette surface incompressible est construite dans le complémentaire
de la surface R’ incompressible. Ainsi, la surface R’ est également une fibre virtuelle.
Comme R’ est un relevé de R, la surface R de départ est une fibre virtuelle, ce qui
acheve la démonstration du théoreme 4.26. [
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5.1 Constante de Cheeger et saut du premier nombre
de Betti.

Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, orientable, compacte et
sans bord, de groupe fondamental I'. Supposons qu’il existe une tour de revétements
finis M" — M’ — M telle que le revétement M” — M’ est galoisien, de groupe
correspondant H isomorphe a (Z/9z)", pour un certain r € N.

Notons I'" (resp. I'”) le groupe fondamental de M’ (resp. M"). Soit d = [[" : I"]
le degré du revétement M’ — M. Avec ces notations, H = I'V/T" est isomorphe a
(Z/az)" et [T : T"] = 2"d.

Lemme 5.1. Tout groupe I' de présentation finie admet une présentation finie tri-
angulaire (ou toutes les relations sont de longueur 3).

Démonstration du lemme 5.1.

Soit (S, R) une présentation finie de I', ou S est une famille génératrice finie
symétrique et R un ensemble de relations, i.e. de mots non nécessairement réduits
de S.

Si R contient un mot de longueur un ou deux, alors on ajoute a S un élément g,
son inverse, et on rajoute & R le mot g?¢g~!. Ensuite, il suffit d’ajouter & toutes les
relations de R de longueur un ou deux la lettre g autant de fois que nécessaire.

Si R possede un mot de longueur au moins quatre, alors on peut subdiviser ce
mot en mots de longueur au plus trois. Plus précisément, si ce mot est ajas...ay
avec £ > 3, posons by = ajas, by = ajaqaz, ete, jusqu’a by_3 = aias...as_o. On
rajoute a S les éléments b; et leurs inverses. On remplace la relation aqas . ..a, par
les relations ajasb;?, ..., biaHgb;rll, ..., bp_sa,_1a,, plus les relations bibi_lg. O

Avec les définitions du paragraphe 0.2.1, dire que le groupe I' admet une présen-
tation triangulaire revient exactement a dire que 'on peut trouver un 2-complexe
de Cayley K pour I' dont toutes les faces sont des triangles.

Soit S une famille finie symétrique de générateurs pour I' associée a une présen-
tation finie triangulaire de I' et X” = X(I'"\I', S) le graphe de Schreier de I'"\I'
relativement a la famille S. Remarquons que le revétement M” — M n’est pas
nécessairement galoisien, ni le revétement M’ — M.

Proposition 5.2. Avec les notations précédentes, si h(X") < min{ \/gm, =1,
alors by (M") > by (M') + 1.

Démonstration de la proposition 5.2.
La démonstration reprend la preuve du Lemme 2.4 de M. Lackenby [La3].
Comme I est un sous-groupe de I', on peut voir le groupe H = I""/T" = I"\I"
comme un sous-ensemble de I'ensemble des classes I \I'. Le groupe H = I"/T" agit
librement a gauche sur I'"\I" comme suit :

I\ x I'\[ = T\
(h , T"z) — T"h.
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Cette action s’étend en une action de H par automorphismes sur le graphe de Schreier
X" = X(I'"\I', S), qui coincide sur les sommets avec l'action de H sur I""\T.

Soit Y = X (I'""\I", ¥) le graphe de Cayley du groupe I''/T” = H obtenu a partir
des graphes de Schreier X” = X (I'"\I', S) et X’ = X(I"\I', S) par le procédé décrit
au paragraphe 0.2.1. En particulier, |X| — 1 = d(|S] — 1).

Lemme 5.3. [La3, Lemme 2.5]
Soit G un groupe de type fini, H et L deuz sous-groupes d’indice fini de G avec
H distingué dans L. Soit S une famille génératrice finie symétrique de G et X la

famille génératrice finie de L obtenue par le procédé décrit au paragraphe 0.2.1.

Si h(X(H\G,S)) < ﬁ, alors

R(X(H\L,X)) <2|S|[G : L]*h(X(H\G, S)).

Démonstration du lemme 5.3.
Prenons A un sous-ensemble de V(X (H\G, S)) non vide, avec |A| < w
et réalisant la constante de Cheeger de X (H\G), i.e. tel que

) = 12

A

En reprenant la construction décrite au paragraphe 0.2.1 permettant d’obtenir
le graphe de Cayley X(H\L,Y) a partir des graphes de Schreier X (H\G,S) et
X(L\G, S), on construit un sous-ensemble B de V(X (H\L)) de la fagon suivante.
Si un des arbres T, de la forét F' a tous ses sommets dans A, respectivement dans
A¢, alors on place le sommet v, sur lequel T; se rétracte dans B, respectivement dans
B¢. On place les sommets restants de X (H\L) dans B ou B¢ de telle sorte que |B]

soit la partie entiere de %
C’est toujours possible, car il y a au plus [%] arbres T, qui ont tous leurs

sommets dans A (rappelons que [G : L] est le nombre de sommets de chaque arbre
Ty de la forét F'). La partie entiere inférieure du réel z est ici notée [z].
De plus,

g~ [JAL] IVCUNG) NG| (6 ]\
G:L|| = 2[G:L] 2[G : L] 2[G : H|
[V(X(H\L))|
p— 2 *
Mais par le choix de B, on a aussi |B| > % — 1. Or, comme |A| = % >
At O 2
4] 1

3G 1] = X (GG L] =

cette derniere inégalité résultant de I'inégalité h(X (H\G, S)) < 2[5: -
Finalement,

1A 4] 4]
Bz 360 260
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En particulier, B n’est pas vide.

I1 reste a estimer le cardinal |0B| du bord de B.

Prenons ¢ une aréte de 0B. Cette aréte ¢’ relie deux sommets distincts de
X(H\L), donc provient d’'une unique aréte e dans le graphe X(H\G), dont les
extrémités sont dans deux composantes distinctes de la forét F'.

Si laréte e est dans JA, alors a 'aréte € on peut associer une aréte de 0A.

Sinon, il existe au moins un arbre T, de F' contenant une extrémité de e et dont
les sommets ne sont pas tous contenus entierement dans A ou entierement dans A°.
Nécessairement T, contient au moins une aréte a dans JA.

0A

Il reste a estimer le nombre d’arétes e’ associées par cette construction a une telle
aréte a. C’est au plus le nombre d’arétes d’origine dans un arbre T, de F'. Comme
un tel arbre possede [G : L] sommets, il contient 'origine d’au plus |S| [G : L] arétes.
(Chaque sommet a valence |S|.)

D’ou :
B : L] |0A
noci gy < 2B 18116 : Lljoal
3] Ja
2[G:L]
= 2|9|[G : LP*h(X(H\Q)).
Ce qui démontre le lemme. n

Soit A un sous-ensemble non vide de V(Y) = V(X(I"\I',X)) tel que |A] <
[V(Y)|/2 et |0A|/|A] = h(Y). L’affirmation suivante reprend I’Affirmation du
Lemme 2.4 de [La3].

Affirmation . II existe au moins quatre éléments (hy,ho, hs, hy) € H* tels que
h;(0A) N hi(0A) = 0 pour j # k.

Démonstration de ’affirmation.

Supposons par I'absurde l'affirmation fausse. Choisissons une orientation arbi-
traire pour les arétes de Y. Soit C' 'ensemble des sommets initiaux de dA. Si I’af-
firmation est fausse, alors pour tout choix de quadruplet (hy,...,hs) € H*, il existe
jetkavecl<j<k<4tels que h;(0A) N he(OA) # 0. Ainsi, il existe cet ¢ € C
tels que h; - c = hy - .
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Pour 1 < j < k <4, notons
ij,lc : H4 — H
(hl,...,h4) — hlzlhj.
Soit L = {h € H,3(c,d) € C?*,¢ = h-c} C H. Comme H est un groupe,
L = CC~'. Ainsi, |L] < |C|*. D’autre part, remarquons que |2 (L)| = |H|?|L|
pour 1 <j <k <A4.
Si I'affirmation est fausse, alors H* C Ui<jcrea QSJ_;(L) Ainsi,
!
27”

() [H[" L]
6|C|> < 6|0A]" = 6n(Y)? A

6MYV<%>?
\/gﬁ < hY).

Mais d’apres le lemme 5.3, puisque h(X"”) < o5, h(Y) < 2[S|d*h(X") < \/E 1

IA A

IN

3(v2)r
Cette derniere inégalité est en contradiction avec I’hypothese de la proposition 5.2,
et par conséquent 'affirmation est démontrée. n

Prenons (hi,...,hs) € H* tel que si j # k, alors h;(0A) N hg(OA) = 0. Comme
A est un sous-ensemble non vide de V(Y') réalisant la constante de Cheeger, i.e.
tel que |A| < |[V(Y)| /2 et h(Y) = |0A]/|A|, des résultats de Lackenby permettent
d’obtenir des informations sur A. Nous avons d’abord besoin dune définition.

Définition 5.4 (Sous-graphe induit). Soit X un graphe et U un sous-ensemble des
sommets V(X). Le sous-graphe induit par U est le graphe dont les sommets
sont les éléments de U et les arétes sont les arétes de X dont les deuxr sommets
appartiennent a U.

Lemme 5.5. [La3, Lemmes 2.1 et 2.2/
Soit X le graphe de Cayley d’un groupe fini, et A un sous-ensemble de V(X)
réalisant la constante de Cheeger de X : 0 < |A| < |V(X)|/2 et h(X) = |[0A]| ] |A|.
Alors

1. Uensemble A vérifie |A| > |V(X)| /4, et
2. les sous-graphes induits par A et A sont connezes par arcs.

m

Comme Y est le graphe de Cayley du groupe fini H, d’apres ce lemme, |A| >

[V (Y)| /4. Puisque |h;(A)| = |A| pour j =1,...,4, il existe 1 < j < k <4 tels que
hj(A) N hi(A) # 0. Notons g = h; 'h;. Alors, AN g(A) # 0 et 0AN g(OA) = (.

Comme défini a la section 0.2.1, soit K" le complexe de Cayley de (I'"\T', S), ou S
est la famille génératrice associée a une présentation triangulaire de I". Remarquons
que toutes les faces de K” sont des triangles. Le but est d’utiliser A et ¢ afin de

construire un 1-cocycle ¢ de K” qui n’est pas un cobord, en suivant la démonstration
du Lemme 2.4 de [La3].
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Définition 5.6 (Métacocycle). Soit X un graphe. Un métacocycle pour X est un
cocycle dans X qui prend la valeur nulle sur tout cycle de longueur inférieure ou
égale a trois.

o4 E t de ¢
, support de ¢
A° +1 ' A
gA / gA
A°NgA ANgA
E4 EQ
9(0A)
A°NgA ANgA°©
E;
A° A
gA gA

Un métacocycle ¢ de Y, le graphe de Cayley de H = I'"\I", qui n’est pas un cobord.

Lemme 5.7. 1. Sous les hypothéses de la proposition 5.2, il existe dans Y =
X(I"\I'", ¥) un métacocycle ¢.

2. Ce métacocycle n’est pas un cobord, et

3. il n'est pas invariant sous laction de H =T"/T".

Démonstration du lemme 5.7.

La démonstration des deux premiers points est celle de Lackenby. Le troisieme
point, quant a lui, est nouveau.

(1) Construisons le cocycle ¢. Comme [V (Y)|/4 < |A| < |V(Y)|/2 et ANg(A) #
(), aucun des ensembles A° N g(A), AN g(A)° ni A°N g(A)° n’est vide. Soit x4 la
0-cochaine sur Y donnée par la fonction caractéristique de A. Définissons ¢ comme la
cochaine qui coincide avec Jx 4 sur les arétes dont les extrémités sont dans gA (nous
noterons F; ce sous-ensemble d’arétes de 0A), et qui est identiquement nulle ailleurs.
Nous affirmons que ¢ est un métacocycle. En effet, si ¢ est un cycle de longueur au
plus 3, supposons qu’'une des arétes de ¢ appartient a Ej, le support de ¢ (sinon
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¢(¢) = 0 automatiquement). Cela signifie que ¢ possede au moins une aréte a dont
lorigine = est dans A°N gA et I'extrémité y dans AN gA. Comme ¢ est de longueur
au plus trois et que c¢’est un cycle, il passe par au plus un autre sommet. S’il ne passe
que par x et y, £ est formé de a, a et d’'une boucle éventuelle, et dans tous les cas
¢(l) =¢(a) + ¢(a) = 0. Si ¢ passe par un dernier sommet z, nécessairement z € gA.
En effet, si le point z était dans gA¢, il faudrait au moins trois arétes pour le relier
alafoisax e ANgAetay e ANgA, et donc le cycle £ aurait au moins quatre
arétes. Ainsi, ¢ est formé d’une aréte a dont la valeur par ¢ est +1, d’une aréte en
sens contraire dont la valeur par ¢ est —1, et la derniere aréte ne peut pas traverser
0A. De nouveau, ¢(¢) = 0, ce qui montre que ¢ est bien un métacocycle.

(2) Pour démontrer que ¢ n’est pas un cobord, il suffit de trouver un 1-cycle ¥
dans K" tel que ¢(7) = +1. Rappelons que E; est 'ensemble des arétes de A dont
les deux sommets appartiennent a gA, et notons de méme F5 l’ensemble des arétes
de 0A dont les deux sommets sont dans gA¢. Notons aussi Ey 'ensemble des arétes
de 0gA dont les deux sommets appartiennent a A et F, ’ensemble des arétes de dgA
dont les deux sommets appartiennent a A°. La premiere chose est de vérifier que Fy,
qui est le support de ¢, n’est pas vide. Comme 0A N g(0A) = ), 0A = E; U Ej.
D’apres le Lemme 2.2 de [La3], les sous-graphes induits par A et A° sont connexes
par arcs. Puisque g est un automorphisme de graphes, il en est de méme pour les
sous-graphes induits par gA et gA°. Comme AN gA et A°N gA ne sont pas vides,
il existe un chemin dans le sous-graphe induit par gA reliant un point de A°N gA
a un point de AN gA. Ce chemin contient nécessairement une aréte de A dont les
deux extrémités appartiennent a gA, ce qui montre que E; n’est pas vide. Le méme
argument permet de montrer aussi que I'ensemble E; n’est pas vide pour j = 2,3 et
4.

Notons E; I'ensemble des arétes de E; dont le sommet initial appartient & A€ et
le sommet terminal appartient & A. Posons E; = E; \ Ef, autrement dit I’ensemble
des arétes correspondant aux arétes de E;", mais avec l'orientation opposée : de
telles arétes ont leur sommet initial dans A et terminal dans A°. De méme, soit Fy
le sous-ensemble des arétes de By d’origine dans gA et d’extrémité dans gA¢, B3
les arétes commencant dans A et finissant dans A¢, et E les arétes de F, d’origine
dans gA® et de sommet terminal dans gA. Pour j = 2,3 et 4, définissons £ comme
I’ensemble des arétes correspondant aux arétes de E;“ avec l'orientation opposée. On
remarque que ¢ ({+1}) = B, T 1({—1}) = E| et B, U E3 U E; C ¢ 1({0}).

Choisissons e; € E;" : e; est une aréte de E; telle que ¢(e;) = +1. Prenons
également une aréte e3 € E5. Soit v; le sommet initial de e; et v] son sommet
terminal. Puisque e¢; € FEf", v; € A°NgA et v; € AN gA. De méme, soient vy et
vy les sommets de e3 avec v; € AN gA® et vy € A°N gA°.

Comme le sous-graphe induit par A est connexe par arcs, il existe un chemin
orienté £ dans ce sous-graphe reliant le sommet v;” au sommet v; . De méme, il existe
un chemin orienté ¢ dans le sous-graphe connexe par arcs induit par A¢ reliant vs
a vy . Par construction de ¢ et ¢, aucune de leurs arétes n’appartient a JA. Ainsi,
c(f) = ¢(f') = 0. Prenons 7 = e; Ul U ez Ul'. Clest un lacet orienté dans Y et
c(y) = ¢ler) = +1. Comme 7 est un l-cycle de Y, le métacocyle ¢ n’est pas un
cobord sur Y, ce qui acheve de prouver le point (2).
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(3) Puisque l'ordre de tout élément non trivial de H est égal a 2, g*> = id. Par
conséquent, g(AN gA) = ANgA, g(A°NgA°) = AN gA°, g(A°NgA) = AN gA°
et g(ANgA9) = A°NgA. Ainsi, g(BY) = By, g(E)) = By, g(Ef) = Ej et
9(Ef) = E5.

Comme ¢ est un chemin orienté dans le sous-graphe induit par A, reliant un
sommet de AN gA a un sommet de A N gA®, il contient nécessairement une aréte
orientée appartenant & E; . Soit e, la premiere de ces arétes : £ = {1 U ey Uy, ol /3
et ¢y sont deux chemins orientés tels que tout sommet de ¢; appartient a A N gA.
Comme l'origine et I'extrémité de ¢y se situent dans A N gA°, ce chemin traverse Fs
un nombre pair de fois. Autrement dit, si £, rencontre Fs, il possede autant d’arétes
orientées dans Fy que d’arétes orientées dans E; .

Affirmation . Si7 est le 1-cycle construit précédemment, ¢(g7) = —1 # +1 = ¢(7).

Démonstration de I'affirmation.

Nous avons vu que ¢(7) = ¢(e;) = +1. Il reste a montrer que ¢(¢gy) = —1. Mais
c(g7) = c(ger)+c(gl)+c(ges)+c(gl'). L'aréte gey appartient a présent a E; , et donc
c(ge1) = 0. Comme e3 € E5, ges € E; et ¢(ge3) = 0. Le chemin ¢ étant contenu
dans le sous-graphe induit par A¢, le chemin g¢’ est situé dans le sous-graphe induit
par gA°. Ainsi, aucune de ses arétes ne peut appartenir a Fp, qui est le support de ¢,
et donc ¢(gl’) = 0. Calculons a présent ¢(gl) = ¢(gly1) + c(ge2) +¢(glz). Comme tout
sommet de ¢, appartient a AN gA, c’est aussi le cas de tous les sommets de gf;. Par
conséquent, gf; ne peut pas traverser A et ¢(gfy) = 0. Puisque e; € Ey, ges € B
et ¢(gey) = —1. Comme /5 a autant d’arétes orientées dans Fy que dans E, (s'il y
en a), gly a autant d’arétes orientées dans E; que dans E;, et donc ¢(gfy) = 0. Au
final, ¢(g7) = ¢(ges) = —1 # +1 =¢(7). O

Ainsi, le métacocyle ¢ construit précédemment n’est pas invariant sous ’action
de H sur Y, ce qui acheve la démonstration du point (3). O

Lemme 5.8. Comme défini a la section 0.2.1, soit K" le complexe de Cayley de
(I"\I', S), ot S est une famille génératrice associée a une présentation triangulaire
de T'.

Le métacocycle ¢ construit au lemme 5.7 donne naissance a une I1-cochaine c
dans K", de telle sorte que :

1. cette 1-cochaine est un 1-cocycle,
2. ce n’est pas un cobord, et

3. elle n'est pas invariante sous l'action de H =T"/T".

Démonstration du lemme 5.8.

Rappelons que X" = X(I'"\I', S) et Y = X(I""\I", X) sont liés par la construction
décrite au paragraphe 0.2.1. En particulier, il existe une rétraction r : X"’ — Y qui
envoie tout arbre T de la forét F' sur le sommet v, du graphe de Cayley Y.

Soit ¢ la 1-cochalne de X" définie par : c=cor.

(1) Montrons que ¢ est un cocycle. En effet, comme S est une famille génératrice
associée a une présentation triangulaire pour I'; toutes les 2-faces du 2-complexe de
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Cayley K" associé a (I'"\I', S) sont des triangles. Si b est le bord d’un tel triangle,
comme 7 est une rétraction, r(b) a longueur au plus trois et ¢(b) = cor(b) = 0
puisque ¢ est un métacocycle.

(2) Si 7 est le 1-cycle construit au lemme 5.7, on peut lui faire correspondre un
1-cycle v de X" et donc de K” via r de la maniere suivante. L’image réciproque
par r des arétes de 7 sont des arétes de E(X") \ F. Autrement dit, ce sont des
arétes n’appartenant pas a la forét F' et reliant entre eux les arbres Tj. Si les images
dans X" de deux arétes adjacentes de 7 ne sont plus adjacentes, cela signifie qu’elles
ont toutes les deux un sommet dans un des arbres 7, de F', avec vy le sommet
d’adjacence de ces arétes dans Y. Comme 7} est un arbre (connexe), il existe un
unique chemin de longueur minimale dans 7, reliant ces deux sommets. Ainsi, on
peut compléter de maniere unique les arétes correspondant a 'image réciproque de
~ avec des chemins dans les arbres de F' pour obtenir un 1-cycle «. Par construction,
c(v) = ¢(r(y)) = ¢(7) = +1. Donc le cocycle construit ¢ n’est pas un cobord. Cela
démontre déja que le premier nombre de Betti de M"” est strictement positif.

(3) Par construction du graphe de Cayley Y = X (I'""\I", ¥), I'action de H sur les
graphes X” et Y commute a la rétraction r : pour tout h € H, hor = r o h. Ainsi,
en prenant 1'élément ¢ choisi lors de la preuve du lemme 5.7, ¢(gy) = ¢(r o gy) =
c(gor(y)) =¢c(gy) = —1. Par suite, ¢(y) = +1 # —1 = ¢(g7) et le cocycle ¢ n’est
pas invariant par 'action de H sur X” et donc sur K”. H

Soit K’ le complexe de Cayley associé a (I"\I', X). On a la tour de revétements as-
sociés K — K" — K' — K, avec p : K" — K’ galoisien de groupe H. La projection
p induit une injection entre les premiers groupes de cohomologie a coefficients ration-
nels p* : HY(K',Q) — H'(K”,Q). Comme [c] € H'(K"” Q) n’est pas H-invariante,
cela signifie que p* ne peut pas étre surjective, et ainsi by (M"”) > by(M’) + 1. Ceci
acheve la démonstration de la proposition 5.2. O]

Remarque 5.9. En fait, nous n’avons pas réellement besoin de supposer que tout
élément non trivial de H est d’ordre 2 pour démontrer la proposition 5.2. Il suffit de
trouver un élément g € H tel que g(0A)NIOA =) et gANA # (. C’est en particulier le

cas lorsque h(Y') < \/g\/%, et cela suffit a montrer que by(M") > 0 (c’est d’ailleurs

précisément le résultat de Lackenby). Pour montrer que by (M") > by (M')+1, il suffit
de trouver un tel élément g € H tel que de plus g*(A) = A. C’est le cas si g est
d’ordre 2.

5.2 Genre de Heegaard et premier nombre de Betti
virtuellement infini.
Rappelons que ¢, (N) désigne la complexité de la variété N, et que ¢, (N) <

X" (). L’idée a présent est d’utiliser la notion de complexité plutot que les constantes
de Cheeger. C’est ce que permet le résultat suivant de M. Lackenby [La3].
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Théoréme 5.10. [La3, Théoréme 4.1]
Soit N une variété de dimension trois, hyperbolique, connexe, orientée, compléte
et de volume fini. Alors

4rey (N) _ 4mx"(N)
MN) = SN S Vol

La proposition 5.2 et ce théoréeme conduisent au corollaire suivant.

Corollaire 5.11. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, conneze,
orientée, compacte et sans bord. Il existe une constante ¢, ne dépendant que de la
variété M et du choixz d’une famille finie de générateurs S associée a une présenta-
tion finie triangulaire de m M telle que :

Pour toute tour de revétements finis M" — M’ — M, ou M" — M’ est galoisien,
de groupe associé¢ H ~ (Z/oz)", si X" (M")[miM : m,M']/(V/2)" < ¢, alors by (M") >
by (M) + 1.

Démonstration du corollaire 5.11.

Pour toute variété hyperbolique N, notons h(N) la constante de Cheeger rieman-
nienne de N. D’apres la proposition 0.26 du chapitre 0 de rappels, qui est un résultat
bien connu de Brook [Br] (voir également [La3, Lemme 2.3]), il existe une constante
C, ne dépendant que de la métrique hyperbolique de M, ainsi que du choix de la
famille S, telle que pour tout revétement hyperbolique fini N — M,

X (mN\mM,S)) < Ch(N).

Sous les hypotheses du corollaire 5.11, soit d = [ry M : 1 M'] le degré du revéte-
ment M' — M. Si
e (M")d Vol(M)

V2 418[V6rC

alors d’apres le théoreme 5.10,

2
B(X (mM"\m M, 8)) < cmM’x%
4nCey (M")
= d2Vol(M)
47C  (v/2)"Vol(M)
d2rVol(M) 4|S|/6xCd

ﬁ;
321S|(Va)yd®

Le résultat découle alors directement de la proposition 5.2, en supposant r assez

grand pour que \/gm < o O

A\
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Définition 5.12. Soit M une variété de dimension trois connexe, orientée, compacte
et sans bord. On dit que le premier nombre de Betti de M est virtuellement
infini s’il existe une famille (M; — M);e; de revétements finis de M telle que
sup;e; bi(M;) = +00.

Le théoreme suivant est immédiat.

Théoreme 5.13. Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connezxe,
orientée, compacte et sans bord. Supposons qu’il existe une tour infinie ... — M; 1 —
Niy1 — M; —- N; — ... = Ny — M de revétement finis de M telle que pour tout
i >1, M; — N; est galoisien, de groupe H; ~ (Z/s7)" .

Si infien X (My)[miM @ 7N,/ (vV/2) = 0, alors lim;_, 1o bi(M;) = +oo. En

particulier, le premier nombre de Betti de M est virtuellement infina.

Remarque 5.14. D’apres la démonstration du corollaire 5.11, les conclusions du
théoréme 5.13 sont encore vraies si 'on suppose seulement que inf;ey h(M;)[m M :
mNi2(V2)" = 0, ou encore si infiey i (M;)[mM : m N;]/(v/2)" = 0.

Démonstration du théoreme 5.13.

Comme pour la démonstration du corollaire 5.11, il existe une constante C' ne
dépendant que de la variété base M telle que si S est une famille finie de généra-
teurs correspondant a une présentation finie triangulaire de 7 M, pour tout ¢ > 1,
h(X (m M \m1 M, S)) < Ch(M;) (avec la convention que My = M).

Si infiey R(M;)[m M = w1 N;jJ%/(v/2)" = 0, ou si infien ey (M) [ M = 1 N]/(V2)"
= 0, ou encore si infiey X" (M;)[m M : 71.N;]/(v/2)" = 0, alors pour une infinité d’in-
dices i > 1, h(X(m M\m M, S)) < \/2/3 x 1/(2|S| (v/2)"[m1 M : 7 N;]?). D’apres
la proposition 5.2, pour ces indices i, by(M;) > by(N;) +1 > by(M;_1) + 1. Puisque
la suite (by(M;));en est croissante, lim;_, 4o by (M;) = +00. O

Si G est un groupe et A un sous-groupe de G, définissons G§A comme le sous-
groupe de G engendré par les éléments de la forme gag—ta='0? avec g € G et a, b € A.
Si A est un sous-groupe distingué de G, alors GffA est un sous-groupe distingué de
A (voir [SW]).

Soit M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe, orientée, compacte
et sans bord. Notons I' = 7 M. On définit la suite {I; };en récursivement par I'y = T,
et pour tout ¢ € N, I';,; = I[';fI';. C’est une suite emboitée de sous-groupes d’indices
finis de T', telle que pour tout ¢ > 1, I'; est un sous-groupe distingué de I';_; et
H; = T;,1/T; ~ (Z/sz)" avec r; € N. De plus, pour tout i € N, I';,; = Tl
est caractéristique dans I';. Par récurrence, les groupes I'; sont des sous-groupes
distingués dans I" pour tout 7 € N.

Soit ... — M; — M,y — ... — My — M la tour correspondante de revétements
finis de M : pour tout i« € N, I'; = m; M;. Avec ces notations, M; — M;_; est un
revétement galoisien de groupe associé H; = Hy(M;_1,Z/s7) ~ (Z/9z)". Ainsi,
ri = by, (M;_1) est le premier nombre de Betti modulo 2 de M;_;.

Prenons i > 1. D’apres le Lemme 1.3 de [SW],

rang(T/ (T 18T)) > Srang(ios /T,) (rang(Ti1/T) — 1),
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Comme T;I'; est un sous-groupe distingué dans T'; 18T, rang(T;/(T:4;)) >
rang([; /(T';_141;)). Puisque T, = T4 q, rang(I;/Ti1q1) > %rang(Fi_l/Fi)
(rang(T;—1/T;) — 1). Puisque r; = rang(H;) = rang(I';_;/T";), on obtient finalement
I'inégalité

1
Tit1 = 57“2‘(7"2‘—1) (5.1)

Supposons que r; = by g, (M) > 4 (ce qui est toujours vrai quitte a passer a
un revétement fini de M, voir [We, Corollaire 10.6 et Exemple 10.1 p. 139]). Alors,
par récurrence, pour tout i > 1, r; > (%)2“_1) +1 > (%)21_1. En particulier,
lim,-_>+oo r; = +00.

Corollaire 5.15. Soient M une variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord, et ... — M; — M; 1 — ... = M; — M la tour de
revétements finis correspondant a la suite dérivée modulo 2 définie ci-dessus. Pour
tout i > 1, posons r; = byg,(M;_1), avec My = M, et R; = 1 + 719+ ... + 1.
Supposons que r1 > 4.

Si infien X" (M;)2%-1 /(v/2)7 = 0, alors lim;_, o, by (M;) = +o00.

Démonstration du corollaire 5.15.
Elle découle directement du théoreme 5.13 avec N; = M;_; pour ¢ > 1. Il suffit
de remarquer que dans ce cas, [1 M : w M;_] = 2m+Fric1 = 2Ri-1 ]

5.3 Genre de Heegaard et groupe fondamental vir-
tuellement grand.

Dans le cas particulier ou M; = N;y; pour tout ¢, le Théoreme 1.2 de [La4]
(voir également [La2, Théoreme 1.1]) conduit au théoreme suivant. Rappelons qu'un
groupe de présentation finie est dit virtuellement grand s’il possede un sous-
groupe d’indice fini admettant un morphisme surjectif sur un groupe libre non ahé-
lien.

Remarque 5.16. Si M est une variété de dimension trois, connexe, orientée, com-
pacte, sans bord, et dont le groupe fondamental est virtuellement grand, alors le
premier nombre de Betti de M est virtuellement infini (voir par exemple [La2, Pa-
ragraphe 2]).

Théoréme 5.17 (Lackenby). Soit M une variété hyperbolique de dimension trois,
connexe, orientée, compacte et sans bord. Soit ... — M; — M;_1 — ... — My — M
une tour de revétements finis de M telle que pour tout indice 1 > 1, M; — M;_ 1 est
galoisien, de groupe isomorphe a (Z /7)™ (avec la convention que My = M ). Notons
Ri=ri4+rs+...+7;.

Supposons que 'une des hypothéses suivantes est satisfaite :

(a) m M n’a pas la propriété (1) relativement a la famille {m M;};en (par exemple
81 1imy 4o M(M;) = 0) et infien 5 > 0, ou

(b) chaque revétement M; — M est régulier et lim;_, 4 QTJ“ZI = +00.

Alors m M est virtuellement grand. En particulier, le premier nombre de Betti
de M est virtuellement infini.
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Démonstration du théoreme 5.17.

Remarquons que pour tout indice i € N, 2% = [y M : 7, M;]. La condition (b)
implique immédiatement que I’hypothese (2) du Théoreme 1.1 de [La2] est satisfaite,
et ainsi m M est virtuellement grand.

Pour montrer que la condition (a) implique 'hypothese (i7) du Théoréme 1.2 de
[Lad], il suffit de démontrer que la croissance du rang du premier groupe d’homologie
modulo 2 de la tour de revétements finis ... — M; — ... — M est linéaire. Remar-
quons que par hypothese, le groupe fondamental de M; se surjecte sur le groupe de
Galois (Z/QZ)’”"—:, ?t donc Tit1 S rang(Hl(Mi,Z/QZ)) = bl,IFQ(Mi>- Si infieN 2—;{21 > 0,

b1,Fy (M;

alors inf;cy E > (0 et la croissance du premier nombre de Betti modulo 2
dans la tour de revétements finis est linéaire. Par conséquent, m M est virtuellement
grand. [

A la différence du théoreme 5.13, le théoreme 5.17 ne permet pas de conclure
que la suite des premiers nombres de Betti {b;(M;)}ien de la tour de revétements
considérée tend vers l'infini.

Sii> 1,71 < biw,(M;) < rang(m M;) < g(M;). Siinfiey x" (M;)2F-1 /(v/2)7 =
0, a fortiori inf;eny X" (M;)/(V/2)™ = 0, et alors infien 7311/(v/2)™ = 0. Ainsi, les hy-
potheses (a) ou (b) du théoreme 5.17 sont en quelque sorte orthogonales a I’hypothese
du théoreme 5.13. Les théoremes 5.17 et 5.13 pris ensemble conduisent au corollaire
suivant.

Corollaire 5.18. Soit M wune variété de dimension trois hyperbolique, connexe,
orientée, compacte et sans bord, et ... — M; — M,y — ... — My — M une
tour infinie de revétements finis de M telle que pour tout indice i > 1, M; — M et
M; — M, 1 sont galoisiens, et le groupe de Galois de M; — M; 1 est isomorphe a
(Z/y2)" (avec la convention que My = M ). Notons R; =11 + 179 + ... + 7.

Alors le premier nombre de Betti de M est virtuellement infini, si aucune des
deux propriétés suivantes n’est vérifiée :

1. infien h(M;) > 0 et la suite (5 )ien admet une sous-suite extraite bornée.

2. infien h(Mi1)4% (V2)7+1 > 0 et infien S = 0.
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