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Introduction



L’importance accrue des simulations numériques dans de trés nombreux domaines industriels en-
gendre une recherche de précision croissante des résultats obtenus. Cela se traduit & la fois par une
augmentation de la complexité des modéles étudiés mais aussi par une augmentation de la quantité
d’informations & traiter. Malgré 1'accroissement, continue des ressources informatiques disponibles,
de nouvelles stratégies de résolution doivent étre envisagées car les techniques de simulation numé-
rique classiques sont soumises & la terrible malédiction de la dimensionnalité : la complexité des
algorithmes mis en jeu augmente exponentiellement avec le nombre de dimensions du probléme. Or
méme sans augmenter le nombre de dimensions d’un probléme, 'augmentation du nombre d’incon-
nues sur chaque dimension, résultant de la volonté d’augmenter la précision des résultats, entraine
I’explosion du nombre total d’inconnues du probléme et nécessite alors des moyens informatiques
trés importants tant au niveau de la capacité mémoire qu’au niveau de la puissance de calcul.

Aussi, afin de pouvoir traiter ce type de probléme sans recourir & des ressources informatiques de
types cluster de calcul, d’autres alternatives peuvent étre envisagées, au sein desquelles la réduction
dimensionnelle : la solution d’un probléme multidimensionnel est décrite par une somme de produits
de fonctions, définies sur des sous-espaces (idéalement de dimension 1) du domaine initial. L’écriture
de la solution sous cette forme, appelée forme séparée, permet, si ce n’est de s’affranchir, du moins
d’alléger le poids de la malédiction de la dimensionnalité : la complexité des algorithmes augmente

linéairement en fonction du nombre de dimensions du probléme.

Application a la simulation des écoulements de fluides complexes

Pour simuler les écoulements de fluides complexes, il est possible de considérer différentes approches

qui dépendent de ’échelle & laquelle on se place pour effectuer la description du systéme.

En partant de la plus petite échelle, 'approche de la dynamique moléculaire correspond a la des-
cription la plus fine du systéme considéré puisqu’elle prend en compte tous ses composants a travers
la simulation de I’évolution de la structure moléculaire du fluide. Bien que ce type de simulation
permette une bonne compréhension des phénomeénes locaux, le nombre élevé de particules ainsi que
le pas de temps trés faible de la simulation rendent son application trés coiiteuse et, en pratique,
inutilisable pour les écoulements de fluides complexes. Sil’on se place & I’échelle supérieure, nous en-

trons dans le cadre de la dynamique brownienne. Cette approche, tout comme celle de la dynamique



moléculaire, est une approche discréte nécessitant un grand nombre de particules représentatives.
Bien que dans ce cas le pas de temps de la simulation ne soit pas aussi faible, elle demeure une
approche trés cotiteuse en temps de calcul, rendant difficile voire impossible son application pour la
simulation des fluides complexes. Pour ne plus avoir & gérer le bruit statistique inhérent aux simula-
tions stochastiques, la théorie cinétique considére non plus les particules individuellement mais une
population de particules de fagon probabiliste. La théorie cinétique, ou approche micro-macro, a
néanmoins comme inconvénient majeur d’étre définie sur un espace & haute dimension rendant son
utilisation difficile sans technique spécifique (de type réduction dimensionnelle). Finalement nous
pouvons citer les simulations & I’échelle macroscopique qui prennent en compte les phénoménes
apparaissant aux échelles mésoscopique et inférieures & 1’aide de lois de comportement dont dépend
fortement la précision de la méthode. En pratique les phénoménes microscopiques complexes sont
tres difficiles & reproduire a 'aide de lois de comportements, introduisant une grande incertitude

sur les résultats issus des simulations macroscopiques.

Parmi les stratégies de simulation précédentes la théorie cinétique est une approche particuliérement
intéressante car elle permet de décrire les phénoménes microscopiques complexes et de les lier a
I’échelle macroscopique, et cela, dans le cadre d’une approche déterministe. Néanmoins ['utilisation
d’une technique numérique adaptée est indispensable & 1’utilisation de la description en théorie
cinétique. Les techniques de réduction dimensionnelle sont alors particuliérement intéressantes dans

I’approche continue de la description de fluides complexes dans le cadre de la théorie cinétique.

Objectifs et plan de I’étude

Ce travail a pour objectif ’étude et I'optimisation des techniques de simulation des suspensions dans
les fluides. L’objectif est de formuler des stratégies précises et utilisables sans moyens informatiques
spécifiques a 1’aide d’approches continues du type micro-macro et ce pour deux types de suspensions :
les suspensions fluides dans le cadre de problématiques de mélanges de fluides immiscibles et les
systémes suspensions solides de type colloidales.

On s’intéressera tout d’abord & la technique de réduction dimensionnelle utilisée pour la résolution
de problémes définis dans le cadre de la théorie cinétique. Aprés un bref exposé des techniques

existantes nous nous focaliserons sur la Proper Generalized Decomposition (PGD) qui est une



stratégie a prior: de résolution de systémes linéaires sous forme séparée. Nous allons en particulier
étudier les propriétés de convergence de la méthode PGD & travers l'optimalité de la base de produits
de fonctions obtenue permettant de décrire la solution et proposer une autre approche de résolution
de systémes linéaires sous forme séparée.

Ensuite nous étudierons la problématique associée a la simulation de mélanges de fluides immiscibles.
La présence de deux phases fluides, qui peuvent étre newtoniennes, entrainent une modifications
non linéaire de I’écoulement au travers de nombreux phénoménes (tels que la coalescence ou le frac-
tionnement des gouttes de la phase discréte). De plus la taille caractéristique de ces phénomeénes
complexes est trés inférieure celle de ’écoulement interdisant une approche macroscopique. La simu-
lation de tels écoulements nécessite alors I'introduction d’outils mathématiques spécifiques et nous
choisirons d’utiliser le tenseur d’aire. Une étude approfondie de ce dernier sera menée en utilisant
une description équivalente définie en théorie cinétique et 'enrichissement du tenseur d’aire par un
modéle polydisperse sera présenté.

Finalement nous étudierons les systémes colloidaux & travers une approche continue définie par
I’équation de Smoluchowski. Cette description micro-macro sera alors résolue a I'aide de la méthode
PGD et les différents résultats obtenus seront largement discutés permettant ainsi d’appréhender
non seulement les limites de cette description mais aussi les possibilités offertes par ’approche

continue de la description de systémes colloidaux.
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6 I. Techniques de réduction dimensionnelle

Résumeé :

Dans ce chapitre nous étudions les stratégies visant a la résolution de systémes linéaires dans
le cadre de la séparation de variables. Aprés une bréve présentation des méthodes majeures de
réduction dimensionnelle a posteriori et a priori nous présentons la Proper Generalized Decom-
position (PGD) et étudions en détail les propriétés de convergence pour plusieurs algorithmes de la
méthode et & travers différents probléemes types. Dans 'optique d’améliorer la vitesse de convergence
de la méthode, nous présentons pour chaque cas-test les résultats du probléme préconditionné
un grand nombre de fois afin d’établir s’il existe un lien entre conditionnement de 'opéra-
teur et vitesse de convergence. Finalement nous présentons une autre approche de l'utilisation
de la méthode en s’appuyant sur la capacité de la PGD & obtenir le rang de séparation optimal
a posteriori d'une variable sous forme séparée. Cette propriété permet alors la résolution de
systémes linéaires a I’aide d’algorithmes itératifs classiques (du type Gradient, Gradient

Conjugué, etc) réécrits pour étre utilisés sous forme séparée.
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1. Etat de I’art 9

1 Etat de I'art

La simulation numérique de modéles physiques est aujourd’hui un élément incontournable de nom-
breux domaines de la science et de 'ingénierie. Du fait de I'augmentation de la complexité des
modéles, il est nécessaire d’utiliser des méthodes numériques robustes et trés souvent de raffiner de
maniére importante la discrétisation afin d’obtenir des prédictions fiables de leurs réponses. Bien
que les ressources informatiques disponibles soient en constante augmentation, certains problémes
restent hors de portée des méthodes de résolution classique & moins de posséder d’importantes res-
sources en puissance de calcul et en espace de stockage. Cependant 'approche consistant & utiliser
des moyens toujours plus importants pour résoudre les problémes a ’aide des stratégies numériques
classiques peut étre comparée & une approche de force brute. Ce type de démarche atteint rapide-
ment ses limites en terme de cotits alors que des stratégies innovantes peuvent étre mise en ceuvre
permettant de réduire fortement & la fois le temps de calcul et 'espace de stockage nécessaires.

Une des possibilités pour s’affranchir, ou tout du moins alléger, ces problémes de calcul s’inscrit
dans les méthodes de réduction dimensionnelle. Ces méthodes sont basées sur le fait que la réponse
a un probléme complexe peut étre avantageusement approchée! par la réponse d'un autre, qui
est la projection du probléme initial dans une base réduite de basse dimension. Cette approche
nécessite I'introduction de ce que nous appellerons indifféremment la forme séparée ou décomposition
tensorielle : soit une équation définie sur un espace de D dimensions, il est possible d’obtenir une

forme approchée de la solution f par une fonction séparable telle que
ng
flar, - ap) =Y Fi(1)-- Fh(zp) + O(e) (I.1)
i=1

L’entier ng défini (I.1) est appelé rang de séparation. Pour un e donné, le rang de séparation opti-
mal est le plus petit np permettant d’obtenir la solution approchée sous forme séparée [Beylkin et

Mohlenkamp, 2002]. Dans le cas ou np = 1 le tenseur est appelé tenseur de rang 1.

Tenseur de rang 1 : Un tenseur F € RIX2XXIN q'ordre N est de rang 1 8'il peut étre écrit

1. La précision atteinte par ces méthodes peut étre raisonnablement suffisante et ainsi réduire avantageusement
le temps de calcul et ’espace de stockage nécessaire.
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comme un produit tensoriel de N vecteurs |[Kolda et Bader, 2009], soit
F=F,®F,® -0 Fp (I.2)

Remarque :

Si la meilleure approximation de f sous la forme (I.1) n’est pas suffisamment précise, f
n’étant alors pas un tenseur de rang 1, il n’est pas possible dans ce cadre d’améliorer la
précision.

Afin de simplifier les notations, nous écrirons dans la suite du manuscrit la représentation séparée

pour un certain € d’une solution F
ng
F(z1,---,ap) =Y Fi®- - 0F) (1.3)
i=1

Si l’origine de décomposition tensorielle remonte & Hitchcock en 1927 [Hitchcock, 1927], 'intérét pour
cette formulation s’est étendu depuis quelques années & de trés nombreux champs d’applications tels
que le traitement du signal [De Lathauwer et De Moor, 1998] [De Lathauwer et de Baynast, 2008],
l'algeébre linéaire numérique [Grigorascu et Regalia, 1999], la neuroscience [Beckmann et Smith,
2005|, l'analyse numérique [Beylkin et Mohlenkamp, 2002| et bien d’autres. Cet engouement est
largement motivé par le fait que les algorithmes écrits sous forme séparée ne sont pas sujets a la
terrible "malédiction de la dimensionnalité" (curse of dimensionality en anglais [Bellman, 1966]) :
la complexité d’un algorithme écrit sous forme séparée en dimension d augmente linéairement en d

alors qu’elle augmente exponentiellement en d dans le cas de ’écriture classique.

Dans ce chapitre nous allons présenter différentes techniques de réduction de modéle en distinguant
les méthodes dites a posteriori, dont la base réduite ne peut étre obtenue qu’en connaissant tout
ou partie de la solution, des méthodes dites a priori, c’est & dire qui ne nécessitent aucune connais-
sance initiale de la solution. Dans les méthodes a posteriori nous présenterons la Proper Orthogonal
Decomposition (POD) qui est une des méthodes de réduction de modeéle les plus utilisées et qui
permet d’obtenir le rang de séparation optimal. Parmi les méthodes a priori nous présenterons

succinctement la méthode APHR (A Priori HyperReduction method) pour ensuite nous concentrer
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plus largement sur la Proper Generalized Decomposition PGD. Une description détaillée de la mé-
thode ainsi que I'exploration de différentes pistes de recherches, motivée par 'amélioration de la

convergence et de I'optimalité de la méthode, seront finalement exposées.

1.1 Méthode de réduction a posteriori
1.1.a Décomposition Orthogonale en modes Propres - POD

De nombreuses méthodes de réduction dimensionnelle a posterior: ont été développées en fonction du
probléme étudié. Cependant la Decomposition Orthogonale en modes Propres (ou Proper Orthogonal
Decomposition - POD - en anglais) est incontestablement la technique de réduction qui a donné
lieu au plus grand nombre de publications ces derniéres années. Ainsi le concept de POD a été
appliqué a un impressionnant nombre de domaines de recherche différents : ’analyse statistique, la
compression d’images, la mécanique ou encore dans le domaine du biomédical. En fait, utilisation
de la POD est intimement liée & sa capacité de réduction au sens large : tous les domaines traitant
un nombre important de données sont alors intéressés par la réduction de leur cott de stockage et
de traitement.

Si les premiers travaux sur la POD datent du début du XXiéme siécle [Pearson, 1901], le déve-
loppement de la méthode a impliqué de nombreux chercheurs et notamment [Lumley, 1970] qui a
introduit la méthode dans les problémes de mécanique des fluides. Soit u(x,t) solution du probléme

défini par
ou
— + L(u) =
L) = f
ou L(u) est un opérateur linéaire et = € Q,t € I.
L’idée principale de la POD consiste & trouver une représentation séparée u,, de la solution u € Qx I
de telle sorte qu’elle soit optimale par rapport & une certaine métrique. Une représentation optimale

d’ordre m, notée

m
um(z, ) =Y wh @, wieQ N el (1.4)
=1

est classiquement définie comme une représentation qui minimise la distance par rapport a la solution
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exacte u, en fonction d’une norme donnée || - || sur £ x I, soit
m . .
s — a2 = minfu — 3w & X2 (1.5
i=1

Les fonctions w et A dans la décomposition de u,,, peuvent alors étre considérées comme des fonctions
de base réduite optimales par rapport a la norme choisie.

Aussi si de nombreux auteurs considérent la POD comme une décomposition de Karhunen-Loéve
(Karhunen-Loéve Decomposition - KLD), d’autres considérent que la POD consiste en trois mé-
thodes selon le contexte : la KLD, la Principal Composant Analysis (PCA) et la Singular Value De-
composition (SVD) [Chatterjee, 2000]. Ces trois méthodes sont néanmoins équivalentes et ménent a

des résultats similaires [Liang et al., 2002]|. Nous présentons dans ce qui suit les différentes méthodes.

1.1.b Analyse en composantes principales - PCA - et Décomposition de Karhunen-

Loeve- KLD

Les méthodes Principal Composant Analysis (PCA) et Karhunen-Loéve Decomposition sont assez
similaires et utilisent une transformation orthogonale pour convertir un jeu d’observations poten-
tiellement corrélées en un jeu de valeurs de variables non corrélées appelées composantes principales.
Le nombre de composantes principales est inférieur ou égal au nombre de variables originelles. Cette
transformation est définie de telle maniére que la premiére composante principale a une variance
aussi haute que possible (c’est a dire qu’elle prend en compte un maximum de variabilité dans les
données). Chacune des composantes principales suivantes a, elle aussi, une variance maximale sous
condition d’étre orthogonale (et donc non corrélée) avec les composantes précédentes. Supposons

qu’une série de données {u; ?g” soit réarrangée dans la matrice A tel que

wy ui ul’
uy  u’ uy'
A= (1.6)
1 2 m
U, u, Uy,
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Alors la matrice de covariance est définie par

12
I
[l

AT (L.7)

Les caractéristiques de cette matrice sont directement liées a la dépendance linéaire des données
entre elles. En effet plus la matrice contient de termes et plus les données sont corrélées. Inversement
plus la matrice est creuse et moins les données sont corrélées. Dans ce cadre le calcul POD par la

méthode PCA ou KLD consiste a résoudre le probléme aux valeurs propres suivant

1
-
I
&
-
=
&

La base orthonormale constituée par les vecteurs { ¢;};" est le résultat de la POD.

1.1.c Décomposition en valeurs singuliéres - SVD

La Décomposition en Valeurs Singuliéres (ou SVD en anglais pour Singular Value Decomposition)
est une puissante technique de factorisation matricielle utilisée dans un grand nombre de domaines
[Strang, 2006] tels que la compression d’image (voir Fig. I.1), le traitement du signal ou encore
I’étude des langues naturelles. Historiquement la SVD a été introduite pour les matrices carrées
a coefficients réels par Beltrami et Jordan dans les années 1870, pour les matrices & coefficients
complexes en 1902 puis a été généralisée (pour tout type de matrice) en 1939 par Eckhart et Young.
Dans ce qui suit, bien que nous traitions de matrices a coefficients réels telles que ’on en rencontre
dans la résolution d’équations aux dérivées partielles, le développement proposé reste valide pour

les matrices & coefficients complexes 2.

2. Dans le cas de coefficients complexes, il faut lire a la place de matrice transposée et orthogonale respectivement
matrice adjointe et unitaire.



14 l. Techniques de réduction dimensionnelle

(a) Image originale. ) Troncature ) Troncature ) Troncature
d’ordre 2. d’ordre 4. d’ordre 8.
(e) Troncature (f) Troncature ) Troncature ) Troncature
d’ordre 16. d’ordre 32. d ordre 64. d ordre 128.

Ficure I.1 — Utilisation de la SVD tronquée pour la compression d’image : reconstruction de 'image
originale en fonction du ¢ de I’équation 1.15.

Soit A une matrice m xn & coeflicients réels, alors la décomposition SVD consiste & écrire la matrice

A sous la forme

|ES

~uzy’ (L9)

avec U une matrice orthogonale de dimension m x m, X une matrice diagonale de dimension
m X n et V. une matrice orthogonale de dimension n x n. D’aprés I'équation (1.9), on peut écrire

en utilisant la propriété d’orthogonalité® des matrices Uet V:

ATA = yy'UuTuxvT=vsiav’ (1.10)
AAT = UsviVvytUut=Uss'U" (1.11)
(1.12)

Dans les équations précédentes, le terme de droite décrit la décomposition en valeurs propres de

3. Une matrice carrée U (n lignes, n colonnes) a coefficients réels est dite orthogonale si elle vérifie : QTQ =1,
ot I est la matrice identiteé.
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celui de gauche. Ainsi il vient :

— Les colonnes de V' sont les vecteurs propres de

v ATA.
— Les colonnes de U sont les vecteurs propres de A :T
— les éléments non nuls de X sont les racines carrées de valeurs propres non nulles de A Té ou

a4T

Lors de l'utilisation de la SVD il est rare d’utiliser I'algorithme donnant la SVD compléte particu-
lierement quand m et n sont grands. Afin de diminuer le cotit en temps de calcul et en mémoire,
des versions réduites de la SVD sont souvent préférées parmi lesquelles on peut distinguer trois
algorithmes principaux :

SVD Fine : Seuls les n premiers vecteurs colonnes de U, correspondant au nombre de vecteurs

colonnes de V sont calculés :

|ES
Q
HQ
HM

2V (L13)

La matrice U, est de dimension m X n alors que les matrices X, et KT sont des matrices de
dimensions n X n.

Cet algorithme est particuliérement intéressant lorsque n << m car il est alors bien plus rapide et
économique que la SVD compléte.

SVD Compacte : Seuls les r premiers vecteurs colonnes de U et les r premiers vecteurs colonnes

de V correspondant aux valeurs singuliéres non nulles de X sont calculés :

|ES
%
5
5
<
N

(1.14)

Cet algorithme est plus rapide que celui de la SVD fine si r << n. La matrice U, est de dimension

m X r, 3, est diagonale de dimension r X r et KTT est de dimension r X n.

SVD Tronquée : Dans ce cas seuls les ¢ vecteurs colonnes de U et les 7 vecteurs lignes de V.

correspondant aux ¢ plus grandes valeurs singuliéres de X sont calculés, et le reste de la matrice
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est ignoré :

[+
%
5
=
<

T (1.15)

Cette méthode est alors bien plus rapide et plus économique que la SVD compacte si ¢ << r. La
matrice Uy est de dimension m x ¢, X est diagonale de dimension ¢ x ¢ et K? est de dimension
t x n. Bien entendu la matrice 4 obtenue avec la SVD tronquée n’est plus la décomposition exacte
de la matrice A originale mais cette approximation est trés utile car c’est la meilleure approxima-
tion de A obtenue a partir d’'une matrice de rang ¢. La figure .1 est représente 'utilisation de la

SVD tronquée lors de la compression d’image.

Remarque :

La décomposition SVD est générale dans le sens ou elle s’applique & toute matrice de
taille m x n. Ainsi dans le cas de résolution de systémes linéaires issus d’équations aux
dérivées partielles, la SVD de 'opérateur peut s’appliquer & tout type de décomposition
(espace-espace, espace-temps, temps-espace, espace de configuration -espace physique,
etc) dépendant de la discrétisation choisie pour construire Popérateur. De plus cette dé-
composition est optimale au sens énergétique c’est & dire que la base de fonctions obtenue

avec cette méthode est la meilleure approximation possible de la matrice originale.

1.2 Méthodes de réduction a priori

1.2.a Hyper Réduction A Priori - APHR

La méthode d’hyper réduction a priori (A Priori HyperReduction method, APHR, en anglais) est
une stratégie adaptative pour construire un modéle d’ordre réduit lorsque I’évolution d’état est im-
plicitement définie par un jeu d’équations non-linéaires. Développée par Ryckelynck [Ryckelynck,
2002], [Ryckelynck, 2005| elle a été utilisée pour résoudre différents problémes : problémes thermo-
mécaniques, modéle FENE pour écoulements visco-élastiques [Ammar et al., 2006b], équations de
Navier-Stokes [Verdon, 2007| ou encore traiter des problémes élasto-visco-plastiques [Ryckelynck et

Missoum Benziane, 2010]. Tout comme la POD,; PAPHR recherche une solution sous forme séparée
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sur deux sous-espaces. Soit u(z,t) cette solution
N
u(z,t) =Y U,U; (1.16)
i=1

Cependant contrairement a la POD qui nécessite la connaissance de la solution u( z ,t) pour calculer
la forme séparée, TAPHR n’a besoin d’aucune information a prior: sur la solution. L algorithme de
I’APHR est divisé en trois étapes :

— Initialisation de la base.

— Résolution du systéme réduit.

— Enrichissement et amélioration de la base.

Bien que ’APHR soit une méthode a priori, il n’est pas possible d’opérer une réduction dimension-
nelle sur plus de deux sous-espaces ce qui reste une forte contrainte quand le nombre de dimensions

est important.

1.2.b Décomposition Généralisée en modes Propres- PGD

Une autre méthode a priori initialement appelée "radial time-space approximation" a été introduite
par Ladevéze [Ladevéze et Simmonds, 1998] afin de réduire le temps de calcul de le cadre de la
méthode LATIN (LArge Time INcrement method) dont la résolution du probléme global linéaire eut
été trop lourde a gérer avec les méthodes de résolution classiques. Dans ce contexte la décomposition

de la solution u(z,t) proposée est une décomposition spatio-temporelle telle que
Uz
u(z,t) =Y U, el (1.17)
i=1

L’utilisation de la PGD couplée a la méthode LATIN permet d’obtenir de trés bons résultats no-
tamment dans la résolution de problémes mécaniques impliquant différentes échelles [Ladeveze et
Nouy, 2003] [Nouy et Ladevéze, 2004].

En 2006 [Ammar et al., 2006a] présentent 'utilisation de la PGD pour la résolution de problémes

multidimensionnels dont la décomposition n’est plus seulement spatio-temporelle mais totalement
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séparée. Dans cette approche on définit I’approximation d’ordre n,, de la solution u(z1,--- ,xp) par
N

u(ay, - ,xp)=» U @l (1.18)
i=1

Cette décomposition part d’un constat simple : lorsque le probléme est défini sur un espace a grand
nombre de dimensions, la résolution générale la plus simple consiste a utiliser une stratégie déter-
ministe & maillage fixe et ne peut étre réalisée qu’en écrivant le probléme sous forme totalement
séparée. Par exemple considérons le comportement d’une molécule modélisée & ’aide de 30 ressorts
connectés entre eux, dont chaque ressort est défini sur un espace a trois dimensions (deux coordon-
nées pour son orientation et une troisiéme pour son allongement). Dans ce cas le probléme est défini
sur un espace a 90 dimensions. Il suffit de mailler grossiérement chacune des dimensions a l'aide

0% degrés de liberté, un chiffre bien supérieur au nombre supposé de

de 10 nceuds pour obtenir 1
particules dans 1'univers : 10%0. Ainsi Ammar et al. résolvent dans [Ammar et al., 2006a] I'équation
de Fokker-Planck définie sur un espace de dimension 20 dont la simulation a nécessité 10° degrés
de liberté, quand une résolution classique par éléments finis aurait nécessité 10 degrés de liberté.
D’autres exemples sont présentés dans [Ammar et al., 2007] dont le temps qui est traité comme une
dimension du probléeme. La PGD a ensuite été utilisée pour résoudre de nombreux problémes tels
que I’équation de Schréodinger [Ammar et Chinesta, 2008] [F. Chinesta et Joyot, 2008], une équation
chimique maitresse |Chinesta et al., 2010a] ou encore la prise en compte de modéles non-linéaires
dans [Ammar et al., 2010c|.

Comme explique Chinesta et al. dans [Chinesta el al., 2010b], I'utilisation de la PGD pour ré-
soudre des problémes multidimensionnels ouvre de nouvelles possibilités pour les modéles qui sont
par nature hautement multidimensionnels tels que la chimie quantique, la mécanique statistique, la
biologie, ou encore I'ingénierie financiére mais aussi certains autres (modeéles standards) qui pour-
raient étre traités comme des problémes hautement multidimensionnels.

Cependant, bien que la PGD ait été utilisée avec succés dans un grand nombre de domaines, de
nouveaux développements de la méthode restent d’actualité afin de mieux cerner son potentiel mais

aussi ses limites.
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2 Description de la méthode PGD

Présentons tout d’abord la Proper Generalized Decomposition (PGD) pour la résolution d’équations
aux dérivées partielles (EDP) dans un cadre général. Pour ce faire et afin de mieux appréhender la
stratégie de résolution mise en jeu lors de l'utilisation de la méthode PGD, la résolution d’une EDP
simple par la méthode des éléments finis classiques est tout d’abord présentée suivie de ’approche
PGD utilisant la méme discrétisation éléments finis. Cette comparaison permet de mettre en avant
la philosophie de la réduction dimensionnelle portée par la PGD dans un cadre général & 'aide

d’opérateurs simples.

2.1 Présentation et séparabilité

Cadre général
Premiérement, considérons 1’équation

oU (z,1)

S+ LU (1) = 0 (1.19)

ot U(z,t) est le champ inconnu défini de fagon générale pour tout point = € Q et pour tout temps
t, ce qui signifie qu’il peut étre scalaire ou vectoriel. Par souci de simplicité et sans perte de géné-
ralité on définit U(z,t) comme un champ scalaire. Dans le méme souci, on note par £(U(x,t)) un
opérateur linéaire quelconque défini seulement sur x. Dans I’équation précédente, le champ U(z,t)
est défini sur un espace & deux dimensions repéré par les variables x et ¢t. Par souci de clarté, on

omettra par la suite la dépendance de U en z et t.

Méthode des Eléments Finis :

Pour résoudre I’équation (1.19) dans une approche éléments finis classique, on discrétise le champ



20 I. Techniques de réduction dimensionnelle

U tel que
(1.20)

ot les N;(x) font référence aux fonctions de forme et U; les valeurs nodales (discrétes) du champ U
pour tout neeud ¢ = 1..p. Apres introduction du champ test U* qui s’écrit sous forme discréte de

facon analogue au champ U soit U* = N7 U *, la forme faible de I'équation (1.19) s’écrit

/QU* @[tj + E(U)) dz =0 (1.21)

En utilisant les formes discrétes de U et U*, I'équation précédente se réécrit

/(U*)T <§t (NNTU) + NE(NT)U> dz =0 (1.22)
Q
S01t

ga—%ngQ:o (1.23)
avec

M :/NNTda: et K :/NE(NT)da:
T Q T Q

Afin de résoudre I'équation (1.23) il est usuel de discrétiser le terme temporel avec un schéma issue

des différences finies tel que
ag Qt+1 _ Qt
ot At

(1.24)

L’utilisation d’un tel schéma permet de ne pas avoir & traiter la dimension temporelle comme
une dimension supplémentaire avec support de maillage mais suppose que les pas de temps soient

suffisamment faibles (que ce soit en schéma implicite ou explicite) afin de s’assurer de la convergence.

Méthode PGD :

Dans le cadre de la méthode PGD on souhaite écrire la solution sous forme séparée , c’est & dire
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que U s’écrive en une somme de produits de fonctions telle que
ny
Uz, t) =Y F,eG] (1.25)
i=1

ot I et G} sont des fonctions respectivement définies sur z et t. La méthode PGD est itérative
et ne nécessite pas de connaitre la solution a priori. A chaque itération 7 on évalue la précision
de la solution obtenue avec ’équation (1.25) et si cette précision est jugée insuffisante, un nouveau
produit de fonctions est ajouté et on répéte ce processus jusqu’a atteindre la précision désirée. Cet

algorithme est résumé dans 1’Algorithme 1.

Choix de e.

tant que Erreur > € faire
Calcul et ajout d’'un nouveau produit de fonctions F, ® G,

Erreur= Evaluation de Uerreur de la solution U
fin

Algorithme 1: Algorithme général pour la méthode PGD

La recherche de la solution sous forme séparée implique I’écriture sous forme séparée de 'opérateur.
Dans le cadre de la méthode PGD, la dimension temporelle n’est pas forcément distinguée des
autres dimensions. Ainsi le temps peut étre considéré comme une dimension supplémentaire (voir
[Ammar et al., 2007]) qui nécessite un maillage et un traitement équivalent aux autres dimensions.

L’équation 1.23 s’écrit alors sous forme séparée
(LN, + N\, ) U =0 (1.26)

avec les opérateurs temporels et spatiaux

N, = / N:NI'dt N, = / N,NT dz
Q

1
NT
Lt:/Nta Lodt ngz/Nchfdx
I t Q

0

Séparabilité de 'opérateur

Un des critéres majeurs concernant l'utilisation de la PGD concerne la séparabilité de I'opérateur,
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linéaire ou non, définissant 'EDP. Prenons par exemple ’équation définie par
LU, y, 2 t) =0 (1.27)

ol 'opérateur linéaire L est quelconque. Cette équation peut étre résolue avec la PGD s’il est

possible d’écrire I'opérateur sous forme séparée soit
nr
L= Li(z)®Li(y) ® Li(z) ® Li(t) (1.28)
i=1

ou toute autre forme séparée permettant d’exprimer ’opérateur comme une somme de produits de
fonctions.

Cependant la question de la séparabilité n’est pas triviale et il n’y a pas & notre connaissance
de critére(s) permettant de conclure a priori & la séparabilité d’une équation. D’autres analyses
mathématiques restent nécessaires pour répondre & cette question.

En pratique la plupart des équations aux dérivées partielles peuvent étre écrites sous forme séparée
et donc étre résolues par la méthode PGD. Cependant pour un méme probléme on peut trés souvent
choisir plusieurs types de séparation. Ainsi si nous choisissons de résoudre avec la PGD un probléme
défini & la fois sur un domaine spatial défini par z € €2, et sur un domaine temporel t € I, il existe

trois facon de résoudre ce probléme :

1. Premiérement d’effectuer une décomposition spatio-temporelle telle que la solution s’écrive

sous la forme

U(z,t)=Y F, @G (1.29)

Si cette décomposition est trés souvent la plus simple a réaliser, elle peut devenir problématique
lorsque le nombre de degré de liberté augmente dans 2. En effet dans ce cas on doit résoudre

un probléeme de grande taille & chaque enrichissement de la base de produits de fonctions.

2. Pour s’affranchir du probléme posé par la précédente décomposition, on peut choisir de décom-

poser le probléme sur chacune des variables de x et sur le temps. Dans le cas ou z = (z, y)T

U(z,t)=Y F. oG oH (1.30)
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Bien que cette décomposition ait pour avantage de ne traiter que d’espaces & une dimen-
sion, en pratique elle augmente significativement le nombre d’enrichissements nécessaires a la
convergence comme on peut le voir sur la Fig. 1.2 publiée par [Ammar, 2010] ot un méme
probléme de diffusion pure instationnaire est résolu & la fois avec une décomposition 3 x 1D

et une décomposition spatio-temporelle.

T

10 . -
w\? ——2D en espace et 1D en temps

\&N —=—3 sous-espaces 1D
‘o
1

10 \S&E.E :

N

Erreur
<)
e
ff

107k &? 4

10' 1 1 1 1

Itération

F1aure 1.2 — Comparaison publiée par [Ammar, 2010] des courbes de convergence pour le méme
probléme en fonction de la décomposition utilisée.

3. Finalement il est possible d’utiliser une approche incrémentale en temps et d’effectuer une
séparation & chaque pas de temps n’impliquant que les variables spatiales. Dans le cas ol
T
z = (z,y)

Ul(z)=) F.®G| (1.31)

L’approche temporelle ainsi considérée est la méme que celle utilisée dans la méthode des

éléments finis classiques.

2.2 Cadre général et stratégies de résolution

Comme nous l’avons vu précédemment, I'idée principale de la PGD réside dans la représentation
sous forme séparée des inconnues du probléme. Dans la section qui suit nous présentons la PGD dans

un cadre plus général pour tout probléme multidimensionnel et quelle que soit la séparation choisie.
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Soit Q = Q1 x Qo+ x Qp un espace multidimensionnel défini par les coordonnées x1, 9, - ,ZTp
appartenant respectivement a 2 = €y x Qo--- X Qp . Notons que chaque sous espace n’est pas
nécessairement unidimensionnel. Nous cherchons la solution w(z1,z9, - ,zp) solution du systéme
linéaire

au="> (1.32)

Ce systeme peut s’écrire sous forme discréte

AU =B (1.33)

Le probléme est défini sur un espace de dimension D et en supposant qu’il peut étre écrit sous forme

séparée, il vient :

nA
A=Y AlwALe---A)
i=1
ny
U=>»» UiolUie---UH
i—1 (1.34)
np
B=) Bi®Bio-- B
=1

La représentation séparée de A et B est directement issue des opérateurs que ’on retrouve dans la

formulation faible de I’équation (1.33)

ut AU =u'B (1.35)

et qui nécessite I'introduction du champ test U*.
De nombreuses stratégies peuvent étre utilisées pour résoudre un probléme en utilisant la méthode
PGD. Dans la section qui suit nous allons développer certaines d’entre elles qui nous paraissent

intéressantes pour une meilleure compréhension de la PGD en vue de son amélioration.
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2.2.a PGD progressive pondérée

Cette stratégie de résolution est actuellement celle qui est la plus utilisée car c’est celle qui présente
le meilleur compromis en termes d’efficacité et d’optimalité. Le terme "progressif" vient du fait qu’a
chaque itération on enrichit la base de produits de fonctions avec un seul nouveau produit. Ainsi
a 'itération n, les vecteurs @;, Vi < n et Vj < D sont supposés connus. Nous cherchons alors un

enrichissement tel que

ny
U=> Ui eUp+R, @0 Rp (1.36)
i=1
ou R,,¢=1,...,D, sont les vecteurs d’enrichissement inconnus. Les U, sont enrichis progressive-

ment , 'un aprés 'autre, les fonctions précédentes n’étant jamais recalculées.
Cependant, afin garantir Uoptimalité au sens de Galerkin de la base de fonctions obtenue a ’aide
de la méthode PGD, il faut imposer lors de chaque enrichissement que le nouveau produit soit

orthogonal au résidu de 1’équation
(AU, Uj) = (B, Uj) (1.37)

Vi = 1.ny et 7 = 1..D avec (,) le produit scalaire. Ainsi cela consiste & normaliser les fonctions
calculées et & ajouter par le biais d'une projection des coefficients de pondération. La solution

recherchée s’écrit alors sous la forme
U= a;Ui® U - U (1.38)
i=1

Une fois la base enrichie d’un nouveau produit de fonctions, les fonctions obtenues sont normalisées
par rapport & la norme L? de ces méme fonctions, puis chacun des produits de fonctions UielUs®

.-+ U’ est pondéré par un coefficient «; qui est obtenu en résolvant le systéme suivant :

<A<ZaiUi®Ué®~-%>,U’f®U’§®---U’73>—<B,U§®U§®---U’5> (1.39)

avec 1 < k < n,.

Ainsi les coefficients sont recalculés & toutes les itérations, mais la taille du systéme a résoudre est
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définie par le nombre de fonctions n,,, généralement faible 4 ce qui rend cette opération peu cotteuse.

Illustration dans un cas général de la PGD P

Supposons que le champ test s’écrit de la maniére suivante :
U=RIORy® - ®Rp+---+R®---®Rp_;®R}p (1.40)

En introduisant I’approximation enrichie (Eq. (1.36)) dans la formulation faible (Eq. (1.35)), il vient

la forme discréte :

na ny naA nuy
I RNTA U@ @(Rp) ALUL +4+> > (R AU -2 (R} ALUT,
=1 j=1 =1 j=1
nA ) na
STRNT AU @0 (Rp) AU+ 4+ (RYT AU w0 ® (R} ALUL =
i=1 =1
nB )
S (R Bio- @ (Rp) Bh+-+(R) Bl & (R)) B))
=1
(1.41)
qui peut se réécrire sous forme plus compacte
na D ny mnA ' D ‘ ng D
| RITATR [I REARR, |+ > [aiRTATUS [ REARUG | =) | RF7BS [ RIB
k=1 h=1 1=1 k=1 h=1 k=1 h=1
h#j h#j h#j
R;"KR, R;TV R;"F
(1.42)
ou encore
KR;+V =F (1.43)

La résolution de ce systéme, fortement non linéaire, est réalisée grace & un algorithme de linéarisation
de point fixe & directions alternées : a chaque itération la fonction R ; est calculée, considérant les
autres connues. La convergence est considérée atteinte a l'itération k lorsque || R ;‘3 -R ?71” A, J=

1..D est inférieure & un certain critére d’arrét e.

4. En pratique le nombre d’enrichissements dépasse rarement les quelques dizaines.
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La convergence globale est considérée atteinte lorsque ’erreur

Err = || AU — B|2 (I.44)

est inférieure a €, qui est le critére d’arrét global. La détermination du critére d’arrét global dépend
fortement du probléme étudié et donc de la convergence de la solution obtenue. En terme de mini-
misation, la formulation variationnelle suivante est équivalente & la minimisation de la fonctionnelle
suivante

JU) =U-ABAU - ATB)
(1.45)

= |t — A7'Bla
Dans le cas ou A est un opérateur symétrique la convergence est garantie, dans le cas contraire
(opérateur non symétrique du type bilinéaire hyperbolique), la convergence du point fixe est dimi-
nuée et on assiste & une perte d’optimalité par rapport au nombre d’enrichissements de produits de
fonctions nécessaires. Afin de se prévenir de ce probléme il est nécessaire de construire un nouvel

opérateur préconditionné et une nouvelle fonctionnelle & minimiser :

JU) = U = A7'B| 47 4
=U—-ABATAU - A7'B) (1.46)

= [lAU — B2

Dans ce cas le nouveau probléme a résoudre s’écrit :

AT AU = ATB (1.47)

Dans la suite nous nous référerons a la PGD progressive pondérée non symétrisée et symétrisée
respectivement par PGD P et PGD PS.

En appelant 7 ’application permettant d’obtenir les nouvelles fonctions R, correspond a la réso-
lution du systéme (1.43), algorithme suivant résume la stratégie utilisée pour la PGD progressive
pondérée.

PGD Progressive pondérée orthogonale
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Données : Opérateur A, second membre B
cas ou algorithme — PGD PS, A= AT A et B=ATB
tant que (m < My, et Err, > €) faire
Initialisation de R ; (génération aléatoire)
tant que (k < kpar et Errg > €;) faire
pour (i =1 a D) faire
| Calculde R; =T(R,), k=[1,i—1U[i+1,D]
fin
Evaluation de lerreur Erry,
fin
Normalisation des fonctions R;

i=1lm i=1,m—1

Calcul des coefficients de pondération «;
Evaluation de erreur Erryy,

fin

Algorithme 2: Algorithme général pour la méthode PGD progressive pondérée (PGD P et
PGD PS).

On recherche la meilleure optimalité possible quant & la base de produits de fonctions obtenue;
or 'orthogonalité des fonctions entre elles est un élément essentiel. C’est pourquoi nous proposons
d’ajouter une condition d’orthogonalité pour chaque nouvelle fonction calculée avec ’algorithme
PGD PS (PGD progressive pondérée). La condition d’orthogonalité, qui implique que le nouveau

produit de fonctions soit orthogonal & ceux précédemment calculés, s’écrit & I'enrichissement m
(F'e--@FB,Fi®--®@Fp) =0 (1.48)

1=1.m— 1.

Or en utilisant les propriétés du produit scalaire, I’équation (1.48) se réécrit
(F", F{) ®---® (FB,FpH) =0 (1.49)

1 = 1..m — 1, et donc qu’au moins un produit <E;”, E;> =0, j = 1..D. Dans ce cas 'algorithme
de la méthode est identique & celui de la PGD PS (Algorithme 2), ou I'application 7 contient
une condition supplémentaire telle que la nouvelle fonction soit orthogonale & celles précédemment
calculées sur le méme sous-espace. Cette condition est appliquée a l’aide des multiplicateurs de

Lagrange. Cette stratégie est appelée PGD PS*.
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2.2.b PGD avec mise a jour

Dans les stratégies précédemment décrites (PGD P, PS et PS*), les fonctions sont calculées progres-
sivement & chaque enrichissement. Afin de garantir orthogonalité, et ainsi améliorer 'optimalité

de la base de fonctions obtenue, on propose de mettre & jour toutes les fonctions a chaque itération.

PGD avec Mise a jour itérative (PGD M)
La premiére solution pour mettre a jour toutes les fonctions consiste & recalculer chacune des
fonctions de chaque sous-espace en considérant les autres fonctions connues. L’ Algorithme 3 résume

cette stratégie qui est dénommée PGD M.

tant que (m < Mgy et Errp, > ex) faire
Initialisation de R;zllg (génération aléatoire)
tant que (k < koo et Errg > ¢) faire
pour (d =1 a D) faire
pour (np =1 a m) faire
| Calcul de R})® =T(R%_, p),i=1,msij+#dsinoni=[l,d—1]U[d+1,m]
fin
fin
Evaluation de Verreur Erry,

fin
Normalisation des fonctions K;
i=1lm _ i=1m
U,ip=R;5p
Calcul des coefficients de pondération «;
Evaluation de 'erreur Erry,

fin
Algorithme 3: Algorithme général pour la méthode PGD avec Mise a jour PGD M.

PGD avec Mise a jour orthogonale (PGD M*)

La PGD M* est une variante de la précédente stratégie, qui correspond a la PGD M agrémentée
d’une condition d’orthogonalité appliquée & 1’aide des multiplicateurs de Lagrange dans ’applica-
tion T de I’Alg. 3, garantissant que chaque fonction est orthogonale & celles précédemment définies

sur le méme sous-espace.

PGD avec Mise a jour Simultanée (PGD MS)
La PGD MS implique une mise a jour simultanée de toutes les fonctions pour chaque sous espace.

Une fois initialisée toutes les fonctions, on résout un systéme qui permet d’obtenir toutes les fonctions
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appar

les résultats obtenus sur chaque sous-espace. La convergence étant plus délicate & atteindre, et pour

éviter

fixé a

tenant au méme sous-espace. Un algorithme de point fixe est ensuite utilisé pour faire converger

tout risque de divergence, on relaxe partiellement le point fixe avec un paramétre de relaxation

0.5. L’algorithme 4 décrit la stratégie PGD MS.

tant que (m < My, et Err,, > €) faire

R . =1 ., . . -
Initialisation de R;Zl’g (génération aléatoire)

tant que (k < kpax et Erry > €;) faire
pour (d =1 a D) faire ‘

| Calculde (R, R) =T(R;™)
fin

R =w(RDi + (1 - w) (R

Evaluation de ’erreur Erry,

fin
Normalisation des fonctions K}
i=1lm i=1m
@j:LD = Kj:LD
Calcul des coefficients de pondération «;
Evaluation de erreur Err,,

fin

Algorithme 4: Algorithme général pour la méthode PGD avec Mise a jour Simultanée PGD

MS.

Remarque :

La mise & jour de toutes les fonctions & chaque itération est un processus qui s’avére

trés couteux particuliérement si les sous-espaces ne sont pas unidimensionnels. En effet

dans le cadre de la PGD M, le nombre d’enrichissement réellement effectué a l'itération
m

m et Zn et pour la PGD MS, la taille du systéme & résoudre augmente de l'ordre

de m27.L:];ans [Nouy, 2010] il est proposé de n’utiliser ces stratégies que dans le cadre

d’une décomposition spatio-temporelle et de ne mettre a jour que ’espace temporel (de

dimension 1).

2.2.c Synthése des différentes stratégies pour la méthode PGD

Dans

adopt

le tableau 1.1 sont résumées les différentes stratégies décrites dans les précédentes sections

ées pour la méthode PGD.
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PGD P PGD PS et PGD PS*

1. A=ATAet B=ATB

1. Initialisation de R ;_; p) 2. Initialisation de R ;_; p

2. Point fixe R,y p =T (Rkl D) 3. Point fixe R;_; p =T <R£;17D>
b k " ]
3. U +R® - ® R# Si PGD PS*, ajout d’une condition
. m — Um—1 IR e Rp

d’orthogonalité dans T
4.Z/{m: m—1+R1®"‘®KD

jusqu’a convergence jusqu’a convergence

PGD M et PGD M* PGD MS

1. A=ATAet B=A"B

e 1. . i=1,m
2. Initialisation de R ;_y"p

1. A=ATAet B=A"B

3. Point fixe 2. Initialisation de Rj

RiZIp = T (RIZype#dsivoni#n) 3. Point fixe o

Si PGD M*, ajout d’une condition d’or- (Rig—1prr s Rgtip) = T(R#d’ )

thogonalité dans T 4. Up=Ri® - - 9RL+ - +RI'® --®
4. Up=Ri® - @Rp+  +R'® --® R

Rm

R p

jusqu’a convergence jusqu’a convergence

TABLE .1 — Synthése des différentes stratégies adoptées pour la méthode PGD.

2.3 lllustration de I'utilisation de la PGD : résolution de I’équation de la chaleur

Dans ce qui suit nous illustrons la construction de la PGD en considérant un probléme simple

d’équation de la chaleur :
ou(z,t)

5 EAu(z,t)— f=0 (1.50)

ol u, solution de I’équation (I1.50), est définie & la fois sur I'espace physique x et temporel ¢. Chaque
point de 'espace physique est repéré par le vecteur z. De plus (z,t) € Q X 4 et par souci de
clarté, le terme source et la conductivité sont supposés constant (k = cte et f = cte).

Nous choisissons de fagon arbitraire de séparer la solution recherchée en fonction des espaces de

différentes "natures" : espace physique et espace temporel. La solution de I'équation (1.50) sous
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forme séparée pour une certaine erreur € s’écrit
N
U(z,t)=> U, o U; (151)
i=1

ol N est le nombre de produits de fonction et U®, et @i sont les représentations discrétes (nodales)

des fonctions normalisées définies respectivement sur Q et ;.

Enrichissement de la base de produits de fonctions

On considére connue U, approximation de u a 'itération n :
U'(z,t)=> U, o Uj (1.52)

Nous souhaitons enrichir la base de produit de fonction avec les nouvelles fonctions Q’;‘H et @?H,

notées R , et R, en vue d’alléger la notation. L’approximation a l'itération n + 1 s’écrit

UMD (z,t) = (Z U% ® Ui) +R,®R, (1.53)
=1

Comme nous I'avons vu dans la section précédente, la détermination des fonctions R , et R, induit
la résolution d’un probléme fortement non linéaire. Nous choisissons la méme stratégie que dans la
PGD P, c’est & dire de linéariser le systéme par la méthode du point fixe & directions alternées. Cela
consiste a calculer un nouveau R , en supposant R, connu de l'itération précédente. Une fois mis
a jour le nouveau R ., un nouveau R, est calculé et mis a jour. La procédure est répétée jusqu’a
convergence, c’est a dire jusqu’a ce que la différence entre les nouvelles fonctions mises & jour et les
anciennes soient inférieures a l’erreur définie par 'utilisateur.Par souci de clarté, on omettra par la
suite la dépendance en (z,t) de U.

La forme faible de I’équation (1.50) s’écrit

/ u* <au — kAU — f) da dt =0 (1.54)
QX ot

ol

Uz( UQ®Ui>+Rm®Rt (L55)
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et U* est le champ test associé.
Calcul de R P partir de R,
Dans ce cas la fonction test U™ s’écrit :
U(z,t,k) =R, @ R, (1.56)
En introduisant (1.55) et (1.56) dans (1.54) il vient
* 6Kt
(R ®R)® (R, ® —k-AR, @R, — f)dzdt=
e SO B (L57)
—/ (R @ Ry) @R"dx dt
QXQt B
ot R™ définit le résidu a l'itération n qui s’écrit
R”:Zn:tui ®8M—k§:AUi @ Ul-f (1.58)
i=1 s ot i=1 T

Maintenant, puisque nous connaissons tous les fonctions impliquant le temps, nous pouvons intégrer

les termes de ’équation (1.57) dans Q.

En prenant en compte les notations suivantes :

Tl—/RI®RId9€ 31:/ R,® R,dt
P ) 8 dR
ng/RxGE)ARwdx 82:/ Rt®d7;tdt

Q Q4
T3:/Rxd$ 832/ R, dt
Q - Q4 .
. dU?
riz/Rx@)Aledx 54:/ R, ® C%tdt
Q Qy
réz/Rw@)U;dm sgz/ R,® Ujdt
L Q Qq _

(1.59)
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et en intégrant sur €, ’équation (I.57) devient

1R

[Rie(mor, —se (e AR,)d
R . .

—/ R% ® <ng®uﬂ—ng®(k-AUi)—53-f> da
Q i=1 i=1
(1.60)

L’équation (1.60) définit un probléme aux limites stationnaire elliptique qui peut étre résolu dans
le cadre de techniques de discrétisation (éléments finis, volumes finis, ...). En dehors des techniques

variationnelles on peut résoudre directement :

$50R, —s1® (k- AR ) =— <Zsi® Ui, = > sio(k-AUY,) —33.f> (1.61)
=1 =1

Calcul de R, a partir de R

z

Dans ce cas la fonction test U* s’écrit
U(z,t,k) =R, ® Ry (1.62)

et la forme faible

(1.63)

qui aprés intégration sur ) et en prenant en compte les notation de (1.59), s’écrit

* OR, * - i o} - i
(1.64)

La formulation de forte de I’équation (1.64) est

OR oooul & ;
7‘1®8tt—k‘-rz®Rt:—<;r5- (,%t—gkr-m—rg-f) (1.65)

Cette équation peut étre résolue en utilisant les différences finies décentrées amont, ou un schéma
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de Runge-Kutta d’ordre supérieur, entre autres.

3 Algorithme de résolution de la PGD : optimalité et vitesse de

convergence

Dans la section précédente nous avons présenté différents algorithmes PGD pour la résolution de
systémes linéaires sous forme séparée. Tous ces algorithmes présentent la méme stratégie des direc-
tions alternées pour la résolution du systéme non-linéaire lors de 1’enrichissement de nouvelles bases
de produits de fonctions. Si d’autres stratégies de linéarisation peuvent étre envisagées (comme
par exemple une procédure de linéarisation du type Newton-Raphson - NR), le point fixe a direc-
tions alternées a pour avantage d’étre faiblement sensible a U'initialisation des produits de fonctions
(contrairement a la stratégie NR) et l'intense utilisation dans la littérature de la PGD avec cette
stratégie a prouvée son efficacité. Il a de plus été prouvé dans [Ammar et al., 2010b| que la solution
du probléme obtenue par PGD convergeait toujours vers la solution du modéle complet. D’autre
part, les recherches menées par [Ammar et al., 2010a] montrent que le résidu du probléme n’est
pas le meilleur critére d’un point de vue mécanique permettant de caractériser la convergence de
la méthode. En effet il peut étre plus judicieux de définir un nouvel estimateur d’erreur basé sur
la solution du probléme dual. Cependant cette stratégie n’améliore pas 'optimalité globale de la
méthode puisque le meilleur estimateur d’erreur reste, d’un point de vue strictement mathématique,
le résidu du probléme.

Dans la suite de cette section nous présentons des résultats permettant de mieux comprendre le
lien entre les différents algorithmes dans le cadre de la recherche de 'amélioration de I'optimalité
de la base des produits de fonctions. Nous nous sommes tout d’abord intéressé & I'influence du
conditionnement sur la convergence de la méthode. Sans prétendre mener une étude compléte de
I'influence du conditionnement et de l'utilisation de préconditionneur, nous avons cherché & établir
(s'il existe) un lien direct entre conditionnement de l'opérateur et convergence. Ensuite nous nous
sommes intéressés a la méthode PGD, en utilisant les différentes stratégies d’enrichissement de la
base de produits de fonctions. La comparaison avec les résultats issus de la POD, qui peuvent étre
considérés comme optimaux, est ainsi un moyen d’évaluation de I’optimalité de chaque méthode. La

PGD "classique" (PGD P et PGD PS), telle que définie dans les sections précédentes est comparée
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avec des versions bien plus cotliteuses (en termes de temps de calcul et de mémoire) ou toutes les
fonctions sont recalculées a chaque enrichissement (PGD M, PGD M* et PGD MS). Ces stratégies
sont aussi comparées aux résultats issus de la POD, obtenus a ’aide de la décomposition en valeurs
singuliéres. Nous nous proposons d’évaluer 'impact de chaque stratégie sur 'optimalité de la base
obtenue pour plusieurs cas test :

— un cas de diffusion pure instationnaire,

— un cas de convection-diffusion instationnaire,

— un probléme symplectique dont la solution présente la particularité de pouvoir étre exactement

décomposée a 1'aide de deux produits de fonctions (rang de séparation de 2).

3.1 Influence du conditionnement du systéme

Lors de la résolution (directe ou itérative) d’un systéme linéaire, la convergence vers la solution

dépend de plusieurs facteurs. Tout d’abord, considérons le probléme suivant : trouver = tel que

F(z,d) =0 (1.66)

ou d est I’ensemble des données dont dépend la solution et F' est une relation fonctionnelle entre x
et d. Selon la nature du probléme qui est présenté en (1.66), les variables peuvent étre des nombres
réels, des tenseurs, des fonctions, etc. Le probléme (I1.66) est dit bien posé, ou stable, si la solution x
existe, est unique et dépend continument des données d. Or, dans le cas contraire, on ne peut espérer
qu’une méthode numérique traite les instabilités d’un probléme mal posé ou instable [Quarteroni
et al., 2004], et il faut s’assurer avant tout de la stabilité du probléme. Dans la suite, nous ne
considérons que des problémes bien posés.

Cependant, méme dans le cas ol le probléme est bien posé, un paramétre important & prendre en
compte lors de la résolution d’un systéme linéaire du type A x = B, est le conditionnement de
I'opérateur A. Par exemple il est a été montré dans [Allaire, 2007] que les méthodes de résolution
itératives du gradient simple et du gradient conjugué convergent respectivement en fonction du
conditionnement de 'opérateur A : plus le conditionnement est faible et plus la convergence est
accélérée. Puisque la vitesse de convergence dépend du conditionnement de la matrice A, il est alors

judicieux de préconditionner la matrice A en multipliant le systéme A x = B par une matrice P



3. Algorithme de résolution de la PGD : optimalité et vitesse de convergence 37

tel que le conditionnement du produit P A soit inférieur & celui de A . Ce raisonnement est appliqué
a la PGD. Dans cette section nous faisons un bref rappel sur le conditionnement et présentons des

résultats de l'influence du conditionnement sur la convergence de la méthode PGD.

3.1.a Conditionnement : définition et rappel

Le conditionnement mesure I'influence des erreurs d’arrondi sur la solution d’un probléme donné. Il

est mis en évidence par une légére perturbation des données initiales. C’est une notion générale qui
) . - . ) . S . . )

s’applique aussi bien aux racines d’'un polynéme vis-a-vis de la variation de ses coefficients qu’aux

valeurs propres ou vecteurs propres d’'une matrice vis-a-vis de la perturbation de ses éléments.

Exemple

Soit un systéme linéaire A x = B ot la matrice A est définie par

7 1 11 10
2 6 5 2
A= (1.67)
8§ 11 3 8
6 9 3 6
et le second membre B par
29
15
B = (1.68)
30
24
Ce systeme a pour solution
1
1
T = (1.69)
1
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Si on substitue au second membre B le second membre perturbé B’ défini par

0.1 29.1
, ~0.1 14.9
B'= B+ = (1.70)
0.1 30.1
~0.1 23.9

la solution z’ du systéme correspondant est donnée par

6.222

, 1 0.133

x = é B~ (1.71)
1.633

—3.256

L’introduction d’une erreur relative de 0.004 dans B génére une erreur relative de la solution de
Pordre de 3.4108 soit environ 860 I’erreur relative du second membre. Ce nombre est du méme ordre
que le conditionnement de la matrice A : 1425.

Définition

D’un point de vu algébrique (voir [Jedrzejewski, 2005]) le conditionnement est défini en étudiant les

perturbations d'un systéme linéaire classique A z = B ou A est une matrice inversible, tel que
(é+6é)(g+5m):§+63 (1.72)
1) é et 0 B sont alors les perturbations dues aux erreurs d’arrondi et d x l'erreur commise sur la

résolution du systéme linéaire.

=-B-0Az+B+4dB (L.73)
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Si la matrice (I + A7'6 A) est inversible, alors

Sz =(L+AA)A (0B ~0AATB) (174)
D’oil la majoration
162 = TATHE (0Bl AlIIA BII) (175)
(L+TAI0AL
avec || - || une norme choisie.
B
Comme [|A™' B = ||z | > “ A ” on a une majoration de Ierreur relative
5 A B JA
HH ;:”n SA) (”u L HH . H” AHH) (176)
2l sy =
: _ T [0A]l
si la constante k(A) = || A A7 vérifie K(A) A <1
On appelle conditionnement de A le nombre
K(A)=AIIA™ (L.77)

dépendant du choix de la norme. Il y a ainsi autant de définitions de conditionnement que de normes

matricielles :

1-norme ou norme L!
La norme standard appelée I-norme est définie par le maximum de la somme des modules

des éléments d’une ligne soit :
IAlL = supd_ |Ayj] (1.78)
b

2-norme ou norme L>
Soit p(A) le rayon spectral de A, c’est & dire le plus grand des modules des valeurs propres

de A, la 2-norme est définie par

|Allz = \/p(A4%) = /p(A"4) (1.79)
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avec A™ la matrice adjointe (transposée conjuguée) de A 3

Norme de Frobenius (ou norme euclidienne)
La norme de Frobenius, appelée norme euclidienne dans le cas d’'une matrice complexe, est
définie par

(1.80)

Dans la suite nous utiliserons la norme L? pour caractériser le conditionnement de 'opérateur A.

Le conditionnement utilisant cette norme a les propriétés suivantes :
1. Le conditionnement est un nombre positif.
2. Le conditionnement de la matrice ne varie par lorsqu’on multiplie la matrice par un scalaire.

3. Le conditionnement est invariant par transformation unitaire. Pour toute matrice unitaire U ,
on a

condy(A U) = condz(U A) = condz(A) (1.81)

4. Dans le cas d’'une matrice symétrique réelle définie positive le conditionnement est donnée par

A
la formule conda( A) = T8 61 Mmaz €t Amin sont respectivement la plus grande et la plus

- min

faible des valeurs propres de A .

3.1.b Préconditionnement de la méthode PGD

La PGD est une méthode de résolution itérative de systéme linéaire et l'idée est d’améliorer la
vitesse de convergence de la méthode en préconditionnant le systéme, c’est & dire en multipliant
I'opérateur et le second membre par un terme de maniére & baisser le conditionnement du systéme.
Cependant contrairement aux méthodes classiques de résolution itératives de systéme linéaire, il
n’y a pas de lien formellement établi entre le conditionnement et la vitesse de convergence de la
méthode PGD. D’autre part nous avons constaté en pratique que dans la majorité des problémes
traités avec la méthode de la PGD itérative, la convergence est trés nettement ameéliorée par la

symétrisation du systéme, c’est & dire que la convergence lors de la résolution du systéme défini par

AU =B (1.82)

5. Dans le cas ot A est une matrice réelle, é* est équivalent & la matrice transposéeéT.
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est améliorée si on résout le systéme équivalent défini par

AT AU = AT B (1.83)

Ce premier préconditionnement du systéme, aussi performant soit-il ne garantit pas l'obtention
d’une base de fonctions optimale. D’autre part, 1'utilisation de Popérateur A7 pour précondition-
ner le systeme (I.82) augmente singuliérement le conditionnement du systéme final si 'opérateur
initial est mal conditionné [Quarteroni et al., 2004]. Dans la suite de cette section nous essayons de
déterminer s’il existe un lien direct entre conditionnement et convergence de la méthode qu’elle soit
préconditionnée (PGD PS) ou non (PGD P).

Pour mesurer 'influence du préconditionnement sur ’optimalité de la base de fonctions obtenue
par la méthode PGD nous résolvons une méme équation différentielle préconditionnée par un grand
nombre de préconditionneurs générés aléatoirement. Le préconditionneur est défini sur chaque sous

espace de dimension 1 tel que le systéme linéaire préconditionné s’écrive :

PAU = PB

avec

On choisit de n’utiliser que des préconditionneurs diagonaux et tridiagonaux qui ont pour avantage

d’étre aisément définis. Afin d’augmenter au maximum l'impact du préconditionneur P, sur le

conditionnement celui-ci est défini dans le cas diagonal par

IS
I
-
_|_
=

(1.84)
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et dans le cas tridiagonal par

™ 1 0 0 n" (n—1)" 0 0
U L 0 (n=1" (n=1)" n=2" - 0

P,=r| |t _ . (1.85)
0 0 - (m—1)" n~ 0 0 S L

ot i=1..3, n est le nombre d’inconnues dans la dimension considérée, r € [0, 1] est un chiffre aléatoire
défini suivant la loi normale, chaque r étant un nouveau nombre aléatoire.

Nous évaluons I'influence du préconditionnement en comparant I'erreur & nombre d’itération fixe
par rapport au conditionnement du systéme. L’utilisation de I’erreur comme estimateur de la vitesse
de convergence de la méthode est tout fait pertinente en comparant Ierreur obtenue du systéme
préconditionné & 'erreur du probléme non préconditionné et & nombre d’itérations égal. Dans la
suite on choisit d’évaluer 'erreur aprés 5 et 10 itérations pour des systémes préconditionnés avec

P, diagonal ou tridiagonal et en utilisant la stratégie PGD P et PGD PS.

Remarque :

Le conditionnement de A est obtenu par
condgA=condy (A]® - @ Ap+-+ AT @ @ A'}) (1.86)
et celui du 'opérateur préconditionné par
condy(PA) =condy (P1A]® - @ PpAp+-+ P AT ® - @ PpA) (1.87)

ou D est le nombre de sous-espaces et n4 le nombre de produits définissant ’opérateur

A qui est issu de la discrétisation de la forme faible de I’équation du probléme.
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3.2 Equation de diffusion pure instationnaire

Nous considérons le cas stationnaire de diffusion pure suivant, défini V(¢, z) € Q x gy avec

z = (z,y)", Q = (0,1) et Quy = (0,1) x (0,1) :

ou 0u

a — M@ = f sur Qt X Qxy (188)
u = 0 sur O (1.89)
u = 0sur 08y (1.90)

avec f=4det u=1.

L’espace temporel est maillé & ’aide de 100 éléments unidimensionnels linéaires & deux nceuds alors
que l'espace physique est maillé avec 625 éléments & 4 nceuds.

L’équation précédente est alors écrite sous forme discréte en utilisant une approximation par élé-
ment finis sur chaque espace. Pour ce faire on introduit les vecteurs N et M qui contiennent les

fonctions de forme associées respectivement a I'espace €Y et g,,.

Remarque :

Sur D'espace temporel seul un terme de convection est défini. Or il est connu qu’avec
la. méthode des éléments finis, les calculs deviennent instables lorsque la convection est
prépondérante par rapport a la diffusion. Une stabilisation est nécessaire et on utilise
alors un décentrement dans la direction amont du flux de convection pour stabiliser
I’équation avec une technique SUPG. Cette technique initialement proposée par [Brooks
et Hughes, 1982| permet d’obtenir une valeur optimale de décentrement pour les espaces
unidimensionnels et consiste & ajouter & 1’équation un terme de diffusion afin de com-
penser l'instabilité de la discrétisation du terme de convection. Dans le cadre de cette

stabilisation le champ test du terme de convection est modifié tel que :

u=NTU (1.91)

ou
Bh dN

N=N+_—-" 1.92
+2dt (1.92)
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h est la taille caractéristique des éléments du maillage et 8 est le coefficient de décen-

trement donné par

8 = coth(Pe) — Pie (1.93)

avec Pe le nombre de Péclet défini par

h
pe = el (1.94)
21
c le coefficient de convection , et u le coeflicient de diffusion.
Finalement la forme discréte nécessite 'introduction des matrices suivantes :
dNT
Al= | N— at Al = MM dz
— o dt — sz
dM dM T
Al = NNT gt Ag_u/“ dz
- Q, - Q dx d Xz
et
B}:'/2th Bl= / oM d z
Qy Qccy
La forme discréte s’écrit finalement
AU =B (1.95)
avec
A=A1®@ A+ AT® A3 (1.96)
et
B=Ble B} (1.97)

La figure 1.3 représente la solution recherchée sur €2, pour différents ¢. Cette solution est la solution
exacte du probléme définie par I’équation (I.88) et obtenue en résolvant le systeme (1.95), tel que

U=A"'B.
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OO E [

F1GURE 1.3 — Solution de référence u(t) aux instants ¢t = i/5, pour i = 0 (gauche) a i = 5 (droite).

La figure 1.4 présente l'erreur en fonction du nombre d’enrichissement pour la POD, ainsi que les
différentes stratégies de la méthode PGD définies section 2.2. La méthode POD (équivalente ici a
une SVD espace temps) est considérée comme la plus optimale et sert donc de référence par rapport
aux résultats PGD obtenus. La PGD Progressive pondérée non symétrisée converge légérement
plus vite que la PGD PS. En outre I’ajout de la condition d’orthogonalité pour la PGD PS* affecte
négativement la convergence puisque la méthode ne converge quasiment pas : cette condition semble
bloquer la méthode. Dans les stratégies avec mise & jour on remarque que la PGD M ne donne pas
de trés bons résultats : Uerreur aprés 8 itération est de 'ordre de 107%, a peine mieux que la PGD
PS, et équivalent a la PDG P, contre 1071° pour la POD. La PGD M* et la PGD MS, quant a elles,
convergent au méme rythme que la POD avant d’atteindre un plateau de 'ordre du critére d’erreur

€ choisi lors de la stratégie du point fixe.

Erreur

PGD P
PGD PS
15 | —PGD PS*
——POD
—<—PGDM
——PGDM’
...... ¥ - PGD MS

1 2 3 4 5 6 7 8

FIGURE 1.4 — Convergence des différentes stratégies de la méthode PGD.
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En effet, si ’on réduit le critére a ¢, = 5- 10710 la convergence est améliorée pour la PGD M* et la

PGD MS comme on peut le voir sur la Fig. L.5.

107
10?
10°
5
o
TR
10
—+—PQOD
||~ PGDM
10 F
—+--PGD MS
S| PGDM
10 1 2 3 4 = [ 7 8

FIGURE 1.5 — Convergence des différentes stratégies avec mise a jour pour e =5 - 10710,

Aussi dans le cas des mises & jour non simultanées 'ajout de la condition d’orthogonalité permet
d’obtenir une base de produits de fonctions optimale. La PGD MS ne nécessite pas une telle condition
pour trouver automatiquement la base optimale. En terme de convergence du point fixe, 'ajout de
la condition d’orthogonalité pour la stratégie PGD M* permet de réduire de plusieurs centaines
d’itérations a quelques dizaines. La PGD MS, malgré l'utilisation d’'un paramétre de relaxation
important (le parameétre de relaxation utilisé tout aux long du chapitre est a« = 0.5), converge aussi
en quelques itérations mais le coilit en temps de calcul de chaque itération est bien plus important
que dans le cadre de la PGD M*.

Les figures 1.6 & 1.8 présentent les 5 premiers enrichissements sur chaque sous espace et pour les

méthodes PGD P, PGD PS et POD.
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I

a

FIGURE 1.6 - PGD P - Modes U! (au-dessus) et U% (en-dessous) pour i=1 a 5. I’ordre des modes
est décroissant de gauche a droite.

-0.00

r
TQ

FIGURE 1.7 - PGD PS - Modes U! (au-dessus) et U} (en-dessous) pour i=1 a 5. L’ordre des modes
est décroissant de gauche a droite.

0.008f

-0.008
-0.015]

FIGURE 1.8 — POD - Modes U! (au-dessus) et U} (en-dessous) pour i=1 a 5. L’ordre des modes
est décroissant de gauche a droite.

Les stratégies PGD avec mise & jour de toutes les fonctions & chaque enrichissement peuvent modifier
& chaque itération les fonctions précédemment calculées. Afin de déterminer dans quelle mesure cette
modification peut étre liée & la convergence, on trace sur les figures suivantes I’évolution des trois
premiers produits de fonctions pour 5 itérations (et donc 5 modifications potentielles) obtenus avec
les méthodes avec mise & jour : PGD M, PGD M* et PGD MS. Chaque mode est tracé a I'itération

a laquelle il apparait puis pour les 5 itérations suivantes.
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a

=

7

Itération
N w > v o
Itération
w S (5.3 o ~

X

Itération
=<
x

<

Y X

FiGURE 1.9 - PGD M - Evolution du iéme mode pour les itérations allant de i & i + 5, i = 1..3.

Itération
= Ny © IS o
<
x
Itération

FIGURE 1.10 - PGD M* - Evolution du iéme mode pour les itérations allant de 7 a7 + 5, i = 1..3.
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———
/ ——

I

Itération
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Itération
@
Itération

>

w

|

Y X Y X Y X

FiGURrEe 1.11 — PGD MS - Evolution du i¢éme mode pour les itérations allant de i 4 i 4+ 5, i = 1..3.

Puisque & chaque itération toutes les fonctions sont recalculées, nous les avons classées par ordre
décroissant de coefficients de pondérations associés. On remarque que la PGD M et la PGD MS
modifient de maniére non négligeable leurs fonctions a chaque enrichissement. Or la PGD M ne
posséde pas une convergence optimale contrairement aux deux autres stratégies. A 'inverse la PGD
M* ne modifie que trés faiblement les fonctions & chaque itération et on obtient malgré tout un
résultat équivalent a la PGD MS. En extrapolant ce résultat a la PGD Progressive pondérée, il
parait donc possible d’obtenir une base de fonctions optimale (comme la PGD M*) sans avoir a

faire de mise a jour!

Influence du conditionnement : convergence du probléme préconditionné

Les figures 1.12 & 1.19 représentent l'erreur du systéme défini par I'Eq. (1.88) préconditionné en
fonction du conditionnement pour 4000 préconditionneurs différents générés & partir de I’équation
(1.84) et (1.85). Pour toutes les figures on repére le conditionnement initial par une croix rouge. L’al-
gorithme de la PGD Progressive pondérée non symeétrisée (PGD P) et celui de la PGD Progressive
pondérée Symétrisée (PGD PS) sont tour & tour utilisés et les résultats sont évalués apres 5 et 10
itérations. Les figures 1.12 - [.13 et 1.16 - 1.17 illustrent le cas du préconditionneur diagonal et les

figures 1.14 - [.15 et .18 - 1.19 le préconditionneur tridiagonal.
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107 10*
10°} 4 10°} 4
5 S
= 3
3107 ] £ 107} 1
6 Q
£
3 3
e -5 ~ -7
5 10°} 1 310 — 1
w i
10° 10°
107 : 10° :
10' 107 10° 10* 10' 10° 10° 10*
Conditionnement Conditionnement
FiGURE 1.12 — PGD P - Erreur aprés 5 itéra- Figurkg 1.13 — PGD P - Erreur aprés 10 ité-
tions. Préconditionneur diagonal. rations. Préconditionneur diagonal.
10 ‘ ‘ ‘ 10 ‘ ‘
10+ 1 1o 1
% % 10° - 1
g 10°F 1 &
£ €107 1
i) 3
5 107 1 T
E 2 10* 1
w
-4
10 - 1 10—67 4
10° . . . 10° . . .
10° 10 10 10% 10* 10° 10 10” 10™ 10*
Conditionnement Conditionnement
FiGURE 1.14 - PGD P - Erreur aprés 5 itéra- FiGure 1.15 — PGD P - Erreur aprés 10 ité-
tions. Préconditionneur tridiagonal. rations. Préconditionneur tridiagonal.

L’opérateur de ’équation de diffusion est initialement bien conditionné puisque le conditionnement
est de lordre de 102. Le préconditionneur diagonal 1.12 et 1.13 n’améliore que trés légérement le
conditionnement initial étant donné que les meilleurs tirages atteignent un conditionnement de
I'ordre de 80. Bien qu’il y ait une légére corrélation entre 'augmentation du conditionnement et
I’augmentation de l'erreur, cela n’est plus significatif pour des conditionnements proches de l'initial
oll on observe une large gamme d’erreur & conditionnement égal, et ce, aprés 5 ou 10 itérations.

Le préconditionneur tridiagonal est moins performant que le conditionneur diagonal et on observe
sur les Figs. 1.14 et 1.15 aucune ameélioration du conditionnement (par rapport a l'initial) pour
les systémes préconditionnés. Notons aussi qu’aucune corrélation liant I’erreur au conditionnement

n’est observée.
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10° 10* 10° 10° 10° 10* 10° 10°
Conditionnement Conditionnement
Ficure 1.16 — PGD PS - Erreur aprés 5 ité- Figure 1.17 — PGD PS - Erreur apres 10 ité-
rations. Préconditionneur diagonal. rations. Préconditionneur diagonal.
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2 |
R : -
10° - .
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10‘5 Il Il Il 10‘10 Il Il 1
10° 10" 10”° 10% 10% 10° 10" 107 10% 10%
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Ficurke 1.18 — PGD PS - Erreur aprés 5 ité- Figure 1.19 — PGD PS - Erreur apres 10 ité-
rations. Préconditionneur tridiagonal. rations. Préconditionneur tridiagonal.

Avec la PGD PS, le préconditionnement diagonal permet d’obtenir des conditionnements bien in-
férieurs au conditionnement initial. Cependant la réduction du conditionnement de 'opérateur A
n’entraine pas une meilleure vitesse convergence. De méme lorsque le conditionnement augmente on
observe un résidu plus élevé que ce soit aprés 5 ou 10 enrichissements. En fait il semble que I'erreur
la plus faible soit celle obtenue sans conditionnement supplémentaire que la symétrisation. Avec le
préconditionneur tridiagonal on observe au mieux un conditionnement équivalent au systéme initial
et au pire un conditionnement supérieur de plusieurs ordres de grandeur. La corrélation entre le
conditionnement et I’erreur observée n’est cependant par pertinente puisque la solution a divergé

(voir 'axe des ordonnées que ce soit aprés 5 ou 10 itérations).
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Il s’avére alors d’aprés les résultats précédents que Defficacité de la méthode ne semble pas étre

uniquement liée au conditionnement de 'opérateur A.

3.3 Equation de convection diffusion instationnaire
3.3.a Premier cas

Nous considérons le cas stationnaire de convection-diffusion suivant, défini sur ©; x Q,, avec ) =

(0,1) et Dy = (0,1) x (0,1) :

ou 0%u ou

E - M@ +c- @ = f sur Qt X Qxy (198)
u = 0 sur O (1.99)
u = 0 sur 09y, (1.100)

avec f=14+2t, u=1,et c=107 (0.5 —y,x + 0.5).
Le domaine est maillé de facon identique au cas de diffusion pure présenté a la section précédente.
En utilisant les mémes notations que précédemment, la forme discréte de 'équation (1.98) nécessite

I'introduction des matrices suivantes :

NT
Al = N Al = / MM d z
- Q dt - er
dM dM T
A= NN dt A%:u/ —— dz
- Q - Quy dr dz
MT  dM ghdM T
Ad= NN dt Ad= ™M +d—@d— z
- Q = Qy AT dz 2 dz
et
Bl = Nt dt Bl= / 2Md
Qt sz
B2 = N dt B2Z= Mdz
Qt Q»”J

Une stabilisation de type SUPG est utilisée non seulement sur §}; mais aussi sur {1, illustré par le
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deuxiéme terme de ég’
La forme discréte s’écrit finalement
AU =B (1.101)
avec
3
A:ZM@& (1.102)
=1
et
B=Bi® B+ Bi® B3 (1.103)

La figure 1.20 représente la solution recherchée sur ), pour différents ¢. Cette solution est la solution

exacte du probléme définie par I'équation (1.98).

H OO0

FIGURE 1.20 — Solution de référence u(t) aux instants ¢ = /5, pour ¢ = 0 (gauche) & ¢ = 5 (droite).

Nous représentons sur la figure 1.21 les résultats obtenus avec les différentes stratégies. Nous obser-

vons que la PGD P est légérement plus efficace que la PGD PS. La PGD PS* présente une trés

mauvaise convergence puisque ’erreur ne diminue que trés faiblement, restant presque égale & celle

atteinte aprés le premier enrichissement (le seul enrichissement qui n’est pas affecté par la condition

d’orthogonalité). Malgré son cotit en temps de calcul la PGD M n’est pas plus efficace que la PGD

P et bien loin de la convergence de la PGD M* et la PGD MS.
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Erreur

PGD P
PGD PS
" H ——PGD PS*
—+POD

s || —~<—PGD M
——PGDM’
—b—PGD MS
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FIGURE [.22 - PGD P - Modes U’ (au-dessus) et U (en-dessous) pour i=1 a 5. L’ordre des modes
est décroissant de gauche a droite.

Off
Q
©

FIGURE 1.23 — PGD PS - Modes U’ (au-dessus) et U} (en-dessous) pour i=1 a 5. L’ordre des
modes est décroissant de gauche a droite.
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ORoRoRERR
- K & x'ms-
FIGURE 1.24 — POD - Modes U! (au-dessus) et U} (en-dessous) pour i=1 & 5. L’ordre des modes

est décroissant de gauche a droite.

Dans 'optique de connaitre I’évolution des premiers produits de fonctions calculés avec les stratégies
PGD avec mise a jour, on trace sur les figures suivantes I’évolution des trois premiers modes pour
5 itérations obtenus avec les méthodes PGD M, PGD M* et PGD MS. Chaque mode est tracé a
I'itération & laquelle il apparait puis pour les 5 itérations suivantes : on trace I’évolution du premier

mode pour les itérations 1 a 5, celle du deuxiéme mode pour les itérations 2 & 6 et celle du troisiéme

mode pour les itérations 3 & 7 .

o

Itération
Itération
S
Itération

»

N

Y X Y X Y X

F1GURE 1.25 - PGD M - Evolution du i¢éme mode pour les itérations allant de i & i + 5, i = 1..3.
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FIGURE 1.26 — PGD M* - Evolution du iéme mode pour les itérations allant de s & i + 5, i = 1..3.
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FIGURE 1.27 - PGD MS - Evolution du iéme mode pour les itérations allant de i & 4 + 5, i = 1..3.

On note cette fois encore que la PGD M* obtient une base optimale avec une mise & jour minimale

des fonctions de la base. Les deux autres stratégies avec mise a jour modifient largement entre

chaque itération la base de fonctions.
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3.3.b Deuxiéme cas

Afin de pouvoir étudier 'influence du coefficient de diffusion sur la convergence globale des méthodes,
nous traitons le méme cas de convection diffusion que la section précédente pour lequel on modifie

les conditions aux limites :

1 _ —0.5\2
76( 05(*51%) ) pourz=0etz=1 (1.104)
0.1,/(2n)

ainsi que le coefficient de diffusion u = 0.1. Les autres paramétres sont conservés. Le systéme a
résoudre est alors identique a celui défini par 1’équation (I1.101) et fait intervenir les mémes matrices

é; et B; La solution du probléme est donnée Fig. 1.28.
l

HES S S S

FIGURE 1.28 — Solution de référence u(t) aux instants ¢ = /5, pour ¢ = 0 (gauche) & ¢ = 5 (droite).

Erreur

PGD P
102H PGD PS
——PGD PS*
——POD
—<—PGDM

——PGDM’
—p PGD MS

1 2 3 4 5 6 7 8

FIGURE 1.29 — Convergence des différentes stratégies de la méthode PGD et de la POD.
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L’ajout de conditions aux limites non nulles permet d’augmenter le coefficient de diffusion sans
tendre vers zéro. Cela modifie aussi la vitesse de convergence du probleme Fig. [.29. Aprées 8 itérations
erreur obtenue avec la POD est encore de 10~ alors que nous avions obtenu une erreur de 'ordre
de 1071 dans les deux cas test précédents. Toutes les stratégies avec mise & jour sont équivalentes
et convergent vers les résultats POD. La stratégie PGD P est équivalente a la PGD PS apres
8 itérations. Cela justifie tout & fait 'utilisation de stratégies symétrisant 'opérateur car dans
les cas plus complexes (comme celui-ci) la convergence du point fixe est améliorée sans dégrader
la convergence globale. Finalement la stratégie PGD PS* présente le méme comportement que
précédemment observé : la convergence de la méthode n’est pas significatif par rapport aux autres

stratégies.

— M D VT
__BORONON

FIGURE .30 - PGD P - Modes U’ (au-dessus) et U (en-dessous) pour i=1 a 5. L’ordre des modes
est décroissant de gauche a droite.

02| A ‘/
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FIGURE 1.31 — PGD PS - Modes U} (au-dessus) et U} (en-dessous) pour i=1 a 5. L’ordre des
modes est décroissant de gauche a droite.
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05 - 05

i OSj "‘ -
O

FIGURE 1.32 — POD - Modes U! (au-dessus) et U} (en-dessous) pour i=1 & 5. L’ordre des modes
est décroissant de gauche a droite.
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Notons que pour ce cas la PGD M* modifie les fonctions & chaque itération comme on peut le voir
sur la Fig. 1.33. Ainsi lalgorithme ne trouve pas la base optimale conservant les mémes fonctions
a chaque enrichissement. La convergence du point fixe & chaque itération, qui nécessitait seulement
une dizaine d’itérations dans les sections précédentes, est bien moins aisée & atteindre puisque cela

nécessite dans ce cas plusieurs centaines d’itérations (en moyenne 500 itérations par enrichissement).
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FIGURE 1.33 — PGD M* - Evolution du iéme mode pour les itérations allant de ¢ & i + 5, i = 1..3.

Influence du coefficient de diffusion

La Fig. .34 montre l'influence du paramétre de diffusion sur la convergence de la PGD P, PGD
PS et de la POD. On observe un comportement identique pour la PGD P et la PGD PS bien que

cette derniére soit légérement moins optimale en terme de convergence. On note aussi que lorsque

© — oo la décomposition converge trés rapidement.
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Erreur

(a) POD. (b) PGD P. (c) PGD PS.

FiGURE 1.34 — Influence du paramétre de diffusion sur la convergence de la PGD P, PGD PS et
POD.

3.3.c Influence du conditionnement : convergence du probléme préconditionné

Les figures 1.35 a 1.42 représentent l’erreur du systéme préconditionné défini par 'Eq. (I1.98) en
fonction du conditionnement pour 4000 préconditionneurs différents générés a partir des équations
(I.84) et (1.85). Pour toutes les figures on repére le conditionnement initial par une croix rouge. L’al-
gorithme de la PGD Progressive pondérée non symétrisée (PGD P) et celui de la PGD Progressive
pondérée Symétrisée (PGD PS) sont tour a tour utilisés et les résultats sont évalués apres 5 et 10
itérations. Les figures 1.35 - .36 et 1.39 - 1.40 illustrent le cas du préconditionneur diagonal et les

figures 1.37 - 1.38 et 1.41 - 1.42 le préconditionneur tridiagonal.

. 10°t 4
10°%
5 S
g § 10°+ 1
o [}
£ 107 £
8 e
g g 107+ k|
b &
10°} )
107} ]
10° o - 10° N
10’ 10° 10° 10" 10' 10° 10° 10
Conditionnement Conditionnement
FiGURE 1.35 - PGD P - Erreur aprés 5 itéra- FiGURE 1.36 — PGD P - Erreur aprés 10 ité-

tions. Préconditionneur diagonal. rations. Préconditionneur diagonal.
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107

107

Erreur 5éme itération

1 0'5 L L L

Conditionnement

FiGurke 1.37 — PGD P - Erreur aprés 5 itéra-
tions. Préconditionneur tridiagonal.
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FiGURE 1.39 — PGD PS - Erreur aprés 5 ité-
rations. Préconditionneur diagonal.
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FiGURE 1.41 — PGD PS - Erreur apres b ité-
rations. Préconditionneur tridiagonal.

Erreur 10éme itération
<)

Conditionnement

FiGUure 1.38 — PGD P - Erreur aprés 10 ité-
rations. Préconditionneur tridiagonal.

Erreur 10éme itération
=)

4 5

10 10

Conditionnement

FiGUure 1.40 — PGD PS - Erreur aprés 10 ité-
rations. Préconditionneur diagonal.
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F1GURE 1.42 — PGD PS - Erreur apres 10 ité-
rations. Préconditionneur tridiagonal.
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Les résultats obtenus en préconditionnant opérateur de 1’équation de convection-diffusion Figs.

1.35 & [.42 sont semblables a ceux obtenus Figs. 1.12 4 1.19 :

— Dans le cas de la PGD P Figs. 1.35 a 1.38 aucune corrélation de semble lier 'erreur au condition-
nement : pour un méme conditionnement une large gamme d’erreur est obtenue.

— Les résultats obtenus avec la PGD PS et le préconditionneur diagonal Figs. .39 et 1.40 font
apparaitre une large gamme de conditionnement englobant le conditionnement du systéme initial.
L’erreur obtenue avec les systéme préconditionnés reste néanmoins supérieure & celle du systéme
non préconditionné quelque soit la valeur du conditionnement.

— Le préconditionneur tridiagonal n’est pas pertinent lors d’une utilisation avec la PGD PS puisqu’il
fait diverger les résultats comme on peut le voir sur les Figs. 1.41 et 1.42.

Finalement dans le probléme de convection-diffusion étudié dans cette section, 'utilisation des deux

préconditionneurs ne nous permet pas d’observer un lien direct entre conditionnement et vitesse de

convergence.

3.4 Probleme symplectique

Nous considérons le cas particulier d’une équation dont la solution a pour particularité d’étre dé-
composable en somme de deux produits de fonctions. Cette équation est définie sur un espace a
deux dimensions, une continue et une discréte. Le systéme est le suivant, défini V(¢,x2) € Qp x Q,

avec ( = (0,6] et Q, = {1;2} :

du 0 1 1
o + u = sur € X (1.105)
Eol=1 o 0
u = Opourt=0 (1.106)

avec u = (u,v)’.
Q; est maillée a I’aide de 1000 éléments unidimensionnels linéaires & deux nceuds. L’équation précé-
dente est alors discrétisée en utilisant une approximation élément finis sur chaque espace. Pour ce

faire on introduit les vecteurs N et M qui contiennent les fonctions de forme associées respectivement

a lespace ; et Q.
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La forme discréte nécessite 'introduction des matrices suivantes :

dNT
A= N— dat
= Q dt
A= NNT at
a o,
et
Bi= | Nat
Q¢

La forme discréte s’écrit finalement

avec

et

=

AU =B

&
>
_l_

[=3
®

>

&
o=

Al = / MM dz
a4 o
0 1
A}=
-1 0
1
B;=
0
(1.107)
® A3 (1.108)
(1.109)

On représente sur la figure suivante la solution obtenue en résolvant le systéme précédent.

F1aURE 1.43 — Reésultat de 1’équation (1.105).

La figure 1.44 représente ’erreur en fonction du nombre d’enrichissement pour les différentes stra-

tégies de la PGD et pour la POD.
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PGD P
0k PGD PS
10} ——POD
——PGD M
——PGD M’
->-PGD MS
-5
5 10° |
0
10—107

F1GURE .44 — Courbes de convergence pour la POD ainsi que pour les différentes stratégies de la
méthode PGD.

Comme on peut le voir sur la Fig. 1.44 la POD ainsi que les stratégies PGD avec mise & jour
convergent en seulement deux itérations. La méthode PGD PS, quant a elle, a une vitesse de
convergence trés faible & tel point que U'erreur aprés 20 enrichissements est de 'ordre de 107°. Pour
la PGD P, les itérations lors du point fixe ne convergent pas rendant impossible toute convergence
globale ce qui explique les résultats obtenus. Aprés 8 itérations de la PGD P, les résultats divergent
totalement. La PGD PS* quand a elle diverge totalement.

Ce cas-test est trés intéressant puisqu’il illustre un solution qui est exactement séparable en deux
produits de fonctions. Or on observe que les fonctions sans mise a jour (PGD P et PGD PS) sont
incapables de trouver ces deux produits de fonctions alors que les stratégies avec mise & jour, ainsi

que la POD, trouvent toutes la décomposition exacte.
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o

0.0

1 2 1 2

FIGURE 1.45 - POD - Modes U’ (a gauche) et U} (& droite) pour i = 1..2. L’ordre des modes est
décroissant de gauche & droite.
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FIGURE .46 - PGD PS- Modes U (au dessus) et U} (en dessous) pour i = 1..5. L’ordre des modes
est décroissant de gauche a droite.

Si l'on initialise la PGD PS et PGD PS* avec le premier produit de fonctions issu de la POD,
le second produit de fonctions obtenu est alors trés proche de celui retrouvé par la POD et la

convergence est fortement améliorée comme on peut le voir sur la Fig. 1.47.

10° ¢
PGD PS
——POD

Erreur

10—107

FIGURE 1.47 — Courbe de convergence pour la PGD PS dont le 1°" produit de fonctions est issu de
la POD.
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Influence du conditionnement : convergence du probléme préconditionné

Le systéme défini par 'Eq. (1.105) est préconditionné en fonction du conditionnement pour 4000
préconditionneurs différents générés a partir des équations (1.84) et (I1.85). Pour toutes les figures on
repére le conditionnement initial par une croix rouge. L’algorithme de la PGD Progressive pondérée
non symeétrisée (PGD P) et celui de la PGD Progressive pondérée Symeétrisée (PGD PS) sont tour a
tour utilisés et les résultats sont évalués aprés 5 et 10 itérations. Les figures 1.48 - 1.49 et 1.52 - 1.53

illustrent le cas du préconditionneur diagonal et les figures 1.50 - 1.51 et 1.54 - 1.55 le préconditionneur

tridiagonal.
10" 10°
10"} 4
5 S
.a; <
2 =
£
. 10%0 ] =
10" 10" 10" 10‘15 10“7 16‘9 10" 10‘11 16‘3 16‘”’ 10" 10‘15
Conditionnement Conditionnement
FicURE 1.48 — PGD P - Erreur aprés 5 itéra- Figurkg 1.49 — PGD P - Erreur aprés 10 ité-
tions. Préconditionneur diagonal. rations. Préconditionneur diagonal.
10 10"
10% R ] 102} ~ 1

Erreur 5éme itération
N
o
.

Erreur 10éme itération
5

107

10" : 10 ;
10° 10° 10" 10" 10° 10° 10" 10"
Conditionnement Conditionnement
FicUrE 1.50 — PGD P - Erreur aprés 5 itéra- Figurke 1.51 — PGD P - Erreur aprés 10 ité-
tions. Préconditionneur tridiagonal. rations. Préconditionneur tridiagonal.

Sur les figures précédentes on observe dans le cas du préconditionneur diagonal une diminution

(respectivement augmentation) du conditionnement qui ne donne lieu & aucune diminution (respec-
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tivement une augmentation) de l'erreur. Le préconditionneur tridiagonal entraine la divergence de

la méthode.

R 10°} 4
) .
© 3
2 200 1
g10°t i E
@ 2107}
Z 3
woo w107} i 1
10 ¢ 4 H
10° .
107 : 10" :
10" 10° 10° 10" 10' 10° 10° 10"
Conditionnement Conditionnement
Ficure 1.52 — PGD PS - Erreur aprés 5 ité- Fiqure 1.53 — PGD PS - Erreur apres 10 ité-
rations. Préconditionneur diagonal. rations. Préconditionneur diagonal.

En symétrisant le systéme nous n’observons plus aucune diminution du conditionnement par rapport
a l'initial. Comme dans les cas précédents (Figs. 1.16-1.17 et 1.39-1.40) l'erreur la plus faible est

obtenue avec le systéme préconditionné.
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107 1
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10° : ‘ 107 ; :
10° 10° 10" 10" 10° 10° 10" 10
Conditionnement Conditionnement
FiGURE 1.54 — PGD PS - Erreur apres 5 ité- FIGURE 1.55 - PGD PS - Erreur apres 10 ité-
rations. Préconditionneur tridiagonal. rations. Préconditionneur tridiagonal.

Cette fois encore le conditionneur tridiagonal entraine la divergence des résultats ce qui ne permet
pas de conclure sur une quelconque corrélation erreur-conditionnement.
L’utilisation de deux types de préconditionneurs définis aléatoirement dans le cadre de la PGD P

et PGD PS ne nous permet pas de d’établir un lien direct entre conditionnement de 'opérateur et
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vitesse de convergence.

4 Résolution de systemes linéaires sous forme séparée : algo-

rithmes "standards" et PGD a posteriori

Dans la section précédente nous avons évalué la vitesse de convergence et ’optimalité de plusieurs al-
gorithmes PGD pour différents problémes types (probléme de diffusion pure, de diffusion-convection,
etc). Nous avons alors observé que I’algorithme de résolution "standard" de la PGD, la PGD PS,
qui est 'algorithme utilisé pour la résolution de problémes hautement multi-dimensionnels, est loin
d’étre optimal en termes de convergence. D’autre part, l'idée consistant & vérifier §’il existe une
corrélation entre le conditionnement de 'opérateur et la vitesse de convergence n’a pas permis de
dégager une stratégie améliorant l'optimalité de la méthode.

C’est pourquoi nous changeons de philosophie et présentons dans cette section 'utilisation d’algo-
rithmes "standards" de résolution de systémes linéaires que 1’on a adapté aux systémes de type
AU = B ot A, U et B sont écrits sous forme séparée. L'utilisation de la PGD est alors semblable
a l'utilisation de la SVD et permet de retrouver le rang de séparation optimal a posteriori des
variables mises en jeu par ces algorithmes.

L’approche consistant a résoudre des problémes écrits sous forme séparée est justifiée car la com-
plexité de la plupart des algorithmes définis en dimension d et utilisant des variables non séparées
augmente exponentiellement en d, ce que I'on appelle "la malédiction de la dimensionnalité" (de
I'anglais "curse of dimensionality" [Bellman, 1966]). Dans le cas de la séparation de variables, les
opérations sont effectuées sur des objets de faibles dimensions (idéalement unidimensionnels) en-
trainant une augmentation de la complexité des algorithmes non plus exponentielle mais linéaire.
[Beylkin et Mohlenkamp, 2002] ont démontré qu’en pratique en utilisant I’écriture sous forme sépa-
rée on atteint une complexité quasi-linéaire en d pour de nombreux algorithmes. Dans ce qui suit
on rappelle la complexité de quelques opérations basiques d’algebre linéaire qui peuvent étre aisé-
ment démontrées ([Kolda et Bader, 2009], [Beylkin et Mohlenkamp, 2002], [Beylkin et Mohlenkamp,
2005]). On note r le rang de séparation, d le nombre de dimensions et M le nombre de degré de

liberté dans chaque dimension (qui est supposé constant a fin de simplification).
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Proposition 4.1 Algébre linéaire basique

— Codt de la représentation séparée : le stockage de la représentation séparée nécessite O(d -r - M)
entrées.

— Addition de deux vecteurs F ® G : le codt d’une addition de deux vecteurs F et G ayant un rang
de séparation respectivement de rr et rg est quasi nul. En effet il suffit de fusionner les deux
représentations. Le nouveau rang de séparation r est donné par r =rp +rq.

— Multiplication scalaire-vecteur (sF) : la multiplication d’un vecteur F écrits sous forme séparée

par un scalaire s est donnée par

TF
F=sS'Flo oF, (L.110)
j=1

soit O(rp - M) opérations. Le rang de séparation n’est pas modifié lors de cette opération.

— Produit scalaire (F,G) : Le produit scalaire de deux vecteurs écrit sous forme séparée est donné

par
TF TG

(F.0) => 5

i=1 j=1

=

1, G1) - (Fi G (L111)

soit O(d-rp -rg - M) opérations.
— Multiplication matrice-vecteur (AF) : la multiplication malrice-vecteur sous forme séparée est

donnée par
TA TF

g:AfZZZ@iE{)@---@(égEg) (L112)
i=1 j=1
soit un cott de O(d-r4-rr-M?) opérations. Le nouveau rang de séparation est alors rg =14 -1F.

— Multiplication matrice-matrice (AB) : la multiplication matrice-matrice sous forme séparée est

donnée par
TA TB

c=AB=>"% (aiBl) oo (ALB)) (L113)

i=1 j=1

soit un coit de (’)(d'rA-rF-M?’) opérations. Le nouveau rang de séparation est alors rc =1r4-1B.

La séparabilité des opérations précédemment définies nous permet d’utiliser des opérateurs unidi-
mensionnels et de ce fait de conserver une complexité linéaire en d. Cependant certaines de ces
opérations (addition, multiplication) augmentent de fagon significative le rang de séparation des

objets manipulés. Ainsi, lors d’algorithmes mettant en jeu un grand nombre d’opérations sur des
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vecteurs/matrices écrits sous forme séparée, le rang de séparation peut augmenter de maniére trés
significative ce qui réduit d’autant 'intérét d’écrire le probléme sous forme séparée. Pour s’affran-
chir de ce probléme il est nécessaire d’obtenir ’écriture sous forme séparée des variables avec un
rang de séparation optimal, c’est & dire la plus faible somme de produits de fonctions permettant
d’approcher lesdites variables.

Comme nous ’avons vu dans la Sec. 1.1.a, la SVD permet d’obtenir a posteriori une base dont
le rang de séparation est optimal. Cependant la, décomposition SVD ne permet que de traiter des
problémes de dimension d = 2 ce qui est une limitation non acceptable dans de nombreux problémes
ou le nombre de dimensions peut étre trés largement supérieur (comme par exemple en mécanique
quantique, voir [Ammar et Chinesta, 2008|). C’est dans cette optique que nous choisissons d’utiliser

la PGD qui peut étre utilisée comme une méthode SVD a posteriori en résolvant le systeéme

U =8 (1.114)

ot Z = 1, ®--® [ est le produit tensoriel d’opérateurs identités et B contient I'expression
séparée de la solution dont nous cherchons le rang de séparation optimal. L.e nombre d’itérations
maximum de la méthode PGD est fixé égal au rang de séparation de B, ce qui signifie que si ce
nombre maximal d’enrichissements est atteint, le rang de séparation de B est déja optimal.

Comme on peut voir sur les figures 1.56, .57 et 1.58 'utilisation de la PGD P pour résoudre ’équation
(I.114) (ou B correspond a la solution obtenue respectivement pour le probléme de diffusion pure,
le probléme de diffusion-convection et le probléme symplectique) permet d’obtenir pour chaque cas
le rang de séparation optimal puisque les résultats sont parfaitement superposés & ceux issus de la
POD. Cependant, si la PGD permet d’obtenir la réduction dimensionnelle pour tout probléme écrit
sous forme séparée et quel que soit son nombre de dimensions, il n’y a pour le moment pas de garantie
théorique quant a 'obtention du rang de séparation optimal pour des écriture sous forme séparée
sur plus de deux sous espaces. Néanmoins, comme souligné dans [Beylkin et Mohlenkamp, 2005],

lobtention d’un rang de séparation quasi-optimal (appelé suboptimal), reste tout a fait acceptable.
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F1GURE L1.56 — Réduction avec la PGD P du rang de séparation des solutions obtenues avec la PGD
P et la PGD PS pour le probléme de diffusion pure défini Eq. (I.88).
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F1quRE 1.57 — Réduction avec la PGD P du rang de séparation des solutions obtenues avec la PGD
P et la PGD PS pour le probléme de convection diffusion défini Eq. (I1.98).
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Fi1cuRrE 1.58 — Réduction avec la PGD P du rang de séparation de la solution obtenue avec la PGD
PS pour la résolution du probléme symplectique définie Eq. (1.105).

Une autre approche pour la décomposition tensorielle de problémes multidimensionnels est ainsi
envisagée en utilisant la PGD comme outil d’optimisation a posteriori. Dans ce cadre l'idée est la
suivante : résoudre un probléme linéaire multidimensionnel écrit sous forme séparée a l'aide des
algorithmes "standards" de résolution de systéme linéaire (méthode du gradient, du gradient bi-
conjugué stabilisé, etc) et utiliser les propriétés d’optimalité de la PGD a posteriori pour réduire
le nombre de produits de fonctions afin de prévenir une croissance trop importante du rang de
séparation de la solution et des variables mises en jeu. Dans ce qui suit (et plus généralement dans
le cas de séparations de variables sur deux sous-espaces), nous utilisons indifféeremment la SVD ou
la PGD pour la recherche du rang optimal.
Notons aussi que le but de cette section n’est pas de comparer lefficacité des différents algorithmes
présentés mais d’étendre leur utilisation & la résolution de problémes hautement multidimensionnels.
D’autre part, Defficacité en termes de temps de calcul des différents algorithmes n’est pas comparée
a celles des stratégies PGD car 'optimisation des algorithmes présentés est loin d’étre optimale
alors que la recherche d’algorithmes efficaces sous forme séparée est une recherche en cours comme

le montre le récent article de [De Sterck, 2011] sur 'algorithme GMRES © non linéaire.

6. GMRES pour Generalized Minimal Residual Method est une méthode itérative basée sur les sous-espaces de
Krylov et qui a été développée par [Saad et Schultz, 1986].
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4.1 Algorithmes de résolution de systéemes linéaires

Nous présentons dans cette section plusieurs algorithmes "standards" de résolution de systémes
linéaires. Ces algorithmes sont réécrits pour pouvoir étre utilisés dans le cadre de ’écriture séparée

afin de résoudre les problémes définis Sec. 3.

4.1.a Méthode du Gradient a pas variable - G

La méthode du gradient & pas variable fait partie de la famille de méthodes dites projectives. Les
méthodes de projection partent du constat que pour résoudre I'équation A x = b il suffit de

déterminer le minimum de la fonctionnelle

1 1
J@) =5 (z,Az) (b z) =52 Az - b"2 (L.115)
Or lorsque A est symétrique la dérivée de la fonctionnelle se réduit a
J(x)=Az —b (L.116)

et par conséquent, lorsque A est symétrique définie positive, J(z ) a pour minimum Az = b.

L’algorithme de la méthode du gradient est donné par 'algorithme 5, qui se réécrit lors de l'utilisa-

tion de variables séparées Alg. 6.

Données : Opérateur A, second membre b, estimation arbitraire de ¢ et critére d’arrét e
T =20
tant que | Az — b| > € faire

r=b—-Ax

oo L)

(r,Ar)

T =2z +a-r

fin

Algorithme 5: Algorithme pour la méthode du Gradient a pas variable.
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Données : Opérateur A, second membre B, estimation arbitraire de X et critére d’arrét e
X =4
tant que || AX & B|| > ¢ faire

R=Boc AX
_(RR)
(R, AR)
X=XDaR
Réduction du rang de séparation : X = PGD(X)

fin

Algorithme 6: Algorithme pour la méthode du Gradient a pas variable sous forme séparée.

Remarque :

L’algorithme du gradient n’est pas toujours efficace, particuliérement si A a un condi-
tionnement élevé. Dans ce cas le résidu r évolue peu d’une itération a l'autre et la

convergence est trés lente [Jedrzejewski, 2005].

4.1.b Méthode du Gradient Conjugué - CG

La méthode du Gradient Conjugué est une amélioration de la méthode du gradient & pas variable
dans laquelle la mise & jour de la solution x se fait le long de nouvelles directions. Elle a été mise
au point dans les années 50 par [Lanczos, 1950] et [Hestenes et Stiefel, 1952]. La convergence de
I’algorithme est assurée en au plus n itérations ol n est le nombre de degrés de liberté du systéme.
En théorie cette méthode est une méthode directe mais en pratique & cause des erreurs d’arrondi
on la considére comme une méthode itérative.

L’algorithme de la méthode du Gradient Conjugué est donné Alg. 7.
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Données : Opérateur A, second membre B, estimation arbitraire de Xy et critére d’arrét e
X =X

Ri=Bo AX

P=R

tant que || AX & B|| > ¢ faire

Calcul de la nouvelle solution :

Ro =T
~ {Ro,Ro)
(P, AP)
X=X®aP

Calcul de la nouvelle direction :
Ri=RoDdaAP

5= (R1,R1)
(Ro, ARp)
P=Ri® P

Réduction du rang de séparation : X = PGD(X)
Réduction du rang de séparation : Ry = PGD(R1)
Réduction du rang de séparation : P = PGD(P)

fin

Algorithme 7: Algorithme pour la méthode du Gradient Conjugué.

4.1.c Méthode du Gradient BiConjugué Stabilisé - BiCGStab

C’est un algorithme de la famille des méthodes du Gradient BiConjugué (BiCG) dont c’est une
variante. Il a été mis au point par [Van der Vorst, 1992|. Contrairement aux deux précédentes, les
méthodes de la famille BiCG ne nécessitent pas que la matrice A soit symétrique. L’algorithme
BiCG repose sur le double traitement de I’équation A z = b et de I’équation éTj = é
L’algorithme de la méthode du Gradient BiConjugué Stabilisé est donné Alg. 8.

BiCGStab peut étre vu comme une combinaison de BiCG et de GMRES ou chaque étape BiCG est

suivie par une étape GMRES(1).
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Données : Opérateur A, second membre B, estimation arbitraire de Xy et critére d’arrét e
X=X

R=Boc AX

R=R;V=P=0

pr=a=w=1

R
Errg =10 | Err; = IRz

1Bl
tant que | AX © B|| > € et Err; < Errg faire
Errg = Erry

Pozpl~
P1 = <R’R>
_pe
po w
P=Ra&B(PowY)

— AP

=AS
_(ST)
CTATT
X=X®aPDdwS
R=RowT
IR]|2
Er
1B]]2

Réduction du rang de séparation : P = PGD(P
Réduction du rang de séparation : V = PGD(

Réduction du rang de séparation : S = PGD(
Réduction du rang de séparation : 7 = PGD(T)
Réduction du rang de séparation : X = PGD(X)
Réduction du rang de séparation : R = PGD(R)

fin

Algorithme 8: Algorithme pour la méthode du Gradient BiConjugué Stabilisé.

4.2 Equation de diffusion pure instationnaire

Le probléme résolu dans cette section est le méme probléme de diffusion pure instationnaire que

celui présenté Sec. 3.2. Le systéme est résolu a ’aide des algorithmes définis dans la section précé-

dente, c’est a dire avec la méthode du Gradient (G), du Gradient Conjugué (CG) et du Gradient

BiConjugué Stabilisé (BiCGStab). Les algorithmes G et CG nécessitent un opérateur symétrisé ce

qui est effectué en résolvant le probleme AT AU = ATB a la place de AU = B. BiCGStab, qui n’est

pas soumis a une telle restriction, résout le probléme non symétrisé ce qui évite I'augmentation
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notable du conditionnement (on rappelle que condy (AT A) = conds(A)?)

Le probléme est séparé en deux sous espaces que sont les espaces temporel et physique et la recherche
du rang optimal est réalisé indifféremment avec l’algorithme PGD PS ou SVD.

On représente les courbes de convergence en fonction des différentes méthodes Fig. 1.59 et dont la
solution est initialisée pour chaque méthode a ’aide de vecteurs nuls
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Ficure 1.59 — Courbe de convergence pour les différents algorithmes en fonction du nombre d’ité-
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Fi1GUurRE L1.60 — Courbe de convergence pour les bases de fonctions obtenues avec les différents
algorithmes avec une initialisation de la solution par des vecteurs nuls.
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La convergence des bases obtenues en fonction du rang de séparation est présenté Fig. [.60. On voit
que le premier couple de fonctions est de loin le plus significatif quel que soit l’algorithme utilisé.

La Fig. 1.61 illustre les 5 premiers modes obtenus avec l'algorithme BiCGStab.

0 0
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FIGURE 1.61 — BiCGStab - Modes U} (au-dessus) et U} (en-dessous) pour i = 1..5. L’ordre des
modes est décroissant de gauche a droite.

Afin d’améliorer la convergence, nous initialisons plus efficacement la solution a ’aide du premier
couple de fonctions issu de la POD. Cela nous permet de comparer Uefficacité des algorithmes utilisés
lorsque l'initialisation de la solution est judicieuse.

La figure 1.62 représente les résultats obtenus avec cette initialisation et dont la convergence n’est
particulierement améliorée : I'utilisation du premier couple de fonctions issu de la POD permet
d’obtenir une erreur initiale plus faible mais la vitesse de convergence des algorithmes n’en est pas

pour autant améliorée.
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F1GURE 1.62 — Courbe de convergence pour les différents algorithmes avec l'initialisation de la
solution issue du premier couple de fonction de la POD.
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D’autre part on remarque sur la Fig. .63 que cette fois les deux premiers produits de fonctions sont
prépondérants quant & la convergence des différentes méthodes. Les deux premiers modes obtenus
avec l’algorithme BiCGStab (voir Fig. 1.64) ne semblent que légérement modifiés, bien que l’erreur
de la solution décrite par ces deux premiers modes soit légérement inférieure & celle décrite par les

deux premiers modes de la Fig. 1.61.
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FicurEe 1.63 — Courbe de convergence pour les bases de fonctions obtenues avec les différents
algorithmes avec une initialisation de la solution issue du premier couple de fonction de la POD.
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FIGURE 1.64 — BiCGStab - Modes U? (au-dessus) et U} (en-dessous) pour i = 1..5. L'ordre des
modes est décroissant de gauche a droite.

4.3 Equation de convection-diffusion instationnaire

On résout dans cette section le méme probleme que celui défini Sec. 3.3.a, c’est & dire une équation
de convection-diffusion instationnaire avec les algorithmes de résolution de systémes linéaires définis

Sec. 4.1 et nous comparons les résultats obtenus.



80 I. Techniques de réduction dimensionnelle

Dans le premier cas, Fig. 1.65 on représente les courbes de convergence en fonction des différentes

méthodes. Dans ce cas on initialise grossiérement la solution pour chaque méthode par des vecteurs

nuls.
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F1GURE 1.65 — Courbe de convergence pour les différents algorithmes avec une initialisation de la
solution par des vecteurs nuls.

La Fig. 1.66 représente les 5 premiéres fonctions de la base obtenue avec la méthode BiCGStab.

2 RER

A lt = J Nl

F1GURE 1.66 — BiCGStab - Modes U? (au-dessus) et U (en-dessous) pour i = 1..5. L’ordre des
modes est décroissant de gauche a droite.

La convergence des bases obtenues en fonction du rang de séparation est présentée Fig. 1.67. On voit

comme dans la section précédente que le premier couple de fonctions est de loin le plus significatif

quelque soit l'algorithme utilisé.
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F1GURE 1.67 — Courbe de convergence pour les bases de fonctions obtenues en fonction des différents
algorithmes avec une initialisation de la solution par des vecteurs nuls.

Comme dans la section précédente et afin d’améliorer la convergence, nous initialisons plus effica-
cement la solution & I'aide du premier couple de fonctions issu de la POD. La figure 1.68 représente
les résultats obtenus avec cette initialisation et dont I’erreur est notablement diminuée bien que ’on

observe pas d’amélioration de la vitesse de convergence.
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F1GURE 1.68 — Courbe de convergence pour les différents algorithmes avec une initialisation de la
solution issue du premier couple de fonction de la POD.
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FIGURE 1.69 — BiCGStab- Modes U’ (au-dessus) et U (en-dessous) pour i = 1..5. L’ordre des
modes est décroissant de gauche a droite.
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D’autre part on remarque sur la Fig. .70 que cette fois les deux premiers produits de fonctions sont

prépondérant quand & la convergence des différentes méthodes.
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Ficurkg 1.70 — Courbe de convergence pour les bases de fonctions obtenues en fonction des différents
algorithmes avec une initialisation de la solution issue du premier couple de fonction de la SVD.

4.4 Probleme symplectique

Pour le dernier cas test illustrant 1'utilisation de résolution itérative de systéme linéaire en écriture

séparée, nous choisissons de résoudre le probléme symplectique présenté Sec. 3.4. Nous initialisons

les solutions avec des vecteurs nuls pour les différentes méthodes.
D’autre part pour cette équation l'opérateur résultant de la discrétisation est fortement non sy-
métrique ce qui engendre des problémes de convergence pour la BiCGStab et c’est pourquoi nous

utilisons cet algorithme & la fois avec 'opérateur symétrisé et non symétrisé que nous appelons
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respectivement BiCGStab S et BiCGStab NS.
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F1GURE .71 — 10 nceuds de maillage pour €.
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F1GURE [.72 — 100 nceuds de maillage pour 2.
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FIGURE 1.73 — 1000 nceuds de maillage pour €.

La convergence des méthodes G, CG et BiCGStab est dépendante du maillage comme on peut le
voir sur les Figs. .71 & 1.72 représentant les résultats obtenus pour 3 maillages différents du domaine
Q.. En effet pour un maillage grossier les méthodes CG et BiCGStab S parviennent & converger
vers la solution et l'algorithme du gradient, s’il ne parvient pas & atteindre la solution en si peu
d’itérations, a une convergence bien supérieure a celle des maillages plus raffinés. Par contre la
version non symétrisée de BiCGStab n’est absolument pas efficace et diverge trés vite.

En augmentant le maillage & 100 neeuds les convergence des méthodes diminuent et seule la CG
parvient & converger vers la solution. Finalement pour une discrétisation de Q, avec 1000 nceuds
aucune méthode ne converge en un nombre d’itérations inférieur & 10.

Lorsque les méthodes itératives ont convergeé (algorithmes BiCGStab Fig. 1.74 et la CG Fig. 1.75
), les bases de produits de fonctions obtenues ont un rang de séparation de 2 ce qui correspond au
rang de séparation optimal obtenu par la POD dans la Sec. 3.4. Seule exception du CG Fig. 1.74 qui
a un rang de séparation de 4 mais dont les seuls deux premiers produits de fonction sont significatifs

par rapport & la convergence de la méthode.



4. Résolution de systéemes linéaires sous forme séparée : algorithmes "standards” et PGD

a posteriori

85

Erreur

10

10

10

-10

10

10-15

1 0-20

m

-+~ POD
> ; ——G
N, -~ CG
BiCGStab S
- BIiCGStab NS
\\\\
\\
\\\\\
\\r>
2 3 4

F1GURE 1.74 — Courbe de convergence pour les bases de fonctions obtenues en fonction des différents
algorithmes et o1 €2, est discrétisé avec 10 noeuds.
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F1GURE 1.75 — Courbe de convergence pour les bases de fonctions obtenues en fonction des différents

algorithmes et o1 2, est discrétisé avec 100 nceuds.

Finalement on peut voir les produits de fonctions obtenus lors du maillage grossier (discrétisation

de 10 nceuds de lespace ), Fig. 1.76 sont en accord avec les résultats issus de la POD Fig. 1.45
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FIGURE 1.76 — Base de fonctions obtenues avec CG (& gauche) et BICGStab (& droite). Q discrétisé
a l'aide de 10 nceuds.

Ce qui est trés intéressant dans ce cas test est que la décomposition de la solution en exactement
deux produits de fonctions a été retrouvée par les algorithmes CG et BiCGStab alors que la PGD
sans mise & jour n’en est pas capable. Cela démontre le potentiel de l'utilisation des algorithmes
de résolution de systémes linéaires avec séparation de variables et qui peut étre utilisé dans des

problémes hautement multidimensionnels grace a la PGD.

5 Conclusion du chapitre

L’augmentation de la complexité des modéles ainsi que la demande d’une précision accrue lors
des simulations numériques entrainent une augmentation considérable des ressources matérielles
nécessaires dans le cadre des techniques numériques classiques. Afin de diminuer ce cofiit et de plus
étre soumis 4 la "malédiction de la dimensionnalité" une stratégie consiste & écrire la problématique
sous forme séparée. Cependant la résolution de systéme linéaire sous cette forme n’est pas triviale.
Nous avons présenté dans cette section deux approches différentes et basées sur la méthode Proper
Generalized Decomposition (PGD). Dans le premier cas le systéme linéaire est directement résolu
de maniére itérative avec la PGD et nous nous sommes intéressés & la vitesse de convergence
de la méthode & travers la recherche de I'optimalité de la solution obtenue. L’étude de différents
algorithmes de la PGD en fonction de plusieurs problémes types a permis de noter que 'algorithme
de la PGD le plus usité dans la littérature, la PGD PS, qui offre le meilleur compromis temps de
calcul - convergence, est loin d’étre optimal. Dans la recherche de cette optimalité nous avons alors
préconditionné certains algorithmes dans 'optique d’établir une corrélation entre conditionnement
du systéme complet et vitesse de convergence.

Les résultats infructueux de cette stratégie nous ont alors conduit & envisager une nouvelle approche :

utiliser la PGD dans le cadre de méthodes de résolution classiques de systémes linéaires écrits sous
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forme séparée en exploitant sa capacité a trouver le rang de séparation optimal a posteriori. Notons
cependant que si le rang de séparation optimal est bien obtenu lors de séparations de variables sur
deux sous-espaces, il n’y a pour le moment pas de garantie théorique sur ’obtention du rang optimal
pour des séparations d’ordre supérieur. Trois algorithmes (I’algorithme du Gradient - G, du Gradient
Conjugué - CG - et du Gradient Bi-Conjugué Stabilisé -BiCGStab) ont été écrits sous forme séparée
afin d’étre utilisés dans le cadre de la séparation de variables. Si I'influence de 'initialisation de la
solution est un probléme largement étudié dans le cas de ces algorithmes sous forme non séparée,
nous avons vu que dans les cas étudiés une meilleure initialisation n’entrainait pas directement
une amélioration de la convergence des algorithmes. En termes de vitesse de convergence, plus
I’algorithme de résolution est élaboré et plus sa convergence est importante notamment pour les
problémes de diffusion pure et de convection-diffusion ot 'on obtient les meilleurs résultats avec
I’algorithme BiCGStab, suivi de CG puis de la méthode G. Dans le cas trés particulier du probléme
symplectique, ce n’est plus tout & fait vrai car le BiCGStab est moins robuste que le GC et ne
converge pas toujours. Finalement dans les deux cas, la méthode offre des perspectives intéressantes
méme si son amélioration en termes de vitesse de convergence et d’optimalité de la représentation

séparée reste un travail en cours.
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Résumeé

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux mélanges de fluides imrmiscibles et plus particuliérement
a la simulation de ces mélanges & faible nombre de Reynolds. L’impossibilité d’une simulation
numérique utilisant les variables hydrodynamiques classiques est liée & 'existence de phénoménes
complexes au sein de la phase discréte et dont la taille caractéristique est trés inférieure a celle de
I’écoulement. Afin de contourner cette difficulté nous exploitons et enrichissons un outil numérique
précédemment défini, le tenseur d’aire, dont 1'utilisation est sujette & 'introduction d’une relation
de fermeture. Nous effectuons & l’aide d’'un modéle de théorie cinétique identique et exact une
étude approfondie de I’'influence des relations de fermetures les plus utilisées. Ensuite nous
présentons ’utilisation du tenseur d’aire pour des écoulements complexes enrichi d’un
modéle physique plus complet afin de mieux prendre en compte les effets dus a la relaxation et a
la tension de surface. L’enrichissement du modéle de théorie cinétique est alors conduit afin
de comparer les résultats en écoulements complexes entre le tenseur d’aire et ’approche micro-
macro, réalisée grace a 'outil de réduction dimensionnelle PGD. Finalement nous proposons
d’enrichir la description par ’ajout d’un modéle de mélange polydisperse qui permet de

connaitre 1’évolution de la polydispersité de la phase discréte lors du mélange.
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1 Etat de I'art

Les mélanges de fluides immiscibles sont fréquents dans nombre d’applications industrielles comme
par exemple les cosmétiques, l'agroalimentaire ou encore l'industrie du plastique. La présence de
deux phases fluides modifie de fagon non linéaire les caractéristiques finales du mélange dont les
propriétés sont fortement dépendantes de la microstructure en présence. Or cette microstructure se
développe en méme temps que le mélange entrainant alors une forte interaction entre ’écoulement
fluide, la morphologie de la microstructure et la rhéologie du systéme. Ainsi la détermination de
la qualité / quantité d’un mélange est un point crucial pour la détermination des propriétés du
matériau final. Cependant la simulation de mélanges de fluides immiscibles est un sujet difficile car
la taille de la microstructure du mélange est bien inférieure a la taille de I’écoulement fluide. De
plus de nombreux phénoménes tels que la coalescence et le fractionnement de gouttes entrent en
jeu dans ’évolution de la microstructure et dont I'influence ne peut étre négligée. L'utilisation des
variables hydrodynamiques standard dans une simulation directe pour décrire le mélange n’est alors
pas possible et d’autres approches doivent étre considérées.

Un des moyens pour quantifier le mélange passe par ’évaluation des taux de mélange de maniére
statistique. Ces taux de mélanges ont souvent été quantifiés eux-mémes par un temps de mélange,
c’est a dire le temps nécessaire pour atteindre un certain degré d’homogénéité [Rielly et al., 1994]. La
plupart des études ont été basées sur ’évolution de la concentration sur un faible nombre d’échan-
tillons [K.R. Hall, 1968|. Cependant la sensibilité des résultats au nombre et a la localisation des
sondes est sa principale limitation. L’utilisation des coefficients de Lyapunov est une alternative
permettant de caractériser 1’évolution du mélange qui a, par exemple, été utilisé dans [Loux, 2011]
pour évaluer lefficacité d’un nouveau type de mélangeur. Une autre maniére de quantifier le taux
de mélange peut étre obtenue en considérant un seul des mécanismes du mélange : I'augmentation
de 'interface matérielle due a la mécanique des fluides en I'absence de tension de surface et de diffu-
sion moléculaire. La diffusion moléculaire entraine un lissage du gradient de concentration le long de
I'interface. Cependant ce mécanisme est important seulement lorsque 'interface augmente de facon
significative. D’autre part on peut s’attendre & ce que le taux moyen de mélange soit étroitement
lie au taux d’étirement mécanique de l’aire d’interface. Ce mécanisme a été largement analysé ([Ot-

tino, 1989],[Wetzel et Tucker, 1999]). Cette approche a été revue par Mackley et Neves [Mackley et
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Saraiva, 1999| en utilisant une approche numérique lagrangienne basée sur la concentration.

Les approches quantifiant le mélange en fonction de 'augmentation de l'interface ont deux inconvé-
nients importants : (i) le premier est lié¢ a la difficulté d’introduire d’autres mécanismes physiques,
comme celui de la tension de surface, et (ii) d’autres informations liées a la microstructure (mor-
phologie, longueur caractéristique, forme et orientation, ...) sont parfois nécessaires et ne peuvent
étre fournies par I’évolution de l'interface seule.

Pour cette raison, une approche microstructurale a été proposée par Doi et Ohta dans [Doi et
Ohta, 1991| pour les mélanges passifs ! de fluides incompressibles qui décrit I’évolution de Uinterface
(anisotropie et magnitude) & travers I'utilisation du tenseur de surface. Cette approche, trés utilisée
pour modéliser les mélanges ou ’énergie d’interface est négligeable et les deux phases une viscosité
quasi identique, a par la suite été légérement modifiée par Wetzel et Tucker dans [Wetzel et Tucker,
1999| proposant la reformulation du tenseur de surface en tenseur d’aire. La principale difficulté
présentée dans [Wetzel et Tucker, 1999] est Uintroduction d’une relation de fermeture permettant
la définition d’une équation d’évolution du tenseur d’aire de second ordre.

Dans ce chapitre nous enrichissons le tenseur d’aire par ’ajout du modéle physique initialement
proposé par Lee et Park dans [Lee et Park, 1994]. Ensuite nous évaluons les erreurs relatives a
I'introduction des relations de fermeture en comparant les résultats obtenus avec fermeture & ceux
obtenus & 1’aide de la fonction de distribution d’interface, qui est 1’équivalent du tenseur d’aire
dans le cadre de la théorie cinétique, et ce en écoulements homogénes et complexes. Finalement un
modéle physique prenant explicitement en compte la polydispersité de la phase discréte est présenté

a ’aide de simulation en écoulements homogénes et en écoulements complexes.

2 Approche microstructurale du mélange

Dans ce qui suit, nous présentons de facon formelle le tenseur d’interface, tel que défini par Doi et
Ohta dans [Doi et Ohta, 1991] et ou sont négligés les effets de la tension de surface. Ensuite nous
présentons le tenseur d’aire ainsi que les motivations conduisant & 1’évolution du tenseur de surface
vers le tenseur d’aire.

Notons aussi que les approximations introduites lors de la définition du tenseur de surface et du

1. Lors de mélange passif, le champ des vitesses fluides peut étre trouvé indépendamment de la morphologie et
est utilisé pour faire évoluer cette derniére.
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tenseur d’aire (les termes inertiels sont négligés), ceux-ci ne sont valides que pour les mélanges
passifs, dont le nombre de Reynolds est faible (Re << 1) ou le ratio des volumes des phases discréte

et matricielle est voisin de 1.

2.1 Description de I’évolution de I'interface

Considérons {2 le domaine physique au sein duquel le probléme d’écoulement est défini. Tous les
points du domaine €2 sont repérés par leur vecteur z . Le champ de vitesse macroscopique est défini

par :

v(z,t)=Vou(t) z

(IL.1)

ou V est I'opérateur différentiel gradient sur ’espace physique tel que :

d d d
r_[(2 2 2 I1.2
~ (dx dy dz) (1L.2)

et v le vecteur vitesse. S’il n’y a pas de tension de surface, chaque point de €2 se déplace selon ’Eq.

(IT.1) tel que son vecteur position devienne :
2= E() z (11.3)

ou le tenseur E est le tenseur gradient de transformation, solution de I'équation :

&

d
FEO=Yu- E@), E(0)=] (IL.4)
avec I est la matrice identiteé.

Considérons a présent un volume microscopique représentatif V' (z) centré sur un point z € £,
petit par rapport a I’échelle macroscopique mais assez grand par rapport & la microstructure. Soit
S(z) linterface de V(z), dS un élément de surface de S(z) et n le vecteur unité normal & cet

élément. Le vecteur position z situé sur cette interface ('origine étant au centre de l’aire) satisfait :

(IL5)

s

IS
Il
o
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FIGURE II.1 — Domaine de définition du probléme.

A partir de ’équation 11.3 et de la précédente, la nouvelle interface est caractérisée par

(E7't)n=0 ou t'-((E")'-n)=0 (1L.6)
d’ot1 ’évolution du vecteur normal s’écrit
(B (IL.7)
5 THED T |
et I'inverse de cette équation
(E7) 1.8
L= HED e
Pour tout intervalle de temps suffisamment petit, le tenseur de déformation est donné par
E =1+ VuAt+0O(At?) (I1.9)
d’ou I'équation II.7 devient
dn T
Ez—(l@) n+(Vv:(n®n))n (11.10)

ou le symbole ® dénote le produit tensoriel et : le produit tensoriel doublement contracté.
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Nous pouvons aussi définir I’évolution temporelle de dS tel que :

s

%——(ZQ (n®mn))dS (I1.11)

Dans le cas de mélange de fluides immiscibles, le tenseur d’interface q(z,t) permet d’écrire la

contribution de la tension d’interface au tenseur des extra contraintes fluides g ¢, telle que :
Text = —1'q (11.12)

avec

Q

o (2052
= — nn——-11]dS 11.13
= Vs \" 7 37 (IL.13)

ot I est la matrice identité et S(z ) l'interface située en V().
La microstructure du mélange est décrite par ce tenseur d’interface, représentant ’anisotropie du

mélange ainsi que par la variable @, l'aire d’interface par unité de volume.

2.2 Définition du tenseur d’aire
2.2.a Définition

Wetzel et Tucker ont proposé dans [Wetzel et Tucker, 1999] de réécrire le modeéle de Doi-Ohta en
utilisant le formalisme du tenseur d’aire qui consiste & regrouper dans un méme tenseur les infor-
mations d’anisotropie (¢ ) et d’aire par unité de volume (Q). Ainsi le tenseur d’aire et d’interface

sont directement liés puisque la partie déviatorique et sphérique du tenseur d’aire correspondent

QO

respectivement 4 g et — I.

Soit A le tenseur d’aire,

Tr(A)=4i=Q (11.14)

A=q+:Q1L (11.15)

Notons que dans le cadre du tenseur d’aire, () est remplacé par Sy et appelé aire spécifique bien

que les deux formulations soient équivalentes. Dans ce qui suit, nous allons maintenir la notation
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Sy pour la quantité d’interface par unité de volume ou aire spécifique.
Le tenseur d’aire contient & la fois les informations du tenseur d’interface et d’aire spécifique ce qui

s’avére trés pratique d'un point de vue morphologique. A est défini par

[ES

1
= V/S n & ndS (11.16)

A partir de maintenant, afin de simplifier les notations, nous omettons la dépendance des variables

par rapport au temps et & I’espace tel que :

S(z.,t) =S (I1.17)

En introduisant les équations I1.10 et II.11 dans la précédente, I’équation d’évolution de A devient

=—(Vu)"

[ES

[sS

Vv+YVu:

= I1.18
I (IL.18)

ll[E=

ol

1l[E=

1
= V/ n®n®nndS est le tenseur d’aire d’ordre quatre.
S

2.2.b Propriétés

Le tenseur d’aire A précédemment défini est symétrique et présente d’intéressantes propriétés :

1. La trace (somme des composantes de la diagonale), ou encore le premier invariant, de A
correspond & laire d’interface par unité de volume. En effet en tenant compte de la normalité

de n, il vient
1
Tr(A) = /(n%—i—n%—&—n%)db”

1 S

Ainsi la trace du tenseur d’aire donne la surface spécifique dont la maximisation est recherchée

(11.19)

lors du processus de mélange.

2. Si la fraction volumique de la phase disperse est définie par ¢, supposée uniformément dis-
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Géométrie Expression du tenseur d’aire
o©° O Ly
Cylindrique Q A =Sy 2 1
O O O 03
. 10
Lamellaire A =Sy [O 0}

TABLE I1.1 — Exemples pédagogiques des caractéristiques des morphologies spéciales.

tribuée dans €, alors nous pouvons définir une longueur caractéristique L(z,t) de la micro-

structure au point z et au temps ¢ a partir du volume de la phase discréte Vy(z) = ¢-V(z) :

L(z.t) = Va(z) _¢-V(

_ _ ¢
z S Set = = (11.20)

0 " Su(z.t)  Tr(A(z.10)

3. Lors de meélange passif, le taux de déformation varie linéairement a l’échelle de V(z), tel
qu’un domaine discret initialement sphérique se déformera en une ellipsoide pour tout taux
de déformation. Cet ellipsoide caractéristique permet la représentation et 'interprétation du

tenseur d’aire. La forme et 'orientation peuvent aisément étre déduites du tenseur normalisé

A™ défini par :

A% = (I1.21)

ol les valeurs propres correspondent a la longueur des semi-axes dont 'orientation est donnée
par les vecteurs propres associés. Voir [Wetzel et Tucker, 1999] pour plus de détails concernant

la relation entre le tenseur d’aire et la représentation ellipsoidale.

Le tenseur d’aire exprime ainsi par ses éléments propres ’anisotropie du mélange. Dans les cas des
morphologies spéciales (présence de la phase discréte sous forme lamellaire, cylindrique ou sphérique)
le tenseur d’aire est aisément défini comme on peut le voir dans le tableau II.1 qui représente le

tenseur d’aire en fonction de la microstructure dans un cas 2D.
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2.3 Introduction des effets physiques : terme de relaxation

Dans ce qui préceéde la tension de surface a été supposée négligeable. Cependant on peut s’attendre
a ce qu’en ’absence d’écoulement la microstructure évolue vers un état isotrope, c’est a dire vers une
forme sphérique des gouttes de la phase discréte comme on peut le voir sur la figure I1.2 qui présente
les résultats expérimentaux d’'un mélange 50-50 de PB et PDMS obtenus par Iza et Bousmina dans
[Iza et Bousmina, 2000] : on observe sur la Fig. I1.2(c) I’évolution de la phase discréte aprés un

étirement illustré Fig. I1.2(b).

(a) Avant étirement. (b) Pendant étirement. (c) 89s apreés étirement.

FIGURE I1.2 — Evolution de la phase discréte d’un mélange 50-50 de PB-PDMS présenté dans [Iza
et Bousmina, 2000].

Le modéle de Doi et Ohta est enrichi avec deux effets dus & la tension de surface sur les gouttes en

I’absence d’écoulement :
1. La diminution de l'aire d’interface : la relaxation de taille.
1
2. L’évolution de la forme vers un état isotrope (soit A — gTr(é) = 0) : la relaxation de forme.

Or, comme I'aire d’interface est représentée par Sy et le degré d’anisotropie par ¢ /Sy, le modéle

le plus simple représentant les effets de la relaxation s’écrit :

2SV = —rSy (11.22)
ot relazxation
8<3) (2) (11.23)
—_ | = = —ro| = .
ot SV relazation 5

oul r1 et ry sont les taux de relaxation représentant respectivement la relaxation de taille et de
forme. Ces taux sont principalement définis par la viscosité matricielle n, la tension d’interface

I et la configuration d’interface. Or il est supposé dans [Doi et Ohta, 1991] que la configuration
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d’interface est seulement caractérisée par Sy . Ainsi les taux de relaxation sont déterminés par n, I’

et Sy.

[n] = [Pa][s] = MLT2L™*T = ML™'T""

TaBLE I1.2 — Analyse dimensionnelle des termes avec M est la masse, L la longueur et T le temps

L’analyse dimensionnelle de ces termes, résumée tableau I1.2, donne

I
I (I1.24)
n

'Sy

(11.25)

T9g = C2

ol ¢y et co sont des nombres positifs sans dimension qui dépendent de la fraction volumique .

En effet
r[S MT2L1
[7’1] = [ }[57]‘/] = ML-1T7-1 = T_l
syl MTALTt
[ra] = m  MLT-1

Le modéle physique proposé par Doi et Ohta nécessite plusieurs commentaires :

— Premiérement I’équation (I1.22) suppose que la relaxation de l'aire spécifique Sy n’est caractérisée
que par un seul taux de relaxation. Or deux mécanismes entrent en jeu lors de la relaxation de
Sy : la relaxation de forme ('aire spécifique d’'une goutte étirée diminue alors qu’elle redevient
spheérique) et la coalescence (deux gouttes coalescent afin de former une goutte de volume plus
important). Et les taux de relaxation de ces procédés sont généralement différents 'un de I'autre :
dans le cas de mélange dilué, le taux de relaxation de forme est bien supérieur au taux de
coalescence qui peut étre un temps infiniment long. Inversement dans le cas de mélange trés
concentré c’est le phénomene de coalescence (et donc la relaxation associée) qui est prépondérant.
Doi et Ohta justifient néanmoins 'utilisation d’un seul taux de relaxation par la présence d’'une

seule longueur caractéristique, ce qui a été vérifié expérimentalement dans [Ohta et al., 1982| et
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|Gunton et al., 1983] ainsi que par le choix d’utiliser la forme la plus simple.

— L’équation (I1.22) prédit une aire spécifique nulle pour un temps infini ce qui correspond a ’état
ou les deux phases (discréte et matricielle) sont entiérement séparées et continues. Cela apparait
dans le cas ot le ratio entre les deux phases est proche de 1. Dans le cas contraire ot les volumes
des phases est trés différent, les gouttes de la phase discréte redeviennent sphériques mais ne
coalescent pas toutes entre elles, et donc dans ce cas Sy # 0. Il est alors nécessaire de modifier

I'équation (I1.22) par

N

= le; (Z qig) (11.26)

qui garantit que la relaxation cesse dés lors que les gouttes sont sphériques.

De nombreux auteurs (|Lee et Park, 1994], [Grmela et al., 1998], [Grmela et Ait-Kadi, 1998, [La-
croix et al., 1998|, |[Wagner et al., 1999|, |Gu et Grmela, 2008|, |El Afif et E1 Omari, 2009]) ont par
la suite modifié le modéle proposé par Doi et Ohta afin d’en améliorer les prédictions. Dans la suite
nous nous sommes basés sur les travaux de |Lee et Park, 1994]. Ils présentent un modéle enrichi

prenant en compte trois types de relaxation de gouttes (voir Fig.I1.3 ) :

— Coalescence des gouttes Fig.I1.3(a),
— Relaxation de forme Fig.I1.3(b),

— Fractionnement des gouttes Fig.I1.3(c).

Les prédictions de ce modéle ont été comparées dans |Lee et Park, 1994| aux résultats obtenus a
partir d’'un mélange diphasique expérimental de polymeéres immiscibles en écoulements oscillatoires.
Les modules complexes et élastiques prédits & ’aide du modéle proposé ont été largement validés

par les résultats expérimentaux, et cela sur une importante plage de fréquences de sollicitation.

@) (b) (© .
00— -0 ¢
¢ (TS, /1,) ¢, (TS, /n,)q/S,)

\— 763(F/1]m)q:q 4

Fi1cure I1.3 — Effets physiques des mécanismes de relaxation.
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Ce modéle enrichi difféere du modéle précédent par ’ajout d’un troisiéme mécanisme de fractionne-
ment de gouttes. Les deux autres mécanismes, définissant la relaxation de forme et de taille, sont
strictement identiques & ceux introduits par [Doi et Ohta, 1991]. Le nouveau mécanisme introduit
s’écrit :

0 r

il = —Ca—q : I1.2
o5V ¢ 04 (I1.27)

relaxation

Ce terme prend en compte & la fois la relaxation de forme et la relaxation due au fractionnement
comme illustré sur la Fig. I1.3 et dont c3 est le paramétre adimensionnel gérant I’évolution.
Finalement les effets de la tension de surface sur I’évolution du mélange s’écrivent dans le cadre du

tenseur de surface

5, rs? r
—Sy = —c—Y —c3—q:q (11.28)
ot relaxation n n= =
0 ( q > r
— | = = —c2—¢q (I1.29)
ot SV relaxation n=

ol ¢ et co sont les nombres adimensionnels utilisés précédemment. Le terme ¢ est lié & la coalescence
des gouttes qui se produit dans un systéme concentré, co décrit la relaxation de forme et c3 contient
des informations concernant a la fois la relaxation de forme et le fractionnement des gouttes. Afin

de réécrire le modéle dans le cadre du tenseur d’aire, on définit les nouveaux parameétres

A=c1+ ¢
= oLt o (I1.30)
C3
V=
c1+c2

Lorsque ce modéle de relaxation est appliqué au tenseur d’aire, ’équation d’évolution temporelle
de A est
(I1.31)

relaxation
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ol le terme de relaxation contient les contributions du modéle physique et s’écrit :

dA r r I
= ——alsy <A —SV1> T
dt relaxation n o 3= n 3
9 (11.32)
n\= = 3 Sy 3 3/
Il vient alors I’équation d’évolution du tenseur A :
dA T
o = (Yu)A-AVe+Vu: 4
r Sy ro,1I
—A=Sy A ——1 |- \u—Sy°"=
7 v ( 3 > Mn V'3 (I1.33)
Sy2\ A
—Aw— A A—— )=
7 ( =773 > Sy

2.4 Jeu d’équations complet : utilisation de relations de fermeture

L’équation d’évolution du tenseur de second ordre A contient I'expression du tenseur de quatrieme
ordre A, qui fait intervenir & son tour le tenseur du sixieéme ordre et ainsi de suite. Ainsi une relation
de ferrrteture permettant d’exprimer A en fonction de A est nécessaire pour obtenir un jeu fermé
d’équations. Nous analysons dans la s;ite deux relations de fermeture : la fermeture quadratique et

la fermeture orthotrope.

Fermeture quadratique
La fermeture quadratique a été proposée par [Doi et Ohta, 1991] et est la plus simple des relations

de fermeture. Elle s’écrit

A=—(A® A I1.34
ou encore de fagon indicielle
1
Ajjr = IAijAkl (I1.35)
l

Fermeture orthotrope

Cintra et Tucker ont développé dans [Cintra et Tucker, 1995] une relation appelée fermeture or-
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thotrope. Dans cette fermeture, il est supposé que le tenseur d’aire du quatriéme ordre est exprimé
uniquement en fonction du tenseur d’aire du second ordre. En effet les fermetures peuvent dé-
pendre d’autres quantités, (taux de déformation, etc). Cependant de telles fermetures ne sont pas
appropriées lorsque ’écoulement est nul et ainsi ne sont pas utiles pour prédire l'influence de la
microstructure sur les propriétés finales du matériau.

Afin de faciliter les calculs, nous travaillons dans cette section avec des tenseurs d’aires normalisés

tel que
Ay
A% = A{ (11.36)
Ajj
A = Aﬂ"fl (11.37)

Le tenseur d’aire du second ordre est symétrique (A*;; = A*j;;) et posséde donc trois vecteurs
propres et trois valeurs propres réelles associées notées Ay, A(g) et A(z) tel que Ay > Ay > Ag).
Les vecteurs propres définissent les axes principaux du tenseur et ses valeurs propres sont les valeurs
principales. Si le tenseur A;; est exprimé dans le systéme des axes principaux, dans laquelle ses

composantes sont notées A*;;, celui-ci est diagonal :

A*H 0 0 A(l) 0 0
Aj=1 0 A 0 |=| 0 Ay 0 (I1.38)
0 0  A*z3 0 0 Ag
et
A(l) + A(g) + A(3) =1 (H.39)

Pour étre valide, la relation cherchée doit étre objective, c’est & dire qu’elle doit étre indifférente
au choix du systéme de coordonnées. [Cintra et Tucker, 1995] ont montré qu’'une relation basée
seulement sur le tenseur du second ordre est objective si et seulement si la microstructure est
orthotrope, c’est & dire qu’elle posséde trois plans orthogonaux de symétrie. Pour les structures
orthotropes, les axes principaux du tenseur du second ordre doivent étre les axes de symétrie du
tenseur du quatriéme ordre. L’intérét de cette formulation réside dans le fait que de nombreuses

composantes d’un tenseur orthotrope sont nulles lorsque que le tenseur est exprimé dans base des
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axes principaux. Pour exprimer les composantes, nous adoptons la notation contractée utilisée dans
I'analyse structurelle des matériaux composites (voir [Jones, 1975]). Le tenseur du quatriéme ordre
est symétrique tel que

A i = A gt = A%k = A%t = A% (11.40)

et il peut étre noté sous la forme d’une matrice 6 x 6 utilisant la notation contractée définie dans
[Jones, 1975]. Chaque paire d’indice de A*;;1; est remplacée par un seul indice allant de 1 a 6. En
notant Ay, les composantes de A*;;1; dans la notation contractée, alors cette contraction s’effectue
en assignant

Wy = A*ija (11.41)

ol m et n correspondent respectivement a ij et kl comme résumé dans le tableau I1.3. Il y a
évidemment moins de composantes dans 2, que dans A*;;,; mais les composantes manquantes

sont redondantes grace a la symétrie de A*;;p;.

Notation Contractée Notation tensorielle

moun 17 ou ki

1 11

22

33
23 ou 32
31 ou 13
12 ou 21

O U = W N

TABLE I1.3 — Relation entre les indices de la notation tensorielle et ceux de la notation contractée.

D’autre part le tenseur A*;;5; est symétrique tel que

A ikt = A i (I1.42)

ce qui entraine que la matrice des composantes contractée est symétrique

W = Wnm (I1.43)

et dans ce cadre le tenseur 2A,,, a 21 composantes indépendantes et non nulles. Soit 2y, les com-

posantes contractées lorsque le tenseur du quatriéme ordre est exprimé dans les axes principaux.
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Dans ce cas un tenseur orthotrope, vérifiant I’équation (I1.42), a la forme

A1 Az A3 0 0 0

Az Agg Aoz 0 0 0

_ Az Aoz A 0 0 0
len — 13 2 % B (H44)

0 0 0 Ay O 0

0 0 0 0 Ass O

0 0 0 0 0 A
avec

12 = Agp, Aoz = Agq, A1z = Ass (I1.45)

Réduisant & 6 le nombre de composantes non nulles de 2,,,,,. D’autre part la propriété de normali-

sation définie équation (I1.37), ainsi que les équations (I1.40) et (I1.45), entraine

A1t + Ags + Ass = A (I1.46)
Qg + Aoz + Asg = Apg) (11.47)
Ass + Asg + Asz = Agz) (11.48)

réduisant a 3 le nombre de composantes non nulles du tenseur contracté.

Ainsi seules 3 composantes restent a exprimer en fonction des valeurs principales A(j) et A(g) soit

A= f (A(1),A(2)) (11.49)
A*QQ = f2 (A(l)a A(Z)) (1150)
A3 = f5 (An), Aw) (T.51)

L’implémentation précise des fonctions f(m), m = 1..3 présentée dans [Wetzel et Tucker, 1999] est :

_ P(4p), Ap)

f(m) = Q) Aw) (11.52)
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avec

P(Au)yAp) = cmi+ cm2An) + cmaA) + cmaAyAr) + cms Al
oo Aly) + emr AL A) + ems A Aly + emo Ay + emio Ay (T153)

QA1) A@) = T4 emndg) + cm2d) + cmizAa)A) + cmaAfy + emis Ay, (T1L54)

et dont les coeflicients ¢, sont donnés Tableau I11.4.

n m=1 m =2 m=3

1 0.1433751825 0.1433751825 0.9685744898
2 -0.6566650339 -0.5209453949 -2.5526857671
3 -0.5106016916 -0.6463213306 -2.5756669706
4 4.4349137241 2.3303190917 4.4520903005
5 3.5295952199 0.6031924921 2.2044050704
6 0.1229618909 5.1539592511 2.2485545147
7 -5.5556896198 -1.6481269200 -1.8811803355
8 -2.8284365891 -5.4494528976 -1.9023485762
9 -2.9144388828 -0.2256222796 -0.6202937932
10 0.2292109036 -3.7461520908 -0.6414620339
11 0.7257989503 0.6916858207 -1.2134964928
12 3.0941511876 3.1282643172 -1.2128608265
13 -4.7303686308 -4.7303686308 0.6004510415
14 -1.6239324646 -1.5898193351 0.2393747647
15 -3.1742364608 -3.2083495904 0.2162486576

TABLE I1.4 — Coefficients pour la fermeture orthotrope apparaissant dans les équations (I1.53) et
(I1.54).

Les relations de fermeture quadratique et orthotrope, feront par la suite 'objet d’une étude plus
approfondie notamment en ce qui concerne leur efficacité en terme d’erreur introduite, et ce dans le

cas d’écoulements homogeénes et complexes.

2.5 Vers une modélisation microstructurale dans le cadre de la théorie cinétique

Comme nous 'avons vu l'utilisation du tenseur d’aire est sujet & l'utilisation d’une relation de
fermeture. Cette relation introduit des erreurs qui ne sont pas quantifiables a priori. Lors de la
proposition de la relation orthotrope, Wetzel et Tucker dans [Wetzel et Tucker, 1999] ont alors
comparé leurs résultats avec ceux de la relation de fermeture quadratique par rapport a des résultats

analytiques exacts. Plus récemment dans [Chinesta et Mackley, 2008] la relation quadratique a été
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comparée i des résultats issus de la théorie cinétique et pouvant étre considérés comme exacts. En
effet la formulation du tenseur d’aire dans le cadre de la théorie cinétique introduit une fonction
de distribution d’aire permettant de donner exactement A et A. Nous nous proposons dans la
section qui suit d’enrichir la formulation en théorie cinétique aingi que le tenseur d’aire avec tous
les termes de relaxation issus du modéle physique proposé par Lee et Park [Lee et Park, 1994] afin
d’évaluer 'erreur introduite par les relations quadratique et orthotropes en écoulements homogénes
et complexes.

Dans le cadre de la théorie cinétique, introduisons tout d’abord la fonction de distribution d’aire
U(z,t, n) qui a chaque point du domaine physique z € Q et pour tout temps t associe la surface
spécifique orientée dans la direction n. Le tenseur d’aire peut étre obtenu & partir de la fonction

de distribution d’aire selon :
A(z,t) =/ n®n¥(z,t,n)dn, (IL.55)
- S

ou S représente la surface de la sphére unité centrée a l'origine. L’aire spécifique Sy associée est

alors définie par :

S (11.56)
Z/‘I’(w,t,n)dn
S

Sv(z,t) = Tr(A(z,1) = / Tr(n ® n)U(z,t n)dn

L’équation gouvernant l’évolution du tenseur d’aire comme défini dans ’équation 11.55 implique
la dérivée temporelle de vecteur d’orientation d’aire n donnée par 'Eq. (I1.10) ainsi que la dé-
rivée temporelle de la fonction de distribution ¥(z,t¢, n). L’expression de la dérivée temporelle
de U(z,t, n) devrait permettre de déduire ’'Eq. (I1.18) (équation d’évolution sans les effets de

relaxation). En considérant le tenseur d’aire pour un seul point matériel sa dérivée s’écrit :

dA dn dn DV
yr /Sdt®n n+/3n®dt n+/8n®nDt n (11.57)

DU
ol Dr est la dérivée totale de W.
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En injectant I’équation (I1.10) dans la premiére intégrale de I’équation précédente, celle-ci se réécrit :

/SCZ:@’”‘I’dn Z/S(—(VU)TH-#—(VU:(n®n))n)®n\ydn
:/S(_(V”)Tn®n+(vv:(n®n))n®n)\lldn (IL58)
=—(Vu)'A+(Yu): 4

En suivant le méme raisonnement, il vient pour la seconde intégrale de I'Eq. (IL.57) :

diﬂ n — n — v Tn viln n n n
/Sn® - Vdn /S®( (Vo)'n+(Yv:(n®n))n)¥dn
:/S(n®—<w>%+n®<w:(n@n))n)\vdn (1159)
——AVv+/Sn®(Vv:(n®n))n‘Pdn

En injectant I’équation (I1.18) ainsi que les deux équations précédentes dans (I1.57), et aprés ré-

agencement, il vient

o = (Yu:(nen)¥ (I1.60)
or
% - % ai <dd7;‘1’) (I1.61)
soit finalement
% convection _E?an' (cldvqu> ~(Yu:(n®n))v (11.62)

qui est relativement similaire a I’équation de Fokker-Planck habituellement utilisée pour décrire la
microstructure de suspensions de particules rigides ellipsoidales. Cependant dans ce cas, comme
la fonction n’est pas sujette & une condition de normalité, il apparait dans le membre de droite
I’Eq.J1.62 un terme additionnel prenant en compte 'augmentation d’aire d’interface induite par
Iétirement da au fluide. Si les Egs. (11.62) et (11.55) sont résolues plutot que ’équation d’évolution
du tenseur d’aire (définie ’'Eq. (I1.18)) avec une relation de fermeture associée, le tenseur d’aire peut
étre calculé sans introduire une quelconque relation de fermeture dont 'impact est potentiellement

non négligeable.
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Introduction des effets de relaxation dans le cadre de la théorie cinétique

Comme précédemment nous considérons 'expression de la dérivée temporelle du tenseur d’aire
(qui est donnée dans le cadre de la théorie cinétique par 'Eq. 11.55), afin d’obtenir I’équation de
U(z,t, n) équivalente a 'Eq. 11.33.

De la méme fagon que dans |Bird et al., 1987], on peut combiner le modéle physique proposé avec

I’équation 'Eq.I1.55, permettant d’obtenir le modéle de théorie cinétique associé :

owv 0 dn 0 ow
ol le coefficient de diffusion et le terme source sont :
I'i v SV2
D(U) =\ \—= —A: A - — I1.64
(¥) 776<SV+SV< 3)> (I1.64)
et
2
F(¥)=— )\Ei <,uSV2 +v (A A — SV)) (11.65)
n4m = = 3

L’équation II.63 est une équation d’advection - diffusion qui peut étre résolue a l’aide de diverses
stratégies de discrétisation. Cependant il faut noter que dans le cas d’écoulements complexes cette
équation est définie sur un espace de haute dimension impliquant 'espace physique et ’espace des
configurations représenté par la surface de la sphére unité (dont les coordonnées sont respectivement
z et n) ainsi que le temps. Le nombre de dimensions peut alors étre égal a 6 (3 dimensions pour
I'espace physique, 2 pour 'espace de configuration et un pour le schéma temporel) et il devient trés

délicat de résoudre I'équation du tenseur d’aire a l'aide des techniques numériques classiques (élé-

ments finis, ...) sans disposer d’importantes ressources en temps de calcul et en espace de stockage.
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3 Technique de résolution en écoulement homogene

3.1 Fonction d’orientation d’aire
3.1.a Discrétisation de la fonction d’orientation d’aire sur I'espace des configurations

Une discrétisation naturelle de ce probléme défini sur la surface de la sphére unité S est basée sur

'utilisation des angles polaire et azimutal sphériques (¢, 6) :

cos () - sin (0)
n sin (o) - sin (6) (11.66)

cos (0)

ot les deux coordonnées angulaires sont définies sur : ¢, 0 € [0, 27[x[0, 7[. Cependant des singularités
apparaissent a la fin de l'intervalle de définition de 6, & cause du terme stH?;\IQI dans 'expression
polaire de I’équation de Fokker-Plank. C’est pourquoi nous préférons travailler en coordonnées
cartésiennes, ol la surface de la sphére unité est approchée par un jeu de facettes planes triangulaires.

Les coordonnées nodales des sommets de ces triangles sont données par :

u;

w;

qui satisfont
VuZ+vi+uwi=1 (I1.68)

et ou la périodicité naturelle est implicitement vérifiée. A partir de maintenant, pour alléger 1’écri-
ture, nous considérons un taux de déformation homogeéne (un écoulement complexe sera étudié
par la suite), et de ce fait, aucune discrétisation dans l’espace physique n’est requise. L’équation
de Fokker-Planck peut ainsi étre réécrite de la facon suivante qui n’implique que les coordonnées

d’orientation et le temps :

— + Eo(n)¥ + ElT(@)ffD(‘I’)WJrF(‘I’):O (I1.69)
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ot la fonction scalaire Fy(n ) ainsi que le champ de vectoriel E1(n) peut étre aisément déduit de

I'Eq. 11.63 soit :

_9
on

&
=
I

n—(Yov:(n®n))

(I1.70)

Nous définissons par S le domaine dans I'espace des configurations ot I’Eq. I11.69 est définie, c’est a
dire la surface de la sphére unité. Tout d’abord, le probléme est formulé dans le cadre de la méthode

des éléments finis utilisant la fonction test U™ :

av
/\I’*dn-l—/\lf*Eo(n)‘lldn
S S

dt
ov 0?w

VB (n)—dn — | U*D(V)—— U*F (U =
[ BTG dn — [ v DS dn + [ W P@)dn -0

(IL71)

Le domaine de calcul € est partitionné en une collection d’éléments finis ne se recouvrant pas
(les facettes triangulaires couvrant la surface de la sphére unité). Une interpolation linéaire de la

distribution de fonction est alors construite dans chaque triangle, & partir de laquelle s’écrit :

3

U(n) =Y Ni(n)¥ (IL.72)

=1

et \
U (n)=> Ni(n)¥* (IL.73)

=1

ot U¢ et U sont les valeurs au noeud ¢ de U et U™ respectivement, et N;(n) est la fonction de
forme associée qui a pour valeur 1 au noeud ¢ et s’annule aux autres nceuds.
En intégrant 'Eq. I1.71 par parties et en prenant en compte que 'espace des configurations pour

n n’est pas borné, il vient :

U
/\If*ddn —l—/\If*Eo(n)\Ifdn
s dt S

+/\D*E1T(n)g‘l’dn+ ov D(\Iz)gqldn —l—/\I/*F(\II)dn =0
S S

n s on n

(1L.74)

Le caractére d’advection-diffusion de I’équation précédente nécessite une stabilisation appropriée du

schéma Eléments Finis afin de s’affranchir des instabilités numériques dues au terme de convection.
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La stabilisation est réalisée par une formulation SUPG classique qui modifie les fonctions de forme
lices au terme d’advection U* comme décrit ci-dessous. La formulation variationnelle stabilisée

s’écrit :

\\J _
/\Il*ddn —|—/\I/*E0(n)\1’dn
S S

dt
+A@*E1T(n)g‘i an+ [ %i*p(qz)?z dn +/S\I;*F(\If)dn —0 e
oit dans chaque élément
T (n) = i Vi(n ) (11.76)
=1
avec
Ni(n) = Ni(n) + /Bzhaj\gi”) (IL.77)

ol h est la taille caractéristique de 1’élément et 8 est le parameétre de décentrement donné par

1
B = coth(Pe) — e (11.78)
ou le nombre de Péclet Pe est donné par
E h
pe - [1E1(n)][ (IL.79)

2D

Afin de construire Ey(n) les opérateurs différentiels doivent étre projetés sur le plan tangent a
la sphére unité. La projection du gradient se fait comme suit : si on considére la facette triangle
définie par ses trois sommets, (u1, vy, w1), (u2, v2, ws), (us, v3, ws) les coordonnées de référence (£,1)

peuvent étre définies en utilisant une interpolation géométrique isoparamétrique :

3
w=>_ Ni(&n) u
zgl
v=">Y Ni(&n)v; (11.80)
i=1
3
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Soit e et eo deux vecteurs définis dans le plan contenant le triangle, qui peuvent s’écrire :

ou 3<Zinw)
3 0¢
er=| 00 [ =] °? (E?ﬂ N“”) (I1.81)
o€ o€
Jw 3(ZimeO
0& o¢
ou 3(ZinW>
an on
o= | O | =] 9 (Z?:l N””) (11.82)
B on on
ow 3(ZinwO
on on

Maintenant la relation entre le gradient en coordonnées cartésiennes et celui exprimé sur le plan

tangent a la sphére unité est donné par [Lipschutz, 1970] :

owe
-1
owe
82 eTer eley 5%
ow :( e e ) e (I1.83)
v eler eles A
owe an
ow
ou
3
U= Ni(&, )T (I1.84)
=1
et la matrice
eTer eley
(I1.85)
eler eles

contient les éléments du tenseur métrique g correspondant a une facette triangle donnée. Notons
que les propriétés nécessaires de différentiabilité, de symétrie, de non singularité et de positivité

sont satisfaites par construction dans les coordonnées cartésiennes.



116 Il. Approche microstructurale des suspensions fluides

3.1.b Schéma temporel

Aprés lintégration et I’assemblage de la contribution des éléments, le systéme non linéaire suivant

est obtenu :

m %L 1 D)

[iop)

v =F(¥) (I1.86)

ou ¥ correspond au vecteur contenant les valeur nodales de la distribution de fonction.

La non linéarité vient de la dépendance des termes de diffusion et de force en fonction de la fonction
de distribution elle-méme sur la sphére unité. En utilisant un schéma d’Euler d’ordre 1 le systéme
devient

gt-‘rl: gt_"_ﬂ—l (E(Et)_D(gt)

[lon}

vt (11.87)

ot la W' est la solution au temps t, supposée connue. Le systéme non linéaire est ainsi linéarisé en

considérant la fonction de distribution d’aire calculée au pas de temps précédent.

3.2 Equation d’évolution du Tenseur d’aire

Lors de la résolution du tenseur avec ’aide d’une relation de fermeture, aucune discrétisation par-

ticuliére n’est nécessaire. Le schéma temporel utilisé est un schéma explicite.

3.3 Forme adimensionnelle des équations du modele

Afin de simplifier la manipulation du tenseur d’aire du second ordre nous supprimons la dépendance
dimensionnelle de chaque terme de I’équation constitutive de A et du modele de théorie cinétique
associé. Ainsi un parametre de référence adimensionnel gouvernant a la fois A et les équations

hydrodynamiques pour le champ des vitesse fluides est défini dans la section suivante.

3.3.a Equation du tenseur d’aire

Les termes A et Sy sont aisément adimensionnalisés en les divisant par une longueur caractéristique.

Comme noté dans [Doi et Ohta, 1991], il n’y a pas de longueur caractéristique intrinséque dans le

probléme présent, et nous définissons comme longueur caractéristique 1/ S%}”t avec S%}m = Svl,—o-
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Cela peut étre considéré comme une longueur de référence que le tenseur d’aire soit ou non relaxé,
c’est & dire qu’il ait une trace unitaire ou non.
Le temps est, quant & lui, adimensionnalisé par le second invariant de la matrice des gradients de

vitesse défini par :

y=vYuv:YVu. (I1.88)

Les autres termes apparaissant dans le modéle de Lee et Park, X, v, u, sont des paramétres adimen-
sionnels.

Finalement, nous introduisons le nombre capillaire adimensionnel Ca :

ny
Ca= ——. I1.89
N VCI (1189)
L’équation du tenseur d’aire s’écrit :
dA T 4
= (Yu)yA-A4AVe+Vu:4
— A A——1| - u=—5v"=
CaSV ( 3 > “caSV 3 (11.90)
1 2\ A
—W—|A:A——| =
" Ca ( £773 > Sy
avec le tenseur d’aire adimensionnel A — A/ St et le temps adimensionnel ¢ — ¢ - 4.
Les termes sources et de diffusion du modéle cinétique associé s’écrivent :
@) AL (sysv(a, a5 (I1.91)
T MCas 7V T\ Ee  Se Ty '
et
11 v Sy?
FO)=-A— (puSv?+ (A, A, — 11.92
(¥) Ca47r<'uV+SV(‘I’ =2 3>) (1.92)

3.3.b Equations hydrodynamiques

Soit p la pression et D le tenseur des taux de déformation écrits sous forme adimensionnelle tel que



118 Il. Approche microstructurale des suspensions fluides

Alors on peut écrire le tenseur de contraintes fluides adimensionnel o tel que :

1 I
_ _ _= IT.
g=-pl+2D Ca (A 3 T?“(A)> (I1.93)

3.4 Evaluation de I'efficacité des relations de fermeture

Dans cette section nous comparons les résultats obtenus lors de 'utilisation des relations de fer-
meture quadratique et orthotrope par rapport aux résultats issus de la théorie cinétique appliquée
aux mélanges et qui peuvent étre considérés comme exacts. On suppose que la discrétisation de
l’espace des configurations (voir Section 3.1.a) de cette méthode n’engendre que peu d’erreur au
regard des relations de fermeture et les équations sont adimensionnalisées en faisant intervenir le
nombre capillaire C'a comme défini dans la Section 3.3. La comparaison entre les différents résultats
est illustrée pour deux types d’écoulements, avec la prise en compte du modeéle physique proposé
par Lee et Park (voir section 2.3 et 2.5), par :

— un écoulement élongationnel bi-axial,

— et un écoulement en cisaillement simple.

respectivement définis par

010
VYuv=]|000 (11.94)
000
et
-1 0 0
Yv=| 0 05 0 (11.95)
0 0 05

Pour chacun de ces écoulements nous analysons I’évolution de la surface spécifique Sy pour deux

nombres capillaires différents, Ca =1 et Ca = 10.
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FIGURE I1.4 — Evolution de la surface spécifique en cisaillement simple avec Ca = 1.
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FIGURE I1.5 — Evolution de la surface spécifique en cisaillement simple avec Ca = 10.
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FIGURE I1.7 — Evolution de la surface spécifique en écoulement bi-élongationnel avec Ca = 10.

Les figures 11.4 et 11.5 représentent I’évolution de la surface spécifique dans un écoulement de cisaille-
ment simple respectivement pour Ca = 1 et Ca = 10. Les figures 11.6 et I1.7 représentent les mémes
résultats pour un écoulement bi-élongationnel. Pour chaque écoulement et valeur de Ca on présente
I'influence des parameétres sur I’évolution du mélange en fonction de la méthode de calcul (relation
de fermeture ou théorie cinétique). Notons que les termes du modeéle physique ne dépendent pas
seulement des paramétres A, p et v mais respectivement de A et des rapports A - pu et A-v. Clest
pourquoi dans les figures précédentes on impose une valeur au parameétre A et aux rapports - p et
A-v.

D’autre part on peut noter que les mécanismes portés par les parameétres A, p et v, qui sont

respectivement la relaxation de forme et la coalescence (\), la coalescence (A-u) et le fractionnement
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et la relaxation de forme (A - v), ont pour effet de diminuer V'influence du cisaillement fluide sur
la microstructure. En effet, lorsque C'a = 1, pour les deux écoulements, les rapports A - et A-v
entrainent une importante diminution de la surface spécifique qui est atténuée lorsque le nombre
capillaire augmente (Ca = 10), correspondant a Paugmentation des effets du cisaillement fluide. Si
I'influence de A et A-p (correspondant a la diminution de la surface spécifique) est évidente puisqu’ils
ne représentent que des mécanismes augmentant ’aire d’interface, cela n’est pas le cas pour A-v. En
effet ce dernier prend en compte deux mécanismes dont ’action sur la surface spécifique est contraire.
Ainsi le mécanisme de réduction d’aire d’interface (la relaxation de forme) est prépondérant par
rapport au fractionnement et & 'augmentation d’aire d’interface associée. Cela correspond alors a
une forte relaxation de forme des gouttes du mélange lorsque celle-ci se fractionnement.

On peut aussi noter que le parameétre A a une influence bien inférieure, & valeurs égales, sur I’évolu-
tion du mélange que A-p et A-v. En effet pour les deux valeurs testées du paramétre A, on remarque
qu’il y a toujours une augmentation de la surface spécifique et ce quel que soit le nombre capillaire
ou I’écoulement.

Finalement dans ces figures on peut voir I'impact des relations de fermeture : alors que la relation
quadratique introduit une erreur non négligeable. Les résultats de la relation orthotrope sont, quant a
eux, presque toujours superposés aux résultats issus de la théorie cinétique. Finalement, ['utilisation
de la fermeture quadratique peut étre motivée dans le cas d’écoulement complexe par sa simplicité

d’implémentation et surtout par le gain en termes de temps de calcul.

4 Approche microstructurale en écoulement complexe

4.1 Approche micro-macro avec PGD

Nous proposons ici d’évaluer la précision des relations de fermeture quadratique et orthotrope pour
un écoulement complexe en prenant en compte 'influence de la tension de surface a travers un terme
de relaxation. Pour ce faire nous comparons les résultats obtenus & partir des relations de fermeture
avec ceux issus de la formulation en théorie cinétique. Cette derniére est une approche micro-macro
et, bien qu’ayant une formulation pouvant étre considérée comme exacte, a comme inconvénient
majeur d’étre un probléme a haute dimension. Afin de s’affranchir du probléme de dimensionnalité

nous utilisons la stratégie de réduction dimensionnelle Proper Generalized Decomposition (PGD)
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définie Chap. T et plus précisément ’algorithme PGD PS (voir Sec. 2.2.a) pour 'approche micro-
macro.

Afin de g’affranchir de la difficulté qu’entrainent la non linéarité des termes du modéle physique liés
a la coalescence et au fractionnement, seul le phénomeéne de relaxation de forme est pris en compte

dans le modéle complexe de telle sorte que I’équation d’évolution du tenseur d’aire s’écrit sous forme

adimensionnelle :
dA 0A 1 S'
= _ = . - _ — . N W - = IT.
% = o TuVA=—(Yu)4-4Ve+Vu: 4 ACaSv<A 3I> (11.96)
Le modéle micro-macro associé s’écrit
dv  ov 0 0 ov
o _ Y VUV =-EVv—- — (EU)— — | Eog— II.
i ot + v \Y 0 8@ (fl ) 8@ <28n> ( 97)
ol
Ey=Yv:(n®n)
dn
FEFi=—
I at
Es=A1tg
=2~ "6Cq v

Si le calcul de I’équation d’évolution du tenseur d’aire ne pose aucun probléme par rapport aux
sections précédentes, il est nécessaire de réécrire ’équation précédente sous forme séparée afin de
pouvoir utiliser I’algorithme PGD.

Comme présenté dans le Chap. I, de nombreuses stratégies de séparation sont possibles :

— On peut par exemple écrire la solution comme un produit de fonctions lesquelles sont définies sur

des sous-espaces de dimension 1 tel que

n
V=) FoF., oF . «F,9F,eFi, o F| (I1.98)
=1

ou l'espace temporel est repéré par t, 'espace physique par z = (z,y, z)T et l'espace des confi-

gurations par n = (u,v,w)’.
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— séparer en sous-espaces de "nature" différente tel que

V=Y F,®F,®F, (11.99)
i=1

— ou encore séparer ’espace physique de ’espace des configurations en utilisant une discrétisation
temporelle classique

v'=>"F eF, (11.100)
=1

ou U correspond la solution ¥ au pas de temps t.
Parmi toutes les possibilités d’écriture sous forme séparée, nous choisissons une approche incrémen-
tale en temps afin de n’effectuer une séparation a chaque pas de temps de 'Eq. (I1.97) que sur les
variables de I’espace physique et de I’espace des configurations, ce qui permet de linéariser aisément
le coefficient Es en posant :

1 1
Byttt =) —-8L, = x— [ ¥'q 11.101
= 6Ca"" 6Ca Jg = ( )

avec é”l le coefficient é au pas de temps t + 1.

Concernant la séparation de I’équation (I1.97) seul le coefficient Ey est défini a la fois sur 'espace
physique et ’espace des configurations. Or s’il n’est pas trivial d’écrire ce coefficient sous forme
analytique séparée, la dépendance sur I'espace physique ne se fait qu’a travers le gradient de
vitesse. Ainsi pour réécrire le coefficient Ej sous forme séparée, nous choisissons d’exprimer sa
contribution dans la base canonique du gradient de vitesse. Dans cette base ce dernier s’écrit (pour

un espace physique bi-dimensionnel) :

v dn
0v | Qw91
oz | vz On
Ox1 Oy (11.102)

oy 10 ovy | 01 vy [ 0 0 Ovy [ 0 0
=— + + = + =

Afin de réécrire sous forme séparée le coefficient Ep(z, n ), on évalue numériquement sa contribution



126 Il. Approche microstructurale des suspensions fluides

pour chaque élément de la base. Une fois toutes les contributions déterminées, Eo(z, R) se réécrit

_ Ou 11 duy 12 Ovg 21 Ovg 22
Eo(z, R) aIl(g)Eo (5)+—8$2(2)E0 (E)+7axl(£)Eo (E)Jrfa@(&)Eo (R)
2 2 (11.103)
ov;
=> ) ——(z)E{(R)
i=1 j=1 axj

Le coefficient £ n’est défini que sur 'espace des configurations et E o fait, quant a lui, intervenir
U a travers Sy = Tr(¥) qui est déja écrit sous forme séparée.

La forme faible associée a 'équation (11.97) s’écrit :

. [0V _ iy 9 _ 9 ov
Ll (c%”’W) dzan = [ [ ( B =g, (B =5, <E26n>) dedn

(I1.104)
L’équation précédente est linéarisée en exprimant F7 et Fs en fonction de W obtenu & l'itération

précédente. Apreés discrétisation du terme temporel selon le schéma d’Euler implicite, il vient :

2
//\1/ <1+At<v-V+Eo+E1a\P—E2M>>‘Pt+ldﬂidn =//\If*\1ﬂd:cdn
als on ="0n? als

(11.105)

Uit 14 solution & litération suivante.

ol At est le pas de temps et
Cette équation est discrétisée en utilisant une approximation par éléments finis sur chaque espace.
Pour ce faire on introduit les vecteurs N et M qui contiennent les fonctions de forme associées

respectivement & 1’espace de coordonnées x et n.

Remarque :

La dérivée matérielle sur I'espace physique fait intervenir un terme de convection néces-
sitant une stabilisation afin d’éviter que des perturbations apparaissent dans le résultat.
Cette stabilisation est effectuée en utilisant un schéma SUPG. Sur ’espace des configu-
rations le terme de convection est en pratique plus faible que le terme de diffusion et ne

nécessite pas une telle stabilisation.

La forme discréte nécessite 'introduction des matrices suivantes :
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aveci,j = 1.3 et U, ! les décompositions de la fonction ¥ au temps t respectivement sur I’espace

physique et 'espace des configurations.

Ainsi la forme discréte s’écrit :

AV =B
avec
13 4
A=) Ai®A;
=1
et
B=B]® B,

4.1.a Validation du modeéle Micro-Macro

(11.106)

(11.107)

(11.108)

Nous nous intéressons tout d’abord aux résultats de la PGD pour des écoulements simples puisque

dans ce cas I’espace physique se réduit & un point et le probléme est de dimension 3 (1 pour le temps

et 2 pour l'espace des configurations) ce qui peut étre aisément traité par la méthode des éléments
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finis. Dans ce cas Uopérateur défini dans (I1.107) devient :

am”
n

A:1®/MMTdn+1®At/ME1
S S dn

11.109)
dM 1 aMm” L Y g (
1At [ — ([ A— [ ¥l 4 d At : MEYMT d
e [gdﬂ(GC&/S"n)dn n szx@)/g 0 =
=1 j=1 J

Et le second membre :

B:l@/Mxpgdn- (11.110)

S

Nous comparons pour chaque méthode 1’évolution au cours du temps de la surface spécifique Sy
(trace du tenseur A) pour un cisaillement simple et une élongation bi-axiale. Initialement la phase

discréte du mélange est sous forme de gouttes sphériques ce qui signifie que le tenseur d’aire s’écrit :

L 0 0
) 1
A=1o0 3 0 (I1.111)
0 0 L
3
Le gradient de cisaillement est défini pour ’écoulement de cisaillement par
010
Vv=10 0 0 (I1.112)
000
et pour I’élongation bi-axiale
-1 0 0
Vv=|[0 % 0 (I1.113)
0 0 L
2

L’espace des configurations, représenté par la sphére unité, est discrétisé a l'aide plus de 5000
éléments triangles & trois nceuds pour un total de prés de 2500 nceuds. Pour les deux méthodes le

schéma temporel est identique (schéma d’Euler implicite).
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Surface spécifique

FiGure I1.8 — Comparaison de I'évolution de la surface spécifique Sy en fonction du temps et de

trois valeurs du paramétre ¢ = Ca’ pour un écoulement de cisaillement simple.
a
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F1cure I1.9 — Comparaison de I'évolution de la surface spécifique Sy en fonction du temps et de

trois valeurs du paramétre ¢ = ——, pour un écoulement d’élongation bi-axiale.

Ca

On trace sur les figures 11.8 et 11.9 I’évolution de la surface spécifique au cours du temps pour trois
paramétres de relaxation différents. Les résultats sont identiques entre les deux méthodes de calcul.
La méthode PGD est une méthode itérative dont la précision dépend du nombre de fonctions de

base (définies par E’z et @in dans la section précédente). Pour les écoulements simples, la conver-
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gence de la méthode est trés forte et est atteinte avec I'ajout d’un seul produit de fonctions a chaque

itération. D’autre part, le terme de relaxation introduit dans le modele influence 1’évolution de Sy
o . A . . .

comme on pouvait s’y attendre : plus le paramétre ¢ = — est important et plus I’évolution de la

Ca

surface spécifique est affectée et sa croissance faible.

Remarque :

Dans le cas o1l ¢ est faible une stabilisation sur 'espace des configurations du type SUPG

a été ajoutée afin de prévenir toute oscillation de la solution.

4.1.b Modeéle micro-macro en écoulement complexe

Dans la section précédente nous avons montré que les résultats issus de la PGD pour des écoulements
simples étaient en tout point comparables avec ceux issus de la méthode EF. Or dans ce cadre, nous
n’introduisons pas de relation de fermeture et pouvons ainsi considérer les résultats comme exacts.
C’est pourquoi nous prenons les résultats PGD en écoulement complexe comme référence par rapport

aux relations de fermetures quadratique et orthotrope.

FiGURE I1.10 — Champ de vitesse fluide pour 1’écoulement complexe. Noter que seule une moitié de
la contraction est représentée : le bord inférieur est un axe de symeétrie.

L’écoulement est une contraction 2 :1 telle que présentée dans la Fig. 11.10, de largeur maximum 2
et de hauteur maximum 0, 6, et dont le bord inférieur représente un axe de symétrie. On impose en

entrée x = 0 un écoulement de Poiseuille défini par

2
0.5 (1— Y )
v = Ymax (11114)

0
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Les fluides sont incompressibles, newtoniens, de méme densité, equi-visqueux et immiscibles. Les
contraintes induites par le mélange ne sont pas prises en compte ce qui signifie que le champ de
vitesse reste identique tout au long de la simulation et son état stationnaire est obtenu par résolution
de I’équation de Navier-Stokes. De plus on résout I'équation (I1.96) avec les relations de fermeture
ainsi que le systéme tel que définit dans (I1.106) pour la résolution PGD. Celles-ci prennent en
compte 'effet de la tension de surface a travers le terme de relaxation de forme ou ¢ = 3.

Deux conditions aux limites sont imposées : la microstructure est imposée sphérique en entrée et
sur le bord supérieur, c’est-a-dire que le tenseur d’aire s’écrit sous la forme donnée par 1’équation
(I1.111). Ces conditions correspondent & un fluide qui n’a subi aucun mélange avant d’entrer dans la
contraction et dont la phase discréte est présente sous forme parfaitement sphérique au contact de la

paroi. On simule I’évolution du mélange pour les trois méthodes jusqu’a atteindre I’état stationnaire.

.
e
1
.
s
b3
s
.
by
by

Figurkg II.11 — Résultats obtenus avec la relation de fermeture quadratique. L’orientation de la
microstructure est donnée par les ellipsoides et les isocouleurs représentent 1/Sy .

Figurek I1.12 — Résultats obtenus avec la relation de fermeture orthotrope.
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F1GURE I1.13 — Résultats obtenus sans relation de fermeture (théorie cinétique).

Nous choisissons de représenter dans les figures 11.11-11.13 D'orientation de la microstructure du
mélange & I'aide d’ellipsoides dont les semi-axes sont les valeurs propres et dont les axes principaux
sont les vecteurs propres (section 2.2.b). Par définition le tenseur d’aire est porté par la normale n
a l'interface dS (Eq. I1.16). Or il est plus judicieux de représenter son orientation en fonction de la
tangente ¢ de cette interface (vecteurs n et t illustrés Fig. I1.1 en début de ce chapitre Sec. 2.1)
et donc d’effectuer une rotation au tenseur d’aire. Ainsi, soit C le tenseur d’aire du second ordre

orienté selon t :

1

1 1
=/t®tdS=/Rn®RndS=RART (IL115)
v /s V) ErYE S48

ou R est la matrice rotation telle que

cos(f) —sin(0)
R(0) = (I1.116)
sin(f) cos(6)
Il est évident que cette représentation n’est possible qu’en 2D car la tangente n’est pas unique dans
le cas 3D. Cette représentation correspond a celle choisie dans [Wetzel et Tucker, 1999] mais avec
une rotation de /2. Le mélange est quantifié¢ en fonction de la surface spécifique et plus exactement
du rapport 1/Sy.

Afin de pouvoir comparer les résultats obtenus entre les différentes simulations, nous résumons Tab.

I1.5 la surface spécifique totale dans la géométrie, ainsi que les maxima atteints.
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Quadratique | Orthotrope | Théorie cinétique
Sy Totale 1.73 1.55 1.58
Sy Minimale 1 1 1
Sy Maximale 20.06 15.75 18.30

TABLE II.5 — Comparaison des résultats issus en écoulement complexe en fonction de la méthode
de résolution.

Les figuresII.11-11.13 présentent les résultats obtenus en état stationnaire pour les trois simulations
différentes. Ces résultats obtenus sont relativement proches. En effet la surface spécifique totale,
qui correspond a l'intégration de la surface spécifique sur toute la géométrie (voir Tab. I1.5), est
du méme ordre. Cependant l'erreur relative de la relation orthotrope est bien inférieure & celle de
la relation quadratique, puisqu’elle est de ordre de 2% contre 9% respectivement pour la relation
orthotrope et la relation quadratique. Cela est tout a fait en accord avec les résultats de [Wetzel et
Tucker, 1999]-[Maitrejean et al., 2010] ot est mise en avant la plus grande précision de la fermeture

proposée par Wetzel et Tucker (la fermeture orthotrope).

D’un point de vue numérique, les simulations avec relation de fermeture correspondent & un probléme
défini par pres de 1000 degrés de liberté, alors que la définition dans le cadre de la théorie cinétique
entraine 2500 fois plus d’inconnues : & chaque point de I'espace physique est associé un espace de
configuration. Or I'utilisation de la PGD permet de s’affranchir des difficultés qu’aurait engendrée
la résolution EF d'un tel probléme. En effet la résolution d’un probléme de plus de 2500000 degrés
de liberté dans le cadre de méthodes numériques classiques nécessite le stockage et 'inversion d'une
matrice composées de 2500000 x 2500000 termes ce qui pose d’importants problémes de mémoire et
de temps de calcul (et cela méme lors de l'utilisation de matrices creuse et de résolutions itératives).
Il a ainsi été possible de résoudre le probléme couplé micro-macro sur un PC équipé d’un processeur
Intel Core i7 en deux heures dans le cadre de la méthode PGD.

Les simulations avec relations de fermeture restent néanmoins bien plus efficaces en termes de temps
de calcul (mais au détriment d’une perte de précision) puisque ces temps ne dépassent pas quelques
minutes. Dans les cas ot une grande précision n’est pas requise, ’erreur introduite par les relations
de fermeture peut étre acceptable. Ainsi la fermeture quadratique, qui est 5 fois plus rapide que la

fermeture orthotrope, a une utilisation tout & fait justifiée dans le cadre d’écoulements complexes
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[Maitrejean et al., 2010].

4.2 Exemple de mélange complexe avec relation de fermeture et modele phy-

sique complet

Dans cette section nous présentons l'utilisation du tenseur d’aire avec la relation de fermeture
quadratique en écoulement complexe. Le modéle physique complet est pris en compte ainsi que
I'influence de la présence du mélange sur I’évolution du champ des vitesses fluides. Le probléme
est instationnaire et, comme le nombre de Reynolds est faible, la conservation de la quantité de

mouvement s’écrit :

<1

9
I
@)

(I11.117)

ol

g=-pLl+22mD -1

avec o le tenseur des contraintes fluides, p la pression, I la matrice identité, D le tenseur des taux
déformation et 7 le tenseur des extra-contraintes fluides correspondant & l'action du mélange sur

le fluide. 7 est défini par :
1
= @(

—_

]

[ES

_ gTT(é)) (I1.118)

et C'a parameétre adimensionnel (voir Section 3.3.a). Les fluides sont considérés incompressibles,

d’ou I’équation de conservation de la masse :

V-v=0 (11.119)
avec v la vitesse fluide.
Finalement la dérivée matérielle du tenseur é s’écrit :
4 o4 VA 11.120
a "o TevA (I1120)
dA
ou aT? est donné par I’équation 11.33.

Le champ des vitesses fluides initial est représenté Fig. 11.14.
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FiGURE 11.14 — Champ des vitesses fluides initial.

La qualité du mélange est représentée par o = S Nous choisissons de définir initialement ’aire
1%

spécifique comme unitaire (et ainsi o = 1) et de considérer la microstructure initiale comme sphé-

rique (soit sous forme de disque en 2D), c’est & dire avec un tenseur d’aire initial diagonal tel

que :

Al_, = (I1.121)

S N =
N = O

Dans cette section le calcul du tenseur d’aire est réalisé a ’aire de 1’équation (I1.33) utilisant la rela-
tion de fermeture quadratique. L’approche micro-macro présentée prend en compte la contribution
du mélange sur I’évolution de champ cinématique fluide & travers le terme des contraintes fluides.

L’algorithme de résolution est donné Alg .9

Initialisation A
pour t =1 a nombre d'itérations faire

v« calcul macro (AY)
Attl ;t+1)

fin

+ calcul micro (

Algorithme 9: Algorithme pour le cas du mélangeur.

Sur la Fig.I1.15 est représenté le tenseur d’aire & ¢t = 0. Comme nous avons vu dans la section
précédente, la fermeture quadratique est un bon compromis entre la précision et le temps de calcul

pour I'évaluation de A. C’est donc cette fermeture qui est retenue dans ce cas. Les paramétres du
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modéle sont définis par : Ca =1, A=0.1, u = 0.1 et v = 0.15.

1
Fi1GuRre I1.15 — Représentation ellipsoidale du tenseur d’aire. Les iso-couleurs représentent a = —.
\%
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FIGURE IL1.16 — Evolution du tenseur d’aire lors d’une rotation compléte (¢ = [0, 27]) des pales du

mélangeur.
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Les figures 11.16.(a-c) représentent un tour complet du mélangeur et I’état du mélange pour chaque
rotation de 27/3. Les zones les mieux mélangées (bleues) et moins bien mélangées (rouges) sont trés
facilement identifiables ainsi que I'orientation de la microstructure. On peut noter que les zones les
moins mélangées ont vu leur ratio 1/Sy augmenter lors du mélange. Puisque la forme initialement
sphérique est le meilleur rapport aire d’interface par unité de volume, cela indique que les gouttes
du mélanges ont coalescé.

Enfin I'influence du mélange sur I’écoulement fluide n’est pas, dans ce cas, trés important : comme
on peut le voir sur les figures I1.17 et I1.18 représentant les lignes de courant dans le mélangeur,

leur modification n’est pas significative.
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Ficure II.17 — Lignes de courant avec un FIGURE 1I1.18 — Lignes de courant aprés une
fluide newtonien sans mélange. rotation en présence du mélange.
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4.3 Application du tenseur d’aire : caractérisation de I'efficacité d’une géomeé-

trie de mélangeur

L’utilisation du tenseur d’aire pour évaluer l'efficacité d’une géométrie de mélangeur peut se faire
grace aux informations qu’il contient et plus précisément & la surface spécifique Sy. En effet en
intégrant cette grandeur sur ’ensemble de la géométrie et en la rapportant & sa valeur initiale, il est
possible de déterminer avec précision 'augmentation proportionnelle du mélange pour différentes
géométries. Afin d’illustrer cet utilisation on reprend la méme géométrie que dans la section précé-
dente en faisant varier le nombre de pales. Les paramétres des simulations sont identiques et définis
tels que :

— La phase discréte est présente initialement sous forme sphérique.

— Les paramétres du modéle sont définis arbitrairement tels que Ca = 1, A = 0.1, p = 0.1 et

v=0.2.

— La microstructure en contact avec les pales reste sphérique.

Aucune influence du mélange sur le champ des vitesses fluides n’est considérée.
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1.8

02

(c) Mélangeur a 5 pales.

FIGURE I1.19 — Etat du mélange aprés une rotation du mélangeur.
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Les géométries testées ont deux, trois et cing pales. L’état du mélange aprés une rotation du mé-

langeur est présenté Fig. 11.19(a-c).

2 pales | 3 pales | 5 pales
Sy initiale 1 1 1
Sy finale 1.89 2.16 0.91

TABLE 11.6 — Evaluation de la surface spécifique initiale et finale normalisées pour chaque géométrie.

En intégrant sur tout le domaine la surface spécifique a la fin d’une rotation et en la comparant
avec la surface spécifique initiale il est ainsi possible d’évaluer Uefficacité de chaque géométrie (voir
Table I1.6). Ainsi entre les trois géométries proposées, c’est celle a trois pales qui est la plus efficace :
I'aire d’interface par unité de volume est multipliée par deux aprés une rotation. Au contraire la
géométrie & cinq pales n’est pas du tout adaptée aux mélanges de ce type : les effets dus a la
relaxation (relaxation de forme, coalescence, ...) sont plus importants que Ueffet du mélangeur et

I’aire d’interface décroit aprés une rotation.
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5 Une modélisation Polydisperse du mélange

Dans les sections précédentes les effets de la tension de surface ont été intégrés au modéle du tenseur
d’aire & travers le modéle physique proposé par [Lee et Park, 1994]. Nous avons alors montré que
I"utilisation du tenseur d’aire avec relation de fermeture est alors un excellent outil pour quantifier le
mélange. Cependant si nous nous intéressons aux problématiques de mélanges dont la phase discréte
est présente sous forme de gouttes, on peut s’attendre & ce que la taille de ces gouttes ne soit pas
homogéne, c’est & dire que nous soyons en présence de mélange polydisperse. Or dans le modéle de
Lee et Park, tout comme dans les autres modéles physiques proposés pour le tenseur d’aire, aucune
information sur la polydispersité du systéme n’est donnée bien que la taille de la microstructure
joue un role capital dans la détermination des propriétés rhéologiques (voir par exemple [Pal, 1996]
qui montre 'influence de la taille des gouttes de la phase disperse sur les émulsions huile-eau et eau-
huile) et peut aussi servir d’indicateur pour la qualité du mélange. Pour cette raison nous souhaitons
définir un modéle qui prenne en compte la polydispersité des gouttes du mélanges en intégrant les

effets polydisperses sur 1’évolution du tenseur d’aire avec relation de fermeture.

Afin de définir un modéle simple nous émettons quelques hypothéses. Ces derniéres présentent
des simplifications qui pourrons étre ameéliorées et enrichies afin d’obtenir un modéle plus réaliste
au point de vue physique :

1. La phase discréte est présente sous forme de goutte ayant une forme parfaitement sphérique

au repos.

2. Chaque goutte qui se fractionne engendre deux gouttes de taille identique dont le volume de

chacune est égale & la moitié de celui de la goutte parent.

3. Chaque goutte peut coalescer avec une autre goutte (de taille différente ou identique) afin

d’engendrer une nouvelle goutte de volume égal & la somme de celui des gouttes parents.

4. Apres coalescence ou fractionnement, les gouttes perdent leur anisotropie, ¢’est a dire qu’elles

redeviennent parfaitement sphériques.

Le probléme est alors formulé en terme d’évolution de la concentration de gouttes ayant le méme
volume ¢ et comme les gouttes sont parfaitement sphériques au repos, il est aisé de décrire la

population en fonction du volume de chaque volume. Ainsi soit Vpyigerate €6 VTota] 1€ volume de
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la phase discréte et le volume total du mélange respectivement, la concentration C'(¢) normalisée

d’une population de gouttes ayant un volume ¢ s’écrit :

C(g) = 20 (11.122)
VDiscréte

ol Z ¢ est le volume correspondant & la somme des volumes de gouttes appartenant & la méme

population. Cette définition de la concentration C(¢) permet alors d’écrire

/C(¢)d¢ =1 (I1.123)
¢

D’autre part nous définissons ¢,q; qui correspond au volume maximum que peut atteindre une
goutte de la phase discréte et qui correspond au volume total de cette derniére. Dans ce qui suit les

volumes sont adimensionnalisés par Vyigerate, entrainant ainsi ¢rpa, = 1.

5.1 Equation d’évolution de la concentration

L’évolution de la concentration C'(¢), c’est a dire de la population de goutte ayant le méme volume,

est gérée par les mécanismes de coalescence et de fractionnement.

Création
_‘_..-—_—l—s__*

» C(¢)

Destruction
FI1GURE II.20 — Schéma d’évolution de la concentration.

Nous définissons alors un terme de "création" et un terme de "destruction" correspondant pour
chaque population, respectivement & ’augmentation et a la diminution des gouttes de la population

considérée :

dC(¢)  dC(¢)
e dt

dC(¢)
dt

(11.124)

création destruction
Ainsi, si I'on considére ’ensemble des populations, I’évolution doit étre conservatrice et on peut

écrire :

LdC(g)
/O S dp=10 (11.125)
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En se référant aux simplifications énoncées section 5, la création de gouttes pour un volume consi-
déré est due soit a la coalescence de deux gouttes de taille inférieure, soit au fractionnement dune
goutte de volume deux fois supérieur. On peut supposer que ces deux mécanismes (coalescence /
fractionnement) sont indépendants et nécessitent l'introduction de paramétres gérant leurs évolu-
tions. Ces deux parameétres que nous appellerons V. et V, respectivement pour la coalescence et le
fractionnement peuvent étre considérés comme des taux adimensionnels qu’il faut identifier pour

chaque type de mélange. Ainsi le terme de création s’écrit :

dC(¢) _ (b / _ / /
—V. | C¢)C(6—d)dd'+ 2V,0(20) (IL.126)
dt création 0 ——
fractionnement
coalescence
De méme pour le terme de destruction :
dC(d)) (z)maa:—(z) , ,
= WOt % C@)ceds (1L.127)
dt |destruction — JC(8) 0
fractionnement
coalescence

Sur la Fig. I1.21 on trace I’évolution au bout d’un temps infini d’une concentration initialement
répartie selon une loi normale centrée en 0.5 et avec un écart-type de 0.1. On considére les cas ou

seul le mécanisme de coalescence (en bleu) ou de fractionnement (en rouge) ont lieu.

10

: — — — Distribution initiale
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Fi1GuRre I1.21 — Distribution de la polydispersité en régime stationnaire lorsque seuls les mécanismes
de fractionnement (en bleu) ou de coalescence (en rouge) sont pris en compte.
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Comme on peut s’y attendre, dans le cas ol seul le mécanisme de coalescence a lieu, il n’y a
plus qu’une seule population de gouttes ce qui correspond & une coalescence compléte de la phase
discréte. Inversement si seul le fractionnement est considéré, la population restante correspond a la
population de taille minimale. Notons que dans ce cas, cette derniére correspond & la plus petite
maille de l'espace des concentrations. Si on met en concurrence les deux mécanismes (coalescence
et fractionnement), I’évolution de la concentration pour un temps normalisé est géré par 5, qui
s’exprime :

p= (I1.128)

Ve
Va
Dans les figures 11.22 et 11.23 sont représentées les évolutions de la concentration pour un temps final
(normalisé par V.) respectivement de ¢t = 1 et ¢ = 1000. Les évolutions observées sont en accord avec
le comportement attendu : plus le coefficient 3 est petit (respectivement grand) plus le volume des
nouvelles populations diminue (respectivement augmente). De plus quand V. est prédominant, nous
voyons apparaitre des discontinuités dans la distribution des populations. Cela est dii au modéle de

fractionnement qui ne permet que I’apparition de deux gouttes de volume identique.

— — — Distribution initiale

......... F=01
] 5= H
7L ——— F=1000 H

FiGuRE I1.22 — Solution & t = 1 pour différentes valeurs de 3.
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10 - T T T T T T T T T Ty
: — — — Digtribution initials

F1aURE I1.23 — Solution & ¢ = 1 pour différentes valeurs de 3.

5.2 Couplage avec le tenseur d’aire

Maintenant que 1’on a défini un modéle prenant en compte la polydispersité, il est nécessaire d’in-
tégrer ses effets & ’évolution du tenseur d’aire. Un tel modéle doit prendre en compte les mémes
mécanismes que ceux présents dans le modele de [Lee et Park, 1994] pour chaque population de
goutte considérée : coalescence, fractionnement ainsi que relaxation de la forme des gouttes. Ainsi si
nous introduisons ¢, une taille de goutte, I’équation d’évolution du tenseur A pour cette population

de goutte doit s’écrire :

44(9) Vuv)'A A(@p)Vv+Vu: A 4 4 4
o7 =—(Vuv) :(Gf))—:(d’)fQJer‘g(éf))— it |, + dt . o dt
— ~~ - N——
étirement fluide relaxation de forme aire créée aire détruite
(I1.129)

0A

Le terme de relaxation 8—? correspond a la réduction de I’anisotropie de A au cours du temps

R

et est en tout point identique au terme de relaxation de forme introduit par [Doi et Ohta, 1991]

puis repris dans |Lee et Park, 1994] :

dA

T
dt = CESV(@ <

[ES

(¢) — Sv (o)

o i~
~_

R
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dA
est le seul terme identique au modéle de la littérature. Les deux autres termes 77 et
C

R

N

—| correspondent respectivement a la création et & la destruction d’aire par volume caractéris-
dt |p
tique lors des phénoménes de coalescence et fractionnement et sont issus du modéle polydisperse.

Ainsi A ¢ est laire créée et est parfaitement isotrope, c’est & dire correspond & un tenseur d’aire
diagonal dont tous les coefficients sont identiques. Puisque la trace du tenseur d’aire correspond a
I'aire d’interface par volume unitaire, la trace de A ¢ correspond au ratio de la surface de la sphére

par son volume et pondéré par la variation de la concentration. D’ou 'expression :

dA|  4nR(¢)* L dC(¢)
dt C ¢ 3 dt création
dA dA

nous avons suivi le raisonnement suivant : —
D dt |p
doit soustraire du tenseur d’aire une certaine quantité correspondant & la surface spécifique de la

Pour déterminer le terme de destruction —

population disparue, tout en conservant ’anisotropie de cette aire supprimée. De plus, si & chaque
population de goutte on associe une surface spécifique, alors & 1’évolution de cette population on

peut associer 1’évolution de Sy soit :

Cl¢) — Svi9)

d

i) - 5 (Sv(9))

dt

destruction destruction

Ce qui peut étre réécrit sous la forme :

a (Sv(¢)) (11.130)

dt

destruction C(o) dt destruction

Finalement ’aire d’interface est supprimée en conservant ’anisotropie du tenseur d’aire, c¢’est a dire

dans la direction du tenseur normalisé , et le terme A p s’écrit alors :

Sv(¢)
CAW) d
éD - Sy (9) dt (Sv () destruction
A(9) dC(¢)

destruction
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5.3 Résultats numériques du nouveau modeéle de tenseur d’aire avec polydis-

persité
5.3.a lllustration en écoulement homogeéne

La figure 11.24 présente ’évolution de la surface spécifique Sy lorsque 'effet relatif au gradient de
vitesse n’est pas pris en compte : on suppose que la relaxation de forme A g est exactement égale
a leffet du cisaillement. Dans ce cas, si aucun effet de coalescence ou de fractionnement n’est pris
en compte, la trace du tenseur d’aire reste constante. Initialement, la dispersité des gouttes de la
phase discréte est répartie comme sur la figure 11.21 et les gouttes sont supposées parfaitement
sphériques. Ainsi le tenseur d’aire initial est défini en fonction de la surface spécifique initiale qui

est S = 6.12.

— — —3ang coalescence [ fractionnement L
IES \/C=DDD1 \/d=g_1 _
13 ——--¥ =01, =000 i
V. =01V, =01

12 B
Mr 1
i 10 _
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-ﬁ\h.q_"l_ — === e e o

i} 10 20 30 40 50 B0 70

FIGURE 11.24 — Evolution de Sy dans un écoulement polydisperse, ot l'effet du cisaillement est
compensé par celui de la relaxation de forme et pour trois couples de valeurs V. et Vj.

L’évolution de la surface spécifique sur la figure 11.24 est ainsi entiérement dépendante des valeurs
des paramétres V. et V;. Or le paramétre de fractionnement, & valeur égale avec celui de coales-
cence, est prépondérant comme on peut le voir dans les équations 11.126 et 11.127. Ainsi la surface
spécifique augmente lorsque les deux parameétres sont égaux (courbe verte) car le phénoméne de
fractionnement est plus important que celui de coalescence. D’autre part, pour les deux autres cas
I’évolution de Sy est tout a fait en accord avec ce & quoi on pouvait s’attendre : lorsque le fraction-

nement est plus important, la surface spécifique augmente car des gouttes de volumes plus faibles
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apparaissent et inversement lorsque la coalescence est le mécanisme principal.

De plus on représente sur la figure I11.25 1’état polydisperse final des évolutions présenté figure
I1.24. Comme évoqué précédemment, & valeur égale, le paramétre de fractionnement V. est plus

influent que V; ce qui est illustré par la courbe verte.
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F1GURE 11.25 — Distributions relatives aux surfaces spécifiques Sy (¢) finales obtenues figure 11.24.

L’évolution de la surface spécifique est aussi illustrée dans le cas d’'un écoulement élongationnel

uniaxial (figure 11.26) défini par :

02 0 0
Vo=1| 0 -01 0 (IL131)
0 0 -0.1

Il est intéressant de noter que le postulat selon lequel les gouttes deviennent parfaitement sphé-
riques aprés fractionnement ou coalescence a un impact non négligeable sur 1’évolution de la surface
spécifique. Ainsi méme dans le cas ou le fractionnement est le mécanisme principal (courbe rouge),
laugmentation de la surface spécifique est moindre que I’écoulement témoin (courbe noire, sans
prise en compte de la tension de surface). La surface spécifique est méme inférieure sur la courbe
rouge que sur la courbe bleue, car pour cette derniére 1’évolution des populations de gouttes est

plus lente et elle conserve ainsi 'augmentation de 'aire d’interface da au cisaillement fluide.
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— — — Etirernent seul
<V, = 0001V, =01
— =V, =01V, = 0.001
V=01, =01

FicuRre 11.26 — Evolution de Sy dans un écoulement polydisperse, sans
trois couples de valeurs V. et V.
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relaxation de forme et pour

F1aure I1.27 — Distribution de la surface spécifique Sy (¢) finale pour I’écoulement défini en figure

I1.26.

Enfin il & noter que le modéle polydisperse ne prend pas en compte "l’histoire" de ’évolution de la

concentration, et que seul le rapport des coefficients V. et V; a une influence sur I’état stationnaire.

Ainsi pour deux jeux de coefficients, si ceux-ci sont proportionnels, on atteindra le méme état

stationnaire, I’état transitoire étant lui par contre influencé par la magnitude des coefficients en jeu.

C’est pourquoi, si 'on ne s’intéresse qu’a 1’état stationnaire, on peut ne définir comme paramétre

V.
que le rapport VC Pour illustrer cela on pose :
d
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V. = 045-a
Vd = 03-a
Vi = 0

1 et a = 10 aprés un temps ¢t = 0.1 et

et on trace sur la figure I1.28 la concentration pour a

t = 20.
R ---Distribution initiale ||
—=—a=1,1 =01
final i

=01
=20
20

Iz
g ]
—=—a=1 O, tﬁnal

sl
Id 3
1 i
i § __a=
V a=1, tﬂnal
o a=10, 1:ﬁnal =

FiGuRrE I1.28 — Concentration pour différents a & deux temps finaux différents, ¢ = 0.1 et ¢ = 20.

Ainsi sur la figure I1.28 on voit bien que si la vitesse d’évolution dépend de la magnitude des

coefficients du modéle, I’état polydisperse stationnaire est, quant a lui, identique puisque le rapport

— est identique pour les deux jeux de paramétres.

d
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5.3.b lllustration en écoulement complexe

Ecoulement de Poiseuille

On illustre maintenant 1’utilisation du modéle polydisperse en écoulement complexe. Pour ce faire
on représente ’écoulement complexe a 'aide d’un écoulement de Poiseuille et d’un écoulement de
contraction, avec dans les deux cas la moitié seulement de la géométrie représentée et des écoulements
plans. De plus dans les deux cas on ne prend pas en compte I'influence du mélange sur ’écoulement

fluide. Ainsi le champ des vitesses fluides est défini dans le cas du Poiseuille par la Fig. 11.29.

0.4r
03r
0.2r

0.5
01r

-0.1

Ficure 11.29 — Distribution des vitesses fluides dans le cas de I’écoulement de Poiseuille. L’axe de
symétrie est sur le bord supérieur (y = 0.3).

Une fois le régime stationnaire atteint on représente le tenseur d’aire dans la géométrie ainsi que
le ratio a = 1/Sy sous forme d’iso-couleurs. Initialement les gouttes du mélanges sont considérées
comme sphériques et pour les mémes raisons que dans la section précédente, Sy |i—9 = 6.12 soit
ali=o = 0.163 (la surface spécifique est liée & la distribution initiale de la concentration C(¢)).
Dans cette géométrie les lignes de courant sont paralléles & ’axe de symétrie et I’évolution de la
concentration est illustrée pour les lignes de courant situées a y = 0.03 (proche du bord inférieur),
y = 0.15 (centre) et y = 0.3 (axe de symétrie supérieur). A l'entrée (bord gauche) on impose que la

phase discréte reste inchangée.
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F1GuRE I1.30 — Représentation du tenseur d’aire sous formes d’ellipsoides une fois le régime sta-
tionnaire atteint. Les iso-couleurs représentent le rapport o = 1/Sy avec Sy|i—o = 6.12 soit
Oé|t:0 = 0.163.

L’espace des concentrations est discrétisée par 50 neeuds et les coefficients du modéle physique sont

arbitrairement définis tels que :

V. = 0457
Vi = 034

Vi, = 0.5-(Sy — Sv|i=o)

avec v le deuxiéme invariant de gradients de vitesse adimensionnel défini Eq. I11.88. Dans cette
géométrie la surface spécifique est toujours supérieure ou égale & la surface spécifique initiale et

donc le coefficient V. reste positif ou nul.
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(a) Evolution de la concentration sur la ligne de courant  (b) Evolution de la concentration sur la ligne de
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(c) Evolution de la concentration sur la ligne de courant
y =0.3.

FicURE T1.31 — Evolution de la concentration dans ’écoulement de Poiseuille sur trois lignes de
courant et pour trois abscisses.

Comme on pouvait s’y attendre, il n’y a pas d’évolution de la concentration sur la ligne de courant
située en y = 0.3 puisqu’il n’y a pas de gradient de vitesse (axe de symétrie). A V'inverse la poly-
dispersité évolue fortement sur les deux autres lignes de courant et il est intéressant de noter que
sur la ligne de courant proche de la paroi inférieure Fig. 11.31(a), I’état stationnaire est atteint dés

x = 0.5 du fait des forts gradients de vitesse en présence.

Ecoulement de contraction

La figure 11.32 illustre la géométrie de contraction et son champ de vitesses fluides. Les lignes de
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courant ne sont pas paralléles & I'axe de symétrie est on se propose d’observer I’évolution de la

concentration sur trois lignes définies figure 11.33.

Ficure I1.32 — Distribution des vitesses fluides dans le cas de la contraction. L’axe de symétrie est
sur le bord inférieur (y = 0).

igne de courant 3
1.4 igne de courant 2
_~Ligne de courant 1

Ml T T T S 1

Fi1cure 11.33 — Lignes de courant dans la contraction.

Les conditions aux limites sont les mémes que dans ’écoulement précédent. De méme les paramétres
du modele physique sont identiques excepté que V. peut étre négatif (sur certain nceuds Sy devient
inférieur a Sy|i—o). Dans ce cas on pose V;. = 0. Une fois le régime établi, le mélange est représenté

figure 11.34.
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FicuRE I1.34 — Représentation du tenseur d’aire sous formes d’ellipsoides une fois le régime sta-
tionnaire atteint. Les iso-couleurs représentent le rapport o = 1/Sy avec Sy|i—9 = 6.12 soit
Oé‘t:() = 0.163.

La représentation du tenseur d’aire sous forme d’ellipsoides permet d’avoir un apercu sur l’anisotro-
pie. En effet on peut voir facilement que sur axe de symétrie (y = 0), la microstructure du mélange

, . . . . . L ) .
s’est orientée dans le sens de I’écoulement puis une fois la contraction passée s’est relaxée. Ce qui

signifie que le parametre de relaxation de forme (V;) a été prépondérant lors de cette phase.
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Fi1GURE I1.35 — Evolution de la concentration dans la contraction sur trois lignes de courant et pour

trois abscisses.

Sur la premiére ligne de courant (Fig. I1.35(a)), une fois la contraction passée, la concentration

évolue peu car les gradients de vitesse sont trés faibles. Sur la deuxiéme ligne de courant, Fig.

I1.35(b), la dispersité évolue tout au long de la contraction pour atteindre un ’état stationnaire que

l'on retrouve sur la ligne de courant 3 (Fig. I11.35(c)) dés x = 1. En effet sur cette derniére ligne

de courant les forts gradients de vitesse entrainent I’évolution rapide vers I’état stationnaire avant

rz=1.
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6 Conclusion du chapitre

L’approche du tenseur d’aire permet de décrire la morphologie du processus de mélange a 1’échelle
microscopique et permet d’obtenir les informations essentielles par rapport & son évolution : surface
spécifique, forme , orientation, etc. Mais 'utilisation du tenseur d’aire est sujette a une I'introduc-
tion d’une relation de fermeture dont I'impact peut étre significatif et ne peut étre en général évalué
a priori. Dans ce chapitre nous avons évalué 'erreur introduite par les deux principales relations de
fermeture utilisées dans cette description par rapport & la formulation théorie cinétique équivalente
et exacte : le tenseur d’aire a été reformulé & partir d’'une fonction d’orientation d’aire dont I’évo-
lution est gouvernée par une équation d’advection-diffusion, permettant de résoudre le probléme
sans introduire de relation de fermeture. De plus nous avons proposé de compléter la description
microstructurale du processus de mélange en incorporant une description plus détaillée des effets de
la tension de surface. Dans cette optique nous avons réécrit le modéle proposé par Lee et Park dans
[Lee et Park, 1994], initialement pour le tenseur d’interface, dans le cadre du tenseur d’aire. Ce mo-
déle peut étre intégré & la formulation théorie cinétique permettant ainsi de comparer les relations
de fermeture pour des solutions avec ou sans effets de tension d’interface. De plus 'utilisation de
la méthode de réduction dimensionnelle Proper Generalized Decomposition a permis la résolution
de la formulation théorie cinétique en écoulement complexe en allégeant la difficulté liée & la haute
dimensionnalité du probléme. La PGD a en outre permis d’évaluer les résultats des relations de
fermeture en écoulement complexe.

Finalement nous avons enrichi le modéle en prenant en compte la polydispersité et nous avons
alors proposé une cinétique de fractionnement et coalescence de la phase discréte pour les mélanges
biphasiques. Ce modéle permet de connaitre explicitement ’état polydisperse du mélange, ce qui

est une information particuliérement intéressante lorsque couplée au tenseur d’aire.
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Résumeé :

Dans ce chapitre nous nous focalisons sur la simulation de systémes de suspensions colloidales.
L’évolution de ces systémes est complexe et étroitement liée & la présence de particules dont la
taille est de plusieurs ordres de grandeur inférieure & I’écoulement fluide. Nous optons pour une
description micro-macro du systéme & I’aide de I’équation de Smoluchowski, dont la haute
dimensionnalité du domaine de définition nécessite l'utilisation d’une stratégie de réduction de
modéle, la PGD. Nous montrons que D"utilisation de la méthode PGD permet de résoudre
le modéle complet de Smoluchowski sans recourir & la réduction au moment du second ordre
de I’équation et qui implique inévitablement l'utilisation d’une relation de fermeture. De plus,
I’évaluation des résultats du modéle en écoulement simple par rapport aux prédictions théoriques,
ainsi que la comparaison avec les résultats issus de simulations discrétes du type Stokesian
Dynamics, illustrent les capacités du modéle de Smoluchowski, mais aussi ses limites. D’autre part,
en vue de valider 'approche micro-macro en écoulement complexe, nous étudions I'efficacité de la
méthode PGD en résolvant un probléme équivalent a la fois par la méthode des éléments finis et
par la méthode PGD. La précision des résultats obtenus en séparation de variable ainsi que la
réduction drastique du temps de calcul soulignent 'efficacité de la stratégie PGD. Finalement,

un cas d’écoulement complexe micro-macro est illustré.
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1 Etat de I'art

Les écoulements multiphasiques sont présents dans de nombreux processus industriels et naturels
tels que les fluides biologiques [MacMECCAN et al., 2009], les mélanges de polymeéres, de peintures
[Yziquel et al., 1999], etc. De méme que les mélanges de fluides immiscibles (voir Chapitre II),
les systémes de suspensions colloidales sont des systémes complexes ol la présence des particules
modifie de fagon non linéaire les propriétés de l'écoulement |[Russel et al., 1992] [Larson, 1999].
En effet les particules sont soumises a de nombreuses forces (forces particules-particules, solvant-

particules, etc) qui sont prépondérantes dans la détermination de 1’évolution du systéme (voir Fig

II1.1).
E— 0%
——— 000 ° 220 00
> 0©0© o 00 %
—’I 00 00° ®%% %o %o
(o] o™0 00
_>' 0 0 00 Y o
Au repos Rhéo-fluidifiant Rhéo-épaississant

Ficurg III.1 — A gauche , les particules en suspension sont au repos. Lorsque les forces inter-
particulaires sont inférieures aux forces hydrodynamiques, les particules s’alignent dans le sens
de I’écoulement (centre). Inversement elles s’opposent & ce dernier si elles sont plus importantes
(droite).

La problématique centrale est de comprendre et prédire comment ces écoulements microstructurés
répondent & une sollicitation donnée. Cela est d’autant plus difficile que la microstructure dépend
de I’écoulement et qu’a son tour, ’écoulement dépend de la microstructure de telle sorte que les
deux interactions sont intimement couplées. La simulation numérique est alors un outil parfaitement
adapté a I’étude de ce couplage en complément de ’analyse théorique et de ’approche expérimentale
[Parsi et Gadala-Maria, 1987] [Rampall et al., 1997|. L’étude analytique de la fonction de corrélation
de paire a été initiée par |Batchelor et Green, 1972a| puis s’est largement développée par la suite
avec |Batchelor, 1977, [Brady et Vicic, 1995] ou encore |Brady et Morris, 1997].

Mais ’approche numérique de ’évolution de systémes colloidaux n’est pas chose aisée. La maniére la
plus simple de procéder est de considérer toutes les particules du systéme, c’est & dire les particules

appartenant au solvant et les particules colloidales, et de suivre leur évolution au cours du temps.
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FIGURE II1.2 — Types de simulations en fonction de la taille des particules & simuler.

Le cofit numérique de telles approches dépend de la taille de la particule colloidale par rapport
a celle du solvant. Selon [Brady, 2001] ce cott peut étre estimé en fonction du ratio (taille des
particules colloidales / tailles des particules du solvant) & la puissance 6, ce qui n’est bien évidemment
pas acceptable dés que le ratio taille augmente. Aussi, de nombreuses techniques de simulation
numérique se sont développées en fonction de la taille des particules comme on peut le voir sur la
figure I11.2. Ainsi, pour les simulations discrétes de type Brownian Dynamics (BD), correspondant
au type de simulation utilisées pour les systémes colloidaux, le solvant est considéré comme un

milieu continu simplifiant alors considérablement les calculs (voir Fig. III.3-centre).

Ficureg II1.3 — Représentation du systéme colloidal en fonction du niveau de détails : parfaitement
continu (& gauche), avec les suspensions colloidales et le solvant continu (au centre) et avec les
suspensions et le solvant sous forme de particules (& droite). Les simulations BD et SD correspondent
au systéme représenté par la figure centrale.

Cela permet ainsi de simuler 1’évolution de particules soumises a de nombreuses forces telles que
les forces Browniennes, les forces de trainée fluide, les potentiels inter-particulaires, etc. Cependant
lorsqu’une particule se trouve dans un écoulement, elle perturbe ce dernier et cette perturbation
est transmise aux autres particules du systéme a travers I’écoulement modifié. Cette interaction
indirecte portée par le fluide est appelée force hydrodynamique et n’est pas prise en compte par
les simulation BD mais par un autre type de simulation discréte appelée Stokesian Dynamics (SD)
[Brady et Bossis, 1988] [Foss et Brady, 2000]. Si, dans ce dernier cas, tous les effets physiques peuvent

étre modélisés, le nombre de particules nécessaires pour s’affranchir du bruit statistique reste trés
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élevé et le pas de temps trés faible entrainant ainsi un effort de calcul trés important : pour simuler
I’évolution d’un systéme de 124 particules sur une durée de 50s (avec un pas de temps de 10™°s) il
a fallu a [Morris et Katyal, 2002] 900 heures CPU sur une station de travail DEC 600. Néanmoins
cette technique est largement utilisée pour simuler les systémes denses comme le prouve ’abondante
littérature utilisant I’approche SD (voir par exemple [Phung et al., 1996], [Morris et Katyal, 2002],
[Yurkovetsky et Morris, 2008] ou encore [Gao et al., 2010]).
Une alternative aux simulations BD et SD réside dans une description continue des suspensions
colloidales. Cette formulation dans le cadre de la théorie cinétique méne & une équation dite de
Fokker-Planck qui caractérise la microstructure a travers la fonction de distribution d’espace de
phase ¥(x, R, v). D'un point de vue plus macroscopique, la description de Smoluchowski peut
remplacer celle de Fokker-Planck a 'aide de la fonction de corrélation de paire g(z, R), liée a
U(z, R, v) par

g(z, R) :/dv U(z, R, v) (1IL.1)

oll z est le vecteur position, R le vecteur connectant deux particules et V leur vitesse relative. La
différence entre la formulation de Fokker-Planck et celle de Smoluchowski réside dans 1’élimination
des processus rapides dus a l'inertie (lors du déplacement des particules dans le fluide). La présence
des suspensions colloidales dans le solvant est ainsi décrite de fagon continue & 'aide de la fonction
de corrélation de paire.

La fonction de corrélation de paire est définie a la fois sur l'espace physique (I’espace ou a lieu
Iécoulement fluide) et sur 'espace des configurations : & chaque point de espace physique est
associé un espace des configurations sur lequel est défini la fonction de corrélation de paire et
pour lequel les grandeurs cinématiques peuvent étre supposées constantes. Or ces deux espaces
doivent étre gérés simultanément ce qui pose probléme en terme de calcul numérique : chaque espace
peut étre de dimension trois et si I’on prend en compte le temps, le probléme peut atteindre sept
dimensions. Il est alors nécessaire d’utiliser soit une approche réduisant la fonction de corrélation
de paire & un moment d’ordre supérieur, permettant de diminuer le nombre de dimensions mais
nécessitant I'introduction d’une relation de fermeture, soit une technique de résolution spécifique
pour s’affranchir, ou tout du moins diminuer, la difficulté liée & la haute dimensionnalité du domaine

de définition. Il est & noter qu’en aucun cas nous ne souhaitons ameéliorer les équations précédemment
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établies mais seulement étudier la possibilité d’une description continue d’un systéme colloidal et

ses implications en terme de cotit de calcul et de techniques numériques associées.

2 Equations du modéle

2.1 Fonction de corrélation de paire

Suivant Smoluchowski [Smoluchowski, 1915], la fonction de corrélation de paire est utilisée pour
représenter I’évolution de la microstructure et ainsi son influence sur I’écoulement macroscopique.
Cette description est liée & la probabilité de trouver le centre d’'une particule & une distance donnée
du centre d’'une autre particule. Sur de faibles distances cela décrit donc comment les particules
sont agencées. Dans le cas présent, les particules sont considérées comme des sphéres dures dont
la distance minimale entre deux sphére ne peut étre inférieure au diameétre de ces sphéres, suppo-
sées toutes de méme taille. Lorsqu’on s’éloigne du centre de la particule considérée, la probabilité
de trouver d’autres particules, c’est a dire le centre d'une autre sphére, devient constante. Cette
constante est liée a la densité de particules : un systéme plus dense contient un nombre plus impor-

tant de sphéres et il est donc probable d’en trouver plus & une distance donnée.

Afin d’écrire I’équation d’évolution de la fonction de corrélation de paire (voir [Batchelor, 1976],
[Batchelor, 1977]), on sélectionne une particule, on analyse les forces auxquelles elle est soumise ce
qui nous permet d’écrire les équations de Newton en négligeant l'inertie. Finalement on écrit ’équa-
tion de Liouville correspondante. Les simplifications adoptées dans les processus précédents ménent

! isothermes, monodisperses, homo-

& considérer les suspensions comme des sphéres plutdt diluées
génes et incompressibles plongées dans un solvant newtonien. Les sphéres sont toutes identiques et
leur rayon a est bien inférieur & la taille caractéristique L de 1’écoulement macroscopique du fluide.
Notons que la concentration des suspensions est principalement limitée par la prise en compte bi-

naire des interactions hydrodynamiques. Une des fagons de connaitre cette limite de concentration

maximale est la comparaison avec ’expérience.

1. Seules les interactions hydrodynamiques binaires sont prises en compte ce qui signifie que si le systéme est trop
concentré cette simplification est erronée.
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Remarque :

Nous considérons les suspensions non homogénes dans le sens ou la fonction de corré-
lation de paire g est fonction de R et aussi de x mais nous supposons que la densité
n, de particules reste constante et indépendante de x et du temps ¢. Il est néanmoins
connu (voir par exemple [Morris, 2009], [Miller et al., 2009]) que dans les écoulements
complexes les suspensions migrent rendant alors n, fonction de x et ¢. Pour reproduire
un tel phénomene il est cependant nécessaire d’adopter n,(z ,t) comme nouvelle variable
d’état au meéme titre que la vitesse v (z,t) ou que la fonction de corrélation de paire
g(z, R,1).

Dans ce chapitre nous considérons des écoulements avec des taux de cisaillement constants
(voir Sec. 3.3) ne nécessitant pas la prise en compte de la variation de n,, mais aussi des
écoulements complexes (voir Sec. 4) ou l'approximation n, = const ne constitue qu'un
modéle approximatif dans lequel la migration des sphéres est ignorée. L'impact d’une
telle migration dans I’évolution des systémes comme ceux présentés Sec. 4.3 et 4.4, reste

ainsi un probléme ouvert.

L’équation gouvernant I’évolution temporelle de I'équation de Smoluchowski s’écrit [Zmievski et al.,

2005] :

ot Org (gva) = OR,

) ) ) v, )
LA <9R,8 9 ) +3 (92 apDap)
s R,
(I11.2)

0 0

Dans ce qui suit, 'utilisation des indices est soumise & la convention de la notation d’Einstein
(sommation des indices se répétant).
De plus v (z) est la vitesse moyenne des suspensions, D (z ) le tenseur des taux de déformation

tel que

1 (0vy Ovg
Dap = 5 (a;z:ﬁ + m) (L1L.3)

et les tenseurs A et A sont coefficients cinétiques qui sont fonctions de R, du rayon des particules a,

et de la densité de particules n, (ou de facon équivalente de la fraction volumique ¢ = (4/3)mn,a®).

Ces coefficients cinétiques dérivent du probléme de Stokes (mouvement de sphére dure dans un
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fluide newtonien). Ils sont définis dans [Zmievski et al., 2005] par :

kpT RoRg RoRp
- - T11.4
Nai = g on (o) T+ oaltfa) (805 g )| (1L.4)
R.R R.R
Aapy = {m(R/a) Rf + p2(R/a) (%5—#)]1@ (I1L.5)

Les particules sont soumises & plusieurs forces et notamment aux forces provenant des interactions

particule-particules directes correspondant a la contribution du terme U(R) dans II1.2

U(R) = Unc(R) + Un(R) (I11.6)

et qui est une somme du potentiel de sphére dure Ugc(R) ("Hard Core"),

0, for R>2a
Unc(R) = (I11.7)
oo, for R<2a

et d’un potentiel non-local Uy,;(R) di aux interactions longue-portée (c’est a dire au dela de I’échelle
intramoléculaire) tel que les forces électrostatiques. Dans le cas présent la prise en compte du poten-
tiel de sphére dure Upo se fera directement par l'intégration de conditions aux limites adéquates,

et Uy, est choisi pour étre la partie répulsive du potentiel de Lennard-Jones

€

Unl(R) = ﬁ7

pour R > 2a (I11.8)

ol € est une constante positive.
Les particules sont aussi soumises aux forces browniennes, exprimées par kg7 Ing ainsi qu’aux forces

hydrodynamiques contenues dans les termes A et A de I'Eq. (IIL.2).

2.2 Conditions aux limites du probleme de théorie cinétique

Comme nous ’avons vu précédemment, I’équation d’évolution de g est soumise & des conditions
aux limites. Puisque nous sommes en présence de sphéres dures, il faut appliquer une condition aux

frontiéres de I'espace des configurations telle que les particules ne puissent pas se chevaucher ou se
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pénétrer. Ainsi pour R = 2 le flux & travers la frontiére et perpendiculaire & celle-ci est nul soit

nonozHR:2a =0 (HIg)
avec ng = Ry /R et
o= (9B 222 4 or s Do) + geghug—o 2 (IIL.10)
a = givg 8955 GAapyL/ By Geqirap 6R5 Jea .
Jeq est la fonction de corrélation & 1’équilibre définie par :
Unl
= - III.11
Jeq = €TP ( kBT> ( )

D’autre part lorsque la distance inter-particulaire augmente (R — o) les suspensions ne sont plus

corrélées et g tend vers une constante qui est liée a la densité de particules en suspension, qu’on

2

suppose égale a n,,

g(R — 00) — n?

2 (111.12)

Forme adimensionnelle :
Pour mettre I’équation de Smoluchowski (IT1.2) sous forme adimensionnelle nous suivons la méme
procédure que [Zmievski et al., 2005]. Introduisons tout d’abord le temps adimensionnel ¢ — t/7g

oll 75 est le temps caractéristique de relaxation associé avec 1’équation de Smoluchowski :

6mnoa’
T =
57 kT

(111.13)

oll ng est la viscosité du solvant.
Il vient naturellement un autre temps caractéristique 7,4 issu de ’écoulement macroscopique et

qui est lié au taux de déformation caractéristique moyen + par

-1
Thyd = ;Y_l = ((DaﬁDﬁa)1/2) (I11.14)

A partir de ces temps caractéristiques il est possible de définir le nombre adimensionnel de Péclet

qui est le rapport entre le temps de relaxation associé a ’équation de Smoluchowski et le temps
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hydrodynamique
TS .677770a3
Pe = = I1I.1
e V2T (IL.15)

Thyd

ainsi que le nombre adimensionnel de Reynolds

2 .
= (I11.16)

et celle des coefficients cinétiques A et A s’écrit

3mnoa 1
Aa,B — ijiT Aaﬁ et Aaﬁ’y — a Aaﬁ'y

On peut ainsi écrire la fonction de corrélation de paire sous une forme adimensionnelle

dg 0 0 Ve,
i PeaxV (vy9) PeaRa (Rﬁ 925 Ag)
(I11.17)
4+ Pe= (ghwsDas) + =2 (geghas =2 (22
oR, It Tes) T g \ TP oR, \ 9

Dans la suite nous suivons strictement 'approximation des coefficients proposée par Zmievski et

al. dans |[Zmievski et al., 2005] pour le calcul de o; et p;, d’aprés [Batchelor, 1977] et [Batchelor et

Green, 1972b] on a :

31 13 1514 16 17
~Nl-S— 4 — — = — 4+109.0— — 236.0— I11.18
a1 SR R 1mi T RS R7 ( )
31 113 16
~l-—C - — 2 —10.336— IT1.19
72 AR 2R3 30 R ( )
3 5 6 17 18
(I11.20)

1 1 1
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16 1° 16
e 15.317ﬁ (I11.21)

M2 =~
Enfin par le symbole Ag = g — goq nous décrivons la déviation & partir de I'¢tat d’équilibre de la

fonction de corrélation de paire.

2.3 Expression du tenseur des extra-contraintes fluides

Comme nous l'avons vu précédemment, il v a un couplage entre les particules et 1’écoulement
macroscopique du fluide. Ainsi la contribution de la microstructure sur le champ de vitesses fluides

est exprimée par le tenseur des extra contraintes fluides ¢, qui est une somme de trois termes :

g=g"" 4 gPly g (I11.22)

ghydm est la contribution du fluide newtonien dans lequel sont présentes des suspensions et qui

s’exprime sous forme adimensionnelle par

o hwdro — _ <1 + §¢> D (111.23)

o PT sont les contraintes générées par les interactions directes (potentiel de sphére dure) et longue-

portée (potentiel de Lennard-Jones) :

27 ¢? 1 oU,, 1
DI n
=——92/ d oNg — =0ap | Ag2n)— | dRR aNg — =0as | Ag( R
z 871Pe{/52n<nnﬁ 3 5) 9(2n) / R (nnﬂ 3 5) gl )}
(I11.24)
Enfin gH T est la contribution adimensionnelle issue des interactions hydrodynamiques :
27 ¢? 1
o == 28 Lo [ (nana - 3us) g(2n)
- sm Pe 5 s (I11.25)

O Uy 1
+/dR {3(/11 — p2) + R@ +mR 7R ] <nan5 - 35a,3> Ag(R)}
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La forme adimensionnelle finale du tenseur des extra-contraintes est donnée par

2 27 ¢ 1
Gap = — (1 + ¢>> Dog — == — {2 dn (nanﬁ - 5a6> x 1= m(2)]Ag(2n)
5 87 Pe /52 3 (I11.26)

8/1,1 8Unl 1
- /dR [3(;“ — p2) +R@ +(1—m)R OR ] (nanﬁ - 35(1/3) Ag(R)}

ot ¢ = (4/ 3)np7ra3 est la fraction volumique des particules et / correspond a l'intégration sur la
Sa
surface de la sphére de rayon unitaire (ensemble d’extrémités du vecteur n) S.

3 Fonction de corrélation de paire en écoulement homogéne

Dans le cas des écoulements homogeénes la fonction de corrélation de paire Eq. (IT1.17) est définie
seulement sur I’espace des configurations repéré par Q2 et sur 1’espace temporel ¢ puisque 1’espace
physique se réduit & un point. Dans ce cas, le nombre de dimensions restant peu élevé, il est possible
de résoudre cette équation grace a la méthode des Eléments Finis sans recourir & une technique

spécifique de réduction dimensionnelle.

3.1 Approche par la méthode des Eléments Finis

Nous présentons dans cette section la discrétisation par Eléments Finis (EF) de la fonction de
corrélation de paire g(z, R,t). Dans un souci de généralité on considére ici la discrétisation de la
fonction a la fois sur l'espace physique et I'espace des configurations, repérés respectivement par
z €Q,, R € Qp, et o la dimension temporelle repérée par t € (), est discrétisée a ’aide d’un
schéma classique du type Euler explicite ou implicite.

L’équation d’évolution de la fonction de corrélation de paire (Eq. I111.17) peut étre réécrite sous la

forme :

dg dg 0 0 0 dg B
5 T U D + Eog + R (E19) <E28R <ageq>> =F (I11.27)
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ol

dv,  ORs dv ) oD
Eo(z,R) = P 7 F2a) _p 1% Dog + Mgl
oz, &) e(agg7 T R axﬁ> e< aR, T MR
Ei(z,B) = Pellsor® — Pe(AasDus)
s
Es(z) = geghap
8R5 0vg Oy ageq
F _p Ova | g OV
(z, R) e(aRaaxﬁgﬁ 58.’L’/58Ra>

3.1.a Formulation variationnelle

La forme faible de ’équation I11.27 s’écrit :

/waa,{g <8t+U 9e TPt 57 (B19) - 57 <28R <6)geq>>> dz dR
F

(I11.28)
:/ g*Fdx dR
QE XQE
ol g* est la fonction test.
Dans cette équation, le terme de dérivée seconde se réécrit aprés intégration par parties :
0 0 0
[ ity (2)) -
Q. xQpg OR \= 0R ageq
T (IT1.29)

&

. 0 g > dg* 0 dg
g a5 dz dR —/ Lk < dz dR

ot I' p est 'intégration sur la frontiére de Q.

3.1.b Application des conditions aux limites sur ’espace des configurations

Le probléme est soumis & deux conditions aux frontiéres, pour R — 2 et R — oco. Dans le cas ol
R — o0, nous supposons que la fonction de corrélation de paire tend vers la distribution uniforme,
c’est & dire ¢ = 1. A la surface de la particule (R — 2), nous adoptons la condition de flux nul

introduite par |Batchelor, 1977|. Cela signifie que le flux disparait pour R = 2 :

Qv 9
N [Pe (—Rﬁazﬁ + Awﬁpaﬁ> 9+ Eagp- <gg(]ﬂ =0 (IT1.30)
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avec ny, = Ry /R.

Ainsi a la surface de la particule

0 g Vg
«@ a5 | T = N P — = A « l)a
o | Exgig (5)] = | e (o —bio)

-~

E1

(111.31)

En remplagant 1’égalité précédente dans I’expression du terme de dérivée seconde, ’équation (111.29)

se réécrit

La forme faible de ’équation (II1.27) prenant en compte la condition de flux nul a la frontiére est

finalement donnée par

dg dg dg  9dg* dg
*Z4g'v-——+g"E *E E E.
/szQR <g o dx 9 Logtg L +8B:28E aR =39

og*
dz d
5 R + R ) zdR
—/ g (n-E1)gdzdR = g*Fdz dR
Qe xTg Qz xQpr
(I11.33)
avec
ov ORg Ov o\ oD
E - P i fZ%0) _p b p, g =B T11.34
oz, B) €<8x7+8Ra8x5> €< oR, Do T Avesgg (I11.34)
Eo(R) Aog (I11.36)
Es(R) = Aupges— <1> (IT1.37)
L3\ Lv « eq ap> \ T .
B Yeq ali geq
ORg Ov, 0 [ 0Ov, Ovq OGeq
F P =y, =) g il TIT.
(z, R) ¢ <6Ra 9257 " " aR, <8m5> Jea T R0 g O (TIT.38)

et v le champ des vitesses fluides.
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3.2 Discrétisation de I’espace des configurations

L’espace des configurations représente la distance entre les centres des particules et est repéré
par le vecteur de séparation de paire R € Q. La taille de 'espace est donnée par la distance
adimensionnelle minimale R,,;, = 2 correspondant a la distance minimale entre les centres de
deux particules de rayon 1, et maximale R,,,, = +00. Cependant, comme la corrélation entre
les particules diminue lorsque la distance entre elles augmente, il est possible de borner R4, et
d’appliquer une condition & la limite sur cette frontiére (voir section précédente). On peut voir dans
[Zmievski et al., 2005] que la fonction de corrélation de paire tend vers une distribution presque
uniforme pour Ry, > 5 et c’est pourquoi on pose R € [2,5].

L’approche par la méthode des EF présentée dans la section précédente peut étre effectuée sur un
espace des configurations & 1, 2 ou 3 dimensions. Si la discrétisation unidimensionnelle de I'espace
des configurations ne semble pas pertinente, la discrétisation sur un espace bi-dimensionnel peut
étre justifiée lors d’un écoulement plan. Dans ce cas 'espace des configurations correspond & un

disque de rayon R € [2,5].

tha, "' i
R [
Syl

Ficure II1.4 — Maillage de ’espace des configurations 2D. Les frontiéres intérieure et extérieure
sont respectivement repérées en rouge et bleu.

L’espace des configurations & deux dimensions, présenté Fig. I11.4 est maillé & I'aide de 1280 éléments
a 4 neeuds a interpolation linéaire. Dans le cas d’un espace de dimension 3, celui-ci est représenté
par une sphére creuse de rayon R € [2,5]. La figure II1.5 représente la moitié du domaine 3D maillé

4 V'aide d’éléments linéaires a 8 nceuds.
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Fi1GURE IIL.5 — Maillage de ’espace des configurations 3D.

3.3 Résultats numériques en écoulement homogene stationnaire

Nous présentons dans cette section les résultats issus de la fonction de corrélation de paire en
écoulement simple et obtenus & 'aide de la méthode EF. Les résultats sont présentés pour un

espace de configurations & 2 et 3 dimensions et pour un écoulement de cisaillement simple.

3.3.a Fonction de corrélation définie sur un espace 2D

L’écoulement de cisaillement est défini par :

<1
<
Il

(I1T1.39)

La fonction de corrélation de paire présentée Fig. I11.8 correspond schématiquement & la répartition
des particules initialement distribuées Fig. I11.6 et soumises & un cisaillement : les particules migrent
dans le sens de l’écoulement. Comme on peut le voir sur les figures suivantes, il en résulte un
rapprochement des particules dans la direction associée au second vecteur propre des déformations

fluides et un éloignement dans la direction associée au premier vecteur propre .
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(a) Distribution initiale supposée (b) Etat stationnaire aprés cisaillement.
homogéne.

F1GURE III.6 — Influence schématique du gradient de vitesse sur des particules en cisaillement simple,
dont la distribution initiale est supposée homogéne.

Notons que dans la littérature (voir par exemple le récent article de [Morris, 2009]) les quarts de
cercle dans lesquels on observe un rapprochement de particule du cisaillement simple sont dénommeés
quadrant de compression fluide et & 'inverse les quarts de cercle ot 'on observe un éloignement
des particules sont appelés quadrant d’extension fluide, bien que, d’un point de vue strictement
mécanique, il n’y ait ni compression ni extension. Ainsi, lorsqu’on observe une particule d’un systéme
colloidal située en un point O du domaine et soumise & un écoulement de cisaillement homogeéne,

I’évolution des particules autour de celle-ci peut étre schématisée tel que sur la Fig. I11.7.

Ficureg I11.7 — Fonction densité sur les frontiéres du rayon lors d’un cisaillement simple. Les qua-
drants de compression sont repérés par les fleches en direction du centre et les quadrants d’extensions
ont les fleches dans le sens inverse.

La Fig. I11.8 représente 1’état stationnaire de la fonction de corrélation de paire dans un écoulement

de cisaillement simple avec Pe =1 et € = 0.
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FiGUre I11.8 — Etat stationnaire de la fonction de corrélation de paire dans un écoulement de
cisaillement simple.

Nous observons sur la Fig. II1.6 que 'anisotropie diminue lorsque que R augmente, c’est a dire
que g tend vers 1, ce qui correspond bien & la condition a la limite prescrite : g(R)|r=5 = 1 et
qui, d'un point de vue mécanique, signifie que les particules distantes de 5 fois le rayon (et plus)
n’ont qu'une trés faible interaction avec la particule considérée. D un autre coté, pour les faibles R,
I’anisotropie de la microstructure devient significative et est orientée dans la direction du gradient
de vitesse, ce qui est tout & fait en accord avec les résultats de la littérature |Batchelor et Green,

1972b], |Batchelor, 1977], |[Brady et Morris, 1997| ou encore |Zmievski et al., 2005].

3.3.b Fonction de corrélation définie sur un espace 3D

Dans le cas ot ’espace des configurations est représenté en 3 dimensions, I’écoulement de cisaillement

est défini par

010
Vv=1|0 0 0 (I11.40)
000

Les figures I11.9(a)-(d) représentent la répartition de la fonction de corrélation de paire en 3D (a)

ainsi que sur les différents plans de coupe, w =0 (b), v =0 (c) et u =0 (d).
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FiGure I11.9 — Etat stationnaire de la fonction de corrélation de paire en écoulement de cisaille-
ment simple dans un espace de configurations 3D. Le nombre de Péclet est défini & 1 et € = 0.
Représentation de la moitié de I'espace des configurations (a), et sur les plans w = 0 (b), v =0 (c)
et =0 (d).

On peut noter que la valeur maximale de ’anisotropie prédite est assez différente selon la dimension
de l'espace des configurations puisque nous passons d’'un maximum de 2.5 dans le cas 2D a 2 dans
le cas 3D bien que l'orientation dans le plan de cisaillement fluide soit identique. Nous observons
dans les deux cas une augmentation significative de la distribution dans le quadrant de compression

fluide et une diminution dans le quadrant d’extension.
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Ficureg III.10 — Fonction de corrélation de paire pour R = 2 en fonction de 'angle dans le plan
de cisaillement. Comparaison entre les résultats obtenus par [Morris et Katyal, 2002] utilisant une
approche SD, pour ¢ = 0.3 et Pe = 1 et Pe = 25, et ceux issus du modéle de Smoluchowski avec
e = 0 et un espace des configurations 3D.

Les figures I11.10(a) et ITI.10(b) illustrent les valeurs prises par la fonction de corrélation de paire
en écoulement de cisaillement simple dans le plan de cisaillement (w = 0). On repére le plan en
coordonnées cylindriques et on trace g(2,6) pour Pe = 1 et Pe = 25, ce qui permet de comparer
les résultats du modeéle de Smoluchowski a ceux obtenus par [Morris et Katyal, 2002] (notée M&K)
a 'aide de simulations SD.

Pour les deux valeurs de Pe les résultats obtenus sont symétriquement distribués. Pour Pe = 1 le
maximum est atteint pour les angles § = 135° et le minimum pour # = 45°, qui correspondent
respectivement aux axes de compression et d’extension de I’écoulement de cisaillement. En outre cela
correspond bien aux résultats théoriques de [Batchelor, 1977] et est identique en terme d’orientation
aux résultats de M&K. Pour Pe = 25 le maximum se décale légérement et est atteint pour § = 120 °,
ce qui reste toujours dans le quart de cercle de compression mais qui différe légérement de M&K.
I’amplitude maximale atteinte pour Pe = 1 et Pe = 25, respectivement ¢(2) ~ 2 et g(2) ~ 11,
differe singuliérement des résultats de M&K mais reste en accord avec la théorie. En effet 'amplitude
maximale théorique, donnée dans [Brady et Morris, 1997] pour des suspensions de sphéres dures
diluées, est de I'ordre de O(Pe™®).

Finalement les différences observées entre les résultats SD et du modéle de Smoluchowski sont
conformes & ce & quoi on pouvait s’attendre : en négligeant des corrélations d’ordre supérieur dans

le modeéle de Smoluchowski (comme, par exemple, les fonctions de corrélation de paire impliquant
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des triplets, des quadruplets, etc) nous ne pouvons pas reproduire les résultats de systémes denses
tels que ceux présentés par M&K Figs. I111.10(a) et I11.10(b) (¢ = 0.3 ou supérieur) mais représentons

fidélement les systéeme dilués.

4 Approche micro-macro en écoulement complexe : description

macroscopique ou technique de réduction dimensionnelle ?

Si I'équation II1.2 régissant 1’évolution de la fonction de corrélation de paire a pour avantage de
décrire de fagon continue la présence des suspensions de particules, elle comporte néanmoins une re-
doutable difficulté puisqu’elle est définie sur un espace a haute dimension. La résolution de ’équation
IT1.2 sur ces deux domaines simultanément pose un probléme majeur pour les techniques numériques
classiques, type EF, qui souffrent de la terrible malédiction de la dimensionnalité : la complexité
des algorithmes, et donc le cott du calcul numérique, augmente de facon exponentielle en fonction
du nombre de dimensions. Dans le cas d’écoulements homogénes, comme présentés dans la section
précédente, I’espace physique est de dimension 0, permettant un traitement EF sans difficulté ma-
jeure. Mais en écoulement complexe une telle simplification n’est pas possible et la présence des
deux espaces, chacun pouvant étre de dimension 3, et de la dimension temporelle, engendre un
probléme de dimension 7. Or, dans ce cas, si chaque dimension est discrétisée a ’aide de 100 nceuds,
le nombre total de degrés de liberté du probléme, 1007 = 10', et devient tout a fait prohibitif dans

des approches numériques classiques.

4.1 Description macroscopique de la fonction de corrélation de paire
4.1.a Reéduction au moment d’ordre deux

Pour éviter d’avoir a gérer un tel nombre de dimensions, dont le cotit en terme de calcul et d’espace
de stockage est problématique, on peut reformuler le probléme & 1’aide d’une description plus ma-
croscopique, ou g(z, R, t) est remplacée par son moment du deuxiéme ordre m (z, R,t) comme l'a
suggeré [Phan-Thien, 1995]. Cela revient & réduire l'espace des configurations de 3 a 1 dimension.

Dans la suite et pour une plus grande lisibilité on omettra la dépendance de m en xz, R et t. Le
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moment du second ordre m s’écrit :

R2
Mag = (nangg) dn (IT1.41)
vy QE

o R=|R| et n le vecteur normal unitaire défini par

(111.42)

I3
I
| =

Il permet de remplacer avantageusement g en tant que variable d’état et s’écrit [Zmievski et al.,

2005 :

9
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-w + R(Ml—l)M:D—l—(l—,ug)x(D-m+m-D—2M:D>}

La réduction de la fonction de corrélation de paire & son moment du deuxiéme ordre réduit 'espace
des configurations & une seule dimension radiale. Dans le cas d’écoulement complexe, I'espace de
définition de m peut donc atteindre cinq dimensions au maximum : 3 pour I'espace physique, une
pour ’espace des configurations et une pour le temps. Lors d’une telle réduction, on peut s’attendre
a une perte importante d’informations concernant la microstructure. Cependant, de maniére ana-

logue au tenseur d’aire, le tenseur m conserve plusieurs informations pertinentes au sujet de la

microstructure :
1
— La trace du tenseur normalisé m™*(R) = T (R) est directement liée a la fonction de corrélation
1
de paire par m* = = (nng)dn et correspond a la moyenne de g en fonction de R. Cela
m T Ja,

permet d’obtenir la dépendance radiale de ¢ a moindre cout.

— L’orientation de la microstructure est néanmoins accessible en tracant ’ellipsoide dont les direc-
tions et 'amplitudes des axes sont données respectivement par les vecteurs propres et les valeurs
propres de m *.

— Le tenseur des extra contraintes fluides peut étre exprimeé d’apreés [Zmievski et al., 2005] seulement
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en fonction de m et dont la forme adimensionnelle s’écrit :

2
o= (1+30) n- T 5 {21-m@IRE
‘ (111.44)
e/ 9U, 0 .
—/2 <R 8Rl (=) +3(p — p2) + RORM> m dR}
D 1
ou it =m — 5 ITr(m)

4.1.b Formulation avec relation de fermeture

Il est important de noter que ’équation qui gouverne ’évolution du moment du second ordre im-
plique le moment du quatriéme ordre (noté M dans I’équation II1.43), que 'expression du moment
du quatriéme ordre implique le sixiéme et aiinsi de suite. Il est donc nécessaire d’exprimer le mo-
ment du quatriéme ordre comme une fonction du moment du second ordre afin d’obtenir un jeu
fermeé d’équations. Dans [Zmievski et al., 2005] une relation de fermeture a été proposée répondant
a certains critéres (symétrie, normalisation, résultats exacts pour Pe << 1 et Pe — oo, etc). Avec

cette fermeture le terme M : D de I'équation (II1.43) s’écrit :

4
M:D=) M;:D
My:D=2D
= = 15=
P 1 .
Mi:D==Tr(m —me)D += [01k 2 D +2(si - D+ D - 1)

My: D = ! 4 —3[5(m m): D +2(m-m-D+ D -rm-m)
=2 =T Tr(m) \105°= 210 R ETAR TR ST SR8
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My: D ! (8 D +iDvi: D +2(sh- D+ D - 1)
il 3 = — 13 —l210m : D m - D 2 -m
= (Tr(m))? \45°= 7= "="7"= == =

1
~ gl (i i) D+ (s di)ri : D
+2(sn - D - v - 1 + 1 - v - D - 1))
1 4 .
My: D = s(—570300m : D +2(m-D+ D -m)
= (rr(m))® 207077 T
4 .

ou Iy et I3 sont respectivement le deuxiéme et le troisiéme invariant de mn définis par :

ILy=Tr(m - -m)etI3=Tr(m - m - (I11.45)

S

4.1.c Erreur de la relation de fermeture

Dans l'absence de résultats analytiques exacts, il est trés difficile d’évaluer a prior: 'impact de
la relation de fermeture sur le résultat final. Cependant, en comparant les résultats obtenus avec
I’approche micro-macro en écoulement simple, on peut efficacement évaluer 'erreur de la relation
de fermeture.

Nous choisissons d’évaluer 'influence de la relation de fermeture proposée par |Zmievski et al.,
2005] en écoulement de cisaillement simple. Comme 'expression du tenseur m est proposée pour

un espace de configurations de dimension 3, le gradient de vitesse est défini par

010
Yv=1|000 (IT1.46)
000

Pour 'approche micro-macro nous sommes dans un cas identique & celui présenté Sec. 3.3.b qui est

traité par la méthode des éléments finis.
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Lorsqu’on extrait le tenseur du moment d’ordre deux m de la fonction de corrélation de paire
g et qu’on le compare aux résultats de [Zmievski et al., 2005] (Fig. 111.11 et II1.12), on voit que
Iintroduction de la relation de fermeture influence fortement la solution dans un écoulement de

cisaillement simple (avec Pe = 10 et € = 0).

26 . . : :
—a—Zmievski
2.4 —o— Théorie cinétique
22 1
2 4
« 1.8 |
g

FIGURE IIL.11 - Tenseur de microstructure adimensionel, tr m *, pour un écoulement de cisaillement
simple stationnaire, Pe = 10 et ¢ = 0, avec interactions hydrodynamiques.
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FIGURE III.12 — Tenseur de microstructure adimensionel, tr m *, pour un écoulement de cisaillement
simple stationnaire, Pe = 10 et ¢ = 0, sans interactions hydrodynamiques.

On peut aussi comparer 'influence de la fermeture sur les extra contraintes fluides en comparant la
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premiére et seconde différence de contraintes normales adimensionnelles :
Ny = P€71(0'22 — 0'11) (111.47)

et

Ny = Pe o33 — 023) (I11.48)

avec 0,8 la composante du tenseur des extra-contraintes adimensionnel. On note sur la Fig. I11.13
Ierreur introduite par la relation de fermeture.
20 T

N, /¢? —— Théorie cinétique
— Zmievski
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F1auRE II1.13 — Premiére (V1) et seconde (N3) différence des contraintes normales en fonction du
nombre de Péclet dans un écoulement de cisaillement simple stationnaire avec € = 0.

D’un point de vue purement physique, le comportement rhéofluidifiant observé pour la premiére
différence de contraintes normales est en accord avec les résultats expérimentaux ([Kolli et al.,
2002], |So et al., 2001] et |Ohl et Gleissle, 1993|) tout comme la valeur négative de la seconde
différence des contraintes normales. Cependant, pour les grands nombres de Péclet, le comportement
rhéoépaississant qui a été observé expérimentalement ([Kolli et al., 2002|, [So et al., 2001] et [Ohl
et Gleissle, 1993]) et numériquement (|Brady, 2001]) dans les suspensions concentrées, ne peut pas

étre reproduit par le modeéle considéré. Deux raisons peuvent en étre la cause :
1. les sphéres dures sont considérées parfaitement lisses ;

2. la simplification du modéle avec la prise en compte des seules interactions binaires.
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4.2 Technique de réduction dimensionnelle

Afin de s’affranchir de 'utilisation d’une relation de fermeture, et des problémes d’erreur qu’elle
peut engendrer, nous choisissons de ne pas réduire la fonction de corrélation de paire & son moment
du deuxiéme ordre et donc de ne pas utiliser de relation de fermeture. Outre le fait qu’aucune
erreur n’est introduite dans les équations du modéle, la fonction de corrélation de paire est bien
plus riche en termes d’informations. En effet en utilisant le tenseur m , toute dépendance angulaire
est perdue (I'espace de configurations 3D est alors réduit & un espace 1D, dépendant seulement de
R). D’autre part, la réduction de g en m ne réduit que I'espace des configurations de 2 dimensions et
le probléme global peut encore étre défini sur un espace de dimension 5. Dans ce cas, les techniques
de résolution classiques ne peuvent étre envisagées qu’a condition de posséder une puissance de
calcul relativement importante et un espace de stockage adapté.

Aussi, afin de pouvoir réaliser les calculs dans un temps raisonnable et avec des moyens matériels
accessibles, il est nécessaire d’utiliser une technique de résolution numeérique spécifique permettant
de traiter les problémes & grands nombres de dimensions. Nous choisissons d’utiliser la Proper
Generalized Decomposition (PGD) définie en détails au chapitre T ainsi que dans la littérature (voir
[Ammar et al., 2006a|, [Ammar et al., 2007|, [Ammar et al., 2009]) et dont I'idée principale est de
résoudre un systéme linéaire

AG =B

ou lopérateur A et le second membre B sont écrits sous forme séparée comme une somme de pro-

duits de fonctions définies sur un sous-espace du domaine initial.

Application a ’approche micro-macro

La séparabilité de la fonction de corrélation de paire n’est pas immédiate puisque les coefficients de
léquation (I11.17) mélent les dépendances de l'espace physique et des configurations de facon non
linéaire a travers le tenseur des taux de déformations et les coefficients cinétiques. Nous choisissons
de séparer ’équation (III.17) sur deux sous-espaces définis par l'espace physique et Iespace des
configurations, et & traiter I'espace temporel de maniére classique (c’est a dire schéma d’Euler
explicite ou implicite). Or, s’il n’est pas trivial d’écrire les coefficients de I’équation (I11.17) sous

forme analytique séparée, la dépendance sur ’espace physique ne se fait qu’a travers le gradient
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de vitesse. Ainsi pour réécrire les coefficients sous forme séparée, nous choisissons d’exprimer leurs
contributions dans la base canonique du gradient de vitesse en suivant la méme stratégie que dans
Chap. II Sec. 4.1.

La méme procédure est répétée pour les coefficients F1(x, R) et F(z, R).

L’équation I11.33 est discrétisée selon chaque coordonnée du modéle par une approximation éléments
finis standard. Pour ce faire nous introduisons N et M qui représentent les vecteurs contenant les
fonctions de forme associées respectivement aux espaces x et R.

En définissant les matrices

T
Al :/ Ny gy Ale/ MMTd R
== Ja, dx == Jag
dM _ dMT
A% = NNTq A2 _/ —E dR
Ay /Q z SR o, dR="dR
dM
A3 :/ NNTdz A?}z:/ ﬁ15731\/1TdR
T Qga T Qrp W4t
(0% a— (6% Q MT
A?;(oc—l)-i‘ﬁ-‘r?):/ NdLNng AS}—% 1)+5+3: MEOBMT—i_MEl/Bd dR
[ m)sean
Ur
IB%S(C“‘”W—/ Mo g BV / FePMdR
- 0 d$5 = Qg

AG =B (I11.49)
avec
12
A=Al ® Al (I11.50)
=1
et
9 . .
B=) B, @B% (ITL.51)

=1

qui est une équation tensorielle dont les inconnues du champ G contiennent le produit tensoriel des

fonctions dépendant de z et R.
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4.3 Approche micro-macro pour un écoulement recirculant simple

On souhaite comparer les résultats issus de la PGD avec ceux calculés par la méthode des éléments
finis classiques afin de valider 'approche de la réduction dimensionnelle. Pour ce faire on choisit
de calculer ’état stationnaire de la fonction de corrélation de paire dans un écoulement recirculant

simple présenté sur la Fig. I11.14, a la fois par la méthodes des éléments finis et la méthode PGD.

Ficure II1.14 — Géométrie et champ des vitesses fluides dans 'espace physique.

L’écoulement stationnaire est défini par le champ des vitesses fluides v tel que :

_ .Tf2+ 2
| Y (I11.52)

z/x? + y?

L’espace de configurations est de dimension 2.

4.3.a Méthode des Eléments Finis : obtention d’un solution de référence

Bien que ’espace physique soit de dimension 2 et que seul ’état stationnaire soit recherché, le calcul
éléments finis d’un tel probléme reste trés délicat. En effet le probléme est discrétisé a ’aide de 3905
et 1680 degrés de liberté respectivement pour ’espace physique (2D) et I'espace des configurations
(2D), soit prés de 6,5 millions de degrés de liberté. Afin de s’affranchir de la difficulté posée par
une résolution éléments finis sur tout le domaine, on suit la stratégie suivante : la fonction g est
calculée seulement sur une ligne de courant (qui est un cercle parfait dans I’écoulement considéré)

en prenant en compte que l’équation gouvernant 1’évolution de la fonction de corrélation de paire est
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purement advective dans ’espace physique. L’état stationnaire est alors calculé & partir d’un état
isotrope en suivant 1’évolution de g pendant plusieurs rotations, jusqu’a atteindre la convergence

entre deux itérations (Fig. II1.15).

F1aUureg II1.15 — Evolution de g le long d’une trajectoire pour le calcul par éléments finis.

Ainsi I'algorithme général pour le calcul par éléments finis s’écrit :

Initialisation de ¢

2R
nombre de pas
C () matrice de rotation

Angle a =

tant que Erreur> 1072 faire
pour pas =1 a nombre de pas faire
L nouveau — g (OZ) * L precedent
Résolution de Eq. II1.27 pour obtenir g( Z nowveau, R )

fin
Erreur= ||g — gancienl|
Jancien < g

fin

Algorithme 10: Algorithme général pour le calcul par éléments finis.

4.3.b Méthode PGD

Comme défini précédemment, on choisit d’écrire la solution sous forme séparée telle que

N
G=> G, ®G% (I11.53)
i=1
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et d’utiliser 'algorithme PGD P défini 1.

Le systéme & résoudre est alors donné par

12
A=) AL @ AR (I11.54)
i=1
Le second terme quant a lui s’écrit
9
B=> B, ®B% (IT1.55)
i=1

Remarque :

Bien que la contrainte induite par la présence des suspensions ne soit pas prise en
compte dans le calcul du champ des vitesses fluides (qui reste inchangé), ce cas test
nous permet d’avoir une comparaison fiable des deux méthodes - PGD et EF - en
écoulement complexe : en utilisant les lignes de courant pour le calcul EF nous pouvons
résoudre sans stratégie particuliére l'approche micro-macro. Le cotit a payer en EF d’une
telle méthode est la résolution d’un probléme équivalent instationnaire alors que nous
cherchons la solution d’un probléme initialement stationnaire. Notons de plus que la
solution EF n’est calculée qu’en un seul nceud de 'espace physique alors que la solution

PGD est calculée sur tout le domaine physique.

4.3.c Résultats numériques

La solution du probléme EF est considérée comme ayant convergée pour 256 pas de calcul a chaque
rotation et nécessite 8 rotations. On représente sur les figures I11.16 et I11.17 les résultats obtenus
pour le noeud de 'espace physique considéré respectivement avec la méthode des éléments finis et

la méthode PGD aprés 50 enrichissements dont les 5 premiers sont présentés Fig. I11.18.
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0.4

03-

0.2

Ficurke I11.16 — Espace de configurations obtenu
avec la méthode EF.

0.45
04
0.35
03
025
0.2

Ficureg I11.17 — Espace de configurations obtenu
avec la méthode PGD aprés 50 enrichissements
itérations.

FIGureg I11.18 — PGD - Exemple des 5 premiers modes sur 1’espace physique (au-dessus) et ’espace
des configurations(en-dessous), décroissants de gauche a droite

Comme on peut le voir, les résultats obtenus sont trés proches et afin de mieux observer les différences

on trace sur la Fig. II1.19 la trace de m™ en fonction de R. La PGD étant une méthode itérative

on choisit de tracer les résultats PGD en fonction du nombre d’enrichissement.
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1.14 . :

----- Eléments finis

1125 /R —e—PGD - 10 Enrichissements

—=—PGD - 20 Enrichissements
PGD - 30 Enrichissements H

——PGD - 40 Enrichissements

——PGD - 50 Enrichissements 1

1.1
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FIGURE III.19 — Trace du moment du second ordre normalisé¢ m *(R) de la fonction de corrélation de
paire obtenu par la méthode EF et en fonction du nombre de termes impliqués dans la représentation
séparée pour la méthode PGD.

On remarque que la différence entre les résultats PGD et EF dépend fortement du nombre d’enrichis-
sements. De plus la convergence de la PGD n’est pas monotone en fonction du nombre d’itérations
de la méthode : alors que la différence de résultat est pratiquement nulle entre 20 et 30 enrichis-
sements, elle devient trés significative entre 30 et 40. Notons aussi que les deux méthodes, EF et
PGD, ne résolvent par strictement le méme probléme puisque la discrétisation n’est pas la méme
dans les deux cas. On peut néanmoins s’attendre & voir les deux résultats converger vers des solu-
tions proches et dans ce cadre les résultats obtenus par la PGD dés 40 itérations sont tout & fait

concluant quant & la précision de la méthode.

Dans cette géomeétrie, ot le champ des vitesses fluides est supposé connu, nous choisissons d’illustrer
les capacités de la PGD en présentant tout d’abord I'influence du maillage de 'espace des configu-
rations sur la convergence globale de la méthode puis en comparant les temps de calcul nécessaires

pour résoudre le méme probléme avec la méthode EF et PGD.

Influence de I’espace des configurations sur la convergence globale de la méthode

Nous présentons tous d’abord sur la Fig. II1.20 I'erreur ? de la solution PGD en fonction du nombre

2. L’erreur est obtenue en comparant la solution obtenue avec la solution EF du méme probléme.
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d’enrichissements m pour trois maillages différents de ’espace des configurations.

10 ; T

——120 Noeuds

—&— 170 Noeuds
224 Noeuds

Erreur

Ficurg I11.20 — Erreur de la méthode PGD en fonction du nombre d’enrichissements m utilisés
lors de la représentation séparée de la fonction de corrélation de paire, et ce, pour trois maillages
différents de l'espace des configurations.

L’influence du raffinement du maillage sur la convergence globale n’est pas significatif puisque 'er-
reur atteinte aprés 80 enrichissements est presque identique pour les trois simulations, bien que le

maillage le plus fin contienne presque deux fois plus de nceuds que le maillage le plus grossier.

Temps de calcul : illustration de l’efficacité de la PGD
Nous tracons le temps de calcul des méthodes EF et PGD en fonction du nombre total de degrés
de liberté du probléme Fig. I11.21. Chaque calcul PGD est arrété au bout de 80 enrichissements, ce

qui, comme on ’a vu précédemment, offre un trés bon degré de précision.
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10

—=—Meéthode EF
—o—Méthode PGD

e

~ __—©

(2] 2 T

210" / o :
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10 L L 1
10 10 10° 10 10
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FiGgure II1.21 — Temps de calcul pour les méthodes EF et PGD en fonction du nombre total de
degrés de liberté du probléme.

On peut noter & la fois efficacité de la PGD pour traiter des problémes hautement multidimension-
nels et l'effet de la malédiction de la dimensionnalité sur le calcul EF qui atteint alors trés vite les
limites matérielles. Ces résultats on été obtenus sur un ordinateur portable standard équipé d’un
processeur Intel Core i7 @ 2GHz avec 6Go de RAM. Par ailleurs, dans le cas EF, c’est la quantité
de mémoire vive disponible qui a provoqué 'impossibilité de résoudre les problémes de plus de 10°

degrés de liberté.

4.4 Approche micro-macro pour un écoulement de cavité

Pour illustrer les performances de la PGD dans le cas d’écoulements complexes, nous considérons
dans ce qui suit le probléme de la cavité recirculante. Ce cas d’écoulement est fréquent dans de
nombreux procédés industriels et est induit par I’écoulement d’un fluide (voir schéma Fig. I11.22).
Dans notre cas, seule la cavité, de section carrée et de coté h = 1, est représentée. En posant
z = (z,y) et en considérant 1'écoulement plan avec v = (u,v,0), le champ de vitesse sur la paroi

supérieure est imposé sous la forme suivante :

16 )

v(z) = ﬁvmm:f(h — ) (I11.56)
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— Recirculation primaire

+— Recirculation secondaire

FiGuRreE II1.22 — Recirculation induite par ’écoulement d’un fluide

Ce profil est choisi pour satisfaire les conditions de continuité et de continuité des dérivées aux
extrémités.

Dans la suite de la section deux cas sont illustrés :

— Un cas instationnaire et stationnaire défini sur un espace des configurations de dimension 2.

— Un cas stationnaire défini sur un espace des configurations est de dimension 3.

4.4.a Cavité recirculante 2D-2D

Cas instationnaire :
Dans le cas instationnaire ’écoulement fluide est gouverné par ’équation

vy 0 1
— —Pe— o+ 1, —0, II1.57
ot e(?xﬁ (v[gu tlapPt Re’ B) ( )

ol u = v /p, avec p la densité moyenne de masse des suspensions, I est la matrice identité et p la
pression.

o est donné par I'équation (II1.26) et Re est le nombre adimensionnel de Reynolds défini par :

pa*y

Mo

Re = (IT1.58)

La résolution de I’équation non linéaire (111.57) se fait & l’aide de ’algorithme de résolution itératif de

Newton-Raphson. Dans le cas d’écoulement complexe instationnaire, le terme d’évolution temporelle
99 est discrétisé classiquement par un schéma d’Euler implicite. Le systéme résolu a chaque itération

ot

est

AGH =B (T11.59)
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avec 'opérateur A défini par

12
A=) At(A, @ Alg)+ | NNTdz® [ MM'dR (111.60)
i=1 - B Qo Qr
et le second membre B
9 . .
3:/ NGLdz @ [ MGhdR +Y At(BY, @ BY) (ITL.61)
Qx Qr N i1 - N

ou th et gtE correspondent respectivement & la solution G au pas de temps ¢ décomposée respec-
tivement sur ’espace physique et ’espace des configurations. L’algorithme correspondant au calcul

de la cavité recirculante instationnaire est donné Alg. 11.

Initialisation g isotrope

Initialisation de Qtzo =0

pour t =1 a nombre d'itérations faire
v« caleul macro (g°)
g™ « calcul micro (v'*!)

fin

Algorithme 11: Algorithme pour la cavité recirculante instationnaire.

La fonction de corrélation de paire est initialisée telle qu’en tout point de 'espace physique et de
I’espace des configurations ¢ = 1. Pour ¢ < 0, la vitesse est initialement définie nulle pour tout
point de l'espace physique et & t = 0 le profil de vitesse défini Eq. (II1.56) est appliqué sur la
paroi supérieure. Les nombres de Péclet et de Reynolds sont définis a 1 et on prend en compte les
différentes interactions entre les particules : interactions hydrodynamiques et action longue portée
a travers le potentiel répulsif de Lennard-Jones avec € = 10°.

On choisit d’effectuer 10 itérations avec At = 0.01 dont les figures 111.23, [11.24 et I11.25 représentent
le champ des vitesses fluides et les lignes de courant associées respectivement & l'itération 1, 5 et

10. L’algorithme PGD effectue & chaque itération temporelle 40 enrichissements.
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(a) Champ de vitesses fluides. (b) Lignes de courant.

Ficurkg I11.23 — Champ de vitesses fluides et lignes de courant associées aprés 1 itération.

(a) Champ de vitesses fluides. (b) Lignes de courant.

Ficurkg I11.24 — Champ de vitesses fluides et lignes de courant associées aprés b itérations.

(a) Champ de vitesses fluides. (b) Lignes de courant.

Figure I11.25 — Champ de vitesses fluides et lignes de courant associées aprés 10 itérations.
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La Fig. I11.26 représente les 5 premiers produits de fonctions obtenus pour décrire la solution Ggt=10At,

e -E L " ::mfzjgiw

T

im

F1Gure I11.26 — PGD - Exemple des 5 premiers modes sur 1’espace physique (au-dessus) et ’espace
des configurations(en-dessous), décroissants de gauche a droite.

On choisit d’évaluer I’évolution de la fonction de corrélation de paire pour trois nceuds de I'espace

physique, localisés sur la Fig. I11.27.

Fi1GURE I11.27 — Localisation des noeuds utilisés pour évaluer I’évolution de la fonction de corrélation
de paire.
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0.5

(a) Itération 1. (b) Itération 5. (c) Itération 10.

Ficurkg I11.28 — Espace de configurations du nceud 1 pour l'itération 1, 5 et 10.
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(a) Itération 1. (b) Itération 5. (c) Itération 10.

Ficure I11.29 — Espace de configurations du nceud 2 pour l'itération 1, 5 et 10.
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0.8
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0.4
0.2

(a) Itération 1. (b) Itération 5. (c) Itération 10.

Ficurkg I11.30 — Espace de configurations du nceud 3 pour litération 1, 5 et 10.

Comme on peut le voir sur les figures précédentes, plus le gradients de vitesse fluide augmente et
plus I'anisotropie de la microstructure est importante. Ainsi le noeud 1 qui est dans une zone trés
cisaillée, est rapidement anisotrope (dés la premiére itération) alors que pour les deux autres nceuds
la fonction de corrélation de paire reste isotrope. On peut noter aussi l'influence des interactions

longue portée, dues au potentiel répulsif de Lennard-Jones, qui génere une zone de distribution nulle
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autour des suspensions que 1’on peut observer pour les 3 nceuds.
Les figures I111.31 et 111.32 présentent respectivement 1’évolution de la premieére différence de contraintes

N1 = 099 — 011 et de 012 aux itérations 1,5 et 10.

1| —

09

——

08-

07 T

06

S = N w b oa

05

0.4

03-

0.2
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0

0 0.2 0.4 08 08 1

(a) Itération 1.

0.9
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05
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0 0.2 0.4 08 08 1

(b) Itération 5.

0.9
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ERNES

0 02 0.4 06 08 1

(c) Itération 10.

FIGURE II1.31 — (092 — 011) aux itérations 1, 5 et 10.
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(a) Itération 1.

02 04 06 08 1

(b) Itération 5.

| EEEEEEE

] 02 04 06 08 1

(c) Itération 10.

F1cuRrE I11.32 — 012 aux itérations 1, 5 et 10.

Cas instationnaire :

Nous illustrons maintenant le cas de la cavité recirculante en écoulement stationnaire. L’espace

des configurations est identique au cas instationnaire et les contraintes induites par la présence de

particules sont prises en compte.

En D’absence de suspensions dans le fluide, ’état stationnaire du profil de vitesse fluide pour la

cavité compléte est donné par la résolution éléments finis de I’équation de conservation de la masse

et de la conservation du moment

Vv -

]
I
o

<1
9
I

@)

(111.62)

(IT1.63)
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Si le fluide est considéré comme newtonien, le tenseur des contraintes fluides s’écrit
g=-plL+2nD (111.64)

Dans le cas de présence de suspensions dans le fluide, la conservation du moment s’écrit

1
V. |—pl-—-— =0 I11.65
v (L~ e (11.65)

Dans ce cas 'état stationnaire ne peut étre trouvé directement car la fonction de corrélation de
paire nécessite de connaitre le champ de vitesse et réciproquement. Ainsi un algorithme de point
fixe est utilisé pour connaitre I’état stationnaire de la fonction de corrélation de paire et du champ

de vitesse en présence de suspensions. L’algorithme général s’écrit :

Initialisation g

tant que Erreur> 107> faire
v <4 calcul macro (g)
VWU (1 - w)ﬂancien
g < calcul micro (v)
Erreur— ” v = Qancien”
U ancien < U

fin

Algorithme 12: Algorithme pour la cavité recirculante stationnaire.

w est la parameétre de relaxation du point fixe. Si w = 1 on obtient une méthode de point fixe sans
relaxation. Pour chaque itération de ’algorithme de point fixe, la fonction de corrélation de paire
g est résolue a l'aide de la PGD avec 40 enrichissements. Le systéme est semi dilué ¢ = 0.05 et et
caractérisé par Pe = 1, Re = 1 et ¢ = 10°.

Comme on peut le voir sur la Fig. I11.33, représentant la différence absolue entre les vitesses fluides
d’un systéme avec et sans suspensions, I'influence des suspensions sur le champ des vitesses fluides

est négligeable.
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Ficure II1.33 - Différence absolue entre le FIGURE II1.34 — Lignes de courant du champ
champ de vitesse stationnaire lors d'un écoule- des vitesses fluides une fois la convergence du
ment newtonien sans suspensions et avec pré- point fixe atteinte.

sence de suspensions colloidales, caractérisées
par Pe=1, Re =1, ¢ = 0.05 et e = 10°.

La Fig. IT1.35 illustre les 5 premiers produits de fonctions obtenus pour décrire la solution de g.

Fiqureg I11.35 — PGD - Exemple des 5 premiers modes sur 1’espace physique (au-dessus) et I’espace
des configurations(en-dessous), décroissants de gauche a droite.

Dans ce cas la convergence de la méthode PGD est forte et le résidu normalisé® aprés une seule
itération est Res = 1073 comme on peut le voir sur la Fig. T11.36. Cela signifie que le premier
couple de fonctions est significatif par rapport a la description de la solution et cela est aussi illustré
Fig. II1.37 par la valeur des coefficients «; issus de ’étape de projection lors de I’enregistrement :

le premier coefficient (o; = 5.3) est de loin le plus important (a; < 51073, i = 2..40).

3. Le résidu est normalisé tel qu’avant le calcul le résidu soit unitaire.
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Ficurge II1.36 — Résidu normalisé du probléme FIGURE IIT1.37 — Coefficients «; obtenus aprés
a chaque itération. I’étape de projection lors du calcul de la solution
par la méthode PGD.

Or il est intéressant de noter que le premier mode défini sur I'espace des configurations représente
I'influence du potentiel de répulsion sur les suspensions alors que les autres modes décrivent 'in-
fluence du cisaillement. On peut donc s’attendre & ce que le mécanisme dominant lors de I'état

stationnaire soit dii au potentiel de répulsion.
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(a) Neeud 1. (b) Neeud 2. (c¢) Neeud 3.

FiGgure II1.38 — Espace des configurations pour les nceuds 1 & 3 repérés sur la Fig. I11.27.

Lorsqu’on illustre Fig. 111.38 I'espace des configurations des 3 noeuds repérés Fig. I11.27, on observe
que le nceud 1, bien que soumis & un cisaillement fluide relativement important, est trés faiblement
anisotrope. On observe ainsi pour les trois nceuds une forte influence du potentiel de répulsion qui

créée une zone de distribution nulle autour de la particule considérée.
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4.4.b Cavité recirculante 3D-2D

Dans cette section on souhaite illustrer 1’état de la fonction de corrélation de paire dans un écou-
lement de cavité recirculante stationnaire lorsque ’espace des configurations est défini sur 3 di-
mensions. L’influence des suspensions sur le champ des vitesses fluides n’est pas pris en compte et
le fluide est considéré comme newtonien. Le champ des vitesses fluides est déterminé & 1’aide des

équations de conservation de la masse

V-u=0 (I11.66)

et de conservation du moment
V.-g=0 (I11.67)
La fonction de corrélation de paire (définie Eq. (II1.17)) est résolue avec v = (va, v3,0) et le

systéme est caractérisé par Pe =1, Re = 1, ¢ = 0.05 et ¢ = 105.

Les domaines physique (2 dimensions) et de configuration (3 dimensions) sont respectivement dis-
crétisés a Paide de 1976 et 21632 nceuds, soit plus de 4107 degrés de liberté. L’algorithme PGD
est utilisé pour traiter ce probléme en séparant la solution sur 'espace physique et 'espace des

configurations et on arréte le processus d’enrichissement aprés 50 itérations.
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FIGURE II1.39 — Résidu normalisé du probléme FIGURE II1.40 — Coefficients «; obtenus aprés
a chaque itération. I’étape de projection lors du calcul de la solution
par la méthode PGD.

Comme on peut le voir sur la Fig. IT1.39, le premier produit de fonctions (voir Fig. II1.41 ou seule la

moitié de 'espace des configurations est représentée) est prépondérant dans la réduction du résidu
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du probléme.

Figureg I11.41 — PGD - Exemple des 5 premiers modes sur 1’espace physique (au-dessus) et ’espace
des configurations(en-dessous), décroissants de gauche & droite.

De fagon analogue au cas 2D-2D précédent, ot le premier mode a une influence majeure, dans le cas
3D-2D, le coefficient de pondération ay est trés largement supérieur & ao (Fig. I11.40) et de la méme

maniére le premier mode de ’espace des configurations décrit I'influence du potentiel de répulsion.

1 1 1
0.8 0.8 0.8
06 06 06
=
0.4 04 0.4
0.2 0.2 0.2
o o o
u u v

(a) Plan uv. (b) Plan uw. (c¢) Plan vw.

Ficureg I11.42 — Espace des configurations pour le nceud 1 selon les différents plans de coupe : w =0
(a), v=0(b), et u =0 (c).
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Ficure I11.43 — Espace des configurations pour le nceud 2 selon les différents plans de coupe : w =0

(a), v=0(b), et u =0 (c).
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Fi1GuRre I11.44 — Espace des configurations pour le nceud 3 selon les différents plans de coupe : w =0
(a), v =0 (b), et u=20 (c).

On observe ainsi sur les Figs. 111.42 - 111.44 I'influence prépondérante des forces répulsives inter-
particulaires qui créent une zone de distribution nulle autour de la particule considérée. L’influence
du cisaillement est illustré Fig. I11.42 o1 ’on observe une 1égére anisotropie. Finalement pour les 3
nceuds les résultats dans le plan de cisaillement fluide (plan uv) sont similaires & ceux du probléme

2D-2D.

5 Conclusion du chapitre

L’approche la plus directe dans la représentation de systéme colloidaux réside dans celle adoptée
par les simulation stochastiques. La description de Smoluchowski est une approche alternative ou la
microstructure est caractérisée par la fonction de corrélation de paire. Cependant, le principal in-

convénient réside dans ’espace & haute dimension sur lequel est défini le modéle de théorie cinétique
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décrit par ’équation Smoluchowski, qui met en jeu I'espace physique et 'espace des configurations.
Cependant 'utilisation de la représentation séparée a ’aide de l'algorithme PGD permet, si ce n’est
de s’affranchir, du moins d’alléger considérablement le cotit d’une telle approche.

La solution du modéle de théorie cinétique permet alors de prendre en compte efficacement le
couplage entre ’évolution de la microstructure et de la cinématique fluide. Il est de plus possible
d’évaluer l'efficacité des relations de fermeture traditionnellement introduites pour obtenir 1’évolu-
tion des différents moments de la fonction de corrélation de paire. Finalement, méme si le modéle
de Smoluchowski nécessite d’étre enrichi par la prise en compte de la migration des particules ainsi
que d’autres effets rencontrés principalement dans les systémes denses, nous avons montré dans ce

chapitre une approche continue de la description de systémes colloidaux semi-dilués.
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La principale difficulté de ’étude de systémes de suspensions par des approches micro-macro est
celle du caractére hautement multidimensionnel du probleme. Cette difficulté est particuliérement
allégée avec I'utilisation de la technique de réduction dimensionnelle qu’est la Proper Generalized
Decomposition.

Cependant l'algorithme principal de résolution de la méthode est loin d’étre optimal entrainant
une augmentation significative du nombre d’enrichissements nécessaires afin d’atteindre la préci-
sion désirée. L’amélioration de la vitesse de convergence de cet algorithme n’est pas triviale et la
stratégie consistant & un préconditionnement de 'opérateur n’a pas été concluante. Une alternative
réside alors dans l'utilisation de la PGD non plus comme une méthode a priori de résolution de
systémes linéaires mais comme une méthode permettant d’obtenir le rang de séparation optimal de
variables séparées, a posteriori. L'efficacité de cette approche repose alors autant sur la qualité des
algorithmes de résolution mis en jeu que sur la capacité de la PGD a posterior: a obtenir un rang
de séparation si ce n’est optimal, au moins quasi-optimal. Cette derniére condition est aisément
vérifiable lors de problémes a deux dimensions puisque les résultats sont comparables & ceux issus
de la SVD, elle-méme étant optimale. Cependant lorsque le nombre de dimensions augmente, au-
cune garantie théorique n’est donnée sur 'optimalité de la PGD a posteriori et des développements

supplémentaires prouvant l'optimalité pour d dimensions, d >> 1 restent nécessaires.

Néanmoins I'utilisation de la PGD, bien que non-optimale, permet de résoudre des problémes jusque
la peu étudiés car difficiles & appréhender numériquement au vue du nombre de dimensions élevé.
Cela est tout particuliérement vrai pour les approches en théorie cinétique des suspensions qui per-
mettent de décrire de maniére continue et exacte (d’un point de vue mathématique) 1’évolution de

ces systémes définis a la fois & I’échelle microscopique et & I’échelle macroscopique.

Dans le cas des suspensions fluides, le tenseur d’aire peut étre considéré comme une approche micro-
macro dont le domaine de définition est moins élevé que celui de ’approche équivalente en théorie
cinétique, et permet ainsi un traitement numérique qui ne nécessite pas de techniques particuliéres.
Cependant son utilisation est sujette & 'introduction d’une relation de fermeture, dont ’erreur n’est
pas quantifiable a priori. La comparaison avec ’approche en théorie cinétique a illustré cette erreur

mais a aussi permis de justifier 'utilisation de ces relations dans certains cas.
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D’un point de vue plus physique, 'ajout d’un modéle d’évolution de la polydispersité de la phase
discréte enrichit la formulation du tenseur d’aire d’informations pertinentes sur ’état du mélange.
Il reste cependant & préciser plus en détail les parameétres de ce modéle & 'aide, notamment, de

comparaisons expérimentales.

Concernant les suspensions solides, I’approche en théorie cinétique présentée & travers 1’équation
de Smoluchowski est tout a fait originale puisqu’elle est une alternative aux simulations discrétes
traditionnellement utilisées pour simuler I’évolution des systémes de suspensions colloidales. Or, si
les descriptions discrétes permettent aisément d’obtenir les informations du systéme & I’échelle mi-
croscopique, elles souffrent de ne pouvoir lier ces phénoménes & 1’échelle macroscopique qu’avec un
colit numérique extrémement élevé. Le modele de Smoluchowski devient alors une alternative per-
tinente puisqu’il peut étre résolu avec la technique de réduction PGD. Les résultats sont tout a fait
prometteurs bien qu’il soit nécessaire d’enrichir ce modéle afin de pouvoir décrire plus exactement
(d’'un point de vue mécanique) I'évolution de systémes de suspensions (notamment la simulation de

systémes denses et U'effet associé de migration des particules).

Finalement ’approche continue de la description de systémes de suspensions dans les fluides est
une alternative tout & fait pertinente car elle assure la prise en compte des phénoménes complexes
apparaissant & ’échelle microscopique tout en permettant de les exploiter a 1’échelle macroscopique.

De nombreux développement restent néanmoins nécessaires afin d’enrichir ces modéles.
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Contributions a la modélisation numérique de la théorie cinétique des
suspensions

Résumé : Ce travail présente une contribution a la modélisation numérique des systémes de suspen-
sions dans le cadre de la théorie cinétique. Cette description continue des systémes de suspensions
permet de prendre en compte l'influence de la structure & 1’échelle microscopique sur la cinétique
de I’écoulement macroscopique. Cependant elle présente 'inconvénient majeur d’étre définie sur un
espace & haute dimension et rend alors difficile la résolution de ces modéles avec des approches
déterministes classiques.

Afin de s’affranchir, ou du moins d’alléger, le poids du caractére micro-macro des approches en
théorie cinétique, plusieurs techniques de réduction dimensionnelle s’appuyant sur 'utilisation de
la Décomposition Généralisée en modes Propres (PGD) sont présentées. Une étude de différents
algorithmes PGD est conduite, et dont 'efficacité en termes de vitesse de convergence et d’optimalité
de la solution est illustrée.

La simulation de mélanges de fluides immiscibles est conduite a I'aide du Tenseur d’aire qui est
un puissant outil de caractérisation du mélange. Cependant celui-ci nécessite I'introduction dune
relation de fermeture dont I'impact est évalué avec le modeéle de théorie cinétique équivalent et
exact.

Finalement, la simulation de systémes de suspensions colloidales décrits par ’équation de Smolu-
chowski présente une approche originale de la modélisation des suspensions solides. Cette approche
permet de s’affranchir avantageusement du bruit statistique inhérent aux simulations stochastiques
traditionnellement mises en ceuvre.

Mots-Clés : Réduction dimensionnelle, Décomposition Généralisée en mode Propre, Théorie ciné-
tique, Mélange de fluides immiscibles, Suspensions colloidales.

Contributions to numerical modeling of the kinetic theory of suspensions

Abstract : This work is a contribution to the numerical modeling of suspension system in the
kinetic theory framework. This continuum description of suspension system allows to account for
the microstructure impact on the kinetic of the macroscopic flow. However, its main drawback is
related to the high dimensional spaces in which kinetic theory models are defined and makes difficult
for classical deterministic approaches to solve such systems.

One possibility for circumventing, or at least alleviate, the weight of the micro-macro kinetic theory
approaches lies in the use of separated representations strategies based on the Proper Generalized
Decomposition (PGD). A study of different PGD algorithms is driven, illustrating the efficiency of
these algorithms in terms of convergence speed and optimality of the solution obtained.

The immiscible fluids blends modeling is driven using the area tensor which is a powerful numerical
tool for characterizing blends. However it needs the introduction of closure relation of which impact
is measured using equivalent and exact kinetic theory model.

Finally, the numerical modeling of colloidal suspension system described by the Smoluchowski equa-
tion presents an original approach of the modeling of solid suspension system. This description allows
to circumvent the statistical noise inherent to the stochastic approaches commonly used.

Keywords : Dimensional reduction, Proper Generalized Decomposition, Kinetic theory, Immiscible
fluids blend, Colloidal suspension.
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