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0.1. INTRODUCTION 1

0.1 INTRODUCTION

Dans leur tentative de résoudre le probleme posé par B. Muckenhoupt dans [11];

a savoir caractériser les fonctions poids u et v pour lesquelles 'inégalité

+oo P 400
| ol e <c [ ir@r o
—0o —0o

est vérifiée pour tout f Lebesgue mesurable, ou fAdésigne la transformée de Fourier
de f, p un nombre réel supérieur a 1, et C' une constante ne dépendant pas de f,
Nestor E. Anguilera et Eléonore O. Harbouré ont montré dans [1], qu'une condition

nécessaire dans le cas ou v =1 et 1 < p < 2, était que pour tout réel r > 0,

+00 r(k+1) bl e 2
Z / u(x)dx <CrPloub= ——. (0.1)

k=—o00 k

C’est pour mieux comprendre la condition (0.1), que Fofana Ibrahim dans sa
These d’Etat, a construit une famille d’espaces vectoriels qui contiennent les fonctions
u vérifiant cette condition. Ce travail ayant été fait dans le cas de R™, nous nous
sommes demandés si ce n’était pas possible de définir de tels espaces dans le cas des
groupes localement compacts non abéliens et non compacts; et dans le cas ou cela
était possible, si les propriétés établies dans le cas Euclidien restaient encore vraies.

Les groupes localement compacts de type homogene nous ont semblé les plus
indiqués pour cette extension, parce que dans ces groupes nous avons une distance et
la mesure de Haar qui est ’analogue de la mesure de Lebesgue dans R".

Pour atteindre notre but, nous définissons dans le premier chapitre 'espace
<(Lq, L?) (G), B Hq’p> , qui s’avere étre identifiable a I’espace des amalgames (L’('qyp), I H;p)
défini par R. C. Busby et H. A. Smith dans [2]. Nous rappelons que dans le cas ou G est
un groupe abélien, F. Holland a établi dans les espaces des amalgames, d’importants
résultats en rapport avec la transformée de Fourier.

Dans le chapitre 2, nous définissons les espaces des fonctions & moyenne fraction-
naire intégrable (L%, LP)* (G), pour 1 < ¢ < a < p < +00. Nous montrons que pour
a < p < +oo, la famille (L', LP)* (@) forme une chaine d’espaces de Banach, dont le
plus petit est ’espace de Lebesgue L*(G), et le plus grand, I'espace classique de Mor-
rey qui correspond ici & (L', LT°°)* (G). Nous montrons ensuite que si 1 < ¢ < a < p,

alors 'espace L* faible est un sous-espace vectoriel propre de (L9, LP)* (G).
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L’opérateur maximal fractionnaire de Hardy-Littlewood et I'intégrale fractionnaire
ont été beaucoup étudiés dans les espaces de Lebesgue (voir [12], [13], [14], [15], [16])
et dans l'espace de Morrey classique (voir [7]), en rapport avec les problemes liés
aux équations aux dérivées partielles, aux équations intégrales et a la mécanique
quantique.

Dans le chapitre 3, nous situant dans les espaces (L%, L?)* (@), nous comparons
en norme ces deux opérateurs, et nous montrons qu’ils vérifient certaines propriétés
de continuité dont 'une est le prolongement du théoréme 2-7 démontré par Wheeden
et Pérez dans [14].



Chapitre 1

ETUDE DES ESPACES (LY, LP) (G)

1.1 INTRODUCTION

Soient p et ¢, deux éléments de [1 ; +oo]. L’amalgame de L7 et /P sur R, est
I'espace (L9, ¢7) constitué des fonctions localement dans L? et ayant un comportement
¢? 3 Vinfini, dans ce sens que les normes L? sur les intervalles [k ; k + 1] avec k élément
de Z, forment une ¢?—suite.

L’idée de considérer 'amalgame (L9, ¢P) par opposition a 'espace de Lebesgue
L9 = (L9,L9) est naturel, dans ce sens qu’il permet de séparer le comportement
global de f de son comportement local. Cette idée vient de Norbert Wiener qui, en
1926, a considéré (L', £%) et (L2, ¢7°°) dans [18]. Mais la premitre étude systématique
de ces espaces a été faite en 1975 par F. Holland dans [10]. James Steward définit
en 1979 l'espace des amalgames pour les groupes topologiques localement compacts
abéliens dans [17], et R. C. Busby et H. A. Smith en 1981, définissent 1'espace des
amalgames pour les groupes topologiques localement compacts, non compacts et non
commutatifs dans [2].

Nous définissons ici un espace vectoriel qui s’avere étre identifiable a 'espace
défini par R. C. Busby et H. A. Smith. Toutefois, contrairement a ces derniers qui ont
utilisé des partitions uniformes, nous utilisons la convolution de f par la fonction ca-
ractéristique d’un voisinage ouvert, symétrique et relativement compact de 1’élément
neutre e du groupe, pour définir la norme de notre espace.

Dans le deuxieme paragraphe de ce chapitre, nous définissons et étudions I'espace
(L%, LP) (G), ou G est un groupe topologique localement compact non abélien, et dans

le troisieme paragraphe nous montrons ’équivalence entre cet espace et 'espace défini
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par R. C. Busby et H. A. Smith.
Dans toute la suite :
> (G désignera un groupe topologique localement compact non nécessairement
abélien, d’élément neutre e, et dont la loi est notée multiplicativement,
> A désignera une mesure de Haar & gauche sur G (cette mesure est unique
a un facteur constant positif pres),
> B désignera un voisinage ouvert, symétrique et relativement compact de e.
> C' désignera dans ce chapitre et dans les autres, une constante dont la

valeur peut changer d’une expression a l'autre.

1.2 ESPACE (L%, [?) (G)

1.2.1 Notations et définitions

1) Pour tous sous ensembles A et B de G et tout élément x de G.
o \, désigne la fonction caractéristique de A,
e AB={zy/xecAetyec B},
e At ={z71 /) x e A},
o xA={xy/yeA},
o Av={yx [/ y € A},
o A est symétrique si A~ = A.

2) Lo(G) désigne I'espace vectoriel complexe des classes d’équivalences mo-

dulo I'égalité A-presque partout des fonctions complexes A-mesurables sur G, K(G)
I’espace vectoriel des fonctions complexes continues sur G a support compact.

» La convolée f * g de deux éléments f et g de Lo(G) est définie par :

(f *9)(z) = /Q.f<y>g<y—1x>dA<yx

en tout point z ou cela a un sens.
» Pour tout élément f de Lo(G) :
e la fonction de distribution de f notée Ay est définie de [0 ; 400
dans [0 ; +o00| par
A(s) = Az € G/ | f@)] > s)),
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e la fonction de réarrangement décroissante f* définie de [0 ; 4o0|
dans [0 ; +o0] par
fr(s)=inf{ t >0/ \s(t) < s},
e pour tout élément a de G,
* la translatée a droite de vecteur a de f est I’élément f, de
Lo(G), défini par
falx) = f(za),
et
* la translatée a gauche de vecteur a de f est I'élément ,f de
Ly(G), défini par
of (@) = fla” 2).
e f est 'élément de Ly(G) défini par

fla) = f(z™h).

» Soit un élément ¢ de G. La mesure \! définie par

/ f(@)AN (z) = / FetYdA(x), VS € K(G)
G G

est une mesure de Haar invariante a gauche. Donc il existe un réel Ag (t) tel que
A= Ag (t) \. L’application t — Ag (t) de G dans R est appelée fonction module de
G.

> Pour tout p élément de [1 ; +o0], LP(G) désigne 'espace de Lebesgue

habituel sur G relativement a la mesure A, muni de sa norme usuelle notée ||| .

3) Soit (g, p) un couple d’éléments de [1 ; +oo] .
» Pour tout élément f de Ly(G), nous posons :

UG (HnyBqud/\(y)]; sip < 400

slfll,,= . :
op supesstxyBHq si p=+oo
yeG
et )
pdt\P
(p O+°° (t%f*(t)) t) k1< ¢,p < 400
q
Hf“;,p = suptéf*(t) si 1<g<p=-+4o0 -
t>0
supf*(t) si g=p=+x
t>0
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> LP(G) = { feLoG)/ Nfll;, < +oo } (Espaces de Lorentz).
> (L0, 17)(@) = { ] € Lo(@) / ISl < +o0}.

1.2.2 Quelques sous-ensembles de (L%, LP) (G)

Nous rappelons ici sans démonstration deux résultats classiques qui nous seront
d’une grande utilité pour la suite.

Thorme 1.2.1 (inégalité de Young) [5/ Soient p, q et r des éléments de l'en-

semble [1 ; 4o0] tels que

11 1
S+ -=-+1
poq

Si f appartient a LP(G) et g un élément de LY(G) qui vérifie ||gll, = ||gll, , alors fx*g
appartient a L"(G), et nous avons || f =gl <[ fIl, lgll, -

Thorme 1.2.2 [8] Soient p, q et r des réels tels que

1 1 1
—+-=—-+1,p>1 ¢g>1, etr <+oo.
p q r

11 existe une constante C' = C(p,q) telle que pour tout élément f de L¥+>°(G) et pour

tout élément g de LP(G), nous ayons

1f# gll, < ClFllg oo 9l -

A Taide de ces deux résultats, nous allons montrer que les espaces (L%, L?) (G),

contiennent les espaces de Lebesgue et de Lebesgue faibles.

Proposition 1.2.3 Soient p, q et r des éléments de [1 ; +o0] tels que 1 < g <r < p < +00.

Il existe une constante réelle C = C(B), telle que :

sllfllg, < ClAAL (1.1)

pour tout élément f de Lo(G).
En particulier st g = p alors

B Hf”p}p - )\ (B); ||f||p7
et nous avons LP(G) = (LP, LP) (G).
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Preuve : Soit un élément f de Lo(G).
Si f n’appartient pas a L"(G), alors I'inégalité (1.1) est trivialement vérifiée.
Nous supposons donc que f est un élément de L"(G).

1¢"cas : Supposons que 1 < g <r < p < +00. Nous avons

Q=

21y = [Jo UaF@I X, (2)dA)) T dA(w)]
= o Us @)1 xa @ y)dN@)* dA(y)|
= [Jo 0717 xa)F aA®)]" = A% X012

=

Puisque (|f|))7 = [f]", |f|? est un élément de Li(G). Or, x, est un élément de
L= (G), et

1 1 1
7+T:F+l’ avecLzlethL
¢ aqr—pgtpr g qr—pg+pr q
Donc,
4r—pq+pr
B lfllgy =M= xslle < NP Xl e =[IfIFA(B) 7 < o0,
q q qr—qp+pr

d’apres le théoreme 1.2.1.

Dans le cas particulier o ¢ = r = p, nous avons :

slfll,, = e (U @) x,5(@)dN(2)) dA(y)]
= [Jo (Jo Xu (@ 9)dAw)) | f ()] dA(z)]

B =

Q=

1
=A(B)7 I f1],-
C’est-a-dire que
1
sl fll,, =B 1],

2éme

cas : Supposons que p = +00 et ¢ < +00.
D’apres ce qui précede, | f|? est un élément de La (G) et x,, un élément de L(5) (@), (
7 . /7 T‘
étant le conjugué de —.
q
Donc,

1
T

81l = || (1717 5 30)

1 1_
oo = M5 Xp 150 < ABYT I

7
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d’apres le théoreme 1.2.1.
1
Sig<+4ooetr=p=+oo,onap|fll, o <AB)fl -

3°mecas : Supposons que ¢ = r = p = +o0. Nous avons

[F @)l x5 (@) < [f(2)],

pour A—presque tous x et y dans G, et donc
21 oo = 1000 | < 171

SUIl oo = 0, alors g |14 400 = I/l e -
Nous supposons donc que || f||, ., > 0.
Soit 7 un réel tel que 0 <7 < [| ]|, . Nous avons

r<|[[fly =nf{a>0/A({z e G/ |f(z)]>a})=0}.

Ce qui implique que A ({z € G / |f(x)| > r}) > 0.
Posons :

E={xeG/ |f(x)]>r}.

Puisque A (E,) > 0, il existe un compact K contenu dans E, tel que A (K) > 0.
Soit B’ un voisinage ouvert, symétrique et relativement compact de e, tel que B = B'B’
soit contenu dans B.

3{yi;y2; -3 Un} C K tel que K = 4@1(1(0%3/) :

mais puisque A (K) > 0, il existe un élément £ de {1;2;...;n} tel que A (K Ny,B’) > 0.
Soit y un élément quelconque de y,B’. Nous avons y,B’ C y,B"? C yB.
Ainsi,
KnyB c KNyBC K C E,.

Par conséquent,
f(@)] X, (x) > 7, ¥ (2,y) € (K NyB)

Cette derniere relation nous permet de dire que
KnyB c{zeG/ |f(x)|x,,(®) >r},Vye KnyDB.
On en déduit que

KnyB C {y eG/ foyB‘|+oo > r} , puisque A\ (K Ny,B') > 0.

8
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D’ou
= [P [
et par suite

Bl oo too = 1/l 4oo - ™

De cette proposition, nous déduisons que L"(G) C (L%, LP)(G),si1 < g <r <
p < +o0, avec LP(G) = (L, L?) (G).

Proposition 1.2.4 Soient q,r et p des éléments de [1 ; +o0].
Sil<q<r<p<+oo alors il existe une constante réelle C = C (B, q,p,r) telle
que :

B fllyp < ClUL oo VI € Lo(G).

Preuve : Soit f un élément de Ly(G).
Si f n’est pas élément de L™>°((G), alors I'inégalité est triviale.
Nous supposons donc que f est un élément de L""°(G).

feLt™@) = |f|Ye Li™™(@).

Par ailleurs,
r T —pq+pr
S L W Ut & B N . SV}
qr —qp+pr pr r.p
Comme Y, est un élément de La—ator (G), il existe, d’apres le théoreme 1.2.2; une

constante réelle C' telle que :

qr—gqp+pr % q
B I, = N1 xalle < OXBY T (11 1)

D’ou I'inégalité. m

11 découle de cette autre propriété que L™+>°(() est un sous-ensemble de (L4, L?) (G),
sil<g<r<p<+4oo.

1.2.3 L’espace de Banach (L%, L?) (G)

Nous allons démontrer dans la proposition qui suit, que les applications f —— g || f ||q,pv

sont des normes équivalentes pour différents choix de B. Cette proposition justifie le
fait que dans la notation (L%, L”) (G)) nous ne faisons pas référence au voisinage B.
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Proposition 1.2.5 Soient By et By deux voisinages ouverts relativement compacts

et symétriques de e, p et q deux éléments de [1 ; +oo]. Il existe une constante C' =
C(By, By) telle que :

Ba Hf“q,p S C By ||f||q7p7 vf e LO(G)

Preuve : Soit un élément f de Lo(G).
1°" cas : Supposons que g < +00.
Il existe un sous-ensemble fini {y1;y2;...;y,} de By tel que :

BQ C QlBlyl

Ainsi, pour A—presque tout élément y de GG, nous avons :

</G |f (@) X, (af‘ly)d)\(a;))}’ < é (/G @l %, (ﬂf‘lyyi‘l)d)\(x))‘l‘

Ce qui peut encore s’écrire

n

W) <> (117 xs,)

i=1

Q=
Q=

(117 % Xs,) (yyi ). (1.2)

Donc si p < 400, alors

r p
q q

(i)

" (y)dAw)]”

W] <3 [ (1717 x,)

S zn: (AG yi))% |:fG (|f’q * XBl)
< iA&»)mew.

o (1717 % x,)

=

Par suite,

Bo I fllyy < C By fllyy s avee C =Y AL (y:).

i=1

Si p = +oo alors,

s < x,)7)

1
<n |[(1£17%x,)7),

c’est-a-dire

By [ fllg o0 < C B[ fllg 00 avee € =n.

10
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2¢me cas : Supposons que ¢ = +00.
11 existe un sous-ensemble fini {y1;y2;...;yn} dans By, tel que

n
B, C AL_JIZ/z'BL

Ainsi, pour A—presque tous x et y dans G,

(1) @ £ 3 (M) (),

Donc, pour A—presque tout y dans G,

Hny52H+oo < Z foyyiBl +
i=1

Par conséquent, si p < +oco alors

1

(e 1l A )

| A

(faufxm o)

86 67 (Jal Pl 3w)

—

c’est-a-dire

Bs Hf”—i—oop Bl ||f||+oop7 avec C Z AP yz )

=1

Si p = 400, alors g, ||f||+oo’+<>O = ||f||Jroo = g HfHJrOO,Jroo d’apres la proposition
1.23. =

Proposition 1.2.6 (Inégalité de Holder) Soient (p1,q1) et (pa, g2) deux éléments
de [1; 4o0]” tels que
pilHp =p i <letqg 4 =g <L

Si f est un élément de (L7, LP') (G) et g un élément de (L%, LP?) (G), alors fg est

un élément de (L7, L?) (G) et nous avons
Bl 9llgp < Bl 50 5 119lgp, -

11
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Preuve : Soient f un élément de (L%, LP) (G) et g un élément de (L%, LP?) (G).
Il existe un sous-ensemble A— mesurable N de G tel que :
A(N)=0
1% 15, ) € L2(G) X L (@), Wy € G\N
M, ) € L7(G) x 17%(G), ¥y € G\N

191 X5 |
Ainsi, d’apres I'inégalité de Holder dans les espaces de Lebesgue, nous avons

=) @l

n H HngB Hqg P2

1 £9x,1l,
s, |

p

s1foll,, =
<] < o1l s 19005 < +o0.

D’ou, fg est un élément de (L9, LP) (G). =

Dans les deux propositions qui suivent, nous supposons que le groupe G est o-

compact ; c’est-a-dire peut s’écrire comme une réunion dénombrable de compacts.

Proposition 1.2.7 Pour tous réels p et q tels que 1 < p, q < 400, lapplication

f— 5l fll,, est une norme sur (L1, L?) (G).

Preuve : Soit f un élément de (L9, L?) (G) vérifiant 5 || f|[,, = 0.
Puisque

)
p

0= 51l = ||,

il existe un sous-ensemble \- mesurable N de G, vérifiant :

AN)=0
[fX,sll, =0, Yy € GAN’

ou G\ N désigne le complémentaire de N dans G.

Remarquons que

G= U yB. 1.3
e (1.3)

En effet, si z est un élément de G, alors zB ¢ N. Par conséquent, zB N (G\N) # 0.
Soit y un élément de cette intersection, z € yB.

12
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Pour chaque y choisi dans G\ NV, il existe un sous-ensemble A\-mesurable M, de G

/\(My) =0 . (1.4)
f@)x,s(2) = 0, Vo € G\M, '

c’est-a-dire que pour tout y élément de G\N, fx, , = O, ot O désigne la classe des

vérifiant

fonctions nulles A- presque partout sur G.
Considérons un sous-ensemble compact quelconque K de G.

Il existe d’apres (1.3), un sous-ensemble fini {y1;y2;...;yn} de G\N tel que

K c OyB.

(@]

Posons M = |
Remarquons que A(M) = 0, et que

M,

[

<.
Il

Ve e (K\M), Jie{1;2;...;n} tel que x € (yv;B) N (G\M,,).
Ceci permet d’apres (1.4), de dire que
f(z) =0, Yz € (K\M).

Ainsi, fx, =O.
Puisque G est o-compact, f = O.

L’homogénéité positive et 'inégalité triangulaire découlent immédiatement de la
définition de g ||[|,,,. ™

Proposition 1.2.8 Soient p et q¢ deux éléments de [1 ; +o0]. Alors,
((Lq, LP)(G), B ||f||q7p) est un espace de Banach compleze.

Preuve : Soit (f,),cy- une suite d’éléments de (L7, L?) (G) telle que

Z B ||f’ﬂ||q7p < +OO
n>1
Puisque
> wllfalley = 2 [[lwcsll, | < +oo,
n>1 n>1 P

il existe un sous-ensemble A-mesurable N de G tel que :

A(N) = 0
§>:1 [ faX,s |, < +00, Yy € G\N -

13
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Ainsi, pour tout élément y de G\N, > f.x,, converge dans L(G) vers un élément
n>1

yB
¢y qui est nul en dehors de yB.
Soit un élément y de G\ N, désignons par M, un sous-ensemble A-mesurable de G tel

que :
A(M,) =0
3 £u()x,0(x) = 0y(2). Vi € GAM,

Remarquons que si y; et yo sont deux éléments de G\N tels que (y1B) N (y2B) # 0,

alors

D @)X, n (@) = Y fal@)x,,n(2),

n>1 n>1

pour A—presque tout = dans (y;B) N (y2B) .
Posons flz)=>" fulx).

n>1
Considérons un sous ensemble compact K de G.

Il existe d’apres (1.3) un sous-ensemble fini {y1;yo;...;yn} de G\N tel que :

K C Qlle

(2

n
Posons Mg = UM,,.
=1
Nous avons :

A(Mg) =0
Vo € K\Mg,3i € {1;2;...;n} tel que z € (y;B) N (G\M,,)

Ainsi, pour tout x élément de K\ Mk, f(x) est bien définie.
Donc f est définie A—presque partout, puisque G est o—compact.

Nous avons par ailleurs,
B Hqu,p S Z B anH%p < +OO
n>1

et

< 2wl

q k>n

s = Y FiXos
k=1

pour A—presque tout y dans GG et pour tout entier naturel non nul n.

F=> R <D slfill,,-
k=1

q,p k>n

Donc

B

14
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D’ou

> fn converge dans (L%, L?) (G) vers f. m

n>1

1.3 UNE NORME EQUIVALENTE A LA NORME
sll,, DANS (L%, I7) (G) : LA NORME [|I7,,.

1.3.1 Partition uniforme de G et définition de la norme ||| .

Rappelons quelques résultats et définitions donnés par Robert C. Busby et Harvey
A. Smith dans [2].

Dfinition 1.3.1 Soient U et V deuz voisinages ouverts et relativement compacts de
e tels que U C V.
On appelle U =V partition uniforme de G, toute partition m de G en boreliens telle
que :

VE € m,dxg € E tel que xgU C E C xzgV.

Proposition 1.3.2 Si U est un voisinage ouvert, relativement compact et symétrique

de e, alors il existe une U — U? partition uniforme de G.

Proposition 1.3.3 Soient ©# une U — V' partition uniforme de G, K et L deux
boreliens relativement compacts de G. Il existe une constante réelle n,(K,L) > 1,
telle que pour tout élément a de G, 'ensemble {FE € 7 | aLNxpK # 0} ait au plus

n.(K, L) éléments. Nous pouvons prendre

A(LK='U)

n.(K,L) = NG

(1.5)

Proposition 1.3.4 Soient m une U — V' partition uniforme de G, et K un borélien
relativement compact de G. Toute translatée a gauche de K rencontre au plus n,(V, K)

éléments de .

15
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Dfinition 1.3.5 Soient  une partition uniforme de G et (¢, p) un élément de [1 ; ~+o0]’.

Posons,
= (Il ] 1<
ﬁ )T s 1 2pe in
> fllg, = Ber m , pour tout élément f
sup || X, st p=+00
Eenm
de Lo(G).

> 17,,(G) = {f € Lo(@) / IIfl, < +o0} .

Proposition 1.3.6 Soient m et «' deux partitions uniformes de G, p et q deux
éléments de [1 ; +o0].
Il eziste une constante réelle positive M = M (m, ') telle que pour tout élément f de
Ly(G), nous ayons :

||f||q7p S M ||f||q7p'

Proposition 1.3.7 Soient m une partition uniforme de G et (q,p) un élément de
[1; 4o0)’. Alors, (L” (@)

(@) est un espace de Banach compleze.

H1Z

1.3.2 Equivalence entre les normes 3 |||, et [[[|7, -

s

qp» LOUS avons besoin du

Pour établir 'équivalence entre les normes g |||, , et |||

résultat de continuité suivant :

Proposition 1.3.8 Soient (p,q) un élément de [1 ; +oc]” et B un voisinage ouvert
relativement compact et symétrique de e. Pour tout élément f de (L9, LP) (G),

a) (|f|" = x,) (z) est fini pour tout x élément de G.

b) |f|?*x, estcontinue sur G.

Preuve : Soient f un élément de (L7, L?) (G) et x un élément de G.
a) Nous avons HHfX < +o0.
p

yB Hq
Par conséquent, il existe un sous-ensemble A-mesurable N de G tel que :

AN) =0
x5, < +o0. Yy € G\N

16
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Par ailleurs, il existe un sous-ensemble fini {y; ; y2 ;...; y,} de G\N tel que :
B C ,L_nleiB,

car B est un sous-ensemble relativement compact de G.

Par suite,

(17 xp) (2) = fG [FOF x5 2)dA®) = Jo [F O] X (D)dA(E)
< i:ZlfG FO1" X, (t )dA( )-

Donc,

< +00.

REAICED ol T
=1

b) Considérons une suite (z,),~, d’éléments de G' qui converge vers x.

Soit V, un voisinage compact de e. Il existe un entier naturel Ny tel que
VneN, (n>No= z,27' € V).
No .
Posons K = UO (xpz™ Vo) | U V.
n=
K est un voisinage compact de e, et nous avons

zox b € K, Vn € N.

Ainsi,
(175 x5) () = (LF1" % x5) (@) = | [ [F(@at)]" x5 ()AN(E) = [ [F(@t)]* x, (H)AN(E))]

< Jollf(zat)] = ! f@t) " x5 ()dA(t)

< Jo ll(FX ) (@) = [ (FX ) @) dAE)

< Jo ll(FX ) (2™ 0" = [(Fx ) O] dA(E)
puisque

{ te B { ot € KaB
— _ —_ .
Tpr €K zt € B C KzB

Par suite,

A1 % x5) (20) = (175 x5) @] < o (1" X ) = (IF1 X0 ) -

17
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KxzB étant compact, lapplication 2z — (|f\qXKm§) de G dans L'(G) est uni-
formément continue a gauche dans G.

Par conséquent,

0< Tim [(1f175X,) (@) = (1175 X) @] < 1 (517X, 5) = (71X [, =
0.m

Proposition 1.3.9 Soient p et q deuz éléments de [1 ; +oo]. Il existe deux constantes
réelles Cy et Cy telles que pour tout élément f de Lo(G),

Cl B Hqu,p S ||f||;r7p S CZ B ||f||q7p'

Preuve : Soient By et By deux voisinages ouverts symétriques et relativement
compacts de e, tels que
B? C By et B C B.

Désignons par m une B; — B? partition uniforme de G. Pour tout élément E de
7, nous avons ¥%B; C E C 2%B? pour un certain 2% dans E, et E C 2B pour tout
x dans F.

Posons pour tout élément F de 7,

T(E)={F e€er / ENEB# 0},
et pour tout élément y de G,
T,={Ee€n/EnNyB#0}.
D’apres la proposition 1.3.4,
card T(E) < n.(B}, BiB), VE €,

et
card T, < n. (B}, B), Yy € G.

Soit un élément f de Lo(G).

1°" cas : Supposons que p < +00 et ¢ < 400.
Si f n’est pas un élément de (L9, L?) (G), alors || f|[7, < s fll,, -
Supposons donc que f est un élément de (L9, L?) (G).

Pour tout élément E de m, il existe un élément zg de E qui vérifie :

() A(E) [ [1f17x,) (@] dAa),

E

D
q

(11" x5)

18
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d’apres la proposition 1.3.8.
Ainsi,

D
q

(19xsl,)" = (L F @)1 ax()

< (S /@I dN@))"
[<|f|q*x3>< Bt
< AE) ™ [ [(F1" 5 x5) (@)]7 dA(a)
<ABYT [ 11 xz) (@) 7 dA().
Prenant la somme sur 7, nous obtenons :
Z (Il,)” <A BT S L1071+ x) (] ax)
—\(B)) H |er*xB>%p

Donc
1115, < MBI p £,

Par ailleurs,

s, = Jo L1 *xp) (@) dA(x)
= 3 [ 01" 30) @) dA(@)

:ZIE S Je 1 xe, W) Xos (y)dh(y)]qdk(x)

Ele x
P

<nﬂ<B%, PSS [ Ul W) x. <>dx<y>)5dx<x>

Eer Fr€em

<n(BLBEY Y fE(foElH)

Eiem EeT(El

<m(BLB)E Y ¥ (foEJ!q)

Ei€n E€T(E: )
p

<n(BLB)E Y 5 AB) ([l )

Eiem EeT(E4)

Donc,
5 /1l < A(Ba)? ne (B2 Byin, (B, BB | £1[7,.
D’ou :
Crfll,, SN, < Conllfll,,

avec Cy = A (Bs) 7 ny(B2, B) i, (B2, B?B) 7 et Cy = A\ (By) »

19
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2éme

cas : Supposons que p = +00 et ¢ < +00.
Soient y un élément de G et £’ un élément de 7 contenant y.

1

(A1 xs) W7 = (o £ (@) xs (27 y)dA ()] 1
[z( folr) @ xy3<x>dx<x>r

Q
Q=

Q=

IN

[EE%E’ fG fXE “1d}\( )

1fxzll, < ne(BE, BiB) 1l 4o -

IN

EET E")

Ainsi,

1 b
81 e = [0S 52007 | < e BE BEB) 117 -

Par ailleurs, pour tout élément E de 7,

1%, < [/

E

1
q

|f<x>\qcu<x>] = 0717+ xa) @B < [ (17170 307

B

De sorte que

1A 1G4 < Bl llg 400

Donc

Ci B ||f||q,+oo < ||f||:;+oo <C:pB ||f||q,+oou

avec Cy = n,(B?, BiB) et Cy =1
3°m¢cas : Supposons que ¢ = +00 et p < +o0.
Soient x et y deux éléments de G.

(If1x,) (@) = 2 1(fxe) @) x,(2) = X 1(Fxe) @) X,s (@)

Eer EeT,
< 2 UXe) @IXen (W) = 20 1 Xa oo X 2 (0)-
EET, EET,

Ainsi, pour tout y élément de G,

(R I N /5" Xy 2 (U):

EET,

Donc

p=1 1 -
B ||f||+oo,p < Ny (B%a B) PA (B%B)p Hf”+<>o,p'

20
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Par ailleurs, pour tout élément E de 7 et pour tout y de E, nous avons

1l < [yl car B C yB.

Ce qui permet d’écrire

(el <20 [ (1l ) 30 <A BT [ (I000],)" D).

Donc,
1

1o p = [Z(HfXEHM)p] <SABY) 7 5[]l

Eer
D’ou :
C1 Bl iooq < 10 < C2 B Il iooyg s
avec C1 = n, (B%,B)l%p A (B%B)_% et Cy =\ (Bl)_% .
Lorsque p = g, on a [[£[7, = I /ll, et 5 | fll,, = A(B)? | /], m

Pour terminer ce chapitre, nous reformulons a l'aide de ’équivalence ci-dessus,

certains résultats établis par Busby et Smith dans [2].

Proposition 1.3.10 Si t, s, p et q sont des éléments de [1 , +o0] tels que ¢ < s <
t <wp, alors
(LS, Lt) (G) C (L%, LP) (G).

En particulier, si p < q alors

(L9, I7) (G) C L(G) N LY(G).

Proposition 1.3.11 Sip < 400 et ¢ < +00, alors K(G) est dense dans (L9, L?) (G).

Proposition 1.3.12 Si p < 400 et ¢ < 400, alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) f appartient a (L9, LP) (G) ;

(ii) pour une fonction g positive non identiquement nulle de K(G), (|f|* * g) (z)
est finie pour tout © dans G, et (| f|? * g)%est dans L*(G).

21
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1.4 CONCLUSION

Les espaces des amalgames (L7, L?) (G), comme nous le constatons, contiennent
les espaces LP faibles. Nous avons muni cet espace de deux normes équivalentes, et
I’on pourrait se demander le bien fondé de cette nouvelle définition des espaces des
amalgames. Cela apparait de fagon claire dans le deuxieme et le troisieme chapitres, ot
nous étudions respectivement des sous-espaces particuliers de ces espaces (Espaces des
fonctions a moyenne fractionnaire intégrable), et deux opérateurs dont l'importance
en analyse harmonique n’est plus & démontrer (I'opérateur maximal fractionnaire de

Hardy-Littlewood et 'intégrale fractionnaire).

22
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Chapitre 2

ETUDE DES ESPACES
(L2, LP)*(G)

2.1 INTRODUCTION

Soient un nombre entier n > 1, R™ muni de sa mesure de Lebesgue et o, p et ¢
des éléments de [1 ; +o0] tels que 1 < ¢ < a <p < +o0.
Pour tout nombre réel r > 0, et tout élément f de Lo(G), nous posons :

> Iy = T [k s (kt 1yl Vb = (ko ko k) € 2

> Jr = H}xi—g;xi—i—g[, Vo = (z1,x9,...,2,) € R™,

x

i=1
o
{E<foﬂ >] si p < —+00
> THqu,p: kezn i a .
sup fXJ;) si p=+00
zERn a

Remarquons que pour tout nombre réel r > 0, m, = {I} / k € Z"} est une Jog —Jg
partition uniforme de R"™. Donc, en prenant G = R” dans la définition 1.3.5, nous
constatons que 'espace des amalgames L?q,p) (R™) introduit par Busby et Smith dans
[2], est identique & l'espace des amalgames (L7, (?) (R") = {f € Lo(R") /1 [Ifll,, < +oo}
défini par F. Holland dans [10].

En outre, grace aux propositions 1.2.5, 1.3.6 et 1.3.9, nous voyons que sur (L%, /P) (R") ,
il y a équivalence entre les normes :

@) 1l gy
@) I gy  (r>0)
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P \7*
dy si p<+oo
q :

Jen 11X, 00
... Rn +J
(#11) fr— llflll,, = ( o
e ||

Dans [6], Fofana définit l'espace (L, ¢F)* (R™) par

si p=+400

(L7, 0)" (R") = {f € Lo (R") / [Ifll, 0 < +o0},
avec
n(i-1 n
171l = supr=8) 7], ¥F € Lo ().

Notre but ici est de définir I'espace (L9, LP)* (G), ou G est un groupe topologique
localement compact non abélien.

Pour y parvenir, nous avons besoin sur G d’une distance associée a la topologie
de G et pour laquelle il y a une relation entre le diametre d’une boule et sa mesure
de Haar. Cette condition est remplie par les groupes de type homogene. C’est ainsi
que dans le reste de notre travail, G désignera un tel groupe.

Dans le deuxieme paragraphe, nous rappelons quelques définitions et propriétés
lides aux espaces et groupes de type homogene. Dans le troisieme paragraphe, nous
définissons 'espace (L%, LP)® (G) et en donnons quelques propriétés. Dans le para-
graphe 4, nous étudions les relations de cet espace avec certains espaces classiques.
Enfin dans le paragraphe 5, nous donnons quelques propriétés de la translation a
gauche dans (L9, LP)* (G).

2.2 ESPACE DE TYPE HOMOGENE

2.2.1 Généralités

Considérons un ensemble X.

Dfinition 2.2.1 a) Une quasi-distance sur X, est une application d de X x X dans
R, vérifiant les propriétés suivantes :

(1) d(z,y) =0 <=z =y,

(12) d(z,y) = d(y,z), V(z,y) € X x X,

(i17) Ik € [1; +oo| tel que d(x,y) < k (d(z,2) +d(z,y)), VY (z,y,z) € X3

b) Soit d une quasi-distance sur X.

24
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> (X, d) est appelé un espace quasi-métrique.

» Pour tout élément (z,r) de X xR%, B, ={ye X /d(z,y) <r} estla
boule de centre x et de rayon r dans (X,d) .

» La topologie définie sur X par la famille d’ouverts
O(X,d)={0OC X /VYz €O 3r, €R}: Bp,,) C O}, estla topologie associée d d
sur X.

Remarque 2.2.2 Dans la suite, on admettra que tout espace quasi-métrique (X, d) :
a) est muni de la topologie associée a d sur X,
b) vérifie les conditions suivantes :
(i) toute boule By .y est un ouvert de (X, d),
(i) pour tout élément (x,r, R) de X x Ry x R,

r< R=— B(a:,R)\ B(%T) 75 0.

Dfinition 2.2.3 Soit (X, d) un espace quasi-métrique.
a) Une mesure de Borel u sur (X,d) positive et non triviale est dite doublante,

sl existe une constante réelle C telle que
7 (B($72T)) < C[L (B(w’,l)) , V(Z’,T) € X X Rj_ (2.1)

b) Si p est une mesure doublante sur (X, d) alors (X, d, p) est appelé un espace de

type homogene.

Notation 2.2.4 Soit (X, d, 1) un espace de type homogéne.
> Pour une boule quelconque B de X, r(B) désigne son rayon et xp son centre.
> C, = inf{C eR: /p (B(MT)) <Cu (B(:r,r)) , V(z,r) e X X Ri} )

> D, = Illn 2”, est l'ordre de doublement de ju.

Il est aisé de déduire de la relation (2.1) que, si B et B sont deux boules de I'espace
de type homogene (X, d, i), alors

Bep— "B oy (:Eg;) H, (2.2)

avec A, = C, (26)Pr .
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Exemple 2.2.5 a) Soit n un entier naturel non nul, 0 la distance euclidienne sur
R™ et m la mesure de Lebesgue sur R™. (R™, 0, m) est un espace de type homogéne.
b) Soit X un groupe localement compact pour lequel il existe une base dénombrable

de voisinages ouverts {U; , j € Z} de l’élément neutre e, vérifiant les conditions sui-
vantes :

(i) U =U;"  VjeL,

(it) U;U; C Ujpq Vj € Z,

(tii) 0 < p(Upn) <Cu(U;)  Vj €L,
ot p est une mesure de Haar invariante a gauche et C une constante indépendante
de j,

() Y Uj=X,
et la quasi-distance d définie par

d(z,y) =inf{u(U;), 27y € U;}. (X,d, ) est un espace de type homogéne.

Il existe des espaces de type homogene (X, d, ) dont l'espace sous-jacent X est
un groupe localement compact et tel que la mesure p et la quasi-distance d soient
liées de facon plus précise. Nous allons nous étendre un peu plus sur ce cas dans le

sous-paragraphe suivant.

2.2.2 Groupe de type homogeéne (8]

G est un groupe de Lie de dimension finie connexe, simplement connexe et nil-
potent, d’algebre de Lie G.

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.2.6 a) L’application exponentielle est un difféomorphisme de G dans
G.

b) Si G est identifié a G grace a lapplication exponentielle, alors la loi de G
(x,y) — zy, est une application polynomiale.

1

c) Si p désigne la mesure de Lebesque sur G, alors A\ = poexp™' est une mesure

de Haar bi-invariante sur G.

Supposons qu’il existe un endomorphisme A de G, diagonalisable et de valeurs

propres toutes strictement positives.

26
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Posons :
v = exp(Alogr), Vr € RY.

Remarquons que {%, rE Ri}, est une famille d’automorphismes de G.

exp : G — G étant un difféomorphisme, en posant
5, = expoy, oexp ', Vr e R%,

nous obtenons une famille {(574, r e ]R"jr} d’automorphismes de groupe de G appelée
une famille de dilatations.
On montre que :

Proposition 2.2.7 ] existe une application continue

| [+ G — Ry

ayant les propriétés suivantes :
(i) | | est de classe C* sur G\ {e},
(i) |z~ = |z| Vx € G,
(i7i) |Opx| = |ra| = r|z| V(xz,r) € G xRY,
(v) |z] =0 <=z =e.
En outre,
a)V(x,r) € G xR:, Bun={y€ G/ |z y| <r} est compact.
b) 3C € R tel que V (z,y) € G?, |zy| < C(|z| + |y])-
c) Si p est la trace de A, alors pour tout sous-ensemble mesurable E de G et
tout réel v > 0, A (0, (E)) =r’X(E).

L’application définie ci-dessus, est appelée norme homogene sur G.

Nous constatons que si d est la quasi-distance associée sur G a la norme | |,

Y (z,y) € G? d(z,y) = ‘x’ly‘ ,

alors (G, d, \) est un espace de type homogene.

Un groupe localement compact connexe et simplement connexe GG, muni d’une
mesure de Haar bi-invariante A\, d’une application continue de G dans R, notée | |
vérifiant les relations i7) — iv), a) et b) de la proposition 2.2.7 et tel qu'il existe deux
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constantes Cy et p telles que A (B(M)) = Cor? pour tout élément (z,r) de G x R,
est appelé groupe de type homogene (G,| |, ).

Comme exemples de groupes de type homogene, nous avons :

a) (R™, +) avec 0, : (1, x2,...,2,) — (rey, 129, ..., 72,) comme dilatations, et
n
| | (21, 29,...,2,) — (/> 2%, comme norme homogene.
i=1

b) Le groupe de Heisenberg H,, = C" x R avec

n
1o Iy / / / / o~ -
(21, 22, -« oy Zny t) (20, 25y - ooy 20, ) = <zl+zl,22+22,...,zn+zn,t+t +2\SE Z]‘Zj>

j=1
comme loi de groupe , 0, : (21,22, ..., 2n,t) — (121,729, ...,72,,7*t) comme dilata-

tions, et

e 7l
|| (21,22, .0, 20, t) — <Z|z]\2> + ¢
j=1

comme norme homogene.

Dans la suite, nous fixons un groupe de type homogene (G,| |, ) tel que défini
ci-dessus, avec la mesure A normalisée par la condition A (B(e,1)) =1, et nous posons

v =mf{C>0/ [zy] < C(|z| +[y]),V(z,y) € G x G}.

Lo(X,d, ) désignera I'ensemble des classes d’équivalences modulo ’égalité p-presque
partout des fonctions complexes p-mesurables sur un espace de type homogene quel-
conque (X, d, p), et [[||, , la norme habituelle dans I'espace de Lebesgue L? (X, d, u) ;
mais nous garderons les notations du chapitre 1 sur le groupe de type homogene

(G [,A).

2.3 DEFINITION ET PROPRIETES DE L’ESPACE
(L9, LP)"(G)

Dfinition 2.3.1 Soient 1 < g < a < p < 400, et r > 0. Désignons par m,. une

B<e , ) — Bze 7) partition uniforme de G.

T
7 4~2 2

1_1 -
@) N fllgp.0 = suPA (Ben)® “Ifllgy, Vf € Lo(G).

b) (19,17 (G) = { £ € Lo(G) / | fllyp0 < +00}

=
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Proposition 2.3.2 Soit (o, p,q) un élément de [1 ; +00]® .
a) (L1, LP)* (G) est un sous-espace vectoriel de ['espace vectoriel complexe (LY, LP) (G).

b) L’application f+— || f|| définie une norme sur (L1, LP)* (G).

q?p’a
Preuve : Soit (v, p,q) un élément de [1 ; +o00]’.

a) (L1, L")* (G) # () car elle contient O.

Par ailleurs, si f et g sont deux éléments de (L9, LP)* (G) et  un nombre complexe,

alors nous avons :

Q=
Qe
Q|
QI

18l = 590 (i)~ 187155, = 1815002 (Be)** £, = 1811/

(2.3)
et L1
1+ 9llgpa =50 (Bee)™ IS + gllz;
< suph (Biew) 7 (117, + ol
r>0 L N L .
< supA (Bew) ™ “IIfll7, + SupA (Beew) ™ * llgllg
c’est-a-dire,
1+ 9llgpa < N llypa + 19Ml4pa- (24)

Done, (L%, LP)* (G) est un sous-espace vectoriel de (L%, LP) (G).

b) Soit f un élément de (L7, L?)* (G) tel que || f][,,,, = O.

D’apres la définition de la norme ||| nous avons || f||7", = 0 pour tout réel r > 0.

q’p’a ’
Et puisque || ngp est une norme, f = O.

Les inégalités (2.3) et (2.4) permettent alors de conclure que I’application

f—Ifll,p est une norme sur (L7, LP)* (G). m

Proposition 2.3.3 Pour tout triplet (a, p, q) d’éléments de [1 ; +o0] avec ¢ < o < p,
<(Lq7 LP)* (@), H||(MW> est un espace de Banach.

Preuve : Soit (f,),cy, une suite de Cauchy dans (L7, L?)® (G).

Pour tous entiers naturels n et m, nous avons :

1 fr = Fnllys < A fn = Fonllypa

Par conséquent, (f,),,cy est une suite de Cauchy dans I'espace de Banach (L7, L?) (G) ;

et par suite y converge vers un élément f.
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De méme <||fn|\qp a) étant de Cauchy dans R , y converge vers un réel M > 0.
P/ neN
Pour tout réel 7 > 0 of tout entier m >0,

Q=

ABeen)® " Illey = A(Bier)® " Ifm = fm 4 fllg,
S )\(B(e,r)g g Hfm”TrT +)\( 67‘))3_5 ||f'm quyp

S Hmeq,p,a (B(eﬂ"))a q Hfm f”q,p

Donc pour tout réel r > 0,

Q\»—‘
m»-‘
Q\»—‘
m»-‘

ABen) AT, < tim (Wl A (Ben)® = £15) =

Ainsi,

1_
a

»Q\H

supA (B(e.r))

>0
Par conséquent, f est un élément de (L7, LP)" (GQ).
Soit un réel € > 0.

1Fl1gy < M < +oo.

Il existe un entier naturel mg tel que pour tous entiers naturels m’ > mg et

m” > mg, Nous ayons

-Q\»—l

1_
A (B(evr)) “ ||fm fm ||q7p — Hfm fthq7p7a < 67 v,r e RJ’_

Donc, pour tout réel » > 0 et tout m’ > my,

Q\'—‘
-Q\»—l
Q\»—
-Q\»—l

A (B(e,r)) Hfm’ f”:;p = m”lLHJlroo/\ (B(e,r)) Hfm’ fm” ||;T7Tp <e€

Par conséquent pour tout m’ > mo, || for — fll,p0 < &
Donc (fn), ey converge dans (L9, LP)* (G) vers f. m

L’inégalité de Holder s’étend sur les espaces (L9, LP)* (G), comme le montre la

proposition suivante :

Proposition 2.3.4 Soient (q1,p1, 1) et (o, p2, v2) deuz éléments de [1 ; +o0]® tels
que 1 < a1 <pp et g <y <pp. S

1 1 1 1 1 1 1 1 1
—+—=-<1, —+—=-<let —+—=—,
q1 q2 q pP1r D2 p a1 (&%) o

alors, pour tous éléments f et g de Lo(G), nous avons :
Hfg||q7p7o¢ S Hqul,pl,oq Hqug,p27a2 .

30



2.3. DEFINITION ET PROPRIETES DE LESPACE (L€, L") (G) 31

Preuve : Soient f et g deux éléments de Lo(G).

Nous pouvons supposer [|fgll, ., 7 05 [ £l py.ar < T €t 19l py.0, < T00; car
dans le cas contraire, I'inégalité est triviale.

Soit 7 un réel strictement positif.

Pour tout élément E de 7., nous avons :

1f9xelly < 1Fxellg, lgxelly, -

D’ou, en prenant la norme ¢*(m) des deux membres de 'inégalité, nous obtenons :
1 9llam < WAIG b 191l s - (2.5)

Multiplions les deux membres de (2.5) par A (B(,))® ¢, en remarquant que
1 1 < 1 1 > ( 1 1 )
SR (i R
a q a1 Q1 Qg Q2
1 1

-1 T O%—L T o o T
gl < [N (Ben) I, X Bien)™ ™ Nl
Cela étant vrai pour tout réel r > 0, nous obtenons :

HngqJLa S Hf“quphal ||g||q27p2’a2 -

Il vient que

Q=

A (Be)

Dans le cadre particulier présent, la proposition 1.3.9 peut prendre la forme plus

précise suivante :
Proposition 2.3.5 Soient (p,q) un élément de [1 ; +oc],  un réel strictement

positif et f un élément de (L1, L?) (G). Alors,

i) pour tout élément x de G, l’ensemble
T,={FE€emn | BunNE #0} (2.6)

est fini et cardT, < (4v* + 3¢2)”,
i)

115 0 < Bl 1fllgroo < (497 + 397 +29%) I 117 oo » (2.7)
iii) si g < p < 400, alors
_pP
T r P
115, < () e 161 25)
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et

P

r\ 7
e lfly < (5 ) 0+ 39

14
q

L e
(@3 22 F 1A, (29)
Preuve : Posons

2

By=B, .\,By= B>
1 (e—) 2 (

342

» ) et B = B(em).

"4y

Remarquons que :

—1 —1
B%B (B%) B, C B(e’r(ﬂ{:5+%’y+%)) et B (B%) By C B(87T(72+%)).

D’apres la relation (1.5) de la proposition 1.3.3 et les propriétés de la mesure A,

nous avons :

AN(Blorssaresy) SENY.
T, (B%,B%B) < (7(73+27+§)) _ (T(’Y +4'Y‘|‘ 2)) _ (475+373+272)p,

() (&)

MN(Blerirany)
o, (B2, B) <« D gt g2y,

A(B) =1*, \(By) = (4;2>p et \(B,) = (;y)p

Le résultat annoncé s’obtient en reprenant la démonstration de la proposition 1.3.9
et en tenant compte des précisions ci-dessus. m

Nous donnons & présent une norme, équivalente a ||| sur (L4, LP)* (@), plus

q7p7a
facile & manipuler dans notre contexte.

Proposition 2.3.6 Soit (p, q, ) un élément de [1 ; +o0]’, avec1 < ¢ < a < p < +00.
Il eziste deux constantes Cy et Cy telles que pour tout f élément de (L%, LP) (G),

nous ayons :

Cillfllgpa < supA (Bem)™ * 7 Bw 1fllgp € Colfll g -
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Preuve : Soit un élément f de (L7, L?) (G).
1°" cas : Supposons que p = +0o0.
D’apres la relation (2.7) de la proposition 2.3.5,

118 00 < Brem 1 llg 400 < Callfllg o » V7 € RE,

avec Cy = (47° + 373 + 292)".
Si g = «, alors

SUD [ f113 00 < 8UD By 1l 400 < CosUP 11l o0» V7 € R
Par conséquent,
1£llg+0e.a < 89D By 1 Fllg 100 < €2l fllg o
Si g < a < 400 alors

A (Bey) ™0 115 e < A (Bew)

Ce qui permet de dire que

1
Sglg)\ (B er)) ||f||q,+oo < Sup)\ (B(e T)) °

< CZSUP)\ (B(e,r) )
>0

Q=
Q=
Q\»—A
.n\»—

B(e,r) ||f||q7+oo S 02)\ (B(eﬂ")) Hf” ,+oo 7vr 6 R:

»Q\»—l

Bewy 1 lg 00

Hf“q 400 ?

Q\»—A
.m»-‘

c’est-a-dire,

Q=

1
Hqu,+oo,a < EEISA (B(e,r)) “ Be,r) Hf||q7+oo < 02 ||f||q,+oo,a :

2¢m¢ cas : Supposons que p < +00.
Les relations (2.8) et (2.9) de la proposition 2.3.5, nous permettent d’écrire que

_1
CLIFIT, <A (Bew) ™ 5.,

qp —

|f||qp S 02 Hf||qp7 v,r E Rj—7

P

1\* 1\7 , )
avec () = <472> et Cy = (%) (47 +372)% (477 + 37 + 29?)7.
De sorte que :

CA (Biew) ™ T 11T <A (Bew) ™ 7 % sy 11l < CoX (Bie)

1_
«@

»Q\»—l

Hf“qp ,V’I‘ € Rj‘

D’ou,

Cillfllgpa < supA (Bem)™ "7 B 1fllgp < Collfll g
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2.4 QUELQUES SOUS-ENSEMBLES DE (L?, L?)" (G)
Proposition 2.4.1 Soient g un élément de [1 ; +oo[ et f un élément de (L7, LT°) (G).
A5 1 llg o0 = 17y =50 5y £l oo

Preuve : Soient f un élément de (L%, L) (G), y un élément de G et r un réel

strictement positif.

- [ / If(t)lqu(t)r < { / |f<t>|qu<t>F — 141,

Donc pour tout réel r > 0,

Bmmﬂfmﬁaa—zggufxw®ﬂHq§|UH¢
Par conséquent,
SUp 5, 1A llgroo = B0 5y (1Fllg 00 < [1F1lg -

Sisup g, [Ifll, 100 = +00, alors I'égalité s’ensuit.

>0 ’ ’
Supposons que sup g, [|fll, oo = M < +o0. Pour tout réel r > 0, nous avons :

>0 ' ’
B(e,r) Hqu,+00 S M

Cela signifie que pour A\—presque tout y dans G et pour tout réel r > 0,

/ o £ AA(E) < M.
Bie,r)

D’ou

Ifll, <M=sup [l 00
T>OB(6,1‘)

puisque— sup [, |-+ f (O dNO) = [, 1 = 7] m

Dans les propositions qui suivent, nous examinons les relations entre les espaces
(L9, LP)* (G) et ceux de Lebesgue et de Lebesgue faible. Nous justifions aussi la
condition ¢ < o < p que nous utilisons dans la définition des espaces (L%, LP)* (G).
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Proposition 2.4.2 Sip,q et a sont des éléments de [1 ; 00| tels que ¢ < a < p,
alors pour tout élément f de Lo(G),

(| PP [

Preuve : Soit f un élément de Lo(G).
1°" cas : Supposons que p = +00.

Si ¢ = « alors, pour tout réel r > 0,

1xelly < 1l = 1Flla VE €.

Donc,

1115 400 = sup L xpll, < 11,
Eem,

Si ¢ < a < 400, alors pour tout réel r > 0,

1 xsll, < A(E)™

Q=
Q=
»Q\»—\
Q\~

HfXEH ( ev"))ai HfXEHo( <A (B(e,r)) HfH VE € 7,

et par conséquent :

Q=

1 *
171700 = 0P [ fxgll, < A (Bem)®™ * Iflla, ¥r eRY,

Q\H
.:m—

)\ (B(C,T)> ‘ q+oo — ||f||a7 vr e Ri?

11l 400, = sPA (B €)™ 1T e < UL

29"¢ cay

S : Supposons que p < +00.
Soit 7 un réel strictement positif.

Puisque pour tout élément E de . nous avons

»QM—‘
Q\»—‘

1 xsll, < AE)T = 1 xplle A (Biem)* = 1 Xl -

il s’ensuit que

2 (Irul,) <A ) S Al

Eem, Eemn, »
<A (Buw)i [z UFxall) }
<A (Bew) ' = IFIE
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c’est-a-dire

_1
«@

-n\»—

1715 < A (Ben) ™ ™ £l
Ainsi, pour tout réel r > 0,
11
A(Beer)® 115, < I
Par conséquent, supA (Bie) 7 1117, < 11l
>

Il ressort de cette proposition que L*(G) C (L%, LP)* (G) pour 1 < ¢ < a <p<
+o00. Dans les propositions 2.4.3, 2.4.4 et 2.4.5, nous montrons que cette inclusion

devient une égalité si a = ¢ ol a = p.

Proposition 2.4.3 Soit ¢ un élément de [1 ; +oo]. Pour tout élément f de Lo(G),
nous avons

(49" + 37" +29%) MFlly < 1 llg o < N1,

Preuve : Soit f un élément de Ly(G), d’apres la proposition 2.4.2

1Nl 1o0g < NIl

Pour tout réel r > 0, nous avons d’apres la relation (2.7) de la proposition 2.3.5,

B(c,'r‘) Hqu,JrOO S (475 —|— 3/73 + 27 ) q+oo )

Donc
U 51 [l e (497485 +29) | fll s

Or d’apres la proposition 2.4.1
1 llg =59 5y 1l o0
D’ou

(47" +37° +29°) " fllg < 1flgsoog < SN~ m

Proposition 2.4.4 Soient p et q deux éléments de [1 ; +oc], tels que ¢ < p < +00.

Pour tout élément f de Lo(G), nous avons

[ - €T i ) Hf”qpq
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Preuve : Soit f un élément de Ly(G).
D’apres la proposition 2.4.2,

Hf”q,p,q S Hf”q .

Si p =q, alors

1#llgq.0 = suP 1fllgq = LAl 5 car (L£1155 = 1f1l, (voir [2]). (2.10)

Supposons que ¢ < p. Pour tout réel r > 0,

[ || = o lr @, @A) = 5 [l 7@ X, (@A)
Eem, ’
= 2 JalUxe) ()" xa, )( )dA(z)
< Sl < 1 392)" 5 [z ufxEup}
Ee A EeT,
Donc pour tout réel strictement positif r,
[ 3., ], < @0t +30) =" i, (2.11)
D’ou
170, = s [l [ < (@t 4399 5 sup 117, = (49 +39) 5 1
. . p(p—q)
Ainsi, 110 < 11l < (443925 £l - ®

Proposition 2.4.5 Soient p et q deux éléments de [1 ; +oo] tels que ¢ < p, et f un
élément de Lo(G).
i) Si g <p=+oo alors,

||f||q,+oo,+oo S Hf”+oo S (475 + 373 + 272)p Hf“q,Jroo,JrOO :
ii) Si1<q<p<-+oo alors,

e (A7 432+ 29\ 7
£l < 17, < (10 4 392)F (25 17l
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Preuve : Soit f un élément de Ly(G).
D’apres la proposition 2.4.2,

Hqu,p,p S Hf”p

Sip = g, alors d’apres (2.10) , nous avons || f|| ., = [[fll,-
Si || fll,,, = +oo, alors trivialement || f[|, ., = [If],-

Nous supposons donc que p # ¢ et que | f||,,,,, < +o0.

1¢" cas : Supposons que ¢ < p = +o00. Pour tout réel r > 0,

_1 -
A(Blew) 17 s S I g gmo oo < 00,

et d’apres la relation (2.7) de la proposition 2.3.5,

Bn 10 < (497 + 39 + 292 |7

Il s’ensuit que

{ A(Bien)

A (Ben)

Ber

I/

Ainsi pour A—presque tout élément y de G,

Q= Qe

T

q,+00 < Hf||q,+oo,+oo < +00

_1
N(Biew) 7 (11175 X,

(y,7)

Puisque
1 : 1 .
A(Ber) ¢ [\f!q*xB(wJ (y) = > B /B - |£(1)] dA(t)]
et .
; ]' q ! _
i | B | el dA(t)] ~ 1),

pour A—presque tout y dans GG, nous obtenons :

FW)] < (49" + 37"+ 29%) 1 £l so0 400 »

pour A—presque tout élément y de G.

38

_1
‘qu,-‘,—oo S (475 + 3,73 + 2,72)/))\ (B(EJ')) ? HfH

T

q7+m

1
|7 ) < (497 +39* 293 Iy oo

(2.12)

(2.13)

Yy € G,
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D’ou,

100 < (47° +37° +29%) [ 1l oo ro0 -

2°m¢ cas : Supposons que ¢ < p < +00.

Pour tout réel r > 0, nous avons :

1

Bl Ifllgp <A (B(e’%))g (474 + 372)

d’apres la relation (2.9) de la proposition 2.3.5.

P
q

(49" + 37 + 293 P IFIIT,

Ainsi, pour tout réel strictement positif r,

2)§ (47 + 372 4+ 2y

-

>\ er) p

-e\»a

_1
A (B(e,r)) a Be,r Hf”q,p

1fll, < (47" +3y

e (4 +3 + 2
§(4v4+372)q<7 e 7) 11l pp -

Posons :

1 E
(2) = | —— oI
0= |5y L 10 <t>]

Nous avons pour A—presque tout z dans G,
lim () = |F(x)]"

De plus, pour tout réel » > 0 nous avons f,.(z) > 0 et

P =
q P

D=

o foD@]* = fo |55 e)f%> ()" axt >]

N A (B(er))é {fG [fG (1) XB(w) (t)d)\(t)}g}p

= )\ (B(67T ) E B(e,r) ||f||q7p .
e (44372 4+ 29\ ?
R i -

D’oti, d’apres le lemme de Fatou, |f|” est intégrable et

P
e (44392 + 29\ ?
191, < (4 + 392)% (2 7l
Nous situant maintenant dans le cas ol ¢ < « < p nous montrons dans les

propositions 2.4.6 et 3.2.8, que L*T*(G) ¢ (L7, LP)" (GQ).
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Proposition 2.4.6 Soit (¢,p,a) un élément de [1 ; +o0]® avec ¢ < o < p. Il existe
une constante C' = C(q, p, a, p) telle que

Hf”q,p,a S C Hij;,-i—oo7 v.f € LO(G)

Preuve : Soit f un élément de Lo(G).

Nous pouvons supposer que f est un élément de L*"°°(G), car dans le cas contraire

I'inégalité est triviale.

1¢" cas : Supposons que p = +o00. Pour tout réel r > 0 et pour A—presque tout z
dans GG, nous avons

(140, ) @ = [ 100, 0O = |,

Puisque 1 < ¢ < «, nous avons d’apres la condition de Kolmogorov [9],

a 1o
= (55) W ()

q

Par conséquent, pour A—presque tout x dans G, nous avons :

<|f"1 * XB(e,m) (z) < [(ai > q HfHZ+oo A (B(eﬂ"))

q

q
q

Q|
Q=

Hf X8y

Q=
Q=

]7

s( o )|umﬁwxu%@) ;

a—4q

Donc,

Q=
Q=

1
q q
‘(Ifl * XB(W))

ce qui peut encore s’écrire :

+00

1

« q y
B(e,r) Hqu,-&—oo S HfHa,-i—oo :

a—q

Q=

1_
A(Bies)®
D’ou, )

«Q q .
g < (5252) 1T

2éme

cas : Supposons que p < +00.
1

Posons 3 = <1+q—q) )
P «
Alors,

1
1<ﬁ<+oo,l<g<+oo et g:——f—g—l.
q p 0 «
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Considérons un nombre réel r > 0.

Puisque |f|? est un élément de L7 (G) et Xp,,,, un élément de LA(@),

s

F17%x,, € LE(O),

et d’apres le théoreme 1.2.2,

‘ . q 1
171755, |, = € (11 0) A (Biem)
q
1 1
En remarquant que — = — 4+ — — —, nous avons
9 ¢ p «
. : . 1,11
11755, |2 < O A (B 775
q

ce qui peut encore s’écrire,

A (B(e,r)) «ra Be,r) ||f||q7p < C HfH;—}—oo :

D’ou

1/l < OSUPA (Bier)) ™ % e 1fllgp < Ol e

d’apres la proposition 2.3.6. m

Proposition 2.4.7 Soit un nombre réel a > 1. Considérons dans G une famille de

boules
. n+1 . *
{Blpany [ 1SG<SEQEOD) 415 neN},
ou K (2”(”“)) désigne la partie entiére de 2°"tV) | wérifiant les conditions suivantes :
) @) | > v Qb+ 22255, Vkg) € (123 B @)+ 1), #

)

(i1) Pour tout entier naturel n > 1,

‘((L‘Z)_l xﬂ >y (1+7 4297 2%, V(k,j) € {1;2;3;...;E(2P(”+1)) + 1}2, j#k
(2.14)
et
V(m,k,j) € {1;2;3;...;n}x{1;2;3;...; B (200H)) + 1} x{1;2;3;...; B (2007TD) + 1},
(J,m) # (k,n),

(n+1) (m+1)
@) 2] > 27 |2 S

22 +1 4 2k7n 4 2777,71 -9

_ 2]7771 _ 2777’7,71 )

(2.15)
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Posons
E(2p<n+1))+1
E, = u B(

= E= nglEn et f=x,-

zn,2-n=1)s
Alors pour tout nombre réel p > «, f est un élément de (L, LP)" (G) qui n'est pas

dans L*T*(QG).

Preuve : 1) La famille {B P
,
composée de boules deux a deux disjointes.

) /1<j SE(29("+1))+1; nEN*} est

En effet, soient m et n deux entiers naturels non nuls vérifiants m > n, un élément
(k,j) de {1;2;3;..; B (200mD)) 41} x {1;2;3;.. ., E (270m*D) 4+ 1} tels que k # j
oum # n.

Supposons que a est un élément de B(I%Q,n,l) N B(z;"ﬁ*m*l)'

Nous avons, d’apres (2.15),

y27" < 29227
<292 (22”“”“)+1 L 9j-m 4 9-m-1 _ 92" "1 ok _ 2—n—1>
< ‘(m}j)_l x;”‘ :

Or

@) o] <5 (D)™ o] + o)) <27
D’ou la contradiction.
Par conséquent (E,), -, est une famille d’ensembles deux a deux disjoints.

Ainsi nous avons

E(Qp(n+1))+1

AE) =Y XME)=> > A (B(I?TH)) = ST [B (27D) +1] (277 = 4o,

n=1 n>1 j=1 n>1
[f(t) =inf{s >0,AX({z € G/ |f(z)| > s}) <t} =1, Vt e RY.
D’ou,
”fHZ,JrOO = SuPtéf*(t) = supté = 4o0.
t>0 t>0

Ce qui nous permet de conclure que f n’est pas élément de L*1>°(G).

2) Considérons un entier n > 0, et un nombre réel r > 0.

Nous avons :

3=

B(2P 1) )41

> (A (B0 Bian)" A) |

Jj=1 (z?7727n71(1+r2"+1))

X,

Be,r) 1p <
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car,

si B(xn,rnfl) N Bz, # 0 alors ’(JJ’?)_I x’ <y 27Ny =27 (1420

J

a) Supposons r = 27""1=¢ avec £ un entier naturel.

Alors,
1_q_1
A(Ben)® " Ble,n) ‘XEH 1p
E(zﬂ(n+1))+1 %
< r#(a=173) >, A (Baw)” dA(@)
j=1 (a7 y2=n—La+2-t)
Donc,

1 41

ABen)™ " B IXe, 1,

< (270D 1) (32701 (1 4 270)° (2710 (2onetee) e )
< o(5r+- Z)7p<2 454%)>",
Ce qui signifie que

1_q4_1
)‘<B(67T))(¥ T Be,r

<0 (2—Pﬁé—%)>",

‘XE'VL 1
avec C] = 2

b) Supposons r = 2771+ avec £ un entier naturel non nul.

sit<e< it
1 ES

, alors pour tout x dans G, la boule B(z g-n-—t+e) D€ peut

(e}
rencontrer plus d’une boule B(x','; g-n-1)- En effet,

Yk € B(x72—n—l+l) N B(IZ72—71—1)

= }(x’,ﬁ)flxﬁ, <7 (272 + v+ 1) Pr=i

Yr € B(1727n71+z) N B(zznﬂfl)

Ce qui, d’apres (2.14) , est impossible si k # k.

Nous avons par conséquent

1 -1
)\(B(e,'r))a ! P Bie,r ’XE,, 1,p .
Ly [P ’
< rr(5-1-3) >, (A (E. N Bep))’ dA\(z)
= (s teah)

(200 41) (21 (14 29)" (7] 2yt

<
< 2¢mH(5-3) 05 45
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Ainsi,
1_q_1 (L AW\ ptlie_p o n+1
A (B(e,r))"‘ P Bler) ’XEnHLp < (2 p(a p)) 2% tp ayr il << 1
1
Sil> L_Fl, alors nous avons :
1 41
A (B(e,r)) « P Ble,r }XEn HLP )
_E(zp(n+1))+1 P
1 1
< po(a-1-3) >, (A (B, N Biy))” dA(z)
j=1 (a7 2=n=1(1420)
_E(2p(n+1))+1 %
1 1
< ) 3 5 A (E,)P d\(x)
j=1 (a7 72=n=1(1420)
< [(2p(n+1) +-1) (’)/27n71(1 + 25))9 [(2p(n+1) + 1) (zfnfl)P]P]% (2—n71+€)P(é—1—%)
< Q—P("“)(é—%)ﬁz%l“,

Ainsi,

1 41

A (B(eﬂ“)) ° " B

el < (27378)) pp2 e i 0> 20

Donc pour r = 27"+ avec ¢ entier naturel non nul, nous avons

ABen)* 7 sy Xen |y, < Co (2*P(é*%)>”,

avec Oy = max(’y§2%“’/’(é’%); 2%1*%*57%).
Nous pouvons donc dire a partir de a) et b) que si » = 27™, m étant un entier
relatif, alors

_1
AN Ben)® 7 B,

avec C3 = max(Cy, Cy).

1p S0 (27/)(%7%))”7

X,

c) Supposons que 7 est quelconque dans R .
Il existe un unique entier relatif m tel que 2771 < < 27™,
Par conséquent,

l_l_;

|XEn Hl,p S A (B(6727m71)) “ g B(E,Z*m) HXEn
< oDy (A D)

1_q_1

A(Ben)® " B,

Lp
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Donc pour tout réel r > 0,

1 41

A (B(e,r)) ° " Blem

’XEn Hl,p < Cy <2*p(§7%)>n’

avec Cy = 2_”(%_1_%)03.
Ceci étant vrai pour un entier quelconque n de N*, nous avons

1 1

171 1 1\ 7™ 2_p(3_5>

B i, < S0 (D)

2 " WreRr-.
n>1 1—2#3) !

D’ou
< sup) (Bey))® 77 <270
)< P : < —_— < .
Hf“l,p,a = S:i%) ( (e, )) Be,r) Hf“l,p 41 2—p(1—l) +0oo

Par suite, f est un élément de (L', LP)* (G). =

Dans la définition des espaces (L%, LP)® (G), nous posons toujours la condition

q < a < p. L’on est en droit de se demander ce qui se passerait si cette condition

n’était pas vérifiée.

Remarquons que si p < « alors || f|| < || fll,p.a - De sorte que (L, LP)* (G) C

(L8, L) (G) = L° (G) o

Les autres cas de figures sont traités dans la proposition suivante :

Proposition 2.4.8 Soient «, q et p des éléments de [1 ; +00].
Si o < q, alors (L1, LP)* (G) = {O}.

Preuve : Soit un élément f de (L%, L) (G).

Posons A = || fl, .0
Pour tout réel strictement positif r, nous avons

> A

Hf“q’p S 1_1-
A(Ben)©
Par suite,
1 1
. Tr .
ngloo I fllg, = 0, puisque o g > 0.

1°" cas : Supposons que p < q.
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Soit € un réel tel que 0 < e < 1.
Jrg € R tel que Vr € RY, (r >ro = || fll, < 6) :

Soit un réel r > ry. Nous avons

115, = [Z (||fxE||q)”] <e.

Eem,

=

Donc pour tout élément E de 7,

Ainsi pour tout 0 < e < 1,

p o p
1A= S 0l < 3 (xll,) = (I7117,)" <&
Fern, Femn,

Dot f=O.

2éme

cas : Supposons que ¢ < p.
Puisque f est un élément de (L%, LP) (G), f est localement intégrable. Considérons
un sous-ensemble compact K de G.
Posons :
o :inf{r >0/ KC B(w)},

et pour tout réel r > 0,
Tk, ={Ecn | ENK #0}.

Pour tout réel r > ry, nous avons K C B.,).

Par conséquent Tk, C T, et d’apres la relation (2.6) de la proposition 2.3.5,

cardTx, < Cardl, < (474 + 372)’).

Ceci étant, nous avons pour tout réel r > rq :

1 X g ZfG!fXK!quZEZ Jolfxlt xedd < 52 Il

(S EGTK,T

p(p—q) g pp—q) ar \ 4
< 4yt 43927 (Z HfXEIIZ) < (44397 v (||f||q;)'

EETKJ-
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Donc,
p(p—a) . -
1Fxiclly < (49" +39%) 7 (gggoﬂfllq,p) =0.

Puisque G est o-compact, f = O.
Le cas p = q est trivial, car || f|[7 = [[f]l,. =

Remarque 2.4.9 Soient q,p,q1,p1 et « des éléments de [1 ; +o0] tels que
G <gsa<p<p.
» Pour tout élément f de Lo(G),

Hqul,pl,oc S C Hqu,p,a’

ou C' est une constante indépendante de f. Par suite, (L%, L*)* (G) C (L%, LP)* (G).
» Lespace (L', LT>°)" (G) est l'espace classique de Morrey.

» Nous avons

LY(G) C (L9, LP)* (G) C (L™, LP")*(G) C (L', LT>®)"(G).

2.5 TRANSLATION DANS (L¢, L)* (G)

Nous donnons quelques propriétés de la translation a gauche sur les espaces

(L, LP) (G).

Proposition 2.5.1 Soient p et q deux éléments de [1 ; +o0] tels ¢ < p. Pour tout a,
élément de G, la translation a gauche de vecteur a est un automorphisme isométrique

de (L9, L7) (G), muni de la norme g |||,

Preuve : Soient f un élément de (L9, LP) (G), et = un élément de G.

Si g = +00, alors le résultat est immédiat car p |||, o o = Il 1o -

Supposons que ¢ < +o00. Nous avons :

efx,sll, = (o Imf(t)lqlxyB(t)dA(t)) = (Jo Ifgt)quB(t‘lx‘ly)dA(t))
= (11" *xp)7 (@7 1y) = & (IfI" % x0)7 (0.
Par conséquent,

P

Q=
Q=

HmeyBHq »

717 X007 =

B Hf”q,p -

R. C. Busby et H. A. Smith ont établi dans [2] le résultat suivant :
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Proposition 2.5.2 Si 7 est une U — V partition uniforme de G alors

sup lafllgp < na(V V)G,

A Taide de cette proposition, nous allons montrer que la translation a gauche est
un automorphisme de (L%, LP)* (G).

Proposition 2.5.3 Soient q, p et a des éléments de [1 ; +oo] tels que ¢ < a < p.

1l existe une constante réelle C telle que

||:erq,p,a <cC ||f||q7p»a’

pour tout élément x de G.

Preuve : D’apres la proposition 2.5.2, nous avons
o fllgy < e, | B7 Vo B7 L\ ) IFII7,, pour tout réel strictement positif r et tout
’ (=) (e32) ’
élément x de G.

Or nous avons
B? B? B, .\ C B/ @ioge.
(et2) " (etz) " (omiz) — (5
Done, d’apres la relation (1.5) de la proposition 1.3.3,
nTK’T (B2 i Y BQ i ) S (372 + 273)p N
N CE=
Ainsi, pour tout réel r > 0 et pour tout élément x de G,
o FIl, < (39 +29°) L£117, -

En multipliant les deux membres de 'inégalité par A (B(e,r)) i_%et en prenant la borne
supérieure sur les réels strictement positifs 7, nous obtenons pour tout élément x de
G,

e fllypa < BV +27) 1 fllype - ™
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Dfinition 2.5.4 Soient q, p et a des éléments de [1 ; +00] avec ¢ < o < p. Nous
désignons par (L9, L?) (@), le sous-espace vectoriel normé de (L9, LP)* (G) formé des

éléments f vérifiant glerré 1f =y fllpa =0

Proposition 2.5.5 Soient q, p et o des éléments de [1 ; +oo], avec ¢ < a < p.
(L9, LP)? (G) est fermé dans (L%, LP)* (G), et contient L*(GQ) si o < 4-00.

Preuve : Elle est identique a quelques petites modifications pres, a celle présentée
dans [6] m

Nous donnons dans la proposition suivante, une analogue de l'inégalité de Young
dans les espaces (L9, LP)* (G).

Proposition 2.5.6 Soient p,q et o des éléments de |1 ; +o00] tels que ¢ < a < p.
Il existe une constante réelle C telle que pour tous éléments f et g de Lo(G), nous

ayons pour A—presque tout x dans G

[(f*9) (@) < CNFllgpa 19l g g 5

ot ¢, p et o sont les conjugués de q,p et « respectivement.
En particulier, si [ est un élément de (L9, LP)* (G) et si g est telle que § soit un
élément de (Lq/,Lp,)j (G), alors f * g est continue dans G.

Preuve : Considérons deux éléments f et g de Lo(G).

a) Pour A—presque tout z dans G et pour tout r dans R’ , nous avons :

(Fx0) @) =|fs @ DA = | Ly o F0)3)AAD)]
SZUErlf ()dAw)|
< ; | f Xl Xl < e FIT 3l
<A (Biey)® | e FI7 A (Biew) ™ 7 [l
<

Dt Pl 18l < 372+ 299 1l Hquf,p/,af :

Par suite, si f est dans (L9, LP)* (G) et g est telle que g soit dans (L, Lp/)a/ (@),
alors f x g est dans LT°(G).

b) Nous supposons que f est un élément de (L4, L) (G) et g est tel que § est un
élément de (L7, L7)" (G).
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Soient z un élément de G et r un réel strictement positif.

(f*g) = Jo f( 2)dNY) = [ o fW)(y)dN(y).

Puisque ,-1f est un élément de (L9, LP)* (G) et § un élément de (Lq/,Lp/)a, (@),
f * g(x) existe et est finie d’apres la proposition 2.3.4.

Soit une suite (z,,), oy d’éléments de G' qui converge vers .

((fxg) (@n) = (f*x9) (@) =|[ofW) gy ma) — g(y~ @) dA(y)|
= fo S W) [on (3) = = (@)] () dA(y)]
< 30 el e, (@) = = (@D xelly

Eemn,
) ‘;’Tm’

< G 1 an () = 2 (9
< A llgpa | 2n () = 2 (@l g .o -

Puisque § est un élément de (Lq/,Lp/)j/ (G), 20 (@) = 2 ()l o tend vers O
quand n tend vers l'infini.
D’ou le résultat. m

2.6 CONCLUSION

L’intérét des espaces (L9, LP)® (G) est entre autres mis en évidence par le fait que
les espaces classiques L®(G) de Lebesgue, L***(G) de Lorentz, (L%, L*>)" (G) de
Morrey en sont, soit des sous-espaces, soit des cas particuliers. Il faut aussi remarquer
que de par leur définition méme, ces espaces (L7, L)* (G) sont étroitement liés aux
multiplicateurs et se prétent bien a I’étude de 'opérateur maximal fractionnaire de
Hardy-Littlewood (voir [6]). Dans le troisieme chapitre, nous étudions les propriétés

de continuité de cet opérateur et de I'intégrale fractionnaire dans ce cadre.

50



51

Chapitre 3

INTEGRALE FRACTIONNAIRE
SUR LES ESPACES (L4, L") (G)

3.1 INTRODUCTION

Beaucoup d’auteurs (voir [3], [12], [13], [14], [15]...etc) se sont intéressés et conti-
nuent de s’intéresser a 'opérateur maximal fractionnaire de Hardy-Littlewood, ainsi
qu’a lintégrale fractionnaire. Mais le plus souvent ces opérateurs ont étés étudiés
dans les espaces de Lebesgue, et quelques fois dans les espaces de Morrey et d’Orlicz.
L’intérét de ces deux opérateurs réside entre autres dans le fait qu’ils interviennent
beaucoup dans I’étude des équations aux dérivées partielles et en mécanique quantique
(voir [16]).

Nous étudions ici ces opérateurs dans les espaces (L4, LP)* (G) qui, comme nous
I’avons vu au chapitre précédent :

e forment, lorsque p varie de o & +00, une chaine d’espaces dont le premier est
I'espace de Lebesgue L*(G), et le dernier 1'espace de Morrey (L4, LT°°)%,

e contiennent de fagon stricte I'espace L faible lorsque ¢ < o < p.

Dans le premier paragraphe, nous étudions la continuité de 'opérateur maximal
fractionnaire de Hardy-Littlewood dans les espaces (L%, LP)“ (G) a poids. Les résultats
obtenus donnent non seulement une extension de ceux de Fofana [6] au cas des groupes
localement compacts non commutatifs, mais les améliorent.

En effet, d’une part nous affaiblissons les contraintes sur les poids, et d’autre part

nous considérons deux poids au lieu d’un seul.
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Dans le paragraphe 2, nous étudions dans les mémes espaces, la continuité de
I'intégrale fractionnaire. Certains de nos résultats généralisent ceux de Fofana, alors
que d’autres, tels que le controle en norme (L%, LP)* (G) de lintégrale fractionnaire
par Popérateur maximal fractionnaire de Hardy-Littlewood, sont nouveaux.

3.2 OPERATEUR MAXIMAL FRACTIONNAIRE

3.2.1 Notations et définitions

Considérons un espace de type homogene (X, d, ).
a) Soit ¢ une application de [0 ; 4+oo[ dans [0 ; +o0].
» d est une fonction de Young si elle est continue, convexe croissante, et
vérifie (0) = 0 et tEeroo(I)(t) = +00.
» Nous dirons qu'une fonction de Young @ :
e est doublante, s’il existe une constante réelle C' telle que pour tout réel
positif £, nous ayons ® (2t) < CP (1),
e appartient a la classe (ou vérifie la condition) B, avec 1 < p < +o0,
s’il existe une constante C' positive telle que

[rea .

o Pt

» La fonction conjuguée de la fonction de Young @, est la fonction de Young

notée ®* et définie par
O*(u) =sup{tu —®(t) / t e R, }.

» Pour tout élément f de Lo(X,d, ) et toute boule B dans (X, d, i), nous

pOosons :
||f||q>7B:inf{a>0:u(15)/B¢<@) dugl} (3.1)

I, = int {a>0: [ o (L)<}, (32)

» L’opérateur maximal fractionnaire correspondant a (3.1) se définit comme

et

suit :
My f(z) = sup | flle5:
B:xeB
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pour tout élément f de Lo(X,d, 1) et pour tous les x de X pour lesquels cette ex-
pression a un sens.

» Une généralisation de I'inégalité de Holder est la suivante :

/X [faldp < 1fllg l9llg-» ¥ (f.9) € Lo(X,d, p)*. (3.3)

» Pour toute boule B de (X, d, ), la version locale de I'inégalité (3.3)

, /
—— [ [fgldu <|f 9l 5 5 3.4
o (B) Bl | 1flle.5 l9lle- 5 (3-4)
est valide pour tout élément (f, g) de Lo(X,d, n)%.

b) Soient g et 3 deux éléments de 'ensemble [1 ; +o0], tels que ¢ < 3. L’opérateur

maximal fractionnaire mg 3 est défini par :

1_1
m‘]vﬁf(x) = Supﬂ/ (B(IvT)) g fXB(aL )
r>0 ’

)
9,1

pour tout élément f de Lo(X,d, 1) et pour tous les x de X pour lesquels cette ex-

pression a un sens.

3.2.2 Continuité de 'opérateur maximal m, g

Nous commengons par rappeler deux résultats établis dans [14]. Alors que le
théoreme 3.2.1 caractérise les fonctions appartenant a B,, le théoreme 3.2.2 et ses
corollaires donnent des conditions suffisantes de continuité des opérateurs maximaux
entre espaces de Lebesgue et de Lebesgue-faible a poids. Rappelons que certains de

ces résultats généralisent ceux de [12] ou 'espace X considéré est R™.

Thorme 3.2.1 Soient p un réel tel que 1 < p < 400, ® une fonction de Young
doublante et M [’opérateur mazximal de Hardy-Littlewood classique.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) ® € B,.

(17) 1l eziste une constante réelle C > 0 telle que

/X Mo f(2)dpu(z) < C /X f (@) du(a),

pour tout élément positif f de Lo(X,d, p).
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(143) Il existe une constante réelle C' > 0 telle que

/X Ma f(2)w(z)dp(z) < C /X F (@) Muw(z)du(z),

pour tous éléments positifs f et w de Lo(X,d, 1).

(1v) 1l existe une constante réelle C' > 0 telle que

, w(x) . . p Mw(z)
/X M) [Mq)*(u;)(x)]pdu( j<cC /X f(x)

pour tous éléments positifs f, w et u de Lo(X,d, ).

Thorme 3.2.2 Soient p et q des réels tels que 1 < p < q < +00, Y une fonction
définie sur ’ensemble des boules de (X, d, i) et qui vérifie, pour une constante C' fizée,

les relations :
» ¢ (B)) <Cy(By) si B C By CCB

> U (B1)p(B1) < CY(By) p(B) st By C By (3.5)
» lim ¢ (B)=0 si X est non borné,
r(B)—+o0

et My, définie par
My (@)= s o(B) [ \fldn

pour tout élément f de Lo(X,d,p) et pour tous les x de X pour lesquels cette ex-
pression a un sens. Si w est une mesure de Borel positive sur X, ® une fonction de
Young dont la fonction conjuguée vérifie la condition B, et v une fonction poids pour

lesquelles 1l existe une constante C' telle que

1

¥ (B)w (B)t u(B)7 ||v <C

il
®,B

pour toute boule B de (X, d, p), alors

( e dw); <c ( / (If!v)”duy.

En particulier, si w et v sont deux fonctions poids qui vérifient la relation

¥ (B) (/Bwqdu);MB)ilv
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pour toute boule B de (X, d, u), alors

([1onpoya) < ([ aora)

—
D =

Dans la suite du paragraphe, nous supposons que (X, d, i) est le groupe de type
homogene (G,| |,A).
Considérant 'opérateur maximal fractionnaire mg,g sur Lo(G), nous avons les

résultats suivants qui sont des conséquences du théoreme 3.2.2.

Corollaire 3.2.3 Soient r,3,p et q des éléments de [1 ; +o0] tels que

r
r<p<gq<-4oo, etr<ﬁ<%,

w une mesure de Borel positive sur G, ® une fonction de Young dont la fonction
conjuguée ®* vérifie la condition Be et v une fonction poids sur G telles qu’il existe

une constante réelle C vérifiant :
A(B)? P w(B)s v, < C, (3.7)

pour toute boule B de G. Alors,

[ moteyrase) <c [ [ ( sty o] v e e

En particulier, si v et w sont des fonctions poids qui vérifient

A(B)F ¥ (/ wqu>q [0~ @B <C (3.8)
B b

pour toute boule B de G, alors

[ sty e <o | [ (@] v e e

G G

Preuve : Soient v 'application définie sur ’ensemble des boules de G par
Y (B)=A(B)"".
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3.2. OPERATEUR MAXIMAL FRACTIONNAIRE
Il est aisé de remarquer que la condition (3.5) est vérifiée, de sorte que M, est bien

définie. Considérons un élément f de Lo(G).

a) La condition (3.7) est équivalente a
1

U_THQJ,B <,

-

¢ (B)w (B A(B)P |

r

pour toute boule B de G.

r

D’ou d’apres le théoreme 3.2.2, il existe une constante réelle C' indépendante de

£, telle que
[/ (wa)gdw]q sc[/Gu flv") dA]

Par conséquent, nous avons
1 1
[/ (war)ﬁdw] gc[/ ( f\v)m}
G G

D’ou

[ e dw]; < [/{}(Mm?’-dw]; <c|[anral

puisque (My f ’")% > mygf.
b) Nous vérifions aussi que la condition (3.8) est équivalente a
C [Py

_1
A <C,

¥ (B) (/Bwqd)\>2)\(B)(

pour toute boule B de GG. Ce qui permet une fois de plus, d’apres le théoreme 3.2.2,

de dire qu’il existe une constante réelle C' indépendante de f telle que :
p

[/G (wa(x)wr(g;))f«d)\(x)r <c {/G(‘ f(x)wT(x))fd/\(x)}

D’ou :
[ /G <mr,af<w)w(x))qu(x)]q gc{ /G ( f(x)\v(:p))pd)\(x)] ,

pour tout élément f de Ly(G). m
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Corollaire 3.2.4 Sous les hypothéses du corollaire 8.2.8, il existe une constante
réelle positive C' telle que pour tout élément f de Lo(G) et tout nombre réel a > 0,

nous ayons :

[ woraxa|" <ae| [ @ sy ae]

ot
E,={zeG /mpf(x)>a}.

Nous donnons ici une autre généralisation du théoreme 2 de [12]. Le résultat que
nous établissons, montre que l'opérateur m, g est un opérateur borné de
(L9, LP)* (G, vd\) N (L%, LP1)* (@) dans LY(G,w'd\)—faible.

Thorme 3.2.5 Soient q,a,p,qi,p1 et 5 des éléments de [1 ; +oo] tels que

1 1 1
1<g<a<p, avec) < — — = = —,
a [ s
1 1 1 1
g<q <a; <p <400, avec 0 < — — = = - <

o Bt p
et ® une fonction de Young doublante dont la conjuguée ®* vérifie la condition Ba
q
Supposons que v et w sont deux éléments positifs de Lo(G) pour lesquels il existe une

constante réelle A telle que pour toute boule B de G nous ayons :

AB) T (luxall) (Jolls ) < A (3.9

Alors, il existe une constante réelle C' telle que pour tout élément f de Lo(G), et tout

nombre réel 0 > 0, nous ayons :

( / wt(x)dA(x))isc(el 170l ) (67 ||f||q,p,a)s<*“ll>, (3.10)

ou lg={xeG /mypsf(z)>0}.

Pour la preuve de ce théoreme, nous avons besoin du lemme suivant, démontré
dans [3].
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Lemme 3.2.6 Soit § wune famille de boules de rayons bornés. Il existe une sous

famille
{Blair),i € J}

de § dénombrable, constituée de boules deux a deux disjointes et telle que, pour tout

élément B de §, il existe © dans J tel que
B C B(Zi,b’r‘i)ﬂ
avec b = 3(max(2°,7))>.

Preuve du théoréme 3.2.5 : Soient un élément f de Lo(G) appartenant loca-
lement & LI(@), et un nombre réel § > 0.

Si f n’appartient pas a (L9, LP)* (G), alors I'inégalité (3.10) est triviale.

Nous supposons que f est un élément de (L4, LP)* (G).

1 1

Vo € Iy, Ir, € R tel que A (Bay,))? *

fXB(“ )H > 0.
»r'r q

Ainsi, pour tout réel 6 > 0, Il C UH Bzr,)-
xelly
Soit n un entier naturel non nul.

Désignons par §, la famille formée des boules B, ) telles que 7, < n, et posons
E,={xelly /r, <n}.
Nous avons

E,C U Bg,,) et llp = U E, = supk,.
re<n ’ n>0 n>0

D’apres le lemme 3.2.6, il existe une sous famille {B(xi,n.),i eJ } de §. dénombrable,

formée de boules deux a deux disjointes et telle que :
VB € §n, Ji € J tel que B C By, pr,)-

Soit ¢ un élément de J. Nous avons, d’apres la version locale de 'inégalité de

Hélder (voir la relation (3.4)),
q q
-1
<fUXB(1'N'i)> ! XB(%H))

q
—1
v
( XB(zi,rn)

1
q

Wl
Q|
@l
Q=

0 <A(Ber) <A (Ber)

AL ) q

q
v
(f XB(zi,ri)>

X,

1
1 1
q q

@[

< ()7 A (Blewy) x

B, ;)

080, )

o8
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Ainsi,

’ vy € B(mz,n)

q
09 < CX (Bery)? Ma- ( fox, () |07 %s
’ (@imi) @ bB
e R

(wimi)

En intégrant sur B, ,,) et en utilisant le théoreme 3.2.1, nous obtenons :

QQA (B(:EZ,’M)) q
q
<O (B(e,m)‘*fg(x_ | Mo (fvxg(_ )> W)dA(y) x|l X,
iTq Lj>Ty T,y ®,B .
) o % ( )
+1-1 ¢ -
< CA (B(e,m)) gom [fG |:M<I>* <fUXB(Z_ T)) (y):| d)‘(y)] X ||v qXB(zv ri)
A2 . 7 ¢7B(zi7b7—i)
q1 -
1+4— ar B
<OXN(Bewy) 7 | o | foxa, (WdAy)| X |[v7x,
(livri) (“Di’ri) @,B( b )
1+l_i q B 17 1
< CA (B(e,m)) 7o foxg v
(wirs) @ (wir;) o8B, .
(Ez’b’"z)
D’ou,
1
71 lfi 7q a .
L <6CA (B(e,n')) oom vaB(z~ ) v XB(I ) ’ vied
Sl o ©B (e, bry)

Puisque £, C UJB(%b”) et p; < t, nous avons grace a la condition (3.9),
S

foxed, |
M 3 i)t p1 ﬁ
< | Jow' WX s (y)dk(y)} < |2 ||wXs < {Z WX ]
i i€ (wisbry) icd (wisbra) ||, ict (wabri) ||,
[ 1 e
1_1 q
< Z 0~ 1CA (B(Iiy”‘i))g @ vaB U_qXB ‘wXB
ieJ (wi:m4) @ (w4:m4) Bl (wibri) ||,
) [ 1 P
1_1 q
<0710 |3 ([ron, || 2B o, o,
icJ D) ¢ (ziori) (I)’B(xi,bri) (w4:0r4) t
- P17 By
<O |20 ||| foxs
ieJ @iri) ||,

Posons r = supr; et pour tout élément z de G, T, = {E €T | BanyNE # V)} .
ieJ
D’apres la relation (2.6) de la proposition 2.3.5 nous avons cardT, < (4v* + 3¢2)”

pour tout élément x de G.
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Donc

= (

P1
q1

fox, Foxs,, | (y)

J) 5

)
1
q1 a1
= ( fE d)‘(y))
€ \ E€Ty,
p(p1—ay ) m

q1 a
< {4yt + 392) " <fE dA<y>)
ZGJEET

< (4v4+372)p(plqzm pp (fEW I (Zx%m(y)) dA(y)yl

icJ
< (474+372) e Z [ fox, Il

EEﬂ'T

plpy—
< (4 +3) 5 (17l )"

(wiori)

foxa, @)

foxs, (y)

Par conséquent,

11
|wxz, ||, < COT Nfollypran A (Biew) ™ o1 (3.11)
Puisque f est un élément de (L9, L?)* (G), pour toute boule B, telle que

A(Biewy)? "

fXs,,, H >0,
’ q

nous avons :

1

-2 ‘fXB“”’qu)é = (3 Jelre. \qc“); < (5 1)
< (49" +392) % <Z foEH”> < i3

EecT;,

Hf Xa(e ) q

qp’

m»—
Q\»—'

i plp—
B <o 5 1

q,p, (B(e T)) ’

ABen) < 07 01+ 320) 5 1) 3.12)
Des relations (3.11) et (3.12) il ressort que

_ ()
<O ol (07 )™

ou C est une constante indépendante de f.

Cela étant vrai pour tout entier n > 1, nous obtenons

} e V)
< CO ol gy (5715 ) .
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Remarque 3.2.7 Si nous prenons q1 = oy dans le théoréme 3.2.5, nous obtenons le

corollaire 8.2.4.

La remarque ci-dessus montre que les théoremes 3.2.5 et 3.2.2 se recoupent. Cepen-
dant, leurs champs d’applications sont différents, comme le montre cette proposition

dont la démonstration est similaire a celle de la proposition 2.4.7.

Proposition 3.2.8 Soit (p,q, ) un élément de |1 ; —|—oo]3 tel que 1 < ¢ < a < p.

Considérons dans G une famille de boules
{B@; 2-n-1) J1<j<E@2U)+1;ne N*} :

ou K (2"(”*1)) désigne la partie entiére de 2°"tV) | wérifiant les conditions suivantes :
_ 2 . .
(1) ‘(ffi) 195}‘ >y (147 +29%)250,Y (kj) € {1;23;.. s E(Q2%) + 1}, £ k;
(ii) Pour tout entier naturel n > 1,

n4l
|(x;g)*1x;%| >y (1+y4+29°)27 ",V (k,j) € {1;2;3;...;E(2P<"+1>) +1}2,j £k

et
Vi(m,k,j) € {1;2;3;...;ntx{1;2;3;.. s B (200)) + 1} x {1;2;3;. ., B (2°0m4D) 1}
(J,m) # (k,n)

()" 2| > 297 )22‘“"*““ ok gl gL gimm 2*’”*1‘ .

Posons
B(2rn 1) )41
En — U B(z}”,Q*"*l)’ FE = n%En et f = Xp-

Jj=1

Alors, f est un élément de (L%, )" (G) qui n'est pas dans L*°°(G).

Remarquons que si nous prenons v = w = 1 dans le corollaire 3.2.3 et le théoreme
3.2.5, les conditions (3.8) et (3.9) sont vérifiées. Cependant, f étant la fonction définie
s(L_L

dans la proposition 3.2.8, nous avons <vaHq’p7a) (||f||q17p1’a1> (=) < +oo tandis
que || fv||, = +o0o. Ainsi, le théoréme 3.2.5 permet d’affirmer I'appartenance de my g f

a L'(G) — faible, alors que le corollaire 3.2.3 ne donne aucun controle sur mq g f.

La proposition 3.2.9 et le corollaire 3.2.10 ci-dessous se démontrent de la méme

maniere que dans [6].
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Proposition 3.2.9 Soient q,a,p et 3 des éléments de [1 ; 40| tels que

11 1 I 1
g<a<p et 0<———-=- ——=<-
a s

1
5 g B~ p

Il existe une constante réelle C' telle que pour tout élément f de Lo(G), nous ayons

<

||mlI7ﬁfH:,+oo <C ||f||q,p,a‘

Corollaire 3.2.10 Soient q,« et 3 des éléments de [1 ; +oo] avec
1 - 1 - 1 - 1 n 1 ; 1 1 1
— < —< < =+— e —=——=.
6 o q¢ [ « s «a pf

Il eziste une constante réelle C telle que pour tout élément f de Lo(G) appartenant

localement a LI(G), nous ayons :

Imagaflly < 1 flles-

Proposition 3.2.11 Soient ¢, et p des éléments de [1 ; +oo], avec g < o < p. 1l

existe une constante réelle C' telle que :

mq’af(l’) S C ||f||q7p,a7

pour tout élément f de Lo(G) et pour tout élément x de G.

Preuve : Soit (f,z) un élément de Lo(G) x G, tel que f appartienne localement
a L1(Q).
1°"cas : Supposons que p < +00.

Mgaf(x) =supA (Ben)® ° HfXB(x S = supA (Beew) e [Z fE|f(y)|qu(y)}
r>0 Mg T >0 EeT. |
1_1 p(pP—aq) % ‘
< supA (B(e,r)) T | (4t 4 392) P < > X ||Z> ]
r>0 Eem,

p(p—a) p(p—a)

i-1 Ty ,
< (3% SUpA (Bew)™ @ IFI7 < (49 +392) (£l pa -
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D’ou,
(mg.af) () < Clfllgpa

p(p—a)

avec O = (4y* +392)

2°M¢cas : Supposons que p = +00.

Si g = 400 alors,

Moo/ (2) =50 || | = 1L = 11
T

“+oo

Si g < 400 alors

1

(£ Jel 10, a0

P o 2
4y 4397 115 = (49" 43977 £l soca -

Q=
Q =

Mgaf(x) =sup) (B,
r>0

Q=
Q=

S SupA (B(eﬁ'))

r>0

D’ou
M f (@) < C1F oo

2
q

avec  C = (49 + 3+?)

Les résultats précédents permettent, lorsque ¢, « et 3 vérifient certaines conditions,
de controler en norme m,gf par f. Dans la proposition suivante, nous examinons le

probléme inverse.
Proposition 3.2.12 Soient q, «, 3, u et v des éléments de [1 ; +o0] tels que :
1
¢<a, 0<———-—=—- et us<o.
I existe une constante réelle D telle que pour tout élément f de Lo(G), nous ayons :

Hf”q,v,a S D ||mQ7ﬂf||u7v’s : (313)

Preuve : Soit f un élément de Lo(G)
Si mg 5 f wWappartient pas a (L*, L”)* (G), alors I'inégalité est triviale.
Supposons donc que my sf appartienne a (L*, LY)* (GQ).

1¢"cas : Supposons que ¢ = +00. Alors, « = =5 = v = 400.

Ainsi d’apres la proposition 2.4.5, nous avons
1 oo oo = Il oe €8 IMtos ool oo oo = (497 4377 +29%) 7 1Mo oo fl 1o -
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Or
= [ £l oo -

+oo

erooHrOOf(x) = sup HfXB(Z "
r>0 ’

D’ou

||f||+oo,+oo,+oo - HfHJroo = ||m+00,+00f||+oo <D ||m+007+00f‘|u’+00,+007

avec D= (49" 4+ 37y3 +292)".
2éme

cas : Supposons que ¢ < +00.

a) Supposons u = +00. Alors s = v = 400 et a = 3.

Par conséquent,

1_1 o . é,l
£l 4000 = sUPA (Bee))™ /50 = sup sup \ (Beewy) ™ I Xl -
Or
VE €m. et Vo € E, E C B,).
Donc
1_1
1l o < 50 5UDA (Bier) ™ |13 | < gl = Imasf oo -
r>0 zeG ’ q

Dans ce cas, nous avons D = 1.

b) Supposons que u < +00.

Considérons deux éléments r et 7’ de |0 ; +oo[. Nous avons :

1
1_1 . : 11 . ‘
A(EBen) (110, ) @ = Ben) ([ 1 IOrG) < myare)
’ B,
(3.14)
pour A—presque tout x dans G.
D’apres la proposition 2.3.6, il existe une constante C' telle que :
111
A (B(e,r/)) s Ble,my ”mqﬁf”u,v <cC ||m475f’|u’v7s :
Ce qui peut encore s’écrire :
1
7777l u
A(Ber)* " <H|mq,ﬁf| Xo., ) < Cllmgsflly,,- (315)
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Des relations (3.14) et (3.15), il ressort que :

u

1_1_ 1
A (B(e,r/)) CrY [H <| f|q * XB(EYT)> o XB(G’T/)

Or, pour tout élément x de GG, nous avons :

[<| I1 XB(e,r)>% i XB(”’)} (@)= /Bu,m </B<

r
Prenons r’ = > et remarquons que pour tous z et y dans G,
Y

wl=

“ 1
<CA (B(e,r)) ! Hm%ﬁfHu,v,s :

KA
u

u

q

If(t)lqd/\(t)> dA(y)-

y,7)

(y S B(mﬂ/)) — (B(z’r,) C B(yﬂ”)) .

Nous avons alors :

( / B |f<t>|qu<t>) ‘< ( /

Donc pour tout x dans G,

A (Beer) (’ fI" XB(G,W))% (z) < fB(z,r/) (fB<y,r) |f(f)|q d/\(t)) dA(y)

(y,r)

Qe

Ainsi,
Wil u +
1 all® e ’
A (Ben) ™ <‘ fl7x XBW/)) B - H (! f1" XB@,r)) "% X,
. L1 11yl
S C)\ (B(e,T)) .0 )\ (B(e,rl)) S quyﬂfHu,v,s;
ce qui peut encore s’écrire
11 1_1_1 :
@) TN Biew)™ |1 A1 5, |2 < Clmas e
q

ou encore

1_1 1
(27)‘)(5 q) )\ (B(e,'r'/)) “ ! ! B(e,r) Hqu,’U S C quyﬂfHu,v,s :

Appliquons une fois de plus la proposition 2.3.6; il existe une constante C' telle que

||f||q7v,o¢ S C ||mQ7/6fHu,U,S :

D’ou le résultat. m

A Taide de ces résultats sur 'opérateur maximal fractionnaire de Hardy-Littlewood,
nous allons démontrer dans le paragraphe suivant, certaines propriétés de 'intégrale

fractionnaire.
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3.3 INTEGRALE FRACTIONNAIRE

Nous commencons par nous placer dans un espace de type homogene (X, d, i) .

Dfinition 3.3.1 Soient un réel a tel que 0 < o < 1 et un élément f de Lo(X,d, p).

L’intégrale fractionnaire de f est la fonction I, f définie par :

f(y)dp(y

- [ L
X 1 (Biad(aa))

Remarquons que dans le cas ot (X, d, i) est le groupe de type homogene (G, | |, \),

et p la constante qui vérifie A (B(:r,r)) = r” pour tout élément (z,r) de G x R%, nous

f(y)dA(y) f(y)dA(y)
Ia p— p— 77
- /G N (Blaaway)' ™ Jo iyt

avons

Nous rappelons quelques résultats établis par Pan Wenjie dans [13] :

1- Soit a un réel tel que 0 < o < 1. Il existe une constante réelle Cj telle que

pour tout élément positif f de Lo(X,d, ) borné et a support borné, nous ayons :

M (I,f) (z) < Colof(z) Vo € X,

ou M (f) (z) = SUp - (B) fB!f )l dp(x). (lemme 6)

B:xeB

2- Soit E un sous-ensemble ouvert de X tel que F # X et u(FE) < 4o0.
Alors il existe une famille de boules {B(mﬂi), 1el } deux a deux disjointes et deux
constantes réelles b et m telles que
(i) E= U B(xi brs)-
(i1) ZXB < mx,, k désignant la constante de la définition 2.2.1.

iel .L ,25cbr;

(401) Bla; 452br) ﬂ (X\E) # 0. (lemme 8)

1
3- Soient «v et p deux éléments de |0 ; +oo[telsque 0 < a<letl <p< —.
o

(i)sil <p< — et — = ——aq, alors il existe une constante réelle C telle
«

q p
que

Hafllgp < CUAL,.
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(i7) si p =1 et a un réel strictement positif, alors il existe une constante

réelle C telle que

1

1—

e € X/ f@)]> b < (S151,) - (ehéortmen)

Le théoreme 3.3.3 est une généralisation au cas des espaces de type homogene, du

théoréeme 1 de [12]. Mais avant de 1’énoncer, nous donnons la définition suivante :

Dfinition 3.3.2 Soit w une fonction poids sur (X,d, ). On dit que w appartient
la classe (ou vérifie la condition) Ay au sens de Muckenhoupt, si pour tout réel e > 0,
il existe un réel 0 > 0 tel que pour toute boule B de (X,d, ) et tout sous-ensemble
pu—mesurable E de B tel que u(E) < du (B), nous ayons

/Ew(x)d,u(x) < 5/ w(x)du(x).

X

Thorme 3.3.3 Soient (X,d, u) un espace de type homogéne, q un réel tel que 0 <
g < +oo et w une fonction poids vérifiant la condition A.,. Il existe une constante

réelle C telle que :

a>0 a>0

Supaq/ w(x)dp(z) < Csupaq/ w(z)dp(x), Yf € Lo(X,d, u), (3.16)

ouw E,={xeX / |I,.f(x)| > a} etFa:{xEX/mLéf(a})>a}.

Preuve : Soit f un élément de Lo(X,d, pt). Nous pouvons supposer que :

e [ est positif; car en remplacant f(z) par sa valeur absolue, nous ne faisons
qu’augmenter le membre de gauche.

e f est localement intégrable; car dans le cas contraire, I'inégalité serait triviale.

e w est localement intégrable ; car dans le cas contraire le membre de droite serait

infini si f # O.

a) Supposons que f est borné et a support borné.
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D’apres le lemme 6 de Pan Wenjie [13],
ACH > 0 tel que Vo € X, I, f(x) < M (I.f) (z) < Col, f(z),

ou Cj est une constante indépendante de f.
Soit 0 < 0. Posons

Ey={reX | [M(I.f)(x) >0} et Eg={x € X / |Lf(z)| > 6}.

Ey est un ouvert de (X, d, u1).

D’apres le théoreme 1 de [13], si g et pp sont deux réels tels

1 1 1
l<pp<—et —=——aq,
@ 4o Do

alors il existe une constante réelle C telle que :

u(Bo) <07 [ ML) @) dul)
< Cof™™ [ o (2)]" dp()
<O [ [ [f (@) du(z)] o < +oc.

D’apres le lemme 8 de [13], il existe une famille { B, ) ; ¢ € J} dénombrable
de boules deux a deux disjointes, deux constantes réels M = M (u,d) et ¢ = ¢(u, d),

telles que :
Ey = UiGJB(:ri,cri)
< -
z-%;]XB(wi,chTi) - MXE9

Bia,acter 0 (X\Eo) # 0, Vi € J |

Considérons (a,¢) dans |1 ; +oo[ x |0 ; 1], et posons :

Fy. = {yc exX/ ml,éf(:c) > 98} ;
J1 = {Z eJ / B(xi,cm) - F9,5}7
Jo=J\Ji={i€J/ Bl \ Foe #0}.

Puisque
Bj={r€X | Lf(x)>6a} CEyCEy= U B e,

nous avons

i€y i€ J2

Eﬁa = U (Eea N B(zi,cri)):| U |:zU (Eea N B(:m,cm))
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(i) Montrons qu'il existe une constante ay > 1 et une constante K, toutes
deux dépendant uniquement de (X, d, i) et de a, telles que pour tout a > ag et pour
tout € élément de |0 ; 1], nous ayons :

1

i ({z € Blayory/Inf(2) > aB}) < Kpt (Bay.en) (g)* Vi€ (3.17)
Soit un élément B de {B(%m) /i€ JQ} :
3t € B tel que mléf(t) < &f.

Nous définissons les éléments g et h de Lo(X,d, 1) par

9= fXop €t h=f—g.

Il existe d’apres le théoréme 1 de [13], une constante réelle C' telle que :

p <{x € X / Lg(x) > “j}) <cC (ng/xg(x)du(x)> - (3.18)

Désignons par By la boule de centre t et de rayon (2x? + k) fois celui de B. Nous

avons 2B C By; car si x est un élément de 2xB, alors
d(t,z) <rk(d(t,zg)+d(zp,x))
< k(r(B)+2kr(B)) = (2k* + k) r (B).
Par conséquent,

Jx 9@)du(x) < [y, f@)dn()
< (B my 1 St

-«

< (A 40" (B my L f(8) < PYep(B) e,

avec P=A,(2:%+r)"".
La relation (3.18) devient

i <{x € X/ Lg(z) > ‘f}) <Ku(B)(2)7.

avec K constante dépendant uniquement de (X, d, p) et a.
Soit s un élément de 4x2B tel que M (I,f) (s) < 0 et par conséquent I, f(s) <6 :

d(s,y) < (4k3 + 2k?)d (z,y)

Ve € B, Yy € X \ 2kB,
B(s,d(s,y)) C B(S,(4H3+2H2)d($,y)) - B(I,(8H4+2H3+I€2)d(ﬂf,y))
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D’ou pour tout élément x de B,

f(y)
Ioh(z) = fX\QnB =adn(y)
1t (Ba.d(zy)) 1 ‘o
. y
< A, (8k* 4+ 2K% + &Q)D” Jx du(y)
\2xB 11—«
[ ] 1t (Bs.d(s))

-«
< [A“ (8x* + 2K3 + /iz)D"] 0.

l1-a
Prenons ag = 2 [Au (8k* + 2K3 + HQ)D“} . Sia > ag, alors

De sorte que

{reB / Iaf(x)>(9a}c{x€B / Iag(:r)>a29}

et

p{zeB | Lf@)>a0}) < Ku(B)(Z)""

a

(71) Etablissons maintenant notre résultat :

nous supposons a et K comme au (7).

Posons E}, = g] (Eea N B(%Cn)) et B = eUJ (E@a N B($i,cri)) .
3 1 1cJ2

Nous avons Ej, C Fy., et

S w@)dn(z) < [, w(@)dp(@) + [ g, w(a)du(o)

fFe’Ew(x)d,u(a:) + >[5 w(x)dp(x).

i€dy " (wieri)n(Ega\Fo.c )

IN A

Soit p > 0:

J0e R, telque VECDB, p(E)<op(B) = /Ew(x)d,u(x) < p/Bw(x)du(x).

et

1

AN
Jee]0; 1] tel que K<€) < 4.
a

Prenant dans (3.17) 0 < € < g, nous obtenons
H (B(xivcri) n Ega) < 6:“ (B(r“cn)) , Vi € JQ.
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Par suite
/ w@dn(@) <p [ w@du(a), Vie
B(aj.er;)Foa Blajery)

Il s’ensuit que

ﬁ%mmmw>§hgng +p;f@m)<mmw>
1€J2
Puisque
EyCE, C <Ei mszo) UF,
Co Co

)
"CoLla

on L=A,(2:*+ /ﬂ)DH et Suppf C By, nous avons

téwmwmséimwwmm4EmB UW(HM/ w(a)du(z).

Co COLl a

. 1
Choisissant € < O [ o Dous avons
0

/E w(x)dp(r) < (1+pM)/F w(z)du(x) + pM S w(z)dp(r).

Soit N un élément de N*. Puisque pour tout réel 6 de R,

(6a)? [, w(x)du(z) < (1—!—,0M)(€> (66)" [y, w(x)dp(z)
+ pM (gb) (Coa)? fEimﬂBow(:U)d,u(x),

[eh)

nous avons

sup 9 [, w@)dp(e) < (L+pM) (2)" sup o7 [, w(z)du(a)

0<s<N 0<s<N6

+ pM (Cha)? sup s1 fE g, W(@)dp(z).

O<s<aCO

Comme sup s7 fESOchBo w(x)du(x) < sup s4 fESQQHBo w(x)dp(r) < +o0, pour p =

N 0<s<N
aCq

1
2M(Coa)q

1 1 a\ 4
— sup 7 w(z)du(z) < (1+ — ) [ - su sq/ w(z)du(x), VN € N*.
20<s£N /s ( ) M( ) ( Q(Coa)q> (5) 0<s<1])\7§ Fsq ( ) 'u( )
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Donc

supsq/ w(x)du(x) < Csupsq/ w(x)du(x). (3.19)

s>0 s>0

s

b) Pour un élément positif quelconque f de Lo(X,d, i) et pour un élément zq fixé
dans X, posons f* = FXsy, fE=f*, et Ef ={x € By / |f(x)] <k}.
(),

Puisque fF est borné et a support borné pour tout entier naturel k, nous appli-

ef
quons (3.19) & fF, et nous faisons tendre k vers l'infini. m

Pour la suite, nous nous plagons dans le cas ou (X, d, u) est le groupe de type
homogene (G,| |, ). Etablissons I'analogue du théoreme 3.2.5, pour les intégrales

fractionnaires.

Thorme 3.3.4 Soient q, 0, p, p1, 1, 01 et « des éléments de |0 ; +o0] tels que :

1 1
1§q§9§pav600<5—a:7
s

et
1 1 1
< < <pp<4+o0oavec < ——a=-<—,
0 2 1
et ® une fonction de Young doublante dont la fonction conjuguée ®* vérifie la condi-
tion Ba  Nous supposons que v et w sont deux fonctions poids pour lesquelles il existe
q

une constante A telle que pour toute boule B de G

(@ oxall) (7713 ) < A

et que w' vérifie la condition A.,. Alors il existe une constante C' telle que pour tout

élément f de Lo(G) localement dans L1(G) et pour tout réel a > 0, nous ayons :

: T 1 _ s(q117%)
(qugmmn> < € (a1 follg g ) (a7 1) 7
ot E,={z€G / |Il.f(x)>a}.

Preuve : Puisque w' appartient & A, il existe d’aprés le théoréme 3.3.3 une

constante C' telle que

supa' (i~ 7t) ( /E a wt(x)dA(:E)>t < Csupa (i) ( /F a wt(x)dk(‘%))%’

a>0 a>0
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avec F, = {x €G [/ myaf(x) > a}.

Par ailleurs, nous savons que my g < my g pour tout réel g > 1.

Donc d’apres le théoreme 3.2.5, il existe une constante réelle K telle que pour tout
élément f de Lo(G) nous ayons :

i 1 1
s(1_1 ¢ (23
oupa (58 ([ @) < K1l (1100) &
Eq
c’est-a~dire que pour tout réel a > 0,
: (=)
(fEa wt(w)dA(t)) <K <a*1 [ fv||mwl> (a’l [ f]]qypﬂ) T

Dans le cas ou ¢; = 01, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 3.3.5 Soient q, ¢1 et « des éléments de |0 ; +o0] tels que :

1 1
1<g<qpet0< ——a=—,
G 13

et ® une fonction de Young doublante dont la fonction conjugué ®* vérifie la condition
Ba  Nous supposons que v et w sont deux fonctions poids pour lesquelles il existe une
q

constante A telle que, pour toute boule B de G

(B hwall,) (lo7ll3 ) < A,

et que w' vérifie la condition As.
Alors il existe une constante C' telle que pour tout élément f de Lo(G) localement

dans L1(G), et pour tout réel a > 0, nous ayons :

1

( / wt<x>dA<t>) C<ca | foll, .
ot E,.={xe€ G / |I.f(x)| > a}.

Les deux propositions suivantes, qui traduisent la continuité de I'opérateur intégral
I,, entre les espaces (L7, LP)’ (G) et L**t°(G), et entre les espaces L*(G) et L*(G),

se démontrent comme dans [6].
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Proposition 3.3.6 Soient q,p,0 et a des éléments de |0 ; +oo[ tels que

1 1 1
1<g<0<p et0<-—a= -—a< -,
0 q p

®» | =

<

Il existe une constante réelle L > 0, telle que pour tout élément f de Lo(G) apparte-

nant localement a LY(G), nous ayons :

1o flls o0 < LI fllgpo-

Proposition 3.3.7 Soient 6 et «, des éléments de |0 ; +o0[ tels que

1 1 1
l<f0<—et=-—a=-.
« 0 s

Il existe une constante réelle L > 0 telle que pour tout élément f de L%*(G) apparte-

nant localement a L°(G), nous ayons :

e flls < L1 £l -

)

On sait depuis longtemps que pour 'intégrale fractionnaire I, f(x) = fRn |f(y
-y

|TL—OL

dy,

et son opérateur maximal fractionnaire associé M, f(z) = sup r (B)*" [5|f(y)| dy,
B:xeB

il existe une constante C telle que M, f(z) < Cl,f(z), pbur presque tout x dans
R™. L’inégalité contraire a celle ci-dessus étant fausse, Muckenhoupt et Wheeden
ont montré dans [12] que si w est une fonction poids vérifiant la condition A, et

0 <p< +o00, alors on a
/ |Iof(x)[P w(z)dx < C M, f(x)Pw(z)dx,
n Rn

C' étant une constante indépendante de f. Pérez et Wheeden ont ensuite généralisé
ce résultat dans le cas des espaces de type homogene, en affaiblissant les conditions
sur le poids (voir [15]).

Dans ce qui suit, nous généralisons ce résultat aux espaces (L%, LP)* (G).
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Lemme 3.3.8 Soit (¢,5,0,p, 3, ) un élément de [1 ; +o0]” x 10 ; 1] tel que :
1
1<s,g<f<—<Feth<p.
a

Il eziste une constante réelle K telle que pour tout élément (z, f) de G x Lo(G), nous

ayons
af—1

Lt ()] < K A1) (g g () =2 (F5) (3.20)

Preuve : Soient un élément positif f de Ly(G), et un élément = de G.

Si f = O ou si f nappartient pas & (L7, LP)’ (G) ou myzf(x) = oo, alors
I'inégalité est trivialement vérifiée.

Supposons que 0 < || f[|, ., < 00 et 0 < my5f(x) < +o0.

Soit 7 un réel strictement positif.

= Jo 1’P)10‘)d)\(y)

=fwy<r TN ax@) + fye, | LY ) dr).
==yl E 1y|ﬂ( ) ] 1op(1—a)

Posons :

_ f) ot Jo(z) — f(y)
Ji(z) /a:1y<r <|x y’p(l a)) dA(y) et Ja(x) /a:lyzr <|x1y’p(1a)> dA(y).

Nous avons I.f(x) = Ji(z) + Ja(x).
Evaluons séparément J; (z) et Jo(x).

Désignons par a un réel strictement supérieur a 1.

fy) oo F(y)
- f‘xilykr <|l,—1y’/’(10<)> dA(y) - gfa*k*1r§|z*1yl<a*kr <|x‘1y\p(1a)> d/\(y)

+00 _
< kz (a—k—1T)p( 1) fB B} ) fy)dA(y)
-0 e
= —k—1 \Ple=1) ¢
< 1; (a T‘) ( ) HfXB(I k)
=0
+oo p(ad) a p(a 1) a1l
<a DS (@) T o f0) < —— X (Bien)” T masf (@),
k=0 1—a (e 3)

I0)
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a_p(a_l)

Donc Ji(z) < AX (B(m))(%é mspf(z), avec A =

1—q*leg)

Sa(2) = Jiomryisr % d)‘(y):Jiofakrg\m—lyl<a’““r % dAy)
Yl =0 |2~y

|z~

400
(a=1)
<2 (™)™ i,y T WIAMY)
oo a—1 1-1
< Z (akr)ﬂ( )(ak+1T)P( q) ’fXBxakHT )
k=0 (@ Mg
Or -
HfXB(z,akHT) Hq < (474 + 372)‘;@ Hf||;;)k+lr .
D’ou,
p(p=q) 1\t a1 k a—1
Jo(x) < [(4744-372) vr gP(1 9)2}0 (ap( e)) ])\(B(em)) 0 ||f||q7p79
p(p—a) 1 -
(4'74 + 372) pq ap(1_§> a—1
g ) o
—a
Donc
Jo(x) < DA(Biew)™ £l s
(4*}/4 —+ 372> (2; ) ap(lié)
avec D=
1 —a\"70
(e=3)
Ainsi,

ol oL .
[af($) < AM (B(eﬂa)) E msﬁgf(fb) + DA (B(eﬂq)) o Hqu,pﬂ? Vr € R+. (3.22)

Puisque 0 < [|f|,, 4 < +00 et 0 <myzf(x) < +oo, prenons dans (3.22),

7'p’1
o [ 17110 ] |

ms5f ()

0
avec T = i Nous obtenons

=53

Q(M) [ B(1—ab)

Lof(z) < (A+ D) [[fllyps " Imssf ()] 7=

1—ab -1
D’ou le résultat, en remarquant que B(ﬁg) =1-40 (aﬁ > ]
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Remarque 3.3.9 Si 0 =400, g =0 et s =1, nous retrouvons le lemme démontré
par Pan Wenjie dans [13].

Lemme 3.3.10 Soient «, By, f1 des éléments de |0 ; 4o00] tels que :

1
I<—<a<—<1.

) B
Il existe une constante réelle K = K (01, Bo, a, p) telle que :

1
1

Lof(x) < K [mag, f(x)] P50 [myg, f(x)] 7%, (3.23)
pour tout élément positif f de Lo(G) et tout élément z de G.

Preuve : Soient un élément positif f de Lo(G) et un élément = de G.

Si m, g, f(x) = 400 ou m, g f(x) = 400 ou f = O, alors 'inégalité (3.23) est
trivialement vérifiée.

Nous supposons donc que 0 < m, 5, f(z) < +o0 et 0 < m, g, f(z) < +o0.

Soit 7 un réel strictement positif.

Nous avons I, f(z) = Ji(x) + Jo(x), avec Ji(x) et Jo(x) donnés par la relation
(3.21).

Soit a un réel strictement supérieur a 1.

Ba) <52 @) L i) £ a5 @) g o),

k=0

_ 1 —p(a—1)
Donc Ji(z) < CoX (Bey)” ™ myg, f(z), avec Cy = a—l.
1 —q (o 5)
Par ailleurs,

) <5 (@) [ i) < U S (@ ),
k=0 a T k=0
Donc
Jo(z) < CLA (B(e,r))<a_ﬁ7> m g, f (),
o#(1730)
avec O = —F—.
1— ap(a_ﬂ>

7
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Ainsi,
Lf@)<C (w(a—éo)mmof(w T r'J(“—ﬁﬁ)ml,mf(:c)) vreRL  (3:24)

Puisque 0 < m, g, f(x) < 400 et 0 < m, g, f(z) < +o0, prenons dans (3.24),

P — {mlﬁlf(x)} )
mu g, f(2) '

Nous obtenons :

Tof(2) < Ol f(@)] 5% g f)] 5%

ou C est une constante indépendante de f. m

Proposition 3.3.11 Soient ¢, «,p, T, q1 et p1 des éléments de |0 ; +o0] tels que :

1
l<g<a<p;qg<qa<—-—<ppB<p;
T

Alors il existe une constante réelle C' telle que :

WL f g < C Nl 5 1l V(0. f) € (L7, LP)(G) x (L7, L) (G).

q;p,ox —

Preuve : Posons

Nous avons d’une part :

1 1 1 1 1 1
—<let —<ljcar—— —<eet ——— <g,

b2 q2 p D q9 G

et d’autre part :
€ € € 1 1 1 1 1 1 1
—<—<—jcar-—— < ——T<———< - ——.
P2 Sz Qo P o« a B q q

Par conséquent, nous avons d’apres les propositions 2.4.6 et 3.2.9,

sl 2 2 < Cllmgafllia oo < CllFllypa (3.25)
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et d’apres le lemme 3.3.8,

L f(@)] < O Nl (masf (2))° (3.26)

Multiplions (3.26) par w(z), et prenons la norme (L%, LP)* des deux membres en
utilisant I'inégalité de Holder.

Nous obtenons :

1—
T g < €1 g0 Ol
< NI ol o g5 5 2 22
< Cllelyy o |l

Donc

1L fllgpa < Cl0llgy gy 6 1l

ot C est une constante indépendante de f et de w. m

Proposition 3.3.12 Soient q,s,0,p, 3,a,u et t des éléments de |0 ; +oo] tels que :

1 1 1
1<s<g<t<—<f; 0<p;l—a<-—=<x1;
a S
1§5’§u§t et 5:§ M .
U 08—0

Si v un élément positif de Lo(G) tel que v=' appartienne a (LS’,Lt)u(G), alors il

existe une constante réelle C' telle que :

Lo f ()] < Clo™!

v 17Vl (s fo(@)]7 (3.27)
pour tout élément f de Lo(G) et tout élément x de G.

Preuve : Soient f un élément positif de Ly(G) et x un élément de G.

Si || fvll,,s = 0 ou fv n’appartient pas a (L, L) (G) ou mg g fv(x) = +o0, alors
I'inégalité est trivialement vérifiée.

Supposons que 0 < || fol|, 4 < 00 et mggfv(z) < +o0.

Soit r un réel strictement positif.

Nous avons I, f(x) = Ji(x) + Ja(x), Ji(z) et Jo(z) étant définies par la relation
(3.21).
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Soit un réel a > 1. Nous avons d’apres la proposition 3.2.11,

Ra) £ 3 @) () 00 )dA)

J;)g k—1,.\Pla—1) 1
< a v -
_kZ:O( r) R Y e |
—pla—1) X —p(a—1-1) k a_l_1 .
< |aren s (a, 5 ) A (Biew)™ 7% mas (f0) (2)ma v (z)
=0

(D) S [ —pla=-1)\F al_1 .
< C [0S (a5 D) A (B0 mas fo@) [0 -

k=0

Donc

_l_1 .
Bou msﬁfv(x)Hv |

J1(.’L’) < CX (B(e,r))

st
ou C est une constante indépendante de f et de v.
Par ailleurs, d’apres la relation (2.11), nous avons

Ri) < 3 ()" fB(m, oy (F0) )0 W)dA)
2( PP (gh1y
f:: e e L VY
a0 ) S (l50) X (Bier) ™ el 0

ll
Sq

‘f XB(acak‘Hr)H .HU*1XB(%Q1¢+1T) o

k=0
Donc
J2<a]) S CA (B(e,r))a_i_i ||f7)||qp9 HU_1| st
ol C' est une constante indépendante de f et de v.
Ainsi,
a_l_1 a—Li1_1 _ %
Iaf(x) < C (/\ (B(e,r)) g ms,ﬂfv(x) + A (B(e,'r)) oo HfUHq,p,O> HU ! st Vr e R+'
(3.28)

Puisque 0 < [|fvl[, , 4 < +00 et 0 <mygfv(x) < +oc , prenons dans (3.28),

- [ 1ol ]

-~ [mspfu(a) ’
avec T = ﬂ
8—0

Nous obtenons
u+60—abu ut0—abu

I.f(z) < C 7YY i vaqug( 5=5) [msgfv(x)]g(W) .
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Proposition 3.3.13 Soit (o, 3,0, q) un élément de 0 ; 1[ x [1 ; +oc]® tel que 1 <
1
<0< —<p.
Q@
Désignons par e,s,81,q1,p,w et u, les réels définis par :

af—1 1 L_1 6
R L. s .
6_975 ) q1 = =P

1 1
0 B s1 s s
1 6 1 1 0Oe

@ @ w p p
Alors il existe une constante réelle K telle que

1
U

HIafHu7w,Sl S K Hm%ﬁf“‘h,pvs’

pour tout élément f de Lo(G).

Preuve : Nous pouvons considérer seulement les éléments positifs de Lo(G), vu
qu’en remplacant f par sa valeur absolue nous ne faisons qu’augmenter le terme de
gauche.

Soit f un élément positif de Lo(G).

Pour tout élément = de GG, nous avons, d’apres le lemme 3.3.8,

[ af @) < CNf g5y lmasf ()]

Considérons un réel r > 0.

Pour tout élément E de 7., nous avons :

&=

(fEuafu)m(w)ﬁ IS0 [Jo (o f (@) ar(@)]
CllF oo 1 masf) Xl e »

c’est-a-dire
1-9
o fxslly < C A0 I (mgsf) Xl

Ainsi,
(£ Marell?)” <Al | S Nomga) XEHS‘%)”}
€y
(1 3]
<CUl, | S Mo el |
Een,
soit

1-6e
a m]

T < CUFI 0 [Img

81



3.4. CONCLUSION 82

L1 e Oe i Tr 10
NBen) T Ml < I A (Ben) ™ [ImgsfI,)
0 11 o 1Y
< CUI o [N (Biew) ™ I I, ]

Par conséquent,

6
Vel < C U oo [1mas 1]

Or d’apres la proposition 3.2.12,

1£llgp0 < Cllmasfllg, ps-

D’ou,

||'[0tfHu,w,sl S K qu’ﬂf||q171775 u

3.4 CONCLUSION

Dans ce travail, nous n’avons ni étudié la transformation de Fourier, ni examiné en
profondeur la convolution dans (L7, LP) (G). Nous espérons par la suite travailler sur
ces problemes, ainsi qu’a 'application de cet espace dans la résolution des problémes
physiques utilisant les équations aux dérivées partielles de type elliptique.

Dans le chapitre 2, nous avons montré que I'espace (L%, LP)® (G) contient un sous-
ensemble fermé dans lequel la translation est continue. L’on pourrait alors penser au
probléme de représentation de groupe dans les espaces (L7, L) (G).

Nous pensons aussi, que l'on peut définir V'espace (L%, LP)* (X, d, ), pour des
espaces de type homogene (X, d, i) plus généraux que les groupes de type homogene,
et que la plupart des résultats établis ici peuvent s’étendre, & quelques modifications
pres, a cet espace.

Ce sont la quelques unes des directions dans lesquelles nous comptons orienter nos

recherches.
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