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par la grande famille TAWAGUE, ma chère épouse et tous ceux qui de près ou de loin

me soutenaient en prière, mes efforts auraient été inutiles. Que toutes ces personnes
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0.1. INTRODUCTION 1

0.1 INTRODUCTION

Dans leur tentative de résoudre le problème posé par B. Muckenhoupt dans [11] ;

à savoir caractériser les fonctions poids u et v pour lesquelles l’inégalité

∫ +∞

−∞

∣∣∣f̂(x)
∣∣∣
p

u(x)dx ≤ C

∫ +∞

−∞
|f(x)|p v(x)dx

est vérifiée pour tout f Lebesgue mesurable, où f̂ désigne la transformée de Fourier

de f , p un nombre réel supérieur à 1, et C une constante ne dépendant pas de f,

Nestor E. Anguilera et Eléonore O. Harbouré ont montré dans [1], qu’une condition

nécessaire dans le cas où v = 1 et 1 < p < 2, était que pour tout réel r > 0,




+∞∑

k=−∞

(∫ r(k+1)

rk

u(x)dx

)b



1
b

≤ Crp−1, où b =
2

2− p. (0.1)

C’est pour mieux comprendre la condition (0.1) , que Fofana Ibrahim dans sa

Thèse d’Etat, a construit une famille d’espaces vectoriels qui contiennent les fonctions

u vérifiant cette condition. Ce travail ayant été fait dans le cas de Rn, nous nous

sommes demandés si ce n’était pas possible de définir de tels espaces dans le cas des

groupes localement compacts non abéliens et non compacts ; et dans le cas où cela

était possible, si les propriétés établies dans le cas Euclidien restaient encore vraies.

Les groupes localement compacts de type homogène nous ont semblé les plus

indiqués pour cette extension, parce que dans ces groupes nous avons une distance et

la mesure de Haar qui est l’analogue de la mesure de Lebesgue dans Rn.

Pour atteindre notre but, nous définissons dans le premier chapitre l’espace(
(Lq, Lp) (G) , B ‖‖q,p

)
, qui s’avère être identifiable à l’espace des amalgames

(
Lπ(q,p), ‖‖

π
q,p

)

défini par R. C. Busby et H. A. Smith dans [2]. Nous rappelons que dans le cas où G est

un groupe abélien, F. Holland a établi dans les espaces des amalgames, d’importants

résultats en rapport avec la transformée de Fourier.

Dans le chapitre 2, nous définissons les espaces des fonctions à moyenne fraction-

naire intégrable (Lq, Lp)α (G) , pour 1 ≤ q ≤ α ≤ p ≤ +∞. Nous montrons que pour

α ≤ p ≤ +∞, la famille (L1, Lp)
α

(G) forme une chaine d’espaces de Banach, dont le

plus petit est l’espace de Lebesgue Lα(G), et le plus grand, l’espace classique de Mor-

rey qui correspond ici à (L1, L+∞)
α

(G). Nous montrons ensuite que si 1 ≤ q < α < p,

alors l’espace Lα faible est un sous-espace vectoriel propre de (Lq, Lp)α (G) .

1



0.1. INTRODUCTION 2

L’opérateur maximal fractionnaire de Hardy-Littlewood et l’intégrale fractionnaire

ont été beaucoup étudiés dans les espaces de Lebesgue (voir [12], [13], [14], [15], [16])

et dans l’espace de Morrey classique (voir [7]), en rapport avec les problèmes liés

aux équations aux dérivées partielles, aux équations intégrales et à la mécanique

quantique.

Dans le chapitre 3, nous situant dans les espaces (Lq, Lp)α (G) , nous comparons

en norme ces deux opérateurs, et nous montrons qu’ils vérifient certaines propriétés

de continuité dont l’une est le prolongement du théorème 2-7 démontré par Wheeden

et Pérez dans [14].

2
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Chapitre 1

ETUDE DES ESPACES (Lq, Lp) (G)

1.1 INTRODUCTION

Soient p et q, deux éléments de [1 ; +∞] . L’amalgame de Lq et `p sur R, est

l’espace (Lq, `p) constitué des fonctions localement dans Lq et ayant un comportement

`p à l’infini, dans ce sens que les normes Lq sur les intervalles [k ; k + 1] avec k élément

de Z, forment une `p−suite.

L’idée de considérer l’amalgame (Lq, `p) par opposition à l’espace de Lebesgue

Lq = (Lq, Lq) est naturel, dans ce sens qu’il permet de séparer le comportement

global de f de son comportement local. Cette idée vient de Norbert Wiener qui, en

1926, a considéré (L1, `2) et (L2, `+∞) dans [18]. Mais la première étude systématique

de ces espaces a été faite en 1975 par F. Holland dans [10]. James Steward définit

en 1979 l’espace des amalgames pour les groupes topologiques localement compacts

abéliens dans [17], et R. C. Busby et H. A. Smith en 1981, définissent l’espace des

amalgames pour les groupes topologiques localement compacts, non compacts et non

commutatifs dans [2].

Nous définissons ici un espace vectoriel qui s’avère être identifiable à l’espace

défini par R. C. Busby et H. A. Smith. Toutefois, contrairement à ces derniers qui ont

utilisé des partitions uniformes, nous utilisons la convolution de f par la fonction ca-

ractéristique d’un voisinage ouvert, symétrique et relativement compact de l’élément

neutre e du groupe, pour définir la norme de notre espace.

Dans le deuxième paragraphe de ce chapitre, nous définissons et étudions l’espace

(Lq, Lp) (G), où G est un groupe topologique localement compact non abélien, et dans

le troisième paragraphe nous montrons l’équivalence entre cet espace et l’espace défini



1.2. ESPACE
(
LQ, LP

)
(G) 4

par R. C. Busby et H. A. Smith.

Dans toute la suite :

B G désignera un groupe topologique localement compact non nécessairement

abélien, d’élément neutre e, et dont la loi est notée multiplicativement,

B λ désignera une mesure de Haar à gauche sur G (cette mesure est unique

à un facteur constant positif près),

B B désignera un voisinage ouvert, symétrique et relativement compact de e.

B C désignera dans ce chapitre et dans les autres, une constante dont la

valeur peut changer d’une expression à l’autre.

1.2 ESPACE (Lq, Lp) (G)

1.2.1 Notations et définitions

1) Pour tous sous ensembles A et B de G et tout élément x de G.

• χ
A

désigne la fonction caractéristique de A,

• AB = {xy / x ∈ A et y ∈ B} ,
• A−1 = {x−1 / x ∈ A} ,
• xA = {xy / y ∈ A} ,
• Ax = {yx / y ∈ A} ,
• A est symétrique si A−1 = A.

2) L0(G) désigne l’espace vectoriel complexe des classes d’équivalences mo-

dulo l’égalité λ-presque partout des fonctions complexes λ-mesurables sur G, K(G)

l’espace vectoriel des fonctions complexes continues sur G à support compact.

I La convolée f ∗ g de deux éléments f et g de L0(G) est définie par :

(f ∗ g) (x) =

∫

G

f(y)g(y−1x)dλ(y),

en tout point x où cela a un sens.

I Pour tout élément f de L0(G) :

• la fonction de distribution de f notée λf est définie de [0 ; +∞[

dans [0 ; +∞] par

λf (s) = λ ({x ∈ G / | f(x)| > s}) ,

4
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• la fonction de réarrangement décroissante f ∗ définie de [0 ; +∞[

dans [0 ; +∞] par

f ∗(s) = inf { t > 0 / λf (t) ≤ s} ,
• pour tout élément a de G,

? la translatée à droite de vecteur a de f est l’élément fa de

L0(G), défini par

fa(x) = f(xa),

et

? la translatée à gauche de vecteur a de f est l’élément af de

L0(G), défini par

af(x) = f(a−1x).

• f̌ est l’élément de L0(G) défini par

f̌(x) = f(x−1).

I Soit un élément t de G. La mesure λt définie par
∫

G

f(x)dλt(x) =

∫

G

f(xt−1)dλ(x), ∀f ∈ K(G)

est une mesure de Haar invariante à gauche. Donc il existe un réel ∆G (t) tel que

λt = ∆G (t)λ. L’application t→ ∆G (t) de G dans R est appelée fonction module de

G.

B Pour tout p élément de [1 ; +∞], Lp(G) désigne l’espace de Lebesgue

habituel sur G relativement à la mesure λ, muni de sa norme usuelle notée ‖‖p.

3) Soit (q, p) un couple d’éléments de [1 ; +∞] .

I Pour tout élément f de L0(G), nous posons :

B ‖f‖q,p =





[∫
G

(∥∥fχ
yB

∥∥
q

)p
dλ(y)

] 1
p

si p < +∞
sup ess
y∈G

∥∥fχ
yB

∥∥
q

si p = +∞
,

et

‖f‖∗q,p =





(
p

q

∫ +∞
0

(
t

1
q f ∗(t)

)p dt
t

) 1
p

si 1 ≤ q, p < +∞

sup
t>0

t
1
q f ∗(t) si 1 ≤ q < p = +∞

sup
t>0

f ∗(t) si q = p = +∞

.

5
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I Lq,p(G) =
{
f ∈ L0(G) / ‖f‖∗q,p < +∞

}
(Espaces de Lorentz).

I (Lq, Lp) (G) =
{
f ∈ L0(G) / B ‖f‖q,p < +∞

}
.

1.2.2 Quelques sous-ensembles de (Lq, Lp) (G)

Nous rappelons ici sans démonstration deux résultats classiques qui nous seront

d’une grande utilité pour la suite.

Thorme 1.2.1 (inégalité de Young) [5] Soient p, q et r des éléments de l’en-

semble [1 ; +∞] tels que
1

p
+

1

q
=

1

r
+ 1.

Si f appartient à Lp(G) et g un élément de Lq(G) qui vérifie ‖g‖q = ‖ǧ‖q , alors f ∗ g
appartient à Lr(G), et nous avons ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

Thorme 1.2.2 [8] Soient p, q et r des réels tels que

1

p
+

1

q
=

1

r
+ 1, p > 1, q > 1, et r < +∞.

Il existe une constante C = C(p, q) telle que pour tout élément f de Lq,+∞(G) et pour

tout élément g de Lp(G), nous ayons

‖f ∗ g‖r ≤ C ‖f‖∗q,+∞ ‖g‖p .

A l’aide de ces deux résultats, nous allons montrer que les espaces (Lq, Lp) (G),

contiennent les espaces de Lebesgue et de Lebesgue faibles.

Proposition 1.2.3 Soient p, q et r des éléments de [1 ; +∞] tels que 1 ≤ q ≤ r ≤ p ≤ +∞.
Il existe une constante réelle C = C(B), telle que :

B ‖f‖q,p ≤ C ‖f‖r , (1.1)

pour tout élément f de L0(G).

En particulier si q = p alors

B ‖f‖p,p = λ (B)
1
p ‖f‖p ,

et nous avons Lp(G) = (Lp, Lp) (G).

6
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Preuve : Soit un élément f de L0(G).

Si f n’appartient pas à Lr(G), alors l’inégalité (1.1) est trivialement vérifiée.

Nous supposons donc que f est un élément de Lr(G).

1ercas : Supposons que 1 ≤ q ≤ r ≤ p < +∞. Nous avons

B ‖f‖q,p =
[∫

G

(∫
G
|f(x)|q χ

yB
(x)dλ(x)

) p
q dλ(y)

] 1
p

=
[∫

G

(∫
G
|f(x)|q χ

B
(x−1y)dλ(x)

) p
q dλ(y)

] 1
p

=
[∫

G
(|f |q ∗ χ

B
)
p
q (y)dλ(y)

] 1
p

= ‖|f |q ∗ χ
B
‖

1
q
p
q
.

Puisque (|f |q)
r
q = |f |r , |f |q est un élément de L

r
q (G). Or, χ

B
est un élément de

L
pr

qr−qp+pr (G), et

1
r
q

+
1
pr

qr−pq+pr
=

1
p
q

+ 1, avec
pr

qr − pq + pr
≥ 1 et

p

q
≥ 1.

Donc,

B ‖f‖qq,p = ‖|f |q ∗ χ
B
‖ p
q
≤ ‖|f |q‖ r

q
‖χ

B
‖ pr
qr−qp+pr

= ‖f‖qr λ (B)
qr−pq+pr

pr < +∞,

d’après le théorème 1.2.1.

Dans le cas particulier où q = r = p, nous avons :

B ‖f‖p,p =
[∫
G

(∫
G
|f(x)|p χ

yB
(x)dλ(x)

)
dλ(y)

] 1
p

=
[∫
G

(∫
G
χ
B

(x−1y)dλ(y)
)
|f(x)|p dλ(x)

] 1
p = λ (B)

1
p ‖f‖p .

C’est-à-dire que

B ‖f‖p,p = λ (B)
1
p ‖f‖p .

2èmecas : Supposons que p = +∞ et q < +∞.
D’après ce qui précède, |f |q est un élément de L

r
q (G) et χ

B
un élément de L( rq )

′
(G),

(
r

q

)′

étant le conjugué de
r

q
.

Donc,

B ‖f‖q,+∞ =
∥∥∥(|f |q ∗ χ

B
)

1
q

∥∥∥
+∞

= ‖|f |q ∗ χ
B
‖

1
q

+∞ ≤ λ (B)
1
q
− 1
r ‖f‖r ,

7
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d’après le théorème 1.2.1.

Si q < +∞ et r = p = +∞, on a B ‖f‖q,+∞ ≤ λ (B)
1
q ‖f‖+∞ .

3èmecas : Supposons que q = r = p = +∞. Nous avons

|f(x)|χ
yB

(x) ≤ |f(x)| ,

pour λ−presque tous x et y dans G, et donc

B ‖f‖+∞,+∞ =
∥∥∥
∥∥fχ

yB

∥∥
+∞

∥∥∥
+∞
≤ ‖f‖+∞ .

Si ‖f‖+∞ = 0, alors B ‖f‖+∞,+∞ = ‖f‖+∞ .

Nous supposons donc que ‖f‖+∞ > 0.

Soit r un réel tel que 0 < r < ‖f‖+∞ . Nous avons

r < ‖f‖+∞ = inf {a > 0 / λ ({x ∈ G / |f(x)| > a}) = 0} .

Ce qui implique que λ ({x ∈ G / |f(x)| > r}) > 0.

Posons :

Er = {x ∈ G / |f(x)| > r} .
Puisque λ (Er) > 0, il existe un compact K contenu dans Er tel que λ (K) > 0.

SoitB′ un voisinage ouvert, symétrique et relativement compact de e, tel queB′2 = B′B′

soit contenu dans B.

∃ {y1; y2; . . . ; yn} ⊂ K tel que K =
n∪
i=1

(K ∩ yiB′) ;

mais puisque λ (K) > 0, il existe un élément ` de {1; 2; . . . ;n} tel que λ (K ∩ y`B′) > 0.

Soit y un élément quelconque de y`B
′. Nous avons y`B

′ ⊂ y`B
′2 ⊂ yB.

Ainsi,

K ∩ y`B′ ⊂ K ∩ yB ⊂ K ⊂ Er.

Par conséquent,

|f(x)|χ
yB

(x) > r, ∀ (x, y) ∈ (K ∩ y`B′)2
.

Cette dernière relation nous permet de dire que

K ∩ y`B′ ⊂
{
x ∈ G / |f(x)|χ

yB
(x) ≥ r

}
,∀y ∈ K ∩ y`B′.

On en déduit que

K ∩ y`B′ ⊂
{
y ∈ G /

∥∥fχ
yB

∥∥
+∞ ≥ r

}
, puisque λ (K ∩ y`B′) > 0.

8
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D’où

r ≤
∥∥∥
∥∥fχ

yB

∥∥
+∞

∥∥∥
+∞

= B ‖f‖+∞,+∞ ;

et par suite

B ‖f‖+∞,+∞ = ‖f‖+∞ .

De cette proposition, nous déduisons que Lr(G) ⊂ (Lq, Lp) (G) , si 1 ≤ q ≤ r ≤
p ≤ +∞, avec Lp(G) = (Lp, Lp) (G) .

Proposition 1.2.4 Soient q, r et p des éléments de [1 ; +∞] .

Si 1 ≤ q < r < p < +∞ alors il existe une constante réelle C = C (B, q, p, r) telle

que :

B ‖f‖q,p ≤ C ‖f‖∗r,+∞ , ∀f ∈ L0(G).

Preuve : Soit f un élément de L0(G).

Si f n’est pas élément de Lr,+∞(G), alors l’inégalité est triviale.

Nous supposons donc que f est un élément de Lr,+∞(G).

f ∈ Lr,+∞(G) =⇒ |f |q ∈ L r
q
,+∞(G).

Par ailleurs,
pr

qr − qp+ pr
> 1 et

qr − pq + pr

pr
+
q

r
=
q

p
+ 1.

Comme χ
B

est un élément de L
pr

qr−qp+pr (G), il existe, d’après le théorème 1.2.2, une

constante réelle C telle que :

B ‖f‖qq,p = ‖|f |q ∗ χ
B
‖ p
q
≤ Cλ (B)

qr−qp+pr
pr

(
‖f‖∗r,+∞

)q
.

D’où l’inégalité.

Il découle de cette autre propriété que Lr,+∞(G) est un sous-ensemble de (Lq, Lp) (G),

si 1 ≤ q < r < p < +∞.

1.2.3 L’espace de Banach (Lq, Lp) (G)

Nous allons démontrer dans la proposition qui suit, que les applications f 7−→ B ‖f‖q,p,
sont des normes équivalentes pour différents choix de B. Cette proposition justifie le

fait que dans la notation (Lq, Lp) (G) nous ne faisons pas référence au voisinage B.

9
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Proposition 1.2.5 Soient B1 et B2 deux voisinages ouverts relativement compacts

et symétriques de e, p et q deux éléments de [1 ; +∞]. Il existe une constante C =

C(B1, B2) telle que :

B2 ‖f‖q,p ≤ C B1 ‖f‖q,p , ∀f ∈ L0(G).

Preuve : Soit un élément f de L0(G).

1er cas : Supposons que q < +∞.
Il existe un sous-ensemble fini {y1; y2; . . . ; yn} de B2 tel que :

B2 ⊂
n∪
i=1
B1yi.

Ainsi, pour λ−presque tout élément y de G, nous avons :

(∫

G

|f(x)|q χ
B2

(x−1y)dλ(x)

) 1
q

≤
n∑

i=1

(∫

G

|f(x)|q χ
B1

(x−1yy−1
i )dλ(x)

) 1
q

.

Ce qui peut encore s’écrire

(
|f |q ∗ χ

B2

) 1
q (y) ≤

n∑

i=1

(
|f |q ∗ χ

B1

) 1
q (yy−1

i ). (1.2)

Donc si p < +∞, alors

[∫
G

(
|f |q ∗ χ

B2

) p
q (y)dλ(y)

] 1
p ≤

n∑
i=1

[∫
G

(
|f |q ∗ χ

B1

) p
q (yy−1

i )dλ(y)
] 1
p

≤
n∑
i=1

(∆G(yi))
1
p

[∫
G

(
|f |q ∗ χ

B1

) p
q (y)dλ(y)

] 1
p

≤
(

n∑
i=1

∆
1
p

G(yi)

)
B1 ‖f‖q,p .

Par suite,

B2 ‖f‖q,p ≤ C B1 ‖f‖q,p , avec C =
n∑

i=1

4
1
p

G (yi).

Si p = +∞ alors,

∥∥∥
(
|f |q ∗ χ

B2

) 1
q

∥∥∥
+∞
≤ n

∥∥∥
(
|f |q ∗ χ

B1

) 1
q

∥∥∥
+∞

;

c’est-à-dire

B2 ‖f‖q,+∞ ≤ C B1 ‖f‖q,+∞ , avec C = n.

10
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2ème cas : Supposons que q = +∞.
Il existe un sous-ensemble fini {y1; y2; . . . ; yn} dans B2, tel que

B2 ⊂
n∪
i=1
yiB1.

Ainsi, pour λ−presque tous x et y dans G,

(
|f |χ

yB2

)
(x) ≤

n∑

i=1

(
|f |χ

yyiB1

)
(x).

Donc, pour λ−presque tout y dans G,

∥∥fχ
yB2

∥∥
+∞ ≤

n∑

i=1

∥∥∥fχyyiB1

∥∥∥
+∞

.

Par conséquent, si p < +∞ alors

(∫
G

∥∥fχ
yB2

∥∥p
+∞ dλ(y)

) 1
p ≤

n∑
i=1

(∫
G

∥∥∥fχyyiB1

∥∥∥
p

+∞
dλ(y)

) 1
p

≤
n∑
i=1

∆G

(
y−1
i

) 1
p

(∫
G

∥∥fχ
yB1

∥∥p
+∞ dλ(y)

) 1
p

;

c’est-à-dire

B2 ‖f‖+∞,p ≤ C B1 ‖f‖+∞,p , avec C =
n∑

i=1

4
1
p

G (y−1
i ).

Si p = +∞, alors B2 ‖f‖+∞,+∞ = ‖f‖+∞ = B1 ‖f‖+∞,+∞ d’après la proposition

1.2.3.

Proposition 1.2.6 (Inégalité de Hölder) Soient (p1, q1) et (p2, q2) deux éléments

de [1 ; +∞]2 tels que

p−1
1 + p−1

2 = p−1 ≤ 1 et q−1
1 + q−1

2 = q−1 ≤ 1.

Si f est un élément de (Lq1 , Lp1) (G) et g un élément de (Lq2 , Lp2) (G), alors fg est

un élément de (Lq, Lp) (G) et nous avons

B ‖fg‖q,p ≤ B ‖f‖q1,p1 B
‖g‖q2,p2

.

11
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Preuve : Soient f un élément de (Lq1 , Lp1) (G) et g un élément de (Lq2 , Lp2) (G).

Il existe un sous-ensemble λ− mesurable N de G tel que :





λ (N) = 0(
|f |χ

yB
,
∥∥fχ

yB

∥∥
q1

)
∈ Lq1(G)× Lp1(G), ∀y ∈ G\N(

|g|χ
yB
,
∥∥gχ

yB

∥∥
q2

)
∈ Lq2(G)× Lp2(G),∀y ∈ G\N

.

Ainsi, d’après l’inégalité de Hölder dans les espaces de Lebesgue, nous avons

B ‖fg‖q,p =
∥∥∥
∥∥fgχ

yB

∥∥
q

∥∥∥
p

=
∥∥∥
∥∥(fχ

yB

) (
gχ

yB

)∥∥
q

∥∥∥
p

≤
∥∥∥
∥∥fχ

yB

∥∥
q1

∥∥∥
p1

∥∥∥
∥∥gχ

yB

∥∥
q2

∥∥∥
p2

≤ B ‖f‖q1,p1B
‖g‖q2,p2

< +∞.

D’où, fg est un élément de (Lq, Lp) (G).

Dans les deux propositions qui suivent, nous supposons que le groupe G est σ-

compact ; c’est-à-dire peut s’écrire comme une réunion dénombrable de compacts.

Proposition 1.2.7 Pour tous réels p et q tels que 1 ≤ p, q ≤ +∞, l’application

f 7−→ B ‖f‖q,p est une norme sur (Lq, Lp) (G).

Preuve : Soit f un élément de (Lq, Lp) (G) vérifiant B ‖f‖q,p = 0.

Puisque

0 = B ‖f‖q,p =
∥∥∥
∥∥fχ

yB

∥∥
q

∥∥∥
p
,

il existe un sous-ensemble λ- mesurable N de G, vérifiant :

{
λ(N) = 0∥∥fχ

yB

∥∥
q

= 0, ∀y ∈ G\N ,

où G\N désigne le complémentaire de N dans G.

Remarquons que

G = ∪
y∈G\N

yB. (1.3)

En effet, si x est un élément de G, alors xB * N. Par conséquent, xB ∩ (G\N) 6= ∅.
Soit y un élément de cette intersection, x ∈ yB.

12
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Pour chaque y choisi dans G\N , il existe un sous-ensemble λ-mesurable My de G

vérifiant {
λ(My) = 0

f(x)χ
yB

(x) = 0, ∀x ∈ G\My

; (1.4)

c’est-à-dire que pour tout y élément de G\N , fχ
yB

= O, où O désigne la classe des

fonctions nulles λ- presque partout sur G.

Considérons un sous-ensemble compact quelconque K de G.

Il existe d’après (1.3) , un sous-ensemble fini {y1; y2; . . . ; yn} de G\N tel que

K ⊂ n∪
i=1
yiB.

Posons M =
n∪
i=1
Myi .

Remarquons que λ(M) = 0, et que

∀x ∈ (K\M) , ∃i ∈ {1; 2; . . . ;n} tel que x ∈ (yiB) ∩ (G\Myi).

Ceci permet d’après (1.4) , de dire que

f(x) = 0, ∀x ∈ (K\M) .

Ainsi, fχ
K

= O.

Puisque G est σ-compact, f = O.

L’homogénéité positive et l’inégalité triangulaire découlent immédiatement de la

définition de B ‖‖q,p .

Proposition 1.2.8 Soient p et q deux éléments de [1 ; +∞]. Alors,(
(Lq, Lp) (G), B ‖f‖q,p

)
est un espace de Banach complexe.

Preuve : Soit (fn)n∈N∗ une suite d’éléments de (Lq, Lp) (G) telle que

∑

n≥1

B ‖fn‖q,p < +∞.

Puisque ∑

n≥1

B ‖fn‖q,p =
∑

n≥1

∥∥∥
∥∥fnχyB

∥∥
q

∥∥∥
p
< +∞,

il existe un sous-ensemble λ-mesurable N de G tel que :




λ(N) = 0∑
n≥1

∥∥fnχyB
∥∥
q
< +∞, ∀y ∈ G\N .

13
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Ainsi, pour tout élément y de G\N ,
∑
n≥1

fnχyB converge dans Lq(G) vers un élément

ϕy qui est nul en dehors de yB.

Soit un élément y de G\N , désignons par My un sous-ensemble λ-mesurable de G tel

que : 



λ(My) = 0∑
n≥1

fn(x)χ
yB

(x) = ϕy(x), ∀x ∈ G\My
.

Remarquons que si y1 et y2 sont deux éléments de G\N tels que (y1B) ∩ (y2B) 6= ∅,
alors ∑

n≥1

fn(x)χ
y1B

(x) =
∑

n≥1

fn(x)χ
y2B

(x),

pour λ−presque tout x dans (y1B) ∩ (y2B) .

Posons f(x) =
∑
n≥1

fn(x).

Considérons un sous ensemble compact K de G.

Il existe d’après (1.3) un sous-ensemble fini {y1; y2; . . . ; yn} de G\N tel que :

K ⊂ n∪
i=1
yiB.

Posons MK =
n∪
i=1
Myi .

Nous avons :
{
λ(MK) = 0

∀x ∈ K\MK ,∃i ∈ {1; 2; . . . ;n} tel que x ∈ (yiB) ∩ (G\Myi)
.

Ainsi, pour tout x élément de K\MK , f(x) est bien définie.

Donc f est définie λ−presque partout, puisque G est σ−compact.

Nous avons par ailleurs,

B ‖f‖q,p ≤
∑

n≥1

B ‖fn‖q,p < +∞

et ∥∥∥∥∥fχyB −
n∑

k=1

fkχyB

∥∥∥∥∥
q

≤
∑

k>n

∥∥fkχyB
∥∥
q
,

pour λ−presque tout y dans G et pour tout entier naturel non nul n.

Donc

B

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=1

fk

∥∥∥∥∥
q,p

≤
∑

k>n

B ‖fk‖q,p .

14
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D’où ∑
n≥1

fn converge dans (Lq, Lp) (G) vers f.

1.3 UNE NORME EQUIVALENTE A LA NORME

B ‖‖q,p DANS (Lq, Lp) (G) : LA NORME ‖‖πq,p.

1.3.1 Partition uniforme de G et définition de la norme ‖‖πq,p.
Rappelons quelques résultats et définitions donnés par Robert C. Busby et Harvey

A. Smith dans [2].

Dfinition 1.3.1 Soient U et V deux voisinages ouverts et relativement compacts de

e tels que U ⊂ V.

On appelle U − V partition uniforme de G, toute partition π de G en boreliens telle

que :

∀E ∈ π,∃xE ∈ E tel que xEU ⊂ E ⊂ xEV.

Proposition 1.3.2 Si U est un voisinage ouvert, relativement compact et symétrique

de e, alors il existe une U − U2 partition uniforme de G.

Proposition 1.3.3 Soient π une U − V partition uniforme de G, K et L deux

boreliens relativement compacts de G. Il existe une constante réelle nπ(K,L) ≥ 1,

telle que pour tout élément a de G, l’ensemble {E ∈ π / aL ∩ xEK 6= ∅} ait au plus

nπ(K,L) éléments. Nous pouvons prendre

nπ(K,L) =
λ (LK−1U)

λ (U)
. (1.5)

Proposition 1.3.4 Soient π une U − V partition uniforme de G, et K un borélien

relativement compact de G. Toute translatée à gauche de K rencontre au plus nπ(V,K)

éléments de π.

15
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Dfinition 1.3.5 Soient π une partition uniforme de G et (q, p) un élément de [1 ; +∞]2.

Posons,

I ‖f‖πq,p =





[∑
E∈π

(
‖fχ

E
‖q
)p] 1

p

si 1 ≤ p < +∞

sup
E∈π
‖fχ

E
‖q si p = +∞

, pour tout élément f

de L0(G).

I Lπ(q,p) (G) =
{
f ∈ L0(G) / ‖f‖πq,p < +∞

}
.

Proposition 1.3.6 Soient π et π′ deux partitions uniformes de G, p et q deux

éléments de [1 ; +∞].

Il existe une constante réelle positive M = M(π, π′) telle que pour tout élément f de

L0(G), nous ayons :

‖f‖π′q,p ≤M ‖f‖πq,p .

Proposition 1.3.7 Soient π une partition uniforme de G et (q, p) un élément de

[1 ; +∞]2. Alors,
(
Lπ(q,p) (G) , ‖‖πq,p

)
est un espace de Banach complexe.

1.3.2 Equivalence entre les normes B ‖‖q,p et ‖‖πq,p .
Pour établir l’équivalence entre les normes B ‖‖q,p et ‖‖πq,p , nous avons besoin du

résultat de continuité suivant :

Proposition 1.3.8 Soient (p, q) un élément de [1 ; +∞]2 et B un voisinage ouvert

relativement compact et symétrique de e. Pour tout élément f de (Lq, Lp) (G),

a) (|f |q ∗ χ
B

) (x) est fini pour tout x élément de G.

b) |f |q ∗ χ
B

est continue sur G.

Preuve : Soient f un élément de (Lq, Lp) (G) et x un élément de G.

a) Nous avons
∥∥∥
∥∥fχ

yB

∥∥
q

∥∥∥
p
< +∞.

Par conséquent, il existe un sous-ensemble λ-mesurable N de G tel que :

{
λ(N) = 0∥∥fχ

yB

∥∥
q
< +∞, ∀y ∈ G\N .
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Par ailleurs, il existe un sous-ensemble fini {y1 ; y2 ; . . . ; yn} de G\N tel que :

xB ⊂ n∪
i=1
yiB,

car xB est un sous-ensemble relativement compact de G.

Par suite,

(|f |q ∗ χ
B

) (x) =
∫
G
|f(t)|q χ

B
(t−1x)dλ(t) =

∫
G
|f(t)|q χ

xB
(t)dλ(t)

≤
n∑
i=1

∫
G
|f(t)|q χ

yiB
(t)dλ(t).

Donc,

(|f |q ∗ χ
B

) (x) ≤
n∑

i=1

∥∥∥fχyiB
∥∥∥
q

q
< +∞.

b) Considérons une suite (xn)n≥0 d’éléments de G qui converge vers x.

Soit V0 un voisinage compact de e. Il existe un entier naturel N0 tel que

∀n ∈ N,
(
n > N0 =⇒ xnx

−1 ∈ V0

)
.

Posons K =

[
N0∪
n=0

(xnx
−1V0)

]
∪ V0.

K est un voisinage compact de e, et nous avons

xnx
−1 ∈ K, ∀n ∈ N.

Ainsi,

|(|f |q ∗ χ
B

) (xn)− (|f |q ∗ χ
B

) (x)| =
∣∣∫
G
|f(xnt)|q χB(t)dλ(t)−

∫
G
|f(xt)|q χ

B
(t)dλ(t)

∣∣

≤
∫
G
||f(xnt)|q − |f(xt)|q|χ

B
(t)dλ(t)

≤
∫
G

∣∣∣∣(fχ
KxB

)
(xnt)

∣∣q −
∣∣(fχ

KxB

)
(xt)

∣∣q∣∣ dλ(t)

≤
∫
G

∣∣∣∣(fχ
KxB

)
(xnx

−1t)
∣∣q −

∣∣(fχ
KxB

)
(t)
∣∣q∣∣ dλ(t),

puisque {
t ∈ B
xnx

−1 ∈ K =⇒
{
xnt ∈ KxB
xt ∈ xB ⊂ KxB

.

Par suite,

|(|f |q ∗ χ
B

) (xn)− (|f |q ∗ χ
B

) (x)| ≤
∥∥
xx−1
n

(
|f |q χ

KxB

)
−
(
|f |q χ

KxB

)∥∥
1
.
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KxB étant compact, l’application z 7−→ z

(
|f |q χ

KxB

)
de G dans L1(G) est uni-

formément continue à gauche dans G.

Par conséquent,

0 ≤ lim
n→+∞

|(|f |q ∗ χ
B

) (xn)− (|f |q ∗ χ
B

) (x)| ≤ lim
n→+∞

∥∥
xx−1
n

(
|f |q χ

KxB

)
−
(
|f |q χ

KxB

)∥∥
1

=

0.

Proposition 1.3.9 Soient p et q deux éléments de [1 ; +∞]. Il existe deux constantes

réelles C1 et C2 telles que pour tout élément f de L0(G),

C1 B ‖f‖q,p ≤ ‖f‖
π
q,p ≤ C2 B ‖f‖q,p .

Preuve : Soient B1 et B2 deux voisinages ouverts symétriques et relativement

compacts de e, tels que

B2
1 ⊂ B2 et B2

2 ⊂ B.

Désignons par π une B1 − B2
1 partition uniforme de G. Pour tout élément E de

π, nous avons x0
EB1 ⊂ E ⊂ x0

EB
2
1 pour un certain x0

E dans E, et E ⊂ xB pour tout

x dans E.

Posons pour tout élément E de π,

T (E) = {E ′ ∈ π / E ∩ E ′B 6= ∅} ,

et pour tout élément y de G,

Ty = {E ∈ π / E ∩ yB 6= ∅} .

D’après la proposition 1.3.4,

card T (E) ≤ nπ(B2
1 , B

2
1B), ∀E ∈ π,

et

card Ty ≤ nπ(B2
1 , B), ∀y ∈ G.

Soit un élément f de L0(G).

1er cas : Supposons que p < +∞ et q < +∞.
Si f n’est pas un élément de (Lq, Lp) (G), alors ‖f‖πq,p ≤ B ‖f‖q,p .
Supposons donc que f est un élément de (Lq, Lp) (G).

Pour tout élément E de π, il existe un élément zE de E qui vérifie :

(|f |q ∗ χ
B

)
p
q (zE) ≤ λ (E)−1

∫

E

[(|f |q ∗ χ
B

) (x)]
p
q dλ(x),

18
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d’après la proposition 1.3.8.

Ainsi, (
‖fχ

E
‖q
)p

=
(∫

E
|f(x)|q dλ(x)

) p
q

≤
(∫

zEB
|f(x)|q dλ(x)

) p
q

≤ [(|f |q ∗ χ
B

) (zE)]
p
q

≤ λ (E)−1 ∫
E

[(|f |q ∗ χ
B

) (x)]
p
q dλ(x)

≤ λ (B1)−1 ∫
E

[(|f |q ∗ χ
B

) (x)]
p
q dλ(x).

Prenant la somme sur π, nous obtenons :

∑
E∈π

(
‖fχ

E
‖q
)p
≤ λ (B1)−1 ∑

E∈π

∫
E

[(|f |q ∗ χ
B

) (x)]
p
q dλ(x)

= λ (B1)−1
∥∥∥(|f |q ∗ χ

B
)

1
q

∥∥∥
p

p
.

Donc

‖f‖πq,p ≤ λ(B1)−
1
p
B ‖f‖q,p .

Par ailleurs,

B ‖f‖pq,p =
∫
G

[(|f |q ∗ χ
B

) (x)]
p
q dλ(x)

=
∑
E∈π

∫
E

[(|f |q ∗ χ
B

) (x)]
p
q dλ(x)

=
∑
E∈π

∫
E

[ ∑
E1∈Tx

∫
G

∣∣fχ
E1

(y)
∣∣q χ

xB
(y)dλ(y)

] p
q

dλ(x)

≤ nπ(B2
1 , B)

p
q
∑
E∈π

∑
E1∈π

∫
E

(∫
G

∣∣fχ
E1

(y)
∣∣q χ

xB
(y)dλ(y)

) p
q dλ(x)

≤ nπ(B2
1 , B)

p
q
∑
E1∈π

∑
E∈T (E1)

∫
E

(∥∥fχ
E1

∥∥
q

)p
dλ(x)

≤ nπ(B2
1 , B)

p
q
∑
E1∈π

∑
E∈T (E1)

λ (E)
(∥∥fχ

E1

∥∥
q

)p

≤ nπ(B2
1 , B)

p
q
∑
E1∈π

∑
E∈T (E1)

λ (B2)
(∥∥fχ

E1

∥∥
q

)p
.

Donc,

B ‖f‖q,p ≤ λ (B2)
1
p nπ(B2

1 , B)
1
qnπ

(
B2

1 , B
2
1B
) 1
p ‖f‖πq,p .

D’où :

C1 B ‖f‖q,p ≤ ‖f‖
π
q,p ≤ C2 B ‖f‖q,p ,

avec C1 = λ (B2)−
1
p nπ(B2

1 , B)−
1
qnπ (B2

1 , B
2
1B)

− 1
p et C2 = λ (B1)−

1
p .
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2èmecas : Supposons que p = +∞ et q < +∞.
Soient y un élément de G et E ′ un élément de π contenant y.

[(|f |q ∗ χ
B

) (y)]
1
q =

[∫
G
|f(x)|q χ

B
(x−1y)dλ(x)

] 1
q

=

[
∑

E∈T (E′)

∫
G
|(fχ

E
) (x)|q χ

yB
(x)dλ(x)

] 1
q

≤
[
∑

E∈T (E′)

∫
G
|(fχ

E
) (x)|q dλ(x)

] 1
q

≤ ∑
E∈T (E′)

‖fχ
E
‖q ≤ nπ(B2

1 , B
2
1B) ‖f‖πq,+∞ .

Ainsi,

B ‖f‖q,+∞ =
∥∥∥(|f |q ∗ χ

B
)

1
q

∥∥∥
+∞
≤ nπ(B2

1 , B
2
1B) ‖f‖πq,+∞ .

Par ailleurs, pour tout élément E de π,

‖fχ
E
‖q ≤

[∫

x0
EB

|f(x)|q dλ(x)

] 1
q

=
[
(|f |q ∗ χ

B
) (x0

E)
] 1
q ≤

∥∥∥(|f |q ∗ χ
B

)
1
q

∥∥∥
+∞

.

De sorte que

‖f‖πq,+∞ ≤ B ‖f‖q,+∞ .

Donc

C1 B ‖f‖q,+∞ ≤ ‖f‖
π
q,+∞ ≤ C2 B ‖f‖q,+∞ ,

avec C1 = nπ(B2
1 , B

2
1B)−1 et C2 = 1

3èmecas : Supposons que q = +∞ et p < +∞.
Soient x et y deux éléments de G.

(
|f |χ

yB

)
(x) =

∑
E∈π
|(fχ

E
) (x)|χ

yB
(x) =

∑
E∈Ty
|(fχ

E
) (x)|χ

yB
(x)

≤ ∑
E∈Ty
|(fχ

E
) (x)|χ

EB
(y) ≤ ∑

E∈Ty
‖fχ

E
‖+∞ χx0

E
B2

1B
(y).

Ainsi, pour tout y élément de G,

∥∥fχ
yB

∥∥
+∞ ≤

∑

E∈Ty
‖fχ

E
‖+∞ χx0

E
B2

1B
(y).

Donc

B ‖f‖+∞,p ≤ nπ
(
B2

1 , B
) p−1

p λ
(
B2

1B
) 1
p ‖f‖π+∞,p .
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Par ailleurs, pour tout élément E de π et pour tout y de E, nous avons

‖fχ
E
‖+∞ ≤

∥∥fχ
yB

∥∥
+∞ , car E ⊂ yB.

Ce qui permet d’écrire

(
‖fχ

E
‖+∞

)p ≤ λ (E)−1

∫

E

(∥∥fχ
yB

∥∥
+∞

)p
dλ(y) ≤ λ (B1)−1

∫

E

(∥∥fχ
yB

∥∥
+∞

)p
dλ(y).

Donc,

‖f‖π+∞,p =

[∑

E∈π

(
‖fχ

E
‖+∞

)p
] 1
p

≤ λ (B1)−
1
p

B ‖f‖+∞,p .

D’où :

C1 B ‖f‖+∞,q ≤ ‖f‖
π
+∞,q ≤ C2 B ‖f‖+∞,q ,

avec C1 = nπ (B2
1 , B)

1−p
p λ (B2

1B)
− 1
p et C2 = λ (B1)−

1
p .

Lorsque p = q, on a ‖f‖πp,p = ‖f‖p , et B ‖f‖p,p = λ (B)
1
p ‖f‖p .

Pour terminer ce chapitre, nous reformulons à l’aide de l’équivalence ci-dessus,

certains résultats établis par Busby et Smith dans [2].

Proposition 1.3.10 Si t, s, p et q sont des éléments de [1 , +∞] tels que q ≤ s ≤
t ≤ p, alors (

Ls, Lt
)

(G) ⊂ (Lq, Lp) (G).

En particulier, si p ≤ q alors

(Lq, Lp) (G) ⊂ Lp(G) ∩ Lq(G).

Proposition 1.3.11 Si p < +∞ et q < +∞, alors K(G) est dense dans (Lq, Lp) (G).

Proposition 1.3.12 Si p < +∞ et q < +∞, alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

(i) f appartient à (Lq, Lp) (G) ;

(ii) pour une fonction g positive non identiquement nulle de K(G), (|f |q ∗ g) (x)

est finie pour tout x dans G, et (|f |q ∗ g)
1
q est dans Lp(G).
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1.4 CONCLUSION

Les espaces des amalgames (Lq, Lp) (G), comme nous le constatons, contiennent

les espaces Lp faibles. Nous avons muni cet espace de deux normes équivalentes, et

l’on pourrait se demander le bien fondé de cette nouvelle définition des espaces des

amalgames. Cela apparâıt de façon claire dans le deuxième et le troisième chapitres, où

nous étudions respectivement des sous-espaces particuliers de ces espaces (Espaces des

fonctions à moyenne fractionnaire intégrable), et deux opérateurs dont l’importance

en analyse harmonique n’est plus à démontrer (l’opérateur maximal fractionnaire de

Hardy-Littlewood et l’intégrale fractionnaire).
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Chapitre 2

ETUDE DES ESPACES

(Lq, Lp)α (G)

2.1 INTRODUCTION

Soient un nombre entier n ≥ 1, Rn muni de sa mesure de Lebesgue et α, p et q

des éléments de [1 ; +∞] tels que 1 ≤ q ≤ α ≤ p ≤ +∞.
Pour tout nombre réel r > 0, et tout élément f de L0(G), nous posons :

B Irk =
n

Π
i=1

[kir ; (ki + 1) r[ , ∀k = (k1, k2, . . . , kn) ∈ Zn,

B Jrx =
n

Π
i=1

]
xi −

r

2
; xi +

r

2

[
, ∀x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn,

B r ‖f‖q,p =





[ ∑
k∈Zn

(∥∥∥fχ
Ir
k

∥∥∥
q

)p] 1
p

si p < +∞

sup
x∈Rn

∥∥∥fχ
Jrx

∥∥∥
q

si p = +∞
.

Remarquons que pour tout nombre réel r > 0, πr = {Irk / k ∈ Zn} est une J
r
2
0 −J2r

0

partition uniforme de Rn. Donc, en prenant G = Rn dans la définition 1.3.5, nous

constatons que l’espace des amalgames Lπ(q,p) (Rn) introduit par Busby et Smith dans

[2], est identique à l’espace des amalgames (Lq, `p) (Rn) =
{
f ∈ L0(Rn) / 1 ‖f‖q,p < +∞

}

défini par F. Holland dans [10].

En outre, grâce aux propositions 1.2.5, 1.3.6 et 1.3.9, nous voyons que sur (Lq, `p) (Rn) ,

il y a équivalence entre les normes :

(i) 1 ‖ ‖q,p
(ii) r ‖ ‖q,p (r > 0)
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(iii) f 7−→ r ‖|f |‖q,p =





(∫
Rn

∥∥∥fχ
y+Jr0

∥∥∥
p

q
dy

) 1
p

si p < +∞

sup ess
y∈Rn

∥∥∥fχ
y+Jr0

∥∥∥
q

si p = +∞
.

Dans [6], Fofana définit l’espace (Lq, `p)α (Rn) par

(Lq, `p)α (Rn) =
{
f ∈ L0 (Rn) / ‖f‖q,p,α < +∞

}
,

avec

‖f‖q,p,α = sup
r>0

rn(
1
α
− 1
q )

r ‖f‖q,p , ∀f ∈ L0 (Rn) .

Notre but ici est de définir l’espace (Lq, Lp)α (G), où G est un groupe topologique

localement compact non abélien.

Pour y parvenir, nous avons besoin sur G d’une distance associée à la topologie

de G et pour laquelle il y a une relation entre le diamètre d’une boule et sa mesure

de Haar. Cette condition est remplie par les groupes de type homogène. C’est ainsi

que dans le reste de notre travail, G désignera un tel groupe.

Dans le deuxième paragraphe, nous rappelons quelques définitions et propriétés

liées aux espaces et groupes de type homogène. Dans le troisième paragraphe, nous

définissons l’espace (Lq, Lp)α (G) et en donnons quelques propriétés. Dans le para-

graphe 4, nous étudions les relations de cet espace avec certains espaces classiques.

Enfin dans le paragraphe 5, nous donnons quelques propriétés de la translation à

gauche dans (Lq, Lp)α (G).

2.2 ESPACE DE TYPE HOMOGENE

2.2.1 Généralités

Considérons un ensemble X.

Dfinition 2.2.1 a) Une quasi-distance sur X, est une application d de X ×X dans

R+, vérifiant les propriétés suivantes :

(i) d(x, y) = 0⇐⇒ x = y,

(ii) d(x, y) = d(y, x), ∀ (x, y) ∈ X ×X,
(iii) ∃κ ∈ [1 ; +∞[ tel que d(x, y) ≤ κ (d(x, z) + d(z, y)), ∀ (x, y, z) ∈ X3.

b) Soit d une quasi-distance sur X.

24



2.2. ESPACE DE TYPE HOMOGENE 25

I (X, d) est appelé un espace quasi-métrique.

I Pour tout élément (x, r) de X×R∗+, B(x,r) = {y ∈ X / d (x, y) < r} est la

boule de centre x et de rayon r dans (X, d) .

I La topologie définie sur X par la famille d’ouverts

O (X, d) =
{
O ⊂ X / ∀x ∈ O ∃rx ∈ R∗+ : B(x,rx) ⊂ O

}
, est la topologie associée à d

sur X.

Remarque 2.2.2 Dans la suite, on admettra que tout espace quasi-métrique (X, d) :

a) est muni de la topologie associée à d sur X,

b) vérifie les conditions suivantes :

(i) toute boule B(x,r) est un ouvert de (X, d) ,

(ii) pour tout élément (x, r, R) de X × R∗+ × R∗+,

r < R =⇒ B(x,R)\ B(x,r) 6= ∅.

Dfinition 2.2.3 Soit (X, d) un espace quasi-métrique.

a) Une mesure de Borel µ sur (X, d) positive et non triviale est dite doublante,

s’il existe une constante réelle C telle que

µ
(
B(x,2r)

)
≤ Cµ

(
B(x,r)

)
, ∀ (x, r) ∈ X × R∗+. (2.1)

b) Si µ est une mesure doublante sur (X, d) alors (X, d, µ) est appelé un espace de

type homogène.

Notation 2.2.4 Soit (X, d, µ) un espace de type homogène.

B Pour une boule quelconque B de X, r(B) désigne son rayon et xB son centre.

B Cµ = inf
{
C ∈ R∗+ / µ

(
B(x,2r)

)
≤ Cµ

(
B(x,r)

)
, ∀ (x, r) ∈ X × R∗+

}
.

B Dµ =
lnCµ
ln 2

, est l’ordre de doublement de µ.

Il est aisé de déduire de la relation (2.1) que, si B et B̃ sont deux boules de l’espace

de type homogène (X, d, µ), alors

B̃ ⊂ B =⇒ µ (B)

µ
(
B̃
) ≤ Aµ

(
r(B)

r(B̃)

)Dµ

, (2.2)

avec Aµ = Cµ (2κ)Dµ .
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Exemple 2.2.5 a) Soit n un entier naturel non nul, δ la distance euclidienne sur

Rn et m la mesure de Lebesgue sur Rn. (Rn, δ,m) est un espace de type homogène.

b) Soit X un groupe localement compact pour lequel il existe une base dénombrable

de voisinages ouverts {Uj , j ∈ Z} de l’élément neutre e, vérifiant les conditions sui-

vantes :

(i) Uj = U−1
j ∀j ∈ Z,

(ii) UjUj ⊂ Uj+1 ∀j ∈ Z,
(iii) 0 < µ (Uj+1) < Cµ (Uj) ∀j ∈ Z,

où µ est une mesure de Haar invariante à gauche et C une constante indépendante

de j,

(iv) ∪
j∈Z

Uj = X,

et la quasi-distance d définie par

d (x, y) = inf {µ (Uj) , x
−1y ∈ Uj} . (X, d, µ) est un espace de type homogène.

Il existe des espaces de type homogène (X, d, µ) dont l’espace sous-jacent X est

un groupe localement compact et tel que la mesure µ et la quasi-distance d soient

liées de façon plus précise. Nous allons nous étendre un peu plus sur ce cas dans le

sous-paragraphe suivant.

2.2.2 Groupe de type homogène [8]

G est un groupe de Lie de dimension finie connexe, simplement connexe et nil-

potent, d’algèbre de Lie G.
Nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.2.6 a) L’application exponentielle est un difféomorphisme de G dans

G.

b) Si G est identifié à G grâce à l’application exponentielle, alors la loi de G

(x, y) 7−→ xy, est une application polynomiale.

c) Si µ désigne la mesure de Lebesgue sur G, alors λ = µ ◦ exp−1 est une mesure

de Haar bi-invariante sur G.

Supposons qu’il existe un endomorphisme A de G, diagonalisable et de valeurs

propres toutes strictement positives.
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Posons :

γr = exp(A log r), ∀r ∈ R∗+.

Remarquons que
{
γr, r ∈ R∗+

}
, est une famille d’automorphismes de G.

exp : G −→ G étant un difféomorphisme, en posant

δr = exp ◦γr ◦ exp−1, ∀r ∈ R∗+,

nous obtenons une famille
{
δr, r ∈ R∗+

}
d’automorphismes de groupe de G appelée

une famille de dilatations.

On montre que :

Proposition 2.2.7 Il existe une application continue

| | : G −→ R+

x 7−→ |x|

ayant les propriétés suivantes :

(i) | | est de classe C∞ sur G\ {e} ,
(ii) |x−1| = |x| ∀x ∈ G,
(iii) |δrx| = |rx| = r |x| ∀ (x, r) ∈ G× R∗+,
(iv) |x| = 0 ⇐⇒ x = e.

En outre,

a) ∀ (x, r) ∈ G× R∗+, B(x,r) = {y ∈ G / |x−1y| ≤ r} est compact.

b) ∃C ∈ R∗+ tel que ∀ (x, y) ∈ G2, |xy| ≤ C (|x|+ |y|) .
c) Si ρ est la trace de A, alors pour tout sous-ensemble mesurable E de G et

tout réel r > 0, λ (δr (E)) = rρλ (E) .

L’application définie ci-dessus, est appelée norme homogène sur G.

Nous constatons que si d est la quasi-distance associée sur G à la norme | | ,

∀ (x, y) ∈ G2 d (x, y) =
∣∣x−1y

∣∣ ,

alors (G, d, λ) est un espace de type homogène.

Un groupe localement compact connexe et simplement connexe G, muni d’une

mesure de Haar bi-invariante λ, d’une application continue de G dans R+ notée | |
vérifiant les relations ii)− iv), a) et b) de la proposition 2.2.7 et tel qu’il existe deux
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constantes C0 et ρ telles que λ
(
B(x,r)

)
= C0r

ρ pour tout élément (x, r) de G × R∗+,
est appelé groupe de type homogène (G, | | , λ) .

Comme exemples de groupes de type homogène, nous avons :

a) (Rn,+) avec δr : (x1, x2, . . . , xn) 7−→ (rx1, rx2, . . . , rxn) comme dilatations, et

| | : (x1, x2, . . . , xn) 7−→
√

n∑
i=1

x2
i , comme norme homogène.

b) Le groupe de Heisenberg Hn = Cn × R avec

(z1, z2, . . . , zn, t) (z′1, z
′
2, . . . , z

′
n, t
′) =

(
z1 + z′1, z2 + z′2, . . . , zn + z′n, t+ t′ + 2=

n∑

j=1

zjz′j

)

comme loi de groupe , δr : (z1, z2, . . . , zn, t) 7−→ (rz1, rz2, . . . , rzn, r
2t) comme dilata-

tions, et

| | : (z1, z2, . . . , zn, t) 7−→



(

n∑

j=1

|zj|2
)2

+ t2




1
4

comme norme homogène.

Dans la suite, nous fixons un groupe de type homogène (G, | | , λ) tel que défini

ci-dessus, avec la mesure λ normalisée par la condition λ
(
B(e,1)

)
= 1, et nous posons

γ = inf {C > 0 / |xy| ≤ C (|x|+ |y|) ,∀ (x, y) ∈ G×G} .

L0(X, d, µ) désignera l’ensemble des classes d’équivalences modulo l’égalité µ-presque

partout des fonctions complexes µ-mesurables sur un espace de type homogène quel-

conque (X, d, µ), et ‖‖q,µ la norme habituelle dans l’espace de Lebesgue Lq (X, d, µ) ;

mais nous garderons les notations du chapitre 1 sur le groupe de type homogène

(G, | | , λ) .

2.3 DEFINITION ET PROPRIETES DE L’ESPACE

(Lq, Lp)α (G)

Dfinition 2.3.1 Soient 1 ≤ q ≤ α ≤ p ≤ +∞, et r > 0. Désignons par πr une

B(
e, r

4γ2

) −B2(
e, r

4γ2

) partition uniforme de G.

a) ‖f‖q,p,α = sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p , ∀f ∈ L0(G).

b) (Lq, Lp)α (G) =
{
f ∈ L0(G) / ‖f‖q,p,α < +∞

}
.
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Proposition 2.3.2 Soit (α, p, q) un élément de [1 ; +∞]3 .

a) (Lq, Lp)α (G) est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel complexe (Lq, Lp) (G).

b) L’application f 7−→ ‖f‖q,p,α définie une norme sur (Lq, Lp)α (G).

Preuve : Soit (α, p, q) un élément de [1 ; +∞]3 .

a) (Lq, Lp)α (G) 6= ∅ car elle contient O.

Par ailleurs, si f et g sont deux éléments de (Lq, Lp)α (G) et β un nombre complexe,

alors nous avons :

‖βf‖q,p,α = sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖βf‖πrq,p = |β| sup

r>0
λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p = |β| ‖f‖q,p,α

(2.3)

et

‖f + g‖q,p,α = sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f + g‖πrq,p

≤ sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q

(
‖f‖πrq,p + ‖g‖πrq,p

)

≤ sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p + sup

r>0
λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖g‖πrq,p ,

c’est-à-dire,

‖f + g‖q,p,α ≤ ‖f‖q,p,α + ‖g‖q,p,α . (2.4)

Donc, (Lq, Lp)α (G) est un sous-espace vectoriel de (Lq, Lp) (G).

b) Soit f un élément de (Lq, Lp)α (G) tel que ‖f‖q,p,α = 0.

D’après la définition de la norme ‖‖q,p,α , nous avons ‖f‖πrq,p = 0 pour tout réel r > 0.

Et puisque ‖‖πrq,p est une norme, f = O.

Les inégalités (2.3) et (2.4) permettent alors de conclure que l’application

f 7−→ ‖f‖q,p,α est une norme sur (Lq, Lp)α (G).

Proposition 2.3.3 Pour tout triplet (α, p, q) d’éléments de [1 ; +∞] avec q ≤ α ≤ p,(
(Lq, Lp)α (G), ‖‖q,p,α

)
est un espace de Banach.

Preuve : Soit (fn)n∈N, une suite de Cauchy dans (Lq, Lp)α (G).

Pour tous entiers naturels n et m, nous avons :

‖fn − fm‖π1

q,p ≤ ‖fn − fm‖q,p,α .

Par conséquent, (fn)n∈N est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach (Lq, Lp) (G) ;

et par suite y converge vers un élément f.
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De même
(
‖fn‖q,p,α

)
n∈N

étant de Cauchy dans R , y converge vers un réel M ≥ 0.

Pour tout réel r > 0 et tout entier m ≥ 0,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p = λ

(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖fm − fm + f‖πrq,p

≤ λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖fm‖πrq,p + λ

(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖fm − f‖πrq,p

≤ ‖fm‖q,p,α + λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖fm − f‖πrq,p .

Donc pour tout réel r > 0,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p ≤ lim

m→+∞

(
‖fm‖q,p,α + λ

(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖fm − f‖πrq,p

)
= M.

Ainsi,

sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p ≤M < +∞.

Par conséquent, f est un élément de (Lq, Lp)α (G).

Soit un réel ε > 0.

Il existe un entier naturel m0 tel que pour tous entiers naturels m′ > m0 et

m” > m0, nous ayons

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖fm′ − fm”‖πrq,p ≤ ‖fm′ − fm”‖q,p,α < ε, ∀r ∈ R∗+.

Donc, pour tout réel r > 0 et tout m′ > m0,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖fm′ − f‖πrq,p = lim

m”→+∞
λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖fm′ − fm”‖πrq,p < ε.

Par conséquent pour tout m′ > m0, ‖fm′ − f‖q,p,α < ε.

Donc (fn)n∈N converge dans (Lq, Lp)α (G) vers f .

L’inégalité de Hölder s’étend sur les espaces (Lq, Lp)α (G), comme le montre la

proposition suivante :

Proposition 2.3.4 Soient (q1, p1, α1) et (q2, p2, α2) deux éléments de [1 ; +∞]3 tels

que q1 ≤ α1 ≤ p1 et q2 ≤ α2 ≤ p2. Si

1

q1

+
1

q2

=
1

q
≤ 1,

1

p1

+
1

p2

=
1

p
≤ 1 et

1

α1

+
1

α2

=
1

α
,

alors, pour tous éléments f et g de L0(G), nous avons :

‖fg‖q,p,α ≤ ‖f‖q1,p1,α1
‖g‖q2,p2,α2

.
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Preuve : Soient f et g deux éléments de L0(G).

Nous pouvons supposer ‖fg‖q,p,α 6= 0, ‖f‖q1,p1,α1
< +∞ et ‖g‖q2,p2,α2

< +∞ ; car

dans le cas contraire, l’inégalité est triviale.

Soit r un réel strictement positif.

Pour tout élément E de πr, nous avons :

‖fgχ
E
‖q ≤ ‖fχE‖q1 ‖gχE‖q2 .

D’où, en prenant la norme `p(π) des deux membres de l’inégalité, nous obtenons :

‖fg‖πrq,p ≤ ‖f‖
πr
q1,p1
‖g‖πrq2,p2

. (2.5)

Multiplions les deux membres de (2.5) par λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q , en remarquant que

1

α
− 1

q
=

(
1

α1

− 1

q1

)
+

(
1

α2

− 1

q2

)
.

Il vient que

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖fg‖πrq,p ≤

[
λ
(
B(e,r)

) 1
α1
− 1
q1 ‖f‖πrq1,p1

] [
λ
(
B(e,r)

) 1
α2
− 1
q2 ‖g‖πrq2,p2

]
.

Cela étant vrai pour tout réel r > 0, nous obtenons :

‖fg‖q,p,α ≤ ‖f‖q1,p1,α1
‖g‖q2,p2,α2

.

Dans le cadre particulier présent, la proposition 1.3.9 peut prendre la forme plus

précise suivante :

Proposition 2.3.5 Soient (p, q) un élément de [1 ; +∞]2, r un réel strictement

positif et f un élément de (Lq, Lp) (G). Alors,

i) pour tout élément x de G, l’ensemble

Tx =
{
E ∈ πr / B(x,r) ∩ E 6= �

}
(2.6)

est fini et cardTx < (4γ4 + 3γ2)
ρ
,

ii)

‖f‖πrq,+∞ ≤ B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤

(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

)ρ ‖f‖πrq,+∞ , (2.7)

iii) si q ≤ p < +∞, alors

‖f‖πrq,p ≤
(

r

4γ2

)− ρ
p

B(e,r)
‖f‖q,p (2.8)

31



2.3. DEFINITION ET PROPRIETES DE L’ESPACE
(
LQ, LP

)α
(G) 32

et

B(e,r)
‖f‖q,p ≤

(
r

2γ

) ρ
p (

4γ4 + 3γ2
) ρ
q
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

) ρ
p ‖f‖πrq,p . (2.9)

Preuve : Posons

B1 = B(
e, r

4γ2

), B2 = B2(
e, r

4γ2

) et B = B(e,r).

Remarquons que :

B2
1B
(
B2

1

)−1
B1 ⊂ B(e,r(γ3+ 3

4
γ+ 1

2
)) et B

(
B2

1

)−1
B1 ⊂ B(e,r(γ2+ 3

4
)).

D’après la relation (1.5) de la proposition 1.3.3 et les propriétés de la mesure λ,

nous avons :

nπr
(
B2

1 , B
2
1B
)
<
λ
(
B(e,r(γ3+ 3

4
γ+ 1

2
))

)

λ

(
B(

e, r
4γ2

)
) =

(
r(γ3 + 3

4
γ + 1

2
)
)ρ

(
r

4γ2

)ρ =
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

)ρ
,

nπr
(
B2

1 , B
)
<
λ
(
B(e,r(γ2+ 3

4
))

)

λ

(
B(

e, r
4γ2

)
) =

(
4γ4 + 3γ2

)ρ
,

λ (B) = rρ, λ (B1) =

(
r

4γ2

)ρ
et λ (B2) =

(
r

2γ

)ρ
.

Le résultat annoncé s’obtient en reprenant la démonstration de la proposition 1.3.9

et en tenant compte des précisions ci-dessus.

Nous donnons à présent une norme, équivalente à ‖‖q,p,α sur (Lq, Lp)α (G), plus

facile à manipuler dans notre contexte.

Proposition 2.3.6 Soit (p, q, α) un élément de [1 ; +∞]3, avec 1 ≤ q ≤ α ≤ p ≤ +∞.

Il existe deux constantes C1 et C2 telles que pour tout f élément de (Lq, Lp) (G),

nous ayons :

C1 ‖f‖q,p,α ≤ sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q
− 1
p

B(e,r)
‖f‖q,p ≤ C2 ‖f‖q,p,α .
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Preuve : Soit un élément f de (Lq, Lp) (G).

1er cas : Supposons que p = +∞.

D’après la relation (2.7) de la proposition 2.3.5,

‖f‖πrq,+∞ ≤ B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤ C2 ‖f‖πrq,+∞ , ∀r ∈ R∗+,

avec C2 = (4γ5 + 3γ3 + 2γ2)
ρ
.

Si q = α, alors

sup
r>0
‖f‖πrq,+∞ ≤ sup

r>0
B(e,r)

‖f‖q,+∞ ≤ C2sup
r>0
‖f‖πrq,+∞ , ∀r ∈ R∗+.

Par conséquent,

‖f‖q,+∞,q ≤ sup
r>0

B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤ C2 ‖f‖q,+∞,q .

Si q < α ≤ +∞ alors

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,+∞ ≤ λ

(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q

B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤ C2λ

(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,+∞ ,∀r ∈ R∗+.

Ce qui permet de dire que

sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,+∞ ≤ sup

r>0
λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q

B(e,r)
‖f‖q,+∞

≤ C2sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,+∞ ,

c’est-à-dire,

‖f‖q,+∞,α ≤ sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q

B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤ C2 ‖f‖q,+∞,α .

2ème cas : Supposons que p < +∞.
Les relations (2.8) et (2.9) de la proposition 2.3.5, nous permettent d’écrire que

C1 ‖f‖πrq,p ≤ λ
(
B(e,r)

)− 1
p

B(e,r)
‖f‖q,p ≤ C2 ‖f‖πrq,p , ∀r ∈ R∗+,

avec C1 =

(
1

4γ2

) ρ
p

et C2 =

(
1

2γ

) ρ
p

(4γ4 + 3γ2)
ρ
p (4γ5 + 3γ3 + 2γ2)

ρ
p .

De sorte que :

C1λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p ≤ λ

(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q
− 1
p

B(e,r)
‖f‖q,p ≤ C2λ

(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p ,∀r ∈ R∗+.

D’où,

C1 ‖f‖q,p,α ≤ sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q
− 1
p
B(e,r)

‖f‖q,p ≤ C2 ‖f‖q,p,α .
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2.4 QUELQUES SOUS-ENSEMBLES DE (Lq, Lp)α (G)

Proposition 2.4.1 Soient q un élément de [1 ; +∞[ et f un élément de (Lq, L+∞) (G).

lim
r→+∞ B(e,r)

‖f‖q,+∞ = ‖f‖q = sup
r>0

B(e,r)
‖f‖q,+∞ .

Preuve : Soient f un élément de (Lq, L+∞) (G), y un élément de G et r un réel

strictement positif.

∥∥∥fχyB(e,r)

∥∥∥
q

=

[∫

yB(e,r)

|f(t)|q dλ(t)

] 1
q

≤
[∫

G

|f(t)|q dλ(t)

] 1
q

= ‖f‖q .

Donc pour tout réel r > 0,

B(e,r)
‖f‖q,+∞ = sup

y∈G

∥∥∥fχyB(e,r)

∥∥∥
q
≤ ‖f‖q .

Par conséquent,

sup
r>0

B(e,r)
‖f‖q,+∞ = lim

r→+∞ B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤ ‖f‖q .

Si sup
r>0

B(e,r)
‖f‖q,+∞ = +∞, alors l’égalité s’ensuit.

Supposons que sup
r>0

B(e,r)
‖f‖q,+∞ = M < +∞. Pour tout réel r > 0, nous avons :

B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤M.

Cela signifie que pour λ−presque tout y dans G et pour tout réel r > 0,

∫

B(e,r)

|y−1f(t)|q dλ(t) ≤M q.

D’où

‖f‖q ≤M = sup
r>0B(e,r)

‖f‖q,+∞ ,

puisque sup
r>0

∫
B(e,r)

|y−1f(t)|q dλ(t) = ‖y−1f‖q
q

= ‖f‖qq .

Dans les propositions qui suivent, nous examinons les relations entre les espaces

(Lq, Lp)α (G) et ceux de Lebesgue et de Lebesgue faible. Nous justifions aussi la

condition q ≤ α ≤ p que nous utilisons dans la définition des espaces (Lq, Lp)α (G).
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Proposition 2.4.2 Si p, q et α sont des éléments de [1 ; +∞] tels que q ≤ α ≤ p,

alors pour tout élément f de L0(G),

‖f‖q,p,α ≤ ‖f‖α .

Preuve : Soit f un élément de L0(G).

1er cas : Supposons que p = +∞.
Si q = α alors, pour tout réel r > 0,

‖fχ
E
‖q ≤ ‖f‖q = ‖f‖α , ∀E ∈ πr.

Donc,

‖f‖πrq,+∞ = sup
E∈πr
‖fχ

E
‖q ≤ ‖f‖α .

Si q < α ≤ +∞, alors pour tout réel r > 0,

‖fχ
E
‖q ≤ λ (E)

1
q
− 1
α ‖fχ

E
‖α ≤ λ

(
B(e,r)

) 1
q
− 1
α ‖fχ

E
‖α ≤ λ

(
B(e,r)

) 1
q
− 1
α ‖f‖α ∀E ∈ πr,

et par conséquent :

‖f‖πrq,+∞ = sup
E∈πr
‖fχ

E
‖q ≤ λ

(
B(e,r)

) 1
q
− 1
α ‖f‖α , ∀r ∈ R∗+,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,+∞ ≤ ‖f‖α , ∀r ∈ R∗+,

‖f‖q,+∞,α = sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,+∞ ≤ ‖f‖α .

2ème cas : Supposons que p < +∞.
Soit r un réel strictement positif.

Puisque pour tout élément E de πr nous avons

‖fχ
E
‖q ≤ λ (E)

1
q
− 1
α ‖fχ

E
‖α ≤ λ

(
B(e,r)

) 1
q
− 1
α ‖fχ

E
‖α ,

il s’ensuit que

∑
E∈πr

(
‖fχ

E
‖q
)p
≤ λ

(
B(e,r)

) p
q
− p
α

[ ∑
E∈πr

(‖fχ
E
‖α)p

]

≤ λ
(
B(e,r)

) p
q
− p
α

[ ∑
E∈πr

(‖fχ
E
‖α)α

] p
α

≤ λ
(
B(e,r)

) p
q
− p
α ‖f‖pα ;
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c’est-à-dire

‖f‖πrq,p ≤ λ
(
B(e,r)

) 1
q
− 1
α ‖f‖α .

Ainsi, pour tout réel r > 0,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p ≤ ‖f‖α .

Par conséquent, sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p ≤ ‖f‖α .

Il ressort de cette proposition que Lα(G) ⊂ (Lq, Lp)α (G) pour 1 ≤ q ≤ α ≤ p ≤
+∞. Dans les propositions 2.4.3, 2.4.4 et 2.4.5, nous montrons que cette inclusion

devient une égalité si α = q où α = p.

Proposition 2.4.3 Soit q un élément de [1 ; +∞] . Pour tout élément f de L0(G),

nous avons (
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

)−ρ ‖f‖q ≤ ‖f‖q,+∞,q ≤ ‖f‖q .

Preuve : Soit f un élément de L0(G), d’après la proposition 2.4.2

‖f‖q,+∞,q ≤ ‖f‖q .

Pour tout réel r > 0, nous avons d’après la relation (2.7) de la proposition 2.3.5,

B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤

(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

)ρ ‖f‖πrq,+∞ .

Donc

sup
r>0

B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤

(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

)ρ ‖f‖q,+∞,q .

Or d’après la proposition 2.4.1

‖f‖q = sup
r>0

B(e,r)
‖f‖q,+∞ .

D’où

(4γ5 + 3γ3 + 2γ2)
−ρ ‖f‖q ≤ ‖f‖q,+∞,q ≤ ‖f‖q .

Proposition 2.4.4 Soient p et q deux éléments de [1 ; +∞], tels que q ≤ p < +∞.

Pour tout élément f de L0(G), nous avons

‖f‖q,p,q ≤ ‖f‖q ≤
(
4γ4 + 3γ2

) ρ(p−q)
pq ‖f‖q,p,q .
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Preuve : Soit f un élément de L0(G).

D’après la proposition 2.4.2,

‖f‖q,p,q ≤ ‖f‖q .

Si p = q, alors

‖f‖q,q,q = sup
r>0
‖f‖πrq,q = ‖f‖q ; car ‖f‖πrq,q = ‖f‖q (voir [2]). (2.10)

Supposons que q < p. Pour tout réel r > 0,

∥∥∥fχB(e,r)

∥∥∥
q

q
=
∫
G
|f(x)|q χ

B(e,r)
(x)dλ(x) =

∑
E∈πr

∫
E
|f(x)|q χ

B(e,r)
(x)dλ(x)

=
∑
E∈Te

∫
G
|(fχ

E
) (x)|q χ

B(e,r)
(x)dλ(x)

≤ ∑
E∈Te
‖fχ

E
‖qq ≤ (4γ4 + 3γ2)

ρ(p−q)
p

[ ∑
E∈Te
‖fχ

E
‖pq
] q
p

.

Donc pour tout réel strictement positif r,

∥∥∥fχB(e,r)

∥∥∥
q
≤
(
4γ4 + 3γ2

) ρ(p−q)
pq ‖f‖πrq,p . (2.11)

D’où

‖f‖q = sup
r>0

∥∥∥fχB(e,r)

∥∥∥
q
≤
(
4γ4 + 3γ2

) ρ(p−q)
pq sup

r>0
‖f‖πrq,p =

(
4γ4 + 3γ2

) ρ(p−q)
pq ‖f‖q,p,q .

Ainsi, ‖f‖q,p,q ≤ ‖f‖q ≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ(p−q)
pq ‖f‖q,p,q .

Proposition 2.4.5 Soient p et q deux éléments de [1 ; +∞] tels que q ≤ p, et f un

élément de L0(G).

i) Si q < p = +∞ alors,

‖f‖q,+∞,+∞ ≤ ‖f‖+∞ ≤
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

)ρ ‖f‖q,+∞,+∞ .

ii) Si 1 ≤ q < p < +∞ alors,

‖f‖q,p,p ≤ ‖f‖p ≤
(
4γ4 + 3γ2

) ρ
q

(
4γ4 + 3γ2 + 2γ

2

) ρ
p

‖f‖q,p,p .
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Preuve : Soit f un élément de L0(G).

D’après la proposition 2.4.2,

‖f‖q,p,p ≤ ‖f‖p .

Si p = q, alors d’après (2.10) , nous avons ‖f‖q,p,p = ‖f‖p .
Si ‖f‖q,p,p = +∞, alors trivialement ‖f‖q,p,p = ‖f‖p .

Nous supposons donc que p 6= q et que ‖f‖q,p,p < +∞.

1er cas : Supposons que q < p = +∞. Pour tout réel r > 0,

λ
(
B(e,r)

)− 1
q ‖f‖πrq,+∞ ≤ ‖f‖q,+∞,+∞ < +∞, (2.12)

et d’après la relation (2.7) de la proposition 2.3.5,

B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤

(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

)ρ ‖f‖πrq,+∞ . (2.13)

Il s’ensuit que

{
λ
(
B(e,r)

)− 1
q

B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤ (4γ5 + 3γ3 + 2γ2)

ρ
λ
(
B(e,r)

)− 1
q ‖f‖πrq,+∞

λ
(
B(e,r)

)− 1
q ‖f‖πrq,+∞ ≤ ‖f‖q,+∞,+∞ < +∞

.

Ainsi pour λ−presque tout élément y de G,

λ
(
B(e,r)

)− 1
q

[
|f |q ∗ χ

B(e,r)

] 1
q

(y) ≤
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

)ρ ‖f‖q,+∞,+∞ .

Puisque

λ
(
B(e,r)

)− 1
q

[
|f |q ∗ χ

B(e,r)

] 1
q

(y) =

[
1

λ
(
B(e,r)

)
∫

B(y,r)

|f(t)|q dλ(t)

] 1
q

∀y ∈ G,

et

lim
r→0

[
1

λ
(
B(e,r)

)
∫

B(y,r)

|f(t)|q dλ(t)

] 1
q

= |f(y)| ,

pour λ−presque tout y dans G, nous obtenons :

|f(y)| ≤
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

)ρ ‖f‖q,+∞,+∞ ,

pour λ−presque tout élément y de G.
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D’où,

‖f‖+∞ ≤
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

)ρ ‖f‖q,+∞,+∞ .

2ème cas : Supposons que q < p < +∞.

Pour tout réel r > 0, nous avons :

B(e,r)
‖f‖q,p ≤ λ

(
B(e, r2γ )

) 1
p (

4γ4 + 3γ2
) ρ
q
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

) ρ
p ‖f‖πrq,p ,

d’après la relation (2.9) de la proposition 2.3.5.

Ainsi, pour tout réel strictement positif r,

λ
(
B(e,r)

)− 1
q

B(e,r)
‖f‖q,p ≤ (4γ4 + 3γ2)

ρ
q

(
4γ4 + 3γ2 + 2γ

2

) ρ
p

λ
(
B(e,r)

) 1
p
− 1
q ‖f‖πrq,p

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ
q

(
4γ4 + 3γ2 + 2γ

2

) ρ
p

‖f‖q,p,p .

Posons :

fr(x) =

[
1

λ
(
B(e,r)

)
∫

B(x,r)

|f(t)|q dλ(t)

] p
q

.

Nous avons pour λ−presque tout x dans G,

lim
r→0

fr(x) = |f(x)|p .

De plus, pour tout réel r > 0 nous avons fr(x) ≥ 0 et

[∫
G
fr(x)dλ(x)

] 1
p =




∫
G

[
1

λ
(
B(e,r)

) ∫
B(x,r)

|f(t)|q dλ(t)

] p
q





1
p

=
1

λ
(
B(e,r)

) 1
q

{∫
G

[∫
G
|f(t)|q χ

B(x,r)
(t)dλ(t)

] p
q

} 1
p

= λ
(
B(e,r)

)− 1
q

B(e,r)
‖f‖q,p

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ
q

(
4γ4 + 3γ2 + 2γ

2

) ρ
p

‖f‖q,p,p .

D’où, d’après le lemme de Fatou, |f |p est intégrable et

‖f‖p ≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ
q

(
4γ4 + 3γ2 + 2γ

2

) ρ
p

‖f‖q,p,p .

Nous situant maintenant dans le cas où q < α < p nous montrons dans les

propositions 2.4.6 et 3.2.8, que Lα,+∞(G)  (Lq, Lp)α (G).
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Proposition 2.4.6 Soit (q, p, α) un élément de [1 ; +∞]3 avec q < α < p. Il existe

une constante C = C(q, p, α, ρ) telle que

‖f‖q,p,α ≤ C ‖f‖∗α,+∞ , ∀f ∈ L0(G).

Preuve : Soit f un élément de L0(G).

Nous pouvons supposer que f est un élément de Lα,+∞(G), car dans le cas contraire

l’inégalité est triviale.

1er cas : Supposons que p = +∞. Pour tout réel r > 0 et pour λ−presque tout x

dans G, nous avons
(
|f |q ∗ χ

B(e,r)

)
(x) =

∫

G

|f(t)|q χ
B(x,r)

(t)dλ(t) =
∥∥∥fχB(x,r)

∥∥∥
q

q
.

Puisque 1 ≤ q < α, nous avons d’après la condition de Kolmogorov [9],

∥∥∥fχB(x,r)

∥∥∥
q
≤
(

α

α− q

) 1
q

‖f‖∗α,+∞ λ
(
B(e,r)

) 1
q
− 1
α .

Par conséquent, pour λ−presque tout x dans G, nous avons :

(
|f |q ∗ χ

B(e,r)

)
(x) ≤

[(
α

α− q

) 1
q

‖f‖∗α,+∞ λ
(
B(e,r)

) 1
q
− 1
α

]q
.

Donc, ∥∥∥∥
(
|f |q ∗ χ

B(e,r)

) 1
q

∥∥∥∥
+∞
≤
(

α

α− q

) 1
q

‖f‖∗α,+∞ λ
(
B(e,r)

) 1
q
− 1
α ;

ce qui peut encore s’écrire :

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q

B(e,r)
‖f‖q,+∞ ≤

(
α

α− q

) 1
q

‖f‖∗α,+∞ .

D’où,

‖f‖q,+∞,α ≤
(

α

α− q

) 1
q

‖f‖∗α,+∞ .

2ème cas : Supposons que p < +∞.

Posons β =

(
1 +

q

p
− q

α

)−1

.

Alors,

1 < β < +∞, 1 <
α

q
< +∞ et

q

p
=

1

β
+
q

α
− 1.

40



2.4. QUELQUES SOUS-ENSEMBLES DE
(
LQ, LP

)α
(G) 41

Considérons un nombre réel r > 0.

Puisque |f |q est un élément de L
α
q
,+∞(G) et χ

B(e,r)
un élément de Lβ(G),

|f |q ∗ χ
B(e,r)

∈ L
p
q (G),

et d’après le théorème 1.2.2,
∥∥∥|f |q ∗ χB(e,r)

∥∥∥
p
q

≤ C
(
‖f‖∗α,+∞

)q
λ
(
B(e,r)

) 1
β .

En remarquant que
1

βq
=

1

q
+

1

p
− 1

α
, nous avons

∥∥∥|f |q ∗ χB(e,r)

∥∥∥
1
q

p
q

≤ C ‖f‖∗α,+∞ λ
(
B(e,r)

) 1
q

+ 1
p
− 1
α ;

ce qui peut encore s’écrire,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
p
− 1
q

B(e,r)
‖f‖q,p ≤ C ‖f‖∗α,+∞ .

D’où

‖f‖q,p,α ≤ Csup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
p
− 1
q

B(e,r)
‖f‖q,p ≤ C ‖f‖∗α,+∞ ,

d’après la proposition 2.3.6.

Proposition 2.4.7 Soit un nombre réel α > 1. Considérons dans G une famille de

boules {
B(xnj ,2−n−1) / 1 ≤ j ≤ E

(
2ρ(n+1)

)
+ 1 ; n ∈ N∗

}
,

où E
(
2ρ(n+1)

)
désigne la partie entière de 2ρ(n+1), vérifiant les conditions suivantes :

(i)
∣∣∣(x1

k)
−1
x1
j

∣∣∣ > γ (1 + γ + 2γ2) 2
2

α−1 , ∀ (k, j) ∈ {1; 2; 3; . . . ;E (22ρ) + 1}2
, j 6=

k ;

(ii) Pour tout entier naturel n > 1,

∣∣(xnk)−1 xnj
∣∣ > γ

(
1 + γ + 2γ2

)
2
n+1
α−1 , ∀ (k, j) ∈

{
1; 2; 3; . . . ;E

(
2ρ(n+1)

)
+ 1
}2
, j 6= k

(2.14)

et

∀ (m, k, j) ∈ {1; 2; 3; . . . ;n}×
{

1; 2; 3; . . . ;E
(
2ρ(n+1)

)
+ 1
}
×
{

1; 2; 3; . . . ;E
(
2ρ(m+1)

)
+ 1
}

,

(j,m) 6= (k, n) ,

∣∣(xnk)−1 xmj
∣∣ > 2γ2

∣∣∣22
ρ(n+1)

+1 + 2k−n + 2−n−1 − 22
ρ(m+1)

+1 − 2j−m − 2−m−1
∣∣∣ . (2.15)

41



2.4. QUELQUES SOUS-ENSEMBLES DE
(
LQ, LP

)α
(G) 42

Posons

En =
E
(

2
ρ(n+1)

)
+1

∪
j=1

B(xnj ,2−n−1), E = ∪
n≥1

En et f = χ
E
.

Alors pour tout nombre réel p > α, f est un élément de (L1, Lp)
α

(G) qui n’est pas

dans Lα,+∞(G).

Preuve : 1) La famille
{
B(xnj ,2−n−1) / 1 ≤ j ≤ E

(
2ρ(n+1)

)
+ 1; n ∈ N∗

}
est

composée de boules deux à deux disjointes.

En effet, soient m et n deux entiers naturels non nuls vérifiants m ≥ n, un élément

(k, j) de
{

1; 2; 3; . . . ;E
(
2ρ(n+1)

)
+ 1
}
×
{

1; 2; 3; . . . ;E
(
2ρ(m+1)

)
+ 1
}

tels que k 6= j

ou m 6= n.

Supposons que a est un élément de B(xnj ,2−n−1) ∩B(xmk ,2−m−1).

Nous avons, d’après (2.15),

γ2−n < 2γ22−n

< 2γ2
(

22
ρ(m+1)

+1 + 2j−m + 2−m−1 − 22
ρ(n+1)

+1 − 2k−n − 2−n−1
)

<
∣∣(xnk)−1 xmj

∣∣ .
Or ∣∣(xnk)−1 xmj

∣∣ ≤ γ
(∣∣(xnk)−1 a

∣∣+
∣∣a−1xmj

∣∣) < γ2−n.

D’où la contradiction.

Par conséquent (En)n≥1 est une famille d’ensembles deux à deux disjoints.

Ainsi nous avons

λ (E) =
∑

n≥1

λ (En) =
∑

n≥1

E(2ρ(n+1))+1∑

j=1

λ
(
B(xnj ,2−n−1)

)
=
∑

n≥1

[
E
(
2ρ(n+1)

)
+ 1
] (

2−n−1
)ρ

= +∞.

f ∗(t) = inf {s > 0, λ ({x ∈ G / |f(x)| > s}) ≤ t} = 1, ∀t ∈ R∗+.
D’où,

‖f‖∗α,+∞ = sup
t>0

t
1
αf ∗(t) = sup

t>0
t

1
α = +∞.

Ce qui nous permet de conclure que f n’est pas élément de Lα,+∞(G).

2) Considérons un entier n > 0, et un nombre réel r > 0.

Nous avons :

B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p
≤



E(2ρ(n+1))+1∑

j=1

∫

B
(xnj ,γ2−n−1(1+r2n+1))

(
λ
(
En ∩B(x,r)

))p
dλ(x)




1
p

,
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car,

si B(xnj ,2−n−1) ∩B(x,r) 6= ∅ alors
∣∣∣
(
xnj
)−1

x
∣∣∣ < γ

(
2−n−1 + r

)
= γ2−n−1

(
1 + r2n+1

)
.

a) Supposons r = 2−n−1−`, avec ` un entier naturel.

Alors,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p

≤ rρ(
1
α
−1− 1

p)



E(2ρ(n+1))+1∑

j=1

∫
B
(xnj ,γ2−n−1(1+2−`)

λ
(
B(x,r)

)p
dλ(x)




1
p

.

Donc,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p

≤
[(

2ρ(n+1) + 1
) (
γ2−n−1(1 + 2−`)

)ρ (
2−n−1−`)ρp] 1

p
(
2−n−1−`)ρ( 1

α
−1− 1

p)

≤ 2( 1+ρ
p

+ ρ
p
− ρ
α)γ

ρ
p

(
2−ρ(

1
α
− 1
p)
)n
.

Ce qui signifie que

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p
≤ C1

(
2−ρ(

1
α
− 1
p)
)n
,

avec C1 = 2( 1+ρ
p

+ ρ
p
− ρ
α)γ

ρ
p .

b) Supposons r = 2−n−1+`, avec ` un entier naturel non nul.

Si 1 ≤ ` ≤ n+ 1

1− 1
α

, alors pour tout x dans G, la boule B(x,2−n−1+`) ne peut

rencontrer plus d’une boule B(xnk ,2−n−1). En effet,





yk ∈ B(x,2−n−1+`) ∩B(xnk ,2−n−1)

yk′ ∈ B(x,2−n−1+`) ∩B(xnk′ ,2
−n−1)

⇒
∣∣(xnk)−1 xnk′

∣∣ < γ
(
2γ2 + γ + 1

)
2
n+1
α−1 .

Ce qui, d’après (2.14) , est impossible si k 6= k′.

Nous avons par conséquent

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p

≤ rρ(
1
α
−1− 1

p)



E(2ρ(n+1))+1∑

j=1

∫
B
(xnj ,γ2−n−1(1+2`))

(
λ
(
En ∩B(x,r)

))p
dλ(x)




1
p

≤
[(

2ρ(n+1) + 1
) (
γ2−n−1(1 + 2`)

)ρ
(2−n−1)

ρp] 1
p
(
2−n−1+`

)ρ( 1
α
−1− 1

p)

≤ 2ρ(n+1)( 1
p
− 1
α)2

ρ+1
p γ

ρ
p .
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Ainsi,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p
≤
(

2−ρ(
1
α
− 1
p)
)n

2
ρ+1
p

+ ρ
p
− ρ
αγ

ρ
p si 1 ≤ ` ≤ n+ 1

1− 1
α

.

Si ` >
n+ 1

1− 1
α

, alors nous avons :

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p

≤ rρ(
1
α
−1− 1

p)



E(2ρ(n+1))+1∑

j=1

∫
B
(xnj ,γ2−n−1(1+2`))

(
λ
(
En ∩B(x,r)

))p
dλ(x)




1
p

≤ rρ(
1
α
−1− 1

p)



E(2ρ(n+1))+1∑

j=1

∫
B
(xnj ,γ2−n−1(1+2`))

λ (En)p dλ(x)




1
p

≤
[(

2ρ(n+1) + 1
) (
γ2−n−1(1 + 2`)

)ρ [(
2ρ(n+1) + 1

)
(2−n−1)

ρ]p] 1
p
(
2−n−1+`

)ρ( 1
α
−1− 1

p)

≤ 2−ρ(n+1)( 1
α
− 1
p)γ

ρ
p2

ρ+1
p

+1.

Ainsi,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p
≤
(

2−ρ(
1
α
− 1
p)
)n
γ
ρ
p2

ρ+1
p

+1−ρ( 1
α
− 1
p) si ` >

n+ 1

1− 1
α

.

Donc pour r = 2−n−1+`, avec ` entier naturel non nul, nous avons

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p
≤ C2

(
2−ρ(

1
α
− 1
p)
)n
,

avec C2 = max(γ
ρ
p2

ρ+1
p

+1−ρ( 1
α
− 1
p); 2

ρ+1
p

+ ρ
p
− ρ
αγ

ρ
p ).

Nous pouvons donc dire à partir de a) et b) que si r = 2−m, m étant un entier

relatif, alors

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p
≤ C3

(
2−ρ(

1
α
− 1
p)
)n
,

avec C3 = max(C1, C2).

c) Supposons que r est quelconque dans R∗+.

Il existe un unique entier relatif m tel que 2−m−1 ≤ r ≤ 2−m.

Par conséquent,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p
≤ λ

(
B(e,2−m−1)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,2−m)

∥∥χ
En

∥∥
1,p

≤ 2−ρ(
1
α
−1− 1

p)C3

(
2−ρ(

1
α
− 1
p)
)n
.
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Donc pour tout réel r > 0,

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

∥∥χ
En

∥∥
1,p
≤ C4

(
2−ρ(

1
α
− 1
p)
)n
,

avec C4 = 2−ρ(
1
α
−1− 1

p)C3.

Ceci étant vrai pour un entier quelconque n de N∗, nous avons

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

‖f‖1,p ≤
∑

n≥1

C4

(
2−ρ(

1
α
− 1
p)
)n

= C4
2−ρ(

1
α
− 1
p)

1− 2−ρ(
1
α
− 1
p)
,∀r ∈ R∗+.

D’où

‖f‖1,p,α ≤ sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
−1− 1

p
B(e,r)

‖f‖1,p ≤ C4
2−ρ(

1
α
− 1
p)

1− 2−ρ(
1
α
− 1
p)
< +∞.

Par suite, f est un élément de (L1, Lp)
α

(G).

Dans la définition des espaces (Lq, Lp)α (G) , nous posons toujours la condition

q ≤ α ≤ p. L’on est en droit de se demander ce qui se passerait si cette condition

n’était pas vérifiée.

Remarquons que si p < α alors ‖f‖q,α,α ≤ ‖f‖q,p,α . De sorte que (Lq, Lp)α (G) ⊂
(Lq, Lα)α (G) = Lα (G) .

Les autres cas de figures sont traités dans la proposition suivante :

Proposition 2.4.8 Soient α, q et p des éléments de [1 ; +∞].

Si α < q, alors (Lq, Lp)α (G) = {O}.

Preuve : Soit un élément f de (Lq, Lp)α (G).

Posons A = ‖f‖q,p,α .
Pour tout réel strictement positif r, nous avons

‖f‖πrq,p ≤
A

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q

.

Par suite,

lim
r→+∞

‖f‖πrq,p = 0, puisque
1

α
− 1

q
> 0.

1er cas : Supposons que p < q.
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Soit ε un réel tel que 0 < ε < 1.

∃r0 ∈ R∗+ tel que ∀r ∈ R∗+,
(
r > r0 ⇒ ‖f‖πrq,p < ε

)
.

Soit un réel r > r0. Nous avons

‖f‖πrq,p =

[∑

E∈πr

(
‖fχ

E
‖q
)p
] 1
p

< ε.

Donc pour tout élément E de πr,

‖fχ
E
‖q < ε < 1.

Ainsi pour tout 0 < ε < 1,

‖f‖qq =
∑

E∈πr
‖fχ

E
‖qq ≤

∑

E∈πr

(
‖fχ

E
‖q
)p

=
(
‖f‖πrq,p

)p
< ε.

D’où f = O.

2ème cas : Supposons que q < p.

Puisque f est un élément de (Lq, Lp)α (G), f est localement intégrable. Considérons

un sous-ensemble compact K de G.

Posons :

r0 = inf
{
r > 0 / K ⊂ B(e,r)

}
,

et pour tout réel r > 0,

TK,r = {E ∈ πr / E ∩K 6= ∅} .

Pour tout réel r > r0, nous avons K ⊂ B(e,r).

Par conséquent TK,r ⊂ Te et d’après la relation (2.6) de la proposition 2.3.5,

cardTK,r ≤ CardTe ≤
(
4γ4 + 3γ2

)ρ
.

Ceci étant, nous avons pour tout réel r > r0 :

‖fχ
K
‖qq =

∫
G
|fχ

K
|q dλ =

∑
E∈πr

∫
G
|fχ

K
|q χ

E
dλ ≤ ∑

E∈TK,r
‖fχ

E
‖qq

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ(p−q)
p

(
∑

E∈TK,r
‖fχ

E
‖pq

) q
p

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ(p−q)
p

(
‖f‖πrq,p

)q
.
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Donc,

‖fχ
K
‖q ≤

(
4γ4 + 3γ2

) ρ(p−q)
pq

(
lim

r→+∞
‖f‖πrq,p

)
= 0.

Puisque G est σ-compact, f = O.

Le cas p = q est trivial, car ‖f‖πp,p = ‖f‖p .

Remarque 2.4.9 Soient q, p, q1, p1 et α des éléments de [1 ; +∞] tels que

q1 ≤ q ≤ α ≤ p ≤ p1.

I Pour tout élément f de L0(G),

‖f‖q1,p1,α
≤ C ‖f‖q,p,α ,

où C est une constante indépendante de f. Par suite, (Lq, Lp)α (G) ⊂ (Lq1 , Lp1)α (G).

I L’espace (L1, L+∞)
α

(G) est l’espace classique de Morrey.

I Nous avons

Lα(G) ⊂ (Lq, Lp)α (G) ⊂ (Lq1 , Lp1)α (G) ⊂
(
L1, L+∞)α (G).

2.5 TRANSLATION DANS (Lq, Lp)α (G)

Nous donnons quelques propriétés de la translation à gauche sur les espaces

(Lq, Lp) (G).

Proposition 2.5.1 Soient p et q deux éléments de [1 ; +∞] tels q ≤ p. Pour tout a,

élément de G, la translation à gauche de vecteur a est un automorphisme isométrique

de (Lq, Lp) (G), muni de la norme B ‖‖q,p.

Preuve : Soient f un élément de (Lq, Lp) (G), et x un élément de G.

Si q = +∞, alors le résultat est immédiat car B ‖‖+∞,+∞ = ‖‖+∞ .

Supposons que q < +∞. Nous avons :

∥∥
xfχyB

∥∥
q

=
(∫

G
|xf(t)|q χ

yB
(t)dλ(t)

) 1
q =

(∫
G
|f(t)|q χ

B
(t−1x−1y)dλ(t)

) 1
q

= (|f |q ∗ χ
B

)
1
q (x−1y) = x (|f |q ∗ χ

B
)

1
q (y).

Par conséquent,

B ‖xf‖q,p =
∥∥∥
∥∥
xfχyB

∥∥
q

∥∥∥
p

=
∥∥∥x (|f |q ∗ χ

B
)

1
q

∥∥∥
p

= B ‖f‖q,p .

R. C. Busby et H. A. Smith ont établi dans [2] le résultat suivant :
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Proposition 2.5.2 Si π est une U − V partition uniforme de G alors

sup
x∈G
‖xf‖πq,p ≤ nπ(V, V ) ‖f‖πq,p

A l’aide de cette proposition, nous allons montrer que la translation à gauche est

un automorphisme de (Lq, Lp)α (G).

Proposition 2.5.3 Soient q, p et α des éléments de [1 ; +∞] tels que q ≤ α ≤ p.

Il existe une constante réelle C telle que

‖xf‖q,p,α ≤ C ‖f‖q,p,α ,

pour tout élément x de G.

Preuve : D’après la proposition 2.5.2, nous avons

‖xf‖πrq,p ≤ nπr

(
B2(

e, r
4γ2

), B2(
e, r

4γ2

)
)
‖f‖πrq,p, pour tout réel strictement positif r et tout

élément x de G.

Or nous avons

B2(
e, r

4γ2

)B2(
e, r

4γ2

)B(
e, r

4γ2

) ⊂ B(e, (3+2γ)r
4 ).

Donc, d’après la relation (1.5) de la proposition 1.3.3,

nπr

(
B2(

e, r
4γ2

), B2(
e, r

4γ2

)
)
≤
(
3γ2 + 2γ3

)ρ
.

Ainsi, pour tout réel r > 0 et pour tout élément x de G,

‖xf‖πrq,p ≤
(
3γ2 + 2γ3

)ρ ‖f‖πrq,p .

En multipliant les deux membres de l’inégalité par λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q et en prenant la borne

supérieure sur les réels strictement positifs r, nous obtenons pour tout élément x de

G,

‖xf‖q,p,α ≤ (3γ2 + 2γ3)
ρ ‖f‖q,p,α .
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Dfinition 2.5.4 Soient q, p et α des éléments de [1 ; +∞] avec q ≤ α ≤ p. Nous

désignons par (Lq, Lp)αc (G), le sous-espace vectoriel normé de (Lq, Lp)α (G) formé des

éléments f vérifiant lim
y→e
‖f −y f‖q,p,α = 0

Proposition 2.5.5 Soient q, p et α des éléments de [1 ; +∞] , avec q ≤ α ≤ p.

(Lq, Lp)αc (G) est fermé dans (Lq, Lp)α (G), et contient Lα(G) si α < +∞.

Preuve : Elle est identique à quelques petites modifications près, à celle présentée

dans [6]

Nous donnons dans la proposition suivante, une analogue de l’inégalité de Young

dans les espaces (Lq, Lp)α (G).

Proposition 2.5.6 Soient p, q et α des éléments de ]1 ; +∞[ tels que q ≤ α ≤ p.

Il existe une constante réelle C telle que pour tous éléments f et g de L0(G), nous

ayons pour λ−presque tout x dans G

|(f ∗ g) (x)| ≤ C ‖f‖q,p,α ‖ǧ‖q′,p′,α′ ,

où q′, p′ et α′ sont les conjugués de q, p et α respectivement.

En particulier, si f est un élément de (Lq, Lp)α (G) et si g est telle que ǧ soit un

élément de
(
Lq
′
, Lp

′)α′
c

(G), alors f ∗ g est continue dans G.

Preuve : Considérons deux éléments f et g de L0(G).

a) Pour λ−presque tout x dans G et pour tout r dans R∗+, nous avons :

|(f ∗ g) (x)| =
∣∣∫
G
f(y)g(y−1x)dλ(y)

∣∣ =
∣∣∫
G x−1f(y)ǧ(y)dλ(y)

∣∣
≤ ∑

E∈πr

∣∣∫
E x−1f(y)ǧ(y)dλ(y)

∣∣

≤ ∑
E∈πr
‖ x−1fχ

E
‖q ‖ǧχE‖q′ ≤ ‖ x−1f‖πrq,p ‖ǧ‖

πr
q′,p′

≤ λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖ x−1f‖πrq,p λ

(
B(e,r)

) 1
α′−

1
q′ ‖ǧ‖πrq′,p′

≤ ‖ x−1f‖q,p,α ‖ǧ‖q′,p′,α′ ≤ (3γ2 + 2γ3) ‖f‖q,p,α ‖ǧ‖q′,p′,α′ .

Par suite, si f est dans (Lq, Lp)α (G) et g est telle que ǧ soit dans
(
Lq
′
, Lp

′)α′
(G),

alors f ∗ g est dans L+∞(G).

b) Nous supposons que f est un élément de (Lq, Lp)α (G) et g est tel que ǧ est un

élément de
(
Lq
′
, Lp

′)α′
c

(G).
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Soient x un élément de G et r un réel strictement positif.

(f ∗ g) (x) =
∫
G
f(y)g(y−1x)dλ(y) =

∫
G x−1f(y)ǧ(y)dλ(y).

Puisque x−1f est un élément de (Lq, Lp)α (G) et ǧ un élément de
(
Lq
′
, Lp

′)α′
(G),

f ∗ g(x) existe et est finie d’après la proposition 2.3.4.

Soit une suite (xn)n∈N d’éléments de G qui converge vers x.

|(f ∗ g) (xn)− (f ∗ g) (x)| =
∣∣∫
G
f(y) [g(y−1xn)− g(y−1x)] dλ(y)

∣∣

=
∣∣∫
G
f(y) [ xn (ǧ)− x (ǧ)] (y) dλ(y)

∣∣

≤ ∑
E∈πr
‖fχ

E
‖q ‖[ xn (ǧ)− x (ǧ)]χ

E
‖q′

≤ ‖f‖πrq,p ‖ xn (ǧ)− x (ǧ)‖πrq′,p′
≤ ‖f‖q,p,α ‖ xn (ǧ)− x (ǧ)‖q′,p′,α′ .

Puisque ǧ est un élément de
(
Lq
′
, Lp

′)α′
c

(G), ‖ xn (ǧ)− x (ǧ)‖q′,p′,α′ tend vers 0

quand n tend vers l’infini.

D’où le résultat.

2.6 CONCLUSION

L’intérêt des espaces (Lq, Lp)α (G) est entre autres mis en évidence par le fait que

les espaces classiques Lα(G) de Lebesgue, Lα,+∞(G) de Lorentz, (Lq, L+∞)
α

(G) de

Morrey en sont, soit des sous-espaces, soit des cas particuliers. Il faut aussi remarquer

que de par leur définition même, ces espaces (Lq, Lp)α (G) sont étroitement liés aux

multiplicateurs et se prêtent bien à l’étude de l’opérateur maximal fractionnaire de

Hardy-Littlewood (voir [6]). Dans le troisième chapitre, nous étudions les propriétés

de continuité de cet opérateur et de l’intégrale fractionnaire dans ce cadre.
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Chapitre 3

INTEGRALE FRACTIONNAIRE

SUR LES ESPACES (Lq, Lp)α (G)

3.1 INTRODUCTION

Beaucoup d’auteurs (voir [3], [12], [13], [14], [15]...etc) se sont intéressés et conti-

nuent de s’intéresser à l’opérateur maximal fractionnaire de Hardy-Littlewood, ainsi

qu’à l’intégrale fractionnaire. Mais le plus souvent ces opérateurs ont étés étudiés

dans les espaces de Lebesgue, et quelques fois dans les espaces de Morrey et d’Orlicz.

L’intérêt de ces deux opérateurs réside entre autres dans le fait qu’ils interviennent

beaucoup dans l’étude des équations aux dérivées partielles et en mécanique quantique

(voir [16]).

Nous étudions ici ces opérateurs dans les espaces (Lq, Lp)α (G) qui, comme nous

l’avons vu au chapitre précédent :

• forment, lorsque p varie de α à +∞, une châıne d’espaces dont le premier est

l’espace de Lebesgue Lα(G), et le dernier l’espace de Morrey (Lq, L+∞)
α
,

• contiennent de façon stricte l’espace Lα faible lorsque q < α < p.

Dans le premier paragraphe, nous étudions la continuité de l’opérateur maximal

fractionnaire de Hardy-Littlewood dans les espaces (Lq, Lp)α (G) à poids. Les résultats

obtenus donnent non seulement une extension de ceux de Fofana [6] au cas des groupes

localement compacts non commutatifs, mais les améliorent.

En effet, d’une part nous affaiblissons les contraintes sur les poids, et d’autre part

nous considérons deux poids au lieu d’un seul.
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Dans le paragraphe 2, nous étudions dans les mêmes espaces, la continuité de

l’intégrale fractionnaire. Certains de nos résultats généralisent ceux de Fofana, alors

que d’autres, tels que le contrôle en norme (Lq, Lp)α (G) de l’intégrale fractionnaire

par l’opérateur maximal fractionnaire de Hardy-Littlewood, sont nouveaux.

3.2 OPERATEUR MAXIMAL FRACTIONNAIRE

3.2.1 Notations et définitions

Considérons un espace de type homogène (X, d, µ) .

a) Soit Φ une application de [0 ; +∞[ dans [0 ; +∞[ .

I Φ est une fonction de Young si elle est continue, convexe croissante, et

vérifie Φ(0) = 0 et lim
t→+∞

Φ(t) = +∞.
I Nous dirons qu’une fonction de Young Φ :

• est doublante, s’il existe une constante réelle C telle que pour tout réel

positif t, nous ayons Φ (2t) ≤ CΦ (t) ,

• appartient à la classe (ou vérifie la condition) Bp avec 1 ≤ p < +∞,
s’il existe une constante C positive telle que

∫ +∞

C

Φ(t)

tp
dt

t
< +∞.

I La fonction conjuguée de la fonction de Young Φ, est la fonction de Young

notée Φ∗ et définie par

Φ∗(u) = sup {tu− Φ(t) / t ∈ R+} .

I Pour tout élément f de L0(X, d, µ) et toute boule B dans (X, d, µ) , nous

posons :

‖f‖Φ,B = inf

{
a > 0 :

1

µ (B)

∫

B

Φ

( | f |
a

)
dµ ≤ 1

}
(3.1)

et

‖f‖Φ = inf

{
a > 0 :

∫

X

Φ

( | f |
a

)
dµ ≤ 1

}
. (3.2)

I L’opérateur maximal fractionnaire correspondant à (3.1) se définit comme

suit :

MΦf(x) = sup
B:x∈B

‖f‖Φ,B ,
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pour tout élément f de L0(X, d, µ) et pour tous les x de X pour lesquels cette ex-

pression a un sens.

I Une généralisation de l’inégalité de Hölder est la suivante :
∫

X

|fg| dµ ≤ ‖f‖Φ ‖g‖Φ∗ , ∀ (f, g) ∈ L0(X, d, µ)2. (3.3)

I Pour toute boule B de (X, d, µ), la version locale de l’inégalité (3.3)

1

µ (B)

∫

B

|fg| dµ ≤ ‖f‖Φ,B ‖g‖Φ∗,B , (3.4)

est valide pour tout élément (f, g) de L0(X, d, µ)2.

b) Soient q et β deux éléments de l’ensemble [1 ; +∞] , tels que q ≤ β. L’opérateur

maximal fractionnaire mq,β est défini par :

mq,βf(x) = sup
r>0

µ
(
B(x,r)

) 1
β
− 1
q

∥∥∥fχB(x,r)

∥∥∥
q,µ
,

pour tout élément f de L0(X, d, µ) et pour tous les x de X pour lesquels cette ex-

pression a un sens.

3.2.2 Continuité de l’opérateur maximal mq,β

Nous commençons par rappeler deux résultats établis dans [14]. Alors que le

théorème 3.2.1 caractérise les fonctions appartenant à Bp, le théorème 3.2.2 et ses

corollaires donnent des conditions suffisantes de continuité des opérateurs maximaux

entre espaces de Lebesgue et de Lebesgue-faible à poids. Rappelons que certains de

ces résultats généralisent ceux de [12] où l’espace X considéré est Rn.

Thorme 3.2.1 Soient p un réel tel que 1 < p < +∞, Φ une fonction de Young

doublante et M l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood classique.

Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Φ ∈ Bp.

(ii) Il existe une constante réelle C > 0 telle que

∫

X

MΦf(x)pdµ(x) ≤ C

∫

X

f(x)pdµ(x),

pour tout élément positif f de L0(X, d, µ).
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(iii) Il existe une constante réelle C > 0 telle que

∫

X

MΦf(x)pw(x)dµ(x) ≤ C

∫

X

f(x)pMw(x)dµ(x),

pour tous éléments positifs f et w de L0(X, d, µ).

(iv) Il existe une constante réelle C > 0 telle que

∫

X

Mf(x)p
w(x)[

MΦ∗(u
1
p )(x)

]pdµ(x) ≤ C

∫

X

f(x)p
Mw(x)

u(x)
dµ(x),

pour tous éléments positifs f, w et u de L0(X, d, µ).

Thorme 3.2.2 Soient p et q des réels tels que 1 < p ≤ q < +∞, ψ une fonction

définie sur l’ensemble des boules de (X, d, µ) et qui vérifie, pour une constante C fixée,

les relations :
I ψ (B1) ≤ Cψ (B2) si B1 ⊂ B2 ⊂ CB1

I ψ (B1)µ (B1) ≤ Cψ (B2)µ (B2) si B1 ⊂ B2

I lim
r(B)→+∞

ψ (B) = 0 si X est non borné,
(3.5)

et Mψ définie par

Mψf(x) = sup
B:x∈B

ψ (B)

∫

B

|f | dµ,

pour tout élément f de L0(X, d, µ) et pour tous les x de X pour lesquels cette ex-

pression a un sens. Si ω est une mesure de Borel positive sur X, Φ une fonction de

Young dont la fonction conjuguée vérifie la condition Bp, et v une fonction poids pour

lesquelles il existe une constante C telle que

ψ (B)ω (B)
1
q µ (B)

1
p′
∥∥v−1

∥∥
Φ,B
≤ C,

pour toute boule B de (X, d, µ), alors

(∫

X

(Mψf)q dω

) 1
q

≤ C

(∫

X

(|f | v)p dµ

) 1
p

.

En particulier, si w et v sont deux fonctions poids qui vérifient la relation

ψ (B)

(∫

B

wqdµ

) 1
q

µ (B)
1
p′
∥∥v−1

∥∥
Φ,B
≤ C (3.6)
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pour toute boule B de (X, d, µ) , alors

(∫

X

{(Mψf)w}q dµ
) 1

q

≤ C

(∫

X

(|f | v)p dµ

) 1
p

.

Dans la suite du paragraphe, nous supposons que (X, d, µ) est le groupe de type

homogène (G, | | , λ) .

Considérant l’opérateur maximal fractionnaire mq,β sur L0(G), nous avons les

résultats suivants qui sont des conséquences du théorème 3.2.2.

Corollaire 3.2.3 Soient r, β, p et q des éléments de [1 ; +∞] tels que

r < p ≤ q < +∞, et r < β <
ρ r

ρ− 1
,

ω une mesure de Borel positive sur G, Φ une fonction de Young dont la fonction

conjuguée Φ∗ vérifie la condition B p
r

et v une fonction poids sur G telles qu’il existe

une constante réelle C vérifiant :

λ (B)
r
β
− r
p ω (B)

r
q

∥∥v−r
∥∥

Φ,B
≤ C, (3.7)

pour toute boule B de G. Alors,

[∫

G

(mr,βf(x))q dω(x)

] 1
q

≤ C

[∫

G

(| f(x)| v(x))p dλ(x)

] 1
p

, ∀f ∈ L0(G).

En particulier, si v et w sont des fonctions poids qui vérifient

λ (B)
1
β
− 1
p

(∫

B

wqdλ

) 1
q ∥∥v−r

∥∥ 1
r

Φ,B
≤ C (3.8)

pour toute boule B de G, alors

[∫

G

(mr,βf(x)w(x))q dλ(x)

] 1
q

≤ C

[∫

G

(| f(x)| v(x))p dλ(x)

] 1
p

, ∀f ∈ L0(G).

Preuve : Soient ψ l’application définie sur l’ensemble des boules de G par

ψ (B) = λ (B)
r
β
−1 .
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Il est aisé de remarquer que la condition (3.5) est vérifiée, de sorte que Mψ est bien

définie. Considérons un élément f de L0(G).

a) La condition (3.7) est équivalente à

ψ (B)ω (B)
1
q
r λ (B)

1

( pr )′
∥∥v−r

∥∥
Φ,B
≤ C,

pour toute boule B de G.

D’où d’après le théorème 3.2.2, il existe une constante réelle C indépendante de

f , telle que : [∫

G

(Mψf)
q
r dω

] r
q

≤ C

[∫

G

(| f | vr)
p
r dλ

] r
p

.

Par conséquent, nous avons

[∫

G

(Mψf
r)

q
r dω

] 1
q

≤ C

[∫

G

(| f | v)p dλ

] 1
p

.

D’où [∫

G

(mr,βf)q dω

] 1
q

≤
[∫

G

(Mψf
r)

q
r dω

] 1
q

≤ C

[∫

G

(| f | v)p dλ

] 1
p

,

puisque (Mψf
r)

1
r ≥ mr,βf.

b) Nous vérifions aussi que la condition (3.8) est équivalente à

ψ (B)

(∫

B

wqdλ

) r
q

λ (B)
1

( pr )′
∥∥v−r

∥∥
Φ,B
≤ C,

pour toute boule B de G. Ce qui permet une fois de plus, d’après le théorème 3.2.2,

de dire qu’il existe une constante réelle C indépendante de f telle que :

[∫

G

(Mψf(x)wr(x))
q
r dλ(x)

] r
q

≤ C

[∫

G

(| f(x)| vr(x))
p
r dλ(x)

] r
p

.

D’où : [∫

G

(mr,βf(x)w(x))q dλ(x)

] 1
q

≤ C

[∫

G

(| f(x)| v(x))p dλ(x)

] 1
p

,

pour tout élément f de L0(G).
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Corollaire 3.2.4 Sous les hypothèses du corollaire 3.2.3, il existe une constante

réelle positive C telle que pour tout élément f de L0(G) et tout nombre réel a > 0,

nous ayons :

[∫

Ea

w(x)qdλ(x)

] 1
q

≤ a−1C

[∫

G

(| f(x)| v(x))p dλ(x)

] 1
p

,

où

Ea = {x ∈ G / mr,βf(x) > a} .

Nous donnons ici une autre généralisation du théorème 2 de [12]. Le résultat que

nous établissons, montre que l’opérateur mq,β est un opérateur borné de

(Lq, Lp)α (G, vdλ) ∩ (Lq1 , Lp1)α1 (G) dans Lt(G,wtdλ)−faible.

Thorme 3.2.5 Soient q, α, p, q1, p1 et β des éléments de [1 ; +∞] tels que

1 ≤ q ≤ α ≤ p, avec 0 <
1

α
− 1

β
=

1

s
,

q < q1 ≤ α1 ≤ p1 < +∞, avec 0 <
1

q1

− 1

β
=

1

t
≤ 1

p1

,

et Φ une fonction de Young doublante dont la conjuguée Φ∗ vérifie la condition B q1
q
.

Supposons que v et w sont deux éléments positifs de L0(G) pour lesquels il existe une

constante réelle A telle que pour toute boule B de G nous ayons :

λ (B)−
1
t (‖wχB‖t)

(∥∥v−q
∥∥ 1
q

Φ,B

)
≤ A. (3.9)

Alors, il existe une constante réelle C telle que pour tout élément f de L0(G), et tout

nombre réel θ > 0, nous ayons :

(∫

Πθ

wt(x)dλ(x)

) 1
t

≤ C
(
θ−1 ‖fv‖q1,p1,α1

)(
θ−1 ‖f‖q,p,α

)s( 1
q1
− 1
α1

)

, (3.10)

où Πθ = {x ∈ G / mq,βf(x) > θ}.

Pour la preuve de ce théorème, nous avons besoin du lemme suivant, démontré

dans [3].
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Lemme 3.2.6 Soit F une famille de boules de rayons bornés. Il existe une sous

famille {
B(xi,ri), i ∈ J

}

de F dénombrable, constituée de boules deux à deux disjointes et telle que, pour tout

élément B de F, il existe i dans J tel que

B ⊂ B(xi,bri),

avec b = 3(max(2ρ, γ))2.

Preuve du théorème 3.2.5 : Soient un élément f de L0(G) appartenant loca-

lement à Lq(G), et un nombre réel θ > 0.

Si f n’appartient pas à (Lq, Lp)α (G), alors l’inégalité (3.10) est triviale.

Nous supposons que f est un élément de (Lq, Lp)α (G).

∀x ∈ Πθ,∃rx ∈ R∗+ tel que λ
(
B(x,rx)

) 1
β
− 1
q

∥∥∥fχB(x,rx)

∥∥∥
q
> θ.

Ainsi, pour tout réel θ > 0, Πθ ⊂ ∪
x∈Πθ

B(x,rx).

Soit n un entier naturel non nul.

Désignons par Fn la famille formée des boules B(x,rx) telles que rx < n, et posons

En = {x ∈ Πθ / rx < n} .

Nous avons

En ⊂ ∪
rx<n

B(x,rx) et Πθ = ∪
n>0

En = sup
n>0

En.

D’après le lemme 3.2.6, il existe une sous famille
{
B(xi,ri), i ∈ J

}
de Fn dénombrable,

formée de boules deux à deux disjointes et telle que :

∀B ∈ Fn, ∃i ∈ J tel que B ⊂ B(xi,bri).

Soit i un élément de J. Nous avons, d’après la version locale de l’inégalité de

Hölder (voir la relation (3.4)),

θ < λ
(
B(e,ri)

) 1
β
− 1
q

∥∥∥∥fχB(xi,ri)

∥∥∥∥
q

< λ
(
B(e,ri)

) 1
β
− 1
q

∥∥∥∥
(
fvχ

B(xi,ri)

)q (
v−1χ

B(xi,ri)

)q∥∥∥∥
1
q

1

≤ (b)
ρ
q λ
(
B(e,ri)

) 1
β

∥∥∥∥
(
fvχ

B(xi,ri)

)q∥∥∥∥
1
q

Φ∗,bB(xi,ri)

×
∥∥∥∥
(
v−1χ

B(xi,ri)

)q∥∥∥∥
1
q

Φ,bB(xi,ri)

.
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Ainsi,

θq < Cλ
(
B(e,ri)

) q
β MΦ∗

(
fvχ

B(xi,ri)

)q
(y)

∥∥∥∥v−qχB(xi,ri)

∥∥∥∥
Φ,bB(xi,ri)

, ∀y ∈ B(xi,ri).

En intégrant sur B(xi,ri) et en utilisant le théorème 3.2.1, nous obtenons :

θqλ
(
B(xi,ri)

)

≤ Cλ
(
B(e,ri)

) q
β
∫
B(xi,ri)

MΦ∗

(
fvχ

B(xi,ri)

)q
(y)dλ(y)×

∥∥∥∥v−qχB(xi,ri)

∥∥∥∥
Φ,B(xi,bri)

≤ Cλ
(
B(e,ri)

)1+ q
β
− q
q1

[
∫
G

[
MΦ∗

(
fvχ

B(xi,ri)

)q
(y)

] q1
q

dλ(y)

] q
q1

×
∥∥∥∥v−qχB(xi,ri)

∥∥∥∥
Φ,B(xi,bri)

≤ Cλ
(
B(e,ri)

)1+ q
β
− q
q1

[∫
G

(
fvχ

B(xi,ri)

)q1
(y)dλ(y)

] q
q1

×
∥∥∥∥v−qχB(xi,ri)

∥∥∥∥
Φ,B(xi,bri)

≤ Cλ
(
B(e,ri)

)1+ q
β
− q
q1

∥∥∥∥fvχB(xi,ri)

∥∥∥∥
q

q1

∥∥∥∥v−qχB(xi,ri)

∥∥∥∥
Φ,B(xi,bri)

.

D’où,

1 < θ−1Cλ
(
B(e,ri)

) 1
β
− 1
q1

∥∥∥∥fvχB(xi,ri)

∥∥∥∥
q1

∥∥∥∥v−qχB(xi,ri)

∥∥∥∥
1
q

Φ,B(xi,bri)

, ∀i ∈ J.

Puisque En ⊂ ∪
i∈J
B(xi,bri) et p1 < t, nous avons grâce à la condition (3.9) ,

∥∥wχ
En

∥∥
t

≤
[∫

G
wt(y)χ ∪

i∈J
B(xi,bri)

(y)dλ(y)

] 1
t

≤
[
∑
i∈J

∥∥∥∥wχB(xi,bri)

∥∥∥∥
t

t

] 1
t

≤
[∑
i∈J

∥∥∥∥wχB(xi,bri)

∥∥∥∥
p1

t

] 1
p1

≤


∑
i∈J


θ−1Cλ

(
B(xi,ri)

) 1
β
− 1
q1

∥∥∥∥fvχB(xi,ri)

∥∥∥∥
q1

∥∥∥∥v−qχB(xi,ri)

∥∥∥∥
1
q

Φ,B(xi,bri)

∥∥∥∥wχB(xi,bri)

∥∥∥∥
t



p1



1
p1

≤ θ−1C


∑
i∈J



∥∥∥∥fvχB(xi,ri)

∥∥∥∥
q1

λ
(
B(xi,ri)

) 1
β
− 1
q1

∥∥∥∥v−qχB(xi,ri)

∥∥∥∥
1
q

Φ,B(xi,bri)

∥∥∥∥wχB(xi,bri)

∥∥∥∥
t



p1



1
p1

≤ Cθ−1

[
∑
i∈J

(∥∥∥∥fvχB(xi,ri)

∥∥∥∥
q1

)p1
] 1
p1

.

Posons r = sup
i∈J

ri et pour tout élément x de G, Tx =
{
E ∈ πr / B(x,r) ∩ E 6= ∅

}
.

D’après la relation (2.6) de la proposition 2.3.5 nous avons cardTx ≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ

pour tout élément x de G.
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Donc

∑
i∈J

(∥∥∥∥fvχB(xi,ri)

∥∥∥∥
q1

)p1

=
∑
i∈J

(∫
G

∣∣∣∣fvχB(xi,ri)
(y)

∣∣∣∣
q1

dλ(y)

) p1
q1

=
∑
i∈J

(
∑

E∈Txi

∫
E

∣∣∣∣fvχB(xi,ri)
(y)

∣∣∣∣
q1

dλ(y)

) p1
q1

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ(p1−q1)

q1

∑
i∈J

∑
E∈Txi

(∫
E

∣∣∣∣fvχB(xi,ri)
(y)

∣∣∣∣
q1

dλ(y)

) p1
q1

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ(p1−q1)

q1

∑
E∈πr

(∫
E
|fv(y)|q1

(∑
i∈J
χ
B(xi,ri)

(y)

)
dλ(y)

) p1
q1

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ(p1−q1)

q1

∑
E∈πr
‖fvχ

E
‖p1

q1

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ(p1−q1)

q1

(
‖fv‖πrq1,p1

)p1

.

Par conséquent,
∥∥wχ

En

∥∥
t
≤ Cθ−1 ‖fv‖q1,p1,α1

λ
(
B(e,r)

) 1
q1
− 1
α1 . (3.11)

Puisque f est un élément de (Lq, Lp)α (G), pour toute boule B(x,r) telle que

λ
(
B(e,r)

) 1
β
− 1
q

∥∥∥fχB(x,r)

∥∥∥
q
> θ,

nous avons :

∥∥∥fχB(x,r)

∥∥∥
q

=

( ∑
E∈πr

∫
E

∣∣∣fχB(x,r)

∣∣∣
q

dλ

) 1
q

=

( ∑
E∈Tx

∫
E

∣∣∣fχB(x,r)

∣∣∣
q

dλ

) 1
q

≤
( ∑
E∈Tx
‖fχ

E
‖qq
) 1

q

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ(p−q)
qp

( ∑
E∈Tx
‖fχ

E
‖pq
) 1

p

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ(p−q)
qp ‖f‖πrq,p ,

λ
(
B(e,r)

) 1
q
− 1
β < θ−1

∥∥∥fχB(x,r)

∥∥∥
q
≤ θ−1 (4γ4 + 3γ2)

ρ(p−q)
qp ‖f‖q,p,α λ

(
B(e,r)

) 1
q
− 1
α ,

λ
(
B(e,r)

)
≤
[
θ−1

(
4γ4 + 3γ2

) ρ(p−q)
qp ‖f‖q,p,α

]s
. (3.12)

Des relations (3.11) et (3.12) il ressort que

∥∥∥wχΠθ

∥∥∥
t
≤ Cθ−1 ‖fv‖q1,p1,α1

(
θ−1 ‖f‖q,p,α

)s( 1
q1
− 1
α1

)

,

où C est une constante indépendante de f.

Cela étant vrai pour tout entier n ≥ 1, nous obtenons
∥∥∥wχΠθ

∥∥∥
t
≤ Cθ−1 ‖fv‖q1,p1,α1

(
θ−1 ‖f‖q,p,α

)s( 1
q1
− 1
α1

)

.
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Remarque 3.2.7 Si nous prenons q1 = α1 dans le théorème 3.2.5, nous obtenons le

corollaire 3.2.4.

La remarque ci-dessus montre que les théorèmes 3.2.5 et 3.2.2 se recoupent. Cepen-

dant, leurs champs d’applications sont différents, comme le montre cette proposition

dont la démonstration est similaire à celle de la proposition 2.4.7.

Proposition 3.2.8 Soit (p, q, α) un élément de [1 ; +∞]3 tel que 1 < q < α < p.

Considérons dans G une famille de boules
{
B(xnj ,2−n−1) / 1 ≤ j ≤ E

(
2ρ(n+1)

)
+ 1 ; n ∈ N∗

}
,

où E
(
2ρ(n+1)

)
désigne la partie entière de 2ρ(n+1), vérifiant les conditions suivantes :

(i)
∣∣∣(x1

k)
−1
x1
j

∣∣∣ > γ (1 + γ + 2γ2) 2
2q
α−q ,∀ (k, j) ∈ {1; 2; 3; . . . ;E (22ρ) + 1}2

, j 6= k;

(ii) Pour tout entier naturel n > 1,

∣∣(xnk)−1 xnj
∣∣ > γ

(
1 + γ + 2γ2

)
2
n+1
α
q −1 ,∀ (k, j) ∈

{
1; 2; 3; . . . ;E

(
2ρ(n+1)

)
+ 1
}2
, j 6= k

et

∀ (m, k, j) ∈ {1; 2; 3; . . . ;n}×
{

1; 2; 3; . . . ;E
(
2ρ(n+1)

)
+ 1
}
×
{

1; 2; 3; . . . ;E
(
2ρ(m+1)

)
+ 1
}

(j,m) 6= (k, n)

∣∣(xnk)−1 xmj
∣∣ > 2γ2

∣∣∣22ρ(n+1)+1 + 2k−n + 2−n−1 − 22ρ(m+1)+1 − 2j−m − 2−m−1
∣∣∣ .

Posons

En =
E(2ρ(n+1))+1

∪
j=1

B(xnj ,2−n−1), E = ∪
n≥1

En et f = χ
E
.

Alors, f est un élément de (Lq, Lp)α (G) qui n’est pas dans Lα,+∞(G).

Remarquons que si nous prenons v = w = 1 dans le corollaire 3.2.3 et le théorème

3.2.5, les conditions (3.8) et (3.9) sont vérifiées. Cependant, f étant la fonction définie

dans la proposition 3.2.8, nous avons
(
‖fv‖q,p,α

)(
‖f‖q1,p1,α1

)s( 1
q1
− 1
α1

)

< +∞ tandis

que ‖fv‖q = +∞. Ainsi, le théorème 3.2.5 permet d’affirmer l’appartenance de mq,βf

à Lt(G)− faible, alors que le corollaire 3.2.3 ne donne aucun contrôle sur mq,βf.

La proposition 3.2.9 et le corollaire 3.2.10 ci-dessous se démontrent de la même

manière que dans [6].
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Proposition 3.2.9 Soient q, α, p et β des éléments de [1 ; +∞] tels que

q ≤ α ≤ p et 0 <
1

α
− 1

β
=

1

s
≤ 1

q
− 1

β
≤ 1

p
.

Il existe une constante réelle C telle que pour tout élément f de L0(G), nous ayons

‖mq,βf‖∗s,+∞ ≤ C ‖f‖q,p,α .

Corollaire 3.2.10 Soient q, α et β des éléments de [1 ; +∞] avec

1

β
<

1

α
<

1

q
<

1

β
+

1

α
et

1

s
=

1

α
− 1

β
.

Il existe une constante réelle C telle que pour tout élément f de L0(G) appartenant

localement à Lq(G), nous ayons :

‖mq,βf‖s ≤ ‖f‖
∗
α,s .

Proposition 3.2.11 Soient q, α et p des éléments de [1 ; +∞] , avec q ≤ α ≤ p. Il

existe une constante réelle C telle que :

mq,αf(x) ≤ C ‖f‖q,p,α ,

pour tout élément f de L0(G) et pour tout élément x de G.

Preuve : Soit (f, x) un élément de L0(G)×G, tel que f appartienne localement

à Lq(G).

1ercas : Supposons que p < +∞.

mq,αf(x) = sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q

∥∥∥fχB(x,r)

∥∥∥
q
≤ sup

r>0
λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q

[ ∑
E∈Te

∫
E
|f(y)|q dλ(y)

] 1
q

≤ sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q

[
(4γ4 + 3γ2)

ρ(p−q)
p

( ∑
E∈πr
‖fχ

E
‖pq
) q

p

] 1
q

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ(p−q)
pq sup

r>0
λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,p ≤ (4γ4 + 3γ2)

ρ(p−q)
pq ‖f‖q,p,α .
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D’où,

(mq,αf) (x) ≤ C ‖f‖q,p,α ,

avec C = (4γ4 + 3γ2)
ρ(p−q)
pq .

2èmecas : Supposons que p = +∞.

Si q = +∞ alors,

m+∞,+∞f(x) = sup
r>0

∥∥∥fχB(x,r)

∥∥∥
+∞

= ‖f‖+∞ = ‖f‖+∞,+∞,+∞ .

Si q < +∞ alors

mq,αf(x) = sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q

( ∑
E∈Tx

∫
E
| f(y)|q χ

B(x,r)
(y)dλ(y)

) 1
q

≤ sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q (4γ4 + 3γ2)

ρ
q ‖f‖πrq,+∞ = (4γ4 + 3γ2)

ρ
q ‖f‖q,+∞,α .

D’où

mq,αf(x) ≤ C ‖f‖q,+∞,α ,

avec C = (4γ4 + 3γ2)
ρ
q .

Les résultats précédents permettent, lorsque q, α et β vérifient certaines conditions,

de contrôler en norme mq,βf par f . Dans la proposition suivante, nous examinons le

problème inverse.

Proposition 3.2.12 Soient q, α, β, u et v des éléments de [1 ; +∞] tels que :

q ≤ α, 0 ≤ 1

α
− 1

β
=

1

s
et u ≤ s ≤ v.

Il existe une constante réelle D telle que pour tout élément f de L0(G), nous ayons :

‖f‖q,v,α ≤ D ‖mq,βf‖u,v,s . (3.13)

Preuve : Soit f un élément de L0(G)

Si mq,βf n’appartient pas à (Lu, Lv)s (G), alors l’inégalité est triviale.

Supposons donc que mq,βf appartienne à (Lu, Lv)s (G).

1ercas : Supposons que q = +∞. Alors, α = β = s = v = +∞.
Ainsi d’après la proposition 2.4.5, nous avons

‖f‖+∞,+∞,+∞ = ‖f‖+∞ et ‖m+∞,+∞f‖u,+∞,+∞ ≥
(
4γ5 + 3γ3 + 2γ2

)−ρ ‖m+∞,+∞f‖+∞ .
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Or

m+∞,+∞f(x) = sup
r>0

∥∥∥fχB(x,r)

∥∥∥
+∞

= ‖f‖+∞ .

D’où

‖f‖+∞,+∞,+∞ = ‖f‖+∞ = ‖m+∞,+∞f‖+∞ ≤ D ‖m+∞,+∞f‖u,+∞,+∞ ,

avec D = (4γ5 + 3γ3 + 2γ2)
ρ
.

2èmecas : Supposons que q < +∞.
a) Supposons u = +∞. Alors s = v = +∞ et α = β.

Par conséquent,

‖f‖q,+∞,α = sup
r>0

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖f‖πrq,+∞ = sup

r>0
sup
E∈πr

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q ‖fχ

E
‖q .

Or

∀E ∈ πr et ∀x ∈ E, E ⊂ B(x,r).

Donc

‖f‖q,+∞,α ≤ sup
r>0

sup
x∈G

λ
(
B(e,r)

) 1
α
− 1
q

∥∥∥fχB(x,r)

∥∥∥
q
≤ ‖mq,αf‖+∞ = ‖mq,βf‖+∞ .

Dans ce cas, nous avons D = 1.

b) Supposons que u < +∞.
Considérons deux éléments r et r′ de ]0 ; +∞[ . Nous avons :

λ
(
B(e,r)

) 1
β
− 1
q

(
| f |q ∗ χ

B(e,r)

) 1
q

(x) = λ
(
B(e,r)

) 1
β
− 1
q

(∫

B(x,r)

| f(t)|q dλ(t)

) 1
q

≤ mq,βf(x),

(3.14)

pour λ−presque tout x dans G.

D’après la proposition 2.3.6, il existe une constante C telle que :

λ
(
B(e,r′)

) 1
s
− 1
u
− 1
v

B(e,r′)
‖mq,βf‖u,v ≤ C ‖mq,βf‖u,v,s .

Ce qui peut encore s’écrire :

λ
(
B(e,r′)

) 1
s
− 1
u
− 1
v

(∥∥∥|mq,βf |u ∗ χB(e,r′)

∥∥∥
v
u

) 1
u

≤ C ‖mq,βf‖u,v,s . (3.15)
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Des relations (3.14) et (3.15), il ressort que :

λ
(
B(e,r′)

) 1
s
− 1
u
− 1
v

[∥∥∥∥
(
| f |q ∗ χ

B(e,r)

)u
q ∗ χ

B(e,r′)

∥∥∥∥
v
u

] 1
u

≤ Cλ
(
B(e,r)

) 1
q
− 1
β ‖mq,βf‖u,v,s .

Or, pour tout élément x de G, nous avons :

[(
| f |q ∗ χ

B(e,r)

)u
q ∗ χ

B(e,r′)

]
(x) =

∫

B(x,r′)

(∫

B(y,r)

|f(t)|q dλ(t)

)u
q

dλ(y).

Prenons r′ =
r

2γ
et remarquons que pour tous x et y dans G,

(
y ∈ B(x,r′)

)
=⇒

(
B(x,r′) ⊂ B(y,r)

)
.

Nous avons alors :
(∫

B(x,r′)

|f(t)|q dλ(t)

)u
q

≤
(∫

B(y,r)

|f(t)|q dλ(t)

)u
q

, ∀y ∈ B(x,r′).

Donc pour tout x dans G,

λ
(
B(e,r′)

) (
| f |q ∗ χ

B(e,r′)

)u
q

(x) ≤
∫
B(x,r′)

(∫
B(y,r)

|f(t)|q dλ(t)
)u
q
dλ(y)

=

[(
| f |q ∗ χ

B(e,r)

)u
q ∗ χ

B(e,r′)

]
(x).

Ainsi,

λ
(
B(e,r′)

) 1
u

∥∥∥∥
(
| f |q ∗ χ

B(e,r′)

)u
q

∥∥∥∥
1
u

v
u

≤
∥∥∥∥
(
| f |q ∗ χ

B(e,r)

)u
q ∗ χ

B(e,r′)

∥∥∥∥
1
u

v
u

≤ Cλ
(
B(e,r)

) 1
q
− 1
β λ
(
B(e,r′)

)− 1
s

+ 1
u

+ 1
v ‖mq,βf‖u,v,s ;

ce qui peut encore s’écrire

(2γ)ρ(
1
β
− 1
q ) λ

(
B(e,r′)

) 1
α
− 1
q
− 1
v

∥∥∥| f |q ∗ χB(e,r′)

∥∥∥
1
q

v
q

≤ C ‖mq,βf‖u,v,s ,

ou encore

(2γ)ρ(
1
β
− 1
q ) λ

(
B(e,r′)

) 1
α
− 1
q
− 1
v

B(e,r)
‖f‖q,v ≤ C ‖mq,βf‖u,v,s .

Appliquons une fois de plus la proposition 2.3.6 ; il existe une constante C telle que

‖f‖q,v,α ≤ C ‖mq,βf‖u,v,s .
D’où le résultat.

A l’aide de ces résultats sur l’opérateur maximal fractionnaire de Hardy-Littlewood,

nous allons démontrer dans le paragraphe suivant, certaines propriétés de l’intégrale

fractionnaire.
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3.3 INTEGRALE FRACTIONNAIRE

Nous commençons par nous placer dans un espace de type homogène (X, d, µ) .

Dfinition 3.3.1 Soient un réel α tel que 0 < α < 1 et un élément f de L0(X, d, µ).

L’intégrale fractionnaire de f est la fonction Iαf définie par :

Iαf(x) =

∫

X

f(y)dµ(y)

µ
(
B(x,d(x,y))

)(1−α)
.

Remarquons que dans le cas où (X, d, µ) est le groupe de type homogène (G, | | , λ),

et ρ la constante qui vérifie λ
(
B(x,r)

)
= rρ pour tout élément (x, r) de G×R∗+, nous

avons

Iαf(x) =

∫

G

f(y)dλ(y)

λ
(
B(x,d(x,y))

)(1−α)
=

∫

G

f(y)dλ(y)

|x−1y|ρ(1−α)
,

Nous rappelons quelques résultats établis par Pan Wenjie dans [13] :

1- Soit α un réel tel que 0 < α < 1. Il existe une constante réelle C0 telle que

pour tout élément positif f de L0(X, d, µ) borné et à support borné, nous ayons :

M (Iαf) (x) ≤ C0Iαf(x) ∀x ∈ X,

où M (f) (x) = sup
B:x∈B

1

µ (B)

∫
B
|f(x)| dµ(x). (lemme 6)

2- Soit E un sous-ensemble ouvert de X tel que E 6= X et µ (E) < +∞.
Alors il existe une famille de boules

{
B(xi,ri), i ∈ I

}
deux à deux disjointes et deux

constantes réelles b et m telles que

(i) E = ∪
i∈I
B(xi,bri).

(ii)
∑
i∈I
χ
B(xi,2κbri)

≤ mχ
E
, κ désignant la constante de la définition 2.2.1.

(iii) B(xi,4κ2bri) ∩ (X\E) 6= ∅. (lemme 8)

3- Soient α et p deux éléments de ]0 ; +∞[ tels que 0 < α < 1 et 1 ≤ p <
1

α
.

(i) si 1 < p <
1

α
et

1

q
=

1

p
−α, alors il existe une constante réelle C telle

que

‖Iαf‖q,µ ≤ C ‖f‖p,µ .
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(ii) si p = 1 et a un réel strictement positif, alors il existe une constante

réelle C telle que

µ ({x ∈ X/ |Iαf(x)| > a}) ≤
(
C

a
‖f‖1,µ

) 1
1−α

. (théorème1)

Le théorème 3.3.3 est une généralisation au cas des espaces de type homogène, du

théorème 1 de [12]. Mais avant de l’énoncer, nous donnons la définition suivante :

Dfinition 3.3.2 Soit w une fonction poids sur (X, d, µ) . On dit que w appartient à

la classe (ou vérifie la condition) A∞ au sens de Muckenhoupt, si pour tout réel ε > 0,

il existe un réel δ > 0 tel que pour toute boule B de (X, d, µ) et tout sous-ensemble

µ−mesurable E de B tel que µ (E) ≤ δµ (B), nous ayons

∫

E

w(x)dµ(x) ≤ ε

∫

X

w(x)dµ(x).

Thorme 3.3.3 Soient (X, d, µ) un espace de type homogène, q un réel tel que 0 <

q < +∞ et w une fonction poids vérifiant la condition A∞. Il existe une constante

réelle C telle que :

sup
a>0

aq
∫

Ea

w(x)dµ(x) ≤ Csup
a>0

aq
∫

Fa

w(x)dµ(x), ∀f ∈ L0(X, d, µ), (3.16)

où Ea = {x ∈ X / |Iαf(x)| > a} et Fa =
{
x ∈ X / m1, 1

α
f(x) > a

}
.

Preuve : Soit f un élément de L0(X, d, µ). Nous pouvons supposer que :

• f est positif ; car en remplaçant f(x) par sa valeur absolue, nous ne faisons

qu’augmenter le membre de gauche.

• f est localement intégrable ; car dans le cas contraire, l’inégalité serait triviale.

• w est localement intégrable ; car dans le cas contraire le membre de droite serait

infini si f 6= O.

a) Supposons que f est borné et à support borné.
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D’après le lemme 6 de Pan Wenjie [13],

∃C0 > 0 tel que ∀x ∈ X, Iαf(x) ≤M (Iαf) (x) ≤ C0Iαf(x),

où C0 est une constante indépendante de f.

Soit 0 < θ. Posons

Ẽθ = {x ∈ X / |M(Iαf)(x)| > θ} et Eθ = {x ∈ X / |Iαf(x)| > θ} .

Ẽθ est un ouvert de (X, d, µ).

D’après le théorème 1 de [13], si q0 et p0 sont deux réels tels

1 < p0 <
1

α
et

1

q0

=
1

p0

− α,

alors il existe une constante réelle C telle que :

µ
(
Ẽθ

)
≤ θ−q0

∫
X

[M(Iαf)(x)]q0 dµ(x)

≤ C0θ
−q0
∫
X

[Iαf(x)]q0 dµ(x)

≤ Cθ−q0
[∫
X

[f(x)]p0 dµ(x)
] q0
p0 < +∞.

D’après le lemme 8 de [13], il existe une famille
{
B(xi,ri) ; i ∈ J

}
dénombrable

de boules deux à deux disjointes, deux constantes réels M = M(µ, d) et c = c(µ, d),

telles que : 



Ẽθ = ∪i∈JB(xi,cri)∑
i∈J
χ
B(xi,2κcri)

≤Mχ
Ẽθ

B(xi,4κ2cri) ∩
(
X\Ẽθ

)
6= ∅, ∀i ∈ J

.

Considérons (a, ε) dans ]1 ; +∞[× ]0 ; 1], et posons :

Fθ,ε =
{
x ∈ X / m1, 1

α
f(x) > θε

}
,

J1 =
{
i ∈ J / B(xi,cri) ⊂ Fθ,ε

}
,

J2 = J \ J1 =
{
i ∈ J / B(xi,cri) \ Fθ,ε 6= ∅

}
.

Puisque

Eθa = {x ∈ X / Iαf(x) > θa} ⊂ Eθ ⊂ Ẽθ = ∪
i∈J
B(xi,cri),

nous avons

Eθa =

[
∪
i∈J1

(
Eθa ∩B(xi,cri)

)]
∪
[
∪
i∈J2

(
Eθa ∩B(xi,cri)

)]
.
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(i) Montrons qu’il existe une constante a0 > 1 et une constante K, toutes

deux dépendant uniquement de (X, d, µ) et de α, telles que pour tout a > a0 et pour

tout ε élément de ]0 ; 1] , nous ayons :

µ
({
x ∈ B(xi,cri)/Iαf(x) > aθ

})
≤ Kµ

(
B(xi,cri)

) (ε
a

) 1
1−α

, ∀i ∈ J2. (3.17)

Soit un élément B de
{
B(xi,cri) / i ∈ J2

}
:

∃t ∈ B tel que m1, 1
α
f(t) ≤ εθ.

Nous définissons les éléments g et h de L0(X, d, µ) par

g = fχ
2κB

et h = f − g.

Il existe d’après le théorème 1 de [13], une constante réelle C telle que :

µ

({
x ∈ X / Iαg(x) >

aθ

2

})
≤ C

(
1

aθ

∫

X

g(x)dµ(x)

) 1
1−α

. (3.18)

Désignons par Bt la boule de centre t et de rayon (2κ2 + κ) fois celui de B. Nous

avons 2κB ⊂ Bt ; car si x est un élément de 2κB, alors

d (t, x) ≤ κ (d (t, xB) + d (xB, x))

≤ κ (r (B) + 2κr (B)) = (2κ2 + κ) r (B) .

Par conséquent,
∫
X
g(x)dµ(x) ≤

∫
Bt
f(x)dµ(x)

≤ µ (Bt)
1−αm1, 1

α
f(t)

≤
[
Aµ (2κ2 + κ)

Dµ
]1−α

µ (B)1−αm1, 1
α
f(t) ≤ P 1−αµ (B)1−α εθ,

avec P = Aµ (2κ2 + κ)
Dµ .

La relation (3.18) devient

µ

({
x ∈ X / Iαg(x) >

aθ

2

})
≤ Kµ (B)

(ε
a

) 1
1−α

,

avec K constante dépendant uniquement de (X, d, µ) et α.

Soit s un élément de 4κ2B tel que M (Iαf) (s) ≤ θ et par conséquent Iαf(s) ≤ θ :

∀x ∈ B, ∀y ∈ X \ 2κB,

{
d (s, y) ≤ (4κ3 + 2κ2) d (x, y)

B(s,d(s,y)) ⊂ B(s,(4κ3+2κ2)d(x,y)) ⊂ B(x,(8κ4+2κ3+κ2)d(x,y))

.
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D’où pour tout élément x de B,

Iαh(x) =
∫
X\2κB

f(y)

µ
(
B(x,d(x,y))

)1−αdµ(y)

≤
[
Aµ (8κ4 + 2κ3 + κ2)

Dµ
]1−α ∫

X\2κB
f(y)

µ
(
B(s,d(s,y))

)1−αdµ(y)

≤
[
Aµ (8κ4 + 2κ3 + κ2)

Dµ
]1−α

θ.

Prenons a0 = 2
[
Aµ (8κ4 + 2κ3 + κ2)

Dµ
]1−α

. Si a ≥ a0, alors

∀x ∈ B, Iαh(x) ≤ aθ

2
.

De sorte que

{x ∈ B / Iαf(x) > θa} ⊂
{
x ∈ B / Iαg(x) >

aθ

2

}

et

µ ({x ∈ B / Iαf(x) > aθ}) ≤ Kµ (B)
(ε
a

) 1
1−α

.

(ii) Etablissons maintenant notre résultat :

nous supposons a et K comme au (i) .

Posons E1
θa = ∪

i∈J1

(
Eθa ∩B(xi,cri)

)
et E2

θa = ∪
i∈J2

(
Eθa ∩B(xi,cri)

)
.

Nous avons E1
θa ⊂ Fθ,ε, et

∫
Eθa

w(x)dµ(x) ≤
∫
Fθ,ε

w(x)dµ(x) +
∫
E2
θa\Fθ,ε

w(x)dµ(x)

≤
∫
Fθ,ε

w(x)dµ(x) +
∑
i∈J2

∫
B

(xi,cri)∩(Eθa\Fθ,ε)
w(x)dµ(x).

Soit ρ > 0 :

∃δ ∈ R∗+ tel que ∀E ⊂ B, µ (E) ≤ δµ (B) =⇒
∫

E

w(x)dµ(x) ≤ ρ

∫

B

w(x)dµ(x).

et

∃ε ∈ ]0 ; 1] tel que K

(
ε

a

) 1
1−α

< δ.

Prenant dans (3.17) 0 < ε ≤ ε, nous obtenons

µ
(
B(xi,cri) ∩ Eθa

)
< δµ

(
B(xi,cri)

)
, ∀i ∈ J2.
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Par suite
∫

B(xi,cri)
∩Eθa

w(x)dµ (x) ≤ ρ

∫

B(xi,cri)

w(x)dµ (x) , ∀i ∈ J2.

Il s’ensuit que
∫
Eθa

w(x)dµ(x) ≤
∫
Fθ,ε

w(x)dµ(x) + ρ
∑
i∈J2

∫
B(xi,cri)

w(x)dµ(x)

≤
∫
Fθ,ε

w(x)dµ(x) + ρM
∫
Ẽθ
w(x)dµ(x).

Puisque

Ẽθ ⊂ E θ
C0

⊂
(
E θ

C0

∩ 2κB0

)
∪ Fθ, 1

C0L
1−α

,

où L = Aµ (2κ2 + κ)
Dµ et Suppf ⊂ B0, nous avons

∫

Eθa

w(x)dµ(x) ≤
∫

Fθ,ε

w(x)dµ(x)+ρM

∫

E θ
C0

∩2κB0

w(x)dµ(x)+ρM

∫

F
θ, 1
C0L

1−α

w(x)dµ(x).

Choisissant ε <
1

C0L1−α , nous avons

∫

Eθa

w(x)dµ(x) ≤ (1 + ρM)

∫

Fθ,ε

w(x)dµ(x) + ρM

∫

E θ
C0

∩2κB0

w(x)dµ(x).

Soit N un élément de N∗. Puisque pour tout réel θ de R∗+,

(θa)q
∫
Eθa

w(x)dµ(x) ≤ (1 + ρM)
(a
ε

)q
(θε)q

∫
Fθ,ε

w(x)dµ(x)

+ ρM

(
θ

C0

)q
(C0a)q

∫
E θ
C0

∩2κB0
w(x)dµ(x),

nous avons

sup
0<s<N

sq
∫
Es
w(x)dµ(x) ≤ (1 + ρM)

(a
ε

)q
sup

0<s<N ε
a

sq
∫
Fs,1

w(x)dµ(x)

+ ρM (C0a)q sup
0<s< N

aC0

sq
∫
Es∩2κB0

w(x)dµ(x).

Comme sup
0<s< N

aC0

sq
∫
Es∩2κB0

w(x)dµ(x) ≤ sup
0<s<N

sq
∫
Es∩2κB0

w(x)dµ(x) < +∞, pour ρ =

1

2M(C0a)q
nous avons

1

2
sup

0<s<N
sq
∫

Es

w(x)dµ(x) ≤
(

1 +
1

2(C0a)q

)(a
ε

)q
sup

0<s<N ε
a

sq
∫

Fs,1

w(x)dµ(x), ∀N ∈ N∗.
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Donc

sup
s>0

sq
∫

Es

w(x)dµ(x) ≤ Csup
s>0

sq
∫

Fs

w(x)dµ(x). (3.19)

b) Pour un élément positif quelconque f de L0(X, d, µ) et pour un élément x0 fixé

dans X, posons fk = fχ
B(x0,k)

, fkk = fkχ
Ek
k

et Ek
k =

{
x ∈ B(x0,k) / |f(x)| ≤ k

}
.

Puisque fkk est borné et à support borné pour tout entier naturel k, nous appli-

quons (3.19) à fkk , et nous faisons tendre k vers l’infini.

Pour la suite, nous nous plaçons dans le cas où (X, d, µ) est le groupe de type

homogène (G, | | , λ) . Etablissons l’analogue du théorème 3.2.5, pour les intégrales

fractionnaires.

Thorme 3.3.4 Soient q, θ, p, p1, q1, θ1 et α des éléments de ]0 ; +∞] tels que :

1 ≤ q ≤ θ ≤ p avec 0 <
1

θ
− α =

1

s

et

q < q1 ≤ θ1 ≤ p1 < +∞ avec 0 <
1

q1

− α =
1

t
≤ 1

p1

,

et Φ une fonction de Young doublante dont la fonction conjuguée Φ∗ vérifie la condi-

tion B q1
q
. Nous supposons que v et w sont deux fonctions poids pour lesquelles il existe

une constante A telle que pour toute boule B de G
(
λ (B)−

1
t ‖wχ

B
‖t
)(∥∥v−q

∥∥ 1
q

Φ,B

)
≤ A,

et que wt vérifie la condition A∞. Alors il existe une constante C telle que pour tout

élément f de L0(G) localement dans Lq(G) et pour tout réel a > 0, nous ayons :

(∫

Ea

wt(x)dλ(t)

) 1
t

≤ C
(
a−1 ‖fv‖q1,p1,θ1

)(
a−1 ‖f‖q,p,θ

)s( 1
q1
− 1
θ1

)

,

où Ea = {x ∈ G / |Iαf(x)| > a}.

Preuve : Puisque wt appartient à A+∞, il existe d’après le théorème 3.3.3 une

constante C telle que

sup
a>0

a
1+s

(
1
q1
− 1
θ1

)(∫

Ea

wt(x)dλ(x)

) 1
t

≤ Csup
a>0

a
1+s

(
1
q1
− 1
θ1

)(∫

Fa

wt(x)dλ(x)

) 1
t

,

72



3.3. INTEGRALE FRACTIONNAIRE 73

avec Fa =
{
x ∈ G / m1, 1

α
f(x) > a

}
.

Par ailleurs, nous savons que m1,β ≤ mq,β pour tout réel q > 1.

Donc d’après le théorème 3.2.5, il existe une constante réelle K telle que pour tout

élément f de L0(G) nous ayons :

sup
a>0

a
1+s

(
1
q1
− 1
θ1

)(∫

Ea

wt(x)dλ(x)

) 1
t

≤ K ‖fv‖q1,p1,θ1

(
‖f‖q,p,θ

)s( 1
q1
− 1
θ1

)

;

c’est-à-dire que pour tout réel a > 0,
(∫

Ea
wt(x)dλ(t)

) 1
t ≤ K

(
a−1 ‖fv‖q1,p1,θ1

)(
a−1 ‖f‖q,p,θ

)s( 1
q1
− 1
θ1

)

.

Dans le cas où q1 = θ1, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 3.3.5 Soient q, q1 et α des éléments de ]0 ; +∞] tels que :

1 ≤ q < q1 et 0 <
1

q1

− α =
1

t
,

et Φ une fonction de Young doublante dont la fonction conjugué Φ∗ vérifie la condition

B q1
q
. Nous supposons que v et w sont deux fonctions poids pour lesquelles il existe une

constante A telle que, pour toute boule B de G

(
λ (B)−

1
t ‖wχ

B
‖t
)(∥∥v−q

∥∥ 1
q

Φ,B

)
≤ A,

et que wt vérifie la condition A∞.
Alors il existe une constante C telle que pour tout élément f de L0(G) localement

dans Lq(G), et pour tout réel a > 0, nous ayons :

(∫

Ea

wt(x)dλ(t)

) 1
t

≤ Ca−1 ‖fv‖q1 ,

où Ea = {x ∈ G / |Iαf(x)| > a}.

Les deux propositions suivantes, qui traduisent la continuité de l’opérateur intégral

Iα entre les espaces (Lq, Lp)θ (G) et Ls,+∞(G), et entre les espaces Lθ,s(G) et Ls(G),

se démontrent comme dans [6].
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Proposition 3.3.6 Soient q, p, θ et α des éléments de ]0 ; +∞[ tels que

1 ≤ q ≤ θ ≤ p et 0 <
1

θ
− α =

1

s
≤ 1

q
− α ≤ 1

p
.

Il existe une constante réelle L > 0, telle que pour tout élément f de L0(G) apparte-

nant localement à Lq(G), nous ayons :

‖Iαf‖∗s,+∞ ≤ L ‖f‖q,p,θ .

Proposition 3.3.7 Soient θ et α, des éléments de ]0 ; +∞[ tels que

1 < θ <
1

α
et

1

θ
− α =

1

s
.

Il existe une constante réelle L > 0 telle que pour tout élément f de Lθ,s(G) apparte-

nant localement à Lθ(G), nous ayons :

‖Iαf‖s ≤ L ‖f‖∗θ,s .

On sait depuis longtemps que pour l’intégrale fractionnaire Iαf(x) =
∫

Rn
f(y)

|x− y|n−α
dy,

et son opérateur maximal fractionnaire associé Mαf(x) = sup
B:x∈B

r (B)α−n
∫
B
|f(y)| dy,

il existe une constante C telle que Mαf(x) ≤ CIαf(x), pour presque tout x dans

Rn. L’inégalité contraire à celle ci-dessus étant fausse, Muckenhoupt et Wheeden

ont montré dans [12] que si w est une fonction poids vérifiant la condition A∞ et

0 < p < +∞, alors on a

∫

Rn
|Iαf(x)|pw(x)dx ≤ C

∫

Rn
Mαf(x)pw(x)dx,

C étant une constante indépendante de f. Pérez et Wheeden ont ensuite généralisé

ce résultat dans le cas des espaces de type homogène, en affaiblissant les conditions

sur le poids (voir [15]).

Dans ce qui suit, nous généralisons ce résultat aux espaces (Lq, Lp)α (G).
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Lemme 3.3.8 Soit (q, s, θ, p, β, α) un élément de [1 ; +∞]5 × ]0 ; 1[ tel que :

1 ≤ s, q ≤ θ <
1

α
< β et θ ≤ p.

Il existe une constante réelle K telle que pour tout élément (x, f) de G×L0(G), nous

ayons

|Iαf(x)| ≤ K ‖f‖θ(
αβ−1
β−θ )

q,p,θ [ms,βf(x)]1−θ(
αβ−1
β−θ ) . (3.20)

Preuve : Soient un élément positif f de L0(G), et un élément x de G.

Si f = O ou si f n’appartient pas à (Lq, Lp)θ (G) ou ms,βf(x) = +∞, alors

l’inégalité est trivialement vérifiée.

Supposons que 0 < ‖f‖q,p,θ < +∞ et 0 < ms,βf(x) < +∞.

Soit r un réel strictement positif.

Iαf(x) =
∫
G

f(y)

|x−1y|ρ(1−α)
dλ(y)

=
∫
|x−1y|<r

(
f(y)

|x−1y|ρ(1−α)

)
dλ(y) +

∫
|x−1y|≥r

(
f(y)

|x−1y|ρ(1−α)

)
dλ(y).

Posons :

J1(x) =

∫

|x−1y|<r

(
f(y)

|x−1y|ρ(1−α)

)
dλ(y) et J2(x) =

∫

|x−1y|≥r

(
f(y)

|x−1y|ρ(1−α)

)
dλ(y).

(3.21)

Nous avons Iαf(x) = J1(x) + J2(x).

Évaluons séparément J1(x) et J2(x).

Désignons par a un réel strictement supérieur à 1.

J1(x) =
∫
|x−1y|<r

(
f(y)

|x−1y|ρ(1−α)

)
dλ(y) =

+∞∑
k=0

∫
a−k−1r≤|x−1y|<a−kr

(
f(y)

|x−1y|ρ(1−α)

)
dλ(y)

≤
+∞∑
k=0

(
a−k−1r

)ρ(α−1) ∫
B(x,a−kr)

f(y)dλ(y)

≤
+∞∑
k=0

(
a−k−1r

)ρ(α−1) (
a−kr

)ρ(1− 1
s)
∥∥∥fχB(x,a−kr)

∥∥∥
s

≤ a−ρ(α−1)
+∞∑
k=0

(
a−kr

)ρ(α− 1
β )
ms,βf(x) ≤ a−ρ(α−1)

1− a−ρ(α− 1
β )
λ
(
B(e,r)

)α− 1
β ms,βf(x).
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Donc J1(x) ≤ Aλ
(
B(e,r)

)α− 1
β ms,βf(x), avec A =

a−ρ(α−1)

1− a−ρ(α− 1
β )
.

J2(x) =
∫
|x−1y|≥r

(
f(y)

|x−1y|ρ(1−α)

)
dλ(y) =

+∞∑
k=0

∫
akr≤|x−1y|<ak+1r

(
f(y)

|x−1y|ρ(1−α)

)
dλ(y)

≤
+∞∑
k=0

(
akr
)ρ(α−1) ∫

B(x,ak+1r)
f(y)dλ(y)

≤
+∞∑
k=0

(
akr
)ρ(α−1) (

ak+1r
)ρ(1− 1

q )
∥∥∥fχB(x,ak+1r)

∥∥∥
q
.

Or ∥∥∥fχB(x,ak+1r)

∥∥∥
q
≤
(
4γ4 + 3γ2

) ρ(p−q)
pq ‖f‖πak+1r

q,p .

D’où,

J2(x) ≤
[
(4γ4 + 3γ2)

ρ(p−q)
pq aρ(1− 1

θ )
+∞∑
k=0

(
aρ(α−

1
θ )
)k]

λ
(
B(e,r)

)α− 1
θ ‖f‖q,p,θ

≤ (4γ4 + 3γ2)
ρ(p−q)
pq aρ(1− 1

θ )

1− aρ(α− 1
θ )

λ
(
B(e,r)

)α− 1
θ ‖f‖q,p,θ .

Donc

J2(x) ≤ Dλ
(
B(e,r)

)α− 1
θ ‖f‖q,p,θ ,

avec D =
(4γ4 + 3γ2)

ρ(p−q)
pq aρ(1− 1

θ )

1− aρ(α− 1
θ )

.

Ainsi,

Iαf(x) ≤ Aλ
(
B(e,r)

)α− 1
β ms,βf(x) +Dλ

(
B(e,r)

)α− 1
θ ‖f‖q,p,θ , ∀r ∈ R∗+. (3.22)

Puisque 0 < ‖f‖q,p,θ < +∞ et 0 < ms,βf(x) < +∞, prenons dans (3.22),

r =

[ ‖f‖q,p,θ
ms,βf(x)

]τρ−1

,

avec τ =
θβ

β − θ . Nous obtenons

Iαf(x) ≤ (A+D) ‖f‖θ(
αβ−1
β−θ )

q,p,θ [ms,βf(x)]
β(1−αθ)
β−θ .

D’où le résultat, en remarquant que
β (1− αθ)
β − θ = 1− θ

(
αβ − 1

β − θ

)
.
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Remarque 3.3.9 Si β = +∞ , q = θ et s = 1, nous retrouvons le lemme démontré

par Pan Wenjie dans [13].

Lemme 3.3.10 Soient α, β0, β1 des éléments de ]0 ; +∞] tels que :

0 ≤ 1

β0

< α <
1

β1

≤ 1.

Il existe une constante réelle K = K(β1, β0, α, ρ) telle que :

Iαf(x) ≤ K [m1,β0f(x)]

1
β1
−α

1
β1
− 1
β0 [m1,β1f(x)]

α− 1
β0

1
β1
− 1
β0 , (3.23)

pour tout élément positif f de L0(G) et tout élément x de G.

Preuve : Soient un élément positif f de L0(G) et un élément x de G.

Si m1,β0f(x) = +∞ ou m1,β1f(x) = +∞ ou f = O, alors l’inégalité (3.23) est

trivialement vérifiée.

Nous supposons donc que 0 < m1,β0f(x) < +∞ et 0 < m1,β1f(x) < +∞.

Soit r un réel strictement positif.

Nous avons Iαf(x) = J1(x) + J2(x), avec J1(x) et J2(x) donnés par la relation

(3.21) .

Soit a un réel strictement supérieur à 1.

J1(x) ≤
+∞∑
k=0

(
a−k−1r

)ρ(α−1) ∫
B(x,a−kr)

f(y)dλ(y) ≤ a−ρ(α−1)
+∞∑
k=0

(
a−kr

)ρ(α− 1
β0

)

m1,β0f(x).

Donc J1(x) ≤ C0λ
(
B(e,r)

)α− 1
β0 m1,β0f(x), avec C0 =

a−ρ(α−1)

1− a−ρ
(
α− 1

β0

) .

Par ailleurs,

J2(x) ≤
+∞∑
k=0

(
akr
)ρ(α−1) ∫

B(x,ak+1r)
f(y)dλ(y) ≤ a

ρ
(

1− 1
β1

)+∞∑
k=0

(
akr
)ρ(α− 1

β1

)

m1,β1f(x).

Donc

J2(x) ≤ C1λ
(
B(e,r)

)(α− 1
β1

)

m1,β1f(x),

avec C1 =
a
ρ
(

1− 1
β1

)

1− aρ
(
α− 1

β1

) .
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Ainsi,

Iαf(x) ≤ C

(
r
ρ
(
α− 1

β0

)
m1,β0f(x) + r

ρ
(
α− 1

β1

)
m1,β1f(x)

)
∀r ∈ R∗+. (3.24)

Puisque 0 < m1,β0f(x) < +∞ et 0 < m1,β1f(x) < +∞, prenons dans (3.24),

rρ =

[
m1,β1f(x)

m1,β0f(x)

] 1
1
β1
− 1
β0 .

Nous obtenons :

Iαf(x) ≤ C [m1,β0f(x)]

1
β1
−α

1
β1
− 1
β0 [m1,β1f(x)]

α− 1
β0

1
β1
− 1
β0 ,

où C est une constante indépendante de f.

Proposition 3.3.11 Soient q, α, p, τ, q1 et p1 des éléments de ]0 ; +∞] tels que :

1 < q ≤ α ≤ p ; q < q1 <
1

τ
≤ p, β < p1 ;

α <
1

τ
< β <

pq

p− q et
1

p
− 1

p1

<
1

α
− τ < 1

q
− 1

q1

< β

(
1− τα
β − α

)
.

Alors il existe une constante réelle C telle que :

‖wIτf‖q,p,α ≤ C ‖w‖q1,p1,β
‖f‖q,p,α , ∀ (w, f) ∈ (Lq1 , Lp1)β (G)× (Lq, Lp)α (G).

Preuve : Posons

ε = β

(
1− τα
β − α

)
,

1

q
=

ε

q2

+
1

q1

,
1

α
=

ε

s2

+
1

β
et

1

p
=

ε

p2

+
1

p1

.

Nous avons d’une part :
1

p2

< 1 et
1

q2

< 1 ; car
1

p
− 1

p1

< ε et
1

q
− 1

q1

< ε,

et d’autre part :
ε

p2

<
ε

s2

<
ε

q2

; car
1

p
− 1

p1

<
1

α
− τ < 1

α
− 1

β
<

1

q
− 1

q1

.

Par conséquent, nous avons d’après les propositions 2.4.6 et 3.2.9,

‖mq,βf‖ q2
ε
,
p2
ε
,
s2
ε
≤ C ‖mq,βf‖∗s2

ε
,+∞ ≤ C ‖f‖q,p,α , (3.25)
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et d’après le lemme 3.3.8,

|Iτf(x)| ≤ C ‖f‖1−ε
q,p,α (mq,βf(x))ε . (3.26)

Multiplions (3.26) par w(x), et prenons la norme (Lq, Lp)α des deux membres en

utilisant l’inégalité de Hölder.

Nous obtenons :

‖wIτf‖q,p,α ≤ C ‖f‖1−ε
q,p,α ‖w (mq,βf)ε‖q,p,α

≤ C ‖f‖1−ε
q,p,α ‖w‖q1,p1,β

‖mq,βf‖εq2
ε
,
p2
ε
,
s2
ε

≤ C ‖w‖q1,p1,β
‖f‖q,p,α .

Donc

‖wIτf‖q,p,α ≤ C ‖w‖q1,p1,β
‖f‖q,p,α ,

où C est une constante indépendante de f et de w.

Proposition 3.3.12 Soient q, s, θ, p, β, α, u et t des éléments de ]0 ; +∞] tels que :

1 ≤ s ≤ q ≤ θ <
1

α
< β ; θ ≤ p ; 1− α < 1

s
− 1

β
< 1 ;

1 ≤ s′ ≤ u ≤ t et ε =
β

u

(
u+ θ − αθu

β − θ

)
.

Si v un élément positif de L0(G) tel que v−1 appartienne à
(
Ls
′
, Lt
)u

(G), alors il

existe une constante réelle C telle que :

|Iαf(x)| ≤ C
∥∥v−1

∥∥
s′,t,u ‖fv‖

1−ε
q,p,θ [ms,βfv(x)]ε , (3.27)

pour tout élément f de L0(G) et tout élément x de G.

Preuve : Soient f un élément positif de L0(G) et x un élément de G.

Si ‖fv‖q,p,θ = 0 ou fv n’appartient pas à (Lq, Lp)θ (G) ou mq,βfv(x) = +∞, alors

l’inégalité est trivialement vérifiée.

Supposons que 0 < ‖fv‖q,p,θ < +∞ et mq,βfv(x) < +∞.

Soit r un réel strictement positif.

Nous avons Iαf(x) = J1(x) + J2(x), J1(x) et J2(x) étant définies par la relation

(3.21) .
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Soit un réel a > 1. Nous avons d’après la proposition 3.2.11,

J1(x) ≤
+∞∑
k=0

(
a−k−1r

)ρ(α−1) ∫
B(x,a−kr)

(fv) (y)v−1(y)dλ(y)

≤
+∞∑
k=0

(
a−k−1r

)ρ(α−1)

∥∥∥∥fvχB(x,a−kr)

∥∥∥∥
s

∥∥∥∥v−1χ
B

(x,a−kr)

∥∥∥∥
s′

≤
[
a−ρ(α−1)

+∞∑
k=0

(
a−ρ(α−

1
β
− 1
u)
)k]

λ
(
B(e,r)

)α− 1
β
− 1
u ms,β (fv) (x)ms′,uv

−1(x)

≤ C

[
a−ρ(α−1)

+∞∑
k=0

(
a−ρ(α−

1
β
− 1
u)
)k]

λ
(
B(e,r)

)α− 1
β
− 1
u ms,βfv(x) ‖v−1‖s′,t,u .

Donc

J1(x) ≤ Cλ
(
B(e,r)

)α− 1
β
− 1
u ms,βfv(x)

∥∥v−1
∥∥
s′,t,u ,

où C est une constante indépendante de f et de v.

Par ailleurs, d’après la relation (2.11) , nous avons

J2(x) ≤
+∞∑
k=0

(
akr
)ρ(α−1) ∫

B(x,ak+1r)
(fv) (y)v−1(y)dλ(y)

≤
+∞∑
k=0

(
akr
)ρ(α−1) (

ak+1r
)ρ( 1

s
− 1
q )
∥∥∥∥fvχB(x,ak+1r)

∥∥∥∥
q

.
∥∥∥v−1χB(x,ak+1r)

∥∥∥
s′

≤ C
+∞∑
k=0

(
akr
)ρ(α−1) (

ak+1r
)ρ( 1

s
− 1
q ) ‖fv‖πak+1r

q,p ‖v−1‖πak+1r

s′,t

≤ Caρ(1− 1
θ
− 1
u)

+∞∑
k=0

(
aρ(α−

1
θ
− 1
u)
)k
λ
(
B(e,r)

)α− 1
θ
− 1
u ‖fv‖q,p,θ ‖v−1‖s′,t,u .

Donc

J2(x) ≤ Cλ
(
B(e,r)

)α− 1
θ
− 1
u ‖fv‖q,p,θ

∥∥v−1
∥∥
s′,t,u ,

où C est une constante indépendante de f et de v.

Ainsi,

Iαf(x) ≤ C
(
λ
(
B(e,r)

)α− 1
β
− 1
u ms,βfv(x) + λ

(
B(e,r)

)α− 1
θ
− 1
u ‖fv‖q,p,θ

)∥∥v−1
∥∥
s′,t,u , ∀r ∈ R

∗
+.

(3.28)

Puisque 0 < ‖fv‖q,p,θ < +∞ et 0 < ms,βfv(x) < +∞ , prenons dans (3.28),

r =

[ ‖fv‖q,p,θ
ms,βfv(x)

]τρ−1

,

avec τ =
θβ

β − θ .
Nous obtenons

Iαf(x) ≤ C ‖v−1‖s′,t,u ‖fv‖
1−β

u(u+θ−αθu
β−θ )

q,p,θ [ms,βfv(x)]
β
u(u+θ−αθu

β−θ ) .
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Proposition 3.3.13 Soit (α, β, θ, q) un élément de ]0 ; 1[ × [1 ; +∞]3 tel que 1 <

q ≤ θ <
1

α
< β.

Désignons par ε, s, s1, q1, p, w et u, les réels définis par :

ε =
αβ − 1

β − θ ;
1

s
=

1

θ
− 1

β
;

1

s1

=
1

s
− θε

s
; 1 < q1 ≤ s ≤ p ;

1

u
=

1

q1

− θε

q1

;
1

w
=

1

p
− θε

p
.

Alors il existe une constante réelle K telle que

‖Iαf‖u,w,s1 ≤ K ‖mq,βf‖q1,p,s ,

pour tout élément f de L0(G).

Preuve : Nous pouvons considérer seulement les éléments positifs de L0(G), vu

qu’en remplaçant f par sa valeur absolue nous ne faisons qu’augmenter le terme de

gauche.

Soit f un élément positif de L0(G).

Pour tout élément x de G, nous avons, d’après le lemme 3.3.8,

|Iαf(x)| ≤ C ‖f‖θεq,p,θ [mq,βf(x)]1−θε .

Considérons un réel r > 0.

Pour tout élément E de πr, nous avons :

(∫
E
|Iαf(x)|u dλ(x)

) 1
u ≤ C ‖f‖θεq,p,θ

[∫
E

(mq,βf(x))(1−θε)u dλ(x)
] 1
u

≤ C ‖f‖θεq,p,θ ‖(mq,βf)χ
E
‖1−θε
u(1−θε) ,

c’est-à-dire

‖IαfχE‖u ≤ C ‖f‖θεq,p,θ ‖(mq,βf)χ
E
‖1−θε
q1

.

Ainsi,

( ∑
E∈πr
‖IαfχE‖wu

) 1
w

≤ C ‖f‖θεq,p,θ
[ ∑
E∈πr
‖(mq,βf)χ

E
‖(1−θε)w
q1

] 1
w

≤ C ‖f‖θεq,p,θ
[ ∑
E∈πr
‖(mq,βf)χ

E
‖pq1
] 1
p

(1−θε)
,

soit

‖Iαf‖πru,w ≤ C ‖f‖θεq,p,θ
[
‖mq,βf‖πrq1,p

]1−θε
.
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λ
(
B(e,r)

) 1
s1
− 1
u ‖Iαf‖πru,w ≤ C ‖f‖θεq,p,θ λ

(
B(e,r)

) 1
s1
− 1
u

[
‖mq,βf‖πrq1,p

]1−θε

≤ C ‖f‖θεq,p,θ
[
λ
(
B(e,r)

) 1
s
− 1
q1 ‖mq,βf‖πrq1,p

]1−θε
.

Par conséquent,

‖Iαf‖u,w,s1 ≤ C ‖f‖θεq,p,θ
[
‖mq,βf‖q1,p,s

]1−θε
.

Or d’après la proposition 3.2.12,

‖f‖q,p,θ ≤ C ‖mq,βf‖q1,p,s .

D’où,

‖Iαf‖u,w,s1 ≤ K ‖mq,βf‖q1,p,s

3.4 CONCLUSION

Dans ce travail, nous n’avons ni étudié la transformation de Fourier, ni examiné en

profondeur la convolution dans (Lq, Lp) (G). Nous espérons par la suite travailler sur

ces problèmes, ainsi qu’à l’application de cet espace dans la résolution des problèmes

physiques utilisant les équations aux dérivées partielles de type elliptique.

Dans le chapitre 2, nous avons montré que l’espace (Lq, Lp)α (G) contient un sous-

ensemble fermé dans lequel la translation est continue. L’on pourrait alors penser au

problème de représentation de groupe dans les espaces (Lq, Lp)α (G).

Nous pensons aussi, que l’on peut définir l’espace (Lq, Lp)α (X, d, µ), pour des

espaces de type homogène (X, d, µ) plus généraux que les groupes de type homogène,

et que la plupart des résultats établis ici peuvent s’étendre, à quelques modifications

près, à cet espace.

Ce sont là quelques unes des directions dans lesquelles nous comptons orienter nos

recherches.
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