N

N

Contribution a ’homogénéisation de matériaux
hétérogenes viscoélastiques: milieux aléatoires et
périodiques et prise en compte des interfaces
Duc Hieu Hoang

» To cite this version:

Duc Hieu Hoang. Contribution a I’homogénéisation de matériaux hétérogenes viscoélastiques : milieux
aléatoires et périodiques et prise en compte des interfaces. Autre. Université Paris-Est, 2011. Frangais.
NNT: 2011PEST1086 . tel-00682436

HAL Id: tel-00682436
https://theses.hal.science/tel-00682436
Submitted on 26 Mar 2012

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00682436
https://hal.archives-ouvertes.fr

Université Paris-Est Marne la Vallée

Laboratoire Modélisation et Simulation Multi Echelle (UMR CNRS 8208)

THESE

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE PARIS-EST

Discipline : Mécanique

présentée et soutenue publiquement par

Duc Hieu HOANG

date de soutenance : le 16 décembre 2011

Contribution a ’homogénéisation de
matériaux hétérogenes viscoélastiques.
Milieux aléatoires et périodiques et
prise en compte des interfaces

JURY
Rapporteurs : E. HERVE Professeure, Université de Versailles Saint-Quentin-en-Yvelines
I. DOGHRI Professeur, Ecole Polytechnique de Louvain, Belgique
Examinateur : H. DUMONTET Professeure, Université Pierre et Marie Curie, Paris
Directeur de thése :  G. BONNET Professeur, Université Paris-Est Marne la Vallée

F. MEFTAH Professeur, Université de Cergy-Pontoise



Mis en page avec la classe thloria.



Remerciements

Les travaux de these que j’ai 'honneur de présenter dans ce mémoire sont le fruit de
trois années de travail d’équipe au sein du laboratoire de Modélisation et Simulation Multi
Echelle (MSME) de I’Université Paris Est.

A ce titre je voudrais remercier toutes les personnes qui, de pres ou de loin, ont contri-
bué a ’aboutissement de ces travaux.

Je tiens a remercier tout d’abord le Professeur BONNET Guy, Directeur-adjoint du
laboratoire MSME, Directeur de ma these, qui m’a beaucoup apporté, a toujour été dispo-
nible pour m’aider aussi bien dans les développements théoriques et qui m’a fait confiance
en me laissant de I’autonomie durant ces trois années de these.

Je remercie également Monsieur MEFTAH Fékri, Professeur des Universités a Cergy-
Pontoise, Co-directeur de ma these, pour m’avoir pour avoir dirigé une partie de ma these
et pour m’avoir fait confiance en me donnant 'opportunité de réaliser cette these.

J’exprime toute ma reconnaissance a chacun des membres du jury pour l'intérét ma-
nifesté pour ces travaux. Je remercie Madamne DUMONTET Hélene, Professeure de
I’Université Pierre et Marie Curie, Paris 6, pour I'honneur qu’elle m’a fait en acceptant
la présidence de ce jury. Je remercie Monsieur DOGHRI Issam, Professeur de 1'Ecole
Polytechnique de Louvaain, et, Madame HERVE Evelyne, Professeure de I’Université de
Versailles Saint-Quentin-en-Yvelines pour le temps passé a 1’évaluation de ce mémoire.

Enfin, je tiens a remercier tous mes collegues du laboratoire MSME qui m’ont aidé
en répondant a mes questions. Que ma famille et tous mes amis soient assurés de mon
immense gratitude et de ma sincere reconnaisssance pour leur soutien permanent.






Table des matieres

Table des figures 7
Liste des tableaux 11
Notations 13
Introduction générale 15

Chapitre 1 Notions et relations de base des techniques d’homogénéisation

en élasticité linéaire 17

1.1 Volume élémentaire représentatif et relation entre variables locales et va-

riables macroscopiques . . . . .. ..o 17

1.1.1  Volume élémentaire représentatif . . . . . . . . .. ... ... ... 17

1.1.2  Construction de la moyenne des champs locaux . . . ... ... .. 18

1.2 Localisation et homogénéisation . . . . . . . .. . .. ... ... ...... 21

1.2.1 Localisation . . . . . . . . . ... . 21

1.2.2  Homogénéisation . . . . . . . . . . ... ... 22
1.2.3 Estimation des propriétés effectives a partir du tenseur de localisa-

tion par phase . . . . . . ... 23

1.3 Schémas d’homogénéisation utilisés dans le mémoire . . . . . . . . . .. .. 24

1.3.1 Probleme d’inhomogénéité . . . . . . .. ... ... 24

1.3.2  Schéma auto-cohérent généralisé (ACG) . . . . ... ... .. ... 26

1.3.3 Homogénéisation de milieux périodiques . . . . . . . . . .. .. .. 32

1.3.4 Homogénéisation de milieux périodiques par la méthode approchée . 38
1.3.5  Homogénéisation de milieux périodiques par résolution numérique

de 'équation intégrale . . . . . . . . .. ... ... .. ... .. 48

1.4 Conclusion . . . . . . . . L 54



Table des matiéres

Chapitre 2 Viscoélasticité linéaire et principe de correspondance 57
2.1 Comportement viscoélastique linéaire . . . . . . . .. .. .. ... ... .. 57
2.1.1 Fonction de fluage(Cas scalaire) . . . . . ... ... ... ... ... 57
2.1.2  Fonction de relaxation(Cas scalaire) . . . . . . ... ... ... ... 58
2.1.3 Comportement linéaire tridimensionnel . . . . . . . ... ... ... 58
2.1.4 Relation constitutive . . . . . . .. ... Lo 59
2.1.5  Matériau non-vieillissant . . . . . . .. ... 60
2.1.6  Matériau isotrope . . . . . . ... 61

2.2 Transformée de Laplace-Carson et principe de correspondance . . . . . . . 61
2.2.1 Transformée de Laplace-Carson . . . . . . . .. ... ... ... .. 61
2.2.2  Principe de correspondance . . . . .. .. ... 62
2.2.3 Transformée de Laplace inverse . . . . . . ... ... ... ... .. 62

2.3 Schémas rhéologiques . . . . . . . . ..o 63
2.3.1 Modele de Maxwell . . . . . . ... ... L 63
2.3.2 Modele de Kelvin-Voigt . . . . .. .. ... oo 64
2.3.3 Modele de Zener . . . ... ..o 65
2.3.4 Modele de Maxwell généralisé . . . . . ... ... ... ... .... 65
2.3.5  Modele de Kelvin généralisé . . . . .. .. ... .. ... ... ... 66

2.4 Conclusion . . . . . . ... 66

Chapitre 3 Obtention du comportement viscoélastique effectif par le schéma

ACG 67
3.1 Introduction . . . . . . . . . ... 67

3.2 Probleme de viscoélasticité biphasique avec interface parfaite . . . . . . . . 68
3.2.1 Formulation élastique . . . . . . .. ..o 68

3.2.2  Formulation viscoélastique . . . . . .. ... 73

3.2.3 Approximation de la racine du discriminant . . . . .. ... .. .. 74

3.2.4 Application a différents modeles rhéologiques . . . . . . . . . . ... 75

3.2.5 Domaine d’application de la méthode approchée . . . . . . . . . .. 87

3.3 Probleme viscoélastique biphasique avec interface imparfaite . . . . . . . . 89
3.4 Conclusion . . . . . . . . 94
Chapitre 4 Homogénisation par la méthode FFT approchée 95
4.1 Introduction . . . . . . . . . .. 95

4.2  Formulation viscoélastique . . . . . . . .. ..o 95



4.3 Application numérique a différents modeles rhéologiques . . . . . . . . .. 98

4.3.1 Modele de Kelvin-Voigt . . . . . . .. .. ... ... .. 98

4.3.2 Modele de Maxwell . . . . . . . ... ... 101

4.3.3 Modele de Burgers . . . . . ... ... 103

4.4 Validation de la méthode sur un résultat de la littérature . . . . . . . . .. 105
4.5 Conclusions . . . . . . . . . . 107
Chapitre 5 Homogénéisation par utilisation de la série de Neumann 109
5.1 Introduction . . . . . . . . . .. 109
5.2  Formulation viscoélastique . . . . . . . . ..o 110
5.2.1 Matériau viscoélastique incompressible . . . . . ... ... 110

5.2.2 Matériau viscoélastique compressible . . . . . . ... ... L. 116

5.3 Application numérique . . . . . .. Lo 116
54 Conclusion . . . . . . . .. 118
Conclusion générale 119
Bibliographie 121
Annexe A Calcul des coefficients de I’équation du second degré 127

Annexe B Inversion de la transformée de Laplace-Carson par la méthode
différentielle (Donolato 2002) 129

Annexe C Décomposition dans la base de Walpole 131

Annexe D Décomposition des tenseurs d’élasticité et de viscoélasticité 135

D.1 Comportement élastique . . . . . . . . . ... 135
D.2 Comportement viscoélastique . . . . . . . .. ... 135
D.2.1 Modele de Kelvin-Voigt . . . . .. .. .. ... 0oL 135

D.2.2 Modele de Maxwell . . . . . . . ... . L 136
Annexe E Application du Schéma ACG pour le modele de Maxwell 137
Annexe F Application du Schéma ACG pour le modele de Zener 141
145



Table des matiéres




1.1
1.2
1.3
1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8

3.1
3.2

3.3

Table des figures

Un exemple de la microstructure du béton proposé par Luc Dormieux 2009 18
Une structure constituée d’'un matériau hétérogene . . . . . . . . .. . .. 19
Cellule de base d’un milieu hétérogene périodique . . . . . . . . . . . . .. 33
Estimation du premier module effectif de cisaillement en fonction de la
concentration d’inclusions. Cas d'une structure cubique simple. Comparai-
son avec les bornes de Voigt et de Reuss. . . . . . . .. ... ... 46
Estimation du module effectif d’incompressibilité en fonction de la concen-
tration d’inclusions. Cas d’une structure cubique simple. Comparaison avec

les bornes de Voigt et de Reuss. . . . . . . .. ... ... 47
Etude de la convergence en fonction du nombre de vecteurs d’ondes pour
le calcul du premier module de cisaillement. . . . . . . .. ... ... ... 47
Etude de la convergence en fonction du nombre de vecteurs d’ondes pour
le module d’incompressibilité. . . . . . . ... ... 0oL 48
Fonction logarithme népérien d'un terme de série U en fonction du nombre
d’itérations . . . ... 52

Solution obtenue par la série de neumann("Méthode exacte”) comparée avec
la solution obtenue par la méthode FFT approchée et avec les bornes de

Voigt et Reuss . . . . . . . . . . 54
Expérience de fluage unidimensionnel . . . . . . . . ... .00 o000 L 58
Expérience de relaxation unidimensionnelle . . . . . . . . ... .. ... .. 59
Invariance du comportement par translation dans le temps . . . . . . . .. 60
Modele de Maxwell . . . . . . . ... oo 63
Modele de Kelvin-Voigt . . . . . . . .. ... Lo 64
Modele de Zener . . . . . . ..o 65
Modele de Maxwell généralisé . . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 66
Modele de Kelvin généralisé . . . . . . .. . ... ... 66
Modele d'un composite de deux phases. . . . . . . . ... ... 75

Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans I’espace
de Laplace-Carson du modele ou la matrice est viscoélastique de Kelvin-
Voigt contenant une inclusion élastique. . . . . . . . .. ..o 76
Evaluation de 'erreur de la méthode approchée dans 'espace de Laplace-
Carson du modele ou la matrice est viscoélastique de Kelvin-Voigt conte-
nant une inclusion élastique. . . . . .. ..o Lo oL 7



Table des figures

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

3.20

3.21

3.22
3.23

Fonction de relaxation effective du modele ou la matrice est viscoélastique
de Kelvin-Voigt contenant une inclusion élastique. . . . . . . . . . ... .. 7
Fonction de relaxation effective obtenue par la méthode differentielle sur la
solution exacte et sur la solution approchée. La matrice est viscoélastique
de Kelvin contenant une inclusion élastique. . . . . . . . . .. ... .. .. 78
Modele rhéologique associé au comportement macroscopique de cisaillement. 79
Fonction de fluage effective du modele ot la matrice est viscoélastique de
Kelvin-Voigt et contient une inclusion élastique. . . . . . . . . .. . .. .. 80
Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans l'es-
pace de Laplace-Carson pour le modele ou la matrice est viscoélastique de
Kelvin-Voigt et contient des vides. . . . . . . . ... ... ... ... .... 81
Evaluation de I'erreur obtenue par la méthode approchée dans I'espace de
Laplace-Carson pour le modele ou la matrice est viscoélastique de Kelvin-

Voigt et contient des vides. . . . . . . . . ... oo 82
Fonction de relaxation effective du modele ou la matrice est viscoélastique
de type Kelvin-Voigt et contient des vides. . . . . . . . . ... ... .. .. 82
Fonction de relaxation effective obtenue par la méthode differentielle sur
la solution exacte et sur la solution approchée du modele ou la matrice est
viscoélastique de Kelvin-Voigt et contient des vides. . . . . . . . . . .. .. 83
Fonction de fluage effective du modele ou la matrice est viscoélastique de
Kelvin-Voigt et contient des vides. . . . . . . . . . ... ... L. 83
Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans I’espace
de Laplace-Carson pour le modele ou la matrice viscoélastique de Kelvin-
Voigt contient une inclusion rigide. . . . . . . . .. ... 84
Evaluation de I'erreur obtenue par la méthode approchée dans I’espace de
Laplace-Carson pour le modele ot la matrice viscoélastique de Kelvin-Voigt
contient une inclusion rigide. . . . . . . .. .00 85
Fonction de relaxation effective du modele ou la matrice viscoélastique de
Kelvin-Voigt contient une inclusion rigide. . . . . . . . .. .. .. ... .. 85
Fonction de relaxation effective obtenue par la méthode differentielle sur la
solution exacte et sur la solution approchée pour le modele ol la matrice
est viscoélastique de Kelvin-Voigt et contient une inclusion rigide. . . . . . 86
Fonction de fluage effective pour le modele ou la matrice est viscoélastique
de Kelvin-Voigt et contient une inclusion rigide. . . . . . . .. .. ... .. 86
Evaluation de ’erreur apportée par la méthode approchée pour le modele
de Kelvin-Voigt . . . . . . . . . . 88
Evaluation de I'erreur apportée par la méthode approchée sur le modele de
Maxwell . . . . . . .. e 88
Evaluation de 'erreur apportée par la méthode approchée sur le modele de
ZENET . . . . . e 89
Modele d'un composite de deux phases avec interface imparfaite . . . . . . 90
Comparaison entre le modele homogene et le modele avec interface . . . . . 93
Fonction de relaxation en cisaillement d’un composite avec prise en compte

de l'interface imparfaite . . . . . . . . .. ... oL 94



4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

5.1
5.2

2.3

E.1

E.2

E.3

Fonction de relaxation effective pour le module de cisaillement d’un compo-
site périodique avec une matrice viscoélastique de Kelvin-Voigt. Méthode
FFT approchée . . . . . . . . . . . .. 99
Fonction de relaxation effective pour le module de compression isotrope
d’un composite périodique avec une matrice viscoélastique de Kelvin-Voigt.
Méthode FFT approchée. . . . . . . . . ... .. ... ... ... ..... 99
Fonction de relaxation effective pour le module de cisaillement complémen-
taire d’'un composite périodique avec une matrice viscoélastique de Kelvin-
Voigt. Méthode FFT approchée. . . . . . . . . ... ... ... ... .... 100
Modele rhéologique associé au comportement macroscopique d’un compo-
site viscoélastique périodique comportant une matrice de Kelvin en utilisant

la méthode FFT approchée. . . . . . . .. .. ... ... ... ... .... 100
Fonction de relaxation effective en cisaillement d’un composite périodique
avec la matrice viscoélastique de Maxwell. Méthode FFT approchée . . . . 102
Fonction de relaxation effective en compression d’un composite périodique
avec la matrice viscoélastique de Maxwell. Méthode FF'T approchée . . . . 102

Fonction de relaxation effective en cisaillement complémentaire d’un com-
posite périodique avec la matrice viscoélastique de Maxwell. Méthode FFT
approchée . . . . . L 103
Fonction de relaxation effective en cisaillement d’un composite périodique
dans le cas de la matrice viscoélastique de Burgers. Méthode FFT approchée.104
Fonction de relaxation effective en compression d’un composite périodique
avec la matrice viscoélastique de Burgers. Méthode FF'T approchée . . . . 104
Fonction de relaxation effective en cisaillement complémentaire d’un com-
posite périodique avec la matrice viscoélastique de Burgers. Méthode FFT
approchée. . . . . . . 105
Réponse de composites renforcés par fibres sous chargement monotone.
Comparaison entre les résultats de la méthode FFT approchée et ceux

obtenus par la méthode de Lahellec et Suquet . . . . . . ... .. ... .. 106
Modele de Zener . . . . . . ..o 110
Composante Cgid, (t) calculée par la méthode SN et par la méthode FFT
approchée . . . . . L 117
Composante C37, (t) calculée par la méthode SN et par la méthode FFT
approchée . . . . .. 118

Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans 1'es-
pace de Laplace-Carson pour le modele ou la matrice est viscoélastique de
Maxwell et contient une inclusion élastique. . . . . . . . ... ... .. 138
Evaluation de ’erreur apportée par la méthode approchée dans I'espace de
Laplace-Carson pour le modele o la matrice est viscoélastique de Maxwell
et contient une inclusion élastique. . . . . .. ..o 138
Comparaison des fonctions de relaxation obtenues par la méthode différen-
tielle et par la méthode approchée pour le cas ou la matrice est viscoélas-
tique de Maxwell et contient une inclusion élastique. . . . . . . . . .. . .. 139



Table des figures

10

E.4

F.1

F.2

F.3

F.4

F.5

Fonction de relaxation effective obtenue par la méthode différentielle sur la
solution exacte et sur la solution approchée pour le modele ou la matrice

est viscoélastique de Maxwell et contient une inclusion élastique. . . . . . .

Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans 'espace
de Laplace-Carson pour le modele ou la matrice est viscoélastique de Zener

et contient une inclusion élastique. . . . . . ... ... L.

Evaluation de 'erreur apportée par la méthode approchée dans l'espace de
Laplace-Carson pour le modele ol la matrice est viscoélastique de Zener et

contient une inclusion élastique. . . . . . . . . .. ...

Comparaison des fonctions de relaxations obtenues pour le modele ou la

matrice est viscoélastique de Zener et contient une inclusion élastique. . . .

Fonction de relaxation effective obtenue par la méthode differentielle sur la
solution exacte et sur la solution approchée pour le modele ou la matrice

est viscoélastique de Zener et contient une inclusion élastique. . . . . . . .

Fonction de fluage effective pour le modele ou la matrice est viscoélastique

de Zener et contient une inclusion élastique. . . . . . . . ... ...



1.1

3.1
3.2

3.3

3.4

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6
5.1

E.1

F.1

Liste des tableaux

Propriétes élastiques du composite . . . . . . .. ... ... 46

Propriétes mécaniques du composite de deux phases pour le cas intermédiaire. 76
Propriétés viscoélastiques macroscopiques du modele rhéologique associé
avec le comportement macroscopique de cisaillement pour une matrice de

type Kelvin-Voigt et une inclusion élastique. . . . . . . . . ... ... ... 79
Fractions volumiques et propriétés mécaniques d’une matrice viscoélastique
contenant des vides. . . . . . ... 80
Fractions volumiques et propriétés mécaniques de deux phases composites
avec une inclusion rigide. . . . . . . .. ..o o oL 84

Propriétes mécaniques du composite périodique avec la matrice viscoélas-
tique de Kelvin-Voigt. . . . . . . .. ..o 98
Propriétés viscoélastiques macroscopiques du modele rhéologique associé
avec le comportement macroscopique en cisaillement d’un composite pério-
dique de Kelvin en utilisant la méthode FFT approchée. . . . . . . . . .. 101
Propriétés viscoélastiques macroscopiques du modele rhéologique associé
avec le comportement macroscopique en compression d’'un composite pé-
riodique composé d’une matrice de type Kelvin en utilisant la méthode
FFT approchée. . . . . . . . . . . . 101
Propriétés viscoélastiques macroscopiques du modele rhéologique associé
avec le comportement macroscopique en cisaillement complémentaire d’un

composite périodique de Kelvin en utilisant la méthode FFT approchée. . . 101
Propriétes mécaniques du composite périodique avec une matrice viscoélas-
tique de type Maxwell. . . . . . . ... 101

Propriétes mécaniques du composite a deux phases pour le modele de Burgers.103

Propriétes mécaniques du composite viscoélastique incompressible de type

ZENET. . . . .o 117
Propriétés mécaniques du composite de deux phases pour le modele de

Maxwell. . . . . . . 137
Propriétes mécaniques du composite pour le modele de Zener. . . . . . . . 141

11



Liste des tableauz

12



Notations

e Notations tensorielles

a  scalaire, a vecteur,

A  tenseurs d’ordre deux, A tenseurs d’ordre quatre,

1 tenseur identité d’ordre deux, I tenseur identité d’ordre quatre,
produit contracté d’ordre un, : produit contracté d’ordre deux,

®  produit tensoriel, ®%Y™  produit tensoriel symétrisé,

0;; symbole de Kronecker. * produit de convolution

A®B);ji = AiBji (A®B);ju = AuBjy,

—~ o~

AB®B)iju=3(AwBj + AuBjr)  sym{Aju} = 3 (Aiju + Ajim + Aijie + Ajak)
Lijiw = 5 (600 + 6161,

e Notations communes a tous les chapitres

vecteur d’onde,
(&) opérateur de Green pour les déformations,
opérateur de Green pour les contraintes,
tenseur des contraintes microscopiques,
tenseur des contraintes macroscopiques,
champ de déplacement,
tenseur des déformations microscopiques,
tenseur des déformations macroscopiques,
tenseur de rigidité,
tenseur de souplesse,

— o
o

Yo

o~

S~—

nAame = M P
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Introduction générale

Dans le calcul des structures, la prise en compte des effets dus aux déformations dif-
férées des matériaux, spécialement le fluage des matériaux, est un aspect important. Il
provoque des déplacements au cours du temps pour les systemes statiques et des redistri-
butions des efforts intérieurs dans les systemes hyperstatiques. Dans le cas des matériaux
hétérogenes, il y a généralement une phase caractérisée par un fluage beaucoup plus impor-
tant. Le cas extréme est celui de ’eau dans le béton au jeune age, ou l'on peut considérer
que la viscosité vient principalement de la présence de ’eau. Toutefois, I’'obtention des
propriétés effectives d’un tel matériau hétérogene est un cas particulier d'un matériau
hétérogene comportant des phases viscoélastiques. La prédiction des propriétés effectives
d’un matériau hétérogene composé de phases viscoélastiques a fait ’objet de plusieurs
travaux. Ce mémoire entre dans ce cadre. Il existe différentes méthodes pour traiter ce
probleme. L’utilisation de méthodes utilisant des variables cachées permet par exemple de
traiter le cas de matériaux vieillissants. Toutefois, de nombreux travaux ont été réalisés en
utilisant des solutions de problemes d’élasticité grace a la similitude des équations de la
viscoélasticité dans le domaine de Laplace-Carson avec les équations de 1’élasticité. Cette
similitude , connue sous le nom de principe de correspondance (Mandel 1966 [48]; Lee
1961 [44]; Y.Rougier, C. Stolz et A. Zaoui 1993 [69] ; S. Beurthey et A. Zaoui [4]) permet
d’obtenir des relations explicites des lois de relaxation et de fluage, dans le cas ou I'inverse
de la transformée de Laplace-Carson est explicite. Le cas ou le spectre dans le domaine de
Laplace-Carson est continu conduit a une expression peu pratique des lois de relaxation
et de fluage. Ce mémoire est donc limité au cas ou la transformée de Laplace est traitée
pour un spectre discret.

En restant dans ce cadre, on peut noter que le probleme a été traité d’abord dans le cas
du modele de Mori-Tanaka (Y.M.Wang et G.J.Weng [78]; L.C.Brinson et W.S.Lin [9];
Q.V.Le [43]) qui permet d’obtenir une expression explicite de la transformée de Laplace.
Compte tenu des limitations de ce modele, plusieurs travaux ont porté sur le Schéma
Autocohérent Généralisé(ACG). Toutefois dans ce cas, on obtient un spectre continu et
la transformée de Laplace inverse comporte une partie qui n’est pas analytique et se pré-
sente sous forme d’intégrale (Y.Rougier [69]; S.Beurthey et A.Zaoui [4]). Une possibilité
pour approcher 'inverse de Laplace est d’utiliser I'approximation de Padé comme décrit
par M.F. Selivanov et Y.A. Chernoivan [72]. Dans ce mémoire, le Schéma Autocohérent
Généralisé est traité a I'aide d’une méthode simplifiée permettant d’obtenir simplement la
transformée de Laplace inverse. Le schéma autocohérent généralisé rend compte de fagcon
approximative de la structure du matériau a I’échelle microscopique. Aussi, nous nous
sommes intéressés aux méthodes utilisant la Transformée de Fourier, méthodes permet-
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tant de prendre en compte de fagon explicite la géométrie de la microstructure.

Le mémoire est structuré de la fagon suivante :

Les deux premiers chapitres comportent peu de résultats originaux mais présentent les
principaux aspects liés aux techniques d’homogénéisation qui seront étendues dans la suite
du mémoire (chapitre 1) et au traitement des problemes lis a la viscoélasticité par utili-
sation du principe de correspondance. Le chapitre 3 traite de deux extensions du schéma
AutoCohérent Généralisé (ACG). La premiere extension porte sur une approximation
simple permettant de rendre explicite la transformée de Laplace inverse de la solution
obtenue pour le schéma ACG. La deuxiéme extension porte sur la prise en compte d’in-
terfaces imparfaites. Les deux derniers chapitres portent sur la mise en oeuvre de méthodes
reposant sur la transformée de Fourier qui permettent de prendre explicitement en compte
la géométrie de la microstructure. Le chapitre 4 porte sur 'extension a la viscoélasticité
d’une méthode approchée pour la détermination des propriétés effectives développée dans
le cadre de la théorie de élasticité (Nemat-Nasser, Iwakuma et Hejazi 1982 [62], 1986
[61], 1993 [63], 1999 [60]) et reposant sur la décomposition des champs locaux en séries de
Fourier. Enfin, le dernier chapitre porte sur ’extension a la viscoélasticité des techniques
"exactes” d’homogénéisation par utilisation de la transformée de Fourier et du tenseur de
Green développées dans les années 90 par Michel, Suquet et Moulinec ([52], [53], [54],
[58]), puis reprises par Bonnet 2007 [5] et Monchiet et al. 2009 [55].
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Chapitre 1

Notions et relations de base des
techniques d’homogénéisation en
élasticité linéaire

Ce chapitre, de nature en partie introductive et bibliographique, est destiné a présen-
ter différentes techniques d’homogénéisation utilisées en élasticité linéaire. Ces techniques
seront ensuite étendues au cours des chapitres suivants dans le cadre de la viscoélasti-
cité. La notion de Volume Elémentaire Représentatif, puis les problemes de localisation
et d’homogénéisation sont présentés. Différentes solutions du probleme de localisation
sont ensuite présentées, soit dans le cas d’'une microstructure simplifiée, soit dans le cas
d’une microstructure complexe. L’apport original de ce chapitre réside d’une part dans
I’expression par transformée de Fourier de la solution du probleme d’homogénéisation de
structures périodiques qui soit bien adaptée pour I’expression de la transformée de Laplace
inverse et d’autre part dans la comparaison entre la solution exacte par FF'T du probleme
d’homogénéisation de structures périodiques et la solution approchée développée par Iwa-
kuma et Nemat-Nasser[40], qui se préte particulierement bien a 'extension au cas de la
viscoélasticité.

1.1 Volume élémentaire représentatif et relation entre
variables locales et variables macroscopiques

1.1.1 Volume élémentaire représentatif

Dans le calcul des structures, les matériaux constitutifs sont souvent supposés homo-
genes, ou au moins homogenes par zone. En réalité, le matériau est toujours hétérogene
a une échelle inférieure, plus ou moins petite suivant les matériaux (cf exemple de la
figure 1.1). Lorsque I'on descend a cette échelle, dite microscopique, on constate généra-
lement que le matériau est constitué de différentes zones pouvant étre considérées comme
homogenes.

L’objectif pricipal des techniques d’homogénéisation est de définir un milieu homogene
fictif ayant ” en moyenne” un comportement identique a l’assemblage observé a 1’échelle
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FI1GURE 1.1 — Un exemple de la microstructure du béton proposé par Luc Dormieux 2009

microscopique. Pour ce faire, un objet d’étude est introduit, dénommé volume élémentaire
représentatif (V.E.R) de matériau hétérogene par Hill 1963 [34], Hashin 1965 [28], Willis
1980 [79] et Nemat-Nasser 1986 [61]. Un V.E.R pour un "point matériel” d’une masse
donnée a I’échelle macroscopique est un volume de matiere qui est représentatif a 1’échelle
microscopique de la constitution interne du matériau (cf 'exemple de la figure 1.2). Ceci
n’est possible en général que s’il y a séparation d’échelle, c’est a dire en général si la taille
du V.E.R. peut étre choisie suffisamment petite par rapport a la taille de la structure.

1.1.2 Construction de la moyenne des champs locaux

Le principe des techniques d’homogénéisation est en général de considérer qu’a 1’échelle
macroscopique, les tenseurs de contraintes et déformations varient peu mais supportent
des fluctuations plus importantes a 1’échelle microscopique. La cohérence entre les deux
échelles sera assurée en considérant les moyennes de volume de ces champs tensoriels sur
le V.E.R. La moyenne de volume du champ T (x) est définie par :

<m:%AT®M/ (1.1)

ou V définit le volume de V.E.R. considéré.

1.1.2.1 Moyenne volumique d’un champ de contraintes en équilibre sur le
V.E.R.

Soit un V.E.R en équilibre soumis a des sollicitations sur la frontiere 0V du V.E.R.
V', ces efforts étant supposés en équilibre sans forces de volume.
Le tenseur de contraintes internes asssocié vérifie la condition d’équilibre :

dive =0 dansV (1.2)

On considere la moyenne volumique du champ de contrainte définie par :

<@:%AU®Mf (13)
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FIGURE 1.2 — Une structure constituée d’'un matériau hétérogene

Par le théoreme de Gauss, et compte tenu des équations d’équilibre, la moyenne volu-
mique du champ de contrainte statique admissible sur le domaine V' est reliée au vecteur
contrainte sur la frontiere 9V par :

<0‘> _ l (0’.1’1) ®sym xdS = l/ (tO ®sym X) ds (1.4)
V ;1% 14 ov

oll i est le vecteur unitaire normal & la frontiere 9V, t° est le vecteur de contrainte imposé

sur le bord 9V :

on=t' (1.5)
et 'opération ®¥™ est définie par :
sym 1
x@"y =5 (x®@y+y®x) (1.6)

1.1.2.2 Moyenne volumique des déformations

De fagon similaire, la moyenne volumique du champs de déformations sur le volume
V', ne dépend que du vecteur déplacement sur le bord du domaine, OV :

(e) = % /W (n @™ 1) dS (1.7)

1.1.2.3 Conditions aux limites en déplacements et contraintes

Par la suite, la solution du probleme d’homogénéisation du milieu hétérogene sera
obtenue soit a partir de la condition en déplacement imposé sur la frontiere compatible
avec une déformation uniforme sur le bord du domaine, soit a partir d’'une condition
de vecteur contrainte imposé sur la frontiere compatible avec un champ de contraintes
uniforme.
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Approche en contraintes
Pour le cas ou I'on impose le vecteur contrainte sur le contour AV compatible avec le
tenseur de contraintes X uniforme, on obtient :

T=Xn surdV (1.8)

II en résulte que le champ de contraintes o (x) dans V vérifie la relation de moyenne

spatiale :
1

(o) =+ /av (t°@¥" x)dS =% (1.9)

Approche en déformations
Pour le cas dual, un champ de déplacement linéaire et fonction de la déformation constante
E est imposé sur la frontiere OV :

u(x) =Ex surdV (1.10)

ou E est uniforme.
La relation entre la moyenne volumique du champ de déformations et la déformation
constante E est donnée par :

(e) = l/ (n®@*¥"u)dS =E (1.11)
V' Jov
Dans les deux situations considérées, il est clair que les champs de déformations et de
contraintes locaux a l'intérieur du V.E.R. peuvent étre considérés comme la superposition
d’un champ constant fixé par les conditions aux limites et d'une fluctuation dépendant
des propriétés élastiques locales.

1.1.2.4 Condition aux limites périodiques au contour

De nombreux résultats de ce mémoire seront obtenus pour des conditions aux limites
périodiques sur le contour du V.E.R. Pour ce type de conditions aux limites, on peut
également distinguer également une approche en contraintes et une approche en déforma-
tions.

Approche en contraintes
Le champ de contraintes au point x de cellule de base V' est considéré comme étant de la
forme :

o(x) =X+ o™ (x) (1.12)

ol oP (x) est un champ de contraintes périodique. Il est notable qu'un tel champ de
contraintes est en équilibre sur le bord du domaine, car la périodicité du tenseur des
contraintes implique 'antipériodicité du vecteur contrainte sur le bord du domaine. Par
ailleurs, sa moyenne de volume peut étre fixée a la valeur 3 comme dans le cas de condi-
tions aux limites fixées.

Approche en déformations
Le champ de déplacement au point x de la cellule de base V est déterminé de fagon

similaire par la relation :
u(x) = Ex+ v (x) (1.13)
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ot u (x)”" est un champ de déplacement périodique Alors, le champ de déformations au

point x de la cellule de base V' est donné par :

€(x) =E + € (x) (1.14)

1.1.2.5 Lemme de Hill-Mandel

Pour tout champ de contraintes statiquement admissible et tout champ de déforma-
tions cinématiquement admissible, on a la relation :

(0 (x):€(x)) = (o (x)):(e(x)) (1.15)

On en déduit que pour la condition au contour compatile avec une contrainte homogene
,on a:

(o(x):€(x))=%": (€) (1.16)

On en déduit que I’énergie potentielle dans le matériau hétérogene est conservée par
changement d’échelle :

/(a:e)de(a:e).V:E:<e>.V:E:E.V (1.17)
1%

a condition de définir le tenseur de déformation macroscopique par :
() = E (1.18)

Inversement, dans le probleme dual, la conservation de I’énergie entre les échelles est
vérifiée a condition de prendre pour contrainte macroscopique la moyenne volumique des
contraintes :

(6) =% (1.19)

On voit ainsi que la définition des contraintes et déformations macroscopiques a partir de
moyennes de volume est compatible avec la conservation de 1’énergie et inversement.

1.2 Localisation et homogénéisation

1.2.1 Localisation

L’obtention des propriétés effectives nécessite la connaissance d’informations sur les
champs de contraintes et déformations locales correspondant aux différents problemes aux
limites définis précédemment. Cette étape, correspondant au processus de "localisation”
est fondamentale dans I’obtention des propriétés effectives.

- Conditions auz limites homogénes en contraintes.

Soit le champ de contraintes ¥ définissant les conditions aux limites sur le contour du
domaine V' contenant un matériau hétérogene. Lors de la résolution du probleme aux
limites correspondant, il existe une relation linéaire entre les composantes du tenseur de
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contrainte microscopique et celles du tenseur de contrainte macroscopique. Cette relation
linéaire peut étre caractérisée par un tenseur B (x) dit "tenseur de localisation” tel que :

o(x)=B(x):X (1.20)

B (x) est un champ de tenseurs du quatrieme ordre, dépendant non seulement de x, mais
de ’ensemble du champ de tenseurs définissant les propriétés élastiques en tout point. Il
va donc dépendre de tous les parametres définissant par exemple la géométrie de zones
de propriétés homogenes, la répartition statistique des propriétés élastiques,... Le tenseur
B a les propriétés de symétrie :

Bijk = Bjii = Bijix (1.21)
Compte tenu du lemme de Hill-Mandel, le tenseur de localisation vérifie :
(B) =1 (1.22)

ot I est le tenseur unité du quatrieme ordre, défini par :

1
I= 5 (II + I®I) (1.23)
avec ( )
IQI). .., = 0;104
ijkl J 124
{ (I@I)ijkl = 0u0jk ( )

- Conditions auz limites homogénes en déformations.
De fagon similaire, la relation linéaire entre le tenseur de déformations microscopique et
le tenseur de déformations macroscopique peut s’écrire :

e(x)=A(x):E (1.25)

ou A est le tenseur de localisation des déformations, qui a des propriétés analogues a celles
de B, soit :
(A) =1 (1.26)

avec

Aijkl = Ajikl = Aijlk (127)

1.2.2 Homogénéisation

L’homogénéisation est la derniere étape du processus. Elle vise a la détermination de
la relation entre les contraintes macroscopiques et les déformations macroscopique afin de
déterminer les propriétés élastiques "effectives” a I’échelle macroscopique.

- Conditions auz limites en contraintes.

Le comportement local est défini par la la relation :

€(x) =S (x): o (x) (1.28)
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ou S (x) est le tenseur de complaisance local.
Supposant résolu le probleme de localisation, nous avons :

(e)=E=(S:B): X (1.29)
Par conséquent, on obtient le tenseur de complaisance effectif S¢// sous la forme suivante :
S = (S(x) : B) (1.30)

La détermination des propriétés effectives est donc immédiate des que le tenseur de loca-
lisation est obtenu.

- Conditions aux limites homogénes en déformations.
De facon similaire, le comportement macroscopique est écrit sous la forme :

(o) =X=(C:A):E (1.31)

ol, C est le tenseur d’élasticité local.
d’ot1, avec une définition et des notations similaires, le tenseur d’élasticité effectif C¢// est
donné sous la forme :

Cf = (C(x): A) (1.32)

1.2.3 Estimation des propriétés effectives a partir du tenseur de
localisation par phase

De nombreux problemes, spécialement concernant les matériaux composites, sont dé-
finis a partir d’'une microstructure ou les matériaux sont homogenes par phase. Pour
simplifier le probleme, il est possible d’estimer les moyennes volumiques par phase du
tenseur de localisation. Cette moyenne correspond a un tenseur de localisation qui n’est
plus fonction de la position de chaque point de la microstructure, mais uniquement de la
phase considérée.

Pour I'approche en déformations E, 'estimation de la moyenne par phase ¢ est donnée
par :

(€),=A;:E (1.33)
D’ou :

(€)=Y file),=> fihi:E (1.34)

7 7
ou, f; est la fraction volumique de la phase (i), f; = %
De I’équation (1.32), le tenseur d’élasticité effectif est donné par :

CI =D fCi: A (1.35)

De fagon similaire pour le cas de I'approche en contraintes, le tenseur de localisation par
phase est défini par :

(o), =B,: % (1.36)
conduisant a ’estimation suivante du tenseur de complaisance effectif :
ST =" fSi: B (1.37)
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1.3 Schémas d’homogénéisation utilisés dans le mé-
moire

Dans cette section, nous présentons dans le cadre de la théorie de 'élasticité les diff-
férents schémas d’homogénéisation qui seront étendus par la suite a la viscoélasticité.

1.3.1 Probleme d’inhomogénéité

Soit un V.E.R V' de matériau élastique hétérogene composé d’inclusions plongées dans
une matrice. On cherche a caractériser 'interaction entre cette inclusion et la matrice
environnante et I’on considere maintenant un probléeme auxiliaire d’une inclusion unique
située dans le domaine §2 plongée dans une matrice homogene. Le V.E.R. est soumis a des
conditions aux limites correspondant a un champ de déplacement appliqué au contour,
compatible avec une déformation homogene E. Les champs de déplacements u (x), de
déformations € (x) et de contraintes o (x) sont solutions des équations :

o(x)=C(x):e(x) xeV

div{e (x)} =0 xeV (1.38)
€(x) = 5 (gradu 4+ gradu) x eV '
u=ul=Ex x €9V

En absence de I'inclusion, le champ de déformations interne est constant et égal a E. En
présence de l'inclusion, le champ de contraintes o (x) et celui de déformations, € (x) sont
exprimés par :
€e(x) =E+ €l (x)
PR (1:39)

ot1 € (x) et o (x) sont les perturbations des déformations et des contraintes en raison de
la présence de l'inclusion. Alors, le comportement élastique se traduit par :

o(x)=CM: (E+e?) dans (V—Q)
{ o(x) = Cc: ((E + ed)) dans (Q) (1.40)
et
e(x)=DM: (2 + 0% dans (V —Q)
{ e(x)=D": ((2 + O'd)) dans (Q) (1.41)

ou C* et D* sont des tenseurs des raideurs et des souplesses, I'indice « indique la matrice
ou l'inclusion.

1.3.1.1 Probléeme d’inclusion

Pour résoudre le probleme d’inhomogénéité, on introduit un probleme auxiliaire dit
"probléme d’inclusion” dans lequel un corps élastique homogene de module C° dit "milieu
de référence”, occupe le méme volume €2 sous les mémes conditions au contour 0f2. La
solution du probleme d’inhomogénéité peut étre cherchée a partir de la solution d'un
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probleme en milieu homogene dans lequel on introduit dans le volume de l'inclusion un
champ de déformations libres €’ (x) qui va étre choisie pour que la solution soit identique
au probleme d’inhomogénéité. Ce nouveau probleme est classiquement appelé "probleme
d’inclusion”. Ce probleme permet de retrouver la solution du probleme d’inhomogénéité
si le tenseur d’élasticité du milieu de référence C° est choisi comme étant égal a celui de
la matrice C° = CM = C. Le champ de déformations libres est choisi comme :

I /0 dansM
€ (x) = { L dans O (1.42)
L’expression de la loi de comportement élastique dans cette nouvelle situation s’écrit :
[ C:(E+et(x)) dans M
o (x) = { C: (E+ et (x) — €l (x)) dans Q (1.43)

Des équations (1.39), (1.43), on peut déduire la relation entre la déformation libre €’ et
la perturbation € comme suit :

o’ (x) =C: (e’ (x) — €" (x)) (1.44)

1.3.1.2 Contrainte libre

Un traitement analogue peut étre mené en introduisant une "contrainte libre” o* (x).
Cette contrainte libre (souvent dénommée”polarisation” par analogie avec un probleme
comparable en électrostatique) est choisie & nouveau sous la forme :

L [/ 0 dans M
o”(x) = { ol dans O (1.45)

La loi de comportement s’écrit alors :

[ C:(E+et(x)) dans M
o (x) = { C: (E+e€'(x)) —oh(x) dansQ (1.46)
La relation entre la contrainte libre et la perturbation est donnée par :
o?(x)=C: e (x)+ o (x) (1.47)

1.3.1.3 Champ de déformation libre et de contrainte libre uniformes

Soit un milieu hétérogene V' comprenant une inclusion ellipsoidale 2 ou V' — §2 est
homogene, élastique linéaire et infini. Un résultat important da a Eshelby 1957 [24] est
que le champ de déformations libre dans l'inclusion induit par une déformation libre
uniforme € est également uniforme dans Q) et la relation entre le champ de déformations
libre et la déformation induite est exprimée par :

el =S € (1.48)

otl le tenseur d’ordre quatre S est le tenseur d’Eshelby qui ne dépend que de la géométrie
de l'inclusion ellipsoidale et des parametres élastiques de la matrice.
Un résultat similaire est obtenu pour la relation entre une contrainte libre uniforme im-

posée et la contrainte induite :
o’ =T g* (1.49)
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1.3.1.4 Condition de cohérence

Compte tenu de la sous-section précédente, le probleme d’hétérogénéité peut est rem-
placé par un probleme d’inclusion, a condition de vérifier la condition de cohérence qui
exige la méme réponse o (x) ou € (x) pour les deux problemes. Des équations (1.40) et
(1.43) on déduit :

{ o(x)=C?":{E+e'(x)} =C:{E+e’—€'} dansQ (1.50)

e(x)=D": {2 +0%(x)} =D: {E+0’—0cl} dansQ

d’ott la relation entre déformations (ou contraintes) induites et déformations (ou contraintes)
libres :

E+el=]%: € dansQ (151)
Y+01=K": 0l dans Q ’
Avec : )
Jf=(C-C% :C
_ 1.52
{KQ:(D—DQ)lzD (1.52)
En introduisant le tenseur d’Eshelby (1.48) on obtient :
L _ [10_ g0 L.
el = [J% — §9] _iE dans Q (1.53)
ol = [KQ — ']I‘Q] : 3 dans
D’ou ,
2. (72 _ge] L.
e—JQ.[JQ SQ}_I.E (1.54)
o=K*K*-T% :%

Ces équations expriment la relation entre le champ obtenu dans l'inclusion pour le pro-
bleme d’hétérogénéité et le champ induit a l'infini. Cette relation conduit a plusieurs
solutions approchées possibles du probleme de localisation. Dans ce mémoire, les solu-
tions a base du tenseur d’Eshelby ne seront pas utilisées, mais la relation de cohérence
sera étendue pour présenter différentes formes de I’homogénéisation de structures pério-
diques. Dans ce cas, la condition de cohérence présentera une forme plus complexe et en
particulier la solution ne sera plus systématiquement explicite.

1.3.2 Schéma auto-cohérent généralisé (ACG)

Les solutions relatives a une interaction simplifiée entre inclusions ellipsoidales et ma-
trice peuvent se présenter de plusieurs fagons suivant le type d’interaction retenue. Pour
I’extension au cas de la viscoélasticité qui constitue 'objectif de ce mémoire, le schéma de
Mori-Tanaka [?] est particulierement attractif car il permet une extension simple au cas
de la viscoélasticité, la solution dans I'espace de Laplace-Carson étant obtenue sous forme
de fraction rationnelle. Par contre, il est connu que la solution obtenue par le schéma
de Mori-Tanaka se détériore a fortes concentrations, d’ou la mise en oeuvre du schéma
autocohérent généralisé [16],[33]. Pour le schéma autocohérent généralisé, la solution du
probleme d’élasticité ne se présente plus sous forme de fraction rationnelle dans ’espace
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de Laplace-Carson. Différentes solutions plus ou moins complexes existent pour effectuer
la transformée de Laplace inverse, et nous présenterons dans le chapitre 3 une alternative
simple aux solutions existantes. Cette sous-section sera donc consacrée a la présentation
de ce modele dans le cas de 1’élasticité.

L’esprit est proche de celui adopté pour le probleme d’inclusion décrit précédemment, qui
permet d’obtenir une solution approchée du probleme de localisation. Toutefois, pour de
nombreux problemes de type "inclusion-matrice”, il est nécessaire de conserver la connexité
de la matrice a fortes concentrations. Il est alors possible d’étudier un domaine hétérogene
constitué d’une inclusion homogene sphérique entourée par une zone constituée du maté-
riau constituant la matrice, I’ensemble étant entouré, comme pour le schéma autocohérent,
par un domaine infini constitué par un matériau possédant les propriétés élastiques du
"milieu homogene équivalent”. Ce schéma est bien adapté pour prévoir les propriétés de
matériaux de type "inclusion-matrice”. La solution peut étre étendue sans difficulté au cas
général d'une inclusion sphérique entourée de couches sphériques successives d’épaisseur
variable. Nous présenterons donc ci-apres le cas général du schéma multi-couche.

Soit un milieu hétérogene constitué de n phases élastiques isotropes. On considere le
systeme constitué d’une sphere centrale entourée par n — 1 couches sphériques homogenes
concentriques. Chaque matériau ¢ est caractérisé par le module d’incompressibilité x;, le
module de cisaillement p; et compris entre les spheres de rayons R;_; et R;, avec Ry = 0.
La concentration de la phase i est donnée par f; = é ;;3%?*1. Comme dans le schéma auto-
cohérent, le milieu effectif correspond & la phase n + 1 et est caractérisé par les modules
effectifs d’incompressibilité k.¢s et de ciscaillement fi. ¢y recherchés.

1.3.2.1 Probleme de compressibilité

On impose a l'infini une condition en déplacement correspondant a une déformation

homogene isotrope :
u(x) =¢.x x €05 (1.55)

ol € est constante.
Le champs de déplacements et de contraintes solutions dans chaque phase £ sont donnés

par :
( B
llﬁ,k) = Akr + —Qk

.

Ay
.
ofy) = 3mAL+ 5By

(k) _ (k)
\ o9 = Oy

La condition de continuité a 'interface supposée parfaite entre la phase k et la phase k+1
peut s’écrire :

0'7(,]:) = 3"ka1€ Bk

(1.56)

(1.57)

u (R = u® (Ry)
oV (Ry) = o) (Ry)

ce qui donne :

i (Rk){ A }:Jk (Rk){ g’; } (1.58)
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ou la matrice J; (R;) est définie par :

B R } (1.59)

Pour la premiere phase (k = 1), le terme en By doit s’annuler pour que le déplacement

reste fini a 'origine et le terme en A, doit étre égal a ¢q lorsque k = n + 1 pour vérifier la
condition a l'infini, ce qui conduit aux conditions :

{ Bi=0 (1.60)

AnJrl = €

Une derniere condition est apportée en écrivant que 1’énergie élastique du domaine sphé-
rique contenant les n matériaux doit étre la méme que 1'énergie élastique d’'un domaine
identique rempli du matériau homogene équivalent. Cette condition dite de neutralité
énergétique donne :

B,i1=0 (1.61)

On peut alors construire par récurrence une relation entre {A, 1, By+1} et {41, B} :
(
AnJrl _ 11 An

{ g’; }:Jkl (Ri—1) Tt (Rkl){ ’é’f—i } (1.62)

On obtient donc :

}
T (Rn){ “ }: n(Rn).in{ . } (1.63)

avec L
Q' = J[ N (1.64)
k=n—1
et :
N =T} (Ry) Ji (Ry) (1.65)

La relation (1.63) peut étre exploitée pour déterminer 'expression du module d’incom-
pressibilité effectif. En effet :

H _[ B R Q!
{ Bkesf }60 N [ 3kn —4p, Ry } { n-1 Ay (1.66)

ce qui donne finalement :

3k, R QY — 4p Q5"
3(RIQU + Q")

Iieff == (167)
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1.3.2.2 Probléme de cisaillement

On impose a l'infini une condition en déplacement associée a une distorsion homogene :

u (x) = yre, — Yoyey (1.68)

En coordonnées sphériques, les composantes du champ de déplacement sont données par :
u, = Yor sin® 0 cos 2¢

ug = Yor sin O cos O cos 2¢ (1.69)

Uy = —Yor sin 0 sin 2¢

Le vecteur déplacement u®) et le vecteur contrainte T™) (pour une normale radiale) dans
chaque phase k sont donnés par :

k) IR0 (1.70)

u® = We, + uék)eg + u(k)e¢
T (e,) = ope, + 0,5 €p + Tpg) €

avec :
P =P (1) sin”  cos 2¢
uék) = Ue(k) (r)sin @ cos 6 cos 2¢ (1.71)
ugf) = Uék) () sin fsin 2¢
ou :
6I/k 3 5 — 4I/k
k _ 3
UM (r) = Apr — - QVkBkr + ﬁCk + (21 — 2Vk)r2D
7T—4 2
Ue(k) (T) == AkT — 1 QZk BkT’3 — ﬁOk + ﬁDk (172)
— 2V
k k
U (r) = =U," (r)
et :
( o® =2 Ay + Sk BT’2—EC —MD sin? @ cos 2¢
+ 2V, +v .
07(];) =2uy | A — 1= ZBk 2 —Ck + Tuk)k'ri”Dk) sinfcosfcos2¢p  (1.73)
=-2 Ay — B —Cy+ ——=D 6 sin 2
\ Trg Mk;( k 1= 20, kT 5k (1 —20p) 13 % | sin @ sin 2¢

Les conditions a chaque interface entre une phase k et une phase k + 1 donnent :

Ak Ay,
B B

Lyt (Ry) C:i = Ly, (Ry) C’: (1.74)
Ditq Dy,
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ou : _
61> 3 5 — 4uy,
roo— el Sl B
1— 21 r (1 — 2uy,) r?
(7 — duy,) r3 2 2
_ 12, 2
H (1 —2w) 7o (1 —2u)r3
B (7 — 2ug) par?  Suy 2 (1 + vg) p
i H 1 -2 7o (1 —2u) 13

Pour la premiére phase (k = 1) et pour le milieu effectif (k = n + 1), des conditions ana-
logues a celles décrites pour le cas du probleme d’incompressibilité donnent :

Ci=0
D1 = 0
An+1 =7
Bn+l =0

(1.76)

Par ailleurs, la condition de neutralité énergétique donne :
D,.1=0 (1.77)

La relation de récurrence permet d’obtenir une relation entre { Apnir Bpyr Cuyr Dpaa }
et { A B, C1 Dy }, ce qui donne finalement :

o A A
0 B B
— M (k) 1) 1 — p) 1
Cons MO M® MO S Pt L (1.78)
0 0 0
avec : .
P = [T M+ (1.79)
k=1
et :
M® =L} (Ry) Ly (Ry) (1.80)
Ainsi, le systeme d’équations (1.78) devient :
Yo P A+ Py By
0 P A, + P B,
n+1 P31 Al + P32 Bl
0 P Ay + P By

Les deux premieres équations sont exploitées pour déterminer A; et By :
Py Py At L _ [
Py Py | B 0

—~

1.82)
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Donc :
(n)
P
A1 = 22 Yo
CREGEEAER (1.83)
B = ——m <I)321 ) 10
P Py’ =Py’ Py

On explicite le systeme (1.78) en faisant apparaitre M™ qui contient les propriétés du
milieu effectif et P~ qui contient celles des autres phases :

n n n n n—1 n—1
% My M Mg M) PV A PR By
I O Vv e i
C - (n) (n) (n) (n) (n—1) (n—1) '
0 afp a0 wilp | | A p
on substitue A, et B; par leurs expressions (1.83) :

; s

0 _ 20 0 My My My

Cnt PP -PR Y | M M M Y

On exploite la derniere équation qui correspond a la condition d’autocohérence D,, ;1 = 0
du systeme ci-dessus ce qui donne :

PR~ PP~ (150
ou :
P%f; - M%?;P{‘fl + M%Q;P;fl 1 M%Z;Pﬁ‘l (187)
Piy’ = My Py ' + My Py ' + My Py
Par ailleurs, expression de la matrice P de (1.79) donne :
P = M P MR MR (159
P22 - M22 P2n271 + M23 P:srgl + M24 1D4n271
La condition d’auto-cohérence devient alors :
M (M 25+ M 257 + M2 ) + MG M 2357+ Lso)
n n n n n— n n n—1 '
(MAEQ)M2(4) - MAE4)M2(2)) Zyy L+ M£4)M2(3)Zi3 '=0
avec :
n— n—1 n—1 n—1 n—1
22t = PP Bl p (190
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Cette condition donne alors une équation du second ordre a résoudre pour déterminer

Heff -
2
A (%) +B (M) +C=0 (1.91)

ou les coefficients A, B, C' sont définis par :

;

A = 4(1-2) [(7 —100,) 257V £ BRI (1 — 2u,) Z§§‘”]
+4(1—20,) [33;5 (Z&H) - 7Z§§*”> FARO (4 - 5u) Zﬁ’;*”}
F20R; (7 — 120, 4+ 812) 25 Y
B = —(1=20,) [3(7—150) 25"+ 40R,7 (1 - 20) 205"
~8(1—2u) [33,;5 (Zfi;‘” . 7253‘”) +R0(1 - 51, Zg_l)] (1.92)
_60R1;3 (3—wn) VnZzi;_l)
C = —(1—2u) [(7 4 50,) 207V Z20RT (1 — 2u,) Zg‘”]
41— 2) [33;5 (ZS_I) _ 7Z§§‘”) —9RT0(7 — 5u,,) Zﬁ@j‘”}
+10R,* (T — 12) Zg5 Y

n

\

Le module homogénéisé corresond a la racine positive de cette équation :

—B+ VB? - 4AC
Heff = 9A Hon (1.93)

Cette solution sera utilisée dans le chapitre 3 pour la résolution d’un probléme similaire
lorsque les constituants sont viscoélastiques.

1.3.3 Homogénéisation de milieux périodiques

Dans la section précédente, on a présenté les méthodes d’estimation de comporte-
ment macroscopique d’un milieu hétérogene ou l'interaction entre les différentes phases
est schématiquement représentée par l'inclusion sphérique composite. Le cas du schéma
autocohérent correspond au cas de phases réparties aléatoirement. Le schéma autocohé-
rent généralisé correspond a une schématisation de la distribution des différentes phases
qui peut éetre loin de la distribution réelle. La prise en compte de distributions réelles
d’inclusions peut etre réalisée en utilisant des méthodes permettant de trouver la solution
sous forme de série de Fourier. Deux méthodes utilisant 1’expression des solutions dans
I’espace de Fourier et le tenseur de Green dans le méme espace ont été introduites pour
traiter le cas de I’homogénéisation en élasticité. Dans cette section, la formulation du
probleme d’homogénéisation en milieu hétérogene périodique dans l'espace de Fourier est
présentée, conduisant a ’expression de la condition de cohérence. Cette condition servira
de base aux méthodes de résolution du probleme d’élasticité en milieu hétérogene traitées
dans les sections suivantes.
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1.3.3.1 Microstructure périodique et probleme de cellule

L’obtention du probleme de cellule pour le cas de I’élasticité peut étre traitée en utili-
sant une méthode de développement asymptotique aux petites échelles. Dans la suite, le
probleme sur une cellule de base sera présenté sans introduire de développement asymp-
totique, mais la formulation décrite est strictement compatible avec celle obtenue a 'aide
de développements asymptotique.

LU
\

\

i

T

1

1

1

1

1

1

1

1
L

1

1

1

1

1

1

:

1
=

:

1

1

1

1

1

1

F1GURE 1.3 — Cellule de base d’un milieu hétérogene périodique

En pratique, tout se passe comme si la cellule de base (figure 1.3) était un V.E.R.

auquel sont appliquées des conditions de périodicité en contraintes et déformations.
Un milieu périodique est donc défini par une cellule de base permettant de décrire le milieu
périodique par translation le long de trois directions de 'espace. Il n’y a pas unicité de
la cellule de base et 'on choisira la cellule la plus simple possible, cette cellule possédant
souvent des plans de symétrie. On note 2q; (i = 1,2,3), la dimension d’une cellule de
base parallélépipédique dans la direction z;. Alors, les champs de déplacement u = u (x),
de déformations € = €(x) et de contraintes ¢ = o (x) doivent satisfaire les relations
suivantes :

e(x)=1{Veux) + (V®u(x))t}

V.oix)=0

o(x)=C(x):e(x)

u(x) = Ex 4 up, (x)

(1.94)

ol U, est périodique et ot C(x) est le tenseur d’élasticité vérifiant la condition de
périodicité :
C(x)=C(x+d)
3
1.
i=1

ou n; est un nombre entier arbitraire. u”*" est un champ de déplacement périodique et
par conséquent les champs de déformations et de contraintes sont périodiques :

o(x)=0(x+d)
{ e(x) =€(x+d) =E+ €, (1.96)
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Ol €pe, dérive de up,,

1.3.3.2 Transformée de Fourier discréte

En raison de la périodicité du milieu, la solution du probleme peut étre développée en
séries de Fourier, comme proposé par T.Iwakuma et S.Nemat-Nasser [40] ou H.Moulinec
et P.Suquet ([52],[58]). Cette série est la forme discrete de la transformée de Fourier d’'une
fonction périodique
Soit une fonction f (x) périodique sur le domaine V' défini par :

V={x,—a; <z; <a;(j =1,2,3)} (1.97)

avec la condition de périodicité : f (x) = f (x+d).
Cette fonction peut étre développée en série de Fourier comme suit :

)= F(&)e (1.98)
3

ot les coefficients f sont obtenus a partir de la fonction f (x) par :

n 1 —1€x
Fo = [ fooeeav (1.99)
1%
ol les composantes des vecteurs d’onde sont définis par :
™
& = a_<] (nj =0,%£1,... £ 00) (1.100)
J

Ces coefficients sont uniques et la somme infinie va converger en tout point de V en
particulier si la fonction f (x) est bornée dans V.

Par la suite, on nommera transformée de Fourier le résultat de la série de Fourier. Cette
transformée vérifie les propriétés classiques :

+ La transformée de Fourier de la dérivation d’une fonction f (x) est donnée par :

fay (%) =16 (€) (1.101)
+ La tranformée de Fourier du produit de convolution est donnée par :
fx)*g(x) = F(€)3 (&) (1.102)

1.3.3.3 Champs de déformations et de contraintes dans I’espace de Fourier

On considere la partie périodique u,., du champ de déplacement u et I'on considere
que ce champ est de moyenne nulle (le déplacement moyen est donc supposé nul). La
contribution périodique du champ de déplacement est alors donnée par :

Uper (X) = ) Wper (€) & (1.103)
3
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ou :
1

e, (€) = V/Vuper (x) e **dx (1.104)

l'accent sur Y indique que la somme élimine le point € = 0.
Pout traiter le champ de déformations dans I'espace de Fourier associé aux déplacements
pédiodiques on cherche la transformée de Fourier du gradient de déplacement :

— 1 .
V ® upe?‘ (5) = V /V V ® uper <X> eilsxdv (1105)

Par le théoreme de Gauss (1.105) est réécrite :

— 1

V @ Wer (§) = v /W v (X) ® Uper (X) e X JS — %/VV {e_isx} ® Uper (x)dV (1.106)

ou v est le vecteur normal unitaire sur 0V
W, (X) étant périodique, nous avons :

Uper (X = Q;) = Uper (X - az)
e (x = a;) = ' (x = —q;) (1.107)
vix=a)=-v(x=—aq)

Alors, I'intégration sur le contour OV est nulle, compte tenu de la périodicité de u = ., :
/ V@ Uy, (X) e7%%dS =0 (1.108)
ov

Le gradient du champ de déplacement devient :

—

V @ uper (§) = % / 1€ @ Uy, (X) dV (1.109)
v

Dans cette expression, e’¢* est un scalaire et I'intégration est comptée sur le domaine de
X. On obtient donc :

Voun (€)= it {%/ - (x>ei€de} it o () (1.110)
Vv

La transformée de Fourier de V ® u est donnée par :

!/
—_—

V@ e, (X) = Y i€ ® Tpey (£) € (1.111)
¢

On en déduit 'expression de la transformée de Fourier du champ de déformations :

€per (X) = ) €per (£) €' (1.112)
13
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avec ;
Eper (§) = S {€ @ W (§) + W (§) @ €} (1.113)

Pour contruire la transformée de Fourier du champ de contraintes, on utilise la loi de
comportement élastique. Le tenseur d’élasticité périodique C (x) est développé en série de

Fourier suivant : - )
C(x) :ZC(E) ix (1.114)
3

ou :
~ 1

C(&) = V/V(C(X) e~ dx (1.115)

La loi de comportement permet le calcul du champ de contraintes :
o(x) =C(x):e(x)
—{ScCe e} {Lee e

Dans la formule (1.116) on peut réarranger la somme infinie et on obtient donc le déve-
loppement du champ de contraintes sous la forme :

o (x) 22{2@5—0 :€<¢)}ei€x (1.117)
13 ¢
ou la transformée de Fourier du champ de contraintes est définie par :

7(&) =>.C-¢):e
=iy CE-0): {¢ou()

(1.116)

(1.118)

1.3.3.4 Homogénéisation

La procédure d’homogénéisation du milieu périodique est effectuée de fagon similaire
a celle décrite précédemment lors de la description du probleme d’hétérogénéité unique.
On introduit le champ de déformations libres € ou de contraintes libres o” qui sont a
introduire dans un milieu homogene de tenseur d’élasticité C° dit "milieu de référence”
pour obtenir les déformations et contraintes obtenus dans le milieu hétérogene de tenseur
d’élasticité variable C(x). Les déformations (ou contraintes) libres doivent étre pério-
diques :

{ el (x+d) =€ (x) (1.119)

ol (x+d)=o"(x)

Alors, la série de Fourier de ces champs de déformations et de contraintes libres sont

donnés par : . . )
ot (x) =Y 0" (§e™
Lo 25 e —
ou :
[, ot (x) e &dV

[Vet (x)e-exay (1.121)

@)
D
~

|
<<
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Par suite, le champ de contraintes est défini par :
o(x)=C": (e(x) — €" (x)) (1.122)
Dans l'espace de Fourier, cette expression devient :

G(§) =C:(e(§)—€"(9)
=C": (iE@@(E)+E_gL (5)) (1.123)

L’équation d’équilibre (1.94) donne :
i£.5(€) =0 (1.124)

En introduisant I'expession ci-dessus pour & et en notant que la dérivée du terme en E
s’annule, l'inversion du systeme précédent pour les composantes du déplacement donne :

oy (€) = —i€ (£.C06) 7 .CO - " (¢) (1.125)

Compte tenu de la symétrie mineure de C° sur les deux premiers indices, la relation de
compatibilité donne :

Eper (§) =& @ Upey (§)

—sym{E® () wE) e () (1.126)
ott sym {A} est défini par :
sym (Aijw) = i (Aijrr + Ajir + Agjie + Ajar) (1.127)
En posant :
{ L) =sym {6o (6006 0 ¢ L12%)
S()=T():C

on obtient les relations suivantes :

{ € =8(§):e (9 1%

Ces expressions font intervenir différents tenseurs de Green qui permettent de calculer
les champs de déformations induits par des déformations ou contraintes libres. Le plus
utilisé est le tenseur I'. Ces tenseurs permettent de reformuler le probleme d’élasticité en
milieu hétérogene sous la forme d’équations de type "Lippman-Schwinger-Dyson”. Pour
ce faire , on peut construire une condition de cohérence de facon exactement similaire a
celle décrite dans le cas du probleme d’inhomogénéité unique (1.50). Dans cette nouvelle
formulation pour le milieu périodique, les perturbations sont remplacées par le champ de
déformations périodique €., (x) associé au champ de déplacements périodique Uy, (X) :

C(x): (E+ €per (x)) =C°: (E+ €er (x) — €- (x)) (1.130)
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On en déduit :
(CO—C(x)): (E+ €per (x)) =C°: X (x) (1.131)

Par ailleurs, (1.129) donne :

peTXI/A :l er (x') €D gy,
e (x) ;S(ﬁ) {V/v (x) e’ >dvx} (1.132)

Finalement, on obtient donc :

(C'-C(x)): (E + g(ﬁ) : L el (x') e qv, ) =C": el (x) (1.133)
50w |

L’équation (1.133) décrit la relation entre le champ de déformations libres €’ (x) et la
déformation macroscopique. La solution de cette équation donne alors le champ de défor-
mations libres exactement nécessaire pour produire, avec un tenseur d’élasticité de milieu
de référence choisi uniforme CY, les champs de contraintes et déformations induits dans
un solide hétérogene.

1.3.4 Homogénéisation de milieux périodiques par la méthode
approchée

Les équations provenant de la condition de compatibilité font intervenir un produit de
convolution entre la déformation libre et les tenseurs de Green choisis qui couplent toutes
les composantes de Fourier de la fonction inconnue entre elles. Plusieurs stratégies existent
pour résoudre ces équations. Dans un premier temps, nous présentons la méthode de réso-
lution approchée introduite par Nemat-Nasser. Cette méthode peut se décrire comme suit :

1.3.4.1 Formulation

On considere une cellule de base D composée d'une matrice de tenseur d’élasticité
lindaire C™ contenant des inclusions € de tenseur d’élasticité C!. En adoptant comme
tenseur d’élasticité du milieu de référence celui correspondant a la matrice et compte tenu
des résultats présentés dans la section (1.3.3.4), on obtient :

(CM—cC'): <E+ S(&): L el (x') e gy’ ) =CM e (x) (1.134)
50017, |

ou le tenseur d’ordre quatre g(é) , défini par (1.128), dépend uniquement du tenseur
d’élasticité de la matrice CM. On suppose par la suite que la matrice et Iinclusion sont
constituées de matériaux isotropes. Le tenseur d’élasticité CM est déterminé alors par :

CM = \yi @i+ 2upl (1.135)
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ou i est le tenseur identité d’ordre deux.
Alors :

ECM £ = (nr + i) € © € + € (1.136)
ou le module du vecteur d’onde ¢ est défini par £ = |&] = /§:&;.

Pour déterminer le tenseur I (&) qui intervient dans 1.128, on effectue I'inverse (£.CM.£) "
en posant :

1

(6CVMg)™ = At @€+ Bi (1.137)
On en déduit :
(6.CME). (A @€+ Bi) =i (1.138)
ce qui donne :
{AMy +2p0m) €+ B A+ pu) } E® €+ Buy&i=i (1.139)
Par conséquent :
y AM + v -
ot (e =+ 2pur) (1.140)
B=—¢?
K

L’inverse de (S.CM .£) est alors :

1 (_ Ar s

(R Il G +2uM52§®“i) (€ #0) (1.141)

Alors T' (€) devient :

~ 1 A+
p@):__{__ﬁ_ﬂ%
o A+ 2p

~

et le tenseur S (£) est donné d’apres 1.128 par :

E®Z®Z®E+sym{2®i®é}} (1.142)

~ Ay =

S(€) ERERi—

M 2w+ pr) 2
Ar + 20 An + 2pr

ERERERE+F2sym {E@iI®E} (1.143)

ot € = £/€ avec £ = [€]

Nous avons pour objectif d” obtenir le module effectif défini par :
(o) =C . E (1.144)

Pour atteindre cet objectif, il va étre nécessaire de déterminer la moyenne volumique du
champ de déformations libre (€). Elle est donnée par (1.134) comme suit :



......

L’approximation introduite par Nemat-Nasser et ses collegues est de remplacer le champ
de déformations libres €* par sa moyenne volumique dans I’expression ci-dessus. Nous
obtenons donc :

1

€V (e () = (€ ~ ) {E+¥f{viﬂl(£)} {rolse: e <x>>}

(1.146)
ou f est la fraction volumique de I'inclusion. I (&) est "la fonction de forme”, dépendant
uniquement de la géométrie de 'inclusion et définie par :

I1(¢)= /Q e dx (1.147)

En posant :

re-r{pre o] (1.145)

On obtient donc :

(CY - M =S PE)S(E)| (" (x) =E (1.149)
£
ou bien :
[A—Q]: (" (x)) =E (1.150)
| A=(CM-c) i
{ Q=Y. P8 )

Cette relation va permettre d’obtenir le tenseur d’élasticité effectif. Pour obtenir le module
effectif défini par (1.144), on écrit I’équivalence entre la moyenne volumique de I’énergie
élastique dans la cellule de base hétérogene avec ’énergie élastique totale calculée pour le
milieu homogene équivalent.

L’énergie totale de la cellule de base dans le milieu homogene équivalent est définie par :

Wy = gE :CYT R (1.152)

Dans la cellule de base hétérogene, le champ de contraintes est donné par :

o (x) = { CY' 2 (E + €per (x)) dans D —Q

CM : (B + €per (x) — €& (x)) dans Q (1.153)

Sa moyenne est déterminée par :

(o(x) =0 ~f){oX)p o+ flox)g
=CY" E+CM: (e (x)) — FCY (X (%)), (1.154)

Par ailleurs, compte tenu de la définition de €y, on a :

(€per (%)) =0 (1.155)
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D’apres le lemme de Hill-Mandel, on a :

(o0 (x):€(x))=(o(x)): (e(x))=E: (CY:E— fC" (" (x))) (1.156)
L’énergie totale de la cellule de base hétérogene est alors :
4 eff 4 M M/ _L
We=ZE:C :E:EE:(C :E— fC" (¢ (x))) (1.157)
Cette identité étant vraie pour toute valeur de la déformation macroscopique, cela induit :
CHE=C":E- fC": (" (x)) (1.158)
soit :
Cl.E=C" . E-fC" . (A-Q ":E (1.159)

a condition que (A — Q) soit inversible.
Cette égalité étant vraie a nouveau pour toute valeur de la déformation macroscopique,
on a:

feM = (CM —cC) : (A-Q) (1.160)
En utilisant (1.151), on obtient alors :
fCM = (CM — ) (((CM o Y PErT (5)) .cM (1.161)
£

ce qui donne finalement :

fl= (C¥ - Co4) - (((CM e -3 PET (g)) (1.162)

£

ot le tenseur de Green T (&) est défini par (1.142). Ce tenseur de Green est un tenseur
isotrope transverse d’ordre 4. Il peut donc s’exprimer dans la base de Walpole ([77],[76])
par :

~ 1 1
T =—[E,+ —E 1.163
€)=y B g (1.163)
ou :
E,=k®k
E, = k'®k + k®k™*
- - 1.164
k:5%5®€ ( )
kt=i—-k

La résolution de ’équation (1.162) va étre rendue plus claire par I'expression des tenseurs
d’ordre 4 sous forme de tenseurs d’ordre 2 qui peuvent se représenter de fagon matricielle.
On considere le tenseur L d’ordre 4 de composantes L;;i; symétrique par rapport aux
couples (7, 7) et (k,l). La relation induite par contraction & partir des composantes de ce
tenseur entre deux tenseurs d’ordre 2 symétriques a et b est donnée par :

b=L:a (1.165)
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Cette relation peut s’écrire sous la forme matricielle :

[Ba] = [Lag] [Ag] (1.166)
ou : ) ) ) )
b1y ail
boo 22
. bs3 B ass
Bl=| sape | W= 2an (1.167)
\/§-b31 \/5-&31
| \/§~612 | | \/5-(112

Ly Li122 Lizs  V2Lies V2Liz V2Line

Loon Lo22o Lasss  V2Lagos V2Laoz V2Loona

e L3311 L3390 Lasss  V2Lazs V2Lsasi V2Lasio (1.168)
V2.Loz11 V2.Lozoo V2.Losss  2.Logos 2.Lazzi 2.Logio

V2.Lyii V2.Lzizo V2.Laizs 2.Lsis 2.Lzizi 2.Laine

i V2.Lia11 V2.Lisss V2.L1azs  2.L1aas  2.L1az1 2.Lyo1o

L’équation (1.162) peut se réécrire comme suit :

fi=(€¥ - ) (€ - ) -s) (1.169)
ou :
Si=— UtV (1.170)
YT A+ 20m 2pn '
avec :

U=> P(&E, (¢
13

; (1.171)
V=2 P(&E:()
. 13
L’expression matricielle du tenseur d’élasticité effectif est alors donnée par :
[Ceff} _ [CM] ¥ {(CM _ CI)A B 1 U— 1 V} -1
A+ 2pp 24ipg (1.172)
= [CY] —fD]"
ou l'on a noté : . .

D] = |(CY -C)™ - U-— V] 1.173
D= (¢ -0 - U (1173

Les tenseurs U et V se calculent a partir des tenseurs E, et E4. Ces tenseurs s’expriment
eux-mémes & partir de deux tenseurs g(!) et g introduits par Nemat-Nasser, sous la

forme : )
EQ =g
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Les expressions completes de ces tenseurs sont données par :

1 — —_ _ —_ —_ —_
91% =3 {§j (5iz§k + 5ik§z) +¢; (5jl§k; + 5jk§l)}
gﬁ;il = Ezgjgkgl
ou 'on a noté (El) la valeur de & divisée par le module du vecteur d’onde correspondant.

On montre alors que pour une cellule parallélipédique comportant trois plans de symétrie,
seuls vont intervenir 9 termes :

hy = (51)2’ hy = (52)2’ hs = (53)2

(1.175)

hy = (51)4 ’y hs = (52)4 "y he = (53)4 ) (1-176)
h7 = (5253) 5 hs = (5351) 5 h9 = (5152)
Avec les notations ci-dessus, les matrices associées aux tenseurs gz(;;g sont données par :
[ 2, 0 O 0 0 0 ]
0 2hy O 0 0 0
0 0 2h 0 0 0
M = 3
=10 0 0 im0 0 (1.177)
0 0 0 0 hs + Iy 0
| 0 0 0 0 0 hy + hy |
[ hy hg hg 0O 0 0
hg hs hy 0 0 0
hs hy h¢ 0 0 0
@1 _ | s N he
[G ] 0 0 0 2h; O 0 (1.178)
0 0 0 0 2hg O
0 0 0 0 0 2|
En conséquence, on obtient les matrices [U] et [V] sous la forme :
( /
U] =2 P©)[¢" @)
13
' 1 2 (1.179)
VI =2 PE{[cV©] -2[¢ @]}
3
\ = [W] -2[U]
avec : /
(W]=> P& I[G" ()] (1.180)
£
On en déduit que les matrices [U] et [W] peuvent étre déterminées par :
[ 25, 0 0 0 0 0 ]
0 25 0 0 0 0
o 0 28 0 0 0
W=l 0o 0 0 s+s 0 0 (1.181)
o 0 0 0 Sz + 54 0
0 0 0 0 0 Si+S
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Sy S9 S 0 0 0

Sg S5 S; 0 0 0

| Ss S S¢ 0O 0 0
U=10 0 025 0 o (1.182)

0 0 0 0 25 O

| 0 0 0 0 0 25 |
ou les coefficients S; sont les coefficients introduits par Nemat-Nasser et al :
Si = P(€)hi (€) (1.183)
3

1.3.4.2 Inversion de la matrice D

On ne traitera ici que le cas ol les matrices [(CM —Cf )_1} , [U] et [V] diagonalisent

dans une méme base X
Dans le premier temps, on suppose que les matrices associées a [(CM - C! )_ }, U] et

[V] dans la représentation classique par la matrice 6 x 6 diagonalisent dans la méme base.

Par ailleurs, les valeurs propres de [(CM —C! )_1] sont, pour des constituants isotropes :

1
3 ()\Ml— Ar) + 2 (par — pur) (1.184)

a; =

Ay = = az = a4 = a5 = Gg

2 (par — pur)

ol ay est racine d’ordre 5.
On a donc, en associant les matrices aux opérateurs correspondants :

1 1
v+ 20 2

D] = [Q"! ([Da] [DU]> Q) (1.185)

ou [D,] est une matrice diagonale contenant les valeurs propres uy, de [U] et de méme pour
[D,] contenant les valeurs propres de [V] et [D,] pour les valeurs propres de [(CM - Ch) _1}

[Q] est la matrice de changement de base.

Alors :
DI = [Q] ([D}— ! _pJ--Lp 1)1 Q!

\ “ Av + 2,LLM _ 2,UM !
rn 0 0 0 0 O
0O o O 0 O O

B 00 m 0 0 0 o (1.186)

0O 0 0 0 r5 O

(00 0 0 0 7|
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ou les matrices [F(k)] décrivent la diagonale :

Fliyij = 0ik0j (1.187)
et :
1
O — - (1.188)

M+2un 2pm
Finalement, la matrice associée au tenseur effectif est donné par :

6 1

[Ceff] — [CM] _ fZ pp—r—— [H(k)} (1.189)
k=1 AM 240 2u 0
| [He] = [Q] [Fw] Q" (1.190)

ou les matrices [H(k)} ne dépendent que de la géométrie des inclusions. On constate
que cette expression se présente sous forme d’une fraction rationnelle des modules des
composants. Cette forme sera donc particulierement utile au calcul des propriétés effectives
de matériaux viscoélastiques

1.3.4.3 Exemple numérique et comparaison

Pour illustration, nous considérons un composite périodique représenté par une cellule
de base cubique de taille A contenant une inclusion sphérique de rayon R centrée.
La fonction de forme a introduire dans 1'équation (1.147) est donnée par Nemat-Nasser
[62] :

1 3 (sinn — ncosn)
—1 (&) = 0 1.191
1) = 0 (1191)
avec : s
3
n = 2w <4—f) (nknk)1/2
: an (1.192)
J (nknk)1/2
En raison de la symétrie, nous avons :
54 == S5 - Sﬁ
1.193
{ S7 = Sg = Sg ( )

Donc, les matrices [(CM - C! )_1}, [U] et [V] diagonalisent dans la méme base avec la

matrice de changement de base [Q] déterminée par :

1 -1 -1 00 0
1 0 1 000
1 1 0 000
Q] = 0 0 0 100 (1.194)
0 0 0 010
|00 0 00 1
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Le matériau homogénéisé a la symétrie cubique. En conséquence, le tenseur d’élasticité
effectif est défini par trois parametres indépendants.
- Le module effectif d’incompressibilité x.s¢ est défini par :

iy + 201,

Reff = 3 (1.195)
- Le premier module effectif de cisaillement fi.¢; est défini par :
pess = Csidy (1.196)
- Le deuxieme module effectif de cisaillement (7, est défini par la relation suivante :
(211 — 222) = 2u:ff (Ell - EQQ) (1197)
Soit : i i
Ciii, — Cf
H/:ff — 1111 2 1122 (1198)

Les propriétés élastiques de chaque phase sont données dans la table (1.1)

TABLE 1.1 — Propriétes élastiques du composite

Module élastique Matrice Inclusion
Module d’incompressiblité x (G Pa) 30 100
Module de cisaillement p (GPa) 20 50

La figure (1.4) illustre la valeur du premier module de cisaillement effectif en fonction
de la concentration de I'inclusion sphérique, comparée avec les bornes de Voigt et Reuss

courbe de relation entre Mo et la concentration
35

—&— Méthode approchée
—+—— Borne Sup
Borne Inf

w
o
T

N
o

Module effectif de cisaillement ot (GPa)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Concentration volumique de | inclusion

FIGURE 1.4 — Estimation du premier module effectif de cisaillement en fonction de la
concentration d’inclusions. Cas d’une structure cubique simple. Comparaison avec les
bornes de Voigt et de Reuss.
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La figure (1.5) illustre la valeur du module effectif d’incompresssibilité en fonction de
la concentration d’inclusions, comparée avec les bornes de Voigt et Reuss

courbe de relation entre Ko O la concentration
65

—©6— Méthode approchée
—+— Borne Sup
Borne Inf

60

55

50

45

40

Module effectif d incompressibilité Kogr (GPa)

35

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Concentration volumique de | inclusion

FI1GURE 1.5 — Estimation du module effectif d’incompressibilité en fonction de la concen-
tration d’inclusions. Cas d’une structure cubique simple. Comparaison avec les bornes de
Voigt et de Reuss.

Le calcul par la méthode approchée dépend du nombre de vecteurs d’ondes utilisé dans
la transformée de Fourier. Les figures (1.6) et (1.7) montrent les valeurs de modules effectifs
obtenues pour différents choix du nombre de vecteurs d’ondes. Ces figures montrent qu'un
nombre d’ondes dans la formule (1.100) avec n; € [—64 : 63] dans chaque direction, soit
un nombre total de vecteurs d’ondes de 128x128x128, permet d’assurer la convergence des
sommes apparaissant dans I’expression du module effectif.

Etude de la convergence
32

— — N=8'8"8 7
281 ~ — — N=16"16*16 Y
N.=128"128"128 2z

26 A

Module effectif de cisaillement ogt (GPa)

22t P

20 - L i i L J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Concentration volumique de | inclusion

FI1GURE 1.6 — Etude de la convergence en fonction du nombre de vecteurs d’ondes pour
le calcul du premier module de cisaillement.
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Etude de la convergence
55 :

— o NEEEe
5 - N=16"16'16 .
O 5ot N,=128+128*128 A
= 3 7
«® .
7,
2 57
3 7
§ st /7
8 y
<1 -
g S
- 40 Z %
= 7z
-g o
P
% 27
2 7
3 3t o
= P
_ #
//
30 < i i i i i
0 0.1 0.2 03 0.4 05

Concentration volumique de | inclusion

F1GURE 1.7 — Etude de la convergence en fonction du nombre de vecteurs d’ondes pour
le module d’incompressibilité.

1.3.5 Homogénéisation de milieux périodiques par résolution
numérique de I’équation intégrale

Une deuxieme méthode pour résoudre 1’équation provenant de la relation de cohé-
rence est de résoudre numériquement cette équation. Cette méthode numérique utilise
le développement classique en série de Neumann de la solution du probleme d’élasticité
périodique dans I'espace de Fourier. De cette fagon, Michel 1999 [52], Moulinec et Suquet
2004 [53] ont proposé une méthode de résolution numérique basée sur la Transformée de
Fourier Rapide (TFR). G.Bonnet 2007 [5] a montré que 'utilisation des fonctions de forme
permettait d’éviter les erreurs dues uniquement a la discrétisation géométrique de la mi-
crostructure lorsque les inclusions présentent des formes ellipsoidales. Dans cette section,
on présente la méthode dans le cadre du probleme élastique et 'on exprime la solution
sous une forme qu’il sera possible d’utiliser dans le chapitre 4 pour déterminer la solution
de certains problemes d’homogénéisation dans le cadre de la viscoélasticité.

1.3.5.1 Résolution du probleme de localisation

La résolution numérique de 1’équation intégrale peut s’effectuer soit par une approche
en déformations, soit par une approche en contraintes. Il est possible de montrer que
I’approche en déformations est mieux adaptée lorsque les inclusions sont moins raides que
la matrice et inversement pour I’approche en contrainte. Par la suite, on ne présentera
que la méthode d’approche en déformations, le cas dual de 1’ approche en contraintes
se formule de fagon similaire. On considere a nouveau la condition de cohérence (1.123)
exprimée sous la forme :

o(x)=C(x): (E+ €per (x)) =C°: (E+ €per (x)) + 0~ (1.199)
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ot C° est le tenseur d’élasticité constant du milieu de référence. C(x) est le tenseur
d’élasticité local qui peut s’écrire comme suit :

C(x) =) I.(x).C, (1.200)

C, est le tenseur d’élasticité de la phase a et I, (x) est la fonction caractéristique per-
mettant de décrire le volume de la phase a.
Le champ de contraintes libres est donné alors par :

o’ (x) = (C(x) = C°) : (E + €per (x)) (1.201)

Par ailleurs, 'utilisation du tenseur de Green permet d’obtenir le champ de déformations
périodiques €,., (x) en fonction du tenseur de contraintes libres(1.129) :

€per (€) = T (€) : 0" (€) (1.202)
Cette écriture dans ’espace réel correspond a :
€per (%) = —T (x) + o (x) (1.203)
On en déduit :
€(x) =E+ ey (x) =E—T (&) ¥ o (x) (1.204)

Compte tenu des relations précédentes, on obtient I’équation :
e(x)=E—-T(x)*(6C: e(x)) (1.205)

Cette équation est dite équation intégrale en raison du fait que le produit de convolution
peut s’écrire comme intégrale portant sur le tenseur des déformations inconnu. Dans cette
expression, on a noté 6C (x) = (C (x) — C°), ce qui conduit & :

6C(x) = (C; = C") I (x) + (Car — C%) Ins (x) (1.206)

La solution de cette équation intégrale est exprimée en utilisant la série de Neumann
(Milton 2002) :

€(x)=[[-T(x)*0C+T(x)*[0C. (T (x)*C)]—...]: E (1.207)

La somme de cette série peut étre obtenue par approximations successives en utilisant le
schéma itératif :

€t (x) =E—T (x)* (6C: € (x)) (1.208)

Par la suite, on adopte C° = Cj,, ce qui n’est admissible que si les inclusions sont moins
raides que la matrice, d’ou :

5C (x) = (C; — Cpr) Iy (x) (1.209)
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A noter que le cas d’inclusions plus raides que la matrice doit étre traité avec le schéma
en contraintes. La déformation locale a convergence est donnée alors par :

1

€*(x) = {H — ' (x) (Cy —E:M)] x I7 (x) +...

1 m

(1.210)
+ (=)™ [ (x) (C; _EM)] x 17 (XZLF (x) (C; _§M>] x 17 (XZ} - E
ou bien :

L

g

€* (x) = {]H— ' (x) (Cyr = Cp)] = Iy (x) +...

1

7 J

(1.211)
+ [0 () (Car =€)l 15 (x) - [L.(9) (Car =~ C)l Iy (x)} ' E

1 m

1.3.5.2 Homogénéisation

La contrainte locale a convergence est donnée par :

o”(x) =C(x):€e”(x)

— (C11; (%) + Cos Ly (%)) : € (x) (1.212)
D’otu la contrainte totale :
YX=3+3y (1.213)
avec les contraintes partielles :
E[ = (C] . <]] (X) €% X)>
{ X =Cu: (I (x) €7 (%)) (1.214)
ou bien :
Xr=C;: {{I; (x)) I+ (I; (x). ([T (x) (Cpy — Cp)] x I7(x))) + ... (1.215)

+ (I (%) ([T () (Car = C] o [ (%) - (0 () (Cor = C)) + [ (x)]))} - B

S = Cor s {{Tar () T+ (I; (%) . ([T (%) (Car — C1)] % I1 (%)) + ...
+ (I (%) ([T () (Car = C)] [ (%) - ([T (x) (Cor = )]+ [r (x))]))} + B

(1.216)
En posant :
Ao = fil
Bo = ful (1.217)

Ay = (11 (%) . ([T (x) (Car = Cp)] * [Ir (x) ... ([T (%) (Cpr — Cp)] % 11 (x))]))
By, = (I (x) . ([T (x) (Cpr = Cp)] * [ (%) ... [T (%) (Cpr — Cp)] * 11 (x))])
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On obtient : N
X =Cr: [Ag+ ) Ap|:E (1.218)
Y = Cu IB%0+§:IB%m ' E (1.219)
D’apres (1.217), on obtient : 7
At B = (1) (Car = C) [11 (%) . ([T () (Car = C)L+ L)) 4 590
= (Fm (%)) '
Fi (%) = [ (%) (Car — €] # (17 () (P (%) (Car — SOl [y (x))] (1.221)

Par ailleurs, (F,, (x)) est déterminé par sa transformée de Fourier au point € =0 :
(Frn (x)) = F (§ = 0) (1.222)
ou :
Frn (§) = [T (€) (Cor = )] [L1 (§) * .. % ([T (&) (Car — Cr)] 11 (£))] (1.223)
En plus, le tenseur de Green I' (€) est nul au point zéro & = 0, alors :
F,(&=0)=0 (1.224)
Donc :
Ap+B, =0 (1.225)

Le tenseur d’élasticité effectif est donné finalement par :

Ccf =Cy - (A0+§3Am)+<€M (1= Ap) — iAm) (1.226)

m=1 m=1

Sous cette forme, le tenseur d’élasticité effectif apparait comme une série polynomiale en
fonction des tenseurs d’élasticité des deux phases. Cette forme permettra dans le cha-
pitre 5 d’obtenir les propriétés viscoélastiques de milieux hétérogenes lorsque les tenseurs
d’élasticité sont des fractions rationnelles de la variable de Laplace, ce qui correspond aux
cas couramment rencontrés.

1.3.5.3 Condition de convergence

En général, la solution du probleme d’homogénéisation du milieu périodique par le
développement d’une série de Neumann et utilisant la méthode de la Transformée de
Fourier Rapide (TFR) dépend de trois éléments :

* La quantité du nombre de vecteurs d’onde utilisés dans la Transformée de Fourier.
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* Le nombre de termes N calculés dans la séries de Neumann, qui correspond au
nombre d’itérations utilisées pour le processus itératif comme décrit dans la section pré-
cédente.

* Les propriétés élastiques du milieu de référence élastique et des phases.

Dans le cas ot I'on choisit le module de la matrice pour le milieu de référence C° = C,y,
la convergence n’est possible que si le module de l'inclusion est moins raide que celui de
la matrice. Dans le cas contraire, il faut utiliser I’approche en contraintes.

Les criteres de convergence utilisés pour assurer la convergence de la série de Neumann
portent soit sur les équations d’équilibre, soit sur le dernier terme de la série, soit sur les
équations de compatibilité, suivant le schéma choisi. A priori, un critere de convergence
sur le dernier terme de la série n’est pas forcément indicateur de 'erreur de troncature
comme le montre le cas de la série en % Toutefois, Milton montre que la convergence
correspond plutot a celle d'une série géométrique. Pour préciser ce point, on peut noter
que le module effectif obtenu par le schéma ci-dessus (1.226) peut étre réécrit sous la
forme d’une série :

i/l =>"1; (1.227)
=0

Le résultat du calcul numérique correspondant a été traité sur la figure (1.8) ou 'on a

ol

InjU

_30 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Nombre d’iteration (n)

FI1GURE 1.8 — Fonction logarithme népérien d’un terme de série U en fonction du nombre
d’itérations

reporté le logarithme népérien d'un terme de la série U,, en fonctions du nombre d’itéra-
tions en axes semi-logarithmiques. On constate que le comportement peut étre considéré
comme pratiquement linéaire a partir d’environ 80 itérations, ce qui peut se traduire par :

In|U,|=-an+C (1.228)
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ou « est la pente et C' est une constante.
La suite des sommes partielles Sy est définie par :

Sv= > Un (1.229)
m=N+1
soit encore :
Sy =Ud"" (1+q¢+¢ +..) (1.230)
ou : c
{ Uo=¢ (1.231)
qg=c¢

Si N est le nombre de termes conservés dans la série, I’erreur sur la solution est donnée
par 6 = Sy soit : o
5 Yoa™ (1.232)
l—gq
Si ’on note ¢ I'erreur acceptée pour la somme de la série, on voit que le nombre de termes
nécessaires pour assurer la convergence a ce niveau est donné par :

In d(1-q)

N = T”q'o -1 (1.233)

1.3.5.4 Exemple numérique et comparaison entre la méthode approchée et
la solution numérique de 1’équation intégrale

Comme on le verra dans les chapitres suivants, I’expression donnée par la série de
Neumann ne peut conduire a une expression de complexité raisonnable des propriétés
élastiques effectives que dans certains cas, contrairement a la solution approchée. Il nous a
donc semblé intéressant de comparer ces deux solutions pour évaluer le domaine de validité
de la solution approchée par rapport a la solution utilisant 1’équation intégrale, considérée
comme référence. On étudie donc un composite élastique périodique ou la cellule de base
correspond a un réseau plan a mailles carrées, les inclusions étant constituées par des fibres
de section circulaire. Le matériau est supposé élastique linéaire isotrope incompressible.
Le module de cisaillement de la matrice est : uy = 70G Pa et celui de la fibre est donné
par : uy = bGPa.

La "fonction de forme” qui intervient dans le calcul A; est donné par Nemat-Nasser [62] :

_ 2.SaJ1 (T])
n

ou J; est la fonction de Bessel de premier ordre. S, est la surface de l'inclusion, 7 est
donné par :

1. (6) (1.234)

1/2
n=R(&+&)" (1.235)
ou R est le rayon de la fibre.
Le tenseur de Green est donné dans le cas incompressible par :
. E,
re¢)=— 1.236
€ =5 (1.236)
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ou :
2(& - &) —26363 0 0 0 V24&6(1—28)]
—26363 2(6 - &) 0 0 0 V266 (1—28)
By = 2 0 0 0 O 0 0
0 & && 0
0 0 0 && & 0
| V266 (1—262) V266 (1—-2£3) 0 0 0 & +& —468 |

(1.237)
La figure (1.9) présente les valeurs de C5lJ; en fonction de la concentration en fibres pour

704 :
Méthode exacte
— — — Méthode approchée
60 Borne sup
—*— Borne inf
50
40
Q
b =]
O N
(@)
30
20
10+
0 1 1 1 1 1 1 J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Fraction volumique

FIGURE 1.9 — Solution obtenue par la série de neumann("Méthode exacte”) comparée avec
la solution obtenue par la méthode FF'T approchée et avec les bornes de Voigt et Reuss

la solution FFT approchée et pour la solution par série de Neumann. Les bornes de Voigt
et Reuss ont été reportées également. Les résultats montrent que la solution approchée
est proche de la solution par série de Neumann jusqu’a des concentrations proches de 0.5.
Ce résultat sera retrouvé dans le cas de 'homogénéisation en viscoélasticité.

1.4 Conclusion

Ce premier chapitre a porté sur les méthodes de détermination de propriétés effectives
en élasticité linéaire. Les méthodes qui seront étendues par la suite dans le cadre de
la viscoélasticité ont été présentées. Ce chapitre a permis de montrer que la solution
approchée ou la solution par sommation de la série de Neumann utilisées pour les milieux
a structure périodique permettent de s’exprimer sous forme de fractions rationnelles ou de
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1.4. Conclusion

polynomes en fonction des propriétés élastiques. Il a été montré également que la solution
approchée présente un bon niveau d’approximation par rapport a la solution "exacte”
utilisant la série de Neumann. Ces résultats permettront une extension de ces méthodes
au cas de la viscoélasticité.
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Chapitre 2

Viscoélasticité linéaire et principe de
correspondance

Ce chapitre ne comporte pas d’aspects originaux. Il est destiné a introduire les no-
tions nécessaires pour traiter les problemes d’homogénéisation en viscoélasticité. Dans la
premiere partie de ce chapitre, on présente la description du comportement viscoélastique
linéaire d’un matériau supposé isotrope et non-vieillissant. Puis, on présente le principe de
correspondance en utilisant la transformée de Laplace-Carson, ce qui constitue un outil
permettant dans certains cas de résoudre le probleme d’homogénéisation de matériaux
viscoélastiques hétérogenes. Enfin, quelques modeles rhéologiques classiques permettant
de modéliser le comportement d’'une phase viscoélastique sont présentés. La présentation
adoptée s’appuie sur celle développée dans la référence [72].

2.1 Comportement viscoélastique linéaire

2.1.1 Fonction de fluage(Cas scalaire)

Pour un matériau viscoélastique, 1’essai de fluage est un essai fondamental pour carac-
tériser le comportement différé du matériau dans le cadre isotherme. Un essai de fluage
correspond a I’application d’un champ de contraintes constant et a 1’observation des dé-
formations qui en résultent. Un exemple de résultat d’un tel essai dans le cas d'un fluage
unidimensionnel est montré en 2.1 ou l'on a reporté la variation de la déformation en
fonction du temps.

La contrainte unixiale varie en fonction du temps suivant :
o () = "%, (1) (2.1)

ou Y}, (t) est la fonction de Heaviside appliquée a l'instant .
La réponse correspondante est décrite par la relation :

e(t) = J (to, t;0°) : 0° (2.2)
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Chapitre 2. Viscoélasticité linéaire et principe de correspondance
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FIGURE 2.1 — Expérience de fluage unidimensionnel

ot J (to,t;0°) est la fonction de fluage qui est telle que :

{ J (tg, t;0%) =0 si t<tp (2.3)

J (tg,t;0%) croissante pour t >t
2.1.2 Fonction de relaxation(Cas scalaire)

L’expérience de relaxation est 1'analogue de la précédente dans laquelle la sollicita-
tion imposée est une déformation constante a partir du temps origine (Figure 2.2) dont
I’histoire est donnée par :

e(t) = Y, (1) (2.4)

La réponse dans ’expérience de la relaxation est I’histoire de la contrainte axiale o :
o (t) = R (to, t;€°) : € (2.5)
olt R (tg,t;€%) est la fonction de relaxation telle que :

R (to,t;e%) =0 i t<t
|R (to,t;€)]| >0 pour t >t (2.6)
R (to,t;€°) décroissante pour t >t

2.1.3 Comportement linéaire tridimensionnel

On suppose désormais que le matériau étudié est Boltzmannien, c’est-a-dire que son
comportement mécanique est régi par le principe de superposition, qui sera appliqué aux
histoires o et €. La loi de comportement isotherme du matériau permet de déterminer a
chaque instant la déformation € en fonction de I’histoire de la contrainte o :

e(t) = Fi [o (1) ] (27)

—0o0
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2.1. Comportement viscoélastique linéaire

8 A
0
8 —
Tt
G a
to Tt

FIGURE 2.2 — Expérience de relaxation unidimensionnelle

et inversement :

o(t) =R [e(r) ] (2.8)
En conséquence de cette hypothese, il en résulte en particulier qu'une histoire de solli-
citation multidimensionnelle peut étre considérée comme la superposition d’histoires de
sollicitations unidimensionnelles.
La linéarité du comportement permet d’exprimer la réponse € (o, t; 6°) dans 'expérience
de fluage sous la forme tensorielle suivante :

{ o (t) = oY, () (2.9)

e(t) =T (to,t) : o°
ot J (to,t) est un tenseur du 4°™ ordre, fonction de fluage tensorielle de ¢, nulle pour
t <Ttp.

De fagon similaire, la réponse o (to,t;€’) dans I'expérience de relaxation s’exprime en
introduisant le tenseur du 4°"¢ ordre R (%o, t), nul pour ¢ < ¢ :

€(t) = €Y, (1)
{ o (t) =R (to,t) : € (2.10)

En tenant compte du fait que la déformation élastique instantanée est linéaire élastique,
les fonctions de fluage J (o, to) et de relaxation R (to, ) doivent vérifier la relation :

J(to,to) : R(to,to) =1 (211)

2.1.4 Relation constitutive

En utilisant le principe de superposition de Boltzmann, pour la réponse a une histoire
de o, on obtient la relation ([71]) :

€ (t) :j(t,t):a(t)—/ %(m):a(ﬂm (2.12)

to
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Chapitre 2. Viscoélasticité linéaire et principe de correspondance

De facon similaire, la réponse a une histoire de € donnée s’écrit :

' OR

o(t)=R(t,t):et)— | — (1,t):€(r)dr (2.13)
o OT

Les formules de Boltzmann mettent en évidence que pour le matériau viscoélastique li-

néaire, le comportement différé est entierement décrit par la seule connaissance de ses

fonctions de fluage ou de ses fonctions de relaxation.

2.1.5 Matériau non-vieillissant

Les expériences d’identification du comportement montrent que les propriétés phy-
siques du matériau étudié peuvent évoluer indépendammant des sollicitations mécaniques
auxquelles il est soumis. Ceci peut étre le résultat de causes diverses : température, hy-
grométrie, cristallisation, etc. Ce phénomene est appelé de facon générale "vieillissement”.
Contrairement a ce type de situation, le matériau viscoélastique est considéré comme
non-vieillissant si ses propriétés mécaniques ne varient pas avec le temps. Ceci se traduit
mathématiquement par la propriété d’invariance par translation dans le temps : la ré-
ponse a 'instant ¢ pour une sollicitation a I'instant ¢y ({y < ) est la méme que la réponse
a l'instant (¢ + 7) pour la méme sollicitation a l'instant (tg + 7) (Figure 2.3). Dans ce cas,
les fonctions de fluage et de relaxation ne dépendent que d’une seule variable temporelle
correspondant au temps passé depuis le moment d’application de la sollicitation :

to

1

FIGURE 2.3 — Invariance du comportement par translation dans le temps

J to,t) = J to—t
{ R((to,t)) = R( (to — 25) (2.14)

Finalement, pour un matériau viscoélastique linéaire non-vieillissant, le comportement est
décrit sous la forme de produit de convolution de Riemann comme suit :

et)=J(t) o
{ o(t)=R(t)x¢€ (2.15)

ou, le produit de convolution de deux fontions f et g, qui se note ”f * g” est défini par :

“+o00

(f x9)(z) = fz—1).g(t)dt (2.16)
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2.2. Transformée de Laplace-Carson et principe de correspondance

Au début et & l'infini les tenseurs J et R sont inverses :

J(0):R(0)=1
{ J(00) : R(00) =1 (2.17)

2.1.6 Matériau isotrope

Par la suite, on suppose que le matériau viscoélastique linéaire étudié est isotrope. Le
principe de Onsager (Mandel 1966 [48]) stipule que le tenseur R (¢) relatif & un matériau
viscoélastique isotrope ne dépend que de deux fonctions scalaires de ¢,k(t) et u(t) :

R () = 3x(t)J + 2u()K. (2.18)

ou 2y (t) apparait comme la fonction de relaxation en cisaillement simple. « (t) apparait
comme la fonction de relaxation en compression isotrope. Les tenseurs d’ordre quatre J
et K sont définis en annexe D.

Cette équation permet d’exprimer la loi de comportement viscoélastique sous la forme du
produit de convolution :

ot)=r(t)xtr(e(t)).i+2uxel(t) (2.19)

ol € est le tenseur déviatorique de déformations.

2.2 Transformée de Laplace-Carson et principe de
correspondance

2.2.1 Transformée de Laplace-Carson

Une méthode classique permettant de résoudre les probleme de mécanique relatifs aux
matériaux viscoélastiques linéaires non-vieillissants est 1'utilisation de la transformée de
Laplace-Carson, qui se définit comme suit.

Soit une fonction f (), sa transformée de Laplace-Carson, noté f* (s) est obtenue a partir
de sa transformée de Laplace, notée f(s) par :

f(s)=sf(s)=s /0 et F(t)dt (2.20)

ou s est la variable dans I'espace de Laplace-Carson qui est supposée réelle.
Cette transformée présente des propriétés intéressantes et en particulier les théoremes liés
a la valeur initiale et a la valeur finale Le théoreme de la valeur initiale est exprimé par :

lim f* (s) = lim f (¢) (2.21)

s—0 t—o00

et le théoreme de la valeur finale par :

lim f*(s) =lim f (¢) (2.22)

§—00 t—0
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Chapitre 2. Viscoélasticité linéaire et principe de correspondance

Compte tenu des propriétés de la transformée de Laplace Carson, le comportement vis-
coélastique linéaire du matériau isotrope sera exprimé dans l'espace de Laplace-Carson
par :

o = K'tre*i + 2 e (2.23)

On constate que ces relations sont strictement identiques aux relations de 1’élasticité, a s
fixé.

2.2.2 Principe de correspondance

Dans 'espace de Laplace-Carson, la loi de comportement du matériau viscoélastique
linéaire isotrope non-vieillissant est formellement identique a celle du matériau élastique
linéaire isotrope. Ceci conduit au principe exposé par Mandel 1955 [48] suivant lequel,
dans I’hypothese de changements de géométrie négligeables, la résolution de la plupart
des problemes pour un systeme constitué d’'un matériau viscoélastique linéaire isotrope
non-vieillissant se ramene a la résolution du probleme homologue pour le méme systeme
constitué d’'un matériau élastique linéaire isotrope.

Ce principe a déja été utilisé de nombreuses fois pour traiter les problemes d’homogé-
néisation en viscoélasticité et toute la suite du mémoire sera basée sur cette méthodologie.
Le probleme est déja résolu sous forme analytique ou semi-analytique en utilisant les ré-
sultats de la théorie de I'élasticité dans I'espace de Laplace-Carson, puis les résultats dans
I’espace réel sont obtenus en procédant a la transformée de Laplace inverse.

2.2.3 Transformée de Laplace inverse

La principale difficulté dans la résolution des problemes d’homogénéisation en visco-
élasticité est de procéder a la transformée de Laplace inverse pour obtenir des résultats
prédisant les fonctions de fluage et de relaxation. Différentes méthodes numériques appro-
chées peuvent étre utilisées, mais elles présentent peu d’intérét si la transformée de Laplace
inverse ne peut se calculer de fagon explicite. Un cas tres important est celui ou les fonc-
tions de fluage et de relaxation peuvent s’exprimer sous forme de fraction rationnelle. Il
est alors possible d’exprimer explicitement la transformée de Laplace inverse.

En effet, soit une fonction g (s) dans I'espace de Laplace qui s’exprime sous la forme
d’une fraction rationnelle g (s) = %, ou P (s) est un polynome de dégré inférieur a celui
du polynéme @ (s). Le polynome @ (s) peut toujours se décomposer sous la forme :

Q(s) =L (s—s)™ (2.24)

=1

ol s; sont les racines de degré m’ du polynome Q (s) et >, m’ = n, degré de Q (s)
Alors, on peut décomposer ¢ (s) en fractions rationnelles simples comme suit :

g => (> (Sf—’;)k (2.25)
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2.3. Schémas rhéologiques

ot A est le résidu, qui est donné par :

P 1 alm=*)
A= lim s g i () (2.26)
avec : |
Li(s) = (s —s)™ §(s) (2.27)
La transformée de Laplace inverse de g (s) est donnée par :
- DLl
()= e (> e (2.28)
i=1 k=1

2.3 Schémas rhéologiques

Le comportement viscoélastique linéaire d’un matériau isotrope non-vieillissant peut
toujours étre représenté par un "modele rhéologique” constitué de parties élastiques et de
parties visqueuses dont la réponse est identique a celle du matériau. Ce modele permet
de visualiser le comportement du matériau et par ailleurs, tout modele de viscoélasticité
construit sur un modele rhéologique respecte les principes de la thermodynamique. Dans
le cas général, ces modeles peuvent étre plus ou moins complexes.

Dans cette section, on présente les modeles les plus simples couramment utilisés et per-
mettant de caractériser les lois de comportement relatives a de nombreux matériaux vis-
coélastiques.

2.3.1 Modeéle de Maxwell

Le modele de Maxwell est un modele qui est représenté par ’assemblage d'un ressort
et d'un amortisseur (Figure 2.4). La fonction de relaxation, obtenue dans ’espace de

E n
c S

FIGURE 2.4 — Modele de Maxwell

Laplace-Carson, est donnée par :

Ens
R* (s) = 2.29
)= (2.29)
dont on déduit, dans 'espace réel :

R(t) = Ee™~ (2.30)

ou 7 est le temps caractéristique de relaxation qui est défini par :

n

= L 2.31
r=1 (231)
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Chapitre 2. Viscoélasticité linéaire et principe de correspondance

On voit que la fonction de relaxation est une fonction exponentielle décroissante qui tend
vers 0 lorsque le temps tend vers I'infini.

Ce modele est défini dans le cas unidimensionnel, mais peut étre aisément étendu au cas
tridimensionnel comme suit. Comme on ’a vu précédemment, un matériau viscoélastique
isotrope est caractérisé par deux fonctions du temps. La meilleure facon de représenter
un tel comportement est d’introduire deux fonctions de relaxation, I'une pour des solli-
citations en compression isotrope R (s) et 'autre pour des sollicitations de cisaillement
R}, (s). Si les deux mécanismes sont de type "Maxwell”, ces fonctions sont données par
(voir annexe D) :

* Knﬂs
B = e
o'l (2.32)
R (s) = 12
N G +n,s

ou K et G sont les modules d’incompressibilité et de cisaillement, respectivement, de la
partie élastique.

et 7., 7, sont des termes de viscosité en compression et en cisaillement respectivement.
Dans les chapitres suivants, on utilisera les notations :

k(s) =R:(s)
{u@ — R (s) (2.33)

2.3.2 Modele de Kelvin-Voigt

Le modele de Kelvin-Voigt est représenté par une partie élastique et un amortisseur
en parallele (Figure 2.5). La fonction de relaxation dans ce cas est donnée dans 'espace

E

. MW/

-
L

FIGURE 2.5 — Modele de Kelvin-Voigt

de Laplace-Carson par :

R*(s)=FE+mns (2.34)
On obtient la fonction de fluage :
T (s) = — (2.35)
 E+ns ‘

L’inverse de Laplace produit la fonction de fluage dans I'espace réel :

J(t) = % (1 - e—%> (2.36)
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2.3. Schémas rhéologiques

Pour un matériau viscoélastique isotrope pour lequel la réponse en cisaillement et la
réponse en compression isotrope sont tous deux caractérisés par un modele de Kelvin-
Voigt, on obtient (voir annexe D) :

R (s) = K +1nys
5 9.37
{Rﬂ(s):G—i-nus ( )

L’équation (2.36) met en évidence que la réponse temporelle déduite du modele de Kelvin-

Voigt est bornée. Lorsque le temps tend vers l'infini, la réponse produit une déformation
résiduelle caractérisée par un module relaxé E.

2.3.3 Modele de Zener

Le modele est constitué de deux parties élastiques et d’une partie visqueuse disposées
comme indiqué en Figure 2.6. La fonction de relaxation correspondante s’écrit sous la

E

D El L} —_—

—MWW—E—

FIGURE 2.6 — Modeéle de Zener

forme :
EFE EFE+FE
R*(s): 1 +m(E+E)s
E1j—7718
R(t)=E+ Ee 7 (2.38)
_
Ey
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2.3.4 Modele de Maxwell généralisé

Le modele de Maxwell généralisé est constitué de n modeles de Maxwell assemblés en
parallele (Figure 2.7).
La fonction de relaxation est donnée dans I'espace de Laplace-Carson par :

- s
R*(s) =E+ E; 2.39
=B+ B (2:39)
et dans 'espace réel par :
R()=E+Y Ee ™ (2.40)
i=1
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E, Ul
= E, n
En M

S

FI1GURE 2.8 — Modele de Kelvin généralisé

2.3.5 Modele de Kelvin généralisé

Le modele de Kelvin généralisé est constitué de n modeles de Kelvin-Voigt assemblés
en série (Figure 2.8) avec en complément une partie élastique.
La fonction de fluage est donnée dans l’espace de Laplace-Carson par :

(2.41)

et dans 'espace réel par :

J(t) = % + i (1-¢7) (2.42)

2.4 Conclusion

En conclusion, le comportement viscoélastique non vieillissant d’un matériau isotrope
est constitué de deux parties, 'une caractérisant la réponse temporelle a une déformation
isotrope imposée et 'autre caractérisant la réponse a une déformation de cisaillement
imposée. L’écriture de la loi de comportement ainsi obtenue dans l’espace de Laplace-
Carson permet d’obtenir une relation entre contraintes et déformations qui est strictement
identique a celle caractérisant le comportement élastique. Les expressions des fonctions
de relaxation et de fluage peuvent étre obtenues explicitement pour certains modeles
rhéologiques combinant des parties élastiques et des parties visqueuses.
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Chapitre 3

Obtention du comportement
viscoélastique effectif par le schéma
autocohérent généralisé

3.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a 'obtention du comportement effectif d’'un composite visco-
élastique par une approche simplifiée du Schéma Autocohérent Généralisé, développé en
élasticité depuis de nombreuses années [33, 16]. Rappelons qu'une des difficultés qui ap-
parait pour 1'obtention de la solution du probleme de viscoélasticité est dans l'inversion
de la solution apportée par ce schéma dans ’espace de Laplace-Carson, en raison du fait
que la solution n’apparait pas sous forme de fraction rationnelle dans I’espace de Laplace.
Dans ce contexte, une méthode de détermination des spectres de relaxation est donnée
par Beurthey et Zaoui [4] en utilisant le contour d’'intégration de Bromwich pour I'inver-
sion de la transformée de Laplace. D’autres solutions sont possibles également, telles que
l'utilisation de I’approximation de Padé [72] ou la mise en oeuvre de transformées inverses
sous forme numérique, telle que la méthode introduite par [22]. Dans ce chapitre, nous
présentons une méthode simple pour obtenir une valeur approchée sous forme de fraction
rationnelle de la solution du probleme autocohérent généralisé représentée par la solution
d’une équation du second degré dans 'espace de Laplace-Carson sous la forme de fraction
rationnelle. La méthode approchée sera appliquée pour le modele autocohérent généralisé
dans le cas biphasique avec et sans interface. Nous évaluerons le domaine de validité de
ce type de solution approchée. En particulier, nous comparerons la solution obtenue avec
la solution obtenue par inversion de la transformée de Laplace-Carson par la méthode de
Donolato [22]. Enfin, le chapitre se terminera sur la mise en place d’une solution pour un
modele avec interface imparfaite.
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Chapitre 3. Obtention du comportement viscoélastique effectif par le schéma ACG

3.2 Probleme de viscoélasticité biphasique avec in-
terface parfaite

3.2.1 Formulation élastique

Le modele autocohérent généralisé est utilisable pour un nombre de phases quel-
conques. Toutefois, 'exposition de la méthode simplifiée sera effectuée dans le cas d'un
matériau biphasique, de type matrice-inclusion, les matériaux étant supposés isotropes.

Notons que, compte tenu des résultats du chapitre 1, la solution du probleme corres-
pondant a une sollicitation isotrope se présente déja sous forme de fraction rationnelle
dans I'espace de Laplace-Carson, dont la transformée inverse est immédiate. Dans ce cha-
pitre, on s’intéressera donc essentiellement au probleme de sollicitation en cisaillement.
Notons que la solution classique présentée dans le chapitre 1 est bien adaptée pour les
problemes de comportement élastique. Toutefois, pour ’extension au cas viscoélastique, il
est important de bien faire apparaitre sous quelle forme apparaissent les propriétés élas-
tiques des phases constituantes et une formulation un peu différente sera utilisée. Cette
formulation permet en outre une extension simple au cas de 'interface imparfaite qui sera
étudié ensuite.

3.2.1.1 Reformulation de la solution élastique dans le cas de deux phases

La formulation utilise des notations similaires a celles utilisées au chapitre 1. La fonc-
tion de transfert donnée par la relation (1.78) est réécrite sous la forme :

Yo Ay
0 _ B
[Lesy (Ra)] o, | = Ly (Ry)] [Ly (Ry)] ™ [L (Ry)] 0 ' (3.1)
0 0
ce qui donne :
RQ’}/Q -+ 3R2_403 A1
Royyo — 2Ry ' Cs —1 By
z = [Ly (R2)] [La (R L, (R 3.2
ey | = e (ol e (R)) L (R0 | ¢ 32)
tefs (Y0 + 8R3°C5) 0
en posant (1 = pz,x = 2, la matrice [Ly (r)] est réécrite sous la forme :
[L> ()] = [N (r, p)] [L3] [Na (r)] (3.3)
avec :
1 2-3x 3 3+ 3z
1 —srx—L -2 2
* 3
=11 2 " 19 9r-4 (3.4)
1 -8 -2 8 3z
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1 00 O
010 O

Nyrm=| o oo (3.5)
000 &
r 0 O 0
0 0 0

Nd (7“) = 00 r% 0 (36)
00 O r—2

Cette forme fait apparaitre la matrice adimensionnelle centrale, fonction uniquement du
coefficient de Poisson et deux matrices diagonales faisant intervenir un module élastique et
le rayon de l'interface : La matrice de transfert s’exprime dans cette nouvelle formulation

selon :

(Lo (Ra)] [Lz (R1)] " = [N (Ro, )] [L3] [N (@)] [L3] " [N (R, )]

(3.7)

Ry . . K2 . . .
avec o« = — et [L}] est calculée avec © = xo = — | les coefficients kg,u9 étant nommés

1 2
Koy L.
Par ailleurs, la matrice adimensionnelle [L3] s’inverse sous la forme analytique :
[ 18z +8  —92 6 +6 6
24 24 6 6
a1 T
Lol = 5ar 3072 -5 6r-4 152411 (3.8)
7 7 7 7
2 3 -2 -3
On en déduit I'expression de la partie centrale de la matrice de transfert :
1 Cu(a)z+C,(a)
L3 [N Ly ' == = 3.9
L] N (o)) (5] = =55 (39)

ou chaque matrice [C, (a)] et [C, («)] est donnée par un polynome en « ayant des coef-
ficients matriciels constants :

[Ci ()] = [Cio] + [Cia] @* + [Cis] & + [Ci7] ol (3.10)
avec | = Kk, i
et :
3 1
3| -2 —8
Co=z| _15|®]| o (3.11)
8 5
1 2
0 3
Coa=3| 4 |®| (3.12)
1 -3
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(3.13)

(3.14)

3 -2
Cuo :% [ o] (3.15)

—12 —4
8 11
3 2
2 3
Ca=| 49| 2 (3.16)
0 3
1 4
1 0
Co=21 1193 (3.17)
1 3
21 11 4
Co=71 3|9 (3.18)
5 1
on en déduit :
Yo+ 3R;°Cs
% — 2R5°Cy 1
Iz 5 - C. C
Py ((vo—lmgjcg)) Snat Gr - a) O @]+ #1C (@)
Fefy (Yo +8Ry°Cs
A, (3.19)
By
(W] + Ri [Wo)) Ly (Ry) | 7,
0
avec : p
Pers = ;ff (3.20)
2
1000
0100
Wi=1l000 0 (3.21)
0000
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0000
0000
Wo=10 01 0 (3.22)
0 0 01
on note Cy = Ry°Cs et A| = A :
3T S T R 0A Ry (3k + 4p)

Yo + 30:; All
2 = (O (@) (G (@) 4 IW ]+ By WD) [ () |
Fefr (’YO - 126:3) 0
Eeff (’}/0 + 803) O

(3.23)
avec rq = E, la matrice [Ly (R;)] peut se décomposer sous la forme :
H1
Ly (R1)] = [Ny (p1, B)] (L (21)] [Na (By)] (3.24)
la matrice [Ny (R;)] est diagonale et produit :
Al Al
B/ B//
Na(R)]| =1 (3.25)
0 0
0 0
avec : A] = RjA] et B] = R®B]/
et donc : ) ,
Yo + 3C5 A
Yo — 20:; Blll
Hegs (’Yo - 126::;) 0 ( )
Hegy (’Yo + 803) 0
ou :
[T] = (5 [Cx ()] + 1 [Cpu ()]) (1 [W] + 2 [Wo]) [Ly (1)] (3.27)

Sous cette derniere forme, on voit que la matrice de transfert fait apparaitre clairement
I'influence des coefficients élastiques des deux phases au sein de la matrice [T].

Le remplacement des constantes initiales A;, By par A}, B] ne pose de pas de difficulté
car 'expression de la solution est obtenue a partir du déterminant de ces équations.
La derniere relation se présente comme un systeme homogene portant sur les inconnues
WO,C;,,A'{,B;/. Ce systeme présente une solution non triviale si le déterminant est nul, soit :

1 3 Ty T
1 —2 Ty Ty
Hepr —120.pp T31 T2
Heps  SHepp  Tmn Tao

Det = =0 (3.28)

ce qui amene évidemment a une équation du second degré pour la détermination du
module de cisaillement effectif normalisé i, qui est déterminé par :

A(figs) + Bl +C =0 (3.29)
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ou les coefficients A,B,C' sont donnés par (Annexe A) :

A=4A,
B == A23 - 2A13 + 3A24 - 2A14 (330)
C=-Asy
ou Ay est donné par :
Trr Tho
Ay = 3.31
e ‘ Ty T (3:31)

3.2.1.2 Inclusion vide

Dans ce cas, on cherche la solution lorsque p; =~ 0. La matrice de transfert T devient :
[T] = (£ [Cx ()] + 1 [Cpu (@)]) 1 [Wi] [Lg (21)] (3.32)

Alors, le produit final est donné par :

A C
. B// D
pWillLr @)l | 7 =1 (3.33)
0 0
Le traitement est identique au cas précédent avec la matrice de transfert :
[To] = £ [Cx ()] + 1 [Cpu ()] (3.34)
3.2.1.3 Inclusion rigide
Dans ce cas, py > p et la matrice de transfert est :
[T] = ([Cy ()] + 1 [Cpu (@)]) 1 [Wo] [Li (21)] (3.35)
ce qui donne :
Al 0
. B// 0
p[Wol[Li (@)l | 7 | = | g (3.36)
0 F

La construction de la matrice Ay peut s’effectuer alors par I'utilisation de la matrice :
[Too] = (£ [Cx ()] + p[Cp (a)]) [P] (3.37)

ou, P est la matrice de permutation :

0010
0001

P=11 00 0 (3.38)
0100
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3.2.2 Formulation viscoélastique

Dans le cas général, la matrice [T] est un polynoéme du second degré en (u, k) a coef-
ficients matriciels. Pour le probleme viscoélastique, les coefficients élastiques deviennent
des fonctions de la variable de Laplace-Carson s. Dans ce qui suit, on s’intéressera plus
spécialement au probleme d’une matrice viscoélastique contenant des inclusions élastiques
et la matrice [T (s)] peut s’écrire comme d’apres (3.27) :

[T ()] = 1* () [Tp] + 11 (5) 6 (5) [Touw] + 11 (5) [Tu] + 5 (5) [T] (3.39)

ou les coefficients matriciels sont uniquement des fonctions de py, k1 et « :

-G
T = 13 (G ()] [Wo (L (1) (3.40)
o] = [C ()] [Wo [L: (1)

On suppose que le comportement de la matrice est associé a un des modeles présentés
dans la chapitre 2. Alors, le module d’incompressibilité x (s) et de cisaillement p (s) sont
des fractions rationnelles qui peuvent s’exprimer sous la forme :

En ()
K(s) = 3.41
(0) = (3.41)
fin (s)
i (s) = (3.42)
1o (s)
Dans ces conditions, la matrice [T (s)] peut d’écrire :
1
[T (s)] = Mz—KuD (H?V’{D [Tuz] + UNID [T;m] + UNUDED [Tu] + //JQD’{N [TH]) (3.43)
D
Le terme ” 1@ n’intervient pas dans le calcul du déterminant du systeme d’équations et
D

la matrice [T (s)] peut étre donc remplacée par [T’ (s)] avec :

T (5)] = 1ok [Tye] + pivitn [T + pixpionin [T + by [T (3.44)

Dans I'hypothese ci-dessus, si les modules & (s) et p(s) sont des fractions rationnelles
caractérisées par des numérateurs de degré n et des dénominateurs de degré d, le degré ¢
de la matrice [T’ (s)] en s est égal a :

t = sup(2n +d,2d + n) (3.45)

A noter que les matrices qui composent [T’ (s)] dénommées ci-dessus [T 2], [T,.], [T,
[T,] sont indépendantes des degrés des polynomes et ne dépendent que de la géométrie et
des propriétés de la phase élastique via [Ly (R;)]. Les coefficients de 1’équation du second
degré sont alors des polynomes en s de degré égal a 2t compte tenu du fait que le calcul
de 7, fait apparaitre les produits deux a deux de termes de [T (s)].
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3.2.3 Approximation de la racine du discriminant

Comme expliqué précédemment, la transformée de Laplace inverse directe de la solu-
tion de I’équation du second degré n’est pas immédiate en raison de la racine apparaissant
dans la solution.

En effet, le module effectif en cisaillement est donné dans ’espace de Laplace-Carson par
la solution positive de I’équation du second degré (3.29) :

_ —-B (s) + /A (s)

gy (5) =~ g =) (3.46)

ot A(s), B(s), C(s) sont des polynomes en s, et A (s) = B?(s) —4A (s) C (s).
Dans l'esprit de la méthode de Padé, cette fonction va étre estimée par une approximation
[i5¢¢ (), qui se présente sous la forme dune fraction rationnelle :

|

(s)

(3.47)
(s)
ou P (s) et @ (s) sont deux polynéme de s qui doivent bien entendu vérifier les conditions
extrémes pour les petites et grandes valeurs de s :
La condition de la valeur initiale est :

M:ff (s5) = ﬁfo (s) =

O

lim i, (s) = Pi% fieps () (3.48)

s—0

La condition de la valeur finale est :

lm pigpp (s) = SIHEO ficps (s) (3.49)

S§—00

Afin de tirer parti de la forme particuliere de la solution de I’équation du second degré, la
construction de P (s) est obtenue par la recherche d’une valeur approchée de A (s) sous
la forme A (s) ~ T2 (s) ou :

T(s)=ap+a1$+ ...+ aps™ (3.50)

avec m = 2t.
Sachant que A (s) est donné par :

A(s)=Ag+Ays+ ..+ A8 (3.51)

avec p = 2m.
Les coefficients A; sont toujour positifs. Donc, les conditions de la valeur initiale et de la

valeur finale sont satisfaites si : <
Gy = VvV A0
{ o — /A (3.52)

Les autres coefficients de 7' (s) sont obtenus ensuite en identifiant le carré du polynome
T (s) avec le polynome A (s) :

T? (s) = Zbisi ~ A(s) (3.53)
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ce qui conduit a un systeme de p + 1 équations :

%

bi=Y_ aai, (i <m) (3.54)

r=0
et :
p—m
b; = Z aya;_ (1 >m) (3.55)

= m

Ces équations ne peuvent évidemment pas étre vérifiées en totalité. En tenant compte du
fait que deux de ces équations sont vérifiées en raison des théoremes de la valeur initiale et
de la valeur finale, (m — 1) équations suplémentaires peuvent étre utilisées pour obtenir les
coefficients de T (s). Le choix des coefficients de T'(s) qui est adopté est de permettre de
reproduire exactement en nombre égal les coeficients de plus haut degré et les coefficients
de plus bas degré. Les coefficients de T (s) sont alors completement explicites et le résultat
obtenu approche au mieux le comportement de la solution pour les petites et les grandes
valeurs de s.

3.2.4 Application a différents modeles rhéologiques
3.2.4.1 Modele de Kelvin-Voigt

La méthode qui est décrite dans la section précédente sera utilisée dans cette section
pour obtenir les propriétés effectives d'un composite biphasique avec la matrice visco-
élastique de type Kelvin-Voigt et I'inclusion élastique. On étudie trois cas, dépendant du
contraste. Le premier est le cas intermédiaire ou les contrastes entre les propriétés élas-
tiques de la matrice et de I'inclusion sont finis. Ensuite, le cas de la matrice contenant
une inclusion infiniment rigide est présenté et finalement, on traite le cas d’une inclusion
vide.

FIGURE 3.1 — Modele d'un composite de deux phases.

Dans le cas intermédiaire, le composite comprend des inclusions élastiques linéaires iso-
tropes caractérisées par le module d’incompressibilité 1, le module de cisaillement 1 et la
concentration f;. Le comportement viscoélastique de la matrice est de type Kelvin-Voigt.
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La loi de comportement peut s’exprimer sous la forme suivante :

{ Sij = 2G6i]‘ + 27’/@6”

. 3.56
Ok = 3K €p + 3nképs (3.56)

ou K, G sont des modules instantanés en compression et en cisaillement, 1x, ng sont des
viscosités en compression et en cisaillement, les tenseurs e et s sont les déviateurs des
tenseurs de déformation et de contrainte, respectivement.

Dans l'espace de Laplace-Carson, le comportement s’écrit :

o' =R":¢€" (3.57)

ou le tenseur d’ordre quatre R* est isotrope et caractérisé par deux coefficients d’incom-
pressibilité et de cisaillement :

{ RK =K +77KS (358)

RZ:G—FT]G'S

Tous les parametres physiques utilisés pour ’application sont rassemblés dans le tableau
(3.1)

TABLE 3.1 — Propriétes mécaniques du composite de deux phases pour le cas intermédiaire.

Phase Inclusion Matrice
Fraction volumique (%) 40 60
Module d’incompressibllité « (G Pa) 70 0.1
Module de cisaillement p (GPa) 10 0.0375
Viscosité en compression nx (GPa.jour) 0 5
Viscosité en cisaillement 7 (GPa.jour) 0 1
140
— Hexacte
120 - o 7Happrochée
_ 100}
g
z 80l
ﬁ 60|
g
40
20+
O0 5‘0 1 60 1 éO 260 250 360

Variable s

F1GURE 3.2 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans I'espace
de Laplace-Carson du modele ou la matrice est viscoélastique de Kelvin-Voigt contenant
une inclusion élastique.
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Erreur (%)
N
[¢)]

150 200 250 300
Variable s

0 50 100

F1GURE 3.3 — Evaluation de l'erreur de la méthode approchée dans I'espace de Laplace-
Carson du modele ou la matrice est viscoélastique de Kelvin-Voigt contenant une inclusion
élastique.

104
—— Fraction rationnelle
9 Méthode différentielle n=2
— - — Méthode différentielle n=3
8 — — — Méthode différentielle n=5

Fonction de relaxation effective (GPa)

Temps (jours)

FIGURE 3.4 — Fonction de relaxation effective du modele o la matrice est viscoélastique
de Kelvin-Voigt contenant une inclusion élastique.
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104

N3

— — — Fraction rationnelle
Méthode différentielle sur solution exacte n=5

*  Méthode différentielle sur solution approchée n=5

Fonction de relaxation effective (GPa)

i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Temps (jours)

F1GURE 3.5 — Fonction de relaxation effective obtenue par la méthode differentielle sur
la solution exacte et sur la solution approchée. La matrice est viscoélastique de Kelvin
contenant une inclusion élastique.

Les résultats sont illustrés dans les figures (3.2),(3.3),(3.4),(3.5),(3.7).
La comparaison entre les solution exacte et la solution approchée dans I’espace de Laplace-
Carson est donnée dans la figure (3.2) qui montre un bon accord.
Le niveau d’approximation dans ’espace de Laplace-Carson peut étre plus précisément
estimé par les valeurs de la fonction :

Mfo (s) — ﬂfo (s)

Err =
M:ff (s)

(3.59)

L’erreur donnée par cette relation est donnée dans la figure (3.3). Cette erreur atteint
5% a son maximum et 1'on vérifie que cette erreur s’annule pour s = 0 et s infini, ce
qui correspond au fait que la solution approchée vérifie par construction exactement les
limites extrémes.

Afin d’évaluer la qualité de la solution, une comparaison est faite avec un résultat donné
par la méthode semi-analytique de [22] décrite dans 'annexe B. Comme expliqué dans
I’annexe, la qualité dépend du niveau d’ordre de la différentiation utilisée dans la méthode
semi-analytique. La figure 3.4 montre que la méthode differentielle utilisée a des ordres
2, 3 et 5 donnent des résultats similaires mais dont 1’écart avec la solution approchée ne
s’annule pas, méme pour n = 5.

Afin de comprendre si I’écart entre ces deux solutions est di a notre solution approchée
ou a la solution donnée par la méthode différentielle, la méthode différentielle a été uti-
lisée pour déterminer la transformée de Laplace inverse de la solution approchée, dont la
transformée de Laplace inverse peut étre obtenue exactement. La figure (3.5) présente une
comparaison entre les fonctions de relaxation obtenues a partir de la méthode différentielle
pour la solution exacte et pour la méthode approchée. La figure montre que la méthode
différentielle fournit des résultats qui sont a peu pres les mémes pour la solution exacte
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et pour la solution approchée, méme lorsque la méthode différentielle est utilisée au 5¢
ordre. Par ailleurs, I’écart entre l'inverse de Laplace obtenu par la méthode différentielle
et par la méthode approchée reste le méme que dans la figure précédente. Ces résultats
tendent a montrer que I'écart observé sur la figure 3.4 entre la solution obtenue par la
méthode différentielle et la méthode approchée est tres probablement da principalement
a la méthode différentielle.

E, E, E, E4 Es
) )
E M M M M
n n2 n3 N4 ns

FIGURE 3.6 — Modele rhéologique associé au comportement macroscopique de cisaillement.

D’un autre point de vue, la solution approchée étant sous forme de fraction rationnelle,
la décomposition en éléments simples de cette fraction a permis de reconstituer un modele
rhéologique. Celui-ci est reporté en figure (3.6) sous la forme de 5 éléments de type "Kelvin-
Voigt”, c¢’est a dire un modele du type "Kelvin-Voigt généralisé”. La détermination des
coefficients du modele rhéologique est en effet donnée par :

1
N = -

Iy (3.60)
B =20

R;

ol les coefficients R;, S; sont obtenus a partir de la décomposition :

. _ 1 Q) R;
eff (s) = i ) ~ P(s) Z p— (3.61)

i=1 v

TABLE 3.2 — Propriétés viscoélastiques macroscopiques du modele rhéologique associé avec
le comportement macroscopique de cisaillement pour une matrice de type Kelvin-Voigt et
une inclusion élastique.

Element Module de cisaillement E (GPa) Viscosité 7, (GPa.jour)

1 15.78 0.53
2 16.98 5.66
3 0.19 2.05
4 0.26 8.09
) 1.08 47.05
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12

N
o
|
*
*
[y

Fraction rationnelle

| = = — Méthode différentielle n=2

— - — - Méthode différentielle n=3
*  Méthode différentielle n=5

EN
T

Fonction de fluage effective (GPa_1)

i i i i i i
0 50 100 150 200 250 300
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F1GURE 3.7 — Fonction de fluage effective du modele ou la matrice est viscoélastique de
Kelvin-Voigt et contient une inclusion élastique.

La fonction de fluage effective obtenue par (3.61) est illustrée dans la figure (3.7). Les
résultats correspondant a la solution approchée et aux solutions obtenues par la méthode
différentielle sont présentées a nouveau et pour cette nouvelle fonction, ’écart apparait
moins important que pour la fonction de relaxation.

Un deuxieme résultat est maintenant présenté dans le cas d’une matrice viscoélastique
contenant des vides, pour les propriétés mécaniques données dans la table (3.3).

TABLE 3.3 — Fractions volumiques et propriétés mécaniques d’une matrice viscoélastique
contenant des vides.

Phase Inclusion Matrice
Fraction volumique (%) 67 33
Propriétés élastiques

Module d’incompressibilité x (G Pa) 0 100
Module de cisaillement p (GPa) 0 20
Propriétés visqueux

Viscosité en compression nx (G Pa.jour) 0 30
Viscosité en cisaillement ng (G Pa.jour) 0 27

Les résultats sont présentés dans les figures 3.8, 3.9, 3.10,3.11,3.12. Comme précédem-
ment, la comparaison est effectuée entre les solutions exactes et approchées dans ’espace
de Laplace-Carson en figure 3.8. Le deux résultats correspondent a des droites, ce qui
montre que le comportement effectif est également proche d’'un modele de type "Kelvin-
Voigt”, correspondant au modele introduit pour la matrice. Plusieurs auteurs ont trouvé
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effectivement que le type de comportement est identique au comportement de la ma-
trice, dans le cas d’inclusions rigides ou vides. Par exemple, I’étude par homogénéisation
du comportement de matériaux viscoélastiques endommagés comportant une matrice de
type " Burgers” est également du type "Burgers”[64].

L’écart entre les deux courbes de la figure 3.8 est reporté dans la figure 3.9. Sur ce
nouvel exemple, I’écart est inférieur & 9.1073, ce qui montre la bonne qualité du modele
approché. La fonction de relaxation effective est reportée en figure 3.10, ou les résultats
obtenus par la méthode différentielle sont maintenant reportés. Il reste un écart avec
la méthode différentielle comme dans le résultat précédent. La figure 3.11 montre que les
résultats obtenus par la méthode exacte sur la solution exacte et sur la solution approchée
sont les mémes, mais que ces résultats different de ceux obtenus a ’aide de la fraction
rationnelle, ce qui tend a nouveau a montrer que I’écart obtrenu entre la solution approchée
et la méthode différentielle sont dus a un défaut de la méthode différentielle. Finalement,
la figure 3.12 montre les fonctions de fluage obtenues par la méthode différentielle et par
la méthode approchée. Contrairement au cas précédent, ces résultats montrent que 1’écart
entre la méthode différentielle et la solution approchée reste apparent sur la fonction de
fluage.

450

350

300

—n

—%—U

exacte

250+

approchée

150 -

Module de cisaillement

100

50

0 20 40 60 80 100
Variable s

F1GURE 3.8 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans I’espace
de Laplace-Carson pour le modele ou la matrice est viscoélastique de Kelvin-Voigt et
contient des vides.
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Erreur (%)

i m***xywyw&y*****:
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FI1GURE 3.9 — Evaluation de ’erreur obtenue par la méthode approchée dans I’espace de
Laplace-Carson pour le modele ot la matrice est viscoélastique de Kelvin-Voigt et contient
des vides.
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F1GURE 3.10 — Fonction de relaxation effective du modele oli la matrice est viscoélastique
de type Kelvin-Voigt et contient des vides.
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3.38 :
— — — Fraction rationnelle
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FI1GURE 3.11 — Fonction de relaxation effective obtenue par la méthode differentielle sur
la solution exacte et sur la solution approchée du modele ou la matrice est viscoélastique
de Kelvin-Voigt et contient des vides.
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FIGURE 3.12 — Fonction de fluage effective du modele ou la matrice est viscoélastique de
Kelvin-Voigt et contient des vides.

Un dernier résultat est obtenu dans le cas d'une matrice viscoélastique de type Kelvin-
Voigt contenant des inclusions rigides, avec les données du tableau 3.4.
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Chapitre 3. Obtention du comportement viscoélastique effectif par le schéma ACG

TABLE 3.4 — Fractions volumiques et propriétés mécaniques de deux phases composites
avec une inclusion rigide.

Phase Inclusion Matrice
Fraction volumique (%) 67 33
Propriétés élastiques

Module d’incompressibilité x (G Pa) 00 100
Module de cisaillement p (GPa) 00 20
Propriétés visqueux

Viscosité en compression nx (G Pa.jour) 0 45
Viscosité en cisaillement ng (G Pa.jour) 0 30

Les résultats correspondants sont reportés en figures 3.13, 3.14, 3.15, 3.16, 3.17. La
figure 3.13 montre que le comportement effectif observé est de type "Kelvin-Voigt”, comme
celui de la matrice, montrant que pour l'inclusion rigide, le comportement homogénéisé
est du méme type que celui de la matrice. La figure 3.14 montre que 1’écart entre la
solution approchée et la solution exacte dans 'espace de Laplace-Carson atteint 0.09,
ce qui montre que la qualité de la méthode approchée est moins bonne que dans le cas
des vides. La figure 3.15 montre a nouveau que la méthode différentielle produit des
résultats significativement différents de la solution apportée par la fraction rationnelle et
la figure 3.16 montre a nouveau sur la solution approchée que la méthode différentielle
n’est probablement pas convergée. Finalement la fonction de fluage peut étre observée en
figure 3.17.

18000
16000 -
14000

12000 |-

10000 — X

exacte
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approchée

8000 -

Module de cisaillement

6000 -

4000 -

2000 -

09 I I I I i
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F1GURE 3.13 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans I'espace
de Laplace-Carson pour le modele ou la matrice viscoélastique de Kelvin-Voigt contient
une inclusion rigide.
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FIGURE 3.14 — Evaluation de I’erreur obtenue par la méthode approchée dans I'espace de
Laplace-Carson pour le modele ot la matrice viscoélastique de Kelvin-Voigt contient une
inclusion rigide.
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FI1GURE 3.15 — Fonction de relaxation effective du modele ou la matrice viscoélastique de
Kelvin-Voigt contient une inclusion rigide.
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F1GURE 3.16 — Fonction de relaxation effective obtenue par la méthode differentielle sur la
solution exacte et sur la solution approchée pour le modele ot la matrice est viscoélastique
de Kelvin-Voigt et contient une inclusion rigide.
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FI1GURE 3.17 — Fonction de fluage effective pour le modele ou la matrice est viscoélastique
de Kelvin-Voigt et contient une inclusion rigide.

86



3.2. Probleme de viscoélasticité biphasique avec interface parfaite

3.2.4.2 Modeles de Maxwell et Zener

Afin de montrer la flexibilité de la méthode, celle-ci a été appliquée également dans le
cas des modeles rhéologiques de Maxwell et de Zener. Afin de ne pas surcharger le texte,
les résultats ont été reportés dans les annexes E et F.

3.2.5 Domaine d’application de la méthode approchée

L’écart entre la solution approchée et la solution exacte du schéma autocohérent géné-
ralisé dépend des propriétés des constituants. Cette section est destinée a évaluer 'erreur
apportée par la solution approchée en fonction des parametres physiques du probleme.
Compte tenu du nombre de parametres en cause, I’évaluation de cette erreur sera effectuée
en supposant que le coefficient de Poisson de la partie viscoélastique est constant.

3.2.5.1 Modele de Kelvin-Voigt

Dans le cas général, le module effectif normalisé 7z, ;, dépend de la matrice de transfert
[T] (équation 3.27). Compte tenu de I'hypothese de coefficient de Poisson constant, cette
matrice de transfert, pour le modele de Kelvin-Voigt, dépend de 5 parametres indépen-
dants : vy, vr, v, € et f; qui sont déterminés, hors f7, par :

Vr =y ﬂ
pr (3.62)
v=—
e
\ K

ou k(s), pu(s) sont des coefficients d’incompressibilité et de cisaillement dans l’espace
de Laplace-Carson. kj, puy sont des coefficients d’incompressibilité et de cisaillement de
Iinclusion, respectivement et f; est la concentration de I'inclusion.

Par la suite, on utilisera trois valeurs différentes du coefficient de Poisson : 0.1, 0.3, et
0.45. La figure (3.18) montre ’erreur maximale (pour des valeurs de 7, et £ comprise entre
0 et 1000) calculée dans 'espace de Laplace-Carson, en fonction de la fraction volumique
de l'inclusion et des coefficients de "Poisson”. On constate que l'erreur décroit avec vy,
a vy constant et inversement augmente avec vy, a vy constant. Pour des coefficients de
Poisson comparables dans les deux phases, une erreur inférieure a 0.05 est assurée pour
des concentrations inférieures a 0.6.

3.2.5.2 Modele de Maxwell

Les résultats obtenus dans les mémes condition sont présentés en figure 3.19. On
trouve que l'erreur obtenue sur le modele de Maxxell est tres nettement inférieure a celle
obtenue pour le modele de Kelvin-Voigt, ’erreur apportée en utilisant le modele simplifié
est inférieure a 0.001 jusqu’a des concentrations proches de 0.7.
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FIGURE 3.18 — Evaluation de l'erreur apportée par la méthode approchée pour le modele
de Kelvin-Voigt
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F1GURE 3.19 — Evaluation de I'erreur apportée par la méthode approchée sur le modele
de Maxwell

3.2.5.3 Modéle de Zener

Pour le modele de Zener, il est nécesaire d’introduire un parametre supplémentaire.
Les calculs ont été réalisés pour un module £ = E; dans le modele de Zener (figure 2.6).

88
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Les erreurs maximales obtenues dans ces conditions par le modele simplifié sont reportées
en figure 3.20. Les résultats montrent que ’erreur apportée par la méthode approchée est
de I'ordre de 107 pour des concentrations allant jusqu’a 0.6. Bien entendu, il est possible
de passer continuement du modele de Zener au modele de Kelvin-Voigt en utilisant des
valeurs tres petites du module F;. Les résultats obtenus sont donc liés au choix de fixer ce
module & une valeur dont ’ordre de grandeur est comparable a celui des autres parametres.
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Concentration de | inclusion

F1GURE 3.20 — Evaluation de 'erreur apportée par la méthode approchée sur le modele
de Zener

Finalement, les résultats obtenus montrent que la méthode simplifiée peut étre utilisée
dans de nombreuses situations, pour une large gamme de concentrations.

3.3 Probleme viscoélastique biphasique avec inter-
face imparfaite

Dans cette partie, on s’intéresse a un modele biphasique ou l'interface entre les deux
phases est imparfaite. D’une fagon générale, il existe deux types d’interfaces imparfaites,
I'une correspondant a l'interface "raide” correspond au cas limite d’une couche fince conte-
nant un matériau de module élastique plus élevé que la matrice. Le second cas, qui sera
étudié dans ce qui suit, de "I'interface souple”, correspond au cas limite d'une couche de
faible épaisseur contenant un matériau plus souple que les matériaux environnants [67].
Ce type d’interface se présente dans différents types de matériaux. Un cas particulier
d’une telle interface est celui ou la couche fine contient un fluide visqueux. Un tel modele
pourrait s’appliquer a I’étude de la prévision de matériaux cimentaires qui, aux échelles
nanométriques, présente des feuillets de CSH (Silicates de Calcium Hydratés) connectés
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par des couches d’eau d’épaisseur de I'ordre du nanometre. Ce sont ces couches d’eau qui
seraient a l’origine des propriétés visqueuses des matériaux cimentaires.

Un moyen simple de prédire le comportement de matériaux comportant une interface est
de considérer le cas d'une interphase d’épaisseur finie et d’étudier la limite lorsque 1'épais-
seur de I'interphase devient tres petite.

MHE

FIGURE 3.21 — Modele d’'un composite de deux phases avec interface imparfaite

On considere donc un assemblage représenté par le schéma autocohérent généralisé,
mais constitué de 3 matériaux. Les matériaux repérés 1 et 2 correspondent a l'inclusion
et a la matrice. Le matériau repéré par p correspond au matériau d’une interphase Les
conditions de continuité entre ces différences phases peuvent s’écrire :

Rovyo + 3R2:4C’3
ey | = L (Rl L (B Ly (] Ly (R2))

fers (70 + 8Ry°C

( ) " (3.63)
By

0

0

[Ly (Ry)]

De la méme fagon que pour le matériau biphasé étudié précédemment, le produit
[L, (R,)] [Ly, (Ry)] " est donné, d’apres (3.7) par :
- . 1 [yl -
Ly (Ry)] [Ly (R)] ™ = [Ny (Ry, )] [Ly] [Na ()] [Ly] ™ [N (Ry, )] (3.64)

ot le produit L] [Ng (c)] [L;rl est égal a :
L3 Na (0] ] = 5 (C @)+ C, (o) (3.65)

ol le coefficient « est égal a Rp/R; et ol chaque matrice [Ck (a)] et [C, (a)] est donnée
par un polynome en « a coefficients matriciels constants :

[Cl (Oé)] = [CZO] + [Clg] Oé2 + [015] 065 + [017] a7 (l = K, ,U,) (366)
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Le cas de l'interface correspond au cas ou « est proche de 1. On pose donc :

T B
o = =
R, R,

— 14 (3.67)

Dans ces condtions, les matrices [C; («)] deviennent au premier ordre :

[Ci ()] = [Cio] + [Ci2] + [Cis] + [Cir] + €" (2[Ci2] + 5[Cis] + 7[Cir]) (3.68)
On obtient ainsi :
[Ck (e")] = 15[ + ¢* [Ck(o)] 3.69
[Cu(e)] =20 + ¢ [Cpue] (3.70)
avec : ) 5 0 0
Crol =157 %y 0 3 (3.71)
—6 11 -2 2
10 =3 3 0
Cul=10] 5F " T (3.72)
0 4 24
d’ot :
(L] (NG ()] [L;j_l =a™ ([I] + 5(3;—:_4) ([Ck] =+ [Cu(e)})> (3.73)

Par ailleurs, la matrice [N, (R,, it)] devient :

1 00 0
010 0
p(l—e) e
N, (Rl = [0 0 L= = IN, (B )] — 22 W] (3.7
p— p—
00 0 M
L Rp—l 4

Si les modules du matériau de I'interphase sont du méme ordre que ceux des matériaux
qui entourent l'interface, il y a continuité de déplacement a travers l'interface qui ne
joue aucun role. Le cas intéressant est celui ou le matériau de l'interface a des propriétés
mécaniques plus faibles que les matériaux environnants, soit :

= pe* (3.75)

ou 3 est O (1). Le développement limité en e* de la matrice de transfert de l'interface
[L, (R,)] [Ly, (R1)] " est alors donné par :

Ly (R Ly (R~ 0~ (I + 52 (Wil ([Cao) 2+ [Cuao]) Wal ) (370
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ce qui donne :

Ly (RIL (R =0~ (4 s (Pl e+ D) (37)
Ly (R)IL (R =0~ (4 s (Pl ) (379)
avec 00 0 0
Pxl=30 |0 o o ¢ (3.79)
0000
00 30
Pl=w0|p 00" (3.80)
00 0O

On voit donc que l'interface est représentée par une matrice de transfert analoque a
celles des autres couches. Le cas d’une interface de propriétés viscoélastiques ne sera pas
abordé. Nous traiterons uniquement le cas particulier dont 'intérét physique a été signalé
précédemment, a savoir le cas d'une interface correspondant a une fine couche d’eau située
entre deux matériaux de mémes caractéristiques élastiques.

Dans le cas d’une interphase remplie de fluide, on a :

pw=ns (3.81)

ou s est la variable dans I'espace de Laplace-Carson, 7 est la viscosité du fluide.

Aux temps courts, lorsque s — oo, u tend vers oo et la matrice de transfert tend vers
I'identité, ce qui conduit a la continuité des contraintes et des déplacements a l'interface.
Aux temps longs, lorsque s — 0, i tend vers 0 et la matrice de transfert fait apparaitre
une discontinuité.

Par comparaison au cas du calcul matrice-inclusion, et en effectuant le méme type de
changement de variable sur les constantes A; et Bj, on voit que, si 'interface est plongée
dans une matrice homogene, le systeme peut s’écrire également sous la forme :

Yo + 30;; Alll

o 2c! ;’
y =T 3.82
prers (Y0 = 12C3) 3:52)
Ieff (’Vo + 803)

OOOU

ou la matrice [T] est égale a :
[T) = [La (R2)] [La (R1)]™ {pe (156 + 20p0) [T] + er [Pre] + ep [Py} [Lo (R1)] (3.83)

ou bien :
IT] = 1 (155 + 204) [Tp] + e [T] + e [T, (3.84)
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| T = Lo (Ro)) (Lo (Ry)] ™ [La (Ry)] (3.85)
[T,] = [Ly (Ro)] [La (B1)] " [P] [Ly (Ry)] (3.86)
[T,] = [La (R2)] [La (B1)] " [P,] [Ly (Ry)] (3.87)

La détermination du module de cisaillement effectif se déduit comme précédemment en
écrivant que le déterminant du systeme d’équations homogene s’annule pour assurer 1’exis-
tence d’une solution. L’applicatrion numérique étudiée correpond a une matrice élastique
de module de cisaillement iy, = 10GPa et de module d’incompressibilité x,; = 70G Pa.
La viscosité du fluide composant 'interface est égale a n = 0.03GPa.s et 'épaisseur de
I'interface est égale a e = 1A"; Le rapport entre les rayons positionnant la sphere définis-
sant l'interface et la sphere de I'inclusion composite complete est égal a 0.74. On a reporté
en figure 3.22 le module effectif pour le cas avec interface, comparé au module constant
correspondant au cas sans interface. On constate, comme attendu, que le module effectif
du matériau viscoélastique effectif tend vers le module effectif de la matrice lorsque s tend
vers l'infini.

La figure (3.23) montre la fonction de relaxation qui peut s’en déduire par transformée
de Laplace inverse. La méthode simplifiée donne des résultats insatisfaisants dans ce cas
et seuls sont réprésentés les résultats correspondant a l'inversion de la transformée de
Laplace par la méthode de Donolato, malgré les imperfections constatées précédemment.
On constate que, pour les temps courts, la fonction de relaxation est égale au module de
cisaillement instantané correspondant au module de la matrice, et que le modele prévoit
bien une relaxation aux temps longs.

104
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Module de cisaillement effectif
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—©O— Modéle interface
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75 1 1 1 1 1 1 1 1 J
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FIGURE 3.22 — Comparaison entre le modele homogene et le modele avec interface
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F1GURE 3.23 — Fonction de relaxation en cisaillement d'un composite avec prise en compte
de l'interface imparfaite

3.4 Conclusion

Ce chapitre a été dédié principalement a I'application d’une nouvelle méthode simpli-
fiée pour obtenir la solution du Schéma Autocohérent Généralisé pour le cas de matériaux
constituants viscoélastiques. La méthode simplifiée permet d’inverser sans difficulté la
transformée de Laplace et de trouver sous forme explicite les fonctions de fluage et de
relaxation. Les résultats obtenus montrent que cette méthode simplifiée peut s’appliquer
dans de nombreux cas de matériaux a matrice viscoélastique et a inclusions composites. En
fin de chapitre, le schéma ACG a été étendu au cas d’une inclusion composite contenant
une interface. La solution est obtenue en calculant explicitement la fonction de transfert
de l'interface, par obtention de la limite lorsque 1’épaisseur de l'interphase tend vers 0.
Les résultats obtenus sont appliqués au cas ou I'interphase est constituée uniquement d’un
fluide visqueux newtonien. Les résultats montrent que le modele avec interface visqueuse
permet de prévoir un comportement viscoélastique de ’ensemble.
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Chapitre 4

Homogénisation de milieux
viscoélastiques périodiques par la
méthode FFT approchée

4.1 Introduction

Pour un milieu contenant des inhomogénéités distribués, les travaux actuels tendent de
plus en plus vers la prévision de propriétés effectives a partir de données expérimentales
permettant de décrire la microstructure, en particulier celles issues de la tomographie
permettant de représenter la microstructure d’échantillons sous forme tridimensionnelle.
Dans ce contexte, une des possibilités est d’utiliser les méthodes d’homogénéisation repo-
sant sur la transformée de Fourier rapide, qui s’adaptent bien a la représentation pixélisée
des résultats de tomographie et de plus s’appuient sur l'efficacité des algorithmes de FFT.
Les méthodes d’homogénéisation peuvent se présenter alors soit sous forme explicite ([40],
[62], [63]), soit sous forme de séries nécessitant une intégration numérique ( [52], [5],
[83],[58], [74]). Enfin, ce type de méthode permet également de s’étendre au traitement
de problemes non-linéaires. Ce chapitre sera consacré a la mise en oeuvre d’'une méthode
semi-analytique approchée permettant de prévoir les propriétés effectives de matériaux
viscoélastiques sur les bases des travaux de Nemat-Nasser et de ses collegues ([40], [62],
[63]). La méthode est mise en oeuvre sur une microstructure périodique. Toutefois, cette
méthode peut s’appliquer également a la modélisation sur des microstructures issues d’ob-
servations sur des matériaux aléatoires [57]

4.2 Formulation viscoélastique

La formulation viscoélastique repose sur les développements présentés dans le chapitre
1. On considére une microstructure caractérisée par une cellule ayant une symétrie au
moins cubique(cubique ou isotrope), les matériaux constitutifs étant caractérisés par une
matrice ayant un comportement viscoélastique de type Kelvin, Maxwell ou Burgers, et les
inclusions étant linéairement élastiques.

Compte tenu des résultats du chapitre 1, le tenseur d’élasticité effectif dans l'espace
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de Laplace-Carson est donné par(1.172) :

C¥ (5) = C(s) - D (5) (4.1)
soit sous la forme matricielle :
O (5)] = [C(s)] - 13 Mol (1.2)

=10 ) o s o (s)

ou la matrice [H(k)} ne dépend que de la géométrie des inclusions et est donnée par
(1.190).
Les valeurs propres de la matrice [U] et [V] sont données par :

[ S, + 25, ]
Sy — S7
Sy — Sy

= 4.3

fup=| 7 (43)

257

25,

et : ~
25, — 28, — 45,
251 — 2854+ 25,
{'U} = 2512542§44—;7237 (44)
254 — 457
254 — 457

ou S; est défini par (1.183).
Alors I'inverse de la matrice [D] peut se calculer comme suit :

ri(s)+2ra(s) ri(s)—ra(s) 11(s)—1r2(s) 0 0 0
r1(s) —r2(s) 11(s)+2ra(s) ri(s)—ra(s 0 0 0
D! = L ri(s)—ra(s) 71i(s)—ra(s) 711(s)+2ra(s) 0 0 0
3 0 0 0 3ru(s) 0 0
0 0 0 0 3ra(s) O
I 0 0 0 0 0 3ra(s) |
(4.5)

ou les coefficients ry (s),rs (s),r4 (s) sont donnés par :

6 (r (s) — rr) (3k (s) + 4p(s)) pu (s)

ri(s) = 8u? (s) — vk (8) + (6 — 18uy — 1201) K (s) pu (8) + Ky ((18uy + 12v1) pu () +<ivé3<a (s))
i 2 (01— 1(5)) (35 (5) + 430 () (5
(6ug 4+ dvg —4) p2 (s) + 3 (v — 1) K (8) pu (8) — pur (6ug + 4vg) pu (s) — Bvaurk (49?7)
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2 (pr = pi(s)) 3k () +4p () p (s)
(6us + 4vg —4) p* (s) + 3 (v — 1) £ (s) p(s) — por (6ua + dvy) p (s) — 3“4#[“((8))
4.8
Finalement, les composantes du tenseur d’élasticité effectif dans ’espace de Laplace-
Carson C*/ (s) sont déterminées sous les formes suivantes :

ry(s) =

it ) = S 0= 19 2 ) o
Cf{QfQ (S) _ 3K (S) - 2:“ (S) _3f (Tl (S) — T (S)> (410)
Cetly (5) = 288 /s 5) (411)

2

Dans la suite, on s’intéresse a des matériaux périodiques pour lesquels le comportement
de la matrice est viscoélastique linéaire, isotrope selon un des modeles de Kelvin, Maxwell
ou Burgers, alors que l'inclusion est élastique isotrope linéaire. Donc, les modules de
compressibilité et de cisaillement dans l'espace de Laplace-Carson sont donnés sous la
forme :

pis) =25 (o)
D gsg (4.12)
y (S) _ RN (S
Kp (s)
d’ou :
_— 6 (3G16 + 4G52 — Ky (3G56 + 4G32)) (4 13)
! 8G32 — 91)1G14 + (6 — 18U1 — 121)1) G56 + Ky ((18u1 + 121)1) G36 + 91)1G54) ’
- 2,[1/[ (3G47 + 4G28) — 2 (3G210 + 4G29> (4 14)
2 (6U2 + 4112 — 4) G28 + 3 (Ug — 1) G74 — M1 ((6U2 + 4’02) Gg4 + 3U2G104) .
ry = 2/1[ (3G47 + 4G28) -2 (3G210 + 4G29> (4 15)
(6“4 + 4U4 — 4) Ggg + 3 (’U4 — 1) G74 — MUr ((6U4 + 4214) G94 + 3U4G104) '
ou :
et :
Fl = H?v (s) Fy = iy (s) Fy = rp (s)
ol Bl Bem(um 417
(s) pv (s)

Cette relation fait donc apparaitre les modules effectifs comme des fractions rationnelles en
fonction de la variable de Laplace s, ce qui permet une inversion simple de la transformée
de Laplace.
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Chapitre 4. Homogénisation par la méthode FFT approchée

4.3 Application numérique a différents modeles rhéo-
logiques

4.3.1 Modele de Kelvin-Voigt

Pour illustrer la méthode décrite ci-dessus, une application est réalisée dans le cas
d’une microstructure comportant des inclusions réparties sur un réseau cubique simple.
La fonction de forme est donnée par ’équation (1.147). Les matériaux constituants sont
isotropes et le tenseur effectif correspondant a la géométrie cubique telle que le tenseur
d’élasticité d’ordre quatre R (¢) ne dépend que de trois parametres indépendants, ce qui
conduit a :

- Une fonction de relaxation effective en compression k. (t) :

016{{1 (t) + 2016{22 (t)

Reff (t) = 3 (418)
- Deux fonctions de relaxation effectives en cisaillement peyy (t) et pulqf (¢) :
presy (t) = 02323 (t) (4.19)
Ot (¢ O (¢
ey () = 2L (t) — Chiz (1) (4.20)

2

Une application numérique est présentée avec les parametres définis dans la table 4.1.
Pour présenter les résultats et distinguer cette nouvelle solution de la solution approchée
développée au chapitre 2 dans le cadre du schéma aucohérent généralisé, la méthode sera
dénotée "FF'T approchée”

TABLE 4.1 — Propriétes mécaniques du composite périodique avec la matrice viscoélastique
de Kelvin-Voigt.

Phase Inclusion Matrice
Fraction volumique (%) 15 85
Module d’incompressiblité x (G Pa) 70 20
Module de cisaillement p (GPa) 30 5
Viscosité en compression nx (GPa.jour) 0 7
Viscosité en cisaillement ng (G Pa.jour) 0 5

Les figures (4.1),(4.2),(4.3) montrent les fonctions de relaxation effectives en fonction
du temps. La qualité des résultats dépend de la sommation sur les nombres d’ondes qui
apparait en particulier dans le calcul des fonctions S;. Les résultats correspondant aux
différents nombres de vecteurs d’ondes sont reportés sur les différentes figures, permettant
d’assurer la convergence des résultats.
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FIGURE 4.1 — Fonction de relaxation effective pour le module de cisaillement d’un compo-
site périodique avec une matrice viscoélastique de Kelvin-Voigt. Méthode FFT approchée
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FIGURE 4.2 — Fonction de relaxation effective pour le module de compression isotrope
d’un composite périodique avec une matrice viscoélastique de Kelvin-Voigt. Méthode FF'T

approchée.
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FIGURE 4.3 — Fonction de relaxation effective pour le module de cisaillement complémen-
taire d’un composite périodique avec une matrice viscoélastique de Kelvin-Voigt. Méthode
FFT approchée.

Le comportement viscoélastique macroscopique est alors représenté par un modele
rhéologique qui est composé de trois éléments de Kelvin assemblés en série dans la figure
(4.4). Ses valeurs numériques sont trouvées dans les tables (4.2),(4.3),(4.4) Le comporte-
ment effectif peut étre représenté dans les trois cas par un modele rhéologique comportant
3 éléments de type "Kelvin-Voigt” comme indiqué sur la figure 4.4.

E, E, E,
VW W W
— o I m I’
B B B
M 2 N2

F1GURE 4.4 — Modele rhéologique associé au comportement macroscopique d’un composite
viscoélastique périodique comportant une matrice de Kelvin en utilisant la méthode FFT
approchée.

Les parametres permettant de simuler le matériau effectif a partir de ce modele rhéo-
logique sont représentés dans les tables 4.2, 4.3 et 4.4. Le comportement viscoélastique
est alors completement déterminé par ces parametres.
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TABLE 4.2 — Propriétés viscoélastiques macroscopiques du modele rhéologique associé avec
le comportement macroscopique en cisaillement d’un composite périodique de Kelvin en
utilisant la méthode FFT approchée.

Element Module de cisaillement p(GPa) Viscosité n,(GPa.jour)

1 46.57 4.97
2 187.77 100.35
3 9.32 9.32

TABLE 4.3 — Propriétés viscoélastiques macroscopiques du modele rhéologique associé
avec le comportement macroscopique en compression d’un composite périodique composé
d’une matrice de type Kelvin en utilisant la méthode FFT approchée.

Element Module d’incompressiblité (GPa) Viscosité ng (G Pa.jour)

1 133.23 6.11
2 32.44 13.15
3 1.86 1.87

TABLE 4.4 — Propriétés viscoélastiques macroscopiques du modele rhéologique associé
avec le comportement macroscopique en cisaillement complémentaire d’un composite pé-
riodique de Kelvin en utilisant la méthode FF'T approchée.

Element Module de cisaillement p'(GPa) Viscosité n, (GPa.jour)

1 44.68 5.38
2 38.07 22.73
3 13.04 13.04

4.3.2 Modele de Maxwell

Sur ce deuxieme exemple, la matrice est représentée par un modele de Maxwell, les
données numériques étant données en table 4.5. Les résultats sont illustrés dans les figures
(4.5),(4.6),(4.7). Ces résultats montrent que la convergence en nombre de vecteurs d’ondes
est plus rapide sur les modules de cisaillement que sur le module de compression isotrope.

TABLE 4.5 — Propriétes mécaniques du composite périodique avec une matrice viscoélas-
tique de type Maxwell.

Phase Inclusion Matrice
Fraction volumique (%) 50 50
Module d’incompressiblité x (G Pa) 100 60
Module de cisaillement p (G Pa) 30 45
Viscosité en compression nx (GPa.jour) 0 14
Viscosité en cisaillement 1 (GPa.jour) 0 5
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FIGURE 4.5 — Fonction de relaxation effective en cisaillement d’un composite périodique
avec la matrice viscoélastique de Maxwell. Méthode FF'T approchée
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FIGURE 4.6 — Fonction de relaxation effective en compression d’'un composite périodique
avec la matrice viscoélastique de Maxwell. Méthode FF'T approchée

102



4.8. Application numérique a différents modeéles rhéologiques

N
o
1

- - N§=16x16x16
B Né=64x64x64
Né=128x128x128

w
(&)}

w
o

N
(&)

N
o

-
()]

-
o

)]

o

o
N
N
w
N
()]

Fonction de relaxation effective en cisaillement complémentaire(GPa

Temps (jours)

FIGURE 4.7 — Fonction de relaxation effective en cisaillement complémentaire d’un com-
posite périodique avec la matrice viscoélastique de Maxwell. Méthode FFT approchée

4.3.3 Modele de Burgers

La modélisation peut s’étendre a des comportements viscoélastiques plus ou moins
complexes. Dans cette sous-section, un comportement de type "Burgers” a été introduit
pour la matrice. Les propriétés mécaniques utilisées pour chaque composant du modele
rhéologique se trouvent dans la table (4.6). Les résultats montrent que la méthode s’ap-
plique sans difficulté au modele de Burgers qui comporte 8 parametres de définition de la
matrice. Dans ce cas, le modele rhéologique associé a la matrice comporte un trop grand
nombre d’éléments pour étre représenté simplement.

TABLE 4.6 — Propriétes mécaniques du composite a deux phases pour le modele de Burgers.

Phase Inclusion Matrice
Maxwell ‘ Kelvin-Voigt

Fraction volumique (%) 30 70

Module d’incompressiblité x (G Pa) 70 60 [ 40

Module de cisaillement p (GPa) 20 3025

Viscosité en compression nx (GPa.jour) 0 5135

Viscosité en cisaillement ng (G Pa.jour) 0 212
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FI1GURE 4.8 — Fonction de relaxation effective en cisaillement d'un composite périodique
dans le cas de la matrice viscoélastique de Burgers. Méthode FFT approchée.
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FIGURE 4.9 — Fonction de relaxation effective en compression d'un composite périodique
avec la matrice viscoélastique de Burgers. Méthode FF'T approchée
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F1GURE 4.10 — Fonction de relaxation effective en cisaillement complémentaire d’'un com-
posite périodique avec la matrice viscoélastique de Burgers. Méthode FF'T approchée.

4.4 Validation de la méthode sur un résultat de la
littérature

Dans cette section, la précision de la méthode FFT approchée est évaluée par com-
paraison avec une autre méthode proposée par Lahellec et Suquet [42]. Le modele étudié
est un composite a fibres constitué de deux phases. La fibre alignée dans l'axe 3 sera
identifiée comme la phase 1, élastique, linéaire, isotrope et caractérisée par le module
d’incompressiblité k(1) = 222.2GPa et le module de cisaillement 2" = 333.3G Pa. Sa
concentration est donnée par ¢; = 0.25. Le comportement de la matrice est viscoélastique
de Maxwell, caractérisé par le coefficient d’incompressibilité k®) = 58.33G Pa, de cisaille-
ment 2,1 = 53.84G Pa et la viscosité n® = 10G Pas.

Le probleme est en deux dimensions et le chargement est une déformation imposée :

E (t) = EH (t) e e — E11 (t) € X ey (421)

ol By (t) est un chargement monotone croissant avec une constante £y; = 5.1073s7!

La fonction de forme est donnée par :

_ 25T, (77)
n

1(£) (4.22)

ou J; est la fonction de Bessel de premier ordre, S est la superficie de 'inclusion, n = a |||
avec ||€|| est le module de vecteur d’onde.
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Les valeurs propres de la matrice [U] et [V] sont données par :

et :

1
-1

0

0
1
0
0

o O OO
[N elelBeoll S

0

[ Sy + Sy ]
Sy — Sy
fw=| ¢

0

2S5y

0

OO = OO

SO = O O OO

[ 25, — 25, — 4S5, ]|
25, — 28, + 28,
0
{v} = s,
Sy
25, — 48,

La matrice de changement de base Q est donnée par :

_ o O O o o

(4.23)

(4.24)

(4.25)

La figure 4.11 montre le comportement viscoélastique macroscopique du composite. Ce
résultat est comparé avec celui de la méthode proposée par Lahellec et Suquet [42].
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— — — Méthode FFT approchée
Lahellec et Suquet (2007)
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F1GURE 4.11 — Réponse de composites renforcés par fibres sous chargement monotone.
Comparaison entre les résultats de la méthode FFT approchée et ceux obtenus par la

méthode de Lahellec et Suquet
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4.5 Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons procédé a la détermination de propriétés viscoélastiques
approchées pour un composite constitué d’'une matrice périodique. Le module effectif dans
I’espace de Carson se présente pour ce type de modele sous forme de fraction rationnelle, ce
qui permet 'inversion analytique de la transformée de Laplace, ce qui permet de calculer
explicitement la fonction de relaxation du matériau. Les exemples testés dans le cas d'une
microstructure périodique de type cubique simple ont montré que la méthode permet de
traiter le cas de différents types de comportement pour la matrice. Enfin, la méthode
approchée est validée par une comparaison acec le résultat de la méthode numérique de
Lahellec et Suquet 2007 [42].
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Chapitre 5

Homogénéisation d’un milieu
hétérogene viscoélastique périodique
par utilisation de la série de
Neumann

5.1 Introduction

La détermination des propriétés effectives d’un milieu périodique élastique en utili-

sant le développement classique en série de Neumann a été initialement introduite par
Moulinec et Suquet [58], dans la ligne de travaux antérieurs sur 'obtention de la conduc-
tivité de milieux hétérogenes. Cette méthode utilise la Transformée de Fourier Discrete
et par conséquent la Transformée de Fourier Rapide. Une combinaison du développe-
ment en série de Neumann combinée avec 1'utilisation des fonctions de forme proposées
par Nemat-Nasser et al [62] pour caractériser la géométrie de la microstructure a été in-
troduite par G.Bonnet [5]. Cette méthode permet de prendre en compte exactement la
forme des inclusions. Dans le cadre de ce dernier chapitre, on présentera une extension
de cette méthode, qui sera notée "Méthode SN” car la solution qui permet de déterminer
le comportement macroscopique de milieux viscoélastiques périodiques est développée en
Série de Neumann (SN). Les propriétés effectives sont obtenues dans ’espace de Laplace-
Carson en utilisant les résultats obtenu dans le chapitre 1, qui permettent d’exprimer les
différents termes de la série de Neumann sous forme de fraction rationnelle. La fonction
de relaxation est ensuite déterminée par inversion explicite de la transformée de Laplace.
Un exemple d’application sera traité pour un matériau viscoélastique caractérisé par un
modele rhéologique de type Zener.
Dans la premiere partie du chapitre, on étudiera une cellule de base qui est composée
d’une matrice viscoélastique incompressible de type Zener contenant des inclusions élas-
tiques. Dans un deuxieme temps, le matériau compressible sera étudié en supposant que
le coefficient de poisson v de la matrice est constant. Les résultats obtenus par cette mé-
thode seront enfin comparés a ceux obtenus par la méthode approchée présentée dans le
chapitre 4.
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5.2 Formulation viscoélastique

5.2.1 Matériau viscoélastique incompressible

FIGURE 5.1 — Modele de Zener

On considere une microstructure de type inclusion-matrice ou la matrice est visco-
élastique incompressible de type Zener et les inclusions élastiques incompressibles. Le
comportement de la matrice dans l'espace de Laplace-Carson est décrit par la relation
entre déviateurs de contraintes et déformations sous la forme :

s=2u(s)e (5.1)

ou le coefficient p (s) est le module de cisaillement dans I’espace de Laplace-Carson défini
par :

/Ll (,ug —I— 778) —I— ,UQT]S
= = 5.2
Uy = W (5) 1ig + 15 ( )

Le schéma itératif qui est présenté par I’équation (1.208) du chapitre 1 et qui permet
de résoudre le probleme de localisation est écrit dans I’espace de Laplace-Carson sous la
forme suivante :

™ (5,x) =E — T x (0C (s,x) : €7 (5,%)) (5.3)
ol le tenseur d’ordre quatre I' est donné dans le cas incompressible par :

1
I'=—-U8%F 5.4
210 ! ( )

Le tenseur d’ordre quatre E; est donné par (1.174). L’écart entre modules 6C (s,x) est
défini par :

0C (s,x) = 2[(pr — po) It + (piar (8) — o) Tna] I (5.5)

ol les indices M, I signalent la matrice et I'inclusion, respectivement.
Le schéma itératif s’écrit alors :

D) (5. %) = B — By x |PLHOp, 4 B0t (s) — ko Lt | < €? (s, %) (5.6)
Ho Ho
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Le tenseur de Green I' se calcule sous forme matricielle & partir des matrices [G(l)} , [G(z)}

qui sont données par :

261 0 0 \/_flfg V2616
0 23 0 V26¢s V266
[G(l)] _ 1 0 25 V268 \/—5253 0 (5.7)
% 0 V26t V26t E+E& L& §3&1 '
V266 V268 G&  E+8 0 L&
| V266 V264& 0 S1S! && G+E
& 3¢5 E22 V268 V2EE V26
63 & e V288 V28866 V284
[G®)] = 1 £36 €563 & V2856 V288 V28564 (5.8)
& | V266t V2838 V283 26565 263616 2636 '
V283 V28366 VR2EG 2848 26363 2616283
V2866 V286 V28868 2868 2668 26363

5.2.1.1 Cas des inclusions moins raides que la matrice

Dans ce cas, on choisit le module du milieu de référence comme égal a celui de la

matrice 1o = s (s). Le schéma itératif s’écrit alors :
e (5,x) =E — ME4 * (Ile(i) (s,x)) (5.9)
fiar (s)
La déformation locale a convergence est donnée alors par :
€°(s,x) =<1- ME;; (x) * I; (x) +...
fin (8) e —
! (5.10)
S (M) By (x) * I; (x) .. By (x) % I; (x) $ - E
pns (5) —_— —
La contrainte locale a convergence est donnée par :
o™ (s,x) =C(s,x):€>(s,x) (5.11)
=2 (prd; (%) + par (s) Ing (x)) = € (s,%)
ce qui donne la contrainte totale :
Y (s,x) =%7(s,x) + X (s,%x) (5.12)
avec les contraintes partielles :
{ ZI (87X> = Qluf : <II( ) (S, )> (513)
S (8,%) = 2par (s) : (T (x) € (5,%))
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Les deux contraintes partielles s’expriment alors sous la forme :

fis (8) — pur

par ()

¥ (s,x) =2ur: {(II (x) I+ (I1 (x) . (Ey (x) * I7 (x))) + ...

N (5.14)
(P22 0 (8 ) 1 ) (B ) 1 D) | B
i (5:3) = 2 {ptar () (Tar () T (s () = pr) (11 50 - (Ba () 5 I () + o
+(“ (&) = u)” <IM<x>.<E4<x>*[mx)...(m(x)*h(xm»}:E
Har (3)
(5.15)

Sous cette forme, on voit que tous les termes sont des fractions rationnelles en s multipliées
par des constantes correspondant aux moyennes volumiques des champs locaux sur chaque
phase. Alors, on obtient les contraintes partielles, en supposant la série développée jusqu’a

I'ordre m : ‘
S pna (s) — pur')’
7 (5,%) = pr | Ao + Ai:(—) ' E 5.16
1(s,x) = pr | Ao ; 1ir () ( )
S (5,%) = puar (5) | Bo + Z]B% (Z o ’)m .E (5.17)
s
ot les tenseurs d’ordre quatre sont définis par :
AO == 2f[1[
By =2/l (5.18)

A =2(I1 (x) . (Bq (%) * [I1 (%) ... (Ba (%) * 11 (x))]))
B; = 2 (Lo (%) - (Bq (%) * [I1 (%) ... (B4 (%) % 11 (%))]))

Par ailleurs, on a :
A +B;, =F;(£=0) (5.19)

| Fy (€) = 2 (Ba (€) . 111 (€) % . % (B4 (6) .I1 () (5.20)

Ces tenseurs peuvent étre obtenus indépendemment du calcul des coefficients élastiques en
conservant les moyennes volumiques. En effectuant ce calcul, on peut d’ailleurs étudier la
convergence de chaque terme en fonction de la discrétisation en vecteurs d’ondes choisie.
Finalement, on obtient le module effectif dans ’espace de Laplace-Carson sous la forme :

€ (5) = Aopr + (21 — Ag) uas (s +ZA (Pl =t )(w—ums)) (5.21)

Tous les termes sont des fractions rationnelles dont il est possible de calculer explicitement
la transformée de Laplace inverse pour déterminer la fonction de relaxation dans I’espace
réel.
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On remarque que pour un matériau de type Zener, le module de cisaillement de la matrice
dans I'espace de Laplace-Carson est donné sous la forme :

A+ Bs

= .22
s () = (5.22)
On pose :
Bs
* —_ — -2
s 1 (5.23)
ce qui donne :
B (s*+1
= = 5.24
() =5 (555) (5:24)
EB+ FAs*
ar (8) = = G pas (5.25)
et : ( ) y
par (s) —puy BE + FAs*
= 5.26
1374 AB (s*+1) (5.26)
avec :
E=A- ,uIC'
F=B-—uD
. 0B (5.27)
- DA

Pour obtenir la fonction de relaxation dans I'espace temporel, il faut inverser la transfor-
mée de Laplace C¢// (s) qui est définie par :

Cefrf (s)

CH7 (s) = - (5.28)
La fonction de relaxation dans ’espace de Laplace est alors donnée par :
. Buhy B2 (21— Ay) s +1 " A;Bao! *a)™t
CAT (57) = ZHL20 ( o) s+l gABIf (& va) (5.29)
As* AD s*(s*+b) — A (st 4 1) (s* + D) s*
ou : . .
- == 5.30
o= 5-1 (5.30)
ce qui donne :
(Ceff B,UIAO B2 2H—A0) 1 + B2 (b— 1) (2H—A0> 1
A bAD 5 ADb (s* +b)
Xm: A;B (s* +a)t!
P (s + 1) (S* +b) s* (5.31)

1 .
=G,—+G -y KLY
1s*+ 23*—|—b ZZ
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en posant :
B,u[ B2
G, =——A 21 — A
e e
e O=1) o1 — a,)
ADb
Ba'p (5.32)
K, = TAz
ﬁ(z) _ (S* +a)i+1
(s*+1)" (s*+b)s*
La fraction rationnelle L® se décompose sous la forme :
o H(i) H(i) i M-
LW == 4 =2 — 5.33
s* S*“—b ;(8*+1)] ( )
ol les coefficients Hy, Hy, M; sont déterminés a partir des poles s* = 0,s* = —b,s* = —1:
- Pour le pole s* =0 :
: L qit!
HY = l*imo{s*L(’)} == (5.34)
- Pour le pole s* = —b :
; . 1 (s +a\’ (a—b)*
HY = lim { — s*+a)p =—-"——— 5.35
2 s*—>—b{8* <3*+1> ( >} —b(1-10) (5:35)
- Pour le pole s* = —1:
A=) | (s* + a)"!
M, =1 — 5.36
U e { (i — ) ds*=0) | s* (s* +b) (5-36)
ce qui donne :
1 1
M, = = M+ M? 5.37
J b (l . ])| ( J + ]) ( )
avec : .
A= | (s* +a)™t!
1 .
Mj = lim {ds*u-j) = (5.38)
A= | (s* +a)™!
2 1
Mj N s*h—{ril {ds*(ij) s*+b (5.39)
En utilisant la formule de Leibniz on obtient :
i—j
7 . . 1—r+1
M} ==Y CiH(i—j)l(a—1)""" (5.40)
r=0

i—j . ‘ . o 1 i—j—r+1
M2 == O (i ) (a— 1) (—1) (ﬁ) (5.41)
r=0
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5.2. Formulation viscoélastique

Donec :

1 .
M=~ » citt(a—1)
r=0

1+ (-1~ (ﬁ)ijm] (5.42)

n!
ol CF est le coefficient binomial qui se définit comme : C* = o= R
n JE—
La fonction de relaxation est obtenue en recombinant les différents termes apparaissant
dans les transformées de Laplace inverses :

. 1 1 mo 1

CH (s =R;— +R — KM,— 5.43
TR RS ZZ (st + 1Y o)

avec . m
Ry =Gy — Y KH (5.44)

=1
Ry =Gy — Y K;H{’ (5.45)

=1

Donc, la fonction de relaxation dans l'espace réel t* est déterminée explicitement par la
formule suivante :

. t*] 1
CYT (t*) = Ry 4 Rye™ — Z Z K, M (5.46)

=1 j5=1
En utilisant la relation : 5
L {F (E)} — kf (kt) (5.47)
On obtient finalement la fonction de relaxation dans I’espace réel ¢ :

m

CI(t) = % {Rl L Rye B — e F ZZK M >]_ } (5.48)

=1 j=1

5.2.1.2 Cas des inclusions plus raides que la matrice

Dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser la formulation duale en utilisant le tenseur de
Green pour les contraintes qui s’écrit :

ou E; et E3 sont les tenseurs d’ordre quatre de la base de Walpole :

1
E; = -kt ®k*

2 1 (5.50)
Es; = k' ®k* — 51& ® k*

Les étapes suivantes sont similaires.
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5.2.2 DMatériau viscoélastique compressible

Dans ce cas, le probleme doit étre traité avec le tenseur de Green complet et il n’est
plus possible d’écrire la série de Neumann sous la forme de série de fractions rationnelles
indépendantes, sauf si les parties sphériques et déviatoriques sont proportionnelles, c’est a
dire si le coefficient de Poisson est indépendent de la variable de Laplace et si I’on suppose
de plus que le coefficient de Poisson est le méme dans la partie élastique. Dans ce cas
particulier, on peut se ramener comme dans le cas précédent a une série comprenant des
fractions rationnelles puissances d’'un méme terme en s.

Dans tout autre cas, chaque terme devient un développement de puissances de fractions
rationnelles suivant la loi du binome et le calcul devient inextricable.

Dans le cas particulier précédemment défini, le tenseur de Green s’écrit, en adoptant a
nouveau le tenseur élastique de la matrice pour définir le milieu de référence :

1 1 1
Ir'y= Ey+ ——E;= —T 5.51
" 2 () g () 2 (9 20
avec :
I'=c(v)Ey+ Eq4 (5.52)
1—-2v
= 5.53
)= (55
Les tenseurs élastiques des deux phases s’écrivent :
C = 3kJ + 2uK = 2uC’ (5.54)
ou
C=dw)J+1 (5.55)
Alors, le schéma itératif s’écrit :
i) (5,x) = B — pr =t (8) (1T (s5,x)) (5.56)

far (s)

Cette forme est similaire au cas des matériaux incompressibles; la seule différence étant
dans le calcul des termes en facteur des puissances de la fraction rationnelle faisant inter-
venir p; et pys. La procédure de calcul est alors similaire au cas précédent.

5.3 Application numérique

Dans cette application numérique, on va étudier le comportement macroscopique d’un
matériau viscoélastique de Zener contenant des inclusions sous forme de fibres cylindriques
a base circulaire distribuées suivant un réseau a mailles carrées. Les données numériques
sont définies dans la table (5.1). Le nombre des termes maintenus dans la série de la
solution est déterminé par (1.233) avec une précision € égale & 107*. Le nombre de termes
dépend du contraste entre les modules des différentes phases dans le cas élastique. Dans le
cas des modules dans I’espace de Laplace-Carson, le nombre d’itérations est calculé selon
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5.3. Application numérique

TABLE 5.1 — Propriétes mécaniques du composite viscoélastique incompressible de type

Zener.
Phase Inclusion Matrice
Elément 1 ‘ Elément 2
Fraction volumique (%) 30 70
Module de cisaillement p (G Pa) 10 70 | 50
Viscosité en cisaillement 1 (GPa.s) 0 0.2

le nombre maximum engendré dans les deux cas extrémes du module maximum et du
module minimum :

N = Sup{N (Sup{par (s)}), N (Inf{p(s)})}

(5.57)

Le tenseur effectif obtenu dépend de deux composantes indépendantes Cosas (t) et
(1912 (t). L’évolution en cours du temps de ces deux composantes est donnée dans les
figures (5.2) et (5.3). Ces résultats sont comparés avec ceux obtenus par la méthode FFT
approchée. Le calcul de la fonction de relaxation effective par la méthode FFT approchée
est réalisé comme dans le cas du chapitre 4, mais pour la géométrie des fibres. La fonction
de relaxation effective obtenue par la méthode FFT approchée est donnée dans I'annexe.
Le nombre de vecteurs d’onde utilisé est de 64 * 64 dans les deux cas.

Comparaison entre la méthode FFT approchée et la méthode SN

751
— — — Méthode SN
® O Meéthode FFT approchée
70 R
65t 9
~ 60f q
=, \
& @
($h \
55 o)
| Q
50 @@
0.4 o
sk : ©00600000000600060
40 ) :
0 0.005 0.01

Temp (s)

0.015

FIGURE 5.2 — Composante 0269{2]63 (t) calculée par la méthode SN et par la méthode FFT

approchée

Les résultats obtenus par la méthode FFT approchée et par la méthode SN sont
identiques pour les deux fonctions de relaxation calculées, ce qui correspond bien aux
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Comparaison entre la méthode FFT approchée et la méthode SN

605
P — — — Méthode SN
\\ O  Méthode FFT approchée
\
55+ @
\
\
[O)

50F
= \
= Q
& \
o Q

45+ 1)

\
Q
S
40 Vo
i os
©0060000000000000
35 1 1 ]
0 0.005 0.01 0.015

Temp (s)

FIGURE 5.3 — Composante Cf§{2 (t) calculée par la méthode SN et par la méthode FFT
approchée

résultats trouvés dans le chapitre 1 montrant que la méthode FFT approchée donne des
résultats pratiquement identiques a ceux de la méthode SN dans le cas élastique pour une
concentration de l'ordre de 30%.

5.4 Conclusion

Ce dernier chapitre a décrit une solution en série pour obtenir les propriétés effectives
de certains composites viscoélastiques périodiques. La méthode utilise I’expansion en série
classique de Neumann dans ’espace de Fourier et est basée sur les expressions exactes du
tenseur de Green et des facteurs de forme dans 'espace de Fourier. Cette méthode n’a pu
etre développée que pour le cas de matériaux incompressibles ou pour le cas de matériaux
caractérisés par des "modules de Poisson” identiques et indépendants du temps. Toute-
fois, les résultats permettent de valider la méthode FFT approchée développée au chapitre
précédent pour ces cas particuliers, montrant ainsi que la méthode approchée peut égale-
ment étre utilisée pour la prédiction de propriétés effectives de matériaux constitués par
une matrice viscoélastique, I’hypothese adoptée au chapitre 4 étant acceptable pour des
concentrations moyennes en inclusions.
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Conclusion générale

Ce mémoire a tenté d’apporter une contribution a la prévision de propriétés viscoélas-
tiques effectives de matériaux composites.

Le chapitre 1 , de nature en partie introductive et bibliographique, a permis de pré-
senter trois modeles classiques pour ’homogénéisation en élasticité linéaire. Le premier
modele présenté est plutot adapté pour des matériaux de structure inclusion matrice de
répartition aléatoire et pouvant étre représentés en premiere approximation par le schéma
AutoCohérent Généralisé caractérisé par un motif composé d’une sphere composite en
milieu infini. Les deux autres modeles considerent une microstructure périodique et déter-
minent les propriétés élastiques en utilisant la transformée de Fourier spatiale des champs
locaux. Les calculs sont réalisés sous forme approchée ou en effectuant le calcul de la solu-
tion sous forme de série de Neumann qui converge vers la solution exacte lorsque le nombre
de vecteurs d’ondes est infini. Il est important de noter que les deux méthodes peuvent
permettre de traiter des géométries tres complexes telles que celles issues de mesures de
champ par tomographie réalisées sur échantillons réels. Ce premier chapitre est l'occasion
de comparer la solution approchée et la solution exacte sur un exemple et de montrer que
la solution approchée présente un bon niveau d’approximation pour des concentrations
faibles a moyennes.

Le chapitre 2, uniquement de nature introductive, présente les notions de base néces-
saires a la compréhension du mémoire dans le domaine des matériaux viscoélastiques non
vieillissants et de 'utilisation de la transformée de Laplace-Carson.

Le chapitre 3 présente un développement nouveau du schéma AutoCohérent Géné-
ralisé. Le schéma Autocohérent Généralisé est reformulé de facon a faire apparaitre une
expression de I’équation permettant de déterminer le module effectif de cisaillement dont
les termes sont des polynomes en s, variable de Laplace. La solution dans l’espace de
Laplace-Carson se présente sous forme irrationnelle et la transformée de Laplace inverse
se présente sous la forme de termes discrets ("spectre discret”)qui correspondent aux poles
de la solution et d’une intégrale continue correspondant aux points singuliers provenant
de la racine ("spectre continu”). Bien qu’une telle inversion puisse étre effectuée numé-
riquement, cette procédure reste délicate a manipuler. Pour contourner cette difficulté ,
la solution approchée qui a été présentée dans ce mémoire utilise une approximation de
la racine carrée apparaissant dans ’équation du second degré sous forme polynomiale,
conduisant ainsi a une expression de la solution sous forme rationnelle. Les résultats
présentés correspondant a de nombreux cas de matrices viscoélastiques contenant des
inclusions élastiques sont étonnamment bons. D’un point de vue mathématique, ces ré-
sultats montrent que la contribution corespondant au spectre continu apparaissant dans
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la solution exacte n’est pas toujours nécessaire pour obtenir le comportement effectif.
Une derniere application du schéma AutoCohérent Généralisé porte sur I'utilisation de ce
schéma dans le cas ou les inclusions et la matrice sont séparées par une interface impar-
faite de type "souple”. La reformulation précitée des équations du schéma Autocohérent
Généralisé permet d’expliciter simplement la fonction de transfert de la zone interfaciale.

Le chapitre 4 a permis de mettre en oeuvre la méthode FFT approchée dans le cas
d’une microstructure tridimensionnelle périodique et de matériaux constitués de matrices
viscoélastiques de différents types. La solution dans l'espace de Laplace Carson étant
obtenue sous forme de fraction rationnelle, aucune approximation n’est faite au cours du
calcul de la transformée de Laplace inverse. Par ailleurs, ’expression de la fonction de
relaxation se présente sous une forme simple. Par contre, il reste une interrogation sur la
validité des résultats obtenus, qui a été levée partiellement au chapitre 5.

Le chapitre 5 a permis de calculer les propriétés élastiques de matériaux viscoélas-
tiques périodiques a l'aide de la solution sous forme de série de Neumann. La solution
n’a pu étre mise en oeuvre que pour des matériaux a coefficients de Poisson constants
dans le temps et identiques dans les deux phases, incluant le cas de matrice et inclusion
incompressibles. La solution se présente sous la forme de série comprenant des coefficients
dépendant uniquement de la microstructure et des fractions rationnelles simples de la va-
riable de Laplace, qu’il est possible d’inverser analytiquement. La méthode a pu étre mise
en oeuvre dans le cas d’un matériau composite a fibres. Dans ce cas, la comparaison avec
la solution approchée développée au chapitre 4 a permis de valider cette derniere sur un
cas particulier.

Le travail réalisé dans ce mémoire présente des perspectives intéressantes. Sur le plan
pratique, le schéma Autocohérent Généralisé simplifié permet de disposer d’expressions
simples du comportement effectif, faciles a utiliser pour des applications concretes. Les
méthodes d’homogénéisation de structures utilisant la transformée des champs locaux pré-
sentent un large domaine d’application puisqu’elles peuvent permettre de déterminer les
propriétés effectives de matériaux dont la microstructure est déterminée expérimentale-
ment. La méthode FFT approchée permet de traiter le cas de microstructures quelconques
et peut donc s’utiliser directement sur des structures réelles. Par contre, la méthode exacte
n’a été développée que pour des cas particuliers de matériaux composites viscoélastiques.
De nouveaux développements seraient nécessaires pour traiter de composites viscoélas-
tiques quelconques.
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Annexe A

Calcul des coeflicients de I’équation
du second degré

0 3 Ty Tio
. —2 Ty, T
Det = ey U —12pugp Ts1 T
U 8uzyy  Tu Tao
—MeffD1+D2
0 3 Ty Tio
D, — 0 —2 Ty Ty
b —12M:ff T3 T3
U 8Buzyy Tu Tap

0 0 Ty T
ok 0 0 Ty T
THerf 1 12 Ty, T

= ,U:ffDS + D4

1 3 Ty
1 -2 Ty
Pr=lo iy, T
0 8#2” Ty

RQ 0 Tn

ok R2 0 Tgl

THerf | 0 —12 Ty

0 8 Ty

= N:ffDE) + Ds

ce qui donne :

— = O O

3Ry Ty Tho
—2Ry Ty Ty
—1 2usz T31 T32
Bterr  Tu Tao

—2 Ty Ty
0 T3 Txo
0 Ty Ty

3Ry Thy Tho
—2Ry Ty Ty
0 T31 Tso

D3M:ff2 +pzpp (Da+ Ds) + Dg =0
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Annexe A. Calcul des coefficients de I’équation du second degré

Le calcul de D3,D4,D5,Dg ne fait intervenir que les déterminants de la forme :

Tiaw Th
A = A5
! ‘Tn T ' (A.5)
avec :
0 0 Ty T
e |1 0 T Ty
U0 —12 Ty T (A.6)
0 8 Ty Ty
= 20A1
D, — 0 =2 Ty Ty
YTlL0 Ty Ty (A7)
= 304 +2A14 — 3093 — 2A43
Ry 0 Ty Ty
D. — Ry 0 Ty Ty
b 0 —12 Ty Ty (A.8)
= 4R2 (3A24 + 2A23 - 3A14 - 2A13)
Ry 3Ry 1Ty Ty
De — Ry —2Ry; 15 Ty
6 0 0 Ty Ts (A.9)
0 0 Ty Ty
:5A34
d’ou :
B=5 (A23 — 2A13 + 3A24 — 2A14) (A]_l)

128



Annexe B

Inversion de la transformée de

Laplace-Carson par la méthode
différentielle (Donolato 2002)

La transformée de Laplace-Carson f*(p) d'une fonction réelle f (t),¢ > 0, est simple-
ment sa transformée de Laplace f (p) multipliée par p :

7 (0) = pf (9) = p / Tty de (B.1)

0

En transformant la variable u = %, on obtient :
1 Ct dt
=f=) = —e uf(t)— B.2
g(u)=rf (u) /0 —e i f () (B.2)

On note h (z) = %e_% ce qui donne :

sw=["n() 0T (B3

La transformée de Mellin d’une fonction y () est définie par :

M) =Y @) = [ @ (B.4)

Pour le cas particulier de la fonction h (z), sa transformée de Mellin est donnée par :
Mh(z)=H(s)=T(1-5s) (B.5)

ou I' est la fonction Gamma. La relation (C.3) fait apparaitre les fonctions h et f. L’inté-
grande correspond a I’équivalent, pour la transformée de Mellin, du produit de convolution,
pour la transformée de Laplace. D’apreés Donolato [22] et compte tenu des propriétés de
la transformée de Mellin, la relation B.3 entraine que :

G (s) = H(s) F(s) (B.6)
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Annezxe B. Inversion de la transformée de Laplace-Carson par la méthode différentielle (Donolato 2002)

donc : (s
s
F =\ B.
)= F oy (B.7)
1
Donolato [22] montre alors que la fonction m peut étre approchée par :
-5
e (1) (- ey (B.3)
Ti—s) s 5) ~)n .

et montre alors que la transformée de Mellin peut s’inverser et que 'approximation f,(t)
de la fonction f obtenue a partir de ’approximation a 1’ordre n de la fonctions I' apportée
par le produit (C.8) est donnée par :

1 a

Fult) = 2 g ()] (B9)
avec : ;
U= (B.10)
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Annexe C

Décomposition dans la base de
Walpole

On introduit les notations de la base de Walpole [77] pour les tenseurs d’ordre quatre
présentant une symétrie de type isotrope transverse. Cette base permet notamment d’ef-
fectuer les opérations de produit doublement contracté et d’inversion de ces tenseurs sans
grande difficulté.

Les éléments de la base de Walpole sont définis par :

(E(© = Ik ok
Ey(§) =k®k
E3(§) = k' Qk*+ — E, (C.1)
Ey() = k* Bk + kak*

L Es(§) =kokt, Esé)=ktok

ou k et k* sont définis par :

k:#@gé, =ik (C.2)

avec la condition § # 0.
Le produit doublement contracté de deux éléments de la base de Walpole est donné dans
la table ci-dessous :

Ei(§) | E2(§) | Es(§) | Ea(§) | Es(§) | E(§)
Ei(§) |Ei(§)| O 0 0 0 E (&)
Eo(&) | 0 | Eo(§)| O 0 | E5(¢) 0
Es(€) | 0 0 Es 0 0 0
Ei§)| 0 0 0 | E4f 0 0
Es(&) [ Es(§) | 0 0 0 0 | 2Ey(§)
E6(¢) 0 | Eg(§) 0 0 2IE () 0
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Annezxe C. Décomposition dans la base de Walpole

Tout tenseur d’ordre 4 isotrope transverse, peut étre représenté dans la base de Walpole :
A= a1E1 (§) + a2]E2(§) + CL3]E3(§) + G4E4(§) + G5E5(§) + G6E6(§) (03)

A est symétrique si a5 = ag. Considérons un second tenseur d’ordre quatre, B et notons
par by, .., bg ses composantes dans la base de Walpole. Le produit doublement contracté
de A par B s’écrit :

A B = (a1by + 2a6bs)E1 (&) + (a2bz + 2a5b)Ez(§) + asbsEs(§) + asbalEy(§)

(C.4)
+-(azbs + asby)Es(§) + (aibs + asba)Eg(€)

L’inverse de A est :
ATl = —1E1(§) + Ez(é’) + E3(€) + E4(€) - —E5(E) - —Ee(é) (C.5)

avec A = ajas — 2asag. Cette relation induit évidemmment des conditions d’inversibilité
du tenseur considéré.

La décomposition sur les En(é) de l'identité d’ordre quatre, I, et des tenseurs isotropes
K=I—-Jet]= %i@i s’écrit :

I=E(§) +Ea(§) + E5(§) + Ea()

K = 2 (Ea(6) + 2Ea(0)) + Es(©) + Ea(©) — 5 (Es(©) + Eo(©)) ()
I = S(2RA(6) + E©)) + 5 (Bs(6) + Ee(6))
Les tenseur de Green I'’(§) et A°(€) sont donnés par :
oey— L L
() = jyem 2M0E2(§) + 2M0E4(5) o
~ 2p0(3X0 + 2p0) '
Ao(é) = Mo+ 20 E1(§) + 2MOE3(§)
Pour tout tenseur C° = 3\J + 2p0l (et S = (C°)~1), on a :
0y . 0 — Ao
I(Q) € = P(Q) + 5 Es(f) o
0y . S0 AT |
AE) 8 = QE) - 15 Be(®)
On a donc :
0.0 N
I-T°:C"=Q(¢) o 2 .
A0 Q0 Ao '
I-A":S _P(§)+>\0+2M0
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Pour tout champ a(§) vérifiant la propriété V€ # 0 @ Q(€) : a(§) =0, on a V€ : E,(§) :
a(§) = 0 pour n = 1,3,5. En conséquence :

VEA0 - T%E) : C°:alé) = a(f) (C.10)

a(§) = 0 pour n = 2,4,6. En conséquence :

VEA0 : A% :S":a(é) =a(f) (C.11)
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Annexe D

Décomposition des tenseurs
d’élasticité et de viscoélasticité

D.1 Comportement élastique

Dans le cas d'un matériau hétérogene dont chaque phase a un comportement élas-
tique isotrope, défini par les modules de cisaillement i et d’incompressibilité . Alors, les
tenseurs de raideur C et de souplesse S sont déterminés par Zaoui (1998) [82] :

C =2uK + 3rJ
I (D.1)
S = 2ﬂK+ 3;-@J

ou les tenseurs d’odre quatre K et J sont des parties déviatorique et sphérique, respecti-

vement et définis par :
J I, o i
=-i®i
3 (D.2)
K=I-1]
L’intérét de 'emploi des tenseurs unités du quatrieme ordre K et] est justifié par les
relations suivantes :

I:1=I K:K=K J:J=17
K'J: ]IIiZJIiZl K:i=0 (Dg)
J:K=0 K:e=¢? J:6:%tr(e)i

ol le tenseur €/ est le déviateur d’un tenseur symétrique du second ordre €

D.2 Comportement viscoélastique

D.2.1 Modele de Kelvin-Voigt

Le comportement viscoélastique de Kelvin-Voigt est donné par :

c=C:e+n:é€ (D.4)
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Annexe D. Décomposition des tenseurs d’élasticité et de viscoélasticité

ou 7 est le tenseur d’ordre quatre, défini par :

n = 3nd + 21K (D.5)
Dans 'espace de Laplace-Carson :
o' =(C+mns): € (D.6)
ce qui donne :
o' =3Br+ns)d+2(p+n9)K]: € (D.7)
ou bien :
o"=R": € (D.8)
avec :
R*=3R.J +2R K (D.9)
et
R =Kk +ns
¥ D.1
{ R, =p+nus (D-10)

ou 7, 1, sont des termes de viscosité en compression et en cisaillement, respectivement.

D.2.2 Modeéle de Maxwell

Le comportement viscoélastique de Maxwell est donné par :
e=C'l:o04+n':0o (D.11)

Dans 'espace de Laplace-Carson :

1
€ = ((C_1 + —77_1> ot (D.12)
S
ce qui donne :
1 1 1 1
=l — — K| :o* D.13
c {(3H+37]HS)J+ (2,u+27]#s) ] 7 ( )
ou bien :
oc"=R":€ (D.14)
avec : o s
R = f
K 4 1S
P (D.15)
s
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Annexe E

Application du Schéma ACG pour le
modele de Maxwell

Dans cette partie, le comportement viscoélastique de la matrice sera modélisé par le
modele de Maxwell et supposé isotrope. Les coefficients relatifs a la compression isotrope
K (s) et au cisaillement p(s) sont donnés dans ce cas dans 'espace de Laplace-Carson
par :

() Kngs
k(8) = ———
K+ nks
- G (E.1)
BASI= G+ ngs

Les propriétés mécaniques des constituants utilisées pour ce nouvel exemple sont données
dans le tableau E.1.

TABLE E.1 — Propriétés mécaniques du composite de deux phases pour le modele de
Maxwell.

Phase Inclusion Matrice
Fraction volumique (%) 37 63
Module d’incompressiblité £ (GPa) 100 15
Module de cisaillement p (G'Pa) 20 2
Viscosité en compression nx (G Pa.jour) 0 24
Viscosité en cisaillement ng (G Pa.jour) 0 18

Les résultats correspondants sont reportés en figures E.1; E.2; E.3; E.4. La figure
E.1 montre la comparaison entre les modules de cisaillement obtenus dans l'espace de
Laplace-Carson pour la solution exacte et pour la solution approchée et la figure E.2
montre 1’écart entre les deux solutions. Ces figures montrent que la solution approchée
permet de retrouver la solution dans ’espace de Laplace-Carson avec une erreur inférieure
4 1.2.1072. Les figures E.3 et E.4 montrent & nouveau un écart entre la solution approchée
et les transformées inverses obtenues par la méthode différentielle, montrant que 1’écart
entre les deux méthodes est du principalement au défaut de convergence de la méthode
différentielle.
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Annexe E. Application du Schéma ACG pour le modéle de Mazxwell

451

*

H exacte

?zﬁ
* , ,

approchée

Module de cisaillement

I I

0 2 4 6 8 10
Variable s

o

FiGUurE E.1 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans 1’espace
de Laplace-Carson pour le modele ou la matrice est viscoélastique de Maxwell et contient
une inclusion élastique.

0.012
0.01
0.008

0.006

Erreur (%)

0.004

0.002

0 i i {iidadian
0 2 4 6 8 10

Variable s

FIGURE E.2 — Evaluation de I'erreur apportée par la méthode approchée dans I’espace de
Laplace-Carson pour le modele ou la matrice est viscoélastique de Maxwell et contient
une inclusion élastique.
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E —*— Fraction rationnelle
Méthode différentielle n=2

— - — - Méthode différentielle n=3
— — — Méthode différentielle n=5

Fonction de relaxation effective (GPa)

Temps (jours)

F1GURE E.3 — Comparaison des fonctions de relaxation obtenues par la méthode différen-
tielle et par la méthode approchée pour le cas ou la matrice est viscoélastique de Maxwell
et contient une inclusion élastique.

3 — — — Fraction rationnelle
4 Méthode différentielle sur solution exacte n=5
*  Méthode différentielle sur solution approchée n=5

Fonction de relaxation effective (GPa)
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FIGURE E.4 — Fonction de relaxation effective obtenue par la méthode différentielle sur la
solution exacte et sur la solution approchée pour le modele ot la matrice est viscoélastique
de Maxwell et contient une inclusion élastique.
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Annexe F

Application du Schéma ACG pour le
modele de Zener

Dans ce dernier exemple numérique, on utilise le modele rhéologique de Zener pour
modéliser le comportement viscoélastique d'un composite caractérisé par une matrice
viscoélastique contenant une inclusion élastique. Les deux coefficients en compression et
en cisaillement dans I'espace de Laplace-Carson sont donnés par :

o Kl +TK2 (K1+K2)S

1+ TKyS
B G1+ 716, (G1+ Gs) s (F.1)

1+ 7,8

K (8)
1 (s)

ou Tg, et 7g, sont les temps de relaxation en compression et en cisaillement, respective-
ment, et sont donnés par :

Te = s avec m = Ky, Go (F.2)
0

Les propriétés mécaniques de chaque phase se trouvent dans la table (F.1).

TABLE F.1 — Propriétes mécaniques du composite pour le modele de Zener.

Phase Inclusion Matrice
Ressort 1 ‘ Ressort 2

Fraction volumique (%) 37 63

Module d’incompressiblité x (GPa) 70 8090

Module de cisaillement p (GPa) 10 20 [ 25

Viscosité en compression nx (GPa.jour) 0 25

Viscosité en cisaillement ng (G Pa.jour) 0 17

Les résultats sont reportés dans les figures F.1; F.2; F.3 et F.5. La figure F'.1 montre les
solutions obtenues dans ’espace de Laplace-Carson et la figure F.1 montre 1’écart observé
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Annexe F. Application du Schéma ACG pour le modéle de Zener

entre la solution approchée et la solution exacte dans ’espace de Laplace-Carson, qui est
plus faible que dans le cas similaire poua la matrice de type Kelvin-Voigt. On obtient de
facon similaire la fonction de relaxation en figure F.3 et la fonction de fluage en figure F.5.
Un écart entre la solution approchée et la solution obtenue par la méthode différentielle
est a nouveau observé.

;‘@H@K%H@K%%H***H%**%HWWW

26+ P
&

* * K exacte

24
* - l’lapprochée

22 %

20!

Module de cisaillement

18

16

14 1 1 1 1 J
0 20 40 60 80 100

Variable s

F1GURE F.1 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée dans I’espace
de Laplace-Carson pour le modele ou la matrice est viscoélastique de Zener et contient
une inclusion élastique.
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FIGURE F.2 — Evaluation de I'erreur apportée par la méthode approchée dans I’espace de
Laplace-Carson pour le modele ol la matrice est viscoélastique de Zener et contient une
inclusion élastique.

28 :
—— Fraction rationnelle
1 Méthode différentielle n=2
26 — - — - Méthode différentielle n=3

Fonction de relaxation effective (GPa)

Temps (jours)

FiGURE F.3 — Comparaison des fonctions de relaxations obtenues pour le modele ou la
matrice est viscoélastique de Zener et contient une inclusion élastique.
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Annexe F. Application du Schéma ACG pour le modéle de Zener

28 :
— — — Fraction rationnelle
K Méthode différentielle sur solution exacte n=3
26 *  Méthode différentielle sur solution approchée n=3

Fonction de relaxation effective (GPa)

14
0

Temps (jours)

FIGURE F.4 — Fonction de relaxation effective obtenue par la méthode differentielle sur la
solution exacte et sur la solution approchée pour le modele ot la matrice est viscoélastique
de Zener et contient une inclusion élastique.
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FiGURE F.5 — Fonction de fluage effective pour le modele ou la matrice est viscoélastique
de Zener et contient une inclusion élastique.
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Résumé : Ce mémoire porte sur la mise en place de techniques d’homogénéisation pour
la prévision du comportement de matériaux hétérogenes viscoélastiques. Les matériaux
composites étudiés sont constitués d'une matrice renforcée par des inclusions distribuées
de facon aléatoire ou périodique. Les différentes techniques d’homogénéisation mises en
place utilisent la formulation élastique équivalente dans I'espace de Laplace-Carson.
Pour les matériaux viscoélastiques renforcés par des inclusions élastiques aléatoires, le
Schéma Autocohérent Généralisé (ACG) est reformulé, I’équation pour la détermination
du module de cisaillement faisant apparaitre des coefficients fonctions de la variable de
Laplace-Carson sous forme poplynomiale. La solution est ensuite approchée par une frac-
tion rationnelle découlant directement de ces coefficients polynomiaux. La solution est
étendue au cas d’inclusion composite comportant des interfaces imparfaites
Pour les matériaux de microstructure périodique, deux méthodes reposant sur la trans-
formée de Fourier spatiale sont utilisées. La premiere repose sur une solution approchée
de I’équation intégrale caractérisant le milieu viscoélastique hétérogene. Cette méthode
permet d’obtenir systématiquement une solution sous forme de fraction rationnelle dans
I'espace de Laplace-Carson. Cette solution prend explicitement en compte la distribution
des hétérogénéités dans la cellule périodique. La seconde méthode, utilisable seulement
pour certains types de composites viscoélastiques, en particulier les matériaux comportant
des phases incompressibles, repose sur 1'utilisation de la solution semi-analytique prove-
nant de la série de Neumann associée a I’équation intégrale du milieu hétérogene.

Mots clés : Micromécanique, Composite, Viscoélasticité, Homogénéisation, Transformée
de Laplace-Carson, Transformée de Fourier, Schéma Autocohérent Généralisé.

Abstract : This thesis focuses on the prediction of the effective properties of heteroge-
neous viscoelastic materials. The composite materials under study contain randomly or
periodically distributed inclusions.The solution uses the classical equivalent elastic formu-
lation in Laplace-Carson space.

For viscoelastic materials reinforced by randomly distributed elastic inclusions, the Ge-
neralized Self-Consistent Scheme is reformulated, leading to an expression for the shear
modulus which contains polynomial coefficients. Then, the solution of the second order
equation is approximated by a simple rational fraction which is a function of the Laplace-
Carson variable. The solution is extended to account for imperfect interfaces between
different materials.

For viscoelastic composites containing periodically distributed inclusions, two methods are
proposed, both resting on spatial Fourier transform. The first one uses a semi-analytical
approximation based on a simplified solution of the integral equation for heterogeneous
materials. The approximate solution thus obtained is always in the form of a rational frac-
tion which is a function of the Laplace-Carson variable. The solution includes a function
containing information on the distribution of the heterogeneities. A study of the type of
materials for which this simplified solution can be used is presented. The second method
uses the classical solution of the integral equation resting on the associated Neumann
series expansion. Such a solution is obtained for some specific materials, including incom-
pressible materials.

Keywords : Micromechanics, Composite Materials, Viscoelasticity, Homogenization, Car-
son Laplace transform, Fourier transform, Generalized self-consistent scheme, Effective
properties.
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