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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ ●r❛♣❤✐❝s✳ ❯s✉❛❧❧②✱

✈✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

❛♥❞ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ✐♥ ✈✐s✉❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡

❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s st❡r❡♦✱

♠♦t✐♦♥✱ r❡st♦r❛t✐♦♥ ♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❛ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s P ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧s

L✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ✭✐✳❡✳ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ P t♦ L✮ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s s♦♠❡

❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ♣r✐♦r ♦❢ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥

❡♥❡r❣② ✐s

E(u) = β
∑

p∈P

Ep(up) +
∑

(p,q)∈N

Ep,q(up, uq), β ∈ R
+,

❛♠♦♥❣ u ∈ LP ❛♥❞ ✇❤❡r❡ N ⊂ P × P ✐s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ t❡r♠ Ep(.) ❝❛❧❧❡❞

❞❛t❛ t❡r♠ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ♠❡❛s✉r❡s

❤♦✇ ♠✉❝❤ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❧❛❜❡❧ up t♦ ♣✐①❡❧ p ❞✐s❛❣r❡❡s ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ t❡r♠ Ep,q(.)

❝❛❧❧❡❞ s♠♦♦t❤♥❡ss t❡r♠ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ s♣❛t✐❛❧ s♠♦♦t❤♥❡ss ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜②

❣✐✈✐♥❣ ♣❡♥❛❧t✐❡s t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s p ❛♥❞ q ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❜❡❧s✳ ◆♦♥✲❝♦♥✈❡① Ep,q(.)

t❡r♠s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r ❝♦♥✈❡① ♦♥❡s ❢♦r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ s✐♥❝❡ ✐t ✐s

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t ♦✈❡r✲♣❡♥❛❧✐③❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣s ❛t ❜♦r❞❡rs✳ ■♥ s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s

❤❛✈❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❜❡❡♥ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s✉❝❤

❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s✉❛❧❧②

r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❡①tr❡♠❡❧② s❧♦✇ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❡✣❝✐❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣♦♣✉❧❛r✳

●r❛♣❤ ❝✉ts ❛r❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ✴ ♠✐♥✐♠✉♠✲

❝✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ❣r❛♣❤s ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥

❛♥❞ ●r❛♣❤✐❝s✳ ❙✐♥❝❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝♦r♥❡rst♦♥❡ ✐♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉✲

♥✐t✐❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱

st❡r❡♦✱ s❝❡♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♣❛♥♦r❛♠❛ st✐t❝❤✐♥❣✱ ❡t❝✳ ❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬❇❑✵✹❪ ❢♦r

✾



◆✳ ▲❡r♠é ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✳ ❙✐♥❝❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❬●P❙✽✾❪ ❢♦r ❞❡♥♦✐s✐♥❣ ❜✐♥❛r②

✐♠❛❣❡s✱ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❦♥♦✇♥ ❛ q✉✐❝❦ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝✲

t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛st ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇❑✵✹❪ ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ♦✛❡r✐♥❣ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s ❝❛s❡ ❬❇❱❩✾✾❪✳

■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦❞❡❞ ❜♦t❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t

❛♥❞ t❤❡ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡

❙P❖❚✲✺ ❧❛✉♥❝❤❡❞ ❜② ❆r✐❛♥❡s♣❛❝❡ ✐♥ ✷✵✵✷✱ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❝❛♣✲

t✉r❡ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ❛♥❞ ♣❛♥❝❤r♦♠❛t✐❝ ✽✲❜✐ts ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ s✇❛t❤ ♦❢ 60× 60 ❦♠✳

■♥ ♣❛♥❝❤r♦♠❛t✐❝ ♠♦❞❡s✱ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❛ s✐③❡ ♦❢ 12000 × 12000 ❛❣❛✐♥st 6000 × 6000 ✐♥

♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s❛t❡❧❧✐t❡s ✭♥❛♠❡❧② ❙P❖❚✲✻ ❛♥❞

❙P❖❚✲✼✮ ✇❤♦s❡ ❧❛✉♥❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ✷✵✶✷✴✷✵✶✸✱ ✇✐❧❧ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛rt❤ ♦❜s❡r✲

✈❛t✐♦♥ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞

❜② t❤❡ ❙P❖❚ s❡r✐❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ s✇❛t❤ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❙P❖❚✲✺✱ ❛ ❝♦♥✲

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❞❛t❛

t♦ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s✐③❡ 40000 × 40000

✐♥ ♣❛♥❝❤r♦♠❛t✐❝ ♠♦❞❡ ❛❣❛✐♥st 10000 × 10000 ✐♥ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛❝q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡s❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ❞❡❢❡♥s❡ ❛♥❞ ❝❛rt♦❣r❛♣❤② t♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✳ ❙✐♠✲

✐❧❛r❧②✱ ❧❛t❡st ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦✇ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝q✉✐r❡ ✸❉ ❛♥❞ ✸❉✰t ✈♦❧✉♠❡ ❞❛t❛

✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❜✐❧❧✐♦♥ ♦❢ ✈♦①❡❧s ✇❤❡r❡❛s ❧❛t❡st ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛s ❡♠❜❡❞ s❡♥s♦rs ♦❢ ✷✵ ♠✐❧❧✐♦♥

♣✐①❡❧s✳

Pr♦❝❡ss✐♥❣ s✉❝❤ ❞❛t❛ ❛♠♦✉♥ts t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ t♦t❛❧❧② ✐♠♣r❛❝✲

t✐❝❛❧ t♦ s♦❧✈❡ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✉❣❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s

s✐t✉❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❤❡✉r✐s✲

t✐❝s ❬▲❙❚❙✵✹✱ ❈❆✵✽✱ ❙❉✵✼✱ ▲❙●❳✵✺✱ ❙●✵✻✱ ❑▲❘✶✵❪ ❛♥❞ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s ❬▲❇✵✼✱ ❙❑✶✵❪✳

❚❤❡ r♦✉❣❤ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❣❡t ❡❛s✐❧② tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢

t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❖t❤❡rs ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦r✐❣✲

✐♥❛❧ ✐❞❡❛s ✇❤❡r❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❬▲❇✵✼✱ ❙❑✶✵❪✳

❲❤✐❧❡ ❬▲❇✵✼❪ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❧✐♠✐ts ❛r❡ ♣✉s❤❡❞ ❛✇❛②

✶✵



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ◆✳ ▲❡r♠é

✐♥ ❬❙❑✶✵❪ ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✴❞✐str✐❜✉t❡❞ ❢❛s❤✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣

❣r❛♣❤s✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❜❛♥❞✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣② ✭s❡❡ t❤❡ ✇♦r❦

♦❢ ❬▲❙●❳✵✺✱ ❙●✵✻✱ ❑▲❘✶✵❪✮ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤ ❝✉ts s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞♦ s♦♠❡ r❡♠✐♥❞❡rs

❛❜♦✉t ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t

❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❛

❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❛❝t t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡♠✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡✱ ♠❛ss✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡

♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞

♠❡♠♦r②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦✳ ❲❡ ♥♦✇ ❜r✐❡✢② ❞❡t❛✐❧ t❤❡

♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳

❈❤❛♣t❡r ✶

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣✐✈❡s s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥♦t✐♦♥s ❛❜♦✉t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ❣r❛♣❤ t❤❡✲

♦r②✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡♠✐♥❞ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭❛♠♦♥❣ ❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✮ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠

✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬▲❡❝✵✾❪✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ s♦♠❡ r❡♠✐♥❞❡rs ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝✉ts t❤❡♦r②

❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❲❡ ✜rst ❣✐✈❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❣r❛♣❤s✱ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❢♦r ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ r❡♠✐♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡

✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧s✿ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧②

❛♥❞ ❚❱✰L2✳

❈❤❛♣t❡r ✷

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦t❛❧❧② ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧❛r❣❡

✈♦❧✉♠❡ ❞❛t❛✳ ◆❡①t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s

♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♠♦♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ♦r ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ s♣❧✐t t❤✐s st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿

s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ✴ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡

❞❡t❛✐❧ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ✇♦r❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ✐ts ❧✐♠✐ts✳

✶✶
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❈❤❛♣t❡r ✸

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡t❛✐❧s t❤❡ str❛t❡❣② ❛❞♦♣t❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐♠♣❧❡ t❡st ❢♦r t❡st✐♥❣ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s r❡❛❧❧②

✉s❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❜✉✐❧t ❜② ♦♥❧②

❛❞❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤✐s t❡st✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛

✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞

✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❡❞❣❡s t♦ s❡❣♠❡♥t✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✿ t❤❡② ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥

t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r❛♣❤s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✲

✢♦✇ ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥♦t❤❡r t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ❣r❛♣❤s

❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ t❡sts✳

❈❤❛♣t❡r ✹

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❧✉♥❣ t✉♠♦rs ✐♥ ❛♥

✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥ ✐♥ ✸❉ ❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮ ✐♠❛❣❡s✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧

❡♥❡r❣② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ s❡❡❞s ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

♦❢ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡

❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r❛♣❤s ❛r❡ t❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱

✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛❣❛✐♥st ❛ ❞❛t❛s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥

❡①♣❡rt✳ ❲❡ ✜♥❛❧❧② s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡

✉s❡ ♦❢ ❛ ✈❛❧✐❞ ♣r♦t♦t②♣❡ ❜② ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❲❡ ❡♥❞ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞

❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛t s❤♦rt✱ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣ t❡r♠✳ ❲❡ ❛❧s♦

❡st❛❜❧✐s❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✉❜❥❡❝t✳

✶✷
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✶ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✶✳✶ ■♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

✶✳✶✳✶ ❲❤❛t ✐s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥❄

❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭♦r ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❣r♦✉♣✐♥❣✮ ✐s ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥t❡r✈❡♥✐♥❣

✐♥ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥✐♠❛❧ s♣❡❝✐❡s ❢♦r ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ ❞✐s♣❧❛② ✐♥t♦

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡❣✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦✉♥❞✐♥❣ ♣❛♣❡r ♦❢ ❲❡rt❤❡✐♠❡r ✐♥ ✶✾✷✸ ❬❲❡r✷✸❪ ✇❤♦ ❝r②st❛❧❧✐③❡❞

t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✧●❡st❛❧t ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✧ ✶✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤

✐♥ ♣s②❝❤♦❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ●❡st❛❧t t❤❡♦r②✳

❆t ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❡✱ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❡♠❡r❣❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞ ♦❢ ❙✐❣♥❛❧

Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❇② ❛♥❛❧♦❣② t♦ ✈✐s✉❛❧ ❣r♦✉♣✐♥❣✱ t❤❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✷ ✐♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ ❞✐❣✐t❛❧

✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t s❡♠❛♥t✐❝ r❡❣✐♦♥s ✭✐✳❡✳ s❡ts ♦❢ ♣✐①❡❧s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s✉♣❡r✲

♣✐①❡❧s✮ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥t♦✉rs s❡♣❛r❛t✐♥❣ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❧♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

■♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❢❡rs t♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦r ❣r♦✉♣✐♥❣ ♣✐①❡❧s ✐♥t♦ ✈❛r✐♦✉s ❣r♦✉♣s ✇❤❡r❡❛s

✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ❝❛t❡❣♦r② ❜❡❧♦♥❣s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✭♦r ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐t✮✳

❚②♣✐❝❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✧❧❛♥❞s❝❛♣❡✧✱ ✧s❡❛✧✱ ✧♣❡rs♦♥✧✱ ❡t❝✳ ❛♥❞ ❛r❡ ✜①❡❞✳

■♥ ❛ s❡♥s❡✱ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐sts tr② t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ♥❛t✉r❛❧❧② ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡

❜r❛✐♥ ♦❢ ❛♥✐♠❛❧ s♣❡❝✐❡s✳ ❆s ❣r♦✉♣✐♥❣✱ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss

✐♥t❡r✈❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❛❧r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ✸❉ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦❜❥❡❝t

r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❞❛t❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✱ ♦❜❥❡❝t tr❛❝❦✐♥❣ ❬❘❈❉✵✼❪✱ ❡t❝✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❛tt❡♠♣t t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ s❛♠❡ q✉❡st✐♦♥✿ ❤♦✇ t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t

❣❧♦❜❛❧ ♣❡r❝❡♣ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♠❛❣❡❄ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦❜✈✐♦✉s

✶●❡st❛❧t ✐s ❛ ●❡r♠❛♥ ✇♦r❞ ✉s✉❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣ ✧s❤❛♣❡✧ ♦r ✧❢♦r♠✧✳
✷◆♦t t♦ ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s❡❣♠❡♥t ❛ s✐♠✐❧❛r ♦❜❥❡❝t

❢r♦♠ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❬❍❙✵✾❪✳

✶✺



◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❜♦t❤ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✱ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ ❛t ✜rst t❤❡ ●❡st❛❧t

t❤❡♦r②✳ ❚❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② s✉r♣r✐s✐♥❣ s✐♥❝❡ ●❡st❛❧t ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❲❡rt❤❡✐♠❡r✬s ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❬❲❡r✷✸❪ ❞♦ ♥♦t tr❛♥s❧❛t❡ r❡❛❞✐❧② ✐♥t♦

❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t✇♦ ✭♦r ♠♦r❡✮ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♣♣❧② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❢♦r t❤❡

s❛♠❡ ✐♥♣✉t✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ✇♦r❦ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ✇✐♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

●❡st❛❧t ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛♠♦♥❣ ♣s②❝❤♦❧♦❣✐sts✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝r✐t✐❝✐③❡❞ ❢♦r

♥♦t ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ t❤❡② ❤❛✈❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡

r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥❧② ✇✐t❤ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞r❛✇✐♥❣s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ●❡st❛❧t s♣❡❝✐❛❧✐sts ❝♦♠♠♦♥❧② ❛❞♠✐t t❤❛t ❣r♦✉♣✐♥❣ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣s

♦❢ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ s②st❡♠ ❬❑♦❢✸✺✱ ❑ö❤✷✾✱ ▲✐✵✵❪✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛✉t❤♦rs ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t

t❤❡s❡ ✜rst st❡♣s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛♥② ❧❡❛r♥✐♥❣ ♦r ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❚❤✉s✱ ✐t

s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ t❤✐♥❦ t❤❛t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❝❛♥ r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❙♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❞♦♥❡ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ●❡st❛❧t ♣r✐♥❝✐♣❧❡s

✐♥t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ s❡tt✐♥❣ ❬❉▼▼✵✹❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❬❉▼▼✵✹❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t

❣r♦✉♣✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢❛❝❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ●❡st❛❧t

t❤❡♦r②✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡♠✐♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t❤❡

♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ✇♦r❦✳

✶✳✶✳✷ ❍✐st♦r② ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s

■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❜❡❣✐♥s t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✷✵s ❢♦r s❡♥❞✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ❆t❧❛♥t✐❝ s❡❛

t❤r♦✉❣❤ ✉♥❞❡r✇❛t❡r ❝❛❜❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ❛❜♦✉t ♦♥❡ ✇❡❡❦

❛♥❞ st✐❧❧ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❜❡ ♣♦♣✉❧❛r✐③❡❞✳ ▲❛t❡r✱ ❍✳●✳ ❇❛rt❤♦❧♦♠❡✇

❛♥❞ ▼✳❉✳ ▼❝❋❛r❧❛♥❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤✐s ❞✉r❛t✐♦♥ t♦ ❛❜♦✉t t❤r❡❡ ❤♦✉rs ❜② ❝♦♠♣r❡ss✐♥❣ ❞❛t❛

❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❡✈♦❧✈❡ ❛♥②♠♦r❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✇♦r❧❞ ✇❛r✳ ❚❤❡ tr✉❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥❧② ❜❡❣✐♥s ✐♥ t❤❡ ✻✵s ❞✉❡ t♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡s ✐♥

❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♠✐♥✐❛t✉r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ❛❞✈❡rt✐s✐♥❣✱

❡♥t❡rt❛✐♥♠❡♥t✱ ❤❡❛❧t❤✱ ❛r♠②✱ ✐♥❞✉str②✱ s❡❝✉r✐t②✱ ❡t❝✳

❚❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧② ❜❡❣✐♥s t♦ ❜❡ r❡❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✻✵s✴✼✵s ❧❡❛❞✲

✶✻



■♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ◆✳ ▲❡r♠é

✐♥❣ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts✳ ■❢ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s ♥❛t✉r❛❧❧② ❦♥♦✇ ❤♦✇ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♦❜❥❡❝ts ✐♥

❛♥ ✐♠❛❣❡✱ ✐t ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✐t✳ ❆ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞♦ ♥♦t ♣♦ss❡ss

♥❡✐t❤❡r ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♥♦r ❛ ✇❛② t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t ✐s ✈❛❧✐❞ ♦r

♥♦t✳ ❙❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧✐❞

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❡①✐st ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✧❣♦♦❞✧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t♦ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ✐❧❧✲♣♦s❡❞✿ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✐t ❞♦❡s

♥♦t ❡①✐st ❛♥❞✴♦r ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞✴♦r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♦♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳ ❚♦ ♦❜✲

t❛✐♥ ❛ ✇❡❧❧✲♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♠❛❣❡s

✈❛r② s♠♦♦t❤❧② ✇✐t❤✐♥ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❝r♦ss ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥t

t♦ ♥♦t❡ ✐s t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥t♦✉rs✿ ❛ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐ts ❝♦♥t♦✉rs

✇❤✐❧❡ ❛ ❝♦♥t♦✉r ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t r❡❣✐♦♥s✳ ❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡

❡①♣❧♦✐t❡❞ t❤✐s ❞✉❛❧✐t② ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞

❛♥❞ ❝♦♥t♦✉r✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❈♦♥t♦✉r✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s s❡❛r❝❤ ❢♦r ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ t❤❡

✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ st❡♣s✿ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤r❡s❤♦❧❞✲

✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❊❛r❧✐❡st ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ✜♥❞✐♥❣

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✉s❡❞ s♠❛❧❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛s❦s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✜rst ❬❘♦❜✻✺✱ Pr❡✼✵✱ ❙♦❜✼✵❪ ❛♥❞

s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❬▼❍✽✵❪✳ ●❛✉ss✐❛♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢

❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜✉t r❡❞✉❝❡❞ t❤❡✐r ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ❈❛♥♥② ❬❈❛♥✽✻❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤r❡❡

❝r✐t❡r✐❛ t❤❛t ❛♥ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r ♠✉st s❛t✐s❢②✿ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❧♦❝❛❧✐③❛✲

t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡ r❡s♣♦♥s❡ ♣❡r ❡❞❣❡✳ ❚❤❡s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ t❤❡♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ❜❡st ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡

❣❡♥❡r❛❧❧② ❦❡♣t ❜② ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♦r ❤②st❡r②s✐s t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦♥ ❡❞❣❡s ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳

■♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛ss✐❣♥ ❛ ❧❛❜❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧

s✉❝❤ t❤❛t ♣✐①❡❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧ s❤❛r❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦❧♦r✱ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

t❡①t✉r❡✱ ♠♦t✐♦♥✱ ♣r♦①✐♠✐t②✱ ❝♦♥✈❡①✐t②✱ ❡t❝✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛❜❡❧s ✐s t✇♦✱

t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❛s❦ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ♦♥ ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s

r❡❢❡r❡❞ ❛s ❜✐♥❛r② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛❜❡❧s ✐s ❧❛r❣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ✐t

❛s ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✳
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◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❘❡❣✐♦♥✲♠❡r❣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬❇❋✼✵✱ P❛✈✼✷❪✳

❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦❝❡❡❞ ❜② ❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛❞❥❛❝❡♥t r❡❣✐♦♥s ✐♥t♦ ❧❛r❣❡r ♦♥❡s

✉♥t✐❧ s♦♠❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❇r✐❝❡ ❛♥❞ ❋❡♥❡♠❛ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝r✐t❡r✐♦♥ ❬❇❋✼✵❪✿ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❧♦✇ ❥✉♠♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥

❜♦r❞❡r✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❜❡❧♦♥❣

t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐♦♥✳ ❆ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② P❛✈❧✐❞✐s ❬P❛✈✼✷❪✿ t✇♦ r❡❣✐♦♥s

❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ✐❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣r♦✉♣❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐s ❧❡ss t❤❛♥ s♦♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❚❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧✳ ▲❛t❡r✱ ❇❡❛✉❧✐❡✉ ❛♥❞ ●♦❧❞❜❡r❣ ✐♠♣r♦✈❡

t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬❇●✽✾❪✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞s

❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✇❤♦s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣r♦✉♣❡❞ r❡❣✐♦♥s ♠✐♥✉s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡

✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ❢✉s❡ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞

♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❍♦r♦✇✐t③ ❛♥❞ P❛✈❧✐❞✐s ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛

❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥✲❣r♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❍P✼✻❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛ ♣✐①❡❧ x ∈ (Ω ⊂ Z
d) t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ f(x) ❛♥❞ ❛

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ N ⊂ (Ω × Ω) ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ Ω✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ N ❝♦♥s✐sts

♦❢ ♣✐①❡❧ ♣❛✐rs ✇✐t❤ ✉♥✐t ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s X ⊂ Ω ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐❢

❢♦r ❛♥② ♣✐①❡❧ ♣❛✐r (p1, pn) ∈ (X ×X)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ (pi, pi+1) ∈ N ✱ ∀i ∈ {1, . . . , n− 1}✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡t Ω ⊂ Z
d ❜❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ f(x) t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡❛❝❤

x ∈ Ω t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ f(x)✳ ■❢ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t ♦❢ Ω✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ Ω ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Ω ✐♥ n s✉❜s❡ts {R1, . . . , Rn} s✉❝❤ t❤❛t

• Ω =
⋃n

i=1 Ri ❛♥❞ Ri ∩ Rj = ∅✱ ∀i, j ∈ {1, . . . , n}✱ i 6= j✱ ✭✐✳❡✳ {R1, . . . , Rn} ✐s ❛

♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ Ω✮✱

• Ri ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ∀i ∈ {1, . . . , n} ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✮✮✱

• P (Ri) = tr✉❡✱ ∀i ∈ {1, . . . , n}✱

• ∀i, j ∈ {1, . . . , n} s✳t✳ i 6= j✱ Ri ✐s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ Rj ⇒ P (Ri ∪Rj) = ❢❛❧s❡✳

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❡st✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ t❤❡ s❡ts Ri ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣♦s❡

t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡

✐♥t♦ ❛ s❡t ♦❢ ✧❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✧ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ P ✮ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷

✶✽



■♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ◆✳ ▲❡r♠é

❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♦♥❡

❛♥❞ ♦♥❧② ♦♥❡ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥t✐♥✉❡s

✉♥t✐❧ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦❝❡ss❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♠♣❧②

t❤❛t ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛

♠❛①✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢✉s✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s ♠✉st

❜❡ ♥♦♥✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s n r❡♠❛✐♥s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✳ ◆♦t✐❝❡

❛❧s♦ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❡①✐st ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡ P ✳

❆❧t❤♦✉❣❤ r❡❣✐♦♥✲❣r♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❝❤✐❡✈❡ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐♠❛❣❡s✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❞♦ ♥♦t ♦✛❡r ❛♥② ♠❡❛♥s t♦ r❡❣✉❧❛r✐③❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ❧✐❦❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞✴♦r ❝✉r✈❛t✉r❡ ❬P❛✈✼✷✱ ❇●✽✾❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✐s

s♦♠❡✇❤❛t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❦✐♥❞ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t ❛♥s✇❡r t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦✱ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭❣❡♥❡r❛❧❧② ♠❡❛s✉r✐♥❣ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ r❡✲

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r✮✱ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♠✐♥✐♠✐③❡rs ♦❢ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳ ▼♦❞❡r♥

❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠♦st❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞

❞❛t❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✶✾✽✵s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s ✐s t♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛✐♥

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♠♦st ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ✇♦r❦ ♦♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ Ω✱ ❛♥ ♦♣❡♥ s✉❜s❡t ♦❢ R
d ✭d > 0✮ ❛s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠❛❣❡

g : Ω → R ✇❤❡r❡ g(x) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣✐①❡❧ x ∈ Ω ✐♥ g✳ ❆ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ g ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❛✐r (u,K) ✇❤❡r❡ u : Ω → R ✐s s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ g ❛♥❞ K ❞❡♥♦t❡s

t❤❡ s❡t ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ u✳ ■♥ ❛ ❢♦✉♥❞✐♥❣ ♣❛♣❡r ❬▼❙✽✾❪✱ ▼✉♠❢♦r❞ ❛♥❞ ❙❤❛❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡

❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛✐♠✐♥❣ ❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ❜② ♣✐❡❝❡✇✐s❡ s♠♦♦t❤

❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♠♦♥❣ ❡✈❡r② ❡❞❣❡ s❡t K ❛♥❞ ❡✈❡r② s❡❣♠❡♥t❡❞ ✐♠❛❣❡

u

E(u,K) = α0L(K) + α1

∫

Ω\K

|∇u|2dx

︸ ︷︷ ︸

❘❡❣✉❧❛r✐t②

+

∫

Ω

(u− g)2dx

︸ ︷︷ ︸

❉❛t❛ ✜❞❡❧✐t②

, ✭✶✮

✇❤❡r❡ α0, α1 ∈ R
2 ❛r❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ L(K) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

K✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐♥ ✭✶✮ ✐♠♣♦s❡s r❡❣✉❧❛r✐t② ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s K✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡

❛❧s♦ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t u ✈❛r✐❡s s♠♦♦t❤❧② ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ❡①❝❡♣t ❛t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st

✶✾



◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡ ✭❧❡❢t✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✬s

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✷✮✳ ❖❜s❡r✈❡ ❤♦✇ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦

t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧ ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮✳

♦♥❡ ❡♥s✉r❡s ♣r♦①✐♠✐t② ❜❡t✇❡❡♥ u ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❛t❛ g✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✭✶✮ s♦♠❡t✐♠❡s

r❡❢❡rs ❛s t❤❡ ✧♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤✧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✳

❲❤✐❧❡ ❣♦♦❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❢r♦♠ ✭✶✮✱ ✐ts ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❝♦♠♣❧❡①

❛♥❞ ✐s ♥♦t ❡❛s✐❧② ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t u ✐s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t

❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐♥ ✭✶✮ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ Ω ❛s ❛

♣❛rt✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ Ω = ∪iΩi ❛♥❞ Ωi ∩ Ωj = ∅✱ ∀i, j ∈ {1, . . . , n}✱ i 6= j✳ ❚❤❡♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t

u ✐s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s n ✐s ✜♥✐t❡ ✐♥ u✱ ✭✶✮ ❝❛♥ ❜❡

r❡✇r✐tt❡♥ ❛s

E(K) = α0L(K) +
n∑

i=1

αi

∫

Ωi

(u(x)− ūi)
2dx, ✭✷✮

✇❤❡r❡ ūi =

∫
Ωi

g(x)dx
∫
Ωi

dx
✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ r❡❣✐♦♥ Ωi ❛♥❞ αi ∈ R

+ ❛r❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

∀i ∈ {0, . . . , n}✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✬♯✬ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❛ s❡t✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❲❤❡♥ n = 2✱ ❈❤❛♥ ❛♥❞ ❱❡s❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❧❡✈❡❧✲s❡t

♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❬❖❙✽✽❪✮ ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✮ ❬❈❱✵✶❪✳

❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ③❡r♦ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♦❢ ❛

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ φ : Ω → R✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✷✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ φ(.)✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♠♦♥❣

❡✈❡r② ❧❡✈❡❧✲s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ φ(.) ❛♥❞ ❡✈❡r② ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ū1 ❛♥❞ ū2 t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜✐♥❛r②

✷✵



■♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❤✐st♦r② ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ◆✳ ▲❡r♠é

♣r♦❜❧❡♠

∫

Ω

(|∇H(φ)|+ λ[H(φ)(ū1 − g(x))2 + (1−H(φ))(ū2 − g(x))2])dx, ✭✸✮

✇❤❡r❡ λ ∈ R
+ ✐s ❛ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ H : R → R ✐s t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

H(x) = 0 ✐❢ x < 0 ❛♥❞H(x) = 1 ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ ❬❈❱✵✶❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✸✮ ✉s✐♥❣ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭P❉❊✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✉♥t✐❧ st❛❜✐❧✐t②✿

✶✳ ❖❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣✉❡ss ♦❢ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ū1 ❛♥❞ ū2✳

✷✳ ❋✐① ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ū1✱ ū2 ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✭✸✮ ♦✈❡r φ✳

✸✳ ❋✐① φ(.) ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ū1✱ ū2 ❢r♦♠ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ u✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s✐♥❝❡ ✭✸✮ ✐s ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①✱ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ◆♦t✐❝❡

t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❈❱✵✶❪ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ n > 2 ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣

♠♦r❡ ❧❡✈❡❧✲s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐♦♥s ❬❚❈✵✹❪ ♦r r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞

✉s✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ ❬❇❚✵✽❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ q✉✐❝❦❧② ❣❛✐♥❡❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ✐ts ❛❜✐❧✐t②

t♦ s❡❣♠❡♥t ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❆❧s♦✱ ✐♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲s❡t

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛ ♠❛♥✉❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞ ❝♦♥t♦✉r ♦r ❝✐r❝✉❧❛r s❡❡❞s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞

❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ū1 ❛♥❞ ū2 ❬❈❱✵✶❪ ❜✉t ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞

✐♥ t❤❡ ♣❛st ❬❇❚✵✽❪✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❬❈❱✵✶❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ P❉❊✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s r❡♠❛✐♥ ✈❡r②

♣♦♣✉❧❛r ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t♦♣♦❧♦❣② ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡② ❣❡♥❡r❛❧❧②

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ s✉✛❡r ❢r♦♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳

❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s♣❡❞ ✉♣ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✐♥ t❤❡ st❡♣ ✭✷✮ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❬❇❚✵✽✱ ❩❈P✵✻❪✳ ❬❩❈P✵✻❪ ✐♠♣r♦✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡

♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❬❑❚✵✼❪ ❜❡t✇❡❡♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❬❑❚✵✼❪ s❤♦✇

t❤❛t ❣r❛♣❤ ❝✉ts ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♠❡t❤♦❞s ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ●r❛♣❤ ❝✉ts

❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♠❡t❤♦❞s ❛❧❜❡✐t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧

❣✉❡ss ♦❢ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐s st✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❘❉✵✷❪ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥♦t❤❡r ❇❛②❡s✐❛♥

♠♦❞❡❧ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ n = 2✳ ❚❤❡② ♣✉rs✉❡ t❤❡ ✐ss✉❡s ❛❞r❡ss❡❞ ❜② ❬❈❱✵✶❪

✷✶



◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ Ωi ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡♥s✐t② ūi✱ ∀i ∈ {1, . . . , 2}✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♠♦♥❣ ❡✈❡r②

❡❞❣❡ s❡t K ❛♥❞ ♠❡❛♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ū1 ❛♥❞ ū2

α0L(K) +
2∑

i=1

αi

∫

Ωi

ei(x)dx, ✭✹✮

✇✐t❤

ei(x) =
(u(x)− ūi)

σ2
i

+ log σ2
i ,

✇❤❡r❡ σ2
i ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ Ωi✱ ∀i ∈ {1, 2}✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✭✹✮

✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛s ✐♥ ❬❈❱✵✶❪✳ Pr❡✈✐♦✉s

r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❡①❤❛✉st✐✈❡ s✐♥❝❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛❜✉♥❞❛♥t ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧✐❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛②

✐t ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❆ ❣♦♦❞ ❛tt❡♠♣t ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♠❛❞❡ ✐♥ ❬▲❡❝✵✾❪ ✐♥ t❤❡

♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✿

• ❘❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢

❝♦♥♥❡❝t❡❞ s❡ts ♦❢ ♣✐①❡❧s✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♣❛rt✐t✐♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❧❛✲

❜❡❧s ✭♦r ❝❧❛ss❡s✮ ❛♥❞ ♦❢t❡♥ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ✜rst st❡♣ ✐♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❬▲❡❝✵✾❪✱

t❤❡s❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ s♣❧✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✿ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✱ ❞❡✲

t❡r♠✐♥✐st✐❝✱ ✭♥♦♥✲✮♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ✭♥♦♥✲✮s✉♣❡r✈✐s❡❞✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ♥❡✉r❛❧

♥❡t✇♦r❦s ✭❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞✮✱ ❦✲♠❡❛♥s ❛♥❞ ♠❡❛♥ s❤✐❢t ✭❞❡t❡r♠✐♥✐s✲

t✐❝ ♥♦♥✲s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✮✱ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❙✉♣♣♦rt ❱❡❝t♦r ▼❛❝❤✐♥❡s

✭♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♥♦♥✲♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♠❡t❤♦❞s✮✳

• ❊❞❣❡✲❜❛s❡❞✳ ❯♥❧✐❦❡ r❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s t♦ ❡①tr❛❝t ❛r❡ ❜♦✉♥❞✲

❛r✐❡s s❡♣❛r❛t✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛r❡❛s

❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐♦♥s✳ ■♥ ❬▲❡❝✵✾❪✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❝❤ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s

❞❡r✐✈❛t✐✈❡ s❝❛❧❡✲s♣❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡ts ✭❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s s✉❝❤ ❛s ❜❛♥❞❧❡ts ♦r

❝✉r✈❡❧❡ts✮✳

• ❙tr✉❝t✉r❛❧✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ s❡t ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ❜✉✐❧❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

♦♣❡r❛t♦rs ✭❡✳❣✳ ❡r♦s✐♦♥✱ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥✱ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❡t❝✳✮ ♦r ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧

❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ❲❛t❡rs❤❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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✶✳✷ ◆✳ ▲❡r♠é

• ❙❤❛♣❡✳ ▼❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ t❡♥❞ t♦ ✜♥❞ r❡❣✐♦♥s ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ s❤❛♣❡

❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❙✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ ❬▲❡❝✵✾❪ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s✱ ❧❡✈❡❧✲s❡ts

❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs✳

• ●r❛♣❤ t❤❡♦r②✳ ●r❛♣❤✲❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❛ttr❛❝t❡❞

str♦♥❣ ✐♥t❡r❡st ❢r♦♠ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ■♥ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✐s

♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✳ ◆❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ✇❡✐❣❤t❡❞

❡❞❣❡s ✭❣r❛♣❤s✮ ♦r ❤②♣❡r❡❞❣❡s ✭❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✸✮✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ✜①❡❞ ✐♥

s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦r ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s ♦r r❡❣✐♦♥s ❤❛✈✐♥❣

t❤❡ s❛♠❡ ✈✐s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❜❣r❛♣❤s

✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞✱ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥

❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞

♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

✶✳✷ ●r❛♣❤ ❝✉ts✿ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✶✳✷✳✶ ❍✐st♦r② ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦

❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✇❛s ✜rst ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❜② ●r❡✐❣✱ P♦r✲

t❡♦✉s ❛♥❞ ❙❡❤❡✉❧t ✐♥ ❬●P❙✽✾❪✳ ❚❤❡✐r ♣r✐♠❛r② ✐♥t❡r❡st ✇❛s ✐♥ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮✱ s✉❝❤ ❛s ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✲

✐♥❣ ✭❙❆✮✳ ■♥ t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♠❛❣❡ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ t❤❡② s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t❤❡

▼❆P ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❛❝t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤

❛ ❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ t✇♦ t❡r♠✐♥❛❧s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡♠♦✈❡s ❛♥② q✉❡s✲

t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ❙❆ ♦r ■t❡r❛t❡❞ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧

▼♦❞❡s ✭■❈▼✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛

♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇✴♠✐♥✐♠✉♠✲❝✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡♥✱ ❣r❛♣❤ ❝✉ts st❛②❡❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s❝❡♥❡s ❞✉r✐♥❣ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ❞❡❝❛❞❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞

s❝♦♣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❬●P❙✽✾❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧②

✸❆ s✉r✈❡② ♦♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s ✐♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬❇❈❆❪✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤②♣❡r❣r❛♣❤s

❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❝❡r❡❜r❛❧ t✐ss✉❡s ✐s ♥♦t❛❜❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬❘❈▼✵✺❜✱ ❘❈▼✵✺❛❪✳

✷✸



◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬●P❙✽✾❪ t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s

❡①❝❡ss✐✈❡ t✐♠❡ ②❡t ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡r t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

■♥ ✶✾✾✽✱ ❘♦② ❛♥❞ ❈♦① r❡❧❛✉♥❝❤❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❢♦r ❣❧♦❜❛❧❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡

◆✲❝❛♠❡r❛ st❡r❡♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ O(n2d2log(nd))✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♣✐①❡❧s ❛♥❞ d ✐s t❤❡ ❞❡♣t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇

♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ t✇♦ t❡r♠✐♥❛❧s ✐s ❜✉✐❧t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛

st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❘❈✾✽❪✳ ❖♥❝❡ s♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✲❝✉t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ②✐❡❧❞s ❛ ❞✐s♣❛r✐t② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ❛t ♦♥❝❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ②❡❛rs ②✐❡❧❞ str♦♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❬❑❩✵✹✱ ■●✾✾✱ ■s❤✵✸❪ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲

❧❛❜❡❧s ❝❛s❡✳ ❆❧r❡❛❞② ✐♥ ✶✾✾✾✱ ■s❤✐❦❛✇❛ ❜♦t❤ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐✲

♠✐③❡❞ ❜② ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❛r❡ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❞✐❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s r❡st❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ♠❛♥♥❡r ✐♥ ❬■s❤✵✸❪✳ ❇✉t ♠♦st❧②✱ ❣r❛♣❤ ❝✉ts r❡❛❧❧②

❣❛✐♥❡❞ ♣♦♣✉❧❛r✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢❛st ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❑❩✵✹❪ ❛♥❞

❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s ❤❡✉r✐st✐❝s ❬❇❱❩✾✾❪✱ ❜♦t❤ ♠❛❦✐♥❣ ♥❡❛r r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❛

✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ s✉❝❤ ❛s ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ ✐♠✲

❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇✱ st❡r❡♦✈✐s✐♦♥✱ ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❡①t✉r❡ s②♥t❤❡s✐s✱

❡t❝ ✹✳ ❚❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t♦ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜✐♥❛r② ♣r♦❜❧❡♠s✱

✉s✉❛❧❧② ②✐❡❧❞✐♥❣ ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❬❇❱❩✾✾❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❬▲❡❝✵✾❪ ♦♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜② ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞♦♠❛✐♥ s✉❝❤ ❛s ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❈✉ts ❬❙▼✵✵❪✱ ❘❛♥❞♦♠ ❲❛❧❦❡r ❬●❋▲✵✹❪ ❛♥❞ P♦✇❡r

❲❛t❡rs❤❡❞s ❬❈●◆❚✵✾❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ s♠❛❧❧ ❝✉ts ✐♥ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✱ ❙❤✐ ❛♥❞ ▼❛❧✐❦ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛ ❝♦st

❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✲❝✉t ❬❙▼✵✵❪✳ ❋✐rst✱ ❛ ❣r✐❞

❣r❛♣❤ G = (V , E) ✐s ❜✉✐❧t ❛s ✐♥ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥② t❡r♠✐♥❛❧s✳ ❚❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s (A,B) ♦❢ V ✐♥ G ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❛

q✉❛♥t✐t② ✭t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉t✮ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ A ❛♥❞ B

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐ss✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ A ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ B✳ ❋✐♥❞✐♥❣ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝✉t ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧

✹❲❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬❇❑✵✹❪ ❢♦r t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✳

✷✹



●r❛♣❤ ❝✉ts✿ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ◆✳ ▲❡r♠é

✈❛❧✉❡ ❡①❛❝t❧② ✐s ❛♥ ◆P✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡❧❛① ✐t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s

❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❛tr✐① ✐s ❜✉✐❧t ❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐①

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✐s

♣♦ss✐❜❧② s✉❜❞✐✈✐❞❡❞✳

❆s ❬❙▼✵✵❪✱ t❤❡ ❘❛♥❞♦♠ ❲❛❧❦❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬●❋▲✵✹❪ ✐s ❛❧s♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ♦♥ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞

❣r❛♣❤✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✉s❡r ♣r♦✈✐❞❡s K s❡❡❞s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❧❛❜❡❧s ❢♦r t❤❡

✉♥s❡❡❞❡❞ ♥♦❞❡s ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ♣✐①❡❧ t♦ t❤❡ s❡❡❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ s❡♥❞ ❛

r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦❡r✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞

❈✉ts ❬❙▼✵✵❪✳ ❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

t❤❛t ✐t ✜rst r❡❛❝❤❡s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ K s❡❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✉s✱ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ K − 1 ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦

❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❡q✉❛❧s t♦ ♦♥❡✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♠♦✉♥ts

t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♠♦✉♥ts t♦ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡✱

s♣❛rs❡ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥❝❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱

t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ p ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ K ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ p✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦❢ ❬❈●◆❚✵✾❪ ✉♥✐✜❡s t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❘❛♥❞♦♠

❲❛❧❦❡r ❛♥❞ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❣❡♥❡r✲

❛❧✐③❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❧✐♥❦s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛♣❤s ❝✉ts ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ ❢♦r❡sts ❜②

♣r♦✈✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ❝✉ts r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s Ep,q(.) ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘❛♥❞♦♠

❲❛❧❦❡r ❛♥❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✮ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❛♥♥✐♥❣ ❢♦r❡st ❝✉ts ❛s t❤❡ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s

t❡♥❞ t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡

s❡❡❞❡❞✳ Pr♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜rst r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ❛♥❞

♠✐♥✐♠✉♠✲❝✉t ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡♠✳

◆❡①t✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦

❛♥❞ ❞❡t❛✐❧ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳
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◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✶✳✷✳✷ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V , E) ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡s E ⊂ (V × V)

❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s V = P ∪ {s, t} ✇✐t❤ t✇♦ t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s s ❛♥❞ t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

♥❛♠❡❞ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s P ⊂ Z
d ✭d > 0✮ ❛r❡ ❞✐s♣♦s❡❞ ♦♥ ❛

❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣✐①❡❧s✴✈♦①❡❧s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s E r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ♥♦❞❡ p ∈ P ✱

(p, s) 6∈ E ❛♥❞ (t, p) 6∈ E . ✭✺✮

■♥ ✇♦r❞s✱ ♥♦ ❡❞❣❡s ❣♦ ❜❛❝❦ ❢r♦♠ p t♦ s ❛♥❞ ❢r♦♠ t t♦ p ✐♥ G✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ s❡t

♦❢ ❡❞❣❡s E ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts En ❛♥❞ Et ❞❡♥♦t✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♥✲❧✐♥❦s ✭♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

❧✐♥❦s✮ ❛♥❞ t✲❧✐♥❦s ✭t❡r♠✐♥❛❧ ❧✐♥❦s✮✿

En = {(p, q) ∈ E | (p, q) ∈ P2},

Et = {(s, p) ∈ E | p ∈ P}
⋃
{(p, t) ∈ E | p ∈ P}.

✭✻✮

❚♦ ❡①♣r❡ss ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥t❡r❛❝ts

✇✐t❤ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ♥❡❛r❜②✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛♥② ♥♦❞❡ p ∈ V ❜②

σE(p) = {q ∈ V | (p, q) ∈ E ♦r (q, p) ∈ E}, ✭✼✮

❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ G ✇✐t❤ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s②st❡♠ N ⊂ P × P ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣✐①❡❧

♣❛✐rs (p, q) ∈ (P × P) ✐♥ G✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ❛r❡ ✉s❡❞

N0 = {(p, q) ∈ E |
∑d

i=1 |qi − pi| = 1} ♦r,

N1 = {(p, q) ∈ E | |qi − pi| ≤ 1 ∀i{1, . . . , d}},

✇❤❡r❡ pi ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ p ∈ Z
d✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧

❤❛s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✹ ❛♥❞ ✽ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ ✷❉✱ ✻ ❛♥❞ ✷✻ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ ✸❉ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✽ ❛♥❞ ✽✵

♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ ✹❉✱ ❢♦r N0 ❛♥❞ N1 ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✧❝♦♥♥❡❝t✐✈✲

✐t② ✵✧ ❛♥❞ ✧❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ N0 ❛♥❞ N1 ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ c : (V × V) → R
+ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡

t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛♥② ❡❞❣❡ (p, q) ∈ (V × V) ❜②

cp,q ≥ 0.

✷✻
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✽
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ c(.) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥② (p, q) ∈ (V × V)✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s s❡t

cp,q = 0, ✇❤❡♥ (p, q) 6∈ E . ✭✽✮

❉♦✐♥❣ s♦ ♥♦♥✲♥✉❧❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❡①✐st✐♥❣ ❡❞❣❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡✱

✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✭s❡❡ ❬❑❩✵✹❪✮ t❤❛t ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② ❣r✐❞

♥♦❞❡ p ∈ P ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

cs,p 6= 0 ⇒ cp,t = 0. ✭✾✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ t✲❧✐♥❦s ❛♥❞ s❡t ❢♦r ❛❧❧ ❣r✐❞ ♥♦❞❡ p ∈ P

cp = cs,p − cp,t. ✭✶✵✮

■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ s✉❝❤ q✉❛♥t✐t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ✧❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✧ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✳

❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ 3× 2 ❧❛tt✐❝❡✳

❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s r❡❢❡r t♦ ❛s s✲t

❝✉t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✸ ❛♥❞ ✹✱ ❛♥❞

✐s ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭s✲t ❝✉t✮✳ ▲❡t G = (V , E) ❜❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❆♥ s✲t ❝✉t C =

(S, T ) ✐♥ G ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s F ⊂ E s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐♥ G ′ = (V , E \ F )✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣❛t❤

❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ s t♦ t ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ♣r♦♣❡r s✉❜s❡t ♦❢ F ✈❡r✐✜❡s t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ s❡t V ✐s

t❤❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥ts s❡ts S ❛♥❞ T ✭✐✳❡✳ S ∩ T = ∅ ❛♥❞ S ∪ T = V✮ s✉❝❤

t❤❛t ∀p ∈ S ✭r❡s♣✳ T ✮✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❛t❤ ❢r♦♠ s t♦ p ✭r❡s♣✳ ❢r♦♠ p t♦ t✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭s✲t ❝✉t ❡❞❣❡s✮✳ ▲❡t C = (S, T ) ❜❡ ❛♥ s✲t ❝✉t ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤

G✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ❡❞❣❡ (p, q) ∈ E ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s✲t ❝✉t C ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ p ∈ S ❛♥❞

q ∈ T ✳

✷✼
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❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆♥ s✲t ❝✉t ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤♦s❡ ✇❡✐❣❤t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✽✳ ❚❤❡ r❡❞

❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s✲t ❝✉t C s♣❧✐tt✐♥❣ V ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts ♦❢ ♥♦❞❡s S = {s, a, b, d, e}

❛♥❞ T = {c, f, t}✳ ❚❤✉s✱ C ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s {(b, c), (e, f)}✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥ s✲t ❝✉t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❡❞❣❡s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ S t♦ T ✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡

❡❞❣❡ (c, e) ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s✲t ❝✉t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢

❛♥ s✲t ❝✉t C ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ C✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭s✲t ❝✉t ❝❛♣❛❝✐t②✮✳ ▲❡t G = (V , E) ❜❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡

❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛♥ s✲t ❝✉t C ✐♥ G ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧✿

valG(C) =
∑

(p,q)∈(S×T )

cp,q =
∑

(p,q)∈C

cp,q.

❚❤✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❧❡❛❞s ✉s t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✲❝✉t ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ ✜♥❞ ❛♥ s✲t ❝✉t

C∗ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ✐♥ G ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✻✮✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭♠✐♥✐♠✉♠ s✲t ❝✉t✮✳ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠✲❝✉t ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G ✐s ❛♥ s✲t ❝✉t C ♦❢ ♠✐♥✲

✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t✳

❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s❡✈❡r❛❧

♠✐♥✐♠✉♠ s✲t ❝✉ts ❝❛♥ ❝♦✲❡①✐st ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r❛♣❤ G✳

✷✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆ ♠✐♥✐♠✉♠ s✲t ❝✉t C∗ ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ✇❤♦s❡ ✇❡✐❣❤t ✐s ❡q✉❛❧ t♦

✻✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✲t ❝✉t C∗ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s {(b, c), (b, e), (d, e)}✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✲t ❝✉ts ❣r♦✇s q✉✐❝❦❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲

t❡r♠✐♥❛❧ ♥♦❞❡s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 2♯P✮✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✲t ❝✉t

♣r♦❜❧❡♠ ✭♦r ♠✐♥✲❝✉t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❤♦rt✮ ✐s t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠

✭♦r ♠❛①✲✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r s❤♦rt✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡✳ ❇② ❞✉❛❧✐t②✱ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠✲❝✉t ❝❛♥ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬❉❋✺✻✱ ❊❈❙✺✻❪✳ ❚❤✐s ✐s

❛ t②♣✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢t❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤♦r♦✉❣❤❧②

st✉❞✐❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳

❲❡ ♥♦✇ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐ts ❞✉❛❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋✐rst✱

✇❡ ❞❡✜♥❡ ✢♦✇s ❛s ❛♥② ♠❛♣♣✐♥❣ f : (V × V) → R
+✳ ❆ ✢♦✇ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ✐❢ ✐t ❢✉❧✜❧❧s

t❤❡ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ✢♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭✢♦✇✮✳ ▲❡t G = (V , E) ❜❡ ❛ ❣r❛♣❤✳ ❆ ✢♦✇ f ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ✐❢ ✐t s❛t✐s✜❡s

t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥t

0 ≤ fp,q ≤ cp,q, ∀(p, q) ∈ (V × V), ✭✶✶✮

❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② p ∈ V \ {s, t}

∑

q∈σE (p)

fq,p =
∑

q∈σE(p)

fp,q. ✭✶✷✮

❆❣❛✐♥ ✭✽✮ ❛♥❞ ✭✶✶✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t

fp,q = 0, ∀(p, q) 6∈ E . ✭✶✸✮

✷✾



◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

s t

❛ ❜ ❝

❞ ❡ ❢

✹✴✽

✶✴✶✵

✷✴✻

✸✴✾

✸✴✺

✶✴✼

✸✴✸

✶✴✷

✶✴✶

✺✴✼

✷✴✹✶✴✻✶✴✼

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆ ✈❛❧✐❞ ✢♦✇ ♦♥ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ▲❡❢t ♥✉♠❜❡rs ❞❡♥♦t❡ ✢♦✇ ✇❤✐❧❡ r✐❣❤t

♥✉♠❜❡r ❞❡♥♦t❡ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❝❧❛r✐❢② t❤❛t (q, p) ∈ E ✭r❡s♣✳ (p, q) ∈ E✮ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ✭r❡s♣✳

r✐❣❤t✮ ❤❛♥❞ s✐❞❡ s✉♠ ✐♥ ✭✶✷✮✳ ❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ f ✐♥ G ❜② ✺

valG(f) =
∑

p∈σE(s)

fs,p. ✭✶✹✮

❆s ❢♦r ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✱ ✇❡ ❛❧s♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ✢♦✇ ♦♥❧② ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t✲❧✐♥❦s ❢♦r ❛♥②

❣r✐❞ ♥♦❞❡ p ∈ P

fp = fs,p − fp,t. ✭✶✺✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ✢♦✇ f ❛♥❞ ❛♥② S ⊂ V ✱ t❤❡ ✢♦✇ ❡♥t❡r✐♥❣ S ✐s

❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❧❡❛✈✐♥❣ S✿
∑

p∈S
q 6∈S

fq,p =
∑

p∈S
q 6∈S

fp,q. ✭✶✻✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭✾✮✱ ✭✶✶✮ ❛♥❞ ✭✶✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ r❡✇r✐t❡ ✭✶✻✮ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t ❢♦r ❛♥② S ⊂ P

∑

p∈S

fp +
∑

p∈S
q∈P\S

(fq,p − fp,q) = 0. ✭✶✼✮

❆s t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ✢♦✇ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r♦✉t❡❞ ❢r♦♠ s t♦ t ✐♥ G ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭▼❛①✐♠✉♠✲✢♦✇✮✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ G ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ✢♦✇ ♦❢ ♠❛①✲

✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡✳

✺◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ s✲t ❝✉t ✈❛❧✉❡ ✐♥ G✳ ❚❤✐s ❛❜✉s❡ ♦❢

♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ♦♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥t❡①t✳
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s t

❛ ❜ ❝

❞ ❡ ❢

✺✴✽

✶✴✶✵

✷✴✻

✹✴✾

✹✴✺

✶✴✼

✸✴✸

✷✴✷

✶✴✶

✻✴✼

✷✴✹✶✴✻✶✴✼

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❆ ♠❛①✲✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ ♠❛①✲✢♦✇ r❡❛❝❤❡❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳ ❙❛t✉r❛t❡❞ ❡❞❣❡s

❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✳ ❘❡❞ ♥♦❞❡s r❡❢❡r t♦ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞

❢r♦♠ s ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❣r❛♣❤ Gf ✇❤❡r❡❛s ❜❧✉❡ ♥♦❞❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ❣r❛♣❤✳ ▲❡❢t ♥✉♠❜❡rs ❞❡♥♦t❡ ✢♦✇ ✇❤✐❧❡ r✐❣❤t ♥✉♠❜❡r ❞❡♥♦t❡ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✈❛❧✐❞ ✢♦✇ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❛ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ✢♦✇ s✐♥❝❡ s♦♠❡ ✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ r♦✉t❡❞ ②❡t ❢r♦♠ s t♦ t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❉❛♥t③✐❣ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ❬❉❋✺✻❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❊❧✐❛s✱ ❋❡✐♥st❡✐♥ ❛♥❞

❙❤❛♥♥♦♥ ❬❊❈❙✺✻❪ ❡st❛❜❧✐s❤❡s t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ♣r♦❜✲

❧❡♠s ✻✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✭♠✐♥✲❝✉t ❛♥❞ ♠❛①✲✢♦✇ ❞✉❛❧✐t② ❬❉❋✺✻✱ ❊❈❙✺✻❪✮✳ ▲❡t G ❜❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞

❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ✐♥ G ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛♥② s✲t ❝✉t

❞✐✈✐❞✐♥❣ V ✐♥t♦ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts S ❛♥❞ T ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

max
f∈F

valG(f) = min
C∈K

valG(C),

✇❤❡r❡ F ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✢♦✇s ✐♥ G ❛♥❞ K t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ s✲t ❝✉ts ✐♥ G✳

■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣

t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ✴ ♠✐♥✲❝✉t ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✻◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡❞❣❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ C∗ ❛r❡ ❛❧❧ s❛t✉r❛t❡❞ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❡①✐st s♦♠❡ s❛t✉r❛t❡❞ ❡❞❣❡s ✇❤✐❝❤

❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ C∗✳
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✶✳✷✳✸ ▼❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❚❤❡ ♣❛st ✜✈❡ ❞❡❝❛❞❡s ❤❛✈❡ ✇✐t♥❡ss❡❞ ♣r♦❧✐✜❝ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡

♠❛①✲✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

❢❡❛s✐❜❧❡✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♣r❡✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■♥ t❤❡ s✉❜s❡✲

q✉❡♥t✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✶✳✷✳✸✳✶ ❋❡❛s✐❜❧❡✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛♥ s✲t ♣❛t❤ ❢r♦♠ s t♦ t ✐♥ G ❜② φG = ((s, p0), (p0, p1), . . . , (pl−1, pl), (pl, t))✱

✇❤❡r❡ (pi, pi+1) ∈ E ✱ ∀i ∈ {0, . . . , l − 1} ❛♥❞ (s, p0), (pl, t) ∈ E
2✳ ❲❡ s❛② t❤❛t ❛♥ ❡❞❣❡

(p, q) ∈ (V × V) ✐s s❛t✉r❛t❡❞ ✐❢ fp,q = cp,q✳ ❆♥❞ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❛♥ s✲t ♣❛t❤ φG ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡

❛♥ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤ ✐❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ❛r❡ ♥♦♥✲s❛t✉r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✐t ✐♥ G✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❢❡❛s✐❜❧❡✲✢♦✇

❛❧❣♦r✐t❤♠s t②♣✐❝❛❧❧② ✇♦r❦ ❜② ♣✉s❤✐♥❣ ✢♦✇ f ❛❧♦♥❣ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤s ✐♥ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❣r❛♣❤

Gf ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✮ ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❲❤❡♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥

♦❝❝✉rs✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ f r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❘❡s✐❞✉❛❧ ❣r❛♣❤✮✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ ✈❛❧✐❞ ✢♦✇ ✐♥ G = (V , E)✳ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧

❣r❛♣❤ Gf = (V , Ef ) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇ f ✐♥ G ✐s ❜✉✐❧t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ∀(p, q) ∈ (V × V)✿

• ■❢ fp,q < cp,q✱ (p, q) ∈ Ef ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② cfp,q = cp,q − fp,q✳

• ■❢ fp,q > 0✱ (q, p) ∈ Ef ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② cfq,p = fp,q✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❆ ✈❛❧✐❞ ✢♦✇ f ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤ G ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠✲✢♦✇ ✈❛❧✉❡ valG(f) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤s φGf
✐♥ Gf ✳

❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞✉s ♦♣❡r❛♥❞✐ ♦❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✭s❡❡ ❆❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✶✮✿ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ s❡t f(u) = 0 ∀u ∈ E ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ Gf ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ Gf ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛s G✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t Gf

❝❛♥ ❤❛✈❡ ❡❞❣❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ G✳ ❚❤❡♥✱ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛tt❡♠♣ts

t♦ ✜♥❞ ❛ ♥❡✇ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤ φGf
❢r♦♠ s t♦ t ✐♥ Gf ✳ ■❢ s♦✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣✉s❤❡❞ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ∆f✮ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❛♣❛❝✐t②

❛❧♦♥❣ t❤✐s ♣❛t❤✳ ❚❤❡♥✱ r❡s✐❞✉❛❧ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦♥ t❤✐s ♣❛t❤ ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✐t② ∆f ♦♥
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s t

❛ ❜ ❝

❞ ❡ ❢

✸

✺

✾

✶

✹

✷

✺

✹

✶

✹

✻✶

✸

✷

✶

✶

✻

✷ ✷
✺

✶

✻

✶

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳

❢♦r✇❛r❞ ❡❞❣❡s ✭❡❞❣❡s ♦r✐❡♥t❡❞ ❢r♦♠ s t♦ t✮ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ∆f ♦♥ r❡✈❡rs❡ ❡❞❣❡s ✭❡❞❣❡s

♦r✐❡♥t❡❞ ❢r♦♠ t t♦ s✮✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ♣❛t❤ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r

❛♥ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤ s✐♥❝❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❡❞❣❡ ❜❡❝♦♠❡s s❛t✉r❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✐t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡

t♦t❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✢♦✇ f ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛ q✉❛♥t✐t② ∆f ✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t❡s ✉♥t✐❧ ♥♦ ♠♦r❡

❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ Gf ✳ ❚❤✉s✱ ❛ ✢♦✇ f ∗ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧

♣❛t❤s φGf
♣♦ss❡ss ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s❛t✉r❛t❡❞ ❡❞❣❡ ✐♥ Gf ✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ S ❛♥❞ T

❝❛♥ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ f ∗✱ ❛s S ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞

❢r♦♠ t❡r♠✐♥❛❧ s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❋❡❛s✐❜❧❡✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥♣✉ts✿ ❆ ❣r❛♣❤ G = (V , E) ✇✐t❤ t✇♦ t❡r♠✐♥❛❧s s ❛♥❞ t✳
❖✉t♣✉ts✿ f ∗

✶✳ f(u)← 0✱ ∀u ∈ E
✷✳ ✇❤✐❧❡ ∃ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤ φGf

✐♥ Gf ❞♦
✸✳ ∆f ← min {cfi,j | (i, j) ∈ φGf

}
✹✳ ✉♣❞❛t❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❣r❛♣❤ Gf
✺✳ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ∆f ✉♥✐ts t❤❡ ✢♦✇ ♦♥ E
✻✳ ❡♥❞✇❤✐❧❡
✼✳ r❡t✉r♥ ❢

❍♦✇❡✈❡r✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦ s❡❧❡❝t ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡

r❡s✐❞✉❛❧ ❣r❛♣❤ Gf ✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤✐s ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t✐♠❡

❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♠❛①✲✢♦✇✴♠✐♥✲❝✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ♣❛t❤s ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡✇❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡s ✭s❤♦rt❡st ♣❛t❤s✮ ♦r

❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❝❛♣❛❝✐t② ✭❢❛tt❡st ♣❛t❤s✮✳ ❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ ❋♦r❞ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥

✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ s❡❧❡❝t ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤s ✇❤♦s❡
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◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(♯V♯EU)✱ ✇❤❡r❡ U ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ G ❬❋❋✺✻❪✳ ❆s

❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ U = 2♯V ✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❡❝♦♠❡s O(♯V♯E2♯V)✱ ✐✳❡✳ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦✈❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

▲❛t❡r✱ ❊❞♠♦♥❞s ❛♥❞ ❑❛r♣ ❬❊❑✼✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✭str♦♥❣❧②✮ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t② O(♯V♯E2)✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❡r❢♦r♠s ❇r❡❛❞t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❇❋❙✮ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡

s❤♦rt❡st ♣❛t❤s ❢r♦♠ s t♦ t ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❣r❛♣❤ Gf ✳ ❉✐♥✐❝ ❬❉✐♥✼✵❪ ❧♦✇❡rs t❤✐s t✐♠❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t② t♦ O(♯V2♯E) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣❛t❤s ♦❢ ❛ ❧❡♥❣t❤ k ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

st❛rts ❛❣❛✐♥ ❛ ❇❋❙ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k + 1✳

■❞❡❛❧❧②✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ s❤♦rt❡st ❛♥❞ ❢❛tt❡st ♣❛t❤s✿ ✇❤✐❧❡ ✇❡

✇❛♥t ❛ s❤♦rt ♣❛t❤ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ s✐♥❦ q✉✐❝❦❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ s❡♥❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡

✢♦✇ ❛❧♦♥❣ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ ❢r♦♠ s t♦ t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡

✐s ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❛♣❛❝✐t② s❝❛❧✐♥❣ ♦✛❡rs ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ ✧♠❛①✐♠✉♠

❝❛♣❛❝✐t②✧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ ✐t ❢♦r ❛ ✧s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❝❛♣❛❝✐t②✧ ✐♥st❡❛❞✳ ❚❤❡ ❝❛✲

♣❛❝✐t② s❝❛❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❊❑✼✷✱ ❉✐♥✼✵❪ s✉❣❣❡sts t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤s

❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♣❛t❤s ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ s♦♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤✉s✱ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦❛rs❡r s❝❛❧❡s ❢♦❝✉s

♦♥ ❤✐❣❤❡r ❝❛♣❛❝✐t② ♣❛t❤s ✇❤❡r❡❛s ❧❛t❡r ✜♥❡r s❝❛❧❡s ❤❛♥❞❧❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧♦✇❡r ❝❛♣❛❝✐t② ♣❛t❤s✳

❙❡❧❡❝t✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ s❡t ♦❢ s❝❛❧❡s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ✐t ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣

t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ ❬❏❇✵✼❪✱ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❡r✐❡s ♦❢ t❤r❡s❤♦❧❞s ❧✐❦❡ A = {2logU , . . . , 2k, 1, 0}

✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬❇❑✵✹❪✳ ❚❤❡② ♦❜t❛✐♥

❛ ✇❡❛❦❧② t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(♯E2♯V2log(U)) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ O(♯E2♯V2 valG(f
∗)) ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts s✉❣❣❡st t❤❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✜rst ❝♦❛rs❡ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♦❢ ❣♦♦❞

q✉❛❧✐t② ✇❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❛ ♣r✐♦r✐t②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛rs r♦❜✉st t♦

♥♦✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♣r♦❜❛❜❧② ✐♠♣❛❝ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❜✉t ✐s s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ♥❡✈❡r ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ▲❛st❧②✱ ❝❛♣❛❝✐t② s❝❛❧✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ✇❡❧❧ t♦ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t

♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s ♣r❡✢♦✇✲♣✉s❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬●❚✽✽❪ ♦r ♣s❡✉❞♦✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬❍♦❝✾✽❪✳

❇♦②❦♦✈✲❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k+1 ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤

❛s s♦♦♥ ❛s t❤♦s❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k ❛r❡ ❛❧❧ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉✐♥✐❝✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❉✐♥✼✵❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
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●r❛♣❤ ❝✉ts✿ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ◆✳ ▲❡r♠é

✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ ●r❛♣❤✐❝s✱ ❛ ❇❋❙ ✐♠♣❧✐❡s t♦ s❝❛♥ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❛❧❧② t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ✈❡r② ❝♦st❧② ✐❢ ✐t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞

t♦♦ ♦❢t❡♥✳

❋r♦♠ ❤❡r❡✱ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇❑✵✹❪ ✼ ✇❤✐❝❤

♠❛✐♥t❛✐♥s t✇♦ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ A ❛♥❞ B tr❡❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r♦♦t❡❞ ❛t t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡

s✐♥❦✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡s❡ tr❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛❝t✐✈❡ ♦r ♣❛ss✐✈❡✳ P❛ss✐✈❡ ♥♦❞❡s r❡♣r❡s❡♥t

t❤❡ ❧❡❛✈❡s ♦❢ t❤❡ tr❡❡✳ ❖t❤❡r ♥♦❞❡s ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢r❡❡✳ ❲❡ ✇❛♥t ❛❧s♦ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t

t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬▼✉r✵✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❛✐♥❡❞

♣♦♣✉❧❛r✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❇❑✵✹❪ ✐♥

t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ st❛❣❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✱ s❡❛r❝❤ tr❡❡s A ❛♥❞ B

❣r♦✇ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② ❛❝q✉✐r✐♥❣ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛❧♦♥❣ ♥♦♥✲s❛t✉r❛t❡❞ ❡❞❣❡s✱ ✉♥t✐❧ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣

♣❛t❤ ✐s ❢♦✉♥❞ ✭❣r♦✇✐♥❣ st❛❣❡✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ♣✉s❤❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤✐s ♣❛t❤ ✭❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥

st❛❣❡✮✳ ❆❢t❡r t❤✐s st❛❣❡✱ s❡❛r❝❤ tr❡❡s ❛r❡ ❜r♦❦❡♥ ✐♥t♦ ❢♦r❡sts ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ♥♦❞❡s ✭♦r♣❤❛♥s✮✱

❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡✐r ♣❛r❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣

❛ ♥❡✇ ✈❛❧✐❞ ♣❛r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ ♦r♣❤❛♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡ ✭❛❞♦♣t✐♦♥ st❛❣❡✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✐t❡r❛t❡s t❤❡s❡ st❡♣s ✉♥t✐❧ s❡❛r❝❤ tr❡❡s ❝❛♥♥♦t ❣r♦✇ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♦♥❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②

s❛t✉r❛t❡❞ ❡❞❣❡s✳

❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❇❑✵✹❪ ✐s O(♯E♯V2 valG(f
∗))✳ ❲❤✐❧❡

❤❛✈✐♥❣ ❛ ✇♦rs❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛♥ ❬❉✐♥✼✵❪✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❡♠✲

♣✐r✐❝❛❧❧② ♦t❤❡r st❛♥❞❛r❞ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❉✐♥✐❝✬s ❬❉✐♥✼✵❪ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞

♦t❤❡r ♣✉s❤✲r❡❧❛❜❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✮ ♦♥ t②♣✐❝❛❧ ✈✐s✐♦♥ ❣r❛♣❤s ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡❛r r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬❇❑✵✹❪✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡s ♦♥ ❞❡♥s❡r ✭❧❛r❣❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✮ ❣r✐❞ ❣r❛♣❤s ❬❇❑✵✹❪ ❛♥❞ ✇❤❡♥

♠♦✈✐♥❣ ❢r♦♠ ✷❉ t♦ ✸❉ ❛♥❞ ✸❉✰t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

✼❆♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉✴P❡♦♣❧❡✴✈♥❦✴s♦❢t✇❛r❡✳❤t♠❧✳
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◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❛r❝❤ tr❡❡s A ✭r❡❞✮ ❛♥❞ B ✭❜❧✉❡✮ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣

st❛❣❡ ✇❤❡♥ ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤ ✭②❡❧❧♦✇ ❧✐♥❡✮ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ✧❆✧ ❛♥❞ ✧❇✧ ❧❛❜❡❧s r❡s♣✳ st❛♥❞ ❢♦r

❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♣❛ss✐✈❡ ♥♦❞❡s✳ ❋r❡❡ ♥♦❞❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❬❇❑✵✹❪✳

✶✳✷✳✸✳✷ Pr❡✢♦✇✲♣✉s❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

■♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●♦❧❞❜❡r❣ ❛♥❞ ❚❛r❥❛♥ ✐♥ ❬●❚✽✽❪✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✢♦✇✲♣✉s❤

✭♦r ♣✉s❤✲r❡❧❛❜❡❧✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞✐✛❡rs ❛ ❧♦t ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✲✢♦✇ ♦♥❡s✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱

s✉❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ✢♦✇ ✭❝❛❧❧❡❞ ♣r❡✢♦✇✮ t❤❛t ♠❛② ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✢♦✇ ✐♥t♦ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ s ❛♥❞ t ❜②

♣❡r♠✐tt✐♥❣ ❡①❝❡ss❡s ✭♠♦r❡ ✐♥✢♦✇ t❤❛♥ ♦✉t✢♦✇✮✳ ❙♦♠❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ✐❢ t❤❡

❡①❝❡ss ♦❢ ✢♦✇ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳

❆ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐♥❦

❛❧♦♥❣ ♥♦♥✲s❛t✉r❛t❡❞ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s t♦ ♣✉s❤ t❤❡ ❡①❝❡ss ♦❢ ✢♦✇ t♦✇❛r❞s t❤❡

♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s❤♦rt❡r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐♥❦✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡

♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐♥❦ ✉s✐♥❣ ❛ ❋■❋❖ s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❡

tr✐❡s t♦ ♣✉s❤ t❤❡ ✢♦✇ t♦✇❛r❞s t❤❡ s✐♥❦ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱

t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s r❡❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ s✐♥❦✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s ♠♦✈❡❞ ❛✇❛②

❢r♦♠ t❤❡ s✐♥❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉s❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❛r❞❡r ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣s✳

❆ ♣✉s❤✲r❡❧❛❜❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t❡s ✇❤✐❧❡ ❛ ♣✉s❤ ❛♥❞ ♦r ❛ r❡❧❛❜❡❧ st❡♣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡

s✐♠♣❧❡st ♣✉s❤✲r❡❧❛❜❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(♯V2♯E) ❬●❚✽✽❪ ❜✉t ❛ ❧♦t ♦❢

❤❡✉r✐st✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤✐s

❝♦♠♣❧❡①✐t②✳
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●r❛♣❤ ❝✉ts✿ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ◆✳ ▲❡r♠é

✶✳✷✳✸✳✸ Ps❡✉❞♦✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣r❡✢♦✇✲♣✉s❤ ♦♥❡s✳ ■♥tr♦✲

❞✉❝❡❞ ❜② ❍♦❝❤❜❛✉♠ ✐♥ ❬❍♦❝✾✽❪✱ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢✉rt❤❡r r❡❧❛① t❤❡ ✢♦✇✲❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥t

♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦t❤❡r t❤❛♥ s ❛♥❞ t ❜② ♣❡r♠✐tt✐♥❣ ❜♦t❤ ❡①❝❡ss❡s ❛♥❞ ❞❡✜❝✐ts✳ ❙♦✉r❝❡ ❛♥❞ s✐♥❦

♥♦❞❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ r♦❧❡ ❛♥❞ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦ ❛r❡ ♠❛✐♥✲

t❛✐♥❡❞ s❛t✉r❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ s❡❡❦s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥t♦ s✉❜s❡ts✱ s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❡①❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜❝✐ts✱ s♦

t❤❛t ❛❧❧ ❡❞❣❡s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❡①❝❡ss s✉❜s❡ts t♦ ❞❡✜❝✐t s✉❜s❡ts ❛r❡ s❛t✉r❛t❡❞✳ ❆ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✇✐t❤

t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ♣r♦✈❛❜❧② ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝✉t✳ ❚❤❡ ✜rst ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ ♣s❡✉❞♦✢♦✇s

✇❛s ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍♦❝❤❜❛✉♠ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(♯V♯E log(♯E)) ❬❍♦❝✾✽❪✳

✶✳✷✳✹ ❊♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❣r❛♣❤ ❝✉ts

■♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛ ♣♦♣✉❧❛r str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ♣❛✐r✲

✇✐s❡ ▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ✭▼❘❋✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

E(u) = β ·
∑

p∈P

Ep(up) +
∑

(p,q)∈N

Ep,q(up, uq), β ∈ R
+, ✭✶✽✮

❛♠♦♥❣ u ∈ LP ❛♥❞ ✇❤❡r❡ N ⊂ P × P ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s②st❡♠✳ ❆s ✉s✉❛❧✱

✐♥ ✭✶✽✮✱ t❤❡ ❞❛t❛ t❡r♠ Ep(.) ✐s t❤❡ ❝♦st ❢♦r ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛❜❡❧ up t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧ p ✇✐t❤♦✉t

r❡❣❛r❞s t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss t❡r♠ Ep,q(.) ♣❡♥❛❧✐③❡s ♣✐①❡❧

♣❛✐rs (p, q) ∈ (P × P) ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❜❡❧s✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ♯L = 2✳

❋✐rst✱ ❢♦r ❛♥② s✲t ❝✉t C = (S, T ) ✇❡ ❞❡✜♥❡ uC ∈ {0, 1}P ❜②

uC
p =







0 ✐❢ p ∈ T

1 ✐❢ p ∈ S
, ∀p ∈ P . ✭✶✾✮

❚❤❡ ❢♦✉♥❞✐♥❣ ✐❞❡❛ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✐s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❣r❛♣❤ G = (V , E) s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② s✲t ❝✉t

C✱ ✇❡ ❤❛✈❡

valG(C) = E(uC) +K, ✭✷✵✮
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◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❢♦r s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t K ∈ R✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ C✳ ❚❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ✐♥ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ ✭✶✽✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✮✳ ❲❤❡♥ Ep,q(.) ✐s s✉❜♠♦❞✉❧❛r✱ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈ ❛♥❞

❩❛❜✐❤ ❣✐✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✵✮ ✐♥ ❬❑❩✵✹❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡②

♣r♦✈❡ t❤❛t ✭✶✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✭❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛❜✐❧✐t② ❬❑❩✵✹❪✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥

♦❢ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡♥✱ E ✐s ❣r❛♣❤✲r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡❛❝❤ t❡r♠ Ep,q(.) ✐s

s✉❜♠♦❞✉❧❛r✱ ✐✳❡✳ s❛t✐s✜❡s

Ep,q(0, 0) + Ep,q(1, 1) ≤ Ep,q(0, 1) + Ep,q(1, 0).

❚❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✐s ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❬❑❩✵✹❪ ❢♦r ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♣❛✐r✇✐s❡ t❡r♠s

❛♥❞ t❡r♠s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛t❡r✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❢✉rt❤❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❜②

❋r❡❡❞♠❛♥ ❛♥❞ ❉r✐♥❡❛s ✐♥ ❬❋❉✵✺❪ ❢♦r ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❲❤❡♥ ♯L > 2✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✭✶✽✮ ✐s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✳

❖❜s❡r✈❡ ✜rst t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧✐♥❣s ❜❡❝♦♠❡s ❤✉❣❡ ❛s ♯L ❛♥❞ P ❣r♦✇ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❧❛❜❡❧✐♥❣s ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♯L♯P ✳ ❊✈❡♥ ✇♦rs❡✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ✭✶✽✮ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦

❜❡ ❛ ◆P✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥② ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧

r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t✐♠❡✳ ❲❤❡♥ Ep,q(.) ✐s ❝♦♥✈❡①✱ ■s❤✐❦❛✇❛ ❤♦✇❡✈❡r ♣r♦✈❡❞ t❤❛t ✭✶✽✮

❝❛♥ ❜❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❬■●✾✾✱ ■s❤✵✸❪ ✇❤❡♥ L ✐s ♦r❞❡r❡❞ ✭s❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛

❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❬■●✾✾✱ ■s❤✵✸❪ ❢♦r s✉❝❤ ❝❛s❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t✐❝❡

t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ G ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ Ep,q(.) ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛❜❡❧s✳

❘❡♠❛r❦ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❧❛❜❡❧✐♥❣s LP ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡

❞✐✣❝✉❧t② ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛❜❡❧s✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r❡s ❛t ♠❛①✐♠✉♠

❛ ❞♦③❡♥ ♦❢ ❧❛❜❡❧s ✇❤❡r❡❛s ♦♣t✐❝❛❧ ✢♦✇ ♦r r❡st♦r❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ t❤❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✭♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛❜✐❧✐t② ❬■s❤✵✸❪✮✳ ▲❡t E ❜❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡♥✲

❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛❜❡❧ s❡t L ♦r❞❡r❡❞✳ ❚❤❡♥✱ E ✐s ❣r❛♣❤✲r❡♣r❡s❡♥t❛❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ Ep,q(.) ✐s ❝♦♥✈❡① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ L✱ ∀(p, q) ∈ E✳

❈♦♥✈❡① s♠♦♦t❤♥❡ss t❡r♠s Ep,q(.) ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r ✉s✉❛❧❧② ❦♥♦✇♥ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②

✸✽



●r❛♣❤ ❝✉ts✿ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ◆✳ ▲❡r♠é

❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❛♥ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ♦♥❡s✳ ❖♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧

❧❡❛❞s t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦✈❡r✲s♠♦♦t❤❡❞ ❜♦r❞❡rs✳ ■♥ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❝❛s❡✱ s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝❛s❡ ❬❘❑▲❙✵✼❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s ❝❛s❡ ❬❇❱❩✾✾❪✳

❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬❇❱❩✾✾❪ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ❧✐❦❡ α✲❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦r α✲β s✇❛♣ ♦✛❡r✐♥❣

❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❣r❛♣❤

❝✉ts ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✶✳✷✳✺ ❇✐♥❛r② ❣r❛♣❤ ❝✉ts✲❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♠❛❣❡ I : P ⊂ Z
d → [0, 1]c ✭d > 0✱ c > 0✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t

✭❝❛❧❧❡❞ ♣✐①❡❧✮ p ∈ P t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ Ip ∈ [0, 1]c✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❜✐♥❛r② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣

u ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ P ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✵ ❢♦r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ✶ ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t

❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡ u ∈ {0, 1}P ✳ ■♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ ❛ ♣♦♣✉❧❛r str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts

♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ▼❘❋ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❬❇❏✵✶❪

E(u) = β
∑

p∈P

Ep(up) +
∑

(p,q)∈N

Ep,q(up, uq), ✭✷✶✮

❛♠♦♥❣ u ∈ {0, 1}P ❛♥❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ β ∈ R
+✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❞❛t❛ t❡r♠ Ep(.) ❡♥s✉r❡s ♣r♦①✐♠✐t② t♦

✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ s♠♦♦t❤♥❡ss t❡r♠ Ep,q(.) ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

❛r❡ s♠♦♦t❤✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ❛❧✐❣♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❡❞❣❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈✐s✉❛❧ ❢❡❛t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ✐♥t❡♥s✐t②✱ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r t❡①t✉r❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ♥♦❞❡s ✉s✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✐♠❛❣❡ ♣✐①❡❧s✴✈♦①❡❧s ✇❤✐❧❡ ♥✲

❧✐♥❦s r❡✢❡❝ts s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ❖♥❝❡ ❛ ♠✐♥✲❝✉t C∗ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✱ t❤❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❛❞✐❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✭✶✾✮✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❜r✐❡✢②

r❡✈✐❡✇ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛r ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✉s❡❞ ✐♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

✶✳✷✳✺✳✶ ❚❱✰L2 ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧

■♥✐t✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘✉❞✐♥✱ ❖s❤❡r ❛♥❞ ❋❛t❡♠✐ ❬❘❖❋✾✷❪✱ t❤❡ ❚❱✰L2 ✭❘❖❋✮ ♠♦❞❡❧

❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ✈❡r② ❛❝t✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝ ✐♥ ✐♠❛❣❡ r❡st♦r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧

❤❛s ❛❧s♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❝❛rs ✐♥ ✈✐❞❡♦ ❬❘❈❉✵✼❪✳

■t ✐s ♦♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s ❜✉t ❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡

✸✾



◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠✉❧t✐❝❤❛♥♥❡❧ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✐s t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❡r u∗ ♦❢

L−2∑

µ=0

∑

(p,q)∈N

wp,q|u
µ
p − uµ

q |

︸ ︷︷ ︸

TV (u)

+β‖u− I‖22, β ∈ R
+, ✭✷✷✮

✇❤❡r❡ L ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ I✱ ‖.‖2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ R
♯P ✱

I ∈ R
P ✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ TV (u) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❚♦t❛❧ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ u ∈ R

P ✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ♣r♦①✐♠✐t② t♦ ❛ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♦❢ I✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ❜② t❤❡

✜rst ♦♥❡✳ ❊①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ t✇♦ t❡r♠s ♦❢ ✭✷✷✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❧❡✈❡❧ s❡ts✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ µ

❧❡✈❡❧ s❡t ♦❢ u∗ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❡r ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❡♥❡r❣②

∑

(p,q)∈N

wp,q|u
µ
p − uµ

q |

︸ ︷︷ ︸

TV (uµ)

+2β
∑

p∈P

uµ
p [(µ−

1

2
)− Ip] + Ip, ✭✷✸✮

❛♠♦♥❣ uµ ∈ {0, 1}P ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t wp,q ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡

❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ q ✭s❡❡ ❬❉❙✵✹❪✮✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✶✽✮ ❛♥❞

❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤ ❝✉t✳ ❘❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡ ❝♦❧♦r

✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡②

❛r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞✳

✶✳✷✳✺✳✷ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧

■♥ ❬❇❏✵✶❪✱ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ❏♦❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥♦t❤❡r ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✐♠❛❣❡s

✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ TV + L2 ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✉s❡r ♠✉st ♣r♦✈✐❞❡ ♦❜❥❡❝t ✭O ⊂ P✮ ❛♥❞

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡❡❞s ✭B ⊂ P✮ ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✮✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❡❞s

✐s t✇♦❢♦❧❞✿ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝✉ts s♣❛❝❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❤❛r❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿







Ep(1) = −log P(Ip | p ∈ O)

Ep(0) = −log P(Ip | p ∈ B)
and Ep,q(up, uq) = Bp,q|up − uq|, ✭✷✹✮

✇❤❡r❡ P(.) ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ Ip ∈ [0, 1]c ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t ♣✐①❡❧ p

❛♥❞ Bp,q ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ♠❛♣ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣✐①❡❧s t♦ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳

✹✵



●r❛♣❤ ❝✉ts✿ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✭❧❡❢t✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧②

♠♦❞❡❧ ❬❇❏✵✶❪✳ ❚❤❡ s❡❡❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❜②

tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✳

❚❤❡ ❡♥❡r❣② ✭✷✹✮ ❡♥❝♦✉r❛❣❡s ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛

t❡r♠ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦r t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡

s♠♦♦t❤♥❡ss t❡r♠ ♣❡♥❛❧✐③❡s ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♣✐①❡❧s ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛❜❡❧s ✽✳ ■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st

❢♦r♠✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❡♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❢❛✈♦rs ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

✇✐t❤ ❛ str♦♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡♠❜❡❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❢❡❛t✉r❡s

s✉❝❤ ❛s ❣r❛❞✐❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦r t❡①t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❡♥s♦rs ♦r ●❛❜♦r ✜❧t❡rs✳

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡s❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥t✐❛❧ ✇♦r❦

♦❢ P❡r♦♥❛ ❛♥❞ ▼❛❧✐❦ ♦♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❬P▼✾✵❪ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦✇ ✉s❡❞ ❜② ❛❧♠♦st ❡✈❡r②

❣r❛♣❤✲❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

●❛✉ss✐❛♥✿ Bp,q =
1

‖p−q‖2
exp

(

−
‖Ip−Iq‖22

2σ2

)

, ✭✷✺✮

❘❡❝✐♣r♦❝❛❧✿ Bp,q =
1

‖p−q‖2
1

1+‖Ip−Iq‖ωω
, ✭✷✻✮

✇❤❡r❡ σ ∈ R
+✱ ω > 1 r❡♣r❡s❡♥t ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ‖.‖2 ✐s t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ✭❡✐t❤❡r ✐♥ R

d

♦r Rc✮ ❛♥❞ ‖.‖ω ✐s t❤❡ ℓω ♥♦r♠✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t s♦♠❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❞♦♥❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡

t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ❬●❏✵✽❪✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t ✭✷✻✮ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ✭✷✺✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ ❛❜s♦❧✉t❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦✈❡r β ✈❛❧✉❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡

✇❡r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❬●❏✵✽❪ ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧②✱ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡q✉❡❧ ♦❢

t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✉s❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✺✮✳

✽❲❤❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β = 0✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✭✷✹✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳

✹✶



◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ■t ✐s ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❣r❛♣❤ ❝✉ts ♠❡t❤✲

♦❞s ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥ ✐s ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❬●❏✵✽❪✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ♠❛② ♣r♦❞✉❝❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡

♠❡tr✐❝❛t✐♦♥✴❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛rt✐❢❛❝ts ❬❇❑✵✺❪ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦② str✉❝t✉r❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t♦♣♦❧♦❣②

♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ σE(p)✱ ∀p ∈ P

✭s❡❡ ✭✼✮✮ ❛♥❞ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ σE(p) t♦ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡

s✲t ❝✉t ❝r♦ss✐♥❣ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥ σE(p)✳

❆ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s ❛s ✐♥ ✭✷✺✮ ❛♥❞ ✭✷✻✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s

✐s✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ ✐s✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ❬❇❑✵✺❪✳

■♥ ❢❛❝t✱ ❛♥② s✲t ❝✉t ♦♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡

✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥t♦✉r ✭✷❉✮ ♦r ❛ s✉r❢❛❝❡ ✭✸❉✮✳ ■♥ ❬❇❑✵✺❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t♦

s❡t t❤❡ ❡❞❣❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝✉ts ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧❡♥❣t❤

♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥t♦✉rs ❢♦r ❛♥② ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡tr✐❝ ✉s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢r♦♠

✐♥t❡❣r❛❧ ❣❡♦♠❡tr②✳

❆❧s♦✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥ ✭✷✹✮ ❛r❡

❣❡♥❡r❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❍✐st♦❣r❛♠ ✭◆❍✮ ❬❘❑❇✵✹❪✮ ♦r ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①✲

t✉r❡s ▼♦❞❡❧ ✭●▼▼✮ ❬❘❑❇✵✹❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❱❑❘✵✾✱ ❘❑❇✵✹❪

✇❤❡r❡ ❛✉t❤♦rs tr② t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❜♦t❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛♥

❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮✲st②❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❘❑❇✵✹❪ ♦r ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬❱❑❘✵✾❪✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤

❛ ✜①❡❞ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ s❡❡❞s ✭s❡❡ t❤❡ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✭✷✸✮✮

♦r ♥♦t ✭s❡❡ t❤❡ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✭✷✹✮✮✳

❇❡tt❡r ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❝♦❧♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✭✷✹✮ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❡❞ ●r❡❡♥ ❇❧✉❡ ✭❘●❇✮ s♣❛❝❡ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♠❛❣❡ ❞❛t❛ ✐s ✈❡r②

❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ♠❛✐♥❧② ❞✐❝t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②

♦❢ s✉❝❤ ❞❛t❛ ❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♠❡r❛s ❛♥❞ ❝❛♠❝♦r❞❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s♣❛❝❡ ✐s ♥♦t

♣❡r❝❡♣t✉❛❧❧② ✉♥✐❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❧♦rs ✐♥ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞

✹✷



✶✳✸ ◆✳ ▲❡r♠é

t♦ ❝♦❧♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② ❤✉♠❛♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ ✭❈■❊ ▲❛❜ ❛♥❞ ❈■❊ ▲✉✈ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡s✮ ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ s♣❛❝❡s

♦✈❡r ✉♥✐❢♦r♠ ♦♥❡s ✭❘●❇ ❝♦❧♦r s♣❛❝❡✮ ✐s ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❬❩◆✶✵❪

❛♥❞ t❡①t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ❬P❛s✵✶❪✳

✶✳✸ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s

■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t✇♦ st❛♥❞❛r❞ ✇❛②s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s

P(Ip | p ∈ O) ❛♥❞ P(Ip | p ∈ B) ✐♥ t❤❡ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✷✮ ✐♥ t❤❡

❞✐s❝r❡t❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭◆❍✮ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ✭●▼▼✮✳

✶✳✸✳✶ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠s

◆❍ ❛r❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡

❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛❞❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ sq✉❛r❡s✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ sq✉❛r❡s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛

❜✐♥✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✇❡ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡

✐t ❢♦r B ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✳

❋✐rst✱ ❧❡t Nb ∈ N
∗ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❢♦r q ∈ {0, . . . , Nb − 1}c✱

Hq =
♯{p ∈ B | qi

Nb
≤ (Ip)i <

qi+1
Nb

, ∀1 ≤ i ≤ c}

♯B
,

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t Ip ∈ [0, 1]c ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t t❤❡ ♣✐①❡❧ p✱ (Ip)i ❛♥❞ qi ❛r❡ t❤❡ ith

❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ Ip ❛♥❞ q✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ ◆❍ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ♥♦✐s❡✲s❡♥s✐t✐✈❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❢♦r

❛♥② p ∈ P ✱ t♦ ❡st✐♠❛t❡ P(Ip | p ∈ B) ❜②

(Gσ′ ∗H)Ip

✇❤❡r❡ Gσ′ ✐s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ′✳ ■♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s

s❡t σ′ = 1 ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s Nb ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❛s ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s Nb ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ Hq ✐s ♥✉❧❧ ❢♦r

♠♦st q ∈ {0, . . . , Nb− 1}c✳ ❙✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❣r♦✇s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s c ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ P(Ip | p ∈ B) ✐s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ♠♦st ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢
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◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛r❡ s❡t t♦ ✵✳ ❚❤❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇ ♦✈❡r✜ts t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ✐❢ ✇❡ ❤❛❞ β = 0✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ Nb ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❜❡st

♣♦ss✐❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s P(Ip | p ∈ B) ❜② ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠❛❞❡ ♦❢

❧❛r❣❡ sq✉❛r❡ ♣✐❡❝❡s✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ Hq ✐s ♥♦t ♥✉❧❧ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r ♣❛rt ♦❢ q ∈ {0, . . . , Nb − 1}c

❜✉t P(Ip | p ∈ B) ✐s r♦✉❣❤❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s Nb s❤♦✉❧❞ ❜❡

❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s t♦

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❲❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s Nb = 256 ❛♥❞ Nb = 50

❢♦r ❣r❛②s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙♠♦♦t❤✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ ❢✉rt❤❡r

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✇❤❡r❡ Hq ✐s ♥♦t ♥✉❧❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡

❣r❛♣❤✳

✶✳✸✳✷ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡s ♠♦❞❡❧

●▼▼ ❡st✐♠❛t❡s ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❛ s✉♠ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥

❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ●❛✉ss✐❛♥ ✭✐✳❡✳ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s

✭❝❛❧❧❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✭❝❛❧❧❡❞

♠✐①t✉r❡ ✇❡✐❣❤ts✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ s❡tt✐♥❣✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♥❞

♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ t❤❡♠s❡❧✈❡s ❜❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦✈❡r

t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆❣❛✐♥✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱

✇❡ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ✐t ❢♦r B ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✳ ❋♦r ❛♥② ♣✐①❡❧ p ∈ P ❛♥❞ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢

●❛✉ss✐❛♥s Ng ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ P(Ip | p ∈ B) ✐s ❡st✐♠❛t❡❞

❛s

P(Ip | p ∈ B) =

Ng∑

i=1

wih(Ip | µi,Σi), ✭✷✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t Ip ∈ [0, 1]c ✐s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♣✐①❡❧ p✱ wi✱ ∀i = 1, . . . , Ng ❛r❡ t❤❡

♠✐①t✉r❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ❛♥❞ h(Ip | µi,Σi)✱ ∀i = 1, . . . , Ng ❛r❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤

●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ h(.) ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

h(Ip | µ,Σ) =
1

(2π)c/2det(Σ)1/2
· exp

{−(Ip − µ)TΣ−1(Ip − µ)

2

}

,

✾■♥ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❝❧✉st❡rs✳

✹✹



❊st✐♠❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s ◆✳ ▲❡r♠é

✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦r µ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ (.)T ✱ det(.) r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞

❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳ ❚❤❡ ♠✐①t✉r❡ ✇❡✐❣❤ts ❛❧s♦ s❛t✐s❢② t❤❡

❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t
Ng∑

i=1

wi = 1.

❚❤✉s✱ t❤❡ ●▼▼ ✐s ❢✉❧❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❡❝t♦rs µi✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s

Σi ❛♥❞ ♠✐①t✉r❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ❢♦r ❛❧❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts s❡✈❡r❛❧ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤✐s

♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s Σi ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧ r❛♥❦ ♦r ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭❡✳❣✳ ❢♦r ❢❛✈♦r✐♥❣

❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧✮✱ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ❛

❝♦♠♠♦♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦r ♥♦t✱ ❡t❝✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ♥♦t s❤❛r❡❞ ❛♥❞ ❛❧✇❛②s ♦❢ ❢✉❧❧ r❛♥❦✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ●▼▼ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t②

♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❡①t✉r❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐s♣❡❝tr❛❧ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s s❡❡♠s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❤❛r❞ t♦

s♦❧✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s✉❛❧❧② ✉s❡ ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞

❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✼✮ ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ❉❡♠♣st❡r ❡t ❛❧✳ ✐♥ ✶✾✼✼ ❬❉▲❘✼✼❪✱ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧t❡r♥❛t❡s ❛♥ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ st❡♣

✭❊✲st❡♣✮ ❛♥❞ ❛ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✭▼✲st❡♣✮ ✉♥t✐❧ s♦♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳

■♥ t❤❡ ❊✲st❡♣✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞

❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧❛t❡st ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ▼✲st❡♣✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡

✜①❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦✉♥❞

❛t t❤❡ ❊✲st❡♣✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦✉♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼✲st❡♣ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t

♦❢ ❛ ♥❡✇ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐♥ t❤❡ ❊✲st❡♣✳ ■♥ ✐ts s✐♠♣❧❡st ❢♦r♠✱ s♦♠❡ ❛♥❛❧♦❣②

❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❑✲♠❡❛♥s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ❛♥❞

♠✐①t✉r❡ ✇❡✐❣❤ts ❛♣♣❡❛rs ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ng ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦

❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❇♦✉✾✼❪

✇❤✐❝❤ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts Ng ✇✐t❤ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥

❝❛❧❧❡❞ ▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤ ✭▼❉▲✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❇♦✉✾✼❪✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ✜①❡❞✱ ❜✉t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥

✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❧❛tt❡r t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t❡❞✳

✹✺



◆✳ ▲❡r♠é Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✹✻



✷ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❣r❛♣❤ ❝✉ts

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❲❤✐❧❡ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❜❡❤❛✈❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✇❡❧❧ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❡♠♦r②

✉s❛❣❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ s✐♥❝❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

❣r❛♣❤s ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡❞❣❡s✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛t❡st

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬❇❑✵✹❪ ❛❧❧♦❝❛t❡s 25♯P+16♯En ❜②t❡s ✶ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣

❛ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✶✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❘❆▼ ♦❢

✷●❜✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈♦❧✉♠❡ s✐③❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✜ts ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ♠❡♠♦r②✱

❞❡❝r❡❛s❡s q✉✐❝❦❧② ❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❜❡tt❡r ✐❞❡❛ ♦❢

t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❇❡②♦♥❞ t❤❡s❡ ❧✐♠✐ts✱

♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚♦ ❣❡t r♦✉♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✱ s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❤❡✉r✐st✐❝s ❬▲❙❚❙✵✹✱ ❙❉❇✵✼✱ ❈❆✵✽✱

❙❉✵✼✱ ▲❙●❳✵✺✱ ❙●✵✻✱ ❑▲❘✶✵❪ ❛♥❞ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s ❬▲❇✵✼✱ ❙❑✶✵❪✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r

r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤ ❝✉t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② ♣✉tt✐♥❣ ❛❤❡❛❞ t❤❡ ❛❞✈❛♥✲

✶❘❡♠✐♥❞ t❤❛t P ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✐①❡❧s✴✈♦①❡❧s ❛♥❞ En ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ♥✲❧✐♥❦s ✭s❡❡ ✭✻✮✮✳

❅
❅
❅

❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✵ ❈♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶

✷❉ ✻✶✸✽ ✹✾✶✷
✸❉ ✸✵✽ ✷✵✾
✹❉ ✼✵ ✹✷
✺❉ ✷✽ ✶✻

❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ ❛ sq✉❛r❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ s✐❞❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r❛♣❤

✜ts ✐♥ ✷●❇ ♦❢ ❘❆▼✳

✹✼



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

t❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❛❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡✈✐❡✇ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ s✐♥❣❧❡✲♠❛❝❤✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✴❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱

✇❡ ✜rst r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r✳

✷✳✷ ❙❡q✉❡♥t✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s

❚♦ ♦✉r ❜❡st ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ▲✐ ❡t ❛❧✳ s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡s t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢

♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❬▲❙❚❙✵✹❪✳ ❚❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s r❡❣✐♦♥s t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❧♦✇✲

❧❡✈❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✉❝❤ ❛s ✇❛t❡rs❤❡❞ ❬▲❙❚❙✵✹✱ ❙❉❇✵✼❪ ♦r ♠❡❛♥ s❤✐❢t ❬❈❆✵✽❪✳

❆ r❡❣✐♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡

❣r❛♣❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤✐s ❣r❛♣❤ ❢♦r ❣❡tt✐♥❣ t❤❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦

t❤❡ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ✐t

✐s ♦❢t❡♥ ✈❡r✐✜❡❞ ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ♥❛t✉r❛❧ ✐♠❛❣❡s ♥♦t ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ♥♦✐s❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❛❜♦✉t ✻① ❢❛st❡r ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬▲❙❚❙✵✹❪✮✱ t❤❡ r❡s✉❧ts str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✉s❡❞ ❛♥❞ ✐ts ♥♦✐s❡✲s❡♥s✐t✐✈✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❢❛✐r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬❙❉❇✵✼❪✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣❡♥✲

❡r❛❧❧② ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ♦✈❡r✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦♦s❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t

♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✳

❖t❤❡rs ❤❛✈❡ ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ❜❛♥❞✲❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❬❙●✵✻✱

▲❙●❳✵✺✱ ❑▲❘✶✵❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ s❡❣♠❡♥t ❛ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡✴✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❛✲

❣❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜♥❡r ❧❡✈❡❧ ❜② ♦♥❧② ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞✴❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t t❤❛t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡

❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ st❛❣❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✿ ✜rst✱ ❛ ♣②r❛♠✐❞ ♦❢ ✐♠❛❣❡s

✐s ❜✉✐❧t ✇✐t❤ ❛ ❝♦❛rs❡♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ✭❝♦❛rs❡♥✐♥❣✮✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ❝♦❛rs❡st ✐♠❛❣❡ ✐s s❡❣♠❡♥t❡❞

❛♥❞ ✐ts ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✭s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛t ❝♦❛rs❡st ❧❡✈❡❧✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ❛r❡

❞✐❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡①t ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤

✭✉♥❝♦❛rs❡♥✐♥❣✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦♥t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣②r❛♠✐❞ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❙✉❝❤

✹✽



❙❡q✉❡♥t✐❛❧ str❛t❡❣✐❡s ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❲♦r❦✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✉s✐♥❣ r❡❣✐♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤s✳ ❆ r❡❣✐♦♥

❛❞❥❛❝❡♥❝② ❣r❛♣❤ ✭r✐❣❤t✮ ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ♣r❡✲s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❧❡❢t✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤✐s ❣r❛♣❤ ❢♦r ❣❡tt✐♥❣

t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❬❙❉✵✼❪✳

❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝❡s t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❛❜♦✉t

✽① ❢❛st❡r ❛♥❞ ✹① ❧❡ss ♠❡♠♦r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❙●✵✻❪✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢❛✐❧s t♦ r❡✲

❝♦✈❡r t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r♦✉♥❞✐s❤ ♦❜❥❡❝ts✳ ■♥ ♠❡❞✐❝❛❧

✐♠❛❣✐♥❣✱ t❤✐s ✐s ❛ r❡❛❧ ❞r❛✇❜❛❝❦ s✐♥❝❡ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s ❧✐❦❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ✉❜✐q✉✐✲

t♦✉s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ♣❧❛②s

❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ♥❡❡❞s t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❢✉❧❧②

❝❛♣t✉r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s❤❛♣❡s ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✱ ✇✐❞❡r ❜❛♥❞s r❡❞✉❝❡

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜ts ❛♥❞ ♠❛② ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦✉t❧✐❡rs ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡

❞❡s✐r❡❞ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥t♦✉rs✳

❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❞❡t❛✐❧s✱ ▲♦♠❜❛❡rt ❡t ❛❧✳ ❬▲❙●❳✵✺❪ ✉s❡❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠

❛ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♣②r❛♠✐❞✳ ❆t ❡❛❝❤ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❜❛♥❞s ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣✐①❡❧s ✇❤♦s❡

✈❛❧✉❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✧❝♦❛rs❡♥❡❞✲✉♥❝♦❛rs❡♥❡❞ ✐♠❛❣❡✧✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s

✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❬▲❙●❳✵✺❪ ❛♥❞ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t❛❜❧②

r❡❞✉❝❡❞✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❢♦r ❧♦✇✲❝♦♥tr❛st❡❞ ❞❡t❛✐❧s✳

■♥ ❬❑▲❘✶✵❪✱ ❑♦❤❧✐ ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ r❡❝❡♥t❧② ❛ ✜♥❡r ❜❛♥❞✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s✐♥❣ t❤❡

♠✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❙●✵✻✱ ▲❙●❳✵✺❪✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ ❬❙●✵✻✱ ▲❙●❳✵✺❪✱
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◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ▼✉❧t✐✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❆ ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐s ✜rst s❡❣♠❡♥t❡❞

❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✜♥❡r ❧❡✈❡❧ ❜② ♦♥❧② ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇

❜❛♥❞ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❢♦r❡❣r♦✉♥❞✴❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛t t❤❛t r❡s♦❧✉t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❬▲❙●❳✵✺❪✳

t❤❡② ✜rst ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉❧❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ r❡s♦❧✉t✐♦♥

✐♠❛❣❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s str❛t❡❣② r❡s✉❧ts ✐♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❜♦t❤

t✐♠❡ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❇✉t ♠♦st❧②✱ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❡st✐♠❛t❡s ✉s✐♥❣

♠✐♥✲♠❛r❣✐♥❛❧s ✷ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡♠ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ r❡❣✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳

❲❤✐❧❡ t❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❛❝❤❡s ❧♦✇ ♣✐①❡❧ ❡rr♦rs ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤✐s ❤❡✉r✐st✐❝

❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧s ❛s ✐♥ ❬❙●✵✻✱ ▲❙●❳✵✺❪✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ▲❡♠♣✐ts❦② ❛♥❞ ❇♦②❦♦✈ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦✉❝❤✲❡①♣❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t

✐s ❛❜❧❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❜✐♥❛r② ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✐♥ ❛ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞✱ ✇❤✐❧❡

❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❬▲❇✵✼❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❜❛♥❞

❡✈♦❧✈❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ s❡❣♠❡♥t ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t t♦✉❝❤❡s

✐ts ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❜❛♥❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❡✈♦❧✈❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ q✉✐❝❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐t str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥

✷❚❤❡ ♠✐♥✲♠❛r❣✐♥❛❧ ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜❡✐♥❣ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ✐♥ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐♥✲♠❛r❣✐♥❛❧ ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✜①✐♥❣ ✐t t♦ ❛

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❛❜❡❧ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♠✐♥✲♠❛r❣✐♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❡①❛❝t❧② ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜② r❡✉s✐♥❣ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❛①✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❬❑❚✵✽❪✳

✺✵



✷✳✸ ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❚♦✉❝❤✲❊①♣❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❜❛♥❞ B ❛♥❞ s✉❜❣r❛♣❤s Rs ❛♥❞ Rt ❛s ✐♥

✭❛✮ ✇❤❡r❡ r❡❞ ✭r❡s♣✳ ❜❧✉❡✮ ♣✐①❡❧s✴♥♦❞❡s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❡r♠✐♥❛❧ s ✭r❡s♣✳ t✮✳ ■❢ ❛ ♠✐♥✲❝✉t

✐♥ t❤❡ ❜❛♥❞ B r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t♦✉❝❤ ❛s ✐♥ ✭❜✮✱ t❤❡♥ B ✐s ❡①♣❛♥❞❡❞ ✭❝✮✳ ■❢ ♥♦t ❛s ✐♥ ✭❞✮✱ t❤❡

♠✐♥✲❝✉t ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✳

✭❡✮ s❤♦✇s ❛ ❜❛♥❞ ❛t ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❛ r❡❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐s ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❬▲❇✵✼❪✳

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛♥❞ s✐③❡ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦❣r❡s✲

s✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ ❡♥❝♦♠♣❛ss t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛♥❞s ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② s♠❛❧❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❬▲❇✵✼❪ ✭✈♦❧✉♠❡

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳ ❆s ❢❛r ❛s ✇❡ ❦♥♦✇✱ t❤✐s str❛t❡❣② ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ✐♠❛❣❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣② str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥

♦❢ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛♥❞✳

✷✳✸ P❛r❛❧❧❡❧✴❞✐str✐❜✉t❡❞ str❛t❡❣✐❡s

■♥ ❛ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡r✱ ❉❡❧♦♥❣ ❛♥❞ ❇♦②❦♦✈ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ❢♦r ❣r❛♣❤s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ✜t ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ♠❛①✲✢♦✇

❛❧❣♦r✐t❤♠ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♥❡❛r✲❧✐♥❡❛r s♣❡❡❞✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs ❬❉❇✵✽❪✳ ❆s ❛♥ ✐❧✲

❧✉str❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r✱ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ s✐③❡ 512 × 512 × 256 t❛❦❡s

❛❜♦✉t ✶✵✵ s❡❝s ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦r❡ ❛❣❛✐♥st ❧❡ss t❤❛♥ ✷✵ s❡❝s ♦♥ ❡✐❣❤t ❝♦r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥✉♠❡r✲

✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ✐s

s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡♠♦r②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❧❡❛r❧②

r❡♠❛✐♥s ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ♦♥ s♠❛❧❧ ❣r❛♣❤s t❤❛♥ st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ ❣r✐❞✲❧✐❦❡ ❣r❛♣❤s✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❙tr❛♥❞♠❛r❦ ❛♥❞ ❑❛❤❧ ✐♥ ❬❙❑✶✵❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r

✺✶



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❜✐♥❛r② ❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞✴❞✐str✐❜✉t❡❞ ❢❛s❤✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✲

✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬❇❑✵✹❪✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ♦♣t✐♠✐③❛❜❧❡

s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s✱ s♦❧✈❡ t❤❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡

❛❞❥❛❝❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ✐t❡r❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s

♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ✜♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧

♦♥ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡② s♦❧✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs

❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤✐s ♠❛①✲♠✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜②

❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ✐ts ♣r✐♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ✐ts ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✭t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✮✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞♦♥❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦♥

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣

❜❛♥❞s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚♦ r❡✢❡❝t t❤✐s ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts

✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥

t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❡❞❣❡ ❝♦sts ❝❤❛♥❣❡

❜❡t✇❡❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♥ s❡❛r❝❤ tr❡❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② r❡✉s❡❞ ❬❑❚✵✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❞❣❡ ❝♦sts ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡s✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r s♦❧✈❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♥ t❤❡

s❛♠❡ ❝♦♠♣✉t❡r ♦r ❛❝r♦ss s❡✈❡r❛❧ ♦♥❡s ♦✈❡r ❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦✉r ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ q✉❛rt❡r ♦❢

t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳

❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❬❙❑✶✵❪ ❢♦r ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❡r❡♦ ❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❜♦t❤

❢❛st❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦♥ ♠✉❧t✐✲❝♦r❡ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦✈❡r

❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s❡❣♠❡♥t ❛ ❣r❛♣❤

r❡q✉✐r✐♥❣ ✶✸✶●❇ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✐♥ ✸✽ s❡❝s✳ ❚♦ ♦✉r ❜❡st ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦ ✐s t❤❡

✜rst t♦ s❡❣♠❡♥t ✹❉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❛t❛ ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ s✐③❡ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧✐t②

♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s st❛❜❧❡

♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✐s s❧♦✇❡r ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦ s❡❣♠❡♥t ✐s ♥♦t ✉♥✐❢♦r♠❧② s♣r❡❛❞

✺✷



✷✳✹ ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦✉r ❝♦♠♣✉t❡rs ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ ✷❉

✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ ❬❙❑✶✵❪✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❣r❛♣❤ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ❢♦✉r ♣❛rts✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❛s✲

s✐❣♥❡❞ t♦ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❈♦❧♦r ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡

❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ t♦ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs ❛❝r♦ss t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡

♣✐❝t✉r❡ ✐s ❝♦✉rt❡s② ♦❢ ❬❙❑✶✵❪✳

♦✈❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆❧s♦✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣② ✐s ♦♥❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❣r❛♣❤s ❢♦r

✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬❇❑✵✹❪ ✐s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡

t❤❛♥ ❛ ♣✉s❤✲r❡❧❛❜❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞❡♥s❡ ❣r❛♣❤s✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt s❤♦✇❡❞ ✉s t❤❛t ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❬▲❙❚❙✵✹✱ ❙❉❇✵✼✱ ❈❆✵✽✱

❙❉✵✼✱ ▲❙●❳✵✺✱ ❙●✵✻✱ ❑▲❘✶✵❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤s✳ ■♥

✇♦r❞s✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❑▲❘✶✵❪ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬▲❙❚❙✵✹✱ ❙❉❇✵✼✱ ❈❆✵✽✱

❙❉✵✼✱ ▲❙●❳✵✺✱ ❙●✵✻❪ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ❧♦✇ ♣✐①❡❧ ❡rr♦r ♦♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡

♠❡t❤♦❞s ❣❡t ❡❛s✐❧② tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦s✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❡♥❡✜t ♦❢

❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ♠♦r❡ ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♠❡t❤♦❞s ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇✐♥❣ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❬▲❇✵✼✱ ❙❑✶✵❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r

✐s ♣✉r❡❧② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ s❤❛♣❡ ✜tt✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❞♦❡s ♥♦t ❧♦♦❦ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣

❣r❛♣❤s ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♣✉s❤❡s t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❧✐♠✐ts ❛✇❛② ❜② s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ s♠❛❧❧

s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ❜❛♥❞✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣② ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s✳

✺✸



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

✺✹



✸ ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r

❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛t❛

✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ✭s❡❡ ❬✶✱ ✹❪✮✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬●❨✵✾❪✱ t❤❡

r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ β ✐s ❧♦✇ ✐♥ ♦✉r s✐t✉❛t✐♦♥✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β ❞❡❝r❡❛s❡s t✲❧✐♥❦s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s

♦✉t ♦❢ s ❛♥❞ ✐♥t♦ t ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ β✳ ❚❤❡♥✱ r❡❞✉❝❡❞ t✲❧✐♥❦s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛❧❧❡✈✐❛t❡

t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ✐♥t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s ♥✲❧✐♥❦s t♦ ❜❡ ❧❡ss ❧✐❦❡❧②

t♦ ❜❡ s❛t✉r❛t❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ❧♦♥❣❡r ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣

♣❛t❤s✱ ❡❛❝❤ ❝❛rr②✐♥❣ ❧❡ss ✢♦✇ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢r♦♠ s t♦ t✳

❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ β ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤s ✐s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❢♦r

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ sq✉❛r❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱

t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬❇❑✵✹❪ ✐s ✉s❡❞✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ t✇❡♥t② ❧♦♥❣❡st ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣

♣❛t❤s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❛♥❞ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❲❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t ✇❤❡♥ β ❞❡❝r❡❛s❡s✱

t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤s ❜❡❝♦♠❡ ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ s✐♥✉♦✉s✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞

♣❛t❤s str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞✳

■♥ ❧✐❣❤t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❛s♦♥❛❜❧② t❤✐♥❦ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛r❡ ✉s❡❧❡ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♥♦t tr❛✈❡rs❡❞ ❜② ❛♥② ✢♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ ❲✐t❤ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞

❧✐❦❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❣r❛♣❤ G ′ = (V ′, E ′) ❢r♦♠ G = (V , E) ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡

♠❛①✲✢♦✇ ✈❛❧✉❡ valG′(f ′∗) ✐♥ G ′ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ✈❛❧✉❡ valG(f
∗) ✐♥ G✳

▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ρ =
♯V ′

♯V
, ✭✷✽✮

✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t valG′(f ′∗) ≃ valG(f
∗)✳ ❙✐♥❝❡ s❡✈❡r❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❡①✐st

✺✺



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

β = 0.02 β = 0.01 β = 0.005 β = 0.0025

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ β ♦♥ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤s ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ s②♥t❤❡t✐❝

✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ t❤❡ t✇❡♥t② ❧♦♥❣❡st

❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ ♣❛t❤s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❛♥❞ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦r ❛ ✈❛r②✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β✳

❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ✢♦✇ f ′∗✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦

❜❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦r ✈❡r② ♥❡❛r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧

♥♦t tr② t♦ s♦❧✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ G ′ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✭✈❡r②✮ ❢❛st✳ ■♥

♦r❞❡r t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ t❛❦❡ ✉♣ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❬✹❪ ✇❤❡r❡

✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ t❤❡ ✢♦✇ ♦♥❧② ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✲❧✐♥❦s

✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✇✐t❤ t❤❡ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✶✮✳ ❆s ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬❇❑✵✹❪ ✐s

❛❣❛✐♥ ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✱ ❧✐❣❤t ❣r❛② ♣✐①❡❧s ✭r❡s♣✳ ❞❛r❦ ❣r❛② ♣✐①❡❧s✮

✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ♣❛ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ s t♦ ❛ ♥♦❞❡ p ✭r❡s♣✳

❢r♦♠ ❛ ♥♦❞❡ p t♦ t❤❡ s✐♥❦ t✮✱ ❢♦r ❛♥② ♣✐①❡❧ p ∈ P ✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t

✐♠❛❣❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ♦♥❧② ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ♥✲❧✐♥❦s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ ❣r❛② ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛♥② ♥♦❞❡ p

t❤r♦✉❣❤ ♥✲❧✐♥❦s✳ ❋♦r t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡s✱ ❣r❛② ✭r❡s♣✳ ❜❧❛❝❦✮ ❛r❡❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s ♥♦t tr❛✈❡rs❡❞ ❜② ❛♥② ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧

♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ tr❡❛t❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ✐♥ G ′ ♠✉st ❜❡ ❧❡ss ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ✐♥ G ✇❤❡♥

♦♥❡ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✮ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❞❣❡s ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✮ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ G ′✳ ❇②

❞✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉st ❤❛✈❡

valG′(f ′∗) ≤ valG(f
∗),

✺✻



●❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t✲❧✐♥❦s ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ♥✲❧✐♥❦s ✭r✐❣❤t✮ ❢♦r

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✭❧❡❢t✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✐♠❛❣❡✱

❧✐❣❤t ❣r❛② ♣✐①❡❧s ✭r❡s♣✳ ❞❛r❦ ❣r❛② ♣✐①❡❧s✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ♣❛ss❡❞

❢r♦♠ s t♦ p ✭r❡s♣✳ ❢r♦♠ p t♦ t✮✳ ❖♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❣r❛② ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠

♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛♥② ♥♦❞❡ p✳ ❖♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡s✱ ❣r❛② ✭r❡s♣✳ ❜❧❛❝❦✮

❛r❡❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ♥♦❞❡s ♥♦t tr❛✈❡rs❡❞ ❜② ❛♥② ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✳

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t f ′∗ ❛♥❞ f ∗ ❞❡♥♦t❡ ♠❛①✲✢♦✇s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ′ ❛♥❞ G✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ ▲❡t G = (V , E) ❜❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ C∗ ❛ ♠✐♥✲❝✉t ✐♥ G✳ ▲❡t

C ′∗ ❜❡ ❛ ♠✐♥✲❝✉t ♦❢ G ′ = (V , E \ (p, q)) ✇❤❡r❡ (p, q) ∈ E ✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿ valG′(C ′∗) ≤

valG(C
∗)✳

Pr♦♦❢✳

• ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t (p, q) ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ s✲t ❝✉t C∗✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t

❢♦r ❡✈❡r② ♠✐♥✲❝✉t C ′∗ ✐♥ G ′✱ ✇❡ ❤❛✈❡

valG′(C ′∗) ≤ valG′(C∗) = valG(C
∗)− cp,q ≤ valG(C

∗).

• ❙✉♣♣♦s❡ ♥♦✇ t❤❛t (p, q) ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ C∗✳ ❆❣❛✐♥✱ ❢♦r ❛♥② ♠✐♥✲❝✉t C ′∗ ✐♥ G ′✱ ✐t

✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t

valG′(C ′∗) ≤ valG′(C∗) = valG(C
∗).

❇♦t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

✺✼
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡t G = (V , E) ❜❡ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ C∗ ✐ts ♠✐♥✲❝✉t✳ ▲❡t C ′∗

❜❡ ❛ ♠✐♥✲❝✉t ♦❢ G ′ = (V , E ′) ✇❤❡r❡ E ′ ⊂ E✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

valG′(C ′∗) ≤ valG(C
∗).

Pr♦♦❢✳ ▲❡t E ′ = {e1, . . . , ek} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ E ✱ ✇❤❡r❡ ei ∈ E ✱

∀1 ≤ i ≤ k✳ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛♣❤s ✇❤❡r❡ G0 = G ❛♥❞ Gi = (V , E ′′i−1 \ ei)

✭E ′′i ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ♦❢ Gi ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ i✮✱ ∀1 ≤ i ≤ k✳ ❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✶✮✱ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡

valGk
(C∗k) ≤ . . . ≤ valGi

(C∗i ) ≤ . . . ≤ valG0(C
∗
0), ∀0 < i < k.

�

❇❡❢♦r❡ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ G ′✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡

s♦♠❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳ ❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✜①❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V , E) ❛♥❞ ✐ts

r❡❞✉❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥ G ′ = (V ′, E ′)✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ B ⊂ Z
d ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t B

❛♥❞ G ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t

∀p ∈ P , (σE(p) ∩ P) ⊂ Bp, ✭✷✾✮

✇❤❡r❡ σE(p) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✼✮ ❛♥❞ Bp ✐s t❤❡ s❡t tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ B ❛t p✱ ✐✳❡✳

Bp = {p+ q | q ∈ B}. ✭✸✵✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ t②♣✐❝❛❧❧② t❤✐♥❦ ♦❢ B ❛s ❛ ❜❛❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡

❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✾✮ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✐♥ Z
d✳

❲❤❡♥ B ✐s ❛ sq✉❛r❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛❞✐✉s r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ✐t ❛s Br✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r Z ⊂ P

❛♥❞ B ⊂ Z
d✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ZB t❤❡ ❞✐❧❛t✐♦♥ ♦❢ Z ❜② B ❛s

ZB = {p+ q | q ∈ B, p ∈ Z} =
⋃

p∈Z

Bp.

❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡✱ ❢♦r ❛♥② Z ⊂ P ✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ t❤❛t ♠✐❣❤t ❣❡t ✐♥ ❛♥❞ ♦✉t

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥✲❧✐♥❦s ❜②

Pin(Z) =
∑

p 6∈Z,q∈Z
(p,q)∈N

cp,q, Pout(Z) =
∑

p∈Z,q 6∈Z
(p,q)∈N

cp,q.

✺✽



●❡♥❡r❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✸✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❘❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❛rr♦✇s ✭r❡s♣✳ ❣r❡❡♥ ❛r❡❛ ❛rr♦✇s✮

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✢♦✇ ✇❤✐❝❤ ❣❡t ✐♥ ✭r❡s♣✳ ♦✉t ♦❢✮ ZB✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ Z ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ s✐♥❝❡ Z

s❛t✐s✜❡s ✭✸✶✮✳ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞ ZB \ Z✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t✲❧✐♥❦s ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜②

A(Z) =
∑

p∈Z

|cp|, O(Z) =
∑

p∈Z

sign(cp),

✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ sign(.) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

sign(t) =







1 ✐❢ t > 0,

0 ✐❢ t = 0,

−1 otherwise.

❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✐❞❡❛ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ G ′ ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ G ❛♥② Z ⊂ P s✉❝❤ t❤❛t







❡✐t❤❡r
(

O(ZB) = +♯ZB ❛♥❞ A(ZB \ Z) ≥ Pout(ZB)
)

,

♦r
(

O(ZB) = −♯ZB ❛♥❞ A(ZB \ Z) ≥ Pin(ZB)
)

.
✭✸✶✮

❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧❛st ✭r❡s♣✳ ✜rst✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✸✶✮ ✐♠♣❧✐❡s

t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✢♦✇ t❤❛t ♠✐❣❤t ❣❡t ✐♥ ✭r❡s♣✳ ♦✉t ♦❢✮ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ZB ❞♦❡s s♦ ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ ✐ts

❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ ✭r❡s♣✳ ♣r♦✈✐❞❡❞✮ ❜② t❤❡ ❜❛♥❞ ZB \ Z ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✮✳

■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✱ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ G ′ ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ♦r ❡①❛❝t❧② ❛r❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦

♣r♦✈✐❞❡ ♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✷❉✱ ✷❉✰t ❛♥❞ ✸❉ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❛♥❞

❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s✳

✺✾
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p

s

p

t

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ✭✸✷✮✳ ■♥ ❜♦t❤ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧

♥♦❞❡ p ❢r♦♠ G ✐❢ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧❧ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ +δr ✭❧❡❢t ✐♠❛❣❡✮ ♦r ❛❧❧ ❧❡ss t❤❛♥

−δr ✭r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✮ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇ Br✳

✸✳✷ ❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

✸✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ G ′ ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧②✳ ❋✐rst✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✲

✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ s❡ts Z ✐♥ t❤❡ t❡st ✭✸✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❜✉✐❧t ❜② t❡st✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♣✐①❡❧ p ∈ Z✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✶✮ ❢♦r ❡✈❡r②

s❡t {p}✱ ✇❤❡r❡ p ∈ Z✱ ✐♠♣❧✐❡s ✭✸✶✮ ❢♦r Z✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ ❣r❛♣❤ G ❛♥❞ ❛ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇

Br ♦❢ s✐③❡ (2r + 1) ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✈❡♥

♠♦r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r p ∈ Z ❛s







❡✐t❤❡r
(

∀q ∈ Br
p, cq ≥ +δr

)

,

♦r
(

∀q ∈ Br
p, cq ≤ −δr

)

.
✭✸✷✮

✇❤❡r❡

δr =
P (Br)

(2r + 1)d − 1
. ✭✸✸✮

❍❡r❡✱ P (Br) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❡r✐♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇ B✱ ✐✳❡

P (Br) = max(♯{(p, q) : p ∈ Br, q 6∈ Br ❛♥❞ (p, q) ∈ N},

♯{(q, p) : p ∈ Br, q 6∈ Br ❛♥❞ (q, p) ∈ N}).

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✶✮✱ ❜♦t❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✻✵



❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ■❢ ♠♦r❡♦✈❡r

cp,q ≤ 1, ∀(p, q) ∈ E ,

✭✇❤✐❝❤ ✐s tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✶ ❛♥❞ ✶✳✷✳✺✳✷ ✶✮ ❛♥❞ ✭✸✷✮ ❤♦❧❞s✱

♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✶✮ ❤♦❧❞s ❢♦r Z = {p}✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ✜rst

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✷✮ ✐♠♣❧✐❡s

A(Br
p \ {p}) =

∑

q∈Br
p\{p}

|cq|

≥ [(2r + 1)d − 1]δr

≥ P (Br)

≥ Pout(B
r
p).

■♥ ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛♥② ♥♦❞❡ p ∈ Z s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✭r❡s♣✳ s❡❝♦♥❞✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✷✮✱ ❛❧❧ ✐ts

♥❡✐❣❤❜♦rs q ∈ Br
p ❛r❡ ♦♥❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ s ✭r❡s♣✳ t✮ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ t❤❛t ♠✐❣❤t ❣❡t ✐♥ ✭r❡s♣✳ ♦✉t✮

t❤r♦✉❣❤ t✲❧✐♥❦s ✐♥ Br
p \ {p} s✉✣❝❡s t♦ s❛t✉r❛t❡ t❤❡ ♥✲❧✐♥❦s ❣♦✐♥❣ ♦✉t ♦❢ ✭r❡s♣✳ ✐♥✮ Br

p✳ ❚❤❡

♥♦❞❡ p ✐s ✉s❡❧❡ss ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ G✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r G ′ ❛ s✉❜❣r❛♣❤ ♦❢ G

s✉❝❤ t❤❛t V ′ = P ′ ∪ {s, t}✱ ✇❤❡r❡

P ′ = {p ∈ P | ✭✸✷✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❢♦r p}.

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❤❡♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✭✷✶✮

✈✐❛ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✱ t❤❡ t✲❧✐♥❦s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② β✳

❚❤✉s✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✷✮ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❛t✐s❢②

❛s β ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❧❛r❣❡r ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ❢♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ δr ✐♥

♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ✇✐❞❡r ❜❛♥❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡

♦❜❥❡❝t ❝♦♥t♦✉rs✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❤❡♥ β ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❡r♠ Ep,q(.)

✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛✛♦r❞ ❧❛r❣❡ δr ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s♠❛❧❧ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ✇❤❡♥

β ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❡❞❣❡s✳

❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛♥② ♥♦❞❡ p ∈ P ✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ tr✐✈✐❛❧ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ r❛❞✐✉s ✭❞❡♥♦t❡❞ rmin
p ✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ❤♦❧❞s ✐♥ p ✭✇✐t❤♦✉t r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡

✶■❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✷✮ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ δr ❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② max(p,q)∈N cp,q✳
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◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

✐♠❛❣❡✮ ✇❤❡♥ β 6= 0 ❜② t❡st✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ❢r♦♠ ♦♥❡ ✉♥t✐❧

|cp| ≥
P (Br)

(2r + 1)d − 1
✭✸✹✮

✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❯s✐♥❣ ✭✸✹✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❛❞✐✉s ✭❞❡♥♦t❡❞ rmin✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤

t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥♦❞❡ p ✭✇✐t❤♦✉t r❡❣❛r❞s t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡✮ ✇❤❡♥ β 6= 0 ❜②

rmin = max {rmin
p | p ∈ P}. ✭✸✺✮

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ♠❡♠♦r② ❣❛✐♥ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ ♦♥❡

❝❤♦♦s❡s ❛ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r > rmin✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ≤ rmin ❞♦❡s

♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t s♦♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r✳

ρ = 5.75% ρ = 32.58% ρ = 50.24% ρ = 64.77%

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❚✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❚❱✰L2

♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✿ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ ②❡❧❧♦✇ ♦♥

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r = 1, 8, 15, 22✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞

❣r❛♣❤ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✳ ❖❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ G ′ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧②

❡♥❝♦♠♣❛ss❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♠❛❣❡ ❛s t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ❣r♦✇s✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♦♠❡ ✇❛②s t♦ r❡❧❛① t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✷✮ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝✐♥❣

t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ✐s t♦ ♠✉❧t✐♣❧② δr ❜② ❛ ❢❛❝t♦r γ ∈ [0, 1]✳ ❚❤❡♥✱

❛s γ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ✵✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✷✮ ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳

❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ γ = 0✱ ✇❡ ♦♥❧② t❡st t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✭s❡❡ ✭✸✷✮✮✳ ❆♥♦t❤❡r

✇❛② ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ s♦♠❡ ♥♦❞❡s ✐♥ Br
p t♦ ❢❛✐❧ ❝♦♠♣❧②✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❡st✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s

s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ t❡st ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛❧❧❡❞ η ∈ [0, 1]✳ ❚❤❡♥✱ ❛s η ❞❡❝r❡❛s❡s✱

t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✷✮ ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② s✐♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡
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❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♦♣♣♦s✐t❡ t❡r♠✐♥❛❧s✳ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①tr❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧❡❛❞s t♦







❡✐t❤❡r
(

♯{q ∈ Br
p | cq ≥ +δrγ} ≥ η♯Br

p

)

,

♦r
(

♯{q ∈ Br
p | cq ≤ −δrγ} ≥ η♯Br

p

)

.
✭✸✻✮

❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ♣❛r❛♠❡t❡r✱ γ ❛♥❞ η ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❣r❛♣❤

s✐③❡ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ♦✛❡r ❛♥② ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t✐♠❡✲❝r✐t✐❝❛❧

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❞♦❡s ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♠❛❥♦r

❝♦♥str❛✐♥t✳ ❆s r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❋♦r t❤✐s ♠♦♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ✐s ❡①❛❝t✳

❇② ❡①❛❝t✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ G ′ ✐s ❡q✉❛❧

t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ G✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷ s❤♦✇ ❧♦✇

❣r❛♣❤ s✐③❡s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ♣✐①❡❧ ❡rr♦r ♦♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ valG(f
∗) ❛♥❞ valG′(f ′∗) ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②

❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ ❛ ❢❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ G ′ ✇✐t❤ t❤❡

t❡st ✭✸✻✮✳

✸✳✷✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s

✸✳✷✳✷✳✶ ◆❛✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋r♦♠ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ ❛♥ ❡❛s②✲t♦✲✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♠❡r❣❡s✿ ✐t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣

✐❢ t❤❡ t❡st ✭✸✻✮ ❤♦❧❞s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇ Br
p ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ p✱ ❢♦r ❛♥② ♥♦❞❡ p ∈ P ♦❢

G✳ ■❢ ✭✸✻✮ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r ❛ ♥♦❞❡ p ∈ P ✱ ✇❡ ❛❞❞ ✐t t♦ G ′ ❛♥❞ ❧✐♥❦ ✐t t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs

σε(p)✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ p ✐s ❥✉st r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ G ′✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇ Br ✐s ✈✐s✐t❡❞

❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ p ∈ P ✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ G r❡s❡♠❜❧❡s ❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❛♥❞ ❤❛s ❛ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(♯P♯Br) ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❝❛❧❛r

δr ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐s ♦❢ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ t✐♠❡✳ ❆❧s♦✱ ✐♥st❡❛❞

♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s E ′ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ E ′ ✐s

♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❜✉✐❧t ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇✐t❤ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② (d− 1)✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡①tr❛ ♠❡♠♦r② st♦r❛❣❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✐s ❛❧s♦ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

✻✸



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ◆❛✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ′ ✉s✐♥❣ ✭✸✻✮

■♥♣✉ts✿ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇ Br✱ γ✱ η✱ ✇❤♦❧❡ ❣r❛♣❤ G = (V , E)
❖✉t♣✉ts✿ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ G ′ = (V ′, E ′)✳
✶✳ δr ← ❝♦♠♣✉t❡✲❞❡❧t❛✭r✮ ✭s❡❡ ✭✸✸✮✮
✷✳ V ′ ← {s, t}
✸✳ ❢♦r❛❧❧ p ∈ P ❞♦
✹✳ NbLargePositive← 0
✺✳ NbLargeNegative← 0
✻✳ ❢♦r❛❧❧ q ∈ Br

p ❞♦
✼✳ ✐❢ cq ≥ +δrγ t❤❡♥
✽✳ NbLargePositive← NbLargePositive+ 1
✾✳ ❡♥❞✐❢

✶✵✳ ✐❢ cq ≤ −δrγ t❤❡♥
✶✶✳ NbLargeNegative← NbLargeNegative− 1
✶✷✳ ❡♥❞✐❢
✶✸✳ ❡♥❞❢♦r
✶✹✳ ✐❢ |NbLargePositive| ≥ η♯Br

p ♦r |NbLargeNegative| ≥ η♯Br
p t❤❡♥

✶✺✳ V ′ ← V ′ ∪ {p}
✶✻✳ ❡♥❞✐❢
✶✼✳ ❡♥❞❢♦r
✶✽✳ E ′ ← (P ′2 ∩ En) ∪ ({(p, q) | p, q ∈ (V ′ × V ′)} ∩ Et)
✶✾✳ r❡t✉r♥ G ′ = (V ′, E ′)

✸✳✷✳✷✳✷ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋♦r ❧❛r❣❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✐✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❡✣❝✐❡♥t ❛s t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥❛❧✐t② d ✐♥❝r❡❛s❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞

❛s s✉♠s ❛❧♦♥❣ t❤❡ d ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(♯P)✱ ❡①❝❡♣t

❢♦r ✐♠❛❣❡ ❜♦r❞❡rs✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ♦♥❧② ❞❡t❛✐❧ t❤✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡

✷❉ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✵✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇ Br ♦❢ s✐③❡ (2r+ 1)✱ (r > 0)✳

❋✐rst✱ ❢♦r ❛♥② ♣♦✐♥t p ∈ P ❛♥❞ δ′r ≥ 0✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡

gδ′r(p) =







1 if cp ≥ +δ′r,

0 otherwise.
✭✸✼✮

❲❡ ❡✐t❤❡r ❞❡♥♦t❡ gδrγ(p) ♦r gδrγ(i, j) ❢♦r ❛♥② ♣✐①❡❧ p = (i, j) ∈ P ✭✐t ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s

♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✮✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♯{q ∈ Br
p | cq ≥

+δrγ}✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✭✸✼✮✳ ❚❤❡ ❦❡②

✻✹



❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ♯{q ∈ Br
p | cq ≥ +δrγ} ❛s t✇♦ s✉♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ s✉♠s ♦✈❡r

❡❛❝❤ r♦✇ ✐♥ ❛ ❝♦❧✉♠♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ s✉♠s ♦✈❡r ❛❧❧ ❝♦❧✉♠♥s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥

❛rr❛② M ✇❤♦s❡ s✐③❡ ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇✐❞t❤✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

♦❢ gδrγ(.) ♦✈❡r ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t ♦❢ Br
p✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Mi0,j0 t❤❡ st❛t❡ ♦❢

❛rr❛② M ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣✐①❡❧ p = (i0, j0) ∈ P ✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Mi0,j0 [i] =







∑+r
l=−r gδrγ(i, j0 + l) ✐❢ i ≤ i0 + r,

∑+r
l=−r gδrγ(i, j0 + l − 1) ✐❢ i > i0 + r,

✭✸✽✮

❡①❝❡♣t ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❜♦r❞❡rs✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Ni0,j0 s✉♠♠✐♥❣ t❤❡

❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ M ❛❧♦♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ s✐③❡ 2r + 1

Ni0,j0 =
+r∑

c=−r

Mi0,j0 [i0 + c], ∀(i, j) ∈ P .

❲❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❤❛✈❡ Ni0,j0 = ♯{q ∈ Br
p | cq ≥ δrγ}✱ ❢♦r p = (i0, j0)✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡♥s✉r✐♥❣

t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✭✸✽✮ ❛t t❤❡ ♥❡①t ♣✐①❡❧ p = (i0 + 1, j0) ∈ P ✱ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ M ❜❡❢♦r❡ N ✇✐t❤

Mi0+1,j0 [i0 + r + 1] ← Mi0,j0 [i0 + r + 1]− gδrγ(i0 + r + 1, j0 − r − 1) + gδrγ(i0 + r + 1, j0 + r)

Ni0+1,j0 ← Ni0,j0 −Mi0+1,j0 [i0 − r] +Mi0+1,j0 [i0 + r + 1]

❚❤❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥❝❡✿ ✇❤❡♥ s❤✐❢t✐♥❣ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥

t♦ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉✐❧❞s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❛

❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(♯P)✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❜♦r❞❡rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❡❝♦♠❡s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s✳ ❆❧s♦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦st ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r

t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ t❤❡s❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♣r❡✲

❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ ❧♦♦❦✉♣ t❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♠❡♠♦r② st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧

❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ M ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② (d−1)✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ ❡①tr❛ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ s✐③❡✳

✻✺



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

✐ ✐

M12,2 ✳ ✳ ✳ ✷ ✸ ✸ ✷ ✳ ✳ ✳ M13,2 ✳ ✳ ✳ ✷ ✸ ✸ ✸ ✳ ✳ ✳

✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹ ✶✶ ✶✷ ✶✸ ✶✹

✵ ✳ ✳ ✳ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳ ✳ ✳ ✵ ✳ ✳ ✳ ✵ ✵ ✵ ✵ ✳ ✳ ✳

❥ ✶ ✳ ✳ ✳ ✵ ✶ ✶ ✶ ✳ ✳ ✳ ⇒ ✶ ✳ ✳ ✳ ✵ ✶ ✶ ✶ ✳ ✳ ✳

✷ ✳ ✳ ✳ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳ ✳ ✳ ✷ ✳ ✳ ✳ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳ ✳ ✳

✸ ✳ ✳ ✳ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳ ✳ ✳ ✸ ✳ ✳ ✳ ✶ ✶ ✶ ✶ ✳ ✳ ✳

gδrγ(.) gδrγ(.)

N12,2 = 8

M13,2[14] ← M12,2[14]− gδrγ(14, 0) + gδrγ(14, 3)

← 2− 0 + 1 = 3

N13,2 ← N12,2 −M13,2[11] +M13,2(14)

← 8− 2 + 3 = 9

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ G ♦♥ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤

r = 1✱ γ = 1 ❛♥❞ η = 1✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣✐①❡❧

p = (13, 2) ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ G ′ s✐♥❝❡ |N13,2| = (2r + 1)2 = 9✳

✸✳✷✳✷✳✸ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ r❡♠❛✐♥s q✉✐t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✳ ❙✐♥❝❡ δr ❞✐♠✐♥✲

✐s❤❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ✈❛r✐❡s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥✲

t❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ p ∈ P ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐♥❞♦✇

r❛❞✐✉s r∗ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❡st ✭✸✻✮ ❤♦❧❞s ❢♦r p✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❛❧❧ ✇✐♥❞♦✇

r❛❞✐✐ r ∈ {0, . . . , rmax} ✭rmax ≥ 1✮✳ ◆♦t✐❝❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠

r❡q✉✐r❡s t❤❛t η = 1 ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✮✳ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✹✮

♣❡r♠✐ts t♦ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥♦❞❡ ❛s ❡❛r❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❛❞✐✉s rmin

✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❛❞✐✉s rmax ❛❧❧♦✇❡❞✳

❯♥❧✐❦❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(♯P♯Brmax)✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ❜✉✐❧❞ s♠❛❧❧❡r ❣r❛♣❤s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✮✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ❧❛r❣❡r

s✐♥❝❡ ❛❧❧ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✐ ♠✉st ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦

❛✈♦✐❞ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❧✐❦❡ ✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡

❣❛✐♥ ❜r♦✉❣❤t ❜② t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡s ✐s t❤✉s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s♦♠❡

♣❛rt✐❝✉❧❛r s✐t✉❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♥♦✐s② ♦r ❤✐❣❤✲❝♦♥tr❛st❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

✻✻



❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡✳

ρ∗ = 35.05% ρ∗ = 16.91%

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❣❛✐♥ ❜r♦✉❣❤t ❜② t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ✈❡rs✉s

t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❧❡❢t✮ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✐♥

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ s❡t r = 13 ❛♥❞ rmax = 13✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡

✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ ②❡❧❧♦✇ ❜② tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✳ ■♥ t❤❡ r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✱

❛♥② ♣✐①❡❧ p ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ rmin
p ✳ ❇r✐❣❤t❡r ♣✐①❡❧s ❛r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞

✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ❛♥❞ ❜❧❛❝❦ ♣✐①❡❧s ❜❡❧♦♥❣ t♦ G ′✳

❲❡ ✇❛♥t ❛❧s♦ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ❜♦t❤ ❤✐❣❤❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ❞✉❡

t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐t② ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❡st ✭✸✻✮ ❝❛♥ ❜❡ q✉✐❝❦❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥

❡❛❝❤ ♥♦❞❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ G ′

❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥

❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ■♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s✮✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t s✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

✇♦✉❧❞ ❜❡❝♦♠❡ tr✐✈✐❛❧ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤♦s❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛❧❧

❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠✐♥❛❧ ✷✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ♦♥❡✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳

✷■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✻✮ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t ❜♦t❤ t❡r♠✐♥❛❧s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛❧s ♥♦❞❡s

✉♥❧❡ss ✇❡ ❤❛✈❡ γ = 0 ❛♥❞ η = 1✳
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◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❆❞❛♣t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ′ ✉s✐♥❣ ✭✸✻✮

■♥♣✉ts✿ γ✱ rmax✱ ❣r❛♣❤ G = (V , E)

❖✉t♣✉ts✿ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ G ′ = (V ′, E ′)✳

✶✳ V ′ ← {s, t}

✷✳ ❢♦r❛❧❧ p ∈ P ❞♦
✸✳ NbLargeCapacities← 0

✹✳ rmin ← −∞

✺✳ ❢♦r❛❧❧ r ∈ {0, . . . , rmax} ❞♦
✻✳ ❢♦r❛❧❧ q ∈ ∂Br

p ❞♦
✼✳ rmin

q ← ❝♦♠♣✉t❡✲r♠✐♥✭cq✱ B
r✮ ✭s❡❡ ✭✸✹✮✮

✽✳ rmin ← max{rmin
q , rmin}

✾✳ ✐❢ rmin
q > rmax t❤❡♥

✶✵✳ ❣♦t♦ ❡♥❞

✶✶✳ ❡♥❞✐❢
✶✷✳ δrmin

q
← ❝♦♠♣✉t❡✲❞❡❧t❛✭rmin

q ✮ ✭s❡❡ ✭✸✸✮✮

✶✸✳ ✐❢ cq ≥ +δrmin
q

γ t❤❡♥
✶✹✳ NbLargeCapacities← NbLargeCapacities+ 1

✶✺✳ ❡♥❞✐❢
✶✻✳ ✐❢ cq ≤ −δrmin

q
γ t❤❡♥

✶✼✳ NbLargeCapacities← NbLargeCapacities− 1

✶✽✳ ❡♥❞✐❢
✶✾✳ ❡♥❞❢♦r
✷✵✳ ✐❢ |NbLargeCapacities| = ♯Br

p t❤❡♥
✷✶✳ ✐❢ rmin ≤ r t❤❡♥
✷✷✳ ❣♦t♦ ❡♥❞

✷✸✳ ❡♥❞✐❢
✷✹✳ ❡❧s❡
✷✺✳ V ′ ← V ′ ∪ {p}

✷✻✳ ❣♦t♦ ❡♥❞

✷✼✳ ❡♥❞✐❢
✷✽✳ ❡♥❞❢♦r
✷✾✳ ❡♥❞✿

✸✵✳ ❡♥❞❢♦r
✸✶✳ E ′ ← (P ′2 ∩ En) ∪ ({(p, q) | p, q ∈ (V ′ × V ′)} ∩ Et)

✸✷✳ r❡t✉r♥ G ′ = (V ′, E ′)

✻✽



❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

✸✳✷✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ ♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s✳ ❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ❆t❤❧♦♥ ❉✉❛❧ ❈♦r❡ ✻✵✵✵✰ ✸●❍③ ✇✐t❤ ✷●❇ ♦❢ ❘❆▼ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✲

✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬❇❑✵✹❪ ✸✳ ❘✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚✐♠❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✶✵ r✉♥s✳

✸✳✷✳✸✳✶ ❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ♣❛r❛♠❡t❡r

❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❡r♠s

♦❢ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ r❡s✉❧ts t♦ st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❜♦tt♦♠

r♦✇✮ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✷❉✰t ❞❛t❛ ✭t♦♣ r♦✇✮ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠

r♦✇✱ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ sq✉❛r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡s

✇✐t❤ tr✐❛♥❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r = 0✳

❋✐rst✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❛♥❞ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❛r❡

✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❢❛st❡r ✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡

✐♠❛❣❡ ✧♣❧❛♥❡✧✮ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❧❡ss ♠❡♠♦r② t❤❛♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

❜♦t❤ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤

✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ρ∗✮ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r s♦♠❡ r❛❞✐✉s r∗ > 0✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t r∗ ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤

♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ ❝✉r✈❡s t♦

❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥✈❡① ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡st ♦❢ ✭✸✻✮ ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧②

✇❤❡♥ r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s✐♥❝❡ δr ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❤❡♥ r ✐s ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❛t✐s❢② ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡st ♠✉st

❤♦❧❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡♥ r ❝❤❛♥❣❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s❡t r = 1 ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡s ✷ ❛♥❞ ✸✮✳

✸❚❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉✴P❡♦♣❧❡✴✈♥❦✴s♦❢t✇❛r❡✳❤t♠❧

✻✾



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

♣❧❛♥❡ ✕ 1443× 963 ❝❡❧❧s ✕ 1536× 1536 ❧❡♥❛ ✕ 2048× 2048 ✇♦♠❛♥ ✕ 211× 172× 92

■♠❛❣❡ ✧♣❧❛♥❡✧ ■♠❛❣❡ ✧❝❡❧❧s✧ ■♠❛❣❡ ✧❧❡♥❛✧ ■♠❛❣❡ ✧✇♦♠❛♥✧

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✷❉✰t ✐♠❛❣❡s

✭t♦♣ r♦✇✮ ✇✐t❤ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇✱ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤

sq✉❛r❡s ❛♥❞ r❡❞ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ tr✐❛♥❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t♦ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❙t❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r = 0✳

✸✳✷✳✸✳✷ ▼❛ss✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✷❉✱ ✷❉✰t ❛♥❞ ✸❉ ✐♠❛❣❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❙●❈✮ ❛❣❛✐♥st r❡❞✉❝❡❞

❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❘●❈✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✷❉✱ ✷❉✰t

❛♥❞ ✸❉ ❣r❛②s❝❛❧❡✴❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠❡❛s✉r❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙●❈ ❛♥❞ ❘●❈ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

♠❛①✲✢♦✇ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ valG′(f ′∗) ❛♥❞ valG(f
∗)✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ✇✐❧❧ ❛❝t ❛s ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✭♦r ♥♦t✮ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✸✻✮✳ ❆❧s♦✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s s❡t γ = 1 ❛♥❞ η = 1✳

▲❡t ✉s ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ s❡❡❞s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ❜❡st s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ s❡❡❞s

❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❙●❈✳ ❚❤❡♥✱ ❛ s❡❝♦♥❞ s❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❘●❈ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡❡❞s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✭❉❙❈✱

▼❙❆❙❉ ❛♥❞ ❱❖✮ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛①✲✢♦✇

❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ valG(f
∗) ❛♥❞ valG′(f ′∗) ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r∗ ❢♦r ✇❤✐❝❤

✼✵



❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ρ∗ ✐s ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❋♦r ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ♥♦t✐❝❡

t❤❛t s♦♠❡ ✷❉ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❡r❦❡❧❡② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛t❛s❡t ✹✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✶✮ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✷ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛

❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✷✮ ✇✐t❤ ◆❍ ❛♥❞ ●▼▼ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✸ ❛♥❞ ✹✱ r❡s♣❡❝✲

t✐✈❡❧②✳ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ◆❍ ❛♥❞ ●▼▼ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✵

❛♥❞ ✶✶✳

❋♦r ❜♦t❤ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❘●❈ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❙●❈ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

♠❡♠♦r② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛①✲✢♦✇

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥✉❧❧ ✭♦r r❡♠❛✐♥ ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧✮✳ ❋♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✷❉✰t ❛♥❞ ✸❉

✐♠❛❣❡s✱ ❙●❈ ❢❛✐❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞✮

✇❤✐❧❡ ❘●❈ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡♠ ❛♥❞ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ρ∗ ♦❢ s♦♠❡ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s r❡♠❛✐♥s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧❛r❣❡ ✭s❡❡

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♠❛❣❡s ✧❝✐r❝❧❡s✧✱ ✧③❡♥✲❣❛r❞❡♥✧ ❛♥❞ ✧❝❡❧❧s✧✮ ❢♦r ❜♦t❤ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ ❧♦t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♦♣♣♦s✐t❡

t❡r♠✐♥❛❧s ✐♥ G ′✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧s s ❛♥❞ t ✐s ❞✐r❡❝t❧②

❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❆♥ ✐❞❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢

❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♥♦❞❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ t❡r♠✐♥❛❧ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② s♠♦♦t❤ ❜♦r❞❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡

✇❤❡r❡ t❤❡s❡ ❛r❡❛s ❝♦♥t❛✐♥ ❢❡✇ ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✇r♦♥❣ t❡r♠✐♥❛❧s✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ✭s❡❡ ✭✸✻✮ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✹✮✳

■♥ s♦♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❘●❈ ❛r❡ ❡✈❡♥ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❙●❈✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡

r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❧❡ss ♥♦❞❡s

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s

❣❡♥❡r❛❧❧② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r ❛s r∗ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡

r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ s♣❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs✳ ❚❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐s str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣

❛ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ s✐③❡ 481 × 321 ❝❛♥ r❡♣r❡s❡♥t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣

✹❚❤❡ ❞❛t❛s❡t ✐s ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❡❝s✳❜❡r❦❡❧❡②✳❡❞✉✴❘❡s❡❛r❝❤✴Pr♦❥❡❝ts✴❈❙✴

✈✐s✐♦♥✴❜s❞s✴

✼✶



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

t❤❡ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❛ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r = 5✳ ❚❤✐s ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❝❛♥ r✐s❡ t♦ ✽✵✪ ❢♦r ❛ ✇✐♥❞♦✇

r❛❞✐✉s r = 10✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ t❤✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t

❘●❈ ❛r❡ ❢❛st ❛❧♠♦st ❡✈❡r②✇❤❡r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❜❡tt❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❜♦r❞❡rs ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞

t♦ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥

❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ♦❢t❡♥ s✐♥❝❡ ✇❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤❛✈❡ r∗ = 1✳

❆♥♦t❤❡r ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ❘●❈ ❝❛♥ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② t❤❛♥ ❙●❈✳

❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ t②♣✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ β ✐s t♦♦ s♠❛❧❧✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✭s❡❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✧❝✐r❝❧❡s✧ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ G ′ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥

✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❘●❈ s♦♠❡t✐♠❡s ♥❡❡❞ t♦ r❡❛❧❧♦❝❛t❡ ❛♥ ❡①tr❛ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡ ❢♦r st♦r✐♥❣ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬❇❑✵✹❪ r❡❛❧❧♦❝❛t❡s ♠❡♠♦r②

❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② st♦r❛❣❡ t❛❦❡♥ ❜② ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

❛✈♦✐❞ r❡❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❛♣t s✐♠♣❧❡ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❣❡t ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ G ′✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ t❡st ✭✸✻✮ ❜② t❡st✐♥❣

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧ p ∈ P ✇✐t❤ δ1 ♦r ❜② r❛♥❞♦♠❧② ♣♦❧❧✐♥❣ s♦♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣✐①❡❧s ✐♥

t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✷✱ ✸ ❛♥❞ ✹✳

❋♦r t❤❡ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✐s ✸✸✳✺✶✪

✭±34.01%✮ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r ✷✶ ✐♠❛❣❡s ♦✉t ♦❢ ✷✽✱ ❘●❈ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❧❡ss ♠❡♠♦r② t❤❛♥

❙●❈✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❘●❈ r✉♥ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❙●❈ ❢♦r ✶✶ ✐♠❛❣❡s ♦✉t ♦❢ ✷✽ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♠❡♠♦r②

♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ❙●❈✳ ❋♦r s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ✐s ❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✲

✐♥❣ ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② r✐❣✐❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞

✉♥❞❡s✐r❡❞ ♣❛rts ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✧③❡♥✲❣❛r❞❡♥✧ ❛♥❞ ✧s✇❡❡ts✧ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✾✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r∗ ❢♦r

❧♦✇❡r✐♥❣ δr ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ G ′✳

❋♦r t❤❡ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ◆❍✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤

✐s ✶✾✳✷✹✪ ✭±24.81%✮ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❘●❈ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❧❡ss ♠❡♠♦r② t❤❛♥ ❙●❈ ❢♦r ✷✾ ✐♠❛❣❡s

♦✉t ♦❢ ✸✶✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❘●❈ r✉♥ ❢❛st❡r ❢♦r ✶✼ ✐♠❛❣❡s ♦✉t ♦❢ ✷✹ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♠❡♠♦r②

♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ❙●❈✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ●▼▼✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞

❣r❛♣❤ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ◆❍✿ ✷✹✳✾✾✪ ✭±31.9%✮✳ ❚❤❡ ❚❛❜❧❡ ✹ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t

❘●❈ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❧❡ss ♠❡♠♦r② t❤❛♥ ❙●❈ ❢♦r ✷✼ ✐♠❛❣❡s ♦✉t ♦❢ ✸✶✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r ✶✺ ✐♠❛❣❡s

✼✷



❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

♦✉t ♦❢ ✷✹ ✇❤❡r❡ ♥♦ ♠❡♠♦r② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ❙●❈✱ ❘●❈ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❙●❈ ✐♥ t❡r♠s

♦❢ s♣❡❡❞✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ◆❍ ❛♥❞ ●▼▼ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❙❈ ❛♥❞ t❤❡ ❆❙❆❙❉ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✭s❡❡

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

❛r❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ❉❙❈ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ❆❙❆❙❉ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✾✼✳✽✽✪

✭±5.57%✮ ❛♥❞ ✹✳✷✵ ✭±6.97✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❧s♦ ✈✐s✉❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✵

❛♥❞ ✶✶✳

❋r♦♠ ❛ ♠❡♠♦r② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ●▼▼ ❛r❡ s✉r♣r✐s✐♥❣❧② s❧✐❣❤t❧②

✇♦rs❡ t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ◆❍✳ ❋♦r s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ❧♦✇❡r ✇❤❡♥

✉s✐♥❣ ●▼▼ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✧t❡①t✶✧ ♦r ✧r❡❞✲✢♦✇❡rs✧ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✸ ❛♥❞ ✹✮✳ ❯♥❧✐❦❡

◆❍✱ ●▼▼ ❛❝ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❧❛✇s ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❛❜r✉♣t✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✧t❡①t✶✧

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❛ ❜♦♦❦ ✇✐t❤ ❛ r❛❦✐♥❣ ❧✐❣❤t✳ ❯♥❧✐❦❡ ◆❍✱ ●▼▼ ✐s ❛❜❧❡ t♦

♣r♦♣❡r❧② r❡❝♦✈❡rs ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ❤❛❧♦ ✇❤❡r❡ ♥♦ ♣✐①❡❧s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡❡❞s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡

s❛♠❡ r❡s✉❧t ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ◆❍ ♦♥❧② ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❦❡r♥❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦st❧② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❛♠✐❧② ♦❢ ✐♠❛❣❡s ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✶✷✮✳

■♥ ♦t❤❡r s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣

◆❍ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ●▼▼ ✭s❡❡ ✐♠❛❣❡s ✧♠❡❛❞♦✇✲❛♥❞✲♠♦✉♥t❛✐♥s✧✱ ✧s♥♦✇✲❛♥❞✲❝❧♦✉❞s✧ ❛♥❞

✧❜✐r❞s✷✧ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✸ ❛♥❞ ✹✮✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦♥s✐sts

♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❘●❇ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t♦♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ✐♥ t❤❡ ♠✐①t✉r❡

♥❡❛r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t❧② ❧❛❜❡❧ ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣

✐♥t❡♥s✐t②✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✇❤❡r❡ t✇♦ ❜✐r❞s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ♦✈❡r ❛ ❣r❡❡♥

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❋♦r t❤✐s ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼❉▲ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s

✶✵ ❢♦r t❤❡ ❜✐r❞s ❛♥❞ ✻ ❢♦r t❤❡ ❣r❡❡♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ t②♣✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡

t❤❡ ●▼▼ ✐s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ❧❛❜❡❧ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t r❡❧② ♦♥

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ✇❡ ♠✉st s❡t β = 0 ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞

❣r❛♣❤ s✐③❡✳ ❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣

❛s ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s ❢♦r ❣❡tt✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✼✸



♥♦t✐❝❡ t❤❛t ●▼▼ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❢✉❧❧② r❡❝♦✈❡r t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✧❝t✲t❤♦r❛①✧

✉♥❧✐❦❡ ◆❍ ✇❤❡r❡ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❛r❡ ❧♦st ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s t②♣✐❝❛❧❧②

❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ●▼▼ t♦ ♥♦t ❜❡✐♥❣ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛s ◆❍✳

✧❜✉tt♦♥s✧ ✭✻✳✾✶✪✮ ✧r✐❝❡✧ ✭✷✶✳✼✼✪✮ ✧❝t✲t❤♦r❛①✧ ✭✼✳✽✼✪✮ ✧❝✐r❝❧❡s✧ ✭✾✹✳✽✺✪✮

✧③❡♥✲❣❛r❞❡♥✧ ✭✾✹✳✼✷✪✮ ✧❝❡❧❧s✧ ✭✶✼✳✹✻✪✮ ✧s✇❡❡ts✧ ✭✽✸✳✾✼✪✮

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱

✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ r♦✇s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ✭✐♥

②❡❧❧♦✇ ♦♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ r♦✇s✮ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❜② tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ρ∗ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡

♦❢ ✐♠❛❣❡s✳



✧r❡❞✲st❛r✜s❤✧ ✭✶✸✳✾✺✪✮ ✧❤♦rs❡s✹✧ ✭✺✳✻✵✪✮ ✧s♥♦✇✲❛♥❞✲❝❧♦✉❞s✧

✭✶✺✳✷✹✪✮

✧t❡①t✶✧ ✭✺✵✳✶✽✪✮

✧✐♥t❡r✈✐❡✇✲♠❛♥✶✧ ✭✻✳✾✶✪✮ ✧✢✉♦r❡s❝❡♥t✲❝❡❧❧✧

✭✺✳✽✽✪✮

✧❝t✲t❤♦r❛①✧

✭✶✼✳✸✵✪✮

✧❝✐r❝❧❡s✧ ✭✾✹✳✺✼✪✮

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ◆❍ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✲

✐t② ✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡❡❞s ✭✜rst ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ r♦✇s✮✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✭s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ✜❢t❤ r♦✇s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ✭✐♥ ②❡❧❧♦✇ ♦♥ t❤✐r❞ ❛♥❞ s✐①t❤ r♦✇s✮

s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❜② tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞

❣r❛♣❤ s✐③❡ ρ∗ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳



✧r❡❞✲st❛r✜s❤✧ ✭✹✳✷✽✪✮ ✧❤♦rs❡s✹✧ ✭✼✳✵✵✪✮ ✧s♥♦✇✲❛♥❞✲❝❧♦✉❞s✧

✭✾✾✳✷✷✪✮

✧t❡①t✶✧ ✭✶✷✳✺✺✪✮

✧✐♥t❡r✈✐❡✇✲♠❛♥✶✧ ✭✼✳✸✾✪✮ ✧✢✉♦r❡s❝❡♥t✲❝❡❧❧✧

✭✶✶✳✸✼✪✮

✧❝t✲t❤♦r❛①✧

✭✶✸✳✼✷✪✮

✧❝✐r❝❧❡s✧ ✭✾✹✳✺✷✪✮

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ●▼▼ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝✲

t✐✈✐t② ✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ r♦✇s✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ✭✐♥ ②❡❧❧♦✇ ♦♥ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ r♦✇s✮ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

✐♠❛❣❡ ❜② tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✳ ❘❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ s❡❡❞s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❚❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ρ∗ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❡❛❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s✳



ρ∗ = 50.18% ρ∗ = 12.55%

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ P♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉s✐♥❣ ●▼▼ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛❣❛✐♥st ◆❍ ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ❢♦r

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✧t❡①t✶✧ ✭t♦♣ r♦✇✮ ✇✐t❤ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ s❡❡❞s ❛r❡ s✉✲

♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❜② tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥ t♦♣ r♦✇✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ❛r❡

s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ ②❡❧❧♦✇ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦♥ ♠✐❞❞❧❡ r♦✇ ✇❤❡r❡❛s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t

✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇✳ ❖❜s❡r✈❡

❤♦✇ ●▼▼ ❝❛♥ ❜❡tt❡r ❧❛❜❡❧ ♣✐①❡❧s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✧❤❛❧♦✧ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣✐①❡❧s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❛♥

✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❛❜♦✉t ✵✳✹✺✳



ρ∗ = 6.40% ρ∗ = 39.16% ρ∗ = 5.62%

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉s✐♥❣ ●▼▼ ❛❣❛✐♥st ◆❍ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✧❜✐r❞s✷✧

✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ✇✐t❤ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧✳ ▲❡❢t ❝♦❧✉♠♥ ✉s❡s ◆❍✱ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥ ✉s❡s

●▼▼ ✇✐t❤ ▼❉▲ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♥❞ r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥ ✉s❡s ●▼▼ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢♦r t❤❡

♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t♦♣ r♦✇ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢

❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✭♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥ ❜❧✉❡✱ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ♦t❤❡r✇✐s❡✮ ✐s s❤♦✇♥ ♦♥

❜♦tt♦♠ r♦✇✳ ❖❜s❡r✈❡ ❤♦✇ ●▼▼ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t

❝❧❛ss ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❧❛r❣❡r ●❛✉ss✐❛♥ ✐s ❡♥♦✉❣❤✳



❅
❅
❅

❱♦❧✉♠❡ ♥❛♠❡ ❙✐③❡
❙●❈ ❘●❈

ρ∗ ✭✪✮ r∗ ❘▼❊ ❉❙❈ ✭✪✮ ❱❖ ✭✪✮ ▼❙❆❙❉
❚✐♠❡ ▼❡♠♦r② ❚✐♠❡ ▼❡♠♦r②

✷❉

♣❧❛♥❡ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✷ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✹✷ ✶✹✳✺✹ ▼❜ ✹✾✳✽✾ ✶✹ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
③❡♥✲❣❛r❞❡♥ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✷ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✷✼ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✾✹✳✼✷ ✶✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
♦r✐❡♥t❛❧✲♠❛♥ ✸✷✶ ×✹✽✶ ✵✳✷✻ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✹✽ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✼✾✳✽✺ ✶✸ ✵✳✵✵✵✶ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝t✲t❤♦r❛①✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✶✽ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✶✶ ✷✳✵✺ ▼❜ ✺✳✼✹ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❜♦♦❦ ✸✵✶✷ ×✷✵✹✽ ✷✳✻✽ ✾✶✼✳✷✻ ▼❜ ✶✳✻✼ ✼✽✳✾✺ ▼❜ ✽✳✻✹ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✷✵ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✸✸ ✸✺✳✵✾ ▼❜ ✼✻✳✸✾ ✻ ✵✳✵✵✶✶ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜❡❛♥s ✷✺✻ ×✷✺✻ ✵✳✵✼ ✾✳✼✵ ▼❜ ✵✳✶✸ ✶✵✳✹✵ ▼❜ ✾✾✳✽✸ ✹ ✵✳✵✵✵✶ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
s✇❡❡ts ✽✵✵ ×✻✵✵ ✵✳✽✶ ✼✶✳✷✽ ▼❜ ✷✳✺✶ ✼✽✳✾✺ ▼❜ ✽✸✳✾✼ ✷✷ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
t❡①t✶ ✶✻✵✵ ×✶✷✵✵ ✵✳✽✷ ✷✽✺✳✸✾ ▼❜ ✵✳✺✼ ✷✺✳✼✻ ▼❜ ✶✵✳✺✻ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
t❡①t✷ ✶✵✷✹ ×✼✻✽ ✵✳✸✻ ✶✶✻✳✽✹ ▼❜ ✵✳✸✻ ✸✺✳✵✾ ▼❜ ✷✽✳✼✽ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
②❡❛sts✶ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✷✸ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✸✹ ✹✾✳✵✽ ▼❜ ✾✺✳✸✷ ✸ ✵✳✵✵✶✻ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
②❡❛sts✷ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✶✾ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✶✺ ✻✳✾✸ ▼❜ ✶✽✳✽✸ ✶ ✵✳✵✵✵✶ ✾✾✳✾✼✸✵ ✾✾✳✾✹✻✵ ✵✳✵✵✵✵

❛♥❣✐♦❣r❛♣❤②✶ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✶✽ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✶✶ ✸✳✵✽ ▼❜ ✼✳✾✼ ✶ ✵✳✵✵✵✶ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❛♥❣✐♦❣r❛♣❤②✷ ✸✺✵ ×✻✹✸ ✵✳✶✸ ✸✸✳✸✾ ▼❜ ✵✳✵✾ ✷✳✷✻ ▼❜ ✼✳✺✶ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❢✶✶✼ ✺✽✽ ×✸✾✷ ✵✳✶✷ ✸✹✳✷✵ ▼❜ ✵✳✵✻ ✻✷✸✳✵✺ ❑❜ ✶✳✼✶ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜❧❛❝❦✲❝❛t ✻✵✵ ×✹✵✵ ✵✳✶✷ ✸✺✳✻✶ ▼❜ ✵✳✵✼ ✹✶✺✳✸✽ ❑❜ ✶✳✶✹ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✈✐❦✐♥❣✲s②♠❜♦❧✷ ✻✻✵ ×✼✹✵ ✵✳✷✼ ✼✷✳✺✸ ▼❜ ✵✳✷✽ ✸✺✳✵✾ ▼❜ ✸✼✳✵✻ ✸ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜✉tt♦♥s ✸✵✵ ×✸✵✵ ✵✳✵✻ ✶✸✳✸✸ ▼❜ ✵✳✵✸ ✾✸✹✳✻✵ ❑❜ ✻✳✾✶ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
r✐❝❡ ✷✺✻ ×✷✺✻ ✵✳✵✹ ✾✳✼✵ ▼❜ ✵✳✵✹ ✷✳✵✺ ▼❜ ✷✶✳✼✼ ✶ ✵✳✵✵✵✷ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❜❧♦♦❞✲❝❡❧❧s ✹✷✺ ×✷✽✵ ✵✳✵✽ ✶✼✳✻✹ ▼❜ ✵✳✵✺ ✸✳✵✽ ▼❜ ✶✽✳✽✹ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
♣♦♣♣② ✹✵✾ ×✻✶✸ ✵✳✶✻ ✸✼✳✷✶ ▼❜ ✵✳✵✾ ✶✳✵✶ ▼❜ ✷✳✾✸ ✶ ✵✳✵✵✵✷ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✷❉✰t

✐♥t❡r✈✐❡✇✲❣✐r❧ ✸✷✵ ×✷✹✵ ×✶✺✵ ❖▼ ✹✳✼✷ ●❜ ✽✳✾✻ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✶✺✳✵✹ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✐♥t❡r✈✐❡✇✲♦❧❞✲♠❛♥ ✷✺✻ ×✷✺✻ ×✶✷✽ ❖▼ ✸✳✹✸ ●❜ ✽✳✺✵ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✶✽✳✽✸ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✐♥t❡r✈✐❡✇✲✇♦♠❛♥ ✸✺✷ ×✷✽✽ ×✶✺✹ ❖▼ ✻✳✹✵ ●❜ ✶✵✳✹✷ ✶✳✶✸ ●❜ ✶✸✳✸✻ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✸❉

❝t✲t❤♦r❛① ✹✵✾ ×✹✵✾ ×✷✺✷ ❖▼ ✶✼✳✸✸ ●❜ ✷✶✳✹✸ ✶✳✶✼ ●❜ ✼✳✽✼ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❝✐r❝❧❡s ✶✷✽ ×✶✷✽ ×✶✷✽ ✺✳✵✶ ✽✼✹✳✺✼ ▼❜ ✼✳✶✻ ✶✳✶✵ ●❜ ✾✹✳✽✺ ✶ ✵✳✵✶✸✽ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s ✹✵✾ ×✹✵✾ ×✶✵✶ ❖▼ ✻✳✾✷ ●❜ ✶✹✳✷✸ ✶✳✶✸ ●❜ ✶✼✳✹✻ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❜r❛✐♥✲♣✸ ✶✽✶ ×✷✶✼ ×✶✽✶ ❖▼ ✷✳✾✶ ●❜ ✻✳✵✵ ✸✹✷✳✻✼ ▼❜ ✶✷✳✻✸ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❙●❈✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts ✭❘●❈✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ✭✐♥ s❡❝s✮ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❢♦r

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ▲❛❜❡❧ ❖▼ st❛♥❞s ❢♦r ✧❖✉t ♦❢ ▼❡♠♦r②✧ ✇❤✐❧❡ ❧❛❜❡❧ ◆❙❘ st❛♥❞s ❢♦r ✧◆♦

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❘❡❢❡r❡♥❝❡✧✳



❅
❅
❅

❱♦❧✉♠❡ ♥❛♠❡ ❙✐③❡
❙●❈ ❘●❈

ρ∗ ✭✪✮ r∗ ❘▼❊ ❉❙❈ ✭✪✮ ❱❖ ✭✪✮ ▼❙❆❙❉
❚✐♠❡ ▼❡♠♦r② ❚✐♠❡ ▼❡♠♦r②

✷❉

❡❛❣❧❡✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✺ ✶✳✸✼ ▼❜ ✺✳✺✹ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
③❡♥✲❣❛r❞❡♥✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✷ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✸✹ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✾✵✳✼✺ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝♦❧✉♠♥s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✷ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✷ ✷✼✻✳✾✷ ❑❜ ✶✳✶✼ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

r❡❞✲✢♦✇❡rs✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✾ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✷✶ ✻✳✾✸ ▼❜ ✷✸✳✸✵ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
s♥♦✇✲❛♥❞✲❝❧♦✉❞s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✾ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✺ ✹✳✻✷ ▼❜ ✶✺✳✷✹ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

♠❛r❦❡r✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✾ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✸ ✻✷✸✳✵✺ ❑❜ ✷✳✹✻ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
♣②r❛♠✐❞✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✽ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✸ ✸✵✹✳✾✼ ❑❜ ✶✳✹✻ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

r❡❞✲st❛r✜s❤✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✾ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✺ ✸✳✵✽ ▼❜ ✶✸✳✾✺ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜❧❛❝❦✲❝♦✇✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✶ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✺ ✸✵✹✳✾✼ ❑❜ ✶✳✺✶ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❤✉r❝❤✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✸ ✶✳✸✼ ▼❜ ✺✳✵✼ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
s♥❛❦❡✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✺ ✶✳✵✶ ▼❜ ✹✳✾✺ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜✐r❞s✷✲❝ ✸✷✶ ×✹✽✶ ✵✳✷✶ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✻ ✶✳✸✼ ▼❜ ✻✳✹✵ ✶ ✵✳✵✵✵✶ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❡❛❣❧❡✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✽ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✸ ✻✷✸✳✵✺ ❑❜ ✷✳✷✺ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❣r❡❡❦✲t❡♠♣❧❡✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✹ ✷✳✵✺ ▼❜ ✽✳✵✸ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❤♦rs❡s✹✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✹ ✶✳✸✼ ▼❜ ✺✳✻✵ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

♠❡❛❞♦✇✲❛♥❞✲♠♦✉♥t❛✐♥s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✷✺ ✶✺✳✺✾ ▼❜ ✺✻✳✵✵ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧✲❤♦✉s❡s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✾ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✶✸ ✾✸✹✳✻✵ ❑❜ ✹✳✸✵ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❝t✲t❤♦r❛①✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✹✹ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✷✾ ✹✳✻✷ ▼❜ ✶✵✳✽✺ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✾✾✳✼✽✸✷ ✾✾✳✺✻✼✹ ✵✳✵✵✵✵
❜♦♦❦ ✸✵✶✷ ×✷✵✹✽ ✼✳✺✹ ✾✶✼✳✷✻ ▼❜ ✺✳✵✻ ✼✽✳✾✺ ▼❜ ✽✳✶✽ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✹✻ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✹✾ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✹✽✳✾✶ ✷ ✵✳✵✵✵✼ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
t❡①t✶ ✶✻✵✵ ×✶✷✵✵ ✷✳✶✺ ✷✽✺✳✸✾ ▼❜ ✷✳✹✾ ✶✼✼✳✻✸ ▼❜ ✺✵✳✶✽ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✈✐❦✐♥❣✲s②♠❜♦❧✷ ✻✻✵ ×✼✹✵ ✵✳✺✾ ✼✷✳✺✸ ▼❜ ✵✳✸✾ ✸✳✸✾ ▼❜ ✺✳✶✸ ✶ ✵✳✵✵✷✸ ✾✾✳✾✾✽✶ ✾✾✳✾✾✻✷ ✵✳✵✵✵✵

✷❉✰t

✐♥t❡r✈✐❡✇✲♠❛♥✶✲❝ ✸✷✵ ×✷✹✵ ×✷✵✸ ❖▼ ✻✳✹✵ ●❜ ✶✽✳✼✺ ✺✶✹✳✵✵ ▼❜ ✻✳✾✶ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✐♥t❡r✈✐❡✇✲♠❛♥✷✲❝ ✹✷✻ ×✷✹✵ ×✶✽✵ ❖▼ ✼✳✺✺ ●❜ ✶✾✳✽✻ ✷✷✽✳✹✹ ▼❜ ✸✳✷✶ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

♣❧❛♥❡✲t❛❦❡✲♦✛✲❝ ✹✾✷ ×✷✼✻ ×✶✽✵ ❖▼ ✶✵✳✵✸ ●❜ ✷✽✳✾✶ ✺✸✷✳✵✵ ▼❜ ✻✳✷✵ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

t❛❧❦✲❝ ✸✼✵ ×✷✼✻ ×✶✾✵ ❖▼ ✼✳✾✻ ●❜ ✸✷✳✺✶ ✶✳✶✸ ●❜ ✶✺✳✹✹ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✢✉♦r❡s❝❡♥t✲❝❡❧❧✲❝ ✹✼✽ ×✸✾✻ ×✶✷✶ ❖▼ ✾✳✸✾ ●❜ ✸✵✳✵✽ ✺✶✹✳✵✵ ▼❜ ✺✳✽✽ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✸❉

❝t✲t❤♦r❛① ✷✹✺ ×✷✹✺ ×✶✺✶ ❖▼ ✸✳✼✶ ●❜ ✶✼✳✷✺ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✶✼✳✸✵ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❝✐r❝❧❡s ✶✷✽ ×✶✷✽ ×✶✷✽ ✽✳✶✸ ✽✼✹✳✺✼ ▼❜ ✶✶✳✹✶ ✶✳✶✵ ●❜ ✾✹✳✺✼ ✶ ✵✳✵✵✹✸ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s ✷✸✵ ×✷✸✵ ×✺✼ ✾✳✷✼ ✶✳✷✸ ●❜ ✾✳✼✽ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✺✶✳✸✽ ✶ ✵✳✵✵✷✾ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❜r❛✐♥✲♣✸ ✶✽✶ ×✷✶✼ ×✶✽✶ ❖▼ ✷✳✾✶ ●❜ ✶✹✳✹✺ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✷✹✳✸✽ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❙●❈✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts ✭❘●❈✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ✭✐♥ s❡❝s✮ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❢♦r

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ◆❍✳ ▲❛❜❡❧ ❖▼

st❛♥❞s ❢♦r ✧❖✉t ♦❢ ▼❡♠♦r②✧ ✇❤✐❧❡ ❧❛❜❡❧ ◆❙❘ st❛♥❞s ❢♦r ✧◆♦ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❘❡❢❡r❡♥❝❡✧✳ ❈♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ♥❛♠❡s ❛r❡ s✉✣①❡❞ ❜② ✧❝✧✳



❅
❅
❅

❱♦❧✉♠❡ ♥❛♠❡ ❙✐③❡
❙t❛♥❞❛r❞ ●❈ ❘❡❞✉❝❡❞ ●❈

ρ∗ ✭✪✮ r∗ ❘▼❊ ❉❙❈ ✭✪✮ ❱❖ ✭✪✮ ▼❙❆❙❉
❚✐♠❡ ▼❡♠♦r② ❚✐♠❡ ▼❡♠♦r②

✷❉

❡❛❣❧❡✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✼✷ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✼✷ ✶✳✵✶ ▼❜ ✺✳✷✼ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
③❡♥✲❣❛r❞❡♥✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✶✳✷✺ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✸✾ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✾✽✳✼✺ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝♦❧✉♠♥s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✾✼ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✾✷ ✻✷✸✳✵✺ ❑❜ ✷✳✸✺ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

r❡❞✲✢♦✇❡rs✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✾✹ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✾✹ ✹✳✻✷ ▼❜ ✷✶✳✽✵ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
s♥♦✇✲❛♥❞✲❝❧♦✉❞s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✶✳✺✾ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✼✹ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✾✾✳✷✷ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

♠❛r❦❡r✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✽✸ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✼✹ ✷✵✸✳✸✷ ❑❜ ✵✳✽✾ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
♣②r❛♠✐❞✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✾✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✽✺ ✹✺✼✳✹✻ ❑❜ ✷✳✵✹ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

r❡❞✲st❛r✜s❤✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✽✼ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✽✹ ✾✸✹✳✻✵ ❑❜ ✹✳✷✽ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜❧❛❝❦✲❝♦✇✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✽✻ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✼✼ ✷✼✻✳✾✷ ❑❜ ✶✳✷✸ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❤✉r❝❤✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✶✳✵✹ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✷ ✶✳✸✼ ▼❜ ✻✳✺✻ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
s♥❛❦❡✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✼✷ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✼✶ ✷✳✵✺ ▼❜ ✽✳✻✽ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜✐r❞s✷✲❝ ✸✷✶ ×✹✽✶ ✵✳✽✼ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✽✽ ✶✵✳✹✵ ▼❜ ✸✾✳✶✻ ✶ ✵✳✵✵✵✷ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❡❛❣❧❡✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✽✹ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✽✵ ✶✳✸✼ ▼❜ ✺✳✶✽ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❣r❡❡❦✲t❡♠♣❧❡✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✶✳✵✽ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✸ ✻✳✾✸ ▼❜ ✷✻✳✺✺ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❤♦rs❡s✹✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✼✻ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✼✷ ✶✳✺✶ ▼❜ ✼✳✵✵ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

♠❡❛❞♦✇✲❛♥❞✲♠♦✉♥t❛✐♥s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✶✳✵✽ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✷✼ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✾✼✳✾✹ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧✲❤♦✉s❡s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✾✼ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✽✾ ✶✳✸✼ ▼❜ ✺✳✶✸ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❝t✲t❤♦r❛①✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✽✼ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✼✸ ✸✳✵✽ ▼❜ ✼✳✽✼ ✶ ✵✳✵✵✺✽ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜♦♦❦ ✸✵✶✷ ×✷✵✹✽ ✷✹✳✹✺ ✾✶✼✳✷✻ ▼❜ ✷✶✳✽✵ ✽✻✳✾✹ ▼❜ ✾✳✾✵ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✼✶ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✽✶ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✻✵✳✵✵ ✷ ✵✳✵✵✶✻ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
t❡①t✶ ✶✻✵✵ ×✶✷✵✵ ✺✳✻✻ ✷✽✺✳✸✾ ▼❜ ✺✳✸✼ ✸✺✳✵✾ ▼❜ ✶✷✳✺✺ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✈✐❦✐♥❣✲s②♠❜♦❧✷ ✻✻✵ ×✼✹✵ ✶✳✷✵ ✼✷✳✺✸ ▼❜ ✶✳✵✺ ✸✳✵✽ ▼❜ ✹✳✷✺ ✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✷❉✰t

✐♥t❡r✈✐❡✇✲♠❛♥✶✲❝ ✸✷✵ ×✷✹✵ ×✷✵✸ ❖▼ ✻✳✹✵ ●❜ ✾✸✳✶✺ ✺✶✹✳✵✵ ▼❜ ✼✳✸✾ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✐♥t❡r✈✐❡✇✲♠❛♥✷✲❝ ✹✷✻ ×✷✹✵ ×✶✽✵ ❖▼ ✼✳✺✺ ●❜ ✶✷✷✳✷✻ ✺✶✹✳✵✵ ▼❜ ✼✳✵✷ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

♣❧❛♥❡✲t❛❦❡✲♦✛✲❝ ✹✾✷ ×✷✼✻ ×✶✽✵ ❖▼ ✶✵✳✵✸ ●❜ ✶✺✵✳✵✽ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✻✳✸✻ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

t❛❧❦✲❝ ✸✼✵ ×✷✼✻ ×✶✾✵ ❖▼ ✼✳✾✻ ●❜ ✶✷✷✳✻✽ ✶✳✶✸ ●❜ ✶✹✳✽✵ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✢✉♦r❡s❝❡♥t✲❝❡❧❧✲❝ ✹✼✽ ×✸✾✻ ×✶✷✶ ❖▼ ✾✳✸✾ ●❜ ✶✹✹✳✾✶ ✾✽✽✳✹✺ ▼❜ ✶✶✳✸✼ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✸❉

❝t✲t❤♦r❛① ✷✹✺ ×✷✹✺ ×✶✺✶ ❖▼ ✸✳✼✶ ●❜ ✸✶✳✼✾ ✺✶✹✳✵✵ ▼❜ ✶✸✳✼✷ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❝✐r❝❧❡s ✶✷✽ ×✶✷✽ ×✶✷✽ ✶✷✳✽✶ ✽✼✹✳✺✼ ▼❜ ✶✺✳✾✾ ✶✳✶✵ ●❜ ✾✹✳✺✷ ✶ ✵✳✵✵✺✻ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s ✷✸✵ ×✷✸✵ ×✺✼ ✶✷✳✻✺ ✶✳✷✸ ●❜ ✶✹✳✺✼ ✼✾✽✳✵✵ ▼❜ ✻✼✳✸✷ ✶ ✵✳✵✵✵✸ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❜r❛✐♥✲♣✸ ✶✽✶ ×✷✶✼ ×✶✽✶ ❖▼ ✷✳✾✶ ●❜ ✷✻✳✸✵ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✷✺✳✽✷ ✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❙●❈✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts ✭❘●❈✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ✭✐♥ s❡❝s✮ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❢♦r

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ●▼▼✳ ▲❛❜❡❧ ❖▼

st❛♥❞s ❢♦r ✧❖✉t ♦❢ ▼❡♠♦r②✧ ✇❤✐❧❡ ❧❛❜❡❧ ◆❙❘ st❛♥❞s ❢♦r ✧◆♦ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❘❡❢❡r❡♥❝❡✧✳ ❈♦❧♦r ✐♠❛❣❡ ♥❛♠❡s ❛r❡ s✉✣①❡❞ ❜② ✧❝✧✳



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

✸✳✷✳✸✳✸ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ

❋✐❣✉r❡ ✶✹ s❤♦✇s ❤♦✇ ❢❛r t❤❡ t❡st ✭✸✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ✇❤✐❧❡ ♥❡❛r❧② ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳ ❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✐

❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❙●❈ ❛♥❞ ❘●❈ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛✲

s✉r❡s✿ ❉❙❈ ❛♥❞ ▼❙❆❙❉ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ❉❙❈ ✭❣r❡❡♥ ❝✉r✈❡✮✱ t❤❡

▼❙❆❙❉ ✭♣✉r♣❧❡ ❝✉r✈❡✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥✲

s✉♠♣t✐♦♥ ✭r❡❞ ❝✉r✈❡✮ ♦✈❡r ❛ ✜①❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ γ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶✳ ❆s γ ❞❡❝r❡❛s❡s t♦

✵✱ ✇❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦❛rs❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ♥❡❛r❧② ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r γ ≥ 0.5 ❢♦r ❤✐❣❤✲❝♦♥tr❛st❡❞ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r γ < 0.4✱ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❜✉t r❡♠❛✐♥s ❝❧♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

♣❧❛♥❡ ✕ 1443× 963 ❝❡❧❧s ✕ 1536× 1536 ❧❡♥❛ ✕ 2048× 2048 ✇♦♠❛♥ ✕ 211× 172× 92

■♠❛❣❡ ✧♣❧❛♥❡✧ ■♠❛❣❡ ✧❝❡❧❧s✧ ■♠❛❣❡ ✧❧❡♥❛✧ ■♠❛❣❡ ✧✇♦♠❛♥✧

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✷❉✰t ✐♠❛❣❡s

✭t♦♣ r♦✇✮ ✇✐t❤ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇✱ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤

sq✉❛r❡s ❛♥❞ r❡❞ ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ tr✐❛♥❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❣❛✐♥ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t♦

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳ ●r❡❡♥ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞

♣✉r♣❧❡ ❝✉r✈❡s ✇✐t❤ ❞✐❛♠♦♥❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ ❉❙❈ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ▼❙❆❙❉

❜❡t✇❡❡♥ γ✲♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞

❣r❛♣❤ ❝✉ts✳

✽✷



❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

✸✳✷✳✸✳✹ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η

❛✮ ❆✉t♦♠❛t✐❝ t✉♥✐♥❣

❆ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

❋♦r ❛ ✜①❡❞ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s✱ ♥♦t✐❝❡ ✜rst t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ η ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❢♦r

❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❛ ✇❤♦❧❡ ♣✐❡❝❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡❧♦✇ s♦♠❡ ✈❛❧✉❡ ✭❞❡♥♦t❡❞

❜② ηmin✮✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ G ′ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✐❡❝❡s ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t s✐♥❝❡

t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❢✉❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ G ′✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t s♦♠❡ ✈♦①❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡

✇r♦♥❣❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✶✻ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ηmin ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠❛❣❡

❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ❤✐❣❤❧②✲❝♦♥tr❛st❡❞ ❛r❡❛s✳ ❯s✐♥❣ ✭✸✻✮ ✇✐t❤ ❛ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ r❛❞✐✉s

r ❛♥❞ η = 1✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ G ′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t❤✐♥ ❜❛♥❞ ♦❢ s✐③❡ 2r✳ ❆♥ ❡❛s②

✉♥❞❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ηmin ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t ηmin ♣❡r♠✐ts t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡s❡ t✇♦

❝♦♥tr❛st❡❞ ❛r❡❛s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ t❡st ✭✸✻✮ t♦ ❜❡ ❢❛❧s❡ ❢♦r ❛♥② ♣✐①❡❧ p

❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❛r❡❛s✳ ❋♦r s✉❝❤ ❛ ♣✐①❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭❡✳❣✳ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡

cp ≥ +δr✮

♯{q ∈ Bp | cq ≥ +δrγ} = (r + 1)(2r + 1)d−1.

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐❢

η ≤
(r + 1)(2r + 1)d−1

(2r + 1)d
,

t❤❡ ♣✐①❡❧ p ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ G ′✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱

✇❡ ♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡

η >
(r+1)(2r+1)d−1

(2r+1)d

= 1− r
2r+1

= ηmin.
✭✸✾✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✭✸✾✮ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② d ♦❢ P ✳ ❇② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✭✸✾✮✱ ✐t

✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥

♦❢ ♥♦❞❡s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♦♣♣♦s✐t❡ t❡r♠✐♥❛❧s t❡♥❞s t♦ 1
2
✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ t♦♦ s♠❛❧❧ ✐♥ ❛r❡❛s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ G ′ ♠✐❣❤t ❜❡

❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✐❡❝❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✮✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t ✐s ♥♦

❧♦♥❣❡r ❡♥s✉r❡❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❢✉❧❧② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ G ′✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡

❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭✸✾✮ ✐s ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✵ t❤❛♥ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✺
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◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

η = 1.0 η = 0.8 η = 0.6 η = 0.53 η = 0.52

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ηmin ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ ✷❉ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣

❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ηmin ≃ 0.523 ❛♥❞ ✇❡ s❡t r = 10 ✉s✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳

❖♥ ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ ♣✐①❡❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ G ′ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ ②❡❧❧♦✇ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡

❜② tr❛♥s♣❛r❡♥❝②✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❝❧♦s❡✲✉♣s

♦❢ t❤❡ r❡❞ ❛♥❞ ❝②❛♥ ❛r❡❛s✳ ❖❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s♣❧✐ts ✐♥t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣✐❡❝❡s ❛s

s♦♦♥ ❛s η ≤ ηmin✳

✇❤❡r❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶ ✐s ✉s❡❞✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❤❡♥ η = 0.53✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥ t❤❡

♠✐❞❞❧❡ r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✺ t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ G ′ ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✵ ✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧

s❡❣♠❡♥ts✳

❆♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

❋♦r ❛ ✜①❡❞ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ξ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t

t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ♥♦✐s② r❡❣✐♦♥s ❛r❡

r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ G✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ρ✳ ❚❤✐s

s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✾ ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❜✮✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢②✱ ❢r♦♠ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡
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❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❚♦② ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ηmin✳

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ P ❛r❡ ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ G✳

❋♦r ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ξ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❛♥t t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

♦♥ η ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ η ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✇❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢

♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥♦✐s② ♣✐①❡❧s ✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛r❡❛s✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ♥♦✐s② ❝♦♥st❛♥t ✐♠❛❣❡ I ✇✐t❤ ❛ ♥♦✐s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r ξ ∈]0, 1[✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥ I ✺✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡

ξ = 0 ❛♥❞ ξ = 1 ❛r❡ tr✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆ss✉♠❡ ♥♦✇ t❤❛t t❤❡

❣r❛♣❤ G ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥♦✐s❡ ❢r❡❡ ♣✐①❡❧s

❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❦ t ✇✐t❤ ❛ ❝❛♣❛❝✐t② cq ≤ −γδr ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

♥♦✐s② ♣✐①❡❧s ❤❛✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② cq > −γδr✳

❋✐rst✱ ❧❡t X ❜❡ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❞❡❣r❛❞❡❞ ♣✐①❡❧s ✐♥ ❛ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇

B ♦❢ s✐③❡ n = (2r + 1)d ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛t ❧❡❛st k ♣✐①❡❧s ❛r❡

❝♦rr✉♣t❡❞ ✐♥ B ✐s

P(X > k) =
n∑

i=k+1

(
n

i

)

ξi(1− ξ)n−i, ✭✹✵✮

✇❤❡r❡
(
n
i

)
= n!

i!(n−i)!
✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r✱ ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡❡ t❤❛t ✭✹✵✮ ✐s

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ k ❛♥❞ t❡♥❞s t♦ ξn ✐❢ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t ξ ∈ ]0, 1[✳ ▲❡t k1, k2 ∈ {1, . . . , n} ❜❡

s✉❝❤ t❤❛t k2 > k1✱ ✇❡ ❤❛✈❡

P(X > k1)− P(X > k2) =
∑n

i=k1+1

(
n
i

)
ξi(1− ξ)n−i −

∑n
j=k2+1

(
n
j

)
ξj(1− ξ)n−j

=
∑k2

i=k1+1

(
n
i

)
ξi(1− ξ)n−i

> 0,

✭✹✶✮

s✐♥❝❡
(
n
i

)
≥ 1✱ ξi > 0 ❛♥❞ (1− ξ)n−i > 0 ❢♦r ξ ∈]0, 1[✱ ∀i ∈ {k1, . . . , k2 − 1}✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

✺❙✐♠♣❧❡ ❤✐st♦❣r❛♠✲❜❛s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ξ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳
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◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

t❤❡ t❡st ✭✸✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦♥ G✿ ❛ ♥♦❞❡ p ∈ P ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ G ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

♯{q ∈ Br
p | cq ≤ −γδr} = ♯{q ∈ Br

p | q ✐s ♥♦✐s❡ ❢r❡❡} ≥ ηn ✭✹✷✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡❞

♯{q ∈ Br
p | q ✐s ♥♦✐s❡ ❢r❡❡} ∼ (n−X).

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

P(p ✐s ♥♦t r❡♠♦✈❡❞) = P((n−X) < ηn) = P(X > (1− η)n).

❋✐①✐♥❣ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ε ♦❢ ✇r♦♥❣❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♥♦❞❡s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡

η+ = max {η ∈ [0, 1] | P(X > (1− η)n) ≥ ε}, ✭✹✸✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ηmin ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✾✮✱ ✇❡ s❡t

ηmax = max {ηmin, η
+}. ✭✹✹✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭s❡❡ ✭✸✾✮✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭s❡❡ ✭✹✹✮✮✱

✐t ♥♦✇ ❜❡❝♦♠❡s ❡❛s② t♦ ❣❡t ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η∗ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ✇✐♥❞♦✇

r❛❞✐✉s ❜② s❡tt✐♥❣

η∗ =
(ηmin + ηmax

2

)

. ✭✹✺✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❥♦✐♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✳ ❲❤❡♥ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ξ ✐s ✜①❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❣❛♣ ∆η = (ηmax − ηmin) ❣r♦✇s

❛s t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞

ηmin t❡♥❞s t♦ 1
2
❛s t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ✐♥❝r❡❛s❡s ✭s❡❡ ✭✸✾✮✮✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s

❛❧s♦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηmax ❣r♦✇s ❛s t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ✐s ✜①❡❞✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t ∆η ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ξ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ ηmin r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡

❜✉t ηmax t❡♥❞s t♦ 1
2
s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❛❞❡❞ ♣✐①❡❧s ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐♥❞♦✇ B✳ ❖❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

ηmax✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ❝❛♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡

❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ♦♥❧② ✉♣ t♦ ξ = 0.5✳
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❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ηmin✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηmax✱ t❤❡

❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηemp
max ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ η∗✱ ✈❡rs✉s t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ❢♦r ❛

✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ξ = 0.05 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ξ = 0.3 ✭r✐❣❤t✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ s❡t

ε = 10−8✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηemp
max ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡

q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηmax✳ ▲❡t ✉s ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ξ✳ ❋♦r ❡❛❝❤

✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡ η t♦ ③❡r♦ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t r❡♠♦✈❡s ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥

G ′✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηemp
max ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ s✉❝❤ η ✈❛❧✉❡s

❛❝r♦ss ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ηmin ❛♥❞ η∗ ❛r❡

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✼ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ε ♠✉❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡

st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηmax✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ε ✐s

t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

ηmax ❛♥❞ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηemp
max✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✽ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ❡rr♦r ✇✐t❤ ❛

✈❛r②✐♥❣ ε ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✐✳ ❖❜s❡r✈❡ ✜rst t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇

r❛❞✐✉s r s✐♥❝❡ ✐t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✐ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✽ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ε < 0.05

✐s ❝❧❡❛r❧② t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡✳ ■♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② s❡t ε = 0.05 ❢♦r t❤✐s

♠♦♠❡♥t✳

❆✉t♦♠❛t✐❝ t✉♥✐♥❣ ♦❢ η ❛♥❞ r

■♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇❡ ♥♦✇ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❥♦✐♥t❧② ♦❜t❛✐♥
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◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

ηemp
max ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηmax ✈❡rs✉s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ε✱ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢

♥♦✐s❡ ξ = 0.05 ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ξ = 0.2 ✭r✐❣❤t✮✳ ❈♦❧♦r ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞✐st✐♥❝t ✇✐♥❞♦✇

r❛❞✐✐✳

r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs r∗ ❛♥❞ η∗ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ P ❛r❡ ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦

❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ G✳ ◆♦t✐❝❡ ✜rst t❤❛t ✐❢ η+ < ηmin✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ❝❛♥ ❢❛✐❧ ❢♦r

s♦♠❡ ♥♦❞❡s ✐♥ G✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r t♦

✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❣❛♣ ∆η ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ηmin ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηmax✳

❆ ❣♦♦❞ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r∗ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐t

❢r♦♠ ♦♥❡ ✉♥t✐❧ η+ ≥ ηmin✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ t♦

♣r❡✈❡♥t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❧♦♦♣✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❛❞✐✉s r∗ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ η∗ ❝❛♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❜❡

s❡t ❛s ✉s✐♥❣ ✭✹✺✮✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs r∗ ❛♥❞ η∗ ❛r❡

❣❡♥❡r❛❧❧② ♥❡❛r t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ I ✇✐t❤ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢

♥♦✐s❡ ξ✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ξ

t❡♥❞s t♦ 1
2
✳

❜✮ ❋✉rt❤❡r ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ s✐③❡ η

❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✳ ❚❤❡

❋✐❣✉r❡ ✶✾ ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ ❢❛r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✷✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

✇❤✐❧❡ ❣❡tt✐♥❣ ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡

r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ♥♦✐s② ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧②

♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✻✮ ❜❡❝♦♠❡s ❡❛s✐❡r t♦ s❛t✐s❢② ✇❤❡♥ η

❞❡❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥t♦✉rs ❜❡❝♦♠❡s t❤✐❝❦❡r✳
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❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

η ✶✳✵ ✵✳✾ ✵✳✽ ✵✳✼ ✵✳✻
ρ 93.28% 30.99% 5.74% 3.65% 2.00%

❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ▼❡♠♦r② ❣❛✐♥ ✇❤❡♥ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ ✷❉ s②♥t❤❡t✐❝ ✐♠❛❣❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ✶✵✪ ♦❢

✐♠♣✉❧s✐✈❡ ♥♦✐s❡✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✭❧❡❢t✮✳ ❚♦♣ r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡

r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❧✐❣❤t ❣r❛② ✇❤✐❧❡ ❜♦tt♦♠ r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ s❡t r = 3✱ γ = 1 ❛♥❞ ✉s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱

ηmin ≃ 0.571✳

❝✮ ❋✐❧t❡r✐♥❣

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r

❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ s♠❛❧❧ ✉♥❞❡s✐r❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s

❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✵ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❛ ✸❉ ♥♦✐s② ✐♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛

❝♦♥❢♦❝❛❧ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡✱ ✇❤✐t❡ s♣♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ ❝❡❧❧ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ ❛ ♠♦✉s❡ ❝❡r❡❜❡❧❧✉♠✳ ❖❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛❝ts ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢

η✿ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② r❡♠♦✈❡❞ ❛s η

❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛

♥♦✐s❡ ❜❡❤❛✈✐♥❣ ❧✐❦❡ ❛♥ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ♥♦✐s❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❧t❡rs✱ ❘●❈ ❞♦ ♥♦t

r❡q✉✐r❡ ❛♥② ♣r❡ ♦r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣s t♦ ✜❧t❡r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✷✶ ❛♥❞ ✷✷✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✸✮ ❛r❡ ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ▲❡t ✉s ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

❝♦♥s✐sts ✐♥ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❢♦✉r ❣r❛②s❝❛❧❡ ❛♥❞ ✜✈❡ ❝♦❧♦r ✷❉ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧

r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✹ t♦ ✹✽✪✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶ ✉s✐♥❣ ●▼▼ ❢♦r

❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱

✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ ✐♠❛❣❡ ❜② t✉♥✐♥❣ t❤❡ s❡❡❞s ❛♥❞
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◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② ❤❛♥❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬❘❑❇✵✹❪✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②

s❡t ❛s

σ =

√
1

♯P

∑

(p,q)∈N

‖Ip − Iq‖22,

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❉❙❈ ✭s❡❡

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛❧❧ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ✜①❡❞

r❛♥❣❡ ♦❢ r ❛♥❞ η ✈❛❧✉❡s✳ ❲✐♥❞♦✇ r❛❞✐✐ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ r = 1 t♦ r = 12 ✇❤❡r❡❛s η ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡

❢r♦♠ η = 1 t♦ ηmin✳ ❊❛❝❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡❡❞s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛s ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ σ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡t ❛s ❜❡❢♦r❡✳

◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦✐s❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♦t❤❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ❧✐❦❡ ▼❙❆❙❉ ♦r ❙❘▼❙❙❉ ✭s❡❡

❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❢❡❧❧ ♦♥ t❤❡ ❉❙❈✱ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✶✱ ❢♦r ❛♥ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✉♣ t♦ ✹✺✪✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ❛♣♣❡❛rs

t♦ ❜❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② r♦❜✉st ✇✐t❤ ❛ ❉❙❈ ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✾✹✪ ❢♦r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✧r✐❝❡✧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❤✐❣❤ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ♥♦✐s❡ r♦❜✉st♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡

❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❡❡❞s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❤❛✈❡s

♣♦♦r❧② ♦♥ t❤❡ ✧r✐❝❡✧ ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❆s s❛✐❞ ❡❛r❧✐❡r✱ r ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤

✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣♠❡♥ts ❞✉❡

t♦ ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✇✐❞❡r ❜❛♥❞s ✐♥ G ′ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥t♦✉rs✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡

♦❜❥❡❝t ❝♦♥t♦✉rs ❢✉rt❤❡r ♦s❝✐❧❧❛t❡ ❛s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐♥❝r❡❛s❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②

❣r♦✇s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❛♥❞ ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡✳ ❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts

t♦ s❡❣♠❡♥t✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❝✐r❝❧❡s ♦✈❡r ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ s❡♣❛r❛t❡❞

❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d0 > 0✳ ❲❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❛t t❤❡ t❡st ✭✸✻✮ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t

t♦ s❛t✐s❢② ✇❤❡♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❲❤❡♥ (2r+1) ≥ d0✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ♦❢

❜♦t❤ ❝✐r❝❧❡s ❢✉s❡ ✐♥t♦ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✧r✐❝❡✧ s✐♥❝❡

t❤✐s ♣❤♦t♦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s♠❛❧❧ ❛ss❡♠❜❧❡❞ r✐❝❡ ❣r❛✐♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✸ ❛❧s♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ✐s ♥♦t ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s

♦❢ r ❛♥❞ η✳ ❚❤❡ ❉❙❈ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ♠✉❝❤✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✧r✐❝❡✧✳ ❚❤✐s ❡①❝❡♣t✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s ❛s ❜❡❢♦r❡✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✷✶✱ ✷✸ ❛♥❞ ✷✷ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ✇❤❡♥

✾✵



❆ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

η ✶✳✵ ✵✳✾ ✵✳✽ ✵✳✼ ✵✳✻
ρ 55.70% 37.15% 18.26% 12.65% 8.87%

❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣ ♦❢ ❛ ✸❉ ✐♠❛❣❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧②

♠♦❞❡❧ ✭❧❡❢t✮ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ■♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡✱ ✇❤✐t❡ s♣♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❡❧❧ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥

❛ ♠♦✉s❡ ❝❡r❡❜❡❧❧✉♠✳ ❚♦♣ r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✐♥ ❧✐❣❤t ❣r❛② ✇❤✐❧❡

❜♦tt♦♠ r♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ s❡t r = 5 ❛♥❞

γ = 1✳

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧❛r❣❡✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❛❜❧② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② str✉❝t✉r❡s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣

❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❢♦✉r ✷❉

❣r❛②s❝❛❧❡ ✐♠❛❣❡s ✭t♦♣✲♠♦st ❝✉r✈❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐st✮ ❛♥❞ ✜✈❡ ✷❉ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣✉❧s✐✈❡

♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✹ t♦ ✹✽✪✳

✾✶



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✧❢✶✶✼✧

✭❧❡❢t✲♠♦st ❝♦❧✉♠♥✮✱ ✧❜❧❛❝❦✲❝❛t✧ ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ✧♣②r❛♠✐❞✧ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ ✧✢❛♠✐♥❣♦✧

✭r✐❣❤t✲♠♦st ❝♦❧✉♠♥✮ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✸✻✪✳ ❚❤❡ s❡❡❞s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✶ ✭t♦♣ r♦✇✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✸✿ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ η ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✶ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ ♥♦✐s❡

❧❡✈❡❧ ♦❢ ✸✻✪✳ ❚❤❡ s❡❡❞s ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✶✳

✾✷



✸✳✸ ◆✳ ▲❡r♠é

✸✳✸ ❆♥ ❡①❛❝t t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❝❧❡❛r❧② ❡①❤✐❜✐t ❛♥

♦✈❡r❛❧❧ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❧♦✇ ♣✐①❡❧ ❡rr♦r ♦♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥✲

str❛t❡❞ ②❡t t❤❛t t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ G✳ ❚❤✐s t❡st t❤❡r❡❢♦r❡

r❡♠❛✐♥s t❡♠♣♦r❛r✐❧② ❛ ❜❛♥❞✲❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤✐s ❞r❛✇❜❛❝❦ ❤❛s ♠❛✐♥❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡①❛❝t t❡st t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ ✇❤❛t

❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡ t❤✐s ♥❡✇ t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❲❡ ❛❧s♦

♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮✳

✸✳✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✜①❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V , E) ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷

❛♥❞ ❛ s❡t B ⊂ Z
d ✭d > 0✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t G ❛♥❞ B s❛t✐s❢② ✭✷✾✮✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❡st







❡✐t❤❡r ∀q ∈ Bp, cq ≥ 0 ❛♥❞ cq ≥ +
∑

q′∈σE (q)

q′ 6∈Bp

cq,q′ ,

♦r ∀q ∈ Bp, cq ≤ 0 ❛♥❞ cq ≤ −
∑

q′∈σE (q)

q′ 6∈Bp

cq,q′ .
✭✹✻✮

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ▲❡t G ❜❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ❧❡t B s❛t✐s❢② ✭✷✾✮ ❛♥❞ ❧❡t ✉s

❛ss✉♠❡ t❤❛t p ∈ P s❛t✐s✜❡s ✭✹✻✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛①✲✢♦✇ f ✐♥ G s✉❝❤ t❤❛t

∀q ∈ σE(p), fp,q = fq,p = 0.

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ p ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② ✐ts ♠❛①✲✢♦✇

✈❛❧✉❡✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r♦✈❡

t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✺ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡ p s❛t✐s✜❡s t❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✻✮✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✱ t❤❡

❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ t❡st ❡✈❡r② ♥♦❞❡✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱

❜❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ■❢ t❤❡ ♥♦❞❡ s❛t✐s✜❡s ✭✹✻✮✱ ✐t ✐s ♥♦t ✉s❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✲

✢♦✇ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ✈❛❧✉❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧

♥♦❞❡s p ∈ P ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✹✻✮✱ t❤✐s r❡❛❞✐❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛

✾✸



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

p

s

p

t

❋✐❣✉r❡ ✷✹✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t t❡st ✭✹✻✮✳ ■♥ ❜♦t❤ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧

♥♦❞❡ p ❢r♦♠ G s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛♥② ♥♦❞❡ q ∈ ∂Bp ✐s ❡✐t❤❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥✲❧✐♥❦s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✐♥ σE(q) ✭❧❡❢t ✐♠❛❣❡✮ ♦r ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✉♠ ♦❢

t❤❡ ♥✲❧✐♥❦s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ✐♥ σE(q) ✭r✐❣❤t ✐♠❛❣❡✮✳

✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(♯P♯B dG
2
)✱ ✇❤❡r❡ dG = max {♯σE(p) | p ∈ P} ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

♥♦❞❡ ❞❡❣r❡❡ ✐♥ G✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❝❧❡❛r❧② ❛ s✉♣❡r✐♦r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡

♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✷✳

■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ ❧♦✇❡r t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜② ✜♥❞✐♥❣✱ ❢♦r ❛♥② ♥♦❞❡ p ∈ P ✱

❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♥✲❧✐♥❦s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ q ∈ Bp✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱

s✉❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ s❧✐❣❤t❧② ❞❡t❡r✐♦r❛t❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ ✇❡ ✇❛♥t ❛❧s♦ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✐s

❢✉❧❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛❜❧❡ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✸✳

❘❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✐s ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮✳

■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ✐s ❝❧❡❛r❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❢♦r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ Bp \∂Bp✳ ◆♦t✐❝❡

❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ t❡st ✐♥ ✭✹✻✮ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② ♦♥ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇

r❛❞✐✉s r ❛s t❤❡ t❡st ✭✸✷✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ρ

✐s ❛❧✇❛②s ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r r = 1✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡❛s✐❧② ❡♠❜❡❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs γ

❛♥❞ η ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✸ ❛♥❞ ✸✳✷✳✸✳✹ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛❧❜❡✐t t❤❡

❡①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❡st ✐s ♥♦t ❛♥②♠♦r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳

✾✹



❆♥ ❡①❛❝t t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

✸✳✸✳✷ ▼❛ss✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ ✷❉✱ ✷❉✰t ❛♥❞ ✸❉ ✐♠❛❣❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❙●❈✮ ✈❡rs✉s r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts

✭❘●❈✮ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s✳

❲❡ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙●❈ ❛♥❞ ❘●❈

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ valG′(f ′∗) ❛♥❞ valG(f
∗) ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡

❡✣❝✐❡♥❝② ✭♦r ♥♦t✮ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s s❡t

γ = 1 ❛♥❞ η = 1✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

t❡sts ✭✸✷✮ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮ ❛♥❞ ✭✹✻✮ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡❡❞s✱

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❆❧s♦✱ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❛❞♦♣t❡❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ✜rst r❡♠✐♥❞ ♦✉r

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ s✉❝❤ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧s ✐♥

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳

❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ t❤❡ ❜❡st s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡❡❞s ❛♥❞ ♣❛✲

r❛♠❡t❡rs ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡ s❡❡❞s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥

✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❙●❈✳ ❚❤❡♥✱ ❛ s❡❝♦♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❘●❈ ✉s✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ s❡t ♦❢ s❡❡❞s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥

❛ss❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❉❙❈ ❛♥❞ ▼❙❆❙❉ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ valG(f
∗) ❛♥❞

valG′(f ′∗) ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ∆ρ∗

♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ρ∗ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②

♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡sts ✭✸✷✮ ❛♥❞ ✭✹✻✮✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡

t❡st ✭✹✻✮ ✇❤❡♥ ∆ρ∗ > 0 ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✳

❖♥ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ❆t❤❧♦♥ ❉✉❛❧ ❈♦r❡ ✻✵✵✵✰

✸●❍③ ✇✐t❤ ✷●❇ ♦❢ ❘❆▼ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬❇❑✵✹❪ ✻✳ ❘✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚✐♠❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ✶✵ r✉♥s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✶✮ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞

✻❚❤❡ ❝♦❞❡ ✐s ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉✴P❡♦♣❧❡✴✈♥❦✴s♦❢t✇❛r❡✳❤t♠❧
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◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ❛♥❞

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✺✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✉s✐♥❣

❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✷✮ ✇✐t❤ ◆❍ ❛♥❞ ●▼▼ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✸

❛♥❞ ✹✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❛❣❛✐♥st ✭✸✷✮ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✷✻✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ t❛❦❡ ❛♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❆s t❤❡ t❡st ✭✸✷✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❙●❈ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

♠❡♠♦r② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✲✢♦✇ ✈❛❧✉❡s

❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥✉❧❧ ✭♦r r❡♠❛✐♥ ❡①tr❡♠❡❧② s♠❛❧❧✮✳ ❚❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s r❡❛ss✉r✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠s

t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t❡st ✭✹✻✮✳ ❋♦r s♦♠❡

✐♠❛❣❡s✱ ❙●❈ ❢❛✐❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✮

✇❤✐❧❡ ❘●❈ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡✐r ❛❜✐❧✐t② t♦ s❡❣♠❡♥t t❤❡♠ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷ ❛❧s♦ ✐♠♣❧② t❤❛t

t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡sts ✭✸✷✮ ❛♥❞ ✭✹✻✮ ❛r❡ ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡r

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❧❛r❣❡r r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡s t❤❛♥ t❤♦s❡

♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙●❈✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❛s ✇✐t❤ t❤❡

t❡st ✭✸✷✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ✜♥❞ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♥✲❧✐♥❦s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢♦r

❡❛❝❤ q ∈ ∂Bp✳

❋r♦♠ ❛ ♠❡♠♦r② ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✱ ✻ ❛♥❞ ✼ ❛❧s♦ s❤♦✇

t❤❛t t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✐s ❣❧♦❜❛❧❧② ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ ∆ρ∗

♦✈❡r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✧❝✐r❝❧❡s✧✱ ✧s✇❡❡ts✧✱ ✧❝❡❧❧s✧✱

❡t❝✳✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛ ❧❛r❣❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ❢♦r

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ δr ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❧❛①❡❞✳ ❚❤✉s✱

t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ρ ✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ❢♦r t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✇❤❡♥ r = 1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❡sts

❛r❡ ❛❧♠♦st s✐♠✐❧❛r✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳

❋♦r t❤❡ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s

✉s✐♥❣ ◆❍ ✐s ✷✵✳✻✼✪ ✭±26.59%✮✳ ❋♦r ✷✽ ✐♠❛❣❡s ♦✉t ♦❢ ✸✶✱ ❘●❈ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❧❡ss ♠❡♠♦r② t❤❛♥

❙●❈✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✧t❛❧❦✧ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✇❤❡r❡❛s ✐t
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❆♥ ❡①❛❝t t❡st ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ◆✳ ▲❡r♠é

ρ∗ = 37.06% ρ∗ = 64.82%

❋✐❣✉r❡ ✷✺✿ ◆❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✭r✐❣❤t✮ ❛❣❛✐♥st t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ✭❧❡❢t✮ ❢♦r s❡❣✲

♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✧✈✐❦✐♥❣✲s②♠❜♦❧✷✧ ✇✐t❤ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧✳ ❖♥ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞

❣r❛♣❤ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ ②❡❧❧♦✇ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡

s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳ ❖❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ❝❛♥ r❡♠♦✈❡ ❛

❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ ♥♦❞❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❛❦✐♥❣ ❧✐❣❤t✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮✳

❝❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ∆ρ∗ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s ✐s ✲✶✳✸✵✪ ✭±4.84%✮✳

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ●▼▼ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s

❞r♦♣s t♦ ♦♥❧② ✷✺✳✼✹✪ ✭±32.71%✮✳ ❋♦r ✷✼ ✐♠❛❣❡s ♦✉t ♦❢ ✸✶✱ ❘●❈ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❧❡ss ♠❡♠♦r②

t❤❛♥ ❙●❈✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ∆ρ∗ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s ✐s ✲✵✳✼✹✻✪ ✭±3.67%✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚❱✰L2 ❛♥❞ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧s ❧✐❡s ✐♥ ♥✲❧✐♥❦s

❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥✲❧✐♥❦s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s s♠♦♦t❤❧② ✈❛r② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥t❡♥t

✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❤❡r❡❛s t❤❡② r❡♠❛✐♥ ✜①❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✲❧✐♥❦s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡

s♠❛❧❧❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❧❛r❣❡r ✭s❡❡ ✭✷✺✮✮✱ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❜❡❝♦♠❡s ❡❛s✐❡r t♦ s❛t✐s❢② t❤❛♥

t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ❛r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝t ❝♦♥t♦✉rs ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t

t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❡♥❢♦r❝❡❞ ✇✐t❤ ●▼▼ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✷✻✮✳

❋♦r t❤❡ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s ✐s

✸✾✳✵✾✪ ✭±39.65%✮✳ ❋♦r ✷✵ ✐♠❛❣❡s ♦✉t ♦❢ ✷✽✱ ❘●❈ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❧❡ss ♠❡♠♦r② t❤❛♥ ❙●❈✳ ■♥ t❤❡

♠❛♥♥❡r ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮✱ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❜❡❤❛✈❡s ♣♦♦r❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

✐s ❧❛r❣❡ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✧③❡♥✲❣❛r❞❡♥✧ ❛♥❞ ✧s✇❡❡ts✧✮✳ ❆s ♦♣♣♦s✐t❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡
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◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

∆ρ∗ = +0.27% ∆ρ∗ = +1.87%

❋✐❣✉r❡ ✷✻✿ P♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❛❣❛✐♥st t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡

✧❜♦♦❦✧ ✇✐t❤ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ◆❍ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ●▼▼ ✭r✐❣❤t✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ t❛❦❡

✐♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ s❡❡❞s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛♥ t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✻

❛♥❞ ✼✳ ❖♥ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✱ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ✭❝②❛♥✮

❛♥❞ ✭✹✻✮ ✭❣r❡❡♥✮ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ ❛ ③♦♦♠❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥

✐s ❞r❛✇♥ ✐♥ r❡❞✳ ❖❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐❝❦❡r ❜❛♥❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t

❝♦♥t♦✉rs ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮✳

❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s s❧✐❣❤t❧② ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t

t❤❛♥ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ✭s❡❡ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ✧❛♥❣✐♦❣r❛♣❤②✷✧ ❛♥❞ ✧❝t✲t❤♦r❛①✧✮✳ ❚❤✐s

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡

t❡st ✭✸✷✮ s✐♥❝❡ ❛ ❧♦✇❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ s♦♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ∆ρ∗ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s ✐s ✲✺✳✺✼✪ ✭±11.44%✮ ❛♥❞ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r

t❤❛♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡

♦❢ t❤❡ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❛♣♣❡❛rs t♦

❜❡ ❧❡ss ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡

t❡st ✭✸✷✮ ❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② d ❛♥❞ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r ✐♥❝r❡❛s❡✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ✐t

✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✵✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✐s ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ✐♥

❝♦r♥❡rs ♦❢ Bp s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦✉ts✐❞❡ Bp ✐s ❧❛r❣❡r✳ ■♥ t❤✐s t❡st✱ ❛ ♥♦❞❡ p ✐s

t❤❡r❡❢♦r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ G ✐❢ ∃q ∈ Bp s✉❝❤ t❤❛t

|cq| ≥ d. ✭✹✼✮

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t d ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t②♣❡✱ t❤❡ ❡①❛❝t

✾✽



✈❛❧✉❡ ♦❢ δr ✐♥ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

δr =
2d(2r + 1)d−1

(2r + 1)d − 1
✭✹✽✮

❇② ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✭✹✽✮ ✐♥t♦ ✭✸✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥t✿ ✐♥ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮✱ ❛ ♥♦❞❡ p ✐s

r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ G ✐❢ ∃q ∈ Bp s✉❝❤ t❤❛t

|cq| ≥
2d(2r+1)d−1

(2r+1)d−1
⇔ |cq| ≥

2d(2d+1)d−1

(2r+1)d
(
1− 1

(2r+1)d

)

⇔ |cq| ≥ d
2

(2r + 1)
(
1− 1

(2r+1)d

)

︸ ︷︷ ︸

Ψ(r,d)

. ✭✹✾✮

❋♦r ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② d > 0 ❛♥❞ ❛♥② ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s r > 0✱ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞

t♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ Ψ(.) ✐♥ ✭✹✾✮ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r d = 1 ❛♥❞ r = 1 ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳

❙✐♥❝❡ Ψ(.) ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ t❤✐s ❣✐✈❡s ✉s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ |cq| ✐♥ ✭✹✾✮✳ ❖♥❡ ❡♥❞s ✉♣ ✇✐t❤

d ≥ |cq| ≥ dΨ(r, d). ✭✺✵✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✭✺✵✮ ❛♥❞ ✭✹✼✮ r❡❛❞✐❧② ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ✭✸✷✮ ✐♥ s✉❝❤

♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✺✮✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t✐❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ◆❍ ❛♥❞ ●▼▼ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉❙❈ ❛♥❞ t❤❡ ❆❙❆❙❉ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s

✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱ ✇❤❡♥ ❜♦t❤ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥

❉❙❈ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛♥ ❆❙❆❙❉ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ t♦ ✾✽✳✽✼✪ ✭±1.25%✮ ❛♥❞ ✶✳✽✽ ✭±2.31✮✳



❅
❅
❅

❱♦❧✉♠❡ ♥❛♠❡ ❙✐③❡
❙●❈ ❘●❈

ρ∗ ✭✪✮ ∆ρ∗ ✭✪✮ ❘▼❊ ❉❙❈ ✭✪✮ ▼❙❆❙❉
❚✐♠❡ ▼❡♠♦r② ❚✐♠❡ ▼❡♠♦r②

✷❉

♣❧❛♥❡ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✾ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✻✼ ✸✷✳✼✷ ▼❜ ✶✵✵✳✵✵ ✲✺✵✳✶✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
③❡♥✲❣❛r❞❡♥ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✵✾ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✻✽ ✸✷✳✼✷ ▼❜ ✶✵✵✳✵✵ ✲✺✳✷✽ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
♦r✐❡♥t❛❧✲♠❛♥ ✸✷✶ ×✹✽✶ ✵✳✷✹ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✼✻ ✸✷✳✼✷ ▼❜ ✶✵✵✳✵✵ ✲✷✵✳✶✺ ✵✳✵✵✵✶ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝t✲t❤♦r❛①✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✶✻ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✽✾ ✷✳✵✺ ▼❜ ✺✳✽✵ ✲✵✳✵✻ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❜♦♦❦ ✸✵✶✷ ×✷✵✹✽ ✷✳✽✷ ✾✶✼✳✷✻ ▼❜ ✶✽✳✻✹ ✼✽✳✾✺ ▼❜ ✽✳✺✾ ✰✵✳✵✺ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✶✾ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✶✳✶✷ ✹✾✳✵✽ ▼❜ ✾✾✳✾✼ ✲✷✸✳✷✽ ✵✳✵✵✶✶ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜❡❛♥s ✷✺✻ ×✷✺✻ ✵✳✵✻ ✾✳✼✵ ▼❜ ✵✳✷✾ ✶✵✳✹✵ ▼❜ ✶✵✵✳✵✵ ✲✵✳✶✼ ✵✳✵✵✵✶ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
s✇❡❡ts ✽✵✵ ×✻✵✵ ✵✳✽✵ ✼✶✳✷✽ ▼❜ ✷✳✹✵ ✼✽✳✾✺ ▼❜ ✶✵✵✳✵✵ ✲✶✻✳✵✸ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
t❡①t✶ ✶✻✵✵ ×✶✷✵✵ ✵✳✽✷ ✷✽✺✳✸✾ ▼❜ ✺✳✽✹ ✷✺✳✼✻ ▼❜ ✶✵✳✺✸ ✰✵✳✵✸ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
t❡①t✷ ✶✵✷✹ ×✼✻✽ ✵✳✸✻ ✶✶✻✳✽✹ ▼❜ ✷✳✺✹ ✸✺✳✵✾ ▼❜ ✷✾✳✸✻ ✲✵✳✺✽ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
②❡❛sts✶ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✷✷ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✶✳✵✾ ✹✾✳✵✽ ▼❜ ✾✼✳✼✸ ✲✷✳✹✶ ✵✳✵✵✶✻ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
②❡❛sts✷ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✶✾ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✾✹ ✻✳✾✸ ▼❜ ✶✾✳✻✸ ✲✵✳✽ ✵✳✵✵✵✶ ✾✾✳✾✼✸✵ ✵✳✵✵✵✵

❛♥❣✐♦❣r❛♣❤②✶ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✶✻ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✵✳✽✾ ✸✳✵✽ ▼❜ ✼✳✾✻ ✰✵✳✵✶ ✵✳✵✵✵✶ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❛♥❣✐♦❣r❛♣❤②✷ ✸✺✵ ×✻✹✸ ✵✳✶✸ ✸✸✳✸✾ ▼❜ ✵✳✼✷ ✷✳✷✻ ▼❜ ✼✳✹✼ ✰✵✳✵✹ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❢✶✶✼ ✺✽✽ ×✸✾✷ ✵✳✶✶ ✸✹✳✷✵ ▼❜ ✵✳✼✵ ✻✽✻✳✶✾ ❑❜ ✷✳✶✺ ✲✵✳✹✹ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜❧❛❝❦✲❝❛t ✻✵✵ ×✹✵✵ ✵✳✶✶ ✸✺✳✻✶ ▼❜ ✵✳✼✸ ✹✶✺✳✸✽ ❑❜ ✶✳✶✻ ✲✵✳✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✈✐❦✐♥❣✲s②♠❜♦❧✷ ✻✻✵ ×✼✹✵ ✵✳✷✾ ✼✷✳✺✸ ▼❜ ✶✳✼✷ ✺✷✳✻✸ ▼❜ ✻✹✳✽✷ ✲✷✼✳✼✻ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜✉tt♦♥s ✸✵✵ ×✸✵✵ ✵✳✵✺ ✶✸✳✸✸ ▼❜ ✵✳✷✾ ✾✸✹✳✻✵ ❑❜ ✼✳✵✸ ✲✵✳✶✷ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
r✐❝❡ ✷✺✻ ×✷✺✻ ✵✳✵✸ ✾✳✼✵ ▼❜ ✵✳✷✹ ✷✳✵✺ ▼❜ ✷✶✳✾✸ ✲✵✳✶✻ ✵✳✵✵✵✷ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❜❧♦♦❞✲❝❡❧❧s ✹✷✺ ×✷✽✵ ✵✳✵✽ ✶✼✳✻✹ ▼❜ ✵✳✹✷ ✸✳✵✽ ▼❜ ✶✽✳✾✺ ✲✵✳✶✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
♣♦♣♣② ✹✵✾ ×✻✶✸ ✵✳✶✻ ✸✼✳✷✶ ▼❜ ✵✳✼✻ ✶✳✵✶ ▼❜ ✷✳✾✷ ✰✵✳✵✶ ✵✳✵✵✵✷ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✷❉✰t

✐♥t❡r✈✐❡✇✲❣✐r❧ ✸✷✵ ×✷✹✵ ×✶✺✵ ❖▼ ✹✳✼✷ ●❜ ✷✾✹✳✻✵ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✶✼✳✹✶ ✲✷✳✸✼ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✐♥t❡r✈✐❡✇✲♦❧❞✲♠❛♥ ✷✺✻ ×✷✺✻ ×✶✷✽ ❖▼ ✸✳✹✸ ●❜ ✷✶✻✳✹✷ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✷✶✳✷✷ ✲✷✳✸✾ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✐♥t❡r✈✐❡✇✲✇♦♠❛♥ ✸✺✷ ×✷✽✽ ×✶✺✹ ❖▼ ✻✳✹✵ ●❜ ✸✾✸✳✸✶ ✶✳✶✸ ●❜ ✶✺✳✻✷ ✲✷✳✷✻ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✸❉

❝t✲t❤♦r❛① ✹✵✾ ×✹✵✾ ×✷✺✷ ❖▼ ✶✼✳✸✸ ●❜ ✶✵✽✹✳✼✷ ✶✳✶✼ ●❜ ✼✳✽✸ ✰✵✳✵✹ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❝✐r❝❧❡s ✶✷✽ ×✶✷✽ ×✶✷✽ ✹✳✼✽ ✽✼✹✳✺✼ ▼❜ ✺✽✳✻✶ ✶✳✶✵ ●❜ ✾✹✳✾✾ ✲✵✳✶✹ ✵✳✵✶✸✽ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s ✹✵✾ ×✹✵✾ ×✶✵✶ ❖▼ ✻✳✾✷ ●❜ ✹✸✵✳✶✺ ✶✳✶✼ ●❜ ✶✽✳✺✸ ✲✶✳✵✼ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❜r❛✐♥✲♣✸ ✶✽✶ ×✷✶✼ ×✶✽✶ ❖▼ ✷✳✾✶ ●❜ ✶✽✷✳✷✹ ✸✺✹✳✻✼ ▼❜ ✶✸✳✶✼ ✲✵✳✺✹ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❙●❈✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts ✭❘●❈✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ✭✐♥ s❡❝s✮ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❢♦r

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ▲❛❜❡❧ ❖▼ st❛♥❞s ❢♦r ✧❖✉t ♦❢ ▼❡♠♦r②✧ ✇❤✐❧❡ ❧❛❜❡❧ ◆❙❘ st❛♥❞s ❢♦r ✧◆♦

❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❘❡❢❡r❡♥❝❡✧✳



❅
❅
❅

❱♦❧✉♠❡ ♥❛♠❡ ❙✐③❡
❙●❈ ❘●❈

ρ∗ ✭✪✮ ∆ρ∗ ✭✪✮ ❘▼❊ ❉❙❈ ✭✪✮ ▼❙❆❙❉
❚✐♠❡ ▼❡♠♦r② ❚✐♠❡ ▼❡♠♦r②

✷❉

❡❛❣❧❡✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✺ ✶✳✸✼ ▼❜ ✺✳✹✾ ✰✵✳✵✺ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
③❡♥✲❣❛r❞❡♥✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✷ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✷✸ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✾✵✳✷✹ ✰✵✳✺✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝♦❧✉♠♥s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✷ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✸✷ ✷✼✻✳✾✷ ❑❜ ✶✳✶✼ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

r❡❞✲✢♦✇❡rs✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✻ ✶✵✳✹✵ ▼❜ ✹✻✳✷✻ ✲✷✷✳✾✻ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
s♥♦✇✲❛♥❞✲❝❧♦✉❞s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✾ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✸ ✹✳✻✷ ▼❜ ✶✺✳✷✹ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

♠❛r❦❡r✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✻ ✹✺✼✳✹✻ ❑❜ ✷✳✵✺ ✰✵✳✹✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
♣②r❛♠✐❞✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✽ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✶ ✷✼✻✳✾✷ ❑❜ ✶✳✷✾ ✰✵✳✶✼ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

r❡❞✲st❛r✜s❤✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✽ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✶ ✸✳✵✽ ▼❜ ✶✸✳✻✽ ✰✵✳✷✼ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜❧❛❝❦✲❝♦✇✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✾ ✷✵✸✳✸✷ ❑❜ ✶✳✵✸ ✰✵✳✹✽ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❤✉r❝❤✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✶✷ ✶✳✸✼ ▼❜ ✺✳✵✼ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
s♥❛❦❡✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✷ ✾✸✹✳✻✵ ❑❜ ✹✳✶✹ ✰✵✳✽✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜✐r❞s✷✲❝ ✸✷✶ ×✹✽✶ ✵✳✷✶ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✸ ✶✳✸✼ ▼❜ ✺✳✾✽ ✰✵✳✹✷ ✵✳✵✵✵✶ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❡❛❣❧❡✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✽ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✵✳✾✾ ✻✷✸✳✵✺ ❑❜ ✷✳✷✺ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❣r❡❡❦✲t❡♠♣❧❡✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✽ ✷✳✵✺ ▼❜ ✽✳✵✸ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❤♦rs❡s✹✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✶✾ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✾ ✶✳✸✼ ▼❜ ✺✳✹✸ ✰✵✳✶✼ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

♠❡❛❞♦✇✲❛♥❞✲♠♦✉♥t❛✐♥s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✶✷ ✶✺✳✺✾ ▼❜ ✺✺✳✾✾ ✰✵✳✵✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧✲❤♦✉s❡s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✷✵ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✵✻ ✾✸✹✳✻✵ ❑❜ ✹✳✶✸ ✰✵✳✶✼ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❝t✲t❤♦r❛①✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✹✵ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✶✳✽✼ ✹✳✻✷ ▼❜ ✶✵✳✽✺ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✾✾✳✼✽✸✷ ✵✳✵✵✵✵
❜♦♦❦ ✸✵✶✷ ×✷✵✹✽ ✼✳✺✾ ✾✶✼✳✷✻ ▼❜ ✹✷✳✹✽ ✼✽✳✾✺ ▼❜ ✼✳✾✶ ✰✵✳✷✼ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✹✽ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✷✳✵✽ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✻✶✳✻✺ ✲✶✷✳✼✹ ✵✳✵✵✵✼ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
t❡①t✶ ✶✻✵✵ ×✶✷✵✵ ✷✳✶✺ ✷✽✺✳✸✾ ▼❜ ✶✷✳✼✶ ✶✼✼✳✻✸ ▼❜ ✺✵✳✶✽ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✈✐❦✐♥❣✲s②♠❜♦❧✷ ✻✻✵ ×✼✹✵ ✵✳✻✷ ✼✷✳✺✸ ▼❜ ✸✳✵✺ ✸✳✸✾ ▼❜ ✺✳✶✸ ✵✳✵ ✵✳✵✵✷✸ ✾✾✳✾✾✽✶ ✵✳✵✵✵✵

✷❉✰t

✐♥t❡r✈✐❡✇✲♠❛♥✶✲❝ ✸✷✵ ×✷✹✵ ×✷✵✸ ❖▼ ✻✳✹✵ ●❜ ✽✽✽✳✺✸ ✸✺✹✳✻✼ ▼❜ ✻✳✹✾ ✰✵✳✹✷ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✐♥t❡r✈✐❡✇✲♠❛♥✷✲❝ ✹✷✻ ×✷✹✵ ×✶✽✵ ❖▼ ✼✳✺✺ ●❜ ✶✵✶✽✳✽✹ ✷✷✽✳✹✹ ▼❜ ✸✳✷✶ ✵✳✵ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

♣❧❛♥❡✲t❛❦❡✲♦✛✲❝ ✹✾✷ ×✷✼✻ ×✶✽✵ ❖▼ ✶✵✳✵✸ ●❜ ✶✸✹✻✳✹✵ ✺✸✷✳✵✵ ▼❜ ✻✳✵✾ ✰✵✳✶✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

t❛❧❦✲❝ ✸✼✵ ×✷✼✻ ×✶✾✵ ❖▼ ✼✳✾✻ ●❜ ❖▼ ❖▼ ❖▼ ❖▼ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✢✉♦r❡s❝❡♥t✲❝❡❧❧✲❝ ✹✼✽ ×✸✾✻ ×✶✷✶ ❖▼ ✾✳✸✾ ●❜ ✶✹✾✵✳✺✺ ✺✶✹✳✵✵ ▼❜ ✺✳✽✽ ✵✳✵ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✸❉

❝t✲t❤♦r❛① ✷✹✺ ×✷✹✺ ×✶✺✶ ❖▼ ✸✳✼✶ ●❜ ✹✾✸✳✷✸ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✶✼✳✸✵ ✵✳✵ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❝✐r❝❧❡s ✶✷✽ ×✶✷✽ ×✶✷✽ ✽✳✶✻ ✽✼✹✳✺✼ ▼❜ ✶✷✵✳✺✹ ✶✳✶✵ ●❜ ✾✹✳✹✶ ✰✵✳✶✻ ✵✳✵✵✹✸ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s ✷✸✵ ×✷✸✵ ×✺✼ ✾✳✹✵ ✶✳✷✸ ●❜ ✶✺✻✳✼✾ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✺✾✳✸✽ ✲✽✳✵✵ ✵✳✵✵✷✾ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❜r❛✐♥✲♣✸ ✶✽✶ ×✷✶✼ ×✶✽✶ ❖▼ ✷✳✾✶ ●❜ ✸✽✶✳✼✷ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✷✹✳✷✷ ✰✵✳✶✻ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❙●❈✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts ✭❘●❈✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ✭✐♥ s❡❝s✮ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❢♦r

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶ ✉s✐♥❣ ◆❍✳ ▲❛❜❡❧ ❖▼ st❛♥❞s ❢♦r ✧❖✉t ♦❢ ▼❡♠♦r②✧ ✇❤✐❧❡ ❧❛❜❡❧ ◆❙❘

st❛♥❞s ❢♦r ✧◆♦ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❘❡❢❡r❡♥❝❡✧✳ ❈♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ♥❛♠❡s ❛r❡ s✉✣①❡❞ ❜② ✧❝✧✳



❅
❅
❅

❱♦❧✉♠❡ ♥❛♠❡ ❙✐③❡
❙●❈ ❘●❈

ρ∗ ✭✪✮ ∆ρ∗ ✭✪✮ ❘▼❊ ❉❙❈ ✭✪✮ ▼❙❆❙❉
❚✐♠❡ ▼❡♠♦r② ❚✐♠❡ ▼❡♠♦r②

✷❉

❡❛❣❧❡✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✼✹ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✺✾ ✶✳✵✶ ▼❜ ✺✳✶✾ ✰✵✳✵✽ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
③❡♥✲❣❛r❞❡♥✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✶✳✷✽ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✷✳✷✸ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✾✽✳✼✺ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝♦❧✉♠♥s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✶✳✵✶ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✾✾ ✻✷✸✳✵✺ ❑❜ ✷✳✸✺ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

r❡❞✲✢♦✇❡rs✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✾✺ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✼✾ ✻✳✾✸ ▼❜ ✷✸✳✸✼ ✲✶✳✺✼ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
s♥♦✇✲❛♥❞✲❝❧♦✉❞s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✶✳✻✷ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✷✳✻✺ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✾✽✳✽✸ ✰✵✳✸✾ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

♠❛r❦❡r✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✽✷ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✻✾ ✶✽✹✳✻✷ ❑❜ ✵✳✽✵ ✰✵✳✵✾ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
♣②r❛♠✐❞✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✾✶ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✼✵ ✹✺✼✳✹✻ ❑❜ ✷✳✵✷ ✰✵✳✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

r❡❞✲st❛r✜s❤✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✽✼ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✻✽ ✾✸✹✳✻✵ ❑❜ ✹✳✶✹ ✰✵✳✶✹ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜❧❛❝❦✲❝♦✇✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✽✶ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✻✽ ✶✽✹✳✻✷ ❑❜ ✵✳✽✾ ✰✵✳✸✹ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❤✉r❝❤✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✶✳✵✺ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✽✽ ✶✳✸✼ ▼❜ ✻✳✺✻ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
s♥❛❦❡✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✼✺ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✺✹ ✶✳✺✶ ▼❜ ✽✳✼✾ ✲✵✳✶✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜✐r❞s✷✲❝ ✸✷✶ ×✹✽✶ ✵✳✽✾ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✻✽ ✶✵✳✹✵ ▼❜ ✸✾✳✶✻ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✷ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❡❛❣❧❡✷✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✽✺ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✻✻ ✶✳✸✼ ▼❜ ✺✳✶✽ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❣r❡❡❦✲t❡♠♣❧❡✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✶✳✶✶ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✾✾ ✻✳✾✸ ▼❜ ✷✻✳✺✺ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❤♦rs❡s✹✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✼✼ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✻✸ ✶✳✺✶ ▼❜ ✻✳✽✵ ✰✵✳✷ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

♠❡❛❞♦✇✲❛♥❞✲♠♦✉♥t❛✐♥s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✶✳✶✹ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✷✳✶✶ ✷✸✳✸✾ ▼❜ ✾✼✳✾✹ ✵✳✵ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
tr❛❞✐t✐♦♥❛❧✲❤♦✉s❡s✲❝ ✹✽✶ ×✸✷✶ ✵✳✾✺ ✷✷✳✾✵ ▼❜ ✶✳✽✷ ✶✳✸✼ ▼❜ ✺✳✵✽ ✰✵✳✵✺ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❝t✲t❤♦r❛①✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✽✽ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✷✳✸✻ ✸✳✵✽ ▼❜ ✼✳✻✼ ✰✵✳✷ ✵✳✵✵✺✽ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❜♦♦❦ ✸✵✶✷ ×✷✵✹✽ ✷✹✳✷✽ ✾✶✼✳✷✻ ▼❜ ✺✾✳✵✾ ✼✽✳✾✺ ▼❜ ✽✳✵✸ ✰✶✳✽✼ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s✲③ ✺✶✷ ×✺✶✷ ✵✳✼✸ ✸✽✳✾✶ ▼❜ ✷✳✸✽ ✸✺✳✵✾ ▼❜ ✼✽✳✽✼ ✲✶✽✳✽✼ ✵✳✵✵✶✻ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
t❡①t✶ ✶✻✵✵ ×✶✷✵✵ ✺✳✽✵ ✷✽✺✳✸✾ ▼❜ ✶✺✳✻✹ ✸✺✳✵✾ ▼❜ ✶✷✳✶✽ ✰✵✳✸✼ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✈✐❦✐♥❣✲s②♠❜♦❧✷ ✻✻✵ ×✼✹✵ ✶✳✷✸ ✼✷✳✺✸ ▼❜ ✸✳✻✶ ✸✳✵✽ ▼❜ ✹✳✷✹ ✰✵✳✵✶ ✵✳✵✵✵✵ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

✷❉✰t

✐♥t❡r✈✐❡✇✲♠❛♥✶✲❝ ✸✷✵ ×✷✹✵ ×✷✵✸ ❖▼ ✻✳✹✵ ●❜ ✾✼✶✳✽✾ ✸✺✹✳✻✼ ▼❜ ✻✳✹✸ ✰✵✳✾✻ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✐♥t❡r✈✐❡✇✲♠❛♥✷✲❝ ✹✷✻ ×✷✹✵ ×✶✽✵ ❖▼ ✼✳✺✺ ●❜ ✶✶✸✽✳✾✼ ✺✶✹✳✵✵ ▼❜ ✼✳✵✷ ✵✳✵ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

♣❧❛♥❡✲t❛❦❡✲♦✛✲❝ ✹✾✷ ×✷✼✻ ×✶✽✵ ❖▼ ✶✵✳✵✸ ●❜ ✶✹✻✽✳✷✽ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✻✳✸✹ ✰✵✳✵✷ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

t❛❧❦✲❝ ✸✼✵ ×✷✼✻ ×✶✾✵ ❖▼ ✼✳✾✻ ●❜ ✶✶✺✺✳✷✼ ✶✳✻✾ ●❜ ✷✸✳✶✻ ✲✽✳✸✻ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✢✉♦r❡s❝❡♥t✲❝❡❧❧✲❝ ✹✼✽ ×✸✾✻ ×✶✷✶ ❖▼ ✾✳✸✾ ●❜ ✶✻✸✷✳✻✽ ✶✳✵✽ ●❜ ✶✶✳✽✺ ✲✵✳✹✽ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

✸❉

❝t✲t❤♦r❛① ✷✹✺ ×✷✹✺ ×✶✺✶ ❖▼ ✸✳✼✶ ●❜ ✺✵✽✳✽✹ ✺✶✹✳✵✵ ▼❜ ✶✸✳✼✷ ✵✳✵ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❝✐r❝❧❡s ✶✷✽ ×✶✷✽ ×✶✷✽ ✶✷✳✾✽ ✽✼✹✳✺✼ ▼❜ ✶✷✺✳✾✵ ✶✳✶✵ ●❜ ✾✹✳✺✸ ✲✵✳✵✶ ✵✳✵✵✺✻ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵
❝❡❧❧s ✷✸✵ ×✷✸✵ ×✺✼ ✶✷✳✼✵ ✶✳✷✸ ●❜ ✶✻✶✳✼✷ ✼✾✽✳✵✵ ▼❜ ✻✼✳✶✷ ✰✵✳✷ ✵✳✵✵✵✸ ✶✵✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵

❜r❛✐♥✲♣✸ ✶✽✶ ×✷✶✼ ×✶✽✶ ❖▼ ✷✳✾✶ ●❜ ✸✾✵✳✹✵ ✼✼✶✳✵✵ ▼❜ ✷✹✳✺✶ ✰✶✳✸✶ ◆❙❘ ◆❙❘ ◆❙❘

❚❛❜❧❡ ✼✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❙●❈✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts ✭❘●❈✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ✭✐♥ s❡❝s✮ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❢♦r

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❞❛t❛ ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶ ✉s✐♥❣ ●▼▼✳ ▲❛❜❡❧ ❖▼ st❛♥❞s ❢♦r ✧❖✉t ♦❢ ▼❡♠♦r②✧ ✇❤✐❧❡ ❧❛❜❡❧

◆❙❘ st❛♥❞s ❢♦r ✧◆♦ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❘❡❢❡r❡♥❝❡✧✳ ❈♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ♥❛♠❡s ❛r❡ s✉✣①❡❞ ❜② ✧❝✧✳



✸✳✹ ◆✳ ▲❡r♠é

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t✇♦ s✐♠♣❧❡ t❡sts ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❡①✲

❛❝t❧② ❣r❛♣❤s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✲❜❛s❡❞ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝

t❡st ✭✸✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(♯P) ✭❡①❝❡♣t ❢♦r

✐♠❛❣❡ ❜♦r❞❡rs✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡ ♠❛ss✐✈❡

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷ s❤♦✇ t❤❛t ❘●❈ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠

❙●❈ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ✉♥❞❡r ✸✺✪ ✇❤✐❧❡

❦❡❡♣✐♥❣ ✈❡r② ❧♦✇ ♣✐①❡❧ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❘●❈✳ ❚❤❡

♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✸✻✮ ❛❧s♦ r✉♥s ❢❛st❡r ❢♦r s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ✐❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t

♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❧❡✈❡❧✳ ❋♦r ❦❡❡♣✐♥❣ ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t✇♦ ❡①tr❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❢✉rt❤❡r

r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ s❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ▲♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t✉♥❡ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r η ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✳✷ ❝❧❡❛r❧②

s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ♦✛❡rs ❧❡ss ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ s♣❡❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ✐s ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❝♦✉❧❞

❜❡ ❡❛s✐❧② ❧♦✇❡r❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❞❡t❡r✐❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ❛r❡ ♥❡❛r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛♥ ❡①❛❝t t❡st ❤❛s ❛ ❞❡❡♣❡r ✐♠♣❛❝t s✐♥❝❡ ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦♥

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❝❛♥ ❜❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✇❤❡r❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ t❡sts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧②

♣r♦t❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♣❛t❡♥t ❬✺❪✳ ❆❧s♦✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢r❡❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴❧✐♣♥✳❢r✴⑦❧❡r♠❡✳

✶✵✸



◆✳ ▲❡r♠é ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts✿ ❛ ✜♥❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s

✶✵✹



✹ ●❈❙❋▼P✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❈

❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①tr❛❝t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② ❧✉♥❣ t✉♠♦rs ✐♥ ✸❉

❈❚ ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❬✼❪✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✭✶✮ r❡❞✉❝✐♥❣ ✐♥♣✉t

❣r❛♣❤s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢

❣r❛♣❤ ❝✉ts ❛♥❞ ✭✷✮ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ s❡❡❞s

❧♦❝❛t✐♦♥✿ ●❈❙❋▼P ✭●r❛♣❤ ❈✉ts✲❇❛s❡❞ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ Pr✐♦r✮✳

❚❤✐s ♣r✐♦r ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ ❢r♦♠ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ❛♥❞ ❤❛s ❛

❞♦✉❜❧❡ r♦❧❡✿ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ t✉♠♦r ✐♥t♦ t❤❡ ❈❚ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t

s❡❡❞s ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜rst ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐ts

❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ♦✉r str❛t❡❣② ❢♦r ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts

s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❢❛st ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✳

✹✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❝♦♣❡

❚❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✉♥❣s ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ ❧✐❢❡✳

■♥ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s✱ t❤❡ ❧✉♥❣s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❞✐❛st✐♥✉♠✱ ♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛♣❤r❛❣♠

❛♥❞ ♣r♦t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r✐❜ ❝❛❣❡✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❧✉♥❣ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❧♦❜❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t

❧✉♥❣ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❧♦❜❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛✐r ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❛✐r✇❛②

tr❡❡ ♦❢ ❜r♦♥❝❤✐ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ r❛♠✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ❢♦❧❧♦✇ ❜r♦♥❝❤✐

♣❛t❤✇❛②s ✉♥t✐❧ ❛❧✈❡♦❧✐ ✇❤❡r❡ ❣❛③ ❡①❝❤❛♥❣❡s ♦❝❝✉r✳

■♥ s♦♠❡ ♣❛t✐❡♥ts✱ ❧✉♥❣s ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ t✉♠♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥

♦❢ ❧✉♥❣ ❝❛♥❝❡rs✳ ❚✉♠♦rs ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s✐③❡ ❛s ♠✐❝r♦♥♦❞✉❧❡s ✭❧❡ss t❤❛♥

✻ ♠♠✮✱ ♥♦❞✉❧❡s ✭❢r♦♠ ✻ ♠♠ t♦ ✸✵ ♠♠✮ ❛♥❞ ♠❛ss❡s ✭❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✸✵ ♠♠✮✳ ❚❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡

✶✵✺



◆✳ ▲❡r♠é ●❈❙❋▼P✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❈ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❉❡t❛✐❧❡❞ ❧✉♥❣ ❛♥❛t♦♠② ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡s ✭r✐❣❤t✮✳

❛s ✇❡❧❧ ❛r❡❛s ♦❢ ❣r♦✉♥❞✲❣❧❛ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ♥♦❞✉❧❡s ❛♥❞ t✉♠♦rs ❛r❡ ♥♦t ♠❛❧✐❣✲

♥❛♥t ✭❝❛♥❝❡r♦✉s✮✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❜❡♥✐❣♥ ✭♥♦♥✲❝❛♥❝❡r♦✉s✮✳ ❙✉❝❤ str✉❝t✉r❡s ❛r❡

✉s✉❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❈❚ s❝❛♥s ♦r ❳✲r❛② r❛❞✐♦❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡✐r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♠❛❧✐❣♥❛♥❝② ✐s ❣❡♥✲

❡r❛❧❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛ ❛♠♦♥❣ s❤❛♣❡✱ s✐③❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❣r♦✇✐♥❣ r❛t❡

✐♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ♠❛❧✐❣♥❛♥❝② ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❝❛♥❝❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ❛♥❞

❤✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭s♠♦❦✐♥❣✱ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ ❛s❜❡st♦s✱ ❡t❝✳✮✳ ❚r❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦❣♥♦s✐s

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❝❛♥❝❡r✱ ✐ts ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✳

❚②♣✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡ s✉r❣❡r②✱ r❛❞✐♦t❤❡r❛♣② ❛♥❞ ❝❤❡♠♦t❤❡r❛♣②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❲♦r❧❞ ❍❡❛❧t❤ ❖r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✭❲❍❖✮✱ ❧✉♥❣ ❝❛♥❝❡rs ❝✉rr❡♥t❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t

♠♦rt❛❧✐t② ❝❛✉s❡ ✐♥ ♠❡♥ ❛♥❞✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❜r❡❛st ❝❛♥❝❡r✱ ✐♥ ✇♦♠❡♥✳ ▲✉♥❣ ❝❛♥❝❡r ✐s ❛❧s♦ t❤❡

♠♦st ❞❡❛❞❧② ❝❛♥❝❡r✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✳✸✼ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞❡❛t❤s ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ✐♥ ✷✵✵✽✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦✐st ❛♥❞ ❛ ✇❡❧❧ ♦①②❣❡♥❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❧✉♥❣s ❛❧s♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ♣❡r❢❡❝t

❜r❡❡❞✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r ❜❛❝t❡r✐❛ t♦ ❣r♦✇✳ ■♥❢❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠♦✈❡ ♦①②❣❡♥

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② s❡r✐♦✉s✳ ❚✉❜❡r❝✉❧♦s✐s ✐s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✐♥❢❡❝✲

t✐♦♥ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❧✉♥❣s✱ ❦✐❧❧✐♥❣ ❛❜♦✉t ✶✳✹ ♠✐❧❧✐♦♥ ♣❡♦♣❧❡ ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ✐♥ ✷✵✶✵✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❲❍❖✳ ❚❤✐s ❞✐s❡❛s❡ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❝❛✈✐t✐❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧✉♥❣s ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ❛s ♠❛ss❡s ✐♥

❈❚ s❝❛♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❢t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥t✐❜✐♦t✐❝s✱ ♠✉❧t✐r❡✲

s✐st❛♥t str❛✐♥s ♦❢ t✉❜❡r❝✉❧♦s✐s ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❡♠❡r❣❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ♠❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡

❛❧s♦ t❤❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✉♥❣ ❝❛♥❝❡r✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✉r❣❡r② ❝❛♥ ❤❡❧♣ ❜r✐♥❣ ♠♦r❡

❡❧❡♠❡♥ts ❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ♥♦❞✉❧❡s ❛r❡ s♠❛❧❧ s♣❤❡r✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡❛s ♠❛ss❡s ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡r s✐③❡s

✶✵✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠✐❝r♦♥♦❞✉❧❡ ✭❧❡❢t✮✱ ♥♦❞✉❧❡ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ♠❛ss❡ ✭r✐❣❤t✮ ✐♥ ❈❚ s❝❛♥s✳

❛♥❞ ♣r❡s❡♥t ✐rr❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡s✳ ◆♦❞✉❧❡s ❛♥❞ ♠❛ss❡s ♠❛② ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t t♦

✈❡ss❡❧s✱ t♦ ❜r♦♥❝❤✐✱ t♦ t❤❡ ♣❧❡✉r❛❧ ✇❛❧❧ ♦r t♦ t❤❡ ♠❡❞✐❛st✐♥✉♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s str✉❝t✉r❡s ❛r❡

❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛♥ ❡❛r❧② ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t✬

s✉r✈✐✈❛❧ r❛t❡✳ ❆❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs s✐③❡s ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦

❢♦r st❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ❛ss❡ss✐♥❣ t✉♠♦r r❡s♣♦♥s❡ t♦ tr❡❛t♠❡♥ts ♦r ✐ts ♣r♦❣r❡ss✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ❡❛r❧②

❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s str✉❝t✉r❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ♦♥ ❝❤❡st r❛❞✐♦❣r❛♣❤s✱ t❤❡

❥♦✐♥t ✉s❡ ♦❢ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r✲❛✐❞❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♣❧❛② ♥♦✇

❛ ♠❛❥♦r r♦❧❡ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ♦❢ r❛❞✐♦❧♦❣✐sts ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ q✉✐❝❦ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡✳

❲❤✐❧❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢

♠❛❧✐❣♥❛♥❝②✱ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s✐③❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ t✉♠♦rs✴♥♦❞✉❧❡s r❡♠❛✐♥s ❛ st❛♥✲

❞❛r❞ ❝❤♦✐❝❡ ❛♠♦♥❣ r❛❞✐♦❧♦❣✐sts✳ ❘❡✈✐s❡❞ ❘❊❈■❙❚ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❧❛r❣❡❧② ✉s❡❞ ❜② r❛❞✐♦❧♦❣✐sts✱

❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♦♥❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦♥ ❛ ❢❡✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❡s✐♦♥s ❬✈P✈▼●❇✶✵❪✱

❛♥❞ s✉✛❡r ❢r♦♠ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ❬❙❚❏+✶✵❪✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t✉♠♦r ✈♦❧✉♠❡tr② ❤❛s

❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤♦s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ st❛❣✐♥❣ ♦❢ ♥♦❞✲

✉❧❡s ❬●❑▼P✵✾❪✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♠♦r ❛❣❣r❡ss✐✈❡♥❡ss ❬◗❈❙+✵✽❪✱ t✉♠♦r r❡s♣♦♥s❡ t♦

❝❤❡♠♦t❤❡r❛♣② ❬❇▼●+✶✵✱ ❩❙▼+✵✻❪ ♦r t♦ r❛❞✐♦t❤❡r❛♣② ❬▼●❇❆+✵✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥

r❛t❡ ♦❢ t✉♠♦rs ❬◗❈❙+✵✽❪ ♦r ♠❡t❛st❛s❡s ❬▼❆❙+✵✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② t♦♦❧

❢♦r t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s❝r❡❡♥✐♥❣ ♦❢ ❧✉♥❣ ♥♦❞✉❧❡s ♦♥ ❈❚ s❝❛♥s✱ ❛♥❞ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

♦♥ ♦♥❣♦✐♥❣ tr✐❛❧s ❬✈❑❖P+✵✾❪✳

❖r✐❣✐♥❛❧❧②✱ ♥♦❞✉❧❡s✱ ♠❛ss❡s ❛♥❞ t✉♠♦rs ✇❡r❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥

❈❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t♦♦❧s t♦ r❛❞✐♦❧♦❣✐sts ❛♥❞

✶✵✼



◆✳ ▲❡r♠é ●❈❙❋▼P✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❈ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

r❛❞✐♦t❤❡r❛♣✐sts ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡❛s✐❧②✳ ❖✉r t♦♦❧ ♣❡r♠✐ts t♦ ❞r❛✇ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧②

✐♥ ✸❉ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡s✐♦♥✳

✹✳✶✳✷ ❈♦♥str❛✐♥ts

❇❡s✐❞❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♠✉st ❢❛❝❡s

s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞❡t❛✐❧ t❤❡♠ ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ❦❡② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t t❤❡ s✉❜❥❡❝t✳

❆ ♠❛❥♦r ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ✐rr❡❣✉❧❛r s❤❛♣❡s

✐♥ t❤❡ ♠♦st tr❛♥s♣❛r❡♥t ✇❛②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ s❤❛♣❡ ♣r✐♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ♠❛✐♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♥❛t✉r❛❧❧②

♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❚♦ ♦✉r ❜❡st ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥

♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞♦♥❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✳

❆ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t✉♠♦r❛❧ t✐ss✉❡s t②♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s t❤❛♥ ❤❡❛❧t❤② t✐ss✉❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✐s ❛❧s♦ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ✐♥

s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ t✉♠♦rs ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❡✉r❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

♥♦ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ t✐ss✉❡s ❛♥❞ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ❛❝❝✉r❛t❡

❞✐❛❣♥♦st✐❝s ❡✈❡♥ ❢♦r ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦ r❡❧② ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❝r✐t❡r✐❛

❢♦r ❝♦rr❡❝t❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ t✉♠♦r❛❧ t✐ss✉❡s ❢r♦♠ ❤❡❛❧t❤② t✐ss✉❡s✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ✐ss✉❡

♦❢ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❧❡✉r❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ ♠❡t❤♦❞s ♦❢t❡♥ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ❜❛s✐❝ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧

♦♣❡r❛t♦rs ❬❑❘❨❍✵✸✱ ❑❉❇+✵✻✱ ▼▲❏▼+✵✾❪✱ ❝❧✐♣♣✐♥❣ ♣❧❛♥❡s ❬❘❈❨+✵✻❪ ♦r ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡

✐♥❞❡①❡s ❬❨❇❙✵✾❪✳ ❆ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❬❙❙P✈●✵✻❪

❛♥❞ ❬●❑▼P✵✾❪✳

■♥ ❬❨❇❙✵✾❪✱ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r♦❜✉st ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ♥♦❞✉❧❡s✳

❚♦ ♦✉r ❜❡st ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤

❝✉ts✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ ❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡ ✐♥❞❡① ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r

❡❛❝❤ ✈♦①❡❧✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s s❤❛♣❡ ✐♥❞❡① r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❛♣❡ ❢❡❛t✉r❡ ❛t ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ❛♥❞ ❛ss✐❣♥s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡✈❡r② ❞✐st✐♥❝t s❤❛♣❡✳

❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❛t ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐♥❞❡① ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ t❤❡ s♣❛t✐❛❧

♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✜✈❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r✳ ▼❡❛♥✲s❤✐❢t

✶✵✽



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ◆✳ ▲❡r♠é

❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡ ♠❛♣s✳ ❚❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✉♣♦♥ t❤❡s❡ ♠❛♣s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s ❛st♦♥✲

✐s❤✐♥❣ r❡s✉❧ts ❜② ❞❡t❛❝❤✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② ♥♦❞✉❧❡s ❢r♦♠ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✉♥❞❡s✐r❡❞ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡

❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♠❛✐♥s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❦✐♥❞ ♦❢ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❣♠❡♥t

♠❛ss❡s ❛♥❞ t✉♠♦rs✳

■♥ ❬❘❈❨+✵✻❪✱ ♥♦❞✉❧❡s ❛r❡ s❡❣♠❡♥t❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡✐r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❧❡✉✲

r❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♣✉s❤❡s t❤❡ ♣❧❛♥❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ ♣❧❡✉r❛❧

s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ r❡♦r✐❡♥ts ✐t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♥♦❞✉❧❡✳ ❲❤✐❧❡ s✉❝❤ ❛♥ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ s❡❡♠s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛s❡s ✭❛❜♦✉t ✽✽✳✼✪ ♦❢ s✉❝❝❡ss ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡

❞❛t❛s❡t ❬❘❈❨+✵✻❪✮✱ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦❞✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡

♣❧❡✉r❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛♥❡✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❝♦♥✈❡①✱ t❤❡ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡

✉s❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ♥♦❞✉❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❡✉r❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞✉❧❡

❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❝✉r✈❡❞ ❛s t❤❡ ♥♦❞✉❧❡ s✐③❡ ❣r♦✇s ❞✉❡ t❤❡ r✐❜ ❝❛❣❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✳

❆ ❧❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st ❝♦♥str❛✐♥t ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✐ts❡❧❢✳ ❆❧t❤♦✉❣❤

t❤❡s❡ s②st❡♠s ❜❡❝❛♠❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱

t❤❡ ❈❚ ✐♠❛❣❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡♠ ❝❛♥ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛rt✐❢❛❝ts✳ ❚❤❡s❡ ❛rt✐❢❛❝ts

❛r❡ ❛❧♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝t ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ♥♦✐s❡✱ r✐♥❣✱ str❡❛❦ ❛♥❞

♠♦t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts✳ P❛rt✐❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝t ♦❝❝✉rs ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥

❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐ss✉❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s

❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ t✐ss✉❡s ✭❡✳❣✳ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛②

❛♥❞ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r ✐♥ t❤❡ ❜r❛✐♥✮ ♦r ✇❤❡♥ t❤✐♥ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ✭❡✳❣✳ ❜❧♦♦❞ ✈❡ss❡❧s ✐♥ t❤❡ ❧✉♥❣s✮✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❛❧❧❡✈✐❛t❡❞ ❛s

t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜✉t ✐s str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② t❤❡ P♦✐♥t ❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮ ♦❢ t❤❡

❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛♥❞ ♦❝❝✉rs ♠♦r❡

❝♦♠♠♦♥❧② ✇❤❡♥ ❛ t❤✐♥ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss ✐s ✉s❡❞✳ ❇✉t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❝❝✉r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✇❡r

s✉♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❳✲r❛② t✉❜❡ ✐s ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣❡♥❡tr❛t❡ t❤❡ ❛♥❛t♦♠②✳ ❚❤❡ r✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝t ✐s

❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛rt✐❢❛❝t ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ❛s s♠❛❧❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❙tr❡❛❦ ❛rt✐❢❛❝ts

❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❜❧♦❝❦ ♠♦st ①✲r❛②s s✉❝❤ ❛s ♠❡t❛❧ ♦r ❜♦♥❡s✳ ❚❤❡②

❛♣♣❡❛r ❛s r❛❞✐❛❧ r❛②s ❡♠✐tt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♠♦t✐♦♥ ❛rt✐❢❛❝ts

✶✵✾



◆✳ ▲❡r♠é ●❈❙❋▼P✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❈ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❜❧✉rr✐♥❣ ♦r str❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈♦❧✉♥t❛r② ♦r ✐♥✈♦❧✉♥t❛r②

♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✳

✹✳✷ Pr♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞

✹✳✷✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✲❜❛s❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ t❤❡

❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✷✮ ❛♥❞ ❚❱✰L2 ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✶✮ ♠♦❞❡❧s✱ ✐s t❤❛t ♦❜❥❡❝t

❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♣❛rts ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❇♦②❦♦✈✲

❏♦❧❧②✱ ✇❤❡♥ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♠✉st r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❡r♠ ❜②

s❡tt✐♥❣ β = 0 t♦ ❣❡t ❝♦♥s✐st❡♥t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♦♥❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr❛st✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ Bp,q ✐♥ ✭✷✹✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β = 0 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t s✐♥❝❡ t✉✲

♠♦r❛❧ ❛♥❞ ❤❡❛❧t❤② t✐ss✉❡s ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✐♥ ❈❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

s❡tt✐♥❣ β > 0 ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❛①❡s t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② t♦ s♠♦♦t❤♥❡ss ✐♥

r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦♥tr❛st✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❇❏✵✶✱ ❘❑❇✵✹❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❘●❈ t②♣✐❝❛❧❧② ❡①❝❧✉❞❡

❝❛♠♦✉✢❛❣❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦✈❡r❧❛♣ ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ✐♥ ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥str❛✐♥ts✱ r❡♠✐♥❞ t❤❛t ✐♥ ♠❛♥②

s✐t✉❛t✐♦♥s ✭❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮ t❤❡ t✉♠♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞

t♦ t❤❡ ♣❧❡✉r❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♥♦ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ❡①✐sts ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ t✐ss✉❡s✳

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❞❞ ✐♥ t❤❡ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧ ❛ ♣r✐♦r ♦♥

t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ ❢r♦♠ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤✐s ♣r✐♦r ✐s t✇♦❢♦❧❞✳ ❋✐rst✱

✐t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❧♦❝❛t❡ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤ t✉♠♦rs ❢r♦♠ ♣❧❡✉r❛❧ s✉r❢❛❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ♣r✐♦r ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞

t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❧♦✇❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠

t❤❡♠✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❦❡❡♣ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ β ❛♥❞ ❝❛t❡❣♦r✐③❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈♦①❡❧s ❡❛s✐❧②✱

✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✳

✶✶✵



Pr♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❋❧♦✇ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✉s❡r ♣✉ts ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ t✉♠♦r ❛♥❞ ❧❛❜❡❧s ✉♥❞❡s✐r❡❞ ♣❛rts ✇✐t❤

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡❡❞s✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ❛♥❞

❛ ❘❡❣✐♦♥ ❖❢ ■♥t❡r❡st ✭❘❖■✮ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s s❡t

s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❦❡❡♣✐♥❣ ✈♦①❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛r s✉✣❝✐❡♥t❧② ♥❡❛r ❢r♦♠ t❤❡ t✉♠♦r✳ ❚❤❡♥✱

t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❘❖■ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

♠❛①✲✢♦✇ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤✐s ❣r❛♣❤ ✉s✐♥❣ ❬❇❑✵✹❪ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡t✉r♥❡❞✳

❚❤❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❲❡ ♥♦✇ ❞❡t❛✐❧ ♦✉r ♥♦✈❡❧ ❡♥❡r❣②

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

✹✳✷✳✷ ❊♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❞❞ ✐♥ t❤❡ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ❛ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ t✉♠♦r✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s✳ ❊♠❜❡❞❞✐♥❣ t❤✐s ♣r✐♦r ♥❛t✉r❛❧❧②

❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✹✮ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ s❛♠❡ ✇✐t❤ ❛

●❛✉ss✐❛♥ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✺✮✱ ✐✳❡✳

Ep,q(up, uq) = Bp,q · |up − uq| ❛♥❞ Bp,q =
1

‖p− q‖2
· exp

(

−
(Ip − Iq)

2

2σ2

)

, ✭✺✶✮

✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛♥❞ σ ✐s ❛ ❝♦♥tr❛st ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r σ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✹✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❞❛t❛

t❡r♠ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❢r♦♠ t❤❡♠ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ t❡r♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳

■♥ ❚❛❜❧❡ ✽✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧❛✇s P(Ip | p ∈ O) ❛♥❞ P(Ip | p ∈ B) ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣

◆❍✱ σa ∈ R
+
∗ ✐s ❛ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ d(p,O) ✐s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t

p ∈ P ❛♥❞ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s O ⊂ P ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σa ❝♦♥tr♦❧s ❤♦✇ ❢❛r ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ♣r♦♣❛❣❛t❡

✶✶✶



◆✳ ▲❡r♠é ●❈❙❋▼P✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❈ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

p ∈ Aσa
p 6∈ Aσa

Ep(0) −log
[

P(Ip | p ∈ O)× exp
(

−
(

d(p,O)
σa

)2)]

+∞

Ep(1) −log P(Ip | p ∈ B) ✵

❚❛❜❧❡ ✽✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❡r♠✳

❢r♦♠ t❤❡✐r ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ Aσa
❞❡✜♥❡❞ ❜②

Aσa
= {p ∈ P | d(p,O) ≤ 1 + σa

√

−log(ε)} ✇✐t❤ ε ≃ 0.

❇❡②♦♥❞ t❤✐s ❛r❡❛✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t❡r♠✐♥❛❧ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡

❝❛♣❛❝✐t②✳ ❆ ❧❛r❣❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡ ✐s ❧❛❜❡❧❡❞ ❛s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞

✈♦①❡❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✈♦①❡❧s s❛t✐s❢② t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ❛♥❞ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σa ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ t❤❛t ✐♠♣❛❝ts t❤❡ ✇❛② ♦❢

♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ s❡❡❞s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s s❡t σa = 10 ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

■♥ ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✭✷✹✮ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

t❡r♠✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ d(.) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

d(p,O) = min{dist(p, q) | q ∈ O}, ∀p ∈ P , ✭✺✷✮

✇❤❡r❡ dist(.) ❞❡♥♦t❡s ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts

♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ dist(.)✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ t✇♦ ❛tt❡♠♣ts ❢♦r t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥✿

• ❚❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦♥❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s♣❛t✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s p, q ∈ P2 ✐♥ G ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

dist(p, q) = ‖p− q‖2. ✭✺✸✮

❚❤✉s✱ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ✭✺✸✮ ✐♥ ✭✺✷✮ ❛♠♦✉♥ts t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❛♥② ♥♦❞❡ p ∈ P

t♦ t❤❡ s❡t O✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✭✺✸✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ❛♥② ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥

❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❋❍✵✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♠♦st❧②

✉s❡ ✐t ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

• ❚❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♥♦❞❡s

(p, q) ∈ N ✐♥ G ♠✐①❡s s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

dist(p, q) =
√

(Ip − Iq)2 + α‖p− q‖2, ✭✺✹✮

✶✶✷
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✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❛♥❞ s❡❡❞s ✭❜✮ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❝✮ ●❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆r❡❛ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❛♥❞ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ σa = 40✳

✇❤❡r❡ α ∈ R
+ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s t✐♠❡✱ ♣❧✉❣❣✐♥❣ ✭✺✹✮ ✐♥ ✭✺✷✮ ❛♠♦✉♥ts t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡

❜♦t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ ❛♥② ♥♦❞❡ p ∈ P t♦ t❤❡ s❡t

O✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❛❝ts ❛s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡

❣r❛❞✐❡♥t ♥♦r♠✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ α ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❞✐st❛♥❝❡s

✇✐t❤✐♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ❧♦✇ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s❡❣♠❡♥t ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❛♥❞✴♦r ❝✉r✈❡❞

♦❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬■❦♦✵✺❪✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡

♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t t♦✇❛r❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✭s❡❡

❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❬■❦♦✵✺❪ r❡q✉✐r❡ t❤❛t dist(.) ♠✉st ❜❡ ❛ ♠❡tr✐❝✳ ❆❧s♦✱

✉♥❧✐❦❡ ❬❋❍✵✹❪✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❬■❦♦✵✺❪ ✐s ♥♦t ❡①❛❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s✲

❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P ✳ ❯s✐♥❣ ❧❛r❣❡r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s ✐♥ G ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ tr✉❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❜✉t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ♠♦r❡ ❝♦st❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s✐❞❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✱ ❛ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♦❢ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ t✇♦ ♠❡tr✐❝s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥

❣r❡❡♥ ❝♦❧♦r✱ ❢♦r s♦♠❡ ε ≃ 0✳ ❘❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✈♦①❡❧s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ♥❡❛r O✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡tr✐❝ dist(.)✳ ❖❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲s❡t

♦❢ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡tt❡r ✜ts t♦ t❤❡ t✉♠♦r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♦❢ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧❧♦✇s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛r❡❛s ✇✐t❤ str♦♥❣ ❣r❛❞✐❡♥t

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛✈♦✐❞s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛r❡❛s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s✳

❚❤❡r❡ ♠✐❣❤t ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ❜❡ ❧❡❛❦❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ ✧❣❛♣s✧ ✐♥ ❝♦♥t♦✉rs✳

✶✶✸



◆✳ ▲❡r♠é ●❈❙❋▼P✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❈ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

✹✳✷✳✸ ❙❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs✿ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝❛s❡

❱▲❱❉P ✭❱❡r② ▲❛r❣❡ ❱♦❧✉♠❡ ❉❛t❛ Pr♦❝❡ss✐♥❣✮ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❜✉✐❧❞ ♣r♦t♦t②♣❡s

❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❛t❛✳ ❱▲❱❉P ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② r❡❝❡♥t

❜✉t t❡♥❞s t♦ ✉♥✐t ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣❡♦♣❧❡ t❤r♦✉❣❤ ✐♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ♣r♦❥❡❝ts ✭❈❛♥❝ér♦♣ô❧❡

♦❢ ❚♦✉❧♦✉s❡✮ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❣✲

♠❡♥t❛t✐♦♥✱ r❡st♦r❛t✐♦♥✱ st❡r❡♦✈✐s✐♦♥✮✱ t♦♠♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✶✳ ❚❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤♦s❡ ✐ss✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❛✈❡❧❡ts

❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡t ♣❛❝❦❡ts✳ ■✴❖ ❛r❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ✇✐t❤ ■♠❛❣❡▼❛❣✐❝❦✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐♠❛❣❡ ❢♦r♠❛ts✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❱▲❱❉P ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈ ❛♥❞ ❈✰✰ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧

✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈✰✰ ✇✐t❤ ◗t ❛♥❞ ❱❚❑✳ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧s

✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❘●❈✮ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ ❈✰✰ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❡♠♣❤❛s✐s ♦♥ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❧♦✇

♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❧❡❛♥ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ❞❡s✐❣♥✳ ❱▲❱❉P ❛❧s♦ ♦✛❡rs ❛

✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧② ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤s ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ❱▲❱❉P ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ ❈❯❉❆ t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ●P●P❯

♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❜② ♣❧✉❣✐♥s✳

❲❡ ♥♦✇ ❜r✐❡✢② ❞❡t❛✐❧ ❛ t②♣✐❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❤♦✇ ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✉♥❣ t✉♠♦r ❝❛♥

❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❱▲❱❉P ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ s❡❧❡❝t❡❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❡ ❧♦❛❞ ✐t✱ ✇❡

❛❞❛♣t t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐③❡ t❤❡ ❧✉♥❣ t✉♠♦r ✉s✐♥❣ s❛❣✐tt❛❧✱ ❝♦r♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡

♣❧❛♥❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✮✳ ❖♥❝❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ t❤❡ ❝❡♥t❡rs ♦❢ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r ❛r❡ ❡✈❡♥❧② s❡❧❡❝t❡❞

✇✐t❤ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❛①✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦✉s❡✳ ❯♥❞❡s✐r❡❞ ♣❛rts ❧✐❦❡ ❤❡❛❧t❤② t✐ss✉❡s

❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡❡❞s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❤♦s❡♥

✇✐t❤ ❛❞❡q✉❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✮ ❛♥❞ ❘❡❞✉❝❡❞ ●r❛♣❤ ❈✉ts ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

❞❡s✐r❡❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✷❉ ♦r ✸❉ ✈✐❡✇s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✮✳

✶P❧❡❛s❡ ❝♦♥s✉❧t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤✳✉♥✐✈✲t♦✉❧♦✉s❡✳❢r✴⑦❢♠❛❧❣♦✉②✴s♦❢t✇❛r❡✴❱▲❱❉P✳❤t♠❧ ❢♦r ♠♦r❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✶✶✹



Pr♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ▲♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✉♥❣ t✉♠♦r ✉s✐♥❣ s❛❣✐tt❛❧✱ ❝♦r♦♥❛❧ ❛♥❞

tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♣❧❛♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❉r❛✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡❡❞s ✉s✐♥❣ s❛❣✐tt❛❧✱ ❝♦r♦♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧

♣❧❛♥❡s✳

✶✶✺



◆✳ ▲❡r♠é ●❈❙❋▼P✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❈ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊♥t❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡❢♦r❡ r✉♥♥✐♥❣ ❘●❈✳

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐♥ ✷❉

✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ✸❉ ✭r✐❣❤t✮✳ ●r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ r❡s♣✳ ✐♥ ②❡❧❧♦✇ ❛♥❞ ❝②❛♥✳

✹✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❡♥ ✸❉ ❈❚ ✐♠❛❣❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢

♥♦❞✉❧❡s✱ ♠❛ss❡s ❛♥❞ t✉♠♦rs✳ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳ ◆♦t✐❝❡

t❤❛t ❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ♦♥ ① ❛❞ ② ❛①❡s✳ ❆❧❧ t✉♠♦rs ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✺✵ ✐♠❛❣❡s

♦♥ t❤❡ ③✲❛①✐s ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ t✉♠♦r ❚✽ ✭✸✶✻✮ ❛♥❞ t❤❡ t✉♠♦r ❚✶✵ ✭✼✵✮✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥

①②✲♣❧❛♥❡ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✵✳✻✸ t♦ ✶✳✶✼ ♠♠✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ s❧✐❝❡ t❤✐❝❦♥❡ss ♦♥ t❤❡ ③✲❛①✐s r❛♥❣❡s

❢r♦♠ ✶ t♦ ✸ ♠♠✳

❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶✳ ❘❡♠✐♥❞ t❤❛t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❧❛✇s

❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ◆❍✱ t❤❡ σ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❛♥❞

✇❡ s❡t σa = 10✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s❡❡❞s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❈❚ ✐♠❛❣❡ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ✉♥t✐❧

s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✭❛❜♦✉t ✷✲✸ t✐♠❡s ♠❛①✐♠✉♠✮✳

✶✶✻



❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ◆✳ ▲❡r♠é

❚✉♠♦r ❚②♣❡ ❙✐③❡s ✭①✱②✱③✮ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥
❚✶ ▼❛ss 512× 512× 50 ▼❛ss ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ❧♦❜❡ ✭❈❚✮
❚✷ ◆♦❞✉❧❡ 512× 512× 50 ◆♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t ❛♣❡① ✭❈❚✮
❚✸ ◆♦❞✉❧❡ 512× 512× 50 ◆♦❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r r✐❣❤t ❧♦❜❡ ✭❈❚✮
❚✹ ❚✉♠♦r 512× 512× 50 ▼❛r❣❡ ❧❡❢t ❤✐❧❛r t✉♠♦r ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❛t❡❧❡❝✲

t❛s✐❛ ✭❈❚✮
❚✺ ❚✉♠♦r 512× 512× 50 ❙❛♠❡ ❛s ❚✹ ✭❞♦s✐♠❡tr✐❝ ❈❚ s❝❛♥♥❡r✮
❚✻ ▼❛ss 512× 512× 50 ▼❛ss ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡❢t ❧♦❜❡ ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❡✉r❛

✭❈❚✮
❚✼ ▼❛ss 512× 512× 50 ❙❛♠❡ ❛s ❚✻✱ ❛❢t❡r ❢♦✉r ♠♦♥t❤s ♦❢ tr❡❛t♠❡♥t ✭❈❚✮
❚✽ ❚✉♠♦r 512× 512× 316 ▲❛r❣❡ ❧❡❢t ❤✐❧❛r t✉♠♦r ❛♥❞ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❛t❡❧❡❝t❛s✐❛✱ ❜❡✲

❢♦r❡ tr❡❛t♠❡♥t ✭❝♦♥tr❛st ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❈❚✮
❚✾ ❚✉♠♦r 512× 512× 50 ❙❛♠❡ ❛s ❚✽✱ ❛❢t❡r ❝❤❡♠♦✲r❛❞✐♦t❤❡r❛♣② ✭❈❊✲❈❚✮
❚✶✵ ▼❛ss 512× 512× 70 ❘✐❣❤t ❤✐❧❛r ❧②♠♣❤ ♥♦❞❡ ♠❛ss

❚❛❜❧❡ ✾✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❖✈❡r❛❧❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs ❚✶ ✭❧❡❢t✮✱ ❚✽ ✭♠✐❞❞❧❡✮ ❛♥❞ ❚✾ ✭r✐❣❤t✮✳ ●r♦✉♥❞

tr✉t❤ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✐♥ r❡❞ ♦♥ ❈❚ ✐♠❛❣❡s✳

✹✳✸✳✶ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣

t❤❡ ❈❚ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡♠ ❛❣❛✐♥st ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤

♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣❡rt✱ ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡

r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳ ❋♦r ❛❧❧ t✉♠♦rs✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❉✐❝❡ ❈♦❡✣❝✐❡♥t ❛❧✇❛②s

❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✼✵✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ r❛❞✐♦❧♦❣✐sts✱ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ❙✉r❢❛❝❡ ❉✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✈❡r② ❧♦✇

❜✉t t❤❡ ❱♦❧✉♠❡ ❖✈❡r❧❛♣ ♠❛② ❜❡ s♦♠❡t✐♠❡s q✉✐t❡ ❧♦✇ t♦♦✳

❲❡ ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶ s❤♦✇s t❤❡

✶✶✼



◆✳ ▲❡r♠é ●❈❙❋▼P✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❈ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ③✲❛①✐s ❢♦r

t✉♠♦rs ✇❤✐❝❤ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❜❡tt❡r st❛t✐st✐❝s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡

❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❜② tr❛♥s♣❛r❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❡❡❞s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳ ❋♦r ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱

✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ t❤❡ s❡❡❞s ❢♦r ❡q✉❛❧❧② s♣❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ③✲❛①✐s ❜✉t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s

t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡ ❤♦✇ t❤❡ s❡❡❞s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❛r♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s

✇✐t❤♦✉t ❡✛♦rt✱ ❛✈♦✐❞✐♥❣ r❛❞✐♦❧♦❣✐sts t♦ ♠❛r❦ ❡❛❝❤ s❧✐❝❡ ✐♥ ❈❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♠♦r ❚✶ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❚✽ ❛♥❞ ❚✾ ❞✐✛❡r s❧✐❣❤t❧② ♦♥ t❤❡ ❜♦r❞❡rs✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ ✇❤❡r❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✸❉ ❢r♦♠ t♦♣✱ ❜♦tt♦♠

❛♥❞ s✐❞❡ ✈✐❡✇s✳

●❧♦❜❛❧❧②✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❞❡♣✐❝ts q✉✐t❡ ♠✐t✐❣❛t❡❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ♣♦♦r q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥

❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡rt ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s

✇r♦♥❣❧② ❧❛❜❡❧❡❞✳ ❙♦♠❡ ✈♦①❡❧s ❛r❡ ❝❛t❡❣♦r✐③❡❞ ❛s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ t✉♠♦r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❡♠❜❡❞❞❡❞ t♦ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥♥♦t ❧❛❜❡❧ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡s❡ ✈♦①❡❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t✉♠♦r❛❧

❛♥❞ ❤❡❛❧t❤② t✐ss✉❡s✳ ❇✉t ♠♦st❧②✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ❛ ❧♦t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦

s✉❝❝❡ss✐✈❡ s❧✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ③✲❛①✐s✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡

✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❛❣❛t❡s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ s❧✐❝❡s✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ s♦❧✈❡

t❤✐s ✐ss✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ✉s❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡❡❞s ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢

❞✐st❛♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ✉s❡r ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳

✹✳✸✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❙●❈✮ ❛❣❛✐♥st r❡❞✉❝❡❞

❣r❛♣❤ ❝✉ts ✭❘●❈✮ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✶✮ ❢♦r

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❈❚ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✾✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ s❛♠❡ s❡❡❞s ❛♥❞

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛♥ ❆t❤❧♦♥ ❉✉❛❧

❈♦r❡ ✻✵✵✵✰ ✸●❍③ ✇✐t❤ ✷●❇ ❘❆▼✳ ❚✐♠❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✴r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❞✐st❛♥❝❡

♠❛♣ ❛♥❞ ♠❛①✲✢♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❀ t❤❡② ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❡♥ r✉♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
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❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ◆✳ ▲❡r♠é

❚✉♠♦r ❉✐❝❡
❈♦❡✣❝✐❡♥t

✭✪✮

❱♦❧✉♠❡
❖✈❡r❧❛♣
✭✪✮

❱♦❧✉♠❡
❉✐✛❡r❡♥❝❡

✭✪✮

❆✈❡r❛❣❡
❙✉r❢❛❝❡
❉✐st❛♥❝❡

❘▼❙
❙✉r❢❛❝❡
❉✐st❛♥❝❡

▼❛①✐♠✉♠
❙✉r❢❛❝❡
❉✐st❛♥❝❡

❚✶ ✾✵✳✾✼ ✽✸✳✹✺ ✼✳✸✾ ✵✳✽✻ ✵✳✾✷ ✹✳✹✷
❚✷ ✽✵✳✾✺ ✻✼✳✾✾ ✹✳✾✽ ✶✳✷✺ ✶✳✺✹ ✻✳✻✸
❚✸ ✼✷✳✾✺ ✺✼✳✹✷ ✶✺✳✼✻ ✶✳✷✻ ✶✳✺✵ ✻✳✽✼
❚✹ ✼✶✳✸✸ ✺✺✳✹✹ ✹✷✳✸✶ ✸✳✸✵ ✹✳✵✶ ✶✹✳✸✹
❚✺ ✽✵✳✺✸ ✻✼✳✹✶ ✷✾✳✷✷ ✸✳✻✸ ✹✳✺✺ ✶✻✳✺✻
❚✻ ✽✻✳✻✸ ✼✻✳✹✷ ✶✽✳✵✷ ✶✳✸✵ ✶✳✹✾ ✺✳✾✵
❚✼ ✽✷✳✹✾ ✼✵✳✷✶ ✷✷✳✷✽ ✶✳✸✹ ✶✳✺✻ ✺✳✶✻
❚✽ ✽✾✳✷✺ ✽✵✳✺✾ ✾✳✺✾ ✶✳✷✵ ✶✳✹✼ ✾✳✸✷
❚✾ ✼✷✳✻✻ ✺✼✳✵✼ ✸✹✳✶✼ ✶✳✼✺ ✷✳✵✾ ✼✳✸✻
❚✶✵ ✼✹✳✵✹ ✺✽✳✼✾ ✹✶✳✵✾ ✹✳✾✼ ✺✳✺✺ ✶✺✳✾✾

❆✈❡r❛❣❡ ✽✵✳✶✽ ✻✼✳✹✼ ✷✷✳✹✽ ✷✳✵✽ ✷✳✹✻ ✾✳✷✺

❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡rt✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙❡❡❞s ❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs ❚✶ ✭t♦♣ r♦✇✮✱ ❚✽ ✭♠✐❞❞❧❡ r♦✇✮ ❛♥❞

❚✾ ✭❜♦tt♦♠ r♦✇✮✳ ❖❜❥❡❝t s❡❡❞s ✭❝②❛♥✮ ❛♥❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡❡❞s ✭r❡❞✮ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥

s✉❝❝❡ss✐✈❡ s❧✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡✳

✶✶✾



◆✳ ▲❡r♠é ●❈❙❋▼P✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❈ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs ❚✶ ✭t♦♣ r♦✇✮✱ ❚✽ ✭♠✐❞❞❧❡ r♦✇✮ ❛♥❞ ❚✾ ✭❜♦tt♦♠

r♦✇✮✳ ●r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭❝②❛♥✮ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

✐♠❛❣❡✳ ❨❡❧❧♦✇ ❝♦❧♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳ ■♥ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ♦✈❡r

t❤❡ t✉♠♦r ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡✛♦rt r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s✳

❚❛❜❧❡ ✶✶ s❤♦✇ t❤❛t ❘●❈ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s ❙●❈ ❢♦r ❛❧❧ s❡❣♠❡♥t❡❞ t✉♠♦rs✳ ❲❤✐❧❡ r✉♥♥✐♥❣

t✐♠❡ ✐s ♦♥❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ❧♦✇ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❜②

❘●❈ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✼✳✼✵ t♦ ✹✶✳✸✽① ❧❡ss t❤❛♥ ❙●❈ ✇❤✐❧❡ ❣❡tt✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❲❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❘●❈ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s❡❣♠❡♥t ❛❧❧ t✉♠♦rs ♦♥❧② ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢

s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❢♦r ❝❧✐♥✐❝❛❧ r♦✉t✐♥❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ❡♥t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r r❡♠❛✐♥s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✉♠♦r ✈♦❧✉♠❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t✉♠♦rs✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❢♦r t✉♠♦rs ❚✹ ❛♥❞ ❚✺ ❞✉❡ t♦ t❤❡

❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② t❤❡♠✳ ❲❤✐❧❡ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ str❡♥❣t❤❡♥s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢

♦❜❥❡❝t s❡❡❞s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❡❡❞s ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛❧♠♦st ✇❤❡♥ t❤❡ t✉♠♦r ✐s

❧✐♥❦❡❞ t♦ ❤❡❛❧t❤② t✐ss✉❡s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s s♦♠❡ ❝❛r❡ ✇❤❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡♠✳
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❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❙❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs ❚✶ ✭t♦♣ r♦✇✮✱ ❚✽ ✭♠✐❞❞❧❡ r♦✇✮ ❛♥❞ ❚✾ ✭❜♦tt♦♠

r♦✇✮ ✇✐t❤ t♦♣ ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮✱ ❜♦tt♦♠ ✭♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ s✐❞❡ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮ ✈✐❡✇s✳

❨❡❧❧♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✭♣✉r♣❧❡✮ ✇❤❡r❡❛s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣✉r♣❧❡✳

❚❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ♣✐♥❦✳

❚✉♠♦r
❙●❈ ❘●❈

❆♠♦✉♥t ♦❢ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ✭✪✮
❚✐♠❡ ▼❡♠♦r② ❚✐♠❡ ▼❡♠♦r②

❚✶ ✷✳✸✹ ✷✸✶✳✽✺ ✷✳✵✺ ✽✳✼✷ ✷✳✺✻
❚✷ ✷✳✽✹ ✷✼✶✳✽✹ ✷✳✺✵ ✶✺✳✵✵ ✷✳✺✾
❚✸ ✸✳✷✶ ✸✶✵✳✸✹ ✷✳✽✼ ✶✾✳✷✼ ✷✳✵✵
❚✹ ✷✳✽✷ ✷✻✶✳✵✻ ✷✳✺✵ ✶✽✳✾✷ ✶✵✳✾✾
❚✺ ✸✳✵✵ ✷✽✹✳✹✼ ✷✳✼✷ ✶✻✳✹✶ ✽✳✼✺
❚✻ ✽✳✽✼ ✽✽✾✳✶✶ ✼✳✶✵ ✶✹✳✾✻ ✸✳✼✽
❚✼ ✹✳✹✷ ✸✽✻✳✷✼ ✸✳✹✾ ✷✸✳✷✾ ✶✶✳✶✽
❚✽ ✹✳✻✺ ✹✶✾✳✺✹ ✸✳✽✷ ✹✶✳✸✽ ✷✳✽✾
❚✾ ✸✳✻✷ ✸✹✹✳✻✽ ✸✳✶✵ ✶✸✳✻✺ ✺✳✺✺
❚✶✵ ✻✳✶✸ ✹✻✶✳✼✻ ✺✳✹✺ ✺✾✳✾✸ ✾✳✹✽

❚❛❜❧❡ ✶✶✿ ❙♣❡❡❞ ✭s❡❝s✮ ❛♥ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✭▼❜✮ ❢♦r ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✇✐t❤♦✉t

r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ ▼P ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ♠❡♠♦r② ❢♦r ❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤✳
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◆✳ ▲❡r♠é ●❈❙❋▼P✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❈ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♥❡✇ str❛t❡❣② ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs ✐♥ ❛♥

✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❢❛s❤✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡

❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❡❞s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❚ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜♦t❤ ❡①❤✐❜✐t s❛t✐s❢②✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❉✐❝❡

❈♦❡✣❝✐❡♥t ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✼✵✪✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣✱

t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✐ts r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇✴♠✐♥✲❝✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❣❡♥❡r❛❧❧② t❛❦❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡s ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ s❡❣♠❡♥t

❧✉♥❣ t✉♠♦rs q✉✐❝❦❧② ✇✐t❤♦✉t r❡q✉✐r✐♥❣ ♠✉❝❤ ❡✛♦rt ✐❢ ✐t ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ❛ ✇❡❧❧ ❞❡s✐❣♥❡❞

❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡

❛♥❞ t❤❡ s❦✐❧❧ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ s❡❡❞s ♥♦t t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡

♦❜❥❡❝t t♦ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡r❣♦♥♦♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✉s❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ s❡❡❞s ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ ❤♦✇❡✈❡r ❞♦♥❡ q✉✐❝❦❧② ✐❢ s♦♠❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ✐♥❝♦rr❡❝t❧② ❞❡❧✐♥❡❛t❡❞✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛♣♣❡❛r s❛t✐s❢②✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡② ❛❧s♦

❛tt❡st ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ t❛s❦✳

✶✷✷



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ◆✳ ▲❡r♠é

✶✷✸



◆✳ ▲❡r♠é ●❈❙❋▼P✿ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❘●❈ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

✶✷✹



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡♠✐♥❞❡rs ❛❜♦✉t ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

❤♦✇ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❡

❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦t❛❧❧② ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❧❛r❣❡✲

s❝❛❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❜❛♥❞✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣② ❢♦r

r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐t ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❲❡ ♥♦✇ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ✹ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❛❜♦✉t

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t✇♦ s✐♠♣❧❡ t❡sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ♦r

❡①❛❝t❧② ❣r❛♣❤s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r② ❣r❛♣❤ ❝✉ts s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st ✭✸✷✮

❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t✉♥✐♥❣ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇

s✐③❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s❦❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s t❡st

❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ♥❡❛r ❧✐♥❡❛r✲t✐♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

O(♯P) ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❜♦r❞❡rs✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡

✇✐♥❞♦✇ s✐③❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st st❛♥❞❛r❞

❣r❛♣❤ ❝✉ts ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✷❉✱ ✷❉✰t ❛♥❞ ✸❉ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❚❱✰L2

♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ◆❍ ✭◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❍✐st♦❣r❛♠s✮ ❛♥❞ ●▼▼ ✭●❛✉ss✐❛♥

▼✐①t✉r❡s ▼♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷ s❤♦✇

t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣❧♦❜❛❧❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠s st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ ❛♥

❛✈❡r❛❣❡ r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ✉♥❞❡r ✸✺✪ ❢♦r ❛❧❧ ❡♥❡r❣② ♠♦❞❡❧s t❡st❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣

❛ ✈❡r② ❧♦✇ ♣✐①❡❧ ❡rr♦r ♦♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮

❛❧s♦ r✉♥s ❢❛st❡r ❢♦r s♦♠❡ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❧❡✈❡❧✳

❋♦r ❦❡❡♣✐♥❣ ❣♦♦❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

✐s ❧❛r❣❡✱ t✇♦ ❡①tr❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛♥❞

r❡♠♦✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢

♥♦✐s② ✐♠❛❣❡s✱ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦

❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡t ✐t ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ s✐③❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣r❡ss ❛❧❧ ✉♥❞❡s✐r❡❞

✶✷✺



◆✳ ▲❡r♠é ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

s❡❣♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡ ✐♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳

■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥♦t❤❡r t❡st ✭s❡❡ ✭✹✻✮✮ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(♯P♯B dG
2
) ✷ ❛♥❞

♣r♦✈❡❞ ✐ts ❡①❛❝t♥❡ss ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈✳ ■♥ t❤❡ ♠❛♥♥❡r ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮✱ ♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷✳

❚❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❡①❤✐❜✐t s✐♠✐❧❛r r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t♦ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡

r❡❧❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ s✐③❡ ✉♥❞❡r ✹✵✪✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❡sts ✭✸✷✮ ❛♥❞ ✭✹✻✮ ❛r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛❧♠♦st t❤❡

s❛♠❡✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ ✭✹✻✮ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ✭✸✷✮

❡①❝❡♣t ❢♦r s♦♠❡ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❡①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡tt❡r r❡✲

❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❛ ❢❡✇ ✐♥st❛♥❝❡s ✐s ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❧♦✇❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✭✹✻✮ ❢♦r ❛♥② ♥♦❞❡ p ∈ P ❜②

✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♥✲❧✐♥❦s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ q ∈ ∂Bp✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡ ❡①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❤❛s ❛ ❞❡❡♣❡r ✐♠♣❛❝t t❤❛♥ ✭✸✷✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦♥ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞✳

▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s r❡♠❛✐♥s ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦♥✲

✐♥✈❛s✐✈❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ♦♥ t♦♣ ♦❢ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ✉s❡❞✱ ❜♦t❤ ❛r❡ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s r❡s✉❧t

✐♥ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❡❞❣❡s✱ ♠❡tr✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❛rt✐❢❛❝ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✺✳✷ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s✐③❡ ❛t t❤❡ ❡①✲

♣❡♥s❡ ♦❢ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣✉s❤❡s ❛✇❛② t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥

♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶

❛♥❞ ✸✳✷✳✷✳✸✱ ❛❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ t❡sts ✭✸✷✮ ❛♥❞ ✭✹✻✮ ❛r❡ ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦

♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ s♣❡❞ ✉♣ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❖t❤❡r ✐♥t❡r✲

❡st✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❙❑✶✵❪ ❛♥❞ ❬●❨✵✾❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧②

t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✭✸✷✮ ♦♥ ❡❛❝❤ s✉❜✲♦♣t✐♠✐③❛❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦✲

s✐t✐♦♥ ❬❙❑✶✵❪✳ ❚❤✐s t❛s❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦ s❡t s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s

✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❢✉rt❤❡r ♣✉s❤ ❛✇❛② t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❬❙❑✶✵❪ ❛♥❞

❧❡t ✉s ✉s❡ ❢❡✇❡r ♠❛❝❤✐♥❡s ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧t

✷❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t dG ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥♦❞❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ G✳

✶✷✻



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ◆✳ ▲❡r♠é

♦❢ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ r❡st♦r❡ ❧❛r❣❡r ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧

✉s✐♥❣ t❤❡ ❞②❛❞✐❝ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❬●❨✵✾❪ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱

✇❡ ♦♥❧② ❡①♣❧♦✐t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❡✈❡❧✲s❡t ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t♦ ♠♦r❡

❧❡✈❡❧✲s❡ts ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤✐s

❆❧s♦✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❞♦ ♥♦t st✉❞② t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❚❱✰Lα ♠♦❞❡❧ ❢♦r 1 ≤ α < ∞✱

✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❛ ♠❡t❤♦❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬●❨✵✾❪ ❢♦r t❤❡

❚❱✰L2 ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ s♦❧✈❡ ✐t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦

❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❘♦✉ss♦♥✲❉❡r✐❝❤❡ ♠♦❞❡❧ ❬❘❉✵✷❪ ♦r t❤❡

▼✉♠❢♦r❞✲❙❤❛❤ ♠♦❞❡❧ ❬❇❚✵✽✱ ❩❈P✵✻❪✳ ❆ ❧❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐♥

❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡♠❜❡❞ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣

♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s ♣r♦❜❧❡♠s✳ α✲❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛♥❞ α✲β s✇❛♣ ❤❡✉r✐st✐❝s r❡♣r❡s❡♥t ♣❡r❢❡❝t ❝❛♥❞✐❞❛t❡s

❢♦r t❤✐s t❛s❦✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ♥♦t ❛♥②♠♦r❡ ❡♥s✉r❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ◆P✲

❤❛r❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛t ❧❡❛st ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♠♦✈❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❧❛❜❡❧s

s♣❛❝❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❣r❛♣❤ ❝✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✮ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣② ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ❞❡♥s❡ ❣r❛♣❤s

✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❡r♠✐♥❛❧s✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t

❜♦✉♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❜✐♥❛r② s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞

t♦ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ st❡r❡♦ ❬❱❚❈✵✺❪✳ ❘❡♠✐♥❞ t❤❛t ♠✉❧t✐✲✈✐❡✇ st❡r❡♦

❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♠❡r❛s✳ ❆ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦♥ ❛ ❣r✐❞ ✐♥ ❬❱❚❈✵✺❪✳ ❋✐rst✱ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s

s❡❣♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬❇❑✵✺❪ ❛♥❞ t❤❡ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ✸ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❛♠❡r❛✱ ❡❛❝❤ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ❞❡✜♥❡s ❛ ❜❛❝❦✲♣r♦❥❡❝t❡❞ ❝♦♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡

♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❤✉❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛♥❞

❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ❞✐s❝❛r❞ ✈♦①❡❧s ♦✉ts✐❞❡ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥s✐❞❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣✳ ❆ ✇❡✐❣❤t❡❞

❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✐s t❤❡♥ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ❣r✐❞✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥

✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ♠✉❧t✐♣❧✐❡s t✲❧✐♥❦s ❝❛♣❛❝✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡

✉♥❞❡r t❤✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠✐♥✲❝✉t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❣r❛♣❤✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐s✉❛❧ ❤✉❧❧ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r ❜♦r❞❡r ✐s ✜①❡❞✱ ✐t ❞♦❡s

✸❆ s✐❧❤♦✉❡tt❡ ✐s ❛ ✷❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✸❉ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ s❝❡♥❡✳
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◆✳ ▲❡r♠é ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s

❧♦✇✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ♦❜t❛✐♥ t❤✐♥♥❡r ❜❛♥❞s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❧❡ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t♦ ✜① ❛ ❞✐st❛♥❝❡

♣❛r❛♠❡t❡r✳

❆ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ♣r♦♣♦s❡ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s ♦❢ t❤❡ t❡sts ✭✸✷✮ ❛♥❞ ✭✹✻✮

✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s ❝❛s❡ ✭✐✳❡✳ ✇❤❡♥ ♯L > 2✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐s❝❛r❞ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② t❛❝❦❧❡❞ ❛♥❞ ✐s

❣❡♥❡r❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈✐s✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s st❡r❡♦✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ st❡r❡♦

♣r♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡ ✉s✉❛❧❧② ♥❡❡❞s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐s♣❛r✐t② s❡❛r❝❤ r❛♥❣❡ ❢♦r ❧♦♦❦✐♥❣ t♦

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♠❛❣❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ t❤✐s r❛♥❣❡ ❝❛♥ ❜❡

s♦♠❡t✐♠❡s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❧❛r❣❡ ✭❡✳❣✳ ✷✵ t♦ ✽✵ ❧❛❜❡❧s✮✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬❱❡❦✵✻❪

✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t✿ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❱❡❦s❧❡r

tr✐❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② s❡❛r❝❤ r❛♥❣❡ ❢♦r ❛♥② ♥♦❞❡ p ∈ P ✐♥ G ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡

α✲❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ st❡r❡♦ ✇✐t❤ α✲❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s♣❛r✐t② ❧❛❜❡❧s s❡❛r❝❤❡❞✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐s♣❛r✐t✐❡s ❡①♣❧♦r❡❞ ♣❡r ♥♦❞❡

❜② ❤❛❧❢ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❜② ❤❛❧❢✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② r❛♥❣❡ ❢♦r

❛❧❧ ❣r✐❞ ♥♦❞❡s ✇✐t❤♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♣❡r✲

❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤✐s r❛♥❣❡ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✿ ❜❡st✲❝❛♥❞✐❞❛t❡

❜❛s❡❞✱ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✲♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞✳ ❇❡st✲❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❜❛s❡❞ str❛t❡❣② ❛♠♦✉♥ts t♦

s❡❧❡❝t t❤❡ ✧❜❡st✧ ❞✐s♣❛r✐t✐❡s ❜② t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ Ep(.) t❡r♠ ♦r ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ k ❜❡st ❞✐s♣❛r✐✲

t✐❡s✱ ∀p ∈ P ✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠✉st ❣❡♥❡r❛❧❧② ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ✐♥❝❧✉❞✐♥❣

t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞✐s♣❛r✐t② ❧❛❜❡❧ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ s❛✈✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❞✐s♣❛r✐t② r❡s✉❧ts ❛t ❝♦❛rs❡r ❧❡✈❡❧s t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② r❛♥❣❡ ❛t ❤✐❣❤❡r

❧❡✈❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ❛ ❞❡t❛✐❧ ✐s ♠✐st❛❦❡♥ ❛t ❛ ❝♦❛rs❡r ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♠✐st❛❦❡ ❣❡ts ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦

❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s✳ ❆♠♦♥❣ ❧♦❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡

❜❡st r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ✇✐♥❞♦✇ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss✐❣♥s t♦ ❛♥② p ∈ P t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t②

dp = argmin
l∈L

∑

q∈Bp

Eq(l).

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t Bp ✐s ❛ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ s✐③❡ (2r + 1) ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ p✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❛ ❧❛❜❡❧ l s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❞✐s♣❛r✐t✐❡s ❢♦r ♣✐①❡❧ p ✐❢ t❤❡r❡ ✐s

❛ ♣✐①❡❧ q ✇✐t❤✐♥ s♦♠❡ ✜①❡❞ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ h ✇❤✐❝❤ ❣♦t ❛ss✐❣♥❡❞ ❞✐s♣❛r✐t② l ❜② t❤❡

✶✷✽



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ◆✳ ▲❡r♠é

❛❜♦✈❡ ✇✐♥❞♦✇ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✇❛s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✸✷ r❡❛❧

st❡r❡♦ ♣❛✐rs ❢r♦♠ t❤❡ ▼✐❞❞❧❡❜✉r② ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❣❛✐♥st ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤s✳ ❖✉t❝♦♠❡s ❡①❤✐❜✐t ❣♦♦❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞✲✉♣ ♦❢ ✷✳✽ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ❡rr♦r ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤s✳

❆s ❛♥ ❡❛r❧② ❛tt❡♠♣t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ tr✐❡❞ t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s ♦♣✲

t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ s❤♦✇ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❣r❛②s❝❛❧❡

❛♥❞ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ up t❛❦❡s

♥♦✇ ✈❛❧✉❡s ✐♥ L✱ ∀p ∈ P ✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞

t❤r♦✉❣❤ α✲❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ sq✉❛r❡ ✇✐♥❞♦✇ B ⊂ Z
d ♦❢ s✐③❡ (2r + 1)d✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ✜rst

❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡♠♦✈❡ ❢r♦♠ P ❛♥② ♥♦❞❡ p ∈ P ✐❢

∃l0 ∈ L s✉❝❤ t❤❛t ∀l1 ∈ L, [Eq(l1)− Eq(l0)] ≥ δr, ∀q ∈ Bp, ✭✺✺✮

✇❤❡r❡ δr ✐s s❡t ❛s ✐♥ t❤❡ t❡st ✭✸✷✮✳ ■❢ ✭✺✺✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛♥② p ∈ P ✱ ✇❡ s❡t up = l0✳ ❘❡♠❛✐♥✐♥❣

♥♦❞❡s ✭❞❡♥♦t❡❞ ❜② ρ✮ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ t❡st ✭✺✺✮ ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛s ❛s ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❢♦r ❜✐♥❛r② ♣r♦❜❧❡♠s✿

❜❡tt❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❧❛r❣❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛r❡❛s ✭s❡❡

❚❛❜❧❡ ✶✷✮✳ ❚❤❡ t❡st ✭✺✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ O(♯Bp♯Llog(♯L)) ❜② s♦rt✐♥❣ ❛❧❧ ❡♥❡r❣② ❝♦sts

❢♦r ❡❛❝❤ q ∈ Bp✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❧❡✈❡r❛❣❡ ❢r♦♠ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥❡❛r✲

❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❝❡ss♦rs✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡st ✭✺✺✮ r❡♠❛✐♥s ♣❡r❢❡❝t✐❜❧❡ ❛♥❞

✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐t✱ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♦♣❡♥s ♥❡✇ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✇✐t❤ t❤❡ t❡sts ✭✸✷✮ ❛♥❞ ✭✹✻✮

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉t ✐♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❜♦t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥

t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❧♦✇✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② r❡str✐❝ts t❤❡

♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s✉❜s❡t ♦❢ ❤✐❣❤✲❝♦♥tr❛st❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② s❛t✐s❢②✐♥❣✳ ❚♦

♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬❙❑✶✵❪ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st s❡r✐♦✉s

❛♥❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✇❛② t♦ ❢♦❧❧♦✇✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ✭✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡✮ t❤❡✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦

s♦❧✈❡ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡❞✉❝❡ ❡❛❝❤ s✉❜✲♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✳

❇✉t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❤✐❣❤❧② ♣r♦❜❧❡♠✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ♦♥❧② ❣✐✈❡s
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◆✳ ▲❡r♠é ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

◆❛♠❡ ❙✐③❡ ❙●❈ t✐♠❡ ❘●❈ t✐♠❡ ρ ✭✪✮

❝✐r❝❧❡s 512× 200 ✶✶✳✻✼ ✶✳✾✶ ✹✳✸✶

s✉♥✢♦✇❡r✲❝ 460× 600 ✭✯✮ ✶✼✳✺✷ ✹✳✷✽ ✾✳✹✻

③❡❜r❛✲❝ 800× 600 ✭✯✮ ✸✵✳✺✸ ✽✳✻✵ ✶✸✳✽✹

r✉❜✐❦s❝✉❜❡✲❝ 350× 359 ✭✯✮ ✶✷✳✽✸ ✹✳✺✵ ✷✵✳✼✻

r❡❞✲✢♦✇❡rs✲❝ 481× 321 ✭✯✮ ✾✳✸✺ ✷✳✵✵ ✻✳✹✾

❜r❛✐♥ 181× 217× 181 ▼P ✻✸✸✳✶✾ ✷✹✳✾✼

❚❛❜❧❡ ✶✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ t❡st ✭✺✺✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

s♣❡❡❞ ✭s❡❝s✮ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ r = 1✳ ❈♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ❛r❡

s✉✣①❡❞ ❜② ✧❝✧ ✐♥ t❤❡✐r ♥❛♠❡s✳ ▲❛❜❡❧ ▼P st❛♥❞s ❢♦r ♠❡♠♦r② ♣r♦❜❧❡♠✳

s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ❛r❡ ✇❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❞✳

❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s ♦❢ t❤❡ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷✱ ✇❡ ❤❛✈❡

♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ●▼▼ ❜❡❤❛✈❡s ♣♦♦r❧② ♦✈❡r ◆❍ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❡❞s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❤♦✲

♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝❧✉st❡r ✐♥ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t♦♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧②

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ♦✈❡r✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ✐♥ t❤❡

♠✐①t✉r❡ ♥❡❛r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉st❡r✳ ❙✐♥❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s ❛r❡ ✇r♦♥❣❧② ❡st✐♠❛t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t

r❡❧② ♦♥ t❤❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ♠✉st s❡t β = 0✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤

s✐③❡✳ ❆❝❝✉r❛t❡❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❧❛✇s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❝r✉❝✐❛❧ st❡♣ ❢♦r ❦❡❡♣✐♥❣ ❣♦♦❞

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ s❧✐❣❤t❧②

♠♦❞✐❢② t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❛❞❞ s✐♠♣❧❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❧✐❦❡ s❤❛♣❡✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r

✈♦❧✉♠❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Σk✱ ❢♦r ❛♥② ●❛✉ss✐❛♥ k ✐♥ ❛ ●▼▼✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t②

t♦ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ t✉r♥ t♦ ❦❡r♥❡❧ ♠❡t❤♦❞s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧②

s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs ✐♥ ✸❉ ❈❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡s t♦ s❡❣♠❡♥t ❛♣♣❡❛r t♦

❜❡ ✇❡❧❧ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡✐r ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡♥s✐t✐❡s

❜❡t✇❡❡♥ ❤❡❛❧t❤② ❛♥❞ t✉♠♦r❛❧ t✐ss✉❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣

s✐♥❝❡ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ♦♥❧② r❡❧② ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✐s ❛❧s♦ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ◆✳ ▲❡r♠é

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ■❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✺✺✮ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ ❣r❛②s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❝♦❧♦r ✐♠❛❣❡s ✇✐t❤ ❛

❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❇♦②❦♦✈✲❏♦❧❧② ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✶ ✇✐t❤ α✲❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱

✇❡ s❡t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛❜❡❧s ❛s ♯L = 3 ❢♦r ♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♯L = 4 ❢♦r t♦♣

✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ s❡❡❞s ✭❧❡❢t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✭r✐❣❤t ❝♦❧✉♠♥✮ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞

♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦❧✉♠♥✱ r❡❞ ♣✐①❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐✲❧❛❜❡❧s

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✉s ❛s r = 1✳
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◆✳ ▲❡r♠é ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❝♦❧♦r ♦❢ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ✇❡

❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❡❡❞s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r t✉♠♦r ❞❡✲

❧✐♥❡❛t✐♦♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥st ❛ ❞❛t❛s❡t ❡①❤✐❜✐t ❛ ❉❙❈ ❛❧✇❛②s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✼✵✪

❢♦r ❛❧❧ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s ❧❡ss t✐♠❡ t❤❛♥

st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❛♥❞ ✉s❡s ✼ t♦ ✺✵✵ t✐♠❡s ❧❡ss ♠❡♠♦r② ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ✈❡r② ❧♦✇ ♣✐①❡❧

❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r s❡❣♠❡♥t✐♥❣ s✉❝❤ str✉❝✲

t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ s❦✐❧❧ ♦❢ t❤❡ ✉s❡r ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ s❡❡❞s ❛♥❞

t❤❡ ❡r❣♦♥♦♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❤♦✇❡✈❡r q✉✐❝❦❧② ❝♦rr❡❝t❡❞ ✐❢

s♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✐s❧❛❜❡❧❡❞✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ♦✉t❝♦♠❡s ❛♣♣❡❛r s❛t✐s❢②✐♥❣

❢r♦♠ ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❛tt❡st ♦❢ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

❜❡tt❡r t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜♦❞② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❡♥❛❜❧✐♥❣ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡❧✐✈❡r②

♦❢ ❤✐❣❤ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❞♦s❡s✳

❊♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❜❡tt❡r

❞❡❧✐♥❡❛t❡ t✉♠♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t✉♠♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ P♦s✐tr♦♥ ❊♠✐ss✐♦♥ ❚♦♠♦❣r❛✲

♣❤② ✭P❊❚✮ ❛♥❞ ❈❚ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✐s ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❝♦♥tr❛st ✐♥ ❈❚ ✐♠❛❣❡s

❛♥❞ ❛ ❧♦✇ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥✴❜❧✉r ✐♥ P❊❚ ❞✉❡ t♦ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❡①♣♦s✉r❡✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ❞✉❛❧✲

♠♦❞❛❧✐t② P❊❚✲❈❚ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐s ✇✐❞❡❧② s♣r❡❛❞ ✐♥ ❝❧✐♥✐❝❛❧ t❤❡r❛♣② ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ✐♥ t❤❡

tr❡❛t♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ✐s

❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✱ ❞✉❛❧✲♠♦❞❛❧✐t② P❊❚✲❈❚ ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜r✐♥❣

s✉♣❡r✐♦r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❯♥❧✐❦❡ ♦t❤❡r ✇♦r❦s✱ t❤❡ str❛t❡❣② ❛❞♦♣t❡❞ ✐♥ ❬❍❇❙+✶✶❪

❧❡✈❡r❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s ❜② ♣❡♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

P❊❚ ❛♥❞ ❈❚ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ▼❘❋ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❜♦t❤

✐♠❛❣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦❞❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ♣r♦♠✐s✐♥❣

❜✉t t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ❞❛t❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✉❣❡ ♠❡♠♦r②

st♦r❛❣❡ r❡q✉✐r❡❞✳

✶✸✷



●❧♦ss❛r②

❇r❡❛❞t❤✲❋✐rst ❙❡❛r❝❤ ✭❇❋❙✮ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❣r❛♣❤ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❜❡❣✐♥s ❛t t❤❡

r♦♦t ♥♦❞❡ ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❡①♣❧♦r❡s ❛❧❧ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢

t❤♦s❡ ♥❡❛r❡st ♥♦❞❡s✱ ✐t ❡①♣❧♦r❡s t❤❡✐r ✉♥✈✐s✐t❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ✉♥t✐❧ ✐t

✜♥❞s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❣♦❛❧✱ ✸✹

❈♦♠♣✉t❡❞ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭❈❚✮ ✐s ❛ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t♦♠♦❣r❛♣❤②

❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❉✐❣✐t❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛

✸❉ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡ s❡r✐❡s ♦❢ ✷❉ ❳✲r❛② ✐♠❛❣❡s t❛❦❡♥ ❛r♦✉♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡

❛①✐s ♦❢ r♦t❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐ts ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✶✾✼✵s✱ ❈❚ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

t♦♦❧ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ t♦ s✉♣♣❧❡♠❡♥t ❳✲r❛②s ❛♥❞ ♠❡❞✐❝❛❧ ✉❧tr❛s♦♥♦❣r❛♣❤②✳✱ ✶✷✱

✶✵✺✕✶✵✼✱ ✶✵✾✱ ✶✶✵✱ ✶✶✻✕✶✶✽✱ ✶✷✵✱ ✶✸✵✱ ✶✸✷

❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐✲

❤♦♦❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡

❧❛t❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✹✷✱ ✹✺✱ ✼✸✱ ✶✸✵

●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡s ▼♦❞❡❧ ✭●▼▼✮ ✉s✉❛❧❧② s❡r✈❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝❛❧❧② t❤❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ✭❝❛❧❧❡❞

❦❡r♥❡❧s✮✱ ✹✷✕✹✺✱ ✼✶✕✼✹✱ ✼✾✱ ✽✾✱ ✾✺✕✾✼✱ ✾✾✱ ✶✵✵✱ ✶✷✺✱ ✶✸✵

■t❡r❛t❡❞ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ▼♦❞❡s ✭■❈▼✮ ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ▼❘❋ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❥♦✐♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜②

✐t❡r❛t✐✈❡❧② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ r❡st✱ ✷✸

▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ✐s ❛ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥

st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ▼❆P ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣♦✐♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥♦❜s❡r✈❡❞

q✉❛♥t✐t② ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ ✷✸

▼✐♥✐♠✉♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❡♥❣t❤ ✭▼❉▲✮ ✐s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜❡st ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢♦r

❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ▼❉▲ ✇❛s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✼✽ ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣

✶✸✸



◆✳ ▲❡r♠é ●❧♦ss❛r②

t❤❡♦r②✱ ✹✺✱ ✼✸✱ ✼✹

▼❛r❦♦✈ ❘❛♥❞♦♠ ❋✐❡❧❞ ✭▼❘❋✮ ✐s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❛ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ▼❛①✲

✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤✐s ❣r❛♣❤ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡

❡♥❡r❣② ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ❧♦✇ t♦ ♠✐❞ ❧❡✈❡❧ t❛s❦s ✐♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r

❱✐s✐♦♥✱ ✸✼✱ ✸✾✱ ✶✸✷

◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❍✐st♦❣r❛♠ ✭◆❍✮ ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞

✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❑✳ P❡❛rs♦♥✱ ✹✷✱ ✹✸✱ ✼✶✕✼✹✱ ✼✾✱ ✾✺✕✾✼✱ ✾✾✱ ✶✵✵✱ ✶✶✶✱ ✶✶✻✱ ✶✷✺✱

✶✸✵

P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭P❉❊✮ ❛r❡ ❛ t②♣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❛ r❡❧❛✲

t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✭s✮ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛rt✐❛❧

❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✷✶

P♦s✐tr♦♥ ❊♠✐ss✐♦♥ ❚♦♠♦❣r❛♣❤② ✭P❊❚✮ ✐s ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠❡❞✐❝✐♥❡ ✐♠❛❣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t

♣r♦❞✉❝❡s ❛ ✸❉ ✐♠❛❣❡ ♦r ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦❞②✳ ❚❤❡ s②st❡♠

❞❡t❡❝ts ♣❛✐rs ♦❢ ❣❛♠♠❛ r❛②s ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❡♠✐tt❡❞ ❜② ❛ ♣♦s✐tr♦♥✲❡♠✐tt✐♥❣ r❛❞✐♦♥✉❝❧✐❞❡

✭❝❛❧❧❡❞ tr❛❝❡r✮✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ♣❛t✐❡♥t ♦♥ ❛ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❛❝t✐✈❡

♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✶✸✷

P♦✐♥t ❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ s②st❡♠ t♦ ❛ ♣♦✐♥t

s♦✉r❝❡ ♦r ♣♦✐♥t ♦❜❥❡❝t✳ ■t ✐s ❛ r❡❝✉rr❡♥t ❝♦♥❝❡♣t ❛r✐s✐♥❣ ✐♥ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞

♦t❤❡r ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥ ✇♦r❞s✱ ❛♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐♠❛❣❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛

❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ❜❧✉rr❡❞✱ ✶✵✾

❘❡❞ ●r❡❡♥ ❇❧✉❡ ✭❘●❇✮ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦❧♦r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r❡❞✱ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❧✐❣❤t

❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦❧♦rs✱ ✹✷

❘❡❣✐♦♥ ❖❢ ■♥t❡r❡st ✭❘❖■✮ ✐s ❛ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞❛t❛s❡t ✐❞❡♥t✐✜❡❞

❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣✉r♣♦s❡✱ ✶✶✵

❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ✭❙❆✮ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ s❡❛r❝❤✲s♣❛❝❡✱ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❙✳ ❑✐r❦♣❛tr✐❝❦✱

❈✳❉✳ ●❡❧❛tt ❛♥❞ ▼✳P✳ ❱❡❝❝❤✐ ✐♥ ✶✾✽✸✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✶✸✹



●❧♦ss❛r② ◆✳ ▲❡r♠é

r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ♥❡❛r❜② s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣

♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ♠❡t❛❧❧✉r❣②✱ ✷✸

❲❛t❡rs❤❡❞ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❙✳ ❇❡✉❝❤❡r ❛♥❞ ❈✳ ▲❛♥✲

t✉é❥♦✉❧ ✐♥ ✶✾✼✾✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❣r❡②✲❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ r❡❧✐❡❢✱ t❤✐s

♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ✇❛t❡r s♦✉r❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ t♦ ✢♦♦❞ t❤❡

r❡❧✐❡❢ ❢r♦♠ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ ❜❛rr✐❡rs ✇❤❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♠❡❡t✐♥❣✳ ❚❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ♦❢ ❜❛rr✐❡rs ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✇❛t❡rs❤❡❞ ❜② ✢♦♦❞✐♥❣✱ ✷✷

✶✸✺



◆✳ ▲❡r♠é ●❧♦ss❛r②

✶✸✻



❆♣♣❡♥❞✐①

❆ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s

❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ▲❡t SG,GT ⊂

{0, 1}N ✭N > 0✮ ❞❡♥♦t❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡

❜② d : (Zd × Z
d)→ R

+ ❛ ♠❡tr✐❝✳

❉✐❝❡ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❈♦❡✣❝✐❡♥t ✭❉❙❈✮ ✭✪✮✿

❉✐❝❡ ❙✐♠✐❧❛r✐t② ❈♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❏❛❝❝❛r❞ ■♥❞❡① ❛♥❞

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✶✾✹✺ ❜② ❉✐❝❡ ❬❉✐❝✹✺❪✳ ❚❤✐s ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t✇✐❝❡ t❤❡ s❤❛r❡❞ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✮ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❡t✳ ■ts ✈❛❧✉❡ ✐s ✶ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞

✵ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡

DSC(SG,GT ) = 2 ·
♯(SG ∩GT )

♯SG+ ♯GT
× 100

❱♦❧✉♠❡tr✐❝ ❖✈❡r❧❛♣ ✭❱❖✮ ✭✪✮✿

❚❤✐s ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱

❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ■ts ✈❛❧✉❡

✐s ✶ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② ✵✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣

❛t ❛❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❲❡ ❤❛✈❡

V O(SG,GT ) =
♯(SG ∩GT )

♯(SG ∪GT )
× 100

■ts ✈❛❧✉❡ ✐s ✶✵✵ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② ✵✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡

✐s ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣ ❛t ❛❧❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

❘❡❧❛t✐✈❡ ❆❜s♦❧✉t❡ ❱♦❧✉♠❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ✭✪✮ ✭❘❆❱❉✮✿

❚❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞

tr✉t❤✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✶ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♠✉❧✲

t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✶✵✵✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ✵ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ③❡r♦ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ♥♦♥✲♣❡r❢❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛s

✶✸✼



◆✳ ▲❡r♠é ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s

❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❛t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❲❡

❤❛✈❡

RAVD(SG,GT ) =

∣
∣
∣
∣

♯SG

♯GT
− 1

∣
∣
∣
∣
× 100

❆✈❡r❛❣❡ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❆❜s♦❧✉t❡ ❙✉r❢❛❝❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❆❙❆❙❉✮✿

❚❤❡ ❜♦r❞❡r ✈♦①❡❧s ♦❢ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤

✈♦①❡❧ ✐♥ t❤❡s❡ s❡ts✱ t❤❡ ❝❧♦s❡st ✈♦①❡❧ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❡t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✭❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥

❞✐st❛♥❝❡✮✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ st♦r❡❞✱ ❢♦r ❜♦r❞❡r ✈♦①❡❧s ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤

❛♥❞ t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❣✐✈❡s t❤❡ ❆✈❡r❛❣❡ ❙②♠♠❡tr✐❝

❆❜s♦❧✉t❡ ❙✉r❢❛❝❡ ❉✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ✵ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡

ASASD(SG,GT ) =

(∑

p∈∂SG minq∈∂GT d(p, q) +
∑

q∈∂GT minp∈∂SG d(p, q)

♯∂SG+ ♯∂GT

)

❙②♠♠❡tr✐❝ ❘▼❙ ❙✉r❢❛❝❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❙❘▼❙❙❉✮✿

❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡✱ ❜✉t st♦r❡s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❜♦r❞❡r ✈♦①❡❧s✳ ❲❡ t❛❦❡ t❤❡ sq✉❛r❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s

♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❆❙❆❙❉✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❘▼❙ s✉r❢❛❝❡

❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐s ✵ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡

SRMSSD(SG,GT ) =

√
(∑

p∈∂SG minq∈∂GT d(p, q)2 +
∑

q∈∂GT minp∈∂SG d(p, q)2

♯∂SG+ ♯∂GT

)

▼❛①✐♠✉♠ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❆❜s♦❧✉t❡ ❙✉r❢❛❝❡ ❉✐st❛♥❝❡ ✭❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡✮ ✭▼❙❆❙❉✮✿

❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ✈♦①❡❧ ❞✐s✲

t❛♥❝❡s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ✵ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡

❤❛✈❡

MSASD(SG,GT ) = max{max
p∈∂SG

min
q∈∂GT

d(p, q), max
q∈∂GT

min
p∈∂SG

d(p, q)}

❘❡❧❛t✐✈❡ ▼❛①✲✢♦✇ ❊rr♦r ✭❘▼❊✮ ✭✪✮✿

❚❤❡ ❘❡❧❛t✐✈❡ ▼❛①✲✢♦✇ ❊rr♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ✈❛❧✉❡s valG(f
∗) ❛♥❞ valG′(f ′∗) ♦❢ ❣r❛♣❤s G ❛♥❞ G ′✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦t✐❝❡

t❤❛t t❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ s✐♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r♦✉t❡❞

✶✸✽



❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ◆✳ ▲❡r♠é

❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ s✐♥❦ ✐♥ G ′ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❧❡ss ❡❞❣❡s t❤❛♥ ✐♥ G✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ✵

✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ❘▼❊ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

RME(G,G ′) =
(valG(f

∗)− valG′(f ′∗))

valG(f ∗)
× 100

❇ ❉✐❥❦str❛ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣s

❇❡❧♦✇✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❬■❦♦✵✺❪ ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ D : Ω → R
N

♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ H : Ω→ {0, 1}N ✳ ■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ Q ❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣r✐♦r✐t②

q✉❡✉❡ ✇❤❡r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣✉❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡st✲♣r✐♦r✐t②✲✜rst ❝r✐t❡r✐❛✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ d :

(E × E)→ R
+ ❛ ♠❡tr✐❝ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♠❡tr✐❝ s♣❛❝❡ E✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ d(.) ❝❛♥ ❜❡ s❡t ❛s

t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ Ω✱ ❛ ♠❡tr✐❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦r

❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❜♦t❤✳

■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❡♥q✉❡✉❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❡❛♣ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡q✉❡✉❡❞

❢♦r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r ✹✳ ❉✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡q✉❡✉❡❞

♣✐①❡❧ t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❚❤❡♥✱ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇❤✐❝❤ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥❡✇ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ❛r❡ ❡♥q✉❡✉❡❞

t♦ t❤❡ ❤❡❛♣✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♦♥❧② ✜♥❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞

❢✉rt❤❡r✳ ■❢ ❛ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❛ ♣✐①❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡♥q✉❡✉❡❞✱ t❤❡

❞✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞✳ Pr❡✈✐♦✉s ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣✐①❡❧ ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ❜❡❝♦♠❡ ♦❜s♦❧❡t❡

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ❜❡❝♦♠❡s ❡♠♣t②✱ ❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡✜♥✐t✐✈❡✳

❯♥❧✐❦❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈❤❛♠❢❡r ♠❛s❦s✱ ♥♦ ❧♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠♦r❡

t❤❛♥ ♦♥❝❡ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳

❈ ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❡①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ t❡st ✭✹✻✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥

❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❋✳ ▼❛❧❣♦✉②r❡s✳

✹P✐①❡❧s t♦ ❡♥q✉❡✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✐①❡❧s✴❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ❢♦r ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡

❤❡❛♣ s✐③❡✳

✶✸✾



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥♣✉ts✿ ❇✐♥❛r② ✐♠❛❣❡ H✱ ♠❡tr✐❝ d(.)
❖✉t♣✉ts✿ ❉✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ D

✶✳ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ D s✉❝❤ t❤❛t D(x) =

{
0 ✐❢ H(x) = 0 ✭r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✐①❡❧s✮
+∞ ✐❢ H(x) = 1 ✭❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡❛✮

✱ ∀x ∈ Ω

✷✳ P✉t ♣✐①❡❧s ✇✐t❤ D(x) = 0 t♦ ♣r✐♦r✐t② q✉❡✉❡ Q✱ ∀x ∈ Ω✳
✸✳ ✇❤✐❧❡ ◗ ✐s ♥♦t ❡♠♣t② ❞♦
✹✳ p = dequeue(Q) ✭Dq(p) ✇❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ◗✮✳
✺✳ ✐❢ Dq(p) > D(p) ✭♦❜s♦❧❡t❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡✮ t❤❡♥
✻✳ ❈♦♥t✐♥✉❡ ❢r♦♠ st❡♣ ✸✳
✼✳ ❡♥❞✐❢
✽✳ ✪ D(p) ❜❡❝♦♠❡s D∗(p) ✭❞✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡✜♥✐t✐✈❡✮
✾✳ ❢♦r❛❧❧ ♥❡✐❣❤❜♦rs x ♦❢ p ✇✐t❤ D(x) > D∗(p) ❞♦

✶✵✳ ✐❢ D∗(p) + d(p, x) < D(x) t❤❡♥
✶✶✳ D(x)← D∗(p) + d(p, x)
✶✷✳ ❡♥❞✐❢
✶✸✳ ❡♥❞❢♦r
✶✹✳ ❡♥❞✇❤✐❧❡

◆♦t❛t✐♦♥s

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐①✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✜①❡❞ ❣r❛♣❤ G = (V , E , c)✱ ✇✐t❤ V ✱ E ❛♥❞ c ❛♥❞ ❛

str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t B ⊂ Z
d ✭d > 0✮ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❖✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❡①❤✐❜✐t

❛ ♠❛①✲✢♦✇ s❛t✐s❢②✐♥❣ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❣r❛♣❤✳

❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ ❛ ✇❛❧❦ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧❡♥❣t❤ l ∈ N
∗ ❜② p0 − p1 − . . . − pl✱ ✇❤❡r❡ pi ∈ V ✱

❢♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , l}✱ ❛♥❞ (pi, pi+1) ∈ E ✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , l − 1}✳ ❲❡ ❛❧s♦ r❡♠✐♥❞ t❤❛t ❛

❝❧♦s❡❞ ✇❛❧❦ ✐s s✉❝❤ t❤❛t p0 = pl✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② Wa (p, q) t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛❧❦s

st❛rt✐♥❣ ❛t p ∈ V ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛t q ∈ V ✳

❋♦r ❛♥② S ⊂ P ✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✲t ❝✉t (S ∪ {s}, (P \ S) ∪ {t}) ✐♥ G ❜②

valG (S) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t

valG (S) =
∑

p∈S∪{s}
q 6∈S∪{s}

cp,q.

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ❝❧❛r✐✜❡❞ t❤❛t (p, q) ∈ E ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s✉♠♠❛t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ ✭✽✮✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛❣❛✐♥ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ s✲t

❝✉t ✐♥ G✳ ❚❤✐s ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❜❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ♦♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥t❡①t✳

✶✹✵



❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮ ◆✳ ▲❡r♠é

❆✈♦✐❞✐♥❣ ✉s❡❧❡ss ✢♦✇ ♦♥ ❝❧♦s❡❞ ✇❛❧❦s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡♠✐♥❞ ❛ ❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡ ✐t s♦✲t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ✐s s❡❧❢

❝♦♥t❛✐♥❡❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡t G ❜❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛①✲✢♦✇ f ✐♥ G

s❛t✐s❢②✐♥❣







❢♦r ❛♥② ❧❡♥❣t❤ l ❛♥❞ ❛♥② ❝❧♦s❡❞ ✇❛❧❦ p0 − p1 − . . .− pl ♦❢ ❧❡♥❣t❤ l ✐♥ G✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts i ∈ {0, . . . , l} s✉❝❤ t❤❛t fpi,pi+1
≤ fpi+1,pi ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ pl+1 = p0.

✭✺✻✮

Pr♦♦❢✳ ▲❡t f ❜❡ ❛ ♠❛①✲✢♦✇ ✐♥ G✳ ❋♦r ❛♥② l ❛♥❞ ❛♥② ❝❧♦s❡❞ ✇❛❧❦ w = p0 − p1 − . . .− pl ♦❢

❧❡♥❣t❤ l ✐♥ G✱ ✇❡ s❡t pl+1 = p0 ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ (Pf,w) t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✿

(Pf,w) : ∀i ∈ {0, . . . , l}, fpi,pi+1
> fpi+1,pi .

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❛❧❦ w s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ t❛❦❡

r❡✈❡rs❡ ❡❞❣❡s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡

W (f)
def
= {w,w ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❛❧❦ s❛t✐s❢②✐♥❣ (Pf,w)}.

◆♦t✐❝❡ ✜rst t❤❛t ✐❢

#W (f) = 0, ✭✺✼✮

✇❤❡r❡ # ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❛ s❡t✱ t❤❡ ✢♦✇ f ♥❡❝❡ss❛r✐❧② s❛t✐s✜❡s ✭✺✻✮✳

❲❡ s❤♦✇✱ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ t❤❛t ✐❢ f ✐s s✉❝❤ t❤❛t #W (f) > 0✱ t❤❡r❡ ❡①✐st

f ′ s✉❝❤ t❤❛t

#W (f ′) < #W (f),

✇❤❡r❡ # ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ ❛ s❡t✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r ❛♥② ♠❛①✲✢♦✇ f t❤❡ s❡t W (f) ✐s ✜♥✐t❡✱

❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛①✲✢♦✇ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠❛①✲✢♦✇ s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✺✼✮ ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✭✺✻✮✮ ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ r❡❝✉rs✐♦♥✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t f ✐s s✉❝❤ t❤❛t #W (f) > 0✳ ▲❡t ✉s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❛❧❦

w = p0 − p1 − . . .− pl ∈ W (f)✳

✶✹✶



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

❲❡ ❞❡♥♦t❡ pl+1 = p0 ❛♥❞

δ
def
= min

i∈{0,...,l}
(fpi,pi+1

− fpi+1,pi).

❙✐♥❝❡ w s❛t✐s✜❡s (Pf,w)✱ ✇❡ ❤❛✈❡ δ > 0✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ f ′ : (V × V)→ R
+ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ (p, q) ∈ (V × V)✿

f ′
p,q =







fp,q − fq,p − δ ✱ ✐❢ (p, q) = (pi, pi+1)✱ ❢♦r s♦♠❡ 0 ≤ i ≤ l

0 ✱ ✐❢ (p, q) = (pi+1, pi)✱ ❢♦r s♦♠❡ 0 ≤ i ≤ l

fp,q ✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✭✺✽✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♠❜✐❣✉♦✉s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❤❛✈❡

(p, q) = (pi, pi+1) ❛♥❞ (p, q) = (pj+1, pj) ❢♦r s♦♠❡ i 6= j s✐♥❝❡ w s❛t✐s✜❡s (Pf,w)✳

❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ f ✐s ❛ ✢♦✇ ✐♥ G✱ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② ❤❛✈❡ ❢♦r ❛❧❧ (p, q) ∈ (V × V)

0 ≤ f ′
p,q ≤ cp,q.

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r p ∈ V ✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❛ss✉♠❡ t❤❛t

p 6= pi✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , l}✳ ❚❤❡♥ ✭✺✽✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t f ′
p,q = fp,q ❢♦r ❛❧❧ q ∈ σE(p) ❛♥❞

✇❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❣❡t
∑

q∈σE(p)

f ′
q,p =

∑

q∈σE(p)

f ′
p,q.

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts i ∈ {0, . . . , l} s✉❝❤ t❤❛t p = pi✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡

I = {j ∈ {0, . . . , l}, p = pj}

❛♥❞ p−1 = l✳

❲❡ ❤❛✈❡

∑

q∈σE(p)

(f ′
q,p− f ′

p,q) =
∑

q∈σE (p)
q 6=pj+1,∀j∈I

q 6=pj−1,∀j∈I

(f ′
q,p− f ′

p,q) +
∑

j∈I

(f ′
pj+1,pj

− f ′
pj ,pj+1

) +
∑

j∈I

(f ′
pj−1,pj

− f ′
pj ,pj−1

)

❯s✐♥❣ ✭✺✽✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ❡❛❝❤ t❡r♠

∑

q∈σE (p)
q 6=pj+1,∀j∈I

q 6=pj−1,∀j∈I

(f ′
q,p − f ′

p,q) =
∑

q∈σE (p)
q 6=pj+1,∀j∈I

q 6=pj−1,∀j∈I

(fq,p − fp,q), ✭✺✾✮

✶✹✷



❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮ ◆✳ ▲❡r♠é

∑

j∈I

(f ′
pj+1,pj

− f ′
pj ,pj+1

) =
∑

j∈I

−(fpj ,pj+1
− fpj+1,pj − δ), ✭✻✵✮

❛♥❞
∑

j∈I

(f ′
pj−1,pj

− f ′
pj ,pj−1

) =
∑

j∈I

(fpj−1,pj − fpj ,pj−1
− δ). ✭✻✶✮

❙✉♠♠✐♥❣ ✭✺✾✮✱ ✭✻✵✮✱ ✭✻✶✮ ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡t

∑

q∈σE(p)

(f ′
q,p − f ′

p,q) =
∑

q∈σE (p)
q 6=pj+1,∀j∈I

q 6=pj−1,∀j∈I

(fq,p − fp,q) +
∑

j∈I

(
(fpj+1,pj − fpj ,pj+1

) + (fpj−1,pj − fpj ,pj−1
)
)

=
∑

q∈σE(p)

(fq,p − fp,q)

= 0

❆s ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ f ′ ✐s ❛ ✢♦✇✳ ■t ✐s ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❛ ♠❛①✲✢♦✇✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✶✸✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡

t❤❛t fp,s = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ p ∈ P ✳ ❙✐♥❝❡ w s❛t✐s✜❡s (Pf,w)✱ t❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t

s 6= pi, ∀i ∈ {0, . . . , l}.

❯s✐♥❣ ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✺✽✮✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡t

valG (f
′) = valG (f) .

❲❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t

#W (f ′) < #W (f).

❲✐t❤ t❤❛t ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r w′ = p′0− p′1− . . .− p′l′ ∈ W (f ′)✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ p′l′+1
def
= p′0✱ ✇❡

❦♥♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② j ∈ {0, . . . , l′}

0 < (f ′
p′j ,p

′
j+1
− f ′

p′j+1,p
′
j
).

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✺✽✮✱ t❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② j ∈ {0, . . . , l′}

(p′j, p
′
j+1) 6= (pi+1, pi)✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ {0, . . . , l}.

❙✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳ ❯s✐♥❣ ✭✺✽✮ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

❤❛✈❡

0 < (f ′
p′j ,p

′
j+1
− f ′

p′j+1,p
′
j
) ≤ (fp′j ,p′j+1

− fp′j+1,p
′
j
).

✶✹✸



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

✇✬

✇

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❆ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ ✇❛❧❦s w ∈ W (f) ✭r❡❞✮ ❛♥❞ w′ ∈ W (f ′) ✭❜❧✉❡✮ ✐♥ G

❜♦t❤ s❛t✐s❢② ✭✺✽✮✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ ♣✉r♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ w ❛♥❞ w′✳ ❖❜s❡r✈❡

t❤❛t w ❝❛♥♥♦t ❢♦❧❧♦✇s r❡✈❡rs❡ ❡❞❣❡s ✐♥ w′ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧② s✐♥❝❡ ✭✺✽✮ ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t w′ ∈ W (f) ❛♥❞✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱

W (f ′) ⊂ W (f).

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s str✐❝t✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

i0 ∈ argmin
i∈{0,...l}

(fpi,pi+1
− fpi+1,pi).

❯s✐♥❣ ✭✺✽✮✱ ✇❡ tr✐✈✐❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

f ′
pi0 ,pi0+1

= f ′
pi0+1,pi0

= 0,

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ w 6∈ W (f ′)✳

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❆✈♦✐❞✐♥❣ ✉s❡❧❡ss tr❛✈❡rs✐♥❣ ✢♦✇

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣r❛♣❤ G ❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✲✢♦✇

f ✐♥ G s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✺✻✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r p ∈ P s✉❝❤ t❤❛t

∀q ∈ Bp, fq ≥ 0,

✇❤❡r❡ Bp ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✵✮✳ ✺

✺◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ fq ≤ 0✱ ❢♦r ❛❧❧ q ∈ Bp✳

✶✹✹



❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮ ◆✳ ▲❡r♠é

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦✲t❤❛t f ❝❛♥ ❜❡

♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t

fp,q ≥ fq,p✱ ❢♦r ❛❧❧ q ∈ σE(p).

■♥ ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♥♦❞❡ p ❣❧♦❜❛❧❧② s❡♥❞s ♠♦r❡ ✢♦✇ t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦rs t❤❛♥ ✐t ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ❢r♦♠

t❤❡♠✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r

Σi(p) = {q ∈ P , ∃p0− . . .− pl ∈ Wa (q, p) s✉❝❤ t❤❛t ∀i ∈ {0, . . . , l− 1}, fpi,pi+1
> fpi+1,pi},

❛♥❞

Σo(p) = {q ∈ Bp, ∃p0− . . .−pl ∈ Wa (p, q) s✉❝❤ t❤❛t ∀i ∈ {0, . . . , l−1}, fpi,pi+1
> fpi+1,pi},

✇❤❡r❡ ✇❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t Wa (q, p) ✭r❡s♣✳ Wa (p, q)✮ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✇❛❧❦s st❛rt✐♥❣ ❛t q ✭r❡s♣✳

p✮ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛t p ✭r❡s♣✳ q✮✳

▲❡t ✉s ✜rst ♥♦t✐❝❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ f s❛t✐s✜❡s ✭✺✻✮✱

∀q ∈ (Σi(p) ∩ σE(p)) , fq,p ≥ fp,q ✭✻✷✮

❛♥❞

∀q ∈ (Σo(p) ∩ σE(p)) , fp,q ≥ fq,p. ✭✻✸✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ s✐♥❝❡ f s❛t✐s✜❡s ✭✺✻✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

Σi(p) ∩ Σo(p) = ∅. ✭✻✹✮

▼♦r❡♦✈❡r✱

p 6∈ Σi(p) ❛♥❞ p 6∈ Σo(p).

❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

Σ− = Σi(p) ❛♥❞ Σ+ = Σo(p) ∪ {p}.

❆❧s♦✱ s✐♥❝❡ f s❛t✐s✜❡s ✭✺✻✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

∀q ∈ Σ−, ∀q′ ∈ Σ+, fq,q′ ≥ fq′,q. ✭✻✺✮

✶✹✺



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧② ❜✉✐❧❞ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❛❧❦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♥❣ ✭✺✻✮✳

❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡

P ′ = Σ− ∪ Σ+ , V ′ = P ′ ∪ {s, t} ✭✻✻✮

❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❣r❛♣❤

G ′ = (V ′, E ′, c′) ,

✇❤❡r❡ E ′ ❛♥❞ c′ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ s❡t

E ′ = E ′t ∪ (E ′n ∩ E
T ), ✭✻✼✮

✇❤❡r❡ ET = {(q, q′), (q′, q) ∈ E} ❛♥❞ ✇✐t❤

E ′t = {(q, t)✱ ✇✐t❤ q ∈ Σ− s✉❝❤ t❤❛t fq ≥ 0}
⋃ (

{s} × Σ+
)

✭✻✽✮

❛♥❞

E ′n =
(
Σ+ × Σ+

) ⋃ (
(Σ− ∪ {p})× (Σ− ∪ {p})

)
. ✭✻✾✮

❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s c′ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

c′q,t = fq ✱ ❢♦r q ∈ Σ− s✉❝❤ t❤❛t fq ≥ 0, ✭✼✵✮

c′s,q = cq − fq ✱ ❢♦r q ∈ Σ+, ✭✼✶✮

❛♥❞

c′q,q′ =







fq′,q − fq,q′ ✱ ✐❢ fq′,q > fq,q′

0 ✱ ♦t❤❡r✇✐s❡
✱ ❢♦r (q, q′) ∈ (E ′n ∩ E

T ). ✭✼✷✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st s♦♠❡ ♥♦❞❡s ✐♥ Σ− ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♥♦ t❡r♠✐♥❛❧s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡

♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ Bp ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ′ ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✺✳

❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ ✇❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❡①t❡♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s c′ ❛♥❞ s❡t

c′q,q′ = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ (q, q′) ∈ ((V ′ × V ′) \ E ′) .

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ′ ❛❧❧ t❤❡ ✢♦✇ s❡♥t ❜② s ❣♦❡s ✐♥ Σ+ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✢♦✇ ❛rr✐✈✐♥❣

❛t t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ Σ−✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ ❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ Σ+ ❛♥❞ Σ− ❝♦♥t❛✐♥ p✳

✶✹✻



❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮ ◆✳ ▲❡r♠é

p
q8

q4
Bp

q1

q2

q3

Σo
q5

q6

q7

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❣r❛♣❤ G ′ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ s❡♥t ❜② s ❣♦❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡s q1, q2, q3, q4 ∈

Σ− ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✢♦✇ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦❞❡s q5, q6, q7, q8 ∈ Σ+ ✭r❡❞✮✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ Σ+ ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ t♦ Bp ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ Σ− ❛r❡ ❛ s✉❜s❡t ♦❢

P ✳

❆❧s♦✱ ❢♦r ❛♥② S ⊂ P ′✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✲t ❝✉t (S ∪ {s}, (P ′ \ S) ∪ {t}) ✐♥ G ′

❜②

valG′ (S) =
∑

q∈(S∪{s})
q′ 6∈(S∪{s})

c′q,q′ .

❯s✐♥❣ ✭✼✵✮✱ ✭✼✶✮ ❛♥❞ ✭✼✷✮✱ ✇❡ ✜♥❞

valG′ (S) = E1 + E2 + E3,

✇❤❡r❡ ✇❡ ✇r✐t❡

E1 =
∑

q∈(Σ+\S)

c′s,q , E2 =
∑

q∈(Σ−∩S)

c′q,t ❛♥❞ E3 =
∑

q∈S

q′∈(P′\S)

c′q,q′ . ✭✼✸✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✉s✐♥❣ ✭✻✹✮ ❛♥❞ ✭✻✻✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

valG′

(
Σ+

)
=

∑

q∈Σ+

q′∈Σ−

c′q,q′ ,

✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣ ✭✻✾✮✱ ✭✻✹✮ ❜❡❝♦♠❡s

valG′

(
Σ+

)
=

∑

q∈Σ−

c′p,q.

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✉s✐♥❣ ✭✼✷✮ ❛♥❞ ✭✻✷✮

valG′

(
Σ+

)
=

∑

q∈Σ−

(fq,p − fp,q). ✭✼✹✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳

✶✹✼



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ▲❡t G ′ ❜❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✳ ❋♦r ❛♥② S ⊂ P ′✱

valG′ (S) ≥ valG′

(
Σ+

)
+

∑

q∈Σ+\(S∪{p})



cq +
∑

q′ 6∈Σ+

(fq′,q − fq,q′)



 . ✭✼✺✮

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜rst ❞❡❝♦♠♣♦s❡ E3 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

E3 = E ′
1 + E ′

2 + E ′
3 + E ′

4,

✇✐t❤

E ′
1 =

∑

q∈(S∩Σ+)

q′∈(Σ+\S)

c′q,q′ , E ′
2 =

∑

q∈(S∩Σ+)

q′∈(Σ−\S)

c′q,q′

E ′
3 =

∑

q∈(S∩Σ−)

q′∈(Σ+\S)

c′q,q′ , E ′
4 =

∑

q∈(S∩Σ−)

q′∈(Σ−\S)

c′q,q′

❲❡ r❡✇r✐t❡✱ ✉s✐♥❣ ✭✼✷✮✱

E ′
1 =

∑

q∈(S∩Σ+)

q′∈(Σ+\S)
f
q′,q>f

q,q′

(fq′,q − fq,q′) , E ′
2 =

∑

q∈(S∩Σ+)

q′∈(Σ−\S)

(q,q′)∈E′,f
q′,q>f

q,q′

(fq′,q − fq,q′) ✭✼✻✮

E ′
3 =

∑

q∈(S∩Σ−)

q′∈(Σ+\S)

(q,q′)∈E′,f
q′,q>f

q,q′

c′q,q′ , E ′
4 =

∑

q∈(S∩Σ−)

q′∈(Σ−\S)
f
q′,q>f

q,q′

(fq′,q − fq,q′) ✭✼✼✮

❯s✐♥❣ ✭✻✾✮ ❛♥❞ ✭✻✹✮✱ t❤❡♥ ✭✼✷✮ ❛♥❞ ✭✻✷✮✱ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✜♥❞ t❤❛t

E ′
2 =







∑

q∈(Σ−\S)(fq,p − fp,q) ✱ ✐❢ p ∈ S

0 ✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱
❛♥❞ E ′

3 = 0. ✭✼✽✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡①✐t✐♥❣ (S ∩ Σ−) ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ✇❡

❤❛✈❡ ✭s❡❡ ✭✶✼✮✮
∑

q∈(S∩Σ−)
fq≥0

fq +
∑

q∈(S∩Σ−)
fq<0

fq +
∑

q∈(S∩Σ−)

q′ 6∈(S∩Σ−)

(fq′,q − fq,q′) = 0

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❛♥❞ r❡♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∑

q∈(S∩Σ−)
fq≥0

fq +
∑

q∈(S∩Σ−)

q′∈(Σ−\S)

(fq′,q − fq,q′) = −
∑

q∈(S∩Σ−)
fq<0

fq −
∑

q∈(S∩Σ−)

q′∈Σ+

(fq′,q − fq,q′)

✶✹✽



❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮ ◆✳ ▲❡r♠é

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E2 ✐♥ ✭✼✸✮✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E ′
4 ✐♥ ✭✼✼✮ ❛♥❞ ✭✼✵✮ t❤✐s ❧❡❛❞s

t♦

E2 + E ′
4 ≥

∑

q∈(S∩Σ−)
fq≥0

fq +
∑

q∈(S∩Σ−)

q′∈(Σ−\S)

(fq′,q − fq,q′)

≥ −
∑

q∈(S∩Σ−)
fq<0

fq −
∑

q∈(S∩Σ−)

q′∈Σ+

(fq′,q − fq,q′)

≥
∑

q∈(S∩Σ−)

(fq,p − fp,q) +
∑

q∈(S∩Σ−)

q′∈(Σ+\{p})

(fq,q′ − fq′,q).

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ✭✻✺✮✱ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦❜t❛✐♥

E2 + E ′
4 ≥

∑

q∈(S∩Σ−)

(fq,p − fp,q).

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✼✽✮ ❛♥❞ ✭✼✹✮✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t✿

E2 + E ′
2 + E ′

3 + E ′
4 ≥







valG′ (Σ+) ✱ ✐❢ p ∈ S
∑

q∈(S∩Σ−)(fq,p − fp,q) ✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✭✼✾✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ❧❡t ✉s ✜rst ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E1 ✐♥ ✭✼✸✮✱

✭✼✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E ′
1 ✐♥ ✭✼✻✮

E1 + E ′
1 ≥

∑

q∈(Σ+\S)

(cq − fq) +
∑

q∈(S∩Σ+)

q′∈(Σ+\S)

(fq′,q − fq,q′) ✭✽✵✮

❊①♣r❡ss✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡①✐t✐♥❣ (Σ+ \S) ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡

✭s❡❡ ✭✶✼✮✮
∑

q∈(Σ+\S)

fq +
∑

q∈(Σ+\S)

q′∈(Σ+∩S)

(fq′,q − fq,q′) +
∑

q∈(Σ+\S)

q′ 6∈Σ+

(fq′,q − fq,q′) = 0.

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✽✵✮✱ t❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t

E1 + E ′
1 ≥

∑

q∈(Σ+\S)

cq +
∑

q∈(Σ+\S)

q′ 6∈Σ+

(fq′,q − fq,q′),

≥
∑

q∈(Σ+\S)



cq +
∑

q′ 6∈Σ+

(fq′,q − fq,q′)



 ✭✽✶✮

✶✹✾



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

❲❤❡♥ p ∈ S✱ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r r❡s✉❧t ✇✐t❤ ✭✼✾✮✱ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❣❡t ✭✼✺✮✳ ■❢ p 6∈ S✱

✭✽✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ ✭✼✹✮

E1 + E ′
1 ≥

∑

q∈(Σ+\(S∪{p}))



cq +
∑

q′ 6∈Σ+

(fq′,q − fq,q′)



+ cp + valG′

(
Σ+

)
.

❙✐♥❝❡ cp ≥ 0✱ ❛♥❞ ✭✼✾✮ ❛♥❞ ✭✻✷✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t E2 +E ′
2 +E ′

3 +E ′
4 ≥ 0 ✱ t❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t

✭✼✺✮ ❤♦❧❞s ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ p 6∈ S ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❆❧❧ ❛❧♦♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❛①✲✢♦✇ f ′ ✐♥ G ′✳ ◆♦t✐❝❡ ❛❧s♦

t❤❛t G ′ s❛t✐s✜❡s ✭✺✮✱ ✭✾✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

f ′
q = f ′

s,q − f ′
q,t,

❢♦r ❛❧❧ q ∈ P ′✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✢♦✇ f ′ ❛♥❞ s❡t

f ′
q,q′ = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ (q, q′) ∈ ((V ′ × V ′) \ E ′) .

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ f ❛♥❞ f ′ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ f ′′ : E → R ✇❤✐❝❤

✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ♠❛①✲✢♦✇ ✐♥ G s✉❝❤ t❤❛t

f ′′
p,q ≥ f ′′

q,p = 0 , ∀q ∈ σE(p).

▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ f ′′✳ ❲❡ s❡t

f ′′
q,q′ = fq,q′ ✱ ❢♦r (q, q′) 6∈ E ′, q 6= s, q′ 6= t, ✭✽✷✮







f ′′
s,q = 0 ❛♥❞ f ′′

q,t = −fq ✱ ❢♦r q ∈ P ′ s✉❝❤ t❤❛t fq < 0

f ′′
s,q = fq + f ′

q ❛♥❞ f ′′
q,t = 0 ✱ ❢♦r q ∈ P ′ s✉❝❤ t❤❛t fq ≥ 0

✭✽✸✮

f ′′
q′,q =







fq′,q − fq,q′
︸ ︷︷ ︸

c′
q,q′

−f ′
q,q′ ✱ ✐❢ fq′,q > fq,q′ ,

0 ✱ ♦t❤❡r✇✐s❡

✱ ❢♦r (q′, q) ∈ P ′2 s✉❝❤ t❤❛t (q, q′) ∈ E ′.

✭✽✹✮

✶✺✵



❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮ ◆✳ ▲❡r♠é

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✽✷✮✱ ✭✽✸✮ ❛♥❞ ✭✽✹✮ ♣❡r♠✐t t♦ ❞❡✜♥❡ f ′′
q,q′ ❢♦r ❛❧❧ (q, q

′) ∈ E ✳

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ f ′′ ♦✉ts✐❞❡ E ❛♥❞ s❡t

f ′′
q,q′ = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ (q, q′) ∈ ((V × V) \ E) .

❲❡ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡

f ′′
q = f ′′

s,q − f ′′
q,t , ∀q ∈ P .

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ s✐♥❝❡ f ′
q = 0 ❢♦r ❛❧❧ q 6∈ P ′ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r q ∈ P ′ s✉❝❤ t❤❛t fq < 0 ✭s❡❡ ✭✼✵✮

❛♥❞ ✭✼✶✮✮✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✽✷✮ ❛♥❞ ✭✽✸✮✱

f ′′
q = fq + f ′

q , ∀q ∈ P . ✭✽✺✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ f ′′ : (V × V)→ R ✐s ❛ ♠❛①✲✢♦✇ ✐♥ G✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ✉s ✜rst s❤♦✇ t❤❛t f ′′ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▲❡t (q′, q) ∈ E ✳

• ■❢ q ♦r q′ 6∈ P ′✱ q 6= s✱ q′ 6= s✿ t❤❡♥ (q′, q) 6∈ E ′ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✽✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡

0 ≤ f ′′
q′,q = fq′,q ≤ cq′,q.

• ■❢ q′ ∈ Σ− ❛♥❞ q = s ♦r t✿

✕ ■❢ ♠♦r❡♦✈❡r fq′ < 0✱ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✭✽✸✮✱ 0 ≤ f ′′
s,q′ = 0 ≤ cs,q′ ❛♥❞ 0 ≤ f ′′

q′,t = fq′,t ≤

cq′,t✳

✕ ■❢ fq′ ≥ 0✱ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✭✽✸✮ ❛♥❞ ✭✼✶✮✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t 0 ≤ f ′′
s,q′ = fs,q′ − f ′

q′,t ≤ cs,q′

❛♥❞ 0 ≤ f ′′
q′,t = 0 ≤ cq′,t✳

• ■❢ q′ ∈ Σ+ ❛♥❞ q = s ♦r t✿ s✐♥❝❡ q′ ∈ Bp✱ ✇❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ fq′ ≥ 0✱ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✭✽✸✮

❛♥❞ ✭✼✶✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 0 ≤ f ′′
s,q′ = fs,q′ + f ′

s,q′ ≤ cs,q′ ❛♥❞ 0 ≤ f ′′
q′,t = 0 ≤ cq′,t✳

• ■❢ (q′, q) ∈ (P ′ × P ′)✿

✕ ■❢ ♠♦r❡♦✈❡r fq′,q ≤ fq,q′ ✱ t❤❡♥ ✭✽✹✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s 0 ≤ f ′′
q′,q = 0 ≤ cq′,q✳

✕ ■❢ fq′,q > fq,q′ ✱ ✉s✐♥❣ ✭✼✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

0 ≤ f ′
q,q′ ≤ c′q,q′ = fq′,q − fq,q′ ,

❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✭✽✹✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t

0 ≤ f ′′
q′,q = fq′,q − fq,q′ − f ′

q,q′ ≤ cq′,q.

✶✺✶



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

▲❡t ✉s ♥♦✇ ♣r♦✈❡ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲❡t q ∈ P ✳

• ■❢ q 6∈ P ′ ❛♥❞ q 6= s✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② q′ ∈ σE(q) t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E ′ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✻✼✮

❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❜♦t❤ (q, q′) ❛♥❞ (q′, q) 6∈ E ′✳ ❯s✐♥❣ ✭✽✷✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ f ′′
q,q′ = fq,q′ ❛♥❞

f ′′
q′,q = fq′,q✱ ❢♦r ❛❧❧ q

′ ∈ σE(q)✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

∑

q′∈σE(q)

f ′′
q′,q =

∑

q′∈σE(q)

fq′,q =
∑

q′∈σE (q)

fq,q′ =
∑

q′∈σE (q)

f ′′
q,q′ .

• ■❢ q ∈ P ′✱ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✶✼✮ ❢♦r f ❛♥❞ f ′ ❛t q ❝❛♥ ❜❡

❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡

fq +
∑

q′∈σE (q)

q′ 6∈σE′ (q)

(fq′,q − fq,q′) +
∑

q′∈σE′ (q)

f
q′,q>f

q,q′

(fq′,q − fq,q′) +
∑

q′∈σE′ (q)

f
q′,q≤f

q,q′

(fq′,q − fq,q′) = 0

❛♥❞

f ′
q +

∑

q′∈σE′ (q)

f
q′,q>f

q,q′

(0− f ′
q,q′) +

∑

q′∈σE′ (q)

f
q′,q≤f

q,q′

(f ′
q′,q − 0) = 0.

❙✉♠♠✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✽✺✮✱ ✭✽✷✮ ❛♥❞ ✭✽✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

f ′′
q +

∑

q′∈σE (q)

q′ 6∈σE′ (q)

(f ′′
q′,q − f ′′

q,q′) +
∑

q′∈σE′ (q)

f
q′,q>f

q,q′

(f ′′
q′,q − f ′′

q,q′) +
∑

q′∈σE′ (q)

f
q′,q≤f

q,q′

(f ′′
q′,q − f ′′

q,q′) = 0.

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✢♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✶✼✮ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ q ❢♦r f ′′✳

❆❧t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ♥♦✇ ❦♥♦✇ t❤❛t f ′′ ✐s ❛ ✢♦✇✳ ❲❡ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ♠❛①✲

✢♦✇✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦♣❡rt② ✐s ✐♥ ❢❛❝t tr✐✈✐❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♥❝❡ ✭✽✸✮ ❛♥❞ ✭✽✷✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t

f ′′
q,t = fq,t✱ ❢♦r ❛❧❧ q ∈ P ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ f

′′ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ f✳ ❙✐♥❝❡ f ✐s ❛

♠❛①✲✢♦✇✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ f ′′ ✐s ❛ ♠❛①✲✢♦✇✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳ ■❢ Σ+ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s✲t ❝✉t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ′ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ t❤❡♥

t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ f ′′ ✐s s✉❝❤ t❤❛t

∀q ∈ σE(p), f ′′
q,p = 0.

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱

∀q ∈ σE(p), f ′′
p,q ≥ f ′′

q,p.

✶✺✷



❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮ ◆✳ ▲❡r♠é

Pr♦♦❢✳ ❙✐♥❝❡ f ′ ✐s ❛ ♠❛①✲✢♦✇ ✐♥ G ′ ❛♥❞ Σ+ ✐s ❛ ♠✐♥ s✲t ❝✉t ✐♥ G ′✱ ❋♦r❞✲❋✉❧❦❡rs♦♥ t❤❡♦r❡♠

❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡

valG′ (f ′) = valG′

(
Σ+

)
=

∑

q′∈Σ+

q 6∈Σ+

(q′,q)∈E′

c′q′,q

=
∑

q∈Σ−

c′p,q ✭✽✻✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ f ′ ✐s ❛ ✢♦✇✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡①✐t✐♥❣ Σ+ ❛r❡

❡q✉❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✭s❡❡ ✭✶✼✮✮

∑

q∈Σ+

f ′
q +

∑

q′∈Σ+

q 6∈Σ+

q∈σE′ (q′)

(f ′
q,q′ − f ′

q′,q) = 0.

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✻✽✮✱ t❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t

valG′ (f ′) =
∑

q∈Σ+

f ′
q =

∑

q′∈Σ+

q 6∈Σ+

q∈σE′ (q′)

(f ′
q′,q − f ′

q,q′) =
∑

q∈Σ−

(f ′
p,q − f ′

q,p).

❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✽✻✮✱ t❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s

∑

q∈Σ−

c′p,q =
∑

q∈Σ−

f ′
p,q −

∑

q∈Σ−

f ′
q,p. ✭✽✼✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱
∑

q∈Σ−

f ′
q,p =

∑

q∈Σ−

(f ′
p,q − c′p,q) ≤ 0.

❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ q ∈ Σ−✱ f ′
q,p ≥ 0✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❛t

∀q ∈ Σ−, f ′
q,p = 0.

❯s✐♥❣ ✭✽✼✮ ❛❣❛✐♥✱ ✭✻✷✮ ❛♥❞ ✭✼✷✮✱ t❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s

∀q ∈ Σ−, f ′
p,q = c′p,q = fq,p − fp,q.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ✭✻✷✮ ❛♥❞ ✭✽✹✮✱

∀q ∈ Σ−, f ′′
q,p = 0. ✭✽✽✮

✶✺✸



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ✭✻✸✮ ❛♥❞ ✭✽✹✮✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡

∀q ∈ (Σ+ ∩ σE(p)), f
′′
q,p = 0. ✭✽✾✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✽✽✮ ❛♥❞ ✭✻✸✮✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥

∀q ∈ σE(p), f
′′
q,p = 0,

✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳ ▲❡t G ❜❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ ❧❡t B s❛t✐s❢② ✭✷✾✮ ❛♥❞ ❧❡t ✉s

❛ss✉♠❡ t❤❛t p ∈ P ✐s s✉❝❤ t❤❛t

∀q ∈ Bp, cq ≥ 0 ❛♥❞ cq ≥
∑

q′∈σE (q)

q′ 6∈Bp

cq,q′ , ✭✾✵✮

t❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛①✲✢♦✇ f ✐♥ G s✉❝❤ t❤❛t

∀q ∈ σE(p), fp,q ≥ fq,p = 0. ✭✾✶✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❛♥❞ Pr♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ ✻✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✭✾✵✮ ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♠❛①✲✢♦✇ f ✐♥ G ❛♥❞ ❛♥② S ⊂ P ′

∑

q∈Σ+\(S∪{p})



cq +
∑

q′ 6∈Σ+

(fq′,q − fq,q′)



 ≥ 0

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t Σ+ ✐s ❛ ♠✐♥ s✲t ❝✉t ✐♥ G ′✳ ❚❤❡♥✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✺ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t f ′′ ✐s ❛ ♠❛①✲✢♦✇ ✐♥ G ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t f ′′ s❛t✐s✜❡s

✭✾✶✮✳ �

✶✺✹



❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮ ◆✳ ▲❡r♠é

❆ ✉s❡❧❡ss ♥♦❞❡

❚❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❣r❛♣❤ G ❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ ❛ s❡t B

s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✷✾✮✱ ❛ ♣✐①❡❧ p ∈ P s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✾✵✮ ❛♥❞ ❛ ♠❛①✲✢♦✇ f ✐♥ G s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✾✶✮✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ♠♦❞✐❢② f s♦✲t❤❛t ✐t r❡♠❛✐♥s ❛ ♠❛①✲✢♦✇ ✐♥ G ❛♥❞

s❛t✐s✜❡s

∀q ∈ σE(p), fp,q = fq,p = 0.

❚❤❡ ❧❛tt❡r ♦❜✈✐♦✉s❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡ p ✐s ✉s❡❧❡ss ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ✐♥

G✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠♦❞✐❢②✐♥❣ f ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ ✇❡ ❝❤♦s❡

t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r♦❧❡✳ ❇❡✇❛r❡ ♥♦t t♦ ❝♦♥❢✉s❡

t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

P ′ = Bp ,Σ+ = Bp \ {p} ❛♥❞ Σ− = {p}. ✭✾✷✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞✐❢② f✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❣r❛♣❤ G ′ = (P ′, E ′, c′) ✇❤❡r❡ E ′❛♥❞ c′ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r

E ′ =
(
E ∩

(
Σ+ × Σ+

)) ⋃ (
(σE(p) ∩ Σ+)× Σ−

) ⋃ (
{s} × Σ+

) ⋃
{(p, t)}. ✭✾✸✮

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s c′ ❜②

c′q,q′ = cq,q′ − fq,q′ + fq′,q , ∀(q, q′) ∈
(
E ∩

(
Σ+ × Σ+

))
✭✾✹✮

c′q,p = fp,q , ∀q ∈ (σE(p) ∩ Σ+) ✭✾✺✮

c′s,q = cq − fq , ∀q ∈ Σ+ ✭✾✻✮

c′p,t = fp ✭✾✼✮

❆s ✉s✉❛❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② s❡t

c′q,q′ = 0 , ∀(q, q′) ∈ (P ′ × P ′) \ E ′, ✭✾✽✮

❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡

c′q = c′s,q − c′q,t , ∀q ∈ P ′. ✭✾✾✮

✶✺✺



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

◆♦t✐❝❡ ✜rst t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥② S ⊂ P ′✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✲t ❝✉t ((S ∪ {s}), (P ′ \ S)∪ {t}) ✐♥

G ′ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✇❤❡t❤❡r p ∈ S ♦r p 6∈ S✳ ■❢ p ∈ S✱ ✇❡ ❤❛✈❡

valG′ (S) = c′p,t +
∑

q∈(Σ+\S)

c′q +
∑

q∈S

q′∈(P′\S)

c′q,q′ .

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❤❛✈❡ ✉s✐♥❣ ✭✾✹✮✲✭✾✾✮

valG′ (S) ≥ c′p,t = fp ✱ ✐❢ p ∈ S. ✭✶✵✵✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r ❛♥② S ⊂ P ′✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✲t ❝✉t ((S ∪ {s}), (P ′ \ S) ∪ {t}) ✐♥ G ′ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

valG′ (S) =
∑

q∈(Σ+\S)

c′q +
∑

q∈S

q′∈(P′\S)

c′q,q′ ✱ ✐❢ p 6∈ S. ✭✶✵✶✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐❢ S = Σ+✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✉s✐♥❣ ✭✾✺✮✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ f ❛t p ❛♥❞

✭✾✶✮ t❤❛t

valG′

(
Σ+

)
=

∑

q∈(Σ+∩σE′ (p))

c′q,p,

=
∑

q∈(Σ+∩σE (p))

fp,q,

= fp . ✭✶✵✷✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳ ▲❡t G ′ ❜❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✳ ❋♦r ❛♥② S ⊂ P ′✱

• ✐❢ p 6∈ S

valG′ (S) = valG′

(
Σ+

)
+

∑

q∈S

q′∈(Σ+\S)

cq,q′ +
∑

q∈(Σ+\S)

[

cq +
∑

q′ 6∈P ′

(fq′,q − fq,q′)

]

, ✭✶✵✸✮

• ✐❢ p ∈ S

valG′ (S) ≥ valG′

(
Σ+

)
. ✭✶✵✹✮

Pr♦♦❢✳ ◆♦t✐❝❡ ✜rst t❤❛t✱ ✐❢ p ∈ S✱ ✭✶✵✹✮ ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭✶✵✵✮ ❛♥❞

✭✶✵✷✮✳ ▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ t❤❛t p 6∈ S✳

✶✺✻



❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮ ◆✳ ▲❡r♠é

❙✐♥❝❡ f ✐s ❛ ✢♦✇✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡①✐t✐♥❣ (P ′ \ S) ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✭s❡❡

✭✶✼✮✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ✭✾✷✮

fp +
∑

q∈(Σ+\S)

fq +
∑

q∈(P′\S)

q′ 6∈(P′\S)

(fq′,q − fq,q′) = 0.

❯s✐♥❣ ✭✶✵✷✮✱ ✭✾✻✮ ❛♥❞ ✭✾✾✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

valG′

(
Σ+

)
+

∑

q∈(Σ+\S)

(cq − c′q) +
∑

q∈(P′\S)

q′ 6∈(P′\S)

(fq′,q − fq,q′) = 0.

❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✶✵✶✮✱ t❤✐s ❜❡❝♦♠❡s

valG′ (S) = valG′

(
Σ+

)
+

∑

q∈(Σ+\S)

cq +
∑

q∈(P′\S)

q′ 6∈(P′\S)

(fq′,q − fq,q′) +
∑

q∈S

q′∈(P′\S)

c′q,q′ . ✭✶✵✺✮

❲❡ ♥♦✇ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✭✾✹✮✱ ✭✾✺✮ ❛♥❞ ✭✾✶✮ ❛♥❞

✇r✐t❡

∑

q∈S

q′∈(P′\S)

c′q,q′ =
∑

q∈S

q′∈(Σ+\S)

(cq,q′ − fq,q′ + fq′,q) +
∑

q∈S

fp,q

=
∑

q∈S

q′∈(Σ+\S)

cq,q′ −
∑

q′∈S

q∈(Σ+\S)

(fq′,q − fq,q′) +
∑

q′∈S

(fp,q′ − fq′,p)

=
∑

q∈S

q′∈(Σ+\S)

cq,q′ −
∑

q∈(P′\S)

q′∈S

(fq′,q − fq,q′)

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐t❤ ✭✶✵✺✮✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥

valG′ (S) = valG′

(
Σ+

)
+

∑

q∈(Σ+\S)

cq +
∑

q∈S

q′∈(Σ+\S)

cq,q′ +
∑

q∈(P′\S)

q′ 6∈P′

(fq′,q − fq,q′).

❯s✐♥❣ ✭✷✾✮✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❢♦r ❛♥② q′ 6∈ P ′✱ q′ 6∈ σE(p) ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❞❡❞✉❝❡ t❤❛t

✭✶✵✸✮ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ S ⊂ P ′ s✉❝❤ t❤❛t p 6∈ S✳ �

❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠❛① ✢♦✇ f ′ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ′ ❜✉✐❧t ✐♥

t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✢♦✇ f ′ ❛♥❞ s❡t

f ′
q,q′ = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ (q, q′) ∈ ((V ′ × V ′) \ E ′) . ✭✶✵✻✮

✶✺✼



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ′ s❛t✐s✜❡s ✭✺✮ ❛♥❞ ✭✾✮✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②

f ′
q = f ′

s,q − f ′
q,t , ∀q ∈ P ′. ✭✶✵✼✮

❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ f ❛♥❞ f ′ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ f ′′ : E → R ✇❤✐❝❤

✇✐❧❧ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ ♠❛①✲✢♦✇ ✐♥ G s✉❝❤ t❤❛t

f ′′
p,q = f ′′

q,p = 0 , ∀q ∈ σE(p).

❆s ❢♦r G ′ ❛♥❞ f ′✱ ❜❡✇❛r❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ f ′ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

s❡❝t✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ f ′′✳ ❲❡ s❡t

f ′′
q = fq ∀q 6∈ P ′ ✭✶✵✽✮

f ′′
q,q′ = fq,q′ ∀(q, q′) ∈ E , ✇✐t❤ q 6∈ P ′ ♦r q′ 6∈ P ′ ✭✶✵✾✮

f ′′
q = fq + f ′

q ∀q ∈ P ′ ✭✶✶✵✮

f ′′
q,q′ = (fq,q′ + f ′

q,q′)− (fq′,q + f ′
q′,q) ∀(q, q′) ∈

(
E ∩ (Σ+)2

)
❛♥❞ fq,q′ + f ′

q,q′ ≥ fq′,q + f ′
q′,q ✭✶✶✶✮

f ′′
q,q′ = 0 ∀(q, q′) ∈

(
E ∩ (Σ+)2

)
❛♥❞ fq,q′ + f ′

q,q′ < fq′,q + f ′
q′,q ✭✶✶✷✮

f ′′
p,q = fp,q − f ′

q,p ∀q ∈ (P ′ ∩ σE(p)) ✭✶✶✸✮

f ′′
q,p = 0 ∀q ∈ (P ′ ∩ σE(p)) ✭✶✶✹✮

❲❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡

f ′′
s,q = max(f ′′

q , 0) ❛♥❞ f ′′
q,t = max(−f ′′

q , 0) , ∀q ∈ P . ✭✶✶✺✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✶✵✽✮✲✭✶✶✺✮ ♣❡r♠✐t t♦ ❞❡✜♥❡ f ′′
q,q′ ❢♦r ❛❧❧ (q, q

′) ∈ E ✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱

✇❡ ❡①t❡♥❞ f ′′ ♦✉ts✐❞❡ E ❛♥❞ s❡t

f ′′
q,q′ = 0✱ ❢♦r ❛❧❧ (q, q′) ∈ ((V × V) \ E) .

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❤♦❧❞s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ f ′′ : (V × V)→ R ✐s ♠❛①✲✢♦✇ ✐♥ G✳

✶✺✽



❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮ ◆✳ ▲❡r♠é

Pr♦♦❢✳ ◆♦t✐❝❡ ✜rst t❤❛t✱ ✐❢ f ′′ ✐s ❛ ✢♦✇ ✐♥ G ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ♠❛① ✢♦✇ s✐♥❝❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ✭✾✵✮✱ (σE(t) ∩ P
′) = ∅ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✉s✐♥❣ ✭✶✵✽✮✱ ✇❡ ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ f ′′

q,t = fq,t✱ ❢♦r ❛❧❧

q ∈ σE(t)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ valG (f
′′) = valG (f) ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥ G✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❛t f ′′ ✐s ❛ ✢♦✇ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t ✐t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✳

▲❡t (q, q′) ∈ E ✳

• ■❢ q = s ❛♥❞ q′ 6∈ Bp ♦r ✐❢ q 6∈ Bp ❛♥❞ q′ = t✱ ✉s✐♥❣ ✭✶✵✽✮ ❛♥❞ ✭✶✶✺✮✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t

0 ≤ f ′′
q,q′ = fq,q′ ≤ cq,q′ ❛♥❞ 0 ≤ f ′′

q′,q = fq′,q ≤ cq′,q.

• ■❢ q 6∈ Bp ♦r q′ 6∈ Bp✱ ✉s✐♥❣ ✭✶✵✾✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛❣❛✐♥

0 ≤ f ′′
q,q′ = fq,q′ ≤ cq,q′ .

• ■❢ q = s ❛♥❞ q′ ∈ Σ+✱ ✉s✐♥❣ ✭✶✶✵✮ ❛♥❞ ✭✾✻✮✱ ✇❡ ❣❡t

0 ≤ f ′′
q,q′ = fs,q′ + f ′

s,q′ ≤ cq,q′ .

• ■❢ q = s ❛♥❞ q′ = p✱ ✉s✐♥❣ ✭✶✶✵✮ ❛♥❞ ✭✾✼✮✱ ✇❡ ❣❡t

0 ≤ f ′′
q,q′ = fs,p − f ′

p,t ≤ cq,q′ .

• ■❢ (q, q′) ∈ (Σ+)2 ❛♥❞ fq,q′ + f ′
q,q′ ≥ fq′,q + f ′

q′,q✱ ✉s✐♥❣ ✭✶✶✶✮ ❛♥❞ ✭✾✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

0 ≤ f ′′
q,q′ = fq,q′ + f ′

q,q′ − fq′,q − f ′
q′,q ≤ cq,q′ − f ′

q′,q ≤ cq,q′ .

• ■❢ (q, q′) ∈ (Σ+)2 ❛♥❞ fq,q′ + f ′
q,q′ < fq′,q + f ′

q′,q✱ ✉s✐♥❣ ✭✶✶✶✮✱ ✇❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❤❛✈❡

0 ≤ f ′′
q,q′ = 0 ≤ cq,q′ .

• ■❢ q = p ❛♥❞ q′ ∈ (Bp ∩ σE(p))✱ ✉s✐♥❣ ✭✶✶✸✮ ❛♥❞ ✭✾✺✮✱ ✇❡ ❣❡t

0 ≤ f ′′
q,q′ = fp,q′ − f ′

q′,p ≤ cq,q′ .

• ■❢ q ∈ (Bp ∩ σE(p)) ❛♥❞ q′ = p✱ t❤❡♥ ✭✶✶✹✮ tr✐✈✐❛❧❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t

0 ≤ f ′′
q,q′ = 0 ≤ cq,q′ .

✶✺✾



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ q ∈ P ✳

• ■❢ q 6∈ P ′✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ ✉s✐♥❣ ✭✶✵✽✮ ❛♥❞ ✭✶✵✾✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ f ′′
q,q′ = fq,q′ ❛♥❞ f ′′

q′,q = fq′,q✱ ❢♦r

❛❧❧ q′ ∈ σE(q)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

∑

q∈σE (q)

f ′′
q′,q =

∑

q∈σE(q)

fq′,q =
∑

q∈σE (q)

fq,q′ =
∑

q∈σE(q)

f ′′
q,q′ .

• ■❢ q ∈ Σ+✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✢♦✇s f ❛♥❞ f ′ ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛t q✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✉s✐♥❣

✭✶✸✮ ❛♥❞ ✭✾✶✮

fq +
∑

q′∈σE (q)

q′ 6∈P′

(fq′,q − fq,q′) +
∑

q′∈σE (q)

q′∈Σ+

(fq′,q − fq,q′) + fp,q = 0

❛♥❞

f ′
q +

∑

q′∈σE (q)

q′∈Σ+

(f ′
q′,q − f ′

q,q′) − f ′
q,p = 0.

❙✉♠♠✐♥❣ t❤♦s❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭✶✵✾✮✲✭✶✶✹✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

f ′′
q +

∑

q′∈σE (q)

q′ 6∈P′

(f ′′
q′,q − f ′′

q,q′) +
∑

q′∈σE (q)

q′∈Σ+

(f ′′
q′,q − f ′′

q,q′) + (f ′′
p,q − f ′′

q,p) = 0.

❚❤❡ ❧❛tt❡r ❡①♣r❡ss❡s t❤❛t f ′′ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ♥♦❞❡ q✳

• ■❢ q = p✱ t❤❡♥ ✉s✐♥❣ ✭✶✶✵✮✱ ✭✶✶✸✮ ❛♥❞ ✭✶✶✹✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✭✷✾✮ ❛♥❞ ✭✾✼✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∑

q∈σE(p)

(f ′′
q,p − f ′′

p,q) = fs,p − f ′
p,t −

∑

q∈(P ′∩σE(p))

(fp,q − f ′
q,p).

❯s✐♥❣ t❤❛t fp,t = 0 ✭s❡❡ ✭✾✵✮✱ ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✾✮✮✱ f ′
s,p = 0 ✭s❡❡ ✭✾✸✮ ❛♥❞ ✭✾✽✮✮✱ fq,p = 0

✭s❡❡ ✭✾✶✮✮ ❛♥❞ f ′
p,q = 0 ✭s❡❡ ✭✾✸✮ ❛♥❞ ✭✾✽✮✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

∑

q∈σE(p)

(f ′′
q,p−f

′′
p,q) = (fs,p−fp,t)+(f ′

s,p−f
′
p,t)−

∑

q∈(P ′∩σE (p))

[
(fp,q − fq,p) + (f ′

p,q − f ′
q,p)

]
.

❙✐♠♣❧✐❢②✐♥❣✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥

∑

q∈σE(p)

(f ′′
q,p − f ′′

p,q) =
∑

q∈σE(p)

(fq,p − fp,q) +
∑

q∈σE(p)

(f ′
q,p − f ′

p,q),

= 0,

s✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ✢♦✇s f ❛♥❞ f ′ ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛t p✳

✶✻✵



❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮ ◆✳ ▲❡r♠é

❚❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳ ■❢ Σ+ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s✲t ❝✉t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ′ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ t❤❡♥

t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ f ′′ ✐s s✉❝❤ t❤❛t

∀q ∈ σE(p), f ′′
q,p = f ′′

p,q = 0.

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ p ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ ✢♦✇

✈❛❧✉❡✳

Pr♦♦❢✳ ■❢ Σ+ ✐s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ s✲t ❝✉t ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ′ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ t❤❡♥ ❋♦r❞✲❋✉❧❦❡rs♦♥

t❤❡♦r❡♠✱ ✭✶✵✷✮ ❛♥❞ ✭✾✸✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t

fp = valG′

(
Σ+

)
= valG′ (f ′) =

∑

q∈Σ+

f ′
q.

◆♦✇✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ f ′ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡①✐t✐♥❣ Σ+ ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✱ ✉s✐♥❣

✭✾✸✮✱ t❤❛t

fp =
∑

q∈(σE (p)∩Σ+)

f ′
q,p.

❯s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ f ′ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❛t p ❛♥❞ ✭✾✸✮✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ❣❡t

fp = f ′
p,t.

❯s✐♥❣ ✭✶✶✵✮✱ ✭✶✵✼✮ ❛♥❞ ✭✶✵✻✮ t❤✐s ②✐❡❧❞s

f ′′
p = fp − f ′

p,t = 0,

✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣ ✭✶✶✺✮✱ ♣r♦✈✐❞❡s

f ′′
s,p = f ′′

p,t = 0.

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✶✶✹✮✱ t❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t

❢♦r ❛❧❧ q ∈ σE(p), f ′′
q,p = 0. ✭✶✶✻✮

❊①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❛t p ❢♦r f ′′✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ ❢r♦♠ ✭✶✶✻✮ t❤❛t

∑

q∈σE(p)

f ′′
p,q =

∑

q∈σE (p)

f ′′
q,p = 0,

✶✻✶



◆✳ ▲❡r♠é ❊①❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡st ✭✹✻✮

✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t

❢♦r ❛❧❧ q ∈ σE(p), f ′′
p,q = 0,

s✐♥❝❡ f ′′
p,q ≥ 0✱ ❢♦r ❛❧❧ q ∈ σE(p)✳

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✭✶✶✻✮✱ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣r♦♦❢✳ �

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳ ▲❡t G ❜❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ ❧❡t B s❛t✐s❢② ✭✷✾✮ ❛♥❞ ❧❡t ✉s

❛ss✉♠❡ t❤❛t p ∈ P s❛t✐s✜❡s ✭✾✵✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♠❛①✲✢♦✇ f ✐♥ G s✉❝❤ t❤❛t

∀q ∈ σE(p), fp,q = fq,p = 0. ✭✶✶✼✮

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡ p ❢r♦♠ t❤❡ ❣r❛♣❤ G ❞♦❡s ♥♦t ♠♦❞✐❢② ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ ✢♦✇

✈❛❧✉❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✾ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳

■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ✭✾✵✮ ❤♦❧❞s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♠❛①✲✢♦✇ f ✐♥ G s❛t✐s❢②✐♥❣ ✭✾✶✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱

✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② S ⊂ P ′ s✉❝❤ t❤❛t p 6∈ S

∑

q∈Σ+\S

[

cq +
∑

q′ 6∈P ′

(fq′,q − fq,q′)

]

≥ 0.

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r G ′ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❈✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② S ⊂ P ′

valG′ (S) ≥ valG′

(
Σ+

)
,

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ Σ+ ✐s ❛ ♠✐♥ s✲t ❝✉t ✐♥ G ′✳ ❚❤❡♥✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t f ′′ ✐s ❛

♠❛①✲✢♦✇ ✐♥ G ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t f ′′ s❛t✐s✜❡s ✭✶✶✼✮✳ �

✶✻✷



❆♣♣❡♥❞✐① ❉ ◆✳ ▲❡r♠é

❉ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηmax

❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηmax ❛♠♦✉♥ts t♦ ❧♦♦♣ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❞❡✲

❣r❛❞❡❞ ♣✐①❡❧s k ❢r♦♠ n t♦ 1 ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ♦♥❡ s✉❝❤ t❤❛t P(X > k) ≥ ε✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥

k✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ P(X > k) ✐s r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ P(X = k)✳ ▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ T (n) t❤❡ ❝♦st ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ✭✹✵✮ ❛t

k✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ ηmax ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ O(nT (n))✳ ❙✐♥❝❡ ✭✹✵✮

✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭s❡❡ ✭✹✶✮✮✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐✲

❝❤♦t♦♠✐❝ s❡❛r❝❤✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(T (n)log2(n))✳

❲❤❡♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ηmax✱ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❝❛♥ ❛♣♣❡❛r ✇✐t❤ ✭✹✵✮✳

■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❧❛r❣❡ ✇✐♥❞♦✇ r❛❞✐✐✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✹✵✮ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❞♦③❡♥ ♦❢ ❞✐❣✐ts ❛♥❞

❡✈❡♥ ♠♦r❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠✲

♣✉t✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s q✉✐❝❦❧② ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ ❞❡❛❞✲❡♥❞ ✇❤❡♥ r > 15 ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚♦

♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ P(X = k)✳

❋♦r ❛ ✜①❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦✐s❡ ξ ∈]0, 1[✱ ♦♥❡ ❡♥❞s ✉♣ ✇✐t❤

log(P(X = k)) = log(
(
n
k

)
ξk(1− ξ)n−k)

= log(
(
n
k

)
) + log(ξk) + log((1− ξ)n−k)

= log
(

n
k!(n−k)!

)
+ klog(ξ) + (n− k)log(1− ξ)

= log(n!)− log(k!)− log((n− k)!)
︸ ︷︷ ︸

(∗)

+klog(ξ) + (n− k)log(1− ξ).

✭✶✶✽✮

❋r♦♠ ✭✶✶✽✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❣❡t ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✯✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❛♠❛♥✉❥❛♥✬s ❢♦r♠✉❧❛

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♦♥❧② O(1)✳

❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ log(x!) ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❘❛♠❛♥✉❥❛♥ ✐♥ ❬❘❛♠✽✽❪ ✐s ✻

log(x!) ≃ xlog(x)− x+
log(x(1 + 4x(1 + 2x)))

6
+

log(π)

2
. ✭✶✶✾✮

✻❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ log(x!) ❛♥❞ ✭✶✶✾✮ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦r x = 1 ❛♥❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡s

❛s x t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ❋♦r x = 1✱ t❤✐s ❡rr♦r ✐s ❛❜♦✉t 10−4 ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

✶✻✸
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✶✻✹



❘❡❢❡r❡♥❝❡s

❬❇❈❆❪ ❆✳ ❇r❡tt♦✱ ❍✳ ❈❤❡r✐✜✱ ❛♥❞ ❉✳ ❆❜♦✉t❛❥❞✐♥❡✳ ❍②♣❡r❣r❛♣❤ ✐♠❛❣✐♥❣✿ ❆♥

♦✈❡r✈✐❡✇✳ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✸✺✭✸✮✿✻✺✶✕✻✺✽✳

❬❇❋✼✵❪ ❈✳ ❇r✐❝❡ ❛♥❞ ❈✳ ❋❡♥❡♠❛✳ ❙❝❡♥❡ ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱

✶✭✸✮✿✷✵✺✕✷✷✻✱ ✶✾✼✵✳

❬❇●✽✾❪ ❏✳ ❇❡❛✉❧✐❡✉ ❛♥❞ ▼✳ ●♦❧❞❜❡r❣✳ ❍✐❡r❛r❝❤② ✐♥ ♣✐❝t✉r❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✿ ❆ st❡♣✲

✇✐s❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ✐♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞

▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✶✶✭✷✮✿✶✺✵✕✶✻✸✱ ✶✾✽✾✳

❬❇❏✵✶❪ ❨✳ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ▼✲P✳ ❏♦❧❧②✳ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❣r❛♣❤ ❝✉ts ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞

r❡❣✐♦♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ◆✲❉ ✐♠❛❣❡s✳ ■♥ ■❈❈❱✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✱ ♣❛❣❡s

✶✵✺✕✶✶✷✱ ✷✵✵✶✳

❬❇❑✵✹❪ ❨✳ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ❱✳ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠✐♥✲

❝✉t✴♠❛①✲✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✈✐s✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝✲

t✐♦♥s ♦♥ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✷✻✭✾✮✿✶✶✷✹✕✶✶✸✼✱ ✷✵✵✹✳

❬❇❑✵✺❪ ❨✳ ❇♦②❦♦✈ ❛♥❞ ❱✳ ❑♦❧♠♦❣♦r♦✈✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❣❡♦❞❡s✐❝s ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r❢❛❝❡s

✈✐❛ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✳ ■♥ ■❈❈❱✱ ♣❛❣❡s ✷✻✕✸✸✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✺✳

❬❇▼●+✶✵❪ ❆✳ ❏✳ ❇✉❝❦❧❡r✱ ❏✳ ▲✳ ▼✉❧s❤✐♥❡✱ ❘✳ ●♦tt❧✐❡❜✱ ❇✳ ❩❤❛♦✱ P✳ ❉✳ ▼♦③❧❡②✱ ❛♥❞

▲✳ ❙❝❤✇❛rt③✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❈❚ ❛s ❛♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ❜✐♦♠❛r❦❡r ✐♥ ❧✉♥❣

❝❛♥❝❡r✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ ❘❛❞✐♦❧♦❣②✱ ✶✼✭✶✮✿✶✵✵✕✶✵✻✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✵✳

❬❇♦✉✾✼❪ ❈✳ ❆✳ ❇♦✉♠❛♥✳ ❈❧✉st❡r✿ ❆♥ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥

♠✐①t✉r❡s✳ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✼✳

❬❇❚✵✽❪ ❊✳ ❇❛❡ ❛♥❞ ❳✲❈✳ ❚❛✐✳ ●r❛♣❤ ❝✉ts ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐♣❤❛s❡ ♠✉♠❢♦r❞✲s❤❛❤ ♠♦❞❡❧

✉s✐♥❣ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❧❡✈❡❧ s❡t ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❯❈▲❆ ❈❆▼✱

✷✵✵✽✳
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❬❇❱❩✾✾❪ ❨✳ ❇♦②❦♦✈✱ ❖✳ ❱❡❦s❧❡r✱ ❛♥❞ ❘✳ ❩❛❜✐❤✳ ❋❛st ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡♥❡r❣② ♠✐♥✐♠✐③❛✲
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❬❈❆✵✽❪ ❈✳ ❈✐❣❧❛ ❛♥❞ ❆✳❆✳ ❆❧❛t❛♥✳ ❘❡❣✐♦♥✲❜❛s❡❞ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✈✐❛ ❣r❛♣❤
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❬❈❛♥✽✻❪ ❏✳ ❈❛♥♥②✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❡❞❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s

❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✽✭✻✮✿✻✼✾✕✼✶✹✱ ✶✾✽✻✳

❬❈●◆❚✵✾❪ ❈✳ ❈♦✉♣r✐❡✱ ▲✳ ●r❛❞②✱ ▲✳ ◆❛❥♠❛♥✱ ❛♥❞ ❍✳ ❚❛❧❜♦t✳ P♦✇❡r ✇❛t❡rs❤❡❞s✿ ❆

♥❡✇ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡①t❡♥❞✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✱ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦❡r

❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♣❛♥♥✐♥❣ ❢♦r❡st✳ ■♥ ■❈❈❱✱ ♣❛❣❡s ✼✸✶✕✼✸✽✱ ✷✵✵✾✳

❬❈❱✵✶❪ ❚✳❋✳ ❈❤❛♥ ❛♥❞ ▲✳ ❱❡s❡✳ ❆❝t✐✈❡ ❝♦♥t♦✉rs ✇✐t❤♦✉t ❡❞❣❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s

♦♥ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ✶✵✭✷✮✿✷✻✻✕✷✼✼✱ ✷✵✵✶✳

❬❉❇✵✽❪ ❆✳ ❉❡❧♦♥❣ ❛♥❞ ❨✳ ❇♦②❦♦✈✳ ❆ s❝❛❧❛❜❧❡ ❣r❛♣❤✲❝✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ◆✲❉ ❣r✐❞s✳
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❬❉❋✺✻❪ ●✳❇✳ ❉❛♥t③✐❣ ❛♥❞ ❉✳❘✳ ❋✉❧❦❡rs♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♠❛①✲✢♦✇ ♠✐♥✲❝✉t t❤❡♦r❡♠s ♦❢

♥❡t✇♦r❦s✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙t✉❞②✱ ✸✽✿✷✶✺✕✷✷✶✱ ✶✾✺✻✳

❬❉✐❝✹✺❪ ▲✳ ❉✐❝❡✳ ▼❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝✐❡s✳
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✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ✈✐❛ t❤❡ ❡♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧
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r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❜✐♥❛r② ✐♠❛❣❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱
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▼✳ ●✳ ❑r✐s✳ ▲✉♥❣ ❝❛♥❝❡r✿ ❈♦♠♣✉t❡r✐③❡❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♠♦r r❡s♣♦♥s❡✕

✐♥✐t✐❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❘❛❞✐♦❧♦❣②✱ ✷✹✶✭✸✮✿✽✾✷✕✽✾✽✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✻✳

✶✼✹



P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❬✶❪ ◆✳ ▲❡r♠é✱ ▲✳ ▲ét♦❝❛rt✱ ❛♥❞ ❋✳ ▼❛❧❣♦✉②r❡s✳ ❘❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤s ❢♦r ♠✐♥✲❝✉t✴♠❛①✲✢♦✇

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ✐♠❛❣❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ◆♦t❡s ✐♥ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✸✼✿✻✸✕

✻✽✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✶✳

❬✷❪ ◆✳ ▲❡r♠é ❛♥❞ ❋✳ ▼❛❧❣♦✉②r❡s✳ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❣r❛♣❤ ❝✉t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ♣r❡♣r✐♥t

❍❛❧✱ ✷✵✶✶✳ ✭s✉❜♠✐tt❡❞✮✳

❬✸❪ ◆✳ ▲❡r♠é ❛♥❞ ❋✳ ▼❛❧❣♦✉②r❡s✳ ●r❛♣❤ ❝✉ts✲❜❛s❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s s❡❣♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❧t❡r✐♥❣✳ ■♥ ❤❛❧✲✵✵✻✷✹✵✾✸✱ ✷✵✶✷✳ ✭s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❈❱P❘✮✳

❬✹❪ ◆✳ ▲❡r♠é✱ ❋✳ ▼❛❧❣♦✉②r❡s✱ ❛♥❞ ▲✳ ▲ét♦❝❛rt✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❣r❛♣❤s ✐♥ ❣r❛♣❤ ❝✉t s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥✳ ■♥ ■❈■P✱ ♣❛❣❡s ✸✵✹✺✕✸✵✹✽✱ ✷✵✶✵✳

❬✺❪ ◆✳ ▲❡r♠é✱ ❋✳ ▼❛❧❣♦✉②r❡s✱ ❛♥❞ ▲✳ ▲ét♦❝❛rt✳ ❘❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✧✈✐s✐♦♥ ❣r❛♣❤s✧✳ P❛t❡♥t ◆♦✳

❋❘✷✾✺✺✹✵✽ ✭❆✶✮✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✶✵✳

❬✻❪ ◆✳ ▲❡r♠é✱ ❋✳ ▼❛❧❣♦✉②r❡s✱ ▲✳ ▲ét♦❝❛rt✱ ❛♥❞ ❏✲▼✳ ❘♦❝❝❤✐s❛♥✐✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥

❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ❣r❛♣❤ ❝✉ts✳ ■♥ ❖❘❆❙■❙✱ ♥✉♠❜❡r ✐♥r✐❛✲✵✵✺✾✻✼✷✹✱ ✷✵✶✶✳

❬✼❪ ◆✳ ▲❡r♠é✱ ❋✳ ▼❛❧❣♦✉②r❡s✱ ❛♥❞ ❏✲▼✳ ❘♦❝❝❤✐s❛♥✐✳ ❋❛st ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❡✣❝✐❡♥t s❡❣♠❡♥t❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝✉ts✳ ■♥ ▼■❈❈❆■ ✕ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ P✉❧♠♦♥❛r② ■♠❛❣❡

❆♥❛❧②s✐s✱ ♣❛❣❡s ✾✕✷✵✱ ✷✵✶✵✳

✶✼✺
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❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ❜❛♥❞✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣② ❢♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❜✐♥❛r②
❣r❛♣❤ ❝✉t s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❧♦❝❛❧❧② t❡st✐♥❣ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡ ✐s r❡❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡s❡ ❣r❛♣❤s✳ ▲✐❦❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❜❛♥❞✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧②
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❡❞❣❡s t♦ s❡❣♠❡♥t✳ ■♥ ❛ ✜rst t✐♠❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝
❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ ❛ ♥♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t
t✐♠❡ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ✐♠❛❣❡ ❜♦r❞❡rs✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡✱ ❡①tr❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤✐s t❡st ❢♦r ❜♦t❤ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ s❡❣♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ ♥♦✐s❡ ✐♥
t❤❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❣r❛♣❤✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤ ❝✉ts
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❧♦✇ ♣✐①❡❧ ❡rr♦r ♦♥ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥♦t❤❡r t❡st ✇✐t❤ ❛
s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤✐s t❡st ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② r❡♠♦✈❡❞
✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❡①❤✐❜✐t s✐♠✐❧❛r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥
t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ t❡st✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡
s❡♠✐✲✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✉♥❣ t✉♠♦rs ✐♥ ✸❉ ❈❚ ✐♠❛❣❡s✳ ❚❤❡ ♥♦✈❡❧t② ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡♠❜❡❞
❛ ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t s❡❡❞s ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡✐r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛❣❛✐♥st ♣r♦✈✐❞❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤s ❡①❤✐❜✐t
❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡❧✐♥❡❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♠♦rs ✇✐t❤ ❛ ❉✐❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✽✵✪ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❣r❛♣❤ ❝✉t✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧✉♥❣ t✉♠♦r✱ ❞✐s❝r❡t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ r❡❞✉❝t✐♦♥✳

❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♣❛r ❣r❛♣❤ ❝✉ts✳ ❈❡❝✐ ❡st ❡✛❡❝t✉é ❡♥ t❡st❛♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
s✐ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❝❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ➚ ❧✬✐♥st❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
❛♥tér✐❡✉r❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡s✱ ❧❡s ♥♦❡✉❞s r❡st❛♥ts s♦♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐sés ❞❛♥s ❞❡s ❜❛♥❞❡s étr♦✐t❡s
❛✉t♦✉r ❞❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t à s❡❣♠❡♥t❡r✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ t❡st ❤❡✉r✐st✐q✉❡
♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥ ♥♦❡✉❞ ♣❡✉t êtr❡ ❛❥♦✉té ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t
✭❡①❝❡♣té ♣♦✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✮✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st é❧❡✈é✱ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✉♣✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ✐♥té❣rés à ❝❡ t❡st ♣♦✉r à ❧❛ ❢♦✐s ré❞✉✐r❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ③♦♥❡s
❞✉❡s ❛✉ ❜r✉✐t ❞❛♥s ❧❡s s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡st ♠♦✐♥❞r❡✱ ❧❡ t❡♠♣s r❡q✉✐s
♣❛r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❡♥sé ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❞✉✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤ ❝✉ts st❛♥❞❛r❞ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❡rr❡✉r q✉❛s✐ ♥✉❧❧❡ s✉r ❧❡s s❡❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥ ❛✉tr❡ t❡st ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥♥❡❧ ❧é❣èr❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡ t❡st ♣❡✉t êtr❡ r❡t✐ré s❛♥s ❛❧tér❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉
✢♦t ♠❛①✐♠✉♠✳ ❉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①❤✐❜❡r ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉ t❡st
❤❡✉r✐st✐q✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
à ❧❛ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s❡♠✐✲✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡ t✉♠❡✉rs ♣✉❧♠♦♥❛✐r❡s ❞❛♥s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❈❚ ✸❉✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❝❡
tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐st❡ à ✐♥té❣r❡r ✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛✐♥❡s ♦❜❥❡t ❡t ❝♦♥trô❧❡r ❧❡✉r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❣râ❝❡ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋❛st ▼❛r❝❤✐♥❣ ❜❛sé s✉r ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ❡t
q✉❛❧✐t❛t✐❢s ❝♦♠♣❛rés ❛✉① ✈ér✐tés t❡rr❛✐♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♠♦♥tr❡♥t ✉♥❡ ❞é❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s t✉♠❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❉✐❝❡ s✉♣ér✐❡✉r à ✽✵✪ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳

▼♦ts✲❝❧és ✿ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t✉♠❡✉r ♣✉❧♠♦♥❛✐r❡✱ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡✱ ré❞✉❝t✐♦♥✳

❉✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✿ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳

■♥st✐t✉t ●❛❧✐❧é❡ ✕ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲◆♦r❞

✾✾✱ ❛✈❡♥✉❡ ❏❡❛♥✲❇❛♣t✐st❡ ❈❧é♠❡♥t

✾✸✹✸✵ ❱✐❧❧❡t❛♥❡✉s❡


