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Introduction générale

Contexte de la these

Les robots marcheurs sont tres étudiés de part le monde, mais sont encore loin de
rivaliser avec la locomotion a roue. Et ce malgré 'avantage indéniable de pouvoir se
déplacer sur des terrains tres accidentés.

C’est que le probleme de la marche est un probleme tres difficile, qui est loin d’étre
résolu. En effet la structure du robot change lorsque des points d’appuis apparaissent
ou disparaissent, ces appuis sont soumis a des contraintes de non glissement et de non
décollement, et enfin la marche fait intervenir des phénomenes d’impact au moment de la
création de nouveaux contacts. Ces difficultés sont d’autant plus criantes que I'on souhaite
étudier une marche rapide, pour laquelle ’ensemble de ces phénomenes et les dynamiques
du systeme ne peuvent plus étre négligés.

Les travaux les plus aboutis traitant de marche dynamique le sont pour des bipedes,
la complexité du systeme augmentant avec le nombre de jambes. Parmi les réalisations de
bipedes les plus abouties, nous pouvons citer les robots Honda, HRP2, Johnny, BIP. Ce-
pendant les algorithmes utilisés pour faire marcher des robots humanoides possédant au-
tant de degrés de libertés sont nécessairement simplifiés pour tenir compte des contraintes
de calcul en temps réel. Dans le probleme de la vérification des contraintes de contact au
sol, ils ne prennent en compte pour la plupart que la contrainte la plus restreignante
de non basculement des pieds par la méthode du Zéro Moment Point. Et les méthodes
de génération de mouvements en ligne ne garantissent donc pas la vérification de toutes
les contraintes. De plus I'impact est rarement pris en compte. Difficile dans ces cas la
d’obtenir des garanties de stabilité de la marche.

Afin d’atteindre de meilleures performances de la marche, voire de faire courir un
bipede, il est nécessaire de développer des études de stabilité théoriques les plus générales
possibles, permettant d’exploiter au maximum les possibilités d’un robot bipede. Et il est
également nécessaire de tenir compte du phénomene d’impact. L’impossibilité de pouvoir
résoudre completement le probleme de la stabilité de la marche, ainsi que les difficultés
théoriques de la prise en compte de I'impact, laissent donc encore largement ouvert les
é¢tudes sur la stabilité et la marche des bipedes.

Dans ce contexte, le projet Robea sur la "commande des robots bipedes pour la marche
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et la course” a été créé pour regrouper la communauté francgaise travaillant sur les robots
marcheurs autour d'un projet d’étude théorique de la marche. On pourra se reporter a
'article de synthese sur le projet Rabbit CHEVALLEREAU et al. [1§]. Ce projet a abouti a
la fabrication du prototype Rabbit. Ce robot a été concu de maniere suffisamment simple
pour que les approches théoriques soient possibles, et suffisamment proche d’un robot
anthropomorphe afin de garder la problématique essentielle de la marche anthropomorphe.
En particulier, seule une marche sagittale est considérée, et le robot ne possede pas de
pieds. L’absence de pieds entraine que le robot est sous-actionné en phase de simple
support, mais cette approximation ne rajoute pas de probleme artificiel puisqu’'un robot
avec des pieds est limité sur le couple qu’il peut appliquer a la cheville pour éviter le
basculement des pieds, et est donc soumis a un probléeme similaire.

Cette these a eu pour but d’étudier I'introduction d’une phase de double support dans
la marche du robot Rabbit tant de I'aspect énergétique des mouvements de marche pos-
sible que de leur stabilité. Cette étude est dans le prolongement des études avec une phase
de double support instantanée déja menées sur le prototype Rabbit. Elle constitue une
étape intermédiaire vers le cas de la marche de 'homme pour laquelle il y a bien sur une
phase de double support mais avec des pieds. Il était attendu que cette phase de double
support permette une plus faible consommation d’énergie en permettant une meilleure
répartition de 'apport de 1’énergie au cours d'un pas, notamment car le double support
nous semblait plus adapté pour fournir une énergie propulsive au bipede. Le présent ma-
nuscrit apporte la preuve de l'inverse dans le contexte d'un robot sans pieds, puisque
les mouvements optimaux que nous avons obtenus avec double support consomment plus
que des mouvements sans double support présentés dans la littérature. Au cours de cette
étude d’une marche avec double support, nous avons été amenés a étudier I'impact, afin
d’obtenir la phase de double support apres cet impact. Nous avons constaté que le modele
d’impact ne prédisait pas de double support possible, bien qu’il nous semble que certains
cas d’'impact donnent effectivement des doubles supports. Nous avons ainsi remis en cause
le modele d’impact que nous utilisions, et nous avons été amenés a considérer une marche
sans impact afin d’obtenir la phase de double support. Il a aussi été partiellement étu-
dié I'impact avec des pieds, dont nous pensons que la présence doit faciliter I’'obtention
du double support. Il était aussi attendu que cette phase de double support permette
d’augmenter la stabilité de la marche, celle-ci permettant d’effectuer des corrections sur
la marche plus importante du fait de son sur-actionnement. Nous avons effectivement

montré ce résultat dans le présent manuscrit.

Organisation du mémoire

Le présent manuscrit présentera dans le chapitre i} la modélisation du robot nécessaire

a la génération de mouvement et a la mise au point de la commande du robot. Nous
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présenterons ensuite une étude de I'impact pour obtenir la phase de double support dans le
chapitre 2. Nous présenterons a cette occasion deux modeles d’impact dont un nous semble
plus correct. Nous effectuerons également une étude des impacts avec des pieds. Dans le
chapitre 3 sera présenté le travail de recherche de mouvements optimaux de marche. Nous
présenterons une mise en forme rigoureuse du probleme d’optimisation. En effet, nous
avons tenu compte du fait que le critere et certaines contraintes nécessitent, pour étre
définies, que d’autres contraintes soient vérifiées. A notre connaissance, ces caractéristiques
du probleme d’optimisation n’ont jamais été prises en compte. Nous proposerons une
modification d’'une méthode d’optimisation classique afin de pouvoir résoudre le probleme
d’optimisation ainsi trouvé. Et nous présenterons également les calculs nécessaires a la
détermination du gradient du probleme d’optimisation, qu’il est intéressant de fournir
au programme de résolution du probleme d’optimisation afin d’en améliorer le processus.
Enfin, le chapitre ) présentera une premiere étude de stabilité des dynamiques de zéro
présentant 'intérét de la phase de double support. Une deuxieme étude de stabilité, plus

classique, sera également donnée afin de vérifier la stabilité de toutes les dynamiques.
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Chapitre 1

Modélisation du robot bipede
RABBIT
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1.1 Introduction

Ce chapitre présente le robot bipede Rabbit, les parametres de configuration utilisés,
ainsi que les modeles du bipede considérés pour les phases de simple et double support.
Ces modeles tiennent compte en particulier des frottements articulaires et de la barre
de maintient latéral du bipede Rabbit. Ces modeles seront utilisés pour la génération de
mouvements optimaux présentée chapitre 8 et pour la commande et ’étude de stabilité
présentée au chapitre 4.

Le robot bipede Rabbit est un systeme multi-corps soumis a des contacts intermittents
avec le sol. La modélisation du contact avec le sol de tels systemes peut se faire avec
un modele continu en considérant une compliance au niveau du contact, ou lorsqu’on
considere des solides rigides avec un modele hybride constitué de phases continues séparées
de phases impulsionnelles discretes pour éviter I'interpénétration lors de I'apparition d'un

nouveau contact. Dans la réalité, un contact est toujours compliant, on pourrait donc
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considérer que la premiere méthode de modélisation est la mieux adaptée. Cependant
pour simuler des systemes tres rigides qui ont des dynamiques tres élevées, le modele de
contact compliant nécessite un pas de discrétisation temporelle tres faible. Les temps de
simulations obtenus étant alors rédhibitoires, deux solutions sont possibles : augmenter
la compliance du sol pour réduire le temps de simulation ou faire I'approximation d’un
contact tres rigide par un contact infiniment rigide. Nous avons ici choisi d'utiliser un
modele en considérant les solides comme infiniment rigides, ce qui permet de simuler plus
rapidement le robot bipede, et qui est une approximation d’autant meilleure que le systeme
réel a modéliser est plus rigide. On pourra a ce propos se reporter a l'argumentation
de BARAFF [G] et a l'article de PAOLI et SCHATZMAN [64] qui donne des exemples de

simulations.

Au niveau d’un contact entre solides rigides les seuls efforts de contact possibles sont
des efforts pour éviter la pénétration mais pas pour éviter le décollement. De tels contacts
sont représentés par des contraintes unilatérales. Pour une présentation relativement com-
plete de I’étude de tels systémes, on pourra se reporter au chapitre 1 de la thése de GENOT
[28]. Les contraintes de contact avec frottement et glissement peuvent aussi étre mises sous
la forme de contraintes unilatérales, présenté dans PFEIFFER et GLOCKER [bf] et repris
dans la these de GENOT [2§]. De nombreux travaux ont été menés et sont menés sur les
systemes dynamiques soumis a des contraintes unilatérales, aussi appelés systemes non
réguliers, voir par exemple le numéros spécial des Philosophical Transactions : Mathema-
tical, Physical and Engineering Sciences [1]. En particulier une problématique importante
est de prouver l'existence et 'unicité des solutions de tels systemes, et de trouver des
lois de comportement de contact ayant de telles propriétés. L’existence et I'unicité des
solutions de tels systemes reposent sur l'existence et 1'unicité des solutions au cours des
phases continues et impulsionnelles. A ce jour, 'existence et 'unicité des solutions ont été
prouvées pour des systemes soumis a des contraintes unilatérales dans le cas de contacts
sans frottements et si les forces extérieures et intérieures autres que celles dues a un
contact unilatéral subies par le systeme sont analytiques. Une fonction est analytique si
les séries de Taylor en tout point de cette fonction convergent bien vers cette fonction.
En général cette condition portant sur les efforts subis par un systeme mécanique est
effectivement vérifiée. L’article de synthése de BALLARD [4] présente toutes les démons-
trations et les références des autres contributions a ce propos. Dans le cas de contacts
avec frottements et la loi de frottement d’Amontons-Coulomb, 'existence et 'unicité n’a
été prouvée que dans des cas particuliers. En général I'existence et I'unicité des solutions
de systemes en présence de contact avec frottement d’Amontons-Coulomb ne semblent
pas vrai. De nombreux auteurs ont constaté des inconsistances (pas de solution), voir le
livre de BROGLIATO [10] pour une liste de tels travaux. Le paradoxe de Painlevé est un
célebre exemple d’inconsistance dans le cas d’une barre en glissement sur un sol horizon-

tal. Cependant dans la thése de GENOT [2§] et l'article de GENOT et BROGLIATO [29]
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il est prouvé que si on démarre en dehors de ce mode inconsistant, ce mode inconsistant
est évitable par une phase impulsionnelle sans collision. Le cas de la barre en glissement
sur le sol possede également des indéterminations, et le choix de la solution reste encore
un probleme ouvert. Pour obtenir 1'existence et 'unicité des solutions d’un systeme sou-
mis & des contacts avec frottement LOTSTEDT [63], STEWART et TRINKLE [73] proposent
des modifications de la loi de frottement d’Amontons-Coulomb, mais au détriment de la
consistance physique de la loi de frottement. On pourra se référer & la theése de GENOT
[28] pour des commentaires plus détaillés & ce propos.

Pour notre part, bien que tenant compte des contraintes de non glissement, nous
avons fait le choix de ne modéliser le bipede que pour les phases de simple support sans
glissement et de double support sans glissement. En effet, nous considérons seulement des
mouvements de marche sans glissement (voir la section 3), et cherchons également par la
commande & éviter ces phases de glissement (voir la section 4.3.1)). Nous nous contenterons
donc de vérifier les contraintes de non glissement sur les réactions du sol. Cette restriction
au cas sans glissement a de plus 'avantage d’entrainer existence et unicité des solutions.
On pourra se reporter a la these de WIEBER [R2] qui fait la méme hypothese. Nous
nous sommes donc contenté des modeles du bipede avec un et deux pieds au sol, sans
glissement. Et les commutations d’un modele a 'autre se font lorsque le pied libre rentre
en contact avec le sol ou lorsque la réaction normale d'un des deux pieds au sol s’annule.
Pour détecter ces événements, nous utilisons une méthode d’intégration a pas variable
qui permet de déterminer les instants de ces événements avec la précision machine. Cette
méthode s’oppose a d’autres méthodes d’intégration a pas fixe pour des systemes avec
contraintes unilatérales, comme développées dans MOREAU [59] ot 'on peut également
trouver une introduction sur les différentes méthodes de simulation des systemes sous
contraintes unilatérales. En ce qui concerne I'impact, comme nous le verrons en section
2, pour respecter le non glissement nous avons recherché les conditions avant impact
permettant d’obtenir une phase de double appuis sans glissement apres impact.

Le présent chapitre commencera par une présentation du robot rabbit section 1.3 et
des parametres utilisés section 3. La section 1.4 présentera les modeles de simple support
et double support, ainsi que comment ils ont été obtenus, en tenant compte en particulier

de la barre de maintient latéral du robot et des frottements articulaires.

1.2 Présentation de Rabbit

Le robot Rabbit est un robot bipede anthropomorphe congu pour I'étude théorique de
la marche.

Le robot est considéré comme un robot plan permettant des marches dans le plan
sagittal. Le robot réel a en fait un mouvement circulaire dont le rayon est supposé suffi-

samment grand pour permettre I’approximation a chaque instant d’'un mouvement plan.
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La figure 1.l représente le bipede avec la structure mécanique constituée d'une barre per-
mettant le mouvement circulaire. Le robot Rabbit est équipé de roulettes au niveau des
pieds pour obtenir un degré de liberté dans le plan latéral afin que le bipede reste dans
un plan tangent au cercle dont le rayon est égal a la longueur de la barre, malgré son
mouvement de rotation autour du poteau central qui entraine un déplacement du plan

tangent.

F1c. 1.1 — Prototype Rabbit ot I’on peut apercevoir la barre de maintient latéral.

Rabbit est constitué de 5 corps : 2 jambes constituées chacune d’'une cuisse et d’un
tibia et un tronc. Les articulations entre les corps sont rotoides. Il est actionné au niveau
des articulations des hanches et des genoux par 4 moteurs. La figure 173 permet d’observer
plus précisément la structure mécanique de rabbit. Il ne possede donc pas de pieds et n’est
donc pas non plus actionné au niveau des chevilles. En phase d’appui sur un pied, le robot

possede donc 5 degrés de liberté en rotation et 4 actionneurs et est donc sous-actionné.

1.3 Paramétrisation et notations utilisées

La figure 1.3 représente la notation des parametres considérés pour le bipede.

Nous avons choisi de paramétrer le bipede avec I'angle absolu o du tibia de la jambe
1 référencé par rapport a ’axe vertical, ainsi que les angles relatifs entre les corps d;, 0o,
03, 04. Ces angles sont comptés positifs dans le sens trigonométrique. d3 a été choisi car
il est directement lié a I’écartement entre les jambes et permettra par la suite d’écrire la

fermeture de la chaine cinématique en double support sans faire intervenir I'orientation
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Fi1G. 1.2 — Prototype Rabbit.

sens
positif

~

(J;t’ Zt)

—
X

Fic. 1.3 — Schéma du bipede avec les parametres de position.
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relative du tronc d,. L’ensemble de ces angles relatifs et de ’angle absolu constitue le
vecteur ¢ = [a 8y & 03 04)7 qui permet de définir la configuration du bipede.

X; =[x, )7 est la position du centre de gravité du tronc ot z; est la composante
selon 'axe T et 2 est la composante selon 'axe 2. On note ainsi le vecteur X = [ 2 2] T

qui permet de définir la position et la configuration du robot dans 'espace.

X1 = |21 21]7 est la position de extrémité du pied 1 et Xy = [z 20]7 est la position

de 'extrémité du pied 2.

La figure 14 représente la notation des couples articulaires et des réactions du sol.

F1G. 1.4 — Schéma du bipede représentant les couples et les réactions du sol.

I'; est le couple exercé par la cuisse sur le tibia selon l'axe de rotation du genou de
la jambe 1, I'; est le couple exercé par le tronc sur la cuisse de la jambe 1 selon 'axe de
rotation de la hanche, I's est le couple exercé par le tronc sur la cuisse de la jambe 2 selon
I’axe de rotation de la hanche, I'y est le couple exercé par la cuisse sur le tibia de la jambe
2 selon 'axe de rotation du genou. Nous notons le vecteur I' = [['; '3 T3 F4]T le vecteur des
couples articulaires. Les couples sont positifs dans le sens des fleches de la figure 1.4. La
numeérotation des moteurs est choisie identique a celle des couples. Nous numérotons les

moteurs car nous tiendrons compte par la suite des inerties des moteurs dans le modele
du bipede.

Ry = [Ry, Ry.] est la réaction du sol sur 'extrémité de la jambe 1 et Ry = [Ra, Ra.]
est la réaction du sol sur l'extrémité de la jambe 2. Les indices x et z indiquent les

. — —
composantes respectivement selon ’axe " et selon 'axe 2.
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1.4 Modélisation en phase de simple support et double
support

1.4.1 Cas général

Pour la modélisation des robots avec le formalisme de Lagrange ou de Newton-FEuler,
on pourra se référer au livre de KHALIL et DOMBRE [46]. Nous obtenons ici un mo-
dele légerement différent que celui obtenu dans le livre de KHALIL et DOMBRE [40] car
nous n’avons pas utilisé la paramétrisation des robots de Khalil-Kleifinger. Nous avons
pu utiliser notre propre paramétrisation du robot, car le robot Rabbit est suffisamment
simple pour que I’on ne soit pas obligé d’utiliser une paramétrisation systématique. Pour
la modélisation des robots marcheurs on pourra également se référer aux theses de RoOUs-
SEL [68], MURARO [62], KERAMANE [45], PERRIN [65], CABODEVILA [12], WESTERVELT
[79], et CHESSE [17]. 11 est aussi possible de mettre un systéme soumis & des contraintes
unilatérales sous forme d'un LCP (Linear Complementarity Problem) ou d’un probleme
d’optimisation quadratique avec le principe de Gauss de moindre déviation, voir les theses
de WIEBER [82], GENOT [2§], et le livre de PFEIFFER et GLOCKER [6{].

En considérant tous les degrés de liberté du vecteur X, le modele dynamique du robot

bipede obtenu par la méthode de Lagrange a la forme suivante.

A(Q)X +C(q,¢) + G(X) = DrT + D1(q)T Ry + Dy(q)' R, (1.1)

Ou :

— A(7 x 7) est la matrice d’inertie,

— C(7 x 1) correspond aux effets de Coriolis et centrifuges,

— G(7 x 1) correspond aux effets de gravité,

— Drp(7 x 1) traduit les effets des couples. Elle est composée de 0 et de +1,

— D1(2x7) et Dy(2x7) traduisent les effets des réactions du sol. Nous verrons section
1-4.2 que ces matrices sont les matrices jacobiennes entre la vitesse de 'extrémité
des jambes et les vitesses articulaires. Ces matrices sont donc aussi présentes dans
les contraintes de position des pieds en vitesse et accélération (iI.4), (1.3), (1.6) et
am.

Il est & remarquer que la matrice d’inertie A(q) ne dépend pas de l'orientation absolue

du bipede donnée par «, et ne dépend donc que de &1, d2, d3 et dy.

Ce modele n’est pas complet sans tenir compte des contraintes de contact des pieds

au sol. La contrainte de position sur le pied de la jambe 1 est définie équation (1.3).

X1(X)=0 (1.2)

En considérant que la position du pied 1 est nulle, 'équation (1.34) signifie que le pied
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1 est considéré comme 'origine. La contrainte de contact du pied de la jambe 2 au sol est

définie comme suit.

Xy(X) = [ ! ] (1.3)

d est la position relative du pied 2 par rapport au pied 1 selon l'axe 7 . Elle signifie
également que le pied 2 est a la méme hauteur que le pied 1.

L’expression des positions des pieds X;(X) et X5(X) sont données section 141 Ces
contraintes (1:3) et (123) sur la position des pieds induisent également des contraintes sur
les vitesses (1.4) pour le pied 1 et (175) pour le pied 2 et sur les accélérations (1.6) pour le
pied 1 et (1.7) pour le pied 2. Ces équations sont obtenues par dérivation des contraintes
en position (i 2) et (1.3).

Dl(Q>X =0 (1.4)
Dy(q)X =0 (1.5)
Dy(q)X + Hy(q,4) =0 (1.6)
Do(q)X + Hy(q,4) =0 (1.7)

Dans le cas d'une phase de simple support sur la jambe 1, le modele général sera donné
par I’équation (1.1) en considérant Re = 0 et par la contrainte en accélération sur le pied
1 (126). On ne considere sur le pied 1 que la contrainte sur 'accélération (1.6) car dans le
cas de la simulation de ce systeme, seules (1.1) et (1.6) constituent le systeme d’équations
différentielles a résoudre. Et les contraintes sur le pied 1 en position (1:2) et en vitesse
(1°4) constituent alors des conditions initiales.

Le modele pour une phase de simple support sur la jambe 2 s’écrirait de maniere
similaire en inversant les numérotations de jambes, mais nous avons toujours considéré
par la suite des simples supports sur la jambe 1.

Dans le cas d’un double support, le modele général sera donné par 1'équation (1.1) et

par les contraintes de contact en accélération pour les deux pieds (1.6) et (1.7).

1.4.2 Meéthode d’obtention du modele général par la méthode
de Lagrange

Nous pouvons nous référer au livre de LANDAU et LIFCHITZ [47%] ou & LE HOUEDEC

[49] et & tout autre livre de mécanique générale pour la méthode générale d’obtention

d’équations de la dynamique par le formalisme de Lagrange et & KHALIL et DOMBRE [4(]

pour le cas de robots.
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Nous commencons par définir les dérivées partielles du premier et du second ordre par
rapport a des vecteurs, qui vont par la suite nous permettre d’écrire plus simplement des
expressions. Soit u € IR" un vecteur, et f(u) : IR" — IR une fonction de u. Nous notons

par (1.8) la dérivation d’une fonction scalaire par rapport & un vecteur.

(1.8)

of _[of
= o]

n an

ou j = 1,...,n est un indice des colonnes. Cette notation signifie que la dérivation d’'un
scalaire par un vecteur est un vecteur horizontal. Cette notation donne que le gradient de
f(u) est une fonction de IR"™ dans IR™", soit %(u) : IR™ — IR"™. Nous avons choisi cette
convention plutot que d’obtenir un vecteur vertical, car elle s’avere plus pratique pour
écrire la dérivation composée par des vecteurs. Nous utiliserons ces dérivations composées

dans le chapitre B.

Soit également v € IR™ un autre vecteur, et le vecteur de fonctions g(v) : R™ +— IR?

ou g(v) = [g:(v)] i = 1, ..., p. Nous notons alors la dérivation d'un vecteur de fonctions par

un autre vecteur avec (1.9)

9 _ PQZ} (1.9)

81} n 8vj

oui = 1,...,n est I'indice des lignes et j = 1, ..., m l'indice des colonnes. Que le vecteur

de fonctions de départ soit vertical ou horizontal, c’est-a-dire que g(v) : IR™ — IRP*! ou
g(v) : IR™ — IRV, le gradient de ce vecteur sera le méme. Ainsi le gradient d’un vecteur

de fonctions est une fonction de IR™ dans IRP*™, soit %(v) :IR™ +— IRP*™.

Des deux notations précédentes découle la notation de la dérivée partielle du second
ordre par rapport a des vecteurs. Soit f(u,v) : IR" x IR™ +— IR une fonction de u et v, la

notation de la dérivée par rapport & u puis v est donnée par (il.10).

L)1)

ou ¢ = 1,...,n est I'indice des lignes et j = 1,...,m l'indice des colonnes. Nous avons

donc que la dérivée de f(u,v) par rapport a u puis v est une fonction de IR™ x IR™ dans
R™™, soit 2 (2L) : IR x R™ > IR™™.
) v \Ju
Cette notation de la dérivation vectorielle s’avere également pratique dans la mesure

ol le modele est obtenu de maniere automatique avec la boite a outils symbolic de Matlab,

et ou la dérivation vectorielle est possible avec la fonction jacobian de cette boite a outils.

En utilisant les notations que nous venons d’introduire, la formule de Lagrange pour

déterminer les équations d'un systéme dynamique est donnée par 1’équation (1.11).
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4 (0"
dt \ 0X

Ou:

0B, \"  (0sWr\"  (osWr\"  [(96Wg,\"
a_X) _(aa)() +( awx ) "\asx ) Y

— lexposant T signifie la transposée,

— FE. est I'énergie cinétique totale du bipede,

— E, est 'énergie potentielle du bipede due a la gravité,

— OWr est le travail virtuel des couples T,

— 0Wpg, et 0Wpg, sont les travaux virtuels des efforts extérieurs R; sur l'extrémité de

la jambe 1 et Ry sur l'extrémité de la jambe 2,

— 0X est le vecteur de déplacements virtuels associé au vecteur X des positions géné-

ralisées.

Nous constatons que la notation de la dérivation d’une fonction scalaire par un vecteur

que nous avons définie introduit ici des transposées pour obtenir des vecteurs verticaux. Il

aurait donc été plus simple ici d’introduire que la dérivation d’une fonction scalaire par un

vecteur donne un vecteur de fonctions vertical. Cependant, comme nous le verrons dans

le chapitre 3, la notation que nous avons utilisée sera plus pratique.

Les termes de I’équation (1.1) obtenus a partir de ’équation de Lagrange (1.11) sont

donnés par (1.13).

_ 0’E,

CoX?

_ 0 (9B o OB’
00X \ X 0X
_ aEPT

G=9x

D 0 (00Wr
P=or \asx

DT 0 (90Wh,
VAR, \ 06X

DT 0 (D0W,
27 9Ry, \ 00X

(1.12)

Les expressions des matrices Dr, D; et D, s’obtiennent par dérivée partielle par rap-

port a I', Ry, Ry des travaux virtuels 6Wp, 0Wpg, et 0Wpg, car ceux-ci sont des fonctions

linéaires de I', Ry, Ry, comme nous le verrons dans la suite.

Nous détaillons maintenant le calcul de E,, E,, 0Wr, dWg, et dWg,, apres avoir

présenté les parametres géométriques et dynamiques nécessaires, ainsi que les positions

des centres de gravité des corps et des extrémités des jambes.
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1.4.2.1 Parametres géométriques et dynamiques

Nous présentons figure 1.5 la numérotation des corps ainsi que les longueurs des corps,

et figure 1.6 la position des centres de gravité.

lg\
Jambe 1—
)
z /C1
—)
X

Fi1G. 1.5 — Schéma du bipede avec la numérotation des corps et la longueur des corps.

s

—

z
ﬁ
X

F1G. 1.6 — Schéma du bipede avec les positions des centres de gravité et des extrémités
des jambes.

Compte tenu que le robot a un mouvement plan, les parametres inertiels nécessaires

de chaque corps sont les suivant :
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— m; est la masse du corps C; incluant la masse d’'un moteur le cas échéant. C’est-a-
dire que la masse du tronc inclut la masse des moteurs des hanches et la masse des
cuisses inclut la masse des moteurs des genoux correspondant.

— 1,; est le moment d’inertie du corps C; autour de son centre de gravité G; selon I'axe

—

y .

. . . é
Pour les moteurs, seuls les moments d’inertie [,,; de chaque moteur 7 selon 'axe ¥y

sont nécessaires.

Le tableau 1.1 récapitule les valeurs numériques de I’ensemble de ces parametres pour

le prototype Rabbit.

grandeur valeur numérique
b lgy lay 15 0.4 m
81, S5 0.127 m
82, S4 0.163 m
S3 0.20025 m

my, Ms 3.2 Kg
Mg, My 6.8 Kg
ms 16 Kg
Iy, Iys 0.1 Kg.m?
Lyz, Iys 0.25 Kg.m?
Lys 2.22 Kg.m?
Lty Im2, I3y Ima 0.000332 Kg.m?
Ly 3 m

lc 0.5 m

M, 15 Kg
Ls1, I'sa 5.48 N.m
Lso, I'ss 16.5 N.m
Jo1, Jua 8.84 N.m/(rad.s™ ")
Jo2s fus 15.0 N.m/(rad.s™t)

TaAB. 1.1 — Valeurs numériques des parametres dynamiques et géométriques du prototype
Rabbit

1.4.2.2 Positions des centres de gravité et des extrémités des jambes

Pour faire le calcul des coordonnées cartésiennes des centres de gravité des corps et de
I'extrémité des jambes, il est plus pratique d’utiliser les orientations absolues des corps.
Ces orientations absolues des corps sont présentées en figure 1.%. Les relations entre ces
angles absolus et les angles relatifs que nous utilisons présentés en section 1.3 sont données

par les équations (1.13).
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sens

4\posi‘[if

Jambe 1 —

=3

Fi1G. 1.7 — Schéma du bipede représentant les angles absolus.

91206—%
92:a+(51+§
< 93:&+(51—52+% (113)

94:a+51+53+%
95:CY+51+53—(54—%

\

Les positions des centres de gravité et des extrémités des pieds sont représentées figure

1.6. Les positions des centres de gravité sont données par les expressions (1.14).

Ou:

(

TG = Ty — S3c08(03) + lacos(6y) + sicos(6;)

+ sysin(6;)

)
)

Tao = T — S$3¢08(63) + sacos(6:)

2g1 = Y — S3sin(03) + losin(fy

Za2 = Y — 53510 (03) + s251n(05)
e (1.14)
2G3 = Yt

TGy = T — 53¢08(03) + s4cos(0s)

2Ga = Yp — S3sin(0s) + s4sin(6y)

Tas = 1 — 83¢05(03) + lycos(04) + s5cos(0s)

2aqs = Yt — 8382%(93) + 1487;”(04) + 558“7/( )

— g est la position du centre de gravité G; du corps C; selon 'axe 7.
ﬁ
z

— zg; est la position du centre de gravité G; du corps C; selon 'axe
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Les positions des extrémités des jambes sont données par les expressions (1.17).

Tp1 = Ty — S3¢05(03) + locos(6s) + licos(6y)
Zp1 = Yp — S35in(03) + lasin(02) + lisin(0;) (1.15)
Tpy = Ty — $3¢08(03) + lyc08(04) + lscos(05)

Zpo = Y — S35in(03) + lysin(0y) + lssin(0s)

Ou :

— @p; est la position du pied ¢ selon 'axe .
— Zp; est la position du pied i selon 'axe Z.

1.4.2.3 Energie cinétique, énergie potentielle et travaux des efforts

Pour le calcul de I’énergie cinétique, nous tenons compte a la fois des 5 corps du robot,
des inerties des moteurs et de la barre reliée a la hanche.
L énergie cinétique d'un corps C; est donc donnée par la relation (1.16).

1

1. .
Ee = Emz(xéz + Zéz) + élyi‘g? (1.16)

Ty i sont les composantes selon les axes 7 et y de la vitesse du centre de gravité
du corps C;.

Les vitesses des centres de gravité des corps se déduisent par dérivation des positions
des centres de gravité (i 14).

Les énergies cinétiques en rotation des moteurs sont données par les relations (1.17).

Eem = 11 (05 — N&y)?

Eema = %Im(é‘% * NS?)Q . (1.17)
Bems = $1n3(05 + N (02 + d5))?

Eena = 1104(04 — N, )?

Ou :

— FE.n; est I'énergie cinétique en rotation du moteur ¢

— N est le rapport de réduction entre la sortie du moteur et I'articulation. Pour le

prototype Rabbit, N = 50.

La vitesse absolue de rotation d’'un moteur est la somme de la vitesse de rotation
absolue du corps auquel est lié le moteur et de =N fois la vitesse relative du corps actionné
en rotation par rapport au corps auquel est lié le moteur. Le signe — apparait si le sens
de rotation en sortie du réducteur est opposé au sens de rotation en sortie du moteur,
c’est-a-dire que le sens de rotation relatif du corps actionné est opposé au sens de rotation
du moteur. Dans le cas du prototype Rabbit apres étude des réducteurs et du systeme
de transmission, il s’est avéré que le sens de rotation au niveau des articulations était le

méme que celui des moteurs. Le signe négatif qui apparait pour les énergies cinétiques des
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moteurs 1 et 4 est du au fait que les angles relatifs des genoux définissent ’orientation de
la cuisse par rapport au tibia et non l'inverse.

Souvent dans les effets inertiels dus aux moteurs, la vitesse absolue est négligée devant
N fois la vitesse relative, comme proposé dans KHALIL et DOMBRE [46]. Nous avons
étudié cette approximation dans le cas d’'une marche obtenue par optimisation. Pour ce
faire nous avons comparé les couples calculés a partir du modele inverse dans le cas de
I’approximation et dans le cas sans 'approximation. Les résultats de cette étude sont
donnés en annexe A Nous avons constaté que 'erreur absolue est de I'ordre de 0.2 N.m,
et lerreur relative de I'ordre de 3 %. Bien que cette approximation soit bonne, l'erreur
n’est donc pas completement négligeable. Nous avons donc choisi de ne pas faire cette
approximation.

L’énergie potentielle due & la gravité est donnée par la formule (1.18).

5
b= ZEP (1.18)
i=1
Ey = m;gzai
Ou :
— E,; est I'énergie potentielle due au corps i,
— g est I'accélération de la gravité.
Compte tenu des conventions des coordonnées articulaires présentées figure 1.3 et des
conventions de couples présentées figure 1.4 le travail des couples est donné par la formule

@:19).

Vi

SWr = 66,11 — 66,15 — (365 + 065)T5 + 66414 (1.19)

00; sont les déplacements virtuels articulaires correspondant aux angles 9;.
Pour la prise en compte des frottements articulaires en considérant des frottements

secs et fluides, on rajoute également le travail virtuel des forces de frottement comme

donné formule (1:20).

5Wfrott = —5(51 (Fslsigne(&) -+ fvlgl) — 552(F528igne(52) + fv252>
—((5(53 + 552)(F535igne(5g + (52) + fvg(dg + (52)) (120)
—004(Tgqsigne(ds) + foa04)

Ou :

— I'y; est le frottement sec pour 'articulation du moteur ¢

— fui est le coefficient de frottement fluide de I'articulation du moteur ¢

Les valeurs identifiées de ces parametres de frottement sont données dans le tableau !l .

I1 est possible de tenir compte de ces frottements articulaires dans le modele dynamique
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(1:T) sans rajouter un terme mais en distinguant les couples disponibles au niveau des
articulations du robot avant et apres la prise en compte des frottements. Nous donnons
figure 178, la représentation que nous avons considérée pour les frottements articulaires.
Il est bien évident qu’elle n’a pas de réalité physique puisque ’essentiel des frottements
a lieu dans le réducteur, alors que nous rapportons les frottements apres le rapport de
réduction. Pour une modélisation plus précise de la chaine d’actionnement, on pourra se
reporter a la these de CABODEVILA [12]. Les relations entre les couples apres la prise en
compte des frottements I" en fonction des couples avant la prise en compte des frottements
I sont données equation (1.2T). Les notions d’avant et d’apres se font en considérant que

le sens de la chaine d’actionnement va du moteur vers le corps actionné.

Moteur-+réducteur

Frottements

I

F1G. 1.8 — Schéma de la chaine d’actionnement.

[ =T* — Tsign(DEg) — F,DEq

‘I, 0 0 0
r
o 0 I', 0 0
0 0 Iy 0
0 0 0 Iy (1.21)
[ fvl 0 0 O
0
Fq} _ va 0 O
0 0 fv3 0
0 0 0 fu

O sign() est la fonction signe, qui appliquée a un vecteur donne le vecteur du signe
de chaque élément.

Le travail des réactions du sol sur le bipede est donné par la formule (1.29).

SWr, = 0V R; (1.22)

0V; est le vecteur de déplacements virtuels de 'extrémité de la jambe 7, qui est donné
en fonction de X par (i.23).
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5V = Do X (1.23)
Le déplacement virtuel du pied ¢ donné par I’équation (1:23) est déduit par dérivation
des expressions de la position des pieds données par (1.15).

, , 9 (0OWr\
On obtient donc bien que %, < 95X ) =D;.

1.4.2.4 Prise en compte de la barre de maintient

La prise en compte de I'effet dynamique de la barre peut étre simple si sa longueur et
la masse d’un contrepoids sont réglés de tel sorte que leur effet soit équivalent a ’ajout
d’une masse ponctuelle sur le tronc au niveau du point d’attache de la barre avec le tronc.
Ce réglage de la barre est intéressant car il revient a étudier une marche avec une charge

transportée au niveau du tronc.

Compte tenu que la barre est liée au tronc au niveau des hanches, cet ajout va se
traduire par une modification de masse, du moment d’inertie, et de la position du centre
de gravité du tronc comme donné par les formules (1:24). Ainsi il est possible de tenir
compte simplement de l'effet de la barre en gardant la structure du modele sans la prise

en compte de la barre.

Wl§ =m3+ Megbarre
§5 = s34 (1.24)

S
m3

* k2

* 2
Ou :
— mj est la nouvelle masse du tronc tenant compte de la barre,

— 53 est la nouvelle distance du centre de masse du tronc en tenant compte de la barre,

— 1,3 est le nouveau moment d’inertie du tronc autour du nouveau centre de masse.

Les caractéristiques géométriques de la barre sont données figure 1°9. L’ensemble est

également caractérisé par la masse de la barre M, et la masse du contrepoids M..

Nous présentons maintenant la méthode d’obtention de la masse équivalente au niveau
de la hanche megpqerre de la barre et du contrepoids. Nous donnons également la relation
entre la masse du contrepoids M, et la position de la barre définie par [., tel que 'effet
de la barre et du contrepoids soit équivalent a une masse ponctuelle appliquée au niveau
du tronc. Cette condition est remplie si les effets inertiels et les effets dus a la gravité
s’expriment comme s’il s’agissait des effets d’'une masse ponctuelle au niveau du point
d’attache de la barre avec le tronc. Nous commencons donc par donner 1’énergie cinétique
due a la barre et a la masse ponctuelle (1.25). Cette énergie est calculée en considérant

que la barre ne subit que de petits déplacements autour d’une position horizontale.
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/ :
position du

position du robot

contrepoids

Fi1c. 1.9 — Notations des longueurs pour la barre. L, est la longueur totale de la barre,
l. est la distance entre le contrepoids et I'axe de rotation de la barre, GGy est le centre de
gravité de la barre et g est la distance entre Gy, et 'axe de rotation de la barre.

2

1 [ :
Ecvarre = My, ( = (xz + Zl?) + _]bgl?
1 L. . ‘
Ec contrepoids — EMC <Lb _ lc) (xz + Zg)

Ou :

— Iy, et 2, sont les composantes de la vitesse de I'extrémité de la barre au niveau du
point d’attache avec le robot, exprimées dans le repere (7', Z') présenté figure 173,

— I, est le moment d’inertie de la barre autour de son centre de gravité et s’exprime
en fonction de la longueur de la barre et sa masse [, = %MbLg,

— B, est la vitesse de rotation de la barre autour du poteau central qui s’exprime en

Ly—le

L’énergie potentielle due & la barre et au contrepoids est donnée par (i.24).

fonction de la vitesse de 'extrémité de la barre 9;, =

l
prarre - MbgL = I Zb
b= le (1.26)
E contre ois:_Mc - Z
D trepoid, ng —_ lc b

L’énergie cinétique et potentielle de la masse ponctuelle Mmegparre au niveau du point

d’attache de la barre sont données par les expressions (1.27).

E. eq = émeqbarre<j:l% + Zg) (127)
Ep eq — Megbarredg=b

Nous identifions maintenant les expressions de 1’énergie cinétique de la masse ponc-
tuelle avec I'énergie cinétique de la barre et du contrepoids d'une part, et les expressions

de I'énergie potentielle de la masse ponctuelle avec 1'énergie potentielle de la barre et
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du contrepoids. Nous obtenons ainsi les relations entre la masse équivalente meq parre, 1a
masse variable du contrepoids M., la distance variable de barre entre le contrepoids et

I'axe [, et d’autres parametres constants, données par (1:28).

1

MyL?
Meg barre = 77 7 9
ab (Lb — 16)2

12

1

Myl +

L’expression de la masse équivalente au niveau de la hanche m gpqrre du contrepoids

et de la barre s’obtient directement a partir de (1.28) par la formule (1.29).
MblG - Mclc

Meqbarre = — 7 7 1.29

qb Lb _ lc ( )

La relation qui lie la masse du contrepoids M, et la longueur de barre a faire dépasser

l. s'obtient également a partir de (1:28). Apres simplification et en considérant que lg =
Ly/2, Vexpression de M, en fonction de I, est donnée par la formule (1.30}).

Ly — 3.

M., = My——/—— 1.
6L (1.30)

Si nous souhaitons plutot calculer la longueur de barre a faire dépasser [. en fonction

d’une masse de contrepoids M, donnée, nous pouvons utiliser la relation inverse (1.31).

T (1.31)
6M,. — 3M,

La longueur et la masse de la barre sont données tableau 1 l. La figure 1°10 donne la
relation entre la longueur [. de barre que 'on fait dépasser et la masse du contrepoids M.,
correspondante telle que ’ensemble soit équivalent au rajout d’une masse au niveau du
tronc.

La figure 1 TT donne la masse équivalente en fonction de la longueur de barre dépassant
pour le réglage présenté figure 1.10.

Par la suite nous avons seulement considéré le cas d’'une masse équivalente de 7.5Kg

correspondant a une masse du contrepoids de 7.5K g, et correspondant a faire dépasser la

barre de 0.5m. La distance entre le poteau central et le robot est donc alors de 2.5m.

1.4.3 Cas simplifié en considérant un pied au sol

Nous considérons que le robot est lié au sol par une liaison rotoide, ce qui réduit les
positions du robot au seul vecteur . Le modele dynamique du robot bipede obtenu par

la méthode de Lagrange a alors la forme suivante.

A+ C(q,9) + G(q) = Drl’ + Ds(q)" Ry (1.32)
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30

25 al

20 : . 4

M. en Kg

101 : . 4

0 I I I I I I I
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

[, en m

Fic. 1.10 — Relation entre la masse du contrepoids M. et la longueur de barre a faire
dépasser [, afin que I’ensemble constitué de la barre et du contrepoids soit équivalent a
I’ajout d’une masse ponctuelle sur le robot.

12

11

10

Meq barre €N Kg
O

5 I I I I I I I
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

l. en m

F1G. 1.11 — Relation entre la masse équivalente au niveau du point d’attache de la barre
et la longueur de barre qui dépasse [.. La masse du contrepoids M, est celle déterminée
afin que I'ensemble constitué de la barre et du contrepoids soit équivalent a I’ajout d’une
masse ponctuelle sur le robot.
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Ou :
— A(5 x 5) est la matrice d’inertie,
)

(
— C(5 x 1) correspond aux effets de Coriolis et centrifuges,
(

G(5 x 1) correspond aux effets de gravité,

Dr(5 x 1) traduit les effets des couples. Elle est composée de 0 et de +1,

D4(2 x 5) est la matrice jacobienne traduisant les effets de la réaction du sol sur le
pied 2.

La contrainte de contact du pied 1 au sol est déja incluse dans le modele (1:33). La
contrainte de contact du pied 2 avec le sol s’écrira comme suit sur les positions, les vitesses

et les accélérations.

Xo(q) = [ Z ] (1.33)

Ds(q)g =0 (1.34)

D2(q)G + Haz(q,q) =0 (1.35)

Dans le cas d’un simple support sur le pied 1 le modele ne sera plus donné que par
I'équation (i.32) en considérant que Ry = 0. Ce modele ne permet pas de représenter un
simple support sur la jambe 2.

Dans le cas d'un double support le modele sera constitué par I'équation (1:32) et
I'équation (i.35).

Le modele ainsi obtenu est plus simple que le modele précédent car il n’est plus composé
que par 5 équations en simple support et 7 équations en double support, mais il ne permet
pas de calculer les réactions du sol sur le pied 1.

Il est possible d’étendre le modele précédent pour pouvoir calculer toutes les réactions

du sol en considérant le bilan des efforts sur le robot a son centre de gravité.

(1.36)

M'%G = Rl:p + RQm
MéG - Rlz + RQZ

Ou :

— M est la masse totale du bipede,

— i et g sont les composantes de I'accélérations du centre de gravité selon I'axe 7’
et I'axe 2

En simple support sur la jambe 1 on considérera les équations (1.32) et (1.36G) en

prenant Ry = 0. En double support on considérera les équations (1.32), (1.35) et (1.36).

Ce modele est plus simple et plus rapide a calculer que le modele présenté en section

1.4.1) mais est plus restrictif car on suppose qu'un pied est fixe au sol. Il ne pourrait pas
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servir pour modéliser une phase de vol. De plus nous verrons section 83 que ce modele
permet de déterminer plus facilement les dynamiques de zéro du robot pour un mouvement
de référence donné qu’a partir du modele général (1°1).

Ce modele est obtenu par la méthode de Lagrange comme présenté section 1.4.2. La
seule différence est que les positions des centres de gravité et de 'extrémité de la jambe
2 sont calculées avec pour origine 'extrémité de la jambe 1. Les nouvelles expressions des

positions des centres de gravité des corps sont données par les expression (1.37).

;

re1 = —(l; — s1)cos(0;)
zg1 = —(lh — s1)sin(6;)
Tao = —licos(01) — (la — s9)cos(6s)

(Iy — s9)sin(6s)

Zao = —lysin(6;

raz = —lycos(6y) — lacos(02) + szcos(0s) (1.37)

+ s5c0s(5)
+ s5sin(fs)

) -

(61) —

(61) )

zgs = —lysin(6y) — lasin(6y) + szsin(6s)
ray = —l1cos(01) — lacos(02) + s4cos(0y)
zga = —lysin(6y) — lasin(6z) + sysin(6,)
ras = —l1cos(01) — lacos(0y) + lycos(0,)
| 2es = —lisin(bh) — lasin(6s) + lysin(0y)

Les nouvelles expressions de la position de I'extrémité de la jambe 2 sont données par

les expressions (1.38).

{ Tpy = —lycos(6y) — lacos(02) + lycos(04) + l5c0s(65) (1.38)

Zpp = —lisin(6y) — lasin(6s) + lysin(0y) + lssin(0s)

1.5 Conclusion

Nous venons de présenter le robot bipede, les parametres de configuration utilisés, et
les modeles de simple et double support. Ces modeles sont utilisés pour simuler le robot
bipede, ainsi que pour générer des mouvements de marche optimaux, présenté section 3,
ainsi que pour la commande, présentée section 4. Dans la section suivante nous présente-
rons le modele d’impact utilisé, qu’il est nécessaire de connaitre pour pouvoir simuler le
mouvement du robot bipede sur un pas complet. Ce modele d’impact s’obtiendra a partir

du modele complet présenté en section i1.4.7..
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2.5 Conclusion et propositions . . . . . ... ... . 000000 4

2.1 Introduction

Nous avons choisi de considérer I'impact comme ayant lieu entre des solides rigides,
voir la section 1.1 expliquant ce choix. En réalité 'impact est un phénomene continu
mais avec des dynamiques tres rapides par rapport aux dynamiques en dehors de 'ap-
parition de nouveaux contacts. Les études expérimentales sont donc difficiles, ainsi que
la détermination des grandeurs caractéristiques des impacts rigides, comme le coefficient
de restitution et le coefficient de frottement. De plus STOIANOVICI et HURMUZLU [74]
ont montré que pour une barre le phénomene d’impact fait intervenir des phénomenes
vibratoires, et que le coefficient de restitution dépend non seulement de données locales
au lieu d’impact, mais aussi des dimensions de la barre et de son orientation au moment
de 'impact. Cependant il apparait aussi que le coefficient de restitution est constant en
fonction de sa configuration lorsque la barre est suffisamment courte. La validité d'un
coefficient de restitution est donc parfois limitée pour un méme systeme. En revanche
le coefficient de frottement de la loi d’Amontons-Coulomb reste généralement valide. Il
apparait également que le modele de barre discret composé de segments séparés de re-
sorts amortisseurs permettant de simuler les phénomenes vibratoires permet de prédire
correctement les variations du coefficient de restitution.

Différents modeles d’impacts rigides ont été proposés dans la littérature suivant :

— T'utilisation de la loi de restitution de Newton ou de Poisson,

— la prise en compte du frottement par la loi d’Amontons-Coulomb, par une loi

d’Amontons-Coulomb régularisée, ou I'absence de frottement,

— T'utilisation d’un modele algébrique, pseudo-différentiel, ou d’autres formulations,

— l'application en 3 dimensions ou la restriction a un modele plan.

On pourra se reporter au chapitre 1 de la these de GENOT [28] pour une présentation
de nombreux modeles d’impacts dans le cas de contacts multiples, que 'on rappellera
rapidement ici. On peut citer le modele d'impact de MOREAU [67] défini dans le cas
sans frottement et qui s’écrit par l'intermédiaire d'une procédure dite de proximation,
étendu au cas avec frottement dans MOREAU et PANAGIOTOPOULUS [060] et MOREAU
[68]. Dans LOTSTEDT [52] I'auteur écrit un modele sans frottement sous forme d'un LCP
(Linear Complementarity Problem) équivalent a un probleme quadratique, généralisé dans
LOTSTEDT [53] au cas avec frottement et régularisé pour obtenir existence et unicité des
solutions, mais au détriment de la cohérence physique du modele. Dans PFEIFFER et
GLOCKER [66], le frottement est pris en compte avec la loi d’Amontons-Coulomb, la loi
de restitution de Poisson est considérée, et le modele d’impact est mis sous forme d'un

LCP. HURMUZLU et CHANG [38] généralisent le modele d'impact de BRACH [§] et BRACH
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[@] qui tient compte du frottement avec la loi d’Amontons-Coulomb et la loi de restitution
de Newton, au cas d'un systeme ayant déja un contact lorsque la collision intervient en
un deuxieme point. Le modele de BRACH [§] vient combler le probleme de gain d’énergie
possible lors de I'impact mis en lumiere par KANE [42] dans le modele avec frottement
initialement proposé par WHITTAKER [R1]. KELLER [44] et STRONGE [5] considerent
un modele d’impact différentiel et utilisent la loi de frottement d’Amontons-Coulomb. Le
modele d'impact différentiel proposé par KELLER [44] utilise la loi de restitution de Poisson
et STRONGE [I5] a proposé une nouvelle loi de restitution basée sur des considérations
énergétiques, la loi de Poisson dissipant de I’énergie méme pour un coefficient de restitution
de 1. KELLER [44] a introduit son nouveau modele pour corriger le modele d’impact
introduit par WHITTAKER [81] qui ne tient pas compte des changements de direction du
glissement en cours d’impact. Ensuite HURMUZLU et MARGHITU [BY] ont généralisé le
modele d’impact introduit par KELLER [44] et STRONGE [5] au cas ou un contact a déja

lieu .

L’ensemble des modeles présentés ici, méme s’ils ont des formulations différentes, sont

équivalents lorsque le coefficient de frottement est considéré comme nul.

Dans notre cas, nous n’avons pas un coefficient de frottement nul, et nous allons consi-
dérer que le coefficient de restitution est nul. Cela a été constaté jusqu’a maintenant sur
le prototype Rabbit. En effet, lors de la marche il n’a jamais été constaté que le pied avant
rentrant en contact avec le sol rebondisse au moment de I'impact. Sous cette hypothese les
différents modeles évoqués ici ne sont pas tous équivalents, et nous avons choisi de nous
concentrer ici en particulier sur le modele algébrique de BRACH [§] et le modele différentiel
de KELLER [44)]. Section 2.2 nous présenterons une formulation du modele algébrique. En-
suite section 2.3 nous présenterons 'impact différentiel et prouverons qu’il peut en fait étre
ramené a une succession d’impacts algébriques, ce qui permet d’éviter son calcul par une
intégration numérique. Pour I'impact algébrique, nous utiliserons la formulation présentée
dans HURMUZLU et MARGHITU [B9], légérement différente de BRACH [§] et HURMUZLU
et CHANG [BY]. Cette derniere formulation n’est pas tout le temps correcte pour le cas
multi-contacts, car elle omet de prendre en compte certains comportements possibles (voir
annexe ), contrairement a la formulation de HURMUZLU et MARGHITU [3Y] que nous
présentons ici. Nous donnerons notamment un exemple d’une situation ou la formulation
de BrRACH [§] et HURMUZLU et CHANG [38] omet une solution. Nous verrons aussi que
le modele différentiel est plus correct. Dans certains cas les deux modeles sont équiva-
lents. Section 274 nous présenterons également une étude des possibilités d’obtention de
double support apres I'impact. En effet I'obtention d’'un double support apres impact est
indispensable dans le cadre d’une marche avec double support. Pour rechercher les cas
ol nous obtenons un double support apres impact, nous avons en fait étudié I’ensemble
des comportements possibles, incluant le glissement des contacts. Nous verrons que nous

n’avons pas trouvé de zones pour lesquelles un double support est possible, sauf pour des
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configurations qui ne peuvent étre des configurations de marche.

Au vu de la difficulté d’obtenir un double support, nous avons décidé d’étudier de
maniere similaire le cas d’un robot avec des pieds, les pieds nous semblant faciliter 1'ob-
tention d’'un double support. Nous avons choisi, dans cette étude, de considérer des pieds
de masse nulle pour simplifier I’étude. Les modeles algébrique et différentiel pour le robot
Rabbit avec des pieds sans masse sont présentés en annexe Dh. Nous présenterons ensuite
I’étude des comportements possibles apres 'impact en considérant 1’ajout de pieds. Nous
verrons que dans ce cas 'obtention d’un double support est effectivement facilitée. Mais
au vu de certaines incohérences physiques, nous proposerons un autre modele d’impact,

qui nous semble pouvoir donner des résultats plus proche de la réalité.

2.2 Le modele d’impact algébrique

Nous considérons que l'impact a lieu entre des solides rigides et celui-ci a donc une
durée infinitésimale. Pour ne pas violer la contrainte de non pénétration dans le sol a
cet instant le systeme doit subir un saut de vitesse. De cette facon les accélérations et
les réactions du sol sont infinies et sont représentées par des impulsions de Dirac. De
plus durant ce temps infinitésimal, les vitesses n’étant pas infinies les positions restent
constantes. On pourra trouver une justification mathématique faisant intervenir la théorie
des distributions pour décrire les systemes avec impacts entre solides rigides dans la these
de ORHANT [63]. Il y est défini des équations mélangeant les dynamiques continues avec les
équations d’impact, mais nous préférons ici séparer les deux. Le modele d’impact s’obtient
par 'intégration du modele général (1.1) entre juste avant I'impact et juste apreés 'impact.
A cet instant seuls les accélérations et les efforts du sol sont impulsionnels et 1’on obtient

donc 1'équation (27T1) ou les termes non impulsionnels disparaissent.

Alq) (X+ - X‘) = Di(q)Ir, + Da(q) IR, (2.1)

Ou :
— X~ est le vecteur vitesse juste avant impact,
— X" est le vecteur vitesse juste apres impact,

— Ir, = [IRr,+IR,.] est le poids des réactions impulsionnelles du sol sur le pied ¢,

Pour décrire completement I'impact il manque 4 équations qui sont les équations de
comportement des contacts au niveau du sol, a savoir la loi de frottement, ici d’Amontons-
Coulomb et la loi de restitution de Newton, Poisson ou STRONGE [75]. Pour la loi de
restitution nous considérons un coefficient de restitution nul, auquel cas toutes les lois de
restitution sont équivalentes et nous donnent la relation supplémentaire (2.2) pour le pied

2.
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{ Ve =0 (2.2)

IRQZ 2 O

V,5 est la composante verticale de la vitesse de I'extrémité de la jambe 2 juste apres
impact. Les composantes de vitesse de 'extrémité du pied ¢ sont reliées au vecteur vitesse

X par les relations (223) juste avant impact et (¥,3) juste aprés impact.

. |

Vo= | = DX (23)
. |

vi=| s | = Dl (24)

Pour ce qui concerne le pied 1 qui était déja en contact avec le sol, il peut soit décoller,
soit rester au sol et donc Vi, > 0. De plus 'effort exercé par le sol ne peut étre que dirigé
vers le haut Ip,, > 0. Le travail de la force impulsionnelle dans le cas du décollement
ne peut étre que négatif, soit Vi,.Ir,. < 0 et donc nécessairement Ig,, = 0. Et donc
nous obtenons la relation supplémentaire (2.5) de décollement du pied 1 ou (2.G) de non

décollement du pied 1.

Vit>0

e = (2.5)
Ig, =0
Vi=0

12 (2.6)
IR1z Z 0

La loi de frottement d’Amontons-Coulomb nous donne la relation supplémentaire (2.7)

dans le cas du non glissement du pied ¢ ou (2.8) dans le cas du glissement du pied i.

{ Ve =0 (2.7)

Ip.. = —fsign(V,))Ig,. (2.8)

O sign() est la fonction signe usuelle.

Remarque : Nous considérons que ces lois de comportement portent sur les vitesses
apres impact. Ce choix est également celui fait par BRACH [§], voir la comparaison de
notre formulation et de la formulation de BRACH [§] en annexe ). Ceci est une approxi-
mation car physiquement l'impact est un phénomene continu, et si I'on considere que la
loi de contact est celle des dynamiques classiques, le comportement de I'impact ne peut
en général se réduire a celui obtenu a la fin. Par exemple si la vitesse tangentielle avant

impact est de signe opposé a celle apres impact, I'effort impulsionnel tangentiel sera choisi
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opposé a la vitesse apres impact. Or si nous considérons que I'impact est continu 'effort
tangentiel change de signe. Donc lors du passage a la limite vers I'impact impulsionnel,
Ieffort impulsionnel tangentiel pourrait en réalité étre de signe quelconque, suivant que la
"moyenne sur 'impact” de I'effort tangentiel continu est positive ou négative. Il doit donc
étre possible d’obtenir un effort impulsionnel tangentiel de méme signe que la vitesse tan-
gentielle apres impact. Les problemes soulevés ici sur la pertinence du modele algébrique
sont en fait résolus par le modele d’impact différentiel de KELLER [44] que nous verrons
dans la section suivante 2.3. L’article de KELLER [44] donne une formulation rigoureuse
a ce modele d'impact.

Le modele d’impact complet est donné par 1’équation (2.1) et les lois de comportement.
Les lois de comportement ne s’appliquent pas toutes en méme temps. Pour le pied déja
en contact avec le sol au moment de I'impact on aura le décollement donné par (2.3) ou
le non décollement avec glissement dans le sens positif ou glissement dans le sens négatif

donnés par (2.9) ou avec le non glissement donné par (2.10).

Vii=0
]Rlz = —fSigIl(‘/l—;)]Rlz (29)
IRlz Z 0

{ n=0 (2.10)

_f[R1z S [R1z S fIRlz

Pour le pied rentrant en collision avec le sol on aura l’absence de rebond avec le
glissement dans le sens positif ou le glissement dans le sens négatif donnés par (2.11) ou

le non glissement donné par (2.73).

Vol =0
Irye = — fsign(Vs!h)Ir,. (2.11)
IRQZ Z 0

_f[Rgz S [Rgz S fIRgz

Il est & noter que dans le cas du non décollement et non glissement du pied 1 (2.10}),

{ Vi =0 (2.12)

et du pied 2 (2.19) la condition de non décollement est incluse dans la condition de non
glissement.

En distinguant le sens du glissement, il y a donc quatre comportements possibles
pour le pied déja en contact avec le sol et trois pour le pied rentrant en contact avec le
sol, soit douze en tout. Pour déterminer les conditions apres impact et en méme temps
quel comportement va avoir lieu apres I'impact, nous allons calculer les douze systemes
d’équations et rechercher celui pour lequel les contraintes associées sont vérifiées.

Remarque : La méthode de résolution de 'impact en présence de frottement est simple
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dans le principe mais lourde dans la mise en ceuvre et le temps de calcul. Dans notre cas, le
nombre de comportements possibles apres impact est encore faible, mais par exemple pour
un robot quadrupede avec 3 contacts déja au sol, le nombre de comportements possibles
est de 3 x4 x4 x4 =192. Et dans le cas de la simulation de systemes granulaires avec un
grand nombre de particules, cette méthode n’est pas envisageable. En mettant le probleme
d’impact sous d’autres formes, comme un LCP (Linear Complementarity Problem) ou la
minimisation d’une fonction quadratique sous contraintes obtenue par le principe de Gauss
de moindre déviation, il serait possible d'utiliser des algorithmes spécifiques plus efficaces.
Nous avons quand méme gardé le probleme sous cette forme car elle est plus pratique
pour la caractérisation des comportements possibles apres impact comme nous le verrons
section 274.

Cependant pour déterminer le comportement apres impact, il est plus simple de ré-
duire le systéme général (2.1) au systeme (2.13) de 4 équations entre les vitesses apres
impact et les réactions impulsionnelles du sol, comme il a été proposé par RUBANOVICH

et FORMAL'SKII [(] et par PERRIN [63].

A

=DTA™'D
Vo=V,

I ] (2.13)

IR,

Ou D = [D; D).

Nous présentons en annexe {J les équations pour chacun des comportements possibles
en utilisant ce modele réduit (2:13). Les vitesses articulaires apres impact s’obtiendront a
partir de ’équation (2.1) sachant que 'on connait alors les réactions impulsionnelles.

Pour le cas avec frottement, I'existence et I'unicité des solutions est encore un probleme
ouvert, voir la these de GENOT [2§]. Nous avons constaté lors de I’étude sur 'impact des
cas d’inconsistence (absence de solutions) et d’indétermination (plusieurs solutions), que

nous ne détaillons pas.

2.3 Le modele d’impact différentiel

Nous présentons ici trois formulations différentes sous lesquelles peut étre mis I'impact
différentiel. Puis nous donnerons la méthode de calcul de I'impact différentiel que nous

avons utilisée.

2.3.1 Formulation différentielle de I'impact différentiel

Cet impact différentiel a été introduit par KELLER [44] et on pourra donc se reporter
a son article pour plus de précisions, ainsi qu’a 'article de HURMUZLU et MARGHITU
B qui généralise le modele de Keller au cas multi-contacts. Nous rappelons ici les rai-

sons de l'introduction de ce nouveau modele d’'impact et les hypotheses qui y conduisent.
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Le modele d’impact avec frottements utilisé jusqu’alors avait pour origine la méthode de
WHITTAKER [81]. Cette méthode n’est valable que lorsque la direction de glissement reste
la méme tout au long de I'impact, car les efforts impulsionnels dépendent uniquement des
vitesses finales, faisant abstraction d’autres comportements possibles en cours d’impact.
La solution proposée par Keller a été de considérer que l'impact est en fait continu et
soumis a des équations différentielles mais dont I’échelle de temps est tres petite devant
I’échelle de temps des dynamiques en dehors d’un impact. De cette fagon, 'impact est
simulé de maniere similaire a un systeme continu avec des contraintes unilatérales et peut
donc éetre constitué de différentes phases, qui permettent de prendre en compte différents
comportements successifs en cours d’impact. Il existe donc une échelle de temps propre a
I'impact, qui dans I’échelle de temps des dynamiques en dehors de I'impact se réduit a une
durée infinitésimale. Du point de vue des dynamiques en dehors de 'impact celui-ci est
alors vu comme un impact impulsionnel, comme pour I'impact algébrique. Lorsque la du-
rée relative de 'impact par rapport au temps en dehors de I'impact tend vers 0, on obtient
une configuration du systeme identique durant I'impact et seulement les accélérations et
les réactions du sol ne tendant pas vers 0. On obtient ainsi une équation de la dynamique
durant I'impact (2.14) tres proche de I'équation d’impact (2°5), mais qui porte sur les
accélérations X plutdt que sur les vitesses X+ et X, et sur les réactions non impulsion-
nelles du sol en cours d'impact Ry et Ry plutot que sur les réactions impulsionnelles du

sol [Rl et IR2.

A(g)X = Di(q)Ry + Da(q) R (2.14)

Comme pour I'impact algébrique il est possible de réduire le systeme (£.14) en (2.75)

pour ne faire apparaitre que les vitesses au niveau des contacts.

Vi

Ry

2

=D'A™'D (2.15)

Va

Le calcul de I'impact peut se faire seulement sur le systeme (2:15) avec les équations
supplémentaires introduites par les lois de comportement au niveau des contacts. Ces lois
de comportement portent sur les vitesses qui évoluent en cours d’impact et sur les réactions
du sol en cours d’impact. Ceci est différent du modele d’impact algébrique dont les lois de
comportement portent plutot sur les vitesses apres impact et les réactions impulsionnelles.

Mais les lois de comportement restent quand méme proches.

Les relations supplémentaires pour le décollement du pied 1 sont données par (2:16).

Vi. >0
= (2.16)
Ry =0

Les relations de non décollement et non glissement pour le pied 1 sont données par
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@:17).

= - .

h1=0 (2.17)
_lez S Rlx S lez .

Les relations de non décollement et de glissement pour le pied 1 sont données par

@:13).

Ui

VYIZ =0
Ry, = — fsign(Viz) Ry (2.18)
Rlz Z 0

La relation supplémentaire de la loi de restitution avec un coefficient nul va se traduire
par le fait que I'impact se termine quand la vitesse normale du pied qui est rentrée en
impact s’annule. En cours d’impact cela se traduit par V5, < 0. Pour le pied 2 en cours

d’impact on aura les relations (2.19) dans le cas du non glissement.

‘/21‘ =0
V. <0 (2.19)
_fR2z S R2x S fRQZ

Dans le cas du glissement du pied 2 on aura les relation (2:20).

RQ:C - _fSign(‘/Q:c)RZz
Vi <0 (2.20)
R2z 2 0

La dynamique de l'impact est donnée par le systeme (2.14) avec les lois de compor-
tement (2:16), (2:17) ou (2:18) pour le pied 1 et (2.19) ou (2:20) pour le pied 2. Les
comportements possibles sont les mémes que pour le modele algébrique. Seulement, au
cours de la simulation il peut y avoir des commutations d'un comportement a un autre si
les inégalités associées a un comportement ne sont plus vérifiées. Pour calculer les vitesses
apres impact ainsi que les efforts impulsionnels du sol a partir des vitesses avant impact, il
n’est pas nécessaire d’intégrer numériquement car les positions étant constantes en cours
d’impact, le systeme (2.15) peut étre intégré formellement, comme nous le verrons dans

la section qui suit.

2.3.2 Formulation intégrée de I'impact différentiel

Comme proposé par HURMUZLU et MARGHITU [3Y], nous allons intégrer les dyna-
t

miques en cours d'impact par rapport & 7 a la place du temps, ot 7 = [ Ra.dy est I'in-
0
tégrale de la réaction normale au point d’impact. Cette intégration est possible car 7 est

une fonction monotone du fait que Ry, > 0. Il est a remarquer que sans cette intégration
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en fonction de 7, il manque une relation au systeme d’équations différentielles au cours de
I'impact (2:15) avec les lois de comportement. En effet, il n’y a pas de relation égalité selon
les grandeurs normales du pied rentrant en contact avec le sol, V5, et R,.. Cette équation
qui manque peut se voir comme le fait que nous ne connaissons pas I’évolution de Ry, en
fonction du temps au cours de I'impact. Nous savons seulement que Ry, > 0. Le fait de
pouvoir intégrer en fonction de 7 nous donne que les comportements en cours d’impact
et celui de fin d’impact ne dépendent pas de cette évolution de Ry, en fonction du temps
propre a I'impact. Nous considérons différentes phases en cours d’impact séparées par des
changements de comportement au niveau des contacts. L’intégration en fonction de 7 de
(2.15) nous donne le systeme (2:21) pour la k"¢ phase au cours de I'impact, intégré entre

Tr_1 €t 7.

=DTA'D

I (7) (2.21)
[Rz (T)

Ou :

- V;k_l est la vitesse du pied ¢ au début de la phase k,

— V;i(7) est la vitesse du pied i au cours de la phase k,

— Ip,(1) = [ Ridu est lintégrale de la réaction R; au cours de la phase k et pour
Tk—1
Ir,.(7) nous avons la relation particuliere Ig,.(7) =7 — T_1.

Les relations obtenues avec les lois de comportement peuvent elles aussi étre intégrées
et s’écrire sur les vitesses en cours de phase, ainsi que sur les intégrales des réactions
du sol au cours de la phase. Nous obtenons donc les relations (2.23) pour le décollement
du pied 1, (2:23) pour le non décollement et non glissement du pied 1 ou (2:24) pour le
non décollement avec glissement du pied 1, et (2:25) pour "absence de rebond et le non
glissement du pied 2 ou (2:26) pour 'absence de rebond et le glissement du pied 2. Ces

relations sont valables pour la phase k, quelque soit 7 > 7_1.

Vi.(1) > 0
{ . (2.22)

{ Vilr) = (2.23)

( Vi.(1) =0
Inpyo(7) = — fsign(Vig(7)) IR, 2(7) (2.24)
L IR12(T) Z 0

0
Voo (1) <0 (2.25)
)
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Ipyo(7) = — fsign(Vag (7)) ryz(T)
Vo (1) <0 (2.26)
[Rzz(T) Z O

Le systeme (2:21)) avec les lois de comportement (2.29), (2.23) ou (2.24) pour le pied

1 et (2:25) ou (2:26G) pour le pied 2, possede une équation de moins que de parametres
a déterminer. Mais toutes les grandeurs V;(7) et Ig,(7) s’expriment en fonction de 7,
qui joue le role du temps en cours d’'impact. L’obtention de V;(7) et Ig,(7) est directe
puisqu’elles sont linéaires en fonction du parametre 7. La phase k est intégrée tant que
toutes les inégalités associées au comportement au cours de cette phase sont vérifiées.
Celle-ci s’arréte lorsqu’une composante de vitesse passe par zéro si cette composante était
non nulle en début de phase. Cela se traduit par la relation (2:27) de fin de glissement du
pied i si le pied ¢ glissait en début de phase ou par la relation (2:28) de fin de décollement
du pied 1 si le pied 1 décollait en début de phase ou par la fin de ’enfoncement du pied

2 dans le sol (2:29) qui constitue la condition de fin de I'impact.

{ Vi ' #0 (2.27)
Vi) = 0
{ Vi #0 (2.28)
Viz(1) =0
Vo.(1) =0 (2.29)

2.3.3 Formulation algébrique de I'impact différentiel

Sachant que les grandeurs sont linéaires en fonction de 7 au cours d'une phase d’im-
pact, il est possible d’écrire une phase d’impact sous une forme algébrique, de maniere
similaire a I'impact algébrique présenté section précédente. Le modele algébrique d’une
phase d'impact est donné par la relation (2.30), avec les lois de comportement (2.3T) a

(2235) et I'une des conditions d’arrét de la phase (2:36), (2237) ou (2238).

-

Vk _ Vk—l Ik
oL | =D"AT'D | (2.30)
Ve =y a
Ou :
— VF est la vitesse du pied i a la fin de la phase k,
Tk
-1 1’31, = [ Rydr est l'intégrale de la réaction R; au cours de la phase k et pour [ EQZ

Tk—1
nous avons la relation particuliere [ 1’322 = T, — Tp_1. T est la valeur de 7 en fin de

phase.
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On a pour le pied 1 les relations de décollement (2.31), celles de non décollement et
non glissement (2:33) ou celles de non décollement avec glissement (2.33). On a pour le
pied 2 les relations de non rebond et non glissement (2:34) ou de non rebond et glissement
(2.33). On a enfin les relations de fin de phase d’arrét du glissement du pied i (2.36),
d’arrét du décollement du pied 1 (2.37), ou d’arrét de I’enfoncement du pied 2 (2.33).

Vit >0
VE>0 (2.31)
It =0

‘/1147—1 =0

VE=0 (2.32)

_fllkélz S [Ilgqx S fllkﬁz

(Vi =0
Vi =0
I, = —fsign(Vis " + VL) IE . (2.33)
sign(V}y) = sign(V;™)
\ I}Chz Z 0
(V=0
Vi, =0
Ve <0 (2.34)
V5 <0
_f[Ik'%QZ S IEQZ S fIEQZ
\ Iy, >0
(I}, = —fsign(Viy ' + Vi) I,
sign(V,¥) = sign(Vz ™)
Vit <o (2.35)
Vi <0
[ I}, >0
VETL A0
“” 2.36
{ VE=0 20
VIt #0 (2.37)
Vi =0
Ve =0 (2.38)

Il est a remarquer que la contrainte sur la réaction normale sur le pied 2 est ici stricte
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car le cas Iﬁgz = 0 entraine 7F = 757! et donc la phase n’a pas d’effet. De plus pour un
souci de simplicité nous avons écrit dans le cas d'un glissement sign(V;%) = sign(VA™1),
mais nous considérons cette égalité de signe au sens large, c’est-a-dire que si 'une des
vitesses de début ou fin de phase est nulle nous considérons qu’il y a égalité de signe.

Ce modele d’une phase est tres proche du modele algébrique présenté section ¥.2, mais
avec une condition d’arrét différente et avec des conditions supplémentaires sur les vitesses
de début de phase et entre les vitesses de début et de fin de phase qui conditionnent les
comportements possibles.

L’impact différentiel dans son ensemble peut alors s’écrire comme une succession d’im-

pacts algébriques.

2.3.4 Meéthode de calcul de 'impact différentiel

Nous présentons dans le tableau 271 le dénombrement des comportements possibles au
cours d’une phase et les conditions d’arréts possibles en fonction des vitesses de début de
phase. Nous pouvons constater que le nombre de cas total possibles ne dépasse pas 12, ce
qui fait que le temps de calcul pour une phase ne serait pas plus long que pour le calcul
du modele algébrique présenté section 2.3. Cependant, au niveau de la mise en ceuvre, si
nous prenions en compte toutes les possibilités de vitesses de début de phase, et que nous
tenions compte a la fois des comportements possibles en cours de phase et des conditions

de fin de phase, nous aurions 36 cas a considérer, ce qui est relativement important.

nombre de compor- | nombre de cas pos- | nombre total de cas
VEL L VETL L VET | tements  possibles | sibles en  fin  de | possibles
en cours de phase | phase
0 0 0 12 1 12
0 0 #0 4 2 8
0 #0 0 6 2 12
0 #0 | #0 2 3 6
>0 0 0 3 2 6
>0 0 # 0 1 3 3

TaB. 2.1 — Tableau récapitulatif du nombre de comportements possibles pour une phase
de 'impact différentiel

Bien qu’il soit intéressant, d'un point de vue théorique, de pouvoir ramener 'impact
différentiel a une séquence d’impacts algébriques, il est plus simple de le garder sous la
forme du systeme (2.21), pour le calcul avec les lois de comportement associées (2.22)
a (2.2G). Cependant cette forme intégrée dépend du parametre continu 7. Nous allons
utiliser les caractéristiques de linéarité de ce modele en fonction de 7 pour calculer une
phase d’impact sans intégration numérique. Dans un premier temps, nous recherchons

parmi les 12 possibilités quel va étre le comportement au cours de la phase. Pour cela
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nous calculons les grandeurs AVF, AV, AT} et AT}, définies au cours de la phase k par
les relations (2:39).

Vi(r) = Vi(7i1)

AV =
T — Tk—1
e I (7) = In(rs) (2.39)
ALl =
‘ T — Tk-1

Nous avons la relation particuliere pour la composante normale de la réaction du pied
2 AT} . = 1. Ces grandeurs AVF, AVS, AT}, et AI}, sont constantes pour une phase
d’impact, les équations d’impact (272T) étant linéaires et affines en Ig,.(7). Elles vérifient

le systéme d’équations (2.40).

AVF Al
L | =D"AT'D | AILL, (2.40)
AV X

Avec cette nouvelle notation, les lois de comportement associées (2.22) a (2:26) de-

viennent (241 a (2745) .

| RS

{ VIt >0 0u (Vlli_l =0et AV): > 0) (2.41)
AIf =0
(Vist =0et AVE =0) (2.42)
—fAILL. < AL, < fAIL,. ’
(V' =0et AVE =0)
ALY = —fsign(VEALL st Vit #£0 (2.43)
ALY = —fsign(AVE)ALL  si VT =0
Al . >0
—fAILL, < A% < fAILL ‘
ATk, = — fsign(VE AT, i Vi #0
ALY = —fsign(AVE)ALY, , si Vo' =0 (2.45)

NN

Une fois déterminé le comportement qui va étre obtenu en cours de phase, nous recher-
chons quelle va étre la condition d’arrét de la phase parmi les 3 relations (2.27%) de fin de
glissement du pied 7, (£.28) de fin de décollement du pied 1 ou (2.29) de fin d’enfoncement
dans le sol. Ces relations de fin de phase peuvent s’écrire sur la valeur de 7, a partir des
expressions des grandeurs AV, AV, AT, et AIj;, . Nous obtenons ainsi les valeurs de

7 pour chacune des conditions d’arrét de la phase (2.46).
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( k—1
Vi . _ -
Tlgisst = Tt = gt s VT =0, AVE =0, VET£0 et AVS£0
lz
Var © o ke !
Tk gliss2 = Tk—1 — Avk S1 ‘/23; 7é 0 et A‘/Qx 7£ 0
2x
Vk’—l
Tk decolll = Tk—1 — Alz o sl VEL>0 et AVE <0
Vi
k—1
Tk fin = Tk 1——V2Z
m T —
( AV

(2.46)

Les conditions d’arrét 7y griss1, Tk gliss2, Tk decotrn 1€ sont définies que si les conditions
associées données équation (2:46) sont vérifiées. La valeur de 7, obtenue sera celle corres-
pondant & la premiere condition d’arrét rencontrée, c¢’est-a-dire celle pour laquelle 7, est
minimum, parmi celles qui sont définies. Donc 73 est donné par (2.47). La relation (2.47)
n’est pas exacte car il ne faut considérer que les conditions de fin de phases possibles, ce

qui est donné par les conditions de la relation (2.46).

Ty = _min {7k giissts Tk gliss2s Th decolil, Th fin} (2.47)
Tk>Tk—1

Les vitesses de fin de la phase k V[ et V¥, et les réactions du sol sur les phases 1
a k If et Iy , sobtiennent en inversant les relations (2:39) pour 7 = 7. Les vitesses
des extrémités des pieds apres impact et les réactions impulsionnelles dues a I'impact sont
celles obtenues a la fin de la phase n lorsque 7,, = 7, = Tf;,. Nous récapitulons ’algorithme

de calcul de 'impact algébrique dans le diagramme présenté figure 2.1

Nous venons de présenter que le modele d’impact différentiel peut étre écrit comme
une séquence de phases algébriques, ce qui n’avait pas été mis en valeur par les précédents
travaux de KELLER [44], STRONGE [75] et HURMUZLU et MARGHITU [3Y] sur ce modele
d’impact. Comme pour le modele d’impact algébrique, a chaque nouvelle phase se pose
le probleme d’existence et d’unicité des solutions. De plus, comme soulevé dans la these
de GENOT [28] se pose le probleme de l'arrét de la séquence d’impacts algébriques. En
d’autres termes la séquence d’impacts algébriques peut-elle étre infinie 7 Au cours de notre
étude de I'impact nous avons constaté numériquement de tels cas d’une infinité de phases
au cours d'un impact. Mais il s’agissait d’une série cyclique de la méme séquence de phases
d’impact avec un point d’accumulation. Un tel phénomene d’accumulation s’apparente au
cas déja connu d’une accumulation infinie d’impacts pour des modeles d’'impact rigides
classiques. Dans le cas présent il est possible de calculer I'issue de cette accumulation de

phases.
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Calcul de AV}, AV,
AT} et ATf, k=Fk+1

pour tous les comportements

Détermination du ou des
comportement(s) possible(s)

Calcul des conditions de
fin de phase possibles parmi

Tk glissly Tk gliss2y Tk decollls Tk fin

Calcul de V¥, ViF, I¥ et I}, ‘

Tk = Tk fin

Tk 7 Tk fin

Vit =V V=V,
IRl = Ifﬁ et [R2 = 11]%2

F1G. 2.1 — Représentation de I'algorithme de calcul de I'impact différentiel
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2.4 Caractérisation des modeles d’impact

2.4.1 Introduction

Dans le cas de I'impact du pied avant avec le sol alors que le pied arriere est au sol,
d’apres les équations d’impact (2.73) pour I'impact algébrique et (2.30) pour I'impact
différentiel avec les lois de comportement aux contacts, on peut voir que le comportement
a I'impact dépend de :

— la direction de la vitesse du pied rentrant en contact avec le sol (la solution de

I'impact étant proportionnelle a 'amplitude de cette vitesse),

— la configuration du bipede au moment de 'impact définie par les angles «a, 01, 0o
ainsi que la distance entre les pieds d. Le sol est considéré plat ce qui fait que les
deux pieds ont méme altitude,

— les caractéristiques du sol, a savoir le coefficient de frottement entre le sol et les

pieds du robot.
Le comportement a I'impact dépend donc de 6 parametres.

Notre but est de rechercher un impact donnant un double support afin de pouvoir
obtenir une phase de double support apres celle de simple support, plutot que d’obtenir une
nouvelle phase de simple support comme considéré dans beaucoup d’études des bipedes
plans, voir GRIZZLE et al. [32], CHEVALLEREAU et al. [21] et AOUSTIN et FORMAL'SKY

[2] par exemple. D’autre part nous cherchons a éviter les comportements avec glissement.

Des études de I'impact pour des bipedes ont déja été faites. RUBANOVICH et FOR-
MAL'SKIT [6J] et RUBANOVICH et FORMAL'SKIT [7{)] déterminent mathématiquement les
conditions donnant les différents comportements possibles pour différents systemes mé-
caniques pouvant avoir deux contacts au sol. Dans RUBANOVICH et FORMAL'SKIT [6J]
I’étude porte d’abord sur un compas sans articulations pour lequel il est prouvé formel-
lement pour un coefficient de frottement infini que I'extrémité arriere décolle sauf pour
un écartement suffisant des jambes ou les deux extrémités restent au sol. Ensuite dans
RUBANOVICH et FORMAL’SKII [70] I'étude est étendue au cas d'un compas avec une ar-
ticulation aux hanches toujours pour un coefficient de frottement infini, et considérant
que l'extrémité qui rentre en contact avec le sol le fait verticalement. Alors, il est montré
qu’il existe des cas d’inconsistance. Le cas avec frottement est alors considéré et il existe
alors des cas d’indétermination. Enfin il est montré que dans le cas d’un systéeme avec
un nombre arbitraire de corps et deux contacts, le comportement a I'impact peut étre
étudié par I'intermédiaire d'un systeme de 4 équations reliant les vitesses des extrémités
en contact avec le sol et les réactions du sol, comme pour le cas du compas a 2 corps, et

comme nous l’avons fait, voir le systeme (2.13).

Dans HURMUZLU [36] 'auteur utilise une méthode de visualisation pour déterminer

les types de marche possibles pour un bipéde plan. L’étude dans HURMUZLU [30] a été
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faite dans le cadre d'une paramétrisation de la marche différente de la notre, ce qui lui
donne un impact dépendant de 3 parametres. Un tracé est donc fait des comportements
obtenus apreés impact en fonction de ces 3 parametres. Dans la thése de GENOT [2§] une
étude des comportements apres impact dans le cas d’un robot compas en fonction de la
configuration, des vitesses et du coefficient de frottement du sol est également faite de
maniere graphique. Le comportement a I'impact dépend de 4 parametres dans ce cas.

Pour déterminer le comportement apres impact nous allons utiliser deux outils :
d’abord comme HURMUZLU [BB] un outil de visualisation permettant d’observer le com-
portement apres impact en fonction de 2 parametres parmi les 6 parametres dont dépend
I'impact, et un outil d’optimisation permettant de rechercher un jeu de parametres per-
mettant d’obtenir le double support. L’outil d’optimisation ne permet pas de donner de
garanties quand a ’existence des impacts recherchés, mais c¢’est la seule possibilité simple
sachant que I'outil de visualisation n’est utilisable que pour observer I'influence de 2 voire
3 parametres, et que la détermination des conditions des différents comportements pos-
sibles de maniere mathématique comme dans RUBANOVICH et FORMAL'SKII [i7(] est tres
difficile, la complexité des équations étant beaucoup plus grande dans notre cas.

Pour visualiser les comportements possibles, nous allons tracer pour une configuration
donnée les comportements obtenus apres 'impact en fonction du coefficient de frottement
du sol et de la direction du vecteur vitesse de I'extrémité du pied rentrant en contact avec

le sol.

2.4.2 Présentation de la méthode de tracé des comportements
obtenus apres impact

Pour I'impact algébrique, nous écrivons les équations d’impact en fonction des vitesses

avant impact, pour les 12 comportements possibles présentés annexe . Puis nous écri-

vons l’ensemble des inégalités associées a un comportement en fonction des vitesses avant

impact. La vitesse avant impact V,~ s’écrit (2.48).

‘/27:

cos(f) ] (2.48)
sin(0)

ou # est I'orientation du vecteur vitesse du pied qui rentre en contact avec le sol juste
avant impact.

Nous recherchons alors le ou les intervalles sur 6 qui vérifie(nt) les inégalités associées
a un comportement d’impact. Le calcul de cet intervalle sur € se fait pour une configura-
tion donnée et un coefficient de frottement donné. Ensuite pour tracer les comportements
possibles en fonction de 6, et en fonction d’'un parametre de configuration ou du coef-
ficient de frottement, nous parcourons un ensemble de valeurs discretes du parametre

supplémentaire que nous étudions.
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Pour I'impact différentiel, nous écrivons de méme les équations d’impact en fonction
des vitesses avant impact. En fonction de 6, nous calculons le comportement obtenu au
cours de la phase actuelle. Puis pour chacun des comportements possibles, nous détermi-
nons les intervalles sur ¢ pour lesquels la condition d’arrét de la phase est la méme, parmi
les conditions (2.27), (2.28) et (2.29). Si c’est la condition de fin d’enfoncement du pied
qui est rentré en contact avec le sol (2:29) qui est atteinte, alors 'impact différentiel est
terminé et le comportement obtenu en fin d’impact est celui obtenu en fin de cette phase.
Pour chacun des intervalles en 6 ol une autre condition est atteinte, nous recommencgons
les meémes étapes, a savoir la détermination des comportements au cours de la prochaine
phase et les nouveaux sous intervalles en 6 qui ont une méme condition de fin de phase.
Nous avons donc un processus itératif que nous avons programmé de maniere récursive.
Au final nous obtenons un ensemble d’intervalles en 6 pour lesquels nous avons un méme
comportement en fin d’impact. Comme pour 'impact différentiel, ces calculs sont faits
pour une configuration donnée, et un coefficient de frottement donné. Et pour faire un
tracé des comportements obtenus en fin d’impact nous parcourons un ensemble de valeurs

discretes du parametre supplémentaire que nous étudions.

2.4.3 Présentation de la méthode de recherche d’un impact don-

nant un double support par optimisation

Pour la recherche d'une configuration et d'un coefficient de frottement permettant
d’obtenir un double support apres impact, nous allons utiliser un programme d’optimi-
sation minimisant un critere non linéaire sous des contraintes non linéaires. Nous avons
utilisé pour cela la fonction fmincon de Matlab qui utilise un algorithme SQP (Sequential
Quadratic Programming). Cet algorithme d’optimisation permet de trouver un minimum
local d’'un probleme non linéaire. Si nous ne trouvons pas de double support possible,
I'optimisation ne prouve pas qu’il n’en existe pas.

Nous avons considéré deux problemes. D’abord nous avons cherché a minimiser le co-
efficient de frottement nécessaire pour pouvoir obtenir un double support. Dans ce cas
le critere que nous avons cherché a minimiser est le coefficient de frottement. L’autre
probleme que nous avons considéré, une fois que nous avons constaté que des double sup-
ports étaient possibles, a été de rechercher des configurations les plus proches possibles
de configurations de marche, tout en gardant un coefficient de frottement raisonnable. Le
critere de ce probleme, que nous cherchons a minimiser, est la distance entre la configu-
ration recherchée et une configuration de marche. Nous considérons aussi une contrainte
supplémentaire par rapport au probleme d’optimisation précédent. Cette contrainte est
que le frottement pour lequel le double support est possible ne doit pas dépasser une
valeur maximale. Les autres contraintes communes aux deux problemes que nous avons

considérées sont d’abord des contraintes d’existence de la configuration telle que nous
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I’avons définie avec les parametres «, 01, 0o et d la distance entre les pieds. Nous pourrons
nous reporter a la section 8 ot nous présentons ces contraintes plus en détail. Nous avons
ensuite ajouté des contraintes qui nous semblaient évidentes pour une configuration de

marche :

— le centre de gravité du robot doit étre situé entre les pieds ce qui revient a considérer
que le bipede a une configuration d’équilibre statique,

— le centre de gravité du robot doit étre situé au dessus du niveau du sol,

— les hanches doivent étre situées au dessus du niveau du sol

— le tronc doit étre situé au dessus de 'horizontale

Nous avons ensuite considéré les contraintes pour 'obtention d’un double support apres
I'impact. Pour I'impact algébrique il s’agit dans le cas de I'impact de double support donné
par les équations (2.49) des contraintes associées (2.50). L’équation algébrique d’impact
donnant le double support (2.49) est obtenue & partir de (2.13) en considérant le non

glissement et le non décollement pour les deux pieds (2.10) et (2.12).

0 =DTA'D
_VZ*

Ir, ] (2.49)

IR,

{ _f[R1z S [Rlz S fIRlz (2 50)

_fIRQZ S [RQI S f[RQZ

Pour le modele différentiel, un double support est obtenu lorsque la dernieére phase
s’arréte avec toutes les vitesses des extrémités des jambes nulles. Ces conditions peuvent
étre obtenues lorsque la condition de fin d’impact (2.38) est vérifiée en méme temps que
d’autres conditions d’arrét de phases (2:37%) et (223G). Un tel cas correspond a la frontiere
entre 2 zones de comportements différents, et il est possible que les 2 comportements qui
entourent cette frontiere donnant un double support ne soient pas des zones de double
support. Par exemple il peut s’agir d’une frontiere entre un glissement du pied avant
dans un sens et dans l'autre sens avec le pied arriere fixe. Nous ne considérerons pas
ces cas ou la zone de double support se réduit a une frontiere, car en pratique ces zones
frontieres sont tres difficiles a obtenir du fait des erreurs de commande. Les cas ou la zone
de double support n’est pas réduite a une frontiere s’obtiennent lorsque le pied arriere
ne décolle pas ni ne glisse et le pied avant ne glisse pas au cours de la derniere phase de
I'impact différentiel. Ce cas est donné par les équations de la derniere phase (2.51) avec les
contraintes associées (2.52). Le systeme (2.511) est obtenu a partir de (2.30}) en considérant
le cas de non glissement et non décollement du pied 1 donné par (2.32), 'absence de rebond

et de glissement pour le pied 2 donné par (2.34) et la condition de fin de I'impact (2.38).
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Il est a noter que la condition donnée pour le modele différentiel est une condition
seulement nécessaire, car il faut encore que 1’état de début de la derniere phase puisse étre
obtenu. Nous nous contenterons dans les faits des conditions (2.51) et (2.53) car elles se
sont avérées suffisantes pour obtenir un double support, comme nous le verrons dans les
résultats de la recherche d’un double support.

Ces conditions d’obtention d'un double support sont tres proches pour les deux modeles
d’impact que nous avons utilisés. Cependant la condition de I'impact différentiel est plus
contraignante car nous voyons qu’elle impose VQZ_l = 0 alors que la condition de double
support du modele algébrique n'impose pas V,, = 0. Un double support avec I'impact
différentiel correspond donc pour I'impact algébrique au fait que le double support doit
s’obtenir avec une orientation de la vitesse du pied rentrant en contact avec le sol avant

impact dirigée verticalement, soit § = —90" .

2.4.4 Résultats et comparaison des modeles algébrique et diffé-

rentiel pour le cas d’une configuration de marche

Nous avons ici étudié une configuration de marche que nous avons obtenue par la
méthode de génération de trajectoires présentée section 3. Cette configuration est donnée
figure 2.2. Nous allons donner les comportements obtenus en fonction de 6 Iorientation
du vecteur vitesse juste avant impact du pied qui est rentré en contact avec le sol, et du
coefficient de frottement entre le sol et le robot. Pour I'impact algébrique nous obtenons
les comportements présentés figure 2.3 avec un zoom des zones sans décollement du pied
arriere figure 2.4. Pour I'impact différentiel, nous obtenons les comportements présentés
figure 2.5.

Nous pouvons constater que les résultats sont tres proches pour les deux modeles
d’impact. Cependant il y a des différences de comportements entre les deux modeles a
I'interface entre les zones de glissement du pieds avant dans le sens négatif et d’arrét du
glissement du pied avant. Ces zones se situent dans le demi plan inférieur qui correspond
a une vitesse tangentielle d’arrivée du pied d’impact négative. Dans le cas de l'arrét
du glissement du pied avant, 'impact différentiel donne donc un changement de phase

en cours d’impact, alors que le modele algébrique donne pour comportement tout au
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Fi1c. 2.2 — Un exemple de configuration de marche obtenue par optimisation. L’étoile
représente le centre de gravité du bipede.

0
SIS XXX XXX XXX LT,
BEd ss glissement pied avant>0 X
XXX SS glissement pied avant<0 o
20 KX SS sans glissement o
EY DS glissement pied avant<0 pied arriere>0 X
[ DS glissement pied arriere>0 X
-40 22 DS glissement pied avant<0 o
DS sans glissement X
-60
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°
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Fia. 2.3 — Comportements obtenus avec le modele d’impact algébrique pour la configu-
ration de marche.
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FiG. 2.4 — Comportements obtenus avec le modele d’impact algébrique pour la configu-
ration de marche, zoom sur la zone de double support.
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FiG. 2.5 — Comportements obtenus avec le modele d’impact différentiel pour la configu-

ration de marche.
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long de I'impact celui de fin d’impact donc ici sans glissement du pied avant alors que
le pied avant glissait en début d’impact. On voit donc pourquoi aux abords de ’arrét
du glissement du pied avant, le modele algébrique prédit pour le pied arriere le méme
comportement que lorsqu’il n’y a pas arret du glissement du pied avant, alors que le
modele différentiel prédit le méme comportement que lorsque la vitesse tangentielle du
pied avant est positive. On observe en particulier que I'impact algébrique donne une phase
de double support sans glissement apres 'impact alors que le modele différentiel donne une
phase de simple support. Suite a la discussion au début de la section 2.3.1;, nous pensons
que l'impact différentiel est le plus correct lorsque les deux modeles d’impact prédisent
des comportements différents. Le modele algébrique prédit donc a tort la possibilité d'un

double support apres impact.

2.4.5 Résultats pour le cas de la configuration minimisant le
frottement permettant de donner un double support, dans

le cas du modele algébrique

Nous présentons maintenant les résultats des optimisations. Pour la recherche de la
configuration donnant un double support avec un frottement le plus petit possible, pour
I'impact algébrique, un résultat obtenu est celui présenté figure 2.6. Les comportements
obtenus sont ceux présentés figure 2.7 pour le modele d’impact algébrique et figure 2.8
pour le modele d’impact différentiel. Le coefficient de frottement minimal pour obtenir
un double support trouvé avec le modele algébrique est de f = 0. Il faut cependant un
coefficient plus élevé pour que la zone soit non réduite a une frontiere. Comme pour la
configuration de marche nous pouvons remarquer que le modele d’'impact algébrique prédit
un double support possible alors que le modele d’impact différentiel n’en prédit pas. La
configuration trouvée par l'optimisation est donc une configuration donnant un double
support pour le modele algébrique justement quand cette prévision d’'un double support

est fausse, comme nous ’avons vu dans le cas de la configuration de marche.

2.4.6 Résultats pour le cas de la configuration minimisant le
frottement permettant de donner un double support, dans

le cas du modele différentiel

Pour la recherche de la configuration donnant un double support avec un frottement
le plus petit possible, pour I'impact différentiel, un résultat obtenu est celui présenté
figure 2.9. Les comportements obtenus sont ceux présentés figure 2.10 pour le modele
d’impact algébrique et figure 2.11 pour le modele d’impact différentiel. La configuration
obtenue est une configuration avec les jambes écartées au maximum avec la jambe rentrant

en contact avec le sol pliée et le tronc a I’horizontale. Pour les deux modeles le coefficient de
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FiG. 2.6 — Configuration minimisant le coefficient de frottement nécessaire pour obtenir
support avec 'impact algébrique. L’étoile représente le centre de gravité du

un double
bipede.
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A DS glissement pied avant<0 pied arriere<0
[ DS glissement pied arriere>0

E=] DS glissement pied arriere<0
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DS sans glissement
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Fi1c. 2.7 — Comportements obtenus pour l'impact algébrique, dans le cas minimisant le
coefficient de frottement nécessaire pour obtenir un double support avec I'impact algé-

brique.
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B ss glissement pied avant>0

KXN SS sans glissement

220 =1 DS glissement pied avant>0 pied arriere<0
[ITT] DS glissement pied avant>0 pied arriere>0
71 DS glissement pied avant<0 pied arriere<0
DS glissement pied avant<0
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Fic. 2.8 — Comportements obtenus pour I'impact différentiel, dans le cas minimisant le
coefficient de frottement nécessaire pour obtenir un double support avec I'impact algé-
brique.

frottement minimal permettant d’obtenir un double support est d’environ f = 0.4. Nous
constatons ici que lorsqu’un double support s’obtient pour le modele différentiel, nous en
obtenons un également pour le modele algébrique. Cela est di au fait que les conditions
nécessaires pour 'obtention d’un double support avec le modele d’impact différentiel (2.51)
et (2.52) sont des conditions suffisantes d’obtention d’'un double support avec le modele
algébrique (£19) et (2350).

Il est également a remarquer que pour le cas de 'impact différentiel donné figure 21T,
correspondant a la configuration donnée figure 2.9, il y a une zone d’inconsistance re-
présentée par la zone blanche sur la figure. Nous avons également constaté une zone
d’indétermination qui ici n’est pas visible. Il y a non seulement indétermination, mais
indétermination parmi une infinité de solutions possibles apres impact. Ce phénomene est
lié & une zone pour laquelle il y a une séquence infinie de phases au cours de I'impact,
mais qui tend vers un point d’accumulation.

Pour les recherches du coefficient de frottement nécessaire minimal, nous avons constaté
que plusieurs solutions étaient possibles lorsqu’on prenait des conditions initiales diffé-
rentes, ou lorsqu’on relaxait les contraintes sur la configuration. Le probleme d’optimisa-
tion possede ainsi des minimums locaux. Nous avons présenté ici le meilleur résultat de
chaque optimisation qui vérifie les contraintes sur les configurations que nous nous étions

fixées.
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Fic. 2.9 — Configuration minimisant le coefficient de
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frottement nécessaire pour obtenir

un double support avec 'impact différentiel. L’étoile représente le centre de gravité du

bipede.

-120

-140

-160

-180
0

B ss glissement pied avant>0

I 7————— KXX SS sans glissement

ESY Ds glissement pied avant<0 pied arriere>0
E- Ds glissement pied avant>0 pied arriere<0
[[TT DS glissement pied avant>0 pied arriere>0
[ DS glissement pied arriere>0

E=] DS glissement pied arriere<0

DS glissement pied avant>0

DS sans glissement

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

coefficient de frottement f

4.5

Fi1G. 2.10 — Comportements obtenus pour I'impact algébrique, dans le cas minimisant le
coefficient de frottement nécessaire pour obtenir un double support avec 'impact diffé-

rentiel.
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Fi1G. 2.11 — Comportements obtenus pour 'impact différentiel, dans le cas minimisant le
coefficient de frottement nécessaire pour obtenir un double support avec I'impact diffé-
rentiel.

2.4.7 Résultats pour le cas de la configuration la plus proche
de la configuration de marche permettant de donner un
double support pour f = 1, dans le cas du modele algé-

brique

Les résultats d’optimisation précédents nous ont montrés que des doubles supports
sont possibles avec des coefficients de frottements courants, inférieurs a f = 0.6. Mais
les configurations obtenues dans ces cas la ne sont pas des configurations possibles pour
une marche. Nous présentons maintenant des résultats obtenus par optimisation ot nous
ne recherchons plus le frottement minimal nécessaire pour obtenir un double support
mais la configuration la plus proche d’une configuration de marche. La condition sur le
frottement est maintenant une limitation sur le coefficient de frottement admissible. Nous
avons considéré une limite sur le coefficient de frottement nécessaire pour obtenir un
double support de fj,, = 1, soit la contrainte sur le coefficient de frottement minimal

pour obtenir un double support f,,;, < 1.

Dans le cas de l'optimisation du modele d’impact algébrique, nous avons obtenu la
configuration présentée figure 2.79 et les zones de comportement présentées figure 2.13.

Nous donnons également les comportements prédits par le modele d’impact différentiel
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pour cette configuration figure 2.T4.
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F1G. 2.12 — Configuration la plus proche de la configuration de marche présentée figure 2.4
et pour laquelle un double support est possible pour un coefficient de frottement de 1 avec
le modele algébrique. L’étoile représente le centre de gravité du bipede.
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Fic. 2.13 — Comportements obtenus pour la configuration la plus proche de la configura-
tion de marche présentée figure 2.2 et pour laquelle un double support est possible pour
un coefficient de frottement de 1 avec le modele algébrique.

La configuration obtenue avec I'impact algébrique pourrait presque étre une configu-
ration de marche si ce n’est que les jambes sont tendues, ce qui n’est pas du tout propice

a une poussée sur la jambe arriere en double support. De plus I'impact différentiel ne
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FiG. 2.14 — Comportements du modele différentiel, obtenus pour la configuration la plus
proche de la configuration de marche présentée figure 2.4 et pour laquelle un double
support est possible pour un coefficient de frottement de 1 avec le modele algébrique.

donne pas de double support dans ce cas, voir figure .14, sauf a la frontiere entre la zone
de double support avec glissement du pied avant et la zone de simple support sans glis-
sement. Comme nous 'avons déja évoqué précédemment, le modele d’impact différentiel
nous semble plus correct car il tient compte des changements de sens de glissement au
cours de I'impact. La configuration trouvée ici n’est donc pas une configuration donnant

un double support.

2.4.8 Résultats pour le cas de la configuration la plus proche
de la configuration de marche permettant de donner un
double support pour f = 1, dans le cas du modele diffé-

rentiel

Dans le cas de l'optimisation du modele d’impact différentiel, nous avons obtenu la
configuration présentée figure 2.15 et les zones de comportement présentées figure 2_16.

Pour le résultat le plus proche de la marche que nous avons obtenu pour 'impact
différentiel, il s’avere que les conditions nécessaires (2.51) et (2.52) ne sont pas suffisantes
et que le double support n’est méme pas possible sur une frontiere, voire figure 2.16. Pour

vérifier d’autres conditions, la configuration serait encore plus éloignée d’une configuration
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F1c. 2.15 - Configuration la plus proche de la configuration de marche présentée figure 2.4
et pour laquelle un double support est possible pour un coefficient de frottement de 1 avec
le modele différentiel. L’étoile représente le centre de gravité du bipede.
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Fi1G. 2.16 — Comportements obtenus pour la configuration la plus proche de la configura-
tion de marche présentée figure 2.2 et pour laquelle un double support est possible pour
un coefficient de frottement de 1 avec le modele différentiel.
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de marche. Nous en concluons donc que le double support n’est pas possible pour une
configuration de marche pour des zones non réduites a des frontieres dans le cas de 'impact
différentiel. Nous ne considérons pas les zones frontieres donnant un double support apres
impact car en pratique il serait tres dur d’atteindre ces frontieres, du fait des erreurs de
commande.

Nous constatons que la configuration obtenue pour I'impact algébrique présentée fi-
gure 2,12 était plus proche de la configuration de marche présentée figure 2.2 que pour
I'impact différentiel présentée figure 2.15. Cela signifie qu'il est plus facile d’obtenir un
double support avec I'impact algébrique, comme nous l’avions déja remarqué avec les
conditions de double support (2:51) et (2.53) pour 'impact différentiel et (2.49) et (2.50)
pour I'impact algébrique. Cependant nous ne considérerons que les résultats du modele
différentiel, celui-ci étant plus correct.

Il est a remarquer que les modeles que nous venons d’étudier peuvent présenter des

cas d’indétermination et d’inconsistance.

2.5 Conclusion et propositions

Nous avons présenté et étudié deux modele, le modele algébrique et le modele diffé-
rentiel. Ces deux modeles ne prédisent pas tout le temps le méme comportement, comme
mis en évidence dans Particle de KELLER [44], et constaté dans I'article de HURMUZLU et
MARGHITU [89]. Le modele différentiel semble plus correct car il tient compte des chan-
gements de vitesse tangentielle au cours de I'impact, contrairement au modele algébrique.
Bien que ces deux modeles donnent souvent les méme comportements apres 'impact, nous
avons remarqué que dans certains cas le modele algébrique prédit un double support alors
que le modele différentiel n’en prédit pas. Pour une marche avec double support avec
impact, il faut donc utiliser le modele différentiel.

Nous avons donc seulement considéré le modele d’impact différentiel pour ’étude des
possibilités de double support apres impact. Nous n’avons pas trouvé de configuration de
marche pouvant donner un double support apres impact pour un coefficient de frottement
de f = 1, sauf sur certaines frontieres entre deux comportements autres que le double
support sans glissement. Nous n’avons pas choisi de considérer une marche avec des im-
pacts ayant lieu sur des frontieres donnant des double supports, car ces frontieres sont
sensibles en fonction des parametres du modele, et il ne nous apparait pas de maniere
évidente qu’il existe en réalité une zone localement autour de cette frontiere qui donnerait
des doubles supports. Nous avons plutot choisi de considérer une marche sans impact,
c’est-a-dire que la vitesse du pied qui rentre en contact avec le sol est nulle. Ce cas ne
pourra pas non plus étre atteint exactement, mais nous comptons sur le fait que pour
de petites erreurs, 'impact sera suffisamment faible pour pouvoir encore considérer qu’il

n’y a pas d’impact. En effet nous avons considéré un impact entre solides rigides, mais
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en réalité il y a toujours un peu d’élasticité, qui nous pensons doit permettre de conti-
nuer a obtenir un non décollement du pied arriere alors que le modele rigide prédit un

décollement du pied arriere, et ce pour un impact suffisamment faible.

Il est a remarquer qu’'un autre cas d’obtention d’un double support apres impact est
I'obtention d’'une accumulation d’impacts de simple support successivement sur le pied
avant et sur le pied arriere, dont 'intensité diminue au cours des impacts pour tendre vers
un impact d’intensité nulle, et ce en un temps fini. Un tel cas fait évidemment intervenir
des phases dynamiques entre les phases d’impact, et une étude théorique telle que nous
I’avons menée n’est alors pas possible. La stabilité de 'obtention d’un double support
dépend alors de la commande appliquée au robot. Pour étudier la stabilité de I'obtention
d’un double support, il est notamment possible d’utiliser une fonction de Lyapunov comme

dans BROGLIATO et al. [11], BOURGEOT et BROGLIATO [7] et CHAREYRON et WIEBER

14].

Les résultats de I’étude de I'impact avec des pieds dans I'annexe [ ainsi que les résultats
de I'étude de I'impact sans pieds donnant des doubles supports tres difficilement nous ont
amenés a penser que les hypotheses du modele d’'impact que nous utilisons n’étaient pas
tout a fait correctes. En effet pour I'impact considéré, les efforts autres que ceux générés
par les variations de vitesse instantanée ne sont pas pris en compte. Or pour des impacts
de systemes ayant déja des contacts au sol, le systeme subit des efforts au niveau des
contacts au sol, qui peuvent étre non négligeables par rapport aux effets de 'impact si
celui-ci est suffisamment faible. Ceci nous amene a penser que les efforts des contacts
existant déja au moment de I'impact ne sont pas tout le temps négligeables devant les
efforts dus a I'impact. Un modele de contact continu permet de tenir compte de l'effet de
tous les efforts lorsqu’un nouveau contact a lieu. Pour tenir compte des efforts juste avant
impact tout en gardant un modele ayant les caractéristiques d’'un modele d’impact rigide,
nous proposons de repartir de la démonstration mathématique de l'impact différentiel
établie par KELLER [44]. Il considere deux temps, 'un relatif aux dynamiques en dehors
de I'impact, temps noté t*, et 'autre relatif aux dynamiques en cours d’impact, temps noté
t. 11 fait également la distinction entre des grandeurs qui varient rapidement, fonctions du
temps t, et celles qui varient lentement, fonctions du temps t*, au cours de I'impact. Les
vitesses et efforts de contact sont considérés comme variants rapidement. Les positions et
les efforts autres que ceux de contact sont considérés comme variants lentement. De plus
les efforts de contact dus a I'impact sont considérés inversement proportionnel a la durée
de l'impact t., afin qu’ils aient un effet significatif en cours d’impact. Nous avons donc
dans le temps relatif aux dynamiques en dehors de 'impact la relation des dynamiques

de I'impact (2.53) pour notre robot.
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Aq(t) dft St) +C(q(t7), (1))
LG(X(@) = Del(e) (2.53)
% [Dl (¢(t*)) Ry (t) + Dy (q(t*>)TRz(t)]

La relation entre le temps relatif a la phase d’impact t et le temps relatif aux dy-
namiques en dehors de 'impact t* est donné par ¢ = t*/t.. Ainsi en cours d’impact les

dynamiques peuvent étre mises sous la forme (2:54).

A(q(tct))d);—iw +t. [C(qltet), q(t)) + G(X(tet))] = te[DrI(tet)]
D (qltet) Ra(r) (25
+Ds5(qltt))" Ro(t)

Ainsi lorsque la rigidité de 'impact tend vers I'infini et donc que la durée de I'impact
devient nulle, nous obtenons 1'équation des dynamiques de l'impact différentiel (2.14).
De plus nous obtenons que les positions et les efforts autres que ceux de contact sont
constants en cours d’impact puisque t.t a tendu vers 0.

Nous avons constaté que ce modele completement rigide, ou les efforts autres que
ceux dus a I'impact ne sont pas pris en compte, n’est pas completement valable dans le
cas de systemes possédant plusieurs contacts unilatéraux au moment de 'impact. Nous
proposons ici de ne pas faire tendre la durée de I'impact t. vers 0 mais de considérer que
cette durée est suffisamment petite pour que les positions et efforts autres que ceux de
contact soient constants, et que du point de vue des dynamiques en dehors de I'impact,
la durée de I'impact soit infinitésimale. Nous utilisons donc directement le modele (2.54).
Par rapport aux autres modeles d’impact présentés dans cette these, il est nécessaire de
connaitre la durée de 'impact t.. Celle-ci peut étre déterminée relativement facilement
expérimentalement. Contrairement au modele différentiel, il n’est pas possible d’intégrer
analytiquement les équations de ce modele d’'impact. En effet, le terme des effets de
Coriolis et centrifuges, qui disparait dans le modele différentiel, est non linéaire. Dans
le cas des robots marcheurs, il serait peut-étre possible de négliger ce terme face aux
effets dus a la gravité. Une autre difficulté est la prise en compte des frottements dans les
articulations.

Les avantages d’un tel modele par rapport a un modele continu sont les mémes que
ceux d'un modele algébrique d’impact. Les dynamiques de l'impact, tres rapides, sont
séparées des dynamiques en dehors de l'impact, plus lentes, plutot que de simuler les
dynamiques lentes et rapides en méme temps. Il est également possible d’étudier I'impact

indépendamment des dynamiques continues, bien que cette étude soit plus difficile que
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celle menée dans cette these sur les modeles algébrique et différentiel.

La prise en compte des effets autres que ceux de I'impact aura peu d’effet sur le
comportement au point de nouveau contact, les efforts y étant nuls juste avant impact.
Ainsi pour les systemes n’ayant pas des contacts existants avant impact, la prise en compte
des effets autres que ceux de I'impact semble avoir moins d’importance. Par contre pour
les contacts qui avaient lieu avant impact, la prise en compte des effets autres que ceux
de I'impact jouera un role plus important, puisque des efforts ont lieu sur ces contacts
juste avant impact. Il est également important de remarquer que le role relatif des effets
autres que ceux dus a I'impact seront d’autant plus importants que 'impact sera faible.
Nous avions vu que, pour les impacts algébriques et différentiels, seule la direction 6 de
la vitesse de I'extrémité du pied avant impact rentrant en collision avait un effet sur le
comportement obtenu apres impact, et non 'amplitude de cette vitesse. Avec ce nouveau
modele, 'amplitude de la vitesse du pied avant impact a maintenant une influence sur le
comportement obtenu apres impact.

Si nous considérons maintenant le cas de I'impact d’un bipede avec des pieds, nous
avons vu en annexe b que des doubles supports ne sont pas possibles si I'axe cheville-
extrémité du pied arriere n’est pas dans le cone de frottement. Or le bipede est en appui
sur la jambe arriere juste avant I'impact. Si nous supposons un impact suffisamment faible,
les effets dus a I'impact vont étre suffisamment faibles relativement aux effets dynamiques
et de gravité, et nous obtiendrons pour le pied arriere le comportement que nous avions
juste avant impact. Dans notre cas nous obtiendrons donc un non décollement et non
glissement du pied arriere. Contrairement aux résultats présentés section1.3.3 et D.374, ce
non glissement et non décollement s’obtiendra quelque soit I'orientation de 1’axe cheville-
extrémité du pied par rapport a ’horizontale, et non seulement pour des orientations de
cet axe dans le cone de frottement.

Cette caractéristique de I'impact est également valable dans le cas du bipede sans pieds.
Si 'impact est suffisamment faible, les effets de 'impact ne seront plus prépondérants, le
pied arriere aura donc le comportement qu’il avait juste avant I'impact. Ces considérations
justifient le choix de considérer une marche du bipede sans pieds en évitant I'impact. En
effet, si des erreurs entrainent qu’un impact a lieu, localement autour du mouvement de
référence 'impact sera suffisamment faible pour que les effets dus a I'impact sur le pied

arriere n’entrainent pas de décollement ou de glissement.
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3.1 Introduction

Dans la littérature, de nombreuses méthodes existent pour définir le mouvement d’un
systeme. Si le systeme est peu ou pas contraint, et completement actionné, il n’est pas
nécessaire de se poser le probleme de la vérification des contraintes, et le probleme de
génération de mouvement peut se résumer a définir une trajectoire allant d’un point de
départ a un point d’arrivée. Ensuite si le systeme est completement actionné et n’est pas
trop contraint, il peut étre possible de considérer de nouveaux parametres pour lesquels
ces contraintes sont linéaires. Il est alors relativement simple de choisir la trajectoire des
parametres bornés de telle sorte a ce que ces parametres vérifient leurs bornes. Mais si
le systeme n’est pas completement actionné ou qu’il est tres contraint, le probleme de la
génération de mouvements est un probleme difficile. De plus, souvent on veut chercher
le mouvement qui minimise un critere. La plupart du temps ce critere sera un critere
d’énergie dépensée au cours du mouvement, de rapidité du mouvement, ou de stabilité du
mouvement.

De nombreuses méthodes de génération de mouvements existent pour de tels pro-
blemes. Nous pourrons nous référer aux theses de WIEBER [82], CHESSE [17], PERRIN
[65], MURARO [b2], KERAMANE [45], ROUSSEL [6§], CABODEVILA [12] qui traitent de la
génération de mouvements. Nous présenterons aussi ici quelques travaux sur la génération
de mouvements.

Nous pouvons séparer les méthodes de générations de mouvements en 3 grandes fa-
milles. Les premieres méthodes consistent en une recherche de mouvements balistiques
de marche cyclique, en résolvant un probleme aux conditions limites ou Boundary Value
Problem. Les mouvements balistiques obtenus peuvent ensuite servir de base a des mou-
vements pour le robot actionné. On peut citer le travail de MCGEER [b8] qui a étudié la
marche passive sur un plan incliné, qui permet de fournir I’énergie dissipée lors des impacts
a partir de I'énergie perdue lors de la descente. MCGEER [5G] y a méme étudié la marche
passive avec des genoux. On peut également citer COLLINS et al. [22] qui ont construit un
robot passif ayant des mouvements en 3 dimensions. KERAMANE [45] a étudié la marche
passive d’un robot compas également sur un plan incliné. Par une commande il augmente
le domaine d’attraction des mouvements de marches cycliques et permet également au
robot de marcher a I’horizontale et sur des plan inclinés montant. PERRIN [b5] obtient des
mouvements optimaux de marche pour un quadrupede composés de phases balistiques et

de phases d’actionnement impulsionnelles.
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La seconde famille de méthodes consiste en la recherche de mouvements de marche
par des méthodes de commande optimale. Nous pouvons citer les travaux de HARDT
[B3] qui utilise le programme de commande optimale numérique DIRCOL écrit par VON
STRYK [76] pour générer des mouvements optimaux de marche pour un bipede. DIRCOL
transforme le probléeme de commande optimale en un probleme d’optimisation quadratique
résolu avec le programme d’optimisation NPSOL écrit par GILL et al. [26]. DIRCOL
utilise une méthode de collocation, c’est-a-dire que les variables d’état et de commande
sont approximées par des séquences de polynomes. CHESSE [ dans sa theése obtient
des mouvements de référence optimaux par le principe du maximum de Pontryagin pour
les prototypes Rabbit et BIP. Ces problemes sont résolus par une méthode d’intégration
numérique aux deux bouts. Bien que la résolution numérique de tels problemes dans le
cas des robots marcheurs permet de trouver une solution au probleme de génération de
mouvement peu simplifiée, elle est peu robuste et la convergence est difficilement obtenue.
De plus les configurations de début et de fin de phases ne sont pas optimisées, seuls les
mouvements pour aller d'un état a I’autre le sont. On peut enfin citer le travail de ROUSSEL
[68] qui discrétise les équations de la dynamique du systeme et cherche a déterminer avec

un programme d’optimisation les valeurs de la commande discrétisée par morceaux.

La troisieme famille de méthodes de génération de mouvements consiste a définir le
mouvement de référence avec des fonctions paramétrées, puis parfois de déterminer par
optimisation un jeu de parametres optimal. Le probleme de I'optimisation est donc sous-
optimal, mais comme les méthodes précédentes, il s’agit d’une discrétisation du probleme
pour pouvoir le résoudre numériquement. En augmentant le nombre de parametres de la
discrétisation de maniere judicieuse la solution du probleme approché doit aussi tendre
vers la solution du probleme continu. Notons qu’alors les méthodes a base de commande
optimale proposées par HARDT [33] et ROUSSEL [08] qui résolvent numériquement le
probleme par une discrétisation des équations de la dynamique, et les méthodes basées sur
une définition des mouvements par des fonctions paramétrées, bien que partant d’idées
différentes, sont tres proches sur le probleme finalement a résoudre par optimisation.
Les différents travaux de génération de mouvements a base de fonctions paramétrées
peuvent se différencier selon le choix des variables paramétrées. Il peut s’agir des variables
articulaires comme dans CABODEVILA [12], MURARO [62], SAIDOUNI et BESSONNET [71],
CHEVALLEREAU et AOUSTIN [20] et GRISHIN et al. [B1], de variables cartésiennes comme
dans MU et Wu [61], HUANG et al. [BY], CHANNON et al. [13] et HUrRMUZLU [BG], ou
des entrées de commande comme il est fait dans ROUSSEL [b8] mais pas dans le cas de
fonctions paramétrées. Ensuite différents types de fonctions peuvent étre utilisés, comme
des polynomes dans MURARO [62], SAIDOUNI et BESSONNET [71], CHEVALLEREAU et
AousTIN [20], GRISHIN et al. [B1], CHANNON et al. [13], HURMUZLU [36], HUANG et al.
[B5] et MU et Wu [61], des fonctions trigonométriques comme dans CABODEVILA [12].

Pour rechercher les mouvements optimaux, différentes méthodes d’optimisation ont été
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utilisées comme des méthodes stochastiques de recuit simulé ou algorithmes génétiques,
CABODEVILA [12], des méthodes SQP (sequential quadratic programming), MURARO [62],
SAIDOUNI et BESSONNET [7]], CHEVALLEREAU et AOUSTIN [2U], CHANNON et al. [13].
HurMUZLU [3G], MU et WU [61] et HUANG et al. [35] n’utilisent pas d’optimisation, et
simulent les mouvements pour différentes valeurs des parametres pour vérifier a posteriori
s’ils vérifient les contraintes de contact au sol, la paramétrisation qu’ils utilisent se veut
avoir un sens physique a la différence des autres études paramétriques.

On peut encore citer d’autres méthodes de génération de mouvements de marche
qui se caractérisent plus par la volonté de pouvoir générer les mouvements en ligne de
maniere réactive. Dans KAJITA et al. [41] et KAJITA et al. [40] les auteurs définissent le
moment d’inertie et 'accélération du centre de gravité du robot de telle sorte a ce que
la contrainte du ZMP soit vérifiée. Le mouvement des parametres de configuration du
robot sont définis les plus proches de leur mouvement de référence en suivant exactement
I’évolution du moment d’inertie et 'accélération du centre de gravité de référence. Cette
méthode permet de respecter exactement la contrainte du ZMP pour la marche générée,
mais le mouvement des autres parametres pourrait atteindre les butées, et méme ne pas
étre stable. Dans la these de AZEVEDO [3] 'intérét est porté vers la commande prédictive
pour la marche. Cette méthode évite en fait la génération de mouvements. Le mouvement
émerge de la définition des contraintes avec la recherche par optimisation d’'un mouvement
vérifiant les contraintes sur un horizon. PRATT et PRATT [67] définissent un mouvement de
référence en ayant identifié intuitivement les caractéristiques importantes de la marche.
Une modification en ligne des parametres intuitifs des mouvements est également faite

pour obtenir la stabilité.

L’ensemble des méthodes de détermination de mouvements hors ligne ne permettent
d’obtenir qu'un nombre fini de mouvements de références avec des caractéristiques don-
nées. Cela ne permet pas de tenir compte de toutes les situations de marche que peut
rencontrer un robot bipede. Cependant des méthodes ont été proposées pour pouvoir au
moins commuter de maniere continue entre les mouvements de marche obtenus. Nous pou-
vons a ce propos citer le travail de WESTERVELT et GRIZZLE [8U]. D’autres définissent les
trajectoires en fonction d’un parametre qui peut varier de maniere continue a partir d'un
ensemble discret de trajectoires variant en fonction de ce parametre, proposé par WIE-
BER [82] et mis en application par WIEBER et CHEVALLEREAU [83] et CHEVALLEREAU
et ADOUANE [19].

Nous nous intéressons ici a une méthode paramétrique de génération de mouvements.
Nous définissons le mouvement des variables articulaires comme des polynoémes. Nous pré-
senterons en section 8.2 le probléme d’optimisation considéré, a savoir les criteres que nous
avons cherché a optimiser, les contraintes que nous avons considérées, et les parametres
d’optimisation que nous avons choisis. Nous verrons notamment que le probleme d’optimi-

sation posé rigoureusement montre que la définition du critere et de certaines contraintes
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dépendent eux-mémes de la vérification d’autres contraintes, et que nous avons en quelque
sorte un probleme en cascade. Nous verrons ensuite comment nous avons calculé les criteres
et les contraintes, section 8.3. Pour résoudre le probleme de génération de mouvement op-
timal, nous avons choisi d’utiliser une méthode d’optimisation SQP Sequential Quadratic
Programming ou méthode de programmation quadratique séquentielle. Au cours de telles
optimisations, les contraintes peuvent étre temporairement violées. Or notre probleme
d’optimisation possede la propriété que la définition du critere et des contraintes est en
cascade, ce qui interdit la violation de certaines contraintes pour que le critere soit défini.
Nous avons donc été amené a adapter cette méthode d’optimisation pour tenir compte de
la spécificité de notre probleme. Nous présenterons cela en section B.4. Pour améliorer la
convergence du programme d’optimisation, nous avons calculé le gradient analytique du
critere et des contraintes, qui est utilisé par I'algorithme d’optimisation que nous utilisons.
En effet, dans le cas ou le gradient n’est pas fourni, 'approximation de celui-ci est faite
par différence finie, ce qui entraine que le probleme résolu en cours d’optimisation peut
étre mal conditionné, d’ou une convergence moins bonne. Un autre avantage du calcul
explicite du gradient est que le temps d’optimisation est réduit, vu que la détermination
par différence finie du gradient est cotiteuse. Nous présenterons les étapes du calcul des
gradients en section 8.5. Enfin en section 8.6 nous présenterons les mouvements optimaux
que nous avons obtenus ainsi que des comparaisons avec d’autres travaux de génération

de mouvement pour le méme bipede.

3.2 Probleme d’optimisation considéré

Nous présentons ici le probleme a résoudre par optimisation pour générer un mouve-
ment de marche optimal. Le probleme d’optimisation non linéaire sous contraintes non

linéaires généralement considéré peut s’écrire sous la forme générale (B.1).

mpinf(p) (3.1)
() <0 i=1,2..n

Ot p représente les parametres du probleme, f(p) est le critere a minimiser et g;(p) < 0
sont les contraintes a vérifier et n est le nombre de contraintes.

Nous commengons par présenter la paramétrisation du probleme section 8.2.1. Nous
verrons comment nous avons défini I’évolution des variables articulaires, quelles sont les
dynamiques de zéro obtenues pendant la phase de simple support sous-actionnée, et quel
jeu de parametres d’optimisation p nous avons considéré. Les criteres que nous avons
considérés sont présentés en section 8.2.2. Nous présenterons les contraintes sur le mou-

vement de marche en section 8.2.3. Nous verrons notamment que parmi ces contraintes,
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certaines doivent étre vérifiées pour que le critere et d’autres contraintes soient définies.
Ainsi nous classerons en section 8:2.% 'ensemble des contraintes selon I’enchainement dans
lequel elles doivent étre vérifiées pour qu’il n’y ait pas de probleme de définition, et nous
poserons alors le nouveau probleme d’optimisation obtenu. Nous verrons donc que notre
probléme d’optimisation est plus spécifique que celui général donné par (3.1) et est ainsi

plus difficile a résoudre.

3.2.1 Paramétrisation du mouvement de référence

Nous considérons une marche constituée d’une phase de simple support, d’un impact
et d'une phase de double support. Nous définissons ’évolution des variables articulaires
comme des polynomes. Du fait du sous-actionnement, nous définissons les variables arti-

culaires actionnées en fonction du parametre a qui n’est pas actionné. Nous distinguons

de la définition du mouvement en simple support. Puis nous avons choisi de définir les
polynomes a partir des conditions aux limites des phases. En considérant de plus que
le mouvement est cyclique et qu’il y a des relations entre le début et la fin de chaque

phase, nous obtenons un jeu de parametres d’optimisation réduit que nous présenterons

3.2.1.1 Paramétrisation en simple support

Durant la phase de simple support nous définissons 1’évolution des 4 variables articu-
laires 81, 0o, 03 et 0, comme des polynomes en o avec o définit figure 1.3 comme étant
I’angle représentant la direction du tibia de la jambe 1 par rapport a la verticale. Cette

méthode permet malgré le sous-actionnement de définir I’ensemble des configurations du

définition des dynamiques de zéro). Par contre par la suite, pour connaitre a quelle vi-
tesse ’ensemble de ces configurations est parcourues, il sera nécessaire de tenir compte
des dynamiques de zéro. Pour la phase de simple support, nous avons choisi de définir
les configurations initiales et finales, les vitesses initiales et finales, ainsi qu’une configu-
ration intermédiaire. Les polynomes en phase de simple support sont donc définis par 5

conditions et ont donc un degré 4. Ils sont donnés par (3:3).

_ 2 3 4 s
diss = @ioss + aiss® + aiogs” + aizssa” + aiusse” i =1,..,4 (3.2)

Durant cette phase de simple support nous considérons que la jambe 1 est la jambe
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de support.

Il est a noter que le choix de o comme parametre du polynome impose que celui-ci ait
une évolution monotone en fonction du temps car le seul comportement non monotone
de a possible est le retour du robot en arriere qui n’est pas compatible avec la marche.
Seul ce comportement non monotone est possible car comme présenté dans 'article de
CHEVALLEREAU et al. [21] et comme on peut le voir dans la présentation des dynamiques
a celles d'un pendule inverse dont le moment d’inertie et la position du centre de gravité
varient en fonction de «. Par ailleurs, le choix de « a été fait car il a été observé que son
évolution était généralement monotone pour des mouvements de marche définis en fonction
du temps, obtenus par optimisation. Nous ne nous sommes donc pas privés de la possibilité
de certains mouvements importants en imposant 1’évolution monotone de . Cependant,
des mouvements pour lequel o n’était pas monotone ont par la suite été observé pour des
marches a faible vitesse d’avance. Le choix de la définition du mouvement en fonction de
« peut donc étre limitant pour des trajectoires a faible vitesse d’avance. En particulier,
nous avons eu des difficultés pour générer des mouvements de marche avec un pas de 20cm
pour lequel nous pensons qu’il n’est pas possible d’avoir une évolution de v monotone,
ou les valeurs balayées par o sont trop restreintes pour pouvoir définir correctement un
mouvement tel que nous 'avons fait. Ces difficultés sont donc peut-étre dues a ce choix
de définir le mouvement en fonction de «. Il est cependant possible de choisir un autre
parametre du robot, qui ne rencontre jamais ce probleme de non monotonie, comme par

exemple l'orientation de 'axe entre la cheville et la hanche, utilisé par WESTERVELT [79].

3.2.1.2 Paramétrisation en double support

Durant cette phase de double support, le bipede est sur-actionné et possede 3 degrés de
liberté. Nous avons donc choisi de définir «, §; et d5. Bien que ces polynomes pourraient
tous etre définis en fonction du temps, pour des raisons d’homogénéité avec le simple
support, nous avons choisi de définir d; et d, en fonction de o qui lui méme sera défini en
fonction du temps. Pour le double support nous avons choisi de définir les configurations
initiales et finales, les vitesses initiales et finales, ainsi que la durée du double support. Le
double support est donc défini par I'évolution de 0; et d donnée par les polynomes (B.3)

de degré 3 et I’évolution de av donnée par le polynome (B.4) de degré 3.

_ 9 3 .
0ips = Giops + Gi1ps® + aieps” + azpsa” 1= 1,2 (3.3)

Qps = aops + aipst + azpst® + azpst® (3.4)

Durant cette phase de double support, nous considérons que la jambe 1 est a I'avant.
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3.2.1.3 Dynamiques de zéro obtenues en simple support

Nous commencons par donner la définition des dynamiques de zéro de SLOTINE et L1
[72] : The zero-dynamics is defined to be the internal dynamics of the system when the
system output is kept at zero by the input. Pour définir les dynamiques de zéro, il est donc
nécessaire au préalable de définir les sorties qu’il est choisi de commander sur le robot
bipede. Le choix des sorties commandées correspond au choix des variables pour lesquelles
nous définissons un mouvement de référence. Et nous définissons ces sorties qui doivent
étre gardées a zéro comme ’écart entre les variables articulaires et leur mouvement de réfé-

rence. En choisissant les variables pour lesquelles nous avons défini un mouvement section

avons choisi de définir I’évolution des variables articulaires actionnées d; en fonction de la
variable articulaire non actionnée c. En choisissant pour sorties 6; — d;(cv) j =1,..,4, les
dynamiques de zéro correspondent donc aux dynamiques en «. Il est a noter que le double
support ne possede pas de dynamiques de zéro lorsque les sorties a — a(t) et §; — J,(«)
J = 1,2 sont gardées a zéro. Les dynamiques de zéro en simple support s’obtiennent donc
a partir de I’équation du modele (1.33) en considérant la ligne dans laquelle les couples
de commande n’interviennent pas, et en considérant 1’évolution définie par (8.2) des ;. 11
s’agit de la premiere ligne qui nous donne (8.3). Comme nous sommes en simple support,

il n’y a pas d’effort sur le pied 2.

A1(q)G+ Ci(q,q) + G1(q) =0 (3.5)

Ou A;(1 x 5) est la premiere ligne de A, C(1 x 1) est la premiere ligne de C, et
G1(1 x 1) est la premiere ligne de G de I'équation du modele (1.32).

Il nous reste a exprimer cette equation en fonction de a et de ses dérivées et des
coeflicients des polynomes sur les d;. Nous avons directement g(«) a partir des polynomes
(B23). ¢(a, &) et §(a, &, @) s'obtiennent par dérivation de g(«). Le vecteur ¢(a, &) est donné

par (B.6) et le vecteur ¢(«, &, @) par (3:7).

j(a, &) = ¢"a (3.6)

G(o, &, é) = ¢"a + ¢’ (3.7)
Ot la notation ()* signifie une dérivation partielle par rapport a a, ()™ une dérivation
double par rapport a . On a alors ¢* = [1 87 &5 65 65]7 et ¢** = [0 6% 63* 05+ 63*]7.

On obtient alors les dynamiques de zéro sous la forme (3.8).

(g
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ala)d + cla)d? + g(a) = 0 (3.8)

O les termes a(a), ¢(a) et g(«) sont donnés par (8.9).

cla) = Ai(q)g** + Ci(q, q%) (3.9)

Il est également possible d’obtenir cette équation des dynamiques de zéro a partir des
équations du moment cinétique du bipede autour de son point d’appui. En tenant compte
des relations (3:4) et (B:6) on obtient les équations (8.10).

o f(o) (3.10)

Ot o est le moment cinétique du bipede autour de son point d’appui, M est la masse

{ o =—-Mgza(a)

totale du bipede, g 'accélération de la gravité et x¢ la position du centre de gravité par
rapport au point d’appui selon 'axe .

Il est possible de comparer les deux systemes (8.8) et (8.10) et de déduire les termes
de la modélisation (3.10) & partir du modele dynamique complet (1.32) par les relations
(3.11).

fla) = Ai(q)q*

aggj) = Ai(q)q™ + Ci(q.q") (3.11)

Mgzg(a) = Gi(q)

Les dynamiques de zéro en a peuvent donc étre mises sous la forme d'une équation

différentielle du second ordre non linéaire (3.8), ou bien sous la forme de deux équations
différentielles du premier ordre (3.10).

CHEVALLEREAU et al. [21] et GRIZZLE et al. [B2] ont trouvé qu'il est possible de mettre
le systeme d’équations (8.10) sous forme d’une seule équation du premier ordre. En effet,
le produit des termes de gauches des deux équations (3:10) nous donne (3:12).

1 do?

S ar —Mgzg(a)f(a)a (3.12)

Si « est strictement monotone on peut ensuite obtenir (3:13) qui est une équation
différentielle du premier ordre en «.
do?  0%(a)
- = = —2M 3.13
% gr6(e) (o) (3.13)

L’intégration de I'équation (B.[3) au cours du simple support a partir du début du
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simple support nous donne l'expression de o(a) par (3.14).

o(a)? — 0lsg = ®(a) = —2Mg /a zra(s)f(s)ds (3.14)

iSS
Ou 0,55 est le moment cinétique de début de simple support et ;g5 est la valeur de
a en début de simple support.
Nous pouvons donc obtenir les évolutions de & (3.15) puis de @ (B.16) a partir de
(3.10) en fonction de cette intégrale ().

&= — \/CI)(Q/) + f(aiSS)deZSS (315)

fla)

Magra(o 0f(a) 42
— G(fi;r) o (3.16)

Nous utiliserons & partir de maintenant 1’équation différentielle (B:13) pour décrire les

dynamiques de zéro, et nous calculerons & et & avec (3.15) et (3.16). L’utilisation de ces
équations des dynamiques de zéro, simplifiera I’écriture des contraintes sur les dynamiques

de zéro et la simulation numérique des dynamiques de zéro sera également plus facile.

3.2.1.4 Présentation des parametres d’optimisation choisis

Nous avons choisi de paramétrer le mouvement avec les conditions limites des phases
plutot que les coefficients des polynomes, ces parametres ayant un sens plus physique
que les coefficients des polyndomes eux-mémes. Entre parentheses, les coefficients des po-
lynomes sont linéaires par rapport aux conditions limites, et le choix de I'un ou l'autre
comme parametres de 'optimisation ne changera donc pas la structure du probleme d’op-
timisation. Une autre raison du choix des conditions aux limites des phases est que nous
avons choisi de réduire le nombre de parametres avec les conditions de continuité entre
les phases qui s’écrivent sur ces conditions aux limites. Une autre option aurait été de
définir des contraintes égalités dans 'optimisation, mais nous pensons que l’augmentation
du nombre de parametres d’optimisation augmenterait du méme coup les temps d’optimi-
sation. Un inconvénient possible de cette réduction de parametres serait que le probleme
d’optimisation soit moins régulier, c¢’est-a-dire possede plus de minimums locaux, mais
nous verrons dans la section B.6 qui présente les résultats, que des optimisations avec
des conditions initiales différentes donnent les mémes résultats, ce qui rend compte d’une
certaine régularité du probleme.

Comme nous 'avons vu pour chacune des phases de double support et simple support,
nous considérons les positions et vitesses de début et de fin des phases, ainsi quune
configuration intermédiaire en simple support. La réduction des parametres d’optimisation

se fait donc a l'interface entre les phases de simple et double support ou les conditions
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limites sont redondantes. Pour les configurations limites, nous avons choisi de les définir
pour la phase de double support. Une configuration de double support, en supposant que
nous avons une marche sur un sol plat, se caractérise par 4 parametres. Nous avons choisi
«, 01, O3 orientation absolue du tronc et d la distance entre les pieds. Nous avons choisi
I’orientation absolue du tronc #3 car c’est un parametre plus facile a visualiser que 9o,
et que ce changement n’influence pas du tout le probleme, o étant linéaire vis-a-vis de
a, 01 et B5. Pour les vitesses limites il était plus simple de les définir pour la phase de
simple support. En effet, avec la définition des variables articulaires 9, en fonction de
a, nous n’avons défini qu’un chemin, I’évolution de & n’étant pas connue a priori. Pour
pouvoir définir les polynomes §;(cv) sans connaitre ¢ il nous faut alors définir les conditions
limites non sur les vitesses 5j mais sur 07, la dérivée partielle de d; par rapport a a. Cette
considération est particulierement justifiée pour la fin du simple support. En revanche,
nous définissons la condition initiale des dynamiques de zéro, ¢;ss. Nous aurions donc pu
calculer les coefficients des polynomes 8y () et dy(c) & partir des vitesses initiales d; et ds.
Cependant, par souci d’homogénéité, nous avons également défini ces conditions initiales
sur 07 et d;. Une autre raison de la définition des vitesses limites sur le simple support
est que 'impact a la fin du simple support se définit généralement en donnant les vitesses
apres impact en fonction des vitesses avant impact, il est donc plus simple de calculer les
conditions initiales du double support a partir de celles de fin de simple support, plutot que
I'inverse. Dans notre cas nous avons finalement considéré une marche sans impact, cette
considération n’avait donc pas d’importance. Mais dans le cas de marche avec impacts la
définition des vitesses avant et apres impact se fera obligatoirement sur les vitesses de fin

du simple support, juste avant 'impact.

Suite aux considérations précédentes, nous pouvons donc donner le jeu de parametres

minimal considéré, constitué de :

— la configuration de début de double support donnée par «;ps, d1;ps, #3ips et d la
distance entre les pieds,

— la configuration de fin de double support donnée par ayps, d1fps, 0srps avec d la
distance entre les pieds qui est la méme que pour la configuration de début de simple
support,

— la configuration intermédiaire de simple support donnée par a;,, d1in¢ €t O3, ainsi
que Topime et 20in: les composantes de la position de 'extrémité du pied. Le terme
Torine €St la composante selon 7 de la position relative aux hanches et 2o, est la
composante selon z de la positions du pied 2 par rapport au pied 1. Nous avons
fixé la valeur de a;,; car sinon la définition de cette configuration intermédiaire est
redondante. La valeur intermédiaire «;,,; est choisie au milieu entre les valeurs o
et aygs de début et de fin du simple support, soit o, = W# Le choix de x9,in:

permet de simplifier des contraintes que nous verrons section 8.2.3 et celui de 2,

est directement lié a la contrainte sur la hauteur du pied que nous verrons dans la
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meme section,

— les vitesses de début de simple support ¢;ss, 07,55 €t 05;55. Les vitesses 03,45 €t 03¢
se déduisent des autres parametres sachant que la vitesse de 'extrémité du pied 2
qui décolle est nulle au début du simple support,

— les vitesses de fin de simple support d7,g¢ et 03,45 Les vitesses 03,44 et 0j,gq s€
déduisent des autres parametres sachant que nous avons choisi que la vitesse du pied
2 qui rentre en contact avec le sol soit nulle pour éviter 'impact,

— la durée de la phase de double support Tpgs.

Nous avons donc un total de 17 parametres d’optimisation pour la marche que nous
avons considérée. Par la suite nous noterons p = [aips, 01ips, 02ps, d, &fps, O1ps,
02fDSs Otints O2ints Torints 22ints iSSs 01355 03i55, 5ikfss 55}55] le vecteur des parametres

d’optimisation.

3.2.1.5 Calcul des polynémes a partir des parametres d’optimisation

Dans cette section, nous détaillons les expressions pour calculer les coefficients des po-
lynomes a partir des parametres d’optimisation. Nous détaillerons donc dans un premier
temps l'obtention de parametres manquants pour les conditions limites définies directe-
ment dans p, puis dans un second temps nous détaillerons les équations de continuité
entre les phases permettant de calculer toutes les conditions aux limites et enfin nous
donnerons les systemes permettant de déterminer les coefficients des polynomes a partir

des conditions aux limites.

Tout d’abord nous déterminons I'angle relatif o a partir de 63 par la relation (3:17)
tirée de (1.13).

52:Oé+(51—¢93+g (317)

Ensuite nous déterminons les variables articulaires d3 et d4 pour chacune des configu-
rations de début de double support, de fin de double support et intermédiaire en simple
support. Pour cela on utilise les expressions de la position du pied 2 (i.38) réécrites sur
les variables articulaires. On obtient (3.18) pour les configurations de début et de fin de

double support et (B.19) pour la configuration intermédiaire du simple support.

l1sin(a) — lgsin(a + 01) + Iy sin(a + §; + 93) — Issin(a + 0y + 03 —d4) =0
—ly cos(av) + Iy cos(a + 01) — lycos(a + 01 + 03) + 5 cos(a + 01 + 05 — 04) = d
(3.18)
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—lysin(a + 61 + 03) + Issin(a + 61 + 03 — d4) = Topine
Iy cos(a) — Iy cos(a+ 61) + Iy cos(a + 61 + 03) — I5 cos(a + 01 + 03 — O4) = Zoint
(3.19)
Ces équations possedent deux solutions ou aucune solution. Il n’y a aucune solution
lorsque la distance entre la hanche et I'extrémité du pied 2 est trop grande. Lorsque
cette distance n’est pas trop grande, les deux solutions obtenues dépendent du sens du
repliement du genou. Nous considérons toujours la solution du genou plié comme pour
I’homme c’est-a-dire le cas —m < d4 < 0.
Ensuite la relation entre les vitesses de 'extrémité du pied libre avec les vitesses
articulaires (1.34) permet de déterminer les conditions limites 85,45 et 05,55 en début de
simple support et 03,44 €t 0};g¢ en fin de simple support respectivement a partir de 47,4,

05155 €t 07155, 05755- Le systeme linéaire a résoudre est donné par (3.20).

Ds(q)q" =0 (3.20)

Il reste maintenant les relations entre les positions et vitesses de fin d'une phase et
les positions et vitesses de début de la phase suivante. Le double support ayant lieu le
pied 1 devant qui reste ensuite le pied 1 d’appui pendant la phase de simple support, les
variables articulaires de fin de double support sont donc les mémes que celles de début de

simple support donné par (3.21).

Qiss = QfDS
O1iss = 01fDs
02i55 = O2fDS (3.21)

03iss = 03¢DS

([ J4iss = OafDs

La configuration du bipede ne change pas entre la fin du simple support et le début du
double support, que nous considérions un impact ou non. Seul un changement de jambes
intervient donc entre les variables articulaires de fin du simple support et de début du
double support. Nous donnons par le systeme (B.24) les équations de ce changement
de jambes faisant intervenir la configuration de fin de simple support en fonction de la
configuration de début de double support.

[ ayss = ips + 01ips + 03ips — duips
01755 = O4iDs
d2£55 = 02ips + 03iDs (3.22)

03¢55 = —03iDs

| 04755 = O1iDs
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La relation entre les vitesses de fin de simple support et de début de double support ne
fait également intervenir que le changement de jambes, vu que nous évitons I'impact. Le
changement de jambes sur les vitesses s’obtient par dérivation du changement de jambes
sur les positions (3.29). Le changement de jambes sur les vitesses est donné par le systeme
(3.23), ot les vitesses de début de double support sont données en fonction des vitesses de
fin de simple support. Nous pouvons constater que les équations du changement de jambes
sont les mémes que nous considérions la fin du simple support en fonction du début de

double support ou l'inverse.

Qips = Qfss + 51fss + 53fss — 54fss
01ips = 04fss
§ 02ips = 02555 + d3fss (3.23)

03ips = —03f5s

| d4ips = dusss
Pour la détermination des coefficients des polynomes en double support, c¢’est en fait

les relations sur les 0* qui nous intéressent, mais elles ont exactement la méme forme, vu
) b

qu’entre les d; et les 05 nous avons la relation (3.24).

d; = & (3.24)

Par contre pour déterminer le polynome de « en temps, il faut connaitre &;ps qui
dépend de cayrgg. Or ayrss ne peut étre déterminée que par une intégration numérique
pendant la phase de simple support des dynamiques de « qui constituent dans notre cas
les dynamiques de zéro du bipede en simple support, que nous avons présentées dans la
nécessaire de simuler au préalable les dynamiques de zéro données par (8:8) ou (3:10).
Nous voyons qu’ici le probleme de la détermination d’'un mouvement de marche cyclique
pour un systeme ayant une phase sous-actionnée est résolu en simulant d’abord la phase de
simple support sous-actionné pour ensuite adapter la phase de double support en fonction
du résultat des dynamiques de zéro de simple support.

Remarque : dans le cas de la marche des robots sous-actionnés sans phase de double
support sur-actionnée, I’obtention d’un mouvement cyclique n’est pas directe puisqu’il est

]

a priori possible de ne définir évolution que d’un nombre limité de degrés de liberté.

!Pour savoir rigoureusement s’il est possible de définir le mouvement de tous les degrés de liberté, il est
nécessaire d’utiliser la notion de platitude voir par exemple MARTIN et ROUCHON [54], CONTE et al. [23].
Ainsi, s’il est possible de trouver des sorties pour le bipede dites plates, dont on peut choisir 1’évolution,
en fonction desquelles il est possible d’écrire 1’état du robot et les entrées de commande, le bipede est
alors un systeme plat. Et il n’y aurait ainsi pas de dynamiques de zéro pour le modele du bipede défini
sur les sorties plates. Pour le bipede objet de notre étude, des sorties plates n’ont jamais été trouvées.
Mais pour autant, il n’existe pas de preuve de I'impossibilité de trouver des sorties plates pour le bipede
objet de notre étude. A I'heure actuelle, il n’existe pas de preuve générale de 'impossibilité de trouver
des sorties plates pour les systémes non linéaires
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Et T’évolution du ou des degrés de liberté non définis ne sont pas forcément cycliques,
voir par exemple CHEMORI et LORIA [15]. Il est donc nécessaire de résoudre un probleme
aux valeurs limites, par exemple en introduisant cette condition de cyclicité comme une
contrainte égalité dans 'optimisation du mouvement. Dans le cas ol les mouvements des
variables articulaires sont définis en fonction de la variable liée au seul degré de liberté
non actionné, comme GRIZZLE et al. [B2] et AOUSTIN et FORMAL’SKY [2], 'ensemble des
configurations que va suivre le robot est fixé. Il est donc possible de vérifier la cyclicité
sur les configurations. En revanche, la vitesse de fin de simple support de la variable non
actionnée obtenue n’est pas forcément la méme que celle de début de la phase de simple
support (en tenant compte de I'impact et d’un changement de jambes). La condition de
cyclicité porte donc seulement sur la vitesse de la variable non actionnée, plutot qu’éga-
lement sur des positions, comme c’est le cas lorsque le mouvement d'un degré de liberté
n’est pas défini. Dans CHEVALLEREAU et al. [21] une autre méthode a été proposée pour
obtenir la cyclicité sur les configurations. Bien que le robot soit sous actionné, le mouve-
ment est défini pour I'ensemble des degrés de liberté du robot en fonction du temps. Ce
mouvement n’est pas compatible avec les dynamiques du robot. Une variable artificielle
est alors introduite qui remplace le temps. La dynamique de ce nouveau parametre est
choisie telle que le mouvement soit compatible avec les dynamiques du bipede. Ce pa-
rametre traduit la vitesse a laquelle 'ensemble des configurations va étre suivi, de telle
sorte a ce que le mouvement de référence soit compatible avec les dynamiques du robot.
Le mouvement de départ, non compatible avec les dynamiques du robot est donc modifié
afin d’obtenir un mouvement compatible avec les dynamiques du robot. De plus CHE-
VALLEREAU et al. [21] et GRIZZLE et al. [32] ont trouvé dans le cas du non actionnement
a la cheville, que les équations des dynamiques de zéro sous la forme (3:10), peuvent se
mettre sous la forme (3:13). Sous cette forme (8.13), il suffit d'intégrer les dynamiques de
zéro une seule fois pour déterminer la vitesse initiale donnant un mouvement cyclique. Ils
résolvent donc directement le probleme frontiere de recherche d’'un mouvement cyclique.
La généralisation de cette méthode de résolution du probleme de cyclicité ne pourrait
s’appliquer a priori qu’au cas ou le non-actionnement a lieu entre la base et le premier
corps d'une chaine de corps. L’introduction d'une phase sur-actionnée permet a priori de
résoudre le probleme de cyclicité quel que soit la liaison non actionnée d’un probleme plus

général. Mais encore faut-il qu’il soit possible d’introduire une phase sur-actionnée.

Nous donnons maintenant les systemes matriciels entre les conditions aux limites des
phases et les coefficients des polynomes. Pour la phase de simple support les coefficients

des polynémes de ¢; sont obtenus en résolvant le systeme (8.25).
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CSSAaSS - ACL SS

1085 A1188 A128S 1355 (1458

Q2085 A21585 A2255 Q2355 2488
Css =

a308s A3155 A3285 (335S (A34SS

Q4055 Q4185 A4285 A4355 Q4458

1 0 1 1 0

;89 1 Qint Of8SS 1 (325)

_ 2 2
Aass = | ajss 20uss Qg A¥sg 2055

3 2 3 2
Qigs 3Qigs Oy Qrgg 30‘fss

4 3 4 3
| Qigs daiss QG Qrsg 404f55 J

0155 Ol;ss Otimt 0155 07t
A | O2iss 03,55 O2int O2pss O3pss
CLSS = . .

03i55 0355 Osimt 03755 O3rss

01i55 Oyiss Oaimt O4fss Oirsg

Pour la phase de double support les coefficients des polynomes de d; et d5 sont obtenus
en résolvant le systeme (3.20) et les coefficients du polynome de a sont obtenus en résolvant
le systeme (B.27).

CspsAaps = AcrL sps

a10ps Qi11ps QAi2ps A13DS

Csps =
a20ps @21DS G22DS  A23DS
1 0 1 0
(3.26)
A . | QiDs 1 afps 1
abs T 2 20v; 2 2
iDS iDS ypg 20fDS
3 2 3 2
Aipg 3Wipg o DS 3o DS
01iDs 5T¢DS 51fDS 5ffDS
Acrsps =

02ips  03ps O2fps 03rpg
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CapsArps = AcL aps

Caps = | a1ops @11ps @12ps  G13DS
1 0 1 0
(3.27)
|01 T
570 0 T3y 2Tps
0 0 T8y 372
Acrpaps = | aips Gips Qfps Ofps

3.2.2 Criteres

Nous avons considéré deux criteres a minimiser. D’abord un critere portant sur la
norme des couples et un critere énergétique. Le critere de norme des couples par unité de

distance parcourue est donné par (3:28).

1 Tss+Tps
Cr = y / T dt (3.28)
0

Ou Tsg est la durée du simple support, et I'* est le vecteur des couples qui tient compte
des frottements secs et fluides de la chaine d’actionnement. Nous divisons par d car nous
nous intéressons a la minimisation d’un critere pour parcourir une distance plutot que
pour faire un pas.

Ce critere sera en fait calculé pour chacune des phases. En phase de simple support,

I'intégration ayant lieu en fonction de o nous avons le critere de couples donné par (3:29).

afss F*TI‘*
Cp SS = / N ds (329)
S S o
En phase de double support, nous avons simplement la relation (3.3(}).
Tps
Crps = / T dt (3.30)
0
Le critere de couple sur le pas complet est donné par (3:3T).
1
Cr = - (Cr ss + Cr ps) (3.31)

d
Le critere énergétique correspond a 1’énergie électrique consommeée par le robot lors-
qu’on considere que le robot n’est pas autonome et qu’il est relié a une source d’énergie
qui ne peut que fournir de I'énergie, et que le convertisseur de puissance associé au ro-

bot est équipé de résistances de dissipation qui absorbent 1’énergie restituée par le robot.
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L’énergie électrique consommeée par le robot inclue ’énergie dissipée par effet joule dans
les moteurs, 1’énergie mécanique fournie par les moteurs (qui peut étre positive ou né-
gative) et 1'énergie perdue dans les résistances de dissipation. On obtient I'expression de

I’énergie consommée sur un pas par distance parcourue (3.33).

d K?

1 [Tss+Tps R
Cp =~ / max <o, ¢ Drl™* + F*TF*) dt (3.32)
0 em

Ou K., est la constante électro-mécanique des moteurs et R est la résistance de
I'induit des moteurs. Dans le cas du robot Rabbit, les moteurs ont pour caractéristiques

Ken =0,16 NNm/A et R =10,96 €.
Comme pour le critere de couples, nous pouvons séparer ce critere en sa composante
en simple support (3.33) et sa composante en double support (3:34), le critere total s’ex-

primant alors par (3.37).

agss R

Crpss = / — max (07 ¢"Drl™ + —— F*TF*> ds (3.33)
&S S o Kem
Tps R

CE DS — / max (0, qTDI‘F* + K—QF*TF*> dt (334)

0 em

1

Cg = p (Cr ss + Ck ps) (3.35)

3.2.3 Contraintes

Nous trions les contraintes sur le mouvement de marche de la fagon suivante. Ce
classement correspond a peu pres a une hiérarchie sur les contraintes qui doivent étre
vérifiées pour que les suivantes existent. Nous avons :

— les contraintes sur les configurations limites des phases. Si certaines de ces contraintes
ne sont pas vérifiées, il n’est pas possible de calculer les polynomes sur les variables
articulaires.

— les contraintes géométriques en cours de phase. Si elles ne sont pas vérifiées, des
singularités sont rencontrées ou le mouvement n’existe pas.

— les contraintes sur les dynamiques de zéro en simple support. Il s’agit d’éviter une
singularité des dynamiques de zéro, et d’éviter que le robot retombe en arriere en
cours de simple support. Si ces contraintes ne sont pas vérifiées, le pas de marche
n’est pas défini.

— les contraintes qui ne conditionnent pas I’existence d’un pas de marche, qui sont les
contraintes de contact au sol, les limitations de couples, les butées articulaires, des
contraintes sur la géométrie du mouvement, d’autres contraintes sur les caractéris-

tiques de la marche désirée comme la vitesse de marche désirée.
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Nous présentons maintenant les différents niveaux de contraintes rencontrés. Puis nous

préciserons la hiérarchie exacte des contraintes.

3.2.3.1 Contraintes géométriques sur les configurations limites

Ces contraintes sont liées aux choix des parametres d’optimisation que nous avons faits.
Il s’agit d’abord de contraintes d’existence de solutions des modeles géométriques inverses.
Ces contraintes doivent étre vérifiées pour que les configurations limites soient définies.
Ces contraintes signifient physiquement que la distance entre la hanche et 'extrémité
du pied arriere ne doit pas étre trop grande pour que la jambe puisse la vérifier. Nous
avons également considéré les contraintes pour éviter la singularité "jambe repliée”. En
effet, dans le cas de la jambe completement repliée, il y a une infinité de solutions au
modele géométrique inverse. L’ensemble de ces contraintes est donné par (3.36) pour les
configurations initiales et finales de double support et par (3.3%) pour la configuration

intermédiaire de simple support.

0< (I’lr — d>2 + Z%,,, < (l4 + l5)2
x1, =l sin(a) — Iy sin(a + ;) (3.36)
21, = —ly cos(a) + Iy cos(a + 1)

{ 0 x%ﬁnt + (erint + ZQint)Q < <l4 + 15)2 (3 37)

Zpint = —l1 €0S(int) + o cOS(Qint + O1int)

Une autre contrainte a prendre en compte pour la marche telle que nous I'avons définie
est la monotonie de l’évolution de o au cours de la marche, car il est choisi comme
parametre qui remplace en quelque sorte le temps. Tel que nous I'avons défini, o décroit
au cours du temps. Sur les configurations limites, cette condition donne les contraintes

©:39).

Uighipyaiyet

Q;ps > QA fpgs (3.38)
Qafps > Qfss

La premiere ligne de (3.38) est une contrainte linéaire car elle porte directement sur
des parametres d’optimisation. Par contre la deuxieme inégalité est non linéaire, car agg
se calcule a partir des parametres de la configuration de début de double support comme

Il est a noter que la contrainte de monotonie en a n’est pas obligatoire pour le double
support. En effet, on peut imaginer que comme « est défini comme un polynome du temps
de degré 3, a peut changer une ou deux fois de signe en cours de double support. Comme
la vitesse de fin de double support doit étre négative car a;ss = arpg, on pourrait avoir
les comportements suivant possibles :

— « monotone et décroissant,
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— « croissant puis décroissant,

— « décroissant, croissant puis décroissant.
Bien qu’il soit donc possible de trouver des mouvements de marche qui puissent ne pas
vérifier la monotonie de o en double support, nous évitons ces comportements car consi-
dérer seulement les mouvements monotones en double support simplifie le probleme de
génération de mouvement de marche. Et surtout nous ne pensons pas restreindre 1’es-
pace des mouvements optimaux possibles par cette considération car en double support
I’évolution de tout le robot est liée a a. C’est-a-dire que si a a une évolution non mono-
tone, le mouvement du robot entier fera de méme, ce qui ne nous semble pas du tout un
mouvement, optimal.

D’autres contraintes dont il faut tenir compte sur les configurations limites sont les
butées articulaires. Elles sont données par (3.39), et sont valables pour les configurations
initiales et finales de double support, ainsi que pour la configuration intermédiaire de

simple support.

—260" < 99 < —110°
—260° < 09 + 03 < —110°
—230" < 6, < =127
—230" < 04 < —127°

(3.39)

Les butées articulaires que nous avons considérées sont les butées logicielles du proto-
type Rabbit.

Ces contraintes sur les butées articulaires existent sur d3 et d4 des lors que ces angles
existent, ¢’est-a-dire que suivant les cas les contraintes (8.36), ou (3.37) sont & vérifiées. La
vérification des contraintes sur les butées articulaires ne conditionne 'existence d’aucune
autre contrainte.

Enfin nous donnons des limitations sur I'orientation des tibia par rapport au sol (3:40).

{ ™/2> aips (3.40)

afss > —7T/2

Ces contraintes (8.40) sont réduites compte tenu des contraintes (3.39)

3.2.3.2 Contraintes géométriques en cours de phases

La premiere contrainte a considérer est l'existence d’une solution au modele géomé-
trique inverse pour calculer d3 et ¢4 durant la phase de double support, le mouvement
n’étant défini que pour «, d; et ds. Cette contrainte est la méme que pour les configu-
rations limites et est donnée par (3.3(), pour tout o € [ayps, @ips]. Cependant nous
réduisons de maniere équivalente cette contrainte sur un intervalle & une contrainte pour

une seule valeur de a. En effet, nous considérons cette contrainte dans son cas le plus
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contraignant, a savoir lorsque la valeur (x1, — d)? + 2%, est maximum sur le double sup-
port. De méme pour la contrainte de singularité jambe repliée, nous considérons cette
contrainte dans son cas le plus contraignant, & savoir lorsque la valeur (z1, — d)? + 23, est

minimum sur le double support. Nous obtenons ainsi les contraintes (3.41).

max [(zi(a) — d)* + z1,(a)?] < (la +15)?

a€lafps,aips]

min [(z1,(0) = d)* + z1,.(a)?] >0

a€lafps,aips]
x1-(a) = Iy sin(a) — Iy sin(a + 61 ()
21p() = =1y cos(a) + Iy cos(a + 61 ()

(3.41)

Comme pour les configurations limites des phases, nous considérons les butées arti-
culaires des hanches et des genoux (8.39) qui s’appliquent sur la phase de simple sup-
port, soit pour tout a € [args, aiss| et sur la phase de double support, soit pour tout
a € |afps, ips]. Nous obtenons ainsi les contraintes (3.43) pour le simple support et

pour le double support.

—260" < (52)mzn (62>ma:1: < —110
—260" < (03 + 63), 09 + 0. —110°
<01t Ol Lt Gl < - (3.42)
—230 < (51)mzn (61>mam < —127
—230" < (64)mm (54>ma:p < 127

Ou T'on note respectivement par ()min €t ()mee le minimum et le maximum d’une

grandeur au cours de la phase de simple support ou de double support.

Bien sur, les conditions sur d3 et d, ne peuvent avoir de sens qu’a partir du moment

ol ces variables sont définies, c’est-a-dire que les conditions (3.41) sont vérifiées.

Nous avons également la condition de monotonie au cours du double support (3:43).

max «(t) <0 3.43
t€[0,Tps] ( ) ( )
Nous donnons cette condition de monotonie pour le simple support dans la section

suivante.

Il est a noter que les contraintes de double support dépendent de 1’évolution temporelle
de a. En effet, si a n’est pas monotone en double support, il peut prendre des valeurs en
dehors de l'intervalle [aips, arps], pour lesquelles peuvent se trouver des extremums des

variables articulaires.

De plus la contrainte (3.43) sur & en double support nécessite de connaitre au préalable
&;ps et donc que les dynamiques de zéros soient définies, c’est-a-dire que les contraintes

présentées dans la section suivante soient vérifiées.
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3.2.3.3 Contraintes sur les dynamiques de zéro

Sur les dynamiques de zéro, nous avons d’abord la condition de monotonie de «, qui
nous donne a partir de (3.14) la condition (3.44).

Dpin + [ (uiss) dlgg > 0 (3.44)

Ol @i, = Milggfa,ss.0;55] d(a)

Cette condition peut étre vue comme le fait que la vitesse ;55 de début de simple
support soit suffisamment grande pour que le robot ne retombe pas en arriere. Dans
CHEVALLEREAU et al. [21] 'explication est donnée qu’au cours du simple support, dans un
premier temps le centre de gravité est en arriere du point d’appui et donc les dynamiques
de zéro du bipede ralentissent, puis dans un second temps, le centre de gravité est passé
devant le pied d’appui et donc les dynamiques de zéro du bipede accélerent. On voit bien
que si la vitesse de début du simple support n’est pas suffisante, le bipede peut ne pas
atteindre la configuration ou le centre de gravité est au dessus du pied d’appui, et retomber

en arriere.

L’autre contrainte sur les dynamiques de zéro est d’éviter la singularité f(a) = 0.
Généralement f(a) est positif. Si f(a) est négatif, cela signifie que le moment cinétique
o est opposé a &, ce qui ne semble pas possible pour une marche. Nous aurons donc la
contrainte (8.15).

min  f(a) >0 (3.45)

a€laiss,afss]
Cette singularité correspond a un cas pour lequel les mouvements polynomiaux de
référence sur les variables articulaires en fonction de o ne peuvent étre suivis. En effet
lorsque f(«) tend vers 0, sauf cas particulier ot ¢ = 0 on aura & qui tend vers I'infini, et

il faudrait donc des couples infinis pour pouvoir obtenir des vitesses articulaires infinies.

3.2.3.4 Autres contraintes non indispensables a la définition d’un pas

Parmi ces contraintes il y a les limitations dues aux caractéristiques des moteurs, les
contraintes unilatérales de contact au sol, et la contrainte de non pénétration du pied libre

dans le sol au cours du simple support.

Les limitations sur les couples moteurs sont liées aux vitesses des moteurs. Ces limi-

tation sont données par le gabarit figure 3.1

Ces contraintes peuvent s'écrire (3.46).
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— Permanent thermique

— Fonctionnement impulsionnel
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Fi1G. 3.1 — Gabarit de couples et vitesses admissibles pour les moteurs du robot, tiré de
la documentation constructeur du moteur Parvex RS420J

( (I3 (@) = Tnaal(1) <0
(IT3(0)] = Taal182)) <0
(IU3(0)] = Tsllia 4 8)) <0 40
| (IP3(@)] = TmaellBa)) <0

Ou l'on note par ()mqe le maximum d’une grandeur au cours de la phase de simple
support ou de double support et ol Fmaz((sj) est une fonction linéaire par morceaux définie
par (3.47) et qui est une approximation du gabarit figure 8.1 Les couples et les vitesses

sont ici donnés apres le réducteur contrairement au gabarit.

140 Nom - si 0<d; <5.45rad.s™"
Tinae(0;) = { —15.94(8; — 5.45) + 140N.m  si 545 < §; < 1047 rad.s™  (3.47)
—35.71(d; — 10.47) + 60N.m  si  10.47 < §; < 12.15 rad.s ™"

Nous avons donné ces contraintes liées aux capacités moteur de maniere complete.
Cependant, nous avons constaté lors des optimisations, que seule la premiere contrainte
de (8.47) est importante. Les autres contraintes étant naturellement vérifiées, méme pour
des vitesses importantes, nous n’avons fait que les vérifier apres coup, sans les inclure dans

I'optimisation. Il est a remarquer qu’il existe une autre contrainte sur les moteurs repré-
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sentée sur le gabarit figure 8.h. Il s’agit d’une limitation de la température des moteurs
qui peut s’exprimer sur la moyenne des couples, pour des mouvements cycliques comme
le cas d’une marche périodique. Cette limitation vient de I’échauffement des moteurs du
aux pertes par effet Joule. Nous n’avons pas considéré cette contrainte, chaque essais de

marche sur le prototype Rabbit n’ayant pas besoin de durer longtemps.

Les contraintes de non glissement et de non décollement des pieds sont données par
les relation (8:48) pour le pied ¢ = 1 en simple support et pour les pieds ¢ = 1,2 en double

support.

max
(=fRiz + Riz) e <0 (3.48)
Nous considérons également la contrainte de non pénétration du pied en transfert dans
le sol par une contrainte donnée par (3.49). Cette contrainte est établie afin que le pied
libre passe au dessus de la parabole qui s’annule en position de début et fin du pied libre

et dont le maximum z,,,, est situé au dessus du pied d’appui.

min [,22(04) - (xz(o‘))Q Zman + Zmaz | > 0 (3.49)

a€la;ss,arss] d

Enfin nous donnons une contrainte sur la vitesse du bipede désirée, car il s’agit d’un
parametre de marche qu’il est important de pouvoir faire varier. Nous allons donc par
la suite rechercher un ensemble de mouvements optimaux pour différentes vitesses de

marche. Cette contrainte est donnée par (B:50).

d

— = 3.50
Tss +Tps (3:50)

Ou v est la vitesse moyenne d’avance du bipede désirée, et la durée du simple support

Tss est calculée par l'intégrale (3.51).

afss 1

TSS = / Td& (351)
QS S o

Le calcul du temps de simple support n’est pas connu a priori, les dynamiques de zéro

devant étre simulée. Cette intégrale est écrite en fonction de a car, comme proposé par

CHEVALLEREAU et al. [21] et GRIZZLE et al. [32], nous allons intégrer les dynamiques de

zéro données par 1'équation différentielle en o (8.13) au lieu d’intégrer les dynamiques de

zéro données par les équations différentielles en temps (3.10).
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3.2.4 Présentation de la hiérarchisation des contraintes et ré-

duction de la hiérarchisation des contraintes

La figure 3.2 présente I’enchainement de contraintes & verifier pour pouvoir calculer
le mouvement sur un pas. Nous expliquons ici les raisons de cet enchainement. Tout
d’abord, il est clair que les configurations limites de début et de fin de phase ainsi que la
configuration intermédiaire de simple support doivent étre définies pour que 1'évolution
polynomiale des variables articulaires existe en simple support. Il est aussi nécessaire
qu’entre les configurations de début et de fin de simple support 1’évolution de « soit
décroissante, ce qui s’applique sur les configurations limites. Ces contraintes sur a ne
peuvent étre calculées qu'une fois les configurations limites définies, car en particulier asgg
se déduit de d3;ps et d4;ps. Ensuite, une fois que les polynomes existent en simple support,
et que les valeurs caractéristiques de alpha vérifient la monotonie, la dynamique de a ne
peut étre définie que si la singularité f(«) est évitée. Une fois que la dynamique de simple
support existe, il faut qu’elle soit monotone, c’est-a-dire que le robot ne retombe pas en
arriere avant d’avoir terminé le pas. Une fois que les dynamiques de zéro du simple support
permettent d’atteindre la configuration de fin de simple support, les vitesses drgg et dips
sont alors définies et il est alors possible de calculer les contraintes de double support.
Parmi ces contraintes de double support, il est nécessaire que toutes les configurations
de double support soient possibles, pour que la phase soit définie. Une fois toutes les
configurations de double support définies, le mouvement de marche complet existe et il

est possible de calculer le critere et toutes les autres contraintes.

Les raisons principales du nombre important de contraintes a vérifier dans la séquence
est la présence de la phase de simple support sous-actionnée pour laquelle les dynamiques
de zéro ne sont pas forcément définies et ne sont pas forcément monotones, et de la phase
de double support sur-actionnée pour laquelle des solutions du modele géométrique inverse

n’existent pas forcément.

Le probleme d’optimisation de départ (8.1) que nous avions considéré est en fait plus

spécifique dans notre cas, et peut étre mis sous la forme (8:52).

min f(p)
pelR"
gnz<p> <0 1= 1,2, ey, My,
Gn—1i(p) <0 i=1,2,...,m,_ (3.52)

goilp) <0 i=1,2,...,mg

ou f(p) est définie pour tout p € {p / V5 e{0,1,...,n—1}Vie {1,2,...,m;} g;; < 0}
etouV ke {0,1,....n} et Vi € {1,2,...,m} grs(p) est définie pour tout p € {p /Vj €
{0,1,...,k =1} Vi € {1,2,...,m;} g;; < 0}, ce qui signifie que les contraintes d’un niveau
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F1G. 3.2 — Représentation de la séquence de contraintes a vérifier avant que le pas soit

défini

Contraintes d’existence de
solutions au modele
géométrique inverse pour
les configurations limites

veérifiées

Monotonie de alpha sur
les configurations limites
de simple support

+

Contrainte sur la
singularité des
dynamiques de zéro

+

Contrainte de monotonie
de alpha en cours de
simple support

+

Contrainte d’existence de
solutions au modeéle
géométrique inverse en
cours de double support

Autres contraintes
et critére

-+
\

/|: Niveau 0
/|: Niveau 1
/|: Niveau 2
/|: Niveau 3
/|: Niveau 4

Niveau 5
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k€ {0,1,...,n} n’existent que si les contraintes des niveaux précédents sont vérifiées. Pour
les contraintes de niveau zéro, on a Vi € {1,2,...,mo} go:(p) est définie pour tout p € IR",

ce qui signifie que’elles sont définies dans tout I'espace.

Nous avons vu figure 8.2 que nous avions 6 niveaux de contraintes. Cependant, nous
allons simplifier le nombre de niveaux car comme nous le verrons en section 8.4 sur la
méthode d’optimisation que nous allons utiliser, tres peu de méthodes d’optimisation
actuelles permettent de résoudre ce genre de problemes directement, et la méthode que
nous avons choisie ne permet pas de prendre en compte beaucoup de niveaux de contraintes
de maniere efficace. Nous avons donc regroupé les niveaux de contraintes 0 et 1 d’une part

et 2, 3 et 4 d’autre part en un seul niveau de contraintes.

Pour les contraintes de niveaux 0 et 1, nous allons en fait définir 'angle a de la
jambe 1 de support en fin de simple support, méme lorsque la distance entre la hanche et
I'extrémité de cette jambe est trop grande pour qu’une solution au modele géométrique
existe. Nous rappelons quun changement de jambe est effectué entre la fin du simple
support et le début du double support, et donc que ayrgg s’obtient a partir des variables
articulaires de début de double support par la relation (3:22), et que les angles relatifs de la
jambe 2 en début de double support d3;pg et d4ps s’obtiennent par le modele géométrique
inverse a partir de «;pg, d1;ps et d. Quand il n’y a pas de solution pour d3;ps et d4ps,
nous définissons alors aygg comme étant I’angle représentant la direction entre la cheville
de la jambe 1 et la hanche, donné par I’équation (B.53). arss ainsi défini est continu en
fonction des parametres «a;pg, d1;ps et d entre ses définitions lorsque la configuration de

début de double support est définie ou non.

—(d — X1y iDS)

tan(afgg) =

—XlriDs 3.53)
T1y ips = lisin(aips) — lasin(aips + 61ips) (3.
21y ips = —l1 cos(aipg) + I cos(aips + 01ips)

Pour regrouper les contraintes des niveaux 2, 3 et 4, nous allons modifier le probleme
lorsque les contraintes des niveau 2 et 3 ne sont pas vérifiées, de telle sorte a ce que l'on
puisse définir la contrainte de niveau 4. Pour la contrainte de niveau 2 sur la singularité
des dynamiques de zéro f(«) = 0, nous l'avons simplement saturée & une valeur limite
f(a)min > 0. Ainsi les dynamiques de zéro n’ont plus de sens physique lorsque f(a) <
f()min mais restent définies. Les nouvelles dynamiques sont données par (8.54) au lieu
de (B274).

«

o(a)? — orgg = —2]\/[9/ zro(a) max(f(a), f(Q)min)da = O(a) (3.54)

;88
Ensuite pour vérifier la contrainte (8.44) du niveau 3, nous allons saturer c;gg sur sa

valeur minimale nécessaire pour que le robot ne retombe pas en arriere en cours de simple
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support. D’abord, il est a noter que la contrainte (8.44) se réécrit en (3.55) pour tenir

compte de la saturation possible de f(«).

q)min + max(f(aiSS)a f(aiSS)min)Qd?SS > 0 (355)

La modification de ;g5 en g sq¢ €st donnée par (3:56).

Qs sat = MIN(Qigs, Qiss min + €) (3.56)
. V _(I)mm
OG8S min — —

maX(f(Oéiss); f(Oé)mm)

Ou € > 0 est une constante ici pour assurer la vérification de la contrainte (3.44) de

maniere stricte.

Nous aurions pu pousser cette méthode de saturation sur toutes les contraintes a
vérifier pour que le pas soit défini, de telle sorte a ce que quelque soit le jeu de parametres
définissant le pas nous puissions le calculer directement. Mais cette saturation nous semble

beaucoup plus compliquée a faire pour les autres contraintes des niveaux 0, 1 et 4.

Il est également a remarquer qu’il existe un certain nombre de contraintes qu’il n’est
pas indispensable de vérifier pour que le pas soit défini, comme les butées articulaires.
Elles ont été considérées dans le niveau 5 figure 8.3 alors qu’elles ne nécessitent pas la
vérification des contraintes de niveau 4 pour étre définies. Ces contraintes pourraient donc
étre mises dans un autre niveau que le niveau 5. Dans la pratique, un méme probleme
d’optimisation avec une hiérarchisation des contraintes peut étre mis sous plusieurs formes
(3.523) qui se différencient par le niveau dans lequel on met les contraintes qui ne sont pas
indispensables a vérifier pour que le pas soit défini. Pour la méthode d’optimisation que
nous avons considérée, il nous a semblé qu’il était plus intéressant de mettre le plus de
contraintes possibles au niveau 5 afin d’alléger les sous-problemes d’optimisation que 'on
aura a résoudre. Nous verrons en effet section B8.4.2 que pour résoudre le probleme com-
plet, nous utilisons des optimisations résolvant des sous problemes constitués d’un nombre
réduit de niveaux de contraintes. Et la complexité de 1'algorithme d’optimisation complet
dépend fortement de la complexité des sous-problemes d’optimisation. Nous avons donc
cherché a simplifier au mieux ces sous-problemes d’optimisation. Par contre la complexité
de l'algorithme d’optimisation présenté en section 8.4.1; que nous n’avons pas utilisé dans
cette these dépend moins de la complexité des sous-optimisations. Il nous semble alors
plus intéressant pour cet algorithme d’optimisation de mettre le plus de contraintes pos-
sibles aux niveaux inférieurs afin que les conditions initiales des optimisations des niveaux
supérieurs vérifient plus de contraintes et soient donc plus proches de la solution de ces
problemes des niveaux supérieurs. Ainsi, la condition initiale d’un probleme d’optimisa-

tion étant plus proche de la solution, les optimisations des niveaux supérieurs seraient
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donc plus rapides. Le temps supplémentaire passé dans 'optimisation des problemes des
niveaux inférieurs avec plus de contraintes serait gagné en passant moins de temps dans
les optimisations des niveaux supérieurs. Se reporter en section 3.4 pour une présentation
des algorithmes que nous avons utilisés pour résoudre ce probleme d’optimisation avec

une hiérarchie de contraintes.

3.3 Simulation du mouvement de référence

Nous présentons dans cette partie comment nous calculons les contraintes et le critere
pour les deux phases de simple et double support. Le probleme principal présenté dans
cette section réside dans le calcul en double support de la répartition des efforts pour
un mouvement donné de telle sorte a optimiser les criteres d’optimisation. Le degré de
liberté sur la répartition des efforts vient du fait que le robot est sur-actionné. Nous
effectuons sensiblement le méme calcul que MURARO [62] pour le critere (B:28), mais
nous le présentons dans un sens plus physique. Pour le critere (3:33) ce calcul n’a pas été
fait et est plus compliqué.

Nous verrons dans la section 8.4.2 que dans le cas d’un probléme ayant une hiérarchisa-
tion des contraintes nous avons parfois besoin de ne calculer qu’'une partie des contraintes,
celles des niveaux 0 et 1, ou jusqu’au niveau 4, ou bien la totalité des contraintes et le
critere. Nous montrons comment calculer I’ensemble des grandeurs, sachant qu’alors n’en
calculer qu'une partie est évident.

L’ensemble des calculs présentés dans cette partie ont été effectués sous Matlab et
les simulations numériques avec Simulink, en utilisant le plus souvent sous Simulink des

s-function écrites en C/C++ afin d’obtenir de meilleurs temps de calcul.

3.3.1 Calculs préliminaires

Dans un premier temps nous calculons les contraintes des niveaux 0 et 1 sur les confi-
gurations limites des phases a partir de (8.3G) et (8.3%) pour savoir si une solution au
modele géométrique inverse existe, et nous calculons les contraintes sur 1’évolution mo-
notone de « au niveau des configurations limites, a partir de (8.38), et (3.53) si ass
n’est pas défini. Une fois ces contraintes calculées, si elles sont vérifiées, nous calculons

ensuite les polynomes des variables articulaires en simple support, comme nous l’avons

les contraintes calculées n’étaient pas vérifiées.

Nous calculons alors les contraintes des niveaux 2, 3 et 4. Il s’agit d’abord du calcul des
contraintes sur les dynamiques de zéro en simple support avec 1'équation (3.54) qui sature
f(@), en faisant une intégration numérique. Nous obtenons la contrainte de vérification

de la singularité (3.45) et la contrainte de monotonie de a (B.55%) en simple support. Puis
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nous saturons la vitesse d;ss comme indiqué par la relation (3.5G) pour pouvoir calculer
calculons alors la contrainte d’existence des configurations en cours de double support
(3.41). Pour déterminer le maximum de la violation de la contrainte en cours de double
support, nous simulons la phase de double support bien que le comportement du robot

ne soit pas régi par une équation différentielle.
Si les contraintes que nous venons de calculer sont vérifiées, nous calculons alors les
3.2

et pour le double support présenté section 3.3.3. Nous verrons la encore en section 5.4.2

[

autres contraintes du niveau 5 et le criteére pour le simple support présenté section B

le traitement que nous faisons si les contraintes et le critere n’étaient pas définis.

3.3.2 Simulation en phase de simple support

Le calcul principal présenté ici est celui des couples et des réactions du sol en phase
de simple support. Les polynomes en phase de simple support ont déja été calculés, et
les contraintes indispensables a la définition de la phase de simple support sont vérifiées.
L’ensemble des calculs présentés ici se fait a 'intérieur d’une seule et méme simulation. I1
est a noter que nous utilisons « a la place du temps comme variable d’intégration.

Nous calculons les couples et les réactions du sol, ainsi que les dynamiques de zéro.
L’enchainement de ces calculs est représenté figure 3.3 par un schéma blocs. Bien que nous
ayons déja calculé les dynamiques de zéro pour le calcul de certaines contraintes dans une
autre simulation, nous avons besoin de les recalculer dans cette nouvelle simulation pour
déterminer les couples et les réactions du sol. Dans ce calcul, nous allons également utiliser
le calcul des dynamiques de zéro sous la forme simplifiée (3.14). Pour réduire les calculs,
nous déterminerons les dynamiques de zéro a partir du modele complet du robot en simple
support (1.33) et en utilisant les relations (3.TT).

A partir du calcul intégral de ®(«) nous calculons alors & et & a partir de (B.15) et
(3-16). Ensuite nous calculons les vitesses et accélérations articulaires avec les relations
(B26) et (B7). Puis a partir des 4 dernieres lignes du systeme (1:32) nous calculons les

couples comme donné par 'équation (3.57).

AgsG + Cos(q, ¢) + Gas(q) = Drasl’ (3.57)

Ou :

— Ags(4 x 5) est la sous matrice de A(5 x 5) composée des lignes 2 a 5,

— (g5(4 x 1) est le sous vecteur de C'(5 x 1) composé des lignes 2 a 5,

— Ga5(4 x 1) est le sous vecteur de G(5 x 1) composé des lignes 2 a 5,

— Dras(4 x 4) est la sous matrice de Dr(5 x 4) composée des lignes 2 a 5. Dros est une
matrice de rang plein composée de 0 et de £1.

Les réactions du sol se déduisent alors des équations du principe fondamental de la
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Polynomes §; (o)

\_ Calcul des contraintes de butées
articulaires sur 9,
0j, 07, 0
/
/
Equation (3.13)
des dynamiques de zéro
99(a) 9f(a)
i ‘ > Calcul de la contrainte sur f(c)
®(a)
Equations (B.L3) et (3.16)
des dynamiques de zéro
Q, &
\——| Equations (316) et (B77)
4 4 q
Modele dynamique inverse ‘
 p Calcul des contraintes
", By sur I'* et Ry

Calcul du critere

Fia. 3.3 — Représentation des calculs au cours de la simulation du simple support.
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dynamique sur le robot complet (i.36).

Nous calculons alors le critere (3:29) ou (8:33) pour la phase de simple support a partir
des couples. Nous calculons également la position de I'extrémité de la jambe en transfert
avec I’équation (1:38) et la vitesse moyenne d’avancement du bipede a partir de l'intégrale
B230) ot Iéquation 10,

Nous avons alors déterminé toutes les grandeurs sur lesquelles portent les contraintes
que nous avons présentées en section 13.2.3 pour le simple support.

Pour les contraintes qui s’appliquent sur toute une phase, nous avons choisi de réduire
ces contraintes en leur point le plus contraignant. Pour cela il nous faut déterminer les
valeurs maximum et minimum de ces contraintes, et il est important de les déterminer
avec précision. Si l’on se contente de rechercher I'extremum pour la discrétisation naturel-
lement faite, il se peut qu’il n’y ait pas de point de discrétisation proche de I'extremum,
d’ou une mauvaise précision de la détermination de la contrainte. Pour éviter cela, nous
utilisons une intégration numérique a pas variable et Simulink contient des blocs de re-
cherche des extremums pour qu’un pas d’échantillonnage soit pris le plus proche possible
de l'extremum, a la précision machine pres. Pour éviter des problemes dus aux erreurs
numériques, il est encore plus intéressant de déterminer le passage par zéro de la dérivée
analytique de la grandeur considérée par rapport a la variable d’intégration, ici a. C’est
ce que nous avons fait, compte tenu que nous avons calculé les dérivées analytiques par
rapport a la variable d’intégration lors du calcul formel des gradients des contraintes et

du critere pour I'optimisation, qui est présenté en section J.3.

3.3.3 Simulation en phase de double support

Nous allons ici aussi présenter le calcul des couples et des réactions du sol. Le bipede
étant sur actionné durant le double support, les couples et les réactions du sol pour réaliser
un méme mouvement ne sont pas uniques. Nous allons ici présenter le calcul optimal de
ces couples et réactions du sol, compte tenu du critere que nous souhaitons optimiser
et des contraintes de non glissement et non décollement. Un tel calcul a déja été fait
par MURARO [62] pour le critere 3.28, présenté sous une forme plus générale que nous
allons le faire. Cependant les calculs que nous présentons ici sont nécessaires afin de les
adapter par la suite au calcul du gradient, que nous présentons section 8.5.4. De plus nous
avons apporté une modification par rapport au calcul de la répartition des couples et des
réactions du sol proposée par MURARO [62] afin que I'évolution des couples et réactions
du sol reste continue au cours du double support dans le cas ou les contraintes ne sont pas
vérifiables durant le double support. Cette condition est importante pour permettre la
résolution du probleme d’optimisation par le programme d’optimisation. En effet, comme
nous le verrons section 8.6, le programme d’optimisation utilisé ne peut trouver ’optimum

dans le cas de discontinuités.
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Nous présentons en figure 3.4 le schéma bloc des calculs effectués au cours de la
simulation de la phase de double support. Nous pouvons y voir la succession des calculs qui

a lieu au cours d'un pas d’échantillonnage. Nous considérons les polynomes déja connus.

Nous commencons par calculer a(t), &(t), @(t), connaissant le polynéme de « en
fonction du temps. Ensuite nous calculons 6y, s, 51, 52, 51 et 52, d’une manieére similaire

au simple support, connaissant les polynomes 1 («) et do(v).

Nous calculons alors d3 et d4 a partir du modele géométrique inverse obtenu en résolvant
les équations (B.18). b5 et &, sont obtenus en fonction de a(t) et &, & partir du systéme
linéaire (1234) signifiant que le pied 2 est fixe au sol. 43 et §; sont obtenus de méme &

partir du systeme linéaire (1.35).

3.3.3.1 Position du probleme du calcul des couples et des réactions du sol

Une fois toutes les accélérations articulaires obtenues, nous calculons, parmi l'infinité
des solutions possibles du fait du sur-actionnement, les couples et les réactions du sol qui
permettent d’optimiser notre critere (3.28) ou (8:33). Le sur-actionnement étant de degré
1, nous paramétrons cet ensemble de solutions avec une grandeur physique, dont nous
présentons le choix par la suite. Nous cherchons ensuite la solution qui va nous permettre
de minimiser les criteres (8.28) ou (8.32) sous les contraintes présentées section 8.2.3. Pour
cela, nous allons ici chercher & minimiser les expressions sous I'intégrale des criteres (3.28)
ou (8.32). Les seules contraintes qui sont influencées par le choix d’une répartition des
efforts sont celles sur les couples et les réactions du sol. Pour simplifier le probleme, nous
ne considérons ici que les contraintes sur les réactions du sol. En effet, les contraintes
de limites de couple sont moins restreignantes. Si il est nécessaire de prendre en compte
ces limitations de couple, par exemple pour des marches rapides, la prise en compte de
ces contraintes sur les couples ne changerait pas la structure du probleme. Nous verrons
que pour ces problemes de minimisation sous contraintes, le critere est quadratique et
les contraintes linéaires, et le probleme est mono-dimensionnel. Nous cherchons donc la

solution du probleme analytiquement, plutot que d’utiliser un algorithme d’optimisation.

Avant de paramétrer ’ensemble des solutions, il est important de noter que les compo-
santes verticales des réactions du sol ne sont pas influencées par la répartition des couples
et ne peuvent donc pas étre choisies comme parametre de 1’ensemble des solutions. Pour
constater cela, nous partons des équations du moment cinétique et du principe fondamen-
tal de la dynamique. L’équation du moment cinétique est écrite au point de contact du
pied 1 et est tirée de la premiere ligne du modele dynamique (1.32). Les équations du
principe fondamental de la dynamique appliqué a tout le bipede en son centre de gravité
(1.3G) sont celles présentées section 1.4.3. Les équations ainsi obtenues sont données par

B39,

Q0
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Polynome «(t) ’

Y

Polynomes ¢

6.1 ) 6.27
(.5'1 ) §27
61 ) 62

N Calcul des contraintes de butées
articulaires sur 9; et dy

\_ Calcul des contraintes
d’existence de 05 et oy

. multiplexeur

]

«, (?17 (?27
da él; §27

&7 517 62

de la chaine

Conditions de fermeture

cinématique

é;3 ) 5'4 )
('5_3 ) ('5.4 )
63 9 64

\_ Calcul des contraintes de butées
articulaires sur 03 et d4

. multiplexeur

q, 4, q

Calcul de la répartition optimale
des couples et réactions du sol

r*
R17 RQ

\_ Calcul des contraintes
sur I'* et Rl, RQ

Calcul d

u critére

F1G. 3.4 — Représentation des calculs au cours de la simulation du double support.



3.3 Simulation du mouvement de référence 113

Mj}G - le + R2x
MZzZg = Ry, + Rs. (358)

Dans la premiere ligne du modele dynamique, la composante R, n’intervient pas car
les deux pieds sont au méme niveau, c’est-a-dire que le double support a lieu sur un sol
plat. Nous constatons qu’en combinant les deuxiéme et troisieme lignes de (B:58), il est

possible de déterminer Ry, et R,, alors donnés par (8:59).

Row =~ (Ai(a)i + Cala. @) + Gr(0)

Rlz - R2Z - MZG

(3.59)

Ils ne dépendent donc pas de la répartition des couples en phase de double support.
Cette caractéristique n’est valable que tant que le sol est plat. Avec un sol plat, il n’est
donc pas possible de paramétrer I'infinité de solutions par Ry, ou Rs,. Nous avons choisi de
paramétrer 'infinité des solutions avec Rs,. Le choix de ce parametre permet de calculer

légerement plus simplement la solution optimale que R;, ou une composante de couple.

Avec ce parametre Rs,, les problemes de la minimisation des termes sous l'intégrale
des criteres (B.28) et (8.32) sous contraintes de non décollement et non glissement nous
donnent (3.60) et (3.G1).

e
—fRi; — R, <0
—fRi.+ Ri, <0 (3.60)
—fRy, — Rop <0

_fRZZ +R2x S 0

min max (0, ¢ DrT* + iP*Tr*)

Rz,
—fRi. — Ri; <0
—fRy. + R <0 (3.61)
—fRy. — Ry <0

_fRZZ +R2:L‘ S 0

Les couples intervenants dans les deux problemes (3.60) et (B.61) s’obtiennent en
fonction de Ry, par la relation (B.62) obtenue & partir des lignes 2 & 5 du modele (1.39)

et des relations (B.58) qui permettent de connaitre Ry, .
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I =J — KRy,
J = Drys (A5G + Cos(q,4) + Gas(q) — Das o5 Ry.) + Uisign(DEG) + F,DEq  (3.62)
o —1
K = DF25D29[: 25

Ou :

— Ags(4 x 5) est la sous matrice de A(5 x 5) composée des lignes 2 a 5,

— (C95(4 x 1) est le sous vecteur de C'(5 x 1) composé des lignes 2 a 5,

— Ga5(4 x 1) est le sous vecteur de G(5 x 1) composé des lignes 2 a 5,

— Dros(4 x 4) est la sous matrice de Dr(5 x 4) composée des lignes 2 a 5. Dros est une
matrice de rang plein composée de 0 et de £1,

— Doy 05(4 x 1) est la sous matrice de Do(5 x 2) composée de la premiere colonne et
des lignes 2 a 5,

— Dy, 95(4 x 1) est la sous matrice de Do(5 x 2) composée de la deuxieme colonne et
des lignes 2 a 5.

— I'y et F, sont des termes pour la prise en compte des frottements articulaires, voir

(221

Pour résoudre les problemes (3.60) et (3.61) nous allons considérer les contraintes sur
Rs, et prendre les contraintes les plus restreignantes sur Rs,. Il est possible d’écrire les
contraintes sur les réactions du sol en fonction de Ry, sous la forme (3.63) en utilisant les

relations (B:58).

Les matrices E et F(q,q, ) sont données par les expressions (8.64).

1
-1
E =
-1
1
) (3.64)
_lez - MIG
o —fRy, + Mz
F(q,q4,q) = ' ¢
_fRQZ
_fR2z

\

Nous séparons maintenant les contraintes qui s’expriment comme une borne supérieure
sur Ry, et celles qui s’expriment comme une borne inférieure. Ici vu que le vecteur £ n’est
composé que de £1, nous obtenons directement que les lignes 1 et 4 de (3.63) donneront les
bornes supérieures et les lignes 2 et 3 les bornes inférieures. Dans un cas plus général, ou

on tiendrait compte des contraintes de couple, on aurait la définition (B.6%) de 1’ensemble
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des lignes de (3:63) donnant des bornes inférieures et de I’ensemble des lignes donnant des

bornes supérieures.

Ly ={i/ E; >0}

, (3.65)
Ioy,={i/ E; <0}

Ou I;,s est I'ensemble des lignes imposant une borne inférieure sur Ro, et I, est
I’ensemble des lignes imposant une borne supérieure, et E; est le coefficient de E de la
ligne .

Pour les cas ou Ej; serait nul, il n’y aurait pas de solution en R, vérifiant les contraintes
si F; > 0, et la contrainte serait vérifiée quelque soit R, si F; < 0.

Parmi I’ensemble des bornes inférieures et supérieures, Ry, i est la borne inférieure
la plus contraignante sur Ry, et R, syp la borne supérieure la plus contraignante. Ces

bornes sont données par (3.66).

F.

RQI inf — z’renlax _Z
g (3.66)

R = min —

2z sup i€Lsup Ez

Les contraintes sur Ry, s’écrivent donc simplement (3.07).

R2x inf S RQx é RQI sup (367)

3.3.3.2 Calcul des couples et des réactions du sol dans le cas de la minimisa-

tion de la norme des couples

Pour en revenir a la résolution du probleme (3.60), celui-ci aura une solution si

Roy inf < Rog sup- La solution Ry, op; minimisant la norme des couples sans considérer

or*
8R21

les couples en fonction de Ry, 'expression de Ry, o Obtenue est alors donnée par (3.68).

les contraintes s’obtient lorsque ™7 = 0. En considérant la relation (3.62) donnant

KTJ
KTK

La solution du probleme (3.60) lorsqu’elle existe, c’est-a-dire que Roziny < Ror sup,

(3.68)

RQm optil'’ —

sera alors donnée par trois cas :
! R2m inf S RQz optil’ S R2x sup alors RQr - R2x optil™s
! R2x optil’ < RZx inf alors R2x - RQm infs
— sl R2x sup < R2x optill alors RQx - R2x sup-
Dans le cas ou il n’y aurait pas de solution, c’est-a-dire lorsque Roy ins > Rog sup, NOUS

choisissons la solution qui minimise la violation des contraintes, c¢’est-a-dire qui vérifie le
probleme (B.69).
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Calcul de Rgm inf et R2x sup

RQm inf Z RZx sup

R2m inf < R2z sup R2 Ry, inf+R2m sup
g = —— I ——"

2

Calcul de Ry opiir solution de

min [*7T*
RZI

R2:): optil’ < RQI inf RQz sup < RZCC optil’

R2m inf < RQz optil’ < R2x sup

RQz - RQm inf R2x - RQm optil’ RQm - R2x sup

Fi1G. 3.5 — Représentation de I’algorithme de calcul de Ry, en double support lorsque le
critere sur la norme des couples est considéré.

r}r%lin max{ F; Ry, + F;} (3.69)
2x 7

Le choix de ce probleme lorsqu’il n’est plus possible de vérifier les contraintes assure
la continuité (mais pas la dérivabilité) de la solution prise en Ry, en fonction du temps,
lors du passage entre les cas d’existence et de non existence d'une solution vérifiant les
contraintes. La solution du probléme est dans notre cas tout simplement donnée par (3.70),

le vecteur F; contenant seulement =+1.

o RZ:C inf + RQz sup
B 2

Le schéma 8.5 récapitule la méthode de calcul de Ry,, solution du probleme d’optima-

RQ{L‘

(3.70)
lité du critere de couples sous contraintes de non glissement.

3.3.3.3 Calcul des couples et des réactions du sol dans le cas de la minimisa-

tion de I’énergie dépensée

Dans le cas du probleme (3.611), la condition d’existence d’une solution est la méme
que pour le probleme (3.6(). Pour résoudre ce probléme, nous allons d’abord considérer
la solution du probleme (8.71). Dans le cas ou la solution du probleme (B.71) vérifierait

E - -

la condition ¢ DpI™ 4 Z-T*TT* > 0, ce serait également la solution du probleme (31G1).
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R
s T * * Tk
ping” Drl™ g1k (3.71)
RQ;L’ inf S R2z S RQ;E sup

Nous avons le méme type de probleme que (8:60)), nous commengons donc par déter-

miner la solution sans contraintes qui est donnée par (3:73) avec les notations de (3:62).

(¢"Dr + R/K2, J")K
RZJ} optiE1 — 2 T
R/K2 KTK

(3.72)

Comme pour le probleme (B.60), si Royinf < Roz sup, la solution du probleme (B.72)

sera donnée par les trois cas :

— sl RQz inf S RQ{L’ optiE'1 S R2:1: sup alors R2:p - RQz optiE1,
! RZ:{: optiE'1 < R2JJ inf alors R2x = R?z infs

! R2ac sup < RQac optiE1 alors RQZ‘ - RZ;U sup-

Dans le cas du probleme complet (3.01), si nous avons la solution de (3.71) qui vérifie
¢"DrI™ + Z=TI*TT* < 0, il y a en fait une infinité de solutions vérifiant les contraintes et
pour lesquelles le critere est nul. Dans ce cas, nous prendrons plutot la solution qui vérifie

au mieux les contraintes en gardant le critére nul, ce qui est donné par le probleme (3.73).

r}rzlin max{F; Ry, + F;}

B Yo (3.73)
¢ Drl™ + &I 1" <0

Il est & noter que nous n’avons pas inclus les contraintes sur Ry, (3.67) car nous sommes
assurés que la solution de (B.73) les vérifiera mieux que la solution de (3.71) qui vérifie

déja ces contraintes (B.67).

Ce probleme (BI73) sans la contrainte ¢" DpI™ + H-T*TT* < 0 est le méme que le
probleme (8.69). Nous avons donc la solution du probleme (3.73) sans contrainte qui est
donnée par Ry optip2 = W. La contrainte du probleme (8.73) est ici quadratique

en Ry, et, en utilisant la notation (8.62), est donnée par (B:74).

cp<o — bp<oRoy + ap<oR3, <0
aE<0 — K—ngTK

avec bE<() = qTDFK + QK%JTK
cp<o = 4" DrJ + g5 J"J

(3.74)

Le terme quadratique étant positif et vu le sens de 'inégalité, le domaine défini par
cette contrainte est soit vide si b%,_, — 4ap<ocp<o < 0 ou un intervalle donné par (3.77) si

2
b0 — 4ap<oCE<o = 0.
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RQm € [RQm inf E=0 RQm sup E:O]

‘—bE>0'—'\/b%<0 —4dap<oCe<o
Roy inf p=0 = (3.75)

2aE>0

2
—bp>o + \/bE<0 — 4ap<oCr<o

2aEp>0

RQI sup E=0 —

Sachant que la résolution du probleme (B.73) se présente lorsque la solution de (B.71)
vérifie g7 Dpl™* + K%F*TF* < 0, nous sommes en fait assurés que le domaine défini par la
contrainte (3.74) est Tion vide, et donc que b%,_, — dap<ocp<o > 0.

La solution du probleme (8.73), dans le cas ot I'optimum de (3.71) est négatif, est
donc donnée par trois cas :

— 81 Roginf B=0 < Roz optirz < Rog sup k=0 alors Ry = Ray oprik2,

— 81 Rog optiez < Roging =0 alors Ry = Roying -0,

— 81 Roy sup B=0 < Rog optipz  alors  Roy = Rog sup B=o0-

La séquence des calculs est récapitulée dans le schéma présenté en figure 3.6.

Une fois la valeur de R, nous permettant de minimiser notre critere sous contraintes,
nous calculons les couples a partir de la relation (3.62) et la réaction du sol sur le pied 1
avec (8.58). Il est a noter que, tel que nous avons posé le calcul de la répartition des couples
et réactions du sol afin de minimiser les criteres de couples et d’énergie sous contraintes
de non glissement et non décollement, cette répartition des couples et réactions du sol est
continue en fonction du temps. En revanche elle n’est pas dérivable en fonction du temps
au niveau des commutations entre les types de solutions.

Nous avons alors déterminé toutes les grandeurs sur lesquelles portent les contraintes
que nous avons présentées en section p.2.3 pour le double support.

Pour la détermination des contraintes portant sur des extremums de grandeurs variant
en cours de phase, comme nous en avons déja discuté lors de la simulation du simple
support section 8:3.2, nous utilisons les possibilités de Simulink et 'intégration numérique
a pas variable pour pouvoir déterminer ces contraintes avec précision. Il est a noter que
des extremums peuvent étre obtenus au niveau des changements de type de solution en

Ro, et que ces commutations sont également détectées avec précision lors de la simulation.

3.4 Méthode d’optimisation

De nombreuses méthodes d’optimisation existent. Notre choix s’est porté sur les mé-
thodes SQP, qui bien que non globales sont tres rapides pour trouver le minimum local
d’un probléeme non linéaire sous contraintes non linéaires. Ces méthodes itératives uti-
lisent des informations locales, a savoir le gradient du probléeme au point courant pour

rechercher un nouveau point a partir du point courant. Les autres méthodes globales que
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Calcul de Roy ing et Rog sup

R2x inf Z R2m sup

RQm inf < RQm sup

R2$ — Rox ’Lnf—;RQI sup

Calcul de Ry optipn solution de

R
. T * * T %
ping Drl™ 4 711

R2J; optiE'1 < R2:c inf R2:c sup < R21‘ optiE'1l

R2x inf < R2J: optiE1 < R2J; sup

RQ:v - RQ:L’ inf RZ;E - RQac optiE'1 R2x - RZ;E sup

du probleme (3:71)

Ry, est solution ‘

¢"Drl™ + 25T > 0

/
Ry, est solution
du probleme (3.61) q" DrT* +

Q*T*
=TT <0

em

Calcul de Ry optim2 solution de

Illgin max{ F; Ry, + F;}
2x 1

R2x opti B2 < R2x inf E=0 R2x sup E=0 < RQm optiE2

Roy int p=0 < Rag optirz < Raz sup E=0

Ro, = Ry in f E=0 Roy = Ro, optiE2 Ry = Roy sup E=0

F1G. 3.6 — Représentation de I’algorithme de calcul de Rs, en double support lorsque le
critere énergétique est considéré.
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nous avons envisagées, comme la méthode de recuit simulé ou la méthode fondée sur un
algorithme génétique nécessitent un nombre de calculs du critere et des contraintes plus
important. Ces méthodes de recuit simulé et des algorithmes génétiques doivent pouvoir
prendre en compte notre probleme (3.53) qui inclut une séquence de contraintes, dans
laquelle une contrainte ne peut étre calculée que si la contrainte précédente est vérifiée.
Il semble possible de ne pas tenir compte des cas ou le mouvement de marche n’est pas
défini. Mais il nous apparait que ces méthodes bien que pouvant prendre relativement
facilement en compte l'existence ou non d’un pas, seraient peu efficaces dans le cas ou
I’espace des mouvements qui existent est petit par rapport a ’espace de recherche entier,
la probabilité de trouver un pas faisable étant alors faible lors d’une exploration au hasard.
Pour améliorer ces algorithmes dans le cas de notre probleme, il faudrait donc également
adopter des méthodes dédiées au probleme (3.53) par exemple en utilisant des méthodes
de résolution successive de problemes comme nous le verront section 3.4.T' et 374.2 pour le
cas des méthodes SQP. Les méthode globales ne nous semblent donc pas plus pratiques
pour résoudre notre probleme de génération de mouvement.

Quand aux méthodes SQP, a notre connaissance, aucune ne permet de traiter direc-
tement le probleme d'une séquence de contraintes dans laquelle une contrainte doit étre
vérifiée pour que la contrainte suivante existe. La méthode qui permet de résoudre un pro-
bleme le plus proche de celui que nous avons est celle développée dans le programme fsqp
dont le guide est LAWRENCE et al. [d8]. Nous présentons en section B.4.1; comment utiliser
ce programme pour résoudre notre probleme. Nous n’avons pas utilisé ce programme bien
que nous pensons qu’il serait intéressant de le faire et nous nous sommes concentrés sur la
modification des méthodes d’optimisation SQP classiques comme le programme fmincon
de Matlab ou NPSOL dont le guide est GILL et al. [26]. Nous présentons comment nous
avons procédé a cette modification des méthodes SQP classiques pour pouvoir aborder le

probleme (8:52) en section 8.4.2.

3.4.1 Méthode d’optimisation en utilisant fsqp

La méthode développée dans fsqp (Feasible Sequential Quadratic Programming) per-
met de traiter des problemes pour lesquels le critere n’est pas défini tant que toutes
les contraintes ne sont pas vérifiées. Cette méthode est en deux temps. Dans un premier
temps, une solution vérifiant toutes les contraintes est recherchée et dans un second temps,
le probleme de minimisation sous contraintes est recherché de maniere itérative avec la
garantie que les contraintes sont toujours vérifiées a chaque itération. Il est possible d’uti-
liser cette méthode pour résoudre notre probleme en résolvant de maniere séquentielle les
problemes de minimisation du maximum des contraintes de niveau k sous les contraintes
de niveau 0 a k-1 donné par (8.76), pour £k = 1,2,...,n — 1. Car la solution de chaque

probleme (B.76) doit nous donner, si le probleme global a une solution, une condition
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initiale pour le probleme suivant qui vérifie les contraintes.

mpin m;_ax {gk z(p)}

gk—li(p) S 0 1= 172, ey M1
Gr—2i(p) <0 i=1,2,...,my_o (3.76)

gOl(p) SO 7/:172777’”0

ouV K € {0,1,....k} et Vi € {1,2,...,my} g i(p) est défini pour tout p € {p / Vj €
{0,1,..., K — 1} Vi€ {1,2,...,m;} g;; < 0}.

Comme il est fait dans le programme fsgp (voir LAWRENCE et al. [4]), pour rechercher
un point initial vérifiant toutes les contraintes de niveau 0 a k, il est possible d’arréter la
résolution du probléme (3.7G) des qu'un point tel que max; {gx :(p)} < 0 est obtenu, sans
attendre d’obtenir le minimum.

Pour finir nous résolvons le probleme complet (3.52) avec pour condition initiale la
solution du probleme (3:76) pour k =n — 1.

Bien que la méthode d’optimisation avec le programme fsgp semble relativement
simple, nous ne ’avons pour l'instant pas utilisée. Et il nous semble évident qu’il fau-

drait la tester a 1’avenir.

3.4.2 Meéthode d’optimisation en utilisant une méthode SQP

classique

Notre but était de résoudre un probléme d’optimisation tel que (3.53) en utilisant les
outils d’optimisation que nous avions a notre disposition, comme la fonction fmincon de
Matlab ou le programme NPSOL de GILL et al. [26]. Nous avons fait le choix d’éviter
a avoir a développer un programme d’optimisation capable directement de prendre en
compte un probleme d’optimisation du type de (8.53), qui par exemple serait capable
de rechercher un nouveau point seulement a partir des contraintes et du critere définis
au point courant, et qui aurait donc la caractéristique de pouvoir changer de probleme
a résoudre a chaque itération en fonction des contraintes et du critere disponibles. Bien
que nous semblant plus fiable, une telle solution nous semblait plus difficile a mettre en
oeuvre. Nous avons donc utilisé les programmes fmincon de Matlab et NPSOL de GILL
et al. [2G], qui permettent d’optimiser par une méthode SQP des problemes d’optimisation
ou le critere et les contraintes sont non linéaires. Par contre ils ne gerent pas du tout
I’éventulité que des contraintes ou le critere soient non définis dans une partie du domaine
de recherche.

Notre but a donc été de modifier notre probleme d’optimisation afin que le critere et

les contraintes existent en tout point, tout en gardant une certaine régularité du probleme.
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La méthode que nous proposons consiste, si des contraintes ou le critere ne sont pas définis
au point ou le programme d’optimisation veut les calculer, a rechercher le point le plus
proche tel que le critere et les contraintes soient définis, puis a définir les valeurs des
grandeurs non définies au point d’origine par la valeur en ce point de leur approximation
linéaire autour du point obtenu.

Concretement, soit (B.77) le probleme d’optimisation avec deux niveaux de contraintes

que 'on souhaite résoudre.

min f(p)
g1i(p) <0 i=1,2,...,my (3.77)
g0i(p) <0 i=1,2,...,mg

ou f(p) et g1:(p) Vi € {1,2,...,my} sont définies pour tout p € {p /YVie{l,2,...,mp}
goi < 0}, ce qui signifie que le critere et les contraintes du niveau 1 n’existent que si les
contraintes du niveau 0 sont vérifiées.

Au cours de la résolution du probleme (B.77) par une méthode d’optimisation, le
programme peut étre amené a vouloir calculer le critere et les contraintes en un point
po pour lequel ils ne sont pas définis, c’est-a-dire que des contraintes go;(po) < 0 i =
1,2,...,mo ne sont pas toutes vérifiées. Nous allons alors rechercher le point py; le plus

proche de py et vérifiant ces contraintes. py; est le point solution du probleme (B:78).

min [[pg — pl|
p (3.78)
9i(p) <0 i=1,2,..,my
Sachant que les contraintes de ce probléeme sont non linéaires, nous allons également
utiliser un programme d’optimisation pour le résoudre. Il est a remarquer que le point p,,
peut étre vu comme la projection orthogonale, au sens de la norme || || choisie, du point py
sur la frontiere du domaine de vérification des contraintes de niveau 0. Nous donnons sur
la figure 8.7 le domaine de définition du critere et de la contrainte de niveau 1 équivalent
au domaine de vérification des contraintes de niveau 0, ainsi qu’'un exemple de point py
en dehors de ce domaine projeté en py,.
Les valeurs du critere et des contraintes en py du nouveau probleme d’optimisation
obtenu en prolongeant linéairement en dehors de leur domaine de définition seront alors

données par (3.79).

of

f(po) = f(pm) + B (po — pur)
p P=PMm
: (3.79)
g1i(po) = g14(pmr) + g“ (po—pm) i=1,2,..,my
P=PMm

On voit que le calcul du critere et des contraintes du niveau 1 en py avec (B.79)
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zone de vérification des contraintes
de niveau 0 et d’existence
des contraintes de niveau 1

zone de non vérification des
contraintes de niveau 0
et de non existence des
contraintes de niveau 1

A /XPA

Fi1G. 3.7 — Représentation du vecteur de parametres d’origine py ne vérifiant pas les
contraintes de niveau 0, et sa projection py; sur la frontiere du domaine de vérification
des contraintes de niveau 0. Le point pa utilisé pour le calcul par prolongement du critere
et des contraintes en pg est également représenté.

nécessite la connaissance de leurs gradients. Cependant si l’'on ne connait pas ce gradient,
il est possible de I’évaluer par différence finie. De plus il suffit d’évaluer ce gradient par
différence finie seulement selon la direction pg — pys, pour pouvoir en déduire les valeurs

du critere et des contraintes de niveau 1 en py. Ce calcul est donné par (3.80).

( a _
a_f (pO N pM) _ f(pA) f(pM) (p() _pM)
P lp=pus Pa —Pm
o f(oar) — f(pa)
- 2 lpy = pu|
091 i — 014 )
é]l vo—p) = & (pa) — 914(par) (po—pat) =12, (3.80)
D \p=pun Pa —Pm
gli(pM) - gli(pA)
{ lpar — pol|

Ou pa est le point pour le calcul de la dérivée par différence finie, A > 0 est la distance
entre les deux point pa et pys pris pour le calcul du gradient par différence finie. Il est a
remarquer que le point pa est choisi dans la direction opposée a py par rapport a py, afin
que nous soyons sur qu’il vérifie lui aussi les contraintes de niveau 0. Le choix du point
pa est représenté figure 3.7.

Pour calculer le critere et les contraintes de niveau 1 en py, il faut donc dans un premier
temps calculer le point p,, le plus proche de py ot toutes les contraintes sont définies, puis
évaluer le critere et les contraintes de niveau 1 aux points py; et pa afin de pouvoir les

prolonger linéairement en py.
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Nous venons donc de voir comment nous avons modifié un probleme avec 2 niveaux de
contraintes. Dans le cas général de n + 1 niveaux de contraintes comme pour le probleme
(3252) si des contraintes des niveaux 0 a n— 1 ne sont pas vérifiées, nous allons résoudre le
probleme (3.81) avec k = n—1 pour déterminer le point pys,, ol le critére et les contraintes
de niveau n sont définies, puis les prolonger linéairement en pg,, comme donné par la
relation (3.83). Si le gradient nécessaire pour calculer (3.8%) n’est pas connu directement,

il est possible de lobtenir par différence finie avec (3.80).

mpin 1P k+1 — D

ge—1i(p) <0 i=1,2,...,mp_y (3.81)

gO’L(p) SO 1= 1,2,...,m0

0
Fon) = Fos ) + 92| (o —ara)
p P=PM n
9. (3.82)
gnz(pOn):gnz(pMn)+ 8712 (pon—pMn) 1=1,2,....m,
P=PM n

Et si au cours de la résolution du probleme (3:8T) avec k = n — 1, des contraintes des
niveaux 0 a n — 2 ne sont pas vérifiées en un point py,_1, de méme nous déterminons le
point pys ,—1 le plus proche de pg,,—1 ou les contraintes des niveaux 0 a n — 2 sont vérifiées
en résolvant le probleme (8.81) avec k = n — 2, pour ensuite prolonger linéairement en
Pon_1 les contraintes du niveau n — 1 & partir de 'expression (3.83) avec k =n — 1.

Og i .
Gri(Por) = gri(Py k) + éqk (Pok —pPamk) =12, ,my (3.83)

P=PM k

Et ainsi de mani¢re récursive, si au cours de la résolution du probleme (8.81) avec
k € [1,n — 1] des contraintes des niveaux 0 & k — 1 ne sont pas vérifiées en un point
po r alors nous déterminons le point p,sr le plus proche de pyr ou les contraintes des
niveaux 0 & k — 1 sont vérifiées en résolvant le probleme (3.81) avec k = k — 1. Puis nous
prolongeons linéairement en pg ;. les contraintes du niveau k a partir de 'expression (3.83).
Si le gradient nécessaire pour calculer (8:83) n’est pas connu directement, il est possible

de lobtenir par différence finie avec (B:80)).

Nous donnons également le calcul du gradient du critere et des contraintes au point
por a partir du calcul en pyrp. Ce calcul est nécessaire si nous fournissons le gradient
du critere et des contraintes au programme d’optimisation. Pour obtenir ces expressions,
nous allons dériver par rapport au vecteur de parametres pg , les relations (8.82) et (3.83).

Nous obtenons ainsi I'expression du gradient du critere (B.84) calculé en pg, a partir du
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calcul en pys,—1. La premiere ligne de (B:84) correspond a un calcul intermédiaire dans

[

la dérivation par rapport a po, de (3.83). Pour le gradient des contraintes de niveau k

calculé en pg; a partir du calcul en pys g, nous obtenons (3:85).

of _of Ipm n r O°f Ipm n
P lp=po » P lp=py, OPOn P \p=ppr , 9P0On
0 OpuM n
+ a—f (1 - 52 (3.84)
Plp=pus Pon
o) 0? Opar n
- _f + (Pon — PM n)T a—é apM
P=PM n P~ lp=ppr, CPOn
gei| O T (por—para)” 28 PME 19, my (3.85)
P lp=po+ P lp=par OP* | peprs, Pk

Nous constatons que ces calculs sur le gradient font intervenir le Hessien du critere et
des contraintes. Comme nous le verrons en section 8.5, le calcul du gradient est difficile. Le
calcul du Hessien I’est encore plus. Pour déterminer ce Hessien, nous avons utilisé un calcul
par différence finie. Pour le calcul du transport du critere et des contraintes sans le calcul
formel du gradient, nous avions calculé le gradient selon la direction de projection par
différence finie, donné par la formule (3:80). De méme nous calculons le Hessien selon la
direction de projection par différence finie. Seul un nouveau point de calcul est nécessaire
pour ce calcul du Hessien selon la direction de projection. Le Hessien du critere selon la
direction de projection est donné par (B:86) et le Hessien des contraintes de niveau k selon

la direction de projection est donné par (3.87%).

o2 f of of
P™ \p=prs n P=PM n P lp=pa (3.86)
DA = DM n + A PMn Pon
(0% dg dg
ki ki ki
o2 (pOk—pMk):HPOk—PMkH( 9 ) )/A
L7 p=pas & P Ap=pu & P lp=pa
1=1,2,...,my
\ HpMk _pOkH

(3.87)

Remarque : Cette méthode de projection des contraintes a la limite de leur espace de

définition pour extrapoler leurs valeurs au point d’origine est une méthode qui donnera
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des résultats d’autant moins précis au point d’origine que la distance de projection sera

grande.

Nous avons donc une méthode de résolution qui fait appel a un programme d’optimi-
sation, qui lui méme peut faire appel a chaque itération a un programme d’optimisation
pour trouver un point vérifiant des contraintes, etc... En supposant que les optimisations
de tous les niveaux ont nb.,, évaluations des contraintes et que nous avons n + 1 ni-
veaux de contraintes, nous avons donc une méthode qui dans le pire des cas peut calculer
(nbeml)’”rl fois les contraintes. Nous avons donc une méthode de complexité importante,
en particulier en comparaison avec la méthode fondée sur fsgp présentée section 8.4.1; qui
calcule (n + 1)nbeyq fois les contraintes. Cependant, dans notre cas ot nous avons réduit
le nombre de niveaux de contraintes a 3, et vu que lorsque 1’on tend vers une solution au
probleme d’optimisation, on tend a vérifier les contraintes et donc a ne plus devoir faire
de sous-optimisations, comme nous le verrons notre probleme peut encore étre résolu dans
des temps raisonnables avec la méthode présentée ici. Mais il est évident que la méthode
présentée ici ne permettrait pas de résoudre des problemes plus compliqués de maniere

efficace.

3.5 Calcul du gradient du critere et des contraintes

Nous avons cherché a calculer le gradient de maniere analytique plutot qu’il soit dé-
terminé par différence finie car nous avions remarqué des problemes de convergence dans
I'optimisation sans calcul du gradient. Or dans GILL et al. [26] et plus précisément dans le
chapitre 8 de GILL et al. [27] il est prouvé que I'optimisation est plus fiable si I'on fournit
un gradient analytique. De plus le calcul du gradient permet d’accélérer I'optimisation car
le calcul du gradient par différence finie nécessite de calculer les contraintes et le critere
autant de fois supplémentaires qu’il y a de parametres d’optimisation pour connaitre les
composantes du gradient pour chacun des parametres d’optimisation. Or le calcul sup-
plémentaire du gradient analytique équivaut a peu pres a un calcul supplémentaire des
contraintes et du critere, ce qui donne une idée du temps gagné sur la détermination du
gradient lorsqu’on le calcule analytiquement.

Le calcul du gradient analytiquement dans le cadre de la génération de mouvements
par optimisation paramétrique reste rare. Il faut dire que ce calcul reste tres lourd. Nous
pouvons cependant citer le travail de Lo et al. [B1] ot le modele dynamique d’un robot
anthropomorphe est calculé par le méthode de Newton-Euler. Le gradient est déterminé
en développant les opérations de base du calcul de Newton-Euler pour le gradient. La
séquence des calculs est donc la méme pour déterminer les couples et leur gradient, si ce
n’est que les opérations de bases sont différentes. L’avantage de cette méthode est qu'une

fois les opérations de dérivation définies, la méthode est similaire au calcul de Newton-
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Euler classique. Nous pouvons également citer le travail de DURRBAUM et al. [25] qui
compare deux méthodes de déterminations du gradient. La premiere consiste au calcul
analytique du gradient, et la deuxiéme consiste a la transformation algorithmique du calcul
des grandeurs en leurs dérivées, connaissant les formules de dérivation des opérations de
base. Il s’avere que la méthode analytique demande plus de développement, mais est en

pratique plus efficace pour calculer le gradient.

Nous présentons dans cette section, les différentes étapes du calcul du gradient du cri-
tere et des contraintes du probleme d’optimisation. La premiere étape consiste a calculer
le gradient des variables articulaires en fonction des parametres d’optimisation. Ensuite
nous en déduirons en simple support le gradient des dynamiques de zéro. Puis nous cal-
culerons le gradient des couples et réactions du sol a partir du modele dynamique inverse.

Enfin nous en déduirons le gradient des criteres et des contraintes.

Tout au long de cette section, nous utiliserons les notations de dérivation par des vec-
teurs que nous avons introduite en section 1:4.2. Nous avons introduit que la dérivation
d’une fonction scalaire par un vecteur donne un vecteur horizontal, et que la dérivation
d’un vecteur de fonction g par un autre vecteur u donne la concaténation verticale des
dérivations de chacune des composantes de g par u. Ces notations donnent que la com-
position de dérivations par des vecteur s’écrit (8.88) pour une fonction f(u) ot le vecteur
u dépend du vecteur v.

0 of Ou
oA (3.88)
Si f(u) est un vecteur de fonctions, la loi de composition des dérivation s’écrit de

meéme.

3.5.1 Gradient des conditions aux limites et des polynomes

Pour calculer le gradient des variables articulaires, il faut commencer par calculer pour
chacune des phases le gradient des conditions aux limites, puis le gradient des coefficients
des polynomes, le gradient des variables articulaires définies comme des polynomes, et
enfin le gradient des autres variables articulaires en double support. Nous séparons ces

calculs pour le simple et le double support.

3.5.1.1 En simple support

Nous commengons par définir les vecteurs de conditions aux limites des phases. Pour

le simple support, nous considérons le vecteur poy, g5 donné par (3.89).



128 Génération de trajectoires par optimisation

pcer ss = [poL ass Por sss]
PcrL asSs = [Cmss Qjpg O fss]
PeLsss = |01iss, 01iss, O1int, 01 fDS, 01 fDs, 280
02 iS5 527;55, 02 int> 02 fDS, 02 /DS, (3:89)
0355, 03455, O3int, 03 fDS, 03 fDS)

0455, 0455, Oaint, 04 fDSs 04 DS

Nous séparons les conditions aux limites en « et §, car cela permet par la suite de

simplifier des calculs.

En plus du vecteur p des parametres d’optimisation que nous avons définis en section

B8.2.1, nous considérons le vecteur pgg. Ce vecteur est donné par (3.90) et contient en plus

la variable d’intégration a.

pss = [p, @ (3.90)

L’ajout de o dans les parametres par rapport auxquels nous calculons la dérivée va
nous étre utile par la suite pour le calcul de certains gradients. De plus la connaissance
de la dérivée par rapport a la variable d’intégration permet également de déterminer avec

plus de précision un extremum, en considérant le passage par zéro de sa dérivée en .

Dans le calcul du gradient, nous avons d’abord déterminé le gradient des conditions
dpcr ss
Ip

aux limites pcr gs par rapport a p, noté . Ce gradient a été calculé avec du

______

expressions, nous avons considéré le plus possible de parametres intermédiaires.

Ensuite nous déterminons le gradient des coefficients des polynomes. Pour cela nous
partons de Pexpression (B8.25) que nous dérivons d’abords par pcr ass puis par per sss-

Nous obtenons ainsi les équations (3:91).

(3.9 1)
T 0Css i 0Acr ss j
288 Opcr sss Opcr sss

Ou Cgg ; est la ligne j de la matrice des coefficients des polynomes en simple support
Css, correspondant a d;, Cgg ji, est le ke coefficient du polynome en d;, et Apss i est la

ligne k£ de la matrice A,gs.

Nous avons alors le gradient des coefficients de §; donné par (3.92).
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8055j _ |: 8055j 8ngj 1

Opcr ss Opcrass Opcrsss
6055 j aAaSS k
T = a C 3.92
Ipcr ass SS Z S DL ass Ipcr ass ( )
0Css A 1 0Acr ss
( aSS)
Opcr sss Opcr sss

Le gradient des coefficients des polynomes en fonction de p est alors donné par (3:93),

en utilisant la loi de composition de dérivée.

0Css j _ 0Css ; Opcr ss
dp Opcrss Op

(3.93)

A partir du gradient des coefficients des polynémes, nous pouvons alors calculer le

gradient des variables articulaires comme donné par (3.94).

( 00jss 2 3 ICss
o = 1 a o o’ « } o
00 - IC'cc :
jSS: 2 3 SS] 4
=101 20 302 da ]—ap (3.94)
00 - 9C e :
jSS: 2 SS j
L0 =002 6 1204}—8]3

Nous intégrons alors les dérivées de 0;, 07, 05 par rapport a a dans le calcul du

gradient, ce qui nous donne (3.957).

( 85]55 _ [ 85j55 . ]
Opss L dp 759 ]
0ss [ O0gs .. ] .
Opss | Op Jss |
055 [ 005 .
( Opss | dp %]

Les calculs de d7gq, 075s et 0755 s’obtiennent directement a partir des expressions
polynémiales des d;(a) donnés par (3.2).

Dans la suite des calculs du gradient la dérivation en « est considérée au méme titre
qu'un parametre de p. Les calculs ne seront pas changés par I'ajout de o dans le vecteur
de parametres d’optimisation.

Une fois que le gradient des dynamiques de zéros est connu, ce que nous présentons

dans la section B.5.2 il est possible de calculer le gradient des vitesses et accélérations
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articulaires (3.96).

853'55 . 007g5 o
_ 2088y g O
Opss Opss 7% Opss

(3.96)
Djss  .,00%%s _da 0%y Oé
=& + 2075y La—222 S e
\ Opss Opss 755 Opss Opss ]Ssapss

3.5.1.2 En double support

Nous définissons également le vecteur des conditions aux limites de la phase de double

support, noté pcr, ps et donné par (3.9%).

per ps = [Ips Per aps Per sps]
pcr aps = [Qips, yps, Qips, Gfps, ] (3.97)

pcrsps = |01ips, 01iDS, 01 fDS, 01 fDS, 02ips, 02iDS, 02 fDS, 02 st]

Nous allons également considérer le vecteur ppg constitué du vecteur p additionné du
temps en double support t afin de calculer en méme temps que le gradient par rapport

aux parametres d’optimisation, la dérivée temporelle des grandeurs.

pps = [p, ] (3.98)

Comme pour le simple support, cette dérivée temporelle est nécessaire pour déterminer

avec précision les extremums et pour calculer certains gradients.

Nous calculons d’abords le gradient des conditions limites par rapport aux parametres
dpcr ps
dp

dépendent des conditions de fin de simple support, et en particulier de & gg. Or cette

d’optimisation, noté . Cependant, il est a remarquer que les conditions aux limites
grandeur se déduit de l'intégration des dynamiques de zéro. Comme pour le calcul des
coefficients des polynomes en double support, il est l1a encore nécessaire de simuler d’abord
le simple support pour pouvoir calculer le gradient des conditions aux limites de double

support.

De maniere similaire au simple support, nous obtenons le gradient des coefficients

des polynomes par dérivation par rapport aux parametres d’optimisation des expressions

le gradient des coefficients de d; et ds.
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aC(ocDS o |:aCaDS 8CtozDS :|

Opcr ps JTps  Opcr aps
aCOéDS T aAAoaDS k
= A C 3.99
Opcr ps TDS Z PSR Oper aps OpcL aps ( )
0C,ps — (ALpe) -1 0Acr ps
Opcr aps rps Opcr sps
9Cspsj _ [ dCsps;  9Cspsj ]
Opcr ps Opcraps  Opcrsps
ac&DS] T a140<DS k
L = — (4, C. 3.100
Opcr aps DS Z P I Oper aps Opcr aps ( )

9Csps; _ (AgDS)il 0Acr sps j

Opcr sps Opcr sps

Le gradient par rapport a p des coefficients des polynomes de «, 51 et 0y est alors donné

.....

9Caps _ 0Caps Ipcr ps
dp Opcr ps  Op

(3.101)
0C5ps ; _ 0Csps j Opcr ps
dp Opcrps Op

Nous pouvons alors calculer les gradients de « et de ses dérivées temporelles, donnés

_____

((daps | 5 3] 9Caps
G =1t }—ap
(‘9(34,35 . [ 2 aCtozDS
G =012 s ] 5 (3.102)
daps [ 9C4ps
\ap—_0026t] 0

Nous rajoutons alors les dérivées temporelles dans le gradient de « et de ses dérivées
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( 8OZDS o [ 80@5 Oc 1
Opps L dp i
daps [ Odaps .. ]

— e 3.103
dpps L dp i ( )
dips [ Odps &

(L Opps | Op

Les gradients de 07 et 9o, et leurs dérivées partielles en o s’obtiennent en double support
comme en simple support par les relations (3:94). Nous rajoutons alors en double support
les dérivées temporelles plutot que les dérivées en a que nous avions considérées en simple

support. Ce qui nous donne (3:104).

( 85jpg _ [ 85jD5 £ 4 1
8pDS L op ips ]
807 ps [ 08 O
@ = aﬂ—pDS 355 (3.104)
a % r *% b
jDS — jDS ook
\ apDS L ap 6JDSQ J

Le gradient des dérivées temporelles de d; et do s’obtiennent comme en simple support

avec les relations (3.94).

Les gradients de 63 et d4 s’obtiennent en dérivant par rapport aux parametres d’opti-
misation les équations de fermeture de boucles en position (i.33), vitesse (iI.34) et accé-

lération (1.35).

( [ Oa T )
do3 Opps 0
apDS —1 8(51
=—-D D — 1
854 29 < 21 apDS ad (3 05)
dpps 05, Ipps
\ L apDS i )
( r o Od T )
853 Ipps
Ipps . 90, ODsq g
] =-D D + 3.106
004 22 2 Opps dq Opps ( )
Opps 09y
\ L Opps 7
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— 80[ - A
853 Opps
Ips . 94, 0Dy Oq  OHy, g  OH, 0q
. =-D D + + -
0oy 22 2 Opps dq Opps dq Opps dq Opps
dpps 095
\ L pps -

(3.107)

Ou Dy (2 x 3) constitue les 3 premieres colonnes de Dy et Dy o(2 X 2) constitue les 2

9D2q 0D2g OHo 6H2 . ~
B Tae s og €t sont déterminés analytique

ment a partir des expressions de Dy et Hy par un calcul symbohque. Pour le calcul des

052(] et 0D
q

d’une matrice par un vecteur. En fait dans ces deux termes nous considérerons que ¢ et §

dernieres colonnes de D,. Les termes

termes , nous avons fait rentrer ¢ et ¢ dans la dérivée, pour éviter la dérivation

ne dépendent pas de q.

Nous connaissons donc le gradient de toutes les dynamiques en double support. Par

contre en simple support, il nous reste a déterminer le gradient des dynamiques de zéro.

3.5.2 Gradient des dynamiques de zéro en simple support

Le gradient des dynamiques de zéro s’obtient en dérivant par rapport aux parametres
d’optimisation les équations (B.13), (8.14) avec les relations (3.11) entre les équations
des dynamiques de zéro et le modele dynamique. Nous présentons d’abord les notations
(B:108) des gradients des termes des équations des dynamiques de zéro en fonction du

modele dynamique.

of(«) _ 0Aq* 0Oq A oq*

Opss dq Opss Y Opss

0 [0f(«a) _ A ¢ 0Oq A 0q +8Cl dq 0C, dq
Opss \ Oa

(3.108)

dq  Opss YOpss | 0q Opss | Oq* Opss

0A1q*  0A1¢** 9Cy ot 601
dq dq  Oq q*

Aj et C7. Pour calculer le gradient des dynamiques de zéro, il nous faut d’abord calcu-

sont déterminés analytiquement a partir des expressions de

ler le gradlent ) de Dintégrale donnée par (B[4). Pour la calculer, sachant que les
bornes d’ 1ntegrat10n dépendent des parametres d’optimisation, nous utilisons la formule

de Leibnitz donnée par (3.109%). On pourra se référer au livre de BAss [6].

Pour ¢(p) = /O‘f fla,p)da

agb /af 85(s.p) (3.109)

O
dp

aOéf

g dst flapp)H o~ flaip)
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En cours de simple support, nous avons donc (3.11().

od “ 0 (0D od 0 0P () Doy
) [0 (200) D0 Do OBy,
Ipss aigs OPss \ 0s da Odpss da Opss
Et pour 'intégration jusqu’en fin de phases, nous avons (3.ITT).
P arss P P P ;
0P () :/ 0 (8 (s)> s+ 0®(a) dayss  0P(a) Daiss (3.111)
Opss aigs OPss \ 0Os da Opss da Opss
Ou nous avons (3.112).
0 6@(@)) Of () 0G, 0q
= —2G1(« —2f(a)— 3.112
Ipss ( da 1 >3pss dq Opss ( )
88—0(11 est calculé analytiquement a partir de G;. A partir de %ig, il nous est alors

_____

.....

i (0%(a) LOf () a2 Of(ess)
Opss B < Opss 2f(a)a Opss +2f(azss)%ss Opss <3 113)
F2f s uss S )/ (25(@)%4)
Pss

o <_d8f(a) 090Gy 9¢ 0 (8f(a)) d2_28f(oz)d dav
Opss Ipss dq Opss Opss Oa da Opss

) /()
(3.114)

3.5.3 Gradient des couples et réactions du sol en simple support

Nous présentons dans cette section le calcul du gradient des couples et des réactions du
sol en simple support. Nous connaissons maintenant le gradient des positions, vitesses et
accélérations articulaires. Pour obtenir le gradient des couples, nous dérivons par rapport

aux parametres d’optimisation les 4 dernieres lignes du modele dynamique (3:57). Nous

_____

or _ 8A25Q' aq 8q 8025 aq
— =Dyl ( + A +
Opss 12 dq Opss 255]?55 dq Opss

(3.115)

+3025 Jq _|_3G25 Jq )
g dpss  9q Opss
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3A25i1' 8025 (9025
dqg > Oq  0q

sions de Ass, Cos et Gos. Pour les couples tenant compte des frottements, nous avons

(8.116).

Les termes et agq% sont calculés symboliquement a partir des expres-

or _ L g
Opss  Opss  Opss

(3.116)
aFf'roti& T aq T - : ( T aq )
=F,Df—— + 1, (Drqg=0)sign | D
Opss " Opss (Dr )sie " Opss

Ot 4() représente ici 'impulsion de Dirac, qui apparait du fait des discontinuités de

couple.

Pour le gradient des réactions du sol, nous allons partir des équations (1.36) du bilan
1.

des efforts au centre de gravité du robot. Nous obtenons ainsi les relations (B

8R1$ _ai’g 8(] 89’&0 8q c%G 8q 1
=M + — + —
dpss | dq Opss  O0q Opss  Oq Opss
(3.117)
8R12 '62(; aq 82@ 0q 82@ 8(] }
— M + = —
Opss | Oq Opss  Oq Opss 04 Opss

0ig Oig 0ig O0ig 0Zg
Oqg’ 0q° 04’ 0q’ 04

expressions de Z¢g et Zg.

Les termes et %}G sont calculés symboliquement a partir des

3.5.4 Gradient des couples et réactions du sol en double support

En double support, a cause du sur-actionnement, le gradient des couples et des réac-
tions peut avoir plusieurs expressions. Ces expressions dépendent de la solution qui a été
obtenue a la détermination de la répartition optimale des couples sous contraintes de non
glissement. Nous différencions également ces calculs selon que ce soit le critere de couples
ou le critere d’énergie qui est utilisé.

Nous calculons au préalable le gradient des composantes verticales des couples qui ne
dépendent pas de la répartition des couples en double support. A partir de la dérivée de

la premiere ligne du modele dynamique donnée dans (3.58) nous obtenons le gradient de

Ry (3.118).

oj  9C, dq
+ A -
dq Opps last dq Opps

8R2Z . Dil 8A1q 8(]
dpps
(3.118)

0C: 0i _9G: 0g )
d¢ Opps  0q Opps

Nous déduisons du bilan des efforts (1.36) le gradient de Ry, (3.119).
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0R;:, 0Zq 0Oq 0Zq 0q 0Zq 04 0R,,
— =M + — + — - 3.119
dpps dq Opps dq Opps 94 Opps Opps ( )

0A1G 0Cy 0C1 0G1 0ig 0Oig 0Zg .
00 a0 aa aa o as €t g sont obtenus symboliquement comme

pour le simple support.

Les termes

3.5.4.1 Cas du critere de couples

Si la solution de la répartition des couples donne la solution optimale sans contraintes,

a partir de la relation du couple optimal (3.68) avec les notations (8.62) nous obtenons

[ =g [ =g

I'expression du gradient de Ry, (3.129).

| K K

K'K 3.120
Opps Opps Opps PDs /( ) ( )

( oJ 1 (3A25q (9q 8q 8025 8q 8025 8q

T =V | —(5—5— + Az + -

Opps dq Opps Opps dq Opps dq¢ Opps

0Gy; Oq OR,. 3D2z25> 8Ffrott
4 — Ds, — R, + 3.121
dq Opps 22 Opps : Opps Opss ( )

8[( _ 1 8D2x 25

. Opps 1 Opps

0Azs4 0Ca25 0Cas
dq > Oq ' 0q

matrices Dsy, 95 et Da, 95 dépendent de ¢ et d. Nous avons donc les relations (3.122).

Les termes et ag;s sont obtenus comme pour le simple support. Les

9Dy 25 _ 0D, 25 Jq + 0Dy, 95 0d

dpps ~ 0q Opps dd  Opps
3.122
0Dy 95 _ 0Dy 95 3q + 0Dy, 95 Od ( )
Opps dq Opps dd  Opps

Ou aDg; 25 | 8%2; 25 aD(;Z % et aDgg 25 sont calculés symboliquement.
L’expression du gradient des frottements articulaires est la méme que dans le cas du

simple support, et fait intervenir des impulsions de Dirac dues aux frottements secs.

Nous donnons maintenant I'expression du gradient de R, lorsqu’une contrainte est
active. Pour chacune des contraintes actives, 'expression du gradient de R,, est différente.
Nous utilisons pour ce calcul la dérivation de la deuxieme équation de (8.58). Dans le cas

de la premiere contrainte de (B.60) active, —f Ry, — R1, < 0 nous avons l'expression du
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aRQm aRlz |:
= +M
Opps d Ipps

0iq Oq +8:1:g g +8:BG g } (3.123)

dq Opps  0q Opps 04 Opps

Dans le cas de la deuxieme contrainte active, — f Ry, + Ry, < 0 nous avons le gradient
de Ry, (3:124).

ORy f8R12+M{8a:G dq +8Q:G 0q +8Q:G g } (3.124)

dpps  ~ Opps dq Opps  0q Opps 04 Opps

Dans le cas de la troisieme contrainte active, — f Ry, — Ro, < 0, nous avons le gradient

de Ry, (3.123).

aR2x aR2z
— 3.125
dpps ! dpps ( )

Dans le cas de la quatrieme contrainte active, — f Ry, + Ro, < 0, nous avons le gradient

de Ry, (3.126).

Oftse _ f Of; (3.126)

Opps B dpps

Enfin, il reste le cas ou le probleme (3.6(}) n’avait pas de solution vérifiant les contraintes

de non glissement, auquel cas nous avons l'expression du gradient de Ry, donnée par

_____

8R2a¢ o 1 aRZw inf + 8R2x sup

= 3.127
Opps 2 Opps Opps ( )

Les gradients de Roy ins et Rog sup sont les gradients de Ry, de 2 des 4 cas de solutions

_____

sur Ry, parmi les contraintes (8.03).

Une fois le gradient de Rox calculé parmi tous ces cas, nous pouvons en déduire le
gradient des couples, a partir de la dérivation de 'expression des couples (8:63). Nous

obtenons ainsi la relation (3128).

or B o0J - 0K R _KﬁRgx
Opps Opps Opps 2 Opps

(3.128)

3.5.4.2 Cas du critere d’énergie

Dans le cas du critere d’énergie, le calcul des gradients est similaire au cas du critere
de couples, dans le cas de la résolution du probleme (3.71). Si la solution de ce probleme
sans contraintes vérifie les contraintes, le gradient de R,, vérifie la dérivée de la relation
(3.79), et est donné par (3.129).
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8R2wozvti1’51 T T 9q 2 qT -T oK 2 T 2
— = = |K*'D R/K;,J +q D +R/K;, K
Opps Fast ( / 1 F) (9st / 3PDS
(3.129)
2 T aK 2 T
—2R/K?, Roy optim1 K /(R/K?,K"K)
Opps

Si lors de la résolution du probleme (B.71) une contrainte était active, la solution se
trouve sur cette contrainte. Le calcul du gradient de Ry, est donc donné par I'une des 4

expressions (3:123) a (3.120), suivant la contrainte active. Dans le cas ou il n’y aurait pas

_____

Si la solution du probleme (8.71) donne une dépense d’énergie négative, Ry, est solution
du probleme (8.73). En dérivant I'expression (3.74), nous obtenons le gradient des bornes

de solutions tel que le bipede restitue de 1’énergie. Ces expressions sont données par

_____

aR z infE= 80 6()
2 fE=0 {_ E<0 + E<0 R2x infE=0

Opps Opps Opps

da
ap]f;O RSy infi— 0] / (2ap<0Roz infE=0 — bE<o)
(3.130)
aRZ’r supE=0 |:_ acE<0 + abE<O RQ o
Opps Opps  Opps T
Oa
Avec
( aa/E<0 o 2 R T aK
Opps K2, Opps
=K'D +qD + 2 + 2 K 3.131
Opps " Opps 1 "Opps K2, =~ Opps K2, Opps ( )
13) aq o0J R oJ
CE<0 _ jTpT + gDy +2—J"
\ Opps Opps Opps K%,  Opps

Si la solution du probleme (B.73) est sur une des deux contraintes Roy inrp—o OU
Roy supe=0, le gradient de Ry, prend la valeur correspondante. Si cette solution n’est

pas sur une contrainte, c’est qu’elle est solution du probleme sans contrainte (3.6%). Le
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gradient de Ry, est alors donné par (3.127).

3.5.5 Gradient des criteres

Le calcul du gradient des criteres n’est pas simple a cause des discontinuités dues

aux frottements secs. Pour le calculer, nous allons découper une phase aux instants de

chacun de ces intervalles.

Dans le cas du critere sur les couples en simple support, nous avons donc I’expression

ag P*TF* Qg — F*TF* afss F*TP*
CFSS:/ . ds+/ . ds+...+/ —ds (3.132)
aiss & af « b o
Ou les aq, aa, ..., ay, sont les instants de discontinuité des couples. Si nous appliquons

la formule de Leibnitz (3.109), nous obtenons le gradient de Cr gg (3.133).

a F*T T* ag— F*T T* afss F*T T*
Orss _ 2/ 0 ds+2/ 0 ds+...+2/ o 4s

op ss G Op FoQ op + a Op
@ T 9a 2= T Oy arss T*TT* Qe
— v a—dS— 5 a—dS—— 5 a—ds
ass & p af o P o Q D
DI 9oy [T day DT day
a |- op & oo op & |, Op
| R 801]035 | aOZZ‘SS
+ & (afss) ap B (aiss) ap

arss T (T — F,Drq) T*IT* da T day
/ 2— — —ds—Z[ - }

es O Op a2 Op — or Op
F*TP* 8af55 F*TF* 8042-55
+—( - —(
—(ayss) I (ciss) %
(3.133)
Les termes 8‘1 ";’; sont caractérisés par le fait qu’une vitesse articulaire est nulle. Si nous

notons ¢, = Drq ce vecteur de vitesses articulaires, nous avons une composante ¢, ; qui
s’annule en ay,. Nous avons donc la relation (3.134) sur la composante ¢, ; qui s’annule,

qui caractérise ay.

Ga j(ox) =0 (3.134)
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Le gradient de cette relation nous permet d’obtenir le gradient de cy, donné par (8.13%).

Oay, aqaj 94, j
op op / Ox (3.135)

La détermination des instants de discontinuité des couples est faite sur le passage par

zéro des vitesses articulaires.

De la méme facon, nous obtenons le gradient du critere de couples en double support

(8.136).

n

aOF DS Q/TDS F*Ta (F - FUDFQ) dt — Z [F*TF*]t;: %
0 t

op op — K Op
(3.136)
JTps
(T,
+ (Tps) %
Ou les tq, to, ... , t, sont les instants de discontinuité des couples. Le gradient de ces

instants de discontinuité s’obtient de la méme fagon que pour le simple support. Ils sont

donnés par (3.137), ot j est I'indice de la composante s’annulant a l'instant .

Oty 04aj /04a;
o 19 1
op op / ot (3.137)

JCT ps _ é {86} DS n o0Cr 55:| _ Crss + Cr DS% (3138)

Op op op d? p

Pour le gradient du critere d’énergie, nous allons au préalable réduire le calcul intégral
pour les intervalles ou le terme sous l'intégrale est non nul. Le critere (3.32) peut donc

s’écrire en simple support sous la forme (3.139).

m iy 1 R
Cpss = Z [/ 5 (q'TDpF* + K—QI‘*TI‘*> ds] (3.139)

j=1 [V
Sur I'union des intervalles [ap;, a1;], nous avons ¢” DrI™* + %F*TF* > 0. En dehors
de cette union d’intervalles et dans [a;ss, args] nous avons ¢* DrI™* + K%F*TF* <0.

Ensuite pour chacun de ces intervalles, nous appliquons le méme calcul que pour le
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aCESS | ("L (04 T 2R _.p) O
Z[/ (FDa (" Dr+ 5T i

J=1

1 -T * R * Tk ofs}
- (q Dl + o TIT ) 5,
nj Oé-y_
T (s )P0 @
a K2, - Op
k=1 Xk
R ooy
T * Tk 17
+—- (q DrT + K—énr T ) ( 1]) ap
R dayg;
T * *T 1k 0
d (q bl +K3mr g >( o) 319]}

Les aj, sont les valeurs de av dans 'intervalle [ag; ;] pour lesquelles il y a discontinuité

de couples.

_____

aC(E DS - /tlj «T T aq T 2R «T or-
= ' Dn— D r
op Z [ . Cap ¢ Prt5a Bp ds

i (3.141)

R Oty;
’ ( " K2, ) (t) dp

R 8t
. -T * *T 1% 0]

Les t;;, sont les valeurs de a dans 'intervalle [to; ¢1;] pour lesquelles il y a discontinuité

de couples.

Le gradient du critere d’énergie complet est donné par (3.142).

(3.142)

JCr ps 1 JCr ps . Crss| Crss+Crpsdd
dp d| Op dp d? Ip

Le calcul des gradients des criteres présentés ici se fait en calculant le terme intégral

par une intégration numérique. Les autres termes sont rajoutés par la suite.
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3.5.6 Gradient des contraintes

Les contraintes que nous avons données en section B.2.3 s’expriment directement en
fonction des conditions aux limites des phases, des variables articulaires, des dynamiques
de zéro, des réactions du sol et des couples. Le gradient de ces contraintes s’obtient donc
par des calculs symboliques simples. Le seul point qui nous semble important et non
évident est le gradient de contraintes définies sur un maximum ou un minimum sur une
phase.

Soit f(t) une fonction définie sur une phase. ¢ joue ici le role de la variable d’intégration.

En simple support il s’agit de a et en double support du temps. Nous nous intéressons ici a

0
la détermination du gradient du maximum de cette fonction sur une phase ™ <mzax f (t))
p

Of (tmaz)

Nous réécrivons ce gradient sous la forme Ol tmar = Argmin(f(t)). Le gradient

Jp
du maximum de f(t) est donc donné par (3.143).
0 _ Of(tmas) _ Of(t) Of(t) Ot maa
ap (mf‘xf (t )) “ T op |, ot |, o (3.143)

Nous voyons que si le maximum de f(t) est obtenu en un point de dérivée nulle en «

ou t, le gradient du maximum est simplement donné par (8.144).

0 (o (1)) = 2110

7 = (3.144)

t=tmax
Si le maximum est obtenu en fin d’intervalle ¢ = ¢; ou en début d’intervalle ¢ = t;
et que les bornes t; et t; dépendent de p, la formule (3:143) ne se simplifie pas. Et il

8f(t) ot 8t

faut alors connaitre S oou < pour déterminer le gradient du maximum de f(¢).

Nous avons pris soin d 1nclure la varlable d’intégration ¢ aux parametres d’optimisation
afin de connaitre %&t). %‘; ou %—';f sont des gradients de conditions aux limites que nous
connaissons. Ce calcul ne pose donc plus de probleme.

Un autre cas peut se présenter, si la fonction n’est pas dérivable partout et possede
des points anguleux, voire est discontinue. A ce moment la, ataLp” est non nul et il est
nécessaire de le connaitre pour déterminer le gradient de I'extremum.

Pour revenir a notre cas concret, les positions et vitesses sont continues et dérivables en
cours de phase. Pour les contraintes définies sur le maximum et le minimum de parametres
de position et vitesse, les seuls cas possibles sont 'obtention d’un extremum en cours de
phase lorsque la dérivée en a ou en temps s’annule, ou lorsque cet extremum est obtenu
en début ou en fin de phase. Le calcul de ces extremums ne pose donc pas de probleme
important.

Par contre pour ce qui est des couples et des réactions du sol, ils peuvent ne pas étre
continus et dérivables. En effet, les frottements secs au niveau articulaire introduisent des

discontinuités, et la méthode de calcul de la répartition des couples optimale en double
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support peut introduire des points anguleux, lorsqu’il y a changement d’un type de so-
lution du probleme. Pour pouvoir déterminer le gradient de ces extremums, il est donc

nécessaire de connaitre I’équation définissant la discontinuité ou le point anguleux.

Dans le cas d’'une discontinuité de couple due aux frottements, cette discontinuité
est caractérisée par I'annulation de la vitesse articulaire. Comme nous ’avons vu dans
la section précédente sur le calcul des criteres, la dérivée de cet instant caractéristique
en fonction des parametres d’optimisation est donnée par (3.135) en simple support et
(3:137%) en double support. II est alors possible de déterminer le gradient d’'un maximum

défini juste avant ou juste apres une discontinuité de couples.

Dans le cas d'un point anguleux en double support, différents cas sont possibles. Dans
le cas du critere de couples, Rs, peut-étre défini de 5 manieres différentes. En effet, il
peut s’agir de la valeur optimale ou de la valeur d'une des quatres contraintes prises en
compte. Un point anguleux apparait au moment ou, au cours du temps, la solution Ry,
change de caractéristique. Le point anguleux est donc défini par I'intersection des deux
caractéristiques. Sachant qu’il y a 5 types de solutions possibles pour Rs,, il y a en tout

10 intersections possibles. En effet, un point anguleux peut étre défini par le passage de :

— la solution optimale a une des 4 contraintes : 4 cas possibles,
— la premiere contrainte a une des 3 autres : 3 cas possibles,
— la deuxieme contrainte a une des 2 dernieres : 2 cas possibles,

— la troisieme contrainte a la quatrieme : 1 cas possible.

Dans le cas du critere d’énergie, il y a en plus les deux possibilités ou la solution se
trouve a la limite d’'une énergie nulle. Il y a donc en tout 7 caractéristiques et donc la

possibilité de 21 intersections.

Nous ne détaillons pas ici toutes les expressions possibles pour la dérivée de I'instant
du point anguleux en fonction des parametres d’optimisation. Nous donnons seulement un
cas général. Soit Re, = ¢ (t, p) une premiere caractéristique et Ry, = go(t, p) une deuxieme
caractéristique. Un point anguleux a lieu a l'instant t, défini par g;(t.,p) = g2(ts,p). En

dérivant cette expression par rapport a p nous obtenons 1'équation (3.145).

a(91 - 92)
ot

(g1 — 92)

op i

t=tq

—2—0 (3.145)

t=tq

La dérivée de I'instant du point anguleux par rapport aux parametres d’optimisation

/ 8(91 - 92)
=t ot

I1 est alors possible de déterminer le gradient d’une fonction au point anguleux.

_____

e g1 — )

F % (3.146)

t=tq



144 Génération de trajectoires par optimisation

3.6 Résultats

Nous commencons par présenter dans cette section quelques aspects pratiques de I'im-
plantation du probleme d’optimisation que nous avons présenté dans les sections précé-
dentes. Nous donnons ensuite des résultats d’optimisation. D’abord nous représentons les
grandeurs significatives sur un pas d’'un mouvement optimal obtenu, puis nous donnons
les profils de criteres pour différentes vitesses d’avance imposées. Enfin nous commentons

et comparons avec d’autres travaux les résultats ainsi obtenus.

3.6.1 Quelques considérations pratiques

L’implantation numérique du probleme d’optimisation que nous avons présenté, pose
de nouveaux problemes par rapport a la formulation théorique.

Tout d’abord les contraintes strictes doivent étre écrites avec une marge pour étre str
qu’elles ne soient pas violées pour le résultat d'une optimisation. Cela est nécessaire pour
les résultats des sous optimisations pour que les contraintes des niveaux supérieurs soient
bien définies. En pratique, le résultat d’une optimisation numérique donne une solution du
probleme avec une précision donnée sur la vérification des contraintes, c¢’est-a-dire que les
contraintes peuvent étre violées de la précision de l'optimisation. Il s’agit donc de mettre
une marge sur les contraintes supérieure a la précision de 1'optimisation.

Ensuite se pose le probleme de la possibilité d’intégration numérique du mouvement
désiré. En effet il est possible qu'un mouvement soit théoriquement défini, mais qu’il
soit trop compliqué pour pouvoir étre simulé. Un exemple que nous avons observé est
I’évolution de 03 en simple support qui prend des valeurs astronomiques, de telle sorte a
ce que la jambe libre fait énormément de tours autour de la hanche au cours du simple
support. Ce mouvement vérifie pourtant les contraintes sur les conditions aux limites.
Pour le cas d'un tel mouvement, il n’a pas été possible d’intégrer numériquement les
dynamiques de zéro sur le mouvement complet, le nombre de points d’échantillonnage
nécessaires étant trop grand. Pour résoudre rigoureusement ce probleme, nous aurions
pu rajouter un niveau supplémentaire de contraintes avant le calcul des dynamiques de
zéro en simple support. Ce niveau supplémentaire correspondrait a la vérification des
contraintes de butées articulaires en cours de phases pour les variables articulaires définies
directement. Le calcul de ces contraintes n’aurait pas besoin d'une intégration numérique.
Pour ne pas complexifier encore plus le probleme, et ralentir le processus de génération de
mouvement par ’ajout d’un niveau supplémentaire, nous avons choisi de ne pas faire cet
ajout. Ce probleme n’apparaissant que rarement, nous changeons de conditions initiales
lorsqu’il se produit.

D’un point de vu pratique, pour améliorer la précision du calcul du critere et des
contraintes, nous avons utilisé les possibilités de simulink d’intégrer le mouvement avec

un pas variable et de définir des points de passage avec précision. Nous avons ainsi défini
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des points de passage avec précision au niveau des extremums sur lesquels portent des
contraintes. L’amélioration de la précision permet une meilleure convergence de 1’optimi-
sation.

Nous avons utilisé le programme d’optimisation NPSOL de GILL et al. [26] sous mat-
lab pour résoudre notre probleme d’optimisation. Nous avons également essayé la fonction
fmincon de matlab qui est également basée sur un algorithme SQP. Mais cette fonction
s’arréte parfois sur un résultat non optimal en affirmant le contraire. Le programme d’op-
timisation NPSOL est beaucoup plus fiable quand aux raisons de I'arrét de I'optimisation

(voir la documentation GILL et al. [2G] & ce propos).

3.6.2 Présentation de mouvements optimaux obtenus

Nous présentons ici de maniere complete un mouvement de marche obtenu. Il s’agit
du résultat de I'optimisation du mouvement en tenant compte des frottements articulaires
fluides, contraint & une vitesse d’avance de 0.3m/s. Lorsque des grandeurs sont données
a la fois pour le simple support et le double support, le simple support est donné avant.
Nous considérons un changement de numérotation des jambes et des moteurs entre la fin
du simple support et le début du double support. Ce changement explique la discontinuité
entre la fin du simple support et le début du double support de certaines grandeurs qui
normalement sont continues.

Figure 8.8 est représenté ’ensemble des configurations suivies par le bipede au cours
de la marche. La figure 8.9 donne les couples en fonction du temps en cours de marche.
La figure B.10 représente les couples en fonction des vitesses articulaires superposés sur le
gabarit moteur (ramené apres les réducteurs) afin de vérifier la compatibilité des mouve-
ments générés avec les moteurs du robot. La figure B.1T représente les réactions normales
du sol en fonction du temps. La figure 8.1 représente les contraintes de non glissement
des pieds. La figure 8.13 représente 1’évolution temporelle des variables articulaires d; ob-
tenues pour le mouvement optimal. La figure 8.14 représente 1’évolution temporelle de «.
La figure 3.15 représente 1'évolution du terme f(a)) des dynamiques de zéro. Enfin la figure
.16 représente I'évolution du pied libre en simple support, et la contrainte parabolique
qui est appliquée.

Nous donnons également des résultats partiels pour une optimisation du critere de
couples en considérant les frottements secs, et également dans le cas d'une contrainte
de la vitesse d’avance de 0.3m/s. La figure 3.17 représente les couples articulaires de la
marche optimale obtenue, ol des discontinuités de couples sont observables. La figure .18
représente les vitesses articulaires 5. Et nous pouvons constater que 4, frole une valeur
nulle. Ce cas limite est obtenu car 'optimisation avec frottements secs n’a en fait pas
convergé et s’est arrétée a ce cas limite pour lequel il y a une discontinuité des criteres

de couples en fonction des parametres d’optimisation. Nous discuterons plus avant de ce
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Fia. 3.8 — Séquence de configurations d’'un mouvement de marche
représente 1'évolution du centre de gravité pour chaque configuration.
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FiG. 3.9 — Couples articulaires d’'un mouvement de marche optimal.

3.6.3 Présentation des critéeres en fonction de la vitesse d’avance

Nous présentons ici des résultats de synthese de jeux de parametres d’optimisations

pour différentes vitesses moyennes d’avance du robot.
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F1G. 3.10 — Représentation du gabarit de couples ainsi que de I'évolution des couples en
fonction des vitesses articulaires. Pour la vitesse de marche choisie, les couples sont bien
en dega des limites du gabarit. Nous constatons également que les vitesses articulaires
restent suffisamment faibles pour se contenter des contraintes —140N.m < I'; < 140 N.m.
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F1G. 3.11 — Composantes normales des réactions du sol sur le robot en fonction du temps.
Nous constatons que ces composantes normales vérifient bien 'unilatéralité du contact.
Nous constatons que cette contrainte d’unilatéralité du contact est active. En effet la
composante du pied 2 en double support atteint la limite que nous avions fixée a 20N
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Fi1G. 3.12 — Représentation de —fR;, — R;, et —fR;, + R;;. Ces grandeurs doivent étre
négatives pour vérifier le non glissement donné par (8748). Nous constatons bien un non
glissement.
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FiG. 3.13 — Evolution des positions articulaires 91, d2, d3 et d4 en fonction du temps pour
un mouvement de marche optimal.
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Fic. 3.14 — Evolution de a en fonction du temps. Nous constatons bien qu’il a une
évolution monotone, et de surcroit réguliere.
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F1G. 3.15 — Evolution de f(«) en phase de simple support. La singularité lorsque f(c«)
s’annule est largement vérifiée.
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" x10° trajectoire de I'extrémité de la patte libre en simple support, et parabole limite
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F1G. 3.16 — Evolution de la position du pied libre en phase de simple support. Le pied a
bien une évolution au dessus de la parabole, et cette contrainte parabolique est active en
un point.
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Fic. 3.17 — Couples articulaires d’'un mouvement de marche optimal en tenant compte du

frottement sec. Nous pouvons constater les discontinuités de couples dues aux frottements
articulaires secs.
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F1G. 3.18 — Evolution des vitesses articulaires 51, 52, 53 et 54, pour le méme mouvement
optimal tenant compte des frottements secs, que pour les couples représentés figure 3.T7.
Nous pouvons constater le passage de d; a la limite d'une vitesse nulle. Nous sommes donc
a la limite d'un cas de discontinuité de la contrainte sur les couples en simple support.

Nous présentons les résultats d’optimisation du critere de couple, en fonction de la
vitesse moyenne d’avance du robot. Bien qu’ayant précédemment présenté le calcul du
critere C'gy d’énergie électrique fournie au robot, nous n’avons pas eu le temps d’effectuer
des optimisations sur ce critere. Sachant qu’il s’agit du critere le plus proche de la consom-
mation énergétique réelle du robot, nous comptons obtenir des mouvements optimisant ce
critere par la suite. Nous avons distingué le cas de frottements articulaires fluides seule-
ment, et le cas de frottements articulaires fluides et secs. Dans le cas sans frottements secs,
nous donnons le critere de couples Cr que nous avons optimisé, en fonction de la vitesse

d’avance du robot figure 8.19. Pour comparaison avec d’autres travaux nous donnons le

critere (8.147) en fonction de la vitesse d’avance du robot.

1 [Tss+Ibs -
W= g/ > |rDf 4| dt (3.147)
0 i

Ou Dr; est la i colonne de Dr.

Ce critere W représente la somme des énergies consommées sur chaque axe, en consi-
dérant qu’accélérer un axe et le freiner consomme de 1’énergie. Nous donnons figure 3.2(

ce critere en fonction de la vitesse d’avance, pour des optimisations sur Cr.

Nous donnons par (8:148) le critere Cfonr qui correspond aux pertes par frottements

secs et fluides.
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1 Tss+Tps
Clrrott = p / "Dl gdt (3.148)
0

La connaissance de ces pertes par frottement nous permet de comparer nos résultats
avec d’autres études de génération de mouvement ne prenant pas en compte les frotte-

ments. Nous donnons figure 3.2 les pertes mécaniques dues aux frottements pour un pas
en fonction de la vitesse d’avance, pour des optimisations sur Cr. Ces pertes mécaniques
par frottement correspondent a I’énergie mécanique fournie au robot, les pertes a 'impact
étant ici nulles. Enfin nous donnons figure 8:22 C', Iénergie électrique & fournir au robot

par unité de distance parcourue, toujours pour des optimisations sur Cr.
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0 I I I I I
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Vitesse d’avance [m/s]

Fi1G. 3.19 — Critere de couples Ct en fonction de la vitesse de marche imposée, pour le cas
d’optimisation du critere Cr. Résultats obtenus en considérant seulement les frottements
fluides.

Nous donnons maintenant les criteres en fonction de la vitesse moyenne du robot dans
le cas avec frottements secs et fluides. Le critere de couple Ct que nous avons optimisé,
en fonction de la vitesse d’avance du robot est donné figure 8.23. Le critere W en fonction
de la vitesse d’avance du robot est donné figure 8.25 pour des optimisations sur Cr. Les
pertes par frottements sur un pas, Co, en fonction de la vitesse moyenne, toujours pour
des optimisations sur Cr, sont données figure 8.24. Enfin le critére d’énergie électrique
dépensée par distance parcourue Cg, est donné figure 8,26, toujours pour des optimisations
sur Cfr.

Pour 'optimisation de ces mouvements, méme en injectant pour condition initiale le
résultat pour une vitesse imposée tres proche, il n’a pas été rare d’observer la violation
de contraintes qui doivent étre vérifiées pour que le critere soit défini. Par ailleurs, pour

la premiere condition initiale, il peut étre possible de la définir nous méme intuitivement.
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Fic. 3.20 — Critere W d’énergie mécanique consommée sur un pas en fonction de la
vitesse de marche imposée, pour le cas d’optimisation du critere Cr. Résultats obtenus en
considérant seulement les frottements fluides.
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Fic. 3.21 — Critere Cfpon d’énergie mécanique consommée par frottement sur un pas
en fonction de la vitesse de marche imposée, pour le cas d’optimisation du critere Cr.
Résultats obtenus en considérant seulement les frottements fluides. L’ensemble de 1’énergie
mécanique consommée par le robot est dissipée par frottements fluides. Il n’inclut pas
I’énergie dissipée a I'impact, celui-ci étant absent.
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Fic. 3.22 — Critere Cg d’énergie électrique consommée sur un pas en fonction de la
vitesse de marche imposée, pour le cas d’optimisation du critere Cr. Résultats obtenus en
considérant seulement les frottements fluides. L’énergie électrique consommée correspond
aux pertes par frottements fluides, aux pertes par effet Joule dans le moteur et a 1’énergie
restituée par le robot bipede qui est en fait perdue dans des résistances de dissipation.
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Fic. 3.23 — Critere de couples Cr en fonction de la vitesse de marche imposée, pour le

cas d’optimisation du critere Ct. Résultats obtenus en considérant les frottements fluides
et les frottements secs.
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Fic. 3.24 — Critere W d’énergie mécanique consommée sur un pas en fonction de la
vitesse de marche imposée, pour le cas d’optimisation du critere Cr. Résultats obtenus en
considérant les frottements fluides et les frottements secs.
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Fic. 3.25 — Critere Cy,on d’énergie mécanique consommée par frottement sur un pas
en fonction de la vitesse de marche imposée, pour le cas d’optimisation du critere Cr.
Résultats obtenus en considérant les frottements fluides et les frottements secs. L’ensemble
de I'énergie mécanique fournie au robot est dissipée par frottements.
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Fic. 3.26 — Critere Cg d’énergie électrique consommeée sur un pas en fonction de la
vitesse de marche imposée, pour le cas d’optimisation du critere Cr. Résultats obtenus
en considérant les frottements fluides et les frottements secs. L’énergie électrique fournie
correspond aux pertes par frottements fluides, aux pertes par effet Joule dans le moteur
et a I’énergie restituée par le robot bipede qui est en fait perdue dans des résistances de
dissipation.

Cependant, nous avons utilisé le résultat d’une optimisation sans contrainte de vitesse
d’avance.

Pour cette génération de mouvements sans imposer de contrainte de vitesse d’avance
du robot, nous avons pris une conditions initiales au hasard. Nous avons au préalable
modifié cette condition initiale aléatoire avec les optimisations des contraintes indispen-
sables a vérifier afin d’obtenir un point le plus proche du point aléatoire initial mais pour
lequel le critere et toutes les contraintes soient définies. Nous avons lancé le programme
d’optimisation pour plusieurs conditions initiales aléatoires. Comme nous en avons parlé
en section B.6.1, il arrive parfois qu’en cours d’optimisation, il ne soit pas possible d’inté-
grer les dynamiques de zéro, et 'optimisation a donc été interrompue. Cependant, pour
I’ensemble des cas ou la convergence a été obtenue, nous avons constaté que cette conver-
gence avait toujours lieu vers des valeurs du critére proches a moins de 0.2N2.m.s. Pour
ces optimisations avec des conditions initiales aléatoires il est indispensable d’utiliser la
méthode d’optimisation qui prend en compte la hiérarchisation des contraintes, que nous

avons présentée section 3.4.2.

3.6.4 Commentaires

Le premier commentaire que nous pouvons faire porte sur les résultats de ’optimisation

sans la contrainte de vitesse moyenne d’avance et avec des conditions initiales aléatoires.
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Le fait que toutes ces optimisations aient convergé vers des solutions tres proches nous
amene a penser que le probleme d’optimisation a résoudre n’a pas de minimum local. Cela
nous conforte donc dans le choix d’'une méthode d’optimisation de type SQP, qui sont les
plus rapides pour I'optimisation de problemes convexes non linéaires sous contraintes.
Pour les profils de criteres en fonction de la vitesse d’avance, nous pouvons commencer
par constater que les criteres augmentent avec la vitesse d’avance imposée. Nous obtenons
également une allure de ces courbes similaires a celles données dans CHEVALLEREAU et

AousTIN [20] pour des allures de marche avec double support instantané.

Modele de CHEVALLE\REAU et Modble de Crmssf [17], marche
AousTIN [20], marche & 0.75m/s .
== a 0.85m/s
Résultats de

Criteéres Nos résultats CHEVALLEREAU Nos résultats Résultats de
optimisés et AOUSTIN [2(] CHEssE [17]
Cr T615N%.m.s S87TIN2.m.s 2349N2.m.s 1836N2%.m.s

W 89.79.J/m 26.38.J/m

TaB. 3.1 — Comparaison de résultats d’optimisation. Les premiere et deuxieme colonnes
correspondent & la comparaison pour le modele de CHEVALLEREAU et AOUSTIN [2(]]
entre nos résultats et les résultats de CHEVALLEREAU et AOUSTIN [20]. Les troisieme et
quatrieme colonnes correspondent a la comparaison pour le modele de CHESSE [17] entre
nos résultats et les résultats de CHESSE [17]. Ces comparaisons se font pour les deux
criteres Cr et W.

Dans le tableau 8.1 nous présentons une comparaison des résultats de marches opti-
males de CHEVALLEREAU et AOUSTIN [20f] et CHESSE [17] avec nos résultats. Pour pouvoir
comparer, nous avons généré des mouvements optimaux pour les mémes modeles et les
mémes critéres que ceux considérés par CHEVALLEREAU et AOUSTIN [20] et CHESSE [17].
Le modele de CHEVALLEREAU et AOUSTIN [2U] differe de celui que nous avons présenté
chapitre 1} dans le fait qu'’ils ne tiennent pas compte des frottements, qu'’ils ne tiennent
pas compte de la barre mais considerent un tronc de masse ms = 20K g alors que nous
considérons un tronc de masse mg = 16K ¢. De plus ils ont considéré le regroupement des
inerties moteurs avec les inerties des corps. Le modele de CHESSE [17] differe du notre
dans le fait qu’il ne tient pas compte des frottements, qu’il ne tient pas compte de la
barre et considere également un tronc de masse m3 = 20K g. De plus les inerties moteurs
ne semblent pas avoir été prises en compte. CHEVALLEREAU et AOUSTIN [20] présentent

des mouvements de marche optimaux avec seulement une phase de simple support et pas
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de phase de double support, avec des mouvements paramétrés en temps. CHESSE [17)
présente un mouvement de marche optimale avec double support, obtenu avec le principe
du maximum de Pontryagin, pour lequel les configurations et vitesses de début et fin de

simple et double support ne sont pas optimisées.

Nous constatons que les trajectoires que nous obtenons consomment plus d’énergie
que celles obtenues par CHEVALLEREAU et AOUSTIN [20] et par CHESSE [17]. L’écart
pour le critere Cr entre notre marche et celle de CHEVALLEREAU et AOUSTIN [20], pour
le méme modele, est tres important. Cet écart est plus faible pour le critere W. L’écart
pour le critere Cr entre notre marche et celle de CHESSE [17] est beaucoup plus faible
que I'écart avec CHEVALLEREAU et AOUSTIN [20]. Il semble donc d’abord que la marche
avec double support consomme beaucoup plus que la marche sans double support. Nous
pouvons tirer pour conclusion que I’écart entre la marche avec double support et sans
double support peut s’expliquer par le fait que la marche sans pieds avec double support
et sans impact consomme de 1’énergie pour arriver avec une vitesse de I'extrémité du pied
nulle, mais également pour décoller le pied a la fin du double support, alors que celui-ci
décolle plus facilement pour une marche avec impact. De plus il nous semble que pour
une marche avec double support sans pieds, le bipede doit marcher les genoux légerement
pliés afin de pouvoir appliquer un effort avec la jambe arriere en cours de double support.
Alors que pour une marche sans double support il nous semble que les genoux sont moins
pliés. Le fait d’avoir les jambes pliées au cours de la marche entraine que la consommation
d’énergie est plus importante. Pour ce qui est de la comparaison de notre résultat avec
celui de CHESSE [17], les caractéristiques de la marche sont les mémes : présence d’une
phase de simple support et double support, arrivée du pied libre avec une vitesse nulle au
contact. Ce qui explique le meilleur résultat de CHESSE [17] est I'utilisation du principe
de Pontryagin, qui donne un résultat plus optimal. Les résultats de CHESSE [17] sont
meilleurs alors méme que les configurations et vitesses initiales et finales des phases ne
sont pas optimisées, ce qui est fait dans notre approche. Pour se rapprocher des résultats
de CHESSE [17], il nous est possible d’enrichir les mouvements possibles en ajoutant de
nouveaux parametres. Cependant cet enrichissement des mouvements possibles doit se
faire en gardant autant que possible un probleme bien posé, c’est-a-dire un probleme
présentant le moins de minimums locaux possibles. Dans le cas de notre probleme, il est
tres difficile de déterminer I'influence de la méthode d’enrichissement des mouvements
possibles sur la régularité du probleme d’optimisation. Cependant il nous semble mieux
d’enrichir le mouvement en considérant des B-splines par exemple, qui permettent que les
parametres d’optimisation n’aient qu’une influence locale sur le mouvement de marche.
De cette fagon, il y a découplage entre les phases du mouvement total. Un enrichissement
du mouvement en augmentant simplement le degré des polynomes n’aurait pas cette

propriété, et nous semble donc moins approprié.

En comparant les courbes de criteres sans la prise en compte des frottements secs,
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figures 3.19 a 8223, avec les courbes de criteres avec la prise en compte des frottements
secs, figures B.23 4 B.26, nous constatons que 'optimisation se passe beaucoup mieux pour
le cas sans les frottements secs qu’avec. En effet, les profils de criteres sont beaucoup plus
réguliers pour le cas sans frottement. Cela est di au fait que les contraintes de couples
peuvent étre discontinues lors de la prise en compte des frottements secs. Par exemple
lorsqu’une vitesse articulaire tangente zéro, pour une tres petite variation des parametres
d’optimisation, il peut y avoir apparition ou non de passage de la vitesse articulaire par
zéro. Au niveau des couples il peut alors apparaitre un nouvel extremum ou non. Si ce
nouvel extremum est un extremum global, nous avons donc discontinuité du critere. Or les
méthodes d’optimisation SQP ne permettent pas d’optimiser des problémes non continus.
Nous pouvons constater que la solution de I'optimisation en tenant compte des frottements
secs, présentée en figure 3.17% et figure B.18 est justement dans le cas d’une tangence d’une
vitesse articulaire. Les méthodes SQP classiques ne permettent donc pas de prendre en
compte correctement le probleme de recherche de mouvements optimaux avec frottements

secs, lorsqu’ils sont modélisés avec une fonction signe.

Nous constatons dans le cas de la recherche d’un optimum sans frottements secs, que
le profile du critere est tres régulier, ce qui nous ameéne a penser que la convergence de
I'optimisation est bonne. Dans le cas ou nous ne fournissions pas le gradient, la conver-
gence n’avait pas lieu jusqu’au bout, et 'optimisation s’arrétait seulement car elle restait
bloquée, le probleme étant mal conditionné. Il est connu que la détermination du gradient
par différence finie peut rendre le probleme mal conditionné, voir notamment GILL et al.
[26]. Le point ainsi obtenu était donc moins proche d’un optimum local que lorsque nous

fournissons le gradient.

Nous avons également remarqué que les contraintes définies Vo € [ayss, afss] et Vo €
laips, afps] et que nous avons réduites en un point en considérant le maximum ou le
minimum de la grandeur contrainte peuvent poser probléeme. En effet lorsque la méme
grandeur possede deux maximums ou deux minimums de valeurs tres proches, la contrainte
est sur un point anguleux. L’algorithme d’optimisation peux osciller d’'un optimum a
lautre, si le gradient en chacun des optimums tend a faire tendre 'autre optimum a étre
global lorsqu’on cherche a vérifier la contrainte. Lorsqu’il y a une telle oscillation, les pas
de I'optimisation pourraient étre tres petits, et celle-ci serait alors ralentie énormément, et
pourrait méme dans certains cas stagner. Mais nous n’avons jamais rencontré de tel cas.
Avec le programme NPSOL que nous avons utilisé, dans ce cas de discontinuité du gradient
lorsque I'optimum global change d’optimum local, une erreur du gradient est détectée et
I'optimisation est arrétée. Nous avons contourné le probleme en relancant I’optimisation de
I'autre coté du point anguleux. Nous avons toujours constaté que I'optimisation s’éloigne
du point anguleux. Dans le pire des cas, elle pourrait osciller d’un c6té a I’autre du point
anguleux et pourrait ne pas le quitter. Dans les faits, nous avons constaté que cette

maniere de contourner le probleme fonctionne. Une autre solution que nous n’avons pas
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eu le temps d’explorer serait de mettre notre probleme d’optimisation sous la forme d’un
probleme avec des contraintes semi-infinies, c¢’est-a-dire des contraintes qui doivent étre
définies sur tout un intervalle d’une variable, qui dans notre cas serait o en simple support
et t en double support. Pour de telles contraintes semi-infinies, le probleme d’optimisation
prend donc en compte la possibilité de plusieurs extremums sur I'intervalle de définition
de la contrainte. De tels problemes pourraient étre par exemple résolus avec la fonction
fseminf de Matlab, ou avec le programme fsqp qui peut également prendre en compte de
tels problemes. Cependant la fonction fseminf ne permet pas de prendre le gradient des
contraintes semi-infinies, que nous calculons pourtant. Et elle permet seulement de prendre
en compte des fonctions continues, ce qui n’est pas le cas des couples avec des frottements
secs. Et fsqp discrétise I'intervalle en o ou t, ce qui fait que les extremums ne sont pas
déterminés avec précision. A notre gout, une solution idéale serait d’écrire un programme
d’optimisation capable de prendre en compte un nombre de contraintes variable a chaque
instant. Ainsi nous définirions une contrainte par extremum local. Il y a bien str d’autres
méthodes d’optimisation qui pourraient prendre en compte ces problemes, notamment les
méthodes de recuit simulé et les méthodes par algorithme génétique, qui n’exploitent pas
I'information du gradient. Cependant nous pensons que pour traiter le probleme que nous
avons, une méthode SQP modifiée doit permettre d’obtenir une solution plus rapidement.
De plus pour notre probleme ou il semble n’y avoir qu'un minimum local, le fait que la
méthode SQP ne fournisse qu'un minimum local n’est pas un désavantage.

Les temps d’optimisation pour des conditions initiales au hasard sont de I'ordre de une
a deux heures sur un pentium [V 2 GHz, ce qui prouve que dans notre cas la complexité
de notre probleme n’est pas trop importante. Pour un cas typique d’optimisation, nous
avons une optimisation principale qui fait appel environ 5000 fois a une simulation d’un
pas, et sur ces 5000 fois, environ 600 fois il est fait appel a une sous-optimisation du niveau
inférieur. Pour ce qui est des optimisations permettant d’obtenir le profile du critere en
fonction de la vitesse d’avance, nous donnons pour condition initiale la condition finale
de l'optimisation pour une vitesse d’avance légerement différente. L’optimisation est donc
généralement plus rapide que dans le cas de conditions initiales aléatoires. Le nombre de
simulations d'un pas obtenu varie de 1500 a 5000. Le temps de calcul varie de 22 minutes

a 2 heures.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté notre probleme d’optimisation et nous 1’avons
posé de maniere rigoureuse, en prenant en compte le fait que certaines contraintes doivent
étre vérifiées afin que notre critere et d’autres contraintes soient définis. A notre connais-
sance la prise en compte de ces caractéristiques du probleme n’a jamais été considérée.

Nous avons également proposé une méthode de résolution de tels problemes qui permet
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d’utiliser une méthode SQP classique. Cette méthode nous a permis de résoudre correc-
tement le probleme de génération de mouvement sans considérer les frottements secs.
Nous avons également présenté la détermination, fastidieuse, du gradient analytique du
critere et des contraintes. Fournir ces gradients au processus d’optimisation permet de
diminuer le temps de calcul et d’améliorer le résultat obtenu, en évitant des mauvais
conditionnements du probleme. Cependant nous avons vu qu’il serait plus performant
d’utiliser le programme fsqgp pour résoudre le probleme de la génération de mouvements
tel que nous 'avons posé. Ce programme est fondé sur une méthode SQP modifiée afin
que les contraintes soient toujours vérifiées en cours d’optimisation. Nous prévoyons d’uti-
liser cette méthode a ’avenir. Cependant cette méthode n’est pas non plus completement
adaptée a notre probleme. En effet, nous avons un probleme pour lequel il y a plusieurs
niveaux de contraintes a vérifier, ce qui n’est pas pris en compte par le programme fsgp.
Cependant la prise en compte de cette particularité avec fsqp est relativement simple.

Nous avons également vu que notre probleme d’optimisation peut avoir des disconti-
nuités de contraintes lorsque nous prenons en compte les frottements articulaires, ou au
moins que les contraintes sont non différentiables en certains points. Or les méthodes SQP
classiques ne permettent pas de prendre en compte ce genre de problemes de maniere effi-
cace. En particulier nous n’avons pas obtenu de convergence complete lorsque nous avons
considéré les frottements secs au niveau articulaire. Or ces frottements ne sont pas né-
gligeables dans la consommation d’énergie au cours de la marche. Une solution pour que
I'optimisation actuelle fonctionne correctement serait de régulariser la modélisation de ces
frottements secs. Par exemple en remplacant la fonction signe modélisant les frottements
secs par une fonction linéaire par morceaux.

Nous avons également constaté que notre probleme fait partie de la classe des pro-
blemes semi-infinis. Nous n’avons pas utilisé de programme d’optimisation dédié a ce type
de problemes et I’adaptation que nous avons faite pour en tenir compte n’est pas entiere-
ment satisfaisante. Et nous n’avons pas trouvé de programme d’optimisation de problemes
semi-infinis entierement satisfaisants.

Apres ces considérations, nous pensons qu’il serait intéressant d’étudier la mise au
point d'un programme d’optimisation fondé sur une méthode SQP permettant de prendre
en compte un nombre variable de contraintes. Une telle propriété permettrait de tenir
compte de la définition ou non des contraintes et du critere, et du changement du nombre

des extremums des fonctions contraintes en cours de pas.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier la stabilité d’'un mouvement de référence cyclique
pour le robot rabbit, et nous allons mettre en lumiere les possibilités de stabilisation dues
a 'introduction de la phase de double support sur actionnée dans la marche d’un bipede.

De maniere générale, prouver la stabilité de la marche est important. En effet, il
faut a tout prix éviter la chute du robot bipede. Pour certains robots, la stabilité de la
marche n’est pas prouvée, mais seulement vérifiée. Une telle approche garantit donc la
stabilité de la marche, mais nous prive d’une certaine compréhension de la stabilité de la
marche, et donc d’'une meilleure maitrise de la marche. L’étude théorique de la stabilité
s’avérera encore plus importante lorsqu’il s’agira de faire marcher le robot dans des cas
plus extrémes, et surtout de le faire courir.

La preuve de stabilité d'un robot marcheur est un probleme tres difficile, car un robot

marcheur est un systeme qui change de structure lorsqu’il change de point d’appui, il subit
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des impacts et il est également soumis a des contraintes, dont les contraintes de contact
au sol. En particulier, bien que la plupart des robots possedent des pieds et sont donc
completement actionnés, 'effet possible de la cheville sur le robot reste limité du fait de
la longueur finie du pied. Du fait de cette contrainte sur le pied, il est nécessaire pour une
marche normale d’obtenir la stabilité en tenant compte de la dynamique de la marche.
Tenir compte des dynamiques dans 1’étude de stabilité est encore plus nécessaire pour
le robot Rabbit qui est sous-actionné en phase de simple support, et inévitable dans la
perspective de la course de robots.

WIEBER [82] introduit la notion de stabilité tres générale d’un robot marcheur. L’état
d’un robot constitué de sa configuration et de sa vitesse, est stable s’il existe des trajec-
toires permettant d’éviter la chute du robot au sol. Démontrer la stabilité dans le cas
général est un probleme tres difficile qui est encore a ’heure actuelle loin d’étre résolu. En
effet, une telle démonstration dans le cas général nécessite a priori d’explorer I’ensemble
des mouvements possibles pour savoir s’il en existe un qui permet d’éviter la chute. Les
preuves de stabilité se font donc généralement dans des cas particuliers, souvent pour des
mouvements de référence.

La plupart des études sur les robots marcheurs décomposent le probleme de la marche
en la génération d’'un mouvement de référence et la commande en suivi de ce mouvement
de référence. Se pose d’abord le probleme de la génération d’'un mouvement de référence
vérifiant les contraintes. Si le robot marcheur est sous actionné, il est aussi nécessaire
de considérer la stabilité des dynamiques de zéro du mouvement résultant. Ensuite il
est nécessaire de considérer la stabilité autour du mouvement de référence. S’il n'y a
pas de sous-actionnement, la stabilité se réduit donc a la stabilité autour du mouvement
de référence. Si les contraintes ne sont pas vérifiées par le mouvement de référence, le
mouvement qui sera suivi par le robot ne sera pas celui de référence. L’étude de stabilité
est alors plus difficile. Et souvent la violation des contraintes entraine une chute. Pour
prouver la stabilité, il vaut donc mieux a priori garantir la vérification des contraintes du
mouvement de référence, et spécialement pour les contraintes de contact au sol.

La notion de stabilité utilisée pour les robots marcheurs en suivi de mouvement est la
notion de stabilité au sens de Lyapunov. Un mouvement est stable au sens de Lyapunov si,
lorsqu’il est perturbé, sa trajectoire reste proche de la trajectoire d’origine. Cette notion de
stabilité qui porte sur la proximité des trajectoires est plus générale que la stabilité dont la
condition de proximité porte sur I’état perturbé et 1’état non perturbé au cours du temps.
Notons que la stabilité de suivi d’'un mouvement de référence qui peut étre parcouru par
le robot n’est pas forcément stable, méme dans le cas completement actionné. En effet,
il faut tenir compte du phénomene d’impact, chose qui est difficile et dont ’étude est en
plein développement. Nous pouvons citer sur ce theme les travaux de BROGLIATO et al.
[11], BOURGEOT et BROGLIATO [7i], CHAREYRON et WIEBER [14].

La possibilité de démonstration de stabilité va dépendre du type de mouvement de ré-
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férence considéré. De nombreuses études portent seulement sur des mouvements de marche
cycliques. Les mouvements cycliques peuvent avoir été recherchés par différentes méthodes
que nous avons présentées dans I'introduction du chapitre précédent. Pour prouver la sta-
bilité des mouvements cycliques la méthode de Poincaré est généralement utilisée. On peut
citer les travaux de GRIZZLE et al. [32] qui généralisent la méthode de Poincaré aux cas de
systemes avec discontinuité, comme c’est le cas pour les robots marcheurs lors de I'impact.
CHEVALLEREAU et al. [21], comme GRIZZLE et al. [32] démontrent alors la stabilité d’un
mouvement cyclique pour un robot marcheur non actionné au niveau de la cheville. Ils
arrivent notamment a calculer la plan de Poincaré des dynamiques de zéro, qui sont de
dimension 1, a partir de la simulation d’un seul pas. Dans le cas d’'un bipede complete-
ment actionné, HURMUZLU [B7] utilise également la méthode de Poincaré pour étudier la
stabilité de la marche. HURMUZLU [37] constate I"apparition de marche chaotique, dues au
fait que son mouvement de référence n’est pas dynamiquement réalisable par le systeme,
et que c’est le couplage avec la commande de suivi de trajectoire qui détermine réellement
le mouvement de référence. CHENG et LIN [16] calculent analytiquement la linéarisation
de P'application de Poincaré autour du mouvement cyclique. Nous pouvons enfin citer le
travail intéressant de GOSWAMI et al. [30] qui étudient dans un premier temps la stabi-
lité d’'un mouvement passif sur un plan incliné, avec la méthode de Poincaré. Puis, ils

commandent leur robot compas afin d’améliorer la stabilité de la marche.

Une extension de la génération de mouvements cycliques consiste a découper un mou-
vement complexe de marche en des mouvements de marche élémentaires, incluant des
mouvement cycliques et des mouvements de transition. Dans le cas completement ac-
tionné, le mouvement transitoire entre deux types de mouvements différents que I'on sait
stables assurera la stabilité locale des lors qu’il vérifiera les contraintes de la marche. En
effet si I’erreur en début de mouvement transitoire est suffisamment faible, I’erreur en fin
de mouvement transitoire sera dans le domaine d’attraction du mouvement cyclique. Par
contre dans le cas de robots sous actionnés, il faut que les dynamiques de zéro en fin de
transition soit dans le domaine d’attraction du nouveau mouvement cyclique, ce qui n’est
pas forcément vérifié lors de la transition. On pourra voir la thése de WESTERVELT [7]]

pour une application de cette méthode a un robot sous actionné.

Une autre méthode consiste a générer les mouvements en ligne, pour pouvoir permettre
une adaptation en temps réel de la marche du robot. Cette méthode est souvent utilisée
dans les applications réelles. Pour des raisons de limitation en temps de calcul pour de
telles applications temps réel, le génération de mouvement en ligne ne peut étre complete.
Des simplifications sont donc effectuées sur le probleme de génération de mouvement. Mais
ces simplifications se font généralement au détriment des garanties de stabilité. La stabilité
de la marche n’est donc pas vraiment prouvée, mais seulement vérifiée en simulation et sur
I’application réelle. Dans ces cas, seules les contraintes essentielles sont prise en compte.

Une contrainte essentielle et tres limitante qui est prise en compte est la contrainte de non
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basculement des pieds au cours de la marche. Cette contrainte est tres souvent prise en
compte par la commande du Zéro Moment Point, introduit par VUKOBRATOVIC et al. [T§].
Des preuves de stabilité ne sont pas faites pour ces approches, qui permettent pourtant
I’obtention des résultats les plus aboutis et les plus impressionnants. On peut par exemple
citer le robot Johnnie de LOFFLER et al. [50], le robot Honda de HIRAI et al. [34] et le
robot HRP2, de KANEKO et al. [4]].

WIEBER [82] propose également, afin d’améliorer la stabilité des robots marcheurs,
si le robot sort du domaine d’attraction du mouvement de référence, de considérer un
nouveau mouvement de référence pour lequel le robot est dans le domaine d’attraction.
De telles méthodes permettraient d’améliorer la stabilité de la marche et de la garantir
pour certaines perturbations, mais elles ne sont encore qu’a leurs débuts. Nous pouvons
cependant trouver les premiers résultats de simulations de ces travaux dans WIEBER et
CHEVALLEREAU [B3] et CHEVALLEREAU et ADOUANE [1J]. La stabilité de telles méthodes
va dépendre de I'étendue des mouvements stables qui sont connus et qui peuvent étre
utilisés dans les cas ou le robot est déstabilisé. Dans le méme esprit, on peut également
citer le travail de AOUSTIN et FORMAL’SKY [2] ou la modification de trajectoire se fait sur
la longueur des pas pour accélérer la convergence vers le mouvement cyclique d’un robot
sous-actionné. Le travail de GRISHIN et al. [B1] utilise également cette idée de modifier le
mouvement de référence pour stabiliser le mouvement dans le fait que I'instant de fin du
double support et de commutation vers le simple support est choisi de telle sorte a ce que
la vitesse désirée de fin de simple support soit obtenue, en approximant le mouvement du

robot durant cette phase comme un pendule inverse.

Dans notre étude de la marche, une spécificité est 1'utilisation de la phase de double
support pour améliorer la stabilité de la marche. Nous pouvons citer les travaux de ZON-
FRILLI et al. [84] et TODA et al. [77] qui sont dans le méme esprit. ZONFRILLI et al.
[84] ont adapté une marche sagittale pour le robot quadrupede de Sony et TODA et al.
[77] commandent le moment cinétique d’un robot bipéde durant le double support afin
d’éviter que le robot ne retombe en arriere en cours de simple support, ni n’arrive trop
vite a I'impact en fin de double support. Contrairement a ces travaux, nous présentons
une étude théorique de stabilité avec le double support, chose qui a notre connaissance
n’a jamais été faite pour un robot anthropomorphe.

En section 4.3, nous prolongerons le travail de GRIZZLE et al. [B2] et CHEVALLEREAU
et al. [21] de I’étude de la stabilité des dynamiques de zéro de la marche de Rabbit, dans
le cas ou une phase de double support non instantanée est incluse dans la marche. Nous
montrerons notamment que le double support permet de converger en un pas vers le mou-
vement cyclique et ce méme pour un démarrage de 'arrét. Nous montrerons également
que pour une méme définition d'un mouvement de référence 9,(a), une infinité de mou-

vements cycliques est possible pour différents mouvements de référence de o en double
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support. Et nous déterminerons également le domaine d’attraction des dynamiques de
zéro. En section 4.3, nous étudierons la stabilité localement autour du mouvement de ré-
férence, selon tous les degrés de liberté du robot. Nous considérons que le double support
est obtenu apres impact, méme si le modele d’impact que nous utilisons ne le prédit pas
lorsque la vitesse du pied juste avant impact est non nulle. Cette approximation nous
semble physique d’apres la réflexion que nous avons eue sur 'impact présentée en section
D 5. Dans I’ensemble des travaux présentés dans ce chapitre, o remplacera le temps. Nous

poursuivons donc pour la commande I'idée introduite lors de la génération de mouvement.

4.2 Etude des dynamiques de zéro

Dans cette section, nous étudions la stabilité des dynamiques de « en considérant le
mouvement de référence exactement suivi. C’est-a-dire qu’en simple support les variables
articulaires 0; j = 1,..,4 suivent exactement les mouvements de référence d;(c) et qu’en
double support les variables articulaires d; j = 1,2 suivent exactement les mouvements
de référence 0;(cr). L'étude des seules dynamiques de o est intéressante, car leur étude
se réduit a ’étude d’une application de Poincaré de dimension 1 et il est donc possible
d’obtenir beaucoup plus de résultats qu’en abordant le probleme de stabilité sur I’ensemble
des degrés de liberté. De plus, nous constaterons ensuite en section 4.3 la pertinence de
I’étude des dynamiques en « seules, ces dynamiques étant celles qui convergent le moins
rapidement et sont les plus limitantes sur la stabilité de la marche, les dynamiques de
« étant non commandées durant toute la phase de simple support. En simple support,
double support le mouvement cyclique de référence est entierement défini, mais comme
nous étudions les erreurs sur le suivi du mouvement de référence de «, il est nécessaire
d’introduire une loi de commande pour « en double support. Nous présentons cette loi
de commande en section 4.2.1. La transition du simple support au double support se
fait lorsque « atteint la valeur aysg, mais cette transition aurait aussi bien pu se faire
sur 'altitude du pied libre, le mouvement de référence J;(a) étant supposé exactement
suivi. La transition du double support au simple support se fait lorsque la valeur finale
asps est atteinte. Nous caractériserons ensuite en section ¥4.2.2 les mouvements cycliques
en «, a savoir la condition d’existence d’'un mouvement cyclique, l'infinité des solutions
cycliques possibles, la condition de stabilité d'un mouvement cyclique, la taille du domaine

de convergence, la taille du domaine de convergence en un pas.

4.2.1 Commande de o en double support

La loi de commande que nous utilisons en double support est une loi de commande

optimale en temps. En effet, elle consiste a appliquer 1’accélération maximale & possible
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pour converger vers le mouvement cyclique d.(«) (la notation de l'indice ¢ désigne le
mouvement de référence cyclique), et lorsque dé.(«) est atteint, de suivre le mouvement

de référence cyclique. L’expression de cette loi de commande est donnée par (4.1).

<0
=1 dminle,d) si a(a) —de(a) >0 (4.1)
L 0

Ol Gz (v, &) €t Qpin(a, &) sont respectivement les accélérations maximale et mini-
male possibles pour satisfaire les contraintes physiques de non glissement, non décollement
et les contraintes de couple. Le méme principe de commande, mais simplifié, est utilisé
dans GRISHIN et al. [B1], ot un mouvement de marche cyclique avec une phase de double
support est définie pour un bipede avec des jambes télescopiques. En double support, ils
prescrivent l'accélération maximale possible comme une constante qu’ils ont déterminée
de telle sorte a ce que les pieds restent au sol. Nous proposons ici de déterminer plutot
ces contraintes maximale et minimale en utilisant le modele dynamique du robot. Nous
détaillons donc le calcul de ez (v, &) et Gpmin(ar, &). Nous considérons les contraintes
de non glissement et non décollement des pieds (3.48) ainsi que les contraintes de li-
mites de couples (3.46). Nous ne tenons compte que de la premiere ligne de contrainte
de (3.47), ayant constaté dans les résultats de simulation présentés figure 3.1() que seule
cette contrainte était limitante. Avec des marges de sécurité pour la vérification de ces

contraintes, nous obtenons le systeme d’inégalité (4.2).

Tz <Tj < Tiiae (J=1,.,4)
Riy > Riymin (i=1,2) (4.2)
_fmaxRiy S sz S fmaxRiy (Z == 17 2)

Riy min > 0 est la composante normale de réaction du sol minimale. f,q, est le coef-
ficient de frottement maximal que le rapport des réactions tangentielles par les réactions
normales ne doit pas dépasser. Nous avons l'inégalité f,... < f qui signifie que le cone
de frottement que nous considérons est a l'intérieur du cone de frottement réel défini
par le coefficient de frottement réel f. Notre but est d’abord d’écrire explicitement ces
contraintes sur «, & et &, et alors d’en extraire les contraintes les plus restreignantes sur
.

Nous commencons par écrire les vecteurs ¢ et ¢ en fonction de a et de ses dérivées,
sachant que nous considérons un suivi parfait des d;(«) j = 1,2. Pour cela nous utilisons
les expressions des polynomes en « en double support (8.3), les dérivations partielles des
variables articulaires en fonction de « ainsi que les équations de fermeture de boucle (1.33)

en position, (1.34) en vitesse et (1.35) en accélération. Nous obtenons ainsi (4.3) et (4.4).
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100
010 !
(o, &) = 5 | a 43
q( ) 00 1 51 (4.3)
_D24571D213 ’
1 00 0
010 ! 0 0
jla, v, 6) = o | a4+ | o | &F| + 4.4
q( ) 00 1 51 51* 0 (4.4)
_D24571D213 ? ’ _D24571H2(O‘7d)

Ou ()* et ()** sont respectivement les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 en fonction de
a. Ds,, correspond aux colonnes 1 a 3 de Dy, et D,,. aux colonnes 4 et 5.
En injectant maintenant les équations (4.3) et (4.4) obtenues, dans les équations de la

dynamique composées de (1.32) et (1.36), nous obtenons (4.5).

A, Hy(a, c) D O3x2 Dy
x5 |+ e = [O "lr+ 10 Ry + 10 Ry (4.5)
2 2P 22 01 01
Ou
1 00
010 !
A, = Al or 4.6
@ o || (4.6)
_D24571D213 ’
et
1 00 ) 0
010 0
H, = H(o,d) + Al o | 6% + 4.7
@A@Y |y | [ . (4.7
_D245_1D213 ? —D245_1H2(Oé,d)

Nous voulons maintenant déterminer les couples et les réactions du sol en fonction
de a, & et &. Comme dans le cas de l'inversion du modele dynamique pour le calcul
des couples en double support, nous avons 8 inconnues pour 7 équations et nous allons

paramétrer cette infinité de solutions avec Ry,. Nous obtenons I’équation suivante (4.§).

[T7, Ry, Ry, Ry = B(a)i+ C(a, &) + D(a)Ry, (4.8)
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Ou

Au(a)
B(a) = Dip(a)™? Ty
2G
H, (o, &)
Cla, &) = Dygs(a) ™1 TE a2 (4.9)
2
D3,
D(a) = Dyyy(a)™? 1
0

avec Dy = [ Dr DT DT ]

Avec les expressions des couples et réactions du sol en fonction de « et de ses dérivées,

nous pouvons réécrire les contraintes (4.4) en (4.10).

E(a)id + F(a,d) + G(a)Ryp + P <0 (4.10)
Ou
E = MB(a)
F=MC(o,d) (4.11)

G = MD(a)+ N

M, N et P viennent de la réécriture des contraintes (4.4) sous la forme de I'inégalité

@:19).

(St}

r
M| R | +NRy+P<0 (4.12)
Ry,

M, N et P sont données par (4.13).
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_I4><4 04><3
Lyxa 04 - - - .
: 0 _1X3 08><1 _Fmaz18><1
1 —fmaz 03><1 Rly,min
M = . I N = 0 P = O2x1

06><4 0 gbal 1 _11 R;y,min
0 0 _fma:v B B - 2
0 0 _fmam

(4.13)
Oix; est une matrice de taille (1 x j) composée de zéros, 1ix; est une matrice de taille

(1 x j) composée de 1 et I;; est une matrice identité de taille (7 x 7).

Gmin (@, &) €t Gpar (@, &) sont alors obtenus en résolvant les deux problemes du simplex
donné dans (4.14) (on pourra se reporte au livre de DANTZIG [24] pour plus d’information

sur ce type de problémes).

( . . . .
GQmin(Qr, &) = min &
dvRZI

E(a)a+ F(o, &) + G(a)Reyy + P <0
(4.14)

Gmaz (O, &) = én]%}{d
b x

| B(a)a+ F(a, &) + G(a)Ry, + P <0

Nous présentons maintenant un résultat représentatif de cette commande dans le plan
de phase (, @), en figure 4.1 Pour une vitesse initiale d’amplitude plus faible que celle
du mouvement cyclique, 1'accélération minimale est appliquée, et nous pouvons voir en
figure 4.1 que le mouvement obtenu dans le plan de phase converge vers le mouvement
cyclique. Alors, apres l'intersection avec le mouvement cyclique, le mouvement obtenu
suit exactement le mouvement cyclique. Nous obtenons alors une erreur nulle en fin de

double support.

La figure 4.2 représente les contraintes v, et Gunq, en fonction des deux parametres
a et c. Ces contraintes dépendent seulement de « et ¢. La figure 4.3 donne ¢, pour le
mouvement cyclique et I’évolution correspondante de ez (v, de(@)) et dpin(a, de(@)).
Il faut voir que les contraintes &, €t (i, dépendent des deux parametres a et &, et
qu’alors sur la figure 4.3 ces contraintes changent avec le changement du mouvement suivi

en double support.
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Fic. 4.3 — Evolution de l'accélération du mouvement cyclique &, avec les contraintes
Qmin €6 Amar de couples maximum possibles, de non glissement et de non décollement, en
fonction de «

4.2.2 Stabilité des dynamiques de zéro

Nous étudions ici les dynamiques de «, ce qui revient a considérer que les mouvements
de références J;(«) sont exactement suivis. Cette supposition est une bonne approximation
si nous considérons une commande suffisamment efficace, sans perturbations importantes.
Les dynamiques de « sur un pas complet sont alors données par 'équation (B:1() en
simple support, par la discontinuité de vitesse obtenue a I'impact par I'équation (4.26)
et par la loi de commande (4.1) en double support. Nous avons considéré un mouvement
sans impact, voir le chapitre 3 & ce propos. Et nous n’obtiendrons pas d’impact quelles
que soient les erreurs en ¢, la vitesse du pied libre restant nulle juste avant impact. Nous
avons cependant gardé l'introduction de 'impact dans 1’étude qui va suivre, pour plus
de généralité. Pour étudier la stabilité de ces dynamiques, nous utilisons la méthode de

Poincaré.

qui est la zone de laquelle il est possible de converger vers cette vitesse finale désirée
drpg. Nous montrerons aussi que, pour un mouvement cyclique défini, la commande

présentée en section 4.2.1 est une commande qui permet la convergence vers la vitesse finale

des conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’'un mouvement cyclique stable, selon

les dynamiques de «. Quand un tel mouvement cyclique stable existe, nous montrerons
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également que la zone de convergence en temps fini en double support pour la vitesse
finale cyclique ¢, rps d'un mouvement de référence, définit une zone de convergence en
permet de voir toutes les possibilités de mouvements cycliques dépendant des dynamiques

de a, et les domaines d’attraction correspondant.

Tous les résultats de cette section sont obtenus sous les hypotheses suivantes :
(H1) dypin et dypae sont toujours définis.
Cette hypothese signifie qu'il est toujours possible de satisfaire les contraintes (4.3). En
réalité pour satisfaire (H1) nous allons considérer un sous espace pour lequel (H1) est
satisfaite. Nous pouvons voir sur le figure 1472 que la restriction s’applique pour des valeurs
restrictives ne sont pas celles de double support, mais celles de simple support.
(H2) Nous considérons les cas & < 0.
Les conséquences de (H2) sont que « est tout le temps décroissant en fonction du temps,
et que donc la valeur finale de «, aypg, est plus faible que la valeur initiale de «, a;ps.
Un mouvement de « dans le plan de phase se déplacera de la droite a la gauche.
(H3) dnin < 0 quand & = 0. Pour le mouvement considéré cette hypotese est vérifiée. Si

elle ne I'était pas, les démonstrations seraient plus difficiles par la suite.

4.2.2.1 Présentation de la méthode de Poincaré

La méthode de Poincaré consiste a représenter 1’évolution de 1’état d’un mouvement
cyclique a un instant caractéristique, pour un systeme, d’une période a la suivante. Pour
la marche considérée ici, avec les hypotheses précédentes, 'application de Poincaré est une
fonction d’'un espace de dimension 1 seulement dans un autre espace de dimension 1. En
effet, a jouant le role du temps, pour une valeur de « caractéristique, les dynamiques de «
considérées sont représentées par la seule vitesse ¢v. Nous représentons donc 'application
de Poincaré de &, et nous observerons a l'instant caractéristique initial ou final du double
support. Dans I'application de Poincaré, un mouvement cyclique est représenté par un
point invariant, et ce mouvement cyclique est stable si la pente de ’application de Poincaré
est comprise entre —1 et 1. Dans la partie suivante, nous allons déterminer la zone de

double support permettant la convergence vers une valeur donnée de fin de double support.

4.2.2.2 Détermination de la zone de convergence en temps fini en double

support

Dans cette section, nous allons définir la zone de convergence en un pas en double

support. Nous commencons par donner une définition.
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Définition : Pour une vitesse donnée en fin de double support ¢ ypg, nous considérons

les deux fonctions (o, &rps) €t Gmaz(a, éppg) définies comme suit :

( afDs
. . o Oémind .
amin(aaafDS) - o S+afDS

«

(4.15)

afps

. . a .
Qmas (@, Gppg) = / Zaw ds + dypg

\ [

Gmin (@, rps) €t Qumaz(er, &ypg) sont les évolutions de o qui donnent le point final
(afps, @fps) quand on applique respectivement I’accélération minimale possible et I'ac-
célération maximale possible. Ces équations sont obtenues par intégration en « a rebours.

Ces équations sont solutions des équations différentielles (4.16).

& = Gymin(a, &)

4.16
& = Gaz (@, @) (4.16)

Nous pouvons maintenant définir une surface dans la plan de phase en fermant le
contour composé¢ de Gypin (@, dfps) €t Gz, dpps).

Definition : Pour une vitesse donnée a la fin du double support ¢ ¢pg, nous considérons
la surface Sd délimitée par dmm(Oé, ééfps), dmax(a, dfps), a=0et a= ;DS -

Cette surface est représentée en figure 4.4. Elle constitue effectivement une surface
fermée puisque in(er, dyps) intersecte de maniere évidente upa.(ev, épps) au point
(aps, dyps), puisque & = 0 intersecte aussi de maniere évidente @ = «a;pg au point
(aips,0). La frontiere & = 0 a été introduite afin que la surface Sy n’inclue pas des

mouvements rétrogrades avec & > 0.

Le théoreme suivant affirme que quelque soit un point dans la surface S, il est possible
de trouver un mouvement satisfaisant les contraintes qui permet la convergence au point
(aps; ¥fps)-

Théoréme 1 : V(o,d) € Sy, 3 un mouvement apg(t) qui va de (o, &) a (afps, & rps)
tout en vérifiant (4:%). De plus ¥(a, &) € {(a, &), tel que (a,&) ¢ Sy et & < 0 et a <
aips}, P aps(t) qui permet d’aller de (o, &) & (ayps, dsps), tout en vérifiant (4:3).
Preuve : La démonstration est basée sur la construction d’'un mouvement qui va conver-
ger vers (aypg,dfps). Nous avons construit ce mouvement en appliquant I'accélération
minimale puis maximale successivement. Nous appliquons d’abord ¢,;,. Le mouvement
est solution de la premiere équation différentielle de (4.1G). La fonction cyy;, satisfait la
condition de Lipschitz, la solution de 1’équation différentielle est donc unique. Et deux
solutions ayant des conditions initiales différentes ne se croiseront jamais. Donc la so-

lution de la premiere équation différentielle de (4.16) ne croisera jamais (@, drps),
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Fi1G. 4.4 — Représentation de la surface Sy dans le plan de phase

ni & = 0 car nous avons supposé (H3), ni @ = «a;pg puisque nous avons supposé (H2).
Cette solution va donc forcément couper dupqa. (@, dspg). Finalement en appliquant g,
la mouvement va converger vers (aypg, & sps). Bien siir ce mouvement n’est pas le seul
qui permette de converger a partir d'un point de Sy vers (afps, &fps). Typiquement, il
y aura une infinité de tels mouvements. Si nous considérons maintenant un point initial
(a, &) € {(a, &), tel que (a, &) ¢ Sy et & <0 et o < a;ps}, avec le fait que deux solu-
tions des mémes équations différentielles ne vont jamais se rencontrer, si (a, &) est sous
Sq (respectivement au dessus de Sy), la solution en appliquant 1'accélération maximale
(respectivement minimale) possible n’atteindra jamais (o spg, & ps), sinon cela signifierait
qu’il y a eu une intersection avec Gunaq (@, drpg) (respectivement (v, épps)), ce qui
est impossible.

Le théoreme suivant signifie que la convergence vers (asps, dfpg) peut étre obtenue
avec la commande (4.1) et avec un mouvement de référence approprié.
Théoréme 2 : Si un mouvement de référence a.(t) tel que lorsque . = @ipg, G = Geins
et lorsque o = aypg, G = Qe fps satisfait les contraintes (4.3) Yo € [ayps, ips], alors
Va € Sy la loi de commande (4.1) permet la convergence vers (afps, dfps).
Preuve : D’abord, un tel mouvement de «.(t) est dans Sy, car si ce n’était pas le cas,
il ne satisferait pas les contraintes pour arriver en (opg, éypg). Alors, de la méme fagon
que dans la preuve du théoréeme 1, il peut étre montré que V(«, &) € Sy la commande
(4°) coupera a.(t) et alors convergera vers (afpg, G fps)-

Il existe une infinité de tels mouvements de référence cycliques . (t) satisfaisant les

contraintes et les conditions limites (aips, dips) et (arps, &yps). Et le choix de ce mou-

vement de référence n’a aucune influence sur la convergence vers (aypg, drpg) avec cette
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commande. Nous avons obtenu un tel mouvement a.(t) par le processus d’optimisation

présenté chapitre 8.

4.2.2.3 Conditions d’existence et de stabilité d’un mouvement cyclique

Nous avons caractérisé la phase de double support dans la partie précédente. Afin de
caractériser la stabilité du mouvement de marche complet nous allons d’abord caractériser
la phase de simple support puis la phase d'impact. Nous avons considéré un mouvement
sans impact, mais pour plus de généralité, nous donnons ici le calcul tenant compte d'un
impact. Dans CHEVALLEREAU et al. [21] les auteurs obtiennent une relation entre la
vitesse en début de simple support et la vitesse en cours de simple support. Il s’agit de
la vitesse de fin de simple support en fonction de la vitesse en début de simple support,

comme donnée par (4.17).

V®(apss) + flaiss)? i
flayss)

Nous écrivons maintenant les équations d’impact algébrique sur a. Nous partons du

(4.17)

Qfss = —

modele d'impact complet (2.1) en considérant I'obtention d’un double support apres im-
pact. Nous avons ce systeéme (4.18) qui nous permet d’obtenir les vitesses juste apres

impact X7 en fonction des vitesses avant impact X,

A(X*t = X7) = DTy, + DIy,
DXt =0 (4.18)
Dy Xt =0

La résolution du systéme (4.18) nous donne (4.19).

X+t AX-
IRl = Ai_mlpact 0 (419)
In, 0
Avec
A —-DT D
Aimpact - et D = ! (420)
D 0 Dy

La condition (4:Z1) sur les vitesses juste avant impact ainsi que la relation (3.G) entre
les vitesses articulaires et & nous permet d’obtenir la vitesse juste apres impact en fonction

de la vitesse &~ juste avant impact, donnée par (4.29).

DX~ =0 (4.21)
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. I
X = e o (4.22)
__13167 1)115

D, constitue les colonnes 6 et 7 de Dy, et D;,, constitue les colonnes 1 a 5 de D;.
Juste apres impact nous considérons un changement de jambes pour obtenir les vitesses

de début de double support X;ps. Nous avons la relation (%:23).
Xipg = JX* (4.23)

ou la matrice J(7 x 7) est composée de 0 et de 1.

(4.24)

<
Il
S O O o o O =
S O = O O O
o O O O = O O
|
—_
oS O O O O
S B O O O O O
_ o O O o o O

Nous pouvons donc maintenant écrire & partir de (4.23), (4.19) et (4£.22) la relation

entre la vitesse &~ et les vitesses apres impact X;pg, donnée par (4.25).

y ]sxs
Xips = J (A;} .. A b qra” (4.25)
( D t)17 17 —Dy,. tha
Ou (Ai}leaCt)n |7 est la sous matrice de A;,llpact pour les lignes 1 a 7 et les colonnes 1
a’T.

En prenant par exemple la premiere ligne de I’équation (£.23), nous obtenons une

relation entre X;pg(1) = dips et &~ = dygs donnée par (4.26).

&ips = bayss (4.26)

_ ]5x5 .
b=J, (4} . A " (4.27)
( p t) 1717 [ 13167—11)115 ]

Avec J; la premiere ligne de J.

Nous obtenons finalement a partir des relations (4.I7) et (1.26), la relation entre & rpg

-

de fin d’un double support et ¢;pg de début du double support suivant, donné par (4.28).

&;ps = a(dyrps)
_ _b\/q’(afss)-*-f(aiss)%frpg (4'28)
flayss)
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Dans CHEVALLEREAU et al. [21], les auteurs fournissent également une condition
d’existence d'un mouvement de marche périodique puis prouvent la stabilité, et enfin
donnent les bornes du domaine de convergence. En particulier ils ont trouvé que I'ampli-
tude de la vitesse initiale du simple support doit étre supérieure a une valeur minimum afin
d’éviter que le robot ne retombe en arriere. Ils fournissent aussi une méthode pour déter-
miner la vitesse d’amplitude maximale possible en début de simple support, qui dépend de
la vérification des contraintes de contact au sol. Nous allons utiliser ces résultats pour éga-
lement déterminer le domaine d’attraction du simple support. Nous noterons & fpg minss
la borne inférieure du domaine des c¢ypg possibles et & ¢psmaezss la borne supérieure du
domaine des &ypg possibles, compte tenu des contraintes au cours du simple support qui
suit. Nous commencons par donner une condition nécessaire et suffisante d’existence d'un

mouvement cyclique, puis nous donnerons une condition nécessaire de stabilité.

En utilisant les résultats obtenus pour la phase de simple support, tirés de CHEVAL-
LEREAU et al. [21], et en utilisant les résultats sur le double support présentés en section
Théoréme 3 : Pour une vitesse de fin de double support &, rps € [&fpsminss, fDs.mazss]
donnée, il existe un mouvement cyclique, si et seulement si &..ps € [ipSmins ¥iDSmaz)
ol &c;ps = a(Ce fps)
et &;psmin(Ce,fDs) = Cmin(ins, Q. fDS)

et diDS,mam (dc,fDS) - O‘émazp (aiDS7 dc,fDS) .

Ce théoreme signifie qu'il existe des mouvements cycliques pour ¢ spg si d.ips obte-
nue a partir de ¢, rpg apres un simple support, I'impact et le changement de jambes,
est dans la zone de double support depuis laquelle il est possible de converger vers
(yps, Ce,fs)-

Preuve : Pour prouver ce théoreme, nous allons étudier I'application de Poincaré de
agpg, ¢’est-a-dire étudier 'évolution de éypg(n+ 1) en fonction de dyps(n), out n indique
le n®™ pas. D’abord considérons d.;ps(n + 1) = a(d,. rps(n)). D’abord, pour montrer
la condition nécessaire et suffisante d’existence d’'un mouvement cyclique, nous allons
considérer le cas d.;ps(n + 1) €] — 00, &;ps.min|U]&ipsmaz, 0] . Dans ce cas, d’apres le
théoreme 1 nous savons qu’il n’est pas possible de trouver un mouvement & pg(a) qui arrive
en (ayps, & rps). Dans le cas out deips(n + 1) € [Xipsmins ¥iDSmaz), toujours d’apres le
théoreme 1, nous savons qu’il existe un mouvement (ne serait-ce que celui défini dans la
démonstration du théoreme 1) permettant d’atteindre (afpgs, & rps), et donc d’avoir un
mouvement cyclique.

De plus, lorsqu’il existe un mouvement cyclique pour une vitesse d fps, il existe une
infinité de mouvements en cours de double support qui permettent d’obtenir cette vitesse

de fin de double support d. ¢ps a partir de la vitesse initiale de double support cv.;ps. Nous
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considérerons par la suite un seul mouvement cyclique en double support . ps(t) parmi
I'infinité des mouvements cycliques définis par ¢, rpg et d.ips. Ce mouvement cyclique
vérifie les contraintes (172). Un tel mouvement s’obtient par le processus de génération de
mouvement présenté chapitre 8. Cette méthode de génération de mouvements donne des
mouvements cycliques vérifiant les contraintes. Deés lors qu'un tel mouvement est obtenu,
I'existence de mouvements cycliques est prouvée. Le probleme de I'existence se pose donc
seulement dans le contexte ot des mouvements cycliques ne seraient pas recherchés par
cette optimisation, ou que pour un mouvement obtenu par cette optimisation, on souhaite
changer apg(t) (en gardant tout de méme les valeurs de a;pg et apg, ce qui revient a
ne changer que la vitesse de parcourt du méme ensemble de configurations au cours d’'un
pas). Comme nous le constaterons par la suite, il existe généralement une infinité de

mouvements cycliques pour différentes valeurs de a. sps.

Théoréme 4 : Soit a,. pg(t) un mouvement cyclique qui vérifie les contraintes (1.2),
Sl Qeips €)QipSmins ¥iDS.max|, alors nous avons stabilité du mouvement cyclique avec la

loi de commande (4.1)).

Preuve : Pour prouver ce théoreme, nous allons également étudier I'application de
Poincaré de épg. Considérons le cas olt nous avons d.;ps €|&ips,min, ¥iDS,maz|- Alors il
est toujours possible de trouver un intervalle fermé contenant . ;ps pour lequel il y a
convergence vers ¢ rpg, avec la loi de commande (4.1). Par exemple il est possible de
considérer I'intervalle [(&psmin + Geins)/2, (XiDSmaz + Gcins)/2]. Pour de suffisamment
petites erreurs autour de d. pg nous avons &;ps(n+1) € [(&ipsmin+Aeins)/2, (ipsmaz+
¢eips)/2] et nous avons donc d’apres le théoreme 2 convergence vers c. rps. Nous avons

donc stabilité localement autour du mouvement cyclique.

Dans les cas limites ou G;ps = XipSmin OU Qips = QiDS.maz, 1l €st nécessaire de
regarder la pente de 'application de Poincaré pour savoir s’il y a stabilité. C’est pour cette
raison que nous devons considérer l'intervalle ouvert |&;ps min, %ips.maz| Pour la condition
de stabilité. De plus, dans les cas ou aypg donnerait dips €|&;psmin, DS maz| DOUS
obtiendrons ¢, spg a la fin du double support, ce qui correspond a un cas de convergence
en un pas. La condition suffisante de stabilité qips €] psmins ¥ipsmaz| 1'est pas valable
pour toutes les lois de commande. Par exemple pour une commande proportionnelle,
dérivée en double support, pour une erreur en début de double support, I'erreur en fin de
double support ne sera pas nulle. Nous n’aurons donc pas de convergence en un pas, et
nous devons déterminer la pente de I’application de Poincaré pour le mouvement cyclique
pour pouvoir déterminer si le mouvement cyclique est stable. Par contre, dans le cas d'une
commande en temps fini et d'un mouvement cyclique qui vérifie la condition suffisante de
stabilité dips €]&ipsmin, ¥iDs.maz|, DOUS aurons toujours un mouvement cyclique stable

et une zone de convergence en un pas autour du mouvement cyclique.
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4.2.2.4 Présentation d’une méthode de visualisation de tous les mouvements

cycliques stables possibles

D’apres le théoreme 3, nous pouvons voir que généralement nous aurons une infinité
de mouvements cycliques possibles stables. Dans cette section, nous donnons une repré-
sentation qui permet de visualiser tous les mouvements cycliques stables, et permettre
ainsi de faire ressortir un certain nombre de criteres pour choisir parmi I’ensemble de ces
possibilités. Ces criteres seront en compétition avec les criteres de minimisation d’énergie

de la génération de mouvement présentée en section 4.

La méthode de visualisation consiste a superposer les graphes de la vitesse maximale
de début de double support &;pgmaez(trps) qui permet de conduire a & ypg, de la vitesse
minimale de début de double support &;psmin(crps) qui permet de conduire a dypg
et &;ps = a(éypg). Les deux premieres fonctions vont étre calculées par une intégration
numeérique en double support pour un ensemble de valeurs discretes de &ypg. La troisieme
équation résulte, elle, d'une seule intégration en simple support. Un exemple d’un tel
graphe est représenté en figure 175.

Sur ce graphe, nous pouvons d’abord lire la vitesse de début de double support &;pg
obtenue par le simple support et I'impact, a partir de la vitesse de fin de double support
agps du pas précédent, a partir de la courbe &;ps = a(dyspg). Ensuite nous pouvons
lire, pour une valeur d&yps donnée, I'ensemble des vitesses de début de double support
&;ps permettant d’atteindre cette vitesse aspg. Ce domaine est compris entre les bornes
&ipSmin(Grps) €t &ipsmax(drps). De maniere similaire, il est possible de lire, pour une
valeur ¢;pg, I'ensemble des vitesses de fin de double support ¢ pg qu’il est possible d’ob-
tenir. Ce domaine est compris entre les valeurs de dypg intersection de la droite hori-
zontale en &;pg avec &;psmin(Cfps) €t &ipsmaz(Grps). Autrement dit, ce domaine est
donné par [&¢psmin(Qins), A fpsmaz(Gips)] ol la vitesse minimale de éypg qu'il est pos-
sible d’obtenir & partir de &;pg est définie par éypgmin(dins) = d;Dls,mam(diDS) et la
vitesse maximale de dypg qu'il est possible d’obtenir a partir de &;pg est définie par
& fDSmaz(CGing) = O'éi_[}g,mm(dws)-

Ce graphe permet également de voir s’il existe un mouvement cyclique pour une valeur
de la vitesse de début de double support ¢, rpg. Pour cela, d’apres le théoreme 3, il faut
que &cips = a(de, rps) obtenu apres le simple support et 'impact soit dans le domaine de
convergence Vvers . fps, SOit &;pgmin(Gie,rps) < Qeins < Xipsmax(Ce,rps). Concretement,
I'ensemble des valeurs & spg pour lesquelles des mouvements cycliques sont possibles va
étre donné par le domaine pour lequel &;pg min(rps) < a(éyps) < Aipsmaz(drps). Dans
le cas présenté, il correspond au domaine d’admissibilité du simple support, et également
au domaine de convergence global que nous verrons plus loin, noté D,spg. C’est donc
le simple support qui est le plus limitant quand aux mouvements cycliques possibles.

Les mouvements cycliques sont représentés par des points sur le graphe de la fonction
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& fpsmaz(Qins) €t dips = a(dyps) avec le domaine d’attraction global en dyps Dyfps,
le domaine d’attraction global en &;ps Dyips, le domaine de convergence en un pas en
d&rps Diyps, le domaine de convergence en un pas en d;ps Di;ps. Le mouvement cy-
clique représenté par le point (A rps, Qeips) a été choisi arbitrairement parmi l'infinité
des mouvements cycliques existant.
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&;ps = a(dsps)-

D’apres le théoreme 4, les mouvements cycliques serons stables si &;psmin(fps) <
a(éyps) < Qipsmaz(Grpg). Dans le cas présenté tous les mouvements cycliques possibles
vérifient cette condition strictement, et sont donc tous stables, si ce n’est que les mouve-
ments cycliques correspondant aux bornes du domaine Dyspg ne seront définis que d'un
coté. Il est a remarquer que la stabilité des dynamiques de o dépend seulement du fait
que a(épg) est entre &;pgmin(rps) €t Aipsmaz(drps), et ne dépend pas de la pente de
a(aypg), contrairement au cas sans double support ot la stabilité dépend de la pente de
a(afps), voir notamment CHEVALLEREAU et al. [21].

Sur ce graphe, nous pouvons également lire le domaine de convergence en un pas
pour un mouvement cyclique. Si I'on considere ¢, ;pg, nous avons la vitesse c. rps qui
permet de l'obtenir qui vérifie &.;ps = a(d.rps). Le domaine qui permet de conver-
ger en un pas vers d.;ps est donc donné par le domaine qui permet d’obtenir . sps,
801t [&ipsmin(a@ (Ceins)), @ipsmaz(@ (ceips))]. Ce domaine est représenté par Di;pg
pour le mouvement cyclique représenté. Si I'on considere maintenant ¢ spg, nous déter-
minons le domaine qui permet d’obtenir &, rps, S0it [&ipsmin(Ce.fps), XiDSmaz (G, fps)]-
Une fois le domaine en ¢&;pg permettant d’arriver en ¢, fps obtenu, nous déterminons
avec la fonction a(dypg) le domaine & ypg permettant d’obtenir le domaine &;pg pré-
cédent. Ce domaine est donné par 'intervalle [a_l (max (&S min (Ce.fDS) diDS’mmSS)),
a=! (min (&ipSsmaz (Ce.fDS) diDS,maxss))} Ol &ipsminss €t Gipsmazss sont les bornes des
vitesses ¢;pg possibles dues aux contraintes en simple support. Les max() et min() sont
ici pour le cas ou le domaine en &;pg permettant d’avoir a. yps dépasserait du domaine
possible en simple support. Nous pouvons constater que le domaine de convergence en un
pas vers . fps représenté, noté par Dirpg est justement limité par le simple support sur

une de ses bornes.

Il est ensuite possible d’étudier la convergence vers un mouvement cyclique en de-
hors du domaine de convergence en un pas. Si la vitesse d&. rps(n) au pas n est d’am-
plitude plus grande que ¢, fps et en dehors du domaine de convergence en un pas,
nous obtenons d’abord &;ps(n + 1) = a(dsps(n)). Puis la vitesse érps(n + 1) obte-
nue est celle qui rapproche le plus de é. pg, c’est-a-dire celle donnée par éypg(n+ 1) =
& fpsmaz(dins(n+1)). C’est donc I'intersection de la droite horizontale &;ps = é;ps(n+1)
avec la courbe &;pgmin(Grps). Cette séquence est itérée jusqu’a obtenir ¢ ypg dans le do-
maine de convergence en un pas. Il est possible de voir que 'on aura convergence si
drps(n) < dyps(n +1) < derps et done si a ' (aps(n + 1)) < &fpsmaz(dips(n + 1)).
En d’autres termes, il faut que la courbe a(dypg) soit a gauche de &;psmin(dfpsg). 11
s’agit donc en fait de la méme condition que la condition de stabilité d’'un mouvement
cyclique. Le domaine global de convergence pour des vitesses d’amplitude plus grande que

celle du mouvement cyclique sera donc le plus grand domaine [éfps ming, G fps] tel que

YV drps € [OfpSming, Qe fps] a(Grps) > Qipsmin(Grps). G fpsming €t donc la borne infé-
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rieure du domaine global de convergence. Ce domaine s’arréterait en une intersection de
a(éyps) et ipsmin(Gypg) si une telle intersection existait. Ici, ce domaine est limité par
la vérification des contraintes en simple support. Enfin dans ce cas de convergence, ’ap-
plication de Poincaré est donnée par dsps(n+1) = &rpsmaz(a(drps(n))). Nous pouvons
constater que a(dsps) est proche de &;psmin(drps). La convergence sera donc lente.

Dans le cas ou la vitesse dps(n) est d’amplitude plus faible que d. rpg, c’est avec
les courbes &;pgmaz(rps) €t &rpsmin(Gins) que va se construire la convergence. Et le
domaine de convergence globale sera donné par le plus grand domaine ne contenant pas
d’intersection de a(dsps) avec &ipsmaz (G rps). Enfin, 'application de Poincaré sera alors
donnée par éyps(n+1) = drpsmin(a(dsps(n))). Nous pouvons constater que a(cérpg) est
éloigné de &;ps maz(Crps), €t que la convergence est donc rapide. Il serait donc intéressant
d’équilibrer la distance de a(dfps) avec &;psmin(Grps) €t Qipsmas(drps) afin d’obtenir
une vitesse de convergence aussi rapide quelque soit le signe de 'erreur sur dspg.

Ainsi il est possible d’obtenir le domaine de convergence globale, en concaténant les
deux domaines de convergence obtenus pour des erreurs sur dspg positives et négatives.
Ce domaine est noté sur la figure 4.5 par Dysps.

De la méme fagon, il est possible d’étudier la convergence sur ¢;ps. Nous en présentons

seulement le domaine de convergence global qui a été obtenu D;pg.

En conclusion, le graphe 4.5 permet de déterminer tous les mouvements cycliques pos-
sibles pour différentes dynamiques de o pour un méme mouvement défini par les d; ss(a),
j=1,..,4 et 0;ps(a), j = 1,2. Il permet également de voir si tous ces mouvements
cycliques sont stables, et de déterminer les domaines de convergence en un pas et de
convergence globale pour tous ces mouvements cycliques.

Il est & remarquer sur le graphe 4.5 que les mouvements cycliques sont tous stables, sauf
aux bornes du domaine des mouvements cycliques possibles, et que tous ces mouvements
cycliques ont le méme domaine de convergence globale.

L’exploitation de ’ensemble de ces mouvements cycliques possibles nous semble inté-
ressante pour faire varier de maniere simple la vitesse de marche du robot bipede, a partir
d’un seul mouvement de marche obtenu par optimisation, et ce tout en garantissant la
stabilité. D’un point de vue efficacité, il est bien stur plus intéressant d’utiliser I’approche
proposée dans WIEBER et CHEVALLEREAU [83] et CHEVALLEREAU et ADOUANE [1J]

pour faire varier la vitesse de marche.

4.2.2.5 Un exemple de représentations de Poincaré

Nous présentons ici le plan de Poincaré d’un mouvement obtenu avec le processus d’op-
timisation. Nous donnons le plan de Poincaré de ¢;gg figure 4.7 et le plan de Poincaré de
&;ps figure 4.6G. Pour une représentation plus intuitive de ces représentations de Poincaré,

nous les tragons en fonction de 'opposé des vitesses &, vu que & < 0. Ces deux plans de
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Poincaré ne contiennent pas plus d’informations que la représentation figure 4.5, mais ils
sont plus clairs. Ils donnent les caractéristiques de stabilité pour un mouvement cyclique,

alors que la figure 475 les donne pour tous les mouvements cycliques possibles.
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F1a. 4.7 — Représentation du plan de Poincaré en début du simple support

Nous pouvons remarquer sur les deux représentations de Poincaré que la zone de
convergence en un pas est large. La présence de cette zone garantit la convergence depuis
tout le domaine d’attraction en un nombre fini de pas. Le domaine d’attraction du plan de
Poincaré de d¢;gg est limité pour les vitesses de faible amplitude par la retombée en arriere
du bipede en cours de simple support. Pour les vitesses d’amplitude élevée, la limitation
est due aux limitations de couple en simple support. Le domaine d’attraction du plan
de Poincaré de &;pg n’est pas limité pour des vitesses de faible amplitude. La limitation
pour les vitesses d’amplitude élevée est également due aux limitations de couples en simple

support. Il est également intéressant de remarquer que la zone de convergence en un pas
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du plan de Poincaré de ¢&;pg est beaucoup plus large pour les vitesses de faible amplitude
que pour les vitesses d’amplitude élevée. Nous pouvons voir sur la figure 4.5 que cela est
du au fait que la distance entre le mouvement cyclique et les contraintes inférieure et

supérieure en double support sont tres inégales.

4.2.2.6 Conclusion

Nous venons d’étudier la stabilité des dynamiques de a dans le cas d’une marche avec
une phase de double support, qui permet de commander les dynamiques de « sur une
fraction d'un pas entier. Nous avons vu qu’avec cette phase de commande de « en double
support, de nombreux mouvements cycliques étaient alors possibles pour différentes vi-
tesses de parcourt de ’ensemble des configurations de marche. Ces différentes vitesses de
parcourt donnent des marches a différentes vitesses d’avance. Nous avons également vu
que la stabilité des dynamiques de « est largement augmentée par la phase de double
support. La convergence de ces dynamiques est tres rapide par rapport a une marche sans
double support. Ces propriétés doivent permettre plus de souplesse dans les transitions
entre mouvements a différentes vitesses d’avances obtenus par optimisation. Nous avons
déja montré ici qu’il est possible de faire varier la vitesse d’avance autour d’un mouve-
ment obtenu par optimisation, en garantissant la stabilité. Notamment, rien que pour le
mouvement présenté, il est possible de I'atteindre a partir de I’arrét en un seul pas, avec

une commande appropriée en double support, comme celle que nous avons proposée.

4.3 Etude de stabilité sur tous les degrés de liberté

Dans la partie précédente nous avons étudié la stabilité des dynamiques de a. Nous
allons ici étudier la stabilité de la marche selon tous les degrés de libertés du robot.
Mais sachant que l'application de Poincaré est alors de dimension élevée, nous allons
maintenant déterminer une stabilité locale autour du mouvement cyclique de référence.
Bien que le mouvement de référence vérifie que la vitesse du pied libre juste avant impact
est nulle, lorsque nous considérons des erreurs de suivi de trajectoire, cette condition
n’est plus vérifiée. Avec le modele d’impact algébrique que nous avons utilisé, le double
support n’est théoriquement pas possible, quelque soit ’erreur. Mais nous supposerons
ici que I'impact est suffisamment faible pour que I'on obtienne un double support. Cette
hypothese vient de la réflexion que nous avons menée dans le chapitre 2. Nous n’avons pas
encore utilisé le modele d’impact que nous proposons et ne pouvons donc donner un ordre
de grandeur des erreurs possibles sur la vitesse du pied juste avant impact pour lesquelles
nous obtenons quand méme un double support.

En section 4.3.1} nous commencerons par présenter la loi de commande utilisée, qui

tient compte des contraintes de couple et de réaction du sol. Puis en section 4.3.2 nous
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présenterons la méthode de vérification de la stabilité, basée sur le calcul numérique des
valeurs propres et vecteurs propres de la linéarisation de ’application de Poincaré autour
du mouvement cyclique. Enfin en section 4.3.3 nous présenterons des résultats afin de

valider les calculs numériques de stabilité.

4.3.1 Commande du bipede

Les aspects difficiles dans la commande de ce robot bipede sont de satisfaire les
contraintes physiques durant la marche, méme si le mouvement de référence satisfaisait ces
contraintes. En effet, surtout durant la phase de double support, ces contraintes restent
proches du mouvement de reference. Un autre aspect difficile est le traitement du sous-
actionnement durant la phase de simple support. Pour cette raison, dans le chapitre § nous
choisissons d’exprimer les mouvements de référence en fonction de I’angle non actionné o
au lieu du temps, afin de définir toutes les configurations successives du bipede. Pour la
commande, nous utiliserons aussi a au lieu du temps, afin que le taux de convergence des
articulations commandées soit le méme apres un pas quelque soit la dynamique de a. Cela
peut étre fait car I’évolution de a: est monotone. Nous détaillons les schémas de commande
en simple support en figure 4.8 et en double support en figure 1 9. La présente section va

traiter des différentes parties constituant ces schémas. Nous commencons par donner le

écrire les contraintes physiques en fonction des entrées et finalement nous allons présenter

une loi de commande proportionnelle et dérivée qui prend en compte ces contraintes.

4.3.1.1 Modele en remplacant le temps par «

Pour le modele actuel du bipede les entrées sont les couples et les sorties sont les
positions et les vitesses articulaires. Nous allons considérer un modele pour lequel les
sorties qui sont des dérivées temporelles sont remplacées par des dérivées par rapport a a.
Concretement, en simple support, les sorties que nous considérons sont alors les positions
dj, 7 =1,...,4 et les dérivées partielles en «, 47, j = 1,..., 4, ainsi que . &, bien qu’étant
une dérivée temporelle, est nécessaire pour faire le lien entre les dynamiques en fonction
de a et les dynamiques en fonction du temps. En double support, les sorties que nous
considérons sont les positions d;, j = 1,2 et les dérivées partielles en «, 47, j = 1,2, q,
ainsi que Rs,. La composante R,, intervient car le double support étant sur actionné, il
est possible de commander une composante d’effort. Nous allons maintenant détailler le
calcul de ces modeles.

Le modele du bipede est constitué du modele dynamique direct obtenu & partir de (1.11),

suivi de deux intégrateurs pour obtenir les vitesses et positions. Nous allons ici détailler
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les modeles dynamiques directs du simple support et du double support en réduisant le

vecteur d’accélération complet X aux seules sorties considérées.
Pour le simple support, le vecteur accélération total X avec les contraintes de contact

(1.6) en accélération pour le pied 1 au sol s’exprime en fonction de §.

X == A:L‘,ss(Q)d + Bx,ss(Q? q) (429)

A, s est une matrice de taille (7 x 5) et B, 45 est un vecteur de taille (7 x 1). Leurs

expressions sont les suivantes.

1
Am,ss - 5if (430)
_D167 D115

0
Br,ss = 5><_11 (431)
_D167 H,

Ou Dy, est la matrice (2 x 5) constituée des colonnes 1 a 5 de Dy et Dy, est la matrice
(2x2) constituée des colones 6 et 7 de D;. Les vitesses et accélérations articulaires peuvent

s’écrire en fonction des dérivées partielles en o par la relation (4:33).

0; = 0% (4.32)
) j=1,..4
d; = 5;‘5*(542 + 7t

Ou ()* et ()** sont les dérivées premieres et secondes en .

Il est alors possible d’exprimer ¢ en fonction des dérivées partielles en o des sorties

que nous considérons.

q - Aq,ss

o ] (4.33)

Ou A, ¢ est une matrice (5 x 5) donnée par (4:34).

& 0
Aw:[ o ] (4.34)

Avec les notations précédentes, le modele dynamique (1.1) se rééerit en (4.35).

Sk

AAar7ssAq,ss + ABSE,SS +C+G=Drl'+ D?Rl (435)

§**

Le modele dynamique direct s’écrit alors (4.3G) dans le cas du simple support.
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1k

(0]
o* | = M) (Drl' — AB, . — C — G) (4.36)
Ry

Ou la matrice M, de taille (7 x 7) est donnée par (4237).

M= [ AA, Ay —DT | (4.37)

Pour le double support, le vecteur accélération total X s’exprime avec les contraintes
de contact au sol en accélération (1.6) pour le pied 1 et (1.7%) pour le pied 2 en fonction
de a, 51 et (52

i
X - Am,ds(Q) 51 + Bx,ds(Q7 q) (438)

2
A, 45 est une matrice de taille (7 x 3) et B, 45 est un vecteur de taille (7 x 1). Leurs

expressions sont les suivantes.

1
A:c,ds = 3i? (439)
_D47 D13
0-
Bm,ds - 5X11 (440)
—Dy H

Ou Dy3 est la matrice (4 x 3) constituée des colonnes 1 a 3 de D et Dy7 est la matrice
(4 x 4) constituée des colonnes 4 et 7 de D. Les matrices D et H sont définies par (4.41).

D:[D1] H:[H1] (4.41)
D, H,

De méme que pour le simple support, il est possible d’exprimer les accélérations ar-
ticulaires des sorties considérées en fonction des dérivées partielles en o de ces mémes

variables articulaires.

o «
o | = Agas | 0 (4.42)
ba o

Ou A, 45 est une matrice (3 x 3) donnée par (4.13).
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o O1><2
Agas = el 4.43
9,d 1 Ay ( )
S5c
Avec les notations précédentes, le modele dynamique (1.1) se rééerit en (4.44) en
double support.
a‘*
AAgasAgas | 07 | + AByas+C+ G =Dyl + DR, + D] R, (4.44)
a5*
Le modele dynamique directe s’écrit alors (1.45) dans le cas du double support.
C T
or*
65 | = My (Drl' — AByqs — C — G) (4.45)
Ry
Ot la matrice My, de taille (7 x 7) est donnée par (4.46).
Mas = | AA; 4sAqas -pDI DT (4.46)

4.3.1.2 Linéarisation entrée-sortie du systeme

Pour les modeles du bipede considérés, donnés par les systemes (4.36) et (4.45) suivi
d’intégrateurs, les entrées sont les couples et les sorties sont les positions et dérivées
partielles en . Nous allons écrire les couples voulus en fonction des dérivées secondes
en « désirées des variables articulaires commandées. Ces dérivées secondes en o vont
constituer les entrées de commande de notre systeme linéarisé.

En simple support, le modele dynamique inverse est obtenu a partir de (4.35). Il est
donné par 'équation (4:47). Nous avons déja inversé la modele dynamique en section 3:3.2,
mais nous le faisons ici dans le cas ou a remplace le temps, et nous donnons ici ce calcul
sans le décomposer en différentes étapes de calcul des dynamiques en «, des couples puis

des réactions du sol.

2k

(6%
I | = N2 AA, s Agsssd™ + N2 (ABy s + C + G) (4.47)
Ry

Ny est une matrice de taille (7 x 7) donnée par (4.48).
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NSS: _AAx,ssAq,ss1 DF D{ (448)

Ay ss, correspond a la premiere colonne de A, 45 et A, gs,; correspond aux colonnes 2 a

5de Ay ss.

Cette inversion permet aussi de calculer les forces de réactions du sols R; et les dyna-

miques de a.

En injectant le couple calculé avec (4.47) dans le modele dynamique (4.36), nous ob-
tenons un systeme linéarisé pour lequel les dérivées secondes en «, 6** en sortie sont celles
demandées en entrée. Le systeme a commander se réduit donc a un double intégrateur
en « avec en entrée les dérivées secondes en «, §** désirées et en sortie les positions o et

dérivées premieres en «, 6%, ainsi que la vitesse .

En double support, le modele dynamique inverse est obtenu a partir de (4.44). Tl est

donné par I'équation (4.49).

o
P 5**
R | =Nzt | A4, 04,4 —DQTI] 51* SN (ABygs + C+G)  (4.49)
2
R
2y | RZac |

Nys est une matrice de taille (7 x 7) donnée par (4.50).

Nis=| Dr DI D3 | (4.50)

Il apparait que cette inversion dépend d’un autre parametre que les dérivées néces-
saires en «, a cause du sur-actionnement. Comme dans le cadre de I'inversion du modele
dynamique présentée en section 8.3.3, nous prenons Ry, comme parametre. Ry, peut étre
considéré comme une quatrieme entrée de commande du systeme linéarisé. Ce parametre

sera déterminé avec la commande sous contraintes présentée en section suivante.

En réinjectant les couples calculés avec (4.49) dans le modele dynamique du bipede
(4.45), nous obtenons un systeme linéaire ol les entrées &*, 07% et Ry, sont égales aux
sorties. Le systeme a commander est alors un double intégrateur, ayant pour entrées &*,

077 et Rg,, et ayant pour sorties d1, d2, &, 07, 05 et Ra,.

Pour l'inversion des modeles de simple support et de double support, nous n’avons
jamais remarqué de problemes liés a une singularité, ce qui peut-étre dia au fait que les

mouvements de référence obtenus par optimisation sont loin des singularités.
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4.3.1.3 La loi de commande avec prise en compte des contraintes

Le principe de cette loi de commande sous contraintes est de calculer les entrées de
commande avec une loi de commande classique, et alors de modifier le moins possible
la loi de commande afin de vérifier les contraintes. On pourra se reporter au travail de
PERRIN [BH] concernant cette commande. Nous allons commencer par écrire les contraintes
en fonction des entrées de commande. Puis nous donnerons ’expression de la commande
sans prise en compte des contraintes. Enfin nous donnerons la méthode de modification
des entrées de commande pour vérifier les contraintes.

Nous considérons les contraintes sur les réactions du sol et sur les couples (4.4). Dans
le cas du simple support, avec le modele dynamique inverse (4.47) il est alors possible de

réécrire les contraintes (4.4) linéairement en fonction des entrées de commande.

Acss(q,4)0"" < Bess(g: ) (4.51)

A, ss est une matrice de taille (11 x 4) et B, s est un vecteur de taille (11 x 1). En
se servant des notations introduites en section %.2.1; pour écrire les contraintes en double

support sur ¢, les matrices A. s et Begs s’écrivent comme donné par (4.52).

Ac,ss - Mlll 16 (N;gl)Q’? AAz,ssAq,ssg5
(4.52)
Bc,ss == _Mlll 16 (N_1)27 (ABx,ss + C + G) - Plll

S

Ou M1 16 et Pipp sont des sous matrices de M et P données par (4.13). La matrice
Miq1 16 est constituée des lignes 1 a 11 et des colonnes 1 a 6 de M et la matrice Py est
constituée des lignes 1 a 11 de P.

De manicre similaire, les contraintes de double support (4.4) sont obtenues en fonction

des entrées de commande en utilisant I’équation (4.19).

_ " _

N .

Ac,ds(Qv Q) 5 < BC,dS(Qa Q> (4’53)
2

RQJ:

A 4s est une matrice de taille (14 x 4) et B, 4 est un vecteur de taille (14 x 1). De
méme que pour le simple support, en se servant des notations introduites en section 4.2.7;,

les matrices A, 45 et Begs s’écrivent comme donné par (41:54).

Ac,ss - Mchgl AAa:,dsAq,ds —Dng i| + |: O14><3 N }
(4.54)
B.ss=—MN,' (AB,qs +C+G) - P

Ou M, N et P sont données par (4.13).

e - -
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Nous allons maintenant présenter dans le cas sans contraintes la commande propor-
tionnelle et dérivée que nous avons utilisée. Puis nous présenterons la prise en compte des
contraintes. Nous allons utiliser la notation de r pour qualifier les grandeurs de référence,
d pour les grandeurs désirées compte tenu de la commande, ¢ pour qualifier les grandeurs
qui vérifient les contraintes, et m pour les grandeurs mesurées.

En simple support, 'expression de la commande proportionnelle et dérivée est donnée
par (4.57).

ST (07, — OT) + (S — Gi) =1, (4.55)

Dans le cas d'une implantation réelle, nous pouvons déterminer les dérivées par rapport

a a des mesures a partir des dérivées temporelles par la relation (1256).

05 = ;—m (4.56)

Le principe de la commande sous contraintes présentée ici consiste a trouver les entrées

de commande sous contraintes les plus proches des entrées de commande sans contraintes.
Pour décrire cette notion de proximité nous utilisons la norme 2. Nous obtenons le pro-

bleme & résoudre suivant (4.57).

min |85 — 07|
55reR (4.57)
14(:,5;5(5222< S Bc,ss
Il s’agit d’un probleme quadratique sous contraintes linéaires. La solution d'un tel pro-
bleme est alors unique. La solution de ce probleme restera bornée puisque des accélérations

infinies entraineraient forcément la violation des limitations de couples.

En double support, nous utilisons une loi de commande proportionnelle pour «, puisque
les dynamiques linéarisées constituent des dynamiques en « de degré 1. Nous utilisons pour

01 et 09 des actions proportionnelles et dérivées.

dd* = 027”* + kpa(dr - Oém)
(4.58)
:E:52?4_1{;”(62?_5;k,m)+kp(6z,r_5z,m) i = 172

Dans le cas d’une implantation réelle nous pouvons déterminer les dérivées par rapport
a a des mesures a partir des dérivées temporelles par les relations (4.59).
)
05 = 2 (4.59)

Om

En double support, le probleme de commande sous contraintes linéaires est similaire

au probleme du simple support.
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min | age — aql|”
[ang?l’] cR*
s (4.60)
Ac,ds S Bc,ds
2x

avec a = [a*, 6, 03"

Les coefficients des actions proportionnelles et dérivées, et de ’action proportionnelle
sont réglés de telle sorte a obtenir un régime apériodique critique. Les gains sont choisis en
fonction de la bande passantes électro-mécanique des axes du bipede, qui sont de I'ordre
de 12H z pour Rabbit.

En simulation, nous considérons que la commutation du simple support au double
support se fait lorsque 'altitude du pied s’annule. En parallele, si les erreurs de suivi font
que la valeur aygg est atteinte avant que le pied libre ne touche le sol, le mouvement de
référence pour a < apgg est défini comme 1'état de référence pour o = aygg. Cela est
nécessaire pour éviter que le pied ne touche pas le sol. En effet, vu que nous considérons
une vitesse du pied libre juste avant impact nulle, nous obtenons que le pied ne fait que
froler le sol avant de le quitter, et il y a donc un risque que le contact ne se fasse pas. La
commutation du double support au simple support se fait simplement lorsque la valeur

de aypg est atteinte.

4.3.2 Etude de la stabilité au sens de Poincaré

La stratégie de commande précédente avec contraintes amene a se poser la question de
la stabilité malgré la saturation effectuée sur les contraintes. En fait, puisque le mouvement
de référence satisfait les contraintes, il existe une petite zone au voisinage du mouvement
de référence au cours de laquelle les contraintes sont satisfaites strictement. Ainsi, nous
obtenons une convergence asymptotique localement avec le correcteur présenté, et pour les
degrés commandés. Cependant, avec le phénomene d’impact et le sous-actionnement du
robot en phase de simple support, la stabilité n’est plus assurée. La méthode de Poincaré
est ainsi un moyen de vérifier la stabilité localement autour du mouvement de référence.
La méthode de Poincaré pour des orbites périodiques consiste a étudier la stabilité de
Iintersection du mouvement avec une surface. Nous appelons application de Poincaré
I’application qui donne, pour une intersection du mouvement avec la surface, le prochain
point d’intersection avec la surface. Un point fixe de cette fonction correspond a un mou-
vement périodique et est stable si le module maximale des valeurs propres de ’application
de Poincaré linéarisée autour du point fixe est strictement inférieur a un. Dans GRIZZLE
et al. [32], ces propriétés ont été généralisées pour des systemes avec des effets impulsion-
nels, comme pour les robots bipedes.

La stabilité d’un systeme en boucle fermée sera simplement vérifiée numériquement,
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en calculant le module maximal des valeurs propres de la linéarisation de I'application
de Poincaré. A cet effet, nous utilisons la méthode de la puissance (voir MATHEWS [55])
qui permet de calculer la valeur propre de module le plus large et le vecteur propre
associé (que nous appellerons valeur propre dominante et vecteur propre dominant). Pour
notre probleme, la méthode des puissances est légerement modifiée puisqu’elle combine la
procédure de linéarisation avec la détermination des valeur et vecteur propres dominants.
Pour cela nous avons introduit la norme ||.||az,,.., qui nous permet de rester dans le
domaine pour lequel la linéarisation est bonne. Cette méthode est plus pratique pour
gérer la qualité de la linéarisation numérique, que de calculer la transformation de Poincaré
linéarisée dans un premier temps puis les valeurs propres ensuite. Soit f : R” — R” la
transformation de Poincaré, =, un point fixe de cette fonction, et la fonction g(Ax) =
f(zp+ Az) —z,. Le programme récursif suivant, avec dxg = Ax,,q, comme valeur initiale,

converge vers une paire propre dominante de la linéarisation de f autour du point fixe xz,,.

Ay = g(Axy)
A
Agpy, = 2 (4.61)
Ck+1
ck+1 - HAkaAxmaz

Ayk, j

Axmagc,j

Ayy. Ay X
de Ay, satisfaisant 1Byrs| = max 1Byl (7 est la i composante du vecteur Ayy).
Axmar,j 1<i<n Axmam,i

AZqe est le vecteur des valeurs maximales que Axy, peut prendre, de maniere a ce que la

ou la norme ||.||az,,.. est définie par || Aygl| Az, = et j est la j¥™¢ composante

transformation de Poincaré f puisse étre approchée linéairement avec une bonne précision
autour du point fixe. Pour cette raison, Az,,,, doit étre suffisamment faible mais pas trop
pour obtenir une précision suffisante du calcul des valeur et vecteur propres dominants.
En pratique, nous choisissons dans un premier temps Az, dans le domaine linéaire de
f et dans un deuxieme temps nous choisissons la précision de la simulation afin d’obtenir

une bonne précision du calcul des valeur et vecteur propres dominants.

¢y converge vers la valeur propre dominante A, et Az converge vers le vecteur propre
dominant Az, .. Par ailleurs, le taux de convergence augmente avec la décroissance du
ratio de la seconde valeur propre dominante avec la valeur propre dominante. Or dans
notre cas nous pouvons distinguer les dynamiques en § commandées tout au long de la
marche et les dynamiques en @ commandées seulement en double support. Les dynamiques
en alpha de degré 1 seront donc représentées par une valeur propre beaucoup plus grande
que les valeurs propres associées aux autre dynamiques. La méthode numérique proposée

convergera alors rapidement.
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4.3.3 Validation des résultats

Le robot bipede avec la loi de commande est simulé avec le logiciel Matlab et Simulink.
La surface que nous considérons pour ’étude de Poincaré est celle correspondant au début
de la phase de double support, juste apres 'impact. L’état du robot bipede sur cette surface
est décrit par les quatre parametres «;pgs, 01,ips, 02.:ps, d la distance entre les pieds et les
trois parametres de vitesse &;pg, 51’“35, 527“35. L’indice 1 DS correspond a I’état initial du
double support. La transformation de Poincaré est ainsi une fonction de R” dans R”. Les
dominante.

D’apres la figure 4.1(, la convergence est rapide puisqu’elle a lieu en moins de six

itérations. La valeur dominante obtenue est aussi trés faible puisque Mgz = 1073,

x107°

12

0.8 : : 4

0.6 : : 4

Ck

0.4r B

0.2r i

1 2 3 4 5 6 7 8
itération k

F1G. 4.10 — Convergence de la valeur absolue de la valeur propre dominante de la linéari-

sation de 'application de Poincaré, avec la méthode de la puissance.

Les figures 4.1 et 4.13 permettent de voir si le vecteur Az, a été bien choisi.
Le vecteur dominant normalisé correspond a une abscisse égale a un et nous pouvons
constater qu’il se trouve dans une portion linéaire puisque les valeurs propres sont a peu
pres constantes entre 0 et 1 mis a part lorsque I'amplitude du vecteur propre tend vers
0. Dans ce cas, les valeurs propres tendent vers l'infini et les imprécisions numériques
deviennent importantes. Ceci est du au bruit numérique qui augmente lorsque la norme
du vecteur propre tend vers 0. Nous avons choisi une précision de la simulation de 1072,
et nous pouvons remarquer que le bruit numérique n’est pas tres important pour le calcul
de Az

Le vecteur propre dominant est égal & Az, = [25107%; —2.91073; —4.4107%;
1.4107% 6.9; —8; —1.2]1073. Les composantes majeures correspondent a la vitesse. Il
s'avere qu’il n'y a que des erreurs de vitesse apres une phase de simple support et de

double support. Ceci est du au fait que la vitesse & n’est pas commandée en simple
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A z
19(aAT A 00) | Avimas de la linéa-

a
risation de l'application de Poincaré obtenues par différence finie selon la direction du
vecteur dominant, c’est-a-dire en prenant Az = aAx,, ..

Fi1G. 4.11 — Graphe des différentes valeurs propres A =

x10°

15

[uN

o
2]

||g<a’A'l‘/\ma‘L ) || ATmaz

F1G. 4.12 — Application de Poincaré selon la direction du vecteur dominant autour du
point fixe, c’est-a-dire en prenant Ax = aAx,, .
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support et converge donc plus lentement que les autres composantes de 1’état du robot.
Bien que les dynamiques de « soient les plus lentes a converger, elles sont relativement
rapides, puisque la valeur propre dominante est tres faible. Ceci est permis par la phase
de double support sur-actionnée. De plus ces résultats nous permettent de constater que
les dynamiques en « sont plus lentes que les autres, ce qui justifie I’étude des dynamiques

de zéro seules, comme nous 1’avons présenté en section 4.2

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une étude de la stabilité des dynamiques de zéro.
Nous avons notamment déterminé les conditions d’existence de mouvements cycliques
stables et les conditions de stabilité avec une loi de commande optimale. Nous avons entre
autre constaté qu’une infinité de mouvements cycliques stables étaient possibles, et qu’une
importante zone de convergence en un pas existait. Nous avons ainsi montré les avantages
de lI'introduction d'une phase sur-actionnée dans la marche d’un robot bipede. Nous avons
dans un second temps étudié la stabilité locale autour d’'un mouvement cyclique, selon
tous les degrés de liberté. A cette occasion nous avons constaté que les dynamiques les
moins stables sont les dynamiques de zéro étudiées précédemment. Cette observation
justifie la restriction de I’étude de la stabilité aux seules dynamiques de zéro, au moins
localement autour du mouvement de référence. Une étude autre que locale en considérant
tous les degrés de liberté, notamment la détermination du domaine d’attraction semble
impossible. De plus, bien qu’ayant utilisé un modele d’impact classique qui ne prédisait
pas de double support, nous avons supposé que les erreurs juste avant impact étaient
suffisamment faibles pour pouvoir considérer qu'un double support ait lieu. Nous avons
justifié un tel choix dans I’étude de 'impact chapitre 2. Cependant nous n’avons pas encore
utilisé le nouveau modele que nous proposons et nous n’avons donc pour 'instant aucune
idée des erreurs possibles sur les vitesses juste avant impact, afin de toujours obtenir un

double support. C’est une étude que nous comptons effectuer a I’avenir.
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Bilan des travaux

Dans cette these, nous avons touché a tous les aspects de la marche d’un robot bipede.
A savoir la modélisation, la génération de mouvements et 1’étude de la stabilité.

D’abord, en ce qui concerne la modélisation nous avons travaillé sur le modele d’impact.
Nous avons considéré des modeles d’impact rigides, 'un algébrique et 'autre différentiel.
Le modele d’impact algébrique, bien qu’encore largement utilisé est parfois incorrect, chose
corrigée par le modele d'impact différentiel. Nous avons montré que I'impact différentiel,
bien qu'un peu plus compliqué peut étre mis sous la forme d’une séquence d’impacts algé-
briques. Nous avons ensuite étudié les comportements obtenus apres 'impact en fonction
des conditions juste avant impact. Nous avons fait cette étude de 'impact avec et sans
pieds dans la perspective de I'obtention d’un double support. Nous avons obtenu pour
résultat que sans pieds, le seul moyen d’avoir une marche avec double support est d’éviter
I'impact en imposant que le pied libre arrive au sol avec une vitesse nulle. L’étude de ces
modeles d’'impact nous a également amené a remettre en cause les hypotheses de 1'im-
pact dans le cas ou des contacts ont déja lieu au moment de I'impact. Nous avons alors
proposé de nouvelles hypotheses afin d’obtenir un modele cohérent, tout en gardant un
impact instantané. Nous n’avons cependant pas étudié le nouveau modele proposé.

Ensuite pour la génération de mouvements, nous avons utilisé une méthode d’optimi-
sation paramétrique, en définissant les variables articulaires comme des fonctions poly-
nomiales. Nous avons considéré un critere énergétique et toutes les contraintes de notre
probleme, des limites articulaires, aux contraintes de non glissement et non décollement
des contacts au sol, en passant par les limites de couples actionneurs. Nous avons du faire
face au probleme du sous-actionnement du bipede durant la phase de simple support.
Pour résoudre ce probleme, nous avons notamment exprimé les mouvements de référence
en fonction de la variable non commandée. Ensuite, en posant rigoureusement le pro-
bleme d’optimisation, nous avons obtenu un probleme d’optimisation avec une hiérarchie
de contraintes, probleme que nous n’avons pas rencontré dans la littérature. Pour le ré-
soudre nous avons adapté un programme d’optimisation existant, basé sur un algorithme
SQP (sequential quadratic programming). Nous avons également développé le calcul du

gradient de maniere analytique afin d’améliorer la déroulement du processus d’optimisa-
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tion. La résolution de ces problemes nous a permis d’obtenir un programme d’optimisation
robuste et rapide. En effet le temps d’optimisation est inférieur a deux heures, il est pos-
sible de démarrer I'optimisation avec des conditions initiales au hasard, et ’algorithme
converge vers la méme solution, quelques soient les conditions initiales au hasard. Une
comparaison avec une génération de mouvements de marches similaires générées avec le
principe du maximum de Pontryagin nous a montré que nos résultats sont quand méme
sous-optimaux.

Enfin nous avons effectué une étude de la stabilité des dynamiques de zéro, constituée
des dynamiques de la variable non commandée en simple support, et des dynamiques de
la méme variable, alors commandée, en double support. Pour ces dynamiques de zéro nous
avons obtenu des preuves analytiques de stabilité, et nous avons déterminé le domaine de
convergence. Nous avons ainsi prouvé l'intérét de la phase de double support sur actionnée
pour stabiliser la marche du bipede. Nous avons également étudié de maniere classique
la stabilité de toutes les dynamiques mais seulement localement autour du mouvement
de référence. Nous avons notamment constaté que les dynamiques les moins stables cor-
respondent a celles étudiées précédemment, confirmant par la la pertinence de 1’étude de

stabilité précédente.

Perspectives

Tout d’abord, sur I’étude du modele d’impact, nous avons proposé un nouveau modele
que nous comptons utiliser et étudier plus avant. Ensuite, sur la génération de mouve-
ments, nous avons utilisé un programme d’optimisation classique pour résoudre le pro-
bleme d’optimisation particulier que nous avons. Ce programme n’est pas completement
satisfaisant, et nous comptons au moins utiliser le programme plus adapté fsqp, voire a
écrire nous meéme un programme d’optimisation pouvant gérer un nombre variable de
criteres et de contraintes. Il serait également intéressant d’enrichir les mouvements pos-
sibles en augmentant le nombre de parametres d’optimisation, afin d’améliorer la solution
obtenue. Nous pensons faire cet enrichissement en utilisant des B-splines ou une autre mé-
thode pour laquelle les points de contréle n’ont qu'une influence locale sur le mouvement.
Enfin, pour compléter I’étude de stabilité, nous prévoyons d’abord d’étudier la robustesse
de l'obtention d'un double support face a des erreurs de suivi de trajectoire. Pour cela, il
nous faut utiliser le nouveau modele d’impact que nous proposons, puis valider ce modele
avec une modélisation compliante du contact entre le robot et le sol.

Enfin il est évident que des essais expérimentaux seront nécessaires pour confirmer les
études que nous avons menées dans cette these.

La génération de mouvements présentée dans cette these sera également 1'objet d’une

extension pour le robot humanoide HRP2 évoluant en trois dimensions.
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Annexe A

Etude de ’approximation sur

I’inertie moteur

Nous présentons ici les résultats d'une étude de 'approximation de la prise en compte
de effet des inerties moteurs dans la modélisation du robot Rabbit. Pour ce faire nous
comparons pour une marche donnée les couples calculés avec le modele dynamique inverse

dans le cas avec I'approximation et le cas sans ’approximation.
Dans le cas avec I'approximation, I’énergie cinétique de rotation des moteur est donnée

par (A.1).

Bt = 31(Np)?

Eema = %IWQ(N‘;?V . (A.1)
Eems = 51m3(N (02 + 03))?

Eena = 31,,u(Ny)?

Dans le cas sans 'approximation, I’énergie cinétique de rotation des moteurs est donnée
par (AL.2).

Eem = 11 (05 — Noy)?

Eemy = 3Ima(05 + N02)* (A2)
Eems = $Im3(03 + N (02 + 03))? '
Eena = 1104(04 — N, )?

La figure A7) présente les couples nécessaires pour suivre le mouvement de référence,
calculés a partir du modele sans approximation. La figure A2 représente 'erreur absolue
entre les couples nécessaires calculés avec 'approximation et sans ’approximation. La
figure A 3 représente I'erreur relative du calcul des couples. Le tableau 'A 1 présente les
erreurs moyennes pour chacun des couples calculés. Nous pouvons constater figure .2
que l'erreur absolue peut atteindre 0.7 N.m pour des couples de l'ordre de 30-40 N.m.

Cependant en moyenne cette erreur ne dépasse pas 0.27 N.m. Figure A.3 nous consta-
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tons que l'erreur relative peut prendre de tres grande valeurs lorsque les couples tendent
vers zero, mais en dehors de ces pics nous pouvons voir qu’elles sont de l'ordre de 2 %.
Tableau A1 nous voyons qu’en moyenne 'erreur relative est de 5 % pour I's.

De cette étude nous voyons que ’approximation de la composante absolue dans I’éner-
gie cinétique des moteur est une bonne approximation, méme si elle n’est pas complete-

ment négligeable.
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Fi1G. A.1 — Couples nécessaires pour suivre le mouvement de référence en considérant le
modele sans approximation
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Fi1c. A.2 — Erreurs absolues entre les couples nécessaires pour suivre le mouvement de
référence en considérant le modele sans approximation et avec approximation
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Fi1Gc. A.3 — Erreurs relatives entre les couples nécessaires pour suivre le mouvement de
référence en considérant le modele sans approximation et avec approximation

Iy [ | T [ 1y
erreur absolue moyenne en N.m | 0.13 | 0.20 | 0.27 | 0.19
erreur relative moyenne en % | 1.56 | 4.10 | 5.01 | 1.83

TAB. A.1 — Erreurs absolues et relatives moyennes commises pour chacun des couples
lorsque 1'on considere le modele approximé
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Annexe B

Comparaison de la formulation

d’impact avec frottement de Brach

(8] et de la formulation d’impact de

la section 2:2

Nous commencons par rappeler les équations du modele d’impact avec frottements
de BRACH [B]. Cette formulation est écrite seulement pour l'impact entre deux solides
rigides. HURMUZLU et CHANG [BY] généralisent cet impact au cas de double contact.
Dans HURMUZLU et MARGHITU [BY] cet impact algébrique est généralisé pour un nombre
arbitraire de contacts juste avant impact, mais la formulation de I'impact est différente.
Aucune comparaison n’est faite entre la nouvelle formulation utilisée et I’ancienne. Bien
qu’elles soient proches, I’équivalence ne nous semble pas évidente. Nous avons choisi d’'uti-
liser cette derniere formulation, qui nous semble plus correcte, présentée en section 2.4.
Nous comparons ici la formulation de Brach et celle que nous avons utilisée pour le mo-
dele algébrique. Cette comparaison se limitera au cas d’un coefficient de restitution nul.
Nous verrons que dans certains cas d’indétermination la formulation de Brach détermine
arbitrairement une solution parmi les solutions existantes.

Nous commengons par donner les lois de comportements au niveau des contacts avec la
formulation de Brach, pour un impact multi-contact. Pour écrire ces lois de comportements
tenant compte du frottement, BRACH [§] introduit d’abord la grandeur p qui est le rapport

des réactions d’'impact tangentielle et normale donné par (B.1) pour un contact .

IR-m
L= 2 B.1
=, (B.1)

Ensuite pour un contact ¢, est définie la valeur pg; qui est obtenue dans le cas ot 'on
considere que le contact a une vitesse nulle a la fin de 'impact. La valeur p,,; est également

définie. Elle correspond a la valeur de p; pour laquelle I’énergie perdue en cours d’impact
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est maximum. Dans HURMUZLU et CHANG [3§], la loi de comportement du contact i de

non décollement incluant le glissement ou non est donnée par le systeme (B8.2).

|| = min (f, |p0])
sign(p;) = sign(fio;)
Vie =0

Ip,.>0

(B.2)

Dans le cas du contact qui rentre en collision, la loi du comportement tangentiel est
différente pour tenir compte des problemes de gain d’énergie possibles lors de I'impact.
Ces gains d’énergie apparaissent du fait de la mauvaise prise en compte du phénomene
d’inversion de la direction de glissement par le modele algébrique. Nous avons discuté ce
probleme dans le chapitre sur I'impact. Les gains d’énergie liés a ce probleme n’appa-
raissent que lorsque le coefficient de restitution est non nul. Vu que nous considérons un
coefficient de restitution nul pour le robot bipede, nous ne sommes pas concernés par ce
probleme. Nous présentons cependant la prise en compte de ces gains d’énergie mais n’en
tiendrons plus compte par la suite. Pour prendre en compte ces gains d’énergie possibles,
est défini la valeur ur qui correspond a la valeur de u. du contact qui rentre en collision
avec le sol pour laquelle la perte d’énergie est maximum. La loi de comportement du

glissement du contact rentrant en collision est alors donnée par (B.3) dans BRACH [§].

|Nc| = min (f7 |l’I’OC|7 |”T|)
sign(fe.) = sign(fme) (B.3)
IRCZ >0

Dans HURMUZLU et CHANG [38], la loi de comportement du contact rentrant en

collision est légerement différente. Elle est donnée par (B.4).

|pe| = min (f, [pocl, |pr])
sign(p.) = sign(poe) (B.4)
Ig.. >0

Ces deux formulations des lois de comportement du glissement semblent équivalentes
pour les exemples traités dans la littérature. Cependant a notre connaissance, aucune
preuve d’équivalence n’existe, en particulier dans le cas multi-contact.

Dans notre cas ou nous ne tenons pas compte des gains d’énergie possibles, la loi de
comportement (B.4) sur le contact qui rentre en collision avec le sol est identique a celle
des autres contacts (13.2).

Nous comparons maintenant les formulations de ces lois de comportement. Deux cas
vont se présenter suivant que |p;| < f ou || > f. Sinous sommes dans le cas ou |ug;| < f
la loi de comportement (3.4) nous donne p = pg;. Dans ce cas, la loi de comportement

(B.4) est completement équivalente a la loi de comportement (3.3).
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—fIp,. <Ip. < flg,.
{ g, < IR, [g, (B.5)

Vie =0

Cette loi de comportement est exactement celle de non glissement (2.7%).

Dans le cas de la loi de comportement (8.3), nous avons p = sign(fim;)|so:]. Dans le
cas ol Sign(fi,,;) = sign(pmoi), nous obtenons également la relation (B.3). Par contre, s’il
s'avérait que sign(p,;) # sign(fimoe;) nous aurions —fIg,. < Ir,, < flg,. et VI # 0,
ce qui n’est pas un comportement d’impact possible. Nous ne savons pas si ce dernier
cas est possible, mais pour étre stur de I'éviter, il nous semble plus judicieux de choisir
p = sign(poi)|oi-

Dans le cas ol |ug;| > f nous avons alors p = sign(ug;)f, ou encore (IB.G) en considé-

rant la condition de non décollement Ip,, > 0 vérifice.

I, = fsign(Iro,e) I (B.6)

Ou Igp,, est la solution de 'impact en considérant V. = 0.
Il s’agirait maintenant de montrer que cette relation (B.G) est équivalente a la loi de

comportement de glissement (2:8) rappelée ici.

I = —fsign(Vi)In,.

Pour cela il faudrait donc montrer que Igy,, est de signe opposé a V. la solution de
I'impact en considérant la loi de comportement de glissement donnée par (2.8). Nous
n’avons pas réussi & montrer dans le cas multi-contact que Igg,, est de signe opposé a V!
Cependant, des deux formulations, il nous semble plus juste de considérer celle imposant
IR, de signe opposé a V.:. En effet dans le cas d’un frottement cette condition doit étre
vérifiée. Et en imposant Ip,, du signe de I, nous ne savons pas si nous risquons de
prendre une solution qui ne vérifie pas cette condition, au détriment d’une autre solution,
qui elle vérifierait cette condition. De la méme fagon pour la loi de comportement (B.3), il
serait a priori possible d’obtenir une solution qui ne vérifie pas la condition de glissement
sign(lg,,) = —sign(Vi,).

Nous avons également constaté des indéterminations pour le modele d’impact algé-
brique dans le cas du robot bipede, pour lesquelles la formulation de BRACH [§] ne
donnerait pas une des possibilités de solution. Il s’agit du cas ou le bipede est dans la
configuration figure 13.1. Nous donnons figure 3.2 et figure 8.3 les zones des comporte-
ments pour lesquels il y a indétermination. Nous constatons bien que qu’il y a une zone de
superposition correspondant a la zone d’indétermination. Les deux comportements pré-
sentés correspondent a un double support sans aucun glissement et un double support
avec glissement. Or la formulation de la loi de glissement (8.2), lorsque le glissement et le

non glissement sont possibles, donnera seulement le cas du non glissement correspondant
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a [ = po; puisqu’alors |pg;| < f.

T
0.8

0.7

0.6

0.5~

0.4

0.3

0.2

0.1

Fic. B.1 — Configuration d’indétermination pour laquelle la formulation de la loi de glis-
sement de BRACH [§] n’aurait donné qu’une solution.

-120f , .

-140 [l Ds sans glissement

-160 - al

-180 I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

coefficient de frottement f

FiGc. B.2 — Représentation de la zone de double support sans glissement en fonction de
et f dans le cas d’une indétermination.

Pour conclure, en 'absence de certitude que les formulations de BRACH [§] et HUR-
MUZLU et CHANG [38] soient équivalentes a celle présentée dans HURMUZLU et MARGHITU
[B9] et que nous avons utilisée, il vaut mieux utiliser cette derniere formulation, pour la-
quelle nous sommes str que la condition de glissement est vérifiée, et qui en tout cas ne

réduit pas les solutions possibles arbitrairement.
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-120 : .
[ DS glissement pied arriere<0

-140f .

-160 - al

-180 L L L L L L I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

coefficient de frottement f

Fi1Gc. B.3 — Représentation de la zone de double support avec glissement du pied arriere
en fonction de 0 et f dans le cas d’une indétermination.
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Annexe C

Equations des différents
comportements du modele d’impact

algébrique

Nous présentons ici les différentes variantes du modele d’impact algébrique selon le
comportement apres impact considéré, dans le cas du modele sans pieds. Ces variantes
sont obtenues a partir du systeme (2.13) avec les lois de comportement. La loi du non
rebond et glissement du pied 2 rentrant en contact avec le sol est donnée par (2.11). La
loi de non rebond et non glissement du pied 2 est donnée par (2.13). La loi de décollement
du pied 1 déja en contact au moment de I'impact est donnée par (225). La loi de non
décollement et glissement du pied 1 est donnée par (2.9). Enfin la loi de non décollement

et non glissement du pied 1 est donnée par (2.1(}).

Nous avons également des relations sur les vitesses des extrémités des jambes juste
avant I'impact, sachant que le bipede est en simple support sans glissement juste avant
I'impact. Elles sont simplement données par la condition (1)), qui signifie que le pied 1

est fixe au sol.

U ] (1)

Dans le cas du double support sans glissement des pieds, le systeme d’équations d’im-

pact est donné par (IC.4) sous les conditions (C.3) de non glissement des pieds.
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( 0 [
0 | =DTA'D ]Rl ]
—Vy R
0
V'l-i- — (02)
L O -
- 0 -
=1,
\ L J
f Riz =~ IR f Ry (C?))
_fIRgz S IRzm S fIRgz

Dans le cas du double support avec non glissement du pied 1 et glissement du pied 2
dans le sens positif, le systeme d’équations d’impact est donné par (C.4) sous les conditions
(C.5) de non glissement du pied 1, de glissement du pied 2 dans le sens positif et de non
rebond du pied 2.

0
0 Ik,
= DTA'D | —fIp..
Vot — Vi, T
[Rzz
Vi
i (C.4)
w-|o]
Vil =0
L IRQ(E = _fIRzz
_fIRlz S ]R1J: S fIRlz
IRgz >0 (05)
Vor >0

Le cas de double support avec non glissement du pied 1 et glissement du pied 2 dans le
sens négatif est tres proche du cas précédent. Le systeme d’équations d’impact est donné
par (C.0) sous les conditions (C.7).
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0
0 Ir,
= DTA'D | fIp.
Vit = Vi, ";RQ
Vi i
. (C.6)
W= ]
0
Vot =0
IRgx - fIRQZ

_fIR1z S ]R1m S fIRlz
IRgz >0 (07)
Vor <0

Dans le cas du double support avec glissement du pied 1 dans le sens positif et non
glissement du pied 2, le systeme d’équations d’impact est donné par ({7.8) sous les condi-
tions (1.9) de non décollement du pied 1 et glissement dans le sens positif, et de non

glissement du pied 2.

([ vii —fIg,.
0 =DTAID IR, .
_V2_ ]RQ
Vit =0 (C.8)

L ]Rlx - _f]R1Z

IRlz >0
Vieg >0 (C.9)
_f[Rgz S [Rgx S fIRgz

Dans le cas du double support avec glissement du pied 1 dans le sens négatif et non
glissement du pied 2, le systeme d’équations est tres proche du cas précédent. Le systeme

d’équations d’impact est donné par (IC.10) sous les conditions (C.11) .
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Vi, J 1R, -
0 | =DTA'D| Iy.
—Vy Ir,
Vii=0 (C.10)

{ [Rye = [IR,-

IRlz >0
Vie <0 (C.11)
_f[RQZ é [RQCE S fIRQZ

Le cas du double support avec glissement des deux pieds dans le sens positif est donné
par le systeme d’équations (C.12) sous les conditions (C.13) de non décollement du pied
1 et glissement dans le sens positif, et de non rebond du pied 2 et glissement dans le sens

positif.

‘/1—; _fIRlz
! _praip| m
Vo = Vag — 1R,
_‘/2_ IR z
N 2 C.12
V=0 o
Vo =0
[R1x = _f[R1Z
L IRQI‘ - _f]RQZ
]Rlz >0
Vie >0
! (C.13)
[Rgz >0
Vor >0

Le cas du double support avec glissement des deux pieds dans le sens négatif est
proche du cas précédent. Ce cas est représenté par le systeme d’équations (C.14) sous les
conditions (C.13).
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vl—; fIRlz
0 _pra-ip| Im
‘/2—; ‘/2; f[R2Z
_‘/2_ IRQZ
? C.14
Vi =0 o
Voo =0
IRlx - f]Rlz
L Isz - f[Rgz
]Rlz >0
Vie <0
' (C.15)
IRgz >0
Vor <0

Le cas du double support avec glissement du pied 1 dans le sens positif et glissement
du pied 2 dans le sens négatif est proche du cas précédent. Ce cas est représenté par le

systeme d’équations (C.16) sous les conditions (C.17).

‘/1—; _fIRlz
! _pra-ip| '
‘/QJar: - ‘/2; f[RQZ
-V, In,,
v 022 e (C.16)
1z —
Vit =
[R1x = _f[R1z
\ -[Rza,’ - fIRQZ
]Rlz >0
Vie >0
P (C.17)
Roz
Vor <0

Le cas du double support avec glissement du pied 1 dans le sens négatif et glissement
du pied 2 dans le sens positif est proche du cas précédent. Ce cas est représenté par le

systeme d’équations (C.18) sous les conditions (C.13).

| St
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‘/1_; fIRlz
0 _pra-ip| Ime
V;:c— - ‘/2; _fIRQZ
_‘/2_ IRQZ
N C.18
V=0 o
Voo =0
]R1a: - fIRlz
IRQiE - _f-[Rgz
]Rlz >0
Vie <0
! (C.19)
IRgz >0
Voe >0

Dans le cas du simple support sans glissement du pied 2, le systeme d’équations d’im-

pact est donné par (C.20) sous les conditions (IC.21) de non glissement du pied 2 et

décollement du pied 1 vers le haut.

Vit 0
' | =DTA'D| 0
_VQ—
— - IR2
v |0 (C.20)
2 ] 0 |
e
Ip —
Ry 0
\ L _
Vit >0
1z ~ (C.21)
_fIRQZ S -[Rzm S f]RQZ

Dans le cas du simple support avec glissement du pied 2 dans le sens positif, le systeme

d’équations d’'impact est donné par (C.22) sous les conditions (C.23) de décollement du

pied 1 vers le haut, et de non rebond du pied 2 et glissement du pied 2 dans le sens positif.

;

v ’
0
Vor = Vo, | =DTATID
—V_ _fIRQZ
2z
IR z
? C.22
Vi =0 o

=

]Rzaf - _f]Rzz
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Vit >0
[RQZ>O
Vo >0

(C.23)

Dans le cas du simple support avec glissement du pied 2 dans le sens négatif, le systeme

d’équations d’impact est tres proche du systeme précédent. Ce systeme d’équations est
donné par (IC.2%4) sous les conditions (C.25).

(

V1+
Vot = Vg, | = DTATID
—Va,
Vyl =0
0
In, =
\ ]RQZ' = f‘[RQZ
Vit >0
IRQZ >0

Vae <0

0
0
f[Rgz
I
fia (C.24)
(C.25)
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Annexe D

Modélisation et étude de 'impact

avec des pieds sans masse

D.1 Introduction

Dans cette annexe, nous avons étudié des impacts avec des pieds, car nous avons
prouvé que sans pieds il n’était pas facile d’obtenir une phase de double support, et nous
espérons que la présence de pieds permette que le double support soit possible, comme
c’est réellement le cas pour 'homme. Il est également intéressant d’étudier le cas avec
des pieds car une marche sans pieds n’est qu’'une étape avant d’étudier une marche avec
des pieds. A notre connaissance aucune étude d’impact d’un robot avec des pieds n’a été
menée a ce jour. Nous avons choisi d’étudier le cas de pieds sans masse car 1’étude est alors
plus simple. En effet, il est possible de mener ’étude de I'impact avec des pieds, comme
nous l’avons fait pour le robot sans pieds, en utilisant le modele du robot sans pieds avec
de légeres modifications. De plus cette approximation des pieds sans masse nous semble
bonne, vu que pour 'homme par exemple, les parametres inertiels des pieds sont faibles

devant ceux des autres corps.

Pour une marche avec des pieds, 10 scénarios représentés sur le schéma .1 nous
semblent possibles ot nous obtenons au moins une phase de double support (certains
scénarios représentés ne donnent pas de phase de double support). La premiere ligne
correspond aux cas ou le pied arriere est en rotation sur l'extrémité, c’est-a-dire qu'un
basculement a eu lieu en cours de simple support. La deuxieme ligne correspond aux cas
ou I'impact a lieu lorsque le pied arriere est resté a plat jusqu’a I'impact.

Ces 10 scénarios font intervenir 4 variantes d’impact différentes en fonction des condi-
tions juste avant impact pour chacun des pieds. Ces 4 variantes d’'impact différentes sont
récapitulées dans le tableau D.1;.

Le but de la présente étude va étre de déterminer les comportements possibles apres

impact pour chacune des 4 variantes d’impact, et d’en déduire les scénarios possibles,
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Impact - -
SS sur le pied du talon D.S rotaﬂon !mpact A D.S rota.tl‘on
s . pied arriere du pied avant a pied arriere
arriere en du pied avant . . ) . ; .
: ) . rotation pied plat rotation pied pied avant a
rotation rotation pied N
- avant arriere plat
arriere
SS sur le pied
avant a plat
LTS DS pied Impact DS pied
. du talon . . N s
SS sur le pied . arriére a plat du pied avant a arriére a plat
N du pied avant . . . s . N
arriere a plat . - rotation pied plat pied arriere a pied avant a
pied arriere
a plat avant plat plat

Fi1G. D.1 — Différents scénarios possibles pour avoir une phase de double support avec des

pieds
comportement comportement du
du pied avant a | pied arriere avant
I'impact impact
impact sur le talon a plat
impact sur le talon en rotation
impact a plat a plat

en rotation

impact a plat

TaB. D.1 — Tableau récapitulatif des impacts possibles avec des pieds

avec les conditions sur 'orientation des pieds et le coefficient de frottement du sol. Dans
un but de simplification, nous étudierons la configuration de marche présentée figure 2.4
pour tous les impacts. Ceci entraine également que nous considérerons la hauteur des deux
chevilles toujours identiques, alors que pour les différentes situations d’impact cela n’est
pas vrai sur un sol plat. Nous présenterons les modeles des 4 impacts en section .2, et
nous donnerons les caractéristiques de chaque modele et les scénarios possibles en section

).3. Enfin section 1.4 nous donnerons des conclusions.

D.2 Présentation des modeles d’impact avec pieds

Les modeles d'impact avec des pieds sans masses peuvent s’écrire avec les mémes mo-
deles d’impact que sans pieds, la différence se situera au niveau des lois de comportement
au niveau du sol, qui seront réécrites au niveau des chevilles. Nous considérerons donc les
équations d’'impact réduites aux relations au niveau des chevilles (2.13) pour le modele
algébrique et (£.2T) pour le modele différentiel obtenus pour le robot sans pieds. Bien

quayant vu dans la section 2.4 que le modele algébrique donnait parfois de mauvais ré-
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sultats, nous allons ici I'utiliser car nous verrons que le modele différentiel se ramene au
modele algébrique dans certains cas.

Les 4 modeles d'impact a étudier se différencient en fonction des situations possibles
pour chaque pied. Pour le pied arriere il peut y avoir deux situations :

— le pied arriere est a plat au sol

— le pied arriere est en rotation autour de l'extrémité

Pour le pied avant qui rentre en contact avec le sol, il peut y avoir deux situations :

— le pied avant touche le sol avec le talon

— le pied avant touche le sol avec le plat du pied

Apres avoir donné des notations nécessaires pour la prise en compte des pieds avec les
modeles sans pieds, nous donnerons les lois de comportements de chaque pied en fonction

que le pied est en appui a plat ou sur 'extrémité du pied.

D.2.1 Notations pour la prise en compte des pieds

Nous définissons l'orientation de ’axe passant par la cheville et I'extrémité du pied par
rapport au sol. Ces angles, 6; pour le pied 1 a I'arriere et 6y pour le pied 2 a I'avant sont
représentés sur la figure D.2. Ces angles sont comptés positifs dans le sens trigonométrique.

<17 7 N PPN . . — — :
Nous considérons également les reperes liés a ces orientations (@', 2’,) pour le pied 1

sens
positif

et (Zq,, Z9,) pour le pied 2.

w|

0

Fic. D.2 — Notation de l'orientation des pieds pour les besoins de I'impact.

Dans un souci d’analogie avec le cas sans pieds, nous noterons Vi et V5 les vitesses
des chevilles, et I, et I, les réactions des pieds sur les chevilles. Il est a remarquer que
les pieds étant sans masse, le principe fondamental de la dynamique appliqué aux pieds
nous donne que I, et Ip, sont aussi les réactions du sol sur les pieds. De plus les points
d’application de ces réactions du sol sur les pieds seront sur les droites passant par les

chevilles et ayant pour direction les réactions du sol, comme représenté figure .3,
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<« IR,

F1G. D.3 — Propriétés des réactions du sol sur les pieds et des réactions des pieds sur les
chevilles, compte tenu que la masse des pieds est nulle.

Nous notons également dans les reperes liés aux pieds les vitesses Vip, du pied 1 et Vs,
du pied 2 et les réactions du sol Ir,p, du pied 1 et Ir,p, du pied 2 dont les relations avec
ces grandeurs dans le repere (7', Z') sont données par les équation (1.1)), (10.2), (I).3) et

(12.4).

Vig, = My, Vi (D.1)
Vag, = My, Vs (D.2)
Ir,0, = Mo, Im (D.3)
Ir,0, = Mo, IRo (D.4)

B i sin(f;) —cos(6;) ]
| cos(f1)  sin(6:)
i sin(fy) — cos(fs) ]

Ms, = | cos(f2)  sin(6:) (D-6)

Lorsque le pied bascule autour d’une de ses extrémités, les vitesses des points de contact
des pieds avec le sol ne sont plus les mémes que celles des chevilles. Nous introduisons
alors les vitesses de ces extrémités des pieds V,; pour l'extrémité du pied 1, V.o pour
I'extrémité du pied 2, ainsi que V.19, et Veop, lorsque ces vitesses sont exprimées dans les
reperes liés aux pieds. Ces vitesses sont représentées sur la figure D.4. Les relations de

passages du repere absolu aux reperes liés aux pieds sont les mémes que pour les vitesses

des chevilles (D.1)), et (D.2).
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F1c. D.4 — Notation des vitesses des extrémités des pieds V., et V.o et des distances entre
les chevilles et les extrémités des pieds d; et d».

Nous donnons ici les relations (D.7) et (D.§) de passage des vitesses des extrémités
des pieds aux vitesses des chevilles, faisant intervenir la notation des distances présentée

sur la figure D 4,

Vieo, = Verao, — d16, (0.7)
‘/1291 - ‘/61291
Vozgy = Visag, — dabo (D8)
‘/2292 - ‘/62292

D.2.2 Lois de comportement pour le pied arriere a plat

Dans le cas ou le pied arriere est a plat au sol, il peut avoir les comportements suivants :

— le pied arriere reste a plat au sol sans glisser

— le pied arriere reste a plat au sol en glissant

— le pied arriere bascule autour de son extrémité avant sans glisser

— le pied arriere bascule autour de son extrémité avant en glissant

— le pied arriere décolle du sol

Pour simplifier I’étude, nous ne considérons pas le basculement du pied arriere autour
du talon bien que d’un point de vue théorique cette situation puisse arriver. Nous pensons
que ce comportement est tres dur a obtenir, sinon impossible, dans les cas que nous allons
étudier, et sa non prise en compte ne changera donc pas les résultats de I'étude.

Nous détaillons maintenant les équations pour chacun des cas sur le pied arriere. Ces
équations s’écrivent au niveau du contact entre le pied et le sol, mais nous les présentons
ici ramenées en des conditions sur les vitesses de la cheville et les réactions du pied sur
la cheville. Nous faisons cela pour avoir une formulation de 'impact avec les modeles que
nous avons déja présentés pour le robot sans pieds.

Les équations du cas ou le pied reste au sol sans glisser sont données dans le cas du

modele algébrique par (D.J) incluant les contraintes associées. Dans ce cas, le pied restant
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fixe la vitesse du pied est nulle comme pour la cheville, nous écrivons donc directement

les équations de non décollement sans glissement au niveau de la cheville.

_fIRlz S IR1$ S f-[Rlz (Dg)
IR1$91 Z 0

On retrouve les conditions de non décollement et non glissement du robot sans pieds
(2-10) avec en plus la derniere inégalité de (D.J) qui correspond a la condition de non
basculement du pied autour de 'extrémité avant. Elle correspond au fait que le point
d’application de la réaction du sol sur le pied est situé sur le pied. Cette équation s’écrit
simplement sur la réaction au niveau de la cheville a partir des propriétés reliant les
réactions du sol sur le pied et du pied sur la cheville représentées figure 1.3 du fait que le
pied est sans masse.

Les équations du cas ou le pied reste au sol en glissant sont données dans le cas du
modele algébrique par (D.10) incluant les contraintes associées dont la condition de non
basculement. Comme pour le cas précédent, le pied n’étant pas en rotation, la vitesse de la
cheville est la méme que tout point du pied, nous écrivons donc directement les équations

de non décollement avec glissement au niveau de la cheville.

Vi =0

Irye = — fsign(Vii)Ig,.
Ig,» >0

IR 20, > 0

(D.10)

On retrouve les équations du cas de non décollement et glissement du robot sans pieds
(2.9) avec comme le cas précédent la condition de non basculement.
Les équations du cas ou le pied bascule sans glisser sont données dans le cas du modele

algébrique par (D.11}) au niveau de extrémité du pied.

Vi =0

IR1{1791 =0

_fIRlz S [R1:c S fIRlz
6 <0

(D.11)

Ces relations sont équivalentes a celles d’une condition de non décollement et non
glissement comme (2.I0) pour le robot sans pieds, mais avec deux relations supplémen-
taires : la deuxieme relation correspond au fait que la réaction du pied est située le long
de I'axe Z'g,, lors d'un basculement et la derniere relation signifie que le pied ne bascule
pas en pénétrant dans le sol. Par les relations cinématiques sur les vitesses (D.7) et les
relations de changement de repere (D.1}) nous déduisons de nouvelles équations portant

sur les vitesses des chevilles (D.12).
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Vlerel =0
Ig 20, = 0
—fIRr,z < IRy < fIg,:
Vieo, = 0

(D.12)

La derniere inégalité est la relation de non pénétration dans le sol lors du basculement.

Elle peut aussi s’écrire V7 > 0 dans le cas ot 0; € [5,7].

Les équations du cas ou le pied bascule en glissant sont données dans le cas du modele
algébrique par (D.13) au niveau de l'extrémité du pied.
( V+

elz

=0

Ig 26, =0

4 Iriw = —fsign(Vi,) g, (D.13)
Ig,. >0

07 <0

\

On retrouve les conditions de non décollement avec glissement du robot sans pied (279)
mais avec les deux mémes relations supplémentaires que le systeme (D.11) : la deuxieme
relation qui correspond & ’alignement de la réaction du sol avec I'axe 2y, , et la derniere
relation de non pénétration dans le sol. En faisant intervenir les relations cinématiques
(D.7) et les relations de changement de repere (D.3) et (D.1) et en simplifiant le systéme
on obtient 'un ou 'autre des cas (1).14) et (D.13). Ces cas on été obtenus en considérant
que 0; € [5, 7], ce qui est le cas des robots bipedes. Les équations seraient différentes pour

d’autres valeurs de 6,.

Ip,z0, =0

cos(01) — fsign(ViZy, ) sin(01) =0 (D.14)
Vii >0

Ig,.0, 2 0

L’équation (D.174) n’est valable que lorsque lorientation du pied est située selon le
cone de frottement. Dans ce cas il y a glissement du pied en basculement avec des efforts
non nuls du sol. Il y a une infinité de solutions, le systeme (D.12) n’introduisant qu’'une
équation supplémentaire. Dans la future étude des comportements possibles apres impact,

nous ne tiendrons pas compte de ce cas car il se réduit a une frontiere.

Ip, =0

cos(6y) + fsin(#y) <0
Vii=0

Vig, <0

(D.15)
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Cette équation (D.173) est obtenue lorsque I'orientation du pied est en dehors du cone
de frottement. La contrainte sur l'orientation de 6, la deuxieme ligne de (D.17) vient du
fait que nous avons considéré le glissement impossible lorsque les efforts du sol qui sont
selon la direction #; sont dans le cone de frottement. Cette contrainte n’est pas évidente a
priori car le pied sans masse peut se mettre a glisser sans efforts du sol, et donc pourrait
glisser méme lorsque 7'y, est dans le cone de frottement. Pour expliquer rigoureusement
cette contrainte supplémentaire, il faudrait peut-étre étudier le comportement du pied
lorsque ses parametres inertiels tendent vers 0, étude qui ne nous semble pas simple.
Pour justifier 'introduction de cette contrainte, nous nous contenterons de sa cohérence
physique et de constater que son introduction a permis de lever I'indétermination entre le
glissement et le non glissement lors du basculement et n’a pas introduit d’inconsistance.

La contrainte donnée en derniere ligne de (D.17) signifie que pour avoir cette phase de
glissement V.9, doit étre vers le sol. Il nous parait logique que si la composante Vg, est
dirigée hors du sol il y aura plutot un décollement du pied. Mais cette contrainte, bien que
paraissant logique n’a pas été obtenue a partir des conditions de contact sur 'extrémité du
pied (D.13). Comme pour le cas de la contrainte sur 'orientation de 6y, nous pensons que
cette contrainte pourrait étre obtenue en considérant le probléeme avec des pieds de masse
non nulle puis en faisant tendre la masse des pieds vers 0. L’ajout de cette contrainte a
également permis de résoudre une indétermination sans ajouter d’inconsistance.

Nous pouvons remarquer que le cas du basculement avec glissement (1).17) entraine
que les réactions du sol sont nulles, ce qui correspond également aux équations d'un
décollement du pied arriere. Ces réactions sont nulles car les pieds sont sans masse. En
quelque sorte, un effort nul suffit a mettre le pied en rotation pour qu’il ne pénetre pas le
sol. La encore, il faudrait étudier le comportement du pied lorsque la masse du pied tend
vers ( pour obtenir cette contrainte plus rigoureusement.

Les équations du cas ou le pied décolle sont données dans le cas du modele algébrique

par (D.104) incluant les contraintes associées.

I, =0
Vii >0 (D.16)
Vitg, 20

201

On retrouve les conditions de décollement du robot sans pied (275) mais avec la relation
supplémentaire de non pénétration de I'extrémité du pied dans le sol, située a la derniere
ligne. Comme pour le cas de du basculement avec glissement, pour justifier rigoureusement
cette contrainte, il faudrait étudier I’évolution des contraintes du cas avec des pieds de

parametres inertiels non nuls lorsque ceux-ci tendent vers 0.

Nous donnons maintenant ces méme lois de comportement dans le cas du modele

différentiel. Nous avions présenté le modele différentiel sous trois formes différentes : sous
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forme d’équations différentielles, sous une forme intégrée de ces équations différentielles
et sous une forme algébrique. Nous allons ici donner le modele sous la forme intégrée car
c’est celle qui est la plus pratique pour la mise en oeuvre. Les lois de comportement ont
une forme similaire au cas du modele algébrique, nous ne détaillons par leur obtention.
Nous avons donc pour le pied 1 & plat le cas du non décollement et non glissement (1.17),
du non décollement avec glissement (D.1§), du basculement sans glissement (D.1%), du

basculement avec glissement (D.20}) et du décollement (D.21)).

Vi(t) =0
_fIR12(7—> < IRlx(T) < fIRlz(T) (Dl?)
\ IR13691 (T) >0

Vi-(m) = 0
Ipyo(7) = = fsign(Vie (7)) IR, =(7)
IRlz(T) 2

D.18
0 ( )
IR z0,(7) >0

‘/1291 (T) =0

(D.19)

(D.20)

0
Vis(7) 2 0 (D.21)
>

Il y a également les mémes conditions de fin de phase que pour le cas sans pieds (2:27),

(2:28) et (2.29), mais il peut ici aussi y avoir la fin du basculement et la fin du glissement

3
correspond & la fin du décollement (2:28). La fin du glissement pendant le basculement

est donnée par (D.22).

pendant le basculement. Cependant dans le cas ou #; € [Z, 7] la fin du basculement

Vi #0 (D.22)
‘/1291 (7_) =0
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D.2.3 Lois de comportement pour le pied arriere sur son extré-
mité

Dans le cas ou le pied arriere est en basculement autour de son extrémité avant, il
peut seulement y avoir les comportements suivants :

— le pied arriere bascule autour de son extrémité avant sans glisser

— le pied arriere bascule autour de son extrémité avant en glissant

— le pied arriere décolle du sol

Dans ce cas les lois de comportement sont les mémes que dans le cas ou le pied 1
est a plat au sol, sauf qu’il n'y a plus la contrainte de non pénétration du plat du pied
dans le sol. Dans le cas du modele algébrique, le cas de basculement sans glissement est

donné par (D.23), le cas de basculement avec glissement est donné par (1).24) et le cas de

décollement est donné par (D.25).

Vfgel =0
Ir,z0, =0 (D.23)
_f[Rlz S [Rll‘ S fIR1Z

]Rl — O
cos(6y) + fsin(#y) <0 (D.24)
Vitg, <0
I, =0
" (D.25)
‘/1z91 Z 0

Dans le cas du modele différentiel, le cas de basculement sans glissement est donné par
(D.20), le cas de basculement avec glissement est donné par (D.27) et le cas de décollement
est donné par (D.2§).

V1291 (T) =0
IRyz0,(T) = 0 (D.26)
— IRy (7) < Ipya(7) < fIR,o(7)

Ig, (1) =0

cos(6y) + fsin(#y) <0 (D.27)

‘/1291 (7_) S 0

‘/1291 (T) > 0

Les conditions de fin de phase possibles sont la fin du décollement et la fin du glissement

pendant le basculement. Ces deux conditions de fin sont données dans ce cas par la méme
condition (D.22).
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Il est a noter que dans le cas présent ou le pied arriere est en rotation autour de
son extrémité, la vitesse de la cheville V|, n’a pas d’influence sur le comportement
obtenu apres impact. En effet, en écrivant le modele d’impact dans le cas présent on peut
remplacer la variation de vitesse de la cheville 1 selon 7', , Vf;(,l — Vi, Dar une autre
variable. Ainsi la solution du modele d’impact ne dépend plus de Vi, , et au final seul
‘/1:91 en dépend. Cela a pour conséquence que nous n’aurons pas a étudier 'influence de

cette composante de vitesse dans les comportements possibles a 'impact dans le cas ou

le pied arriere est en rotation autour de son extrémité.

D.2.4 Lois de comportement pour le pied avant a plat

Dans le cas ou le pied avant est a plat, il ne rebondit pas et nous avons choisi de consi-
dérer seulement les cas ou il reste a plat sans glissement ou avec glissement. Il pourrait
également y avoir les cas de basculement autour des extrémités a I'impact, mais ces cas
nous semblent difficiles a obtenir, et ’on cherche a les éviter dans le cadre d’une marche.
Nous ne les avons donc pas considérés pour simplifier I’étude. Dans ce cas les lois de com-
portement du pied avant sont les mémes que dans le cas sans pieds. Dans le cas du modele
algébrique ces lois de comportement sont (2.12) pour le cas sans glissement et (2.11) pour
le cas avec glissement. Dans le cas du modele différentiel ces lois de comportement sont

(2.25) pour le cas sans glissement et (2.26G) pour le cas avec glissement.

D.2.5 Lois de comportement pour le pied avant sur le talon

Dans ce cas les seuls comportements possibles sont la rotation autour du talon du
pied 2 sans glissement et avec glissement. Ces cas sont similaires aux cas de basculement
du pied arriere lorsque celui-ci est déja en basculement au moment de I'impact. Le cas
sans glissement est donné par (D.20) et le cas avec glissement par (1).37]). Ces lois de

comportement sont ici écrites pour 6, € [0, 7], ce qui inclut le cas des robots bipedes.

V2J292 =0
IRye0, = 0 (D.29)
_f[RQZ g [RQCE S fIRQZ

In, =0
—cos(fz) + fsin(fy) <0 (D.30)
Vizg, <0

Il est important de remarquer que la condition de non glissement lors du basculement,
sachant que Ig,.9, = 0, donne —cos(fy) + fsin(fz) > 0. Le comportement de rotation
avec glissement ou non glissement dépend donc uniquement de 'orientation de I'axe Z'g,.

Pour une configuration d’impact donnée, le comportement du pied avant sera donc unique.
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De plus, en considérant le cas ou la vitesse de I'extrémité du pied arriere est nulle juste
avant impact, il est possible de montrer que I'impact différentiel ne donnera qu’une seule
phase. En effet nous avons vu section 2.3 que les vitesses des extrémités des pieds étaient
linéaires en fonction du parametre 7. Et si toutes les vitesses de l'extrémité du pied
arriere sont nulles en début de phase, elles le resteront en cours de phase ou s’éloigneront
linéairement d’une vitesse nulle. Alors aucune annulation de ces vitesses ne peut étre
une condition de fin de phase. La fin de phase sera donc forcément la condition de fin
d’'impact (2:29) qui est aussi la condition de fin d’enfoncement du pied avant dans le sol.
Pour cette raison, dans le cas de 'impact du pied avant avec le talon, le modele d’impact
différentiel est completement équivalent au modele d’impact algébrique. Dans la suite,
nous ne considérerons donc que le modele algébrique, plus simple.

De plus nous remarquerons que lorsqu’il y a glissement du pied avant, les efforts du
pied avant seront nulles, ce qui fait qu’il n’y a en fait pas d’impact. L'impact sur le talon
n’a pas lieu et c¢’est donc par la suite un impact le pied a plat qui aura lieu.

Il est aussi important de remarquer que dans le cas d’un impact avec le talon du pied
avant, l'orientation du vecteur vitesse juste avant impact V, n’a d’'importance que dans
la mesure ou l'impact a lieu, c’est-a-dire que V,_, est négatif. En effet il est possible
de remarquer en écrivant le modele d’impact dans le cas d’un impact avec le talon du
il est possible de voir que quelque soit V,_, le comportement a I'impact est inchangé et

la variation de vitesse de la cheville 2 selon 7'p,, V!

w0, — Vagg, ¢galement. Cela a pour

conséquence que nous n’aurons pas a étudier 'influence de 'orientation du vecteur vitesse

V,~ dans le cas de I'impact sur le talon du pied avant.

D.3 Présentation des résultats d’impact avec pieds

Nous allons présenter ici les quatre cas d’impact possibles, leurs propriétés et nous
allons caractériser quelles sont les conditions sur le coefficient de frottement et I’orientation

des pieds afin d’obtenir les comportements désirés.

D.3.1 Cas des deux pieds a plat

Le modele d’impact lorsque les deux pieds sont a plat est donné par I’équation d’impact
(2.2T) sachant que nous utilisons le modele différentiel, ainsi que les lois de comportement
du pied 1 données en section 1D.2.3 et les lois de comportement du pied 2 données en
section D.2.4.

Les comportements obtenus apres impact dépendent de la configuration du bipede, de
’orientation du vecteur vitesse du pied 2 juste avant impact V,, ", notée 6 et du coefficient de

frottement entre le sol et le bipede f. La configuration du bipede est celle donnée figure 2.2,
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mais il y a aussi 'orientation de ’axe 791 notée 6. Nous étudions ici 'influence de @, 6,
et f. Nous présentons figure D.5 les comportements a l'impact en fonction de 6 et f dans
le cas ou ¢ = 135°. Figure |[D.0 nous représentons les comportements de non glissement
et de basculement du pied arriere en fonction de #, 6; et f. Nous constatons que seul le
cas avec glissement du pied avant est possible. De plus le cas de non décollement et non
glissement des deux pieds est impossible comme nous pouvions nous y attendre suite a
I’étude déja faite pour 'impact sans pied. En effet le fait de considérer la possibilité de

basculement des pieds ne peut faire que diminuer les possibilités de non décollement.

[ DS basculement et glissement pied arriere glissement pied avant<0 3K
B0 DS basculement et glissement pied arriere sans glissement pied avant
-60 E DS basculement pied arriere glissement pied avant<0

B3 sS glissement pied avant>0

XXX SS glissement pied avant<0

RX¥

o !
-80 0% SS sans glissement
& DS glissement pied avant<0
5 SQRRKS 2RXRR
< -100 &8
-120
III
140
-160
00
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I EEE NN
I EEE NN
-180 [T I [T T T T
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

coefficient de frottement f

Fic. D.5 — Comportements apres impact dans le cas ou les deux pieds sont a plat au sol
au moment de I'impact, en fonction de # et f dans le cas ou 6; = 135".

Le cas de I'impact avec les deux pieds a plat ne peut donc donner de phase de double
support le pied arriere restant a plat ou basculant. Le fait de considérer des pieds ne
permet pas dans ce cas de faciliter 'obtention d’un double support. Par contre nous
pouvons considérer le meéme cas que sans pieds pour obtenir un double support, a savoir
considérer que si le pied arrive avec une vitesse nulle il n’y a pas d’impact et donc un
double support est obtenu. De plus si le pied avant était en rotation sur le talon, la
condition d’impact avec une vitesse nulle est plus facile a obtenir par la commande car le

robot est dans une phase de double support sur-actionnée juste avant l'impact.
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0 | Il DS basculement pied arriere glissement pied avant<0

2

01 [] 0 coefficient de frottement f

Fic. D.6 — Comportement de non glissement et basculement du pied arriere dans le cas
ou les deux pieds sont a plat au sol au moment de I'impact, en fonction de 0, 6, et f.
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D.3.2 Cas du pied arriére sur son extrémité et du pied avant a

plat

Le modele d’impact lorsque le pied arriere est en rotation et le pied avant a plat est
donné par 1'équation d’impact (2:21) sachant que nous utilisons le modele différentiel,
ainsi que les lois de comportement du pied 1 données en section 1.223 et les lois de

comportement du pied 2 données en section [.274.

Comme nous I'avons montré section 1D.2.3, les comportements obtenus apres impact
ne dépendent pas de la vitesse du pied arriere. Les comportements obtenus dépendent
donc de la configuration du bipede, de 'orientation du pied arriere #;, de l'orientation
0 du vecteur vitesse du pied avant juste avant impact et du coefficient de frottement f.
Nous présentons d’abord figure 1.7 les comportements obtenus en fonction de 6 et f dans
le cas ol §; = 135°. La figure 1.§ présente les comportement de non décollement et non

glissement du pied arriere en fonction des 3 parametres 6, 6, et f.
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-
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Fi1G. D.7 — Comportements avant impact dans le cas ou le pieds arriere est en basculement
et le pied avant a plat au sol au moment de I'impact, en fonction de # et f dans le cas ou
01 - 1350

Nous constatons qu’il n’y a pas de grande différence avec le cas ou le pied arriere est
au sol, a savoir que le double support sans glissement, avec basculement du pied arriere
est impossible. Comme dans le cas précédent, le double support est possible si la vitesse
du pied avant est nulle juste avant I'impact, ce qui est plus facile a obtenir si le pied avant

était en rotation sur le talon avant I'impact.
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20 [ [l DS basculement pied arriere glissement pied avant<0

2

01 [] 0 coefficient de frottement f

Fi1c. D.8 — Comportement de non glissement et basculement du pied arriere dans le cas
ol le pied arriere est en basculement et le pied avant a plat au sol au moment de 'impact.

D.3.3 Cas du pied arriere a plat et du pied avant sur le talon

Dans ce cas, comme nous 1’avons vu section D.2.5 les modeles algébriques et différen-
tiels sont équivalents. Nous utilisons le modele algébrique qui est plus simple. Le modele
d’impact est donc donné ici par le systeme (2.13) avec les lois de comportement du pied
1 donnée section D.2.4 et les lois de comportement du pied 2 donnée section 1).2.5.

Comme nous 'avons montré section ID.25 le comportement apres impact ne dépend
pas de l'orientation du vecteur vitesse du pied 2 juste avant impact 6, si ce n’est que
la composante verticale doit étre dirigée vers le sol. Les comportements apres impact
dépendent donc de la configuration du bipede, des orientations des pieds 61 et 6 et du
coefficient de frottement du sol f. Nous présentons figure .9 les comportements possibles
en fonction de 0y et f pour ; = 135". Nous constatons qu’'un double support est alors
possible si le coefficient de frottement est supérieur a 1. Cette limite correspond au cas
ou 6, est sur le bord du cone de frottement et est donnée par I’équation tan(¢,) = —1/f,
issue des lois de comportement de basculement avec et sans glissement du pied 1 (D.15) et
(D.12). Lorsque 6 est dans le cone de frottement il y a non glissement lors du basculement
et lorsque #; est en dehors du cone de frottement il y a glissement lors du basculement.
Nous pouvons également constater une frontiere entre le basculement sans glissement et

avec glissement du pied avant dont la frontiere correspond a l'équation tan(fy) = 1/f,
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tirée des lois de comportement de basculement avec et sans glissement du pied 2 (D.30)
et (D.29). Pour pouvoir obtenir un double support avec basculement des deux pieds pour
un coefficient de frottement donné, on doit donc nécessairement avoir #; < arctan(—1/f)

et 6y > arctan(1/f), ce qui n’est bien sir pas une condition suffisante.
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Fic. D.9 — Comportements avant impact dans le cas ou le pieds arriere était a plat et le
pied avant sur le talon au moment de I'impact, en fonction de 65 et f pour ; = 135",

Sur la figure D. 1T nous avons représenté les zones de comportements de double support
sans glissement en fonction des 3 parametres 0, 6, et f. Nous pouvons y constater qu’il
faut un coefficient de frottement minimum de 'ordre de f = 0.54 pour pouvoir obtenir un
double support apres impact. Nous représentons de plus I’ensemble des comportements
possibles dans ce cas, ou #; = 118, 35" figure 1).11;. D’autre part on constate que si le sol
a un coefficient de frottement de f = 1 (coefficient de frottement rarement dépassé dans
la réalité), il faut au moins que 95" < 6; < 135" et 45" < 6, < 70°. Les contraintes sur 6,
nous semblent cohérentes avec ce que 'on peut observer chez 'homme, en revanche les
contraintes sur 6; ne sont pas compatibles avec la physionomie de I’lhomme lorsque le pied
arriere est a plat. En réalité il est donc possible d’obtenir des doubles supports en dehors

des cas prédits par notre modele.

D.3.4 Cas du pied arriere sur son extrémité et du pied avant

sur le talon

Le modele d’impact est donné ici par le systeme (2.13) avec les lois de comportement

du pied 1 données section D.2.3 et les lois de comportement du pied 2 données section
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Fi1G. D.10 — Comportement de non glissement et basculement des deux pieds dans le cas
ou le pied arriere était a plat et le pied avant sur le talon au moment de I'impact.
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Fic. D.11 — Comportement de non glissement et basculement des deux pieds dans le cas
ou le pieds arriere était a plat et le pied avant sur le talon au moment de I'impact, en
fonction de 05 et f pour 6; = 118, 35".
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D.235.
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Les résultats sont ici tres proches du cas présenté section 1.373 de I'impact avec le pied
arriere a plat et le pied avant sur le talon. Les différences sont que les comportements avec
le pied arriere a plat sont remplacés par des comportement de basculement ou décollement.
Nous constatons cela figure .12 qui présente les comportements apres impact en fonction
de 65 et f pour 6, = 135", et voyons également que ces modifications n’ont lieu que pour
des valeurs du coefficient de frottement du sol élevées. La représentations des zones de
comportement donnant un double support en fonction des 3 parametres 6, 65 et f est

exactement pareil que dans le cas précédent donné figure 1.111. Les conditions d’obtention
d’un double support sont donc exactement les mémes que le cas précédent. Seulement dans
le cas présent, le pied arriere étant levé, les cas de double support que nous avons trouvés
sont réalisables dans le cas de la marche humaine. Mais, comme dans le cas précédent du
pied avant a plat, le cas présent du pied avant sur le talon, les cas de double support de la
marche humaine ou le pied arriere est presque a plat au sol ne sont pas prédits par notre

modele.

90

[J DS basculement sans glissement pied arriere et basculement glissement pied avant
38 DS basculement pied arriere avec glissement et pied avant sans glissement

80 FH DS basculement pied arriere et pied avant sans glissement

KXX] SS sans glissement rotation du pied avant

70

60

50

40

02 []

30

20 S

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

coefficient de frottement f

Fi1G. D.12 — Comportements apres impact dans le cas ou le pieds arriere était en bascu-
lement et le pied avant sur le talon au moment de I'impact, en fonction de 05 et f pour
0, = 135".

D.4 Conclusion

Nous avons trouvé pour un coefficient de frottement de l'ordre de f = 1 que des

marches avec double support sont possibles avec des pieds lorsque I'impact a lieu sur le
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talon du pied avant, et que le pied arriere bascule alors apres impact. De plus avec notre
modele d’impact nous avons trouvé que la direction entre la cheville et 'extrémité du pied
avant devait étre supérieure a un angle de 45” avec le sol. Pour un robot ayant la géométrie
de 'homme, il faut donc que le pied arriere bascule avant que 'impact ait lieu. Suite a ce
premier impact le bipede est en phase de double support sur le talon du pied avant et sur
I’extrémité du pied arriere. Lors de I'impact du pied avant a plat notre modele d’impact
prédit qu’il ne peut y avoir de double support, sauf si cet impact n’a pas lieu, ce qui est
possible en arrivant avec une vitesse du pied nulle.

Tous les résultats obtenus nous semblent tout a fait logiques. Mais il nous apparait
que pour I'homme il est possible d’obtenir des doubles supports aux moments des impacts
pour des orientations du pied arriere plus proches de I’horizontale, et que I'impact du pied
a plat au sol peut se faire avec des vitesses non nulles tout en obtenant un double support
par la suite. Les résultats de cette étude avec des pieds nous a donc conforté dans la
remise en cause des hypotheses du modele d’impact, que nous avons déja mises en doute
suite a ’étude de 'impact sans pieds. Nous poursuivons la réflexion sur les hypotheses a

remettre en cause dans la section 225.






Contribution a I’étude de la marche d’un bipede

Résumé : Ce travail est consacré a 1’étude de la marche d’un robot bipede non actionné au niveau
des chevilles. Les mouvements du robot sont réduits au plan sagittal. La spécificité de I’étude actuelle est
la prise en compte d’une phase de double support sur actionnée, en plus de la phase de simple support
sous-actionnée.

Ce travail traite de trois points distincts.

Il traite d’abord de I’étude de I'impact du pied libre avec le sol, dans les cas avec et sans pieds. Nous
avons trouvé qu’avec le modele d’impact utilisé le seul moyen d’obtenir un double support était d’éviter
I'impact. Cette étude nous a également amené a remettre en cause les hypotheses généralement faites
qui conduisent au modele d’impact que nous avons utilisé, dans le cas ou des contacts ont déja lieu au
moment de I'impact.

Il traite ensuite de la génération de mouvements de marche que nous avons posée rigoureusement sous
la forme d’un probleme d’optimisation avec une hiérarchie de contraintes. Cette hiérarchie de contraintes
consiste en une suite de contraintes ou une contrainte doit étre vérifiées pour que les contraintes sui-
vantes soient définies. Une adaptation de programmes d’optimisation existants a été développée afin de
tenir compte des spécificités du probleme de la génération de mouvements qui a été posé. Le calcul du
gradient de maniere analytique a également été développé afin d’améliorer le déroulement du processus
d’optimisation.

Enfin est étudiée la stabilité des dynamiques non commandées en simple support, sachant que la
marche inclut la phase de double support sur-actionnée. Des conditions de stabilité sont déterminées
ainsi que le domaine d’attraction pour les dynamiques non commandées en simple support. Il est aussi
prouvé tout 'intérét de la phase sur actionnée pour améliorer la stabilité de la marche.

Mots-clés : bipede, marche, double support, impact, sous-actionné, génération de mouvements,
stabilité.

A contribution to the study of biped walk

Abstract : This work is dedicated to the study of the walk of a biped without actuation of the ankle.
The robot motion is restricted to the sagittal plan. A particularity of this study is the consideration of a
double support, over-actuated phase, in addition to the single support, under-actuated phase.

This work deals with three distinct points.

Firstly, it deals with the study of the collision of the free leg with the ground, when considering feet
or not. We have found that with the impact model used, the only way to obtain the double support phase
is to avoid the impact. Furthermore this study has brought us to call into question the usual hypothesis
that leads to the collision model we used, when a contact already exists at the moment of collision.

Secondly, this work deals with the walking motion generation, that we pose rigorously under the
form of an optimisation problem with a hierarchy of constraints. This hierarchy of constraints consist
in a sequence of constraints where a constraint needs to be satisfied so that subsequent constraints are
defined. An adaptation of optimisation programs has been developed in order to deal with such problems.
Furthermore, the analytic gradient has been determined in order to improve the optimisation process.

Thirdly, this work deals with the stability study of the dynamics of the under-actuated single support
phase that are not controlled, considering the over-actuated double support phase. Stability conditions
are given as the the convergence domain of these dynamics not controlled during the single support phase.
It is also proven all the interest of this over-actuated phase to improve the stability of the walk.

Keywords : biped, walk, double support, collision, under-actuated, motion generation, stability.
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