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INTRODUCTION

Il y a un peu plus de vingt ans se produisait, dans le domaine de la turbulence,
une de ces mutations dont la Science bénéficie périodiquement et qui lui impriment,
pour de longues années, une impulsion vigoureuse. Délaissant les phénomeénes de
turbulence usuels qui avaient, jusque-la, défié 'analyse, G. I. TaAvLor introduisait un
schéma simple caractérisé par I’absence de vitesses moyennes, '’homogénéité et I'isofropie.
L’écoulement & 'aval d’une grille dans une soufflerie lui fournissait méme une réalisation
facile d’une telle turbulence isotrope, circonstance considérée alors comme naturelle,
regardée aujourd’hui avec un peu plus de surprise comme un accident heureux. Paral-
lélement, enfin, le petit instrument merveilleux qu’est le fil chaud parvenait, a force
d’ingéniosité et d’électronique, a livrer a I'observation des propriétés de plus en plus
fines des fluctuations de vitesse. :

De leur c6té les écoulements turbulents naturels n’avaient cessé d’attirer
I’attention, depuis I’époque olt BoussiNEsQ appliquait aux courants « tourbillonnants et
tumultueux » de 'hydraulique une intuition pénétrante et trés en avance sur son époque,
et ol REyNoOLDs introduisait les moyennes d’olt devaient sortir les modernes corrélations.
Aprés les écoulements en conduite de ’hydraulique, ceux en couche limite, sillage et
jet intéressant I'aéronautique, ont donc fait ’objet de nombreuses recherches, surtout
expérimentales et d’interprétations théoriques simples (coefficients de diffusion
turbulente et longueur de mélange) permettant, dans une certaine mesure, de mieux les
comprendre. Il est toutefois bien clair qu’il subsiste un écart considérable entre la
pénétration physique qu’a permis I’étude de la turbulence isotrope et la voie indé-
pendante a laquelle, par nécessité mais & regret, a dit se limiter la turbulence usuelle.

Ce fossé pourra-t-il étre comblé de sitdt et d’un seul coup ? Il est permis d’en douter
et sans doute faudra-t-il encore beaucoup d’efforts patients et de tentatives dans des
directions variées pour y parvenir; c’est a répondre a ce souci et a explorer une de ces
directions que voudraient contribuer les pages qui suivent. Une des idées qui les ont
inspirées est la constatation d’une lacune : celle d’un modéle théorique assez simple
pour étre accessible a 'analyse, assez heureux pour retenir de la réalité quelques aspects
essentiels, celle, autrement dit, d’une ouverture de la théorie pour un dialogue plus
fructueux avec I'expérimentation. Cet idéal est, & vrai dire, difficile a réaliser et le choix
des aspects qu’il faut se résoudre a négliger ne peut manquer de soulever des objections
des le départ. Un de ces aspects est 'inhomogénéité, dont la distribution des vitesses
moyennes est la manifestation la plus immédiate; un autre, caractéristique de la
turbulence naturelle, est son anisotropie qu’on pourrait croire confinée aux plus gros
« tourbillons » de la chaine, mais qui semble bien marquer trés profondément sa structure
a des échelles beaucoup plus fines. Ces deux aspects sont tous deux importants mais
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il ne semble pas qu’une méme théorie puisse se donner pour objectif de les analyser dans
le détail a la fois; le choix qui a été fait ici a consisté a sacrifier le premier et
4 se concentrer sur le second. Du schéma de TAvLoR on a donc conservé I’homogénéité
mais on a introduit un champ de vifesses moyennes, lui-méme homogéne, et 'on s’est

proposé d’étudier son action déformante sur la tfurbulence anisofrope associ€e.

Cette prise en compte de 'anisotropie me va pas sans pénalités et elle est
responsable de I'aspect, & notre gré un peu trop hérissé de symboles, des pages qui
suivent; disparue est en effet la belle simplicité qui ramenait & un scalaire unique les
moyennes en un ou plusieurs points, et le décompte de ces grandeurs devient maintenant
4 lui seul un probléme; mais comment jgnorer cette complexité a laquelle I'expéri-
mentateur lui-méme se heurte dans ses mesures. Au-deld, enfin, de cette multiplicité de
variables, subsiste le probléme central de la turbulence que constitue le mode de transfert

de I'énergie entre les « tourbillons » de différentes échelles. Telles sont les difficultés, les -

premiéres plus réductibles qu’il ne semblerait au ‘premier abord, les secondes . pour
lesquelles il a fallu tenir compte des possibilités actuelles de la théorie, entre lesquelles
nous avons essayé de nous frayer un passage. Peut-étre le lecteur trouvera-t-il cette
voie plutdt longue et pénible; qu’il soit assuré que nous appelons de nos- veeux
des raccourcis plus rapides et que nous n’avons pas manqué de consacrer quelque effort
a en chercher, avant de nous résoudre a cette analysé systématique.

Ce n’est pas sans quelque regret que, cédant & d’amicales instances, nous nous
décidons & publier cette recherche dans son état actuel; il reste, en effet, pour lui donuner
sa pleme signification et aboutir & une connaissance détaillée de la structure de
la turbulence associée 4 un champ de vitesses moyennes, un travail essentiel d’ exploratign
numenque et de discussion & accomplir. Nous espérons qu’une présentation ordonnée et
raisonnablement explicite des aspects les plus fondamentaux de la théorie y contribuera
folcacement, et nous tenons a remercier M. I'Ingénieur Général de I'Air VER\TOTTE»pOU_I‘
la large hospitalité qu’il nous a accordée dans la Collection qu’il dirige. Puisse ce travail
susciter d’autres recherches et contribuer ainsi a une solution progressive de_;bette
« désespérante énigme » de la turbulence.

5%
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CuariTRE PREMIER

EQUATIONS D’EVOLUTION DES CORRELATIONS
EN DEUX ET TROIS POINTS

1,1 CHAMPS DE VITESSE MOYENNE HOMOGENES

Nous appelons ainsi un champ de vitesses moyennes u; tel que :

=)

N = 5
lm Tm

demeure constant dans tout I'écoulement, lequel est, par ailleurs, supposé illimiteé.
En ce qui concerne la turbulence associée nous supposerons aussi qu’elle est homog‘ehé
au sens habituel, c’est-a-dire que toute moyenne y est invariante pour toute translation
de la configuration de points & laquelle elle s’applique; le tenseur u; u; de REYNOLDS,
notamment, ne change pas d’un point & un autre (toute paroi constitue évidemment
a son voisinage un obstacle 4 'homogénéité puisque les fluctuations turbulen’ces y sont
nulles).

Les équations de RevynNorLps pour 'écoulement moven :
Yy

(1’1‘1) ES_"I—;I Dt + kbxk—‘_ ka

—vAu;=0

se réduisent alors aux équations d’EuLER relatives au fluide parfait (puisque u; uy est
constant et que A u; = 0 en raison de la linéarité de la distribution des u;). Bien entendu,
chaque portion .de volume perd de I’énergie par dissipation visqueuse et production
d’énergie turbulente mais cette perte est exactement compensée par le travail des tensions
de Navier et de REyNoLDs & la périphérie.

- Si I'écoulement est permanent, l'accélération du mouvement ‘moyen est. un
gradient, et son rotationnel est nul. On a donc comme condition de pelmanence (ce qu1
~revient & considérer les équations de HELmHOLTZ) : '

doi | DU

0 .
= (To )l"—llkbxzc kbﬂsk'
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Le premier terme est nul, puisque le tourbillon est constant, et le second peut s’écrire :

'L—_— a du; DU

ka bxk dX;

expression qui se réduit identiquement a son premier terme. En axes principaux des
déformations les conditions de permanence sont done :

P g “
W, —= =10 [&)] =
Rz, — 7 2o,
Il en résulte que I’écoulement pourra demeurer permanent dans trois cas :

— d’abord, s’il est irrotationnel
(a) . (‘)1:_(':)—2:@320;

— ensuite, s'il n’y a pas de déformation pure, c’est-a-dire dans le cas d’une
rotation en bloc :
du; duy U

() b:vl——bxzﬁbma:O;
— enfin, si 'on a
- = duy
(C) (‘01:0‘)2:0’ 5—53—;;_0’

ce qui comprend notamment tous les écoulements plans.

On calcule aisément la distribution de pression moyenne en axes principaux et
en supposant réalisées les conditions de permanence; posant :

0 U, 0 u3
= dq, T =y, = g,
0 Xy d Xy

e

x

i

on a

o I

= 2(a,w-+a1+a xry) -+ %<—>r'2,

ol 1’ est la distance d’un point M & ’axe de rotation issu de l’origine. Cette distribution
est donc la somme-de celles qui résulteraient de la déformation pure et de la rotation
en bloc prises séparément; la méme propriété appartient aux distributions des accélé-
rations et entraine la précédente.

Un écoulement plan remarquable et familier est celui out seul d u;/d z, est non
nul; la pression y est uniforme. C’est d’ailleurs le seul champ de vitesse
homogene jouissant de cette propriété, comme on le montre aisément & partir de
Vexpression qui précéde de la pression.

L’accroissement sans limite de la vitesse et, en général, de la pression a l'infini,
semble d’abord conférer au schéma du champ homogéne un caractére peu réaliste. On

P
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peut cependant en réaliser, tout au moins en ce qui concerne les vitesses moyennes, des
portions limitées. Considérons, par exemple, ’écoulement irrotationnel caractérisé en
axes principaux par a; a, a, dont, d’ailleurs, la somme est nulle par I'incompressibilité;
on posera :

a a .

2=m E=—(1-+m).

a;
Du fait que chaque composante de la vitesse ne dépend que de I'abscisse corres-
pondante :

111 — al .’JC]_, U2 = (12 xz, U3 = (13 .’L‘s,

on peut prendre pour parois (s'il n’y a pas de décollements) une section rectangulaire
dont les c6tés sont [, et [, et varient avec la distance z;, comme :

1 m

T 14m
Ty : et Zq tm

Dans le cas particulier d’'une déformation pure plane :
G =—a,=4a, ag =0,

les cOtés doivent varier comme :

eaw: et e,

Cette derniére « boite de distorsion » a été effectivement réalisée par TownNsenD [1, 2]
qui y a effectué de trés intéressantes mesures. Toutefois, c’est ici le lieu de dire un mot
de la deuxiéme face du schéma que nous avons défini, qui est I’existence d’une turbulence
elle-méme homogeéne. Dans 'expérience de TownseEND la turbulence pénétfant dans la
section initiale de la boite est celle a peu prés isotrope et en cours d’extinction produite
par une grille; elle est peu a peu déformée par I’écoulement moyen, recoit en conséquence
de I'énergie de celui-ci et la tendance & la décroissance de son intensité se redresse pro-
gressivement; il'y a donc la une longue transition qui fait que la turbulence n’est pas
homogéne dans le sens de I’écoulement. Le lien entre le schéma théorique et ’expérience
ne peut donc étre, en l'occurrence, que celui bien familier de la turbulence homogéne
isotrope et en déclin avec sa réalisation expérimentale derriére une grille : les tranches
successives dans I’espace, pour cette derniére, sont assimilées & I'évolution temporelle de
sa contrepartie théorique.

Les raisons qui nous ont conduit & considérer le schéma d’une turbulence homogeéne
associée 4 un champ de vitesses moyennes également homogéne, ne sont pas cependant
principalement tournées vers sa réalisation directe (bien qu’il soit agréable que cette
possibilité existe). Notre intérét va plutdt aux écoulements turbulents usuels (comme
celui en conduite) ou la turbulence est marquée par les gradients de vitesse moyenne.
Il y a, semble-t-il, dans ces écoulements, beaucoup plus de choses que n’en peut embrasser
une seule théorie; on y trouve des aspects globaux, comme la distribution de vitesse
moyenne sur laquelle I'expérience nous a beaucoup renseigné; il est vraisemblable que
pour les comprendre il faille prendre 'écoulement comme un tout (comme dans des
tentatives toutes récentes ayant, pour point de départ, la théorie de Dinstabilité du
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régime laminaire); a4 I'extréme opposé il y a les propriétés des plus fins tourbillons de la
turbulence tendant vers I'équilibre statistique de Kormocororr. Il y a sans doute aussi
(d’aprés les mesures de Laurer) des aspects intermédiaires pour lesquels l'action
déformante d’un champ de vitesses moyennes sur la turbulence, le transfert d’énergie
a celle-ci et sa redistribution par la pression entre les composantes, I'anisotropie qui en
résulte, sont des facteurs importants. Nous pensons que le schéma homogéne en retient
plusieurs, qu’il peut nous instruire & leur sujet et qu’ils sont difficilement abordables
par un autre moyen.

Nous nous réservons de revenir sur ces questions de principe en cours de déve-

loppement de la théorie et nous allons tout d’abord nous préoccuper de I'étudier de
maniére déductive. '

1,2 EQUATION DYNAMIQUE DES CORRELATIONS DOUBLES

Les équations de Navier pour le mouvement total s’écrivent en mettant en
- évidence les valeurs moyennes :

1
(1,2.1) E——(p—}—p)—}— t(ul—}—ul)—i—(u;\—i—sz)b (ul+ul)—vA(ul—{—ul)-—0

En soustrayant ’équation (1,1.1) de I’écoulement moyen, compte tenu de 'homogénéité
assumée, on obtient les équations du mouvement de fluctuation :

1ap bul _u_ a u;

d Ui
+ukbx vAu,_O

VIultlphant cette equatmn pour la composante i en M par u'; en M’ et prenant la
moyenne.pour un ensemble de réalisations, opérant ensuite de meme avec I'équation’
pour la composante j en M’ qui sera multipliée par u; en M, on obtient les deux équations :

12 pu’; d 1 — dupu'y | duru; u’,- bR

M ’, —
(1,23) Jedm —{—u}, t +b"v ug ' + ug S 2 S by ,u1 u';= 0;
oo apiu; o bu ' ba o u' u'j U 0
9 il j il e 1y —

Sila turbulence est homogéne les diverses corrélations en deux points ne dépendent

que du vecteur MM’ = 7. Nous affectons ci-dessous un symbole 4 celles qui interviennent
dans I'équation (1,2.3) :

Ru (r) = u; u'y, i»

125 .Qkiz‘»(?):‘llk wuy, Ty () "DE Qui (),

FO=Lwy SO =P,
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Un obstacle a 'homogénéité apparait & premiére vue dans l’equatmn (1,2.3) en raison
du terme : -

—du;u';

Uy dxk

dont le coefficient u; dépend de la position de M et non pas seulement de
s _
I'écartement MM'. Corrélativement, il n’est pas possible de supposer que :

i B u’.?._lﬁ

est indépendant de l'origine du vecteur MM'; on le comprend d’ailleurs aisément car
sil y aen M une vitesse moyenne transportant I’ensemble de la turbulence, la

d Uy
dérivée —b—t—l constatée par un observateur fixe refléte etroﬂ:ement cette vitesse de

transport (c’est I'hypothése de G. I. TavrLor permettant de traduire en soufflerie les
dérivées temporelles en dérivées spatiales). Il ne faut donc pas disjoindre les deux termes
en cause et c’est seulement & leur somme.que l'on peut demander de vérifier
lhomOGenelte comme tous les autres termes de I’équation (1,2. 3)

Toute difficulté disparait en effet si ’on additionne les équations (1,2.3) et (1,2. 4)
comme on le fait en turbulence homocene classique sans vitesses moyennes. On a d’abord :

——Duiuj ——,—-—Dlliu‘j

e “‘—DR DRU
. mmr———— — ,____ —
E S o + u'g b:c’k—(uk llk)b&

kmzmbg

Le terme de pression de Iéquation (1,2.4) se déduit de son homologue de
Iéquation (1,2.3) en permutant i et j et en prenant un écartement M’ M=—r,
et il en est de méme pour le terme de corrélation triple. On obtient, en définitive :

/ d Ry
(1,2.6) Y % Rij + [im B -+ Ay Rim] + M b 51 £
— [Ty () + Tji (— B] — [Si () + Sji (— D] —2v ARy =0.

1,3 TRADUCTION EN TRANSFORMES DE FOURIER

Lés- -avantages de lintroduction des transformés de Fourier des diverses
correlatlons et de la formation de I'équation des tenseurs spectraux corrélative de (1,2. 6)
sont désormais trop bien établis pour qu’il soit utile d’y insister [3].

- _:;_'Nous introduisons done :
Ry(= oy eiidk,
(13.1) o ond =—i\ o e,

P; () = — i Szj (el 7 ak,
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d’ou il suit, & partir des définitions (1,2.5) :

| Ty (1) = Skz Oy etk-r dk,
(1,3.2)
Sy (r)_yc, 5, ek r dk.

On vérifie, d’autre part, aisément que si Gy (r) a pour transformé de Fourier
p——

T'ij (k), le transformé de Cj (——3 est I'yj (— I?) On a enfin besoin du transformé de

&m Cij qui résulte des égalités suivantes :

> ety 1
Em Cij (1) = ggm Ty elhr dle = ¢ SI‘,, (eik-r) dk

1832 [Ty pik. ]dkmlg

d Ty

b]{' elk rdk!

La premiére somme se transforme en intégrale de surface qui s’annule si I'j; décroit
suffisamment vite aux grands nombres d’onde k; ce sera le cas pour les corrélations que

représentera I';. La multiplication par & a donc pour transformé i et lon aura :

o
dkm

d > >
(1,3.3) 2 Ryj—— g o (k@) e .

Pour avoir une notation symétrique nous poserons :
K=—kK F@=F(k.

En remplacant dans I'équation (1,2.6) les différents termes par leurs expressions (1,3.1),
(1,3.2), (1,3.3), on obtient immédiatement sa transformée de FouRIER :

> N
(1,3.4) 57 @i+ [him Pmj + Am Pim] —ham 57~ (it @yj)

— [k1 Ouj + K1 O"ji] — [k Zj + k'3 E] + 2v k2 045 = 0.

Un des avantages de cette équation est I'aisance avec laquelle on peut exprimer
le tenseur de pression en fonction des autres et, par conséquent, I'éliminer; sur
les équations de départ (1,2.6) cette élimination s’effectuerait comme pour les équations
~de Navier 6riginelles, en prenant la divergence et tenant compte de la condition d’incom-
pressibilité; la corrélation pression-vitesse s’obtiendrait alors en intégrant une équation
de Poisson. Ces opérations se traduisent sur les tenseurs spectraux par de simples
opérations algébriques; multipliant d’abord par k; et ajoutant, la condition
d’incompressibilité impose :

ki ®ip=0, Ki®¢4i=0, K;Z;i=0,

(kl ®i) = (]q ki @) — Oim k1 @i = — Sim k1 @y,

,,,,,



et I'on obtient simplement :
Aim ki Omj + Nim Sim k1 @ij — kb Oy — k2 =5 = 0.
L’expression du tenseur spectral X; est donc :
k ik
(1,3.5) % =2Xim 75 Pmj — ~jz° Ot

Combinant le tenseur de pression k; Xj avec le tenseur d’accélération auquel il est
apparenté dans (1,3.4) : V

— ki1 Oj = — ki 3im Oy

posant, d’autre part, désormais :

A = 3ij — —;gg—],
nous obtenons :
ki k
(1,3.6) i B + ki Onij = 2 Nim - Pmj + Ja Aim Oty

Le terme homologue dans (1,3.4) s’écrit de méme, en permutant i et j et remplacant
Fopar B —— R |
LS @ Kk o LAY 6
(1,3.7) K 2 + K1 0% = 20m —pg— @'mi + K1 Ajm O
On note que, en vertu de '’homogénéité :

. Ri; (;) = Rji (—B,
ce qui entraine :
oy (B = ;i (— D),

et nous pouvons donc remplacer ®'y; par ®in. D’autre part, on vérifie aisément que
Qijr. étant réel son transformé de Fourier vérifie :

Oiji (— F) = — O, (B),
ce qui permet de remplacer ®';; par — ©F,. L’expression (1,3.7) s’écrit donc :
, LSk @) ki ky
(1,3.8) K2+ k' 0" = 2 hm g Pim + ki Ajm Ofy.

L’équation des tenseurs spectraux (1,3.4) peut désormais étre écrite avec les
termes de pression éliminés grace aux expressions (1,3.6) et (1,3.8). On peut, d’autre part,
grouper les termes de pression provenant du champ moyen avec leurs homologues
de (1,3.4) en écrivant :

rim Pmj = Nm i1 Pumjs Aim Cim = Mim 8j1 Pim .
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On arrive ainsi & 1’équation générale valable quel que soit le champ: moyen homogéne
et sans imposer aucune condition de symétrie a la turbulence (1)

(1,3.9) 0 q’"

+ Wy _Ql,-——2vk @y,

avec
| o .
(1,3.10) { ¥y = 230m [ Oy +- At Pim] — him | 57 0105) + 31 @ + 37 P |5

1,3.11) \ Qi = [k A_im Otmj -+ k1 Ajm OF]-

1,4 EQUATION DES CORRELATIONS TRIPLES EN TROIS POINTS

L’équation (1,3.9) comprend, comme cas particuliers, d’une part, la turbulence
homogeéne habituelle (cas oit les \m sont nuls), d’autre part, la turbulence avec vitesses
moyennes oll les termes en Ayn dominent la variation temporelle de @;; et, 4 la- limite,
s’y substituent completement si I’on admet ’existence du cas stationnaire; il est apparent
que la forme spéciale de cette variation temporelle équivalente, doit marquer la structure
de la turbulence et nous analyserons, au chapitre Il1I, cette idée en détail. Toutefois,
on se heurte ici, comme d’habitude, au point d’arrét constitué par le tenseur de:
corrélations triples en deux points @k Parmi les expressions intuitives de_ce tenseur.la
plus populaire est celle d’HEISENBERG; mais 'idée qu’elle parvient & exprimer en
turbulence isotrope est plus malaisée & étendre aucas général. A cet égard I'introduction
systématique, par I. PrRoupman et W. H. REmp [5], des corrélations triples en trois points
et de leur équation d’évolution nous parait constituer une acquisition importante de
la théorie dont nous voudrions étendre le bénéfice au probléeme qui nous occupe.

En vue de bien préciser certains points nous allons présenter ce calcul de maniére
assez explicite. Nous considérons donc trois points. M, M’, M*, dont les coordonnées et
les composantes de la vitesse attachée seront affectées des mémes accents. Nous ecrlvons
les équations de NaviEr du mouvement de fluctuation (1,2. A) en ces trois points, respec—
tivement pour les composantes i, j et k : '

22 Uy

clap | Dul dui | — d ‘-'-a
gpb—xi—.— fzzsz+111m+ b vbmfﬁo’
13p" | uj duy u’j du b"’*u,
(1,4.1) ( oda; T D1 + Uiy, +l aq: vz =0
12p" du"p p du'y —,,bu”k , o'k | D 1"y
anuk—i— 57 +llz*a—m‘71'+ lygr, TWiggn —Y Dm”’ = 0.

Nous les multiplions ensuite respectivement par u';juy, u’x ul et u; u';, et nous
en prenons la moyenne sur un ensemble de réalisations du cha‘mp turbulent.

(1) Nous sommes arrivé indépendamment & cette équation; elle avait été déja obtenue pour 1’essentiel,
mais dans un contexte un peu moins général, par J. M. Burarrs et M. MiTcunNer [4]. -
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Si la turbulence est homogene les diverses corrélations ne dépendront que des
> > vyl > s spe s 4w

vecteurs MM’ = r’ et MM" = r”. Nous donnons ci-dessous la définition des tenseurs en
cause dont on notera le parallélisme avec ceux du tableau (1,2.5) :

ey _
Rijr(r, r') = wz u'; u’y,

Quijre (1, 7)) = W Wy 0 — ug g 0 0,
(1,4'2) -ijk ,_. “\0E 2 ) lijk>
Pjx (}t ﬁ) = l—; u'ju'g,

% > d d :
\ Sijk (r, I") == <D—Z -+ 5‘27;) Pjr.

Le seul point qui exige un commentaire concerne la définition de Quijr dont la raison
apparaitra mieux lorsque seront introduits les transformés de Fourier (voir 1,6).
Notons cependant que son introduction sous cette forme est déja naturelle par la maniére
méme dont a été obtenue 'équation des fluctuations (1,2.2) en soustrayant de 'équation
du mouvement total (1,2.1) celle de I’écoulement moyen (1,1.1); avant-dernier terme
des équations (1,2.2) ou (1,4.1) devrait donc étre écrit, en réalité :

‘ b_"cz(ului_ului)'

La dérivée du deuxiéme terme est bien entendu nulle par 'homogénéité et c’est
pour cette raison que ce terme a été omis dans (1,4.1); mais il peut aussi bien étre inclus
dans la définition de Qi si I’on v a avantage, comme ce sera le cas..

] Yy =3

En additionnant par colonne les trois équations moyennes déduites des (1,4.1)
nous obtenons six sommes de trois termes L. que nous désignerons par leur rang compté
de gauche & droite. La deuxiéme, en vue de laquelle le calcul a été organisé, est :

0
(1,4.3) L,= X Rijx.
La troisiéme s’écrit immédiatement
(1,4.4) Ly = Aa Rujre + 21 R -+ Mg Rijie

La quatriéme comporte des termes qui, individuellement, dépendent de la position
de chaque point M, M’, M’, mais dont la somme vérifie ’homogénéité. On a, en effet :
— — BN — L, D
Ly=u ST Rijr + (r + Mm &m) ST, Rijr 4+ (1 + M &'m) 7] Rijx
— (D d d . D .2 _
= Uy <DI¥31 + b—“',v/l + m) Rl]k + Nm <me$/l + & mbx”z) Ruk-
Or, on a, par '’homogénéité :

d 2 d 0 D 0 0
(1,4.5) ﬁ:_<r&+b—§'z> oa’ D&’ dx" EY
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de sorte que :

0 d
(1,4.6) Lo=%n (Ens g + Emygy) i

Appelons d’une maniére générale Cijx (_rt ?’) l'un des six tenseurs apporté par la
premiére équation (1,4.1). On voit aisément que son homologue de la deuxiéme ligne
s’obtient en remplacant la suite des points M, M’, M” et des indices i, J, k par la suite"
des points M’, M”, M et des indices j, k, i. Une nouvelle permutation circulaire conduit
au tenseur homologue de la troisiéme équation (1,4.1). Si une moyenne est C pour les
points M, M', M”, dans cet ordre, nous appellerons C' la méme moyenne pour les points
M/, M”, M et C” la moyenne pour la suite M”, M, M’ (cette notation rappelle & la fois le
point origine et le nombre de permutations effectuées). On a, d’apres cela :

(1,4.7) ¢ = C(—T+1—0;
(1,4.8) C' = C(—1—1 + 1),

et les sommes L, et Ly s’écrivent, en utilisant (1,4.5) et les définitions (1,4.2) :

(1,4.9)
(1,4.10)

Ly = — (Sijrc + S'ixt + S"kij) 3
Ly = — (Tijie + T’ + T'aif).

On a enfin, directement :

b D 2 2 32
L(;:_Vl:<5_€l+5‘—"g/l> TDE’ ’Jf‘bgn:' ijk -

L’équation d’évolution des corrélations triples est donc, finalement :

d
37 Rijr + [hir Rijre + Nt Rie 4+ Mg Rijil

| i bt ) b I b ! 1 |
(1,411) < 4+ 2Am{ m 5% + & m3E, Rijre — [Tije + T'jra + T3]

2 D \? 22
[Sz]I\ -+ S’ jki + S kz]] —V [<D gl + d <E/> D En:l Ruk =

1,5 RELATION HOMOLOGUE DES TENSEURS SPECTRAUX

Introduisant les transformés de Fourier a six dimensions des corrélations en
. . . -> -
trois points fonctions de r et de r’ nous posons :

-5

Rijx (—I’i r ?) =—1 S Djjk (75, 1?') el® 7+ .7 dke . dI,

>

(1,5.1) Quijre (r, 1) = S Oujic (e, K7y eieT+K7.%) qfe 4R,

( P (7, 1) = gzjk(i?, 1) etk TR gk R
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On obtiendra une grande symétrie de notations dans tout ce qui suit en introduisant
le vecteur k" tel que :

T4k + K =0.

Les transformés de Fourier de certains tenseurs dérivés s’écrivent immédiatement,
d’aprés cela :

P T . > D D D >

Tijk (r,r'y=—1 S k" @lijk< . ') gitk.r+K vy dle dk’,
(1,5.2) '

Sijk (-;, 175 = —1 Sk”i ik (?;,—127) ei(}?j"i'l—:'-;?) d??d]g’t
et 4 l'opérateur : _

p:) D \? 2 D2

1,5.3 S — ARSI
(1,53) <DEZ+BEZ>+DE[+DE[

il correspond la multiplication par — (k? -+ k2 + k"?). En opérant enfin comme pour
la formule (1,3.3) on obtient : '

i

2 N N
by, o= 1 (o) o EF+ T .
(1,5.4)
% 0 R i S———b (k' Oijze) ek F+R7-e) dR . .
my gll ijk k' m 1 Dijk . i

Il nous reste 4 transformer les opérations G’ et C” définies par (1,4.7) et (1,4.8).
On constate aisément que si I' est le transformé de Fourier de C on a :

(1,5.5) C(—T+1,—1) = S T [F, — (k + F)] ei-r+5.7) dk dk.
Le transformé de C’ est donc :
(1,5.6) I = I' (K, k)

et celui de C" sera de méme :
I =T (i, K).

Si I'on considére la triade de points N, N’, N” de I'espace 3 correspondant a
%, K et k" et une moyenne I' qui leur est affectée, la notation qui précéde désigne donc
par I’ la méme moyenne concernant la permutation N’, N”, N, et par I'" celle qui
concerne la suite N“, N, N'.

Avec ces définitions la traduction de (1,4.11) en temseurs spectraux s'écrit,
a vue :
9 :

57 Qi+ [Mar Poje + Nt Pirre + g Pt

d | d . )
(L57) ¢ [m (ky @) + Y- (k' (Dijk):‘ — k"1 Oujr + k1 Ok + K10 "1t

\\ — []{”i Ejk -}~ k]' 2 A+ k' Zﬂij] 4y (]€2 4 K2 - k"z) (Dijk = {.



IL’élimination des tenseurs de pression suit une marche paralléle a celle employée
pour les corrélations doubles. L’opération de divergence d Fi/d x; sur (1,4.1) se traduit

sur (1,4.11) par :
P d
~ (55 + 5 Fo

et celle-ci, a son tour, devient sur (1,5.7) multiplication par £”; et sommation. Un certain
nombre de termes disparaissent ou se simplifient dans le processus en vertu de I'incom-
pressibilité :

k”i (Dipq = O;

2 2K,
Kigg Ga Qi) = — ki CDiijTC;l = 8im k1 Dijk,

d K, ,
k" SEo (k' Dijr) = — K (Dukak/ = Sim k"1 Dijk,

K O (K K =0, KOsy (7, Ty =0,
K S (K, Ky =0, KTy (K", k) =0.

Il vient ainsi, simplement :

kll klf k’/
(1,5-8) Z]k = 2 )\lm kllf) (Dm]k ;{l/z ®lmﬂu
d’on il suit :
. k/l kll p
(1,5.9) k" Eﬂ. -+ k" ®11]A = 2N —75— 72 (Dm]k + k" A" im ®lm1k-

Les deux groupes restants de termes de l’équétion (1,5.7), homologues de celui
qui précede, s’en déduisent par permutation des points N, N’, N”; suivant la régle (1,5.6)
combinée avec une permutation des indices i, j, k, ils s’écrivent donc :

ki k
ki 2 + k1 Otk = 2 Nm kgl D' ki + k1 Ajm O'1mii s

(1,5.10)
; " k' kkl
kkZ +kl®lkz]——27\lm k2 mlj‘l‘klAkm@lmu

On remarquera maintenant que pour les corrélations triples de vifesses, les trois
points jouent le méme role, de sorte qu'une permutation simultanée des points M, M', M”

et des indices i, j, k, donne par 'homogénéité identiquement le méme resultat c’est-a-dire
que l'on a :

Rijr = R'jri = Ry
et corrélativement, pour le tenseur spectral :

Dijre = Dljpi = qj”lcij:
On peut donc, dans les relations (1,5.10), écrire :

’ u
O mki = (Dimk) O mij — (Dijm~
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: I’équation générale du tenseur spectral des corrélations triples s’écrit en deflmtlve
une fois les tenseurs de’ pression éliminés [6] :

)

(1 5. 11) 5 73 l,k —I— ‘Fuk = Qijr—v (k2 + K2 + k%) Oijp,
avec : ’ ) ‘_ A
' Wi = 2Nm [A"st Omjrc + Ajt Pimic + A'it Dijm]

(1,5.12) C | . - | i
? — Nm [m (k1 @) + 3K (k't Dijre) + Sit Pmjrc + 3jt Pimr + Sut (Diim]

et : ' ' » | '

(1,5.13) b Qijre = [K"1A"im Otmie + ki Ajm O tmici + K'1 M e ©"1mi] -

1,6 - CAS D’UNE DISTRIBUTION QUASI NORMALE

“.L’objectif principal de la recherche de I. Proupman et W. H. Rem, déja
mentionnée en (1,4); était expression systématique d’une hypothése reliant les corré-
lations quadruples aux corrélations doubles. En-fermant ainsi la chaine des équations
de la turbulence une solution en était rendue possible, au moins en principe. Nous
rappelons cette hypothése : le lien entre les corrélations quadruples et les corrélations
doubles est supposé celui-la méme qu’on aurait si la distribution de probabilité des 3 n
composantes de'la vitésse en n points était normale; il est bien entendd que rien de tel
n’est suppose pour les corrélations d’ordre impair, notamment 3 (ce qui serait contraire
a l’essence méme de Id turbulence) pour abréger le langage on peut, avec
R.H. KRAICHNAN [’7] employer I'expression-distribution quasi normale pour caractériser
ce type d’approxnnatlon Son introduction est encore trop récente pour qu’on puisse
en évaluer I exacte portée qui dépend certainement de 'emploi qu’on en fait; il serait sans
doute peu sage de l'appliquer a I'échelle des tourbillons responsables de la dissipation
ou’ pour le calcul d’une propriété dont la dépendance par rapport & I'hypothése ne
serait pas asséz’ lointdine et, en quelque sorte, amortie. Elle pourra sous ses réserves
nous étre utile, et nous en rappelons l'expression.

On a, pour une distribution normale des grandeurs aléatoires a, b, ¢, d :
abed —[ab.cd + ac. bd + ad . bc] = 0,

ce qui, supposé s’appliquer a wu;u, u'j u'y, donne :

(1 6. 1) Cmup iUy — iy wju"y—mu’j upu' y—wu"pun u'y = 0.

Independamment de I'hypothése, le premier membre est un groupement intéressant
lorsqu'on veut former le transformé de Fourier des correlatmns quadruples Si I'on
considére quatre points M, M/, M” M’” avec MM’ = r MM = 1/, MM" = 1", celles-ci
ne tendent pas vers zéro lorsque r, v , T tendent vers I'infini et, pour pouvoir définir
un transformé de Fourigr, il faut considérer [3] le groupement du premier membre
de (1,6.1), appelé tenseur cumulant d’ordre 4; ’hypothése revient & poser que ce tenseur
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est nul. En I'occurrence nous avons besoin, non pas du tenseur général en quatre points

mais en trois seulement et, avec nos notations, (1,6.1) s’écrit :

(1,6.2) Qumik — Rij (7) Rk (') — Raze () R (1) = 0.

Il est immédiat que les deux derniers termes ont individuellement un transformé

de FOURIER, de sorte que si leur somme en a un il en sera de méme pour Qigjr. Autrement
dit, dans le cas de trois points et pour pouvoir définir un transformé de FoURIER, il est
possible d’utiliser Qimjx en place du ténseur cumulant. Avec I’hypothése de distribution
quasi normale son expression est donnée par (1,6.2), dont la traduction en transformé
de Fourier s’écrit :

(1,6.3) Otmjc (I, ) = O (&) Orat: (K7) + Dpe (K) Doy (K).
1,7 LES TENSEURS DE DEFORMATION DE LA TURBULENCE

Les lois d’évolution des tenseurs spectraux d’ordre 2 et 3, données par les équations
(1,3.9) et (1,5.11), constituent 'aboutissement de I'analyse de la turbulence dans le
cadre actuel. Du point de vue de l'interaction d’un champ de vitesses moyennes avec la
turbulence qui est le nétre, les termes importants et mnouveaux sont les
tenseurs ¥y (1,3.10) et Wy (1,5.12).

Un cas idéal d’interaction, qui a fait 'objet d’études détaillées, est celui qui
est suggéré par les contractions rapides des tunnels aérodynamiques établies en vue
d’abaisser le niveau relatif de turbulence de la veine; on peut réaliser d’ailleurs en vue
de la recherche, comme I'a fait TownseND [1, 2], des distorsions rapides plus compliquées
(contraction dans une direction, divergence dans une autre) que la contraction symétrique
des souffleries. Ces problémes ont suggéré‘[S] 1e schéma théorique suivant, intéressant en
soi malgré son inaptitude reconnue a traduire les faits. On considere un champ
de turbulence homogene initial (coordonnées @;) et on le soumet a une déformation
uniforme finie, c’est-a-dire telle que les coordonnées de l'état final z; sont :

:-Z—;-‘_—bxia
l'—'aal l3‘

oit les d xi/d a; sont des constantes; un déplacement étant sans intérét il suffit d’ailleurs
de considérer une déformation pure. Le champ de turbulence initial livré & lui-méme
engendrerait de son coté sa propre déformation; mais celle-ci est négligée dans I'approxi-
mation de la déformation brusque, c’est-a-dire qu'on admet que la déformation uniforme
imposée de I'extérieur est d'un ordre de grandeur supérieur & celle que produit la tur-
bulence dans le méme temps (c’est ce qui n’est pas, en général, réalisé en pratique);
il est alors cohérent de négliger aussi les effets de viscosité dans le court intervalle de
temps considéré. Pour toute réalisation de I'état initial on calcule aisément dans ces
conditions, par les équations de CAucHY, la distribution du tourbillon dans I’état déformé,
d’olt ensuite toute moyenne statistique.

11 est instructif de transposer I'approximation qui précede dans nos équations.
Le champ de vitesses moyennes u; produit pendant le temps df une déformation uniforme
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homologue de celle du paragraphe précédent mais infiniment petite. Faire abstraction
des déformations internes et de la viscosité, c’est supprimer les termes Q;;, Qijx et v. On
a alors :

d ®;j =—Y¥ydi, d Ojjr = — Yy dl.

Si donc on connait, par un calcul indépendant, le spectfe nouveau ®’;; en fonction
de l'ancien ®;; aprés une déformation brusque, le cas particulier d’une déformation
infiniment petite donne ‘FU ; un tel calcul n’a d’ailleurs d’autre intérét que de vérification,
car le grand meérite des équations de Caucmy étant de constituer une intégrale
du mouvement par rapport au temps, c’est en détruire le bénéfice que de revenir de 1a
3 une variation infinitésimale. D’un autre coté, la théorie de la déformation brusque
n’a pas été appliquée jusqu’ici aux corrélations triples; I'extension est d’ailleurs possible
(mais non sans labeur) car, de méme que [3] : ‘ '

N * - ] —>-
(1,7.1) ®;; (k) = lim dz; (kf,dzf &) ,

on peut montrer que

T i ¢ 42 (k") 4z, (k) dZ (1)
1,7.2 Dy (&, &) = lim ,
(1,7.2) i (k) 1

_>. . 0 I3 . »
ou les dZ sont définis pour une réalisation par :
- ‘ R i
u(z) = S etk-2 d7 (k).
On en a, en tout cas, la variation infinitésimale par W;j.

D’une facon plus précise, le lien de ¥;; et Wik avec la théorie de la déformation
brusque est exactement celui que nous venons de dire, seulement si le champ de vitesse
moyenne est irrotationnel; s’il existe un tourbillon moyen, il y a une différence que nous
voudrions maintenant examiner. Les équations de Caucuy relient le tourbillon final
total & au tourbillon initial fofal Q par :

d X
Q= Q
i D ar -
— . . A 1
Partageons Q en valeur moyenne et fluctuation et faisons de méme, comme il
sera nécessaire, pour la déformation (X; désigne la nouvelle position due au déplacement

par le mouvement moyen X;, et par celui de fluctuation z;); il vient :

) DX — DX
Sa z+ a &t

o=

wz—l—

[nous avons tenu compte de ce que, d’aprés (1,1.1), 'écoulement moyen vérifie aussi
les équations de Caucwuv]; le dernier terme est celui que néglige par principe la théorie
de la déformation brusque; mais le second n’y apparait pas non plus puisqu’on y part
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d’une turbulence sans vitesses moyennes. Signalons, sans développer le calcul assez
long, que le premier terme seul conduit 4 : ‘

¥ = vum -+ M) [Dit Pmj + Ajt Pim]

d (k; Dy
— Nim [—%‘;}mﬁl) + 811 Omj + 31 (Dim:l,

tandis que le second rétablit 'accord avec la formule générale (1,3.10).

Nous soulignons a nouveau, pour terminer cette discussion, que les tenseurs ¥;; et
¥;ir ne sauraient, a eux tout seuls, donner 1’évolution ou I’équilibre de la turbulence
comme le voudrait approximation de la déformation brusque, que tout dépend, au
contraire, de leur interaction avec les termes Q;; et Qi et ceux de viscosité, et que
c’est tout l'objet de la présente recherche.




Cuaritre 11

FORME DES TENSEURS SPECTRAUX,
COMPTE TENU DE L’INCOMPRESSIBILITE

2,1 CONSEQUENCES DE L’INCOMPRESSIBILITE POUR ®;

Si le champ turbulent est & divergence nulle il en résulte, pour les corrélations
triples en trois points :

DY S A 9 Y S 0 . (
ﬁiuia,-ukzo, S—x—,;uiu’,-u'kzo, muiu’ju’kzq,
et par suite, pour @y :
(2,1.1) k”i (Dijk = 0, kj CDijk = 0, k'k (I)ijk = 0.

Il y a vingt-sept composantes ®; et vingt-sept équations (2,1.1), de sorte que
les restrictions imposées par l'incompressibilité sont importantes, mais pas toutefois
aussi considérables que le ferait croire ce décompte des équations. Choisissons une valeur
de l'indice, par exemple 1; on peut demander au premier groupe de fournir toutes les
composantes de ®;j, ol 1 = 1, et de méme au second celles ou j = 1 et au troisieme
celles ot k = 1; mais si le premier groupe fournit 3 X 3 = 9 composantes, il ne faut pas
compter pour le second celles ou i =1 déja obtenue, ce qui apporte seulement
3 X 2 = 6 composantes nouvelles, et de méme il faut enlever du troisieme celles ol
i=1, j=1, ce qui apporte encore 2 X 2 = 4 composantes nouvelles. En tout, par
conséquent, les équations (2,1.1) permettent d’exprimer dix-neuf composantes en fonction
des autres, c’est-a-dire qu’il reste huit composantes indépendantes.

Nous allons maintenant exprimer d’une autre maniere les équations (2,1.1) en
nous laissant guider par le fait qu'elles peuvent étre regardées comme des relations
d’orthogonalité; il en résulte que chacune se présente sous sa forme la plus simple si,
respectivement, k” ou k ou &’ est 'un des axes de coordonnées. Nous sommes ainsi conduit
a introduire frois triédres trirectangles dont, d’ailleurs, un axe peut étre commun étant
donné que les vecteurs k, K, k" sont coplanaires. Nous choisissons les vecteurs unités
de ces triedres comme suit : @, o, o sont dirigés respectivement suivant &, &, k'; dans le
plan de ces vecteurs nous prenons B, B, A7 normaux respectivement & k, i, k' et dans
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. - — . > ‘, . . . ,
le sens qui va de k & k' et k”; enfin, v est la normale directe au plan ainsi orienté. Les
. . . e e e P e 5 B
trois triédres trirectangles sont alors définis par «” 8" vy, a By et « 8" v.

D’une maniére analogue & la décomposition d’un vecteur en trois composantes
nous pouvons d’abord écrire :

(2,1.2) @ik = Pjro”i + Qi B"i + Rjrevi.
Il suffit pour cela de prendre :
Pjr = «"1 Qtjr,, -~ Qjx = B"1 Dijs Rix = 11 Ot
ce qui donne :
Djjpe = ("3 ¢"1 4+ B": B"1 + vi Y1) Qi

qui est bien une identité, compte tenu des relations que vérifient les composantes des
vecteurs unités d’un triédre trirectangle :

a'ja'y 4+ i1+ Yi"{l = dir.
La premiére condition d’incompressibilité se traduit donc par Pjr = 0 et le deuxiéme
membre de (2,1.2) se réduit a ses deux derniers termes.
Sur I'expression ainsi réduite, la deuxiéme condition d’incompressibilité s’écrit :
(2,1.3) ; aj Pijp = aj Qi B"i + «j Rjryi = 0.

Si T'on considére une valeur donnée de k, les trois équations (2,1.3) écrites pour
i =1, 2 et 3 définissent les deux inconnues «; Qji et «; Rjx; comme les §”; ne sont pas
proportionnels aux vy; on aura : '

2,14 4 Qik=0, «Rjx=0.
Effectuons maintenant, pour les tenseurs Qjr et Rjr, une décomposition analogue
a celle effectuée en (2,1.2) pour ®;j; mais & partir du triedre ?ZB?
i Qjre = L oy + Mg Bj + Nevyj,
Rjr = L'gaj + Mk 8; + Nk vy,
avec :

% L = o Qu, My = B1 Qi Ni = v1 Qi
L' = ot Ry, M’y = B R, N’k = vi R

La deuxiéme condition d’incompressibilité se traduit donc, d’aprés (2,1.4), par L
et L', nuls.

- Les réductions opérées jusqu’ici donnent pour ®;j; 'expression :

Oy = My P B 4 Nreyi 8% + M5 Bjvi -+ Ny vie
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Ecrivant, pour finir, la troisiétme condition d’incompressibilité, nous avons, avec
toutes les paires d’indices i, j, neuf équations définissant les inconnues o'x Mg, «'zx Ng,
o't Mg, o' N'g, et la solution est évidemment :

(2,1.5) axMe=0, axNg=0, oxMp=0, «%Ni=0

Poursuivant la- maniére précédente d’opérer on décomposera les vecteurs My, N,
. . . T . ,
M'g, N’k en leurs composantes suivant, cette fois, les vecteurs unités o’ B’ v, et il résulte
- - LY s + -
de (2,1.5) que seules subsistent les composantes relatives & p’ et v, soit: '

% Mp=T B+ ¥ v Ne=Y¥"8%+ 0" vr,
Mp=9"8%+ 0"y, Nk =08k 4+ Qv

- Avec ces notations 'expression générale de ®jj, compte tenu des conditions
d’incompressibilité, s’écrit [9] :
(Duk“F B"i Bj Bk +IFB” Bi Yk + Ry B+ Yi Bj Bk

+ 0 vi v Bk + O YlB]Yk+ 0" B vj Yk*l“QYlYJYk

On retrouve bien, conformément au décompte initial, seulement huit scalaires
indépendants. '

(2,1.6) §

2,2 EXPRESSION DES SYMETRIES

Ce nombre de composantes, quoique réduit, resterait un obstacle a une utilisation
effective du tenseur @;j, pour une turbulence non isotrope, si une réduction
supplémentaire fort importante n’était apportee par les propriétés de symétrie inhérentes
a la définition de Pjjp. ‘

Nous avons déja remarqué en (1,5) que si u; u'; u’y est relatif aux points M, M’, M”,
on retombe identiquement sur la méme quantité en permutant simultanément les
points et les indices (ce ne serait pas le cas si, a chaque point, étaient affectées non
seulement des composantes mais des grandeurs différentes). La propriété corrélative

pour ®;; fait intervenir les points N, N’, N’, extrémités des vecteurs_kt 7{7, T tels que :
> > >
k+ kK + k' =0.
Pour des permutations circulaires directes notamment (sens N”, N, N’), nous avons
déja établi en (1,5) les égalités :
> > > > > >
(2,2.1) Dy (k, k') = DOjpeg (K, k") = D5 (K", k).
On peut aussi considérer des échanges de deux points et deux indices seulement, le plus

ev1dent consmtant a échanger M’ et M" dans l’espace phy31que a cette permutation
de retr correspond une permutation de K et k soit :

(2,2.2) Dy (, KT = Doy (1, .
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D’une maniére générale les propriétés de symétrie de Py apparaissent le plus
directement dans I'expression (1,7.2); on voit que le premier indice i est attaché a N,
le second j & N et le troisiéme k 4 N, et qu’il est loisible de permuter & la fois les points
et les indices attachés. On a, par exemple, comme prolongement de (2,2.2) :

(2,2.3) Oy (k' 7) = i (7, K7 = Bjge (K7, ).

D’autre part, une autre propriété de @;; traduit le fait qﬁe dans la
définition (1,5.1) Rijx est réel; on en déduit aisément :

(2,2.4) Dijre (— k, — Ky = — O, (k, k).

Pour montrer le plus clairement les répercussions des symétries (2,2.1) et (2,2.2)
nous avons explicité, pour chaque permutation des indices (et des points N" NN’
attachés), le développement de @;j suivant (2,1.6). Les conséquences se présentent
différemment suivant que I'on considére, d’une part, les scalaires I' et (2, d’autre part,
les ¥ et les ®. Nous commencons par le cas particulierement intéressant de ces derniers
pour lesquels il nous suffira, d’ailleurs, de considérer les ¥, tout ce qui sera dit demeurant
valable pour les ©. '

On voit, sur le tablean de la page 23, que les permutations circulaires des
équations (2,2.1) (colonnes supérieures du tableau) permutent entre eux les termes de
groupe ¥'; la traduction de ces relations est donc :

B (‘]z, I?) —_ g (}ZI’ }{)//) = P (]_{.)7/, ]3,
(2,2.5) v (&, 1y =P}, B =¥ (@, B,

ek, By =% (1, k) =¥ (", k).
Il en résulte que les ¥ ne sont-pas des fonctions distinctes et que si 1'on prend
pour fonction de base, par exemple ¥, on en déduit ¥’ et ¥ par les deux conditions
extraites de (2,2.5) :

v (k, ) =¥ (k" ),

(2,2.6) > > > >
Wk, k'Y ="Y (k', k").

Ces définitions de ¥’ et ¥” expriment d’ailleurs complétement les formules (2,2.5);
on vérifie en effet aisément que les quatre autres équations non utilisées de (2,2.5) sont
de simples applications des régles (2,2.6) pour d’autres couples de vecteurs T K.

Pareillement, les permutations circulaires (2,2.3) (colonnes inférieures du tableau
de la page 23) donnent : :

v &) = @, %) =" & i,
(2,2.7) W (T =P Ky =W (KT,
v (kT = Wk R = W (i K.
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i
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® (k', k) viBjyk

O (&, %) vivifk

0" d', k) B"ivivk
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Q&S k) yivive

Ty B'i BBk
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W (k" k) B Bivk
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W (K", k) vi B Bk

> >
\Ij‘ll (k!l’ kl) Blli _Y]. Blk
SOREA, ’
O k", kY viviB'k
> >
O (k", k) B"ivjvk

> >
O (K", k') i Bj vk

T G
Q (K" &) yivi vk

T & &) BB Bk

P i T !
W (k, K"y viBj Bk
Wk B Bk

N A A "
W (k, k") BBy vk
o o "
O (k, k") B"ivivk
i T
O (k, k") i Bj vk

> > ,
" (k, k" ~viviB'k

> T
Q(k, k" yivivk
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D’autre part, en vertu de (2,2.2), toutes les permutations de la page 23 sont
identiques, de sorte que les coefficients d'un méme terme tel que pB; B; yx y sont égaux;
pour le terme cité en exemple ces coefficients constituent les éléments de la premiére
ligne de (2,2.5) et (2,2.7), lesquels sont donc tous égaux; il en est de méme, respectivement,
pour les deuxiéme et troisiéme lignes. Extrayant des cinq égalités de chaque ligne celle
qui concerne ¥ nous avons :

| ¥ (&, Ky =P (i, k),
(2,:2.8) U@ = @B,
¥ (K, k) = ¥ (K, k).

Ces trois conditions, imposées a la fonction de base W, se raménent 4 une seule,
par exemple la premiére; elles expriment une invariance par substitution au premier
vecteur qui y figure de celui des vecteurs de la triade qui n’y figure pas. '

En ce qui concerne les scalaires I' et Q, I'expression des symétries entraine
simplement qu’ils prennent la méme valeur pour tout couple d’une méme triade :

([ TEE)=TEF)=TFRH=TFEH=T®FFN=TEL),
(2,2.9)

( QEE)=Q & E) = Q" k) = QU K = Q () = Q& k.

Il nous reste enfin 4 traduire les propriétés (2,2.4) qui expriment que Rjj est
réel. Nous avons pour cela a écrire ’expression développée (2,1.6) pour une triade formée
des points symétriques des points primitifs par rapport a l'origine. Il est clair que les
nouveaux vecteurs ’éé*' Bﬁ seront eux-mémes symétriques des anciens; en revanche,
le vecteur :; qui compléte les triedres directs est normal au méme plan et concerne la
méme direction, ¢’est-a-dire qu’il ne change pas [voir conventions d’orientation en (2,1)].
11 suit que les produits triples f”; B; 8'x, ot les @ figurent un nombre impair de fois,
changent de signe tandis que ceux on il est en nombre pair ne changent pas. On en déduit
immédiatement [9] :

I—k—K)y= T*&F,

T —

O(—k—k)= 0*FI&);
(2,2.10)

>

O (&, — ) = — P (&, ),
_ ]}/)

T —

Q(—F = — Q¥ (I, ).

2,3 TRIADES DE VECTEURS k — RELATIONS GEOMETRIGQUES

Il est, nous I'avons vu, dans la nature des corrélations triples en trois points,

. - 3 - . : > T Ty - 7 .
d’introduire dans I’espace des k les triades de vecteurs k, k', k" dont la somme géométrique
est nulle (fig. 1). 11 y aura lieu dans la suite de tenir compte de quelques
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relations géométriques du triangle NN’'N” et des vecteurs associés, et nous nous
proposons de les examiner ici. '

Nous appelons ¢ I'angle inférieur a = formé par_]? et k'; les angles ¢’ et ¢” sont
définis de méme (voir fig. 1) et 'on a :.

it U (X,m = Bm Bl'm = COS (P == m,
(2,3.1) ' (‘L/m a”m == glm p”‘rn = CO0S (P, = m,,

all]-n am —_ vﬁ//m Bm — COS (P” — mll.

\
\
X
AN
AY
P’

'kll

-

-

Fig. 1 ‘ Fig. 2

Le produit scalaire des vecteurs k et 57 vaut évidemment :

kcos<g+ cp>_=—~kSin<P§
on obtient ainsi : . |
ki B =—ksing, kif"1=—kKsing,  k"181=—k"sin¢",
(2,3.2) |
K@= k'sing’, kB'1= ksing’, Kif= Kk'sine.

La somme de chaque paire d’équations est identique 4 zéro puisque, par exemple, pour
la premiere : ‘ ‘

g+ K1 r=—kp1=0.
On a donc les relations qui, d’ailleurs, sont géométriquement évidentes (fig. 2) :
[ k sing = k"sing’, |
(2,3.3) & k' sin ¢’ = ksin ",
|

k" sin " = k' sin o.
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- Si Ton veut exprimer tous les angles en fonction des longueurs des cotés on a

les relations : .
k"% — (k% + k'?)

CoSe =7 2k
) . k2__‘(k12 + k”Z)

(2,3.4‘) | Cos o N——— » 2 K k" ‘ )
" k' — (k”z + kz)

Cos @" = . 2 kK" s

d’ott I'on déduit :

VE VE . VE

. . . P Sl . vV
(2,35) sine = 2—1('](“ s = Y S o = K"k

ou : '
K=202k"2+ K2k" + k"2 k%) — (k* + k'* + k")

Les relations (2,3.5) peuvent s’écrire en variante :

2,3.6 I sing sine' sing”’ \/E
("" . ) | ¥ — k Y -‘2kkl P

qui ne sont autres que les (2,3.3) avec une précision supplémentaire.

On peut, au contrairé, désirer exprimer toutes les grandeurs en fonction de k, K’
et ¢. On a dans ce cas, & partir de (2,3.4) et (2,3.6) :

/' k=L k' 4 2kk' cos o,
2,3.7 i " si
- sing/ = KSE gy g KINE

. b 4 r e - o
Nous en venons maintenant & quelques propriétés des vecteurs f B’ 8" associés.
’ 3 . P . » g . . . .
Il résulte d’abord, des conventions d’orientation de (2,1), que vy est dirigé suivant le
. . - = . >
produit vectoriel de k et de k'; si ’on appelle ¢ ce vecteur, on a :

2,38 = (kK'sing)y =k A K.

- —

. ’ > Id .
Les vecteurs unités @ g’ 3" peuvent s’en déduire par :

(2,3.9) B=YAa% B=yAd, B =1Ad.

: e T, -> —
On peut aussi remarquer. que B, par exemple, étant dans le plan de « et «', peut
s’exprimer comme une combinaison linéaire de ces derniers :
Iy > t 71
B=2Aa+ XN o
Ecrivant que :

> o> >

v.p=0 et o .E:sincp,



o 3 = M ‘ e N A —r . - . :
on en déduit immédiatement A et A’. Opérant de méme pour §’, B” on a les expressions :

1 ! ' ! 1 : I
B =g @i—ma),  Ble= o (mak—a),
(2,3.9) |
V= (mr/ o'i—m' OCi)A.

sin @
- + - e Ve .
Inversement, I’expression des « en fonction des § s’écrit :

1
sin @

1

(2,3.10) o = simg Br—m B

(mBi—py, 1=

Certaines combinaisons des vecteurs o et é dont I'intérét n’apparaitra que dans
la suite trouvent ici logiquement leur place. Ecrivant a priori ces combinaisons au
premier membre nous les exprimons systématiquement au second membre, en. fonction
des seuls _r;et o« au moyen de (2,3.9). On a ainsi :

wioj + BB = g [ oj + o'saj—m (aia'; + o'y )],
7 1 1 ! 1 . 14 7 v
o Bl —a'iBj = g [y + oo —m (wi oy + @s )],
d’ont il résulte :
coi Bl —a'i By ‘ ;
(2,3.11) i = (e BiB) = vivi— 3.
Ecrivant de méme :
. I ni m T 1 I} ’
wi By — o1 By =— gpo apoj + o’y —— (ai oy + a'vay) |,
m? 1, . |
ooy — By Blj = — ST g [oci o + a'; OL,j"‘E (o 0y + &'y “i)] .

on obtiént I’identité :
m
(2.3.12) § sing (@i Bi— o't Bf) = wi oy — B By

sin @
= 37— (Bi By + B'i B's + vivi)-

2,4 PROCEDES D’EXTRACTION DES SCALAIRES DE BASE

Le nombre des composantes indépendantes d’un tenseur spectral vérifiant les
conditions d’incompressibilité se réduit, nous ’avons vu, & quatre lorsqu’il possede,
par surcroit, certaines propriétés de symétrie relativement & des permutations d’indices.
Il y aura donc intérét a traduire toute équation tensorielle telle que (1,5.11) en
des relations entre les scalaires de base des tenseurs qui y apparaissent. L’extraction
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de ces scalaires de base pour’ un tenseur dérivé d’un autre, comme c’est le cas pour Wi,
lequel est formé & partir de ®;j, peut étre assez malaisée en opérant par substitution
directe. On peut alors employer les propriétés ci-aprés.

- Considérons le tenseur Spg dévelop'pable suivant (2,1.6) :

24.1) { Spar=TsP"pBq 9'r + s B'pBavr + Vs P pvgB'r + ¥'svp B Br
o + ®s vp Yg B'r + O'svp By Yr + 0”5 Bp vg Yr + Qs ¥ Yo 1r-
Il est évident que :

K" kg K'r Spgr = 0,

mais si 'on effectue le produit par k, ky k”> on obtient I's & un coefficient prés. En effet,
les sept termes autres que le premier dans (2,4.1) contiennent ou vy, ou v4 ou v et l'on
aura, par suite de l'orthogonalité de Y> et des [ :

kpyp =0, kgvq=0, k' yr=0.
Les termes correspondants étant nuls il restera : -
(2.4.2) (kp B"p) (K'q Bg) (k' B'3) T's = kp K'g k' Spqr.

On pourrait aussi obtenir I's en multipliant Sp, par ", By 8'r, mais il sera plus
avantageux d’utiliser le plus possible les vecteurs k.

Pour extraire ¥ par une contraction analogue du tenseur Spqr, le troisicme
facteur ne saurait étre dans le plan des vecteurs k et Ton est ainsi conduit a
considérer kp k"4 yr. Tous les termes de (2,4.1) contenant v, (c’est-a-dire les quatriéme,
cinquieme, sixiéme et huitiéme) s’annulent par orthogonalité avec kp; il en sera de
meéme pour tous les termes contenant v, (les troisiéme et septiéme, en plus des précédents);
enfin, les termes contenant p'; s’éliminent avec v, et ¢’est le cas du premier. On obtient
donc :

(2,4.3) (kp B"p) (K'q Bg) ¥'s = kp k" (r Spqr-

De maniére analogue on formera ®s en multipliant Spg, par vp vq kr. Sont nuls
dans le produit tous les termes contenant B”, (les premier, deuxiéme, troisiéme
et septieme), tous ceux contenant B, (notamment les quatriéme et sixiéme), ainsi que
les termes contenant v, (en particulier le huitiéme). Il reste alors : -

(2,4.4) (k- B'Y) Os = vp Yq kr Spyr-

On obtient enfin Qs par :

(2,4.5) : Qs = ¥p Y Yr Spar-
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2,5 CAS DE L’ISOTROPIE

Considérons trois points M, M', M” dans I’espace physique et trois vecteurs

> D . ) » Py ’ . . -
unités a, b, c, respectivement attachés & chacun de ces trois points; la moyenne du

. . N > . > . >
produit des composantes de la vitesse suivant a en M, suivant b en M, suivant ¢ en M’,

s’éerit

(2,5.1) (i a0) (07 5;) (@' cr) = Rijre s bj e

Par définition de l'isotropie cette corrélation reste invariante pour toute rotation
de la figure formée par les trois points et les vecteurs attachés, et aussi pour toutes
symétries de cette figure; la propriété s’applique identiquement au tenseur spectral ®@;jg.
D’une maniére générale, un tenseur est dit «isotrope» s’il vérifie les deux propriétés
d’invariance qui viennent d’étre précisées. .

CHANDRASEKHAR [10] aintroduit aussi dans la théorie les tenseurs isotropes gauches;
ce sont, par définition, ceux pour lesquels la forme (2,5.1) demeure encore invariante
pour toute rotation de la figure formée par les points et les vecteurs unités mais change
de signe pour les symeétries. '

Notre représentation (2,1.6) exprime @;jx comme une combinaison linéaire de
>

huit tenseurs tels que B“; §; B'x. Notons que les vecteurs Bi g’, B" et «; sont rigidement
attachés a toute triade NN’ N”; si donc on fait subir une rotation a cette figure les

> > . . . a s . .
nouveaux vecteurs B et y se déduisent des anciens par la méme rotation; il en résulte
que, par exemple :

B": Bj B'r ai bj ck

demeurera invariante pour toute rotation et cette propriété est commune aux huit
tenseurs analogues. En ce qui concerne cependant les symétries, ils ne réagissent pas
de ]a méme facon parce que «? est un vecteur axial; une symétrie des points NN’ N” par
rapport & l'origine change le signe des E mais laisse § inchangé. Il en résulte que les
tenseurs coefficients des I' et ® qui contiennent B un nombre impair de fois, changent
de signe par symétrie par rapport a I’origine, tandis que les tenseurs coefficients des ¥
et Q n’en changent pas. Comme ¢; b; ¢ change lui-méme de signe par cette symétrie, les
tenseurs du premier groupe :

B"i Bj ks YiviBe  YiBive  B"iYiv
sont isotropes tandis que ceux du second :

B"iBiv  PBiviBm  viPiBe  vivivE
sont isotropes gauches.

Pour une turbulence isotrope, I'invariance par rapport aux rotations exige que
tous les scalaires I, ¥, @ et Q soient fonctions des seules longueurs et des angles du
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triangle NN’ N” mais pas de sa situation dans I’espace; les tenseurs gauches sont alors
impropres & assurer l'invariance par rapport aux symétries et les scalaires W
et Q correspondants doivent étre nuls :

(2:5.2) Duje = TB" B B'x + O vivj B + O viBi vk + O B"ivi v

Il n’est pas sans intérét de comparer cette analyse rapide, ou l'isotropie est
considérée comme un cas particulier du cas général homogene, a celle de ProubmaN
et REID qui se concentrent sur le cas isotrope. Ces auteurs forment donc d’emblée le
tenseur ®;j isotrope le plus général, suivant la méthode de RoserTson; c’est une
combinaison linéaire de quatorze tenseurs et il est facile de vérifier, a I'aide des
formules (2,3.9), que les tenseurs figurant dans (2,5.2) entrent bien dans ce cadre, tandis
que les tenseurs du groupe isotrope gauche n’y satisfont pas.

Pour vérifier l'incompressibilité, Proupman et REeip considérent ensuite le
produit- ‘

(2,5.3) . A3t Ajm A'kn

qui remplit cette condition et qui, par contraction avec un tenseur quelconque ®ipn, en
extrait un nouveau tenseur ayant les propriétés voulues. Par définition du symbole :

P

Ay =38u—a"ia"1=3"1B"1+ YiYL,

on froit que (2,5.’3) s’écrit aussi :
(2,5.4) B"i8"1 4 viv) BjBm + i Ym) (B'x B'n + Y2 vn)s

dont le développement a précisément la forme (2,1.6) avec, pour coefficient de chaque
terme, par eXemple B"i Bj Bk, un terme identique ou les indices [, m, n remplacentles i, j, k
soit, en l'occurrence, p’;B;, B'n. Notons au passage que cette remarque permet de
retrouver par une autre voie le résultat général (2,1.6) en posant, & partir d’un tenseur
arbitraire @pnp,

I'= @”i B”l @m CI)lmn,
et de méme pour les autres scalaires.

Pour le cas de l'isotropie, PRoupman et REIp prennent le tenseur isotrope le
plus général ®yn, et n’en retiennent — les autres termes étant nuls par contraction
avec (2,5.3) — que quatre termes :

(2,5.5) ©® ki 8mn + O k'mSnt + DF kn Stm + WP ki k'm ki,

ol nous avons ajouté la lettre P a certains symboles pour éviter une confusion avec
les notres utilisés avec un sens différent. En effectuant le produit par I’expression (2,5.4)
développée, ‘il est aisé de constater qu’'un grand nombre de termes s’annulent et que
les termes restants se groupeﬁ t suivant (2,5.2). On en déduit (nous ne développons
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pas ce calcul facile) que les scalaires de base ¥r et @», utilisés par ProupmaN et REID
dans le cas de I'isotropie, se relient a ceux de la formule (2,5.2) par ;

e ® céscp + @' cosg’ + @cose’—T
. kK K"singsine’ sing” ’

2,5.6
( ) . @I/

~ ksin "

P

Nous examinerons pour finir un cas de symétrie beaucoup moins restrictif que
I'isotropie. Nous dirons que ®;j a un centre de symeétrie si :

Dijre (lz 1?’) a; bj cx

ne change pas quand on effectue une symétrie par rapport a I'origine, aussi bien du
triangle NN’ N” que des vecteurs unités quelconques’ abc respectivement attachés a
chacun de ces points. Nous avons vu que dans (2,1.6) certains des tenseurs composants
jouissent eux-mémes de cette propriété; les coefficients correspondants ne dowent donc

pas changer par symétrie :

(2,5.7)

Pour les tenseurs gauches restants, au contraire, qui ne changent pas de signe par
symétrie, ce sont les coefficients qui doivent en changer :

% — k") — ¥ (& ),

(2',5.8) = .
R Q(—k—ky=—q &K,

En comparant ces conditions a celles (2,2.10) imposées par le fait que R;j, est
réel, on voit que les quatre scalaires I, ®, ¥ et Q sont réels lorsqu il y a centre de symétrie
et possedent les parités qui viennent d’étre précisées. '

2,6 CORRELATIONS DOUBLES — PROPRIETES PA’RALLELES' |

Les propriétés générales du tenseur ®; sont connues et nous ne les reprenons
ici que pour souligner certains résultats dont nous aurons & nous servir, et pour les
montrer sous un aspect un peu différent par application de la méthode qui nous a servi
4 analyser Q.

Les conditions d’incompressibilité s’écrivent :

(2,6.1) kg ®y=0, k=0
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Considérons le vecteur unité « suivant ]Z, et les wvecteurs unités E et ? normaux
entre eux et & o complétant le triedre trirectangle direct (le couple éj { n’est donc défini
qu’a une rotation prés dans le plan normal A k). On peut, parallélement & (2,1), écrire :

@iy = Pjoi + Qi Bi + Rjvi,
et P; est nul en vertu de la premiére condition (2,6.1); en vertu de la seconde :
%Qi=0, «R;j=0,

de sorte que :

Qi=N;Bi+ Sy, Ri=58+Novyj
et :

(2,6.2) Dij = Ny Bi B + SBivi + 5 vi i + Novi v

. Les conditions de symétrie sont ici :
Rij (r) = Rji (—1),
qui entrainent : '

(2,6.3) @33 () = D51 (— K.
Le fait, enfin, que Ry est réel, entraine :

264 S @i (— k) = @ (K).

Si I'on convient d’affecter a4 un point N’ symétrique de N par rapport a l'origine,
des vecteurs {? et ?’ paralleles & E et .77, il faudra choisir 'un d’eux équipollent & son
homologue et I'autre symétrique pour conserver un triédre direct. La propriété (2,6.3)
entraine alors, pour (2,6.2) :

.65 (Nw—?—&q} —S=h=s ®,
[ N=B=N@  —S h=50.

Les deux relations entre les S se ramenent & la deuxiéme qui montre que S’ n’est
pas une nouvelle fonction par rapport & S. D’autre part, la relation (2,6.4) donne :
| Ni(—R) =Nt (),  —S (—h)=5* (&,

(2,6.6) N N N N
Ny (=D =N (B, —8(—H=58*®.

On obtient dans ces conditions, pour ®;;, 'expression :
(2,6.7) Dij =Ny i B + SBi Bj + 5% viBj + Novivis
ol N; et N, sont des fonctions réelles et paires de et o, d’apres (2,6.6) :

8 (= R) === 8% ().
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On note que le tenseur ®;; général dépend de trois scalaires.

i

Si la turbulence a un centre de symétrie on aura, par définition : |
Ry (1) = Ryj (— D,
d’ou :
(268 | iy () = Dij (— ),
qui, comparée a (2,6.4), montre que ®;; est réel et que S sera également réel dans (2,6.7);

Iexamen de (263) montre aussi que s’il y a centre de “symétrie, le tenseur (Dl,
est symétrique par rapport a sa diagonale principale.

SiTon prend pour axes Ok; Ok, Ok; respectivement les axes B Y et cc, les seules
composantes non nulles de ®;; sont, d’aprés (2,6.7) :

(2,6.9) @, =N,, D, =S, ®,, = S*, Oyp = N,.

On peut substituer a E, «; deix nouveaux vecteurs E’-, ? se déduisant des premiers
par une rotation d’angle ¢ dans leur plan. On en déduira les nouvelles valeurs de N
et S, soit en substituant dans (2,6.7) :

> > .-
( = cos¢ B —siney’,
j -> . -> -
Z Y=sing '+ cosqy

soit en transformant directement les (2,6.9). Pour une ‘turbulence & centre de symetne
notamment (S réel), on obtient

N,I_N +N [N

2 cos 2 -+ Ssin 2‘@];

(2,6.10) N/, =

\T1+N2~—[N1—— 26052@+SSin2@],

\ S =Scos2<p——1\—]i—2—-1\—rgsin2cp.

Si la turbulence est isotrope les N et S ne doivent pas changer par rotation des
axes §, :{rautour du vecteur ?;, et il résulte alors de (2,6.10) que I'on doit avoir S =0,
N, = N, = ®; Pexpression (2,6.7) de ®;; s’écrit donc, pour la turbulence isotrope :

(2,6.11) Qi = O (B: Bj + vivi) = D Ay

Il résulte de la signification (1,7.1) de ®@;; que les termes diagonaux de ce tenseur
ne sauraient étre négatifs et cela, évidemment, quels que soient les axes de référence.
Cette propriété est exprimée dans le théoréme de CraMeEr donnant les conditions
auxquelles doit satisfaire un tenseur de corrélation de vitesses R;; par I'exigence que la
forme quadratique :

P=0;X; X3
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soit non négative. Pour une turbulence a centre de symétrie et en se placant dans les
axes de (2,6.9) la forme F s’écrit :

F=N,X?+28X;X,+ N, X2
et il faut donc que l'on ait : |
(2,6.12) Ny N, =82

On peut retrouver cette condition en cherchant par (2,6.10) les axes principaux (S’ = 0)
du tenseur ®@;; et en écrivant que les tensions principales N’; et N’, y sont positives
ou nulles.

Il est clair, d’aprés cette derniére remarque, qu'on pourra toujours choisir les
axes E et ;(principaux) de facon & réduire (2,6.7) pour une turbulence & centre de symétrie
a la forme : =

(2,6.13) Dy =BBiBi+ Cyiv),

laquelle peut aussi s’écrire de deux fagons :

{ iy =B (B: By + i 1) — B—O) vi1i = BAy— B—0) vivs

2,6.14
( ) \ Cij=C @By +vivy) + B—0)B:fj = Chy + (B—0C)Bi by

Ces propriétés ont une contrepartie dans le cas général. Nous rappelons ce résultat
qui constitue le théoréme de KampE pE FErIET [11]; il existe deux vecteurs complexes
normaux enfre eux et a k tels que ®;; puisse s’écrire, pour une turbulence homogéne
quelconque : S

®@jj = bi b¥ + cic¥.

Dans la suite, cependant, nous trouverons plus commode de ne pas utiliser les axes
- . -)—
principaux autres que k.




CuapiTrRE III

EQUATIONS REDUITES
POUR LES CORRELATIONS DOUBLES

3,1 OBJECTIFS DE RECHERCHE

Nous avons, dans les chapitres précédents, introduit a priori un schéma de
turbulence homogene associée & un champ de vitesses moyennes également homogeéne
et nous nous sommes surtout préoccupé d’en préciser les équations et les propriétés des
tenseurs spectraux qui y figurent. Avant d’aller plus loin il est utile de reconsidérer les
problemes concrets de turbulence et les questions qu’ils posent, la part que peut en
retenir le schéma qui précede et quelques aspects de ce schéma qu’il importe de souligner.

La turbulence de la pratique (tuyau, couche limite, jets et sillages) est essentiel-
lement non homogeéne et, pour cette raison, il est trés compliqué de considérer
théoriquement des moyennes de quantités qui ne sont pas toutes prises au méme point.
Nous avons écrit en (1,2.1), d’une maniére générale, I'équation de NavVIER pour
le mouvement total; si I'on en retranche I’équation de REynoLDs du mouvement moyen
sans aucune hypothése sur I’homogénéité, on obtient I’équation suivante qui ne différe
de (1,2.2) que par un terme supplémentaire :

1dp  du; dui | — d U
w7 o T Umyg, T inyg,

(3,1.1) ‘

{ %%(uium——uium)——vAui=O.

~ Tm
Si Ton écrit la méme équation des fluctuations pour la composante j, si I'on
multiplie la premiére par u;, la seconde par u; (pris toujours au méme point) et qu’on
additionne aprés moyenne, il vient :

D U —— duj—— 1 duuju
(3.1.2) ot 0 Tm dTm i dTm
o 1/ dp dp D Wd U | — D Ui Uj —
et il o Al st IR . _ 17
+p<ulb.ti+albxj> -2 dxr d g Um D Xm vAuy 0.

Additionnant pour [ = j on a l'équation d’énergie bien connue (établie par REyNoLDs
lui-méme) [12] : ‘ ' ' ' i

(3,1.3)
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Nous ne reprenons pas l'analyse énergétique classique des termes de cette équation,
sinon pour rappeler que le second changé de signe représente 1'énergie transférée au
"mouvement de fluctuation Vpar le mouvement moyen. Nous dirons par extension que
damns (3,1.2) le deuxiéme terme changé de signe représente un apport depuis I’écoulement
moyen & la composante u; u; du tenseur de Reynorps. Il est important de noter que cet
apport est différent d’une composante a 'autre; dans le cas, par exemple, de I’écoulement
paralléle uniforme entre deux plans (que nous appellerons probléme du tuyau plan),
les (3,1.2) s’écrivent avec les notations plus usuelles (Ox suivant I'écoulement, Oy dans
la direction du gradient de vitesse) :

CduwE . —du dovad 1 dp D\ dz u? -
STt b bt (i) i =0
C D 02 dor 1 op 2 U\? dz p?
212 Ty 2 +E”a_+”<‘x7>—”dy22 =0
(.1.4) - > w? d 21 2 d2 12
SRR Rk d w1 0P, (0w & w _
D12 +dy 2 +pw z+v<b l>mvdy22 =0,
— d——— 17 23p dp dud DY d?
Y dy+dy +p<vb——5+uﬁ>v+2vasz vgEw =0

On voit que la contribution totale de 1'écoulement moyen & I'énergie turbulente
est, en fait, fournie & la seule composante u. Un deuxiéme terme important des (3,1.4)
est la dissipation relative a chaque composante qui est plus uniformément répartie car
I'anisotropie doit étre plus réduite & I’échelle du tourbillon. Il apparait ainsi que pour
un écoulement uniforme les termes de pression ont un rdle capital qui consiste
a redistribuer, entre les différentes composantes de la vitesse turbulente,.1’énergie
communiquée a I'une d’elles seulement. Dans la structure de la turbulence associée a
un champ de vitesse moyenne le double fait de la répartition, inégale au départ, de
Iénergie turbulente et de sa redistribution par les pressmns joue certainement un role
capital.

Les termes de pressions peuvent, en principe, se déduire du champ de vitesses.
Prenant la divergence de (3,1.1) on a :

1 d U D Um 22 —
(3,1.5) Epr—szm D 2 _szaxm(LllLl”l_ful Um),
d’ou :
1. dp D Uz dUm 23 S
(3,1.6). ; AS?C—]- 2D_VL—]<D T brz>—bijxszm (W Um— U Upm).

Intégrant cette équation de Poisson (nous laissons de coté une intégrale de surface),
puis multipliant par u; nous avons :

1 23p 1 Q D buzbul dr’ Buut m d'r'
(317 PUbejw2Tvaxljl:b’Cm LR ] Sbr x0T, 1

On voit apparaitre la difficulté sérieuse qui est que le calcul des moyennes pression-
vitesse en un point, exige la counaissance des corrélations doubles ef triples de la vitessc
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en deux points; or, nous avons dit que I'introduction de celles-ci pour le cas général est
peu praticable et ce fut précisément le mérite des schémas de la turbulence isotrope,
puis simplement homogéne, de la rendre possible. Une méthode de calcul consistant &
former les moyennes doubles, triples, etc., én un méme point, a été systématiquement
employée par P. Y. Caou [13]; elle exige cependant par (3,1.7) de tenir compte de quelque
maniére des corrélations en deux points et 'introduction, a cet effet, de developpements
limités d’ordre 2, est sans doute un des points délicats de cette théorie..

~ L’idée de considérer au préalablé un schéma homogeéne, tant pour la turbulence
que pour les vitesses moyennes, résulte donc assez naturellement de analyse qui précede;
on peut alors, nous l'avons vu, introduire d’emblée des corrélations en plusieurs points;
I’élimination de la pression analogue a (3,1.7) est particuliérement commode dans
I’espace des K et la théorie dans son ensemble devient ¢légante et compacte. Il reste
toutefois a s’interroger sur la mesure dans laquelle le schéma d’un état homogéne peut
nous instruire sur le mécanisme des problémes concrets, ainsi que sur les différentes
possibilités offertes par ce schéma et leurs conditions d’existence respectives.

Les termes qui disparaissent de (3,1.2) par homogénéité sont le troisiéme, le
sixiéme et le septiéme; pour le probléme du tuyau, par exemple, les seuls termes
importants de non-homogénéité dans les formules (3,1.4) sont les troisiémes, généralement
interprétées comme diffusion d’énergie cinétique; leur importance relative, d’aprées les
mesures de LAUFER [14, 15], varie de faible prés de la paroi & trés sensible prés de I'axe;
il y a donc des aspects des écoulements, par exemple, en tuyau, pour lesquels I'inhomogé-
néité ne saurait étre ignorée. C’est d’ailleurs moins la reconstitution compléte de ce qui se
passe dans un probléme complexe réel qui peut étre demandé au schéma homogéne
qu’une analyse du mécanisme d’interaction de certains facteurs importants; & défaut de
solutions analytiques sur lesquelles cette discussion s’effectuerait le plus commodément,
¢’est au calcul numérique qu’il faut demander de fixer les allures de variation et les ordres
de grandeur, grice auxquels, d’ailleurs, des propriétés simples, actuellement peu
apparentes, pourraient étre décelées. ) -

Il y a a cette exigence une autre raison. Le concept d'une turbulence et d’un
champ de vitesses moyennes homogenes n’est pas sans susciter a priori des objections
et 'existence d’une solution physiquement acceptable, du moins pour certains cas
particuliers de la théorie, ne peut étre tenue pour assurée d’avance Nous avons de]a
rencontré une difficulté relativement au terme

—du; u';
Uy g
Lk

qui n’est pas homogene dans chaque équation originelle (1,2.3) et (1,2.4); mais nous avons
souligné qu’en présence d’une vitesse moyenne uy le terme :

DIt

ot

I
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ne saurait étre homogéne non plus et que seule la combinaison des deux :

ur, 34
Idt?

ot d/df désigne une dérivée en suivant le mouvement moyen, pouvait vérifier cette
propriété. Ce point admis, il reste que deux points MM’ voient leur écartement rapidement
modifié par Iécoulement moyen et qu’il peut y avoir pendant ce trajet une certaine
tendance 4 la conservation de la corrélation; une question qui se pose est donc de savoir
si pour cette raison, et aussi a cause de la propriété inhérente de diffusion de la turbulence,
celle-ci peut demeurer stationnaire ou si elle est obligée de changer de structure et
d’échelle avec le temps. Dans tous les cas il est clair que sa structure devra étre marquée
de maniére non négligeable par le terme : '

d Ry
AMm Em'é‘—g;l

de (1,2.6) qui traduit cet écartement relatif de deux points, et par son homologue dans
les équations des tenseurs spectraux (1,3.10) et (1,5.12). '

Le point d’arrét bien connu de la théorie de la turbulence, abordée suivant la
voie désormais classique ouverte par G. I. TAvLor, est qu’elle offre une chaine non
fermée d’équations. La fermeture, dés le premier maillon, exige une hypothése sur les
corrélations triples comme celle de HEISENBERG; on sait que celle-ci donne en turbulence
isotrope et, tout au moins, pour la partie du spectre portant I’énergie cinétique, des
résultats raisonnables; c¢’est essentiellement une hypothése globale sur I'action assimilée
a une viscosité fictive de fous les tourbillons inférieurs & une certaine échelle sur I’ensemble
des tourbillons de taille supérieure; elle semble dés lors mal adaptée par nature a4 une
extension tenant compte de 'anisotropie. Une voie toute récente en turbulence isotrope
est la fermeture de la chaine au second maillon, en calculant les corrélations quadruples
par 'hypothése d’une loi de probabilité quasi normale (1,6); malgré ses limitations
(quand on va vers les tourbillons de la zone dissipatrice du spectre) il semble que cette
hypothése constitue un instrument de travail intéressant. Compte tenu de ce qui précede
la voie de recherche qui, pour I’analyse de la turbulence anisotrope, semble actuellement
ouvrir le plus de perspectives, parait étre la suivante : on considérera a part chaque
équation de la chaine; pour I’équation (1,3.9) on supposera connues les corrélations
triples intervenant dans Qj; et 'on s’attachera a en déduire explicitement la structure
de @;; et son évolution; de méme on résoudra (1,5.11) par rapport & @;j en supposant Qjj
connu. Cette premiére étape, qui fait I'objet des pages suivantes, n’implique aucune
hypothése; la seule difficulté qu’elle rencontre est que les systémes d’équations & résoudre
comportent des dérivées partielles des inconnues, qu’il serait, d’aprés des remarques
antérieures, incorrect de négliger; étant donné, d’autre part, le nombre d’équations de
chaque systéme (9 pour le premier, 27 pour le second), un objectif essentiel en vue d’une
résolution numérique effective est de réduire ce nombre au minimum. C’est ce & quoi
nous allons maintenant nous attacher en partant des résultats du chapitre précédent.




3,2 INTRODUCTION D’UN SYSTEME D’AXES LOCAUX

Le tenseur @;; s’écrit le plus simplement en un point N de I’espace des %, dans des
axes dont 'un d’eux NK'; prolonge ON. Nous prendrons ensuite pour Nk’; la tangente
au grand cercle du plan méridien passant par Ok; (dans le sens des 0 croissants), et pouf
axe NK', la tangente au paralléle d’axe Ok, (dans le sens des ¢ croissants) (fig. 3). Dans
ces axes les conditions d’incompressibilité :

k'; (D'ij =0, k'j (D'ij =0,

Ky

Fig. 3

donnent, puisque k', =k’ =0 et k' =1
@' =0, ®'i3=0.

Les seules composantes non nulles” de -®’;; sont donc relatives aux indices 1 et 2;
nous retrouvons les résultats de (2,6) et, compte tenu de la symétrie hermitienne de @'y,
NOUS POSErons- encore -

(3’2'1) | (D,n = Ni’ q)’m =S, (D,zl = S*%, ' q),zz = N2~

Les cosinus directeurs du changement d’axes seront désignés par :
(3,2.2) i wij = COS (NX';, Okj),
et leurs valeurs, en fonction des angles polaires 6 et ¢, sont :

= cosBcoso, oy = €0s 0 sin o, w3 = — sin B,

wg; =  sinfcos g, wgy == sin 0 sin g, wg3 = €0s 0.



Ces lignes trigonométriques sont reliées aux cosinus directeurs «, o, «; du vecteur
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. r ’ 2=
unité porté par .ON par :

(3,2.4)

/

%

oS Q= ———

b
2
\/ — &3

cos 0 = «g,

sin ¢ =

g -

sin=v1—a2,

de sorte que le tableau, utile pour la suite, des wjj, s’écrit :

(3,2.5)

T

Nous rappelons les formules de changement d’axes cartésiens pour les

(3,2.6)

0(1 0(.3 0(2 (XB
013 = —> Wiy =
\/ 11— \/ 11—«
% oy
Woy = — —> Ogy ==
N Vi—a
Wy = Gy Wap == Uy,

Vi= o0V,

d Ii - mﬂms

et pour les tenseurs

En particulier,

B27) . -

T'i; = wit ojm T,

our 7 bul‘on a
Mm = —— :
P Im dTm

Vi= oV,

}\Ilm = Wip Wmq 7\pq.

O
ij = mllbklls

Tij = o omj T'ime

vecteurs :

Pour le calcul de toute grandeur dans lespace physique il faut revenir &

Iexpression de @;; en axes fixes; on obtient aisément, en appliquant (3,2.6) :

L Ou= et Ny o Ny —ay o 05 (S 4 S¥)],

(3,2.8)

1

. . -l
1"—0(3

1 2l ) b) .
Poo= g alon g No+ i No o e oy o (S + S¥),

Dgy = (1 —a3) Nl:'
1

3

@232——0(2 O(.3 Nl"“dl S*,

q)ﬁl e CL]' f/—3 N] ‘I_ (7.2 S.

: 2 2 a
1 [ty otg 0 Ny — oty g Np + o otz S — o5 a3 S¥],
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3,3 i)IFFERENTIATIONS EN AXES FIXES

Les équations (1,3.10) comportent des dérivées des composantes de @
repérées par rapport a des axes fixes; nous avons trouvé commode, an contraire, d’associer
a chaque point' N de I’espace des % des repéres locaux. Nous sommes donc conduit a
résoudre le probléme suivant : étant donné un point N’ voisin de N et les
composantes ®”;; (N') du tenseur en N’ rapportées aux axes locaux en N’, on désire les
composantes @';; (N) de ce méme tenseur rapportées aux axes locaux en N (fig. 4).
Ce probléme du caleul d’une différentielle absolue peut étre résolu d’une maniére générale
a l'aide des symboles de CHRISTOFFEL, mais la solution géométrique directe est ici
trop simple pour qu’il soit nécessaire d’y faire appel.

1 Fig. 4

Appelant N' k”; les axes locaux en N’ et Nk'; ceux en N nous posons :
®jj = COS ((ﬁ;”i, (Tl?,—).

Le triédre de référence en N’ se déduit de celui en N par une rotation —d 6
autour de NK', et une rotation + d ¢ autour de Nkj; les composantes de ces rotations,
respectivement sur les axes Nk';, Nk'y, NK';, sont donc :

dr', =—sin6d g, dr'y =—d#, dr's = cos0de.

. > - - ! ’ . 'I ; - ’ vah LY
Cette rotation dr imprime aux extrémités des vecteurs unités e'; du triédre local
en N des déplacements :

> ._I).
dr A e'i,

—— ’ .
de sorte que les vecteurs unités e”; du repére naturel en N’ s’écrivent :

Y3 7 T
e’y =¢i+dr e,
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— oo
et les projections de ces vecteurs sur les axes e';, ¢’est-a-dire les «;;, ont pour valeur :

! !
a]_l: 1, O(12: dI‘ 39 0113=—dl‘ 23
L . ,. . o N L , .o . i
o =—dr'y, . = 1, ay= o dry, .
14 ! . :
O€31 ==’ dI‘ 2 OC32 = e dI‘ 1 OC33 = . 1.

Les composantes de ®;; (N’), suivant le repére de N que nous ecrlvons (D',, (\I’)
s’en. dedulsent alors aisément par :

@' (N') = cuy otmj ©'tm, = DTSR &

oi1, bien entendu, il n’y a lieu de retenir que les infiniment petits du premier ordre. En
posant :

d (D,ij = (I)'ij (N") — (D’ij (N),

30 = @3 (N) — @35 (N),
on obtient, en définitive :
d@'y; =30 — (D', + D'yy) cosBd g,
d @'y =8 D'y + (D' + P'5y) cosOd g,

d®'y; =0,
d®' =80, + (D', — D'y) cosbd cp,}
(3,3.1) d®'yy =3 D'y + (&' — D'py)cosBd g,
Ay = ——@2281n0d<p—}—(b21d6 .
.d.(I)’SZ: { ———(D’zzsmedco—&—@pdﬂ )
dd'y, = @'y d— D'y, sin0d o,

d (D’13 = ®Ili do— q)llz'.Sin Bd Q. - LD

A partir des relations définissant les coordonnées polaires k, ¢ et 0 :
ky=ksinfcos e, ky=ksinOsing,  ky=kcos9,

on a, en différentiant :

dk; = sinf cos o dk—ksinfsineod¢ - kcosBcosodb,
dké — sin 6 cos odk -4 ksinOcosod g + kcos B smfp dﬁ, e
. dky = cos0dk o —ksinBd0,
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d’oit Pon déduit aisément :

1 .
dcp:k me[—smcpdkl—i—‘compdkz],
df = Il{[cosecompdk + cos 0 sin ¢ dk, — sin 0 dk;].

Les relations (3,3.1) s’écrivent alors (nous n’en retenons que les trois qui mous
seront utiles) : : '

d®';=38N; + (S + 5% (smcpdk — cos ¢ dk,),

k

(3,3.2) 40y = 3Ny — (S + §%) 1o 66 (sin ¢ dk, — cos ¢ dk),

d®',=3S—(N; —N,) ;OS 66 (sin @ dky-— cos ¢ dk,).

3,4 EQUATIONS REDUITES GENERALES

Nous rappelons I'équation fondamentale (1,3.9) des corrélations en deux pointsf

(3,4.1) 2 q’”

+1F1] -—Ql]"‘—'2\}k (Dl]!

ol ¥ s’exprime a partir de @; par la combinaison :

[ Wi = 2Nm [Aq Pmj + Aji Pim]
(3,4.2) %

0
— Nm [m (k1 @ij) 4 8i1 Omj + 3j1 Dim |5
et ou"Qi]- résulte des corrélatiohs triples en deux po}i-n-ts pér la fdrmule - .

(3,4.3) Qij = [k1 Aim Otmj + K1 Ajin ©%1mi].

Avant de poursuivre le calcul dans le sens ol nous I’avons orienté, il n’est peut-
étre pas inutile de montrer que certains raccourcis ou cas particuliers auxquels on peut
penser a priori sont inopérants pour le. probleme qui nous occupe. Nous avons
vu en (2,6.14) que pour une turbulence a centre de symetrle le tenseur ®@;; peut s’éerire,
dans le cas général :

(3,4.4) | Oy = Ay + X B: By

> I3 . . xr -
ol B estun certain vecteur unité situé dans le plan perpendiculaire & k (cette expression
- .« s . P . . \ > . ’ > "
peut étre écrite de deux manieres différentes en substituant & £ le vecteur unité y normal
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aketa E). Un cas particulier est celui ot X = 0 et si, plus particuliérement, ® n’est
fonction que de k on tombe sur la turbulence isotrope. Dans ce dernier cas I’expression
connue de ®; est:

kiki k 1 k; ki
(3,4.5) Oir=A| = k{* k_ 5 <3jk % T Sik E]>:| = A Ajr,
ot Ay s’écrit aussi : ’
' 11 k; k;
(3.46) Aije=—75 [i Ape+ 7 Aik]-

On peut considérer au moins formellement (nous constaterons d’ailleurs, ulté-
rieurement, que cette notion souléve des objections) une turbulence non isotrope a
centre de symétrie olt @y serait donné par (3,4.5) mais avec A, fonction de ky k, kj.

On notera les identités :

1
(3,4.7) 5 - i Damj = —75 K B,

( AimAmj= Ay,
d’ott il résulte (comme en turbulence isotrope) :
(3,4.8) Qij = —Lk A Ay

En I'absence d'un champ de vitesses moyennes (¥ = 0) il est' donc possible
(formellement) de considérer une turbulence anisotrope en déclin, o :

(3,4.9) Dy = © Ay,

~on les termes d’accélération et de pression sont rassemblés dans (3,4.8) [on note au
passage qu’'avec (3,4.5) le tenseur de pression Z; calculé en (1,3.5) est nul] et oii, par
conséquent, les scalaires de base ® et A vérifient :

(3,4.10) 9%)=_ch~9\,18®

Ce schéma d’anisotropie réduite & sa plus simple expression, pourrait servir
d’objectif préliminairé a la théorie si, comme nous allons le constater, il n’était incom-
patible avec I'existence d’un champ de vitesses moyennes. En vue d’expliciter ¥';; pour
une forme (3,4.9) de ®; nous I'écrivons d’abord en variante : '

- Wij = Mim [Ai Omj + Aj1 im]

—“7‘1"1[ km (kl l])‘i‘ <k (Dm1+ >]

On a':
20; 20
Y bkmAJ + ‘Dak Aij»
et T'on wvérifie aisément que : |
‘ koD
3,4.11 = A = Nt
( = ) PRy Difm
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d’ou il résulte, pour un fluide incompressible (A4 ='O); et coimpte tenu de (3,4.6) :
2 D; k; ki -1 20
(3,4.12) xl,,, [k, et (El Omj + 7 cp,-mﬂ = um f 57— Ay

Nous obtenons donc au pas‘sage le résultat intéressant qu'une partie de ¥ prend
elle-méme la forme (3,4.9); mais 11 est facile de constater (nous le verlflerons plus loin)
que la partie restante :

(3,4.13) ® Mo [Dit Amj + Ajt Agm]

n’a pas cette propriété.

La conclusion qui se dégage de ces remarques est que pour un champ turbulent
associé a des vitesses moyennes il est nécessaire de considérer le tenseur @;; sous sa
forme générale (3,4.4); il y a, dés lors, peu d’espoir que ses grandeurs de base @, X et (3
aient une expression simple ou puissent se découvrir intuitivement; il est apparent
aussi qu'il n’y a pas avantage a introduire d’emblée les axes principaux utilisés par (3,4.4)
et que deux axes rectangulaires quelconques sur le plan tangent en N a la sphére de
rayon ON, introduisent les grandeurs équivalentes Ny N, S, d’ ot @, X et-é se déduiraient
aisément (mais de deux maniéres différentes); le bien-fondé de I'adoption de repéres
locaux tels que ceux que nous avons définis se trouve ainsi confirmé. Parvenu en ce
point nous pouvons, d’autre part, préciser un peu plus les objectifs du calcul : il est
visible, sur (3,4.1) et (3,4.2), que la structure de ®;; doit étre fortement modelée par la
combinaison que représente le tenseur de déformation ¥';;; de maniere analogue ®;jy est,
par les équations (1,5.11), essentiellement informé par le groupement W;j; toutefois,
comme ©;j, représente une intégrale de @;jr dans tout I'espace, il est possible que I'aniso-
tropie soit plus estompée dans Q;j, d’autant plus que ce tenseur forme un pont entre la
génération et la dissipation d’énergie cinétique turbulente et qu'il s’étale sur une gamme
de nombres d’ondes plus élevés que ceux qui contribuent & 1’énergie cinétique. Si I'on
partait d’un tenseur ®;; a structure isotrope les remarques antérieures [formules (3,4.12)
et (3,4.13)] montrent que W';; serait fortement déformé; inversement, il faut une certaine
distribution de ®;; pour que, par déformation, il s’ajuste a Q;;; I’orientation logique du
calcul qui résulte de ces considérations est donc bien la détermination de ®;; & partir
de Qjj, avec cette raison supplémentaire que s’agissant d’une intégration on aura une
certaine stabilité pour toute approximation faite sur €.

L’expression de (3,4.1) en repéres locaux est immeédiate, sauf en ce qui concerne ¥;
dont les composantes locales sont :
S" Wi = 2N [A'i O'mj + A'j1 D'im]
(3,4.14) > D '
) — N | K5+ 80 O mj+ 31 ©'im |-
. V' m

Ce tenseur satisfait aux conditions d’incompressibilité et l'on vérifie méme que
les deux expressions qui la composent y satisfont séparément; il n’y a donc lieu de
considérer que les composantes relatives aux indices 1 et 2. On a, en N :

(3,4.15) K, =k,=0, Kky=Fk
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et par suite, pour les indices i et j .en cause :

A’y = 8y, Al = 3.

On remplacera, d’autre part, A';, par son expression (3,2.7) et I’on notera que :

DDy Dy
O‘)mq D ]{I u == b kql]’ (’)lp kll = k m3p~

D’ou :
0 (D'ij

(3,4-16) lP‘,lj = )\pq [O)ip Wmg (D,m] —+‘ O)jp Wmg q),im] - )\pq W3p k —D‘E‘.

Pour le calcul des composantes de la dérivée covariante, on utilisera les expressions (3,3.2)

de la différentielle absolue; on a, par exemple :

(L 2O’ ON co 6
| oucn \k“ —Apup | KL + g sing 5+ 59 |
1
(3:4.17) N 5
d cos
' ) + Apz @ap [k 3 k: Sing SO ?P S+ S*):I + Aps egp k55
On po‘sera :
__cosb

(3,4.18) = 0B @ (Ap1 sin @ — Aps COS 0),

'mo'yenna‘nt quoi (3,4.17) et les deux expressions analogues s’écrivent :

d @’ D .
Apg @3p k=5 kn = hpg wap k3 3k, Fm (S + 5%,
2Dy, \I
(3,4.19) : 7\pq W3p k—+ 3 ]{' 7\pq Wsp k (S + S*)

2 @'y, S |

Les expressions suivantes de ¥';; ¥, et %7, en résultent immédiatement :

ON
\iplll ey 27\pq (Dlp (J.)lq Nl-“'}\pq (1)3pk —D—k—;

+ (Apg @1p w2g—m) (S 4 5F),

r . ON ’
G20y | = 2hngon ouNy—dpg k5

 (pg @ap 010 + ) (S + S¥),

S
2k,

.
—}*— :‘)‘})Q (‘—\"Z‘D (!)1(] :\\‘1 - )\p(j (011) (1)2(1 1\2 “E" il (\(Vl “““ ‘NZ)

| W= g (01p 019 -F Oap ©2g) S — hpg 3 k57

O Ny
ks

4
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- La .comparaison des directions principales et des tensions principales de Wy

et ®;; est particuliérement simple & partir des équations (3,4.20). Supposons, par exemple,

connues les directions principales Nk";, Nk"; de @y qui se déduisent de Nk';, Nk, par

une rotation d’angle ¢ dans le plan normal & ONj les formules bien connues de changement
.d'axes donnent, si B et G sont les tensions principales :

N, —Bcos?s + Csinta, Np—=Bsin?c+ Ccosto,
(3,4.21) N
S=(B—C)sinccosc.

Les (3,4.20) donnent, a partir de ces valeurs, les ¥ et les axes principaux de ce
tenseur résultent eux-mémes de Nk'; Nk', par une rotation d’angle ¢’, avec :

:. . .‘A 4‘ T‘,
3,4.92 S toDq! = Q1
(3:4.22) §2o' =2y g
35  CAS D'UNE DEFORMATION PURE PLANE

L’équation de base des corrélations’ doubles (3,4.1) se réduit, par ce qui
précede, a

W, = Oy —2v N,

et les deux équations analogues. Supposant les ';; connus le probléme est donc d’intégrer
un systéme d’équations aux dérivées partielles en Ny N, et S ou, par (3,4.20), toutes les
inconnues figurent dans chaque équation. En ce qui concerne les dérivées spatiales leur
expression, sous forme générale (3,4.2) :

D D;;
Kkazka

montre qu’il s’agit d’une dérivée de chaque composante @;; suivant la direction carac-
téristique Am kz. Dans l'espace physique 1'équation (1,2.6) montre de méme que le
tenseur de corrélation Ry; se trouve dérivé suivant la direction Ay, £, qui est celle de la
vitesse (prise nulle & I'origine), de sorte qu’on a simplement dans cette équation une
dérivée lagrangienne. Si le tenseur A, est symétrique, c’est-d-dire s'il s’agit d’une
déformation pure, les directions caractéristiques dans I’espace T sont identiques a celles
de la vitesse au point de coordonnées K de I’espace physique. Ce cas d’'une déformation
pure est intéressant pour plusieurs raisons et nous l’examinerons en détail, plus
particulierement le cas plan caractérisé en axes principaux par :

My =—Np=a

La valeur de quelques termes saﬂlants de (3,4.20) est alors :

Apg O1p Wag = Apg W1g Wzp = — 2

oty Oy oy
1———0

=25
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Il suit que le coefficient de (S + S*) dans la deuxiéme équation est nul et que
le coefficient de N; dans la troisiéme est également nul; cette circonstance est

extrémement - favorable pour lintégration numérique de notre probléme car ¥/,, ne

contient que N,, ¥}, contient seulement N, et S, de sorte que les diverses inconnues
pourront étre obtenues séparément 'une apres I'autre. Les expressions complétes des ¥
sont, pour une turbulence a centre de symétrie (S réel) : '

[~ 2

! a, 9 - DN DN a %y &
tynza_2T:3“—§(a;—~a-z>N1*<"1akf‘“kf*ak:) i— 35]

. . v , 2 . , DN dN
(35.1) 5 ‘fzz=_aj‘_—“§(°‘-§"°‘7)N2_<klbk ‘%kfﬂ’

, -, ] 2S5 S Cy Co O
3\ ?122 a —(0(._3—-—0(?) S—< bk kzbk2>—4 11_—20(5 NZJ

On peut mettre les (3,5.1) sous une forme plus commode pour le calcul, en utilisant
systématiquement la transformation :

dqy
ay+bd$~p dx ’

ou, par identification, I’expression de p et g est :

Qi%
~Q.l o

p:

WY | ek
QIQ

Pour ¥',,, par exemple, I'une des expressions & transformer est :

o o) o N,
; 2 1 — N1 kl Ak’
et 'on trouve aisément :
1 2
:1_0(3, p:’—"kl(l'—"a:s)-

De méme, pour ¥,,, il faut considérer :

pour lequel on a :

qui se transforme par
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avec ces expressions, les (3,5.1) prennent la forme :

/ B D d N ocococ
T R o 4, 0 1 1 %g &g
Q‘*’nﬂ_ 1 (kg ) o —smams |
3,5.2 gl (g 2 ki>k2 k)N
(’ ') ) 22_a“—k‘l+k'2 161{1‘—" 231{2 (j+ 2) 2 |
. d 4 %%
| ¥a—a|— k(klbk k23k>(k5) __aﬂ.

L’écoulement plan & potentiel dans le plan physique est tout simplement :

az?
w=-—"g
ol :

w=90+iV¥, Z =1 + Xy,

et les lignes de courant sont les hyperboles équilatéres x, x, = Cte. Les caractéristiques
des équations aux dérivées partielles (3,5.2) étant ici confondues avec les lignes de courant
il est évident qu’on aura avantage a les prendre pour axes de coordonnées. On peut pour
cela substituer 4 V'espace k, k,k; un espace X; X, X, obtenu en conservant la
coordonnée k, et en appliquant au plan Ok, k, la transformation conforme :

2
X, + iX, = (ks + lkz)

c’est-a-dire :
(3,5.3) 2X, =k —k}, 2X, =2k ks.
Il revient au méme mais il est plus parlant de conserver les axes k, mais de tracer sur

le plan Ok, k, le réseau d’hyperboles orthogonales (3,5.3) dont les cotes X;, X, seront

les coordonnées curvilignes d’'un point quelconque. On montre aisément, & partir
de (3,5.3), que :

ki s k — ks (k’—{—k)bx,

de sorte que les expressions de Y¥; s’écrivent [16] :

v [ EHE? > RN, Skikkg
nu= 4 ks X+ kETE

, d oy e
(3,5.4) ) ‘1”222_“53(1 (K + k3) N,

]{'2—{"]{% ? 4]('1]('2]{'3
L Pa= .a[" Ny <’f5>—m?ﬂ“zng2]-
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Un cas a priori trés attirant (mais pour lequel, nous 'avons dit, I'existence d’une
solution physiquement acceptable n’est pas assurée d’avance) est celui d’une turbulence
stationnaire obelssant .par conséquent, aux équations :

Wynzzggf—zvmrﬁ, ’?zf_ng—2vmbg,
(3,5.5) S | _ x
P, —2vE2S.

L’examen de cette possibilité constitue une nouvelle étape du probléme qui doit étre
traitée avec l'attention et les détails voulus et nous n’entendons pas laborder ici,
sinon pour souligner quelques points de méthode. Pour le calcul de Q';; nous disposons
des équations des corrélations triples en trois points et nous montrerons bientot que leur
intéér‘ation, 4 partir des corrélations quddIUples'en trois points, est encore possible; les
fonctions a déterminer dépendent toutefois de deux points et le labeur exigé est forcément
assez considérable; de plus, la mise en ceuvre d’emblée exacte de I'hypothese d'une
distribution quasi normale exigerait la connaissance préalable de Dyj. La marche & suivre
praticable parait donc étre celle des approximations successives et la premiére d’entre
elles, déja intéressante, consiste & se borner au systéme (3,5. 4 et a prendre pour Q';; une
distribution isotrope. Nous avons vu que dans ce cas, si A est défini par (3,4.9), QU est
donne par (3 4.8), ¢ est—a dlre

@5® f; ﬂﬁT= anﬁnu_%A Q=0

D’ autre part on substltue volontlers en turbulence isotrope; au scalalre ® de (3,4. 9)
le scalaire :
E=4nk?0,

de sorte que 'énergie cinétique s’écrit :

2

QD . > > cc o«
S -k =\ @ dk =\ 4nk2®dkzg E dk,
Codo o o
et parallélement on remplace Q'y; par T :

(3,57 . . . T=4d=k2Q/yy,

grice a4 quoi I'équation (3,4.10) s’écrit

VE

(3,5.8) =

— 2vE*E.

Pour une forme raisonnable de T on peut falre appel a lexplessmn proposée par
HEISENBERG :

a 'exclusion, toutefois, de la zone de k justiciabhle de I’équilibre de KormocoroFF, et cn
s'aidant des commentaires théoriqies et expérimentaux qui ont ¢té apportés a cebte idée.
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.~ La question de principe essentielle qui se rattache & I'intégration du systéme
stationnaire (3,5.5) est, nous I’'avons dit, la possibilité d’obtenir une solution
physiquement acceptable, telle notamment, que les tensions principales de ®;; soient
non négatives; on peut noter que si les dérivées partielles étaient négligées la deuxiéme
équation (3,5.1) donnerait :
IF’u:_Za%:%NZ:Q’m—2vk2N2,

et N, changerait de signe en traversant les bissectrices de Ok, ky; les équations
complétes (3,5.4) ne présentent pas a priori cette anomalie mais seule Iintégration,
en disposant des fonctions arbitraires, peut montrer s’il y a 1 une épreuve critique pour
I’existence d’une solution stationnaire correcte. Sur les paramétres dont dépendrait une
telle solution on peut faire quelques remarques qui ont ici leur place. L’équation
d’énergie (3,1.3) s’écrit, dans le cas présent :

3,5.9) | a2 — ) =v el

Se basant sur ses expériences déja citées, TownNsEND [2] admet que, d’une maniére
(générale, une turbulence homogeéne soumise pendant quelque temps a une déformation
pure tend vers une structure d’équilibre, en entendant par 1a des rapports constants :

u;

q

& 18
o

(3.5.10) 0 =

35 Co == C3 =

Sl
®

ou :
P=u+ul+ 1

(les valeurs expérimentales pour une déformation plane seraient ¢; = 0,19, ¢, = 0,48).
L’équation (3,5.9) s’écrit alors :

em”hQ“"

(3,511) | (Cz———-Cl) = =

RNl

Il suit que I’analogue, pour le cas actuel de 1'échelle A de la turbulence isotrope, est
fixée par v et le gradient de vitesse « a ». |

PQ_sant' :

on a :

(3,5.12) \/"2"%:\/:
5 a

L’intensité de la turbulence, toutefois, demeure a priori arbitraire, ainsi que son échelle
intégrale « I». Il est possible, d’ailleurs, qu’il y ait un lien entre elles si I'on peut
admettre, comme en turbulence isotrope, que le taux de dissipation est fixé, en fait,
par les gros tourbillons et indépendant de la viscosité; on aurait, dans ces conditions :

L . 3
a(u—ur) ~ (]T soit I~ %,
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et le parametre de base, pour I'’ensemble du tenseur ®;;, demeurerait alors le nombre
RevnoLps de turbulence : ‘

RA = ﬂ\ ~ _q._. .
V' Vva
En vertu du postulat (3,5.10), cependant, la partie de ®; contribuant a 1'énergie
cinétique serait déterminée d’'une maniére unique par l'intensité et I’échelle I seules.
A l'extrémité opposée des trés petits tourbillons il n’est peut-étre pas inutile de montrer
que I'équilibre de Kormocororr demeure possible. L’argument étant simplement

dimensionnel on peut revenir 4 'équation générale sous sa forme (3,4.1); si v et n sont
les échelles de KoLMoGOROFF on a, pour la zone d’équilibre isotrope :

Qij— 2912 By = 03 [G (k) — F (k)] Ay,
Wi = Mm 0% 0 Himij (k).

Le tenseur ¥y constitue évidemment un obstacle & I'équilibre par son anisotropie
fonciere et par I'écho qu’il apporte de parametres étrangers him; si «a» est une valeur
caractéristique de ceux-ci une condition de possibilité de I'équilibre absolu est donc :

- <b
¢’est-a-dire :
a< o ol w= \/co_z

— v
<envertu de v = Vv o, 71=\/5>-

D’aprés (3,5.9) ceci revient A exiger, comme d’habitude, un nombre de REynNoLDS
de turbulence R, assez grand. La question du nombre d’onde k & partir duquel I'équilibre
(et particuliérement I'isotropie locale) peuvent étre atteints demeure cependant ouverte,
et il est possible que 'anisotropie de la déformation moyenne se fasse encore sentir assez
loin dans la zone dissipatrice du spectre.

L’hypothése de stationnarité qui précéde n’épuise pas, bien entendu, les
possibilités de la théorie. Le pas suivant consiste, notamment, & explorer la possibilité
d’une variation temporelle conservant la structure des tourbillons associés & I’énergie
cinétique a une similitude cinématique pres; nous aurons l'occasion de revenir sur ce
point ultérieurement [formule (5,5.19)].

36 L’ECOULEMENT PARALLELE

Le mouvement moyen le plus simple, et apparemment le plus proche de certains
écoulements naturels, est I'écoillement paralléle caractérisé par un seul gradient de vitesse
aon nul :

4
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Il se compose, en réalité, d’'une déformation pure plane :

' s

2’ T oy 2
dont les directions principales sont a 45¢ de la direction du éourant, et d’un tourbillon
moyen :

207 du' v du

— = =3

X'y Tz vy

W =

A ce titre il est plus complexe et son étude présente plus de difficultés que le cas de
la déformation pure seule qui vient d’étre examiné.

Nous nous bornons 4 indiquer les expressions de ¥';; en axes locaux (ju’on obtient
par application des formules (3,4.20) :

s | X
7 S B sz ! 9 s
(B.6.1)  Wo=1—p| —2aaNo—a (I —a) k52— o (1—a) S +5% |,
! S B - 9 | bS 2 ' 2
‘Fm:l——a—fﬁ — oy oy (1—o3) S—oy (1— as)k —atg(l—o3) Ny + 203Ny |,

et la forme qu’on peut leur donner en variante, paraliélement & un calcul précédent :

s | —(1— lebkl ,+2°‘°‘3 (s+s*)]
B k
(3,62 Vo= | — i sk N () — a5+ 59 |
s ——oclS%;kS——ocaNl—{-2:—j_%Ngjl.




CuariTRE IV

EQUATIONS REDUITES
POUR LES CORRELATIONS TRIPLES

4,1 . INTRODUCTION
Nous rappelons I'équation des tenseurs spectraux des corrélations triples en
trois points établis au chapitre IT :

D(Dijk
1

4,1.1) + Wi = Qujie—v (k2 + k2 + k"2) Oy

‘Fi]'k =2 7\lm Aijklm i )\Zm Bijklm,
(4 1_2) Ai]']clm = A”il (ijk -+ Ajz q)imk -+ A'p (Dijm,
2, 2 :
Bijiim = 57— (a Dijr) + 55— (K1 Pugr)) + S Prmjie + St Pimre + 811 Dijms
m C m . .

(4,1.3) Qijre = [k"1 A" im Otmjr + k1 Ajm O'tmki + K1 A e O 1mif]-

Le tenseur@ijk obéit par définition aux conditions d’incompressibilité; on vérifie
aisément qu’il en est de méme pour Q. et, individuellement, pour chacun des tenseurs Agjx
et Bijr pour toutes valeurs des indices Im; il en résulte que tous ces tenseurs peuvent se
mettre sous la forme normale (2,1.6) :

( Suk=T8" 8 B'x+ ¥ B"sBivi+ ' B"ivs Bk + ¥ vi i B'x

(4,1.4) , , ) o
’\ + O vivi Bk 4+ O viBive+ 0" B"ivive + Qyivive

Nous désignerons les scalaires de base de Wy par I'd, Wd, 04, Qd ('indice d rappe-
lant qu’il s’agit du tenseur de déformation) et ceux de Q;j par I't, ¥, @9, Q¢ (U'indice ¢ se
référant aux corrélations quadruples qui forment Qi); les mémes lettres sans indice
seront réservées au tenseur dont mnous cherchons les propriétéds régies par
Iéquation (4,1.1). La décomposition normale (4,1.4) est unique ¢t les scalaires de base




|
s o
’ 1

s’additionnent pour une somme de tenseurs; il en résulte que I’équation tensonelle (4,1.1)
se redult a quatre equatlons analogues & :
: f a r .
(4,1.5) 37T Md=Tq¢—v (Ic2 + k24T
;

Le tenseur de deformatlon Wik etant d’ apres 4,1 9) une certame comblnalson
de @, ses scalaires de base s’expriment en fonction des ', ¥, ©, Q. De méme, les scalaires
de base de Q;j s’obtiennent & partir du tenseur ®mj, lequel; sil’on adopte:; I'hypothése
d’une distribution quasi normale, est complétement défini par @;;. Cest cette formation
explicite qui constitue notre tache actuelle et elle ne présente pas de difficulté spéciale
en ce qui concerne (i et la partie de Wi ‘:qui ne contient pas de dérivées,
c’est-a-dire Ajjm. L’extraction des scalaires de base est plus malaisée, en revanche,
pour Bijim, et la méthode de substitution directe para1ssant ici trop laborieuse nous
avons employé une voie indirecte qui abrége le labeur sans le supprlmer ayant pensé
d’emblée & cette méthode et étant parvenu par elle au résultat nous n’avons pas trop
cherché de raccourci encore plus rapide qui pourrait cependant exister; il n’y a pas lieu,
en tout cas, d’étre surpris de voir I’attention se concentrer ici, comme pour les corrélations
doubles, sur les termes de dérivées dont nous avons déja souligné I'importance. Les
équations réduites finales que l'on obtient ainsi sont relativement 'Simpies' et il est
important, en vue de toute recherche qui les prendrait comme point de:idépart, que
nous en donnions une justification assez compléte. L
|

4,2 LES SCALAIRES DE BASE DE Aijk

Nous nous occupons d’abord de la premiére moitié dé"l’expression
(4,2.1) Agie = A"yt Orjic 4+ Ajt Dimic + Akt Diim.

Il suffit ici de substituer la forme normale (4,1.4) de @i et de tenir’ compte des
identités : } ‘ ‘
Ag=p"p"14+yiv,  Ap=8iBi+vivs

(4,2.2) o
Aw=B%B1+ vy

Les produits. donnent quarante-huit termes qui se groupent en huit pacfuets de six,
chaque paquet correspondant & un terme du développement (4,1.4). Nous caracté-
riserons les scalaires de base de Ay par 'indice g, et en extrayant du tableau, page 56,
les termes ayant en facteur respectwement B"i BBl B"i By vr YiviB'k €L yivi YR OR

obtient immédiatement :

fn=(B1Bm+ B B'm+ L8 m) I+ Brym ¥ + Brym ¥’ + B”IY ),
W =1 8m T 4 (B1 B B'18m 4 117m) ¥+ (B"1Ym © + B Ym ©°),
(4,2.3)
®?m = ('Yl B”m W —+ Y1 Bm ‘{f”) + (@/l Blm + 2 Y1 Ym) ® + B,l Ym Qs

LQ, = (Yl B/m ® -+ Y1 Bm O + v B”m @”) +3 YiYm Q,
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AN LL A wk Ik A fL 1wl g L LN A Wi A AN fg 1k w1 YA LA Wk h AN IR L, g whl,g 6)
AR LK 2, g WA 1k A, I 1,d wk g Ak Ik 1, g WAk Tk L g 1, Wk g AN LA L w g A At g w d g .6
AL fg A Wk 1k A, g 1A ), 19 AL I A w1k A I 1A wg 1gf Ak Ig ik wlod YN Ig g Wi g 0
AN T TN w g A A9 Ll w gl g A, LA wh ph q,g fe 1A wh 1g q,q LA wl Ik NIk, g wi,g o)
AN Ig Lk w g 2d a,g g 1houg g 3¢ A 1k wg 1A X,¢ fg 1A wg 1 1,g) Ig 1k wk 14 A,g g1, Wk, Wi
w
AL LN w\\& :&@ 1A uﬁ& I N:Q E\ﬂ N\@ uﬁ& A .~=ﬂ wh 1A .«F@ mﬂ .~=Q w) NQ u?@ RS E:@ 128 u\\@ A .~:Q ~:=ﬂ N:m_ why ”
H
AN fg 1, d whik ag g1, wkig A Lo, g wg ik A Ig 1,9 wg 1g A fg 1how, g 1k A ig g w di1,d A&
AN \Q W:Q E\Q 28 uﬁﬂ Nﬂ .~:ﬂ E~Q N\u #\Q 8 .~:ﬂ .Eﬂ 28 ub@ m@ .~=Q EQ NQ &\Q m@ A E:Q 1L VN\Q s@ w:ﬂ E:Q N\\ﬂ . T
AL 4+ A g lg i 4 gy Wik 4+ gl

VNE.:.T
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4,3 LES SCALAIRES DE BASE DE Bij

La deuxiéme partie de ¥ est constituée par le tenseur :
> N |
4,3.1)  Bijum = . (k1 Dyjx) + SH o (k"1 Dijr) + 311 Pmjrec + 8j1 Pimi + 3x1 Pijm.

Comme nous l'avons déja noté une substitution directe de la forme normale (4,1.4)
donnerait ici des calculs trés lourds; nous emploierons en conséquence la technique
développée en (2,4) dont nous rappelons les formules sous une forme légérement

différente. Nous appelons ¢ le vecteur :
c=KNT,

et sa longueur : .

(4,3.2) A ¢ = kk’ sin o.

Nous poserons :

{ A= ep B7p) (K'a Bg) (K '), B=rc(kpB"p) (k"¢ Bo)
(4,3.3) ( C=ct(kpr), D = 2.

Si 'on distingue par l'indice b les scalaires de base du tenseur Bijx on a, avec ces

notations :

( .A. Pf’m e kp k,q k”r qurlm, B IP.?m = kp k”q Cr qurlm,

4,3.4
( ) ) z CoOh = Cp Cq kr qurlms D Q. = Cp Cq Cr qurlm-

Pour terminer ces remarques préliminaires nous noterons ce qui suit : on peut sub-
stituer, dans (4,3.1) :

0 ) h) ?
(4,3.5) ST (k1 Dijr) + Ry (k"1 Dyj) = (kz St + kI m) Oijx -+ 2 3im Diji.

Dans la suite de ce paragraphe nous omettrons systématiquement le dernier terme
du second membre et nous arriverons ainsi, pour chaque scalaire de base Sf,, a une
expression de la forme :

(4,3.6) Sb, = (kz oy e b ) S+ R,

ou S est le scalaire correspondant de ®;j, et R est un ensemble de termes ne comportant
pas de dérivées. Pour rétablir la valeur exacte de S}, il suffira d’ajouter a (4,3.6) un
terme 2085, S, obtenant ainsi :

d (k1 S (k" S
Sf’m:[ S e )}rR
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Tout tenseur 8, étant contracté ultérieurement avec Ap, donnera, d’ailleurs, zéro
par l'incompressibilité (A\z = 0) mais il est préférable, & ce stade du calcul, de ne rien
supposer & cet égard. Nous allons maintenant développer les expressions (4,3.4) succes-
sivement pour chacun des scalaires en cause.

Scalaire I'.
Effectuant le produit k, k'y k" Bpgrim on obtient d’abord :

| 0 d 3 3 |
. tm = ! —_— / . I gt
(4,3.7) § AP["I_<klbkm+klbk’m>AP prqr(ksz+kzbk,m>kpqu,

+ kl k’q k”r ®mqr + kp kll k”r @pmr “!"‘ kp k,q k”l @pqm.

Le deuxiéme terme du second membre s’écrit :
h— kl k’q k”!‘ @mqr + ]{‘l kp qu @pqnl — kp k’l k”r ®pmr ‘l[“ ](‘IZ kp k/q q)pqm.

Cette expression est visiblement égale mais de signe contraire a la derniére ligne
R el
de (4,3.7), compte tenu de la définition des vecteurs k k' k" :

ki 4+ k'p = — k"L
On a.donc ici le résultat tres simple :
1 0 d
b — [ ——
(4,3.8) T, = A_<kz Sk 4+ k 15 klm) AT

Scalaire W¥.

Passant & la seconde formule de (4,3.4) nous formons cette fois kp k' cr Bpgrim :

3 ! 0 "
B = (g Kig g B — O (l g+ K )lnKacr

(4,3.9)
\ —'r‘ kl k”q Cyp q)]nqr "{— kp k”Z Cr ®I3(]l‘ + kp k”q C1 (qum.

On développe immédiatement le deuxiéme terme du second membre en :
" N (D " k ]l/ @ ] D ! a
— ki k q Cr mqr“klkpcr (mer—‘ p K g Ppgr qbk "{“klﬁ?‘ Cry
m m
dont les deux premiers termes s’annulent avec leurs homologues de la deuxiéme ligne

de (4,3.9). A partir de 'expression :

Cr = Eray kg 'y,
on obtient : '

P 0
(1 10) ( Py ]xm K O K m> Cr == Ermy Iy k! v o S k't o
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D’autre part, le tenseur contracté
kp k' ©pgr

est un vecteur qu'on obtient aisément en utilisant la forme normale (4,1.4) de ®pq;
tenant compte des relations d’orthogonalité des = vecteurs %, {3-) {: on trouve
immédiatement :

‘ B
(4,3.11) | kp k"y Dpgr = - T B+ ¥y
La combinaison des résultats (4,3.10) et (4,3.11) fait apparaitre les produits vectoriels
suivants qui ont une signification géométrique simple (voir 2,3) :
g €myr kIU Blr = K Yms Emyr k,y Yr = — k' Bm,
( emre B'r ke = —km v, Emrx Yrke = kBn.

On en déduit :

i | " 0 ! ) -
”—"kpk qq)pqr(kl bkm + klb klm) Cr
(4,3.12)
m oc'z— o

. SRRl O(lB,m——OC,ZBm
=BT sin ¢ Ym +BY sin ¢ '

D’autre part, appliquant encore (4,3.11) on a :

(4,3.13) kp K"y 1 @pgm = B T'v18'm + B ¥ y1 vm.

On tiendra coinpte, enfin, de certaines identités démontrées en (2,3); en vertu de (2,3.9):

mo';— oy
sin =P
¢ ,
et d’apres (2,3.11) :
o1 B'm— '
B'm P = Y1 Ym — Oim-

sin ¢
I1 vient, en définitive :

) 1 d d
h b o ’ L
(4,3.14) Yim =g <kl Sk Tk 13———;{/m> BY + Q2viym—3m) ¥

A + E1Ym+1iB'm) I

Scalaire ©.

Nous formons maintenant ¢, ¢q kr Bpgrim

/ 3 3 N 5
b 17 o ,
(4,3'15) C ®Inl - <kl d ]{.m —}_ k lb k/m> C @ (I)pq,. <kl b k}n + k ZD ]C,m> cp Cq ]{I'

+ 1 (’q kI' (I)mqp "l— Cp Cl kr (Dpnu' + Cp Cq kl q)pqm.
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Le deuxiéme terme du second membre s’écrit d’abord :

> 2
— Cp Cq km q)pqm _ Cp kp (qup (kl D_—]E—n—l_ + k lm) Cq
(4,3.16)

>
— cqkr Dpgr (klm + klm> Cps

\

et son premier terme disparait avec le dernier de la seconde ligne. Pour les termes restants
les dérivées sont données par (4,3.10) et I'on a, de maniere analogue a (4,3.11) :

’ C v
cp kr Opgr = - (" By + Ovy),
(4,3.17) .
Gyl Opgr = 2 (B + O y,).

Le deuxieme terme de (4,3.16) fait alors apparaitre les produits vectoriels ci-aprés dont
la signification géométrique est immédiate :

emyg Ky Bg= k' mym, emyg K'y Yo = — k' f'm,

Emax Bq kx =-—k Yms Emax Yq kp = k Bm-
Son expression ressort ainsi & :

, (@ 1—may) B’ m— 1 Bm
(4,3.18) Cwr S - CO S

De méme, le calcul du troisiéme terme introduit les produits vectoriels suivants :
smyp k’y BI/]J - k’ m, ‘\{m, smyp ]‘C,y YP = - k’ |B,m’
8111]).’13 B”p ]{’C e kn’l” 'Ym, . Emp:z: Yp k.’l) - k Bm,

ce qui permet de D'écrire :

(4,3.19) ey (Mei—ma) . ogabn—=ifn
= sin o Tm sin @ '

"Il reste enfin & prendre en compte les deux fermes qui demeurent de la deuxiéme
ligne de (4,3.15); ils s’écrivent immédiatement, d’aprés (3,3.17) :

( Cl[¥"vi Bm + @ Y1 Ym]
(4,3.20) ? et: :
CI¥ viB'm + O vyiym].

On tiendra compte encore des relations géométriques (2,3.9) et (2,3.11), et le résultat
final est :

d
{4,3.21) tn = (klblz_{“kl >C®+9(9Y1Ym“81m)®
=0 {nr

\ I (ﬁ”l Ym -t Y1 (3”117) vk (BI Ym T I Qm) W




Scalaire Q.

Il s’agit, pour ce dernier scalaire, de former cp ¢q ¢ Bpgrim :

( , 0 ;0
(4,3.22) ; pe <kl km TS, >D® q)”q”(k‘ S T K m>c’°“'q"

+a Cq cr Dmgr + CpCier DQpmr + Cp Cq €1 (qum-

Parallélement aux calculs qui précédent on développe d’abord le deuxieme terme
- du second membre de (4,3.12) suivant :

0 , 0 d , 0
— Cg Cr (qur <kl 3 km + k lD klm) Cp—Cp Cr chqr <kl > km + k lb klm> Cq
(4,3.23) :

2 o
— Cp Cq q)pq,(kzbkm + klb k,m>cr

On a ensuite :

' ‘ D n 14
Cq Cr q)pqr:?(@ P+ 'Q'YP)’
D
D ‘
\ Cqu(qurz_C'(® Br +QYI‘)5

et il apparait, par combinaison a (4,3.10), quelques produits vectoriels déja rencontrés
4 l'aide desquels les trois termes de (4,3.23) s’écrivent immédiatement :

, (" ot — m' ) 1 B'm— 't Bm

Do sin ¢ Ym + DO sin ¢ ’
, (@i—ma) % B'm— o1 Bm

(4,3.25) DO T Y tmtDQUERIER,
D6 (ma't — a) Ym+DQCLZBm——OHBm

sin ¢ sin ¢
Les trois termes de la deuxiéme ligne de (4,3.22) s’écrivent eux-mémes, d’apres (4,3.24) :

g D@”"(Zﬁﬂm"“D‘QYlYm, D®’Yle+DQYlYm;

4,3.26
( ) DOy f'm+ DQyiym

La combinaison de ces résultats, compte tenu toujours des identités (2,3.9) et (2,3:11),
fournit :

! 1 B
b o
(4,3.27) g Cin =1 (k’ ST, + K53 i >D Q4 3 2v1Ym— 3m) Q

+ B1Ym+ 1iBm) © 4+ Brym + 1iBm) O 4+ B"1Ym + vi18"m) O



4,4 DECOMPOSITION NORMALE DE ¥

Les expressions que nous venons de former des scalaires de base de Bijium peuvent
étre explicitées davantage et nous allons d’abord effectuer cette simplification qui, outre
son intérét propre, sera utile pour la suite. Chacune de ces formules comporte un terme :

1/ d , D

d , 0
+X<kzm+kzm>L0g[Fl,

et les différentes quantités F définies en (4,3.3) peuvent s’ écrire, compte tenu des relatlons
geometrlques des triades de vecteurs [formules (2,3.2) et (2,3.3)] :

A= kk'k"sin ¢sin o’ sin ¢, B = — kk'3sin® ¢ sin ¢,
4,4.2
( ) C=—EKkKk"sin3q, D= Kk3Kk'3sin3 ¢.

La dérivée logarithmique de ces produits se raméne a celle des facteurs et seule
la dérivation des angles ¢, ¢’, ©” pose un probléme que nous examinons au préalable.

A partir de la définition :
coS ¢ = az &'y,

on a facilement, par différentiation :

dk'm . dkm

(4,4.3) —singdo = A T + o't Aum .
D’ailleurs :
aN'im =@ 18'm+ viYm) = ap1f'm=—-sin¢B'n,
21 A = o'y (B Bm + Y1Ym) = &1 P P = 5N QB
Dot :
(4,4.4) % =— El’gl DD =+ ﬁ];’,"

De méme, a partir de la définition :
cos ¢’ = a1’y

on écrit une différentielle qui se déduit de (4,4.3) en ajoutant partout un accent; on
remplace dk” par :

(*/f,‘/t‘r)) (Z]{”ITL = ((ll “mn } (l ITI.)




et 'on obtient immédiatement :

00’ __f)”m o2 <Bm+5 >
P km, k" | d klm == L' k)"

La somme des angles ¢, ¢, " étant égale & 2 = il vient enfin :

. b@i/ _ E’ﬁ B”m> bcpll . B)Im
(4546) ’ bkm —'< k + k"» ’ bklm'—‘ k"

Considérons alors le terme A de (4,4. 9) il résulte de ces résultats et des dérivées
. évidentes de k, k', k" :

0
<klbkm +klb k'm >LOGA (“l“m-l—oczam—k—a 1o )

L zﬁ'"—oczs",a—ﬂ—ﬂ ) 8" — a1 B,

sin ¢

(“l@m““lgm)— ’

~ sing sin o

ou, si I'on tient compte de I'égalité (2,3.12) :
(4,4.7) (ki p+ Ky ) Log A = Bifin + B'tB'm + B B
On obtient de niéine, pdur B -
| <k‘——b— k'~—i—>Lo B| = o1 otm o+ 3’y o
lbkm+ lbk’m g = U] %m A1 m

I

—2 s o (ocz Bmn—a'1p'm) — Sn o (1 B'm— cc”; B"m),

¢’est-a-dire, en vertu de (2,3.12) :

@48) (kg + iy ) Log| Bl = (@B + 8"8') + Gim— vim).

Le calcul analogue pour C conduit immédiatement a :

d
<klak 'fk'lak' )LOG,C’—3dzam+9dzam—3 (21 Bm— &'t B'm);

sin ¢
quon peut aussi écrire par (2,3.12) :
S . d . - . : ' .
(4,4.9) (ks + Kis o) Log | €1 = B'18'm + 2 (Bin— 1171
bkm bkm
On a enfin :

. d
(4,4.10) <]\1 3 ]{ ~ K ZD i >L0g D=3 (Slm"— Yi Ym)-
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_ Les scalaires de base de Bijum peuvent étre réécrits d’apres cela [voir remarque
en (4,3.6)] :

bk bk,r‘ I 14 n i
P?n1=< Ii +Dkl ) (@l@m““@lﬂm“["slﬁm)r,

VY | 2k -
LF?m:(DIi‘ +Dkll >+(Blﬁm+gl@m+YlYm)\F

+ (B,l Ym + Y1 B’m) Ps

(4,4.11) 2k® k10 -
O = (50> + 252 )+ @1Bn+ 2117m) ©
dkm k' m

-+ (_{3”1 Ym + Y1 B”m) v+ (Bl Ym + Y1 Bm) v,

Yk Q. K1Q , ,
'Q?m.:<a;{m -+ akl/m>+3YlYm~Q+(BlYm+Y15m>®

+ Biym + 7iB8'm) O 4+ B"1Ym + 1 8'm) O,

L’objectif d’ensemble du calcul, qui est la décomposition de ¥;jr sous la forme
normale (4,1.4), est maintenant atteint; en combinant (4,2.3) et (4,4.11) on a, pour
expression, des scalaires de base de Wiyj :

d 0
T4 — N (81 B + B'18'm + B4 B"m) T'— Mim <kz Sk + k,lb k'm) r

T 2 Nim B,l Ym Y+ 2 Nm Bl Ym p + 9 Am Q”Z Ym W

" n D 4 B \
Yd = A, (BlYm -+ B l@ m + YlYm)\F_}\lm<klbkm +klb k'mjly

F M (VB m—B 1Y) T+ 2Xm B 1 Ym + 2 M Biym ©,

(4,4.12)

P D
Od = Mm (B’l B/m + 2 Y1 Ym) ® —Nm <kl Ny -+ k'l - > G
+ Nm (YZ B”m — B”l Ym) b + Nm (Yl Bm - Bl Ym) e
+ 2 Alm Bll Ym Q

d d ,
Q4 = 3 Nm Y1 Ym & — Nim <kzm“+ k'zm) Q4N (viB'm—B1ym) ®

i ~+ Ain ('Yl Bm — Bl 'Ym) ®' + Aim (Yl (3”111 i B”l Ym) 028

Parvenu en ce point on peut désirer, en vue d’intégrations ultérieures,
perfectionner 1’écriture des (4,4.12) en écrivant les premiéres lignes sous la forme :

1 d . d . 1
g (g + K ) 19X = | (s + Ko o |

> N\
( w\m“’wm)\
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C’est, en somme, un calcul inverse de celui de (4,4.1) qui serait a priori malaisé,
mais pour lequel on est guidé par les expressions obtenues précédemment. Les conditions
définissant les valeurs respectives de K sont :

(it + Kigpe) Log - = b b -+ 18, T

D 7 i
(klbkm + RS, >LOgK = 315m+5 18"m + Y1 Yms
(4,4.13)

> 1
(ks + K >L°gR§=B’zB’m+2~rwm,

) , 9 1
\ <klm+klm>L0gE:3‘nYm.
La solution de la premiere apparait immédiatement d’apres (4,4.7) :

| 2 ['2 gip3
(4,4.14) 'KL = A = kk' k" sin  sin ¢’ sin ¢” = Ii—k—sl?—?i
1

On vérifie d’autre part, comme pour (4,4.8), que :

)
<kl o -+ K ST >L006—81m—~w¥m,

ol « ¢ », défini en (4,3.2), désigne toujours kk’ sin ¢. On peut alors écrire les deuxiemes
membres des (4,4.13) qui restent a résoudre sous la forme :

( B1Bm + B"18"m) + (Slm —Y1Ym) — 2 (8im — Y1 Ym) + Om;

(4’415) 2 Bll Blm -+ 2 (Slm — Y1 Ym) —4 (81m — Y1 Ym) -+ 2 8lm
— 3 O —Y1Ym) + 3 S
Il est, par ailleurs, loisible d’extraire de ces expressions toute quantité que l'on

voudra et de la maintenir en dehors du calcul de (4,4.13) a condition, naturellement, -
de rétablir ensuite dans (4,4.12) un terme :

Am Alm X.
On en profitera pour supprimer de cette facon les d;y isolés qui figurent dans (4,4.15)

car ils disparaissent ensuite par l'incompressibilité (A\z = 0). L’intégration des (4,4.13)
devient ainsi évidente :

1 |B| Ksing' .,
K, ¢~ &k =sies,
1 |C 1
(4,4.16) K, =~ ¢¢ ~ kksing’
11
K, = ¢ ~Biside’
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On peut finalement écrire les scalaires de base de Wy sous la forme variante [17] :

| | k2 k"2 sin3 ¢ P , 0 k" ,
| D= <klbkm g k’m>[k2k'zsin3<p F

+ 2 Alm ‘3,1 Ym ¥4 2 Nm .Bl Ym b + 2 Alm B”l Ym T”r

. ? ?
Wd = — N sin CP” (kl S"E -+ ]_C,l 3 k1m> {:sm (P” lI’['-] -+ N (YZB m—"B lYm) P

4+ 2Nm B 1Ym © + 2 Mm Biym O,

1 d > s

BA1D) { @d =y . <kl -+ K3 k,.m> [kk' sin ¢ O]

-+ ANim (’Yl B”m - ﬁ”l 'Ym) b -+ Nm (Yl @m -_ (31 Ym) g -+ 2 Nm B’Z Ym Q

1 > 2 s
Qb = — N (kk, sin cP)3 <kl 2 km +k ZD klm) [kk sm o Q]

-+ N ("ﬁ B,m—‘ Bll 'Ym) ® =+ MNm (Yl Bm i Bl Ym) &

+ i (Y1B"m — B"1Ym) ©".
4,5 DECOMPOSITION NORMALE DE Qjjre

" La mise sous forme réduite de 'équation de base des corrélations triples (4,1.1)
comporte deux étapes dont la premiere, concernant le tenseur de déformation Wiiks
vient d’étre accomphe il nous reste maintenant & effectuer la méme opération pour le
tenseur : v

(4,5.1) Qijre = [K"1 A"im Ot + ki Ajim Ot + k't Ak ©" 1y |-

La voie est ici ouverte, en principe, a toute méthode d’approximation permettant
de tenir compte des corrélations quadruples; une seule, & vrai dire, est actuellement
considérée par la théorie, I'hypothése d’une distribution quasi normale, dont nous
‘nous occuperons; celle-ci, d’apreés (1,6.3), rattache les corrélations quadruples aux
corrélations doubles (du moins pour les tourbillons pas trop petits) par :

(4,5.2> Ounjic (s k) = pj (&) Gpre () -+ Opie (1) Dy (1.

L’ hypothese n’est pas limitée dans son application & la turbulence isotrope et
la traduction de (4,5.2) pour le tenseur @;; le plus général ne présente pas de difficulte
de calcul. Le résultat est cependant assez compliqué et il est plus conforme & notre idée
d’approximations successives de commencer, en vue du calcul de I’anisotropie de ®jj,
par une structure isotrope de Q;jx; on examinera donc d’abord le cas ol 'on peut écrire :

Qij = @ Ay,
et par suite :

(4553) ®ij1c = @ (]{) @ (kl) [Alj A/mk ‘%‘ /—ylk Amj]o
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Substituant systématiquement :
Agi = Bi B + Yivis

en tenant compte des relations d’orthogonalité qui font disparaitre un grand nombre
de termes, on obtiendra sans difficulté :

k"1 A" i Omje = O @' (— k" sin ¢” cos ¢’ + k" sin ¢’ cos ") B; B B'k
. (D (DI k” sin (P// Yi B] Yk _+_ (D (DI ]{// sin cpl Yi Y] g,k- ‘

Les termes suivants peuvent étre écrits a priori par une permutation évidente
d’accents et d’indices et les scalaires de base de Q;jx s’en déduisent immédiatement :

I'e = k" sin ¢" cos ¢’ @ (®" — @') + ksin ¢ cos 9" @' (O — ")
+ k' sin ¢’ cos ¢ @ (@' — D), |

(4,5.4) Y1=0,
@1 = ksin ¢ &' (O — D),
Qe = 0.

On remarquera que I'? et ®¢ donnés par cette théorie ne sont pas indépendants et
que leur relation est :

(4,5.5) ®"7cos ¢ + B'ecos ¢’ 4 Brcos @’ —T'e = 0.

L’expression de I'? peut prendre une forme un peu différente en substituant, en
vertu de (2,3.6) :

Wi o C . ¢ faim 1 €
k" sin ¢ =7 ksmcp_k,, k'sino =77
(ot ¢ = kk' sin ¢) et en observant, d’apres (2,3.4), que :

coso' 2k P cose’ 2K2-P cosp 2k"—[
k 2kk'Ek"> k' = 2KkK"k" k' T 2kk'EK"

ol :
12 = k2 -} K'% - k"2,

Comme, par ailleurs, on a :
Q@ — D)+ O (P— D) + D" (D' — D) = 0,
on peut, dans les expressions précédentes, supprimer les termes en {2, obtenant ainsi :

sin ¢

(4,5.6) Ty =3

(2 @ (D" — ') + K2 @ (® — D) + k" @" (D' — D)].

Dans le cas général d’un tenseur ®@;; non isotrope on peut, d’apres (2,6.7), écrire
-
ses composantes en un point k quelconque sous la forme :

(4,5.7) Oy = Ny B Bj + SBivyy + 5% viBi + Navivis
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et les vecteurs 5, ?peuvent étre précisément ceux introduits pour I’étude de la triade K,
K, k. Cette définition adaptée 4 notre objet a malheureusement I'inconvénient de faire
dépendre N, N, et S, non seulement du point d’application T mais par l'orientation
des ._é, :; de Pautre point ¥'; la connaissance des directions principales de ®;; en un point
permet, bien entendu, de préciser cette dépendance, mais il y a la une complication
certaine (et inévitable). Le calcul des scalaires de base de Qjj a partir de (4,5.7) ne
présente aucune difficulté mais les résultats sont eux-mémes moins simples lorsque ®;;
comporte en chaque point des directions privilégiées. Le scalaire I'7 est identique 4 son
expression (4,5.4), 4 condition de remplacer ® par Ny; le scalaire ®7 comporte de méme
un terme homologue de celui de (4,5.4) avec N'; (N, — N”;) remplacant @' (¢ — @),
mais aussi des termes supplémentaires en S; de plus, I'absence d’isotropie introduit
des ¥ et Q¢ qui, précédemment, étaient nuls. Il ne semble pas que, dans ces conditions,
le calcul puisse remplir le réle que nous lui demandons d’éclairer les phénomenes.

4,6 EXPRESSION DE Q;

L’objectif principal d’une étude des corrélations triples en trois points est de
renseigner sur le tenseur :

(4,6.1) -Qij = [kl Aim ®lmj + kl Ajm Q?;zi],

qui, nous I'avons vu, régle de maniere décisive I’évolution des corrélations doubles;
supposant donc @;j donné sous sa forme normale, nous nous proposons maintenant
d’indiquer la maniére dont on peut en déduire Q.

Il résulte d’abord directement, des définitions (1,3.1) et (1,5.1), que
(4,6.2) O (1) = S Oy (b, &) dE
de sorte que P'on peut écrire (4,6.1) :
(4,6.3) Q= | [Bim bt @y + A ks O]

Remplacant, comme on l'a fait souvent, Ay par B; 8; + viyj, substituant a @y
son développement normal et prenant avantage de quelques vecteurs qui sont ortho-
gonaux, on obtient facilement :

cos @ (' + ) 8By + (0" + ©°%) 11, ] N

4,6.4) Qi) = Sk’ sin o [ , g
( 2 F Ll coso 4+ W) Biyg + (F + P cos o) vl

II y a lieu de noter que' les indices i et j étant permutables dans ®;j il en résulte,
d’apres (4,6.2) :

" T ( - > >
Digg (ke k) dE" ==\ Dy (e, k) I,
o
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propriété qui ne vaut, bien entendu, que pour les intégrales et ne s’étend pas aux fonctions”
intégrées. La formule (4,6.3) peut donc s'écrire aussi en permutant [ et m dans les ® et
cette variante conduit & une expression différente de (4,6.4), en'ce qul concerne I'élément
a intégrer, mais équivalente & celle-ci.

Chaque élément de volume de I’espace k contribue, d’apres (4,6.4), & Q;; par un
tenseur élémentaire d Q;; qui a bien la forme (2,6.7) exigée par les relations d’incom-
pressibilité auxquelles obéit Q;;. Pour une turbulence isotrope ¥ est nul, mais chaque
contribution d Q; n’en a pas moins des directions principales qui sontT% et «?, la structure
isotrope de (;; en un pointhl? résulte donc seulement de la symétrie de révolution autour
de I quand on effectue I'intégrale (4,6.4). Nous avons noté en passant en (3,4), avec des
réserves, qu’il apparaissait formellement possible de considérer une turbulence anisotrope
simplifiée sans vitesse moyenne ol l'on aurait :

Dyj= DAy,  Qij=—kANAy;,

les scalaires ® et A variant d’un point & un autre. On peut ici préciser ces réserves et
confronter cette idée avec le mécanisme des corrélations triples; si ¥ restant nul, Tet®
sont réels et fonctions quelconques des points % et I, il faudra, pour que Q; n’ait en
chaque point aucune direction prlvﬂeolee qu’il en soit de méme pour toutes les
contributions d Q;;, c¢’est-a-dire :

I'cos o = B,

Une telle relation est concevable, mais la comparaison avec (4,5.5) montre aisément
qu’elle est incompatible avec I’hypothése de la loi quasi normale.

4,7 CAS D’UNE DEFORMATION PURE PLANE

L’équation fondamentale (4,1.1) des corrélations ftriples se ramene, par les
réductions aux scalaires de base effectuées dans ce chapitre, a quatre équations de la
forme :

(4,71) - %—]; + Td —= Tq—vy (k‘g + k2 + k//g) T.

Il est remarquable de constater que, comme pour I’équation des corrélations doubles,
le cas d’un écoulement moyen irrotationnel se présente d’une maniére particuliérement
favorable au calcul. Si I'on considére, en effet, les expressions (4,4.17) on remarque
que le coefficient de I' dans ¥y :

MNm (v1B'm—B'1ym)

comporte un facteur antisymétrique qui, si A est symétrique, donnera par combinaison
zéro. Il en est de méme pour les coefficients de ¥ et ¥ dans ®d et pour ceux de @, @/,
®” dans Qd, Le cas limite le plus simple de (4,7.1) (mais dont I’existence n’est pas assurée)
est relatif & une turbulence stationnaire; on peut alors sc proposer de déterminer par
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intégration les T', ¥, ® et Q, et c’est une circonstance favorable que Q n’apparait que
dans Qd, puis dans ®4, puis enfin ¥ dans ¥4, permettant ainsi une déter-
mination successive de chaque inconnue.

Dans le cas d’'une déformation pure plane notamment, caractérisée par :
p

My =—2p=10
on a :

T S A S 1 ST SR
“’“<’”akm+]“ak',,)““(’flakl,—kzak2>+“<klak'1*"m«z)

Il est indiqué, dans ces conditions, de repérer chaque point sur le plan O k; k, par les
coordonnées curvilignes :

g OX, =k —k, 2X,=k?—k
OX, =2k ky,  2X'y=2K, K,

moyennant quoi l'opérateur différentiel ci-dessus devient simplement :

> L3N [ >
)\Zm <klbk1n + k 1 3 ]{,m_> - a<b Xl + ) X/1>-

Le mode opératoire d’un calcul numérique pouvant s’aider de représentations
graphiques demeure donc substantiellement le méme que pour les corrélations doubles;
la seule nouveauté véritable est la présence d’inconnues fonctions de deux points qui
ne va pas, bien entendu, sans labeur supplémentaire. ‘




CaariTre V

MOYENNES EN UN MEME POINT

51 - TENSIONS DE REYNOLDS — MOYENNES DE PRESSION.

La grandeur moyenne la plus immédiate d'un écoulement turbulent réel est la
vitesse moyenne et c’est a4 juste titre que, de BoussINESQ & nos jours, cet aspect est
demeuré un objectif essentiel de la recherche; il n’est pas besoin, cependant, de souligner
que la turbulence est une chaine et qu’il est difficile d’en saisir un bout en ignorant
les maillons suivants, du moins les plus proches; la vitesse moyenne se rattache aux
tensions de RevnorLps, qui dépendent des corrélations pression-vitessé, lesquelles
introduisent les corrélations en deux points, etc. Bien entendu, pour certains aspects
cette interdépendance affecte inégalement chaque maillon; la forme logarithmique de
la distribution de vitesse prés d’une paroi semble davantage due a des raisons globales
et dimensionnelles qu’a un mécanisme de détail; c’est dire que cet objectif traditionnel.
de toute tentative théorique peut ne pas étre trés significatif et qu’il est plus essentiel
de comprendre d’autres mécanismes d’ensemble ou plus fins de I'écoulement.

L’exploration expérimentale des moyennes de fluctuations et, en. premier lieu,
des tensions de REyNoLDS, est beaucoup plus récente et a déja a son actif une importante
moisson de résultats. Une des difficultés majeures auxquelles se heurtent ces recherches
est anisotropie fonciere de la turbulence usuelle; il y a en conséquence trop de grandeurs
4 mesurer, dont beaucoup sont inaccessibles, et le tableau qui est livré a la réflexion
théorique est complexe et comporte des lacunes ou des incertitudes dues a la difficulté
des mesures; le besoin de points de repéres, de recoupements susceptibles d’aider I'expé-
rimentation et de lui fournir des directions de recherches se fait donc ici vivement
sentir. Certaines des questions que nous nous posons dans ce chapitre sont & situer dans
ce contexte; pour les analyser nous sommes toutefois obligé de nous limiter a
une turbulence homogéne et méme, souvent, au cas ol celle-ci comporte trois plans
de symétrie, comme dans le cas de la déformation pure; nous nous bornons d’ailleurs,
ici, aux aspects globaux qui n’exigent pas la connaissance détaillée des tenseurs.
spectraux; dans ce cadre limité nous nous attachons, quand c’est possible, a donner
une analyse exacte mais nous n’hésitons pas aussi, a I'occasion, & considérer des simpli-
fications plus poussées mais toujours explicites. On ne perdra donc pas de vue cette
distance entre schéma et réalité dans toute référence qui sera faite dans la suite & des
écoulements usuels complexes. :
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Toute étude expérimentale du tenseur de REvnoLDs ne peut manquer de tenir
compte de I’équation exacte et générale qui régit son évolution et que nous avons déja
rappelée en (3,1.2) :

o U 0 Uj Uj Um
d T

bbt u; uj—+ Um Uj +§ u; llm:l +
(5,1.1)

1 dp QUd U —d U Uy —
+p<u’b’c ‘bx>+2 dxd + Um D ZTm —vAuiu=0.

Lorsque les termes de diffusion sont négligeables on tombe sur 1'équation wvalable
en turbulence homogéne :

[ R— S — — 1/ 2p dp o U; Uy
5,1.2) ST u; uj + (him um Uj + Ajm Uj Unp) = —-—E (u, D—E -+ S};>_2Vﬁl -b—x—l.
Il convient, d’ailleurs, d’étre trés prudent sur les conclusions a tirer de la disparition
d’une grandeur dans une moyenne déterminée; ainsi, si I'on déduit de (5,1.1) I’éguation

d’énergie en additionnant pour i = j, les termes de pression deviennent :

o | -

T

et disparaissent en turbulence homogéne alors que leurs composantes en (5,1.2) sont
essentielles; de méme, la contribution de :

O Ui UjUmp
dTm

est nulle en turbulence homogéne mais les corrélations triples correspondantes sont la
clef de la distribution des fluctuations de vitesses dans le spectre.

La relation (5,1.2) se retrouve aisément en intégrant dans tout Pespace

I'équation (1,3.9) du tenseur spectral ®;. II est & noter que les pressions ayant été
éliminées de (1,3.9) ont été incorporées en partie dans W¥j; et en partie dans Q;;. On peut
obtenir la valeur des moyennes de pression de (5,1.2) soit par identification, soit
directement & partir de 'expression du tenseur de pression X; donnée en (1,3.5); on
obtient [c’est aussi la traduction de (3,1.7)] :

P kik ki k >
P<b’fl uj -+ Dll,)u> —-27\11118 k21®n1]+ e mz:]dk

k k m
( + Q [ kgm kl ®7m] ‘Jf‘ ko kl®lm1] dk

\

(5,1.3)

Si le tenseur de corrélations triples en deux points ©j,; a une structure isotrope
[voir (3,4.5)] :

. AT k; k;
(5,1.4) . Ok =— 5 [:‘]‘{‘ Ajr + I] Aik:|,

on trouve aisément qu’il n’apporte pas de contribution & la pression. 11 y a lieu de noter
aque d'une maniére générale @ posséde, a cause de la symétrie des indices i




— 73 —

et j, dix-huit composantes dont, par I'incompressibilité, douze seulement sont:indé~
pendantes; un raisonnement analogue a celui que nous avons employé pour I’analyse. de:
@y permet de V'écrire :

(5,1.5) @ik = Bij B + Cij v

ol B et C sont deux tenseurs symétriques et B et Y sont deux vecteurs unités normaux.
entre eux et & k. La contribution 4 la pression sera nulle seulement si :

mais il n’est nullement requis que B et C vérifient cette condition d’incompressibilité.

L’autre contribution & la moyenne de pression dans (5,1.3) est directement
fonction des corrélations doubles de vitesse et il est permis de penser, malgré les réserves’
qui précédent, qu’elle en représente une part importante. On notera que cette corrélation
de pression (inaccessible aux mesures) intéresse la méme région du spectre que l'énergie

cinétique et qu’elle a un lien étroit avec le tenseur de REvy~NoLDps. Pour l’exarnmer plus
en détail nous allons considérer le cas d’'une déformation pure plane :

Mi=—2p=a

Négligeant le deuxiéme terme de (5,1.3) on a :

1 5 ki k >
Elllm——:———-Qag k"(Dll k22®2l d )
1" ap Iy k ars
(5,16) guzh—i:—zas k22®12 (D22]dk’
1~ 2p ky k k k =
51135_—5,3:—9“8 koad)la , kzs(Dzs:ldkf

Les conditions d’incompressibilité permettent d’exprimer toutes les composantes de ®;;
a partir de trois d’entre elles; on a, par exemple, pour une turbulence & centre
de symétrie :

l 2 o) =)
ky kg Doy = D) [k Dyy— K3 Doy — k3 Pygl,
1 ) 9 B}
(5,1.7) kyky @y = 5[k} Opq + I Dpp— ki Dy,
1 9 ) .
\ kyky @gp = §[‘—k @y —k; @y + k3 Dyql. -
Posant :
W/ —~ ]{3 — ) * k3 e .
\pondki=s. \posdi=s \goydi—s,
il vient alors : . :
S ) ~ 1 ‘
B ey 2P =—a(3s;+ s;—s3)s u‘sz a(s?+ 352 —sd),
p 0 Ty . h) Xy
(5,1.8)
1 op

Ellsﬂ:; = —2a (S‘_;)—Sf)
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Si T'on imagine de plus,, a titre d’apprbximation provisoire, que la dissipation est
également répartie entre les trois axes on obtient, dans I’hypothése de la permanence :

2 P 9 9 V—_z

—u2+(383+85—8§):593—,

(5,1.9) | (s + 35— ) =25
9 ) Vgé

La somme des trois équations (5,1.9) donne le bilan d’énergie :

S
|
B
I

(5,1.10)

et I’on voit bien que cet apport net est en réalité une perte sur une composante et un
gain sur 'autre, avec la pression jouant le rdle de caisse de compensation. Compte tenu

de (5,1.10) les équations individuelles deviennent (deux d’entre elles seulement sont

indépendantes) :
» w2 2 3 2 g
| e 2N egge g MTAL
(6,1.11) 1
\ S8 =""5

Il n’y a pas de considération élémentaire qui permette de tirer de la méme des
indications sur la structure d’équilibre et seule I'étude compléte de ®j;, suivant les
chapitres précédents, peut conduire & ce résultat (il est vain, notamment, d’essayer
des formes approchées de @;;); mais il est intéressant de constater que dans les hypothéses
simplifiées qui I'ont établi, le systéme (5,1.11) ne présente pas d’anomalie. On notera
a cet égard que si @; a la structure isotrope on obtient aisément, pour une composante

quelconque :

T g§m4nk2®dk. 52—
0

2 2&“ 1
i=3) dmlk Odk,

15 )
¢’est-a-dire

&
I
U‘Ik{:‘l‘\’)

dont 'ordre de grandeur est une bonne confirmation des exigences de (5,1.11).

Pour I'examen qui précéde on pourrait considérer plus généralement un champ

de vitesse moyenne plan, ¢’est-a-dire en se placant en axes principaux de la déformation :
7\112_?\22261, )\12:—“)\01:b-

.

11 faudrait alors compléter (5,1.6) par des termes supplémentaires de la forme :

Yk k, >
\ "oy, d
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qui sont nuls lorsque ®;; a les plans de coordonnées comme plans de symétrie; il y a lieu
de considérer aussi la composante relative aux indices 1, 2 de (5,1.2) qui, en négligeant
encore les termes qui s’annuleraient par symétrie, exige simplement :

2 > k2 > 2 __ 12
(5,1.12) S%@%dk—gﬁ—@udkzu‘l .
On note que pour un ®; isotrope :
2 > 4: o« 2 -5
Sfc%q)%dk: —1—580 4 k2D dk = 5

ce qui rend trés raisonnable la relation (5,1.12). TowNsEND a avancé I'lypothése que,
en structure d’équilibre, le tenseur de RevynoLDs est peu influencé par la rotation
moyenne el que ses axes principaux pourraient étre assez voisins de ceux de la
déformation pure. Les considérations qui précédent ne sont pas en contradiction avec
cette idée mais seule I’étude compléte de ®;; pourrait en approfondir le bien-fondé.
Il convient de noter que pour un écoulement parallele les axes de la déformation pure
sont & 45° de I'écoulement moyen et que s’ils coincidaient avec les axes principaux
du tenseur de REyNoLDs on devrait avoir, en axes naturels :

u2 = p2,

Ceci ne se vérifie pas dans I’écoulement en tuyau oli, en dépouillant les mesures
de LauFeR [15], on trouve les axes principaux tournés de 65° en moyenne par rapport a
la direction de la vitesse (les rapports des tensions principales varient aussi de place en
place). 1l est difficile de dire s’il s’agit 1a d’'un effet de non-homogénéité ou de rotation
moyenne et c’est a I'étude compléte de @;; dans le schéma homogeéne qu’on en revient
toujours.

Partant du tenseur de REynorLps nous avons été conduit par (5,1.2) aux termes
importants des corrélations de pression, a certains égards proches du premier. L’autre
facteur essentiel est la dissipation qui, cette fois, intéresse une gamme beaucoup plus
fine de tourbillons. On pourrait espérer, en vertu de la tendance escomptée & 'isotropie
aux grands k, que cette partie au moins nous apporterait la simplification d’une
distribution isotrope; les mesures ici atteignent un petit nombre de produits doubles

- de dérivées :

(D Lli>2
da1/”’

et la constatation est que, a cette échelle non plus, la structure n’est pas isotrope; ceci
ne fait pas de doute dans les essais de Laurer [15] qui a pu mesurer en tuyau les cing
dérivées :

G 3G9 3G G G
dx)’ 2\0x/’ 2\dz/ "’ 2\dy/°’ 2\2z/°

dont les valeurs se révélent nettement inégales; on pourrait incriminer en 1’occurrence
la non-homogénéité de I’écoulement, mais les essais de la boite de distorsion de
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TowNsEND [2] montrent aussi trés clairement qu’ un champ. moyen homogéne de
. déformation pure imprime sa marque jusqu’au niveau de la dissipation, Ieffet, ici,
paraissant dépendre. du nombre de Revnorps de la turbulence.

5,2 MOYENNES DU PRODUIT DE DEUX DERIVEES DE LA VITESSE

Les termes introduits par la dissipation sont des composantes du tenseur :

| | C_dwmdy
(5,2.1) Dijim = 7 3 Tm

f'b'_r'mé'par moyenne du produit de deux dérivées de la vitesse. Il avait été déja observé
par G. L. Tavior quil y a, d’une maniére générale, quarante-cing telles moyennes
distinctes (les trente-six combinaisons des neuf dérivées deux a deux et les neuf carrés
de.dérivées); les relations d incompressibilité en réduisent un pen le nombre mais celui-ci
“reste hors de proportlon avec ce gu'on peut raisonnablement mesurer. A lextréme
opposé la turbulence homogéne et isotrope ne laisse subsister qu'une composante
1ndependante que TavLor avait traduite par une échelle de longueur :

PRIAN u
o Ty -
Intéressé ici spemalement par l’amsotrople nous voudrions nous arréter un moment

au cas simple ot la turbulence est homogéne et o1 il y a un triédre tr1rectan0]e dont les
faces sont des plans de symétrie de la turbulence, hypothése naturelle lorsque I'on

considére un écoulement 'moyen réduit & une déformation pure.

l\J—l..

On a d’abord, par 'homogénéité seule :

EZD gm

de sorte que.pour un choix donné de la suite de deux indices ij 11 est pernns de permuter
les indices [ et m;. correlatwement comme

5,23) g ' Rji (1) = Ry (—7)

et qu'il s’agit de dérivées partielles secondes prises en r = 0, on constate qu’'on peut

également permuter i et j; sans autre hypothése que I'homogénéité le nombre des
composantes distinctes se trouve donc réduit 4 6 X 6 = 36. Venant maintenant aux

conditions de symétrie nous pouvons d’'abord les exprimer de maniére précise en
considérant “plus généralement les moyennes

bllabllg
Ty X5

</

e e

s Bsy, O sont quatre vecteurs unités issus du point considéré; il y aura symé'l‘ric par

o>

rapport & un plan 11 si ces moyennes ne changent pas lorsqu’on substitue a «, B, v, $ lewrs
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. symétriques par rapport au plan II. Il en résulte que si les trois plans de coordonnées
sont aussi plans de symétrie, tous les termes Djjm, ol la valeur « p » d’'un des indices
ne figure qu’une fois, sont nécessairement nuls; prenant en effet des axes symétriques
des anciens par rapport au plan normal a I'axe p, les termes en question changent de
signe alors qu’ils ne devraient pas varier. Seuls subsistent, par conséquent, ceux ol ne
figurent (chacune deux fois) que deux valeurs des indices; on voit aisément’ (compte tenu
des égalités résultant de I’ homogene1te) quilyena douze distincts qui sont en notation

plus courante : ,
X/’ 0y’ 2z)°

520 (@ GO G G G G

Qv dIW  dUdIW dwdu dwdu DUV DdUDVY

Il nous reste a exprimer l'incompressibilité qui impose :

b ul bu"l

X 0, = 0.

(5,2.5)

Des neuf relations ainsi obtenues les six pour lesquelles { # [ concernent des termes
déja nuls par symétrie et il reste :

Q00w dvOW 1 du\? N ow\T]
et FEy Rl | R C R R N

5,2.6 ) owou dwou 1 <L>2_<E>2 |
529 dzox dzoz 2| T

SaSy_TWys__Lr(SEY (10 (Tmy
dxdy odyodx. 2 \d=z + y)  \dz/ |

Sans autre hypothése il est impossible de réduire davantage le nmombre des
composantes de Dy et il y en a donc neuf indépendantes qui sont les termes carrés
de (5,2.4). Parmi les cas particuliers que I'on peut considérer, nous signalons, & titre
seulement de remarque, celui olt ®;; = ® Ay, pour lequel :

- ‘ N 77.\ 2 . -
627 <g—%> =Soc}" (1 —a) I @ dF.

11 est clair, a cause de la relation :
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que les neuf termes (5,2.7) s’expriment en fonction des six quantités :
>
Cij = S of of k? @ dk,

et 'on déduit aisément les trois relations suivantes :

(8 -G8 -G =

|

S

Y,
Y,
GG =G - Ge)

Nous savons, toutefois, qu'en présence d’un champ de vitesses moyennes, @ prend
essentiellement sa forme générale :

</
<

-G -G

|

vlg

ols)

Qi = A A;j + B Bi B,

et rien ne permet d’affirmer que pour la gamme des nombres d'ondes qui contribuent

aux moyennes (5,2.2) le deuxiéme coefficient B disparait plus vite que I'anisotropie du
premier A. : ‘

Les grandeurs qui nous ont conduit aux Dijy, sont les termes de dissipation :

(5,2.9) | Dy= il

dont les trois composantes relatives & i = j subsistent seules en axes principaux de
symétrie. Parmi les autres grandeurs physiques intéressantes qui s’y rattachent on peut
noter la valeur quadratique moyenne du taux d’allongement des éléments fluides dans
chaque direction; si d A, est le coefficient de dilatation pendant df d’un élément de
longueur dn orienté suivant le vecteur unité wona:

dhe - dV d U
dt T % dn T HMY g
et :
d An)\? d U; dUj
(5,210) <‘B’t‘“> == O OC] Xl Am DL'CZ m

Considérons, par exemple, dans I'hypothése de symétrie par rapport au triedre
de référence, une direction Oz’ située dans le plan Oxzy et faisant 'angle o avec Ozx; on
obtient aisément, compte tenu de (5,2.6) :

0 A’ o U\ 4,0 1€ 2 ) T eind
) =\3w) = Rcos*o -+ 28 cos? o sin?o + Tsint o,
3 (o
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avec : - L SR
. Rz@%«)g% T,=@——§>Z’ -
2s=(55) + Gl (e —G5) +2 G2

Une discussion facile montre que pour une variation monotone avec l'angle ¢ il
faut que S soit compris entre R et T, condition qui peut se traduire par :

6219 (24 () =6 + ety —2(32),

avec r compris entre — 1 et + 1. Le cas ou S est exactement la moyenne de R et T (qui
se traduit par r = 0) correspond a la variation particuliérement simple :

-  awy Tay L, ATV
(5,2.13) | <_b—:c7> = cos? ¢ (ﬁ) + sin? @ <b—y> )

Pour une turbulence isotrope les éléments de la premiére ligne de (5,2.4) sont
égaux entre eux, ainsi que ceux de la seconde, et la relatlon qui manque entre ces deux
valeurs est fournie par (5,2.12) qui donne :

(ﬁ) _9 (?Zl>
dy/  “\dzx/)°
Si T'on pouvait admettre plus généralement la condition (5,2.12) et les deux
relations homologues obtenues par permutation des axes (et changement de r en deux
autres constantes), une utile précision serait apportée a4 la distribution des moyennes

de carrés de dérivées; il est bien évident, toutefois, qu'il s’agit 14 d’une hypothése
assez arbitraire.

(5,2.11)

Un autre tenseur important donné par les moyennes Djjn est constitué par les
corrélations du vecteur tourbillon : on a, d'une maniére générale, pour les
corrélations ©; ; du rotationnel d’un champ homogéne & divergence nulle (comme la
vitesse pour un fluide incompressible) :

: 22 ‘bz ' bzR'i
(5,2.14) w; 0'j=— [(3% EL T 080 a;)R”_ d En]l ’

d’ott 'on déduit son transformé de Fourier en substituant I’expression de Ry & ’aide
du tenseur spectral :

(5,2.15) wj o'j = Skz [®u Ayj— O] elkF dk.”
On obtient notamment, dans le cas particulier o ®@j; = © Ay; :

e o et —>—
o ol = g k2 @y et df,
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et les trois composantes principales de la dissipation coincident alors avec les carrés
moyens des composantes du tourbillon; les relations (5,2.8) sont une autre maniére
d’exprimer cette identité. En ce qui concerne la dissipation totale on a, dans tous les
cas : : v

. - 2 >
(5,2.16) | = — bb g” = S k2 @y dk.
5,3 = CORRELATIONS DU TOURBILLON

' Dé méme que I'équation (5,1.11) donne I'évolution des tensions de REyNoLDS i; uj,
on pourrait former une équation donnant I’évolution temporelle de Dyj, dont lintérét
physique est de se concentrer sur la gamme des tourbillons les plus étroitement associés
a la dissipation. Il revient au méme, avec I'avantage d’éliminer d’emblée la pression,
de former I'équivalent de (5,1.11) pour les corrélations du tourbillon e; ;. Cette relation
ayant été .moins utilisée pour la recherche il peut étre utile que nous nous arrétions
.quelque peu a son établissement et a quelques-uns de ses aspects.

Tant qu’on se limite aux moyennes en un méme point il n’y a pas lieu de consentir
a une restriction quelconque et, comme pour (5,1.11), nous considérerons d’abord un
écoulement turbulent trés général. Les équations de HELmuoOLTZ 8’écrivent au point M
en vséparant grandeurs moyennes et ﬂuctuations :

w<5,3-1‘>3—£"—°i———~+°)‘)+< +u>“""+‘”‘) kot o0 2D 4 A (G40,

Retranchant la moyenne de cette équation, on obtient celle du mouvement fin :

o D W D, —dw; 0 W 0 w;
: o . () ai+ U2 +ukbx + Ry Ry
5,3.2) - - : -
. 0 U; QU — D Uu; 0 U;

2 -w1<hxk+ wkbxk+wkbx1c“wkbx1c +vA wi

Ecrivant enfin celle relative a la composante j, ‘multipliant la premiére par o;,
la seconde par «;, additionnant et prenant la moyenne on a :

bwlm,_{“—-bwl +bummim, Dulm = bllja_——w—
M S D Tm m ©f + Tm P oM|

) — b uj dwi d w;
(5,33) § — Wm bq, ] 13'1: ] [ L Um wj S-_'i;—;wi um]

a ouy Dlll Dwibwj_J AaTon
— —_ Ay e . .
(Ol Wim b ,{L‘m l 0‘)] WOm b ’ (\ T b fl:l i~V [OF) (,t)].

’H
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Une relation globale importante s’en déduit en additionnant les termes diagonaux :

d w2 — D w? D Uy o2 du
yig T Um3y Tm 2 +Dxm 2 Yz L Om
(5,3.4) T
—_ duy D w1 d U bwl ©?
T Om Oyt S @l lm = @l om g — V| T +"A‘2‘

On reconnait dans les trois premiers termes la dérivée de l'intensité tourbillonnaire
en suivant une particule; nous. reviendrons sur les autres plus longuement, mais
auparavant nous voudrions indiquer une variante d’expression pour certains d’entre
eux. On vérifie d’abord aisément l'identité :

d Uy a Un 0 o] Unp

wlbxm bxz Y

Si I'on ajoute alors au groupe formé par les cinquiéme et sixiéme termes l'expression :

d Om
on obtient, en wvariante :
Qo D om — 30Uy dom
Le premier groupe n’est autre que :
= —> >
D A o710t w,

(5,3.6) WA D)= b —

ol les termes de droite sont plus accessibles a 'expérience. On pourra écrire, en définitive,
I’ensemble des termes (5,3.D) :

dur U, __D_gi) — =2 D orum
(5,3.7) (Dxmf—bxz 5 Aup— BTy

et cette forme, outre qu’elle se simplifie en pratique, permet mieux d’en appremer
Iordre de grandeur. :

A titre d’exemple d’un probléme familier on peut considérer le cas du tuyau
plan; le rotationnel moyen se confond ici avec sa composante, suivant la normale Oz
au plan de I’écoulement :

du

©=— "

dy’
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et I'équation (5,3.4) de T'intensité tourbillonnaire peut s’écrire avec des notations un
peu hétérogenes mais parlantes

'Ers i dmdi -t d e,
I TR T T T
(5,3.8)
d U o1 \? d? w?
\ :wzmmbxm_v<bxm> —’,—vEéj.

Un certain nombre de termes dans cette relation expriment essentiellement la
non-homogénéité et il est intéressant d’en jauger I'importance par rapport aux autres.
Le troisiéme s’écrit, si l'on admet la loi logarithmique de distribution de vitesses
moyennes : :

1 ud h2

B g

Pour évaluer le septiéme on peut s’aider de I'’équation d’énergie aisément déduite
de (5,1.1) :

=4 - _Li " d p d2 —q-z_
6:39) —wg =+ g5+ ) —vgph

et du fait résultant des mesures de LAUuFER que les deux derniers termes de diffusion
sont assez peu variables; assimilant alors la dissipation & la production d’énergie
turbulente on peut écrire le dernier terme de (5,3.8) :

1w B

K B gt ..
Le quatriéme nous donne l'occasion d’un examen rapide, dans le cas du tuyau plan,
des moyennes telles que :

D uj
Ui ; et u; b———l’l

En ce qui concerne les derniéres, le fait qu’il y ait symétrie par rapport au plan
de I'écoulement entraine que tous les termes ol l'indice 3 figure un nombre impair
de fois sont nuls; treize composantes sur vingt-sept s’éliminent ainsi. On a, d’autre part,
les dix-huit relations

0 Uj QUi dup
D a7 day 0 Xy
ol le deuxieme membre n’est différent de zéro que pour [ = 2 et pour les seules tensions

de REvNoLDs 12 v% w? et uv; si I'on considére la distribution de ces tensions en fonction
e y comme expérimentalement connue, on a dix relations entre les quatorze quantités
que la symétrie a laissé subsister. Enfin, I'incompressibilité apporte, avec les conditions :

R
1y — =140,
Dy
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deux relations de plus. Il ne subsiste finalement que deux moyennes vraiment nouvelles
pour lesquelles on peut choisir, par exemple :

et les six autres s’en déduisent immeédiatement. On a, notamment :

| ‘ v dw du
(5,3.10)_ : wwgzuS?J—:—a;J-——Da‘g,

et il est trés vraisemblable, d’apres cette expression, que I'ordre de grandeur en est u}/A.
Il en résulterait que les troisieme et quatriéme termes de (5,3.8) apportent des
contributions analogues. :

Les termes dont nous venons de parler prennent de 'importance, surtout au
voisinage de la paroi; ailleurs, leur role est plutdt secondaire et I'analyse des termes
principaux restants revient a considérer le schéma homogéne, notamment celui de la
déformation pure plane. Les équations (5,3.3) s’écrivent alors en axes principaux :

"v lc_l_,’ o — oy <5—°;; i
ot AT Oy, T Vv )
1dw? d Uy D wy\?

(5,311) -2 i —-}—-Cl(x) ——mzwlnblm_j\)(b;Tz) s
1da Duy (Ve
27dt B Rt P n=z> ’

et I'équation globale (5,3.4) devient :
1dw? ' du ? o\
312 o g T (i e)=oongy — <b:cm> ‘

Ces relations sont, bien entendu, contenues dans l’équation compléte des tenseurs
spectraux (1,3.9); il suffit, pour les obtenir par cette filiere, de considérer le tenseur
spectral des corrélations du tourbillon, soit ®;, qui, d’apres (5,2.15), s’écrit :

(5,313) ®ij = k? ((Dpp Aij"" CI)]l) >
et d’appliquer cet opérateuf a chacun des termes de I'équation (1,3.9); on bb'tient ainsi :

d @l,

(5,3.14) 2 (Ppp Aij — i) = K2 (Qpp Aij — Qji) — 2v k2 @5.

Considérant, en particulier, les composantes diagonales i =j divisant par 2 et

. » <> A . ;e .
intégrant dans tout I’espace des k on reconnait immédiatement, dans les premiers et

derniers termes de (5,3.14), leurs homologues de (5,3.11); en ce qui concerne les deux
autres, 'identification terme 4 terme subsiste, bien qu’elle n’apparaisse pas avec évidence,
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parce que V'équation (5,3.11) en représente une traduction plus ramassée en terme de
tourbillon. Une grandeur clef dans toute turbulence est, on le sait, le terme :

Uz
(")l mmb,vms

qui apparait dans les équations de l'intensité tourbillonnaire (5,3.4) et (5,3.12); elle
traduit le fait bien connu qu’en l'absence de viscosité les filets tourbillons sont des
filaments fluides (entrainés avec la matiére) et que la grandeur du tourbillon « demeure
a tout instant proportionnelle 4 la longueur d’un petit élément fluide dl qui I'accompagne
dans sa direction; il en résulte que si la turbulence a pour tendance générale d’écarter
les points et d’entortiller les filaments elle sera, par 14 méme, génératrice en moyenne
d’intensité tourbillonnaire; I’argument, sous son expression sommaire, caractérise bien,
en effet, une propriété-de base des écoulements turbulents. En plus de cette élongation
désordonnée due aux vitesses de fluctuation, le champ de vitesse moyenne impose,
quand il existe, sa propre déformation qui se traduit, dans (5,3.4), par le terme :
mlmmM.

ATm

Dans le -cas particulier de la déformation plane les équations (5,3.11) montrent
que la dilatation principale suivant Ox, entraine un apport dans cette direction tandis
que la contraction suivant Ox, crée un déficit suivant cet axe. Nous nous trouvons
donc ici dans une situation, a certains égards, analogue & celle des équations (5,1.9)
relatives a 'énergie cinétique, puisque de lintensité tourbillonnaire est inégalement
distribuée entre les trois axes; mais d’un autre cété I’'agent de redistribution principal
était alors constitué par les corrélations de pression, et méme en grande partie par la

- portion de celles-ci qui n’était pas associée aux corrélations triples; en ce qui concerne
I'intensité tourbillonnaire nous dépendons, au contraire, principalement de ces dernieres.
Cette conclusion est en tout cas inévitable si 'on admet (ce qui, nous l'avons dit, n’est
pas certain a priori) 'existence d’une solution stationnaire au schéma homogéene. Nous
pouvons considérer & I'extréme opposé I'hypothése ot les seconds membres de (5,3.11)
sont trés sensiblement isotropes et égaux, d’out il suit, en retranchant la deuxieme
équation de la premiere : '

ld - — — |, =
(5,3.15) 5 (0] — ) = a(o] + ).
Il en résulte que si méme l'on avait au départ o? = w® ces composantes vont

immédiatement s’écarter et apporter au bilan (5,3.12) une production tourbillonnaire
accrue; celle-ci va tendre 4 enrayer la décroissance de ‘»? et I'on ne voit pas sans un
mécanisme régulateur aux seconds membres de (5,3.11) ce qui va stopper ’anisotropie
croissante du tourbillon. On peut étre surpris de voir 'anisotropie du terme de corrélations
triples (5,3.15) devenir ici essentielle alors qu’elle I’était moins au niveau de 1’énergie
cinétique; il convient de se rappeler a cet égard que les deuxiémes membres de (5,3.11)
sont, aux grands nombres de Revynorps de turbulence, de petites différences entre deux.
grands termes, de sorte qui) suffit d’une anisotropie méme légere pour modifier
notablement le bilan. ‘
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11 résulte de (5,3.14) que les termes de production tourbillonnaire tels que :

d Uy
(01 O)mb:vm

s’expriment directement en fonction du tenseur de corrélations triples en deux-
points ®;j :

d Uu; ui " —>-
(5,3.16) O1om gl + 0 om gt = Skz (Qpp Atj— Q) dk,

S

et qu’en particulier on a, dans tous les cas :

;1
CrOm =9

(5,3.17) g k2 Q) dk = S k2 ky @ dik.

Au point de vue expérimental, il ne semble pas qu’il y ait d’auntres moyens
d’accéder & ces termes que par les moyennes de produits de trois dérivées qui
les composent et le nombre de celles qu’on peut ainsi atteindre, de méme que la précision
des mesures, sont assez limités. La simplification apportée par 'isotropie est ici encore
considérable puisque la mesure d’une seule grandeur su_ffif; on a, en effet, dans ce cas :

ki ki k 1 ki
Ok = A ——]—{]?—5—— (;kk-l— mk]>_l

d’on :

om (% s 2
romy - = SO KA dr k2 dk.

D’autre part, on vérifie aisément, en s’aidant de I’homogénéité, que :
28 Qm T oy QD 111)3
E 13”5 T T R T D/

EB_. . 3 ’)‘*_ 2 (= 3 "
<b:v1> “—S’ﬁ ®111dk—5580 k3 A4 k> dk.

de sorte que :

On retrouve ainsi la relation connue :
du 35 (b ul>
(5,3.18) oromy - =—7 35"

Cette égalité n’est d’ailleurs qu'un aspect des liens imposés par lisotropie entre
corrélations triples de dérivées, de méme que I'équation homologue pour la dissipation :

D ul 2 b ul 2

— ) —=15(—

dZm X,
ne fait que refléter un ensemble de relations entre moyennes du produit de deux dérivées.
Mais alors que l'analyse de ces dernieres a coincidé avec 'origine méme des études
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modernes de turbulence par G. I. TavrLog, il ne semble pas que les produits triples
aient retenu la méme attention; en raison de l'intérét qui s’attache, d’apres ce qui
précéde, a la mise en évidence de 'anisotropie de ces moyennes, nous les examinerons
en détail dans ce qui suit.

Auparavant nous voudrions signaler une autre expression des termes (5,3.16)
susceptibles d’un usage théorique. Puisque les équations (5,3.11) concernent essen-
tiellement le tourbillon il est naturel de chercher a écrire les termes de production a
ce méme niveau. On peut en effet, négligeant une intégrale de surface, exprimer la
vitesse par : , ’
1

o xg—rx
— =\ . e’ Sl O R
(5,3.19) ll]' = 47tg€]pq (O] D 3 d T,
d’ol :
Duj 1 3Mmaq“‘;8mq—~————
—— 7 I3
Wi = Eipg ————— Wi, d .
i mDLTm 4 \ipe 3 iWOmwpld"

On peut former a priori, dans le cas de lisotropie, le tenseur de corrélations triples
en deux points du tourbillon; on notera qu’il s’agit d’un tenseur gauche, c’est-a-dire

> o .

que sia, b, ¢ désignent trois vecteurs unités, la corrélation :

Wq O B¢

e

est invariante pour toute rotation de I’ensemble a, b, _ct T mais change de signe pour
toute symétrie par rapport 4 un plan; appliquant la technique de CHANDRASEKHAR [18]
on obtient, compte tenu de la symétrie des indices i et j :-

(5,3.20) w; wj o'y =H () [Eepa &+ Ejem &

L’expression de la production tourbillonnaire & partir du scalaire H s’en déduit
immédiatement :

b} l“li e
) =
(5,3.21) Srong e =6 SO H (1) r dr.

54 MOYENNES DU PRODUIT DE TROIS DERIVEES DE LA VITESSE

Le décompte des moyennes du produit de trois dérivées de la vitesse :

(.41 SL o L
s’obtient de la méme maniére que pour les produits doubles. On rencontre d’abord
les produits ou toutes les dérivées sont distinctes : ce sont les combinaisons de neuf
objets trois & trois et il ¥ en a quatre-vingt-quatre; il faut ensuite considérer les moyennes
ot une dérivée est au carré et Pautre distincte, ¢’est-a-dire 9 x 8 == 72 cas, et enfin
les moyennes de cubes dont la simplicité mérite qu'on les mette & part, soit neuf termes;
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en tout, par conséquent, cent soixante-cing termes. Les réductions, dans ce nombre
plutét considérable, proviennent de trois causes : les symétries de la turbulence
lorsqu’elles existent, I'incompressibilité et I’homogénéité; I’expression de cette derniére
est d’ailleurs moins immédiate que dans le cas de deux dérivées, et c’est sans doute la
raison (avec I'urgence moindre par rapport 4 d’autres questions au début de la théorie)
pour laquelle I'analyse de ces moyennes triples, méme pour le cas de l'isotropie, ne
semble pas avoir été systématiquement établie.

Une premiére étape intéressante est de classer les différentes moyennes en groupes
dont les membres ont des propriétés apparentées. Si l'on considére la condition
d’incompressibilité : ' L '

(%
o/

ui
dx

u;
Tm

| S,
</
)

u
=0,
Tk

[«%4
o/

on voit qu’elle fait jouer un roéle distinet aux dérivées d’'une composante de la vitesse
suivant la direction méme de la composante; nous en ferons en conséquence un critére
de classification et nous distinguerons les dérivées ou les indices sont les mémes haut
et bas, que nous désignerons par A, (ou p peut prendre trois valeurs), et celles out les
indices sont différents, que nous appellerons By (ot ¢ peut prendre six valeurs). Un
deuxiéme critérium est constitué par les conditions de symeétrie et & cet égard nous nous
arréterons plus spécialement, comme précédemment, au cas ou la turbulence a trois
plans de symétrie formant triédre trirectangle de référence; on voit alors exactement,
comme pour les moyennes (5,2), que tout terme ou les différents indices comportent
une réalisation répétée un nombre impair de fois, est nul. Ces fils directeurs admis,
il est clair qu’on peut considérer a part les termes formés uniquement de A, ceux formés
de B et ceux constitués par des A et des B; & l'interieur de ces trois familles il est d’ailleurs
naturel de mettre & part, car ce sont des termes plus simples, ceux ol une dérivée figure
au carré ou au cube; on est ainsi conduit aux dix groupes suivants :

> A Ay, Ay Ap Ape,
(5,4.2) a5 B; By, By By By,

\ B2A,  B,BpA, AiB, A A,B,.

Il est clair, d’abord, que les symétries n’opéi‘eront aucune réduction sur les
trois groupes formés de A seuls, pour lesquels chaque indice figure un nombre pair
de fois; le nombre de ces termes pour le cas général est visiblement de trois pour le
groupe A3, de 3 X 2=06 pour le groupe A} Ay et d'une unité seulement
pour Ay Ay Aye. Passant & la deuxiéme ligne du tableau (5,4.2) on voit que le groupe Bj
comporte en général six termes et qu’ils sont tous nuls lorsque les symétries existent;
le nombre de termes du groupe BBy est de 6 X 5 = 30, et ils sont encore nuls par
symétrie. Le groupe By By By est constitué par les combinaisons de six objets trois &
trois, c’est-a-dire de vingt termes; pour en extraire ceux qui ne sont pas nuls par symétrie
on peut utiliser la remarque suivante : tout terme que les symétries laissent subsister
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demeurera tel si I'on y remplace I'une des dérivées par sa symétrique par rapport a la

diagonale principale dans le tableau des neuf dérivées, car on ne fait ainsi qu’échanger

entre eux deux indices; ce procédé permet donc de ramener tout terme non nul

& un produit de dérivées toutes situées, par exemple, au-dessus de la diagonale principale;
or, seul de ces produits celui composé de trois dérivées distinctes :

(<%

u

Y
</

B2
30

[

(5,4.3)

5|
”I

est non nul, tout autre comportant la répétition d’une des dérivées disparaissant par
symétrie; inversement, on obtiendra tous les termes qui nous intéressent en prenant
les symétriques par rapport 4 la diagonale principale d’une, deux ou trois dérivées du
terme unique (5,4.3); on obtient ainsi respectivement trois, trois et un termes nouveaux
soit, en tout, huit moyennes non nulles pour ce groupe. Dans la famille de produits
mixtes — troisiéme ligne de (5,4.2) — le premier groupe B A, comprend dix-huit termes
qui subsistent tous par symétrie. Le deuxiéme groupe By By Ap est composé de quarante-
cinq termes obtenus en associant toutes les combinaisons deux & deux des By, soit
quinze & chacun des trois Ap; il est, d’ailleurs, évident que les seuls termes non nuls
sont ici du type :

‘ QUL Uy D Uy

et ils sont au nombre de 3 x 3 = 9. Il y a enfin dix-huit termes A} B,, et également
dix-huit termes A, Ay B, tous nuls pas symétrie. Nous donnons, dans le tableau de
la page 89, le classement par groupe de toutes les quarante-cinq moyennes qui ne se
réduisent pas 4 zéro dans le cas ol la turbulence a trois plans rectangulaires de symétrie;
pour alléger 1'écriture nous supprimerons souvent le symbole de différentiation, ainsi
que la variable intéressée, et nous écrirons simplement une moyenne telle que (5,4.1) :

ik
Imn-’

Nous en venons maintenant aux relations imposées par l'incompressibilité et,
en premier lieu, celles qui concernent les moyennes composées uniquement de termes A.
On a, par exemple :

Az As (Al + Az + As) =0,
A;') (Al + Az + Aa) = O,

(5,4.3)

et en considérant les deux autres produits Ay, A, et A; A, ainsi que les deux
autres carrés A et A2, on a en tout six telles équations. Posant, pour alléger I’écriture :

( Ty = A’; A3, Xy == A.L; Al’ XT3 = A;z AQ,
2 B = A2A,  aly=AA,  aly— AlA,
\

ay = A, as = Aj, rig == A, m == A; A, A,



MOYENNES DE PRODUITS DE TROIS DERIVEES NON NULLES

QUAND IL. Y A TROIS PLANS RECTANGULAIRES DE SYMETRIE

ISOTROPIE
Az 111 222 333 -
P i11 222 333
123
Ap Ap' Ap" —1—2'—3; m
Az A 112 113 223 221 331 332 m
PP 112 113 293 291 331 - 332 2
111 111 221 221 331 331 2
221 831 331 111 111 32321 3
B2 A 112 112 222 222 332 332
g £p 502 332 33 112 112 2922
113 113 223 223 333 333 4
923 333 333 113 113 9923 3
121 131 231 m
211 311 8921 132
122 132 232
BgBg Ap 513 313 399
123 133 233 - m
513 313 3923 6
121 232 313
233 311 122
m
212 323 131
Bq By Bgr 133 211 322
123 123 3
531 312 —z™m




— 90 —

on obtient aisément le systéme équivalent :

Ty— Tp =M — Ay, Xy + 21 =—m,
(5,4.4) Ty—Tz=mM—ds,  Tp+Tp=—m,
Lo — L1 == M — ds, T3+ 2’3 =—m.

Additionnant le premier groupe on a d’abord la condition :

1
m=§(a1+ag—}—a3),

qui s’écrit, en notation plus courante :

dudvdw L[ /ou\* v\ w\?
049 ey =3 Ge) + G + 55 )

Les équations (5,4.4) reviennent & donner les positions relatives de trois points sur une
droite &4 une translation d’ensemble prés; si donc I'on pose :

Ti+ T+ x3=3k  ai42ata3=3K,

il ne sera pas possible de calculer k ou &’; toutefois, ’addition des équations du deuxiéme
groupe montre que :
k+k =—m,

dont il sera tenu compte en posant :

b—

m
5"—0(.

“}"‘(X., ‘1{,:_

On en déduit I'expression suivante des six termes du groupe :

625y ==L =) <“”>]+a
Go) 3= =a[ G oGy = (2 T
5o (@i’)z%%—%}<%%§)3+<%§>3+3(%—i’>3]+«,
Go) S =—a G + GO -G =
Go) 5= sl - Go =2 (G + G ==
B8/ =62 - G 2 (6] -
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On voit en définitive que expression de I'incompressibilité, en apportant six conditions,
permet de ramener a quatre seulement le nombre des inconnues de la famille de termes
formés de dérivées A. Pour les groupes B A, et B; By By~ les conditions :

Bi (A1 + Ay + Ay =0, By By (A, ”JF As+ Ay =0

donnent un des termes sur trois en fonction des deux autres dans chaque colonne du
tableau de la page 89, c’est-a-dire neuf termes en tout. Aucune restriction n’est, en
revanche, imposée au groupe By By By et ¢’est finalement quinze termes sur quarante-
cing que l'incompressibilité permet d’éliminer.

Nous avons rappelé en (5,2) la maniére dont les moyennes du produit de deux
dérivées se rattachent au tenseur de corrélations doubles Ry, et le fait que ce lien est
la meilleure traduction des conditions imposées & ces moyennes par 1’homogénéité.
I’extension naturelle au cas de produits triples de dérivées doit de méme faire appel
au tenseur Rjj, de corrélations triples en frois points (et non en deux points seulement);
on a, en effet, en généralisant argument classique relatif 4 deux points :

balbu,ﬂz_k‘ <_§_ P > 3D o
(5’4'7) dXIDLm Xy |: d & & D&/ 0EmdE Rigre (r, 1) o
soit, plus explicitemeht :

Rty Uy d i _ [aaRuk(ff) [baRuk(r")
DT1dTmdTn DE10EmdE DERVEVE

Pour faire apparaitre des conditions éventuelles apportées par I'homogénéité il est
indiqué de considérer une suite donnée d’indices ijk, donc une fonction déterminée Rijx
des six variables £ et &/, et de traduire la possibilité qui est offerte de changer I’ordre
des dérivations. A la différence, cependant, du cas des produits doubles, ce sont deux
dérivées qui apparaissent dans (5,4.7) et il est apparent qu'une autre permutation des
indices [, m, n changera 'une ou 'autre de ces dérivées. Les égalités cherchées ne peuvent
donc pas concerner deux arrangements isolés et I'on est ainsi amené a considérer leur
ensemble qui comprend les deux groupes de permutation circulaire directe et inverse :

Imn, mnl, nlm, mlin, Inm, nml.
Pour Ry, donné on peut caractériser symboliquement chaque dérivée de (5,4.7)
par la seule suite d’indices qui la concerne en distinguant toutefois, par un « prime »,
ceux qui sont relatifs aux variables &'; on obtient ainsi, pour les permutations directes :
Imn’ 4+ ml'n’, mnl' 4+ nm'l’, nlm’ 4 In'm’,
et pour les permutations inverses :

min’ 4+ lm'n’', nml’ +-mn'l’, lnm" + nl'm
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Si l'on considere la somme des moyennes relatives a ces deux groupes on constate
qu’elles sont égales, compte tenu de la possibilité de changer 'ordre des dérivées, et
Ion arrive ainsi 4 la condition suivante due & ’homogénéité : ' o

ijk
Imn

ijk
mnl

ik ik | djk | ijk
nlm~— min + Inm " nml

+ +
On peut remarquer, au sujet de cette relation, que la considération des deux
groupes de permutations circulaires directes et inverses généralise assez naturellement,
pour le cas des produits triples, la possibilité d’échanger deux indices qui appartiennent
aux produits doubles. Mais la deuxiéme constatation est que la condition qui précede
n’est pas trés riche car elle se réduit & une identité triviale si deux indices sont égaux
soit parmi les Imn, soit pour les ijk. Elle ne fournit donc qu’une équation, d’ailleurs
importante, pour le seul cas ol tous les indices sont différents :

123 123 123 123 123 1923
193 7937 315 =313 T 321 ' 139

(5,4.8)

Nous pouvons maintenant examiner le cas plus particulier de la turbulence
isotrope. Celle-ci étant symétrique par rapport & un plan quelconque le tableau de
la page 89 donne encore les seules moyennes non nulles et ’équivalence des trois axes
permet déja de réduire 4 I'un d’eux un grand nombre de termes. Nous désignerons
le groupe des A} par

et 'on a aussi, en vertu du résultat général (5,4.5) :

dudvIw _
QY dz

(5,4.10) m.

Tous les Aj Ay sont égaux et il résulte de (5,4.6) que :

duN?d D m
(5,4.11) \51') Y I
Dans le groupe des B A, il suffit de considérer la premiére colonne dont nous
noterons les deux premiers termes :

. duN\*du du\*dv -
2 - = —_— I : D]
(5341 ) | <b y> B'U ay, < > A3,

la troisiéme étant, par I'incompressibilité :

- . [N .Tz_.“uu.._
(5,4.13) @f‘?} (4 ).
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Il y a, dans le grmipe B¢Bg Ap, six termes égaux a :

QUdIVIU
(5,4.14) SgIzoz— b
et trois termes identiques du type :
QuUIVIW
(5,4.15) a—z]a——a——:-—Z b.

Enfin, le groupe B, By B¢~ introduit les six premiers termes égaux 2 :

oudrou
(5,4.16) Sydzaz €1
et les deux derniers de la forme :

QUdVIW

Si 'on considére m comme la grandeur de référence on est donc en présence de
cing quantités nouvelles a; @, b ¢, et c, entre lesquelles existe d’ailleurs, en vertu de la
condition d’homogénéité (5,4.8), la relation :

m--2cp=—6b.

Pour achever d’exprimer l'isotropie il est nécessaire d’effectuer une rotation des axes, |
par exemple de considérer le triédre Ox y'z" déduit de Oxyz par rotation autour
de Oz de T'angle ¢. Posant : :

COS @ = a, sin @ = {3,
on aura :
d d d
o . — — —
W= autPu  go= witByp
o 2 2 2
D ____Bu_ll_al), Dy'—“_—BD’L‘—{—“Dy’

et I'on écrira qu'une moyenne déterminée a, dans les nouveaux axes, la valeur définie
dans le tableau récapitulatif qui précede. I1y a évidemment un grand choix de moyennes
pouvant étre considérées et les relations auxquelles elles conduisent ne sont pas
indépendantes et se raménent 4 quatre d’entre elles par combinaison linéaire. Choisissant,

(5)
b ‘,EI s

par exemple, d’abord :

on obtient, aprés un calcul facile :

[\D!w

a1+a2+2b=



Passant maintenant a

dont la valeur est nulle, on déduit :

On peut considérer ensuite :

et 1'on est conduit a

az
=+ 5

On utilisera enfin :
du’ v dW’

qui donne la relation
c1+ ca=30.

Les cing équations qui viennent d’étre établies permettent de déterminer toutes
les quantités en fonction de I'une d’entre elles, soit :

5,4.18 : _m
— __3
¢y =m, Ca=—ym.

On trouvera résumées dans le tableau général de la page 89 l'ensemble de ces
valeurs que prennent, en turbulence isotrope, les moyennes de produits triples de dérivées.

Une question vient naturellement & l'esprit & la suite de 'analyse qui précede :
¢tant donné I'importance et la simplicité relative du tenseur de corrélations triples en
deux points, y a-t-il une filiere permettant d’en déduire les moyennes triples de dérivées
qui nous occupent ? De tels résultats pourraient dispenser, pour la turbulence isotrope,
de changements d’axes toujours un peu arbitraires et permettraient plus généralement
de traduire des hypothéses plus précises que les simples symétries; c’est 4 ce probléme
que nous voudrions & présent consacrer quelque attention.

Une moyenne :

VX1 dTm O Xn

relative & des indices ijk et Imn bien déterminés ne pourra provenir que des composantes
du tenseur u; u; u'y ol figurent ces mémes indices, c’est-a-dire Qjjr, Quij et Qjxi; nous
sommes donc amené a considérer simultanément les trois nombres :

870 s 11 NS Iy 1 300 . 11t
(5.4.19) A, = [L&@}},.,&J A, - L.Myc, ity b [9,}9__919 U- ]
e b R - 4 o SR ZoNE Wi { A3 o .
D8 dEm0En J0 DEI0Em 06n l0 : 0E10Em ka0




— 95 —
Traduisant 'homogénéité on peut d’abord écrire le premier :

8 g 3 u; u;j
uj 3 = - Ug.
L10Zm 0%n 0Z10Zm 0 %n

(5,4.20) A, =y

On peut aussi reporter deux dérivées sur I'un des facteurs et la dérivée restante sur
P'autre :

(5,4.21) A =—

dujuj RPux | DPupuy dug
X1 dTmdTn  OTmdTp 0T

et ces expressions peuvent d’ailleurs étre écrites de deux autres maniéres -avec
les groupements d’indices m, nl et n, Im. En effectuant les dérivations on est ainsi-conduit
4 huit développements différents faisant apparaitre trois types distincts de moyennes :

- dup : %y ?__a,a QUi d Uj d Uy
I ZmdZnd i’  dZmdZnddi © ,

Ui

dont la premiére, directement égale & A; d’apres la premiére équation (5,4.20), ne sera
pas dans la suite considérée comme une inconnue. Ne retenant que la deuxieme
équation (5,4.20) et les six équations (5,4.21) on a donc sept relations données par A,,
soit en tout vingt et une relations en comptant celles analogues provenant de A, et A,.
Les inconnues livrées en vrac sont d’abord les moyennes triples qui nous- intéressent;
pour alléger 1’écriture nous désignerons un produit :

oU; dUj U
szbxmba,n

ol les indices 7, j, k ont une valeur et un ordre fixés par (I, m, n) et il y en a six qui
seront définies par :

w = (m,nl), ay=(nl,m), wg = (I, m, n),

(5,4.22) - '
(X-Il - (n: m, l)’ C(‘IZ = (m’ l’ n)’ C",3 = (Z’ n, m).

De maniere analogue un produit :

% u; bu,
VTm dTn 0 X1 s

ot les indices supérieurs et leur ordre sont encore immuables sera désigné par (mn, [, 1);
- on peut répartir les dérivations de ce symbole entre u;, uj et uy de six maniéres différentes
en considérant les deux groupes de permutations circulaires directe et inverse de mn, [ et 1,
et I'on appellera ces moyennes :

a, = (mn, [, 1), a, = (I, 1, mn), a; = (1, mn, ),

(5,4.23) |
all = (l, mn, 1)3 (1,2 - (mn, 19 l); alg = (1, l, mfl).

On obtiendra de maniére analogue un groupe caractérisé par la lettre b en partant
de (nl, m, 1) et un groupe c avec (Im, n, 1). C’est donc 6 4 18 = 24 moyennes inconnues
qui doivent étre mises en regard des vingt et une relations qui les lient.



Le développement explicite des relations fournies, par exemple, par A,, s’obtient
sans difficulté et 'on a, avec les notations qui précédent et en appelant de plus :

A1+A2+A3:M,

le systéme d’'équations ci-aprés :
y p

(8) —M=a;+ a1+ b+ b1+ 1y
(5,4.24) (N — Ay =as + a's, (l) Ay=az+ d + ay + o'y,
() —A; = b+ b's, (7 Ai=Dbs+ ba+ oz + o3
(h) — A, =c¢s+ C's (k) Ay=c3+ s+ oy + o'

On passera de ld aux équations relatives & A, en notant qu’il suffit d'y remplacer
tout produit symbolique :

o=

I
b

Qe

(ol a, b, c représente un des indices I, m, n ou un groupement de deux d’entre eux
ou 'unité) par : ‘

c’est-a-dire de permuter circulairement les indices de (5,4.24). Le systéme d’ensemble
auquel on arrive ainsi avec A; A, et A; n’est pas linéairement indépendant et il est facile
d’y mettre en évidence plusieurs identités par combinaison de certains groupes
d’équations. Additionnant, par exemple, les trois équations (f), et de méme pour les (g)
et les (h), on obtient : '

—M=2a+2adi=Zb+Zbi=2c¢+ X'y

Si, de maniére analogue, on additionne respectivement les trois équations (i), et de
méme pour les (j) et les (k) on a, en posant :

S=oy+ o+ oyt 'y + o'y 4 a's,
M—S=Xag+Zdi=2b+2Zb;i=3c¢+ Zc's
La comparaison de ces deux résultats montre que :
S=2M,

et c’est aussi la seule relation qu'on puisse obtenir entre les moyennes seules. Elle s’écrit
explicitement :

ijk

nml

ijk | ik ik | ik ijk

Imn " mnl + nlm ' min + Inm

i . 03

( == 2 SEDEE, [ Qirke + Qi -+ Qrijlo-

*_
(5.4.25)
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Apparemment, done, il n’est pas possible de déduire les moyennes de produits
triples de dérivées du tenseur Qjj,x. Cette conclusion, toutefois, doit étre tempérée pour
deux raisons, dont la premiere concerne seulement certaines moyennes; si les trois
indices i, j, k ou les trois indices I, m, n sont identiques les six termes du premier membre
de (5,4.25) sont égaux et I'on a :

SR AA _l: D3Qii,i ]
\ Imn b&zbimbﬁn 0

)i 1
LT T 3% gf [Qujx + QJk,l + Qriilo

\

(5,4.26)

(ot il est entendu qu’il n’y a pas sommation pour des indices répétés); si 'on s’intéresse
plus particulierement aux termes non nuls par symétries du tableau de la page 89, on
voit qu’on obtient ainsi les trois termes AJ et douze termes du groupe B? A, ¢’est-a-dire,
en fait, 'ensemble de ce groupe puisque les six termes restants s’en déduisent
par I'incompressibilité. Cette deuxiéme raison va nous permettre de calculer la presque
totalité des termes du tableau (p. 89). Considérons en effet comme autre cas particulier
simple celui ou deux des indices ijk sont égaux, et aussi deux des indices Imn; on a

alors : '

llk iki 23
(5,4.-27) + 2— nll 3 E.»z 3 a [Qu k ‘IL 2 Qlk 1]

Si, par surcroit, i et [ sont égaux, ainsi que k et n, le premier terme est un membre
du groupe des A} A, qui est connu par lincompressibilité, 4 une constante pres
cependant « [formules (5,4.6)]; le deuxiéme terme fait partie des six termes non diagonaux
du groupe By By A, et peut donc étre déterminé a son tour, d’olt par I'incompressibilité,
les trois termes diagonaux restants. De méme, si k et n sont égaux mais i et I
sont différents le premier terme est connu par le groupe B2 A, et 'on en tire le deuxiéme
qui fait partie des six premiers termes du groupe ByBgy By . Les seules inconnues
restantes du tableau sont les deux derniers termes de By By Byr, dont on obtiendra
Seulement la somme par (5,4.25) (ot tous les autres éléments sont connus), ou par (5,4.8).
En définitive, I'incompressibilité permet d’exprimer & partir de Q;;,x toutes les moyennes
du tableau, sauf deux : la constante « et 'un des deux derniers termes considérés; nous

ne croyons pas utile d’en donner les formules explicites qui s’obtiennent facilement &
partir de (5,4.26) et (5,4.27).

Nous terminons cette analyse des moyennes de produits de dérivées par quelques
remarques supplémentaires concernant I’homogénéité. Si 'on considére deux champs

. » . > > . rpe . _r - .
vectoriels aléatoires a et b on peut toujours définir, sur un ensemble de réalisations,
les corrélations :

N > x
a;i (x) bj (x") = Ryj (z, r)

qui dépendront, s’il n'y a pas homogénéité, du point origine M comme de
I'écartement MM'; on a, dans ces conditions générales :

da; 2 b'; ¥Ry | 23Ry
bilb'lzm bE_»lb‘zm bfxlbgm,

(5,4.28)
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et notamment, pour un écartement tendant vers zéro :

a; D'bj___l: DzRij:] L2 9 ( Db,)
XdTm DEVER Jo ' D\ ' m

La mesure dans I’écoulement non homogene en conduite de moyennes telles que :

Gif o« G

se fait 4 partir de la courbure & lorigine des corrélations Ry, et la relation (5,4.29)
donne l'erreur de non-homogénéité correspondante qui est généralement tres faible,
Une question un peu différente se pose pour les taux de production tourbillonnaire : -

(5,4.29)

ol on s’intéresse & la différence entre cette quantité et la dissipation correspondante
laquelle est petite par rapport & chacun d’eux; il n’est alors pas sans intérét de s’interroger
sur Pexpression de (5,4.30) lorsqu’il n’y a pas homogénéité, et nous considérerons
briévement le cas de la production totale [sommation de (5,4.30) pouri = j]. On obtient
d abord facﬂement a partlr de (5,4.29) :

_ *Ram

=B + div [a/\ro’f Z;],

(5;4.31}); o rot_a rot b =

pourvu que B so1t 4 divergence nulle (mais pas nécessairement a) On note ensuite
I'identité :

-_— >
el T e Qi . Vi
5(5,473-2) B ‘ | wrot (VA co) = Ol On T — T div 5

et par (5,4.31) le terme du premier membre s’écrit :

R

G 1ot N ) = — [b_-gg_] + v A W) A ol:

la correlatlon qui y figure se raméne aisément aux corrélations triples de vitesses en
deuX points par :
R SFT S ) uum D
VA®) . D = — m um u'’

( A ) d Tm 9 Dy 1 Um U m,

~

et 'on a, finalement :

> .

5,433 Grot(@A o) = B ng’”éﬂ +div [(b’ ANS)A e+ @AY I— ”7 /_\.‘u]

On retrouve bien la formule (5,3.17) Jorsquw’il y a homogénéité, et I'on a en plus
une expression du supplément de non-nomogénéité. Il peut étre intéressant de note:

e S

.=




au passage que la formule (5,4.31) permet un traitement analogue et immédiat de la
dissipation du tourbillon :

S M Run _] R
(5,4.34) o Ao =— [b—ifb £ o + div[p A A o]
Il est souligné, par ce qui précéde, que ’expression des corrélations du tourbillon (5,2.14)

et les relations qui en résultent (5,3.16) et (5,3.17) supposent I’homogénéité. Considérons,
par exemple, la seconde d’entre elles :

o1 & U ____l:banmm
Lom Sy X, DE0E Jo

Il est possible, grace aux formules (5,4.27), de remplacer le second membre par des
moyennes de produits triples de dérivées et l'on a ainsi, en développant le premier
membre, une relation que vérifient ces moyennes comme conséquence de ’homogénéité.
En effectuant ce calcul, on constate que cette relation n’est autre que (5,4.8) que nous
avons écrit directement et que (5,3.16) conduit encore au méme résultat.

5,5 LE BILAN DE LA PRODUCTION
ET DE LA DISSIPATION DU TOURBILLON

A diverses reprises, dans les pages précédentes, nous avons rencontré (et, pour
notre objet, essayé de contourner) I’énigme centrale de la turbulence homogéne qui
est l'interaction des tourbillons ou la structure des corrélations triples; les travaux
expérimentaux consacrés, dans la derniére décade, a la turbulence & peu pres isotrope
engendrée par une grille en soufflerie ont apporté a cet égard de précieux renseignements
permettant de suppléer, dans une certaine mesure, aux limitations de la théorie. C’est a
I’examen de certains de ces résultats et de la mesure dans laquelle on peut les retrouver
dans la turbulence plus générale qui nous occupe que nous voudrions maintenant accorder
quelque attention.

Nous rappelons d’abord quelques notations déja rencontrées. L’équation
générale (1,3.9) devient, en 'absence de vitesses moyennes :

D Oy

(5,5.1) =

= Qy—2v I Dy

En turbulence isotrope et compte tenu de I'incompressibilité, les deux tenseurs spectraux
de base s’écrivent [voir (3,4.5)] :

(I)ij =@ Aij, ®ijk = A Aijk d’ot Qij =—kA Aij.
Introduisant, suivant l'usage, les scalaires plus parlarits :

E=dnk® T=—4=k(kA),
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on traduit (5,5.1) en :
E
(5,5.2) 2=

— — 2
bt_T 2vE*E.

Il est avantageux d’utiliser des grandeurs sans dimensions et pour cela de tirer du
phénoméne lui-méme des grandeurs de référence; mous poserons : ‘

(=VE+T+E o=Va+eital

et ces quantités se déduisent de E par :
q2 *oC w2 P )
(5,5.3) 7= SO Edk, 2 — SO P dk.

On peut en déduire une échelle de temps et une échelle de longueur; conservant pour
cette derniére, 4 cause de son emploi trés répandu, le A de TAvLOR, on écrira :

q2

2

N2

=z

Il a été observé avec raison qu’il ne faut pas accorder a cette échelle une signification
précise de longueur caractéristique d’une gamme déterminée de tourbillons car elle
est intermédiaire entre celle des tourbillons porteurs de l'énergie cinétique et celle
des tourbillons responsables de la dissipation. Pour ces derniers, la notion d’équilibre
de KorLmocororr conduit & former une longueur 7 a partir de la dissipation et de la
viscosité, c’est-a-dire en turbulence homogéne entre w et v :

Le rapport entre A et n conduit a considérer le parameétre sans dimension qui est
un nombre de RevnorLps de la turbulence : '

Une échelle de longueur convenant a la gamme de tourbillons contribuant le plus
a l'énergie cinétique est :
*ec
‘ \ kE dk
o« 3 Jo
l::S f@)dr =4 =—,
° QO E dk

v

olt f(r) est I’habituel coefficient de corrélation longitudinale.

Avec les échelles ci-dessus on peut former des grandeurs réduites telles que :

- . . E - T
(5.5.4) =g TW=4

v=kXx,

quil expriment une sfruclure de turbulence commune & toutes les réalisations qu’on
peut en tirer par similitude cinématique.
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Pour toutes les grilles d’une forme donnée dont on se donne comme dimension
caractéristique la longueur de maille M, et pour toutes les vitesses V du vent, les régles
générales de similitude nous livrent a priori un catalogue de structures a deux
paramétres : la distance relative de la grille /M et le nombre de REynorLps UM)v.
L’influence du premier peut étre explorée en observant pour une grille et une vitesse
déterminées les diverses tranches de I'écoulement d’abscisse x correspondant, dans le
schéma théorique associé, a des temps de décroissance { = z/V. Un premier fait physique
important apparait ici qui est I'invariance approchée de la structure de la turbulence,
¢’est-a-dire 'indépendance, par rapport au temps, des fonctions & (%) et ® (y); 4 vrai dire,
aux faibles valeurs de y la forme de & () varie sensiblement et il y a bien 25 9, de’énergie
cinétique associée & ces gros tourbillons tenaces qui n’évoluent pas tout a fait comme
le reste; & cette réserve prés non négligeable, la tendance d’ensemble de la turbulence
en soufflerie vers une structure ol seules les échelles de vitesse et de longueur varient
avec le temps constitue une propriété trés remarquable. On constate, d’ailleurs, que ce
régime unique pour une dimension de maille M et un vent V dépend assez peu de la
géométrie exacte de la grille, de sorte que tous les échantillons de ce type de turbulence
peuvent étre finalement répertoriés 4 'aide d’un parameétre unique UM/v. Si 'on admet
Pinvariance de E et T au cours du temps, & une similitude cinématique prés, comme une
loi exacte, on peut en déduire une conséquence importante relativement & I'évolution
des échelles ¢* et A; substituant en effet (5,5.4) dans (5,5.2), on obtient, dans ces
conditions : i
(5,5.5) COW_ e, D
La similitude n’étant, en fait, que partielle il ne résulte pas de 'argument qui
précéde que (5,5.5) doive représenter la réalité expérimentale. Il se trouve cependant
qu'il en est bien ainsi et la loi en question constitue, par sa simplicité et la. difficulté d’en
_ trouver une explication probante, une deuxiéme propriété remarquable de la turbulence
engendrée par une grille. Nous allons en examiner les implications dans ce qui suit mais
auparavant il y a lieu de compléter le rappel des propriétés de similitude qui précedent
sur un autre point essentiel. Les fonctions E (k) et T (k) forment, nousl’avons vu, approxi-
mativement, une famille & un parameétre pour lequel on peut désormais prendre un
nombre de REyNnoLDs de turbulence tel que R. Cependant, sil’on se limite & des portions
et non a la totalité de E (k) on a des lois partielles qui sont universelles. C’est d’abord
le cas, aux grands nombres de ReynNoLDs, pour la région dissipatrice du spectre ou
I’équilibre de KoLmocoroFF entraine que l'on a une fonction unique en prenant pour
échelles cinématiques la dissipation et la viscosité, ¢’est-a-dire o et v. A I'extréme opposé,
dans la gamme des tourbillons contenant I’énergie cinétique, un enseignement treés
intéressant de 'expérience est que la viscosité est un parametre sans influence; si donc
on prend des échelles comme ¢ et [ tirées de cette partie du spectre on a encore une loi
unique. Cet effacement du nombre de Revnorps, quand il est grand et a certaines
échelles, est un fait constant en Mécanique des Fluides, mais la possibilité d’appliquer
ce concept & une partie du mouvement fin que constitue la turbulence est encore un
résultat remarquable méritant d’étre souligné.

I1 vient d’étre rappelé que I'expérience a révélé la loi de décroissance de I’énergie
cinétique (du moins en période initiale car a la longue elle se modifie pour des raisons
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connues), qui peut étre écrite a partir d’une origine convenable du temps et avec une
notation particuliéere de la constante :

2[ R?.
(5,5.6) -
On déduit alors, de I'équation d’énergie :
(5,5.7) e

dt —
la loi de décroissance de l’intensité tourbillonnaire :
=~ 942 __ -
(5,5.8) o?ft= i’

et ses deux expressions équivalentes :

w

[

e|~c;

2 2
:);:2vf, q ———-"R.
5 v

La relation (5,5.8) étant déduite par dérivation d’une formule expérimentale pourrait
étre peu assurée, mais en turbulence isotrope w? est directement mesurable par :

)\
2 __ e §
w?=15 <D 331) ,
et c‘ette'épreuve I’a confirmée trés correctement. On peut donc aller encore plus avant -

et considérer I’équation de l'intensité tourbillonnaire qui s’écrit d’une maniére générale,
en turbulence homogéne sans vitesses moyennes :

| 1
(5,5.9) ! 5T = @lemyy

Il résulte de la loi (5,5.8) que :

et, en éliminant le temps & I'aide de la méme relation :

2
do? 2 5 VO 4

a¢ — R T g?

[\l

(5,5.10)

Cette relation ayant une certaine importance il convient de se demander au préalable
si elle est bien représentative de I'ensemble des faits évoqués. D’une maniére générale,
pour une turbulence ne dépendant que du seul paramétre R, I'analyse dimensionnelle
permet d’éerire a priori :
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dont l'intégration conduit, en s’aidant de (5,5.7), 4 une loi de décroissance de la forme :

(=Rt

q

% _ q%!
q2“®<v>'

On n’obtiendra une loi de puissance qu’avec :

1dw? Vo
5,5.11 — =—mM— 3’
( ) 5 di | 7 w

pour laquelle la variation des grandeurs principales est :

m .
51 .

. e 2
=2(m—1)vl, ——=ct™I,
Vo ) ‘

Il vy a donc une grande sensibilité du phénoméne, mon seulement au type de
fonction (5,5.11) mais au coefficient méme dont le second membre est affecté, et cette
relatlon caractérise bien la turbulence isotrope en soufflerie. On peut écrire la productlon
d’intensité tourbillonnaire : :

U 5o
(5,5.12) o1 wmbxm = P 5.

‘11 vy a quelque arbitraire pour une expression physiquement intéressante du terme
* de dissipation; en prenant pour base w et I’échelle y on peut, par exemple, adopter :

I o 2 »?
<D xm) = Q :)")—E’.
ce qui conduit a :
d ] 5
(5,5.13) <b xm> Qo

Avec ces notations et en admettant plus généralement la formule de décrois-
sance (5,5.11), le bilan du tourbillon s’écrit :

(5,5.14) | ' P—Q=—m ”71;3

ot m a la valeur 2 pour la loi (5,5.8) effectivement observée. Cette relation a elle-méme
été soumise au contrdle de ’expérience, car en turbulence isotrope chacun de ses termes
est directement mesurable : on a, en effet, dans ce cas :

2 35 SEl)S <”a_<31>2_ g5 (O U’
QrOmy = TG day) 0 . \dxTm/) br])
Introduisant, avec BaTcHELOR et TowNSEND, les coefficients sans dimensions :
G2 e
2 2
— _hb.ﬂ.__, , G = 9o \Now ) ,
G 1" RIGHR
0 Xy o x
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on a :

G,

(&)
2

p—_'_5 Q= —75—

61/15

et la traduction de (5,5.14) en termes proportionnels devient :

15 5
(5,5.15) LSR G_—37f—’m.

La vérification expérimentale est a vrai dire assez délicate car il s’agit, lorsque R
est grand, d’une différence entre deux grands nombres, et il est difficile encore aujourd’hui
d’étre assuré d’'une grande précision, notamment dans la mesure du coefficient de
dissymétrie S dont l'intérét est considérable; on peut dire néanmoins que les résultats
obtenus il y a dix ans 4 Cambridge, [19] pour R allant jusqu’a 50, paraissent en bonne
concordance d’ensemble avec (5,5.15) et la valeur m = 2. Sur la raison d’étre d’une rela-
tion de type général (5,5.11) il est peut-étre possible d’avancer les considérations ci-apres.
Le postulat d’équilibre de KormocororF prévoit que pour R suffisamment grand, la
portion de E (k) et T (k) relative aux grandes valeurs de k se tfrouve en régime permanent,
c'est-a-dire que :
2E

e~ — T —
Dl‘_—o’ T—2vEk2E =0.

A la limite d’un nombre de Reyworps infiniment grand, la zone d’équilibre englo-
berait toute la production et la dissipation du tourbillon et I'on aurait :

>

——m—bal___ , 9. o . _ <b—0)-l\2
(5,5.18) wromg - =\ 'k Tak=2v\ ;Bdk =y (22,

c’est-a-dire, en désignant par un indice les limites pour R — ot :

P,—Q, =0.

Lorsque R est grand mais fini les différences P —P; et Q — Q,, qui refletent la
part non en équilibre de E (k) et T (k), doivent dépendre d'un paramétre comme ¢?,
extérieur 4 ceux o? et v qui suffisent & caractériser I'équilibre; dépendant donc essen-
tiellement de R et s’annulant pour R — oc .il est assez naturel qu’elles soient
représentables par les développements limités :

o

P_Plz Q—0Q z’ﬁl

on]in

mais le fait que T'on ait plus précisément :

demeure toujours sans explication.

Il serait évidemment d’un grand intérét de savoir ce que deviennent les propriétes

précédentes pour une turbulence plus générale que cclle considérée ci-dessus et, pour
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commencer, pour une turbulence toujours homogéne et sans vitesses moyennes mais
anisotrope. On peut, comme l'a fait TownseEnDp [2], I'obtenir systématiquement en
disposant a I'aval de la grille génératrice soit de la gaze qui affaiblit plus fortement la
composante longitudinale que les transversales, soit un convergent, soit, plus généra-
lement, la boite de distorsion déja mentionnée. Ces essais ont montré que I’anisotropie
une fois produite s’atténue trés lentement, de sorte que la croyance, jusqu’a présent
trés répandue d’une tendance naturelle et rapide vers I'isotropie, s’est révélée sans
fondement. Il est moins surprenant, dans ces conditions, que méme sans avoir été
prévues pour cela certaines souffleries aient livré une turbulence nettement aniso-
trope, et cette circonstance a conduit L. A. Wyatt [20] a une intéressante investiga-
tion systématique. En désignant par l'indice 1 la composante longitudinale il a été
observé dans ce cas que :

1) wl
[ w!

ol == (1,2 ;')’
olt o® restait sensiblement constant et égal a 0,75, et la meilleure traduction de la loi
de décroissance de I'énergie cinétique était :

4* ~ %>

avec k proche de 1,25 et l'origine des abscisses un peu en aval de la grille,
comme d’habitude; ceci se traduit dans notre notation par une valeur de m voisine de 1,80.
Il y a lieu de noter que dans ces expériences l'anisotropie était confinée aux
gros tourbillons et que la structure de la dissipation était essentiellement isotrope, en
accord avec une constatation analogue de Townsenp. Il est alors admissible de
conserver (5,5.15) et, a4 défaut d’une mesure directe de S, L. A. WyaTt’a déduit de cette
équation a partir de valeurs mesurées de G; le résultat est assez surprenant et en désaccord
total avec les mesures directes de ce coefficient effectuées par StewARrT; ce dernier
trouve en effet une décroissance de S avec le nombre de Revnorps de turbulence
[a;, positif dans (5,5.14)], alors que le contraire est obtenu par l'estimation, il est
vrai détournée, qui précede; des valeurs encore différentes ont été obtenues tout
récemment dans d’autres conditions et avec un nouveau montage électronique par
R. Bercuov [21], et d’autres encore par J. P. MirriaT [22], de sorte que cette
question de la valeur et de la variation du coefficient de dissymétrie S demeure
pour le moment en suspens. ‘

Le probléme suivant, dans l'ordre de la complexité, concerne la turbulence
homogene associée & des vitesses moyennes. Reprenant encore le cas particulier d’une
déformation pure plane, les équations d’évolution de I’énergie cinétique et de I'intensité
tourbillonnaire s’écrivent, avec les notations (5,5.12) et (5,5.13) :

=,

i = 3
=7 —aul—u}) = —vwd

DO

(5,5.17)

=~

% El%‘)_j — (ZS?_-;:::) P <P ——— Q) (03.

|
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Si I'on adopte, en vertu des considérations qui. précédent, la forme (5,5.14) pour
P —Q, on obtient immédiatement la combinaison suivante

c—uw; . 11 do? mdqz:l"‘

W

Lo
|
£

Y - : PR SN - S 2y oy 2
(5’5'18) o o MU Toa| ot d C ¢dt |
Cette fela‘cion présente le grand intérét de relier I’anisotropie du tourbillon a4 d’autres
grandeurs et les indications qu’elle fournit sont, comme nous allons le voir, assez
curieuses. Placons-nous d’abord dans I’hypothése d’un régime de turbulence stationnaire
(dont I'existence ne peut pas étre tenue a priori pour assurée). On aurait, dans ce cas :

Y

u; — U
2
q

2

1 |:.l

[N

4
(6]

5 = m ,

et si m avait une valeur proche de celle révélée par la turbulence de grille, le tourbillon
serait plus anisotrope que les vitesses; cette conclusion paraissant peu probable
il semblerait que m doive, dans le cas qui nous occupe, prendre une valeur moindre. On
peut aussi voir dans ce qui précéde une objection contre la stationnarité et penser que
le deuxiéme terme de (5,5.18) apporte automatiquement le correctif voulu, mais il ne
semble pas que ce soit nécessairement le cas, ainsi que nous allons le constater. La
discussion peut prendre pour point de départ une loi de puissance pour la décroissance
de ¢?, soit -1, d’ott on déduit, par la premiere équation (5,5.17), la loi de w?; en admettant
avec TownsenD la constance du rapport :

on obtient aisément le résultat suivant

i w—u: 1 1
=m-——; 1+2ai (m—1)n—

© 1 _ 1 —JF_E ast

(U

e

11 faut, pour que le dernier terme ait des valeurs négatives, que I'on ait :
(m—1)n <1,

mais ces valeurs pourront aussi étre trés grandes au début de la décroissance; si, pour
éviter ce comportement bizarre, on admet que (m — 1) n est égal 4 'unité, on obtient
une valeur positive finie dés 'origine et tendant ensuite vers zéro. On peut aussi explorer
plus completement I'idée de la structure universelle des tourbillons contenant I'énergie
cinétique postulée par TownseEND. Reportons-nous pour cela & 'équation générale (1,3.9)
des tenseurs spectraux et admettons que — du moins au bout d’un certain temps —
®;; puisse s’écrire '
> >
@5 = ¢%1Gyj (3) olt v = ki,
et pareillement :
Qi = ¢° Hyj (0)-
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Il résulte alors de l'expression (1,3.10) que Wy s’écrira de son cdté en rapportant
les Ayp & P'un d’eux « a » : : : ,
Wi = ag® [Hy (0)-

On voit alors aisément que si cette similitude cinématique est supposée vérifier (1,3.9)
pour toute la gamme des tourbillons k on doit avoir :

1dl al v
i(qz l):cls 5@?625 E = Cg» (}2264.

I~

1
¢

2

Les deux premiéres conditions imposent & ¢ et [ des variations en fonction du temps
suivant une loi de puissance ou exponentielle. En leur adjoignant la quatriéme on
obtient la loi de décroissance de la turbulence de grille. Cette condition est évidemment
incompatible avec la troisiéme, mais si au lieu d’une similitude compléte on se limite
a la zone des tourbillons contenant I'énergie cinétique, on peut ignorer le terme de
viscosité et I'on est alors conduit aux variations exponentielles : - '

kat

(5,5.19) Pekal,  [~eT 2

ot k est une constante arbitraire sans dimensions. On peut traduire de
maniére équivalente cette similitude en disant que si la viscosité s’efface pour la fixation
de la dissipation, celle-ci doit pouvoir s’écrire : '

q3
7 s
et que les deux termes de variation de '’énergie cinétique et de production a partir de

I'écartement moyen lui sont séparément proportionnels

q3
7.

2
_L.Z_.q_r\)anN

dt

La condition résultante
g~ al

est a la base des interprétations pratiques de la turbulence stationnaire en conduite,
mais il est clair que le résultat auquel conduit son extension a une turbulence en cours
d’extinction (décroissance de [) est plutdt paradoxal. Quoi qu’il en soit, avec les
lois (5,5.19) on obtient, pour I’anisotropie du tourbillon :

O — O]
2 =m

u,— u;

q2

El

s

k
. +(m—1)3,
c’est-a-dire encore une valeur supérieure 4 celle de la vitesse, si m > 1. On a considéré
dans ce qui précéde le seul cas observé expérimentalement, celui d’une turbulence
d’intensité décroissante; le cas contraire (n ou k négatifs) ne doit pas cependant étre
totalement exclu, au moins théoriquement, car en regard de la dissipation, ’écoulement
moyen est ici une source permanente d’énergie. Mais il est difficile, en I’absence de
données expérimentales, de donner sur les différenls points évoqués beaucoup plus que
des conjectures.
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Nous allons examiner, pour terminer le cas de I’écoulement plan en conduite
pour lequel les équations de I’énergie cinétique et du tourbillon s’écrivent en négligeant
quelques termes qui ne prennent de I'importance que tres prés de la paroi :

d (p, u\, —du .
o (C+5)+wg =—vo
(5,5.20) _

d v} du v ot
@—2—————&)] O)QEy—z—-m-EZ—‘.

Dans la derniére équation nous avons encore exprimé le bilan de la production
et de la dissipation du tourbillon figurant au second membre sous la forme (5,5.14);
il n’existe pas pour le moment de mesures ou méme d’indications expérimentales
concernant les autres termes, ce qui excusera 'estimation, évidemment un peu hardie,
qui suit. Etant donné la réussite en conduite (pour des raisons mystérieuses) de la
notion de diffusion de gradient pour I'expression du flux d’une grandeur transportable,
telle que la chaleur ou les fines suspensions, nous étendrons le méme traitement avec le
méme coefficient au flux de la grandeur moins transportable o] et nous écrirons :

— d w2 .

Vo; =—c¢ - ou e = Kuy hn(1—m) K

I

ol o

Par ailleurs, nous basant sur les résultats des mesures de LAUFER, nous considérerons
comme A peu prés constant le premier terme de (5,5.10), écrivant en conséquence :

—uv 5= = v (6 — o),

oll w, est la valeur de « a 'axe du conduit. On obtient, avec ces hypotheéses :

/ 1 w5 /1 —  ul /1
9 a2 - %[ 2 __ ® 0
© Qe =RV h <"q 1>’ ver=g h<7) 1>’

dovop  1u 1
dy 2 = 2vRh2q?
Nous formons ensuite le rapport :
4=
—dy D o;
r= e
v —
q2

qui, avec les expressions précédentes, devient

1T gq 1
"=3lu.1 /1 ’
)

wh

)

0 == 5 W,
#

en posant :
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Les deux valeurs extrémes de r prés de la paroi et a4 I’axe ressortent alors a :

1 9o \? __1_ 1ge\?
I‘p—~-2*<Ka;> et. rc—2<0(.17*.>.

Avec ¢p/uy proche de 3 et K = 0,4 la premiere valeur apparait de I'ordre de 0,70;
si 'on adopte pour la seconde, d’apres certaines mesures (il y a la-dessus quelque doute),
la valeur « = 1 et pour g./u, la valeur 1,30, on tombe encore sur une valeur comparable
de r. Bien que 'estimation qui précéde ne puisse avoir aucune prétention a 'exactitude
il est intéressant d’aboutir 4 un ordre de grandeur plausible. Souhaitons que des mesures
plus nombreuses, aidées par la réflexion théorique, nous éclairent davantage sur les
propriétés encore mystérieuses des écoulements turbulents usuels. "
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