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✶✷✳✸ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✶✷✳✸✳✶ ❈♦♥tr♦❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✶✷✳✸✳✷ ❙✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✶✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✹✺

✶✸✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✶✸✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✶✸✳✷✳✶ ▼❡❛♥ s❤❛♣❡ ❊▼✲■❈P str❛t❡❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺
✶✸✳✷✳✷ P✐♣❡❧✐♥❡ ❢♦r ❛s②♠♠❡tr② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✶✸✳✷✳✷✳✶ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✶✹ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✹✾

✶✹✳✶ ❖♥❣♦✐♥❣ st✉❞✐❡s ♦♥ ❜r❛✐♥ ❛s②♠♠❡tr② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✶✹✳✷ ❖t❤❡r ♦♥❣♦✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✶✹✳✸ ▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸



✻ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

✶✹✳✸✳✶ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸
✶✹✳✸✳✷ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s ✿ ✉♥❞❡r s✉❜♠✐ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

■❱ ❆♣♣❡♥❞✐① ✶✺✺

❆ ❈❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✶✺✼
❆✳✵✳✸ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

❆✳✵✳✸✳✶ ❋✐tt✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ♣♦✐♥t s❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼
❆✳✵✳✸✳✷ ❙❝❛tt❡r ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

❆✳✵✳✹ ❖♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ♠❛t✲
❝❤✐♥❣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

❇ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✶✻✶
❇✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶
❇✳✷ ▲✬❊▼ ❡t ❧❡s ●▼▼s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷
❇✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✼✼

❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✶✼✾



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆♥❛t♦♠✐❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s

▲✬✐❞é❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ✭❡s♣è❝❡ ♦✉
s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ ❞✬✉♥❡ ❡s♣è❝❡✮ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛t♦♠✐❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ✈♦ût❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❞♦♥t
❝❡tt❡ t❤ès❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡✱ ✈✐s❛♥t à ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛t♦♠✐❡✳ ❈❡tt❡
✐❞é❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡t tr♦✉✈❡ s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣è❝❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❤✐st♦✐r❡✱ ❞♦♥t ✈♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s✳

❆✉ ❳❱■■■è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❧❡s ♥❛t✉r❛❧✐st❡s ❈❛r❧ ✈♦♥ ▲✐♥♥é ❡t ●❡♦r❣❡s✲▲♦✉✐s ▲❡❝❧❡r❝ ❞❡
❇✉✛♦♥ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❡s♣è❝❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❡t ♣♦✉✈❛♥t s❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞✬✐♥t❡r❢é❝♦♥❞✐té
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ✈ér✐✜é ✿ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦ss✐❧❡s✱ ❧❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ❛s❡①✉és
♦✉ ♣♦✉r ❞❡s ❡s♣è❝❡s ❞✐✣❝✐❧❡s à ♦❜s❡r✈❡r✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
❡s♣è❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❡①❡r❝✐❝❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡s♣è❝❡s ❡t ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ à ✉♥❡ ❡s♣è❝❡✳

❆✉ ❳■❳è♠❡ s✐è❝❧❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❈❤❛r❧❡s ❉❛r✇✐♥ ❡t ❆❧❢r❡❞
❲❛❧❧❛❝❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s à ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ✿ ❧✬❛♥❛t♦♠✐❡
❝♦♠♠✉♥❡ ❞ér✐✈❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛♥❝êtr❡ ❝♦♠♠✉♥ ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
❞✬✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❡♥ ❣é♥ér❛t✐♦♥✳ ❉❡ s✉r❝r♦ît✱ ❝❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s s♦♥t s♦✉♠✐s❡s à
✉♥❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✐t❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✿ ❧❡s tr❛✐ts q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡♥t ❧❛ s✉r✈✐❡ ❡t ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✈♦✐❡♥t
❧❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s s✬❛❝❝r♦îtr❡ ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❉❛r✇✐♥✱ ❧✬❤éré❞✐té s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s ❛❝q✉✐s ❡t ✐❧ ❢❛✉t
❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❳■❳è♠❡ s✐è❝❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❞❛r✇✐♥✐s♠❡ ❛❞♦♣t❡ ❧❡ ♣♦st✉❧❛t ❞✉ ♠✉t❛✲
t✐♦♥♥✐s♠❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♠✉t❛t✐♦♥s ❣é♥ét✐q✉❡s ✭✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜r✉sq✉❡s ❡t ❤éré❞✐t❛✐r❡s✮
s♦♥t ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉r ❧❡sq✉❡❧s s✬❡①❡r❝❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳

➚ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s s✉r✈❡♥❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ s✬❡st ❛❥♦✉té❡ ❝❡❧❧❡ ✐♥✲
tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❉✬❆r❝② ❚❤♦♠♣s♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ét❛✐❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t✐ss✉s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ✐❧s s♦♥t s♦✉♠✐s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
♣❛❧❡tt❡ ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ❛✉ss✐ ❧❛r❣❡ q✉❡
❝❡❧❧❡ q✉❡ ❣é♥ér❡r❛✐t ✉♥ ♣✉r ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ♠❛✐s s❡r❛✐t ❝♦♥t❡♥✉❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣❤②s✐q✉❡s ❡t ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳

◗✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ❡♥❥❡✉① t❤é♦r✐q✉❡s✱ ❧✬✐❞é❡ s✉❣❣éré❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛♥❛t♦♠✐❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❡s♣è❝❡✱ ♦✉ ✉♥ s♦✉s ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✏❝♦♥trô❧é❡s✑ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳

✼
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❋✐❣✳ ✶ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s t✐rés ❞❡ ✏❍♦rt✉s ❈❧✐❢✲
❢♦rt✐❛♥✉s✑ ❞❡ ❈❛r❧ ❱♦♥ ▲✐♥♥é✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ▲❡s ♣✐♥s♦♥s ❞❡ ❉❛r✇✐♥ ▲✬✐s♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s
P✐♥s♦♥ ❞❛♥s ❧❡s î❧❡s ●❛❧á♣❛❣♦s ♣r♦❞✉✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✉♥❡ ❞♦✉③❛✐♥❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡s♣è❝❡s✳ ▲❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❡s♣è❝❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡
❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❜❡❝s✳ ❈❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✬❡①♣❧✐q✉❡♥t ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♥♦✉rr✐t✉r❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡s♣è❝❡✳ ▲❡✉rs ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡✉rs ❝❤❛♥ts s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳

▲❛ s②♠étr✐❡ ❝♦♠♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ❞✬✐♥térêt

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡ ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ ♦r❣❛♥✐s♠❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❛♥❛t♦♠✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ tr♦✉✈❡ s♦♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛s②♠étr✐❡s ❜✐❧❛tér❛❧❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s✳

▲❛ s②♠étr✐❡ ❞❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s

▲❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s êtr❡s ✈✐✈❛♥ts ♣♦ssè❞❡ ❧✬ét♦♥♥❛♥t❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬êtr❡ ❛♥❛t♦✲
♠✐q✉❡♠❡♥t ♦r❣❛♥✐sé❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s s❡❧♦♥ ❞❡s
s②♠étr✐❡s r❛❞✐❛❧❡s ✭✐✳❡✳ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❛①❡✮ ❡t ❜✐❧❛tér❛❧❡s ✭✐✳❡✳ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♣❧❛♥✮
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❛❞♦♣té❡s ♣❛r ❧❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡✉r r❡✲
❧❛t✐♦♥ à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s s❡❧♦♥ ✉♥❡ s②♠étr✐❡ r❛❞✐❛❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s ♠❛r✐♥s ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧❛♥❝t♦♥✮ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠♦✉✲
✈❡♠❡♥t ❡st ❧✐♠✐té❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡✉rs ❝♦♥t❛❝ts ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s s❡♥s♦r✐❡❧❧❡s ✈♦✐r❡ ♠ét❛❜♦❧✐q✉❡s s♦♥t ré♣❛rt✐❡s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❛①❡
❞❡ s②♠étr✐❡ ✭❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❤❛✉t✲❜❛s ét❛♥t ❞✉❡ à ❧❛ ♣❡s❛♥t❡✉r✮✳ ▲✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥
❞✉ ❝♦r♣s s❡❧♦♥ ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❜✐❧❛tér❛❧❡ ♥♦✉s ❡st ♣❧✉s ❢❛♠✐❧✐èr❡ ❡t ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛✲
❝✉❧té ❞❡ s❡ ♠♦✉✈♦✐r✳ ❈❡tt❡ s②♠étr✐❡ ❡st ❛❧♦rs ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡
❛♥tér♦✲♣♦stér✐❡✉r❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❤❡③ ❧❡s ♦r❣❛♥✐s♠❡s à s②♠étr✐❡ r❛❞✐❛❧❡ ❞✉❡ à ❧❛ ♥é❝❡ss✐té
❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦tr✐❝❡s à ❧✬❛rr✐èr❡ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s❡♥s♦r✐❡❧❧❡s à ❧✬❛✈❛♥t ❞✉
❝♦r♣s✳
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❋✐❣✳ ✷ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s s②♠étr✐❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ✈✐✈❛♥t

❋❧✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ✿ ❧❡s ❛s②♠étr✐❡s ✢✉❝t✉❛♥t❡s

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ s②♠étr✐❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ♣❛r❢❛✐t❡ ❡t s✬♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t s♦✉s ✉♥❡
❢♦r♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✳ ❖♥ ♥♦♠♠❡ ❛s②♠étr✐❡s ✢✉❝t✉❛♥t❡s ❧❡s é❝❛rts à ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ✐❞é❛✲
❧❡♠❡♥t ♣❛r❢❛✐t❡✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣rété❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛s②♠étr✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡
❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❞❛♥s ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ✿ ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ str❡ss ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ✭♠❛❧♥✉tr✐t✐♦♥✱ ♣❛r❛s✐t❡s✱
❡t❝✮ ♦✉ ❣é♥ét✐q✉❡s ✭♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❝♦♥s❛♥❣✉✐♥✐té✱ ❡t❝✮✱ ❧✬❛s②♠étr✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲❛
s②♠étr✐❡ s❡r❛✐t ❛✉ss✐ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ❧♦rs ❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ s❡①✉❡❧❧❡ ✿ ❧❡s ♠â❧❡s ❧❡s ♣❧✉s
s②♠étr✐q✉❡s s♦♥t ♣ré❢érés ♣❛r ❧❡s ❢❡♠❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛❝❝♦✉♣❧❡♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❢♦✉r✲
♥✐ss❡♥t à ❧❡✉r ❞❡s❝❡♥❞❛♥❝❡ ❧❡s tr❛✐ts ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣❧✉s ❛♣t❡ à s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

❆s②♠étr✐❡s ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ ❧❡s ❛s②♠étr✐❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❛♥t✐✲
s②♠étr✐❡s

▲❡s ❛s②♠étr✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s é✈♦q✉❛✐❡♥t ✉♥ é❝❛rt à ✉♥❡ s②♠étr✐❡ s✉♣♣♦sé❡ ♣❛r❢❛✐t❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ❛s②♠étr✐❡s
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t q✉❛❧✐✜❡r ❞✬✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❞é❛❧✱ ❧❡ tr❛✐t ❡st ❛s②♠étr✐q✉❡✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❛s②♠étr✐❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡s tr❛✐ts ❜✐❧❛tér❛✉① q✉✐ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✬✉♥ ❝ôté q✉❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❝❡ t②♣❡
❞✬❛s②♠étr✐❡ ❡st ♣ré❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❣é♥♦t②♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ❈❡tt❡ ❛s②♠étr✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❡



✶✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦s ♦r❣❛♥❡s ✿ ❧❡ ♣♦✉♠♦♥ ❞r♦✐t ❛ ✸ ❧♦❜❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡♥ ❛
✷✱ ❧❡ r❡✐♥ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧❡ ❞r♦✐t ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ♣❛r ❧❛
s✉✐t❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❤é♠✐s♣❤èr❡s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

▲✬❛♥t✐s②♠étr✐❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❧❡s tr❛✐ts ❜✐❧❛tér❛✉① q✉✐ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥
♣ré❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❞✬✉♥ ❝ôté ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡ ❡t ❝❡✱ ❛✉ss✐ s♦✉✈❡♥t à ❞r♦✐t❡ q✉✬à ❣❛✉❝❤❡✳ ❊♥
❣é♥ér❛❧✱ ❛✉❝✉♥ ❝ôté ♥✬❡st ❢❛✈♦r✐sé ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❞ét❡r♠✐♥❛♥t❡
✭❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣✐♥❝❡s ❝❤❡③ ❧❡ ❤♦♠❛r❞✮✳

P♦✉r rés✉♠❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦✲
♣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s ♦ù ✿

✕ ❧✬❛s②♠étr✐❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ ❝❧♦❝❤❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥ ✵✱
✕ ❧✬❛s②♠étr✐❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝❧♦❝❤❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱
✕ ❧✬❛♥t✐s②♠étr✐❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❧♦❝❤❡s ❝❡♥tré❡s ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ✵✳

❋✐❣✳ ✸ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡
❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✶

❉❡s ❛s②♠étr✐❡s ✐♥tr✐❣❛♥t❡s ✿ ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥

❆✈❡❝ s❡s ✷ ❤é♠✐s♣❤èr❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❝❤❛q✉❡ str✉❝t✉r❡ ✭❧♦❜❡s✱ ✈❡♥tr✐❝✉❧❡s✱ ❡t❝✳✮ ♣♦s✲
sè❞❡ ✉♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ❞❛♥s ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ ♦♣♣♦sé✱ ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
❛♥❛t♦♠✐q✉❡♠❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛s②♠é✲
tr✐❡s✳

❆s②♠étr✐❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛✐r❡s ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡
❞❡ ❧❛ ✜ss✉r❡ ✐♥t❡r❤é♠✐s♣❤ér✐q✉❡ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❬▲❡▼✾✾❪✳ ▲✬❛✐r❡
❞❡ ❇r♦❝❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛s②♠étr✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ❝❡tt❡ ❛✐r❡ ❧✐é❡ à ❧❛
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛rt✐❝✉❧é ❡st ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡
❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡s tâ❝❤❡s
❛♥❛❧②t✐q✉❡s ✭♣❛r♦❧❡✱ ❧❡❝t✉r❡✱ é❝r✐t✉r❡✮ ❡t à ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ ❞r♦✐t ❞❡s tâ❝❤❡s ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡s
❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞❡s ❢♦r♠❡s ✭♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡
♥é❝❡ss✐t❡ s♦✉✈❡♥t ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡s ✷ ❤é♠✐s♣❤èr❡s✮✳ ❈❡tt❡ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥❝❡ ❞✉ rô❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ♦✉
❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❤é♠✐s♣❤èr❡s ❝éré❜r❛✉① ♣♦✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❞♦✲
♠✐♥❛♥❝❡ ❝éré❜r❛❧❡ ❡t ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r❢♦✐s ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ ❧✐é ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡
❞♦♠✐♥❛♥t✳

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r ❧❛ tr♦✉❜❧❛♥t❡ ❛s②♠étr✐❡ q✉✐ ❧✐❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ❡t
❧❛tér❛❧✐té ❞❡s ③♦♥❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ✿ ❝❤❡③ ✾✾✪ ❞❡s ❞r♦✐t✐❡rs ✭❡♥✈✐r♦♥ ✽✾✪ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮✱
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❤❡③ ❧❡s ❣❛✉❝❤❡rs
❡t ❧❡s ❛♠❜✐❞❡①tr❡s✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❛♠❜✐❣✉ë ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❡③ ✺✻✪ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❧❡s ❛✐r❡s
❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ s♦♥t s✐t✉é❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❝❤❡③ ❧❡s ✹✹✪ r❡st❛♥ts✱ ❡❧❧❡s s❡ s✐t✉❡♥t ❞❛♥s
❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ ❞r♦✐t ♦✉ s♦♥t ré♣❛rt✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✷ ❤é♠✐s♣❤èr❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝éré✲
❜r❛❧❡ ❡t ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡ s❡r❛✐❡♥t ❧✐é❡s✳ ➚ ❝❡❝✐✱ ❧❡ ❣❡♥r❡ ✈✐❡♥t ❛❥♦✉t❡r s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✿
✐❧ ❛ été ♥♦té q✉❡ ❧❡s ❢❡♠♠❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞❡ ❧és✐♦♥s ❝éré❜r❛❧❡s ❞❛♥s ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ ❣❛✉❝❤❡
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ ❞r♦✐t ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ét❛✐❡♥t ♠♦✐♥s s✉❥❡tt❡s à ❧✬❛♣❤❛s✐❡ ✭tr♦✉❜❧❡
❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛✛❡❝t❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❛r❧é ♦✉ é❝r✐t✮ q✉❡ ❧❡s
❤♦♠♠❡s ❬▼❝●✽✵❪✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s✉❣❣èr❡ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❧❛tér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉
❝❡r✈❡❛✉ ❞❡s ❤♦♠♠❡s q✉❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❢❡♠♠❡s✳

❆s②♠étr✐❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡s ❛s②♠étr✐❡s ❞❡s ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ♣♦ssè❞❡ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ❛s②♠étr✐❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ♥♦t❛❜❧❡s✳ ❈❡s ❛s②♠étr✐❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡
✶✺✵ ❛♥s✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✈✐❛ ❞❡s ét✉❞❡s ♣♦st✲♠♦rt❡♠ ♣✉✐s ✈✐❛ ❧❛ ♥❡✉r♦✐♠❛❣❡r✐❡✳ ▲❡s ❛s②♠é✲
tr✐❡s ❝éré❜r❛❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ♣❧❛♥✉♠
t❡♠♣♦r❛❧❡ ❬●▲✻✽❪✱ q✉✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❧❛r❣❡ à ❣❛✉❝❤❡ q✉✬à ❞r♦✐t❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡
❧❛ s❝✐ss✉r❡ ❞❡ ❙②❧✈✐✉s ❬❘▼❍✼✻❪✱ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ à ❣❛✉❝❤❡ q✉✬à ❞r♦✐t❡ ❡t ❞♦♥t ❧❛
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ s✉❣❣èr❡ ✉♥ tr❛❝é ♣❧✉s ✈❡rt✐❝❛❧ à ❞r♦✐t❡ q✉✬à ❣❛✉❝❤❡ ❝❤❡③ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❣❡♥s✳
❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡s ❛s②♠étr✐❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❧❡ ❝❡r✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥ ❛ été ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t s✉❥❡t à
✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❛♥t✐✲❤♦r❛✐r❡ ❡t s❡❧♦♥ ✉♥ ❛①❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛✲
r❛❧❧è❧❡ ❛✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✮ ❬❲▲▼❲✽✷❪✳ ▲❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t♦rs✐♦♥ ❛ été q✉❛♥t✐✜é❡ ❡t



✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✐♥t❡r♣rété❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ✿ ✐✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♦✉ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s ✷ ❤é✲
♠✐s♣❤èr❡s ❬❇❲❇+✾✹❪ ♦✉ ✐✐✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❛♥tér♦ ♣♦stér✐❡✉r❡ ❞✉ ❧♦❜❡ ❢r♦♥t❛❧ ❞r♦✐t
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞✉ ❧♦❜❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❣❛✉❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞r♦✐t ❬❱❇✻✷❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
✐✐✐✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✭r❡s♣✳ ❞r♦✐t❡✮ ❞❡ ❧❛ ✜ss✉r❡ ✐♥t❡r❤é♠✐s♣❤ér✐q✉❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❧♦❜❡s ❢r♦♥t❛✉① ✭r❡s♣✳ ♦❝❝✐♣✐t❛✉①✮✳

❋✐❣✳ ✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜ss✉r❡ ❞❡ ❙②❧✈✐✉s ❡t ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥
❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉

❚✐ré ❞❡ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❜❡♥❜❡st✳❝♦♠✴s❝✐❡♥❝❡✴❛♥❛t♠✐♥❞✴❛♥❛t♠❞✻✳❤t♠❧

❉❡s q✉❡st✐♦♥s s❛♥s ré♣♦♥s❡s

➚ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣ré✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❞✉
❝❡r✈❡❛✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❧❛ ❝❧é ❞❡ ✈♦ût❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❤é♦✲
r✐❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉❜str❛t ❞❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡ ❝❤❡③ ❧❡s ❤✉♠❛✐♥s✳ ■❧ ❛ été ❞❡ s✉r❝r♦ît ♦❜s❡r✈é ❝♦♠♠❡ ❛❜s❡♥t ❝❤❡③ ❧❡s ♣❛t✐❡♥ts
s❝❤✐③♦♣❤rè♥❡s ✭❝❤❡③ ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❛ été s✉❣❣éré q✉❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝éré❜r❛❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é❡✮ ❬❇❲❇+✾✹✱ ❈r♦✵✹❜❪ ❡t ❝❤❡③ ❧❡s ❣r❛♥❞s s✐♥❣❡s ❬❈r♦✵✹❛❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✸

❝❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❡st très ❝♦♥tr♦✈❡rsé❡ ❬❇▼P+✵✺✱ ▼❇❘+✵✸✱ ●❍❇❇✾✽✱ ❈❍✵✶❪ ❡t ♣♦✉r
❧✬❤❡✉r❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥s❡♥s✉s✳

❚♦✉t❡s ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s étr❛♥❣❡♠❡♥t ❧✐é❡s✱ ♣❛r❢♦✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✱ ❢♦♥t ❞❡s ❛s②♠é✲
tr✐❡s ❝éré❜r❛❧❡s ✉♥ s✉❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

◗✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✿ ✉♥ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❛✉① ❡♥❥❡✉① ♠✉❧t✐♣❧❡s

◗✉✬✐❧ s✬❛❣✐ss❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛t♦♠✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛s②♠é✲
tr✐❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡t ❞❡ ✏❧♦✐s✑ ré❣✐ss❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ é✈♦q✉❡ ✐♠♠❛♥q✉❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥
❞❡ ❝❡s ❛❝t❡✉rs✳

▼♦❞è❧❡s ❞❡s❝r✐♣t✐❢s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s st♦❝❤❛st✐q✉❡s

◗✉❛♥❞ ❧❡s ❝❛✉s❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡t ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ♦❜s❡r✈é❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♠✲
♣r✐s❡s✱ ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❣é♥ér❛t✐❢ ✭❡t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✮✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜✐❧✐tés ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡t ❜✐♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ré❣✐ss❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❝t❡✉rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s♦♥t s♦✉✲
✈❡♥t ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✱ ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱ s✬❡✛❡❝t✉❡♥t s✉r ❞❡s é❝❤❡❧❧❡s ✭❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞✬❡s♣❛❝❡✮ très
❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t s♦♥t ♣❛r❢♦✐s ♠❛❧ ❝♦♠♣r✐s❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥str✉✐t✳

❙✐ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡①♣❧✐q✉❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❡t r❡♣r♦❞✉✐r❡ ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣é♥ér❛t✐❢ ✭❡t ❛❧é❛t♦✐r❡✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡
❞♦♥t ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à ❡st✐♠❡r ❧❡s ❧♦✐s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❧♦✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❛
❜❛s❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ♠♦❞è❧❡s✳

❊♥❥❡✉① ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ✈♦✐r❡ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡✱ ❧❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ♠❡♥❡r à ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬❛♥❛✲
t♦♠✐❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❛t✐❡♥ts à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ s✉❥❡ts s❛✐♥s ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉①
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛t❤♦❧♦❣✐❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦s✲
t✐❝ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à s❛✈♦✐r à q✉❡❧❧❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❞♦♥♥é s❡♠❜❧❡ ❛♣♣❛rt❡♥✐r✳ ❈❡
t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❡♥✜♥ très ✉t✐❧❡ ❡♥ ♣❛❧é♦❛♥t❤r♦♣♦❧♦❣✐❡ ♦ù ❧✬✉♥❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ré❝✉r✲
r❡♥t❡s ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r à q✉❡❧❧❡ ❡s♣è❝❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t t♦✉t ♥♦✉✈❡❛✉ ❢♦ss✐❧❡ ❞é❝♦✉✈❡rt✱
✈♦✐r❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡s♣è❝❡✳



✶✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s ✿ ❛♠❡rs ❡t ♠♦r♣❤♦♠étr✐❡

▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❣é♥ér❛t✐❢s ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ été tr❛✐té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ♠✉❧t✐✈❛r✐é❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐❡ ♠❡s✉r❡s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❞✐s✲
t❛♥❝❡s✱ ❛♥❣❧❡s✱ â❣❡✱ ❡t❝✮✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ré✈♦❧✉t✐♦♥ ❛ été ♦♣éré❡ ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ st❛t✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦❝r✉sté❡♥♥❡✮ ♣❛r
❑❡♥❞❛❧❧ ❬❉▼✾✽❪ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣❧❛q✉❡s ♠✐♥❝❡s ✭❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❡✛♦rts
♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✮ ♣❛r ❇♦♦❦st❡✐♥ ❬❇♦♦✽✾❪✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s✱
❡♥❝♦r❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✱
r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❛♠❡rs ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ✐❞❡♥t✐✜és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ s✉r
❝❤❛q✉❡ s✉❥❡t✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞❡s ❡♥❥❡✉① ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡ t❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱
❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦✉✛r❡♥t ❞❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛✐té❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❡s str✉❝t✉r❡s ét✉❞✐é❡s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ très ❧✐♠✐té ❞✬❛♠❡rs ❛♥❛t♦✲
♠✐q✉❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛♠❡rs ♥❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ très s❝❤é♠❛t✐q✉❡
❞❡s str✉❝t✉r❡s ét✉❞✐é❡s ❡t ❧❡✉r ❛♥❛❧②s❡ ♥✬♦✛r❡ q✉✬✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❧✐♠✐té❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥ ❥❡✉✳
❉❡ s✉r❝r♦ît✱ ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞✬❛♠❡rs ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❧❛❜♦r✐❡✉s❡✳

P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ✈✐s✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡t ❧❛
❞é♠♦❝r❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♦♥t st✐♠✉❧é ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛♠❡rs ♠❛✐s s✉r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡
❧❛ str✉❝t✉r❡ ét✉❞✐é❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é✲
❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✸❉ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❈❚ ♦✉ ■❘▼✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s ♦✛r❡♥t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣ré✲
s❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ✉♥❡ ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t s♦✉♠✐s❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✬❛rt❡❢❛❝ts ✭❜r✉✐t✱ ✐♥❤♦✲
♠♦❣é♥é✐té✮ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❣ê♥❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à s❡❣♠❡♥t❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♥térêt ♣✉✐s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞é❧✐♠✐t❛♥t s♦♥ ❝♦♥t♦✉r✳ P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✱
q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❢❛✐t❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♦✉ ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥❡ ♣❡rt❡ ✈✐s✲à✲✈✐s
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s
❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①tr❛✐t❡s ♣❛r ❞❡ t❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡
❜✐❛✐s❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ st❛t✐st✐q✉❡✳

P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
q✉❛♥t✐✜❡r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛s②♠étr✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
❡t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ P❧✉s✐❡✉rs
♦✉t✐❧s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬Ó▲❉+✵✼✱ ❈❉❉✵✼✱ ❈❑❉❉✵✽✱ ▲❑❆❉+✵✾❪
♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ tâ❝❤❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ✷ ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✐♥térêt à
s♦♥ ✐♠❛❣❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✺

t✐q✉❡s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ✭❢♦r♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ é♣❛✐ss❡✉r ❝♦rt✐❝❛❧❡✱ ❡t❝✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
❛❞♦♣t❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ✈✉❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❡t s♦♥t ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉s ❝❡s tr❛✈❛✉① r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛s②♠étr✐❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té
♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss✉ré❡ ❡t ✐❧ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s
♠ét❤♦❞❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s
❡st✐♠é ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❛✐s ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ r❡❝❛❧❛❣❡ r✐❣✐❞❡ ♦✉ ❞✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
♠❛♥✉❡❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❬❈❉❉✵✼✱ ❈❑❉❉✵✽✱ ▲❑❆❉+✵✾❪ ♦♥t ❞❡ ❢♦rts ❛
♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ❡t❝✮ ❡t s♦♥t ❞é❞✐é❡s à ❞❡s str✉❝t✉r❡s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❛❧t❡r♥❛t✐❢s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t
❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❛s②♠étr✐❡s ❛✉ s❡✐♥ ❡t ❡♥tr❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❛♣✐❞❡✱ r♦❜✉st❡ ❡t
s❛♥s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡s ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❛rt❡s st❛✲
t✐st✐q✉❡s ❞✬❛s②♠étr✐❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✏s✉r❢❛❝❡✑
❞❡ s②♠étr✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ♣❛r❢❛✐t❡✳

P❧✉s ♣ré❝✐s❡♠❡♥t✱ ♥♦s ❝❤♦✐① ♥♦✉s ♦♥t ❛♠❡♥és ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ✭❛✉
s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❝❛❞r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✮ ♣♦✉r ✐✮ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ r♦❜✉st❡ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡✱
✐✐✮ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ✉♥ ♣❧❛♥ ❡t ❞✬♦✛r✐r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬é❝❛rt ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t à ✉♥❡
s②♠étr✐❡ ♣❛r❢❛✐t❡✱ ✐✐✐✮ ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✐✈✮ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡
❢♦r♠❡s✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡✛♦r❝és ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
r♦❜✉st❡s ♥❡ s✉♣♣♦s❛♥t ♣❛s ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ t♦♣♦❧♦❣✐❡✱ ❡t❝✳✮
❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲❛
s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P❛rt✐❡ ✶ ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❜✐❧❛tér❛❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ✸❉

❈❤❛♣✐tr❡ ✶ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ❡♥❥❡✉① ♠ét❤♦❞♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s ❧✐és à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❜✐❧❛tér❛❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡
♣♦✐♥ts ✸❉✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ t❛①♦♥♦♠✐❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐s✲
t❛♥t❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❜✐❧❛tér❛❧❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✸ ❣r❛♥❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡t ♠♦♥✲
tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✬✐♥sèr❡ ❞❛♥s ❝❡s ❛♣✲
♣r♦❝❤❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿ ❋♦rts ❞❡ ❝❡tt❡ t❛①♦♥♦♠✐❡✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ✸❡♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s②♠étr✐❡s ❜✐❧❛tér❛❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♦❜❥❡t r❡♣ré✲
s❡♥té ♣❛r ✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✸❉✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✷ s♦✉s✲♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣r♦ss✐èr❡ t♦✉s
❧❡s ♣❧❛♥s ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡ ❡t
r♦❜✉st❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣❧❛♥s ❞❡ s②♠étr✐❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡
s✉r ✉♥ ❡st✐♠❛t❡✉r r♦❜✉st❡ ❞❡ t②♣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ q✉✐ ❡st ❡st✐♠é ♣❛r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s
❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ✐❧❧✉strés s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s



✶✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ♥♦s ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ très ♣ré❝✐s❡ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ♣❛rt ❞✬❛s②♠étr✐❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②✲
♠étr✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♣❧❛♥ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡♥t
❡st✐♠❡r ❞❡ t❡❧❧❡s s✉r❢❛❝❡s s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ✸❉✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦s✲
s✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ s②♠étr✐❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s
❡t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦s ❝❤♦✐① ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣✐st❡s ♣♦✉r ❞❡ tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳

P❛rt✐❡ ✷ ✿ ❘❡❝❛❧❛❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ✸❉

❈❤❛♣✐tr❡ ✻ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ❡♥❥❡✉① ♠ét❤♦❞♦❧♦✲
❣✐q✉❡s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s ❧✐és ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣❡r♣♦s❛♥t ✷ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts

❈❤❛♣✐tr❡ ✼ ✿ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❡st ❞é❞✐é à ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ r❡❝❛✲
❧❛❣❡ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ❞❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s
♥♦✉s ❡✛♦rç♦♥s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❜❛s❡ s♦✉✈❡♥t ❝❛❝❤é❡s s✉r ❧❡s✲
q✉❡❧❧❡s r❡♣♦s❡♥t ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣ré❤❡♥s✐♦♥
♣❧✉s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r q✉✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢r✉❝t✉❡✉s❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ r❡❝❛❧❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞❡♥s✐té ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠étr✐s❛♥t ✉♥❡ ❞❡s ❞❡♥s✐tés✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♥✉❛❣❡s
❞❡ ♣♦✐♥ts s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s♦✉s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t ❧✬♦♥ ✈❛
❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞é❢♦r♠❛♥t ✏❛✉ ♠✐❡✉①✑ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ✈❡rs ❧✬❛✉tr❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥✲
tr♦♥s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼✲■❈P ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❡t ♠è♥❡ à ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❡✣❝❛❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ r❡❝❛❧❛❣❡ r✐❣✐❞❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✽ ✿▼❛❧❣ré s❡s ❝❛♣❛❝✐tés à tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ r❡❝❛❧❛❣❡ r✐❣✐❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❡✣❝❛❝❡✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧✬❊▼✲■❈P ❡st ❛s②♠étr✐q✉❡ ❡t q✉✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♥♦♥
r✐❣✐❞❡ ♣❡✉t s✬❛✈ér❡r très ❝♦♥s♦♠♠❛tr✐❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ♠❛❝❤✐♥❡ ❡t ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r
✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐é❡ s✐ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦✉r♥✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✽✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❧✐♠✐t❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s
❡♥r✐❝❤✐ss♦♥s ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✿

✕ ❞❡ s②♠étr✐s❡r ❧❡ ❝r✐tèr❡✱
✕ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s

♣♦✐♥ts ❞❡s ❞❡✉① ♥✉❛❣❡s✱
✕ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s

très ❡✣❝❛❝❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s ✭❛✣♥❡ ♦✉ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮ q✉✐ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ré❣✉❧❛r✐sés à tr❛✈❡rs
❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❜❛sé s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♥♦②❛✉① r❡♣r♦❞✉✐s❛♥ts✳

❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❧❡ r❡❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ t❛✐❧❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✭✶✵✵✵✵ ♣♦✐♥ts✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✼

❡✣❝❛❝❡ ✭✸ ♠✐♥✉t❡s s✉r ✉♥ P❈ st❛♥❞❛r❞✮✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✾ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❡t ✐❧❧✉str♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡
♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s r❡❧❛t✐❢s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s s✉r ❞❡s
❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡t ré❡❧❧❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s
❡t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦s ❝❤♦✐① ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣✐st❡s ♣♦✉r ❞❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳

P❛rt✐❡ ✸ ✿ ❖✉t✐❧s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✫ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ✿ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦✉t✐❧s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❛s②♠étr✐❡s ♣rés❡♥t❡s ❛✉ s❡✐♥ ❡t ❡♥tr❡ ❞❡s
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✶✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t
♥♦s ❝❤♦✐① ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐q✉❡s ♠è♥❡♥t à ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s s✐♠♣❧❡s ❡t ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s ❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬❛s②♠étr✐❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ❡t ❝♦♠♠❡♥t
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t ♣r♦❥❡t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛rt❡s ❞✬❛s②♠étr✐❡s ✐♥❞✐✈✐✲
❞✉❡❧❧❡s s✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ♥♦s ♦✉t✐❧s ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛♥t
❧❡s ❛s②♠étr✐❡s ❝♦rt✐❝❛❧❡s ❞❡ ✷ s✉❥❡ts ❙✐t✉s ■♥✈❡rs✉s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥❣é♥✐t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✈✐s❝èr❡s ❡t ♦r❣❛♥❡s s♦♥t ✐♥✈❡rsés ❞❛♥s ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♠✐r♦✐r ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❡✉r s✐t✉❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡✮ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♦✉t✐❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✭r❡❝❛❧❛❣❡ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥ ❡t ❞❡
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡ ♠♦②❡♥♥❡✮

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣♦✉r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❛s②♠étr✐❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹ ✿ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡t ✐❧❧✉str♦♥s ❧✬❛♣♣♦rt
❞❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❛r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ❡♥ ❝♦✉rs ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ✈❡♥✉s ❞❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❈❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳



✶✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

❊st✐♠❛t✐♥❣ ❜✐❧❛t❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢

✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts

✶✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼♦st ♥❛t✉r❛❧ ♦r ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ♦❜❥❡❝ts ❡①❤✐❜✐t s♦♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ■♥ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ t❡r♠s✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② r❡♠❛✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦r ❛❧♠♦st ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ✿ r♦t❛t✐♦♥s ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣♦✐♥t ♦r ❛ ❧✐♥❡✮ ♦r r❡✢❡❝t✐♦♥s
✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣♦✐♥t✱ ❛ ❧✐♥❡ ♦r ❛ ♣❧❛♥❡✮✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢
❛ ✸❉ ♦❜❥❡❝t ❢♦r♠s ❛ ❣r♦✉♣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❛ r♦t❛t✐♦♥✱ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥
♦r ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡♠✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦✉r ✐♥t❡r❡st ♦♥ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❜✐❧❛t❡r❛❧✮ s②♠♠❡tr② ✐♥ ✸❉ ♣♦✐♥t
s❡ts✳ ■♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ✉s❡ t❤❡s❡ s②♠♠❡tr② ❢❡❛t✉r❡s ❢♦r ❝♦♠♠♦♥
✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❛s❦s s✉❝❤ ❛s r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❞❡♥♦✐s✐♥❣✱ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳
▼♦st ✐♥✐t✐❛❧ ✇♦r❦s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦❜❥❡❝ts ✉♥❞❡r st✉❞② ❡①❤✐❜✐t s✐♥❣❧❡ ♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr✐❡s ❬❆t❛✽✺✱
❲❲❱✽✺❪✳ ❚❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts ✐♥t♦ ❛
✶❉ ♣❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❬❑♥✉✾✽❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♠♦st r❡❛❧ ♦❜❥❡❝ts ❡①❤✐❜✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ♣❡r❢❡❝t✮ ❛♥❞ ❡✈❡♥
♣❛rt✐❛❧ ✭✐✳❡✳ t❤❛t ❝♦♥❝❡r♥ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ s✉❜♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✮ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❋♦r ❛❜♦✉t
✷✵ ②❡❛rs✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛s ♣r♦♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡
♠✉❧t✐♣❧❡ ❣❧♦❜❛❧✴♣❛rt✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡ ❛ t❛①♦♥♦♠② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ ❡①✐st✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts ✭❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❚❤✐s t❛①♦♥♦♠②
❡❧✉❝✐❞❛t❡s s♦♠❡ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❛♥
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
t❤✐s t❛①♦♥♦♠②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦❛rs❡❧② ❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ✏♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✑ r❡✢❡❝t✐♦♥s
♦❢ ❛ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱
❡st✐♠❛t❡s ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡t ✐♥ ❛ r♦❜✉st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❛② ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮✳
▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛t ❧❡❛st ❛ s♠❛❧❧ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞
❜② ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛s t❤❡
♦♥❡ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦

✷✶
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t❤✐s ❤✐❣❤❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛rt✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝✱
❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ❚❤❡♥
✇❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛❜♦✉t ❛ ♣❧❛♥❡ t♦ t❤❛t ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛❜♦✉t ❛
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ C ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡st✐♠❛t❡ s✉❝❤ ❛
s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts✳

✶✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s ✫ ❜❛s✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s

• ❲❡ ♥♦t❡ X = {x1, ..., xN} ❛ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡t ❛♥❞ xG = 1
N

∑

xi∈X xi ✐ts ❝❡♥tr♦✐❞✳
• ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r P ❛s ❛ ✸❉ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ SP : IR3 → IR3 ❛s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ P ✳ ❊❛❝❤ ♣❧❛♥❡ P ❝❛♥ ❜❡ ✉♥✐q✉❡❧② ♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞ ❛s P = (α, β, d) ✇❤❡r❡ α ∈ [−π, π]✱
β ∈ [−π/2, π/2] ❛♥❞ d ∈ IR+ r❡♣r❡s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ❧❛t✐t✉❞❡ ❛♥❣❧❡
❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ P t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✭❋✐❣✳ ✶✳✶✮✳ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜✉t ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t
♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s P = (n, d) ✇❤❡r❡ n ✐s ❛ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ P ✭❋✐❣✳
✶✳✶✮✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧ n ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ α ❛♥❞ β ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✿

n = (nx, ny, nz) = (cos(β) cos(α), sin(β) cos(α), sin(α))

⇔

α = arcsin(
nz

||n||) ✱ β =







0 ✐❢ nx = ny = 0
arctan(nz

nx
) ✐❢ nx ❛♥❞ ny > 0

180 + arctan(
ny

nx
) ❡❧s❡

• ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t x t♦ ❛ ♣❧❛♥❡ P = (n, d) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

d(x, P ) = |nTx− d|. ✭✶✳✶✮

• ❚❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ♣♦✐♥t x t❤r♦✉❣❤ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P = (n, d) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

SP (x) = (I3 − 2nnT )x+ 2dn, ✭✶✳✷✮

✇❤❡r❡ I3 ✐s t❤❡ 3 × 3 ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳



◆♦t❛t✐♦♥s ✫ ❜❛s✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ✷✸

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ P❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ✸❉✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ t❛①♦♥♦♠② ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✭♠✉❧t✐♣❧❡✴♣❛rt✐❛❧✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ✸❉ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ ✐❞❡♥t✐❢② ✸
♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✿

✕ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✱
✕ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱
✕ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✱

❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡✲
r❛t✉r❡ ❛r❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✸ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ❧✐st ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦
♥♦t ✜t ✐♥ t❤✐s t❛①♦♥♦♠② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳

✷✳✶ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

✷✳✶✳✶ ❇❛s✐❝s

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥❡ P ❛s ✏t❤❡ ♣❧❛♥❡
t❤❛t ❜❡st ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t X✑ ✳ ❚❤✉s✱ P ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ E1 ✿

E1(P ) =
∑

xi∈X

d(xi, P )2

=
∑

xi∈X

|nTxi − d|2.

P

xd

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✏t❤❡ ♣❧❛♥❡ P t❤❛t ❜❡st ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t X✑

✷✺
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◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ♠❡s❤❡s✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ s✉♠s ♦❢ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦✈❡r tr✐❛♥❣❧❡s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✉♠s ♦✈❡r ✈❡rt✐❝❡s✳ ❚❤✐s ✇❛②✱
t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ X ❬❱❙❘✵✶❪✳

❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ E1 ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ d ❛♥❞ n ♠✉st ✈❛♥✐s❤ ❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳
❚❤❡ ✜rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t d ♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ nTxG✳ ❚❤✉s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ||n|| = 1✱ n
♠✉st ♠✐♥✐♠✐s❡ ✿

∑

xi∈X

|nT (xi − xG)|2 =
∑

xi∈X

||xi − xG||2 −
∑

xi∈X

||n× (xi − xG)||2, ✭✷✳✶✮

× ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❛t r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛❧ s✐❣♥ ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ n✳ ❇② ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ X ❤❛s
❛ ♠❛ss ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠♦♠❡♥t ♦❢ X ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛①✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ n ❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ xG✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡
♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ E1 ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s ♦❢ X ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♠♦♠❡♥t ♦❢
✐♥❡rt✐❛ ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏✜❣✉r❡ ❛①✐s✑✮✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ E1 ✐s t❤✉s ✈❡r②
s❛t✐s❢②✐♥❣ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥② ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
t♦ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ✭❧♦❝❛❧✮ ♦♣t✐♠❛ ♦❢ E1 ❝❛♥ ❞❡✜♥❡
❛ r❡❧❡✈❛♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ X✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞
❛❧❧ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ X ✿

✕ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✸ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r ♠❛tr✐① ♦❢ X
✭r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① ✐♥ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛②✮✳

✕ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✸ ♣❧❛♥❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡s❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ xG ❢♦r
s②♠♠❡tr② ✭❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✲ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✲ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ ✐ts ♠✐rr♦r❡❞
✈❡rs✐♦♥✮✳

❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t X ❤❛s ❧❡ss t❤❛♥ ✸ ❞✐st✐♥❝t
s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡♥ ❛t ❧❡❛st ✷ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❝❛tt❡r
♠❛tr✐① ❛r❡ ❡q✉❛❧✳ ❚❤✐s ❝❛✉s❡s E1 t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠❛ ✭❛♥② n ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡
❡✐❣❡♥s♣❛❝❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡s❡ ❡q✉❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✮✱ t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
✈❛❧✐❞ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s ♦❢ X✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❝✉❜♦✐❞ ✭r❡s♣✳ ❛ ❝✉❜❡✮ ❤❛s ♦♥❧② ✷ ✭r❡s♣✳
✶✮ ❞✐st✐♥❝t ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t ✺ ✭r❡s♣✳ ✾✮ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s✳ ❊✈❡♥ ✇♦rs❡✱ ❛ ❝②❧✐♥❞❡r ✭r❡s♣✳
❛ s♣❤❡r❡✮ ❤❛s ♦♥❧② ✷ ✭r❡s♣✳ ✶✮ ❞✐st✐♥❝t ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♠♠❡tr②
♣❧❛♥❡s✳

✷✳✶✳✷ ●❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥

❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ▼✐♥♦✈✐❝ ❡t ❛❧✳
❬▼■❑✾✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦♠❡♥ts t♦ st✉❞② t❤❡ ✷❉
s❡❝t✐♦♥ ♦❢ X ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ xG ❛♥❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ❛①✐s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❡ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ✇❤❡♥ t❤❡ ✸
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ▼❛rt✐♥❡t ❡t ❛❧✳ ❬▼❙❍❙✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❜②
❣❡♥❡r❛❧✐s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛♥ ❛①✐s t♦ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡rs✳ ❚❤❡s❡
❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♠♦♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇r✐t❡ ✿



❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ✷✼

E(2p)
1 (P ) =

∑

xi∈X

d(xi, n)2p =
∑

xi∈X

||n× (xi − xG)||2p. ✭✷✳✷✮

❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ❛♥② ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ X ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ♦❢ E(2p)
1 ∀p ∈ IN ✱

✇❤✐❝❤ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st❛t❡❞ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❛①❡s✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♣❧❛♥❡s (n, nTxG) t❤❛t ♦♣t✐♠✐s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡✈❡♥ ♦r❞❡r ♠♦♠❡♥ts ❛❧❧♦✇s t♦
❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡❧❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠♦♠❡♥t ✿ ❧♦ts
♦❢ ♣❧❛♥❡s ♦♣t✐♠✐s✐♥❣ E1 = E(2)

1 ❞♦ ♥♦t ♦♣t✐♠✐s❡ E(2p)
1 ✭p > 1✮ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧②

❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ▼❛rt✐♥❡t ❡t ❛❧✳ ♦♣t✐♠✐s❡ E(2p)
1 ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛❧✉❡s p

✭t②♣✐❝❛❧❧② ✶✱✷✱✸✮✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r p > 1✱ t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✐✮ ✜♥❞✐♥❣

P ✇❤❡r❡ ∇E(2p)
1 ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✵ ❜② ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❛♠♣❧✐♥❣

♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s n ❛♥❞ ✐✐✮ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ||∇E(2p)
1 || ❢♦r

❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✜♥❞ ✐♥ ✐✮✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧

❤❛r♠♦♥✐❝s✳ ◆♦r♠❛❧s n t❤❛t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② r❡❞✉❝❡ ||∇E(2p)
1 || t♦ ③❡r♦ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞

♦r❞❡rs 2p ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r r❡✢❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❝❤
❡①tr❛❝t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ n✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❧❛♥❡ P ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ SP (X) ❛♥❞ X✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❡s
♦❢ X ✭✐✳❡✳ s✐♠♣❧❡✱ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠♣r♦♣❡r ❢♦r♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
r❡✢❡❝t✐♦♥s✮✳

✷✳✶✳✸ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❦❡② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ X ❜② ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❡①❤✐❜✐t ❣♦♦❞
r❡s✉❧ts ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧♠♦st s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✳ ■t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞
✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s t♦ ❞❡t❡❝t ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❬▼■❑✾✸✱ ❈❱✵✽❪
❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❬P❡❙+✵✻❪ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ✸❉ ♦❜❥❡❝ts✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐t ♣❡r❢♦r♠s ✈❡r② ❜❛❞❧② ✐♥ ❝❛s❡
♦❢ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r♦❜✉st
✐s ❛ ❞✐✣❝✉❧t ✐ss✉❡ ❛s ❧❛r❣❡ r❡s✐❞✉❛❧s ♦❢ E1 ♦r ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦✉t❧✐❡rs ❜✉t ♠✉st ♦❢t❡♥ t♦ ♣♦✐♥ts ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ s✐♠♣❧② r♦❜✉st✐❢②✐♥❣ E1 ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ▼✲❡st✐♠❛t♦rs ❬P❡❙+✵✻❪ ♦r
❧❡❛st ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ sq✉❛r❡s ❡st✐♠❛t♦rs ❬▲❘✵✾❪ ❤❛✈❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳

✷✳✷ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥

✷✳✷✳✶ ❇❛s✐❝s

❩❛❜r♦❞s❦② ❡t ❛❧✳ ❬❩P❆✾✷✱ ❩P❆✾✺❪ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❛t t❤❡② ❝❛❧❧ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❞✐st❛♥❝❡ ❛s
✏❛ q✉❛♥t✐✜❡r ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✛♦rt r❡q✉✐r❡❞ t♦ t✉r♥ ❛ s❤❛♣❡ X ✐♥t♦ ❛ ♠✐rr♦r
s②♠♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡✑ ✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤✐s ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ X∗ ❝❛♥
t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ X✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ✏❡✛♦rt✑



✷✽ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

✐s q✉❛♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❢r♦♠ X t♦ X∗✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ✐s t❤❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✐s❡r ♦❢ ✿

E2(P ) = min
(x∗

i )∈IR3

∑

xi∈X

||xi − x∗i ||2

✇✐t❤ ∀x∗i ∈ X∗✱ ∃ x∗j ∈ X∗ s✉❝❤ t❤❛t x∗i = SP (x∗j )

P

x
x∗

d

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✏t❤❡ ♣❧❛♥❡ P ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✛♦rt ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦
t✉r♥ X ✐♥t♦ ❛ ♠✐rr♦r s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥t s❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❧❛♥❡ P ✑✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t
(xi)✱ t❤❡ ❝r♦ss❡s r❡♣r❡s❡♥t (x∗i )✳

❖♥❡ ❝❛♥ ✜rst ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ♣♦✐♥ts (x∗i )✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ s②♠♠❡tr②
❢♦r X∗ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ xj ∈ X✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t xπ(j) ✐♥ X s✉❝❤ t❤❛t
SP (x∗j ) = x∗π(j) ✭π : [1, . . . , N ] → [1, . . . , N ]✮✳ ❚❤✉s✱ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ (x∗i ) ✐♠♣❧✐✲
❝✐t❧② ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣❛✐r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ X✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❢♦r ❛❧❧ j s✉❝❤ t❤❛t π(j) 6= j✱
♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✿

∑

xi∈X

||xi − x∗i ||2 = ||xj − x∗j ||2 + ||xπ(j) − SP (x∗j )||2 + C, ✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ C ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ x∗j ✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x∗j ❣✐✈❡s ✿

x̃∗j =
xπ(j) + SP (xj)

2
. ✭✷✳✹✮

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ π(j) = j✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
x̃∗j ✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✐t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t x∗j ∈ P ✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s (x̃∗i )✱ E2(P ) ❝❛♥ t❤❡♥
❜❡ s✐♠♣❧② r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ✿

E2(P ) = min
π

∑

xi∈X

||xπ(i) − SP (xi)||2/4, ✭✷✳✺✮

✇❤❡r❡ ∀i, j✱ π(i) = j ⇔ π(j) = i ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ π ✐s ❜♦t❤
❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡✮✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ P ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ E2(P ) ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ✏t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤❛t
♠✐♥✐♠✐s❡s t❤❡ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ X✑ ❛♥❞ E2(P ) ❝❛♥ ❜❡ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ✿



❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ✷✾

E2(P ) = min
x
′
i∈X

∑

xi∈X

||SP (xi) − x
′

i||2/4

✇❤❡r❡ ∀i, j✱ x′

i = xj ⇔ x
′

j = xi✳ d

P

xSP (x)

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✏t❤❡ ♣❧❛♥❡ P t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s❡s t❤❡ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ X✑✳

❲✐t❤ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ E2 ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛♥ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝♦♥s✐sts
✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❜♦t❤ ✐✮ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ♠❛t❝❤✐♥❣s (xi, x

′

i) ✭✇✐t❤ ∀i, j✱ x′

i = xj ⇔ x
′

j = xi✮

❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s②♠♠❡tr② SP ❜❡st s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ (x
′

i) ♦♥ (xi)✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ❞✐s❝✉ss ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ♠❛t❝❤✐♥❣s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ E2(P )✳

✷✳✷✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ P̃ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ts (x̃
′

i)

■❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ts x̃
′

i ∈ X ✐s ❦♥♦✇♥✱ t✇♦ ♠❛✐♥
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥❡ P t❤❛t ❜❡st s✉♣❡r♣♦s❡s (x̃

′

i)
♦♥ (xi)✳

• ❊st✐♠❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿

❆ ✜rst✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣❧❛♥❡ K ❛♥❞ r❡✇r✐t✐♥❣
t❤✐s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✿

P̃ = arg min
SP

∑

xi∈X

||x̃′

i − SP ◦ SK ◦ SK(xi)||2

❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ✿
✲ ✐❢ K ‖ P t❤❡♥ SP ◦ SK ✐s ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥
✲ ✐❢ K ∦ P t❤❡♥ SP ◦ SK ✐s ❛ r♦t❛t✐♦♥

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❢♦r ❛♥② ♣❧❛♥❡ K✱ T = SP ◦ SK ✐s ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱
❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ P̃ ✐s t♦ ✜① ❛ ♣❧❛♥❡ K ❛♥❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ r✐❣✐❞✲❜♦❞②
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T̃ ❜❡st s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ X ❛♥❞ SK(X) ✿

T̃ = arg min
T

∑

xi∈X

||x̃′

i − T ◦ SK(xi)||2

❉✐✛❡r❡♥t ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st ❢♦r t❤✐s ❧❛st ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡



✸✵ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

✉♥✐t q✉❛t❡r♥✐♦♥s ❬❍♦r✽✼✱ ❋❍✽✻❪ ♦r t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬❆❍❇✽✼✱ ❍❍◆✽✽✱
❯♠❡✾✶❪✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ♠❛❥♦r ✢❛✇ ✿ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
T̃ ✱ ❝♦♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ SK ✱ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞❡✜♥❡ ❛ ♣r♦♣❡r r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥❡ P̃ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ SP̃ = T̃ ◦ SK ✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢ T̃
✐s ❛ ♣✉r❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♥♦t ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ K✱ t❤❡♥ T̃ ◦ SK ✐s ♥♦t ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥✳
❙❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ P̃ ❢r♦♠ T̃
❬❲P❲✵✸✱ ❩❘❋+✵✻✱ ▼❈P+✵✻✱ ❩P❆✾✺❪ ❜✉t t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞
t♦ ②✐❡❧❞ ❛ ♣❧❛♥❡ P̃ r❡❛❧❧② ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ E2(P ) ✭✇❤❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ts (x̃

′

i) ❛r❡ ✜①❡❞✮✳

• ❉✐r❡❝t ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✿

❘❡❝❡♥t❧② ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ✇❡ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❛✉t❤♦rs ❬❈❍❲+✵✽❛✱ ▼●P✵✼✱
❋❊❞❧❋+✵✽✱ ▼❇▼✵✵❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦✉♣❧❡ (K, T̃ )✳ ■t ❣✐✈❡s✱ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠
✭t❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮ ✿

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① A ♦❢ s✐③❡ N ×N ✭✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ P ✮✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ P = (d, n)
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s❡s

∑

xi∈X

∑

xj∈X

Ai,j ||xj − SP (xi)||2 ✇✐t❤ ∀i, j Ai,j ≥ 0 ✭✷✳✻✮

✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡❞ ❜② ✿
• n ❝♦❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✸

× ✸ ♠❛tr✐① B✱ ✇❤❡r❡

B =
∑

(xi,xj)∈X2

Ai,j [(xi − g1 + xj − g2)(xi − g1 + xj − g2)
T

− (xi − xj) (xi − xj)
T ]

❛♥❞
g1 = 1

P

i

P

j Ai,j

∑

(xi,xj)∈X2 Ai,jxi

g2 = 1
P

i

P

j Ai,j

∑

(xi,xj)∈X2 Ai,jxj
.

• d = 1
2(g1 + g2)

Tn✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❍♦r♥ ❬❍♦r✽✼❪ ❛♥❞ ❋❛✉❣❡r❛s ❛♥❞
❍❡❜❡rt ❬❋❍✽✻❪ ❢♦r r✐❣✐❞✲❜♦❞② r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (n, d) ✭✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r✱ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥✮ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣❛r❛♠❡t❡rs
(q, t) ✭✉♥✐t q✉❛t❡r♥✐♦♥✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✮✳

✷✳✷✳✸ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❜♦t❤ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥ts (x̃
′

i) ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥❡ P̃ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞
♦♥❡ ❤❛s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥



❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ✸✶

♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❇r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r ♠❛t❝❤✐♥❣s (xi, x
′

i)

❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s (xi, x
′

i) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♣❡r✲

♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ (xi)✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s
∑⌊N/2⌋

k=0
N !

(N−2k)! 2k k!
❡❧❡♠❡♥ts ❬❑♥✉✾✽❪✳ ❩❛❜r♦❞s❦② ❬❩P❆✾✺❪

s✐♠♣❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s s❡t✳ ❋♦r
❡❛❝❤ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❛t❝❤✐♥❣s (xi, x

′

i)✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧
♣❧❛♥❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❧✐♠✐ts t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s♠❛❧❧ ♣♦✐♥t s❡ts✳

❇r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r ♣❧❛♥❡s P

P♦❞♦❧❛❦ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬P❙●+✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ E2 ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛ ♥♦r♠❛✲
❧✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ E2✮ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ IR3 ♣❧❛♥❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❡st ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❤❡♠✳ ❋♦r t❤❛t✱ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t X ❜② ✐ts ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐st❛♥❝❡
tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥ ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ E2 ✇✐t❤ ❛
❦♥♦✇♥ ♣❧❛♥❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ E2(P ) ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❡st❡❞ ♣❧❛♥❡s ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳

❚❤✐s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ s✉r❢❛❝❡ t♦ ✈♦❧✉♠❡ ❞❛t❛
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡♠♦r②✴t✐♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s ♦♥❧② ❛❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢
E2 ❛♥❞ ♥❡❡❞s ❛ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❆❧t❡r♥❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r str❛t❡❣②✱ ✐❢ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ P ✱ ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡
❧❡❢t✲r✐❣❤t ♠❛t❝❤✐♥❣s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ♣❧❛♥❡✱ r❡❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡
♠❛t❝❤✐♥❣s✱ ❛♥❞ ✐t❡r❛t❡✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿

❙t❡♣ ✐✮ (x̃
′

i) = arg min
x
′
i∈X

∑

xi
||x′

i − SP̃ (xi)||2
✇✐t❤ ∀i✱ x′

i = xj ⇔ x
′

j = xi✳
❙t❡♣ ✐✐✮ P̃ = arg minP

∑

xi
||x̃′

i − SP (xi)||2

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ E2✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❛s
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ P ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❙t❡♣ ✐✐✮ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❙t❡♣ ✐✮ ❛♥❞ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s st❡♣
❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t ∀i, j✱ x′

i = xj ⇔ x
′

j = xi✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

❡❛❝❤ x̃
′

i ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✿

∀i, x̃′

i = arg min
x
′
i∈X

||x′

i − SP̃ (xi)||2 ✭✷✳✼✮

❙t❡♣ ✐✮ t❤❡♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ N ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡❛❧t
✇✐t❤ ✉s✐♥❣ ✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✮ ❛ k❞✲tr❡❡ ❬❇❡♥✼✺❪✳ ❘❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r
t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst ✐t ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ E2✳ ❙❡❝♦♥❞✱



✸✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❛s ✐t ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛s ♠❛♥②
♣♦✐♥ts ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ X ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❆s t❤❡s❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ♠❡t✱ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡s✉❧ts✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ✇❤❡♥ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❜✉t
t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇▼✾✷❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ■❈P str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡
✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✲❢r❡❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ E2 ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❜② ❩❛❜r♦❞s❦② ❡t ❛❧✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ s②♠✲
♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬❈❍❲+✵✽❛✱ ▼●P✵✼✱ ❋❊❞❧❋+✵✽✱ ❲P❲✵✸✱ ❩❘❋+✵✻✱ ▼❈P+✵✻✱
P❙●+✵✻❪✳

✷✳✷✳✹ ●❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥

❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝r✐✲
t❡r✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩❛❜r♦❞s❦② ❡t ❛❧✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝ s♦❧✉t✐♦♥
t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s♣❛❝❡ F r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ✸❉ s❤❛♣❡s✳ ■❢ ♦♥❡
❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ s❤❛♣❡ ✉♥❞❡r st✉❞② ❛s f ∈ F ✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❩❛❜r♦❞s❦②✱ ♦♥❡
❝❛♥ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✿

E ′

2(P ) = min
f∗∈Sym(P )

||f − f∗||F ,

✇❤❡r❡ Sym(P ) = {f ∈ F|SP (f) = f} ❛♥❞ ||.||F ✐s ❛ ♥♦r♠ ♦♥ F ✳ ❚❤✐s ❧❛st ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ s✐♠♣❧② r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

E ′

2(P ) = ||f − ΠSym(P )(f)||F , ✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ ΠSym(P )(f) ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ f ♦♥t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ Sym(P )✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❑❛③❤❞❛♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❇❈❉+✵✸❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ✿

E ′

2(P ) = ||f − (f + SP (f))/2||2F = ||f − SP (f)||2F/4. ✭✷✳✾✮

❚❤✐s ❛❣❛✐♥ s❤♦✇s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✛♦rt t♦ t✉r♥ ❛ s❤❛♣❡
✐♥t♦ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✭❊q✳ ✷✳✽✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✲
✇❡❡♥ f ❛♥❞ SP (f) ✭❊q✳ ✷✳✾✮✳

❈❤♦✐❝❡ ♦❢ f

❖♥❡ ❤❛s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ f ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ♦❢ P♦❞♦❧❛❦ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬P❙●+✵✻❪ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥
❞❡s✐❣♥✐♥❣ f ❛s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ X ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ IR3 t♦ IR+✮✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ tr② ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s s✉❝❤ ❛s ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧s✳

❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ||.||F
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦r♠ ||.||F ✇❛s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✷✲♥♦r♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤✐s ♥♦r♠ ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❛s ✐t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳
❉✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠s ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✳



❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦✐♥ts s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ✸✸

• ❆ ✜rst ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✷✲♥♦r♠ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r♦❜✉st ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s ♣r♦♣♦s❡❞
❜② ❩❛❜r♦❞s❦②✳ ■♥❞❡❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ r♦❜✉st ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✷✲♥♦r♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ▼✲❡st✐♠❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✿

E ′′

2 (P ) = min
x
′
i∈X

∑

xi∈X

ρ(||SP (xi) − x
′

i||)/4,

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
❤✐❣❤❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛rts ♦❢ X✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r❛❣♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛s✱ ❜② ❝❤♦♦✲
s✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ ✭❡✳❣✳ ❛ ▲❡❝❧❡r❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❬❈❍❲+✵✽❜❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t

∑

ρ(||.||) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦r♠ ❛♥❞ t❤✉s
✇❡ ❝❛♥♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s②♠♠❡tr② ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❩❛❜r♦❞s❦②
❡t ❛❧✳

• ❆♥♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡ ✐s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♥♦r♠ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ str❡t❝❤ ❛♥❞ ❜❡♥❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❙❛♠✐r ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❙❙❉❑✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ✐❞❡❛ r❡✇r✐t✐♥❣ P❜ ✷✳✾ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣❧❛♥❡ K ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐s✐♥❣
❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ R ✭s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝✳ ✷✳✷✳✷✮ ✿

E ′′′

2 (R) = arg min
R

||f −R ◦ SK(f)||F ✭✷✳✶✵✮

❚❤❡♥ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ F ❛♥❞ ||.− .||F ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
❈r✐t❡r✐♦♥ ✷✳✶✵✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❞✐r❡❝t❧②
❞❡s✐❣♥ F ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts ♦r ♦❢ ✸❉ s✉r❢❛❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs F
❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✸❉ ❝❧♦s❡ ❝✉r✈❡s✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❬❏♦s✵✼❪ ♣r♦✈✐❞❡s
❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ||.− .||F ❛♥❞ R ✭❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ P ✮✳
❚❤❡♥✱ ❙❛♠✐r ❡t ❛❧✳ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ s✉r❢❛❝❡s ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡♠ ❛s ❛♥ ✐♥❞❡①❡❞
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✈❡r R ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦t❤❡r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❝✉r✈❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ R✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✈✐❡✇ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✷✲♥♦r♠✱ t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❛♥❞ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t r♦❜✉st t♦ ♦✉t❧✐❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ✸❉
s✉r❢❛❝❡s ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✐s ❞❡❜❛t❛❜❧❡ ❛s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞❡①❡❞ ❝✉r✈❡s
✐♠♣♦s❡s ✐✮ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❧✐♥❡s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❞❡①
❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✮ ❛♥❞ ✐✐✮ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❝❧♦s❡❞
❝✉r✈❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡s❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ❧✐♠✐ts t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❧❛ss ♦❢ ❝♦♥❝❡♥tr✐❝ ❛♥❞
✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ str✉❝t✉r❡s✳

✷✳✷✳✺ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s

❙✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ ❛ ♣r❛❣♠❛t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡
❢r♦♠ ❛ ♣♦✐♥t ✭♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮ t♦ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✳



✸✹ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆s ♠❛♥② ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼✲❡st✐♠❛t♦rs ♦r ❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞✱ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✈❡r② ❛❞❛♣t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♦❢ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❛✐r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✮✳ ❍♦✲
✇❡✈❡r✱ t✇♦ ❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❛ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡s ❛♥❞ ♦♥ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣②✳
■t ✐s ♥♦t ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜✉t s✉✛❡rs ❢r♦♠ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✉❡ t♦ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❛♥❞
♦❢ ✐♥❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜✉t ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s
❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✜♥❡ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✸❉
♦❜❥❡❝t✳

✷✳✸ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣

✷✳✸✳✶ ❇❛s✐❝s

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥❡ P ❛s ✏t❤❡ ♣❧❛♥❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦st ♣♦✐♥ts ❛r❡ ♠✐rr♦r✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧✑ ✳ ❚❤✐s s✐♠♣❧②
✇r✐t❡s ❛s ✿

E3(P ) = card(xi ∈ X s✉❝❤ t❤❛t SP (xi) ∈ X)
x

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✧t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦st ♣♦✐♥ts ❛r❡
♠✐rr♦r✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧✧✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦✐♥ts (xi, xj) ♦❢ X2 ✭i 6= j✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛♥❡ Pi,j s✉❝❤ t❤❛t
xi = SPi,j

(xj) ✭❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝❛❧❧②✮✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡s
♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛❧❧ s✉❝❤ ♣❧❛♥❡s Pi,j ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥X
✭t❤❡r❡ ❛r❡ (card(X)2−card(X))/2 ♦❢ t❤❡♠✮✳ ❚❤❡♥ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ X✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤❡♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❡❛❝❤
♣❧❛♥❡ Pi,j ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ♦♥❧② ♦♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr②
♣❧❛♥❡s ✇✐❧❧ t❡♥❞ t♦ ❢♦r♠ ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ IR3 ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤✉s ❝♦♥s✐sts
✐♥ ✜♥❞✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤✐s s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✳

✷✳✸✳✷ ❈❧✉st❡r✐♥❣

❚❤❡ ❦❡② ✐❞❡❛ ✉♥❞❡r t❤✐s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s t♦ ✐✮ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② t❤❡ Pi,js ❛♥❞ ✐✐✮ ❡①tr❛❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t✇♦



❆♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✸✺

♠❛❥♦r ✭❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ❬❉❛❤✵✾❪✮ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳
• ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✱ ❬▲❡❛✾✸❪ ♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥❡s P ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥
t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ Pi,js✱ t❤✐s ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s
✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞✳ ❚❤❡♥ ✐ts ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ❛❧❧♦✇ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡s✳
❙❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❛♠♣❧❡ Pi,j ✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ ❜② ♦♥❡ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ Pi,j ✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❜✉t ♦❢
❧✐♠✐t❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ st❡♣s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣r♦✉♣ ❝❧♦s❡
♣❧❛♥❡s ❜✉t s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ❛❝❝✉r❛❝②✳

• ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ■t ❝♦♥s✐sts
✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ P❛r③❡♥ ✇✐♥❞♦✇ ❡st✐♠❛t❡✮ ❢r♦♠ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ s❛♠♣❧❡ (Pi,j) ✉s✐♥❣ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❦❡r♥❡❧✱ ✐t ✇r✐t❡s ✿

f(P |Pi,j) ∝
∑

xi

∑

xj

exp(D(Pi,j , P )2/(2h2)),

✇❤❡r❡ D ✐s ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡s ♦❢ IR3✳ ❚❤❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦❝❛❧
♠❛①✐♠❛ ✭✐✳❡✳ ♠♦❞❡s✮ ♦❢ f ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s ♦❢ X✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t❤❡ ▼❡❛♥ ❙❤✐❢t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❈▼✵✷❪ ❛❧❧♦✇s t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ f ✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r h2

❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ s❛♠❡
♠♦❞❡✳ ❇② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❢r♦♠ t❤❡ Pi,js✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❞✐s❝r❡t✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❍♦✉❣❤✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h
❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐ts ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡ ❬❈▼✵✷❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡
t❤❛t t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ❍♦✉❣❤ tr❛♥s❢♦r♠✳

❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ ❤❛✈❡ ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ t❡st❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t X✳

✷✳✸✳✸ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞
✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P ✿

✕ t❤❡ ✜rst str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ s✉❜s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t X✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉❜s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
♦❜❥❡❝t s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧✳

✕ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❡st✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦✐♥ts (xi, xj)
✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡♠✳ ■❢ t❤❡ t❡st ❢❛✐❧s✱ Pi,j ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥♦t ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❡✣❝✐❡♥t❧②✱ t❤❡ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡
♠✉st s❡❧❡❝t ♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ ♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ▼✐tr❛ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬▼●P✵✼❪ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ❜② ✐✮ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣
♣♦✐♥ts ❤❛✈✐♥❣ ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❛♥❞ ✐✐✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Pi,j ❛s
♥♦t ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✐❢ ❝✉r✈❛t✉r❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts xi ❛♥❞ xj ❛r❡ t♦♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳



✸✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

✷✳✸✳✹ ❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s

■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛❧❧ t❤❡ s✐❣♥✐✲
✜❝❛♥t r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❡st✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
❛❧❧♦✇s ❡✣❝✐❡♥t ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉♥❞❡r✲
❧②✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❡♥s✐t✐✈❡ ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ h2 ♦❢ t❤❡
▼❡❛♥ s❤✐❢t ❛♣♣r♦❛❝❤✮❛♥❞ t❤✉s ❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ r♦❜✉st ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜✐❧❛t❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ❛ ✸❉ ♦❜❥❡❝t✳

✷✳✹ ❖t❤❡r ♠❡t❤♦❞s

✷✳✹✳✶ ❊●■

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❤✐st♦❣r❛♠ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣
t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ✐♠❛❣❡ ✭❊●■✮✳ ❚❤✐s
❤✐st♦❣r❛♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❤❡r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❬❙❙✾✼❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ P❛♥
❡t ❛❧✳ ❬P❲◗❲✵✻❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✇❡✐❣❤ ❡❛❝❤ ❢❛❝❡t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❣✐✈❡ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❛r❡❛s ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ❛♥
✐♠♣♦rt❛♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❚❤✐s ❊●■ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ✐s t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞♦♠❛✐♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② s♠♦♦t❤❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡✳ ■❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡♥ s♦ ✐s ✐ts ❊●■✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐s s❡❛r❝❤❡❞ ❛r♦✉♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦♥❡ ❜② ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊●■ ❛♥❞ ✐ts r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ♣❧❛♥❡ ✭✉s✐♥❣ ❡①❤❛✉st✐✈❡
s❡❛r❝❤✮✳

▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ✿

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ t✉r♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡
s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛♥② ✸❉ ♣♦✐♥t s❡t t♦ t❤❛t ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛♥ ❊●■✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s q✉✐t❡ r❡str✐❝t✐✈❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ✐t ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡①
str✉❝t✉r❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ✭♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♦r
t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡✮ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ◆♦r♠❛❧s ❛♥❞
❝✉r✈❛t✉r❡s ❛r❡ q✉❛♥t✐t✐❡s q✉✐t❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✉♥❞❡r st✉❞② ❤❛s ♦♥❧② ✇❡❛❦
❛s②♠♠❡tr✐❡s ✿ ❛♥② str♦♥❣ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr② ✭❡✐t❤❡r ♥♦r♠❛❧✱ ♣❛t❤♦❧♦❣✐❝❛❧✱
♦r ❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♠❛❣❡ ❛rt✐❢❛❝ts s✉❝❤ ❛s ♦❝❝❧✉s✐♦♥s✮ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜✐❛s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
s♦♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❞❡❜❛t❛❜❧❡ ✿ ✐♥ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢
n ✐s ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ d ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡
♦❢ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐s ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ✐s
✐♥❡✈✐t❛❜❧② ♠❛❞❡ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❧♦ss ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✸✼

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤✐s t❛①♦♥♦♠② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡
❡st✐♠❛t♦rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ♠♦♠❡♥t ❛♥❛❧②s✐s r❡❝❡♥t❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ▼❛rt✐♥❡t ❡t ❛❧✳ ❛♥❞ t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛♥t
♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐♥✐♠✐s❡s ❛ ✧r❡❧❛①❡❞✧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❞✐st❛♥❝❡
❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② ❩❛❜r♦❞s❦② ❡t ❛❧✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ♥♦t✐❝❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇❡
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❤❛s ♣r♦♣❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✿

✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠♣❧❡✱ ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ❜✉t ❧✐❦❡❧② t♦ ❢❛✐❧ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
✭♠✉❧t✐♣❧❡✮ ♣❡r❢❡❝t ❣❧♦❜❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s✳

✕ ❙✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ ♦♥❡
❤❛s ❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✕ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t r❡q✉✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❡❞
t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❜✉t ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦
✐♥❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ t♦ ❛ str♦♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳



✸✽ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❛①♦♥♦♠②✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡t X ✐♥ ❛ r♦❜✉st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❛②✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ s✉❜✲♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣❧❛♥❡s ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❝♦❛rs❡❧② ❛❧❧ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t❡ ❛♥❞ ♣❛rt✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ X ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r✐♦r ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ t❤❡s❡
♣❧❛♥❡s ❛s ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥❡✇ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ r♦❜✉st ▼▲ ❡st✐♠❛t♦r ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤✐s
❡st✐♠❛t♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ P ✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❡st✐♠❛t❡
s❡✈❡r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❡s ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥s✳

✸✳✶ ❈♦❛rs❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s

✸✳✶✳✶ ❙✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❦❡②♣♦✐♥ts

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ ❛ ❦❡②♣♦✐♥t ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s✉❜s❡ts ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇❤✐❧❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❬❉❈✼✻❪ ✭❝❛❧❧❡❞ κ1 ❛♥❞ κ2✮ ❛r❡
✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ✐s♦♠❡tr✐❡s ✭❛♥❞ t❤✉s t♦ r❡✢❡❝t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦
❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ s✉❝❤ ❛ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ✐✮ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣♦✐♥ts
✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ❛♥❞ ✐✐✮ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧
❞✐st♦rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ✭❡✳❣✳ ❞✉❡ t♦ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr② ♦r
✐♠♣❡r❢❡❝t ❞✐❣✐t✐s❛t✐♦♥✮✳ ❇♦t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

⊲ ❋✐rst✱ ✇❡ ❞✐s❝❛r❞ ✉♠❜✐❧✐❝ ♣♦✐♥ts ✭♣♦✐♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ |κ1| = |κ2|✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ✭❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦r ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ |κ1| ≈ |κ2|✮✱ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢
♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛r❡ ❛♠❜✐❣✉♦✉s ❛♥❞ ♥♦t ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♦♥❧②
❦❡❡♣ ♣♦✐♥ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ |κ1/κ2| ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ κm✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✢❛t
♣❛rts ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ ♠❛♥② s✉❝❤ ✉♠❜✐❧✐❝ ♣♦✐♥ts✳

⊲ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❦❡❡♣ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ t❤❛t ♠❛✐♥❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ s❡❧❡❝t ♣♦✐♥ts ✇❤♦s❡ |κ1| ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥

✸✾



✹✵ ❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❛ t❤r❡s❤♦❧❞ κM ✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡ ❧✐❦❡❧②
t♦ ❡①❤✐❜✐t ♠❛♥② ❧❡ss ❦❡②♣♦✐♥ts t❤❛♥ ♦t❤❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❢❛✐r❧② ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢♦r
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②♠♠❡tr② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜②
✐✮ ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s ♣❛t❝❤❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r s✐③❡ ✭✇❡ ✉s❡ ❛ s✐③❡ ♦❢ ✹✵✮ ✐✐✮
s❡tt✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ t❤r❡s❤♦❧❞ κM ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛t❝❤✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❦❡②♣♦✐♥ts ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♦❜❥❡❝ts✳

❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ t♦ s♠❛❧❧ ❞✐st♦rs✐♦♥s✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t x ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ q✉❛❞r❛tr✐❝ s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦✉r❤♦♦❞ ♦❢ x ❬●■✵✹❪✳

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♦❜❥❡❝ts✳

✸✳✶✳✷ ▼❛t❝❤✐♥❣ ❦❡②♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✇❡✐❣❤✐♥❣ ♣❛✐rs

❲❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡②♣♦✐♥ts xi ❛♥❞ xj t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✐♥❣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥
SPi,j

s✉❝❤ t❤❛t ✿

xi = SPi,j
(xj) ✭❛♥❞ r❡❝✐♣r♦❝❛❧❧② xj = SPi,j

(xi)✮

❚❤❡ ♣❧❛♥❡ Pi,j ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② t❡st❡❞ ❢♦r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❤❛t xi ❛♥❞ xj ❛r❡ ♠✐rr♦r
✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❛t ♣♦✐♥ts xi ❛♥❞ xj ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦
✐s♦♠❡tr✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❉❛r❜♦✉① ❢r❛♠❡ ✐s ♥♦t✱ ❜✉t ❜♦t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✇❡✐❣❤ Pi,j ❛s ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉❛r❜♦✉① ❢r❛♠❡ ❛t xi ❛♥❞ t❤❡ ✢✐♣♣❡❞ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❉❛r❜♦✉① ❢r❛♠❡
❛t xj ✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉❛r❜♦✉① ❢r❛♠❡s✱
t❤❡ ✇❡✐❣❤t ci,j ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✭♥♦r♠❛❧s n ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s e1 ❛♥❞ e2 ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ∧ ✐s t❤❡ ❝r♦ss✲♣r♦❞✉❝t✮ ✿
✇❤❡r❡ 0 ≥ β ≥ 1 ✇❡✐❣❤s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞
❉❛r❜♦✉① ❢r❛♠❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ci,j ✳

◆♦t❡ t❤❛t ci,j = cj,i✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ci,i ✐s s❡t t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡ cm t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t xi ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠✐❞❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ✭❛♥❞ t❤✉s ❤❛s ♥♦ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❝♦✉♥✲
t❡r♣❛rt✮✳



❈♦❛rs❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✹✶

ci,j = (1 − β)
(

||κxi

1 | − |κxj

1 || + ||κxi

2 | − |κxj

2 ||
)

+β
(

arcsin |nxi ∧ SPi,j
(nxj )|

+arcsin |exi

1 ∧ SPi,j
(e

xj

1 )|

+arcsin |exi

2 ∧ SPi,j
(e

xj

2 )|

xi
xj

Pi,j

nxjnxi

txi txj

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ci,j ✳

✸✳✶✳✸ ❇✉✐❧❞✐♥❣✱ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ ❛✣♥✐t② ♠❛tr✐①

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦st ✈❛❧✉❡s ci,j ❛r❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛✣♥✐t② ♠❡❛s✉r❡s ❜② s❡tt✐♥❣ Ci,j ∝
exp(

−ci,j

2σ2 ) ✇❤❡r❡ σ2 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦♥ ci,j ✿ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤❡
❤✐❣❤❡r σ✱ t❤❡ ✢❛tt❡r Ci,.✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① (Ci,j) ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t❤❛t t✇♦ ❦❡②♣♦✐♥ts
❛r❡ ♠✐rr♦r ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝❛❧❧ N t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① C✳

✸✳✶✳✸✳✶ ❊♥❢♦r❝✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ C

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜✉✐❧t ❛ ♠❛tr✐① c ✭❛♥❞ C✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ♣♦✐♥ts
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤❡s ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❆❞❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts
♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✿ ❜✉✐❧❞ ❛
♠❛tr✐① ❛s ❝❧♦s❡❞ ✭✐♥ ❛ s❡♥s❡ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✮ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① C
❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐♥❣ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✳

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ✭❧✐❦❡ ✐♥ ❢❛❝❡
r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✴♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✮ ❀ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t
❤❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✭♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✮ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ ♠❛tr✐①
C t♦ ❜❡ ❞♦✉❜❧② st♦❝❤❛st✐❝✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♠❛tr✐① ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥❞ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥❝♦❤❡r❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐♥❡s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❬●❍❘✾✽✱ ❇❈❚✵✼✱ ❙✐♥✻✹❪ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❛ t❛s❦ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡
♠❡r✐ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳

✸✳✶✳✸✳✷ Pr✉♥✐♥❣ C

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ N ×N
♠❛t❝❤✐♥❣s ✇❤❡r❡❛s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ Ci,j ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❝❛♥❝❡❧
s♦♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✈✐❛ ✿

✕ ❡✐t❤❡r ❛ ❜❡st ♦♥❡ r✉❧❡ ✿
∀i, j Ci,j = 1 ✐❢ j = arg maxk Ci,k

Ci,j = 0 ❡❧s❡
✕ ♦r ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ r✉❧❡ ✿
∀i, j Ci,j = 1 ✐❢ Ci,j ≥ δ

Ci,j = 0 ❡❧s❡
◆♦t❡ t❤❛t ❛❢t❡r t❤✐s st❡♣✱ Ci,j ✐s ❛ ❜✐♥❛r② ♠❛tr✐①✳



✹✷ ❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✸✳✶✳✹ ❈❧✉st❡r✐♥❣ ♠✐rr♦r s②♠♠❡tr✐❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❝❧✉st❡rs ♦❢ Pi,js✱ ✇❡ ✜rst ❜✉✐❧❞ ❛ P❛r③❡♥ ✇✐♥❞♦✇ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠
t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s❛♠♣❧❡s Pi,j ✉s✐♥❣ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡ ✐ts ♠♦❞❡s✳ ❲❤❡♥
❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ P❛r③❡♥ ✇✐♥❞♦✇ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ (Pi,j) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✿

p(P |C) ∝
∑

xi

∑

xj

Ci,j . exp(−D(Pi,j , P )2/(2h2)), ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ h2 ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦
❛ s❛♠❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ✜rst ✐ss✉❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ D(Pi,j , P )✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ✐ss✉❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❞❢ p✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❜♦t❤ ✐ss✉❡s
❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ p r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ D✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r D ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❛t✐s❢②✐♥❣✳

✸✳✶✳✹✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✶ ✿ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs

■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✱ ▼✐tr❛ ❡t ❛❧✳ ❬▼●P✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛♥❡s ∈ IR3

❛s ❛ ✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
♣❛r❛♠❡t❡rs α✱ β ❛♥❞ d✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡r♥❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
✸✳✶ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

p(P = (α, β, d)|C) ∝
∑

xi

∑

xj

Ci,j . exp(−|αi,j − α|2/(2h2
1)). ✭✸✳✷✮

exp(−|βi,j − β|2/(2h2
2)). exp(−|di,j − d|2/(2h2

3)).

❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs h1✱ h2 ❛♥❞ h3 ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❝t ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛❧❧ ♠♦❞❡s
♦❢ t❤❡ ♣❞❢ p ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡❛♥✲s❤✐❢t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬❋❍✼✺❪✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ▼❡❛♥❙❤✐❢t✶✳

❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧❛♥❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ β → 0 ✿ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ n t❡♥❞s t♦ ♣♦✐♥t
t♦ t❤❡ ♥♦rt❤ ♣♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣❧❛♥❡s (α, β → 0, d) ✭∀α✱ ❛♥❞
❢♦r ❛ ✜①❡❞ d✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤❡r❡❛s D ✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤
α✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ❢r❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ X ✐s
❡①♣r❡ss❡❞✳

✸✳✶✳✹✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✷ ✿ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛♥❡s ♦❢ IR3 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t
✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❤❡r❡ ✭❝❛❧❧❡❞ S3✮ ❛♥❞ ♦❢ ❛ ✶✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ✿ P ∈ S3 × IR✳
❊❛❝❤ Pi,j ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❥♦✐♥t s♣❛❝❡ ❜② t❤❡ ♣❛✐r (ni,j , di,j) ∈ S2×IR✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛s
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r d ∈ IR ❛♥❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥ IR+✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts r❡♣r❡s❡♥t ❛ s✐♥❣❧❡
♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣✉r♣♦s❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ ❛



❈♦❛rs❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✹✸

s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡s ❜② s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♠♣♦s✐♥❣ d > 0✳ ❆♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ s♣❛❝❡s ✐s ✿

D(n1, n2) = acos(nT
1 n2) ❛♥❞ D(d1, d2) = |d1 − d2|.

❚❤❡ t✇♦ r❡s✉❧t✐♥❣ s♣❛❝❡s ❛r❡ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞s ✭♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛ ▲✐❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❛♥
❊✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♠❛♣s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r ❛r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢♦r t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♣❛rt IR✳ ❋♦r S3 t❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❇❋✾✽❪ ✿

logn2
(n1) = acos(nT

1 n2).(n1 − n2.(n
T
1 n2))/||(n1 − n2.(n

T
1 n2))||,

expn2
(n1) = n2 cos(||n1||) + n1 sin(||n1||)/||n1||.

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡r♥❡❧s ❢♦r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✭n✮ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ✭d✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

p(P = (n, d)|C) ∝
∑

i

∑

j

Ci,j . exp(− acos(nTni,j)
2/(2h2

1)). exp(−|d− di,j |2/(2h2
2)).

✭✸✳✸✮
❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs h1 ❛♥❞ h2 ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t ❢♦r t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✭n✮ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ✭d✮
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❧♦❝❛❧
♠❛①✐♠❛ ♦❢ p ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡❛♥✲s❤✐❢t ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬❙▼✵✾❪ t❤❛t ❡♥t✐r❡❧② r❡❧✐❡s ♦♥
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs D✱ log ❛♥❞ exp ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❆❧❣♦ ▼❡❛♥❙❤✐❢t✷✿ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❡❛♥✲s❤✐❢t

∀ i, j ❧❡t ni,j ❜❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ Pi,j ✱
❧❡t di,j ❜❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♦r✐❣✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ Pi,j

❢♦r ❛❧❧ Ck,l == 1
❧❡t n = nk,l

❧❡t d = dk,l

❞♦

ntemp =
P

i,j Ci,j exp(− acos(nT ni,j)
2/h2

1
). exp(−|d−di,j |

2/h2
2
). logn(ni,j)

P

i,j Ci,j exp(− acos(nT ni,j)2/h2
1
). exp(−|d−di,j |2/h2

2
)

dtemp =
P

i,j Ci,j exp(− acos(nT ni,j)
2/h2

1
). exp(−|d−di,j |

2/h2
2
).di,j

P

i,j Ci,j exp(− acos(nT ni,j)2/h2
1
). exp(−|d−di,j |2/h2

2
)

n = exp(ntemp)
d = dtemp

✇❤✐❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞
r❡t❛✐♥ (n, d) ❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡

❛♣♣❡♥❞ ❝❧♦s❡ ♠♦❞❡s

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛s D ✐s ♥♦t ❛♥ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ p ❞♦❡s ♥♦t ❞❡✜♥❡ ❛ tr✉❡ ❦❡r♥❡❧ ❞❡♥s✐t②
❬❙▼✵✾❪✳



✹✹ ❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✸✳✶✳✹✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥ ✸ ✿ P♦✐♥t✲t♦✲♣❧❛♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❣❧❡s

❚❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♦r✐❣✐♥ d ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❋✐rst ❝♦♥tr❛r②
t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❡❡ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❢r❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♣❧❛♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱
✐t ❤❛s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝❛♥t ♣❧❛♥❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱
❛s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡s P

′

2 ❛♥❞ P
′′

2 ✭❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡♠✮ ❤❛✈❡ ♥♦ r❡❛s♦♥
t♦ ❜❡ ❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ P1 ❜✉t ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t |d

P
′′
2

− dP1
| < |d

P
′
2

− dP1
|

✭❋✐❣✳ ✸✳✸✮✳

P1

P
′′

2

P
′

2

d
P

′

2

d
P

′′

2

dP1

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r d ❢♦r
❝❧✉st❡r✐♥❣✳

❍♦✇❡✈❡r ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♣❧❛♥❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❣✉❧❛r
❞✐st❛♥❝❡ ✭✐✳❡ ♣❧❛♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧♠♦st ♣❛r❛❧❧❡❧✮ ❜✉t ❜❡✐♥❣ ❞✐st✐♥❝t ✭✐✳❡✳ ♥♦t s✉♣❡r♣♦s❡❞✮
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥❡ P ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦
t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥ts xi+xj

2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡s Pi,j ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡ P ✳ ❚❤✉s✱
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❉❛❤②♦t ❬❉❛❤✵✾❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♣❞❢
❛s ✿

p(P = (n, d)|C) ∝
∑

i

∑

j

Ci,j exp(−d(
xi+xj

2 , P )2

2h2
1

) ✭✸✳✹✮

p(P = (n, d)|C) ∝
∑

i

∑

j

Ci,j exp(−(d− (
xi+xj

2 )Tn)2

2h2
1

) ✭✸✳✺✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡s ✿

p(P = (n, d)|C) ∝
∑

i

∑

j

Ci,j exp(−(d− (
xi+xj

2 )Tn)2

2h2
1

) exp(−
acos(nT

i,jn)2

2h2
2

) ✭✸✳✻✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t❤❡ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st t❡r♠✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❜❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ t❡r♠ ❜② | acos(nT

i,jn)|2 ❜② t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦st
(1 − nT

i,jn)2✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✿

p(P = (n, d)|C) ∝
∑

i

∑

j

Ci,j exp(−(d− (
xi+xj

2 )Tn)2

2h2
1

) exp(−
(1 − nT

i,jn)2

2h2
2

) ✭✸✳✼✮



❈♦❛rs❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✹✺

❚❤❡ t✇♦ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡
♣❧❛♥❡s✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ p ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ d ❛♥❞ n✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛♥✲s❤✐❢t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿

❆❧❣♦ ▼❡❛♥❙❤✐❢t✸✿ P♦✐♥t t♦ ♣❧❛♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦r♠❛❧s

∀ i, j ❧❡t ni,j ❜❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ Pi,j ✱
❧❡t mi,j ❜❡ t❤❡ ♠✐❞♣♦✐♥t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ Pi,j ✱
❧❡t di,j ❜❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♦r✐❣✐♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❧❛♥❡ Pi,j ✳

❢♦r ❛❧❧ Ck,l == 1
❧❡t n = nk,l

❧❡t d = dk,l

❧❡t m = mk,l

❞♦

∀ i, j Ri,j(d, n) = exp(− (d−mT
i,jn)2

2h2
1

) exp(− (1−(nT
i,jn))2

2h2
2

)

d =

P

i,j Ci,j

mT
i,jn

h2
1

Ri,j(d,n)
P

i,j Ci,jRi,j(d,n)

❜✉✐❧❞ t❤❡ 3 × 3 ♠❛tr✐① A s✉❝❤ t❤❛t Ak,l =
∑

i,j Ci,j

(

mk
i,jml

i,j

h2
1

+
nk

i,jnl
i,j

h2
2

)

Ri,j(d, n)

❜✉✐❧❞ t❤❡ ✸D ✈❡❝t♦r b s✉❝❤ t❤❛t b =
∑

i,j Ci,j
mi,j

h2
1

Ri,j(d, n)

n = A−1b
✇❤✐❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡❞
r❡t❛✐♥ (n, d) ❛s ❛ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡

❛♣♣❡♥❞ ❝❧♦s❡ ♠♦❞❡s

◆♦t❡ t❤❛t✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ t❤❡
❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳✷ ❢♦r n ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t t♦ ♣❧❛♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t s✉❜s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✶✳✺ ❈❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♠✐rr♦r s②♠♠❡tr✐❡s

❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠♦❞❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❧❛✉s✐❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡
❝❛♥ ❤❛✈❡ ♥♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛♥❞ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❡st ❡❛❝❤ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛s❡t X✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts
xi, xj ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠❛ P ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥✲s❤✐❢t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
♣❛✐rs✱ ✇❡ t❡st ✭r❡❝✉rs✐✈❡❧②✮ ✐❢ ♣♦✐♥ts ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ xi ❛r❡ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧
✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ P ♦❢ ♣♦✐♥ts ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ xj ✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ✐♥❧✐❡r r❛t❡
❢r♦♠ t❤✐s t❡st✳ ■❢ t❤✐s r❛t❡ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ nbmin✱ P ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ X✳ ❚❤✐s ✇r✐t❡s ♠♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❛s ✿



✹✻ ❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❢♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts (xi, xj) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❝❧✉st❡r P
✐✮ ❧❡t Nxi

✱Nxj
❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ xi ❛♥❞ xj

✐✐✮ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦✐♥ts xk ♦❢ Nxi

✐❢ ∃ xl ∈ Nxj
s✉❝❤ t❤❛t ||SP (xk) − xl|| ≤ δ ✐♥❝r❡♠❡♥t nbIn

❛♥❞ ❛❞❞ Nxk
t♦ Nxi

❛♥❞ Nyl
t♦ Nxj

❡❧s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t nbOut
✐❢ nbIn

nbOut ≥ nbmin✱ P ✐s ❛ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ X

✸✳✶✳✻ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

✸✳✶✳✻✳✶ P❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② s❡t t♦ ✿
✕ κm = 0.9✱
✕ κM = 0.9 t✐♠❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛t❝❤✱
✕ σ = 0.1 t✐♠❡s t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ X✱
✕ cm = 0.1✱
✕ δ = 0.05 t✐♠❡s t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ X✱
✕ nbmin = 0.8✳

✸✳✶✳✻✳✷ ❙♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

▼❡❛♥❙❤✐❢t✶ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳✶✮ ❛♥❞ ▼❡❛♥❙❤✐❢t✷ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳✷✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❢r❛♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡✈❛✲
❧✉❛t❡✱ ❛s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② s✐♠♣❧② ♠♦✈✐♥❣
r✐❣✐❞❧② t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❇② ❝♦♥tr❛st✱ ▼❡❛♥❙❤✐❢t✸ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛♠❡
✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❡①♣r❡ss t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✉♥❞❡r st✉❞② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s st❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
✇❡ ✉s❡ ▼❡❛♥❙❤✐❢t✸✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ❛❧✇❛②s ♣r♦✈✐❞❡s q✉✐t❡ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛✲
♠❡t❡r ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♠❛♥❛❣❡ t♦ s❡t t❤✐s
♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ♠❛♥✉❛❧❧②
❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ♣♦✐♥t s❡ts ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss ♦❜❥❡❝ts ✭❜r❛✐♥✱ ✈❡♥tr✐❝❧❡✱ ❝❤❛✐r✱ ❡t❝✮✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❬❈❘▼✵✶❪✳

❆s ✇❡ ❞❡s✐❣♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ s②♠✲
♠❡tr✐❡s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✐ts ❛❝❝✉r❛❝②✳

✸✳✶✳✻✳✸ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts

❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ▼❡❛♥❙❤✐❢t✸ ❜② ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳



❈♦❛rs❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✹✼

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡
♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t



✹✽ ❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✸✳✷ ❆❝❝✉r❛t❡ ✫ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡❝t ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s
♦❢ ❛ ✸❉ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛②✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ s②♠♠❡tr② ❤❛s t♦ ❜❡ ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ ✈❡r② ♣r❡❝✐s❡❧② ❛♥❞ ✐♥ ❛ r♦❜✉st ✇❛② ✭❡✳❣✳ ❢♦r ❢❛❝❡ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥ ♦r ♣r❡♦♣❡r❛t✐✈❡
❢❛❝✐❛❧ s✉r❣❡r②✮✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ♣r♦♣❡r❧② ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ♦r ♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ ✐t ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❣♦♦❞ ✇❛② t♦ ✜♥❞ t❤✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ✐♥ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ✇❛②✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✜rst
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❧❛♥❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞
✇❡ ❞❡✈✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮✱ ❛ ❣♦♦❞ str❛t❡❣② ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✐s t❤❡ ✇✐❞❡❧②✲✉s❡❞
■❈P✲❢♦r♠❛❧✐s♠ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❡①t❡♥❞ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜❡❧♦✇
t♦ ♠❛❦❡ ✐t ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ r♦❜✉st✳

✸✳✷✳✶ ❆ ❢❛st✱ r♦❜✉st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s ♦❢ ❛♥
♦❜❥❡❝t X ❛s t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ✿

E2(P ) = min
x
′
i∈X

∑

xi∈X

||SP (xi) − x
′

i||2 ✭✸✳✽✮

■❢ ♦♥❡ ❤❛s ❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ P ✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞
❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ ❛♥ ■❈P✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ t❤✐s ■❈P✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t r♦❜✉st t♦ ♦✉t✲
❧✐❡rs✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❞❡❛❧
✇✐t❤ t❤✐s ✐ss✉❡ ❬❈❙❑✵✺✱ ❑❑▼✵✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥♦t❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ❛s ❢♦r t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ E2 ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐s❝r❡t❡✱ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✉♥❞❡r st✉❞②✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s
❝❛✉s❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ E2 t♦ ❡①❤✐❜✐t ❧♦ts ♦❢ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❝❧♦s❡ t♦ ♠♦r❡ r❡❧❡✈❛♥t
♠✐♥✐♠❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ■❈P✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✱ ❧♦❝❛❧
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮ ❢❛✐❧✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r✐❣✐❞✲❜♦❞② r❡❣✐str❛t✐♦♥
♦❢ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✱ ❘❛♥❣❛r❛❥❛♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s✐♥❣
♠✉❧t✐♣❧❡✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❛t❝❤❡s ❬❘▼P+✾✻❪✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞
❛♥❞ s♠♦♦t❤❡r✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ t❤❛♥ E2✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ✐❞❡❛✱ ❛♥❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s✉❝❤ ❢✉③③② ♠❛t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts✱ ✐s t♦ ❝❛st t❤❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t♦ ✉s❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s
♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤✉✐ ✫ ❘❛♥❣❛r❛❥❛♥ ❬❈❘✵✸❪ ❛♥❞ ●r❛♥❣❡r ✫ P❡♥♥❡❝ ❬●P✵✷❪✱ ✇❤♦ ✐♥tr♦❞✉✲
❝❡❞ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r✐❣✐❞✲❜♦❞② r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛♥ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ E2✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✸✳✷✳✶✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ P ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s❡t X ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❜❡st
s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ X ❛♥❞ ✐ts r❡✢❡❝t✐♦♥ SP (X) ❛❜♦✉t P ✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r X ❛s ❛ ♥♦✐s❡❞



❆❝❝✉r❛t❡ ✫ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✹✾

✈❡rs✐♦♥ ♦❢ SP (X)✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t xi ♦❢ X ❛s t❤❡ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ card(X) ●❛✉ss✐❛♥
❧❛✇s (N (SP (xk), σ

2I))xk∈X ✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✿

L(P ) =
∏

xi∈X

∑

xj∈X

πi,jpj(xi;P )

✇❤❡r❡ πi,j ❛r❡ ♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭∀i✱ ∑j πi,j = 1✮ ❝♦♥✈❡②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡
♣♦✐♥t xi ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ pj(.;P ) = N (SP (xj), σ

2I) ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ❛♥②✲
t❤✐♥❣ ❡❧s❡✳

❚❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❉▲❘✼✼❛❪ ✭❊▼✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛①✐♠✐s❡
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ L ❛♥❞ ②✐❡❧❞s t❤❡ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✭s❡❡
❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✮ ✿

❙t❡♣ ✵ ✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❡ P̃

❊✲st❡♣ ✿ ∀i, jÃi,j =
πi,j exp(−||xj−S

P̃
(xi)||

2/(2σ2))
P

k πi,k exp(−||xk−S
P̃

(xi)||2/(2σ2))

▼✲st❡♣ ✿ P̃ = arg minP

∑

(xi,xj)∈X2 Ãi,j ||xj − SP (xi)||2
❙t❡♣ ✸ ✿ ✐❢ P̃ ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞ ❣♦ t♦ ❊✲st❡♣ ❡❧s❡ ✜♥✐s❤

❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① A ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ❢✉③③② ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ SP (X) ✭❊✲st❡♣✮✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ P ✭▼✲st❡♣✮✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 ✐s ♥♦t ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❢✉③③✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① A✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r
♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

❚❤❡ ▼✲st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡♠ ✇❡ st❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ■❈P✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ s❡❡♥ ❛s
❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t xj ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ Ai,j ✐s
t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ♦❢ SP (xi) ✐♥ X✱ s♦ t❤❡ ❊✲st❡♣ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❙t❡♣ ✐✮✳ ■❢ t❤❡ ♠❛tr✐①
A ✐s ♠❛❞❡ ❜✐♥❛r②✱ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❤✐s ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ▼✲st❡♣ ✐s
✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❙t❡♣ ✐✐✮✳

✸✳✷✳✶✳✷ ❘❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs

❚❤❡ ❊✲st❡♣ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t SP̃ (xi), xi ∈
X ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts xj ♦❢ X✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t SP̃ (xi) ✐s ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ X ✭✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✇❤❡♥ xi ❤❛s ♥♦ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s Ai,. ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ t❡r♠ ✭s❡❡ ❊✲
st❡♣✮ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ♠❛①✐♠✐s❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ r❡❥❡❝t t❤❡ ♣♦✐♥ts xj ✐♥ X t❤❛t ❛r❡ ❢❛rt❤❡r ❢r♦♠ SP̃ (xi) t❤❛♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
❝✉t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ ❣✐✈❡ t❤❡♠ ❛ ♥✉❧❧ ✇❡✐❣❤t Ãi,j ✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣r♦❝❡ss ✐s
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r pj ❛s ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
●❛✉ss✐❛♥ ❧❛✇✳ ❲✐t❤ t❤✐s s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
st✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡
t❤r❡s❤♦❧❞ ♠✉st ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ σ ✿ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♠❛t❝❤❡s ✇❤❡♥ σ ✐s



✺✵ ❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❧❛r❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡s❡ ♠❛t❝❤❡s ✇❤❡♥ σ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✉s ✇❡
❝❤♦♦s❡ t♦ s❡t t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ lσ✳ ❚❤❡ ❊✲st❡♣ t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s ✿

✐✮ ■♥✐t✐❛❧✐s❡ Ã ❛s t❤❡ ♥✉❧❧ ♠❛tr✐①
✐✐✮ ∀xi ✐♥ X
Li = {xj ∈ X s✉❝❤ t❤❛t ||xj − SP̃ (xi)|| < lσ}
∀xj ∈ Li✱ Ãi,j = exp(−||xj − SP̃ (xi)||2/2σ2)

◆♦r♠❛❧✐s❡ t❤❡ it❤ ❧✐♥❡ ♦❢ Ã

❚❤❡ s❡t Li ✐s ❜✉✐❧t ❜② ❛ s❡❛r❝❤ ✐♥ ❛ k❞✲tr❡❡ s♣❛❝❡✲♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ❜✉✐❧t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s A t♦ ❜❡ s♣❛rs❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s ❞r❛st✐❝❛❧❧②
❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❜✉r❞❡♥✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✈❡r
A ❛♥❞ P ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✿

∑

i,j

Ai,jρlσ(||xj − SP (xi)||2) + 2σ2
∑

i,j

Ai,j log(Ai,j)

✇✐t❤ ∀i✱ ∑j Ai,j = 1 ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ρδ : r 7−→ r ✐❢ r < δ ❛♥❞ δ ❡❧s❡ ✭✇✐t❤ δ > 0✮✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐t ❛♠♦✉♥ts t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡

♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡✐r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ lσ✳

✸✳✷✳✶✳✸ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ s❝❤❡♠❡ ✫ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ σ

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✈❡r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σ✳ ❆ s♠❛❧❧
σ ❛❧❧♦✇s t♦ ❜❡ ✈❡r② s❡❧❡❝t✐✈❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P ✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❛ s♠❛❧❧ σ
❛❧❧♦✇s ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■❢ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❝❡ t❤❛t t✇♦ ♠✐s♠❛t❝❤❡❞
♣♦✐♥ts ✇✐❧❧ ❡✈❡r ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ♣r♦♣❡r❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❛ ❧❛r❣❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ σ ❛❧❧♦✇s t❤❡s❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱ ❜✉t ✐♥✐t✐❛❧❧② ♠✐s♠❛t❝❤❡❞ ♣♦✐♥ts✱ t♦ ❤❛✈❡ ❣r♦✇✐♥❣
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s✱ t♦ ❛❧❧♦✇ ❜♦t❤ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✱
✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜② r✉♥♥✐♥❣ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
σ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤✐s s❝❤❡♠❡✱ σ ❛❝ts ❛s ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② r❡✜♥❡
t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r σ0 ✐s s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❛
❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ f > 1 ✉♥t✐❧ ✐t ✐s ❡q✉❛❧ t♦✱ ♦r ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ σf ✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ σ0 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳
❋♦r t❤❛t ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r σ0 ❛s t❤❡ ❍❛✉s❞♦r✛ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡ts Nxi

❛♥❞ SP (Nxj
)

❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✺✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ●r❛♥❣❡r ✫ P❡♥♥❡❝✱ ✇❤♦

✉♣❞❛t❡ t❤❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✲
✈❡❞ t❤❛t ❧❡tt✐♥❣ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛♥❞ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤❡r f ✈❛❧✉❡ ❧❡❞ t♦ ❜❡tt❡r
r❡s✉❧ts ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜♦t❤ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇✐t❤♦✉t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❤❡r❡ σ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳



❆❝❝✉r❛t❡ ✫ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✺✶

✸✳✷✳✶✳✹ ❈♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ s❝❤❡♠❡✱ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ σ ♦♥❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❣r♦ss
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❧❛♥❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ✉s❡❧❡ss t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣♦✐♥t
s❡t X ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛t t❤❡s❡ st❛❣❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦❛rs❡✲t♦✲✜♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
✇❤❡r❡X ✐s ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❛t ❧❛r❣❡ σ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡✜♥❡❞ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✇❤❡♥ σ ❞❡❝r❡❛s❡s✳
❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ●r❛♥❣❡r ✫ P❡♥♥❡❝ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡❝✐♠❛t❡❞
❝❧♦✉❞s✱ ♥❛♠❡❞ X

′
✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥ts xi ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ σ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②

♠❡r❣❡ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ X ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ s♣❤❡r❡s ♦❢ r❛❞✐✉s kσ ✭✇❤❡r❡ k ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t t♦ ❞❡✜♥❡✮✳
❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s♣❤❡r❡s ✜♥❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s Nm ♣♦✐♥ts ✭✇✐t❤

∑

mNm = N = card(X)✮✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ t❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡✐r ❝❡♥tr♦✐❞s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝❡♥tr♦✐❞s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ ❣✐✈❡♥ ❛ ✇❡✐❣❤t
Nm ✭❧❛t❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ P ✮✱ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❞❡❝✐♠❛t❡❞ ❝❧♦✉❞ ✉s❡❞ ❛t s❝❛❧❡
σ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡t X ✐s ❡♥t✐r❡❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ kσ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦r
❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ X✳

◆♦t❡ t❤❛t ●r❛♥❣❡r ✫ P❡♥♥❡❝ ❬●P✵✷❪ ❤❛✈❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② s❤♦✇♥ ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ r✐❣✐❞✲
❜♦❞② r❡❣✐str❛t✐♦♥✮ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s
❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ❣❧♦❜❛❧❧② ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ■❈P ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚s✐♥ ✫ ❑❛♥❛❞❡ ❬❚❑✵✹❪ ❤❛✈❡
❛❝t✉❛❧❧② s❤♦✇♥ t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❛❧✐❣♥❡❞ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✱ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ❛ st❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡
s❛✐❞ ❛❜♦✉t ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❜❡st s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✇✐t❤
✐ts❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜✐❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ▼▲ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ✈✐rt✉❛❧❧②
♥✉❧❧ ✇❤❡♥ σ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ ❛s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ s❝❤❡♠❡✳

✸✳✷✳✶✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿

❆❧❣♦ ❙②♠✶✿ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ r♦❜✉st ❊▼

■♥✐t✐❛❧✐s❡ P̃ ❛♥❞ σ
❘❡♣❡❛t

❉❡❝✐♠❛t✐♦♥ ✿ X
′
❂ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ X ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s kσ

❘❡♣❡❛t
❊✲st❡♣ ✿ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳✷
▼✲st❡♣ ✿ P̃ = arg minP

∑

xi∈X′

∑

xj∈X NiÃi,j ||xj − SP (xi)||2
❯♥t✐❧ P̃ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡

❉❡❝r❡❛s❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r σ = max(σ/f, σf )

❯♥t✐❧ P̃ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ σ ≤ σf

✸✳✷✳✷ ❙②♠♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ A

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ Ai,j ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣♦✐♥t xi ✐s
t❤❡ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ xj ♦r ♥♦t✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧
t♦ ✐♠♣♦s❡ t❤❛t Ai,j = Aj,i✱ ∀(i, j)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ✐♠♣♦s❡ s✉❝❤ ❛
❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ♦✉r ❧❛r❣❡ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① A ❡✣❝✐❡♥t❧②✳



✺✷ ❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳✷
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✈❡r A ❛♥❞ P ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✿

∑

i,j

Ai,jρlσ(||xj − SP (xi)||2) + 2σ2
∑

i,j

Ai,j log(Ai,j)

✇✐t❤ foralli✱
∑

j Ai,j = 1✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡st❛t❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❛s ✿

P̃ = arg min
P,A

∑

i,j

Ai,jρlσ(||xj − SP (xi)||2) + 2σ2
∑

i,j

Ai,j log(Ai,j)

+
∑

i,j

Bi,jρlσ(||xj − SP (xi)||2) + 2σ2
∑

i,j

Bi,j log(Bi,j),

✇✐t❤ ∀i✱ ∑j Ai,j = 1 ❛♥❞ ∀j✱ ∑iBi,j = 1✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✿

∑

i,j

(Ai,j +Bi,j)ρlσ(||xj − SP (xi)||)2 + 2σ2
∑

i,j

Ai,j log(Ai,j) + 2σ2
∑

i,j

Bi,j log(Bi,j),

✇✐t❤ ∀i✱ ∑j Ai,j = 1 ❛♥❞ ∀j✱ ∑iBi,j = 1✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① (Ai,j +
Bi,j) ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳
❚❤✐s ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿

❆❧❣♦ ❙②♠✷✿ s②♠♠❡tr✐❝ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ r♦❜✉st ❊▼

■♥✐t✐❛❧✐s❡ P̃ ❛♥❞ σ
❘❡♣❡❛t
❘❡♣❡❛t
❊✲st❡♣ ✿ ❝♦♠♣✉t❡ Ai,j ❛♥❞ Bi,j

▼✲st❡♣ ✿ P̃ = arg minP

∑

xi∈X,xj∈X(Ãi,j + B̃i,j)||xj − SP (xi)||2
❯♥t✐❧ P̃ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡

❉❡❝r❡❛s❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r σ = max(σ/f, σf )

❯♥t✐❧ P̃ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ σ ≤ σf

❚❤✐s ❧❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t A ❛♥❞ B ❛r❡ sq✉❛r❡❞ ♠❛tr✐❝❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t
s✉❣❣❡sts t❤❛t ✇❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✉s❡ ❞❡❝✐♠❛t❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ X✳ ❚❤✉s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❜✉r❞❡♥✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥❧② ✇❤❡♥ σ ✭❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡
l × σ✮ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧✳

✸✳✷✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

✸✳✷✳✸✳✶ P❛r❛♠❡t❡rs ✫ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❜♦t❤ ❙②♠✶ ❛♥❞ ❙②♠✷ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s
❛r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② s❡t t♦ ✿

✕ σ0 ❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞✱



❆❝❝✉r❛t❡ ✫ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✺✸

✕ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♦✉t❧✐❡rs r❡❥❡❝t✐♦♥ l = 3✱
✕ s♣❤❡r❡ r❛❞✐✉s ❢♦r s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ k = 1✳
❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✭❙②♠✶ ❛♥❞ ❙②♠✷✮ ✇✐t❤ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛

r♦❜✉st✐✜❡❞ ■❈P✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✭s❡❡ ❬❈❍❲+✵✽❜❪
❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s r❡❧② ♦♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ❡st✐✲
♠❛t♦r ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ▲❡❝❧❡r❝ ❡st✐♠❛t♦r ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ ♠■❈P✮ ♦r ❛ tr✐♠♠❡❞
❡st✐♠❛t♦r ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ tr■❈P✮✳

✸✳✷✳✸✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❞❛t❛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❙②♠✶ ❛♥❞ ❙②♠✷
♦♥ ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❞❛t❛ t❤❛t ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❜② ✐✮ ♣♦s✐t✐♦♥✐♥❣ ❛ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡
♠❛♥✉❛❧❧②✱ ✐✐✮ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❜② t❤❡ ♠✐rr♦r
✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✳ ❲❡ ✇♦r❦ ♦♥ ❛ ❢❛❝❡ ✭✶✵✵❦ ♣♦✐♥ts✱ ❜♦✉♥❞✐♥❣
❜♦① ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✵✵♠♠ × ✷✵✵♠♠ × ✷✵✵♠♠✮✱ ❛ ✈❡♥tr✐❝❧❡ ✭✶✵❦ ♣♦✐♥ts✱ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ♦❢
❛❜♦✉t ✽✵♠♠ × ✸✺♠♠ × ✺✵♠♠✮ ❛♥❞ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ❡♥❞♦❝❛st ✭✶✵✵❦ ♣♦✐♥ts✱ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❜♦① ♦❢
❛❜♦✉t ✾✺♠♠ × ✶✶✺♠♠ × ✽✺♠♠✮✳ ❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ♦♥ ❛❧❧ ❞❛t❛✱ ✇❡ r❡s❝❛❧❡
t❤❡♠ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝❡ ❞❛t❛✳ ❲❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧② ❛♥❣✉❧❛r ♦✛s❡ts ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✹✵
❞❡❣r❡❡s ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ♦✛s❡ts ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✻✵ ♠♠ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡
❛♥❞ ✉s❡ ✐t t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆❢t❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞
❧✐♥❡❛r ❡rr♦rs ✭❝❛❧❧❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② θ ❛♥❞ τ✮ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❧❛♥❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞
tr✉t❤ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ❧✐♥❡❛r ♦✛s❡ts ✭❜❡❧♦✇ ✻✵ ♠♠✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ ❛♥❣✉❧❛r ♦✛s❡ts ✭❜❡❧♦✇
✸✶ ❞❡❣r❡❡s✮✱ ❜♦t❤ ❙②♠✶ ❛♥❞ ❙②♠✷ ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ♣❧❛♥❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ θ ❛♥❞ τ ❛r❡
❧♦✇❡r t❤❛♥ 10−15✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❙②♠✶ ❛♥❞ ❙②♠✷✳

✸✳✷✳✸✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❞❛t❛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❙②♠✶ ❛♥❞ ❙②♠✷ ♦♥
❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛rt❡❢❛❝ts t♦ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧
❢❛❝❡✱ ✈❡♥tr✐❝❧❡ ❛♥❞ ❡♥❞♦❝❛st ♣♦✐♥t s❡ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ✐s
st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛rt❡❢❛❝ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

⊲ ◆♦✐s❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✐s♦tr♦♣✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ δ2 ❛♥❞ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦
❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✳

⊲ ❖❝❝❧✉s✐♦♥s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♣♦✐♥ts✳ ❲❡
❣❡♥❡r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ❛♥❞ ✹ ❛r❡❛s ♦❢ ♦❝❝❧✉s✐♦♥ t❤✐s ✇❛② ♦♥ ❡❛❝❤ ❞❛t❛✳

⊲ ❆s②♠♠❡tr✐❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t xD ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❛♥❞ ❞❡❢♦r♠✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t x ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥ x

′
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✿

⊲ x
′
= x+K ×Gv(x− xD)

−−−−→
x− xD

||−−−−→x− xD||
✇❤❡r❡ Gv ✐s ❛ ✸❉ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ v2 ❛♥❞ K ✐s t❤❡

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ✸ ❛♥❞ ✽ r❛♥❞♦♠❧② ❧♦❝❛t❡❞
❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛r❡❛s t❤✐s ✇❛②✳



✺✹ ❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

♠■❈P tr■❈P ❙②♠✶ ❙②♠✷
♠❛① τ ✵✳✻✶ ✺✳✶✹ ✵✳✶✷ ✵✳✶✶
♠❛① θ ✶✳✷ ✷✳✽✷ ✵✳✶✺ ✵✳✶✸

♠❡❛♥ (θ, τ) ✭✵✳✶✷✱✵✳✻✺✮ ✭✵✳✼✻✱✶✳✶✹✮ ✭✵✳✵✻✱✵✳✵✹✮ ✭✵✳✵✻✱✵✳✵✹✮
✈❛r (θ, τ) ✭✵✳✵✷✱✵✳✵✶✮ ✭✵✳✼✺✱✵✳✶✻✮ ✭10−3✱✵✳✵✶✮ ✭10−3✱✵✳✵✶✮

❚❛❜✳ ✸✳✶ ✕ ❙t❛t✐st✐❝s ♦♥ (θ, τ) ❢♦r ♠■❈P✱ t■❈P ❬❈❍❲+✵✽❜❪✱ ❙②♠✶ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞ ✇✐t❤ t■❈P
❛♥❞ ❙②♠✷ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞ ✇✐t❤ t■❈P✳

❇② r❛♥❞♦♠❧② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ❛rt❡❢❛❝ts✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ✶✺✵ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤ ✈❛✲
r②✐♥❣ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❛rt❡❢❛❝ts ✭❢♦r t❤❡ ❢❛❝❡✱ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ✈❡♥tr✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ❡♥❞♦❝❛st✮✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ✿ (K, v2) ∈ [0, 20] × [0, 25]✱ ✵ t♦ ✷✵✪ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs
❛♥❞ ❛ ♥♦✐s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ δ2 = 0.3✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞❛t❛ ❜✉✐❧t t❤✐s ✇❛② ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡st✐♠❛t❡❞ ♣❧❛♥❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣ ✸✳✺✳

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧
❞❛t❛✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❜② ❙②♠✷ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳

❚❛❜✳ ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷ s❤♦✇ st❛t✐st✐❝s ♦✈❡r t❤❡ ✸ × ✶✺✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ♠■❈P✱ tr■❈P✱
❙②♠✶ ❛♥❞ ❙②♠✷✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦✈❡r t❤❡ ✶✺✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❙②♠✶ ❛♥❞ ❙②♠✷ ❤❛✈❡ ❛
✈❡r② ❧♦✇ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦rs ❢♦r ❜♦t❤ θ ❛♥❞ τ ✱ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧♦✇ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❚❤❡s❡
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r tr■❈P ❛♥❞ ♠■❈P✱ ❜✉t ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣
tr■❈P t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❙②♠✶ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✳

❚♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❙②♠✶ ❛♥❞ ❙②♠✷✱ ✇❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡ s✐③❡✱
♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦✉r ❡st✐♠❛t♦r
❛❧✇❛②s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r P̃ ✭✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✺ ♠♠ ❛♥❞ ✵✳✺ ❞❡❣r❡❡s✮
✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❧✐❡rs ✶ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✸✵✪✳ ❇❡②♦♥❞ t❤✐s ❜r❡❛❦❞♦✇♥ ♣♦✐♥t✱ t❤❡
❡rr♦r ❜❡❣✐♥s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ❡rr♦rs ♦❢ ✶✵ ❞❡❣r❡❡s ❛♥❞ ✽ ♠♠✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ s❤♦✇s
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦rs ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ✷✵✵ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♦❝❛st
❞❛t❛✮ ✇✐t❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✾✺ ✪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❙②♠✶ ❣✐✈❡s s✐♠✐❧❛r
r❡s✉❧ts✳

✶❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣♦✐♥t x ❛s ❛♥ ✐♥❧✐❡r ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣♦✐♥t xj♦❢ X s✉❝❤ t❤❛t ||SP̂ (xj)−xi||
2 < l×σfinal✱

✇❤❡r❡ P̂ ✐s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♣❧❛♥❡✳
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❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ▼❡❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❡rr♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢
♦✉t❧②✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳

♠■❈P t■❈P ❙②♠✷ t■❈P ✰ ❙②♠✷
♠❡❛♥ t ✭✶✵✵❦ ♣♦✐♥ts✮ ✽✵s ✸✵s ✻✵✵s ✶✻✵s
♠❛① t ✭✶✵✵❦ ♣♦✐♥ts✮ ✶✷✵s ✽✵s ✶✸✻✵s ✸✽✵s

♠❡❛♥ t ✭✶✵❦ ♣♦✐♥ts✮ ✶✽s ✻s ✹✵s ✶✷s
♠❛① t ✭✶✵❦ ♣♦✐♥ts✮ ✸✻s ✶✷s ✽✽s ✸✺s

❚❛❜✳ ✸✳✷ ✕ ❙t❛t✐st✐❝s ♦♥ r✉♥ t✐♠❡ t ❢♦r ♠■❈P✱ t■❈P✱ ❙②♠✷ ❛♥❞ ❙②♠✷ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡❞ ✇✐t❤
t■❈P ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ P❈ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ❉✉♦ ❚✼✼✵✵ ❛t ✷✳✹●❍③ ✇✐t❤ ✷●❇
❘❛♠✳

✸✳✷✳✸✳✹ ❘❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛

■♥ ❋✐❣✳ ✸✳✼✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙②♠✷ ❢♦r ❛ ✇♦♠❛♥✬s ❢❛❝❡
✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❝❤❡❡❦✱ t❤❡ ❙t❛♥❢♦r❞ ❜✉♥♥②✱ ❛ ❝❤❛✐r ✇✐t❤ ❛
♠✐ss✐♥❣ ❧❡❣✱ ❛ ❝❤✐♠♣❛♥③❡❡ ❡♥❞♦❝❛st✱ ❛ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ❝♦rt❡① ❛♥❞ ❛ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ✈❡♥tr✐❝❧❡✳



✺✻ ❙②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ✉s✐♥❣ ❙②♠✷ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❙②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛❜♦✉t ❛ ♣❧❛♥❡ t♦ t❤❛t ♦❢
s②♠♠❡tr② ❛❜♦✉t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ C✳ ❙✉❝❤ ❛ s②♠♠❡tr② ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
s✉✐t❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦r t♦ r❡tr♦❞❡❢♦r♠ ❛ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ♦❜❥❡❝t s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s ❛ ❤✉♠❛♥ ❢♦ss✐❧ s❦✉❧❧ ✇✐t❤ t❛♣❤♦♥♦♠✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✮✳

✹✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡

✹✳✶✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚♦ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛❜♦✉t ❛ ♣❧❛♥❡ t♦ t❤❛t ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛❜♦✉t ❛
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✸❉ s✉r❢❛❝❡ C✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t xi ❛❜♦✉t ❛ s✉r❢❛❝❡ C ❛s
t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣♦✐♥t ❛❜♦✉t ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤✐s s✉r❢❛❝❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r❡♠✶✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✐✮ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ❧✐♥❡ ❧✐♥❦✐♥❣ xi ❛♥❞ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐✐✮ ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s t❛♥❣❡♥t
t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ C✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐s❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♣❧❛♥❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧♦❝❛❧❧② t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛❜♦✉t ❛ s✉r❢❛❝❡ C ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
s②♠♠❡tr② ❛❜♦✉t ❛ ♣❧❛♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✳

❚❤✐s s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s♠♦♦t❤ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✇❡ s✐♠♣❧②
❝❤♦♦s❡ ❛ ❧♦✇✲♦r❞❡r ❜✐✈❛r✐❛t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ xw = C(xu, xv)✱ ♥♦t✐♥❣ xu, xv, xw t❤❡
t❤r❡❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ♣♦✐♥t x✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s❦❡t❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ✧s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡✑ C ♦❢ X ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

C̃ = arg min
C,A

∑

xi,xj∈X3

Ai,jρlσ(||xj − SC(xi)||2) + 2σ2
∑

i,j

Ai,j log(Ai,j)

✇✐t❤ ∀i
✶▲❡t H ❜❡ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❛♥❞ M ❛ ❝❧♦s❡❞ s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ H✳ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥② ✈❡❝t♦r x ✐♥ H✱ t❤❡r❡

✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❡❝t♦r m0 ✐♥ M s✉❝❤ t❤❛t |x−m0| ≤ |x−m| ❢♦r ❛❧❧ m ∈ M✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞
s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t m0 ∈ M ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ ✈❡❝t♦r ✐s t❤❛t x − m0 ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ M✳

✺✼



✺✽ ❙②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

X

xi

SC(xi)
C

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❆ ❝✉r✈❡❞ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ✿ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ s②♠♠❡tr②
s✉r❢❛❝❡✳

✱
∑

j Ai,j = 1 ❛♥❞ ∀i, j Ai,j ≥ 0where❙C(xi) ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s②♠♠❡tr② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❢♦r xi ✐♥ X✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ str❛t❡❣② s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✿

■♥✐t✐❛❧✐s❡ C̃ ❛♥❞ σ
❘❡♣❡❛t

❉❡❝✐♠❛t✐♦♥ ✿ X
′
❂ ❞❡❝✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ X ✇✐t❤ ❛ r❛❞✐✉s kσ

❘❡♣❡❛t

❊✲st❡♣ ✿ Ã = arg minA

∑

xi∈X′

∑

xj∈X NiAi,j ||xj − SC̃(xi)||2 + 2σ2
∑

i,j Ai,j log(Ai,j)

▼✲st❡♣ ✿ C̃ = arg minC

∑

xi∈X′

∑

xj∈X NiÃi,j ||xj − SC(xi)||2
❯♥t✐❧ C̃ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡

❉❡❝r❡❛s❡ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r σ = max(σ/f, σf )

❯♥t✐❧ C̃ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ σ ≤ σf

❋♦r t❤❡ ❊✲st❡♣✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✿

❊✲st❡♣ ✿

■♥✐t✐❛❧✐s❡ Ã ❛s t❤❡ ♥✉❧❧ ♠❛tr✐①
∀xi ✐♥ X

′

Pr♦❥❡❝t xi ♦♥ C̃ ❛t pC̃(xi)✳
❈♦♠♣✉t❡ SC(xi) = pC̃(xi) + (pC̃(xi) − xi)

Li = {xj ∈ X
′
s✉❝❤ t❤❛t ||xj − SC̃(xi)|| < lσ}

∀xj ∈ Li✱ Ãi,j = exp(−||xj − SC̃(xi)||2/2σ2)

◆♦r♠❛❧✐s❡ t❤❡ it❤ ❧✐♥❡ ♦❢ Ã

❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ▼✲❙t❡♣ ❤❛s ♥♦ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❤♦♦s❡ t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐t ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✿

▼✲st❡♣ ✿ C̃ ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♠✐❞✲♣♦✐♥ts Ãi,j(xi + xj)/2 ✿
C̃ = arg minC

∑

ij Ãij ||C((xu
i + xu

j )/2, (xv
i + xv

j )/2) − (xw
i + xw

j )/2||2



❊①t❡♥s✐♦♥ t♦ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ✺✾

X

x2

y2

x1

y1

(x2 + y2)/2

(x1 + y1)/2

X

C̃

x3

y3

x2

y2

x1

y1

(x2 + y2)/2

(x1 + y1)/2

x3

y3(x3 + y3)/2
(x3 + y3)/2

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❆ ❝✉r✈❡❞ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ✿ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼✲st❡♣✳ C̃ ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♠✐❞✲♣♦✐♥ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s (xi, yi)✳

❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡
t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ✐ts ❣♦♦❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✿ ✐✮ ✇❡
✜rst ♠♦❞❡❧ C ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❡❣r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts ♦r❞❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐✐✮ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❞❞ ❧❛♥❞♠❛r❦ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐❞❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡
t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✳

◆♦t❡ ♦♥ ❧❛r❣❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ✿ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ♦✉r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❤❛s t✇♦ str♦♥❣ ❧✐♠✐✲
t❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛r❡ ♦♥❧② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇❤❡♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✉♥❞❡r st✉❞② ❡①❤✐❜✐ts ❛
s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡ C ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳

❋✐rst✱ C ✐s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❛s ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦s❡s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ (xu, xv) t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ xw✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❧✐♠✐ts C t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s✉r❢❛❝❡s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛
r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ xi ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ C ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ ❧✐♥❦✐♥❣ xi ❛♥❞ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
pC(xi)♦♥ C✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s q✉✐t❡ ❛r❜✐tr❛r② ❛s t❤❡r❡ ❛r❡
♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts c ♦❢ C s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r t❛♥❣❡♥t ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ ❧✐♥❦✐♥❣
c ❛♥❞ xi✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ❛s♣❡❝t ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡♥s✉r❡❞ t♦
r❡s♣❡❝t t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② SC(SC(x)) = x✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ❛
♣❡r❢❡❝t ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐s t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♥❞ t❤❛t✱ ❛s ❛
r❡s✉❧t✱ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❥✉st✐✜❡❞✳

✹✳✶✳✷ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s q✉✐t❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r C✳ ❲❡
♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ C ✿

✕ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ P ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t X ✭✉s✐♥❣
❙②♠✶✮✳



✻✵ ❙②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✕ ✇❡ ♣❛r❝❡❧❧❛t❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐♥t♦ E ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❝❤❡s (X1, . . . , Xe, . . . , XE) t❤❛t ❛r❡
❢❛❝❡✲t♦✲❢❛❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❧❛♥❡✳

✕ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜s❡ts Xe✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡
P e ✭✉s✐♥❣ ❙②♠✷✮✳

✕ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ s✉r❢❛❝❡ C ❢r♦♠ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣❧❛♥❡s ✐♥ ❛
r♦❜✉st ♠❛♥♥❡r ✭♣❛r❛♠❡tr✐s✐♥❣ P ❛s P (x, y) = z✮ ✿

Cinit =
∑

c∈1,...,C

∑

(xi,yi)∈P c

ρ(||C(xi, yi) − P c(xi, yi)||)

✇❤❡r❡ ρ ✐s ❛ ▲❡❝❧❡r❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ r♦❜✉st ✜tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ C✳

✹✳✶✳✸ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ C

❖♥❝❡ C ✐s ❡st✐♠❛t❡❞✱ st✉❞②✐♥❣ ✐ts ❝✉r✈❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡s ♦❢ C ❛r❡ s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐①✳

✹✳✶✳✹ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❚✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t
t♦ r✐❣❤t ✿ ✐✮ ❛ ❝♦rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ ✐✐✮ t❤❡ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rt❡① ✭❢♦r ❛
❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② ❡❛❝❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦✉r✮✱
✐✐✐✮ ❝♦❧♦✉r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛♥t❡r♦✲
♣♦st❡r✐♦r ❛①✐s ✭❤♦t ❝♦❧♦✉rs ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡s✮✱ ✐✈✮ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❡st✐♠❛t❡❞
♦♥ t❤❡ ❚❛✉t❛✈❡❧ s❦✉❧❧ ❛♥❞ ✈✮ ✇❡ str❛✐❣❤t❡♥ t❤❡ ❚❛✉t❛✈❡❧ s❦✉❧❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❬❊❣❡✽✻❪



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✺✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s ✐♥ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t✇♦ ♦r✐❣✐♥❛❧
♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ ✸❉
♣♦✐♥t s❡t ❛♥❞ t❤❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛✲
❧✐s❛t✐♦♥✳ ❲❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡
❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s②♠♠❡tr②
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ s♠♦♦t❤ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s s✉r❢❛❝❡ ♦❢
s②♠♠❡tr② ♦♥ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts✳

✺✳✷ ▲✐♠✐ts ✫ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✺✳✷✳✶ ❈♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✭▼❡❛♥❙❤✐❢t✸✮ ❢♦r t❤❡ ❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧
t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡s ♦❢ ❛ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts ❣✐✈❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ t❤✐s st✉❞② ✐s st✐❧❧ q✉✐t❡
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t♦ s❡❧❡❝t t❤❡
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠♦r❡ ❛✉t♦♠❛t❡❞ t♦♦❧✳

✺✳✷✳✷ ❆❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t✐♦♥

■♥ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡
♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉♠ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦♥ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡✐r r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♣♦✐♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡s❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ t❤r❡s❤♦❧❞ lσ✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σ
❞❡❝r❡❛s❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ s♠❛❧❧ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡ σf ✳ ❲❡
t❤✐♥❦ t❤❛t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σf ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
♠❛①✐♠❛❧ s✐③❡ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛rts ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳

✻✶



✻✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ✐t ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛t ❧❡❛st ❛ s♠❛❧❧
❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜② ❛s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❢❛✐❧ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts
t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡r❡
❞♦❡s ♥♦t r❡♠❛✐♥ ❛♥② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛♥
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡✜♥❡✱ ❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❛♠✐r ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s✱ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ P̃ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞
SP̃ (X)✳ ❲❡ ❞✐s❝✉ss s✉❝❤ ❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✸✳✶✳

✺✳✷✳✸ ❙②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡

❆❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr②
s✉r❢❛❝❡ C ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✱ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ s✉r❢❛❝❡s C ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♦s✲
❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞❞ ❛ ♣r✐♦r P (C) ♦♥ t❤❡ ▼▲ ♣r♦❜❧❡♠ t♦
❡♥❢♦r❝❡ C t♦ ❜❡ s♠♦♦t❤✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞✐❡s ❞❡s✐❣♥✐♥❣ C ❛s ❛ ❋♦✉r✐❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛♥❞ P (C) = exp(−∑i(b/i!)||Ci||2) ✭✇❤❡r❡ Ci ✐s t❤❡ it❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ C
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ ✇❤❡r❡ b ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❡✐❣❤✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣❡♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ C✮ ❬❞❋❋●✾✸❪✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ▼✲st❡♣ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ tr② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼✲st❡♣✳



❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

◆♦♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts

✻✸





❈❤❛♣✐tr❡ ✻

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ ✜rst ❞❛t❛s❡t t♦ s✉♣❡r♣♦s❡ ✐t t♦ ❛ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛ s❡t✱ s♦ ❛s t♦ ♠❛❦❡
t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❜♦t❤ s❡ts ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛✉t♦♠❛t❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ♠❛♥② ✜❡❧❞s s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♣✉t❡r ✈✐s✐♦♥✱ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱ ❜✐♦♠❡tr✐❝s✱
q✉❛❧✐t② ❝♦♥tr♦❧✱ ❡t❝✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ✐✮ ❛ ❜❛s✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡s t♦ r❡❣✐st❡r ✭❡✳❣ ✐♠❛❣❡s✱ ♣♦✐♥t s❡ts✱
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤✮✱ ✐✐✮ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
♠♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐✐✐✮ ❛ ♠❡tr✐❝ t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤❛t ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♠❡❛♥s✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉♥❞s
✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ♠❛♥② s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s s✉❝❤
❛s ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ❛ str✉❝t✉r❡ A t♦ ❛
str✉❝t✉r❡ B ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ B t♦ A✮ ♦r ❣r♦✉♣✲✇✐s❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥
✭♦♥❡ ✇❛♥ts t♦ ❛❧✐❣♥ t♦❣❡t❤❡r str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ t❡♠♣❧❛t❡ t❤❛t
✇♦✉❧❞ ❜✐❛s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✮ ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞✳

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ✉♥❞❡r st✉❞② ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s s❡ts ♦❢ ✸❉
♣♦✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡s t♦ r❡❣✐st❡r✳ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✐s ❛
❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s✉❝❤ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♠✐①t✉r❡ ♠♦✲
❞❡❧s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❢r✉✐t❢✉❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✈✐❡✇ ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s
❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr✉♣t❡❞
❜② ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❊▼✲■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬●P✵✷❪
❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤✐s ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ P❛rt ■■■✱ t❤✐s
✈✐❡✇ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣
t♦ t❤❡ t✇♦ s❡ts t♦ r❡❣✐st❡r ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ❧❡❛❞ ❣r♦✉♣✲✇✐s❡ st✉❞✐❡s
✭❡✳❣✳ t❡♠♣❧❛t❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ❡✛♦rt ❤❛s
❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t♦ ❛❞❛♣t ✐t t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝✱
t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❛♣t✉r❡ r❛♥❣❡✳ ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✱ ✇❡ t❛❝❦❧❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
✢❛✇s ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❊▼✲■❈P ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡✣❝✐❡♥t

✻✺



✻✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ ✐t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡❣✐st❡r
❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts ❡✣❝✐❡♥t❧② ✇❤❡r❡❛s ♠♦st st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❞❡✈✐s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤
s♠❛❧❧ ❞❛t❛ s❡ts ✭❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✾ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡✲
❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❛ ♠❡s❤ ♦r ♥♦t✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❢♦❝✉s
♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ str♦♥❣ ♣r✐♦rs ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡s t♦ r❡❣✐st❡r ✭❡✳❣✳ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♥str❛✐♥ts ❬❨❙❱+✶✵✱ ❙❍▼❙✵✼✱ ❩❍▼✵✼✱ ❘♦❜✵✹❪✱ t❡ss❡❧❧❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❬❘♦❜✵✹❪✮ ♦r
♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ❛rt✐❝✉❧❛t❡❞ ♠♦t✐♦♥ ❬▼❍❑+✵✽❪✱ ✐s♦♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❬❍❆❲●✵✽❪✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣♦✐♥t s❡t
r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ✇❡ t❤✐♥❦ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✳ ❲❡
s✉❜❞✐✈✐❞❡ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥t♦ ✹ ♠❛✐♥ ❝❧❛ss❡s ✿ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s r❡♣r❡✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts✱ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❛❧ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts✱
♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❡✈❡❧ s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❝❤✇❛rt③
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s
❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐①t✉r❡s ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s t❤❛♥ ♦t❤❡rs✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ ✇❡ st✉❞② ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts ❛s ♠✐①t✉r❡
♠♦❞❡❧s✳ ❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s s♣❡❝✐✜❝ ✐♥st❛♥❝❡s
♦❢ t❤✐s ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✈✐❡✇ ✇❤❡r❡ ✇❡
❡①♣❧✐❝✐t t❤❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❤✐❞❞❡♥ ✐✮ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐✐✮ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ ✐✐✐✮ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢
❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ T ✭❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r✐s❡r L(T )✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✧❞❡❢♦r♠✧
❛ ♠✐①t✉r❡ ❛♥❞ ✐✈✮ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠♦❞❛❧
♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts t♦ r❡❣✐st❡r✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❡✈❡❧ s❡t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✸✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❙❝❤✇❛rt③ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
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✻✽ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

✼✳✷ ▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡
t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs✱ ✐t s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧ t♦ ✉s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭♣❞❢✮ t♦ ♠♦❞❡❧ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t s❡t✳ ▼♦r❡ ♣r❛❣♠❛t✐❝❛❧❧②✱ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
❛❧❧♦✇s t♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✐♥ ♣♦✐♥t s❡ts
✭❛s ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❡①✐st✮ ❜② ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✴♣r❛❣♠❛t✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ✇❡❧❧✲❣r♦✉♥❞❡❞
❡st✐♠❛t♦rs✴♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ P♦✐♥t s❡ts ❛s ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ✭●▼▼s✮ ✿ ▼✐❞✲s❛❣✐tt❛❧
♦✉t❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦r♣✉s ❝❛❧❧♦s❛ s❤❛♣❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❢r♦♠
❬❲❱❘✵✻❪

▲❡t X = {x1, . . . , xN} ❛♥❞ Y = {y1, . . . , yM} ❜❡ t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ▲❡t T ❜❡ ❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡t fT ❛♥❞ g ❜❡ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ T (X) ❛♥❞ Y ❛s
❝❡♥tr♦✐❞s ✿

fT (z) = 1/N
∑

i

pf (T (xi) − z)

❛♥❞

g(z) = 1/M
∑

j

pg(yj − z)

pf ❛♥❞ pg ❜❡✐♥❣ t✇♦ ♣❞❢s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❞❢ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐s♦tr♦♣✐❝
●❛✉ss✐❛♥ ✭❝❛❧❧❡❞ ψ(.;µ, σ2I)✮ ♦r ❉✐r❛❝ ✭❝❛❧❧❡❞ δ(.)✮✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ fT ❛♥❞ g ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T ✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✱ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
❢♦r pf✴pg ✭❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✮ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✮ ❛♥❞ ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳



▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✻✾

✼✳✷✳✶ ❉❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t t❡r♠ ✫ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

✼✳✷✳✶✳✶ ❑▲✲❇❆❙❊❉ ▼❊❚❍❖❉❙ ✿ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
♠✐①t✉r❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥s ❛♥❞ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❉✐r❛❝s ✿ t❤❡ ▼▲ ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ✭❑▲✮ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❞❢ ✇r✐t❡s ✿

KL(g||fT ) =

∫

IR3
g(z) log

(

g(z)

fT (z)

)

dz ✭✼✳✶✮

❚❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✏❝♦❞✐♥❣ ♣❡♥❛❧t②✑ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❡❧❡❝t✐♥❣
❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ fT t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ tr✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ g ❬❈♦✈✵✻❪✳ ■t ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞
❞♦❡s ♥♦t r❡s♣❡❝t t❤❡ tr✐❛♥❣❧❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭t❤✉s ✐t ✐s ♥♦t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✮✳

❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ N ●❛✉ss✐❛♥s
fT ❛♥❞ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ M ❉✐r❛❝s g(z) = 1

M

∑

j δ(yj − z) ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▼▲
♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ Y ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❞r❛✇s ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ N ●❛✉ss✐❛♥s
✇✐t❤ ❝❡♥tr♦✐❞s T (X)✳

❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ✿

KL(g||fT ) =

∫

g(z) log(g(z))dz −
∫

g(z) log(fT (z))dz, ✭✼✳✷✮

t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❜❡✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✭s♣❡❝✐②✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡
♦❢ fT ❛♥❞ g✮

arg min
T

KL(g||fT ) = − arg min
T

∫

g(z) log(fT (z))dz, ✭✼✳✸✮

= arg max
T

∫

∑

j

δ(yj − z) log(fT (z))dz, ✭✼✳✹✮

= arg max
T

∑

j

log(fT (yj)), ✭✼✳✺✮

= arg max
T

∑

j

log

(

∑

i

ψ(yj ;T (xi), σ
2I)

)

, ✭✼✳✻✮

✭✼✳✼✮

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r ♦❢ T ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ❢♦r ❛♥
❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ▼▲ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮✳

■♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s fT ❛♥❞ g ❛r❡ ♥♦t ♠♦❞❡❧❧❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤✐s
❛s♣❡❝t ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ❢♦r ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛t❧❛s ❧❡❛r♥✐♥❣
♦r ✉♥❜✐❛s❡❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳



✼✵ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ❚❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❉▲❘✼✼❜❪ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ▼▲ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ ❣r❛❞✐❡♥t✲
❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✱ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛
♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❧✐❦❡❧②
t♦ ♥❡❡❞ ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳

❘♦❜✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
✐s ❦♥♦✇♥ ♥♦t t♦ ❜❡ r♦❜✉st ❬❇❍❍❏✾✽✱ ❙❝♦✾✾❪✳ ❇② ❡①t❡♥s✐♦♥ t❤❡ ❧❛st ▼▲ ❡st✐♠❛t♦r ❤❛s t❤❡
s❛♠❡ ✢❛✇✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ▼✲❡st✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ▼▲ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭▼✲❡st✐♠❛t✐♦♥ st❛♥❞s ❢♦r ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐✲
❤♦♦❞ ❧✐❦❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ▼▲ ♣r♦❜❧❡♠ ✇r✐t❡s arg maxT

∑

j log(fT (yj))
✭❊q✳ ✼✳✺✮ ❀ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ ▼✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✿ arg maxT

∑

j ρ(yj ;T ) ✇❤❡r❡ ρ ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤❡ ▼✲
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦♣♦s✐♥❣ s✉✐t❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ρ✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ fT ✳
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square(x)
tukey(x,0.1)

tukey(x,1)
tukey(x,10)

 0

 0.5
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 1.5
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square(x)
leclerc(x,0.1)

leclerc(x,1)
leclerc(x,10)

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3

square(x)
McClure(x,0.1)

McClure(x,1)
McClure(x,10)

❋✐❣✳ ✼✳✷ ✕ ❙♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ρ ✉s❡❞ ✐♥ ▼✲❡st✐♠❛t✐♦♥ Tukey(x, b) = min(1− (1−
x2/b)3), 1.0)✱ Leclerc(x, b) = 1 − exp(−x2/b) ❛♥❞ McClure(x, b) = x2/(b+ x2)✳

❋♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❧❛ss ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ρ✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ✐✮ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t✉♥❡ t❤❡✐r
r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ✐✐✮ ❣❡♥❡r✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ✭t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❡❛st sq✉❛r❡s
❬●❘✾✷❪✮✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ρ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐✮ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❤❛♣❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ✇❛② t❤❛t ρ(x) ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ x ❛♥❞ ✐✐✮ ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣
t♦ ❛❞❛♣t ρ ✭t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✮ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (yj , T )✳ ❚❤✐s s❝❛❧❡



▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✼✶

♣❛r❛♠❡t❡r ♠✉st ✭♥❛♠❡❞ b ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✮ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷ r❡❢❡r❡♥❝❡s s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ρ✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ▼▲✴❊▼ ❤❛s ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s♣❡❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst ❞❡r✐✈❡❞ t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ r✐❣✐❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❬❘❈▼+✾✼❪ ❬❲❡❧✾✼❪✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥ ❛ r♦❜✉st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t
✇❛② ❬●P✵✷❪✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✉t❤♦rs ❬❈❘✵✵❜✱ ❈P✵✾✱ ▼❙✵✾✱ ❍❋❨+✶✵❪ ❤❛✈❡ ❡①✲
t❡♥❞❡❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦rs ♦♥ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬❈P✵✾❪ ❛♥❞ s♦♠❡ ✇♦r❦s
❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ✭❧♦❝❛❧❧②✮ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥
✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ fT ❬❍❋❨+✶✵✱ ▼❙✵✾❪✳

❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s s❤❛r❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡✐r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐❝❡s ❧❡❛❞
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞
♠❡♠♦r② ❜✉r❞❡♥✳

❚❤❡ ■t❡r❛t✐✈❡ ❈❧♦s❡st P♦✐♥t ✭■❈P✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿ t❤❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ▼❛①✐♠✉♠
▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭❈▼▲✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✿ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ■t❡r❛t✐✈❡ ❈❧♦s❡st P♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬❇▼✾✷❪ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ▼▲ ✭❈▼▲✮ ❝r✐t❡r✐♦♥
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✲
t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ t♦ r❡❣✐st❡r ♣♦✐♥t s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦s ✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ■❈P ❛r❡
♥✉♠❡r♦✉s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇♦r❦s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ♦❢ ❋✐t③❣✐❜❜♦♥ ❬❋✐t✵✸❪ ✭s❤♦✇✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ■❈P ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ▲❡✈❡♥❜❡r❣✲▼❛rq✉❛r❞t ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ♦♥ t❤❡ ■❈P ❝r✐t❡r✐♦♥✮ ❛♥❞ P♦tt♠❛♥ ❬P❍❨❍✵✻❪ ✭❡❧✉❝✐❞❛t✐♥❣ ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ■❈P
❛♥❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❦❡② ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ■❈P ❝❛♥ ❜❡
s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❜② t❤❡ ♣❛♣❡r ♦❢ ❈❤✉✐ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❈❘✵✵❜❪ ✭s♦❢t❛ss✐❣♥✱ ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❙✐♥❦❤♦r♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ ❘✉s✐♥❦✐❡✇✐❝③ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s
❬❘▲✵✼❪ ✭r♦❜✉st✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜s❛♠♣❧✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✮✳

✼✳✷✳✶✳✷ ❑▲✲❇❆❙❊❉▼❊❚❍❖❉❙ ✿ ❏❡♥s❡♥✲❙❤❛♥♥♦♥ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ●▼▼s

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s ❛s②♠♠❡tr② ✐s
❧✐❦❡❧② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❧✐♠✐✲
t❛t✐♦♥✱ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❲❱❘❊✵✽❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❏❡♥s❡♥✲❙❤❛♥♥♦♥ ✭❏❙✮
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❛❧s♦ t❡r♠❡❞ t♦t❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡✮ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ s②♠♠❡tr✐s❡❞
❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳ ■t ✇r✐t❡s ✿

JS(fT ||g) =
1

2
KL(fT ||mT ) +

1

2
KL(g||mT ), ✭✼✳✽✮

✇❤❡r❡ mT = 1
2(fT + g)✳ ■t ❝❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

JS(fT ||g) = H(fT + g) − (H(fT ) +H(g)). ✭✼✳✾✮

✇❤❡r❡ H ✐s t❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❡♥tr♦♣②✳ ■t s❤❛r❡s ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐ts s✉❜s❡q✉❡♥t ❡st✐♠❛t♦r ✐s ♥♦t r♦❜✉st✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♠♦r❡
r❡❧❡✈❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❛s ✐ts sq✉❛r❡ r♦♦t ❞❡✜♥❡s ❛ ♣r♦♣❡r ❞✐st❛♥❝❡✳



✼✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ✿ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦ ●▼▼s✱ ♥♦ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥
❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② ❡①♣r❡ss ♥❡✐t❤❡r H(fT ) ♦r JS(fT ||g) ❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐t
❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r Q ♦❢ s❛♠♣❧❡s sf

q ✭q ∈ [1, . . . , Q]✮ ❢r♦♠ fT ✳ ❚❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❬❘♦❜✵✻❪✱ ♣✳ ✸✶✺✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✿

H(fT ) = −
∫

IR3
fT (z) log(fT (z))dz ≈ − 1

Q

Q
∑

q=1

log(fT (sf
q )) ✭✼✳✶✵✮

= − 1

Q

Q
∑

q=1

log

(

1

N

∑

i

ψ(sf
q ;T (xi), σ

2I)

)

. ✭✼✳✶✶✮

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ✿

H(g) = − 1

Q

Q
∑

q=1

log





1

M

∑

j

ψ(sg
q ; yj , σ

2I)



 . ✭✼✳✶✷✮

❚❤❡♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡ t❤❡ ❏❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ fT ❛♥❞ g ❛s ✿

JS(fT ||g) =
1

Q

Q
∑

q=1

log

(

1

N

∑

i

ψ(sf
q ;T (xi), σ

2I)

)

+
1

Q

Q
∑

q=1

log





1

M

∑

j

ψ(sg
q ; yj , σ

2I)





✭✼✳✶✸✮

− 1

Q

Q
∑

q=1

log





1

N

∑

i

ψ(sf
q ;T (xi), σ

2I) +
1

M

∑

j

ψ(sg
q ; yj , σ

2I)



 ✭✼✳✶✹✮

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐✲
❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭r❡❞r❛✇✐♥❣ t❤❡ sf

q s ❛♥❞ s
g
q t❤r♦✉❣❤♦✉t

t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ JS(fT ||g)✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❚❤❡ ❏❡♥s❡♥✲❙❤❛♥♥♦♥ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❛♥
❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡ ❣r♦✉♣✲✇✐s❡
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❬❲❱❘✵✻❪ ✿

JS(f1|| . . . ||fn) =
∑

i

H(fi) −H(
∑

i

fi). ✭✼✳✶✺✮

❊①t❡♥s✐♦♥ ✿ t❤❡ ❈❉❋ ❏❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❲❱❘✵✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡✐r ♣❞❢✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡② st✉❞② t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡♥tr♦♣② ✭t❤❛t
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✜rst ❢♦r ❣r❡② ❧❡✈❡❧ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✮✳ ▲❡t Fi ❜❡ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❞❢ fi✱ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡♥tr♦♣② ✭❈❘❊✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s ✿

CRE(fi) = −
∫

IR3+
(1 − Fi(λ)) log(1 − Fi(λ))dλ



▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✼✸

❘❡❧②✐♥❣ ♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠ ✭❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✉♥❧✐❦❡ ♣❞❢ ✭❛ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❢♦r♠✮✱ ✐t ❞❡✜♥❡s ❛ r❡❣✉❧❛r ♠❡❛s✉r❡ t❤❛t ✐s q✉✐t❡ ✐♠♠✉♥❡ t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❚❤❡♥✱
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❏❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❊q✳ ✼✳✶✺✮✱ t❤❡ ❈❉❋ ❏❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿

JScdf (f1|| . . . ||fn) = CRE(FP

i fi
) −

∑

i

CRE(Fi),

✇❤❡r❡ FP

i fi
✐s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❞❢ 1

n

∑

i fi✳ ❚❤❡♥
❞❡s✐❣♥✐♥❣ fi ❛s ❛ ♣❞❢ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Ti✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ JScdf ❛♥❞ ✐ts
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ti ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ P❛r③❡♥
✇✐♥❞♦✇ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ CRE(X) ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ Ti ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♠❡t❤♦❞✳

◆♦t❡ t❤❛t✱ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s r❡❝❡♥t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡✐r ✇♦r❦ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❍❛✈r❞❛✲❈❤❛r✈❛t ❡♥tr♦♣② ❬❲▼❍✶✵❪✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ s❤❛r❡s ♠❛♥② ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❈❉❋ ❏❙ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✳

✼✳✷✳✶✳✸ L2✲❇❆❙❊❉ ▼❊❚❍❖❉❙ ✿ L2 ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ●▼▼s

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ✉♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❑▲ ❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t♦r t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♦✉t❧✐❡rs ❤❛✈❡ st✐♠✉✲
❧❛t❡❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t♦rs ❢♦r T ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❏✐❛♥
❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ L2 ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❞❢ ❬❇❍❍❏✾✽❪ ✿

L2E(f ||g) =

∫

IR3
(fT (z) − g(z))2 dz. ✭✼✳✶✻✮

❚❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ r♦❜✉st ❛♥❞
✐t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ▼✲❡st✐♠❛t♦rs ❬❇❍❍❏✾✽❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞ ✐t ✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❑▲ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s❛♠♣❧❡s t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t② t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✐ts ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❑▲✳
■ts r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛s t❤❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
❡st✐♠❛t♦r ❛r❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼✲❡st✐♠❛t♦rs✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦♥❡ ❤❛s ♥♦ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼✲❡st✐♠❛t♦rs✮✳

❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ✿

arg min
T

L2E(fT ||g) = arg min
T

∫

fT (z)2dz − 2

∫

g(z)fT (z)dz +

∫

g(z)2dz,

= arg min
T

∫

fT (z)2dz − 2

∫

g(z)fT (z)dz. ✭✼✳✶✼✮



✼✹ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ ●▼▼s✱ ✐t ❣✐✈❡s ✿

arg min
T

L2E(fT ||g) = arg min
T

∫

[

∑

i

ψ(z;T (xi), σ
2)

]2

dz

−2

∫

(
∑

j

ψ(z; yj , σ
2))(

∑

i

ψ(z;T (xi), σ
2))dz

= arg min
T

∫

∑

i

ψ(z;T (xi), σ
2)2dz

+2

∫

∑

i1 6=i2

ψ(z;T (xi1), σ
2)ψ(z;T (xi2), σ

2)dz

−2

∫

(
∑

j

ψ(z; yj , σ
2))(

∑

i

ψ(z;T (xi), σ
2))dz ✭✼✳✶✽✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∫

ψ(z;µ1, σ
2
1)ψ(z;µ2, σ

2
2)dz = ψ(0;µ1 − µ2, σ

2
1 + σ2

2)✱ ♦♥❡ ❝❛♥
✜♥❛❧❧② ✇r✐t❡ ✿

arg min
T

L2E(fT ||g) = 2
∑

i1 6=i2

ψ(0;T (xi1) − T (xi2), 2σ
2) ✭✼✳✶✾✮

−2
∑

j

∑

i

ψ(0; yj − T (xi), 2σ
2). ✭✼✳✷✵✮

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐✲
❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ ❛ q✉❛s✐✲◆❡✇t♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ L2E(fT ||g)✳

▲✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ❑▲ ❛♥❞ L2 ✿ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♣♦✇❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
❇❛s✉ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❇❍❍❏✾✽❪ ❛s ✿

dα(f, g) =

∫ [

1

α
f1+α(x) −

(

1 +
1

α
f(x)gα(x)

)

+ g1+α(x)

]

dx, ✭✼✳✷✶✮

✇❤❡r❡ α ≥ 0 ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ r♦❜✉st♥❡ss
❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬❇❍❍❏✾✽❪✳ L2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α = 1 ❛♥❞ KL ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ α = 0✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝❛s❡s ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❛s t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧②
♦♥❡s t♦ ❡①❤✐❜✐t ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❉✐r❛❝s✴●❛✉ss✐❛♥s✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❏✐❛♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❏❱✵✺❪ ✇❡r❡ t❤❡
✜rst t♦ ✉s❡ t❤❡ L2 ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ●▼▼s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ r✐❣✐❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ ✭t❤✐♥
♣❧❛t❡ s♣❧✐♥❡ ❧♦❝❛❧ ✇❛r♣s✮ ♣♦✐♥t s❡ts r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧
r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ L2E✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ✇♦r❦ ♦❢ ❘♦② ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❘●❘✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ L2 ❞✐st❛♥❝❡
✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❏✐❛♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✐s t❤❛t t❤❡



▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✼✺

r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts ❜✉t ♦♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ●❛✉ss✐❛♥
♠✐①t✉r❡s t❤❛t ❛r❡ ✜rst ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ X ❛♥❞ Y ✭✉s✐♥❣ ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ▼♦r❡♦✲
✈❡r✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ σ2 ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡
♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●▼▼s✳

●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ L2 ❞✐st❛♥❝❡ ✿ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ L2 ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❞❢ ❤❛s ❜❡❡♥
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❞❢ ❬❲❱❙✵✾❪ ✿

L2E(f1|| . . . ||fn) =

n
∑

i=1

L2E(fi,
1

n

∑

j

fj).

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ●▼▼✱ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ st✐❧❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

✼✳✷✳✶✳✹ L2✲❇❆❙❊❉ ▼❊❚❍❖❉❙ ✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ●▼▼s ✿

❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ●▼▼s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

C(fT , g) =

∫

IR3
fT (z)g(z)dz. ✭✼✳✷✷✮

❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ✶ ✿ ❖♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐s♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐t
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ C(fT , g) ❛♥❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ L2E(fT , g) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T ✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✿

arg min
T

L2E(fT ||g) = arg min
T

∫

fT (z)2dz − 2

∫

g(z)fT (z)dz. ✭✼✳✷✸✮

✐❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t T ✐s ❛♥ ✐s♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ✈❛♥✐s❤❡s

arg min
T

L2E(fT ||g) = arg min
T

−
∫

g(z)fT (z)dz

= arg max
T

C(fT , g).

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡✣❝✐❡♥❝②✱ r♦❜✉st♥❡ss✱ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
str❛t❡❣✐❡s✮ ♦❢ L2 t♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ C✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♦♥❧② tr✉❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✐s♦♠❡tr✐❝
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤✐s ♣♦✐♥t s❡ts ❦❡r♥❡❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s
♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♥♦♥✲r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳

❲✐t❤♦✉t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❚s✐♥ ❛♥❞
❑❛♥❛❞❡ ❬❚❑✵✹❪ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst t♦ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛❧✐❣♥ t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts ❜② ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ t❤❡
✭❦❡r♥❡❧✮ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ✷ ✿ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ❙❛♥❞❤✉ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❙❉❚✵✾❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛ss✉♠❡
t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ❛r❡ ❢❛r ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ xi ❢♦r
❡❛❝❤ yj ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❬❙❉❚✵✾❪ ✿

T̃ = arg max
T

∑

j

max
i

∫

ψ(z; yj)ψ(z;T (xi))dz, ✭✼✳✷✹✮



✼✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

t❤✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧② ❧❡❛❞s t♦ ✭✇✐t❤ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t T ✐s ❛♥ ✐s♦♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ✿

T̃ = arg max
T

∑

j

max
i

exp(−1

4
||yj − T (xi)||2). ✭✼✳✷✺✮

❚❤✐s ❧❛st ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ r♦❜✉st ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♠✐♥✐✲
♠✐s❡❞ ❜② t❤❡ ■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐♥ ❢❛❝t ✐t ✐s ❡①❛❝t❧② ❛♥ ■❈P ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ▲❡❝❧❡r❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❍✉❜✽✶❪✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ t♦ ✉s❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥✳
❚❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛❞s t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣s✳

✼✳✷✳✷ ❘❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s✴❞✐st❛♥❝❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
❛s ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t t❡r♠ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ T ✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
T ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❛ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ♣♦ss✐❜❧② ♣❡♥❛❧✐s❡❞ ♦r ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ❞❡♥s❡ ✜❡❧❞ T (x) = Ax+ t(x) ✇❤❡r❡
A ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❧✐♥❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t ✐s r❡❣✉❧❛r✐s❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r L ✿

min
T
d(T (X), Y ) + αL(T ) ✭✼✳✷✻✮

✇❤❡r❡ α > 0 ✇❡✐❣❤s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ L ♦✈❡r t❤❡ ❞❛t❛✲❛tt❛❝❤♠❡♥t d✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❦♥♦✇♥ ❛s ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✮ ✿

min
T

∑

i

wiC(||ci − T (vi)||) + αL(t) ✭✼✳✷✼✮

✇❤❡r❡ wi ∈ IR+✱ ci ❛♥❞ vi ∈ IR3 ❛♥❞ C : IR+ → IR+ ✐s ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s (ci, vi) ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳

✼✳✷✳✷✳✶ ❚❤❡ t❤✐♥ ♣❧❛t❡ s♣❧✐♥❡s

❚❤❡ t❤✐♥ ♣❧❛t❡ s♣❧✐♥❡ ✭❚P❙✮ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ t❤✐♥ s❤❡❡t
♦❢ ♠❡t❛❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❜② ❇♦♦❦✲
st❡✐♥ ❬❇♦♦✽✾❪ ❛♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡❧② t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡✴❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
❢r♦♠ ♠❛♥✉❛❧❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ♣♦✐♥t s❡ts✳

◆♦t✐♥❣ T (x) = (Tu(x), Tv(x), Tw(x))✱ t❤✐s r❡❣✉❧❛r✐s❡r ✇r✐t❡s ✿

L(T ) = L(Tu) + L(Tv) + L(Tw) ✭✼✳✷✽✮

✇❤❡r❡

L(Tu) =

∫

IR3

∂2Tu

∂u2
(x) +

∂2Tu

∂v2
(x) +

∂2Tu

∂2w
(x) + 2

∂2Tu

∂u∂v
(x) + 2

∂2Tu

∂v∂w
(x) + 2

∂2Tu

∂u∂w
(x)dx

✭✼✳✷✾✮
❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r L(Tv) ❛♥❞ L(Tw)✳



▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✼✼

❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❧❡❛r❧② t♦ ♦✛❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t
❈❛❝❤✐❡r ❛♥❞ ❆②❛❝❤❡ ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❚P❙ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐✳❡✳ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts fu✱
fv ❛♥❞ fw ❛r❡ ♥♦t ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❜✉t ❞❡♣❡♥❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❬❈❆✵✹❪✳ ❆♥
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✳

❋✐❣✳ ✼✳✸ ✕ ❙❝❛❧❛r ✈❡rs✉s ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❚P❙ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❖♥❡ ♦❢ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ✐♥✐t✐❛❧❧②
❢♦r♠✐♥❣ ❛ sq✉❛r❡ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ❞♦✇♥✇❛r❞s✳ ❲✐t❤ s❝❛❧❛r ❚P❙ ✭❧❡❢t✮✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s
r❡♠❛✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ str❛✐❣❤t✳ ❲✐t❤ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❚P❙ ✭r✐❣❤t✮✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡s
❜♦t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋r♦♠ ❬❈❆✵✹❪

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t❤❡
❢♦r♠ ✿

T (x) = A.x+ t+
∑

i=0,...,N

wi.kTPS(||x− xi||) ✭✼✳✸✵✮

✇❤❡r❡ ✿
✕ A ✐s ❛ 3 × 3 ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛✣♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ T ✳
✕ t ✐s ❛ 3D tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳
✕ (wi) ✇✐t❤ wi ∈ IR3 ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✇❛r♣s ♦❢ T ✳
✕ kTPS(x) = x3 ✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ ❚P❙✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L(T ) ❢♦r ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs (wi) ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②
∑

i,j w
T
i wjkTPS(||xi − xj ||)✳

❲❤❡♥ C ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭C : x 7→ x2✮✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❊q✳
✼✳✷✼✮ ❤❛s ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ ❛ ◗❘ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♦❢
❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❋♦r t❤❡ ❧❛st ✶✵ ②❡❛rs✱ t❤❡ ❚P❙ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥
t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳ ❬❈❘✵✵❛✱ ❚❈✵✼✱ ❲▼❍✶✵✱ ❲❱❙✵✾✱ ❘●❘✵✼✱
❏❱✵✺❪✮✳

✼✳✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♣♦✐♥t ❞r✐❢t ✭❈P❉✮

❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t❤❡♦r② ✭▼❈❚✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❨✉✐❧❧❡
❛♥❞ ●r③②✇❛❝③ ❬❨●✽✾❪✳ ❚❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈P❉ ✇r✐t❡s ✿

L(T ) = L(Tu) + L(Tv) + L(Tw), ✭✼✳✸✶✮



✼✽ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

✇❤❡r❡

L(Tu) =

∞
∑

n=0

(β)2n

n!2n
(Dn(Tu))2, ✭✼✳✸✷✮

✇❤❡r❡ D2nTu = ∆2nTu ❛♥❞ D2n+1Tu = ∇∆2nTu ✭✇❤❡r❡ ∆ ✐s t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r
❛♥❞ ∇ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✮✳ L(Tv) ❛♥❞ L(Tw) ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ β > 0 ✐s ❛

♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✇❡✐❣❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦❢ ♣❡♥❛❧✐s❛t✐♦♥ (β)2n

n!2n ✇❤❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐✈❡s Dn ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❊q✳ ✼✳✷✼✮
❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ✿

T (x) =
∑

i=0,...,N

wi.kCPD(||x− xi||) ✭✼✳✸✸✮

✇❤❡r❡ kCPD(x) = exp(−x2/(2β))✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ L(T ) ❢♦r ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs (wi) ✐s ❣✐✈❡♥
❜②
∑

i,j w
T
i wjkCPD(||xi−xj ||)✳ ❲❤❡♥ C ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ✭❊q✳ ✼✳✷✼✮ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s♦❧✈✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ✐✮ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ t✉♥❡

t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✐✮ t♦ ♦✛❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❬❨●✽✾❪✳

❘❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❚P❙ ❛♥❞ ❈P❉ ✿ ■t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ❜♦t❤ ❚P❙ ❛♥❞ ❈P❉ r❡✲
❣✉❧❛r✐s❡rs ❧❡❛❞ t♦ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r T ✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡
❣❡♥❡r❛❧✐s❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❑❡r♥❡❧ ❍✐❧❜❡rt ❙♣❛❝❡ ✭❘❑❍❙✮ t❤❡♦r②✳ ▼♦r❡ r❡s✉❧ts
❛❜♦✉t t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✺✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✇♦r❦s ✉s✐♥❣
♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t❤❡♦r② ✐♥ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐s✲
tr❛t✐♦♥ ❬▼❙✵✾❪✳

✼✳✷✳✷✳✸ ❉✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠s

❆ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ T ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ C∞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ T−1 ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s C∞✳
❙✉❝❤ ❛ ♣r♦♣❡rt② ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧
❜❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦✈❡r❧❛♣s ❛r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
♣♦✇❡r❢✉❧ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T (x, t) t❤❛t ✐s ❣❡✲
♥❡r❛t❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✢♦✇ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡❧♦❝✐t②
v(x, t) t❤❛t ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦st✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ t ✿

T (x) = T (x, 1) = x+

∫ 1

0
v(T (x, t), t)dt ✭✼✳✸✹✮



▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✼✾

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t T ✐s
❛ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s t❤❛t t❤❡ ✏❝❧❛ss✐❝❛❧✑ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❣❡♥❡r❛t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r❛♠❡tr✐s❡❞ ❛s T (x) = x + t(x) ✭✇❤❡r❡ t ✐s ❛ ✸❉ ✈❡❝t♦r✮✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❧✐♠✐t ❝❛s❡ ♦❢ ❊q✳ ✼✳✸✹ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ tr❛❥❡❝t♦r②

∫ 1
0 v(T (x, t), t)dt

✐s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✭✐✳❡✳ ❛ s✐♠♣❧❡ ✸❉ ✈❡❝t♦r✮✳ ❲❤❡♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ s♠❛❧❧ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦rr❡❝t ✭t❤✐s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠✑✮✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❧❛r❣❡r✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ❛
t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✸❉ ❝✉r✈❡s ✭t❤✐s ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❛r❛❞✐❣♠✑✮✳

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❚❤✉s✱ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs T ❛s ❛ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ T (x, t) ✭✇✐t❤ t ∈
[0, 1]✮ t❤❛t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❬❏▼✵✵✱ ❈❨✵✶❪ ✿

∂T (x, t)

∂t
= v(T (x, t), t) ✭✼✳✸✺✮

✇✐t❤ T (x, 0) = x ❛♥❞ v(., t) s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ s♠♦♦t❤♥❡ss ❝♦st ||Lv(., t)||2 ✭✇❤❡r❡ L ✐s ❛
r❡❣✉❧❛r✐s❡r✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥tr✐❝❛t❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐♥❦✐♥❣ v✴T ❜② ❊q✉❛t✐♦♥s ✼✳✸✹ ❛♥❞ ✼✳✸✺✱ ✇❡
♥♦t❡ T ❛s T v t♦ r❡❝❛❧❧ ✭✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✮ t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✼✳✷✻ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ✿

(T, v) = arg min
T,v

d(T v(X), Y ) +

∫ 1

0
Lv(., t)dt. ✭✼✳✸✻✮

❲❤❡♥ C ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r v t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ T (., t) ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t
♣♦✐♥ts xi ∈ X ✭❛♥❞ ♦♥ ✐ts ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡
✐t✱ ♦♥❡ ❞✐s❝r❡t✐s❡s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1] ❛s ∪k[tk, tk+1] ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ [tk, tk+1]✱
t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✭t❤✉s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ T (., t) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✈❡r② ❡❛s✐❧②✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✼✳✸✻ ❜❡❝♦♠❡s ✿

T (xi, tk)∀i,k = arg min
T (xi,tk)∀i,k

[

1

tk − tk−1

∑

k

∑

i

(T v(vi, tk) − T v(vi, tk−1))
T .✭✼✳✸✼✮

(

∫ tk

tk−1

(KT,t)
−1dt

)

(T v(vi, tk) − T v(vi, tk−1)) +
∑

i

[ci − T v(vi, 1)]2. ✭✼✳✸✽✮

✇❤❡r❡ KT,t ✐s ❛ 3 card(X)× 3 card(X) ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❦❡r♥❡❧ t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s t❤❡
♦♣❡r❛t♦r L✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T (., tk) ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ T̃ (., tk) ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t xi ❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ tk✳



✽✵ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ●✉♦ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬●❘✵✾❪ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❛✉t❤♦rs t♦

♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ●▼▼ ❜❛s❡❞ ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐t ✐s ✈❡r② t✐♠❡✴♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉✲
♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳

✼✳✷✳✸ ❙♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥s

✼✳✷✳✸✳✶ ▲❛♥❞♠❛r❦s

■♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T t♦ s✉♣❡r♣♦s❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s ✭t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
♠❛♥✉❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞✮ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t t❡r♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s
❛ ✇❛② t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ❧❡❛❞ t♦ ❛ r❡❛❧✐st✐❝✴❞❡s✐r❛❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❥✉st ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡r♠ t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✿

dL(T ) = wL

∑

(lX
k

,lY
k

)∈L

||lYk − T (lXk )||2, ✭✼✳✸✾✮

✇❤❡r❡ wL > 0 ✇❡✐❣❤s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❞♠❛r❦ t❡r♠ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ t❡r♠ ❛♥❞
L = ((lXk , l

Y
k )) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ❧❛♥❞♠❛r❦s✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤✐s t❡r♠ ✐s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❧♦s❡

t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r d(T (X,Y )) ✭✇✐t❤ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❛r❡
❦♥♦✇♥✮ ❛♥❞ t❤✉s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✭s✉❝❤ ❛s ❊▼ ♦r ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t✮ ❝❛♥
❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤✐s ♥❡✇ t❡r♠ ❬❆❘❱✵✼✱ ❈P✵✾❪✳

✼✳✷✳✸✳✷ ❆❞❞✐♥❣ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

▼♦st ♠❡t❤♦❞s ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡r s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❞❛t❛ ❛t✲
t❛❝❤♠❡♥t t❡r♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts ❛r❡ t❡ss❡❧❧❛t❡❞✱ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s
♥♦r♠❛❧s ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t t❡r♠✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛❞❞✐♥❣ ✐s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❝❤❡s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❤♦✇ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ❡✈♦❧✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞✳ ❚✇♦ ♠❛✐♥s ♠❡t❤♦❞s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●▼▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭✐♥ ❛♥ ■❈P✲
❧✐❦❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

❋❡❧❞♠❛r ❛♥❞ ❆②❛❝❤❡ ❬❋❆✾✻❪ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡s ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧❧② ❛✣♥❡ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❞❡✈✐s❡❞ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣♦✐♥t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ ♥♦r♠❛❧s ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡s
❛♥❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛✣♥❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ ✐t ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❣✐✈❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ❛ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧
s❝❤❡♠❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s✉r❢❛❝❡s✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ▼✉♥❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬▼❈P✶✵❪ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑❛♠❜❛♠❡tt❤✉ ❡t ❛❧✳ ✐♥t♦
❛ ■❈P✲❧✐❦❡ ♣r♦❝❡ss✳ ❑❛♠❜❛♠❡tt❤✉ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢♦r♠✉❧❛ s❤♦✇✐♥❣



▼✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✽✶

❤♦✇ t❤❡ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❑●❍✾✸✱
❑●❍▲✵✸✱ ▲❑✵✸❪✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐s q✉✐t❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛s ✐t ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ str♦♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r t❡r♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❜♦t❤ X ❛♥❞ T ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳

✼✳✷✳✹ ❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❢♦r ●▼▼s ✿ t❤❡ ❢❛st ❦❡r♥❡❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

✼✳✷✳✹✳✶ ❋❛st ●❛✉ss tr❛♥s❢♦r♠

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ●❛✉ss ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭●❚✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿

G(yj) =
∑

xi∈X

wi exp(−||yj − xi||2/2σ2), ✭✼✳✹✵✮

✇❤❡r❡ wi ∈ IR+✱ σ2 ∈ IR+ ❛♥❞ yj ❛♥❞ xi ∈ IR3

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ♦r ♦❢ t❤❡✐r
❣r❛❞✐❡♥t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ●❚ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥t
yj ✭❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♠❛tr✐①✲✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝t✮✳ ■ts ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛t card(Y )
♣♦✐♥ts yj ♥❡❡❞s O(card(X) × card(Y )) ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❢❛st ●❛✉ss tr❛♥s❢♦r♠ ❬●❙✾✶❪ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ card(Y ) ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s
✐♥ O(card(X) + card(Y )) ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞
♣r❡❝✐s✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉♠s ♦♥ xi ∈ X ✇✐t❤
s♠❛❧❧❡r s✉♠s✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ s❡r✐❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✼✳✷✳✹✳✷ ❑❞✲tr❡❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ●❛✉ss ❚r❛♥s❢♦r♠ ❜❡❝♦♠❡s ✿

G(yj) =
∑

xi∈X

wiρδ(||yj − xi||2) exp(−||yj − xi||2/2σ2), ✭✼✳✹✶✮

✇❤❡r❡ ρδ : x 7→ 1 ✐❢ x < δ ❛♥❞ 0 ❡❧s❡✳
❲❤❡♥ δ ✐s s♠❛❧❧ ❡❛❝❤ G(yj) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ ❛ k❞✲tr❡❡ ❬❇❡♥✼✺❪✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ δ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ❦d✲tr❡❡ ♣❡r❢♦r♠s ✈❡r② ♣♦♦r❧② ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❋●❚ ♣❡r❢♦r♠s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ k❞✲tr❡❡ ✐s ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦
s✉♣♣♦rt ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r ♠❡tr✐❝s ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
c ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ Y ❛♥❞ X s✉❝❤ t❤❛t c(xi, yj) = 0 ✐❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ♦❢ xi ❛♥❞ yj ❛r❡
❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ c(xi, yj) = ∞ ❡❧s❡ ✿

G(yj) =
∑

i

wiρδ(||yj − xi||2 + c(xi, yj)) exp(−(||yj − xi||2 + c(xi, yj))/2σ
2) ✭✼✳✹✷✮

■♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ G(yj) ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ c(., .)
t♦ ❛ s♠❛❧❧ s✉❜s❡t ♦❢ X ✿



✽✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❝♦♠♣✉t❡ S = {xi ∈ X s✉❝❤ t❤❛t ||xi − yj ||2 < δ} ✭✉s✐♥❣ ❛ k❞✲tr❡❡✮
G(yj) = 0
❢♦r ❛❧❧ xi ∈ S

✐❢(||yj − xi||2 + c(xi, yj) < δ)
t❤❡♥ G(yj) = G(yj) + exp(−(||yj − xi||2 + c(xi, yj))/(2σ

2))

❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❋●❚ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ c(xi, yj) ❢♦r ❛❧❧ xi ∈ X✳

✼✳✸ ❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✿

✼✳✸✳✶ ❙♣❡❝tr❛❧ ❜❛s❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✭❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s✮

❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❤❛♣✐r♦ ❛♥❞ ❇r❛❞② ❬❙❇✾✷❪ ❝♦♥s✐sts ✐♥
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♠♦❞❛❧ ♠❛tr✐① ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t s❡t✳ ❚❤❡ ♠♦❞❛❧ ♠❛tr✐① ❢♦r ❛ ♣♦✐♥t s❡t X = (xi)
✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✐✮ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ card(X) × card(X) s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦①✐♠✐t② ♠❛tr✐① Gi,j =
exp(−||xi − xj ||/(2σ2))✱ ✐✐✮ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❙❱❉ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ G = V DV T ✇❤❡r❡ D
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ G ✐♥ ❛ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ♠❛tr✐① V ✐s t❤❡ ♠♦❞❛❧
♠❛tr✐①✳ ◆♦t❡ t❤❛t G ✭t❤✉s V ✮ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ r♦✇
♦❢ V r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ X ✇❤❡r❡❛s ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ❡♥tr② ♠❡❛s✉r❡s
❤♦✇ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✐❣❡♥✲♠♦❞❡s ♦❢ G✳ ❖♥❝❡✱
♦♥❡ ❤❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ♠❛tr✐❝❡s VX ❛♥❞ VY ♦❢ X ❛♥❞ Y ✱ t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛s ❛ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ❛❧♠♦st ✐♥✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
r♦✇s ♦❢ ❜♦t❤ ♠♦❞❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❡✐t❤❡r ❜② ❛ ❜❡st ♦♥❡ r✉❧❡ ❬❙❇✾✷❪ ♦r ❜②
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❬❈❍✵✵❪ ✭✇❤❡♥ ❜♦t❤ ♣♦✐♥t s❡ts ❤❛✈❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts t❤❡ ❧❛r❣❡r ♠♦❞❛❧ ♠❛tr✐① ✐s tr✉♥❝❛t❡❞✮✳

❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
♦❢ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❛✣♥❡ ❬❈❍✵✵❪ ♦r ❛ ❚P❙ ❬❚❈✵✼❪ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ✇✐t❤
❦♥♦✇♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ✭✇✐t❤ ✉♣❞❛t❡❞
♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t✮✳

◆♦t❡ t❤❛t ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s s❤❛r✐♥❣ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈✐❡✇ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭❡✳❣✳ ❬▲❍✵✺✱ ❙▲❍✾✶❪✮✳

❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✿ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ ❜❡ q✉✐t❡
s✐♠♣❧❡✱ ❢❛st ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ str✉❝t✉r❡s s✉❜❥❡❝t t♦ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❝❧♦s❡❞ t♦ ❛♥ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✼✳✸✳✷ ❙✉r❢❛❝❡ ❛s ❛ ❧❡✈❡❧ s❡t ❢✉♥❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ X ❛♥❞ Y ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛s s✉r❢❛❝❡s ✭♦r ❛s
♠❡s❤❡s✮✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❣✐st❡r✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st X ❛♥❞ Y ✱ ❆❧❜r❡❝❤t
❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬▲❆❱✵✼✱ ❉▲❆❱✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡♠ ❛s t❤❡ ③❡r♦ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛



❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✿ ✽✸

s✐❣♥❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ✸❉ ❢✉♥❝t✐♦♥ I ✿

I(x) =







dist(x,X) ✐❢ x ∈ outside(X)
0 ✐❢ x ∈ X

−dist(x,X) ✐❢ x ∈ inside(X)
✭✼✳✹✸✮

❚❤❡s❡ ✸❉ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ✸❉ ❣r✐❞s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥
r❡❣✐st❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ✸❉ ❣r✐❞s t♦❣❡t❤❡r✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞
❛s ❛ ✸❉ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ ❛♥② r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ❆❧❜r❡❝❤t ❛♥❞
❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❚❤✐r✐♦♥✬s ❞❡♠♦♥s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡s ✐ts ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ I ❛s ❛ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❧❡❛❞✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✿ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s q✉✐t❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛s ✐t ❡♥❥♦②s t❤❡
♥✉♠❡r♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✸❉ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡
❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ✐s ❝❧❡❛r❧② t♦ ♥❡❡❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s t♦ ✸❉
✈♦❧✉♠❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❞❛t❛ r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✭❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡q✉✐r❡♠❡♥t✮ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❢♦r ✸❉ ✐♠❛❣❡s t❤❛♥ ❢♦r
♠❡s❤❡s✳

✼✳✸✳✸ ❉✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

✼✳✸✳✸✳✶ ▼❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❉✐r❛❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡✲
❧♦♣❡❞ ❜② ●❧❛✉♥és ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs ❬●❚❨✵✹✱ ❱●✵✺❪✳

❘❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✳✸✱ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡s ❞✐✛❡♦♠♦r✲
♣❤✐s♠s ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥ ✿

∂T (x, t)

∂t
= v(T (x, t), t), ✭✼✳✹✹✮

✇✐t❤ T (x, 0) = x ❛♥❞ t ∈ [0, 1]✳
❖♥❡ ❜✉✐❧❞s ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ V ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts v(., t) ❛♥❞ t❤❛t ✐s ❡q✉✐♣❡❞ ✇✐t❤

❛ ♥♦r♠ |.|V ✳ ❖♥❡ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡s ❛ ❣r♦✉♣ GV = {T v(., 1) s✉❝❤ t❤❛t |v(x, .)|V ∈ L1} ❛♥❞
♦♥❡ ❡q✉✐♣s ✐t ✇✐t❤ ❛ r✐❣❤t✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡
d(T1, T2) = inf(

∫ 1
0 ||v(., t)||Vdt s✉❝❤ t❤❛t T v(., 1) ◦ T1(., 1) = T2(., 1)✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ GV

❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ s❡❛r❝❤❡s ♦✉r tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✳ d(T1, Id) ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ r❡❣✉❧❛r✐s❡r ✭Id ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳

❉❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t t❡r♠ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞
s✉♠ ♦❢ ❉✐r❛❝s ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❙❝❤✇❛rt③ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ❧♦❝❛❧✐s❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ X ✿
ν =

∑

i aiδ(xi) t❤❡♥ T vν =
∑

i aiδ(T
v(xi))✳



✽✹ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t✇♦ s✉❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ ❛♥ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥t✐♥♦✉s ❜♦✉♥❞❡❞
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ IR3✳ ❖♥❡ ♥♦t❡s I s✉❝❤ ❛ s♣❛❝❡ ❛♥❞ I∗ ✐ts ❞✉❛❧✳ ❚❤✉s ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r
||v − µ||I∗ ❛s ❛ ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤❡♠❡♥t t❡r♠✳ ✭✇❤❡r❡ ||ν||I∗ = sup(

∫

fdν, f ∈ I, |f |I = 1)
❞❡✜♥❡s ❛ ♥♦r♠ ❢♦r I∗✮✳ ❯♥❞❡r ❢❡✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ I ❛♥❞ |.|I ❛♥❞ ❜② ♥♦t✐♥❣ T vµ =
∑

i aiδT v(xi)✱ ν =
∑

j bjδyj
❛♥❞ T vµ − ν =

∑

i ciδzv
i
✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥

✇r✐t❡ |T vµ− ν|I∗ =
∑

i,j cicjkI(z
v
i , z

v
j ) ✭zv

i ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ v✴T ✮ ✇❤❡r❡ kI ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❦❡r♥❡❧
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ I✮✳

●❧♦❜❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✿

ṽ = arg min
v

d(T v, I) + 1/σ2|T vµ− ν|I∗ ✭✼✳✹✺✮

= arg min
v

∫ 1

0

∫

x
||v(x, t)||2Vdt+ 1/σ2||T vµ− ν||I∗ ✭✼✳✹✻✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ v ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ✭✇❤❡♥ tr❛❥❡❝✲
t♦r✐❡s xi(t) = T v(xi, t) ❛r❡ ✜①❡❞✮ ✿ ṽ(x, t) =

∑

kV(xi(t), x)αi(t)✳ ✇❤❡r❡ kV ✐s ❛ ❦❡r♥❡❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ V✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✼✳✹✻ ✇r✐t❡s ✿

ṽ = arg min
αi(t),xi(t)

∫ 1

0

∑

i,j

αj(t)
TkV (xi(t), xj(t))αi(t)dt+ 1/σ2

∑

i,j

cicjkI(z
v
i , z

v
j ). ✭✼✳✹✼✮

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ αi(t) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ αi(t) ❛♥❞ xi(t)
✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✼✳✸✳✸✳✷ ❈✉rr❡♥ts

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇❛s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥ts✳ ▼♦r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ ❤♦✇ t♦ ❡♠❜❡❞ ♠♦r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s ❝❛❧❧❡❞ ♠✲✈❡❝t♦rs ✿
✶✲✈❡❝t♦rs ❛r❡ s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ✷✲✈❡❝t♦rs ❛r❡ ✸❉ ❢r❛♠❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ✸❉ ♠❡s❤ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✷✲✈❡❝t♦rs ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✷❞✲❝✉rr❡♥ts✮ ❛♥❞ ❱❛✐❧❧❛♥t ❛♥❞ ●❧❛✉♥❡s
❬❱●✵✺❪ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝✉rr❡♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞✐s❝r❡t❡ ❙❝❤✇❛rt③ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ t❤❛♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
❜✉t µ ❛♥❞ ν ♥♦✇ r❡♣r❡s❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ✷✲✈❡❝t♦rs ♦❢ IR3✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t❧② µ✱ ν ❛♥❞ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ T v ✐✳❡✳ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ s♣❛❝❡ I∗✳

✳

❆❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞r❛✇❜❛❝❦s ✿ ❚❤❡s❡ ✇❡❧❧ ❣r♦✉♥❞❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❛s t❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s✉r❢❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐✳❡✳ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧s ❛♥❞
❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ❝❛♥ ❧✐♠✐t t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s ♦❢ ❉✉rr❧❡♠❛♥ ❛♥❞
❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❉P❚❆✵✽❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱
❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥s s❤❛♣❡s ❜✉t ❛❧s♦ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡



❖t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✿ ✽✺

♥♦t s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇❤❡♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ tr②✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❛♥
s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳



✽✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②



❈❤❛♣✐tr❡ ✽

▼❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ r♦❜✉st ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts✳

❋✐rst✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❊▼✲■❈P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛ s✐♠♣❧❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧❧♦✇s t♦ s♦❧✈❡ ✐t ❜② ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞
❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡st s✉♣❡r✲
♣♦s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭▼❆P✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭t②♣✐❝❛❧❧②✮ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t❤❡♥ ❜♦✐❧s
❞♦✇♥ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉③③② ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✭❊✲st❡♣✮
✭❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ✇❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ t❡r♠❡❞ t❤❡♠❛t❝❤ ♠❛tr✐①✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✭▼✲st❡♣✮ ✐♥ t✉r♥✳

❚❤❡♥ ✇❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿

✕ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❛❝❦❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
▼❆P ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭♦✈❡r t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡
✉♥❦♥♦✇♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ♦❢ ❛♥ ✭❡♥❡r❣❡t✐❝✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠♦❞✐❢② ✐t✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❞❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① t❤❛t ✐s ❝♦❧✉♠♥ st♦❝❤❛st✐❝
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜rst ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① t❤❛t ✐s r♦✇ st♦❝❤❛st✐❝✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❊✲st❡♣ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

✕ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✱ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ s♣❡❝✐❢② ♣r✐♦rs ♦♥ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤ ♦♥❧②
♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡s❡ ♣r✐♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞
❣❧♦❜❛❧ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✕ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s②♠♠❡tr✐s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜②
❥♦✐♥t❧② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡
t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

✕ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✺✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ r❡❣✉❧❛r✐s❡ t❤❡ ❞❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
✭tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦r ❛✣♥❡✮ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❡t ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐s❡❞ ♦✈❡r t❤❡
s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ st❛♥❞s ♦♥ t❤❡ ❘❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❑❡r♥❡❧ ❍✐❧❜❡rt ❙♣❛❝❡ ✭❘❑❍❙✮
t❤❡♦r② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣✉❧❛r✐s❡rs

✽✼



✽✽ ▼❡t❤♦❞s

❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡
t✇♦ r❡❣✉❧❛r✐s❡rs ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❚❤✐♥ P❧❛t❡ ❙♣❧✐♥❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡r✳

✽✳✶ ◆♦♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

✽✳✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ❜❡st s✉✲
♣❡r♣♦s✐♥❣ t✇♦ ❢r❡❡✲❢♦r♠ s✉r❢❛❝❡s X ❛♥❞ Y ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s ♦r ♠❡s❤❡s✮✳ ❆
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦♥ t❤✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ Y
❛s ❛ ♥♦✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ T (X)✳ ❍②♣♦t❤❡s✐③✐♥❣ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦♥ ❞❛t❛ X ❛♥❞
Y ✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ yj ❤❛s ❜❡❡♥
❞r❛✇♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❢r♦♠ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ card(X) ♣♦ss✐❜❧❡ ✸✲✈❛r✐❛t❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✇✐t❤ ♠❡❛♥s T (xk) ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s σ2I ✭✇✐t❤ σ ✉♥❦♥♦✇♥✮✳

❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤♦s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡
✐s ✐✮ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❧❛❜❡❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t yj ✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♥❡ ♦✉t ♦❢ card(X) ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ yj ❤❛s ❜❡❡♥ ❞r❛✇♥✱ ❛♥❞ ✐✐✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡s❡ card(X)
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r ✇❤❡♥
♦♥❡ r❡❛❧✐s❡s t❤❛t ✐✮ ❛❝t✉❛❧❧② ❛♠♦✉♥ts t♦ ♠❛t❝❤ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t yj ✐♥ Y ✇✐t❤ ❛ ♣♦✐♥t xk ✐♥ X✱
✇❤✐❧❡ ✐✐✮ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ T ❣✐✈❡♥ t❤❡s❡ ♠❛t❝❤❡s✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t ✐s ❡①tr❡✲
♠❡❧② ❢r✉✐t❢✉❧✱ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ r❡❢❡r t♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✲
r❛❞✐❣♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❬▼❛r✼✺❪✳ ▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡
♥♦t❛t✐♦♥s ✜rst ✿

∀k ∈ 1... card(X)✱ ψk(.;T ) = N (T (xk), σ
2I)

∀j ∈ 1... card(Y )✱ ∀k ∈ 1... card(X), zjk = 1 ✐✛ yj ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ψk(.;T )

■♥ t❤❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭❈▼▲✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ T ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ✜①❡❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❞ ♦♥❡ tr✐❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s zjk ❛♥❞ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T s♦ ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ CL ❬❙❙✼✶❪ ✿

CL =
∏

yj∈Y

∏

xk∈X

[ψk(yj ;T )]zjk ✭✽✳✶✮

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❊▼ ✭❈❊▼✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬●✐❧✾✷❪✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ CL ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞s
❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ✐♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❛②✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ T̃ ✿

❊❈✲st❡♣ ✿ ∀j✱ z̃jk = 1 ✐✛ k ♠❛①✐♠✐s❡s ψk(yj ; T̃ )

▼✲st❡♣ ✿ T̃ = arg minT

∑

j,k z̃jk||yj − T (xk)||2

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❊❈✮ st❡♣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❡❛❝❤
♣♦✐♥t yj ♦❢ Y ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧♦s❡st ♣♦✐♥t ✐♥ T̃ (X)✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭▼✮ st❡♣ ❝♦♥s✐sts
✐♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡st s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ t❤❡s❡ ♣❛✐rs ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❲❤❡♥



◆♦♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✽✾

T ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r
■t❡r❛t❡❞ ❈❧♦s❡st P♦✐♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❇▼✾✷❪✳

■♥ t❤❡ ▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛❧✉❡s zjk ❛r❡ ♥♦
❧♦♥❣❡r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✉♥❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ❡st✐♠❛t❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛s ❤✐❞❞❡♥✴✉♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ ❞r❛st✐❝ ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱
❛s t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❡❛❝❤ yj t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ψk ❜✉t r❛t❤❡r
♦♥ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ■❢ ✇❡
✐♥✈♦❧✈❡ ♣r✐♦rs πjk ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭∀j, k✱ 0 < πjk < 1✱ ❛♥❞ ∀j✱ ∑k πjk = 1✮✱
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤❡♥ s✐♠♣❧② ✇r✐t❡s ❬❉❛②✻✾❪ ✿

L =
∏

yj∈Y

∑

xk∈X

πjkψk(yj ;T ) ✭✽✳✷✮

■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣r✐♦r πjk ❝♦♥✈❡②s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t yj ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ψk ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ❛♥②t❤✐♥❣ ❡❧s❡✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ L ❝❛♥ ❜❡ ♠❛①✐♠✐s❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛♥ ❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❬❉▲❘✼✼❜❪✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r✐♦rs πjk ❛s ❦♥♦✇♥ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞ ❛♥❞ ✐❢ ✇❡
✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Ajk ❛s t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡
zjk t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇r✐t❡s ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ✿

❊✲st❡♣ ✿ Ãjk =
πjk exp[−||yj−T̃ (xk)||2/(2σ2)]

P

i πji exp[−||yj−T̃ (xi)||2/(2σ2)]
▼✲st❡♣ ✿ T̃ = arg minT

∑

j,k Ãjk||yj − T (xk)||2

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛❝ts ❛s ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡r✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡st✐♠❛t✐♥❣ σ ✭♦r ❡✈❡♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t σk ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ψk✮ ✐s ♥♦t
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❲❤❡♥ T ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ♣r✐♦rs πjk ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ t❤❛♥ t❤❡ ❊▼✲■❈P
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬●P✵✷❪✳

■♥ t❤❡ ▼❛①✐♠✉♠ ❆ P♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
T ❛s ❛ ✜①❡❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❞❢✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✐t ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r✐♦rs ✭❛❝t✐♥❣ ❛s r❡❣✉❧❛r✐s❡rs ♦♥ T ✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ▼▲
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✭▼❆P✮ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❧②
s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ❜② ●r❡❡♥ ❬●r❡✾✵❪✳ ❉✐✛❡r❡♥t
❝❤♦✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r T ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣r✐♦rs ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■❢
p(T ) ✐s ❛ ♣r✐♦r ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ p(T ) ∝ exp(−αL(T )) t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❆P ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❛❧s♦ t❡r♠❡❞ ♣❡♥❛❧✐s❡❞ ▼▲✮ ✿

L =
∏

yj∈Y

∑

xk∈X

πjkψk(yj ;T )p(T ) ✭✽✳✸✮

❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ ✇r✐t❡s ✿



✾✵ ▼❡t❤♦❞s

❊✲st❡♣ ✿ Ãjk =
πjk exp[−||yj−T̃ (xk)||2/(2σ2)]

P

i πji exp[−||yj−T̃ (xi)||2/(2σ2)]
▼✲st❡♣ ✿ T̃ = arg minT

∑

j,k Ãjk||yj − T (xk)||2 + αL(T )

◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♠✐❧❛r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈▼▲ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✫ ❊①t❡♥s✐♦♥s ✿

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ▼▲ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛ ❢✉③③② ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈▼▲✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ❝❧❡❛r❧② ❢r♦♠
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❛♥ ✏❛❧❧✲
♦r✲♥♦t❤✐♥❣✑ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✏❜✉♠♣✐❡r✑ ❛♥❞ ❤❛r❞❡r✲t♦✲♠❛①✐♠✐s❡
❝r✐t❡r✐♦♥✱ s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜② t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ t❤❡ ■❈P ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▼▲ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡
✐t❡r❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜❛rr✐❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ■❈P ❝r✐t❡r✐♦♥ ❬❈❘✵✵❛❪✳

✽✳✶✳✷ ❘♦❜✉st✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ❛♥❞ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r✲
❞❡♥

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✉✛❡rs ❢r♦♠ ♦✉t❧✐❡rs ✐✳❡✳ ♣♦✐♥ts ♦❢X ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s
✐♥ Y ✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ψk(.;T ) ❛s ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♣❞❢✮ ✇✐t❤ ❝✉t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ δ > 0✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s
❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ❛❧❧♦✇s ✿ ✐✮ t♦ r❡❞✉❝❡
❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ t❤❡ ❊✲st❡♣ ✭❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ k❞✲tr❡❡ ❬❇❡♥✼✺❪✮✱ ✐✐✮
t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ Y ❤❛✈✐♥❣ ♥♦ ❝♦rr❡❝t ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ✐♥ X ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ T ✐✳❡✳ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐✐✐✮ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t♦
❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥ ❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ✭tr✉♥❝❛t❡❞✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✿

❆❧❣♦ ❘❡❣✶✿ ❘♦❜✉st ❊▼✲■❈P

❊✲st❡♣ ✿ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ A = (Ajk) ❛s t❤❡ ♥✉❧❧ ♠❛tr✐①
∀xk ∈ X ❀

S = {yj ∈ Y s✉❝❤ t❤❛t ||yj − T̃ (xk)||2 < δ} ✭✉s✐♥❣ ❛ k❞✲tr❡❡✮
∀yj ∈ S ❀ Ajk = exp(−(||yj − T̃ (xk)||2/(2σ2))
∀yj /∈ S ❀ Ajk ✐s ❧❡❢t ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳

∀yj ∈ Y ❀
✐❢
∑

iAji 6= 0
p̃j = 1

∀xk ∈ X✱ Ãjk = Ajk/
∑

iAji ✭♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✮
❡❧s❡

p̃j = 0

▼✲st❡♣ ✿ T̃ = arg minT

∑

j,k p̃jÃjk||yj − T (xk)||2 + αL(T )

❚❤✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s❡t (pj) ♦❢ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ t❤❛t ∀j✱ pj ✐s ♥✉❧❧ ✐❢ ♣♦✐♥t yj ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♦✉t❧✐❡r ✭t❤✉s ❤❛s ♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✮ ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡ ❡❧s❡✳



◆♦♥ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✾✶

✽✳✶✳✸ ❊♥❡r❣❡t✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
✭♦✈❡r A ❛♥❞ T ✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✿

E1(X,T (Y ), A) =
∑

j,k

Ajkρδ(||yj − T (xk)||2) + 2σ2
∑

j,k

Ajk log(Ajk) + 2σ2αL(T ) ✭✽✳✹✮

✇✐t❤ ∀j✱ ∑k Ajk = 1 ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ρδ : r 7−→ r ✐❢ r < δ ❛♥❞ δ ❡❧s❡ ✭δ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❝✉t✲♦✛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ♣❞❢ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✷✮✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ α

′
= 2σ2α✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ρ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s❧② r❡♣❧❛❝❡❞

❜② ❛ s♠♦♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼✲❡st✐♠❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t♦ r❡♠❛✐♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❞❢ ✭❛ tr✉♥❝❛t❡❞
●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① A✮✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤♦s❡ ✸ t❡r♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
r❡♣r❡s❡♥t ✿

✕ ❛ ❞❛t❛✲❛tt❛❝❤♠❡♥t t❡r♠ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞
❜② ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✮✱

✕ ❛ ❜❛rr✐❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❢✉③③✐♥❡ss ♦❢ A ✭t❤❡ ❤✐❣❤❡r σ2✱ t❤❡ ❣r❡❛t❡r
t❤❡ ❢✉③③✐♥❡ss✮ ❀ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s t❡r♠ ❝♦♥✈❡①✐✜❡s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱

✕ ❛ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ t❡r♠✳



✾✷ ▼❡t❤♦❞s

✽✳✷ ❙②♠♠❡tr✐s✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥str❛✐♥t
∑

k Ajk = 1✱ ∀j ✭✐✳❡✳ A ✐s r♦✇ st♦❝❤❛st✐❝✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛
♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① A✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ✐♥ X ♦❢
❛ ♣♦✐♥t yj ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② xc ✇❤❡r❡ c = arg maxcAjc✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ♠❛♥②✲t♦✲♦♥❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s
❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ X ❛♥❞ Y ✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐r❡❝t ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❡♥❢♦r❝❡ ❛ ♣♦✐♥t
♦❢ X t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ✐♥ Y ✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❣♦♦❞
♠❛t❝❤✐♥❣s ✐♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡♥❧✐❣❤t❡♥✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡♥ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ ❋✐❣ ✽✳✶✮✳

y1

y2
y3

y4
y5

x1x2 x3

x4 x5

Aj1,∀j

y1

y2
y3

y4
y5

x1x2 x3

x4 x5

A1k,∀k

y1

y2
y3

y4 y5

x1x2 x3

x4 x5

❋✐❣✳ ✽✳✶ ✕ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ A✳ ❚❤❡ ✧❝♦rr❡❝t✑
♠❛t❝❤✐♥❣s ❛r❡ (xi, yi)i=1...5✳ ❖♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs T ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ✐✮ t✇♦
♣♦✐♥t s❡ts X ❛♥❞ Y ✱ ✐✐✮ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A11 ✇❤❡♥ r❡❣✐st❡r✐♥❣
Y ♦♥ X✳ ✐✐✐✮ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A11 ✇❤❡♥ r❡❣✐st❡r✐♥❣ X ♦♥ Y ✳ ❆s
❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs σ = 1✱ t❤❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ✐✐✮ A11 = 0.01 ❛♥❞ ♣♦✐♥ts x1 ❛♥❞ y1

❤❛✈❡ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❝❛s❡
✐✐✐✮ A11 = 0.45✳

❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❘❛♥❣❛r❛❥❛♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❘❈▼+✾✼❪ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦
✐♠♣♦s❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A t♦ ❜❡ ❞♦✉❜❧② st♦❝❤❛st✐❝ ✭✐✳❡✳ ∀k✱∑j Ajk = 1 ❛♥❞ ∀j✱∑k Ajk = 1✮
✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠♣❧② st♦❝❤❛st✐❝✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ A✱ t❤❡ ❊✲st❡♣ ❤❛s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛
s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r A ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❛ ❙✐♥❦❤♦r♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❬❙✐♥✻✹❪ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭✐✳❡✳ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐s❡❞✮ ♠❛tr✐① A ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❊✲st❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♠❛tr✐❝❡s ❤❛✈✐♥❣ ♥✉❧❧ ❡♥tr✐❡s
❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❞❢✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ❧✐♠✐ts
✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s♠❛❧❧ ❞❛t❛ s❡ts✳

❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♠♦❞✐✜② t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ E1 ♠✐♥✐♠✐s❡❞ ❜②
t❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❊q✳ ✽✳✹✮ ❛♥❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① B ✐♥ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥



❙②♠♠❡tr✐s✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✾✸

t❤❛t ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t♦ ❜❡ ❝♦❧✉♠♥ st♦❝❤❛st✐❝ ✿

E2(X,T (Y ), A,B) =
∑

j,k

Ajkρδ(||yj − T (xk)||2) + 2σ2
∑

j,k

Ajk log(Ajk) ✭✽✳✺✮

+
∑

j,k

Bjkρδ(||yj − T (xk)||2) + 2σ2
∑

j,k

Bjk log(Bjk)

+ α
′
L(T ),

✇✐t❤ ∀j✱ ∑k Ajk = 1 ❛♥❞ ∀k✱ ∑j Bjk = 1✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛tr✐① C = (
(Ajk+Bjk)

card(X)+card(Y ))✱ ♦♥❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t ∀j, k
Cj,k ≥ 0 ❛♥❞

∑

j,k Cj,k = 1✳

✽✳✷✳✶ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T

❲❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ E2(X,T (Y ), A,B) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ A ❛♥❞ B ✇❤❡♥ T ✐s
✜①❡❞ ✭❊✲❙t❡♣✮ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ♦❢ ❧♦✇ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✷✮✱ ✐ts ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ T ✭▼✲❙t❡♣✮ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐sts
✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s②st❡♠ ♦❢ s✐③❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ card(Y ) × card(X)✳ ❲❤❡♥ ❞❡❛✲
❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♣♦✐♥t s❡ts X ❛♥❞ Y ✱ t❤✐s ❝❛♥ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❡ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢r♦♠ card(Y ) × card(X) t♦ card(X)✳

❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t T ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s
❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✿ T (xk) = xk + t(xk) ❛♥❞ L ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r✐s❡r ♦♥ t✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ▼✲❙t❡♣
❝♦♥s✐sts ♦❢ ✿

▼✲st❡♣ ✿ t̃ = arg mint

∑

j,k(p̃jÃjk + q̃kB̃jk)||yj − xk − t(xk)||2 + α
′
L(t)

✇❤❡r❡✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ (pj)✱ (qk) ❛r❡ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① B✳
❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ EM =

∑

j,k(p̃jÃjk + q̃kB̃jk)||yj −xk− t(xk)||2 +α
′
L(t) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t(xk) ✐s ✿

∂EM

∂t(xk)
= −2





∑

j

p̃jÃjkyj +
∑

j

q̃kB̃jkyj





+2



(
∑

j

p̃jÃjk +
∑

j

q̃kB̃jk)(xk + t(xk))



+ α
′ ∂L(t(xk))

∂t(xk)

❈❛❧❧✐♥❣ B̃.k = q̃k
∑

j B̃jk ❛♥❞ Ã.k =
∑

j p̃jÃjk✱ t❤✐s ❣✐✈❡s ✿

∂EM

∂t(xk)
= −2

∑

j

(p̃jÃjk + qkB̃jk)yj + 2(Ã.k + B̃.k)(xk + t(xk)) + α
′ ∂L(t(xk))

∂t(xk)

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t(xk) ♦❢ ✿



✾✹ ▼❡t❤♦❞s

∑

k

(Ã.k + B̃.k)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

j(p̃jÃjk + q̃kB̃jk)yj

Ã.k + B̃.k

− xk − t(xk)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

+ α
′
L(t) ✭✽✳✻✮

❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✶✵✳✶ ❛♥❞ ✽✳✻ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ♦❢ s✐③❡ O(card(X)× card(Y )) ✇❤❡r❡❛s t❤❡
s❡❝♦♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ♦❢ s✐③❡ O(card(X))✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
♠✐♥✐♠✐s❡ ❊q✳✶✵✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✿

❆❧❣♦ ❘❡❣✷✿ ❙②♠♠❡tr✐❝ r♦❜✉st ❊▼✲■❈P

❊✲st❡♣ ✿

❝♦♠♣✉t❡ Ã ❀B̃ ❀(p̃j) ❀(q̃k)
❢♦r ❛❧❧ k✱

❝♦♠♣✉t❡ Ã.k + B̃.k✱
❝♦♠♣✉t❡ ỹk =

∑

j(p̃jÃjk + q̃kB̃jk)yj/(Ã.k + B̃.k)

▼✲st❡♣ ✿ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✿
arg minT

∑

k(Ã.k + B̃.k)||ỹk − xk − t(xk)||2 + α
′
L(t)



❆❞❞✐♥❣ ♣r✐♦rs ✾✺

✽✳✸ ❆❞❞✐♥❣ ♣r✐♦rs

✽✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s A ❛♥❞ B ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦①✐♠✐t②
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts T (xk) ❛♥❞ yj ✳ ❚❤✐s ✐s ✉♥s❛t✐s❢❛❝t♦r②✱ ❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤✐s
❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ T ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Ajk +Bjk ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤✐❝❦❡♥✲❛♥❞✲❡❣❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐♠✐ts
t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛ ❜❛❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐❢ ♥♦
❣♦♦❞ ✐♥✐t✐❛❧ T ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ T ❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♠❛①✐♠✐s❡r ♦❢ t❤❡ ▼▲ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② ♥♦t t♦ ❜❡ r❡❛❧✐st✐❝✳

❙♦♠❡ ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ r✐❝❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦①✐♠✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts✱ ❡✳❣✳ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t②
♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ❛t ♣♦✐♥ts xk ❛♥❞ yj ✳ ❙✉❝❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡
❤♦✇ t❤❡ ♥♦r♠❛❧s ❡✈♦❧✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛❞❞✐♥❣
♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠s ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ▼✲❙t❡♣✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛
♣r✐♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② πjk ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts xk ❛♥❞ yj t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞✱ t❤❛t ✇❡ s✉♣♣♦s❡
t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✶✮ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦①✐♠✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s
❛♥❞ ✷✮ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✳ ❇② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ♣r✐♦rs πjk✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ♠❛t❝❤❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤✉s ❛❧❧♦✇s
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣♦st❡r✐♦rs ❡✈❡♥ ❢♦r ❛ ❜❛❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ T ✳

✽✳✸✳✷ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ π

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ π = (πjk) s✉❝❤ t❤❛t πjk ∝ exp(−βc(yj , xk)) ✇❤❡r❡
c : X × Y → IR+ ❝♦♥✈❡②s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣♦✐♥ts yj ❛♥❞ xk✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ T ✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β > 0 ✇❡✐❣❤s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ πjk ♦✈❡r ||yj − T (xk)|| ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❊✲st❡♣✳

❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ✿

E3(X,T (Y ), A,B) =
∑

j,k

(Ajk +Bjk)ρδ(||yj − T (xk)||2 + βc(yj , xk)) ✭✽✳✼✮

+2σ2
∑

j,k

Ajk log(Ajk) + 2σ2
∑

j,k

Bjk log(Bjk) + α
′
L(T ) ✭✽✳✽✮

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❡♥❝♦❞❡ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛❧✉❡ ♦r ❧❛❜❡❧✮✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦
❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❜✉✐❧❞ c✳

✽✳✸✳✷✳✶ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ π ✉s✐♥❣ ❧❛❜❡❧s

❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ c ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛❜❡❧s ♦♥ ♣♦✐♥ts
✭❝♦rt✐❝❛❧ s✉❧❝✐✴❣②r✐✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✿ c(yj , xk) = 0 ✐❢ ♣♦✐♥ts j ❛♥❞ k ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❧❛❜❡❧s
❛♥❞ c(yj , xk) = penalty > 0 ❡❧s❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✈✐❡✇ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ♣❛✐r ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s



✾✻ ▼❡t❤♦❞s

✐♥ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭c(yj , xk) = 0 ✐❢ ♣♦✐♥ts j ❛♥❞ k ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡
❧❛♥❞♠❛r❦ ❛♥❞ c(yj , xk) = penalty > 0 ❡❧s❡✮✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝r❡st ❧✐♥❡s ❢r♦♠
❜♦t❤ ♠❡s❤❡s ❬●❲▼✵✶❪ ❛s t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s✳ ❊❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ ❧❛❜❡❧
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ ❝r❡st ❧✐♥❡ ♦r ♥♦t✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ccrest(yj , xk) = 0
✐❢ yj ❛♥❞ xk ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❛❜❡❧ ❛♥❞ c(yj , xk) = penalty ❡❧s❡✳

✽✳✸✳✷✳✷ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ π ✉s✐♥❣ ❞❡s❝r✐♣t♦rs

c ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛❧✉❡s ✭♦r ✈❡❝t♦rs✮ d(x)
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥❛❝❝✉✲
r❛❝✐❡s ♦♥ d(.)✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ❛s ✿ cd(yj , xk) = 0 ✐❢ ||d(yj) − d(xk)|| < τ ❛♥❞
cd(yj , xk) = penalty > 0 ❡❧s❡✳

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ d(.) ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧✴❣❧♦❜❛❧ s❤❛♣❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥t♦ ❞❡s❝r✐♣t♦rs ✿

✕ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❧❛ss ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
✕ r♦❜✉st t♦ ♥♦✐s❡
✕ r♦❜✉st t♦ s♠❛❧❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s

❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡ ✿

✕ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐♥❞❡① d(x) = sh(x) ❬❑✈❉✾✷❪ t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❤❛♣❡ ✐rr❡s♣❡❝t✐✈❡
♦❢ t❤❡ s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ♥♦✐s❡ ❛♥❞
s♠❛❧❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t ❜② ✜tt✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞
♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ✜tt✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✐✮ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❛ ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧
❛t ♣♦✐♥t x✱ ✐✐✮ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭✇❤❡r❡ x ✐s ❛t ✭✵ ❀ ✵ ❀ ✵✮ ❛♥❞ t❤❡
✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ❧✐❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ③✲❛①✐s✮ ❛♥❞ ✐✐✐✮ ✜tt✐♥❣ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ t②♣❡ f(u; v) = au2 + buv + cv2 ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s s❡♥s❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs
♦❢ x✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ✐♥❞❡① ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ a✱ b ❛♥❞ c ✿ sh(x) =

−2/π arctan
(

2(a(x)+c(x))+2b(x)2

2|a(x)−c(x)|

)

✳

✕ t❤❡ ❝✉r✈❡❞♥❡ss d(x) = cu(x) ❬❑✈❉✾✷❪ t❤❛t s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❛♥❞
t❤❛t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ ✐t ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s t❤❛t ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r s❤❛♣❡ ✐♥❞❡① ✿

cu(x) =
√

( (a(x)+b(x)+|a(x)−b(x)|+c(x))2+(a(x)+b(x)−|a(x)−b(x)|+c(x))2

2 )✳
✕ t❤❡ ✭♥♦r♠❛❧✐s❡❞✮ t♦t❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ d(x) = tgd(x) ❬❆❋❑✵✼❪ t❤❛t ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦
✐s♦♠❡tr✐❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦♥✲❡❧❛st✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❛s tgd(x) =
∑

j
dG(x,xj)

maxj

P

k dG(xj ,xk) ✱ ✇❤❡r❡ dG(xj , xk) ✐s t❤❡ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ xj ❛♥❞ xk✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✭t❡ss❡❧❧❛t❡❞✮ ♣♦✐♥t s❡t ❛♥❞ t❤❡ ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✽✳✸✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛❞❞✐♥❣ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r✐♦rs π ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✇❛② t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s A ❛♥❞ B
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭❊✲st❡♣✮✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ✿



❆❞❞✐♥❣ ♣r✐♦rs ✾✼

❋✐❣✳ ✽✳✷ ✕ ▼❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✈❛❧✉❡s ✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ❝✉r✈❡❞♥❡ss✱ s❤❛♣❡ ✐♥❞❡①
❛♥❞ t♦t❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ t✇♦ ❧❛t❡r❛❧ ✈❡♥tr✐❝❧❡s✳ ❍♦♠♦❧♦❣♦✉s ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❧❛♥❞♠❛r❦s
②✐❡❧❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✈❛❧✉❡s✳

❆❧❣♦ ❘❡❣✸✿ ❙②♠♠❡tr✐❝ r♦❜✉st ❊▼✲■❈P ✇✐t❤ ♣r✐♦rs

❊✲st❡♣ ✿
✐♥✐t✐❛❧✐s❡ A ❛♥❞ B t♦ t❤❡ ♥✉❧❧ ♠❛tr✐①
∀xk ∈ X ❀

S = {yj ∈ Y s✉❝❤ t❤❛t ||yj − T̃ (xk)||2 < δ} ✭✉s✐♥❣ ❛ k❞✲tr❡❡✮
∀yj ∈ S ❀

✐❢ ||yj − T̃ (xk)||2/(2σ2) + βc(yj , xk) ≤ δ

Ajk = exp(−(||yj − T̃ (xk)||2/(2σ2) + βc(yj , xk)))
∀yj /∈ S ❀ Ajk ✐s ❧❡❢t ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳

B = A
♥♦r♠❛❧✐s❡ A ✐♥ r♦✇s ❛♥❞ B ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ (p̃j) ❛♥❞ (q̃k) ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✮
❢♦r ❛❧❧ xk✱ ❝♦♠♣✉t❡ Ã.k + B̃.k ❛♥❞ ỹk ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✶✮

❝♦♠♣✉t❡ ỹk =
∑

j(p̃jÃjk + q̃kB̃jk)yj/(Ã.k + B̃.k)

▼✲st❡♣ ✿ s♦❧✈❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✿
arg mint

∑

k(Ã.k + B̃.k)||ỹk − xk − t(xk)||2 + α
′
L(t)

✽✳✸✳✹ ■♥✐t✐❛❧✐s✐♥❣ T ✉s✐♥❣ π ♦♥❧②

❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ β → ∞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣r♦①✐♠✐t② t❡r♠ ||yj − T (xk)||2
✐s ♥♦t r❡❧✐❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
E3 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

❊✲❙t❡♣ ✿
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A+B ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② t❡r♠ ||yj − T (xk)||2
▼✲❙t❡♣ ✿

❝♦♠♣✉t❡ T̃ = arg min
∑

j,k(Ajk +Bjk)ρδ(||yj − T (xk)||2) + α
′
L(T )

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛s t❤❡ ❊✲❙t❡♣ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ T ✳ ▼♦✲
r❡♦✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r T ♦r A ❛♥❞ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ X ❛♥❞ Y ❛♥❞ t❤✉s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ♥♦ ❝♦rr❡❝t ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r T ✱
t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✇❡



✾✽ ▼❡t❤♦❞s

✇❛♥t t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦r ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ X ❛♥❞ Y ✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐❢ r❡❧✐❛❜❧❡ ♣r✐♦rs ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ t❤✐s ❧❛st ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ c ✐s ♥♦t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s A
❛♥❞ B✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ▼✲st❡♣✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✏❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞✑ ❜② ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡ ρ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s s✉✣❝✐❡♥t r♦❜✉st♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ✐s s♠❛❧❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❧✐❡rs✱ ✐t ✐s ♥♦t ❛❜❧❡
t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦rr❡❝t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳

❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ❧❛❝❦ ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss✱ ✇❡ r❡st❛t❡ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s✐❞✉❛❧s
✐♥t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠♦❞❡ s❡❡❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s s♣❛❝❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
t♦ t♦❧❡r❛t❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✺✵✪ ♦❢ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ t❤❛t ❡①❤✐❜✐ts ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
str❛t❡❣✐❡s ❬❲▼❍✶✵❪ ✿

EInit(X,T (Y )) = −
∑

j,k

Uδ(c(xk, yj))Uǫ(||yj − T (xk)||2) + α
′
L(T ) ✭✽✳✾✮

✇❤❡r❡ Uδ : x 7→ 1 ✐❢ x < δ ❛♥❞ 0 ❡❧s❡ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ǫ > 0✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛✐rs (yj , T (xk)) ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣❛✐rs
s❛t✐s❢②✐♥❣ c(xi, yj) < δ s✉❝❤ t❤❛t ||yj − T (xk)||2 ≤ ǫ✳

❖♥❡ ❝❛♥ ♠✐♥✐♠✐s❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ EInit ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿

❆❧❣♦ ❘❡❣✹✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❚ ✇✐t❤ ♣r✐♦rs

❙t❡♣ ✐✮ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❡t S = {(xk, yj) ∈ X × Y s✉❝❤ t❤❛t c(xk, yj) < δ}
❙t❡♣ ✐✐✮ ❝♦♠♣✉t❡ T̃ = arg minn(T, S) + α

′
L(T )

✇❤❡r❡ n(T, S) ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣s (xk, yj) ∈ S ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡rr♦r t♦❧❡r❛♥❝❡ ✭✐✳❡✳
||yj − T (xk)||2 < ǫ✮✳

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣ ❙t❡♣ ✐✐✮ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❜✉t ❛ ❘❆◆❙❆❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬❋❇✽✶❪✳ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛❧❧ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣r✐♦r ❧❡ss❡r t❤❛♥ δ ✭❙t❡♣ ✐✮✮ ❛♥❞ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛
❘❆◆❙❆❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ T ♦♥ t❤✐s s❡t ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣s ✭❙t❡♣ ✐✐✮✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦
❛✈♦✐❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦✉r ❡st✐♠❛t♦r✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r②
❝♦♥str❛✐♥t t❤❛t t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❛r❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t xk ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t yj ❝❛♥
❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛t ♠♦st ♦♥❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ n(T, S)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦t❤❡r ❦❡r♥❡❧s t❤❛♥
t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❦❡r♥❡❧ U ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❬❲▼❍✶✵❪ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❜❡tt❡r r♦❜✉st♥❡ss✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❦❡r♥❡❧ ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ❛ s✐♠♣❧❡r
❛♥❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ t❤❛♥ ♦t❤❡r ❦❡r♥❡❧s✮✳



❆❞❞✐♥❣ ♣r✐♦rs ✾✾

❋✐❣✳ ✽✳✸ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ ✈❡♥tr✐❝❧❡s✳ ▲❡❢t ✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t ✿ ❆✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞



✶✵✵ ▼❡t❤♦❞s

✽✳✹ ❙②♠♠❡tr✐s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ T ✿ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❛
❝♦♥s✐st❡♥t ✫ s②♠♠❡tr✐❝ ❊▼✲■❈P

❲❤❡r❡❛s ✇❡ tr✐❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❊▼✲■❈P ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✱ ✐t s❡❡♠s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥✈❡rs❡ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ r❡❣✐str❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s❡t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥
s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s❡ts✮ ✐♥ t❤✐s ❊▼✲■❈P ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r♦♣❡rt② ✐s ✈❡r② ❞❡s✐r❛❜❧❡✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛♥ ❛t❧❛s ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❋✐rst tr✐❛❧s ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ❏♦s❤✐ ✫ ▼✐❧❧❡r ❬❏▼✵✵❪ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛
❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s❡ts ♦❢ ♠❛t❝❤❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡
❝♦♥s✐st❡♥❝②✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❏♦❤♥s♦♥ ✫ ❈❤r✐st❡♥s❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦✇❛r❞s t❤✐s ❣♦❛❧✱
❜✉t ✉s✐♥❣ t❤✐♥✲♣❧❛t❡ s♣❧✐♥❡s ✇❤❡r❡ ✐♥✈❡rt✐❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ❡♥s✉r❡❞ ❬❏❈✵✷❪✳ ❚❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❜✉t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② r❡❞❤✐❜✐t♦r② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣♦✐♥t s❡ts✱
✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐ts t❤❡✐r ✉s❡ t♦ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❥♦✐♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts✳

✽✳✹✳✶ ❈♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

▲❡t TX ❛♥❞ T Y ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ✉♥❦♥♦✇♥ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ X ❛♥❞ Y ✳ ▲❡t AX ✭r❡s♣✳ AY ✮ ❜❡ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ TX(X) ❛♥❞ Y ✭r❡s♣✳ T Y (Y ) ❛♥❞ X✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❊▼✲■❈P
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✐ts ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s AX ❛♥❞ AY ❛s ❤✐❞❞❡♥
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ♦✉r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✿

E4(TX , T Y , AX , AY ) = E1(Y, TX(X), AX) + E1(X,T Y (Y ), AY )

+γEc(T
X ◦ T Y , I) + γEc(T

Y ◦ TX , I)

✭✽✳✶✵✮

✇❤❡r❡ ✿
✕ E1 ✐s t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊▼✲■❈P ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❝r✐t❡r✐❛ E2 ♦r E3✳

✕ Ec(T
Y ◦TX , I) ✐s ❛ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡r♠ t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s✲

❢♦r♠❛t✐♦♥s TX ❛♥❞ T Y ✳ ❲✐t❤♦✉t t❤✐s t❡r♠✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ TX ❛♥❞ T Y ✇♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✐s ♥❡✇ t❡r♠ ❝♦✉♣❧❡s t❤❡♠ ❛♥❞ ❢♦r❝❡s t❤❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ❞❡s✐❣♥ ✐t ❛s ✿

Ec(T
Y ◦ TX , I) =

∑

xj∈X

||T Y ◦ TX(xj) − xj ||2.

■t ✐s ❡❛s② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t E(TX ◦T Y , I) ✐s ♥✉❧❧ ❢♦r TX = (T Y )−1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛♥②
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✽✳✶✵✮✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥s✉r❛♥❝❡ t❤❛t TX ❛♥❞ T Y ❛r❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡



❙②♠♠❡tr✐s✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ T ✿ ❆ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✫ s②♠♠❡tr✐❝ ❊▼✲■❈P✶✵✶

❛♥❞ t❤❛t E(TX ◦ T Y , I) ✐s ♥✉❧❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❡ ❞❡s✐❣♥

Ec(T
X ◦ T Y , I)

∑

yj∈Y

||TX ◦ T Y (yj) − yj ||2.

✕ γ > 0 ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ Ec✳

✽✳✹✳✷ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ E4 ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐s❡❞ ❜② ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ t✇♦✲st❡♣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♥s✐sts
✐♥ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✈❡r AX ;AY ❛♥❞ TX ;T Y ✐♥ t✉r♥ ✿

❆❧❣♦ ❘❡❣✺✿ ❙②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥t ❊▼✲■❈P

■♥✐t T̃X ❛♥❞ T̃ Y ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
❊✲st❡♣ ✿ ÃX ❀ ÃY = arg minAX ,AY E4(T̃X , T̃ Y , AX , AY )

▼✲st❡♣ T̃X ❀ T̃ Y = arg minT X ,T Y E4(TX , T Y , ÃX , ÃY )

❚❤❡ ❊✲st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t❧② AX ❛♥❞ AY s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t
✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✳✷✳ ❋♦r t❤❡ ▼✲st❡♣✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ♦♣t✐♠✐s❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥s TX ❛♥❞ T Y ✿

▼✲st❡♣✳✐♥✐t ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ T̃X ❛♥❞ T̃ Y ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡r♠ Ec

▼✲st❡♣✳❛✮ TX = T̃X ❛♥❞ T Y = T̃ Y

▼✲st❡♣✳❜✮ T̃X = arg minT X E4(TX , T Y , ÃX , ÃY )

▼✲st❡♣✳❝✮ T̃ Y = arg minT Y E4(TX , T Y , ÃX , ÃY )

■❢ ♦♥❡ ♥♦t✐❝❡s t❤❛t E1(Y, TX(X), AX) ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t t❡r♠ Ed(Y, T
X(X), AX)

❛♥❞ ❛ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ t❡r♠ Er(T
X)✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②

❡st✐♠❛t✐♥❣ TX ❛s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ✭Ed(Y, T
X(X), AX)✮✱ r❡❣✉❧❛✲

r✐s❛t✐♦♥ ✭Er(T
X)✮ ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤ T Y ✭Ec(T

Y ◦ TX , I)✮ ❛♥❞ T Y ❛s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r s②♠♠❡tr✐❝ t❡r♠s✳ ❇② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
TX ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✿ TX(xj) = xj + tX(xj) ❛♥❞ R ✐s ❛
r❡❣✉❧❛r✐s❡r ♦♥ tX ✭s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r T Y ❛♥❞ tY ✮✳ ❚❤❡♥ ▼✲st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ✿

✐♥✐t ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ T̃X ❛♥❞ T̃ Y ❞r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② t❡r♠ Ec

▼✲st❡♣✳❛✮ TX = T̃X ❛♥❞ T Y = T̃ Y

▼✲st❡♣✳❜✮ t̃X = arg mintX
∑

i,j A
X
i,j ||yi − xj − tX(xj)||2 + α

′
L(tX)+

γ
∑

j ||t̃Y (xj + tX(xj)) + tX(xj)||2 + γ
∑

i ||tX(yi + t̃Y (yi)) + t̃Y (yi)||2
▼✲st❡♣✳❝✮ t̃Y = arg mintY

∑

i,j A
Y
i,j ||xi − yj − tY (yj)||2 + α

′
L(ty)+

γ
∑

j ||t̃X(yj + tY (yj)) + tY (yj)||2 + γ
∑

i ||tY (xi + t̃X(xi)) + t̃X(xi)||2

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② t❡r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ t❡r♠s
∑

j ||t̃Y (xj + tX(xj)) + tX(xj)||2 ✐♥ ▼✲❙t❡♣✳❛✮ ❛♥❞
∑

i ||t̃X(yi +

tY (yi)) + tY (yi)||2 ✐♥ ▼✲❙t❡♣✳❜✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t r❡❞✉♥❞❛♥t ✇✐t❤ t❤❡✐r s②♠♠❡tr✐❝



✶✵✷ ▼❡t❤♦❞s

Y

X

y

x

x+ tX(x)

Y

X

y

x
y + t̃Y (y)

Y

X

y

x

x+ tX(x)
tX(y + t̃Y (y)) = −t̃Y (y)

Y

X

y

x

t̃X(x)

What tX(x) would be
without compatiblity
term

What tY (y) would be
without compatiblity
term

What compatibility
term imposes on tX

It results in a com-
promise (in the sense
of regularisation) be-
tween data attchement
for X and compatibil-
ity with t̃Y .

❋✐❣✳ ✽✳✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② t❡r♠ ✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t
t♦ r✐❣❤t ✐✮ P♦✐♥t x ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ t♦✇❛r❞s Y ❜② t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t(x)X ❀ ✐✐✮ P♦✐♥t y ✐s
❞❡❢♦r♠❡❞ t♦✇❛r❞s X ❜② t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t̃Y (y) ❀ ✐✐✐✮ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② t❡r♠ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t
tX(y + t̃Y (y)) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ −t̃Y (y) ❀ ✐✈✮ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ t̃X t❡♥❞s
t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ❛♥❞
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳

❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✈❡r② ✐♥tr✐❝❛t❡ ❛♥❞ t❤✉s ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡✳ ❚❤✉s✱
s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❈❤✉✐ ❡t ❛❧✳ ❬❈❘❩▲✵✹❪ ✐♥ ❛ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❞r♦♣ t❤❡♠✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ ▼✲st❡♣✳❜✮ ❛♥❞ ▼✲st❡♣✳❝✮ ❛s t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ✿

▼✲st❡♣✳❜✮ t̃X = arg mintX
∑

i,j A
X
i,j ||yi − xj − tX(xj)||2

+α
′
L(tX) + γ

∑

i ||tX(yi + t̃Y (yi)) + t̃Y (yi)||2
▼✲st❡♣✳❝✮ t̃Y = arg mintY

∑

i,j A
Y
i,j ||xi − yj − tY (yj)||2

+α
′
L(tY ) + γ

∑

j ||tY (xj + t̃X(xj)) + t̃X(xj)||2

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳



❊✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✶✵✸

✽✳✺ ❊✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ▼✲st❡♣ ✐s ❤✐❣❤❧② ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡r L✳ ❙❡✈❡r❛❧
❝❤♦✐❝❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡
❚❤✐♥ P❧❛t❡ ❙♣❧✐♥❡ ✭❚P❙✮ r❡❣✉❧❛r✐s❡r✳ ■t ❤❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s t♦ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts t❤❛t
❧✐♠✐t ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❞❛t❛ ♦❢ s♠❛❧❧ s✐③❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡
✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣②✮ ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮
r❡❣✉❧❛r✐s❡r L✳

❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ▼✲st❡♣ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❘❡❣✶✱ ❘❡❣✷✱ ❘❡❣✸
❛♥❞ ❘❡❣✹ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✿

✕ ❘❡❣✶ ❤❛s ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ L ❛♥❞ T ✱
✕ ❘❡❣✷ ❛♥❞ ❘❡❣✸ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥
♣❧✉s ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✿ T (xk) = xk + tk✱

✕ ❘❡❣✹ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s
❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✿ T (xk) = xk + tk ❛♥❞ t❤❛t t❤✐s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t✳

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛r✐s❡rs✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ r❡st❛t❡ ♦✉r
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ✭t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✮ ✿

f̃ = arg min
f

∑

j

pj ||cj − f(vj)||2 + α
′
L(f), ✭✽✳✶✶✮

✇✐t❤ ∀j✱ pj ∈ IR+✱ cj ∈ IR3✱ vj ∈ IR3 ❛♥❞ f : IR3 → IR3✳

✽✳✺✳✶ ▲♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ f ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧
❧♦❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❛t ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❛ss✐❣♥ ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❛t ❡❛❝❤
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t ❛♥❞ ✇❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts vjs ❛r❡ str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❛ ♠❡s❤✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡
✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳

✽✳✺✳✶✳✶ ▲♦❝❛❧❧② ❛✣♥❡

❚❤✐s ✇❛②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛ss✐❣♥ ❛♥ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ Tj t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t vj ♦❢
t❤❡ ♠❡s❤ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝② ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ Tj ♦✈❡r t❤❡ s♣❛❝❡
✭Mj ❛♥❞ tj ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ Tj✮ ✿

L(f = (Tj)j=1,...,card(V )) =
∑

(k1,k2)∈C2

wk1,k2

(

(1 − η)||Mk1 −Mk2||2F + η||tk1 − tk2||2
)

✇❤❡r❡ ||.||F ✐s t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠✱ C2 t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦❢ V
t❤❛t ❛r❡ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs✱ 0 < η < 1 ✇❡✐❣❤s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s ❛♥❞ wk1,k2 > 0 ❛r❡



✶✵✹ ▼❡t❤♦❞s

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♥❡✐❣❤❜♦✉r ♣♦✐♥ts t♦ ❛ s❛♠❡ ♣♦✐♥t ✭t②♣✐❝❛❧❧② wk1,k2 ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ vk1 ❛♥❞ vk2✮✳

❚❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P❜ ✽✳✶✸✮ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ■t❡r❛t❡❞ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡ ❉❡s❝❡♥t ✭■❈❉✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡q✉❡♥✲
t✐❛❧❧② ❡❛❝❤ Tj ∈ T ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✽✳✶✸ ❢♦r Tj ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ✜①❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② t♦ ❛ ✭❛t ❧❡❛st ❧♦❝❛❧✮ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛♥❞ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ✿

❆❧❣♦ ❆♣♣r♦①✶✿ ▼✲st❡♣ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧❧② ❛✣♥❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

▼✲st❡♣ ✿

❙t❡♣ ✵ ✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❡ t❤❡ T̃j

❙t❡♣ ✶ ✿ ∀j T̃j = arg minTj ,tj pj ||cj −Mjvj − tj ||2

+α
′∑

k∈Vj
wk,j

(

(1 − η)||Mj − M̃k||2F + η||tj − t̃k||2
)

❙t❡♣ ✷ ✿ ■❢ t❤❡ T̃js ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❣♦ t♦ ❙t❡♣ ✶ ❡❧s❡ ✜♥✐s❤

✇❤❡r❡ Vj ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ ♣♦✐♥t cj ✐♥ X✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
❙t❡♣ ✶ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✿



































M̃j =

[

α
′
ηpj

pj+α′η
P

k wk,j
(vj
∑

k wk,j −
∑

k∈Vj
wk,j t̃k)v

T
j + α

′
(1 − η)

∑

k∈Vj
wk,jM̃k

]

[

α
′
ηpj

P

k wk,j

pj+α
′
η

P

k wk,j
vjv

T
j + α

′
(1 − η)

∑

k wk,jI3

]−1

t̃j = 1
pj+α′η

P

k wk,j

(

pj(cj − M̃jvj) + α
′
η
∑

k∈Vj
wk,j t̃k

)

✽✳✺✳✶✳✷ ▲♦❝❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s

❆ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❛♥❞ t♦
❞❡s✐❣♥ L ❛s ✿

L(f = (tj)j=1,...,card(V )) =
∑

(k1,k2)∈C2

wk1,k2||tk1 − tk2||2

❧❡❛❞✐♥❣ t♦

❆❧❣♦ ❆♣♣r♦①✷✿ ▼✲st❡♣ ✇✐t❤ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧

▼✲st❡♣ ✿
❙t❡♣ ✵ ✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❡ t̃j
❙t❡♣ ✶ ✿ ∀j t̃j = arg mintj pj ||cj − vj − tj ||2 + α

′∑

k∈Vj
wk,j ||tj − t̃k||2

❙t❡♣ ✷ ✿ ■❢ t❤❡ t̃j ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❣♦ t♦ ❙t❡♣ ✶ ❡❧s❡ ✜♥✐s❤



❊✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✶✵✺

✇❤❡r❡ Vj ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ♦❢ ♣♦✐♥t vj ✐♥ V ✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
❙t❡♣ ✶ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ✿

t̃j =
1

pj + α′η
∑

k wk,j



pj(cj − vj) + α
′
η
∑

k∈Vj

wk,j t̃k





✽✳✺✳✶✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡s❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ♣r♦✈✐❞❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s s✉✛❡rs ❢r♦♠ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s✳

• ❚❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
♠❛tr✐❝❡s ✭❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ♥♦r♠✮ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆ ❜❡tt❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧② ♦♥ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s✱ str❡t❝❤ ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs✮✳
❍♦✇❡✈❡r s✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳

• ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❬❚❈✵✼✱ ▼✁✵✷❪✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❚❤❡
✜rst ♦r❞❡r r❡❣✉❧❛r✐s❡r L ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✿

L(f = (f1, f2, f3)T ) =

∫

|∇f1(v)|2 + |∇f2(v)|2 + |∇f3(v)|2dv ✭✽✳✶✷✮

✇❤❡r❡ f(v) = (f1(v), f2(v), f3(v))
T ❛♥❞ ∇ ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✳ ■♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❣r✐❞✱

s✉❝❤ ❛ r❡❣✉❧❛r✐s❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ❛s ✿

L(f = (tj)j=1,...,card(V )) =
∑

(k1,k2)∈C2

||tk1 − tk2||2

✇❤❡r❡ C2 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❧✐q✉❡s ♦❢ ♦r❞❡r ✷ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✴✈♦❧✉♠❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ❢♦r♠ ❛♣✲
♣❡❛rs ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣
❊✉❧❡r ▲❛❣r❛♥❣❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ L(f) ❣✐✈❡s ✿

∆f1 = 0 ❀ ∆f2 = 0 ❀ ∆f3 = 0

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛t ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s ✿

∂f1

∂t
= div(∇f1) ❀

∂f2

∂t
= div(∇f2) ❀

∂f3

∂t
= div(∇f3),

t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❤❡❛t ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦♥ f ❛♥❞ s❤♦✇s ❛ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✜rst ♦r❞❡r r❡❣✉❧❛r✐s❡r ❛♥❞ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ●❛✉ss✐❛♥ s♠♦♦t❤✐♥❣✳

❚❤✐s ❛♥❛❧♦❣② ❤❡❧♣s ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦✉r r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❣♦♦❞
r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❧✐q✉❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈♦①❡❧ ❞♦♠❛✐♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✇❡❧❧✲❞❡s✐❣♥❡❞ ✜♥✐t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇❤❡r❡❛s t❤✐s ✐s
♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ✭✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✮✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧
♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛rt✐❝✉❧❛t❡❞ ♠♦t✐♦♥✱
t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ❛✣♥❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞ r❡s✉❧ts✳



✶✵✻ ▼❡t❤♦❞s

✽✳✺✳✷ ❊✣❝✐❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡ ❛ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▼✲st❡♣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❡♣r♦❞✉❝✐♥❣
❑❡r♥❡❧ ❍✐❧❜❡rt ❙♣❛❝❡ ✭❘❑❍❙✮ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s
s♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐s t♦ ♦✛❡r ❛ ✇❡❧❧ ❞❡s✐❣♥❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ f ✭❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ t✉♥❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡r✮ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ f ❞❡✜♥❡❞ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ s♣❛❝❡ ✭❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r✲
♣♦❧❛t❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥
❢♦r t❤❡ ▼✲st❡♣ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡r L ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❦❡r♥❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ✜t t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡rs ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❜✉t ❛r❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t ✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✮ t❤❛♥ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳

✽✳✺✳✷✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❛ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤✉s r❡❝❛st ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✿

f̃ = arg min
f

∑

j

pj ||cj − (vj + f(vj))||2 + α
′
L(f), ✭✽✳✶✸✮

✇✐t❤ ∀j✱ cj ∈ IR+✱ vj ∈ IR3 ❛♥❞ f : IR3 → IR3✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s H t❤❛t ✇❡ s♣❛♥ ✉s✐♥❣

❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❦❡r♥❡❧ ✭♣❞❦✮ k ✶ ✿ H = {f |f(.) =
∑∞

i=0 k(qi, .)wi, wi ∈ IR3, qi ∈
Ω; ||f ||H <∞}C ✇❤❡r❡ SC ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t S ❛♥❞ ✇❤❡r❡ Ω ⊂ IR3✳ ❚❤✐s
s♣❛❝❡ ✐s ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t ✿ < f, h >H=

∑∞
i,j=0w

T
i k(qi, qj)wj ✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡

H ✐s ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✇✐t❤ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ k ✭♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t❧② ❛ ❘❑❍❙✮ ❬❲❡♥✵✺❪✳
❚❤❡♥ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t f ∈ H ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ ♦✉r r❡❣✉❧❛r✐s❡r L(f) ❛s ||f ||H ✿

f̃ = arg min
f∈H

∑

j

pj ||cj − (vj + f(vj))||2 + β||f ||H. ✭✽✳✶✹✮

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❘❑❍❙ ✐s t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ ❬❙❍❙✵✶❪ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s
t❛❦❡♥ ❜② t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ f̃ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts v1, . . . , vj , . . . , vM ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s f̃(vj) =
∑M

i=1 k(vi, vj)wi ❛♥❞ t❤❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❧❛st ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✿

(w̃) = arg min
(w)

∑

j=1..M

pj ||cj −
(

vj +
∑

i=1..M

k(vj , vi)wi

)

||2 + β
∑

i,j=1..M

wT
i k(vj , vi)wj

❱❛♥✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❣✐✈❡s ❛ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❛
❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛s ✿

W = (D(P )K + βI)−1D(P )[C − V ],

✶▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ ❛ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❦❡r♥❡❧ k ✭✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ k(., .) ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛
✸×✸ ♠❛tr✐①✮✳ ❇② s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s❝❛❧❛r ♣❞❦✱ ✇❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧② r❡str✐❝t ♦✉r st✉❞② t♦ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♣❞❦ k ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ k(., .) = k(., .)I✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✈❡❝t♦r✐❛❧
♣❞❦s✳



❊✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✶✵✼

✇❤❡r❡ V = [v1, ..., vM ]T ✱ C = [c1, ..., cM ]T ✱ W = [w1, ..., wM ]T ✱ K = (k(vi, vj)i,j) ✐s
t❤❡ M ❜② M ♠❛tr✐① ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❦❡r♥❡❧ k ❛♥❞ D(P ) ✐s t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❢♦r♠❡❞ ❜②
t❤❡ pj ✈❛❧✉❡s✳
◆♦✇✱ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ r❡❧❡✈❛♥t r❡❣✉❧❛r✐s❡r✳

✽✳✺✳✷✳✷ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❦❡r♥❡❧

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ k✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ❋♦✉r✐❡r✲
❜❛s❡❞ st❛❜✐❧✐s❡rs✳ ▲❡t ∀f ✐♥t❡❣r❛❜❧❡✱

L(f) = L(f1) + L(f2) + L(f3)

✇❤❡r❡ ❢♦r i = 1, 2, 3✱

L(fi) =
1

(2π)3

∫ ∞

−∞
|f∗i (ω)|2φ∗(||ω||/b)−1dω,

✇❤❡r❡ ∗ ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦♣❡r❛t♦r✱ φ : IR→ IR ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ b
✐s ❛ r❡❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ▲❡t F = {f : IR3 → IR3|L(f) <∞}✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ♦♥❡
❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ (qi, qj) → φ(||qi − qj ||) ✐s ❛ ♣❞❦ t❤❡♥ F ✐s ❛ ❘❑❍❙ ✇❤♦s❡
r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② k(qi, qj) = b × φ(b × ||qi − qj ||) ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ∀f ∈ F ✱
||f ||F = L(f) ❬❲❡♥✵✺✱ ❙✐❞✵✹❪✳ ❚❤✐s ❞✉❛❧ ✈✐❡✇ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ✇✐❞❡
✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣✉❧❛r✐s❡rs ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❞♦♠❛✐♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣✉❧❛r✐s❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ φ∗−1 ❛s ❛ ❤✐❣❤✲♣❛ss
✜❧t❡r✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ♣❡♥❛❧✐s❡❞ ✇❤❡✲
r❡❛s ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ♣❡♥❛❧✐s❡❞ ❛ ❧✐tt❧❡✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ φ∗[0,∞] ✐s ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧②
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡s ✐ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✇❛② ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❡♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ φ∗(||ω||/b) ✐s ♥✉❧❧ ❛r❡ ❢♦r✲
❜✐❞❞❡♥✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs β ❛♥❞ b ❛❧❧♦✇ t♦ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✿ β
✐s ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭✐t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♠♦♦t❤♥❡ss✮ ✇❤❡r❡❛s b ✐s ♠♦r❡
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✭✐♥ ❛ ✇❛②✱ ✐t ❞❡✜♥❡s ✇❤❛t t❤❡ t❡r♠ ✧s♠♦♦t❤♥❡ss✧ ♠❡❛♥s✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱
b ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥tr❛❝t✐♥❣ ✭r❡s♣✳ ❞✐❧❛t✐♥❣✮ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ φ∗(.) ❛♥❞
t❤✉s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭r❡s♣✳ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✺ ✐❧❧✉s✲
tr❛t❡s r❡s✉❧ts ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ♥♦✐s❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs
β ❛♥❞ b ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❦❡r♥❡❧✳

Original field Wu function with beta=5, b=10 Wu function with beta=5, b=40 Wu function with beta=100, b=40 

❋✐❣✳ ✽✳✺ ✕ ❊✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs β ❛♥❞ b ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✐s② ✜❡❧❞✳



✶✵✽ ▼❡t❤♦❞s

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❛♥ ✉♥❞❡s✐r❛❜❧❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♣❡♥❛❧✐s❡ t❤❡ ♥✉❧❧ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ✐✳❡✳ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✭❛s 1/φ∗(0) ✐s ♥♦t ♥✉❧❧✮✳ ❖♥❡ r❡♠♦✈❡s t❤✐s ♣❡♥❛❧✐s❛t✐♦♥
❜② s✐♠♣❧② ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥♦r♠ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r r❡❣✉✲
❧❛r✐s❛t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ b ❛♥❞ β ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ❛ ♥♦✐s② ✜❡❧❞
✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ φ ❛s t❤❡ ❲✉ ❦❡r♥❡❧ ❬❲❡♥✵✺❪✳

❲❤② ✉s✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❄ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ L ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❡♥❛❧✐s✐♥❣ T ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts
s♣❛t✐❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ T
❝♦♥❝❡r♥ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡❛s ✐ts ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r b ❛❧❧♦✇s t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠✉❧t✐s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ✜rst tr②✐♥❣ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡♥✱ ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✱ ❧♦❝❛❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤✐s ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❞❛♣t
♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❛ ✜♥❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❛✉t♦♠❛t✐❝
❧❛❜❡❧✐♥❣ ♦❢ s✉❜str✉❝t✉r❡s✮ ♦r ❛ ♠♦r❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s✮
♦❢ t✇♦ str✉❝t✉r❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❦❡r♥❡❧s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs b ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡rs✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ β ❛❧❧♦✇s t♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐♥❦✐♥❣ t✇♦ str✉❝t✉r❡s✳
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❋✐❣✳ ✽✳✻ ✕ ❉✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❦❡r♥❡❧s φ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛❧✉❡
φ∗(||ω||/b)−1✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❛♥❞ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ✿ ✐✮ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ t❤r❡❡ ❦❡r♥❡❧s ✭b❂✶✮✱
✐✐✮ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ∗(||.||)−1 ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❛❜♦✈❡✲♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❦❡r♥❡❧s✱ ✐✐✐✮ ✷❉ ♣❧♦t
♦❢ φ(. × b) ❢♦r t❤❡ ❲✉ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t b ✱ ✐✈✮ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ φ∗(||ω||/b)−1 ❢♦r t❤❡ ❲✉
❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t b✳



❊✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✶✵✾

❋✐❣✳ ✽✳✼ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ b ♦♥ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❋✐rst ❧✐♥❡ ✿ ❲❡ r❡❣✐st❡r t❤❡ s♦✉r❝❡
✈❡♥tr✐❝❧❡ ✭❛✮ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❡♥tr✐❝❧❡ ✭❡✮ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ b t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭
✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥
b ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳ ❋♦r ❛ s♠❛❧❧ b✱
t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ♦♥❧② ❣❧♦❜❛❧❧② tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❧❡❢t
✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✭❞❛r❦ ❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❲❤❡♥ b ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s♠❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s t❡♥❞ t♦ ✜t t❤❡ t❛r❣❡t
✭❣r❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ▲✐❣❤t ❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s✳
❙❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ✿ ❙❛♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡ ❜✉t ✇✐t❤ ❝❛✉❞❛t❡ ♥✉❝❧❡✐✳

✽✳✺✳✷✳✸ ❊✣❝✐❡♥t ❝❤♦✐❝❡s

❆❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t
❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛ M × M s②st❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ✇❤❡♥ M ✐♥❝r❡❛s❡s
✭✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛
❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♣❞❦ ✭✐✳❡✳ ❢♦r ∀x✱ ∀y s✉❝❤ t❤❛t ||y|| > r ❀ k(x, y) = 0✮✱ t❤❡♥ ✐✮
D(P )K+βI ✐s ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ k❞✲tr❡❡ ❛♥❞ ✐✐✮ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
W ❝♦♥s✐sts ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s♣❛rs❡ s②st❡♠✳ ❙♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝t❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ♣❞❦ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭s✉❝❤ ❛s ❲❡♥❞❧❛♥❞✱
❲✉ ♦r ❇✉❤♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t❤❡♠
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❲❡♥✵✺❪✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ ❤✐❣❤❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥
❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐t ❜② ③❡r♦②✐♥❣ ❛❧❧ ✐ts ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
✜♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt ❦❡r♥❡❧ ♦❢ ❲✉ ✭φ2,3✮ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❛♥❞
✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t♦♣✲r✐❣❤t ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✼ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❲✉ ❦❡r♥❡❧ ♣❡♥❛❧✐s❡s ❢❛st❡r ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♦r ❲❡♥❞❧❛♥❞ ❦❡r♥❡❧s
✭❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ b✮✳ ▼♦r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❞❞❡❞
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❦❡r♥❡❧s✳

✽✳✺✳✷✳✹ ▼✲st❡♣ ✐♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧



✶✶✵ ▼❡t❤♦❞s

❆❧❣♦ ❆♣♣r♦①✸✿ ▼✲st❡♣ ✇✐t❤ ❘❑❍❙

▼✲st❡♣ ✿
❢♦r ❡❛❝❤ vi ∈ V

Si = {vk ∈ V s✉❝❤ t❤❛t ||vk − vi||2 < b} ✭✉s✐♥❣ ❛ k❞✲tr❡❡✮
❢♦r ❡❛❝❤ vk ✐♥ Si

K(i, k) = b× φ(b× ||vk − vi||) × p̃i

K(i, i) = K(i, i) + α
′

♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ♦♥ K ✭✉s✐♥❣ s♣❛rs❡ ❛❧❣❡❜r❛✮
s♦❧✈❡ KW 1 = D(P )[V 1 − C1] ✭✉s✐♥❣ s♣❛rs❡ ❛❧❣❡❜r❛✮
s♦❧✈❡ KW 2 = D(P )[V 2 − C2] ✭✉s✐♥❣ s♣❛rs❡ ❛❧❣❡❜r❛✮
s♦❧✈❡ KW 3 = D(P )[V 3 − C3] ✭✉s✐♥❣ s♣❛rs❡ ❛❧❣❡❜r❛✮

✇❤❡r❡ V 1✱ V 2 ❛♥❞ V 3 ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜rst✱ s❡❝♦♥❞
❛♥❞ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ♠❛tr✐① V ✭t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r C ❛♥❞ W ✮✳

✽✳✺✳✷✳✺ ◆♦t❡ ♦♥ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❦❡r♥❡❧s

❇② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ s❝❛❧❛r ❦❡r♥❡❧ k ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✭L(f) = L(f1) + L(f2) + L(f3)✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡♦r❡♠s st❛②
tr✉❡ ✇❤❡♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❦❡r♥❡❧s✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ k(., .)
✇✐❧❧ t❛❦❡ ✐t ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ✸ ❜② ✸ ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t
H = {f |f(.) =

∑∞
i=0 k(qi, .)wi, wi ∈ IR3, qi ∈ IR3; ||f ||H < ∞}C ❛♥❞ t❤❡ ❞♦t ♣r♦❞✉❝t

✇r✐t❡s < f, h >H=
∑∞

i,j=0w
T
i k(qi, qj)wj ✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r✲❜❛s❡❞

st❛❜✐❧✐s❡r ✇r✐t❡s ✿

L(f) =
1

(2π)3

∫

R3

¯f∗(ω)φ∗(ω)−1f∗(ω)dω

❲✐t❤ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ ❝r♦ss ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ❝r♦ss ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✮ ❝❛♥ ❜❡
♣❡♥❛❧✐s❡❞ ✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r st✉❞② t♦ s❝❛❧❛r ❦❡r♥❡❧s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✾

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

✾✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s

✾✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❲❡ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ✿ ❆❧❣♦✲❆♣♣r♦①✳
❲✐t❤ ❆❧❣♦ ∈ {❆❧❣♦✶ ✭s✐♠♣❧❡ ❊▼✲■❈P✮✱ ❆❧❣♦✷ ✭s②♠♠❡tr✐❝ ❊▼✲■❈P✮✱ ❆❧❣♦✸ ✭s②♠✲

♠❡tr✐❝ ❊▼✲■❈P ✰ ♣r✐♦rs✮✱ ❆❧❣♦✹ ✭s②♠♠❡tr✐❝ ❊▼✲■❈P ✰ ♣r✐♦rs ✰ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✮} ❛♥❞
❆♣♣r♦① ∈ {❆♣♣r♦①✶ ✭▲♦❝❛❧ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮✱ ❆♣♣r♦①✷ ✭❘❑❍❙✮}✳

❲❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❛ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ♠❡t❤♦❞ t❤❡ ❚P❙✲▲✷❬❏❱✵✺❪
✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦♥ t❤❡ ✇❡❜✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ tr② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜♦t❤
t❤❡ ❚P❙✲❘P▼ ❬❈❘✵✵❛❪ ❛♥❞ ❈P❉ ❬▼❙❈P✵✼❪ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♥ ♦✉r ❞❛t❛ ❜✉t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠
❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ r❡s✉❧ts ❛❢t❡r ✸ ❤♦✉rs ✭❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❞❛t❛✮✳

✾✳✶✳✷ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛

✾✳✶✳✷✳✶ ❚❤❛❧❛♠✉s

❲❡ ✉s❡ ✶✸ r✐❣❤t t❤❛❧❛♠✉s s❡❣✲
♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✲❤♦✉s❡ s♦❢t✲
✇❛r❡ ❢r♦♠ ✸❚ ❚✶✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘■
♦❢ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❝♦♥t❛✐♥ ❛❜♦✉t ✶✳✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳

✾✳✶✳✷✳✷ ❈❛✉❞❛t❡ ♥✉❝❧❡✐

❲❡ ✉s❡ ✷✷ ❈❛✉❞❛t❡ ♥✉❝❧❡✐
s❡❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✲❤♦✉s❡ s♦❢t✲
✇❛r❡ ❢r♦♠ ✸❚ ❚✶✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘■
♦❢ ❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❝♦♥t❛✐♥ ❛❜♦✉t ✷✳✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳

✾✳✶✳✷✳✸ ❱❡♥tr✐❝❧❡s

✶✶✶



✶✶✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❲❡ ✉s❡ ✸ ✈❡♥tr✐❝❧❡s s❡❣♠❡♥✲
t❡❞ ✇✐t❤ ✐t❦s♥❛♣ ✭✐t❦s♥❛♣✳♦r❣✮
❢r♦♠ ✸❚ ❚✶✲✇❡✐❣❤t❡❞ ▼❘■ ♦❢
❤❡❛❧t❤② s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥
❛❜♦✉t ✶✵✳✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳

✾✳✶✳✷✳✹ ❖ss❡♦✉s ❧❛❜②r✐♥t❤s

❲❡ ✉s❡ ✶✵ ❖ss❡♦✉s ❧❛❜②✲
r✐♥t❤s ✭✺ r✐❣❤t ❛♥❞ ✺ ❧❡❢t s②♠✲
♠❡tr✐s❡❞✮ s❡❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❆♠✐r❛
✭❛♠✐r❛✳❝♦♠✮ ❢r♦♠ ❈❚ ♦❢ ♠♦✲
❞❡r♥ ❍♦♠♦ s❛♣✐❡♥s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❜♦✉t ✷✵✳✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳

✾✳✶✳✷✳✺ ❊♥❞♦❝❛sts

❲❡ ✉s❡ ✶✾ ❜r❛✐♥ ❡♥❞♦❝❛sts
s❡❣♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✐t❦s♥❛♣ ✭✐t❦s✲
♥❛♣✳♦r❣✮ ❢r♦♠ ❈❚ ♦❢ ❣r❡❛t ❛♣❡s✳
❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❜♦✉t ✷✵✳✵✵✵
♣♦✐♥ts✳

✾✳✶✳✸ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✾✳✶✳✸✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶ ✿ ▼❙❊ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛

■♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ r❡❝♦✈❡r ❣❧♦❜❛❧
❛♥❞ ❧♦❝❛❧ s♠♦♦t❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❜♦t❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♦✉r
❞✐✛❡r❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r t✇♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s t♦ ✜t
♦t❤❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱
✇❡ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✻ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠ t❤❡s❡
s✉r❢❛❝❡s ✶✵✵ t✐♠❡s ✉s✐♥❣ ✿

✕ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❚P❙ ♦r
❈P❉ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✱

✕ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ s♠♦♦t❤ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✿ t(x) = x + K ×
Gv(x−xc)nx✱ ✇❤❡r❡ xc ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♦♥ t❤❡
s✉r❢❛❝❡s✮✱ nx ✐s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ❛t ♣♦✐♥t x✱ Gv ✐s ❛ ✸❉ ♥♦♥✲♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ●❛✉ss✐❛♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ v2 ❛♥❞ K ✐s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤✳

❚❤❡♥ ✇❡ r❡❣✐st❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✐❞✉❛❧
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧



❘❡s✉❧ts ✶✶✸

❇❛rr♦♥ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✶✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ t❤❡♥
❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✶✵✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s✳

❋✐❣✳ ✾✳✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❛t❛✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t
t♦ r✐❣❤t ✿ ✐✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✱ ✐✐✮ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐s ♠❛♣♣❡❞✮✱ ✐✐✐✮ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ❣❧♦❜❛❧
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❚P❙✮ ✭t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐s ♠❛♣♣❡❞✮
❛♥❞ ✐✈✮ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✭❣r❡❡♥✮ ❞❛t❛✳

❋✐❣✳ ✾✳✷ ✕ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❛t❛ ✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t❤❛❧❛♠✉s✱
✈❡♥tr✐❝❧❡s✱ ♦ss❡♦✉s ❧❛❜②r✐♥t❤s ❛♥❞ ❡♥❞♦❝❛sts

✾✳✶✳✸✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷ ✿ ▲❛♥❞♠❛r❦✲t♦✲❧❛♥❞♠❛r❦ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛

■♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ r❡❣✐st❡r r❡❛❧ ❞❛t❛✳
❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♠❛♥✉❛❧❧② s❡❧❡❝t ❧❛♥❞♠❛r❦s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ ✷ ❞❛t❛s❡ts ✭✈❡♥tr✐❝❧❡s ❛♥❞
♦ss❡♦✉s ❧❛❜②r✐♥t❤s✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛s❡ts t♦
❜❡ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡✱ ❛♥❞ r❡❣✐st❡r ❛❧❧ ♦t❤❡r s✉r❢❛❝❡s t♦ t❤✐s t❡♠♣❧❛t❡✳ ❲❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥
r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ❧❛♥❞♠❛r❦s ❛♥❞ ✇❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡s❡ ❡rr♦rs ♦✈❡r ❛❧❧ s✉❜❥❡❝ts ❢♦r ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞❛t❛s❡ts✳



✶✶✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✾✳✸ ✕ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s ♦♥ t✇♦ ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛

❛❧❣♦✶✲r❡❣✶ ❛❧❣♦✷✲r❡❣✶ ❛❧❣♦✸✲r❡❣✶ ❛❧❣♦✶✲r❡❣✷ ❛❧❣♦✷✲r❡❣✷ ❛❧❣♦✸✲r❡❣✷ ❛❧❣♦✹✲r❡❣✷ ❚P❙✲▲✷
t❤❛❧❛♠✉s ✶✳✵✷✴✶✳✾✻ ✵✳✷✶✴✶✳✵✷ ✵✳✷✸✴✵✳✼✻ ✵✳✽✷✴✶✳✹✺ ✵✳✶✷✴✵✳✻✼ ✵✳✶✻✴✵✳✺✼ ✵✳✶✼✴✵✳✻✺ ✵✳✶✹✴✵✳✺✼
❝❛✉❞❛t❡ ✶✳✽✷✴✷✳✼✷ ✵✳✻✸✴✶✳✽✾ ✵✳✼✵✴✶✳✷✶ ✶✳✸✹✴✶✳✼✽ ✵✳✸✶✴✶✳✷✶ ✵✳✸✺✴✵✳✾✼ ✵✳✸✷✴✶✳✶✾ ✵✳✸✸✴✶✳✵✺
✈❡♥tr✐❝❧❡ ✶✳✾✹✴✸✳✾✹ ✵✳✼✾✴✶✳✾✶ ✵✳✽✼✴✶✳✶✸ ✶✳✹✸✴✷✳✾✾ ✵✳✻✹✴✶✳✻✻ ✵✳✻✺✴✶✳✺✻ ✵✳✻✻✴✶✳✺✸ ✲
♦ss❡♦✉s ✵✳✷✾✴✵✳✽✼ ✵✳✶✼✴✵✳✻✸ ✵✳✷✶✴✵✳✹✹ ✵✳✷✹✴✵✳✽✻ ✵✳✶✶✴✵✳✺✷ ✵✳✵✾✴✵✳✹✺ ✵✳✶✹✴✵✳✹✾ ✲
❡♥❞♦❝❛st ✸✳✷✸✴✻✳✼✻ ✷✳✼✽✴✹✳✼✼ ✸✳✵✾✴✹✳✻✸ ✷✳✾✾✴✻✳✶✶ ✷✳✵✶✴✸✳✻✶ ✷✳✶✶✴✷✳✾✷ ✷✳✶✷✴✸✳✵✶ ✲

❚❛❜✳ ✾✳✶ ✕ ❙t❛t✐st✐❝s ✭♠❡❛♥✴♠❛①✮ ♦♥ t❤❡ ❡♥❞ ♣♦✐♥t ❡rr♦r

✾✳✷ ❘❡s✉❧ts

✾✳✷✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶

❚❤❡ ❇❛rr♦♥ ❡rr♦r ♦♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❣✐✈❡s s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❡①♣❡❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ ❛❝❝✉r❛❝② ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✶ ❛♥❞ r❡❣✷ ✐s ♠♦r❡ ❛❝❝❡♥t✉❛t❡❞ ✭r❡❣✷ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡rr♦r ❢r♦♠
❛❜♦✉t ✹✹✪ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡❣✶ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛❧❣♦ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s
♦♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✳

✾✳✷✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷

❛❧❣♦✶✲r❡❣✶ ❛❧❣♦✷✲r❡❣✶ ❛❧❣♦✸✲r❡❣✶ ❛❧❣♦✶✲r❡❣✷ ❛❧❣♦✷✲r❡❣✷ ❛❧❣♦✸✲r❡❣✷ ❛❧❣♦✹✲r❡❣✷ ❚P❙✲▲✷
✈❡♥tr✐❝❧❡ ✷✳✹✶✴✸✳✵✶ ✶✳✹✸✴✷✳✵✸ ✶✳✸✼✴✶✳✾✽ ✶✳✷✹✴✷✳✹✸ ✶✳✵✺✴✶✳✺✸ ✶✳✵✻✴✶✳✷✷ ✶✳✵✺✴✶✳✸✹ ✲
♦ss❡♦✉s ✵✳✾✶✴✶✳✽✼ ✵✳✻✶✴✶✳✷✶ ✵✳✺✾✴✶✳✵✶ ✵✳✻✹✴✶✳✻✹ ✵✳✸✺✴✵✳✺✻ ✵✳✸✹✴✵✳✺✼ ✵✳✸✹✴✵✳✺✻ ✲

❚❛❜✳ ✾✳✷ ✕ ❙t❛t✐st✐❝s ✭♠❡❛♥✴♠❛①✮ ♦♥ ❧❛♥❞♠❛r❦✲t♦✲❧❛♥❞♠❛r❦ ❞✐st❛♥❝❡

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✳

✾✳✷✳✸ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❘✉♥✲t✐♠❡

✶t❤❡ ❇❛rr♦♥ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡❝t♦rs t1 ❛♥❞ t2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s arccos(
tT
1

||t1||
t2

||t2||
)



❙✉♠♠❛r② ✶✶✺

❛❧❣♦✶✲r❡❣✶ ❛❧❣♦✷✲r❡❣✶ ❛❧❣♦✸✲r❡❣✶ ❛❧❣♦✶✲r❡❣✷ ❛❧❣♦✷✲r❡❣✷ ❛❧❣♦✸✲r❡❣✷ ❛❧❣♦✹✲r❡❣✷ ❚P❙✲▲✷
t❤❛❧❛♠✉s ✵♠✵✻s ✵♠✶✻s ✵♠✶✾s ✵♠✶✹s ✵♠✶✾s ✵♠✷✶s ✵♠✸✼s ✺♠✶✷s
❝❛✉❞❛t❡ ✵♠✶✸s ✵♠✷✷s ✵♠✷✹s ✵♠✸✷s ✵♠✹✵s ✶♠✵✵s ✷♠✷✵s ✺♠✸✼s
✈❡♥tr✐❝❧❡ ✵♠✹✺s ✶♠✵✷s ✶♠✶✷s ✹♠✵✹s ✹♠✺✵s ✺♠✷✹s ✶✵♠✶✵s ❢❛✐❧
❡♥❞♦❝❛st ✶♠✵✺s ✶♠✷✸s ✶♠✷✾s ✽♠✶✷s ✾♠✵✹s ✶✷♠✶✼s ✷✸♠✵✶s ❢❛✐❧

❚❛❜✳ ✾✳✸ ✕ ▼❡❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✲t✐♠❡ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ♥❡❡❞❡❞ ❜②
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s

❊❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♦♣✲
t✐♦♥s✳ ❚❛❜❧❡ ✾✳✸ ✐♥❞✐❝❛t❡s ♠❡❛♥ r✉♥✲t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
str✉❝t✉r❡s✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✳✸✳

✾✳✸ ❙✉♠♠❛r②

❲❡ s✉♠♠❛r✐s❡ ♦✉r r❡s✉❧ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿
✕ ❆❧❧ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❣✐st❡r ♦✉r ❞❛t❛ ✇❤❡r❡❛s ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✸ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt
♠❡t❤♦❞s ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ r❡❣✐st❡r ♣♦✐♥t s❡ts ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✺✵✵✵ ♣♦✐♥ts✳

✕ ❆❧❣♦✸✲r❡❣✷✱ ❆❧❣♦✸✲r❡❣✷ ❛♥❞ ❆❧❣♦✹✲r❡❣✷ ♣r♦✈✐❞❡ r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ ❛rt ❚P❙✲▲✷ ✭♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❛t❛ s❡t✮✳

✕ ❋♦✉r✐❡r✲st❛❜✐❧✐s❡r ❜❛s❡❞ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❧♦✇❡r ❡rr♦rs ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❇❛r✲
r♦♥ ❡rr♦r✮ t❤❛♥ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡
❛ttr❛❝t✐✈❡ t❤❛♥ ❋♦✉r✐❡r✲st❛❜✐❧✐s❡r✳

✕ ❋♦r ❛♥② r❡❣✉❧❛r✐s❡r✱ ❆❧❣♦✲✷ ✭s②♠♠❡tr✐❝ ❊▼✲■❈P✮ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts✳
✕ ❆❞❞✐♥❣ ♣r✐♦rs ♦♥ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① ✭❆❧❣♦✲✸✮ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠❡❛♥ r❡s✉❧ts
✭❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ♦ss❡♦✉s ❧❛❜②r✐♥t❤✱ t❤❛t ❛r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞ ❝✉r✈❡❞ str✉❝t✉r❡s✮ ❜✉t
✐t ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡rr♦r ♦✈❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✕ ❆❧❣♦✲✹ ✭❙②♠♠❡tr✐❝ ❊▼✲■❈P ✰ ❝♦♥s✐st❡♥❝②✮ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡
❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐♥
❛✈❡r❛❣❡✳

❋✉rt❤❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡
❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ b ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳



✶✶✻ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶✵✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲
❧✐♥❣ ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts ❛s ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✈✐❡✇ ✇❤❡r❡ ✇❡
❡①♣❧✐❝✐t❡❞ t❤❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❤✐❞❞❡♥ ✐✮ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐✐✮ s✐♠✐❧❛r✐t② ♠❡❛s✉r❡✱ ✐✐✐✮ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ T ✭❣❡♥❡r❛❧❧② r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r✐s❡r L(T )✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦
✧❞❡❢♦r♠✧ ❛ ♠✐①t✉r❡ ❛♥❞ ✐✈✮ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❛❧❧♦✇s t♦ s♦❧✈❡ ✐t ❜② ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡st s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭▼❆P✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✭t②♣✐❝❛❧❧②✮ t❤❡ ❊▼
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t❤❡♥ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢✉③③②
♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✭❊✲st❡♣✮ ✭❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ✇❤❛t ✐s ♦❢t❡♥ t❡r♠❡❞ t❤❡ ♠❛t❝❤
♠❛tr✐①✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭▼✲st❡♣✮ ✐♥ t✉r♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str❛t❡❣② ✐s
❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❛s♣❡❝ts✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❆P ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥
❛s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① ❛r✐s❡s ❛s ❛
r♦✇ st♦❝❤❛st✐❝ ♠❛tr✐① ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♠❛♥②✲t♦✲♦♥❡ ♠❛t❝❤✐♥❣s✮✳ ❚❤✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♠❛❦❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❜♦t❤
t❤❡ ❊✲st❡♣ ❛♥❞ t❤❡ ▼✲st❡♣ ❛r❡ ✈❡r② t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡
❞❛t❛✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❛t ❧❡❛❞s
t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❛❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ ❜❛❞ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
▼❆P ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭♦✈❡r t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ♦❢ ❛♥ ✭❡♥❡r❣❡t✐❝✮ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ♠♦❞✐❢② ✐t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❞❞❡❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① t❤❛t ✐s ❝♦❧✉♠♥ st♦❝❤❛st✐❝✳ ❚❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥❧②
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❊✲st❡♣ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧t❡rs t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇

✶✶✼



✶✶✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥
♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦♦❧✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❊▼✲■❈P ❝r✐t❡r✐♦♥ ✿

E2(X,T (Y ), A,B) =
∑

j,k

Ajkρδ(||yj − T (xk)||2) + 2σ2
∑

j,k

Ajk log(Ajk) + α
′
L(T ),

✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❊▼✲■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛♥ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✿ ✇❡
✜rst r❡❣✐st❡r t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞✱ ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■t
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❜❡♥❡✜t t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐s❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ t♦ ❦❡❡♣
❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r A ✭❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
♣♦✐♥ts✮✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✱ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ t♦ s♣❡❝✐❢② ♣r✐♦rs ♦♥ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ♦♥❧② ♠✐♥♦r
❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡s❡ ♣r✐♦rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ s❤❛♣❡
❞❡s❝r✐♣t♦rs ❛❧❧♦✇ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ❥♦✐♥t❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s
❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡♥❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✺✱ ✇❡ ❞❡✈✐s❡❞ t✇♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▼✲st❡♣✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✭tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦r ❛✣♥❡✮
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s❡t ❛♥❞ r❡❣✉❧❛r✐s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ st❛♥❞s
♦♥ t❤❡ ❘❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❑❡r♥❡❧ ❍✐❧❜❡rt ❙♣❛❝❡ ✭❘❑❍❙✮ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❛♥❛❧②s✐s
❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t r❡❣✉❧❛r✐s❡rs ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥
s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❧❡❛❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t
t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛ s❤♦rt t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❘❑❍❙✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s t♦ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡
❛❝❝✉r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❜✉t ✐s ♠♦r❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✐♥
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ s❡ts✳

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✾✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❧❡❛❞s ❢♦r t❤❡ ✜rst
t✐♠❡ t♦ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❊▼✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣♦✐♥t
s❡ts ✭✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦ ♦❢ ▼②r♦♥❡♥❦♦ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬▼❙✵✾❪ t❤❛t
✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ②❡t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ P❛rt ■■■✱ ♦✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦
❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❣r♦✉♣✲✇✐s❡ st✉❞② ✿ t❤✐s ❢❛❝t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
❥✉❞❣❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡s✳

✶✵✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t ♠♦r❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❋✐rst✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣♦
❝❧♦s❡r t♦ r❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❛t❛ ❜② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠♦❞✐❢②✐♥❣
t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r ♦✉r ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✇❛s q✉✐t❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞
❧✐♠✐ts ♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✳



P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✶✾

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❛❞❞r❡ss s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
✐♥ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦s✳

❋✐tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ✿ ❖✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② r❡❧✐❡s ♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♣♦✐♥t s❡ts ❛s ♠✐①t✉r❡ ♦❢
♣❞❢✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❝♦♥s✐st ✐♥ tr②✐♥❣ t♦ ✜t ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡
♣♦✐♥t s❡ts ✭♦r ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✮ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ ❜♦t❤ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥
❧❛✇s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✜tt❡❞ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❡ t❤✐♥❦ t❤❛t s✉❝❤ ❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❧❡ss s❛♠♣❧✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡s✉❧ts✳

❉❛t❛✲❛tt❛❝❤♠❡♥t ✿ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ✭♥♦t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✮ ❬▼❈P✶✵❪✱ ✇❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✉s❡ ♥♦r♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❛t❛✲❛tt❛❝❤♠❡♥t t❡r♠✳ ❚❤✐s ❢r❛✲
♠❡✇♦r❦ ✐s st✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❛t ❡❛❝❤
✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ s✉r❢❛❝❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t♦♦❧s ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦✉❧❞ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐ts ❝❛♣t✉r❡ r❛♥❣❡✳

❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② s❤♦✇♥✱ ❋♦✉r✐❡r✲❜❛s❡❞ r❡❣✉❧❛r✐s❡rs ♦✛❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞
s✉✐t❛❜❧❡ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡
❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❣r♦✉♥❞❡❞ str❛t❡❣② t♦ ❝♦♠♣✉t❡✴❛♥❛❧②s❡ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ s♣❧✐♥❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤❡❧♣✲
❢✉❧ t♦ ♠❛❦❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s♠✳

❘♦❜✉st♥❡ss ✿❲❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t♦r ✭tr✉♥❝❛t❡❞ sq✉❛r❡
❢✉♥❝t✐♦♥✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✉♥❞s ✇✐t❤ r♦❜✉st ❡st✐♠❛t♦rs✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ♦✉r ❡st✐♠❛✲
t♦r ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ▼✲❡st✐♠❛t♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞
sq✉❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ ●❛✉ss✐❛♥ ❧❛✇ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✇❤✐❝❤
✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮✳

❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ q✉✐t❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♠❛①✐♠✐s❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥
❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛❞✐❡♥t✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ✭♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✮ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s✳



✶✷✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥



❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✷✶





❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶

❚♦♦❧s ❢♦r ❣r♦✉♣ st✉❞✐❡s ✫

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❘❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❡✳❣
♥❡✉r♦✲♥❛✈✐❣❛t✐♦♥✱ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛t❧❛s❡s✱ ❡t❝✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ st❛t✐s✲
t✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s
♦✈❡r ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❛♥❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✇❛②✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣✲
t❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ♣✐♣❡❧✐♥❡s ❢♦r st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✶✮ ❛♥❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦✈❡r ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
♣♦✐♥t s❡ts ♦♣t✐♦♥❛❧❧② str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❛ ♠❡s❤ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✷✮✳ ❚❤❡s❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡s r❡❧② ♦♥ t❤❡
t♦♦❧s ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛rts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✶✶✳✶ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s

✶✶✳✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✫ ❇r✐❡❢ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt

❋✐❣✳ ✶✶✳✶ ✕ ▼❡❛♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✜rst ♠♦❞❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭± ✷
√
λ1✮ ♦♥ ✹✵ ❤✉♠❛♥ ❤❛♥❞s

✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❧❛♥❞♠❛r❦s✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ Pr♦❝r✉st❡s ❛♥❛❧②s✐s ✭❋r♦♠
❬❙●✵✷❪✮ ❛♥❞ ♦♥ ✶✵ ♦ss❡♦✉s ❧❛❜②r✐♥t❤s ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❢r❡❡✲❢♦r♠ s✉r❢❛❝❡s✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤
❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✶✳✷✳✹✮✳

❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐✮ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
❛ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ M ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭t❤❡ s❤❛♣❡ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝❧♦s❡st✱ ✐♥ ❛ s❡♥s❡ t♦ ❜❡

✶✷✸



✶✷✹ ❚♦♦❧s ❢♦r ❣r♦✉♣ st✉❞✐❡s ✫ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❞❡✜♥❡❞✱ t♦ ❛❧❧ s❤❛♣❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐✐✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ ♠❛✐♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s❤❛♣❡s ❛r♦✉♥❞ M ✳ ❲❤❡♥ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❧❛♥❞♠❛r❦s✱
❛ st❛♥❞❛r❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ♣♦✐♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❬❈❚❈●✾✺❪ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ Pr♦❝r✉st❡❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❉▼✾✽❪ ❛♥❞ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s
♥♦t t❤❡ ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✐♠♣❧✐❝✐t s✉r❢❛❝❡s✱ ♠❡s❤❡s ♦r s✐♠♣❧❡
♣♦✐♥t s❡ts✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠ ♦♥❡ ❝❛♥ q✉♦t❡ ✿

✕ ▼❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ s❤❛♣❡s ❜② ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❝✉rr❡♥ts ✐s
❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ♦✈❡r ✐t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❬❉P❚❆✵✾❪✳

✕ ▼❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✭▼❉▲✮ t❤❡♦r② ❬❍❲❲♣▼✵✺❪✳
❚❤❡ ❦❡② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❡①♣❧❛✐♥s ❜❡tt❡r ✿
♦♥❡ ❧♦♦❦s ❢♦r t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣❛❝t ♠♦❞❡❧ ✭✐✳❡✳ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛s ❢❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✮
t❤❛t ❜❡st ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❤❛♣❡s ❛♥❞
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ♦❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
❞❛t❛ ✉♥❞❡r st✉❞②✳

✕ ▼❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ♦❢ ❛ r❡❣✐str❛t✐♦♥✲
❧✐❦❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ ♠✐①t✉r❡s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡s ❬❈❘❩▲✵✹✱
❍P❊+✵✽❜✱ ❍❊P+✵✾✱ ❲❱❘❊✵✽❪✳

❆♠♦♥❣ t❤✐s ❧❛st ❝❧❛ss ♦❢ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ▼❡❛♥ ❙❤❛♣❡ ❊▼✲■❈P ✭▼❙✲❊▼✲■❈P✮ r❡❝❡♥t❧②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❍✉❢♥❛❣❡❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❍P❊+✵✽❜❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❊▼✲■❈P
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ●r❛♥❣❡r ❛♥❞ P❡♥♥❡❝ ❬●P✵✷❪✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✐t s❤❛r❡s ♠❛♥② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤
t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣❛rt ✷✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❊▼✲■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ st✉❞② ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✶✳✷✳✷✮✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t✇♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼❙✲❊▼✲■❈P ❛✐♠✐♥❣ ❛t t❛❝❦❧✐♥❣ t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s
✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✶✳✷✳✸ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✶✳✷✳✹✮✳

✶✶✳✶✳✷ ▼❡❛♥ s❤❛♣❡ ❊▼✲■❈P ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s

✶✶✳✶✳✷✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

▲❡t ✿
✕ Xc = {xc

1, . . . , x
c
nc} ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t s❡t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s❤❛♣❡ ✉♥❞❡r st✉❞②✱ ✇❤❡r❡ xc

i ∈
IR3 ✐s ❛ ✸❉ ♣♦✐♥t✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t s❡t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts✳

✕ X = {X1, . . . , Xc, . . . , XC} ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ C s❤❛♣❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
st✉❞②✳

✕ M = {m1, ...,mN} ❜❡ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ X✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts N ✭❛r❜✐tr❛r②✮ ✜①❡❞✳

✶✶✳✶✳✷✳✷ ❚❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❊▼✲■❈P

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❍✉❢♥❛❣❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬❍P❊+✵✽❜❪✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡❛♥
s❤❛♣❡ M̃ ❛s t❤❡ ♦♥❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐s❡s ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ M̃ ❛s ♥♦✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥s



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s ✶✷✺

♦❢ T c(Xc) ✭∀c✮ ✶✳ ❚❤✐s ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶✱ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛①✐♠✐s❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✸ ♠❛✐♥ ✉♥❦♥♦✇♥
✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs T c✴Ac✴M ✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇r✐t❡s ✿

M̃ = arg min
M,Ac,T c

C
∑

c=1

[

∑

xc
i∈Xc

∑

mj∈M

Ac
i,j ||T c(xc

i ) −mj ||2 + 2σ2
∑

xc
i∈Xc,mj∈M

Ac
i,j log(Ac

i,j)
]

,

✇✐t❤ ∀c,∀i,
∑

i

Ac
i,j = 1,

✇❤❡r❡ ✿
✕ ❢♦r ❛❧❧ c✱ Ac = (Ac

i,j) ✐s t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥ts ♦❢ Xc ❛♥❞ ♦❢ M ✱

✕ T c ✐s ❡✐t❤❡r ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♦r ❛♥ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ Xc ♦♥ M ✳
■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✏❢✉③③②

r❡s✐❞✉❛❧s✑
∑

xc
i∈Xc

∑

m̃j∈M̃ Ãc
i,j ||T̃ c(xc

i ) − m̃j ||2 s✉❜❥❡❝t t♦ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s T̃ c

❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐❝❡s Ãc ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠✐s❡❞ ✉♥t✐❧ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✸✲st❡♣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭t❤❛t ✐s ❛♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ✿

■♥✐t ✿ M̃ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ❢r♦♠ X✳ ∀c✱ T̃ c = Id

❙t❡♣ ✶ ✿ ✉♣❞❛t❡ Ãc

❢♦r ❡❛❝❤ c✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j✱ Ãc
i,j =

exp(−||T̃ c(xc
i )−m̃j ||

2/(2σ2))
P

k exp(−||T̃ c(xc
k
)−m̃j ||2/(2σ2))

❙t❡♣ ✷ ✿ ✉♣❞❛t❡ T̃ c

❢♦r ❡❛❝❤ c✱ T̃ c = arg minT c

∑

i

∑

j Ã
c
i,j ||T c(xc

i ) − m̃j ||2
❙t❡♣ ✸ ✿ ✉♣❞❛t❡ M̃

❢♦r ❛❧❧ j✱ m̃j = 1
P

c

P

i Ãc
i,j

∑

c

∑

i Ã
c
i,jT̃

c(xc
i ) = 1

C

∑

c

∑

i Ã
c
i,jT̃

c(xc
i )

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠s s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♥❛t✉r❛❧✱ ✐t ❡①❤✐❜✐ts s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s T c ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❧✐♥❡❛r✱ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦r r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣♦♦r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥t s❡ts ❛♥❞ ♠❛② ❢❛✐❧ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s✳
❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✢❛✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✷✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s T c ✭c ∈ [1, . . . , C]✮ ❛s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❜❥❡❝t t♦ r❡❣✉❧❛r✐s❛✲
t✐♦♥s L(T c)✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❛② ✇❡ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❙✲❊▼✲■❈P
❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛❞✐❣♠s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛❞✐❣♠s
❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❍✉❢♥❛❣❡❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ✭✇❤❡♥ T c ✐s ❛ s✐♠♣❧❡

✶■♥ ❢❛❝t✱ ❍✉❢♥❛❣❡❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❞❡✜♥❡ T c(M) ❛s ❛ ♥♦✐s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Xc✱ ∀c ✿ t❤✐s ✐s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞
s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ s❝❤❡♠❡ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❤❡♠❡ ✭t❤❛t ✇❡
♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ ❛❞♦♣t t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ s❝❤❡♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s✐♠♣❧✐✜❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②
t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❜✉t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❛♣t ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ♣❛rt t♦ ✜t t❤❡
❢♦r✇❛r❞ ✈✐❡✇✳



✶✷✻ ❚♦♦❧s ❢♦r ❣r♦✉♣ st✉❞✐❡s ✫ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❜✉t q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳
■♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤s✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛r❛❞✐❣♠s t❤❛t ❧❡❛❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
t♦ ❞❡s✐❣♥ M̃ ❛s ❛ ❋ré❝❤❡t✲❧✐❦❡ ♠❡❛♥ ♦r ❛s ❛ Pr♦❝r✉st❡❛♥✲❧✐❦❡ ♠❡❛♥✳

✶✶✳✶✳✷✳✸ ❋✐rst ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✿ t❤❡ ❋ré❝❤❡t✲❧✐❦❡ ♠❡❛♥

❆ ✜rst ✈✐❡✇ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s ✿

M̃ = arg min
M

∑

c

d(M,Xc)
2

✇❤❡r❡ ✿

d(M,Xc)
2 = min

Ac,T c

∑

xi∈Xc

∑

mj∈M

Ac
i,j ||T c(xc

i ) −mj ||2 + 2σ2
∑

i,j

Ac
i,j log(Ac

i,j).

■❢ d(., .) ❞❡✜♥❡❞ ❛ ♣r♦♣❡r ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋ré❝❤❡t ♠❡❛♥
♦❢ X ❢♦r d✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐sts ✐♥
r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜② ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉❜❥❡❝ts t♦ r❡❣✉✲
❧❛r✐s❛t✐♦♥s L ✿

d(M,Xc)
2 = min

Ac,T c

∑

xi∈Xc

∑

mj∈M

Ac
i,j ||T c(xc

i ) −mj ||2 + 2σ2
∑

i,j

Ac
i,j log(Ac

i,j) + α
′
L(T c).

✇❤❡r❡ α
′
✇❡✐❣❤s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t t❡r♠✳

❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ M̃ ❛s t❤❡ s❤❛♣❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s❡s
❜♦t❤ t❤❡ ✏♠✐s♠❛t❝❤❡s✑

∑

xi∈Xc

∑

mj∈M Ac
i,j ||T c(xc

i ) −mj ||2 ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❡r✲

❣✐❡s α
′
L(T c) ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ Xc ❛♥❞ M̃ ✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α

′
❛♥❞ ♦❢ L ✐s ❝r✉❝✐❛❧

❛s ✐t ❤❛s ❛ str♦♥❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❆ ❧❛r❣❡ α

′
t❡♥❞s t♦ ❢❛✈♦✉r r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ♦✈❡r

♠✐s♠❛t❝❤✐♥❣ ✇❤❡r❡❛s ❛ s♠❛❧❧ α
′
♣❡♥❛❧✐s❡s ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t α

′
L(T c) ❤❛s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡

s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❤❡♥ T c ♠♦✈❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✐❢ α
′ → 0

t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ M ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts T c s✉❝❤ t❤❛t
∑

xi∈Xc

∑

mj∈M Ac
i,j ||T c(xc

i ) −mj ||2 = 0 ❛♥❞

α
′
L(T̃ c) → 0✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ M̃ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❝❧❡❛r❧② ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳
▼♦r❡♦✈❡r ✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♠❡❛♥✐♥❣❧❡ss t♦ ❝❛♣t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✐♠♣❧❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡Xc ✭❛s t❤❡② ❛r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❛r❜✐tr❛r②✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡r L ❤❛s ♥♦t t♦ ♣❡♥❛❧✐s❡ s✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤✉s ❤❛s t♦
❜❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t t♦ t❤❡ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ✭♦r r✐❣✐❞✲❜♦❞② ♣❧✉s s❝❛❧❡✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❙✲❊▼✲■❈P✱ t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐s❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿

❙t❡♣ ✶ ✿ ✉♣❞❛t❡ Ãc

❢♦r ❡❛❝❤ c✱ ❢♦r ❛❧❧ i, j✱ Ãc
i,j =

exp(−||T̃ c(xc
i )−m̃j ||

2/(2σ2))
P

k exp(−||T̃ c(xc
k
)−m̃j ||2/(2σ2))

❙t❡♣ ✷ ✿ ✉♣❞❛t❡ T̃ c ✿
❢♦r ❡❛❝❤ c✱ T̃ c =

∑

i

∑

j arg minT c Ãc
i,j ||T c(xc

i ) − m̃j ||2 + α
′
L(T c)

❙t❡♣ ✸ ✿ ✉♣❞❛t❡ M̃ ✿
❢♦r ❛❧❧ j✱ m̃j = 1

C

∑

c

∑

i Ã
c
i,jT̃

c(xc
i )



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s ✶✷✼

◆♦t✐❝❡ t❤❛t✱ ❜② ✉s✐♥❣ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❜② s②♠♠❡tr✐✲
s✐♥❣ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✮✱ ✐♠♣♦s✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✮✱ ❛❞❞✐♥❣ ❧❛♥❞♠❛r❦s✴❞❡s❝r✐♣t♦rs✴❧❛❜❡❧s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✮✳

✶✶✳✶✳✷✳✹ ❙❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✿ Pr♦❝r✉st❡❛♥ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ♦♥ ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞
♣♦✐♥t s❡ts

X (in dot line) Tinv(X) and M

T (X) and M

mj

mj
mj

∑

i
AT

i,jT (xi)

=
∑

i
AT

i,jTinv(xi)

Tinv(X) and M

Tinv(X) and M

mj

vj

=
∑

i
A

Tinv

i,j Tinv(xi)

vj

∑

i
A

Tinv

i,j Tinv(xi)

(vj +mj)/2

(vj +mj)/2

and M (in solid line)

❋✐❣✳ ✶✶✳✷ ✕ ❋✐rst r♦✇ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼❙✲❊▼✲■❈P✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦
r✐❣❤t ✿ ✐✮ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t X ❛♥❞ M ✱ ✐✐✮ Tinv(X) ❛♥❞ M ✭Tinv ✐s ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞② tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣

∑

iAi,jTinv(xi) ❛♥❞ ✐✐✐✮ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s
vj =

∑

iAi,jTinv(xi) ❛♥❞ ♠❡❛♥ (vj +mj)/2✱ ❙❡❝♦♥❞ r♦✇ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠✲
♣r♦✈❡❞ ▼❙✲❊▼✲■❈P✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ✐✮ T (X) ♦♥ M ✭T ✐s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♠♦♦t❤
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣

∑

iAi,jT (xi) ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥❝❡s vj =

∑

iAi,jTinv(xi) ❛♥❞ ♠❡❛♥ (vj +mj)/2✳

Pr♦❝r✉st❡❛♥ ♠❡❛♥ ✐s ❛ ❋ré❝❤❡t ♠❡❛♥ ❢♦r t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ S ❬❉▼✾✽❪✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢
❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t r❡♠❛✐♥s ✇❤❡♥ ✇❡ ✜❧t❡r ♦✉t
tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ♦♣t✐♦♥❛❧❧② s❝❛❧❡✮✳ ❚❤❡♥ S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
s❤❛♣❡ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦✐♥❝✐❞❡♥t
♣♦✐♥t s❡t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✐❣✐❞✲❜♦❞② ✭♦r s✐♠✐❧❛r✐t②✮ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳



✶✷✽ ❚♦♦❧s ❢♦r ❣r♦✉♣ st✉❞✐❡s ✫ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

■t ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❡❛♥ ❛s t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛
s❤❛♣❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐s t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣♦✐♥t ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✮ ❛❢t❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r✐❣✐❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡s ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t M ❛♥❞ V ❛r❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♣♦✐♥ts✮ ✿

d(M,V )2 = arg min
R

∑

i

||R(vi) −mi||2. ✭✶✶✳✶✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ✐s ✇❤❛t r❡♠❛✐♥s ❛❢t❡r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ✐♥ t❤❡
s❤❛♣❡ s♣❛❝❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❧② ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❞✐s✲
t❛♥❝❡s ✭✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜❡♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② L(T c) ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♦❢ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥ t❤❡ ❋ré❝❤❡t✲❧✐❦❡ ♠❡❛♥✮✳ ❇② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
▼❙✲❊▼✲■❈P✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤✐s r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② T c ❛♥❞ t❤❡
r❡s✐❞✉❛❧s

∑

iAi,j ||T̃ c(xc
i ) −mj ||2 ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ Xc t♦ M ✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✈✐❡✇✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▼❙✲❊▼✲■❈P ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ t✇♦✲st❡♣ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✿ ✐✮ ✜♥❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✐♥ Xc ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts m̃j ✿ ṽc

j =
∑

i Ãi,jT̃
c(xc

i ) ✭❛❢t❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r✐❣✐❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t T c✮ ❛♥❞ ✐✐✮ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
♠❡❛♥ ✿ m̃j = 1

C

∑

c ṽ
c
j ✱ ❛♥❞ ✐✐✐✮ ✐t❡r❛t✐♥❣ ✿

❙t❡♣ ✶ ✿ ✉♣❞❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s (ṽc
j) ✭❛❢t❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r✐❣✐❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t T̃ c✮

❝♦♠♣✉t❡ T̃ c ❛♥❞ Ãc

ṽc
j =

∑

i Ãi,jT̃
c(xc

i )

❙t❡♣ ✷ ✿ ✉♣❞❛t❡ M̃ ✿
❢♦r ❡❛❝❤ j✱ m̃j = 1

C

∑

c ṽ
c
j

❚❤✐s s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ Pr♦❝r✉s✲
t❡❛♥ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡✳ ❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❣❛r❞ ✐t ❛s ✿

M̃ = arg min
M

∑

c

d(M,V c(X,M))2, ✭✶✶✳✷✮

✇❤❡r❡ M ❛♥❞ V c(., .) ❛r❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♣♦✐♥t s❡ts ❛♥❞ d(, .) ✐s t❤❡ Pr♦❝r✉st❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡s✲
❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✶✶✳✶✳ ❊❛❝❤ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♣♦✐♥t s❡t V c(X,M) ✭c ∈ [1, . . . , N ]✮ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ Xc ♦♥ M ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ✐✮
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ V c ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ Xc ❛♥❞ M ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ M
❦♥♦✇✐♥❣ V c✳

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❧❛✐♠❡❞✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❢❛✐❧ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡ ❝♦♠✲
♣❧✐❝❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s
vc
j ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✐♥❣ M ❛♥❞ Xc ✐♥t♦ t❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❚❤✐s
♥❡✇ t❡r♠ ✇✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Ac ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s (vc

j)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ Pr♦❝r✉st❡❛♥
♠❡❛♥✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❛✛❡❝t ♦♥❧② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Ac

❛♥❞ ♥♦t t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ s♣❛❝❡ ✭t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ♦r❜✐t s♣❛❝❡ ✉♥✲
❞❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ s✐♠✐❧❛r✐t② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✿



❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙❤❛♣❡ ❆♥❛❧②s✐s ✶✷✾

❙t❡♣ ✶ ✿ ✉♣❞❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s (ṽc
i ) ✭❛❢t❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r✐❣✐❞ ❛❧✐❣♥♠❡♥t T̃ c✮ ✿

∀c✱ ❝♦♠♣✉t❡ T̃ c ❛♥❞ Ãc ✭✉s✐♥❣ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥✮
∀c✱ ∀j✱ ❝♦♠♣✉t❡ vc

j =
∑

i Ã
c
i,jT̃

c
inv(x

c
i )

❙t❡♣ ✷ ✿ ✉♣❞❛t❡ M̃ ✿
❢♦r ❡❛❝❤ j✱ m̃j = 1

C

∑

c ṽ
c
j

✇❤❡r❡ T c
inv ✐s t❤❡ r✐❣✐❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ T c✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s str❛t❡❣② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ r♦✇ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✷✳

❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❙✲❊▼✲■❈P ❛♥❞ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞
❛♥② ♣r♦♣❡r ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐t ♠✐♥✐♠✐s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡

∑

c d(M,V c(X,M))2

❞❡❝r❡❛s❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ✜ts ✇❡❧❧ t❤❡ ❞❛t❛
X✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✿
❲❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ T ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤♦✉t ♣❡♥❛❧✐s❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ t✇♦ ❞❡✈❡✲

❧♦♣❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❋ré❝❤❡t✲❧✐❦❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ Pr♦❝r✉st❡❛♥ ♠❡❛♥✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❛♥❞
❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍✉❢♥❛❣❡❧ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s✳ ❲❤❡♥ ✉s✐♥❣
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t✇♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✳
❆s ❢♦r ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦s
t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡✐r ❣❡♥❡r❛❧✐s❛t✐♦♥
❛❜✐❧✐t✐❡s ✭✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❤♦✇ ❝❧♦s❡❧② t❤❡ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤❡s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮ ❛♥❞
s♣❡❝✐✜❝✐t② ✭✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡ s❤❛♣❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s
✐♥ t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣ s❡t X✮✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝ Pr♦❝r✉st❡❛♥ ♠❡❛♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠
♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐✮ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❋r❡❝❤❡t✲❧✐❦❡ ♠❡❛♥ ✭❧❛r❣❡❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ L/α

′
✮ ❛♥❞ ✐✐✮

t❤❡ ❡❛s✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳

✶✶✳✶✳✸ ❱✐rt✉❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✫ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐① ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✏✈✐rt✉❛❧✑ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ✐♥ ❡❛❝❤ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r st✉❞②
✉s✐♥❣ t❤❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ Ac

i,j ✭∀c✮ ✿ vc
j =

∑

iA
c
i,jTinvx

c
i ✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡s Xc ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② r✐❣✐❞❧② r❡❣✐st❡r❡❞ t♦❣❡t❤❡r
❛♥❞ t❤✉s t❤❛t Tinv = Id ❛♥❞ vc

j =
∑

iA
c
i,jx

c
i ✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢
♣♦✐♥t✇✐s❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ M ✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t xc

i ♦❢
Xc ❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❝❛❧❛r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❝♦rt✐❝❛❧ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❧♦❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr②✱ ❝✉r✈❛t✉r❡✱
✳✳✳✮ t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ sXc

i ✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ SXc
= (sXc

i ) ♦♥ M ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② sXc→M
j =

∑

iA
c
i,js

xc

i ✳ ❆s ∀j✱ ∑iA
c
i,j = 1✱ t❤❡ ✏✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞✑ ✈❛❧✉❡ ❛t mj ✐s ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❛♥ ♦❢

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts X✳ ❚❤✐s ❧❛st ♣r♦♣❡rt② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ♦♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❧❛t❡✳



✶✸✵ ❚♦♦❧s ❢♦r ❣r♦✉♣ st✉❞✐❡s ✫ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✶✶✳✶✳✹ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s

❖♥❝❡ ❛ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ M ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡st s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ M ♦♥
❡❛❝❤ Xc ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ s❤❛♣❡s ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ❬▲▼❙+✵✽❪ ♦r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞s
❬P▲◆❙✵✹❪✱ ❛♥❞ t✲t❡sts ♦r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡sts✳



◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦✈❡r✴❜❡t✇❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✶✸✶

✶✶✳✷ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦✈❡r✴❜❡t✇❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ t♦♦❧s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❢♦r
t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦✈❡r ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛❧❧ t❤❡
str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❢r❛♠❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡
❛①❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛❧❧ ❛♥t❡r✐♦r✲♣♦st❡r✐♦r✱ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❛♥❞ ❤❡❛❞✲❢♦♦t✳

✶✶✳✷✳✶ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s

▲❡t Xc ∈ X ❜❡ ❛ ♣♦✐♥t s❡t r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ■ts
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

✶✳ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ P ♦❢ Xc ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ P❛rt ✶✳

✷✳ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞ ❛s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❜❡st s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ Xc

❛♥❞ SP (Xc) ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ P❛rt ✷✳

✸✳ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✇✐s❡
✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ✸ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡
t❤❡ ❛♥t❡r✐♦r✲♣♦st❡r✐♦r✱ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❛♥❞ ❤❡❛❞✲❢♦♦t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❛r ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t s❡t Xc✳ ❲❡ ❝❛❧❧
t❤❡s❡ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s SXc,AP ✱ SXc,LR ❛♥❞ SXc,HF ✳

✶✶✳✷✳✷ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❛♥ ❝♦rt✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ✫ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣♣✐♥❣s

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r C ♣♦✐♥t s❡ts X1, . . . , XC r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ C str✉❝t✉r❡s ✉♥❞❡r st✉❞②✳
❚❤❡✐r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s SXc,AP SXc,LR ❛♥❞ SXc,HF ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣✉t ✐♥ ❛
❝♦♠♠♦♥ ❣❡♦♠❡tr② t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❛❜♦✈❡ t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❡ ✿

✕ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t M r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡✱
✕ t❤❡ ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐❝❡s {A1, . . . , AC} ✭❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❢✉③③② ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts Xc ❛♥❞ M✮✱

✕ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s T c ✭❜❡st s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts Xc ❛♥❞ M✮✳

❖♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✐♥t s❡t M ❛♥❞ t❤❡ ❢✉③③② ♠❛t❝❤ ♠❛tr✐❝❡s AC ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ✇❡
♣r♦❥❡❝t ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✭s❝❛❧❛r✮ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s SXc,AP ✱ SXc,LR ❛♥❞ SXc,HF ♦♥ M
✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s SXi→AP ✱ SXi→M,LR ❛♥❞
SXi→M,HF ✳ ❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✶✳✸✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛t ♣♦✐♥t mj ∈M ✇❛s ❞❡✜♥❡❞
❛s sXc→M,AP

j =
∑

iA
c
ijs

Xc,AP
i ✭❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r sXc→M,LR ❛♥❞ sXc→M,HF ✮✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡

♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✸ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ❢♦r ♦♥❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❝♦rt❡① ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡
♠❛♣s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✶✳✸✳



✶✸✷ ❚♦♦❧s ❢♦r ❣r♦✉♣ st✉❞✐❡s ✫ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✶✳✸ ✕ ▼❛♣♣✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦♥ ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t ✿ ❆❧❧ t❤❡ r♦✇s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❋✐rst r♦✇ ✿ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣♦✐♥t s❡t X ✲ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ SP (X) ♦♥ X
✲ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ T ◦ SP (X) ♦♥ X ✭t❤❡ ♣❛t❝❤② ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦rs
❛❢t❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ X ❛♥❞ SP (X)✮✳ ❙❡❝♦♥❞ r♦✇ ✿ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ✭✇✐❞t❤✮✱ ❤❡❛❞✲❢♦♦t
❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r✲❛♥t❡r✐♦r ✭♣r♦tr✉s✐♦♥✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞✳ ❚❤✐r❞ r♦✇ ✿
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ♦❢ X ✭s❡❝♦♥❞ r♦✇✮ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✐♥t s❡t M ✳

✶✶✳✷✳✸ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡

❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♥❛❧②s❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝ ✜ss✉r❡ ❜② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts ✭✉s✐♥❣ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❞✲s❛❣✐tt❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧②
✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡s✉❧t t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞✱ t❤✐s s✉r❢❛❝❡ ♦✛❡rs ❛♥
✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝ ✜ss✉r❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❛s
s✉❝❤✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷

❆s②♠♠❡tr✐❡s

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❢♦r t❤❡
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦✈❡r ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ st✉❞②
❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❝♦rt✐❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ❙✐t✉s ■♥✈❡rs✉s s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ s✉❜❥❡❝ts✳

✶✷✳✶ ◆♦t❡ ♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ✿

❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ q✉✐t❡ ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣✳ ❚♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ s♦♠❡ ❜❛❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❧❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳

+

+ +

+

+

+

−

−

X X

X
SP (X)SP (X)

SP (X)

SP (X)

a b c

P P

P

❋✐❣✳ ✶✷✳✶ ✕ ❍♦✇ t♦ r❡❛❞ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s✳

❆♠❜✐❣✉♦✉s ❝♦❧♦✉r ♠❛♣s ✿ ❋✐❣✉r❡s ✶✷✳✶✳❛ ❛♥❞ ✶✷✳✶✳❜ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ r❡❛❞ ❛s②♠♠❡tr②
♠❛♣s✳ ▲❡t X ❜❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ P ❛♥❞ ✐ts s②♠✲
♠❡tr✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ SP (X) ✭✐♥ r❡❞✮✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ X ♦♥ SP (X)
✭❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇s✮✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✭❋✐❣ ✶✷✳✶✳❛✮ ♣♦✐♥ts
t♦✇❛r❞s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ ❝♦❧♦r ♠❛♣ ✭✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞✮ ♦♥ t❤❡ t✇♦

✶✸✸



✶✸✹ ❆s②♠♠❡tr✐❡s

s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ r♦✉❣❤❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❡①t❡♥❞s ♠♦r❡ ❧❛t❡r❛❧❧② t❤❛♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳

❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ P ✭✐✳❡✳ ❛♥t❡r♦✲
♣♦st❡r✐♦r ❋✐❣ ✶✷✳✶✳❜ ❛♥❞ ❤❡❛❞ ❢♦♦t✮✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧♦❣♦✉s
str✉❝t✉r❡s ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✭❋✐❣ ✶✷✳✶✳❜✮ ✱ t❤❡ t♦♣✲❧❡❢t
✭✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✲❧❡❢t ✭✇❤❡r❡
t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ❛r❡❛ ❜♦t❤ ♣r♦tr✉❞❡ ♠♦r❡ t❤❛♥
t❤❡✐r ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳

❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❧♦♦❦ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛①✐s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡
r❡s✉❧ts ✿ ❤♦t ✭r❡s♣✳ ❝♦❧❞✮ ❝♦❧♦rs ❞♦ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣❧② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭r❡s♣✳ s❤r✐♥❦✐♥❣✮✳

❆s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛♣s ✿ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✶✳❝ ✐❧❧✉str❛t❡s ✇❤② ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦
❧♦♦❦ ❛s②♠♠❡tr✐❝✳ ▲❡t ❜❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t X ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ SP (X) ✭✐♥
r❡❞✮✱ r❡❣✐st❡r✐♥❣ X ♦♥ SP (X) ❛♥❞ r❡❣✐st❡r✐♥❣ SP (X) ❛♥❞ X ✐s s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧❧② s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❝♦♠♣♦s✐♥❣
t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡s✉❧✲
t✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ❤❛✈❡ ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✮ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❜✉t ✐ts r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t✳

✶✷✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♥❣ ♦✉r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✿ st✉❞② ♦♥ ❙✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ◆❡✐❧ ❘♦❜❡rts ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ◆✳ ❑❡♥♥❡❞②✳
❙✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ s✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ✭❙■✮ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❧✉❡s ✐♥t♦ t❤❡

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ t♦rq✉❡ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡✲
r✐❝ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❢♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❙✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ✐s ❛ ✈❡r② r❛r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛✛❡❝t✐♥❣ ✶ ✐♥
✶✵✱✵✵✵ ❧✐✈❡ ❜✐rt❤s✮ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✈✐s❝❡r❛❧ ♦r❣❛♥s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦❞②
t♦ ✇❤❡r❡ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♠✐rr♦r✳ ●❡♥❡r❛❧
❤❡❛❧t❤✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ♥♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤✉s ❝❧✐♥✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ st✉❞✐❡s ❛r❡ ✈❡r②
s❝❛r❝❡ ❬❲♦♦✽✻✱ ❈●❍+✾✸✱ ❑❖❚+✾✾✱ ■❍❋+✶✵❪✳

■♥ s❤♦rt✱ ❑❡♥♥❡❞② ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❛♥❞ ■❤❛r❛ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❑❖❚+✾✾✱ ■❍❋+✶✵❪ ❡❛❝❤
st✉❞✐❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❤r❡❡ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ s✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ✭✸ ✈❡r② str♦♥❣ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡rs ❢♦r
❑❡♥♥❡❞② ❞❛t❛ ❛♥❞ ✶ ✈❡r② ✇❡❛❦ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞♥❡ss✱ ✶ ✈❡r② ✇❡❛❦ ❧❡❢t✲❤❛♥❞❡r ❛♥❞ ✶ ✈❡r②
str♦♥❣ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡r ❢♦r ■❤❛r❛ ❞❛t❛✮✳ ❇♦t❤ ❣r♦✉♣s r❡♣♦rt t❤❛t ❜r❛✐♥ t♦rq✉❡ ✐s r❡✈❡rs❡❞ ✐♥
❛❧❧ t❤r❡❡ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ s✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ❛♥❞ ❜♦t❤ ❣r♦✉♣s s✉❣❣❡st t❤❛t ❧❡❢t✇❛r❞ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧
❛s②♠♠❡tr② ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ str✉❝t✉r❡s ✐✳❡✳ ♣❧❛♥✉♠ t❡♠♣♦r❛❧❡ ✭✷ ♦✉t ♦❢ ✸ ✐♥ ❬❑❖❚+✾✾❪ ❛♥❞
✸ ♦✉t ♦❢ ✸ ✐♥ ❬■❍❋+✶✵❪✮ ❛♥❞ ■❋● ✭✸ ♦✉t ♦❢ ✸ ✐♥ ❬■❍❋+✶✵❪✮ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ s✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s✱
❜✉t ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❛t ❑❡♥♥❡❞② s✉❣❣❡sts ❧❡❢t ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❢♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡
✉s✐♥❣ ❢▼❘■ ❬❑❖❚+✾✾❪ ✐♥ ❛❧❧ ✸ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ■❤❛r❛ s✉❣❣❡sts r✐❣❤t ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❢♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥ ✷ ♦✉t ♦❢ ✸ s✉❜❥❡❝ts ✉s✐♥❣ ▼❊● ❬■❍❋+✶✵❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ str✉❝✲
t✉r❛❧❧② t❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ❧♦❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡✲r❡❧❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s ✐♥
s✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ❜✉t r❡✈❡rs❡❞ t♦rq✉❡ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ ❛❧s♦ r❡✈❡rs❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❢♦r
❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ t♦rq✉❡ ✭♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ♣r♦tr✉s✐♦♥ ❛♥❞✴♦r ❧❛t❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t❛❧ ❛♥❞ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡s✮ ❛♥❞ ❞❡✲



■❧❧✉str❛t✐♥❣ ♦✉r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✿ st✉❞② ♦♥ ❙✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ✶✸✺

✈✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝ ♣❧❛♥❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② st✉❞✐❡❞✳ ❖✉r ❣♦❛❧ ✇❛s
t♦ ♣❡r❢♦r♠ s✉❝❤ ❛ st✉❞② ✉s✐♥❣ ♦✉r t♦♦❧s ♦♥ t✇♦ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♠❛❧❡ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ s✐t✉s
✐♥✈❡rs✉s ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❡❧❡✈❡♥ ❛❣❡✲♠❛t❝❤❡❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♠❛❧❡ ❝♦♥tr♦❧
s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ t✇♦ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ s✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❜② ❑❡♥♥❡❞②
❛♥❞ ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❬❑❖❚+✾✾❪ ❛♥❞ ✇❡ ❛✐♠ t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞ t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❜②
✉s✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛❣❡✱ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ❛♥❞ s❡①✳

✶✷✳✷✳✶ ❙✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❉❛t❛ ✇❡r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t✇♦ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♠❛❧❡ s✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ s✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ❬❑❖❚+✾✾❪✳
❚❤❡s❡ t✇♦ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s s✉❜❥❡❝t ✶✶✼✵ ❛♥❞ ✶✶✼✺ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❇♦t❤ ✇❡r❡
❛❣❡❞ ✸✸ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ ❡❧❡✈❡♥ r✐❣❤t✲❤❛♥❞❡❞ ♠❛❧❡ ✈♦❧✉♥t❡❡rs✱ r❛♥❣✐♥❣ ✐♥
❛❣❡ ❢r♦♠ ✷✹ t♦ ✹✷ ②❡❛rs ✭♠❡❛♥ ✷✽ ± ✹✳✽✮✳ ❆ ✷✺✻ × ✷✺✻ × ✶✽✷ ✸❉ ❚✶✲✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣❡ ♦❢
✶♠♠ ✐s♦tr♦♣✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧ s✉❜❥❡❝t ♦♥ ❛ P❤✐❧✐♣s ❆❝❤✐❡✈❛ ✸❚
❙②st❡♠ ✭P❤✐❧✐♣s ▼❡❞✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✱ ❇❡st✱ ❚❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✮✳ ❚❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❝♦✈❡r❡❞
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
❛♥t❡r✐♦r✲♣♦st❡r✐♦r ❝♦♠♠✐ss✉r❡ ❧✐♥❡✳

✶✷✳✷✳✷ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❋♦r ❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t✬s ▼❘■✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❲❡ ✜rst s❡❣♠❡♥t❡❞ ❣r❡②
♠❛tt❡r ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ ❡❛❝❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ✭s✉r❢❡r✳♥♠r✳♠❣❤✳❤❛r✈❛r❞✳❡❞✉✮✳ ❚❤❡ ♠❡s❤ ✇❛s
s♠♦♦t❤❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ ✐♥t❡r✲s✉❜❥❡❝t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❣②r✐ ❛♥❞ s✉❧❝✐✳ ❋♦r t❤✐s
♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❛s❦ ✭❡❛❝❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ s❡♣❛r❛t❡❧②✮✳
❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛ ❝❧♦s✐♥❣ ✭ ✐✳❡✳ ❛ ❞✐❧❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛♥ ❡r♦s✐♦♥✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♥❛r②
♠❛s❦ ❛♥❞ r❡♣❡❛t❡❞ t❤✐s ♣r♦❝❡ss k t✐♠❡s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r k✱ t❤❡ ✏s♠♦♦t❤❡r✑ t❤❡
❝♦rt❡①✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❝❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♠❛s❦✱ ✇❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛ ♠❡s❤ ✉s✐♥❣ ♠❛r❝❤✐♥❣ ❝✉❜❡s
✭✈t❦✳♦r❣✮✳ ❯s✐♥❣ k = 10✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈✐s✉❛❧❧② s❛t✐s❢②✐♥❣ r❡s✉❧ts✱ ❣✐✈✐♥❣ ♠❡s❤❡s ♦❢ ❛❜♦✉t
✶✺✵❦ ♣♦✐♥ts ✭❋✐❣✳ ✶✶✳✸✱ ✜rst r♦✇✮✳

✶✷✳✷✳✸ ▼❡❛♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ❝♦♥tr♦❧s

❲❡ ❤❛❞ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ n ✭× ✸✮ s❝❛❧❛r ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s SX1→M , . . . , SXn→M

♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❛♥ ♠❡s❤ M ✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ M ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ✐ts st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
♦✈❡r t❤❡ ✶✶ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♣♦✐♥t✇✐s❡ t✲t❡st ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 ✿
✏❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr②✑✳ ❲❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ p✲✈❛❧✉❡s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛✲
r✐s♦♥s ❜② ✐✮ ✜①✐♥❣ ❛ s✉♣r❛t❤r❡s❤♦❧❞ α = 0.05✱ ✐✐✮ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉♣r❛t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ✭❜② s❤✉✤✐♥❣ t❤❡ p✲✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ ♠❡s❤
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❧✉st❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ p✲✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ α✱
✉s✐♥❣ ✷✵✱✵✵✵ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✮ ✐✐✐✮ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉♣r❛t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❛s t❤❡
❬α×20, 000❪✰✶th ❧❛r❣❡st ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐✈✮ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝❧✉s✲
t❡rs ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✐③❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉♣r❛t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❧✉st❡r s✐③❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♠❛♣ ❬◆❍✵✷❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✷✳✷ ❛♥❞ ✶✷✳✸✳



✶✸✻ ❆s②♠♠❡tr✐❡s

❋✐❣✳ ✶✷✳✷ ✕ ▼❡❛♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞ ✭✶✶
s✉❜❥❡❝ts✮✳ ❊❛❝❤ r♦✇ s❤♦✇s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ✿ ❧❡❢t✲r✐❣❤t✱
❤❡❛❞✲❢♦♦t✱ ♣♦st❡r✐♦r✲❛♥t❡r✐♦r✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s✳

❋✐❣✳ ✶✷✳✸ ✕ ♣✲✈❛❧✉❡ ♠❛♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞
✭✶✶ s✉❜❥❡❝ts✮✳ ❊❛❝❤ r♦✇ s❤♦✇s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ✿ ❧❡❢t✲r✐❣❤t✱
❤❡❛❞✲❢♦♦t✱ ♣♦st❡r✐♦r✲❛♥t❡r✐♦r✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s✳ ❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ❛s②♠♠❡tr② ✭t✲t❡st✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣ s✉♣r❛t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❧✉st❡r
s✐③❡ t❡sts ❬◆❍✵✷❪✮✳



■❧❧✉str❛t✐♥❣ ♦✉r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✿ st✉❞② ♦♥ ❙✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ✶✸✼

✶✷✳✷✳✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❣✐♦♥❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s

❋♦r ❛♥ ❡❛s✐❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❛s②♠♠❡tr②
✈❛❧✉❡s ♦✈❡r t❤❡ ❢r♦♥t❛❧ ❛♥❞ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts✳ ❇♦t❤ ❧♦❜❡s ✇❡r❡
❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✣♥❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❖◆■ ▲P❇❙✹✵✴❙P▼✺ ❛t❧❛s ❬❙▼❆+✵✽❪ t♦
❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❧❡❢t✲r✐❣❤t ✭✧✇✐❞t❤✧✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r✲❛♥t❡r✐♦r ✭✧♣r♦tr✉s✐♦♥✧✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡
❢r♦♥t❛❧ ✭❋✮ ❛♥❞ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ✭❖✮ ❧♦❜❡s✳ ❚♦ ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s②♥t❤❡t✐❝✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜❥❡❝t ✇❡ ♥♦t❡❞
t❤❡ ❧♦❜❡ ✭▲ ♦r ❘✱ ✐✳❡✳ ❧❡❢t ♦r r✐❣❤t✮ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✇✐❞❡r ❛♥❞ t❤❛t ♣r♦tr✉❞❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ✐ts
❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✇✐❞t❤ ♦r ♣r♦tr✉s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡s ✇❛s
❧♦✇ ✭< ✶✵−1 ♠♠✮✱ ✇❡ ♥♦t❡❞ ✵ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ▲ ♦r ❘✳ ❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✇✐❞t❤ ✭▲✲❘✮✱ ♣r♦tr✉s✐♦♥
✭P✲❆✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞ ♦✈❡r t❤❡ ❢r♦♥t❛❧ ❛♥❞ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡s✮✱ ✇❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ t✲t❡st ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 ✿ ✏❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t s②♠♠❡tr②✑✳ ❚❤✐s
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜♦t❤ ♦♥ ❝♦♥tr♦❧s ❛♥❞ ❙■ s✉❜❥❡❝ts✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱
✇❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t❤❡ ♠❡❛♥ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✭✧❞❡✈✐❛t✐♦♥✧✮ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r ❜♦t❤ ❧♦❜❡s✳
▲ ✭r❡s♣✳ ❘✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ✭r❡s♣✳ r✐❣❤t✮ ❤❡♠✐s♣❤❡r❡ ❞❡✈✐❛t❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ r✐❣❤t
✭r❡s♣✳ ❧❡❢t✮✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❧♦❜❡s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ t✲t❡st ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s H0 ✿ ✏❚❤❡r❡
✐s ♥♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝ ✜ss✉r❡✑✳ ❚❤✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜♦t❤ ♦♥ ❝♦♥tr♦❧s ❛♥❞ ❙■ s✉❜❥❡❝ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❚❛❜✳ ✶✷✳✶✳

✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ♣
❖ ♣r♦tr✉s✐♦♥ ▲ ▲ ▲ ▲ ❘ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ✵ ♣<✵✳✵✺
❖ ✇✐❞t❤ ▲ ▲ ✵ ▲ ❘ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ♣<✵✳✵✺

❖ ❝✉r✈❛t✉r❡ ▲ ▲ ✵ ▲ ❘ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ▲ ♣<✵✳✵✺
❋ ♣r♦tr✉s✐♦♥ ❘ ❘ ❘ ❘ ▲ ❘ ▲ ❘ ▲ ▲ ✵ ♣>✵✳✵✺
❋ ✇✐❞t❤ ❘ ▲ ✵ ❘ ❘ ✵ ▲ ✵ ▲ ❘ ▲ ♣>✵✳✵✺

❋ ❝✉r✈❛t✉r❡ ❘ ❘ ❘ ✵ ❘ ✵ ✵ ❘ ❘ ❘ ✵ ♣>✵✳✵✺

❚❛❜✳ ✶✷✳✶ ✕ Pr♦tr✉s✐♦♥✴✇✐❞t❤ ✐♥t❡r❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡✳ ❲❡ ❞✐s♣❧❛② t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ✶✶ s✉❜❥❡❝ts ❢♦r ♦❝❝✐♣✐t❛❧
✭❖✮ ❛♥❞ ❢r♦♥t❛❧ ✭❋✮ ❧♦❜❡✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ t❡①t✳

✶✷✳✷✳✺ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♦♥ ❙■ s✉❜❥❡❝ts

❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✹ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✺ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✈❛❧✉❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✷✳✸✳✷✳



✶✸✽ ❆s②♠♠❡tr✐❡s

❋✐❣✳ ✶✷✳✹ ✕ ❆s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✶✶✼✵✳

❋✐❣✳ ✶✷✳✺ ✕ ❆s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✶✶✼✺✳



■❧❧✉str❛t✐♥❣ ♦✉r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✿ st✉❞② ♦♥ ❙✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ✶✸✾

✲ ✶✶✼✵ ✶✶✼✺ ♣
❖ ♣r♦tr✉s✐♦♥ ❘ ❘ ♣<✵✳✵✺
❖ ✇✐❞t❤ ▲ ❘ ♣>✵✳✵✺

❖ ❝✉r✈❛t✉r❡ ▲ ❘ ♣>✵✳✵✺
❋ ♣r♦tr✉s✐♦♥ ▲ ▲ ♣<✵✳✵✺
❋ ✇✐❞t❤ ▲ ▲ ♣<✵✳✵✺

❋ ❝✉r✈❛t✉r❡ ▲ ▲ ♣<✵✳✵✺

❚❛❜✳ ✶✷✳✷ ✕ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❙■ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♣✲✈❛❧✉❡ ✭t✲t❡st✮ ✇✐t❤
H0 ✿ ❙■ s✉❜❥❡❝ts ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳



✶✹✵ ❆s②♠♠❡tr✐❡s

✶✷✳✷✳✻ ❙✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛s②♠♠❡tr② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥tr♦❧s ❛♥❞ ❙■
s✉❜❥❡❝ts

❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t✇♦ t❡sts t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙■ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ ✇❡
s✐♠♣❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♣♦✐♥t✇✐s❡ p✲✈❛❧✉❡ ✉s✐♥❣ ❛ t✲t❡st ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②
❡❛❝❤ ❙■ s✉❜❥❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭H0 ✿ ✏❚❤❡ ❣✐✈❡♥ ❙■ s✉❜❥❡❝t ❜❡❧♦♥❣s t♦
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✑✮✳ ❚❤❡ p✲✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ t❤❡♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣✲✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡s ✶✷✳✻ ❛♥❞ ✶✷✳✼✳

❚❤❡♥ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st ✭H0 ✿ ❜♦t❤ ❙■ s✉❜❥❡❝ts ❜❡❧♦♥❣ t♦
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛s ❛ st❛t✐st✐❝✳ ❚❤❡ p✲✈❛❧✉❡ ❛t ❡❛❝❤
♣♦✐♥t ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝ ❣r❡❛t❡r
t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ st❛t✐st✐❝ ❬●♦♦✵✵❪✳ ❚❤❡ p✲✈❛❧✉❡s ✇❡r❡ t❤❡♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ✐♥ ✶✷✳✷✳✸✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣✲✈❛❧✉❡s ❛r❡
❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✶✷✳✽✳

❋✐❣✳ ✶✷✳✻ ✕ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✭❝♦rr❡❝t❡❞✮ t✲t❡st ✇✐t❤ H0 ✿ ✶✶✼✵ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳



■❧❧✉str❛t✐♥❣ ♦✉r ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✿ st✉❞② ♦♥ ❙✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ✶✹✶

❋✐❣✳ ✶✷✳✼ ✕ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✭❝♦rr❡❝t❡❞✮ t✲t❡st ✇✐t❤ H0 ✿ ✶✶✼✺ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❋✐❣✳ ✶✷✳✽ ✕ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st ✇✐t❤ H0 ✿ ❙■ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳



✶✹✷ ❆s②♠♠❡tr✐❡s

✶✷✳✸ ❘❡s✉❧ts

✶✷✳✸✳✶ ❈♦♥tr♦❧s

❖❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡s ♦♥ ❝♦♥tr♦❧s ✿ ❆t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡
❧❡✈❡❧ ✭p❂✵✳✵✺✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s✮ t❤❡ ❧❡❢t ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡
✇✐❞❡r ✭♦r ❜❡♥❞✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡✮ ❛♥❞ ♣r♦tr✉❞❡s ♠♦r❡ ♣♦st❡r✐♦✉s❧② t❤❛♥ t❤❡
r✐❣❤t ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡ ✭❋✐❣✳ ✶✷✳✷✱ ✜rst ❛♥❞ t❤✐r❞ r♦✇s✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✈❛❧✉❡s ✭✇✐❞t❤✱ ♣r♦tr✉s✐♦♥✱ ❜❡♥❞✐♥❣✮ ♦✈❡r t❤❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧
❧♦❜❡s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ✜t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❛tt❡r♥ ✭❚❛❜❧❡
✶✷✳✶✮✳

❋r♦♥t❛❧ ❧♦❜❡s ♦♥ ❝♦♥tr♦❧s ✿ ❚❤❡ t✐♣ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t❛❧ ❧♦❜❡s ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛s s✐❣♥✐✲
✜❝❛♥t❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❧❡✈❡❧ ✭p❂✵✳✵✺✮ ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚❤✐s
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❢r♦♥t❛❧ ❧♦❜❡s✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s ❧♦✇ t st❛t✐st✐❝s ❛♥❞
t❤✉s ❤✐❣❤ ♣✲✈❛❧✉❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ✸ ❛s②♠♠❡tr② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡
❢r♦♥t❛❧ ❧♦❜❡s ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛t ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧ ✭❚❛❜❧❡ ✶✷✳✶✮✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡
r✐❣❤t ❢r♦♥t❛❧ ❧♦❜❡ ✐s ✇✐❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥ ♦♥❧② ✹ ♦✉t ✶✶ s✉❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♣r♦tr✉❞❡s ♠♦r❡
❛♥t❡r✐♦r❧② ✐♥ ♦♥❧② ✻ ♦✉t ♦❢ ✶✶ s✉❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr♦❜♦r❛t❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
♠❛♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜ss✉r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡♥❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ r✐❣❤t ✐♥ ✼ ♦✉t ♦❢ ✶✶ s✉❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞
♥❡✈❡r s❡❡♠s t♦ ❜❡♥❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧❡❢t✳

P❛r✐❡t❛❧ ❧♦❜❡s ♦♥ ❝♦♥tr♦❧s ✿ ❆t ❧❛st ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛r❡❛ ✐♥ t❤❡
♣❛r✐❡t❛❧ ❧♦❜❡ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✧✈❡rt✐❝❛❧✧ ✭❤❡❛❞✲❢♦♦t✮ ❛s②♠♠❡tr② ✿ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✧❤✐❣❤❡r✧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ✭❋✐❣✳ ✶✷✳✷✱ s❡❝♦♥❞ r♦✇✮✳

❙✉♠♠❛r② ✿ ❖✈❡r❛❧❧✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t s✉♣♣♦rt t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡
t♦rq✉❡ ❛t t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡❢t ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
✇✐❞❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡✱ ✇❤✐❧❡ ❜❡♥❞✐♥❣ t♦✇❛r❞s ✐t ❛♥❞ ♣r♦tr✉❞✐♥❣ ♠♦r❡ ♣♦st❡r✐♦✉s❧②✳
■♥tr✐❣✉✐♥❣❧②✱ ✇❡ r❡❝♦✈❡r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❛s②♠♠❡tr② ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t❛❧ ❧♦❜❡s
✭❋✐❣✳ ✶✷✳✷✱ ✜rst r♦✇✮✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ✐t s❡❡♠s
❜✐❣❣❡r ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡✳ ❚❤✐s ❛r❡❛ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❇r♦❝❛✬s ❛r❡❛✳

✶✷✳✸✳✷ ❙✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s

❘✐❣❤t ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡s ♣r♦tr✉❞❡ ♠♦r❡ ❛♥t❡r✐♦r❧② t❤❛♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❧❡
✐t ✐s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t❛❧ ❧♦❜❡s✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ❢r♦♥t❛❧ ❧♦❜❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✇✐❞❡r t❤❛♥ t❤❡ r✐❣❤t
❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❛♥❞ ❜❡♥❞ t♦✇❛r❞s ✐t✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡s ✭❚❛❜❧❡ ✮✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞
❜② ❋✐❣✳ ✶✷✳✹ ❛♥❞ ✶✷✳✺✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❤❡❛❞✲❢♦♦t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♦♣♣♦s✐t❡
✐♥ t❤❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜❥❡❝ts ✭❚❛❜❧❡ ✱ ❋✐❣✉r❡s ✶✷✳✹ ❛♥❞ ✶✷✳✺✮✳

❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✿ ❚❤❡ t✇♦ ❙■ s✉❜❥❡❝ts ❛♣♣❡❛r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
s✉❜❥❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t❛❧ ❧♦❜❡s ❢♦r t❤❡ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡s



❘❡s✉❧ts ✶✹✸

❢♦r t❤❡ ❛♥t❡r♦✲♣♦st❡r✐♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❋✐❣ ✶✷✳✽✮✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❜♦t❤ ❙■ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧s s❤♦✇
s✐❣♥✐✜❝❛♥t✱ ❜✉t ♦♣♣♦s✐t❡✱ ♣r♦tr✉s✐♦♥ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ❧♦❜❡s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✐s ♦✉r ♠♦st str✐❦✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✐♣✐t❛❧ ♣r♦tr✉s✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐✈❡ ♣❛tt❡r♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❞
♠♦r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ r❡❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ✜♥❞✐♥❣s✳ ▼♦r❡
s✉❜❥❡❝ts ❛r❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦♦✳



✶✹✹ ❆s②♠♠❡tr✐❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶✸✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦✈❡r ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣♦✐♥t s❡ts ✇❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s
P❤❉ ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ✜♥❞ ♥❡✇ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡② ❧❡❛❞ t♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ♣♦✇❡r❢✉❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❣r♦✉♣✲✇✐s❡ st✉❞✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡
✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛②✳ ❚❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦✉r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ t❤❛t ✇❡ ❞❡s✐❣♥
✐♥ P❛rt ■ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❡r❢❡❝t
s②♠♠❡tr②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦✉r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦♥ ❛ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✶✸✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥s

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✷✳✶ ✇❡ ❛❞❞r❡ss s♦♠❡ q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ r❡♠❛r❦s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦✲
s❡❞ ▼❙✲❊▼✲■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✷✳✷ ✇❡ ❛❞❞r❡ss q✉❡st✐♦♥s ❛♥❞ r❡♠❛r❦s
❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦✉r ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡✳

✶✸✳✷✳✶ ▼❡❛♥ s❤❛♣❡ ❊▼✲■❈P str❛t❡❣✐❡s

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛ ❞❡❡♣❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s
✭❋ré❝❤❡t✲❧✐❦❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ Pr♦❝r✉st❡❛♥✲❧✐❦❡ ♠❡❛♥✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✜rst
r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
▼❙✲❊▼✲■❈P ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣❛♣❡rs ❬❍P❊+✵✽❜✱ ❍P❊+✵✽❛✱ ❍P❊+✵✼❪✳

❆t t❤❛t t✐♠❡✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛ss❡ss t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ ✭❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋ré❝❤❡t✲❧✐❦❡ ♠❡❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❡r L✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐s❡

✶✹✺



✶✹✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♦r❣❛♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ L ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝✳ ❇②
❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ Pr♦❝r✉st❡❛♥✲❧✐❦❡ ♠❡❛♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ L ❜✉t ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t ✇❡ t❤✐♥❦ t♦ ❜❡ ♠♦r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ L✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤✐s ❧❛st ♠❡t❤♦❞ ✐s ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
❛❞ ❤♦❝✱ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s q✉✐t❡ ❛r❜✐tr❛r②✱ ❝❤♦✐❝❡s✳

✶✸✳✷✳✷ P✐♣❡❧✐♥❡ ❢♦r ❛s②♠♠❡tr② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥

✶✸✳✷✳✷✳✶ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❲❡ ❝❤♦s❡ t♦ ❛❞♦♣t ❛ q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦♥
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❤❛♣❡s✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❞❡❜❛t❛❜❧❡ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❧✐st ❡①✐st✐♥❣ ♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡♠✳

❛✮ ❏♦✐♥t s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✿

■♥ ♦✉r ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡
❛♥❞ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ❛s ✷ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ✈✐❡✇ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥♦t❤✐♥❣ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ t❤❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥ts
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❣❤❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ✉♥❞❡r st✉❞②
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❤✐❣❤❧②
❛s②♠♠❡tr✐❝ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs✮ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ✢❛✇ ✉s✐♥❣ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❢♦r♠ ✿

P̃ = arg min
P,T

∑

i,j

Ai,j ||xi − T (SP (xj))||2 + α
′
L(T ) + 2σ2

∑

i,j

Ai,j log(Ai,j),

✇✐t❤ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❡st✐♠❛t❡s ❜♦t❤ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡
✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t❛s❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs α

′
s♠❛❧❧ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧s ✇✐❧❧ t❡♥❞

t♦ ❜❡ ♥✉❧❧✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t P̃ ❛s t❤❡ ♣❧❛♥❡ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s❡s t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
X ❛♥❞ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②
♣❧❛♥❡✳ ❲❡ tr✐❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ s✉❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜✉t t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ♣♦♦r ❡st✐♠❛t❡
♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞✳

❜✮ ❆s②♠♠❡tr② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✿

❘❡❝❡♥t❧②✱ Ó❧❛❢s❞ótt✐r ❡t ❛❧✳ ❬Ó▲❉+✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ✸❉ s✉r✲
❢❛❝❡s ❜② r❡❣✐st❡r✐♥❣ ❛ t❡♠♣❧❛t❡✱ ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
✐♥ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✇❛②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✈❡❝t♦rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛♣
❜✐❧❛t❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ✇✐t❤ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❧♦❝❛❧
❛s②♠♠❡tr② ❛t t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s q✉✐t❡ ♥✐❝❡ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡ t❛s❦ ❜♦t❤ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ t♦ ❛ t❡♠♣❧❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❡rr♦rs ❛s s♠❛❧❧ ❡rr♦rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t❧② ❜✐❛s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s
♥♦t ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✇❡❧❧ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❛♣♣❡❛rs ❛s q✉✐t❡ tr✐❝❦②✳



❉✐s❝✉ss✐♦♥s ✶✹✼

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ♠✐❣❤t ❜❡ q✉✐t❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✐♥t❡r♣r❡t✳ ❆♥
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✢❛✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✳

❋✐❣✳ ✶✸✳✶ ✕ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠♠❡tr✐❝❛❧
❢❛❝❡ ❀ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ❜② ♦✉r str❛t❡❣② ❀ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ♦♥ t❤❡
t❡♠♣❧❛t❡ ❀ t❡♠♣❧❛t❡✲❜❛s❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ Ó❧❛❢s❞ótt✐r
❬Ó▲❉+✵✼❪✳ ❇♦t❤ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❝✮ ❆s②♠♠❡tr② q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✿
❆s②♠♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❝❦❧❡❞ ❛s s✉❝❤✳ ■❢

♠♦st ♦❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝ts ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡①❤✐❜✐t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♠♠♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛tt❡r♥✱
t❤❡♥ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ♠❡❛♥ s❤❛♣❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t ✐t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡✐r ❛s②♠♠❡tr✐❡s
❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐s❡❞ ✈✐❛ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❡✳❣✳ ♠♦❞❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r t♦ ♦✉r
♦♣✐♥✐♦♥✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ✢❛✇s ❧✐♠✐t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐rst✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s
❛ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ✐♥ q✉❛♥t✐❢②✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦✈❡r ❛
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s t❤❛♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❛ str✉❝t✉r❡
❛♥❞ ✐ts s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ s❤❛♣❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❝✉s ♦♥ ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ✐t
✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❞❞❡♥
❜② t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳



✶✹✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹

●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❜❡t✲
✇❡❡♥ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ st✉❞② ♦❢ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡s✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧
s✉❜❥❡❝ts ✭❈❤❛♣t❡r ✶✷✮✳ ❚❤✐s ♣✐♣❡❧✐♥❡ r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣♦s❡❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐✲
✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ ▼❆P ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭♦♣t✐♦♥❛❧❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♥❞
✐♠♣r♦✈❡❞✮ ✿

▲❡t F : IR3 → IR3 ❜❡ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡st s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ ✭✐♥ ❛ ✈❡r② ❣❡♥❡r❛❧ s❡♥s❡✮
t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts X ❛♥❞ Y ✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ X ❛s t❤❡ ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥
♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✭●▼▼✮✱ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ Y ❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ●▼▼✱ ❛♥❞
exp(−βL(F )) ❛ ♣r✐♦r ♦♥ F ✱ t❤❡♥ t❤❡ ▼❆P ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ F ✐s ✿

F̃ = arg max
F





∏

yj∈Y

∑

xk∈X

πjkpk(yj ;F )



 exp(−βL(F ))

✇❤❡r❡ t❤❡ pk(.;T ) = N (F (xk), σ
2I) ❛r❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♣❞❢s ❛♥❞ t❤❡ πjks ✭∀j, k, 0 < πjk < 1

❛♥❞ ∀j,∑k πjk = 1✮ ❛r❡ t❤❡ ♠✐①t✉r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ πjk ❝♦♥✈❡②s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t yj ✐♥ Y ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t xk ✐♥ X ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ❛♥②t❤✐♥❣
❡❧s❡✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s P❤❉ ✇❡r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❤❛♣t❡rs ✜♥✐s❤✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❚♦ ♦✉r ♦♣✐♥✐♦♥✱ ♦✉r ♠❛✐♥
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣r❛❣♠❛t✐❝ ❛♥❞ r♦❜✉st t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣♦✐♥t s❡ts ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛s②♠✲
♠❡tr✐❡s ♦✈❡r ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ♥❡❡❞s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②
❝❤♦✐❝❡ ❜✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ ❛ r❡❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠❡t s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♠② P❤❉✳ ❚❤❡
s❡✈❡r❛❧ ♦♥❣♦✐♥❣ st✉❞✐❡s ✭t❤❛t ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✮ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s s❝✐❡♥t✐sts ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❛✲
❧❡♦❛♥t❤r♦♣❧♦❣✐sts t♦ ♣s②❝❤✐❛tr✐sts ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❛s♣❡❝t✳

✶✹✾



✶✺✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶✹✳✶ ❖♥❣♦✐♥❣ st✉❞✐❡s ♦♥ ❜r❛✐♥ ❛s②♠♠❡tr②

❙■ ✈s ❝♦♥tr♦❧ ❝♦rt✐❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✭✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ◆❡✐❧ ❘♦❜❡rts ❛♥❞
❉❛✈✐❞ ◆✳ ❑❡♥♥❡❞②✮ ✿

❙✉❜❥❡❝ts ✇✐t❤ s✐t✉s ✐♥✈❡rs✉s ✭❙■✮ ❤❛✈❡ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❧✉❡s ✐♥t♦ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ t♦rq✉❡ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ ❤❡♠✐s♣❤❡r✐❝
❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❢♦r ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✜rst r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s st✉❞② ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✷✳

❇♦♥♦❜♦ ✈s ❍✉♠❛♥s ❝♦rt✐❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✭✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ◆❡✐❧ ❘♦❜❡rts✮ ✿
❚②♣✐❝❛❧ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧✴❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❤❛✈❡ ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ t❤♦✉❣❤t t♦

❜❡ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❜❡✐♥❣s ✭❍♦♠♦ s❛♣✐❡♥s✮✳ ❚❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠✉❝❤ ❞❡❜❛t❡ r❡❝❡♥t❧②
♦♥ t❤✐s ♣✉③③❧✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❤❛✈❡ ❝❧❛✐♠❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛tt❡r♥s ❛r❡
❛❝t✉❛❧❧② s❤❛r❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❣r❡❛t ❛♣❡s✳ ❆♥s✇❡r✐♥❣ t❤✐s ❦❡② q✉❡st✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦r✐❣✐♥s ❛♥❞ ✐♥ ✇❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ❤✉♠❛♥s
✉♥✐q✉❡✳ ■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ✇❡ q✉❛♥t✐❢② ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ ✶✵ ❤✉♠❛♥s ❛♥❞
✶✵ ❝❤✐♠♣❛♥③❡❡s ✭❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ▼❘ s②st❡♠✮✳

❇r❛✐♥✲❡♥❞♦❝❛sts ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▼❛r❝ ❋♦✉r♥✐❡r✱ ◆❡✐❧ ❘♦❜❡rts
❛♥❞ ❏♦sé ❇r❛❣❛✮ ✿

❊♥❞♦❝r❛♥✐❛❧ ❝❛sts ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ s❤❛♣❡✱ s✐③❡✱ ❛s②♠♠❡tr② ♦r ♦✈❡✲
r❛❧❧ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♦❢ ❢♦ss✐❧ s♣❡❝✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥♥❡r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧
✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❜② t❤❡ ♠❡♥✐♥❣❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❡♥❞♦❝❛sts ❛r❡ ♦♥❧② ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❋❡✇ st✉❞✐❡s s❡❡❦ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss ♦❢ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♠✉❝❤ ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ♦❢
❤♦♠✐♥✐❞s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♠❛♣ ✐♥ ✸❉ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❜r❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s❦✉❧❧ ✐♥ ❤✉♠❛♥s ❛♥❞ ❝❤✐♠♣❛♥③❡❡s t♦ s❡❡ ❤♦✇ s♦♠❡
♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❝❛st ✭❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐ts ❛s②♠♠❡tr✐❡s✮ r❡❧❛t❡
t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ▼❘ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❤✉♠❛♥s ❛♥❞ ❝❤✐♠♣❛♥③❡❡s
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡①tr❛❝t t❤❡✐r ❜r❛✐♥ ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ❡♥❞♦❝❛st✳ ❚❤❡♥ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t
❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✉r❢❛❝❡s✳ ❆♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❛♥
❡♥❞♦❝r❛♥✐❛❧ s❤❛♣❡ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠❛♣ ✇❤♦s❡ s♣❛✲
t✐❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧② ❜✐❧❛t❡r❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ ❡♥❞♦❝❛st
❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ♠❛♣♣❡❞ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❡♥❞♦❝r❛♥✐❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦♣✉✲
❧❛t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❡♥❞♦❝❛st
str♦♥❣❧② ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥s✱ ❜✉t s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠✐❞✲
s❛❣✐tt❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❣❧♦❜❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡♥❞♦❝❛st ❛r❡
✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✶✳

❈❤✐♠♣❛♥③❡❡s ❱s ❇♦♥♦❜♦s ❱s ❛♥❝❡st♦rs ❡♥❞♦❝r❛♥✐❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✭✐♥ ❝♦❧❧❛✲
❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❋r❛♥❝✐s ❚❤❛❝❦❡r❛②✱ ❏♦sé ❇r❛❣❛✱ ❆♥t♦✐♥❡ ❇❛❧③❡❛✉ ❛♥❞ ❊♠♠❛♥✉❡❧ ●✐❧❧✐s✲
s❡♥✮ ✿

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❡♥❞♦❝r❛♥✐❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ❤♦♠✐♥✐❞s ✐s ❛ ❝❡♥tr❛❧ t♦♣✐❝ ✐♥ ♣❛❧❡♦♥❡✉r♦✲
❧♦❣②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❞✉r✐♥❣ ❤✉♠❛♥
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❧✐♠✐t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ s♦ ❢❛r✱ t❤❡ ✸❉ ❛s②♠♠❡✲



❖t❤❡r ♦♥❣♦✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✺✶

❋✐❣✳ ✶✹✳✶ ✕ ❉✐st❛♥❝❡ ❝♦❧♦r ♠❛♣ ♣❛tt❡r♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞♦❝❛st ❛♥❞ ❜r❛✐♥ ❤✉❧❧ s❤♦✇♥ ♦♥
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❞♦❝❛st ♠❡s❤✳ ✭❛✮ ❚♦♣ ✈✐❡✇✳ ✭❜✮ ❇♦tt♦♠ ✈✐❡✇✳ ✭❝✮ ❋r♦♥t ✈✐❡✇✳ ✭❞✮ ❘✐❣❤t
s✐❞❡ ✈✐❡✇✳ ✭❡✮ ❘❡❛r ✈✐❡✇✳ ✭❢✮ ▲❡❢t s✐❞❡ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦❧♦r ♠❛♣ s❝❛❧❡ ✐s ✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs
❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❛r✳

tr✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠♦st❧② ❛♥❛❧②s❡❞ ✉s✐♥❣ ❧❛♥❞♠❛r❦s ❛♥❞ s❡♠✐✲❧❛♥❞♠❛r❦s ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳
❙✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛s t❤❡② ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛t♦♠② ❛♥❞
t❤✉s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❖♥❡ ❦❡② ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❢♦r❡ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ ❤♦♠✐♥✐❞s ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❢♦✉♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s
✐♥tr❛✲s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❣❡ ❛♥❞ s❡① ✐♥✢✉❡♥❝❡s✳ ❲❡ st✉❞② ✈✐rt✉❛❧ ❡♥❞♦❝❛sts
♦❢ ✻✵ P❛♥ ♣❛♥✐s❝✉s ❛♥❞ ✺✾ P❛♥ tr♦❣❧♦❞②t❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥t❛❧ ❛❣❡ ❛♥❞ s❡①✳ ✸❉ st❛t✐st✐✲
❝❛❧ ❛♥❛❧②③❡s ❛r❡ ❧❡❞ t♦ ❛ss❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛r❡❛s ♦♥ t❤❡ ❡♥❞♦❝❛sts ✇✐t❤✐♥
❡❛❝❤ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❢♦ss✐❧
❤♦♠✐♥✐♥ ❡♥❞♦❝❛sts ✭s✉❝❤ ❛s ❆✉str❛❧♦♣✐t❤❡❝✐♥❡ s♣❡❝✐❡s ❛♥❞ ❢♦ss✐❧ ❍♦♠♦ s♣❡❝✐❡s✮ ✇✐❧❧ ❜❡
t❤❡♥ r❡❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡st✐♠❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①t❛♥t
P❛♥ s♣❡❝✐❡s✳

❲❡ ❞✐s♣❧❛② ❤❡r❡ s♦♠❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts ♦♥ ❢❛♠♦✉s ❢♦ss✐❧❡s ✿
• ❈r♦✲▼❛❣♥♦♥ ✶✶ ❡♥❞♦❝r❛♥✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s s❡❣♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❆tr❡❈♦r❡ ❢r♦♠ ❛ ❈❚ s❝❛♥

❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❜♦✉t ✻✺✵❦ ♣♦✐♥ts ✭❋✐❣✳✶✹✳✷✮✳
• ▼rs P❧❡s✷ ❡♥❞♦❝r❛♥✐❛❧ s✉r❢❛❝❡ ✇❛s s❡❣♠❡♥t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❈❚ s❝❛♥ ✺✶✺ × ✺✶✷ × ✾✾✽ ♦❢

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✵✳✸✹✽ × ✵✳✸✹✽ × ✵✳✷ ♠♠ ✉s✐♥❣ ❆♠✐r❛ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❜♦✉t ✶✺✾❦ ✭❋✐❣✳✶✹✳✸✮✳

✶✹✳✷ ❖t❤❡r ♦♥❣♦✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❖ss❡♦✉s ❧❛❜②r✐♥t❤s ✭✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❏♦sé ❇r❛❣❛ ❛♥❞ ❉✐❞✐❡r ❉❡s❝♦✉❡♥s✮ ✿
❚❤❡ ❜♦♥② ❧❛❜②r✐♥t❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rts ✭t❤❡ t✇♦ ✈❡st✐❜✉❧❛r s❛❝s✱ t❤❡ t❤r❡❡ s❡✲

♠✐❝✐r❝✉❧❛r ❝❛♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❝❤❧❡❛✮ ❛♥❞ ❤♦✉s❡s t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✈❡st✐❜✉❧❛r
s②st❡♠ ♣r♦✈✐❞❡s ♦♥❡ ✇❛② ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦❝❤❧❡❛
✐s s♣❡❝✐❛❧✐s❡❞ ❢♦r s♦✉♥❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s r❡♣r❡s❡♥t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❛✉✲
t♦♥♦♠♦✉s ♠♦❞✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❝❧♦s❡ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦♥② ❧❛❜②r✐♥t❤ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝❡♣t♦r ❡♥❞♦r❣❛♥s ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ st✉❞② ♦st❡♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❡✲

✶❍♦♠♦ s❛♣✐❡♥s ❞❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✸✵ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ②❡❛rs ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛t ▲❡s ❊②③✐❡s ✭❋r❛♥❝❡✮ ✐♥ ✶✽✻✽
❜② ▲♦✉✐s ▲❛rt❡t

✷❆✉str❛❧♦♣✐t❤❡❝✉s ❛❢r✐❝❛♥✉s ❞❛t❡❞ ❢r♦♠ ✷✳✻ ✲ ✷✳✽ ♠✐❧❧✐♦♥ ♦❢ ②❡❛rs ❛♥❞ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛t ❙t❡r❦❢♦♥t❡✐♥
✭❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛✮ ✐♥ ✶✾✹✼ ❜② ❘♦❜❡rt ❇r♦♦♠ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❚✳ ❘♦❜✐♥s♦♥



✶✺✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❋✐❣✳ ✶✹✳✷ ✕ ●❧♦❜❛❧ t♦rq✉❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦♥ ❈▼✶✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✸ ✕ ❆s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ♦♥ ▼rs P❧❡s✳ ❆r❡❛s ✶✼✲✶✽✲✶✾✲✸✾✲✹✵✱ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♣r♦✲
t✉❞❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❆r❡❛s ✹✶ t♦ ✹✺✱ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♣r♦t✉❞❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧❡❢t

❝✐♠❡♥s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦ss✐❧s✮✳ ❙♦ ❢❛r✱ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♠❛✐♥❧② ❜② ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r✱ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞
✈♦❧✉♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r t❤❡ s❡♠✐❝✐r❝✉❧❛r ❝❛♥❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❝❤❧❡❛✳ ❚❤✐s st✉❞②
✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉✮ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦♥② ❧❛❜②r✐♥t❤ ✐♥ ❡①t❛♥t s♣❡❝✐❡s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r✲
♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❢♦ss✐❧ ❝❧♦s❡st r❡❧❛t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ②❡t ❞✉❡
t♦ ✭✐✮ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❧❛❜②r✐♥t❤ ✸❉ ❣❡♦♠❡tr② ❀ ✭✐✐✮ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛t❛ ❀
✭✐✐✐✮ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♥❞ ❡①♣❡rt✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡
t♦ ✉s❡ ✸❉ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✹✵ ❜♦♥② ❧❛❜②r✐♥t❤s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ ♠✐❝r♦✲❈❚ s❝❛♥s
♦❢ ❡①t❛♥t ❤✉♠❛♥s✱ ❝❤✐♠♣❛♥③❡❡s ✭❜♦t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ♣②❣♠②✮ ❛♥❞ ❜❛❜♦♦♥s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
s♦♠❡ ♥❡✇ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss s♦♠❡ ♠♦t✐♦♥ ♦r ❤❡❛r✐♥❣



▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✺✸

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❢♦ss✐❧ t❛①❛✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡s❡ ❛ss❡ss♠❡♥ts r❡♠❛✐♥ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡✱ t❤❡② ❛❧❧♦✇ ✉s
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝♦✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r ❡❛r ✐♥ ❡①t❛♥t
♦r ❡①t✐♥❝t ❤✐❣❤❡r ♣r✐♠❛t❡s✳ ❋✐rst r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹✳✹✳

❋✐❣✳ ✶✹✳✹ ✕ ▼❡❛♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✜rst ♠♦❞❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭± ✷
√
λ1✮ ❛♥❞ ♦♥ ✶✵ ♦ss❡♦✉s

❧❛❜②r✐♥t❤s ✿ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s✐③❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❛❧s✳

◆❡✉r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ P✐❡rr❡ ❍❡❧❧✐❡r ❛♥❞ ❈❤❛r❧❡s ●❛rr❛✉❞✮ ✿
❆♥ ❡♥❣✐♥❡❡r ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✉r ♥♦♥ ❧✐♥❡❛r✲r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐♥t♦ ❛ ♥❡✉✲

r♦♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❆s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❣✐✈❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
❛❜♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✳

✶✹✳✸ ▲✐st ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✹✳✸✳✶ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s

✶✳ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ❙②❧✈❛✐♥ Pr✐♠❛✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❊▼✲■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝
❝♦♥s✐st❡♥t ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ■♥ ✶✸t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆ss✐st❡❞ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✱ ▼■❈❈❆■✬✷✵✶✵✱ ❚✐❛♥③✐
❏✐❛♥❣✱ ❆✳ ❈♦❧❝❤❡st❡r✱ ❏✳ ❉✉♥❝❛♥ ✭❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ Pé❦✐♥✱
❈❤✐♥❡✱ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✵✳

✷✳ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ❏♦sé ❇r❛❣❛✱ ❋r❛♥❝✐s ❚❤❛❝❦❡r❛②✱ ❙②❧✈❛✐♥ Pr✐♠❛✳ ✸❉ ❛✉t♦♠❛t❡❞
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦♥ ❢♦ss✐❧ ❡♥❞♦❝❛sts✳ ■♥ ✼✾t❤ ❆♥♥✉❛❧ ▼❡❡t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡✲
r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❆♥t❤r♦♣♦❧♦❣✐sts ✭❆❆P❆✮✱ ❆❧❜✉q✉❡rq✉❡✱ ➱t❛t✲❯♥✐s✱ ❆✈r✐❧
✷✵✶✵✳

✸✳ ❉❛♥✐❡❧ ▼ü♥❝❤✱ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ❙②❧✈❛✐♥ Pr✐♠❛✳ ❆ ♠♦❞✐✜❡❞ ■❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
♥♦r♠❛❧✲❣✉✐❞❡❞ s✉r❢❛❝❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙P■❊ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ✷✵✶✵ ✿
■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❇❡♥♦✐t ▼✳ ❉❛✇❛♥t✱ ❉❛✈✐❞ ❘✳ ❍❛②♥♦r ✭❡❞s✳✮✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ➱t❛t✲❯♥✐s✱
❋é✈r✐❡r ✷✵✶✵✳

✹✳ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ❙②❧✈❛✐♥ Pr✐♠❛✳ ❙❡tt✐♥❣ ♣r✐♦rs ❛♥❞ ❡♥❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥
♠❛t❝❤❡s ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡s❤❡s✳ ■♥ ✶✷t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❞✐✲
❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆ss✐st❡❞ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✱ ▼■❈❈❆■✬✷✵✵✾✱ ●✳✲❩✳ ❨❛♥❣✱
❉✳❏✳ ❍❛✇❦❡s✱ ❉✳ ❘✉❡❝❦❡rt✱ ❏✳❆✳ ◆♦❜❧❡✱ ❈✳❏✳ ❚❛②❧♦r ✭❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ P❛❣❡s ✶✼✺✲✶✽✸✱ ▲♦♥❞r❡s✱ ❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐✱ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✾✳

✺✳ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ❙②❧✈❛✐♥ Pr✐♠❛✳ Pr✐♦r ❛✣♥✐t② ♠❡❛s✉r❡s ♦♥ ♠❛t❝❤❡s ❢♦r ■❈P✲❧✐❦❡



✶✺✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡✲❢♦r♠ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ ✻t❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ✿ ❋r♦♠ ◆❛♥♦ t♦ ▼❛❝r♦✱ ■❙❇■✬✷✵✵✾✱ P❛❣❡s ✸✼✵✲✸✼✸✱ ❇♦st♦♥✱ ➱t❛ts✲
❯♥✐s✱ ❏✉✐♥ ✷✵✵✾✳

✻✳ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ❙②❧✈❛✐♥ Pr✐♠❛✳ ◆❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ♠❛♣ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ✸❉ s✉r✲
❢❛❝❡s✳ ■♥ ✶✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r✲
❆ss✐st❡❞ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✱ ▼■❈❈❆■✬✷✵✵✽✱ ❉✳◆✳ ▼❡t❛①❛s✱ ▲✳ ❆①❡❧✱ ●✳ ❋✐❝❤t✐♥❣❡r✱ ●✳ ❙③é❦❡❧②
✭❡❞s✳✮✱ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ P❛❣❡s ✶✼✲✷✺✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ➱t❛ts✲❯♥✐s✱ ❙❡♣✲
t❡♠❜r❡ ✷✵✵✽✳

✼✳ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ❘♦❜✐♥ ❍❡♥♥❡ss②✱ ❏♦❤♥ ❲❛❞❞✐♥❣t♦♥✱ ◆❡✐❧ ❘♦❜❡rts✱ ❙②❧✈❛✐♥
Pr✐♠❛✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✳ ■♥
■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ❈❱P❘✬✷✵✵✽✱ ❆♥❝❤♦✲
r❛❣❡✱ ➱t❛ts✲❯♥✐s✱ ❏✉✐♥ ✷✵✵✽✳

✽✳ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ❘♦❜✐♥ ❍❡♥♥❡ss②✱ ❏♦❤♥ ❲❛❞❞✐♥❣t♦♥✱ ◆❡✐❧ ❘♦❜❡rts✱ ❙②❧✈❛✐♥
Pr✐♠❛✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♠❛♣ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ♣♦✐♥t ❝❧♦✉❞s✳ ■♥ ✺t❤
■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❇✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ✿ ❋r♦♠ ◆❛♥♦ t♦ ▼❛❝r♦✱ ■❙✲
❇■✬✷✵✵✽✱ P❛❣❡s ✶✶✸✾✲✶✶✹✷✱ P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ▼❛✐ ✷✵✵✽✳

✶✹✳✸✳✷ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡s ✿ ✉♥❞❡r s✉❜♠✐ss✐♦♥

❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ▼❛r❝ ❋♦✉r♥✐❡r✱ ❏♦sé ❇r❛❣❛✱ ●ér❛r❞ s✉❜s♦❧✱ ❆♥t♦✐♥❡ ❇❛❧③❡❛✉✱ ❊♠✲
♠❛♥✉❡❧ ●✐❧✐ss❡♥✱ ❋r❛♥❝✐s ❚❤❛❝❦❡r❛②✱ ❙②❧✈❛✐♥ Pr✐♠❛ ❆✉t♦♠❛t✐❝✱ ❧❛♥❞♠❛r❦✲❢r❡❡ q✉❛♥t✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✸❉ ❡♥❞♦❝r❛♥✐❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ❡①t❛♥t ❛♥❞ ❢♦ss✐❧ s♣❡❝✐❡s ✿ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦
♣❛❧❡♦♥❡✉r♦❧♦❣②✳ ■♥ ✽✵t❤ ❆♥♥✉❛❧ ▼❡❡t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❆♥✲
t❤r♦♣♦❧♦❣✐sts ✭❆❆P❆✮✱ ■♥ ❙✉❜♠✐ss✐♦♥

❏♦sé ❇r❛❣❛✱ ▼❛r❝ ❋♦✉r♥✐❡r✱ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ❉✐❞✐❡r ❉❡s❝♦✉❡♥s✱ ●ér❛r❞ ❙✉❜s♦❧✱
❙②❧✈❛✐♥ Pr✐♠❛✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♦❢ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐✲
s♦♥s ♦❢ ❜♦♥② ❧❛❜②r✐♥t❤s ✐♥ ❤✉♠❛♥s✱ ❝❤✐♠♣❛♥③❡❡s ❛♥❞ ❜❛❜♦♦♥s✳ ■♥ ✽✵t❤ ❆♥♥✉❛❧ ▼❡❡t✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❆♥t❤r♦♣♦❧♦❣✐sts ✭❆❆P❆✮✱ ■♥ ❙✉❜♠✐ss✐♦♥

▼❛r❝ ❋♦✉r♥✐❡r✱ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ❏♦sé ❇r❛❣❛✱ ◆❡✐❧ ❘♦❜❡rts✱ ❲✐❧❧✐❛♠ ❍♦♣❦✐♥s ❛♥❞
❙②❧✈❛✐♥ Pr✐♠❛ ▼❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♥❡r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
s❦✉❧❧ ✐♥ ❤✉♠❛♥s ❛♥❞ ❝❤✐♠♣❛♥③❡❡s ■♥ ✽✵t❤ ❆♥♥✉❛❧ ▼❡❡t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥
♦❢ P❤②s✐❝❛❧ ❆♥t❤r♦♣♦❧♦❣✐sts ✭❆❆P❆✮✱ ■♥ ❙✉❜♠✐ss✐♦♥



◗✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆♣♣❡♥❞✐①

✶✺✺





❆♥♥❡①❡ ❆

❈❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s②♠♠❡tr②

♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

❆✳✵✳✸ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s

❆✳✵✳✸✳✶ ❋✐tt✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ♣♦✐♥t s❡t

E1(P ) =
∑

x

d(xi, P ) =
∑

i

|nTxi − d|2

∂E
∂d

= −2
∑

(nTx− d)

∂E
∂d

= 0 ⇒
∑

nTx = card(X)d

∂E
∂d

= 0 ⇒ d = nTxG

❙❡tt✐♥❣ t❤✐s ♥❡✇ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r d ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✿

E1(P ) =
∑

i

(nTxi−d)2 =
∑

i

(nTxi−nTxG)2 =
∑

(nT (xi−xG))2 = nT
∑

i

((xi−xG)(xi−xG)T )n

❆s ❛ r❡s✉❧t ♦♣t✐♠❛❧ n ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ♠❛tr✐①
∑

i((xi − xg)(xi − xG)T )
✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❝❛tt❡r ♠❛tr✐①✮✳

❆✳✵✳✸✳✷ ❙❝❛tt❡r ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐①

❚❤❡ s❝❛tt❡r ♠❛tr✐① S ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ♠❛tr✐① J ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

S = J − (
∑

i

x2
i + y2

i + z2
i ).I3,

▲❡t ṽ ❛♥❞ λ̃ ❜❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ J ✳ ❚❤❡♥

(J − (
∑

i

x2
i + y2

i + z2
i ).I3)ṽ = J.ṽ − (

∑

i

x2
i + y2

i + z2
i )ṽ

✶✺✼



✶✺✽ ❈❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

= (λ̃+
∑

i

(x2
i + y2

i + z2
i ))v.

❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ṽ ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢
∑

i((xi −xg)(xi −xg)
T ) ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ̃+

∑

i(x
2
i +

y2
i + z2

i )✳

❆✳✵✳✹ ❖♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥
♠❛t❝❤✐♥❣s

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭✶✮✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ P ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

P̃ = (d̃, ñ) = arg min
(d,n)

∑

i

wi

∣

∣

∣

∣yi −
(

I3 − 2nnT
)

xi − 2dn
∣

∣

∣

∣

2
✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ||n|| = 1

❚❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥ L(d, n, λ) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
✐s ✿

L(d, n, λ) =

(

∑

i

wi

∣

∣

∣

∣yi −
(

I3 − 2nnT
)

xi − 2dn
∣

∣

∣

∣

2

)

− λ
(

||n||2 − 1
)

❋♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ d̃✱ ♦♥❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛s ∂L
∂d = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✇r✐t❡s ✿

∂L
∂d

= 0 ⇔
∑

i

wi

[

−2nT
(

yi − (I3 − 2nnT )xi − 2dn
)]

= 0

⇔
∑

i

wi

[

nT (yi + xi) − 2d
]

= 0

⇔ d =
1

2
∑

iwi

∑

i

wi(xi + yi)
Tn

⇔ d =
1

2
(xg + yg)

Tn

♥♦t✐♥❣

xg =
1

∑

iwi

∑

i

wixi ❛♥❞ yg =
1

∑

iwi

∑

i

wiyi.

❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ d ✐♥ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✿

L(d, n, λ) =

[

∑

i

wi||
(

I3 − 2nnT
)

xi + nT (xg + yg)n− yi||2
]

− λ(||n||2 − 1)

=

[

∑

i

wi||(I3 − nnT )xi − nnTxi + nnTxg + nnT yg − nnT yi + nnT yi − yi||2
]

−λ(||n||2 − 1)



✶✺✾

❜❡❝❛✉s❡ ∀(u, v) ∈ IR3 × IR3✱ vTuv = vvTu ❀ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ✿

L(d, n, λ) =

[

∑

i

wi||
(

I3 − nnT
)

(xi − yi) − nnT (xi − xg + yi − yg) ||2
]

− λ(||n||2 − 1)

❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ s✉♠✱ ✇❡ ❣❡t ✿

L(d, n, λ) =

[

∑

i

wi||
(

I3 − nnT
)

(xi − yi) ||2
]

+

[

∑

i

wi||nnT (xi − xg + yi − yg) ||2
]

−
[

2
∑

i

wi (xi − yi)
T (I3 − nnT )nnT (xi − xg + yi − yg)

]

− λ(||n||2 − 1)

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t
(

I3 − nnT
)

nnT = 0 ✱ ✇❡ ❣❡t ✿

L(d, n, λ) =

[

∑

i

wi||
(

I3 − nnT
)

(xi − yi) ||2
]

+

[

∑

i

wi||nnT (xi − xg + yi − yg) ||2
]

+ 0

−λ(||n||2 − 1)

❇② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s✉♠s✱ ✇❡ ❣❡t ✿

L(d, n, λ) =

[

∑

i

wi (xi − yi)
T (I3 − nnT

) (

I3 − nnT
)

(xi − yi)

]

+nT

[

∑

i

wi(xi − xg + yi − yg)(xi − xg + yi − yg)
T

]

n− λ(||n||2 − 1)

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t (I3 − nnT )(I3 − nnT ) = I3 − nnT ✱ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ✿

L(d, n, λ) =
∑

i

wi (xi − yi)
2 − nT

[

∑

i

wi(xi − yi)(xi − yi)
T

]

n

+nT

[

∑

i

wi(xi − xg + yi − yg)(xi − xg + yi − yg)
T

]

n− λ(nTn− 1)

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❣❡t ✿

L(d, n, λ) =
∑

i

wi (xi − yi)
2 − nT (A− λI3)n+ λ



✶✻✵ ❈❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥

✇✐t❤

A =
∑

i

wi

[

(xi − xg + yi − yg)(xi − xg + yi − yg)
T − (xi − yi) (xi − yi)

T
]

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ n ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✿

∂L
∂n

= 0 ⇔ (A− λI3)n = 0

❚❤❛t ✐s t♦ s❛② t❤❛t n ✐s ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① A✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ✿

L(d, n, λ) =
∑

i

wi (xi − yi)
2 + λ ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✭❆✳✶✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ♦❢ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ n ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s
♠✐♥✐♠❛❧ ✇❤❡♥ λ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ n ✐s ❛ ✉♥✐t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ A
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ ♦❢ A✳



❆♥♥❡①❡ ❇

❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❇✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✏❛✉① ❞♦♥♥é❡s ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✑ ✿ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡
✉♥❡ ✈✳❛ Y q✉✐ ❡st ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✳❛ X ♥♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❡
♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✶✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧❛ ✈✳❛ X ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ θ
✐♥❝♦♥♥✉ ❡t ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r p(X|θ)✳

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ❞❡ Y ✱ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✿

θ̃ = arg max
θ

L(θ) = arg max
θ

log(p(Y |θ))

❈♦♠♠❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ log(p(Y |θ)) ♥✬❡st ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ❧✬❡①♣r✐♠❡
♣❛r ♠❛r❣✐♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❝❛❝❤és ✭❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ X ♣r❡♥❞ s❛ ✈❛❧❡✉r ♣❛r♠✐ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts✮ ✿

θ̃ = arg max
θ

L(θ) = arg max
θ

∑

X

log(P (X,Y |θ))

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r
L✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♦♥ réé❝r✐t

L(θ) = log

(

∑

X

q(X)P (X,Y |θ)
q(X)

)

,

♦ù q(X) ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝❛❝❤é❡s X✳ P✉✐s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡
✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❏❡♥s❡♥✮ q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t q ✿

L(θ) = log

(

∑

X

q(X)p(Y,X|θ)
q(X)

)

≥
∑

X

q(X) log

(

p(Y,X|θ)
q(X)

)

= G(θ, q(X)).

✶Y ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ X

✶✻✶



✶✻✷ ❚❤❡ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ θ ❞♦♥♥é❡✱ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❡st ♠✐♥♦ré❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ G
q✉❡❧q✉❡ s♦✐t q✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❜♦r♥❡r L ♠❛✐s à ❧❛ ❜♦r♥❡r
✏❛✉ ♣❧✉s ♣rès✑✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ G(θ, q)
✭♣♦✉r ✉♥ θ ❞♦♥♥é✮ ❀ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❧✬ét❛♣❡ ❊✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♥❡
♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✭s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❛r ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞
♣❛s ❞❡ q✮✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q ♦♣t✐♠✐sé❡✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ♠❛①✐♠✐s❛♥t
G(θ, q) ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ▼✳ ▲❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ét❛♣❡s ❝♦♠♣♦s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ ✿

t❛♥t q✉❡ θ̃ ♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡
❊t❛♣❡ ❊ ✿ q̃ = arg maxq G(θ̃, q(W ))

❊t❛♣❡ ▼ ✿ θ̃ = arg maxθ G(θ, q̃(X))

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡
✕ G(θ, q(X)) = −KL(q(X)||p(X|Y, θ)) + L(θ) ❀ ❛✐♥s✐ ❧✬ét❛♣❡ ❊ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❛♥❞
KL(q(X)||p(X|Y, θ)) = 0✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❛♥❞ q(X) = p(X|Y, θ)✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ G(θ, q(X)) = L(θ)✳

✕ G(θ, q(X)) =
∑

X q(X) log(p(Y,X|θ)) − ∑X q(X) log(X) ❀ ❛✐♥s✐ ❧✬ét❛♣❡ ▼ ❡st
♦♣t✐♠❛❧❡ q✉❛♥❞ θ̃ = arg maxθ

∑

Y q̃(X) log(p(Y,X|θ))✳
P❛r s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿

t❛♥t q✉❡ θ̃ ♥✬❡st ♣❛s st❛❜❧❡
❊t❛♣❡ ❊ ✿ q̃ = p(X|Y, θ)
❊t❛♣❡ ▼ ✿ θ̃ = arg maxθ

∑

X q̃(X) log(p(Y,X|θ))

❈❡tt❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦ssé❞❡ ✸ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ❡♥ ❢♦♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✿

✕ ❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✭❡t ♠ê♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ L(θ)✱
✕ ❡❧❧❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉❝✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❝♦♥tr❛✐✲

r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜❛sés ❣r❛❞✐❡♥t✮✱
✕ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ❧❡s ét❛♣❡s ❊ ❡t ▼ ♦♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

s✐♠♣❧❡s✱ ✈♦✐r ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳

❇✳✷ ▲✬❊▼ ❡t ❧❡s ●▼▼s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♣❞❢ p(y|θ) ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ K ♣❞❢ ✿

p(y|θ) =

K
∑

k=1

p(y|k, θ)P (k|θ),

♦ù p(y|k, θ) ∼ N (fθ(µk), fθ(Σk)) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❞❢ ❞❡ ❧❛ kè♠❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞♦♥t ❧❡s
♠♦②❡♥♥❡s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛♥❝❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ θ ❡t ♦ù P (k|θ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❛✐t été ❣é♥éré❡ ♣❛r ❧❛ kè♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❞✉ ♠é❧❛♥❣❡✳ ▲✬ét❛t ❝❛❝❤é xi ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ yi à ❧❛ kè♠❡
●❛✉ss✐❡♥♥❡ ❀ ♦♥ ♥♦t❡ p(xi = k|yi, θ) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ xi ♣r♦✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛
kè♠❡ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ s❛❝❤❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ θ ❡t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ yi✳



❉✐s❝✉ss✐♦♥ ✶✻✸

■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à s✉✐✈r❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿
• ▲✬ét❛♣❡ ❊ s✬é❝r✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

p(xi = k|yi, θ) =
p(yi|xi = k, θ)p(xi = k|θ)

p(xi|θ)
=

p(yi|xi = k, θ)p(xi = k|θ)
∑

k p(yi|xi = k, θ)p(xi = k|θ)

=
exp((yi − fθ(µk))

T fθ(Σk)
−1(yi − fθ(µk)))p(xi = k|θ)

∑

k exp((yi − fθ(µk))T fθ(Σk)−1(yi − fθ(µk))p(xi = k|θ)
• ▲✬ét❛♣❡ ▼ s✬é❝r✐t ✿

θ̃ = arg max
θ

∑

i

∑

k

q(xi) log(p(yi|xi = k, θ)p(yi = k|θ))

= arg max
θ

∑

i

∑

k

q(xi) log(p(yi|xi = k, θ)) +
∑

i

∑

k

q(xi) log(p(yi = k|θ))

= arg max
θ

∑

i

∑

k

q(xi)((yi − fθ(µk))
T fθ(Σk)

−1(yi − fθ(µk))) +
∑

i

∑

k

q(xi) log(p(yi = k|θ))

❈♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✽ ♥❡
♣♦s❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té✳

❇✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥

❆✉✲❞❡❧à ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊▼ s❡ ré✈è❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡
r❛♣✐❞❡ ❡t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❬❘❛♥✾✽❪✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
♠❛❧❣ré ❝❡s ❜♦♥♥❡s ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛✈èr❡ ♣❧✉s ❧❡♥t ❡t
♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ✭t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✮
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ ❬❘❛♥✾✽❪✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ st❛t✉❡r à ❧✬❛✈❛♥❝❡
s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠❛✐s ✐❧ ❡st à
♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❊▼ ✈❛ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ G(θ, q)✱ ❛❧♦rs
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s ❣r❛❞✐❡♥t ❞é♣❡♥❞r❛ ❞❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛♥❝❡ L✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❊▼ ❞é♣❡♥❞ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ θ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❢♦✉r♥✐❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❛✈❡❝ s♦✐♥✳
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❬●■✵✹❪ ❏❛❝❦ ●♦❧❞❢❡❛t❤❡r ❛♥❞ ❱✐❝t♦r✐❛ ■♥t❡rr❛♥t❡✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ❝✉❜✐❝✲♦r❞❡r ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ●r❛♣❤✳✱
✷✸✭✶✮ ✿✹✺✕✻✸✱ ✷✵✵✹✳

❬●✐❧✾✷❪ ●✐❧❧❡s ❈❡❧❡✉① ❛♥❞ ●ér❛r❞ ●♦✈❛❡rt✳ ❆ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❊▼ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❝❧✉st❡r✐♥❣ ❛♥❞ t✇♦ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❡rs✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❉❛t❛
❆♥❛❧②s✐s✱ ✶✹✭✸✮ ✿✸✶✺✕✸✸✷✱ ✶✾✾✷✳

❬●▲✻✽❪ ◆✳ ●❡s❝❤✇✐♥❞ ❛♥❞ ❲✳ ▲❡✈✐ts❦②✳ ❍✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ✿ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥
t❡♠♣♦r❛❧ s♣❡❡❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✻✶✭✽✸✼✮ ✿✶✽✻✕✶✻✼✱ ❏✉❧② ✶✾✻✽✳

❬●♦♦✵✵❪ P❤✐❧❧✐♣ ●♦♦❞✳ P❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❚❡sts ✿ ❆ Pr❛❝t✐❝❛❧ ●✉✐❞❡ t♦ ❘❡s❛♠♣❧✐♥❣ ▼❡✲
t❤♦❞s ❢♦r ❚❡st✐♥❣ ❍②♣♦t❤❡s❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✵✳

❬●P✵✷❪ ❙✳ ●r❛♥❣❡r ❛♥❞ ❳✳ P❡♥♥❡❝✳ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❊▼✲■❈P ✿ ❆ ❢❛st ❛♥❞ r♦❜✉st ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ❢♦r s✉r❢❛❝❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ✈♦❧✉♠❡ ✷✸✺✸ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✹✶✽✕✹✸✷✱ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥✱ ❉❡♥♠❛r❦✱ ▼❛② ✷✵✵✷✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❬●❘✾✷❪ ❉♦♥❛❧❞ ●❡♠❛♥ ❛♥❞ ●❡♦r❣❡ ❘❡②♥♦❧❞s✳ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ r❡st♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
r❡❝♦✈❡r② ♦❢ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧✳ ▼❛❝❤✳ ■♥t❡❧❧✳✱
✶✹✭✸✮ ✿✸✻✼✕✸✽✸✱ ✶✾✾✷✳

❬●❘✵✾❪ ❍♦♥❣②✉ ●✉♦ ❛♥❞ ❆♥❛♥❞ ❘❛♥❣❛r❛❥❛♥✳ ❉✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ ♣♦✐♥t ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❜✐♦♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❚♦♠♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s✱ ✶✺✭❋✶✵✮✱ ✷✵✵✾✳

❬●r❡✾✵❪ P❡t❡r ❏✳ ●r❡❡♥✳ ❖♥ ❯s❡ ♦❢ t❤❡ ❊▼ ❢♦r P❡♥❛❧✐③❡❞ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❊st✐♠❛✲
t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✳ ❙❡r✐❡s ❇ ✭▼❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧✮✱
✺✷✭✸✮ ✿✹✹✸✕✹✺✷✱ ✶✾✾✵✳

❬●❙✾✶❪ ▲❡s❧✐❡ ●r❡❡♥❣❛r❞ ❛♥❞ ❏♦❤♥ ❙tr❛✐♥✳ ❚❤❡ ❢❛st ❣❛✉ss tr❛♥s❢♦r♠✳ ❙■❆▼ ❏✳
❙❝✐✳ ❙t❛t✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✶✷✭✶✮ ✿✼✾✕✾✹✱ ✶✾✾✶✳

❬●❚❨✵✹❪ ❏♦❛♥ ●❧❛✉♥❡s✱ ❆❧❛✐♥ ❚r♦✉✈é✱ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ❨♦✉♥❡s✳ ❉✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ ♠❛t✲
❝❤✐♥❣ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✿ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✉♥❧❛❜❡❧❧❡❞ ♣♦✐♥t✲s❡ts ❛♥❞
s✉❜✲♠❛♥✐❢♦❧❞s ♠❛t❝❤✐♥❣✳ ■♥ ■♥ ❈❱P❘✱ ♣❛❣❡s ✼✶✷✕✼✶✽✱ ✷✵✵✹✳

❬●❲▼✵✶❪ ❙t❡❢❛♥ ●✉♠❤♦❧❞✱ ❳✐♥❧♦♥❣ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❘♦❜ ▼❛❝❧❡♦❞✳ ❋❡❛t✉r❡ ❊①tr❛❝t✐♦♥
❢r♦♠ P♦✐♥t ❈❧♦✉❞s✳ ■♥ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✵ t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▼❡s❤✐♥❣
❘♦✉♥❞t❛❜❧❡✱ ♣❛❣❡s ✷✾✸✕✸✵✺✱ ✷✵✵✶✳
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❬❍❆❲●✵✽❪ ◗✐✲❳✐♥❣ ❍✉❛♥❣✱ ❇❛rt ❆❞❛♠s✱ ▼❛rt✐♥ ❲✐❝❦❡✱ ❛♥❞ ▲❡♦♥✐❞❛s ❏✳ ●✉✐❜❛s✳
◆♦♥✲r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✐s♦♠❡tr✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t✳ ●r❛♣❤✳
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❬❍❊P+✵✾❪ ❍❡✐❦❡ ❍✉❢♥❛❣❡❧✱ ❏❛♥ ❊❤r❤❛r❞t✱ ❳❛✈✐❡r P❡♥♥❡❝✱ ◆✐❝❤♦❧❛s ❆②❛❝❤❡✱ ❛♥❞
❍❡✐♥③ ❍❛♥❞❡❧s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥
❛ ♠❛①✐♠✉♠✲❛✲♣♦st❡r✐♦r✐ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ▼❡t❤♦❞s ♦❢ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❡❞✐❝✐♥❡✱
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❬❍❋❨+✶✵❪ ❘ ❍♦r❛✉❞✱ ❋ ❋♦r❜❡s✱ ▼ ❨❣✉❡❧✱ ● ❉❡✇❛❡❧❡✱ ❛♥❞ ❏ ❩❤❛♥❣✳ ❘✐❣✐❞ ❛♥❞
❛rt✐❝✉❧❛t❡❞ ♣♦✐♥t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛①✐♠✐③❛✲
t✐♦♥✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱
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♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❖♣t✐❝❛❧
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❬❍♦r✽✼❪ ❇✳ ❍♦r♥✳ ❈❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✉♥✐t q✉❛t❡r✲
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❝❤♦❧❛s ❆②❛❝❤❡✳ P♦✐♥t✲❜❛s❡❞ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛✣♥❡ ❡♠✲✐❝♣✳ ■♥ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❡❞✐t♦r✱ ❇✐❧❞✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣
❢✉❡r ❞✐❡ ▼❡❞✐③✐♥ ✷✵✵✼✱ ■♥❢♦r♠❛t✐❦ ❛❦t✉❡❧❧✱ ♣❛❣❡s ✹✸✹✕✹✸✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ▼❛r❝❤
✷✵✵✼✳ ❚❤✐r❞ ♣r✐③❡ ✐♥ ❝❛t❡❣♦r② ❜❡st s❝✐❡♥t✐✜❝ ✇♦r❦✳

❬❍P❊+✵✽❛❪ ❍✳ ❍✉❢♥❛❣❡❧✱ ❳✳ P❡♥♥❡❝✱ ❏✳ ❊❤r❤❛r❞t✱ ◆✳ ❆②❛❝❤❡✱ ❛♥❞ ❍✳ ❍❛♥❞❡❧s✳ ❈♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧s ❜✉✐❧t ♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s
❛♥❞ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ❙P■❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧
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❬❍P❊+✵✽❜❪ ❍✳ ❍✉❢♥❛❣❡❧✱ ❳✳ P❡♥♥❡❝✱ ❏✳ ❊❤r❤❛r❞t✱ ◆✳ ❆②❛❝❤❡✱ ❛♥❞ ❍✳ ❍❛♥❞❡❧s✳ ●❡✲
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▲❛ss♦♥❞❡✱ ❛♥❞ P❛✉❧ ▼✳ ❚❤♦♠♣s♦♥✳ ▼♦❞❡❧s ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦✲
❝❛❧ ❝♦♥tr❛sts ✐♥ ❤✐♣♣♦❝❛♠♣❛❧ ❛♥❛t♦♠②✳ ■♥ ▼■❈❈❆■ ✬✵✽ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞
❈♦♠♣✉t❡r✲❆ss✐st❡❞ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✱ P❛rt ■■✱ ♣❛❣❡s ✹✵✼✕✹✶✺✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧✲
❜❡r❣✱ ✷✵✵✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬▲❘✵✾❪ ❨✉✲❙❤❡♥ ▲✐✉ ❛♥❞ ❑❛rt❤✐❦ ❘❛♠❛♥✐✳ ❘♦❜✉st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❢♦r ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ s❤❛♣❡s ✉s✐♥❣ ❧❡❛st ♠❡❞✐❛♥ ♦❢ sq✉❛r❡s✳ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆✐❞❡❞
❉❡s✐❣♥✱ ✹✶✭✹✮ ✿✷✾✸✕✸✵✺✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✾✳

❬▼✁✵✷❪ ▼é♠✐♥✱ ❊✳ ❛♥❞ Pèr❡③✱ P✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❞❡♥s❡ ♠♦t✐♦♥ ✜❡❧❞s✳ ■♥t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱ ✹✻✭✷✮ ✿✶✷✾✕✶✺✺✱
❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✷✳

❬▼❛r✼✺❪ ❋✳ ❍✳ ❈✳ ▼❛rr✐♦tt✳ ❙❡♣❛r❛t✐♥❣ ▼✐①t✉r❡s ♦❢ ◆♦r♠❛❧ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❇✐♦♠❡✲
tr✐❝s✱ ✸✶✭✸✮ ✿✼✻✼✕✼✻✾✱ ✶✾✼✺✳

❬▼❇▼✵✵❪ ❑✳ ❱✳ ▼❛r❞✐❛✱ ❋✳ ▲✳ ❇♦♦❦st❡✐♥✱ ❛♥❞ ■✳ ❏✳ ▼♦r❡t♦♥✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛ss❡ss♠❡♥t
♦❢ ❜✐❧❛t❡r❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ s❤❛♣❡s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✽✼✭✶✮ ✿✷✽✺✕✸✵✵✱ ✷✵✵✵✳

❬▼❇❘+✵✸❪ ❈✳❊✳ ▼❛❝❦❛②✱ ❚✳❘✳ ❇❛rr✐❝❦✱ ◆✳ ❘♦❜❡rts✱ ▲✳❊✳ ❉❡▲✐s✐✱ ❋✳ ▼❛❡s✱ ❉✳ ❱❛♥❞❡r✲
♠❡✉❧❡♥✱ ❛♥❞ ❚✳❏✳ ❈r♦✇✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ✐♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
t♦ st✉❞② ❜r❛✐♥ ❛s②♠♠❡tr② ✐♥ s❝❤✐③♦♣❤r❡♥✐❛✳ Ps②❝❤✐❛tr② ❘❡s❡❛r❝❤ ✿ ◆❡✉✲
r♦✐♠❛❣✐♥❣✱ ✶✷✹✭✶✮ ✿✷✺✕✸✺✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✸✳

❬▼❝●✽✵❪ ▼❝●❧♦♥❡✳ ❙❡① ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ❛s②♠♠❡tr② ✿ ❆ ❝r✐t✐❝❛❧ s✉r✈❡②✳
✶✾✽✵✳

❬▼❈P+✵✻❪ ❊✳ ❉❡ ▼♦♠✐✱ ❏✳ ❈❤❛♣✉✐s✱ ■✳ P❛♣♣❛s✱ ●✳ ❋❡rr✐❣♥♦✱ ❲✳ ❍❛❧❧❡r♠❛♥♥✱
❆✳ ❙❝❤r❛♠♠✱ ❛♥❞ ▼✳ ❈❛✈❡rs❛❝❝✐♦✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐❞✲❢❛❝✐❛❧
♣❧❛♥❡ ❢♦r ❝r❛♥✐♦✲♠❛①✐❧❧♦❢❛❝✐❛❧ s✉r❣❡r② ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ■♥t ❏ ❖r❛❧ ▼❛①✐❧❧♦❢❛❝
❙✉r❣✱ ✸✺✭✼✮ ✿✻✸✻✕✻✹✷✱ ❏✉❧② ✷✵✵✻✳

❬▼❈P✶✵❪ ❉❛♥✐❡❧ ▼✉♥❝❤✱ ❇❡♥♦ît ❈♦♠❜ès✱ ❛♥❞ ❙②❧✈❛✐♥ Pr✐♠❛✳ ❆ ♠♦❞✐✜❡❞ ■❈P
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♥♦r♠❛❧✲❣✉✐❞❡❞ s✉r❢❛❝❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙P■❊
▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣ ✷✵✶✵ ✿ ■♠❛❣❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱ ❯❙❆✱ ❋❡❜r✉❛r②
✷✵✶✵✳

❬▼●P✵✼❪ ◆✳ ❏✳ ▼✐tr❛✱ ▲✳ ●✉✐❜❛s✱ ❛♥❞ ▼✳ P❛✉❧②✳ ❙②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ■♥ ❆❈▼ ❚r❛♥✲
s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ●r❛♣❤✐❝s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✻✱ ♣❛❣❡s ★✻✸✱ ✶✕✽✱ ✷✵✵✼✳

❬▼❍❑+✵✽❪ ❉✐❛♥❛ ▼❛t❡✉s✱ ❘❛❞✉ P✳ ❍♦r❛✉❞✱ ❉❛✈✐❞ ❑♥♦ss♦✇✱ ❋❛❜✐♦ ❈✉③③♦❧✐♥✱ ❛♥❞
❊❞♠♦♥❞ ❇♦②❡r✳ ❆rt✐❝✉❧❛t❡❞ s❤❛♣❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❧❛♣❧❛❝✐❛♥ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥s✉♣❡r✈✐s❡❞ ♣♦✐♥t r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✷✵✵✽✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✼✸

❬▼■❑✾✸❪ P✳ ▼✐♥♦✈✐❝✱ ❙✳ ■s❤✐❦❛✇❛✱ ❛♥❞ ❑✳ ❑❛t♦✳ ❙②♠♠❡tr② ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✸✲❉
♦❜❥❡❝t r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦❝tr❡❡✳ P❛tt❡r♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✶✺✭✺✮ ✿✺✵✼✕✺✶✹✱ ✶✾✾✸✳

❬▼❙✵✾❪ ❆♥❞r✐② ▼②r♦♥❡♥❦♦ ❛♥❞ ❳✉❜♦ ❙♦♥❣✳ P♦✐♥t✲s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦❤❡r❡♥t
♣♦✐♥t ❞r✐❢t✳ P❆▼■✱ ▼❛② ✷✵✵✾✳

❬▼❙❈P✵✼❪ ❆♥❞r✐② ▼②r♦♥❡♥❦♦✱ ❳✉❜♦ ❙♦♥❣✱ ❛♥❞ ▼✐❣✉❡❧ ❈❛rr❡✐r❛✲P❡r♣✐♥❛♥✳ ◆♦♥✲r✐❣✐❞
♣♦✐♥t s❡t r❡❣✐str❛t✐♦♥ ✿ ❈♦❤❡r❡♥t ♣♦✐♥t ❞r✐❢t✳ ■♥ ❇✳ ❙❝❤ö❧❦♦♣❢✱ ❏✳ P❧❛tt✱ ❛♥❞
❚✳ ❍♦✛♠❛♥✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s
✭◆■P❙✮ ✶✾✱ ♣❛❣❡s ✶✵✵✾✕✶✵✶✻✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✱ ✷✵✵✼✳ ▼■❚ Pr❡ss✳

❬▼❙❍❙✵✻❪ ❆✉ré❧✐❡♥ ▼❛rt✐♥❡t✱ ❈②r✐❧ ❙♦❧❡r✱ ◆✐❝♦❧❛s ❍♦❧③s❝❤✉❝❤✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❳✳ ❙✐❧✲
❧✐♦♥✳ ❆❝❝✉r❛t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ ✸❉ s❤❛♣❡s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ●r❛♣❤✳✱
✷✺✭✷✮ ✿✹✸✾✕✹✻✹✱ ✷✵✵✻✳

❬◆❍✵✷❪ ❚✳❊✳ ◆✐❝❤♦❧s ❛♥❞ ❆✳P✳ ❍♦❧♠❡s✳ ◆♦♥♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡sts ❢♦r ❢✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ♥❡✉r♦✐♠❛❣✐♥❣ ✿ ❆ ♣r✐♠❡r ✇✐t❤ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❍✉♠❛♥ ❇r❛✐♥ ▼❛♣♣✐♥❣✱
✶✺ ✿✶✕✷✺✱ ✷✵✵✷✳

❬Ó▲❉+✵✼❪ ❍✳ Ó❧❛❢s❞ótt✐r✱ ❙✳ ▲❛♥❝❤❡✱ ❚✳❆✳ ❉❛r✈❛♥♥✱ ◆✳❱✳ ❍❡r♠❛♥♥✱ ❘✳ ▲❛rs❡♥✱ ❇✳❑✳
❊rs❜❧❧✱ ❊✳ ❖✉❜❡❧✱ ❆✳❋✳ ❋r❛♥❣✐✱ P✳ ▲❛rs❡♥✱ ❈✳❆✳ P❡r❧②♥✱ ●✳▼✳ ▼♦rr✐ss✲❑❛②✱
❛♥❞ ❙✳ ❑r❡✐❜♦r❣✳ ❆ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr② ✉s✐♥❣ ❞❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❈r♦✉③♦♥ ♠♦✉s❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥
◆✳ ❆②❛❝❤❡✱ ❙✳ ❖✉rs❡❧✐♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼❛❡❞❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ✶✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡✲
r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r✲❆ss✐st❡❞ ■♥t❡r✈❡♥t✐♦♥✱
▼■❈❈❆■✬✷✵✵✼✱ ✈♦❧✉♠❡ ✹✼✾✷ ♦❢ ❧♥❝s✱ ♣❛❣❡s ✹✺✷✕✹✺✾✱ ❇r✐s❜❛♥❡✱ ❆✉str❛❧✐❛✱
❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❬P❡❙+✵✻❪ ❑♦♥r❛❞ P♦❧t❤✐❡r✱ ❆❧❧❛ ❙❤❡✛❡r ❋♦❧❞✐♥❣ ♠❡s❤❡s ✿ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♠❡s❤ s❡❣✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❛r s②♠♠❡tr②✳ ✷✵✵✻✳

❬P❍❨❍✵✻❪ ❍❡❧♠✉t P♦tt♠❛♥♥✱ ◗✐✲❳✐♥❣ ❍✉❛♥❣✱ ❨♦♥❣✲▲✐❛♥❣ ❨❛♥❣✱ ❛♥❞ ❙❤✐✲▼✐♥ ❍✉✳
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t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t❤❡♦r②✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥✱
✸✭✷✮ ✿✶✺✺✕✶✼✺✱ ❏✉♥❡ ✶✾✽✾✳

❬❨❙❱+✶✵❪ ❇✳❚✳❚✳ ❨❡♦✱ ▼✳❘✳ ❙❛❜✉♥❝✉✱ ❚✳ ❱❡r❝❛✉t❡r❡♥✱ ◆✳ ❆②❛❝❤❡✱ ❇✳ ❋✐s❝❤❧✱ ❛♥❞
P✳ ●♦❧❧❛♥❞✳ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❞❡♠♦♥s ✿ ❋❛st ❞✐✛❡♦♠♦r♣❤✐❝ ❧❛♥❞♠❛r❦✲❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡
r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣✐♥❣✱ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥✱ ✷✾✭✸✮ ✿✻✺✵ ✕✻✻✽✱
♠❛r❝❤ ✷✵✶✵✳

❬❩❍▼✵✼❪ ●✉❛♥❣②✉ ❩♦✉✱ ❏✐♥❣ ❍✉❛✱ ❛♥❞ ❖tt♦ ▼✉③✐❦✳ ◆♦♥✲r✐❣✐❞ ❙✉r❢❛❝❡ ❘❡❣✐str❛t✐♦♥
❯s✐♥❣ ❙♣❤❡r✐❝❛❧ ❚❤✐♥✲P❧❛t❡ ❙♣❧✐♥❡s✳ ▼■❈❈❆■ ✷✵✵✼✱ ♣❛❣❡s ✸✻✼✕✸✼✹✳

❬❩P❆✾✷❪ ❍✳ ❩❛❜r♦❞s❦②✱ ❙✳ P❡❧❡❣✱ ❛♥❞ ❉✳ ❆✈♥✐r✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❜❛s❡❞
♦♥ s❤❛♣❡ s✐♠✐❧❛r✐t②✳ ■♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❱✐s✐♦♥ ❛♥❞ P❛tt❡r♥ ❘❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✷✳
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❈❱P❘ ✬✾✷✳✱ ✶✾✾✷ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱
♣❛❣❡s ✼✵✸✕✼✵✻✱ ✶✾✾✷✳

❬❩P❆✾✺❪ ❍✳ ❩❛❜r♦❞s❦②✱ ❙✳ P❡❧❡❣✱ ❛♥❞ ❉✳ ❆✈♥✐r✳ ❙②♠♠❡tr② ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢❡❛t✉r❡✳
■❊❊❊ P❆▼■✱ ✶✼ ✿✶✶✺✹✖✶✶✻✻✱ ✶✾✾✺✳

❬❩❘❋+✵✻❪ ▲✐②❛♥ ❩❤❛♥❣✱ ❆♥s❤✉♠❛♥ ❘❛③❞❛♥✱ ●❡r❛❧❞ ❊✳ ❋❛r✐♥✱ ❏♦❤♥ ❋❡♠✐❛♥✐✱ ▼②✉♥❣✲
❙♦♦ ❇❛❡✱ ❛♥❞ ❈❤❛r❧❡s ▲♦❝❦✇♦♦❞✳ ✸❉ ❢❛❝❡ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✼✼

❜❛s❡❞ ♦♥ ❜✐❧❛t❡r❛❧ s②♠♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ❱✐s✉❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r✱ ✷✷✭✶✮ ✿✹✸✕
✺✺✱ ✷✵✵✻✳



✶✼✽ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s t✐rés ❞❡ ✏❍♦rt✉s
❈❧✐✛♦rt✐❛♥✉s✑ ❞❡ ❈❛r❧ ❱♦♥ ▲✐♥♥é✳ ❆ ❞r♦✐t❡ ✿ ▲❡s ♣✐♥s♦♥s ❞❡ ❉❛r✇✐♥
▲✬✐s♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s P✐♥s♦♥ ❞❛♥s ❧❡s î❧❡s ●❛❧á♣❛❣♦s ♣r♦❞✉✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✉♥❡ ❞♦✉✲
③❛✐♥❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❡s♣è❝❡s✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛♥❛t♦♠✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❡s♣è❝❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❜❡❝s✳
❈❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✬❡①♣❧✐q✉❡♥t ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♥♦✉rr✐t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡s✲
♣è❝❡✳ ▲❡✉rs ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡✉rs ❝❤❛♥ts s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✷ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s s②♠étr✐❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ✈✐✈❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✸ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ s②♠étr✐❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡

❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ✜ss✉r❡ ❞❡ ❙②❧✈✐✉s ❡t ❞❡ ❧❛ t♦r✲

s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✶ P❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✐♥ ✸❉✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸

✷✳✶ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✏t❤❡ ♣❧❛♥❡ P t❤❛t ❜❡st ♣❛ss❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t X✑ ✷✺
✷✳✷ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✏t❤❡ ♣❧❛♥❡ P ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡✛♦rt ✐s r❡q✉✐r❡❞

t♦ t✉r♥ X ✐♥t♦ ❛ ♠✐rr♦r s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥t s❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣❧❛♥❡ P ✑✳
❚❤❡ ❝✐r❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t (xi)✱ t❤❡ ❝r♦ss❡s r❡♣r❡s❡♥t (x∗i )✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✸ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✏t❤❡ ♣❧❛♥❡ P t❤❛t ♠✐♥✐♠✐s❡s t❤❡ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
♦❢ X✑✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✷✳✹ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✧t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦st ♣♦✐♥ts ❛r❡
♠✐rr♦r✲s②♠♠❡tr✐❝❛❧✧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✶ ▲♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❦❡②♣♦✐♥ts ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♦❜❥❡❝ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✸✳✷ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ci,j ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✸✳✸ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

d ❢♦r ❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✸✳✹ ❙♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❝♦❛rs❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡

♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✺ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦♥ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✱ ❛s②♠♠❡✲

tr✐❝❛❧ ❞❛t❛✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❜② ❙②♠✷ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✸✳✻ ▼❡❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ❡rr♦rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

♦❢ ♦✉t❧②✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✼ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ✉s✐♥❣ ❙②♠✷ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s✳ ✺✻

✶✼✾



✶✽✵ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✹✳✶ ❆ ❝✉r✈❡❞ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ✿ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ s②♠♠❡tr②
s✉r❢❛❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✷ ❆ ❝✉r✈❡❞ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ✿ ✷❉ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼✲st❡♣✳ C̃ ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❜❡st ✜tt✐♥❣ t❤❡ ♠✐❞✲
♣♦✐♥ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s (xi, yi)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✸ ❚✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t
t♦ r✐❣❤t ✿ ✐✮ ❛ ❝♦rt✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ ✐✐✮ t❤❡ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
❝♦rt❡① ✭❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❞✐s♣❧❛② ❡❛❝❤ ❤❡♠✐s✲
♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦✉r✮✱ ✐✐✐✮ ❝♦❧♦✉r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
♠❛①✐♠❛❧ ❝✉r✈❛t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛♥t❡r♦✲♣♦st❡r✐♦r ❛①✐s ✭❤♦t ❝♦❧♦✉rs ✐♥✲
❞✐❝❛t❡s ❤✐❣❤ ❝✉r✈❛t✉r❡s✮✱ ✐✈✮ s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❚❛✉t❛✈❡❧
s❦✉❧❧ ❛♥❞ ✈✮ ✇❡ str❛✐❣❤t❡♥ t❤❡ ❚❛✉t❛✈❡❧ s❦✉❧❧ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞
s②♠♠❡tr② s✉r❢❛❝❡ ❬❊❣❡✽✻❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✼✳✶ P♦✐♥t s❡ts ❛s ●❛✉ss✐❛♥ ▼✐①t✉r❡ ▼♦❞❡❧s ✭●▼▼s✮ ✿ ▼✐❞✲s❛❣✐tt❛❧
♦✉t❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦r♣✉s ❝❛❧❧♦s❛ s❤❛♣❡s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ ❬❲❱❘✵✻❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✼✳✷ ❙♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ρ ✉s❡❞ ✐♥ ▼✲❡st✐♠❛t✐♦♥ Tukey(x, b) = min(1 −
(1 − x2/b)3), 1.0)✱ Leclerc(x, b) = 1 − exp(−x2/b) ❛♥❞ McClure(x, b) =
x2/(b+ x2)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✼✳✸ ❙❝❛❧❛r ✈❡rs✉s ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❚P❙ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❖♥❡ ♦❢ ❢♦✉r ♣♦✐♥ts ✐♥✐✲
t✐❛❧❧② ❢♦r♠✐♥❣ ❛ sq✉❛r❡ ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ❞♦✇♥✇❛r❞s✳ ❲✐t❤ s❝❛❧❛r ❚P❙
✭❧❡❢t✮✱ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s r❡♠❛✐♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ str❛✐❣❤t✳ ❲✐t❤ ✈❡❝t♦r✐❛❧ ❚P❙
✭r✐❣❤t✮✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ❜♦t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts✳ ❋r♦♠ ❬❈❆✵✹❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✽✳✶ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ A✳ ❚❤❡
✧❝♦rr❡❝t✑ ♠❛t❝❤✐♥❣s ❛r❡ (xi, yi)i=1...5✳ ❖♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs T ❛s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳
❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ✐✮ t✇♦ ♣♦✐♥t s❡ts X ❛♥❞ Y ✱ ✐✐✮ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A11 ✇❤❡♥ r❡❣✐st❡r✐♥❣ Y ♦♥ X✳ ✐✐✐✮ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ A11 ✇❤❡♥ r❡❣✐st❡r✐♥❣ X ♦♥ Y ✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢
♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs σ = 1✱ t❤❡♥ ✐♥ ❝❛s❡ ✐✐✮ A11 = 0.01 ❛♥❞ ♣♦✐♥ts x1 ❛♥❞ y1

❤❛✈❡ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ♠❛t❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❝❡ss
✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❝❛s❡ ✐✐✐✮ A11 = 0.45✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

✽✳✷ ▼❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✈❛❧✉❡s ✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ❝✉r✈❡❞♥❡ss✱ s❤❛♣❡
✐♥❞❡① ❛♥❞ t♦t❛❧ ❣❡♦❞❡s✐❝ ❞✐st❛♥❝❡ ♦♥ t✇♦ ❧❛t❡r❛❧ ✈❡♥tr✐❝❧❡s✳ ❍♦♠♦❧♦❣♦✉s
❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ ❧❛♥❞♠❛r❦s ②✐❡❧❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ s❛♠❡ ❞❡s❝r✐♣t♦r ✈❛❧✉❡s✳ ✳ ✳ ✾✼

✽✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ ✈❡♥tr✐❝❧❡s✳ ▲❡❢t ✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❝❡♥t❡r ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t ✿ ❆✣♥❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
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✽✳✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② t❡r♠ ✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦
r✐❣❤t ✐✮ P♦✐♥t x ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ t♦✇❛r❞s Y ❜② t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t(x)X ❀ ✐✐✮ P♦✐♥t
y ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ t♦✇❛r❞s X ❜② t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ t̃Y (y) ❀ ✐✐✐✮ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
t❡r♠ ✐♠♣♦s❡s t❤❛t tX(y + t̃Y (y)) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ −t̃Y (y) ❀ ✐✈✮ ❚❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ t̃X t❡♥❞s t♦ ❜❡ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢
t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛tt❛❝❤♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷

✽✳✺ ❊✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs β ❛♥❞ b ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✐s②
✜❡❧❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✽✳✻ ❉✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t❡ ❦❡r♥❡❧s φ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛❧✉❡
φ∗(||ω||/b)−1✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ❛♥❞ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ✿ ✐✮ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ t❤r❡❡
❦❡r♥❡❧s ✭b❂✶✮✱ ✐✐✮ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ∗(||.||)−1 ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❛❜♦✈❡✲
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❦❡r♥❡❧s✱ ✐✐✐✮ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ φ(.×b) ❢♦r t❤❡ ❲✉ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
b ✱ ✐✈✮ ✷❉ ♣❧♦t ♦❢ φ∗(||ω||/b)−1 ❢♦r t❤❡ ❲✉ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t b✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✽✳✼ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ b ♦♥ t❤❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥✳ ❋✐rst ❧✐♥❡ ✿❲❡ r❡❣✐st❡r t❤❡ s♦✉r❝❡
✈❡♥tr✐❝❧❡ ✭❛✮ ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❡♥tr✐❝❧❡ ✭❡✮ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ b t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ✭ ✇✐t❤♦✉t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡✲
❣✐str❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ b ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❛♥❞
t❤❡ t❛r❣❡t ✭❜✮✱ ✭❝✮ ❛♥❞ ✭❞✮✳ ❋♦r ❛ s♠❛❧❧ b✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s ♦♥❧② ❣❧♦❜❛❧❧②
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ t❛r❣❡t ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞
✭❞❛r❦ ❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❲❤❡♥ b ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s♠❛❧❧ ♣❛tt❡r♥s t❡♥❞ t♦ ✜t t❤❡ t❛r✲
❣❡t ✭❣r❡❡♥ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ▲✐❣❤t ❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s✳ ❙❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡ ✿ ❙❛♠❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ✜rst ❧✐♥❡
❜✉t ✇✐t❤ ❝❛✉❞❛t❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✾✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❛t❛✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t
t♦ r✐❣❤t ✿ ✐✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛✱ ✐✐✮ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
✭t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐s ♠❛♣♣❡❞✮✱ ✐✐✐✮
✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❚P❙✮ ✭t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐s ♠❛♣♣❡❞✮ ❛♥❞ ✐✈✮ s✉♣❡r✐♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❜♦t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠❡❞ ✭❣r❡❡♥✮ ❞❛t❛✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✾✳✷ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣❛✐rs ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❞❛t❛ ✿ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t❤❛❧❛✲
♠✉s✱ ✈❡♥tr✐❝❧❡s✱ ♦ss❡♦✉s ❧❛❜②r✐♥t❤s ❛♥❞ ❡♥❞♦❝❛sts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✾✳✸ P♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧❛♥❞♠❛r❦s ♦♥ t✇♦ ♦❢ ♦✉r ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✶✶✳✶ ▼❡❛♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✜rst ♠♦❞❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭± ✷
√
λ1✮ ♦♥ ✹✵ ❤✉♠❛♥ ❤❛♥❞s

✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❧❛♥❞♠❛r❦s✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ Pr♦❝r✉st❡s
❛♥❛❧②s✐s ✭❋r♦♠ ❬❙●✵✷❪✮ ❛♥❞ ♦♥ ✶✵ ♦ss❡♦✉s ❧❛❜②r✐♥t❤s ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❢r❡❡✲
❢♦r♠ s✉r❢❛❝❡s✮ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✶✳✷✳✹✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸



✶✽✷ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✶✶✳✷ ❋✐rst r♦✇ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼❙✲❊▼✲■❈P✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦
r✐❣❤t ✿ ✐✮ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡t X ❛♥❞ M ✱ ✐✐✮ Tinv(X) ❛♥❞ M ✭Tinv ✐s ❛ r✐❣✐❞✲❜♦❞②
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣

∑

iAi,jTinv(xi) ❛♥❞ ✐✐✐✮ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s vj =

∑

iAi,jTinv(xi) ❛♥❞ ♠❡❛♥ (vj + mj)/2✱
❙❡❝♦♥❞ r♦✇ ✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ▼❙✲❊▼✲■❈P✳ ❋r♦♠ ❧❡❢t
t♦ r✐❣❤t ✿ ✐✮ T (X) ♦♥ M ✭T ✐s ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s♠♦♦t❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛t❝❤✐♥❣

∑

iAi,jT (xi) ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s
vj =

∑

iAi,jTinv(xi) ❛♥❞ ♠❡❛♥ (vj +mj)/2✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✶✶✳✸ ▼❛♣♣✐♥❣ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦♥ ♦♥❡ s✉❜❥❡❝t ✿ ❆❧❧ t❤❡ r♦✇s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❋✐rst r♦✇ ✿ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣♦✐♥t s❡t X ✲ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
SP (X) ♦♥ X ✲ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ T ◦ SP (X) ♦♥ X ✭t❤❡ ♣❛t❝❤② ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
s❤♦✇s t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦rs ❛❢t❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ X ❛♥❞ SP (X)✮✳
❙❡❝♦♥❞ r♦✇ ✿ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ✭✇✐❞t❤✮✱ ❤❡❛❞✲❢♦♦t ❛♥❞ ♣♦st❡r✐♦r✲❛♥t❡r✐♦r ✭♣r♦tr✉✲
s✐♦♥✮ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞✳ ❚❤✐r❞ r♦✇ ✿ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✸
❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ♦❢ X ✭s❡❝♦♥❞ r♦✇✮ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♣♦✐♥t s❡t M ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✶✷✳✶ ❍♦✇ t♦ r❡❛❞ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✶✷✳✷ ▼❡❛♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✜❡❧❞ ✭✶✶
s✉❜❥❡❝ts✮✳ ❊❛❝❤ r♦✇ s❤♦✇s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ✿
❧❡❢t✲r✐❣❤t✱ ❤❡❛❞✲❢♦♦t✱ ♣♦st❡r✐♦r✲❛♥t❡r✐♦r✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✶✷✳✸ ♣✲✈❛❧✉❡ ♠❛♣s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr②
✜❡❧❞ ✭✶✶ s✉❜❥❡❝ts✮✳ ❊❛❝❤ r♦✇ s❤♦✇s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❢r♦♠ t♦♣
t♦ ❜♦tt♦♠ ✿ ❧❡❢t✲r✐❣❤t✱ ❤❡❛❞✲❢♦♦t✱ ♣♦st❡r✐♦r✲❛♥t❡r✐♦r✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇s✳
❚❤❡ ♥✉❧❧ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛s②♠♠❡tr② ✭t✲t❡st✱ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r
♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✉s✐♥❣ s✉♣r❛t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❧✉st❡r s✐③❡ t❡sts ❬◆❍✵✷❪✮✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✶✷✳✹ ❆s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✶✶✼✵✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✶✷✳✺ ❆s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✸ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✶✶✼✺✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✶✷✳✻ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✭❝♦rr❡❝t❡❞✮ t✲t❡st ✇✐t❤ H0 ✿ ✶✶✼✵ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵

✶✷✳✼ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✭❝♦rr❡❝t❡❞✮ t✲t❡st ✇✐t❤ H0 ✿ ✶✶✼✺ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✶✷✳✽ ♣✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ t❡st ✇✐t❤ H0 ✿ ❙■ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✶✸✳✶ ❋r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✿ ❛ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② s②♠✲
♠❡tr✐❝❛❧ ❢❛❝❡ ❀ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ❜② ♦✉r str❛t❡❣② ❀ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞
❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❧❛t❡ ❀ t❡♠♣❧❛t❡✲❜❛s❡❞ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ❛s ❡s✲
t✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ Ó❧❛❢s❞ótt✐r ❬Ó▲❉+✵✼❪✳ ❇♦t❤ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✶✽✸

✶✹✳✶ ❉✐st❛♥❝❡ ❝♦❧♦r ♠❛♣ ♣❛tt❡r♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞♦❝❛st ❛♥❞ ❜r❛✐♥ ❤✉❧❧ s❤♦✇♥
♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❞♦❝❛st ♠❡s❤✳ ✭❛✮ ❚♦♣ ✈✐❡✇✳ ✭❜✮ ❇♦tt♦♠ ✈✐❡✇✳ ✭❝✮ ❋r♦♥t
✈✐❡✇✳ ✭❞✮ ❘✐❣❤t s✐❞❡ ✈✐❡✇✳ ✭❡✮ ❘❡❛r ✈✐❡✇✳ ✭❢✮ ▲❡❢t s✐❞❡ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r
❝♦❧♦r ♠❛♣ s❝❛❧❡ ✐s ✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥
t❤❡ ❝♦❧♦r ❜❛r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✶✹✳✷ ●❧♦❜❛❧ t♦rq✉❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦♥ ❈▼✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✶✹✳✸ ❆s②♠♠❡tr② ♠❛♣ ♦♥ ▼rs P❧❡s✳ ❆r❡❛s ✶✼✲✶✽✲✶✾✲✸✾✲✹✵✱ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡

♣r♦t✉❞❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❆r❡❛s ✹✶ t♦ ✹✺✱ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♣r♦t✉❞❡s
♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❧❡❢t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✶✹✳✹ ▼❡❛♥ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ✜rst ♠♦❞❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✭± ✷
√
λ1✮ ❛♥❞ ♦♥ ✶✵ ♦ss❡♦✉s

❧❛❜②r✐♥t❤s ✿ t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ s✐③❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❝❛♥❛❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸







❘és✉♠é

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❡t
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛s②♠étr✐❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦✉ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ✸❉✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
♠é❧❛♥❣❡s ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❈❡s ❞❡♥s✐tés ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✲
r❛♠ètr❡s s✉♣❡r♣♦s❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ♠é❧❛♥❣❡s ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ t②♣❡ ❊s♣ér❛♥❝❡✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r
✐✮ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ✐✐✮ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
❞❡ s②♠étr✐❡ ❞✬✉♥ ♥✉❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ✐✐✐✮ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ s✉♣❡r✲
♣♦s❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ✷ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡t ✐✈✮ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥✉❛❣❡s ❞❡ ♣♦✐♥ts✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♠❜✐♥❡r
❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❞❡s ❝❛rt❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❞✬❛s②♠étr✐❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭♠♦②❡♥♥❡✱ ✈❛r✐❛♥❝❡✱
❛s②♠étr✐❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✱ ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✱ ❡t❝✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❣❧♦❜❛❧❡s
❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧✬❛s②♠étr✐❡ ❞❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ét✉❞✐é❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♥♦s ♦✉t✐❧s
♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❛s②♠étr✐❡s ❝♦rt✐❝❛❧❡s ❞❡ ✷ s✉❥❡ts ❙✐t✉s ■♥✈❡rs✉s ✭♠❛❧❛❞✐❡ ❝♦♥❣é♥✐t❛❧❡
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦r❣❛♥❡s ✈✐s❝ér❛✉① s♦♥t s✐t✉és ❡♥ ♠✐r♦✐r ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❡✉r
s✐t✉❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡✮ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥trô❧❡✳

❆❜str❛❝t

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❡t ♦❢ t♦♦❧s ❢♦r t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr② ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ str✉❝t✉r❡s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✸❉ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ❚❤❡s❡ t♦♦❧s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ r❡❧②✐♥❣
♦♥ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t s❡ts ❛s ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦r ❛ ✸❉ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡st s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♠✐①t✉r❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡
❊①♣❡❝t❛t✐♦♥✲▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✐✮
t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr② ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s❡t✱ ✐✐✮ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr②
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t s❡t✱ ✐✐✐✮ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡st s✉♣❡r♣♦s✐♥❣ ✷
♣♦✐♥t s❡ts ❛♥❞ ✐✈✮ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦✐♥t s❡ts✳ ❚❤❡♥✱
✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❜✉✐❧❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ♠❛♣s ✭♠❡❛♥✱
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s②♠♠❡tr✐❡s✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❡t❝✮ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r st✉❞②✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡
♦✉r t♦♦❧s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝♦rt✐❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ ✷ ❙✐t✉s ■♥✈❡rs✉s s✉❜❥❡❝ts ✭❝♦♥❣❡♥✐t❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❥♦r ✈✐s❝❡r❛❧ ♦r❣❛♥s ❛r❡ ♠✐rr♦r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♥♦r♠❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✮
✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳


