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❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5
s❛♥s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
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▼✳ ❆♥❞r❡❛s ❊♥❣❡✱ ❉✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ■◆❘■❆✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❇♦r❞❡❛✉① ✶
▼✳ ❋❛❜✐❡♥ ▲❛❣✉✐❧❧❛✉♠✐❡✱ ▼❛îtr❡ ❞❡ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛❡♥ ❇❛ss❡✕◆♦r♠❛♥❞✐❡
▼✳ ❘❡②♥❛❧❞ ▲❡r❝✐❡r✱ ■♥❣é♥✐❡✉r ❞❡ ❧✬❆r♠❡♠❡♥t✱ ❍❉❘✱ ❉●❆✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❘❡♥♥❡s ✶
▼✳ ❈❧❛✉s✕P❡t❡r ❙❝❤♥♦rr✱ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ●♦❡t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät✱ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ✭r❛♣♣♦rt❡✉r✮
▼✳ ❉❡♥✐s ❙✐♠♦♥✱ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛❡♥ ❇❛ss❡✕◆♦r♠❛♥❞✐❡ ✭❞✐r❡❝t❡✉r✮
▼✳ P❡t❡r ❙t❡✈❡♥❤❛❣❡♥✱ Pr♦❢❡ss❡✉r✱ ❯♥✐✈❡rs✐t❡✐t ▲❡✐❞❡♥✱ P❛②s✕❇❛s ✭r❛♣♣♦rt❡✉r✮





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ s✉✐s s✐♥❝èr❡♠❡♥t ❤❡✉r❡✉① ❡t ❤♦♥♦ré ❞✬❛❞r❡ss❡r ♠❡s ♣r❡♠✐❡rs r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à
❉❡♥✐s ❙✐♠♦♥ q✉✐ ❛ ❡♥❝❛❞ré ♠♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ▼❛st❡r ♣✉✐s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❉❡♥✐s ❛ été
♣♦✉r ♠♦✐ ✉♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t❤ès❡✱ t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❤✉♠❡✉r ❡t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✳ ■❧
♠✬❛ t♦✉❥♦✉rs s♦✉t❡♥✉ ❡t ❡♥❝♦✉r❛❣é ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s ❛✉t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧
q✉❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧✳ ■❧ ❛ s✉ ❢❛✐r❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬❡s♣r✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❢❛❝❡
à ❝❡rt❛✐♥❡s ✐❞é❡s ♣❛r❢♦✐s ❝❛♣✐❧❧♦tr❛❝té❡s ❥✬❡♥ ❝♦♥✈✐❡♥s✳ ➚ s❡s ❝♦tés✱ ❥✬❛✐ ❛♣♣r✐s à ❝❡r♥❡r
❧❡ ❝♦té ❧✉❞✐q✉❡ ❡t ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣❛r❢♦✐s très ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✳ ➚ tr❛✈❡rs
❧✉✐✱ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ s❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r s✉♣♣♦rté q✉✬✐❧ r❡st❡ ♣❛r❢♦✐s t❛r❞ à tr❛✈❛✐❧❧❡r
❛✈❡❝ ♠♦✐ ❛✉ ❜✉r❡❛✉✳

❏✬❛❞r❡ss❡ ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ❈❧❛✉s✕P❡t❡r ❙❝❤♥♦rr ❡t P❡t❡r ❙t❡✈❡♥❤❛❣❡♥ q✉✐ ♦♥
❛❝❝❡♣té ❧❛ ❧♦✉r❞❡ tâ❝❤❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt❡✉r ♣♦✉r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❏✬é♣r♦✉✈❡ ✉♥ ♣r♦❢♦♥❞ r❡s♣❡❝t
♣♦✉r ❧❡✉r tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ✿ ❆♥❞r❡❛s ❊♥❣❡✱ ❋❛❜✐❡♥
▲❛❣✉✐❧❧❛✉♠✐❡ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ❡✉ ❧✬♦♣♣♦rt✉♥✐té ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡ sé♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❝r②♣t♦❧♦❣✐❡
❞❡ ❈❛❡♥ ❡t ❘❡②♥❛❧❞ ▲❡r❝✐❡r q✉✐ ♠✬❛ ✐♥✈✐té à ❡①♣♦s❡r à ❘❡♥♥❡s✳

▼❡r❝✐ à ❇r✐❣✐tt❡ ❱❛❧❧é❡ ❡t à t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬❆◆❘ ▲❛r❡❞❛ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r
♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲✳

❏✬❛✐ ❡✛❡❝t✉é ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ◆✐❝♦❧❛s ❖r❡s♠❡
❞♦♥t ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❧❡s ♠❡♠❜r❡s✱ ❡♥s❡✐❣♥❛♥ts✕❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡t ♣❡rs♦♥♥❡❧
❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞✉ ▲▼◆❖✱ ❧❛ ❜♦♥♥❡
❛♠❜✐❛♥❝❡ q✉✐ rè❣♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❥❡✉♥❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♥✬② ❡st ♣❛s ♣♦✉r r✐❡♥ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❇❡❡❦❡r ❡t P❤✐❧✐♣♣❡ ❘❡❣♥❛✉❧t ❀ ❧❛ ❝❛❢é✐♥❡
♥♦✉s ❛✉r❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬❛✉ ❜♦✉t ✦

❏✬❛❞r❡ss❡ ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❛✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ ❞♦❝t♦r❛❧❡ ❙■▼❊▼ ✿ ▲❛♠r✐
❆❞♦✉✐ q✉✐ s✬❡st t♦✉❥♦✉rs ♠♦♥tré ✐♥tér❡ssé ♣❛r ♠❡s r❡♠❛rq✉❡s ❡t s✉❣❣❡st✐♦♥s✱ ❙❛♥❞r✐♥❡
❙♦r♦ q✉✐ ❛ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ♣r✐s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ♠❡s q✉❡st✐♦♥s✳

▼❡r❝✐ ❛✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡ ❞❡ s✬êtr❡ t♦✉❥♦✉rs ❛rr❛♥❣é
♣♦✉r ❧❡ ♠✐❡✉① ❢❛❝❡ à ♠❡s ✭tr♦♣ ❄✮ ♥♦♠❜r❡✉① r❡t❛r❞s ❞❡ ♣rêt✳ ❙❛♥s ❝❡❧❛✱ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥
❛✉r❛✐t été très ❧♦♥❣✉❡ ✦ ✭❧❛ ❞✉ré❡ ❡①❛❝t❡ ❡st tr♦♣ ❤♦♥t❡✉s❡ ♣♦✉r êtr❡ ❞♦♥♥é❡✮✳

❯♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ s❛♥s q✉✐ ❥❡ ♥❡ s❡r❛✐s ❥❛♠❛✐s ❛rr✐✈é ❥✉sq✉✬✐❝✐✳ ▲❡✉r
s♦✉t✐❡♥ ✐♥❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✳

❏✬❛❞r❡ss❡ ♠❡s ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts à ❱✐r❣✐♥✐❡ s❛♥s q✉✐ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❛✉r❛✐t
♣❛s été ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st✳ ▼❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r s✉♣♣♦rté ♠❡s ❡♥✈✐❡s ♥♦❝t✉r♥❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ♠❡s
s♦✐ré❡s ❡♥ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❞❡ ♣❛r✐✕❣♣✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❛✈♦✐r r❡❧✉ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❛♥s t♦✉t
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r é❝♦✉té ❧♦rsq✉❡ ❥❡ ♣❛r❧❛✐s ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ❝❤♦s❡s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ♠❡s ❛♠✐s✱ ❱✐r♦✐s ❡t ❈❛❡♥♥❛✐s✱ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♠✬❛✈♦✐r ❧❛✐ssé t♦♠❜é
❧♦rsq✉❡ ❥❡ ❧❡✉r ❛✐ ❞✐t q✉❡ ❥❡ ❢❛✐s❛✐s ✉♥❡ t❤ès❡ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❝♦♠♣r✐s
q✉❡ ❥❡ ❞❡✈❛✐s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t r❡st❡r ❡♥❢❡r♠é ❝❤❡③ ♠♦✐ ❛✈❡❝ ♠♦♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳

❏✬❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣♦✉r ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❇✳ q✉✐ ❛ s✉ ♠✬✐♥✐t✐❡r ❛✉① ❥♦✐❡s ❞✉
❧♦❣✐❝✐❡❧ ❧✐❜r❡ ❡t q✉✐ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ♠❡ ♣♦rt❡r s❡❝♦✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❡①trê♠❡s✳

❊♥✜♥✱ ❥✬❛❞r❡ss❡ ✉♥ ♠❡r❝✐ à ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ❡✉ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t q✉❡
❥✬❛✉r❛✐s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣✉ ♦✉❜❧✐❡r✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉❡ ♣❛rt✐❡ r❡♠✐s❡✳ ✳ ✳





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✐✐✐
◆♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✐①

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶
✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✶✳✷ ▲❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✶✶
✷✳✶ ❋♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷
✷✳✷ ❍❛ss❡✕▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✷✳✸ ❋♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❡t ❞❡ ❙♠✐t❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✷✳✹ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✷✳✺ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞ ❡t ❙❝❤♥♦rr ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✷✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✷✳✻✳✶ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✷✳✻✳✷ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✹ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✷✳✻✳✸ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✺ ❡t ♣❧✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✾
✸✳✶ ❉ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✸✳✷ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✸✳✸ ❙✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✸✳✸✳✶ P♦✉rq✉♦✐ ✈♦✉❧♦✐r ✐♠♣♦s❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✸✳✸✳✷ ❈♦♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸✳✹ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✸✳✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s di ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✸✳✹✳✷ ❈❛s ♦ù d5 6= 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✸✳✹✳✸ ❈❛s ♦ù d4 6= 1 ❡t d5 = 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✸✳✹✳✹ ❈❛s ♦ù d3 6= 1 ❡t d4 = 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✸✳✹✳✺ ❈❛s ♦ù d2 6= 1 ❡t d3 = 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✸✳✹✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✹✳✼ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✺ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✸✳✻ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ > 5 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✸✳✼ ❊①❡♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧❧és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✼✳✶ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✈



✈✐ ❚❆❇▲❊ ❉❊❙ ▼❆❚■➮❘❊❙

✸✳✼✳✷ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✸✳✼✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹ ❆♥❛❧②s❡ ✻✺
✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✉ ❝♦r♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✶✳✶ ❈❛s ❣é♥ér❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♥❣r✉s à ✉♥ ❝❛rré ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✹✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✳✸ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺
✹✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✹✳✹✳✶ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✹✳✹✳✷ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶
✹✳✹✳✸ ❋✐♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸
✹✳✹✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

✹✳✺ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✹✳✻ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✹✳✻✳✶ ❚✐r❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻
✹✳✻✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
✹✳✻✳✸ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

❆ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π (X,n) ✾✺
❆✳✶ π

(
n
2
, n
)

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
❆✳✷ π (3n, n) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾

▲✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✶✵✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✵✼







◆♦t❛t✐♦♥s ✐①

◆♦t❛t✐♦♥s

N ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳
Z ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✳
Q ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s✳
R ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s✳
C ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳
P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳
p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳
Fp ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❡ ❝♦r♣s ✜♥✐ à p é❧é♠❡♥ts✳
Qn ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳
Co(Qn) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❛ ❝♦♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Qn✳
a ∧ b ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs a ❡t b✳

a
?
= b ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✉♥ t❡st ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ a ❡t b✳

♯A ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A✳
vp(x) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ p✕❛❞✐q✉❡ ❞❡ x✳
Idn ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✳
a := b ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ♦♥ ❛✛❡❝t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r b à a✳
ℜ(z) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ z✳
ℑ(z) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ z✳
Ja, bK ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ a ❡t b✳
⌊a⌋ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ a✳
tA ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❧❡ ♠❛tr✐❝❡ A✳
ω(n) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ n✳
Mn,m (K) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n×m à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✳
Mn (K) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s K✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♠❡ s♦♥ t✐tr❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❥❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 s❛♥s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡ ❞❡ q✉♦✐ ✐❧ r❡t♦✉r♥❡✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s ♠♦ts ❞✉ t✐tr❡ ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ❝❡ ♠♦t ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❆❧ ❑❤✇❛r✐③♠✐✱ s✉r♥♦♠ ❞✉ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛r❛❜❡
▼✉❤❛♠♠❛❞ ■❜♥ ▼✉s❛ ✭❳■❡ s✐è❝❧❡✮ ♥é à ❑❤✇❛r✐③❡♠✱ ❡♥ ❖✉③❜❡❦✐st❛♥✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞❡ rè❣❧❡s à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❞ét❡r♠✐♥é à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛♣❡s à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ rés✉❧t❛t✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
s✐♠♣❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s é❝r✐ts ❡♥ ❜❛s❡ 10✳ ❖♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝❤✐✛r❡s ❞❡s ✉♥✐tés✱ ♦♥ é❝r✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤✐✛r❡
❞❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ r❡t❡♥✉❡ ♣✉✐s ♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤✐✛r❡ ❞❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❡t❝✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ très s✐♠♣❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❝✉✐s✐♥❡ ✦ ■❧ s✉✣t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♠❡ts✳

➱q✉❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 ✿ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ✓ éq✉❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✔✳ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✱
✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ♦✉
♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥♦té❡s x✱ y ♦✉ ❜✐❡♥ z✳ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞
❞❡❣ré ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ ❝❛rré✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡
❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré 2 ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ax2+bx+c = 0 ♦ù a 6= 0✱ b ❡t c s♦♥t
❞❡s ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✳ ▲❡ ♠♦t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛ît
s❡✉❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ ❝❛rré✱ s✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥t q✉✐ ❧❡s ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❡st ♣❛✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❡♥t✐❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ x2 − 2xy + y2 = 0
❡t x2 + 5y2 − 7z2 + 4xy + 6xz + 18yz = 0 s♦♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❀ ♣❛r
❝♦♥tr❡ x2 + x2z2 + 3xy = 0 ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❊♥✜♥ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s s❡r♦♥t ❡♥ 5 ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ éq✉❛t✐♦♥ t②♣❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
ax2 + by2 + cz2 + ds2 + et2 = 0 ♦ù a✱ b✱ c✱ d ❡t e s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s ❡t x✱ y✱ z✱
s✱ t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✳

❋❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✿ t♦✉t ❡♥t✐❡r s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ à ❧✬♦r❞r❡ ♣rès ❞❡s
❢❛❝t❡✉rs ❡♥ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡
❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛♣♣❡❧és ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ❞✐✈✐s✐❜❧❡s
q✉❡ ♣❛r 1 ❡t ♣❛r ❡✉①✕♠ê♠❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ 2✱ 3✱ 5✱

✶
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7✱ 11✱ 13✱ 17✱ 19✱ 23 ❡t 29 s♦♥t ❧❡s ❞✐① ♣r❡♠✐❡rs ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝❡s ❡♥t✐❡rs ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ 12 = 2× 2× 3✱ 123 = 3× 41✳
❚r♦✉✈❡r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r s✐❣♥✐✜❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡
❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ ❝❡t ❡♥t✐❡r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ très s✐♠♣❧❡✱
♠❛✐s q✉✐ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ♣❛r❛ît✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t à ❝❡ ❥♦✉r ✭❧❡ ◆✉♠❜❡r ❋✐❡❧❞ ❙✐❡✈❡ ✶✮ ❛ ♠✐s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ 3 ❛♥s
♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡ 232 ❝❤✐✛r❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧✉✐✕❝✐ ét❛✐t é❣❛❧ ❛✉
♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs s❡✉❧❡♠❡♥t ✦

❙✐ ❧✬♦♥ r❡♠❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝❤♦s❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❞❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❥❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s à s✉✐✈r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ 5 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❛✉ ❝❛rré ❡t q✉✐ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣❛s tr♦♣ ❞❡ t❡♠♣s✳ ❙✐♠♣❧❡ ♥♦♥ ❄

❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t ❡t ❝❡❧✉✐ q✉❡ ❥❡ ♣r♦♣♦s❡
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿
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✶✳ ❈r✐❜❧❡ ❞❡ ❈♦r♣s ❞❡ ◆♦♠❜r❡s



✶✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✸

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❥❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♦✉ ❧❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢❛❝t♦r✐✲
s❛t✐♦♥✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❡♥t ❞é❥à ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥✱ ✈♦✐r ❬❈❘✵✸❪
♦✉ ❬❙✐♠✵✺❛❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛ss♦❝✐é❡✱ ❞♦♥❝ ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ s♦✉s✕❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❝❛s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥❡tt❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐té❡s✳ ❙❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ③êt❛ ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳

❆✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡
♠❛♥✉s❝r✐t ✈❛ s✉✐✈r❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ r❡❝❡♥s❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ❞❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❡t ❞❡ ❙♠✐t❤✱ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞✕❙❝❤♥♦rr ❬P❙✽✼❪✳ ❈❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
2 ❡t ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❡♥t✐❡r m✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❢♦rt ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st q✉✬✐❧ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s
❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❀ ❝❡ q✉✐ ❡st très ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❝❡❧✉✐ q✉✐ s❡r❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥t ♣♦✉r ❧❡s
❛✉tr❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ s❛ str✉❝✲
t✉r❡ s✉✐t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ q✉✬❡st ❧❛
❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈ér✐✜é❡s ♣❛r s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡
s✬✐♥q✉✐ét❡r ❞✉ ❞❡✈❡♥✐r ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✿ q✉❡❧❧❡s s♦♥t
❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❡t q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ♣♦✉r
❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ P✉✐s ♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡ q✉✬❡st ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✿ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r é❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❝♦♠♠❡♥t ♣r♦❝é❞❡r ❛✜♥ ❞❡
s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù ❝❡❧✉✐✕❝✐ ❡st é❣❛❧ à 1✳ ❖♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ré❞✉✐r❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ❛✜♥ q✉❡ s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s♦✐t ✐♠♣❛✐r✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞♦♥♥❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡❧✉✐✕❝✐✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉❡ t♦✉s ❧❡s
♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝❡ ♣✉③③❧❡ s♦♥t r❡♠✐s ❡♥ ♦r❞r❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s
✐❞é❡s ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧❧és ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞é❝r✐t❡s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❏❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞♦♥♥❡r
✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣♦sé ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s
❞❡ ❞❡❣ré 2✳ ❏❡ ❞♦♥♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧
❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦s✐t✉♠ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❛♣rès ❝❡❧❛ ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥❡ ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s ♣✉✐s ✉♥❡
ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❝❡❧❧❡✕❝✐✳ ❖♥ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
♥♦♠❜r❡s✳ ❱✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ s❡ ❞é✲
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❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❧✬❛♥❛❧②s❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥✱ ❞❡s t❡sts
❞❡ ❢r✐❛❜✐❧✐té✱ ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❡♥✜♥ ❝❡❧❛ ❡st r❡❣r♦✉♣é ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡
❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❛r ❙✐♠♦♥✳

➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ✉♥❡ ❛♥♥❡①❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❣r❛✲
♣❤✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π(X,n) ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❖♥ ② tr♦✉✈❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡t ❧❛ ✈r❛✐❡
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ✐❝✐✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❧❛
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❥❡ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ❧✐st❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ❧✐❡♥s q✉✐ ❡①✐st❡♥t
❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡t ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳

✶✳✷ ▲❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

▲❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♦♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
◆♦✉s r❡❝❡♥s♦♥s ❧❡s ❧✐❡♥s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡♥ s✉♣✲
♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♦✉ ❧❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s✳



✶✳✷✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✺

❋❛❝t♦r✐s❡r N

❘és♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛✲
t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❛♥t N

❘és♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛✲
t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4 ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❛♥t N2

❈❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ r❛❝✐♥❡
❝❛rré❡ ♠♦❞✉❧♦ N

❉✐r❡ s✐ X ❡st ✉♥ ❝❛rré
♠♦❞✉❧♦ N

❉♦♥♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡✲
♠✐❡rs ❞❡ N

❘és♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛✲
t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4 ❞♦♥t ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ ❝❛rré

❘és♦✉❞r❡
✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
q✉❛❞r❛t✐q✉❡
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
5 ❞♦♥t ❧❡ ❞é✲
t❡r♠✐♥❛♥t ❡st
✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡
❞❡ N

✶❛✶❜

✸❛✸❜

✷❛

✷❜

✹

✺

✼❛

✼❜

✻❜

✻❛

❯♥❡ ✢è❝❤❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ s❛✐t ❢❛✐r❡ ❧✬✉♥
❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❊①♣❧✐q✉♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❧✐❡♥s✳

✶✲ ➱q✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸

▲❡ ❧✐❡♥ ✶❛ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❬❙✐♠✵✺❜❪✳ ❉❛♥s ❝❡t
❛rt✐❝❧❡✱ ❙✐♠♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛✲
t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s s✉r ❧❛
❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞✉ ❞ét❡r♠✐✲
♥❛♥t✳ ❯♥ ❢♦✐s ❝❡s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ✐❧ r❡st❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ à ❧❛q✉❡❧❧❡
♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ ❝❡ q✉✐ ❧❛ r❡♥❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ±1✱ ❞♦♥❝
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞♦♥♥é ♣❛r
❈r❡♠♦♥❛ ❡t ❘✉s✐♥ ❞❛♥s ❬❈❘✵✸❪✳
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▲❡ ❧✐❡♥ ✶❜ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❬❈❛s✵✽❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❥✬❛✈❛✐s ❞♦♥♥é ✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡✱ q✉✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
❞❡ ❞❡✉① ❝❛rrés ♠♦❞✉❧♦ ❧✬❡♥t✐❡r à ❢❛❝t♦r✐s❡r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r t✐r❡r ❛✉
❤❛s❛r❞ ❞❡s ❡♥t✐❡rs α ❡t β ❞♦♥t ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛rré ♠♦❞✉❧♦ N s♦✐t ❝♦♥❣r✉ à ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧❡s ❝❛rrés r❡s♣❡❝t✐❢s p ❡t p′✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s tr♦✐s
éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 s✉✐✈❛♥t❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❡♥s✉✐t❡ ♠♦❞✉❧♦
N ✿

x2 − py2 −Nz2 = 0 x2 − py2 ≡ 0 (mod N)

x2 − p′y2 −Nz2 = 0 x2 − p′y2 ≡ 0 (mod N)

x2 − pp′y2 −Nz2 = 0 x2 − pp′y2 ≡ 0 (mod N)

❖♥ ❛ α2 ≡ p (mod N) ❡t β2 ≡ p′ (mod N) ❡t ♦♥ ♥♦t❡ (x0, y0)✱ (x1, y1) ❡t (x2, y2) ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

x2 − (αy)2 ≡ 0 (mod N)

(
x0
y0

)2

≡ p (mod N)

x2 − (βy)2 ≡ 0 (mod N)

(
x1
y1

)2

≡ p′ (mod N)

x2 − (αβy)2 ≡ 0 (mod N)

(
x2
y2

)2

≡ pp′ (mod N)

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(αβ)2 ≡
(
x0x1
y0y1

)2

≡
(
x2
y2

)2

(mod N)

q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ N ✭✈♦✐r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧
❡♥ ✸✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦✉ ✐❧ ❢❛✉t ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s tr♦✉✈❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡ ❝❛rré ♠♦❞✉❧♦ N ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❞❛♥s
✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✐❡♥t ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦✉ ❧✬♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ à ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡✳

✷✲ ➱q✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✹ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✉♥
❝❛rré

■❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 s❡ r❛♠è♥❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x2 − ay2 − bz2 = 0 ✭✶✳✶✮

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✉♥ ❝❛rré✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x2 − ay2 − bz2 + abt2 = 0 ✭✶✳✷✮



✶✳✷✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✼

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s r❛♠❡♥é❡s s♦✉s ❝❡s ❢♦r♠❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a ❡t b
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✶✮ ❡t ✭✶✳✷✮ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
✈❛✉t N = ab ❡t ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ✐❧ ✈❛✉t (ab)2 = N2✳

▲❡ ❧✐❡♥ ✷❛ ❡st ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡ ✿ s✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✷✮ ❡♥ ♣♦s❛♥t t = 0✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ✷❜✱ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✷✮ ❞♦♥♥é❡ ✈ér✐✜❡ t = 0✱ ✐❧ ♥✬②
❛ r✐❡♥ à ❢❛✐r❡ ❀ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✶✳✶✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù t 6= 0✱
♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✈❡❝t❡✉r
❡st s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✉ t②♣❡ ✿




0 α ∗ ∗
α ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗




➚ ❧✬❛✐❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❣❝❞✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Q =




0 0 0 α
0

Q2
∗

0 ∗
α ∗ ∗ ∗




♦ù α ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t Q2 ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳
❖r ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ✉♥ ❝❛rré ❡t ♦♥ ❛ ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ ✿
detQ = −α2 detQ2

❆✐♥s✐✱ detQ2 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❛rré✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ Q2✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❜❛s❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞✉ t②♣❡ ✿




0 0 0 α
0 0 β ∗
0 β ∗ ∗
α ∗ ∗ ∗




❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st é❝r✐t❡
s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✐s♦tr♦♣❡s ❡t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✳ ❉♦♥❝ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ rés✉❧t❛t s♦✐t ♥✉❧❧❡✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

✸✲ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❝❛rré❡s

✸❛ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❝♦♥♥✉❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r N ✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r
❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ♠♦❞✉❧♦ N ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ é❧é♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é❝♦♠♣♦s❡r N ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ✿

N =
r∏

i=1

pαi

i ✱pi ∈ P
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❙✐ a ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❡♥ q✉❡st✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❞❡ a
♠♦❞✉❧♦ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s pi ✈✐❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ t❡❧ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❙❤❛♥❦s ✭✈♦✐r ❬❈♦❤✾✻✱ ♣✸✷❪✮✱ ♣✉✐s ♦♥ r❡❧è✈❡ ❝❡tt❡ r❛❝✐♥❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧♦ pαi

i ✈✐❛ ✉♥
❧✐❢t ❞❡ ❍❡♥s❡❧✳ ❯♥❡ ❢♦✐s t♦✉t❡s ❧❡s r❛❝✐♥❡s ♦❜t❡♥✉❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❧❡♠♠❡ ❈❤✐♥♦✐s ❛✜♥ ❞✬❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧♦ N ✳

✸❜ ▲❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❞♦♥♥é ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ r❛❝✐♥❡s ❝❛rré❡s ♠♦✲
❞✉❧❛✐r❡s ❡st ❝♦♥♥✉ ❞❡♣✉✐s ❢♦rt ❧♦♥❣t❡♠♣s✳ ❊♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs a ❡t b ♥♦♥ ♥✉❧s✱ t❡❧s q✉❡ a 6= ±b ❡t ✈ér✐✜❛♥t ✿

a2 ≡ b2 (mod N)

❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ N ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t gcd (a− b,N) ♦✉
gcd(a+b ,N)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐té❡ s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❡♥ (a−b)(a+b)
❞✬♦ù ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐✈✐s❡✉rs ❝♦♠♠✉♥s✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❛rrés
♥♦✉s r❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❝❡tt❡ ✐❞❡♥t✐té✱ ❡❧❧❡s ❞✐✛èr❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❡s ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs a ❡t b ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❝✐t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ✿

❉✐①♦♥ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ t✐r❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs xi✱ ❞❡ ❧❡s
♠❡ttr❡ ❛✉ ❝❛rré ♠♦❞✉❧♦ N ✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs x2i ≡ ai (mod N)✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ t❡♥t❡ ❞❡
❢❛❝t♦r✐s❡r ai s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ✜①é❡ ❡♥ ❛♠♦♥t✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥st✐t✉❡
❛❧♦rs ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ai r❡♣érés ♣❛r ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉r
❧❛ ❜❛s❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ✜①és✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ai t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✕❝✐ s♦✐t ♥✉❧❧❡ ♠♦❞✉❧♦ 2✳ ❙✐ ♦♥ ré✉ss✐t✱ ❝❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ tr♦✉✈é ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉✐ ❡st ✉♥ ❝❛rré ♠♦❞✉❧♦ N ❡t ❞♦♥t ♦♥
❝♦♥♥❛✐t ✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ s❛♥s ❛✈♦✐r ❡✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r N ✳ ■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs
s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

◗✉❛❞r❛t✐❝ ❙✐❡✈❡ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡

Q(a) =
(⌊√

N
⌋
+ a
)2

−N

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ Q(a) ≡ x2 (mod N) ♣♦✉r x =
⌊√

N
⌋
+a✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✕❝✐✱ ♦♥ ♥❡

✈❛ ♣❛s t❡♥t❡r ❞❡ t✐r❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞♦♥♥é✱ ♠❛✐s
♦♥ ✈❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝r✐❜❧❡r s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r
m t❡❧ q✉❡ m | Q(a)✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k✱ m | Q(a+ km)✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥
t❡❧ ❡♥t✐❡r a✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✱ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x2 ≡ N (mod m) ❝❡

q✉✐ ❡st ❛✐sé ❧♦rsq✉❡ m ❡st ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✳ P✉✐s ♦♥ ♣r❡♥❞ a = x−
⌊√

N
⌋

(mod N)✳

❖♥ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ✈❛r✐❡r ❧❡ k ❞❛♥s ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞♦♥♥és✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡❧❛
❡✛❡❝t✉é✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡st ♣r♦♣✐❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡
❣é♥ér❛❧ é♥♦♥❝é✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠♦❞✉❧♦ 2 ❝♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳



✶✳✷✳ ▲❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✾

✹✲ ❙❛✈♦✐r s✐ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st ✉♥ ❝❛rré

❈❡ ❧✐❡♥ ❡st é✈✐❞❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r N ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ❞✐✈✐s❛♥t N ✳

✺✲ ❉♦♥♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r

❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐r❡ s✐ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞♦♥♥é ❡st ✉♥ ❝❛rré ♦✉
♣❛s ♠♦❞✉❧♦ N ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ N ✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝❛rrés q✉❡ ❞❡ ♥♦♥ ❝❛rrés ❞❛♥s (Z/pZ)∗ ♣♦✉r
t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ t✐r❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡
❞✬❡♥t✐❡rs ❞❛♥s Z/NZ ♣✉✐s ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ P ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s
❝❛rrés✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝❛rrés q✉❡ ❞❡ ♥♦♥ ❝❛rrés ♠♦❞✉❧♦ p ♠❛✐s ♣❛s ♠♦❞✉❧♦
N ✱ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ P s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1

2k
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ k q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ N ✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs − logP
log 2

q✉✐ ❡st é❣❛❧ ❛✉ k ❝❤❡r❝❤é✳

✻✲ ➱q✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✹ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥✬❡st
♣❛s ✉♥ ❝❛rré

✻❛ ▲❡ ❧✐❡♥ ✻❛ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❬❙✐♠✵✺❛❪✳ ■❧ ② ❞é❝r✐t ✉♥
❛rt✐❝❧❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣r♦♣♦sé ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝✲
t✉❡r ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✻❜ ❈❡ ❧✐❡♥ ❡st ✉♥ ❝❛s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5✳ ▲✬ét✉❞❡
❞❡ ❝❡❧✉✐✕❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t ✉♥ tr❛✈❛✐❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s été ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✳

✼✲ ➱q✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✺

✼❛ ▲❡ ❧✐❡♥ ✼❛ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❬❙✐♠✵✺❛❪✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱
✐❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❡❧❛ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✻✳

✼❜ ▲❡ ❧✐❡♥ ✼❜ ❡st ❧❛ q✉❡st✐♦♥ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ✓ ❊st✕✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5
❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡s ❄ ✔✳ ❈❡ ❧✐❡♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❧✐❡♥ ✶❜✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✶❜✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❝❧❛✐r❡
❡t ❛✣r♠❛t✐✈❡ ❀ ✐❧ ② ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ s❛✈♦✐r rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✸ ❡t ❢❛❝t♦r✐s❡r ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ré♣♦♥s❡ très
✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❧✐❡♥ ✼❜ ✿ ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳
❙✐ ❧❡ ❧✐❡♥ ✼❜ ❡①✐st❛✐t✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❢❛❝t♦r✐s❡r✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s
❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡
❧❡ rés✉❧t❛t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❍❛ss❡✕▼✐♥❦♦✇s❦✐✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ ❙♠✐t❤ ❡t ❞✬❍❡r♠✐t❡ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t très
✉t✐❧✐sé❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛✐♥s✐
q✉❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡❧❧❡s✕❝✐✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞✕❙❝❤♥♦rr ❀ ♥♦✉s ❡♥
é♥♦♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s❛♥s tr♦♣ ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥
t♦✉r ❞✬❤♦r✐③♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❡①✐st❡♥t ❞é❥à ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 à 6✳

✶✶



✶✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷ ✿ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙

✷✳✶ ❋♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡
❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✳ ❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❬❙❡r✾✺❪✳

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶ ✭❋♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✮✳ ❙♦✐t V ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢
A✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Q : V −→ A ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉r V s✐ ✿

✕ ♦♥ ❛ Q(ax) = a2Q(x) ♣♦✉r a ∈ A ❡t x ∈ V
✕ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (x, y) 7−→ Q(x+ y)−Q(x)−Q(y) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡

❯♥ t❡❧ ❝♦✉♣❧❡ (V,Q) ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳
❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ s❛✉❢ ♠❡♥t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡r❛ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛♥♥❡❛✉ A ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 2✳ ▲❡ A✕♠♦❞✉❧❡ V
❡st ❛❧♦rs ✉♥ A✕❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡✳

❖♥ ♣♦s❡r❛ ✿

Q(x, y) =
1

2
(Q(x+ y)−Q(x)−Q(y))

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ♥♦t❡ q✉✬❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✿

Q(x, x) = Q(x)

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 2✱ ❝❡❧❛ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥ s❡♥s ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❢♦r♠❡
q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (x, y) 7−→ Q(x, y) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ s②♠étr✐q✉❡ s✉r
❱ ❀ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à Q✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ✭▼❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✮✳ ❙♦✐t (ei)1≤i≤n ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡
V ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Q ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A = (ai,j)✱ ♦ù
ai,j = Q(ei, ej)✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡✳ ❙✐ x =

∑
xiei ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ V ✱

♦♥ ❛ ✿
Q(x) =

∑

i,j

ai,jxixj ,

❝❡ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ Q(x) ❡st ✉♥❡ ✓ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✔ ❡♥ x1, . . . , xn ❛✉ s❡♥s ✉s✉❡❧✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❙✐ ❧✬♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ❜❛s❡ (ei) ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ G✱ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ A′ ❞❡ Q ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❡st ✿

A′ = tGAG

❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿
detA′ = detA detG2

❖♥ ♥♦t❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Q ❡st ❞é✜♥✐ à ✉♥ ❝❛rré ♣rès✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❙♦✐t n > 0 ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ❙②♠(n,Z) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧✱ s②♠étr✐q✉❡s✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n× n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❡♥t✐❡rs✳



✷✳✶✳ ❋♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ✶✸

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ s✐ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛rX
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦❧♦♥♥❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ x =

∑
xiei✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ♣♦✉r Q(x) s❡r❛ ✿

tXQX

❈✬❡st✕à✕❞✐r❡ q✉❡ Q ❞és✐❣♥❡r❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ Q ♠❛✐s ❛✉ss✐ s❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❞❛♥s
❧❛ ❜❛s❡ (ei)1≤i≤n✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝❧❛✐r❡s ❡t ❞❡ r❡♥❞r❡
❝❡rt❛✐♥s ❝❛❧❝✉❧s ♣❧✉s ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✹✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t x ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ (V,Q) ❡st ✐s♦tr♦♣❡ s✐
❧✬♦♥ ❛ Q(x) = 0✳ ❯♥ s♦✉s✕♠♦❞✉❧❡ U ❞❡ V ❡st ❞✐t ✐s♦tr♦♣❡ s✐ t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t
✐s♦tr♦♣❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ t♦✉t ♠♦❞✉❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛②❛♥t ✉♥❡
❜❛s❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✐s♦tr♦♣❡s x, y t❡❧s q✉❡ Q(x, y) 6= 0✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻ ✭❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✮✳ ❙♦✐t (V,Q) ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ❉❡✉① é❧é✲
♠❡♥ts x, y ❞❡ V s♦♥t ❞✐ts ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① s✐ Q(x, y) = 0✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
♦rt❤♦❣♦♥❛✉① à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ H ❞❡ V ❡st ♥♦té H0✱ ❝✬❡st ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❞❡ V ✳
❙✐ V1 ❡t V2 s♦♥t ❞❡✉① s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ V ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ V1 ❡t V2 s♦♥t ♦rt❤♦✲
❣♦♥❛✉① s✐ V1 ⊂ V 0

2 ✳ ▲✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧ V
0 ❞❡ V t♦✉t ❡♥t✐❡r ❡st ❛♣♣❡❧é r❛❞✐❝❛❧ ✭♦✉ ♥♦②❛✉✮

❞❡ V ✱ ❡t ♥♦té radV ✳ ❙❛ ❝♦❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ Q✳ ❙✐ V 0 = 0✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡
Q ❡st ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❀ ❝❡❧❛ éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Q ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✼✳ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
♥♦♥ ❞é❣é♥éré (V,Q)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ s♦✉s✕❡s♣❛❝❡ U ❞❡ V q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t x ❡t q✉✐ ❡st
✉♥ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❬❙❡r✾✺✱ ♣✺✺❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✽✳ ❯♥❡ ❜❛s❡ (e1, . . . , en) ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ (V,Q) ❡st ❞✐t❡
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡✉① à ❞❡✉① ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Q ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✿ 



a1 0 0
0 a2 0

✳ ✳ ✳
0 0 an




❙✐ x =
∑
xiei✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

Q(x) = a1x
2
1 + · · ·+ anx

2
n

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✾✳ ❚♦✉t ♠♦❞✉❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ (V,Q) ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❬❙❡r✾✺✱ ♣✺✺❪✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✵✳ ❙✐ Q ré❡❧❧❡✱ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡st é❝r✐t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡
s❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❡t s✐ ♦♥ ♥♦t❡ r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s✱ s ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥é❣❛t✐❢s ❀ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ Q ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (r, s)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✶✳ ▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ré❡❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ❡st é❝r✐t❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❬❙❡r✾✺✱ ♣✻✹❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✷✳ ❙✐ r ♦✉ s ❡st ♥✉❧✱ Q ❡st ❞✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡ s✐ s = 0✱ ♥é❣❛t✐✈❡
s✐ r = 0✮✳ ❙✐♥♦♥ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ ✐♥❞é✜♥✐❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✸ ✭➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮✳ ❉❡✉① ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s Q ❡t Q′ s♦♥t ❞✐t❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s✐ ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❙✐ A ❡t A′ s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ Q ❡t Q′✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ G t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

A′ = tGAG

❉❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sé s❡r❛ ✉♥
❝♦r♣s p✕❛❞✐q✉❡ Qp✱ ♦ù p ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳

❙♦✐t (V,Q) ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ r❛♥❣ n✱ ♦♥ ♥♦t❡ ∆ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ det(Q)
❞❛♥s Qp/Q

∗2
p ✳ ❙✐ e = (e1, . . . , en) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ❞❡ V ✱ ❡t s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡

ai = Q(ei, ei)✱ ♦♥ ❛ ✿
∆ = a1 . . . an ❞❛♥s Qp/Q

∗2
p

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ s♦✉✈❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ❧❡ttr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Q∗
p ❡t s❛ ❝❧❛ss❡

♠♦❞✉❧♦ Q∗2
p ✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✹✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ❡t a, b ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ K∗✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿

(a, b) = 1 s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ z2 − ax2 − by2 = 0 ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❛♥s K

(a, b) = −1 s✐♥♦♥

❧❡ ♥♦♠❜r❡ (a, b) ❡st ❛♣♣❡❧é s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❞❡ a ❡t b r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à K✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥ ❝♦r♣s p✕❛❞✐q✉❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❝❡ s②♠❜♦❧❡
(a, b)p ❡t s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ R (a, b)∞

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✺✳ ❙♦✐❡♥t a✱ b ∈ K∗

✕ ❙✐ K = R✱ ♦♥ ❛ ✿

(a, b) = 1 s✐ a > 0 ♦✉ b > 0

(a, b) = −1 s✐♥♦♥

✕ ❙✐ K = Qp✱ ♦♥ é❝r✐t a = pαu✱ b = pβv ❛✈❡❝ u, v ∈ Z∗
p✱ ❡t ♦♥ ❛ ✿



✷✳✶✳ ❋♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ✶✺

✕ s✐ p 6= 2 ✿

(a, b) = (−1)αβǫ(p)
(
u

p

)β (
v

p

)α

✕ s✐ p = 2 ✿
(a, b) = (−1)ǫ(u)ǫ(v)+αω(v)+βω(u)

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ǫ(u) = u−1
2

(mod 2)✱ ω(u) = u2−1
8

(mod 2) ❡t
(

u
p

)
❞és✐❣♥❡ ❧❡

s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ♠♦❞✉❧♦ p✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ǫ ❝✐✕❞❡ss✉s ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✐♠♣❛✐rs
✭♥❛t✉r❡❧s ♦✉ p✕❛❞✐q✉❡s✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❬❙❡r✾✺✱ ♣✸✾❪✳

P❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❬❙❡r✾✺✱ ♣✸✼❪
♦✉ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❬❈❛s✵✽✱ ♣✸✼❪✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ✿

ǫp(Q) =
∏

i<j

(ai, aj)p

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr ǫp(Q) = ±1✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶✻✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ǫp(Q) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ e✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❬❙❡r✾✺✱ ♣✻✹❪✳

❉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✼✳ ❙✐ Q ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ à n ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r Qp✱ ❡t s✐ Q
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à a1x21 + · · ·+ anx

2
n ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ✿

∆ = a1 . . . an ❞❛♥s Qp/Q
∗2
p

ǫp(Q) =
∏

i<j

(ai, aj)p ❞❛♥s {±1}

s♦♥t ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ Q✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ǫp(Q) ❡st ❛♣♣❡❧é ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❲✐tt ❞❡ Q ❡♥ p✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✽✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ Q r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t a s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
é❧é♠❡♥t x✱ x 6= 0 t❡❧ q✉❡ Q(x) = a✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ Q r❡♣rés❡♥t❡ 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
❧❡ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ♥♦♥ ♥✉❧✳

❙♦✐t ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ f ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n
s✉r Qp ❀ s♦✐❡♥t ∆ s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡t ǫ = ǫp(Q)✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ 0✳
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❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶✾✳ P♦✉r q✉❡ f r❡♣rés❡♥t❡ ✵ s✉r Qp✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉❡ ✿

✐✮ n = 2 ❡t ∆ = −1 ❞❛♥s Q∗
p/Q

∗2
p

✐✐✮ n = 3 ❡t (−1,−∆)p = ǫ

✐✐✐✮ n = 4 ❡t✱ s♦✐t ∆ 6= 1✱s♦✐t ∆ = 1 ❡t ǫ = (−1,−1)p

✐✈✮ n ≥ 5

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s 5 ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❡
0✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✳✷✵✳ ❙♦✐t a ∈ Q∗
p/Q

∗2
p ✳ P♦✉r q✉❡ f r❡♣rés❡♥t❡ a✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t

q✉❡ ✿

✐✮ n = 1 ❡t a = ∆

✐✐✮ n = 2 ❡t (a,−∆) = ǫ

✐✐✐✮ n = 3 ❡t✱ s♦✐t a 6= −∆✱ s♦✐t a = −∆ ❡t (−1,−∆) = ǫ

✐✈✮ n ≥ 4

▲❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♣ré❝é❞❡♥ts rés✉❧t❛ts s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❬❙❡r✾✺✱
♣✻✻❪✳

✷✳✷ ❍❛ss❡✕▼✐♥❦♦✇s❦✐

◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍❛ss❡✕▼✐♥❦♦✇s❦✐✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦✉ ♣❛s✳ ❈❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st rés✉♠é ❡♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶ ✭❍❛ss❡✕▼✐♥❦♦✇s❦✐✮✳ P♦✉r q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ f ♥♦♥ ❞é✲
❣é♥éré❡ r❡♣rés❡♥t❡ 0 s✉r Q✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉❡ f r❡♣rés❡♥t❡ 0 s✉r Qp ♣♦✉r t♦✉t
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ❡t s✉r R✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✈♦✐r ❬❙❡r✾✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✽ ♣✳✼✸❪

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❧♦❝❛❧✕❣❧♦❜❛❧✱ ❝✬❡st✕à✕❞✐r❡
q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ 0 ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✭✐❡ s✉r Q✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡
r❡♣rés❡♥t❡ 0 ♣❛rt♦✉t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✭✐❡ s✉r Qp ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ❡t s✉r R✮✳
❯♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✐♠♠é❞✐❛t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳✷ ✭▼❡②❡r✮✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ f s✉r Q ❞❡ r❛♥❣ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉
é❣❛❧ à 5 r❡♣rés❡♥t❡ 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❞é✜♥✐❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ✷✳✷✳✶ ❡t
✷✳✶✳✶✾✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝♦♠♠❡ f ❡st ❞❡ r❛♥❣ ≥ 5✱ f r❡♣rés❡♥t❡ 0 ♣❛rt♦✉t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❊♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛✉tr❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬✐❧ s✉✣t q✉❡ f r❡♣rés❡♥t❡ 0 s✉r R ❡t ♣♦✉r
❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡ f s♦✐t ✐♥❞é✜♥✐❡✳



✷✳✸✳ ❋♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❡t ❞❡ ❙♠✐t❤ ✶✼

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ≥ 3 s✉r Z✳ P♦✉r
q✉❡ f r❡♣rés❡♥t❡ 0 s✉r Q✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉❡ f r❡♣rés❡♥t❡ 0 s✉r Qp ♣♦✉r t♦✉t
♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p q✉✐ ❞✐✈✐s❡ 2 det f ❡t s✉r R✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r p ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t
♣❛s 2 det f ✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ f(x) = 0 ❛❞♠❡t t♦✉❥♦✉rs ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✉r Qp✳ ❖♥ ♥♦t❡ Q
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ f ✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ detQ = det f ✳ ❙♦✐t p ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t
♣❛s 2 detQ✳ ❙♦✐t Q ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ Q ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❈♦♠♠❡ p 6= 2✱ Z/pZ ❡st ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ 2✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❬❙❡r✾✺✱ ♣✺✺✱ t❤é♦rè♠❡ ✶❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ G1 ∈ Mn (Z/pZ) t❡❧❧❡ q✉❡ tG1QG1 ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✐❛❣♦♥❛✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r p✳ ❊♥ r❡❧❡✈❛♥t s✉r Z ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ G1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ G2 ∈ Mn (Z) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

Q(2) = tG2QG2 ≡




a1 0
a2

✳ ✳ ✳
0 an


 (mod p)

❡t Q(2) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q✳ ❉✐st✐♥❣✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳
✕ n = 3 ✿ s✐ a1 ≡ 0 (mod p) ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ ♠♦❞✉❧♦ p✱ ❞♦♥❝
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉r Qp ✈✐❛ ✉♥ ❧✐❢t ❞❡ ❍❡♥s❡❧✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡
❛✉ ❝❛s a1 = 1 (mod p) ❡t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❖r ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r p✱ ❞♦♥❝ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✷✳✶✳✶✺ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ✈❛✉t 1✳

✕ n = 4 ✿ s✐ detQ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré p✕❛❞✐q✉❡ ✐❧ ② ❛ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧
❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ǫp(Q) = (−1,−1)p✳ ❈♦♠♠❡ p 6= 2✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✷✳✶✳✶✺✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ (−1,−1)p = 1✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ǫp ❞❡ Q
✈❛✉t 1✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ✿

ǫp(Q) =
∏

i<j

(ai, aj)p

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ Q(2) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r p✱ ❧❡s
❡①♣♦s❛♥ts α ❡t β ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✺ ✈❛❧❡♥t 0✱ ❞♦♥❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s
❞❡ ❍✐❧❜❡rt (ai, aj)p ✈❛✉t 1✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ǫp(Q) = 1 = (−1,−1)p ❞✬♦ù ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

✕ n ≥ 5 ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ r✐❡♥ à ❞é♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛ss❡✕
▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✷✳✷✳✶ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r n ≥ 5✳

✷✳✸ ❋♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❡t ❞❡ ❙♠✐t❤

❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ❬❈♦❤✾✻❪✳

❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶ ✭❋♦r♠❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ❍◆❋✮✳
❙♦✐t A ∈ Mn,m (Z) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ H✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❍◆❋



✶✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷ ✿ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙

❞❡ A ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ U ∈ GLn (Z) t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

H = AU

H =




0 0 . . . 0 ∗ ∗ . . . ∗
0 0 . . . 0 0 ∗ . . . ∗
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
✳✳✳

0 0 . . . 0 0 . . . 0 ∗




∀1 ≤ i ≤ n hi,i > 0, ∀j > i, 0 ≤ mij < mii

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❬❈♦❤✾✻✱ ♣✻✼❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡
❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❬❈♦❤✾✻✱ ♣✻✽❪✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬■❧✐✽✾❪✱ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ② ❡st ❛✉ss✐ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡t ❡♥
♦✉tr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ U ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡✳ ▲✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s❡✉❧ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ Zn ❡♥ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Zn ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ±1✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❞✬❍❡r♠✐t❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 1 × n ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n × n✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t é❣❛❧ à ±1 ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡
❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❡st ❞✐t ♣r✐♠✐t✐❢ s✐ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
❝♦♠♠✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡st 1✳
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✸✳✶✿ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ❜❛s❡
❉♦♥♥é❡s ✿ X ∈ Zn✱ ♣r✐♠✐t✐❢
❘és✉❧t❛t ✿ B ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Zn ❞♦♥t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❡st X

✶ ❞é❜✉t
✷ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❞❡ X✳ ❙♦✐❡♥t H ❡t U ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

t❡❧❧❡s q✉❡ H = XU ✳
✸ B := U−1

✹ r❡t♦✉r♥❡r B
✺ ✜♥

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❞✬❍❡r♠✐t❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ♥✉❧❧❡s✱ s❛✉❢
✉♥❡ q✉✐ ✈❛✉t ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ✈❡❝t❡✉r✳ ❉♦♥❝ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❡st ♣r✐♠✐t✐❢✱
❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✈❛✉t 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ B ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡
❛✉ ✈❡❝t❡✉r X ❞❡ ❞é♣❛rt✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r X ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ é❣❛❧❡ à 1✱ ❞✐s♦♥s ❧❛ iè♠❡✱
✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❍❡r♠✐t❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ iè♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❧✉✐✕♠ê♠❡
♣✉✐s ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ iè♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳



✷✳✸✳ ❋♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❡t ❞❡ ❙♠✐t❤ ✶✾

❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷ ✭❋♦r♠❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ❙◆❋✮✳
❙♦✐t A ∈ Mn (Z) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
♠❛tr✐❝❡ D✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❙◆❋ ❞❡ A ❡t 2 ♠❛tr✐❝❡s U ✱ V ∈ GLn (Z) t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

D = UAV

D =



d1 0

✳ ✳ ✳
0 dn


 ∀1 ≤ i ≤ n di ∈ Z, di > 0

♦ù dn | dn−1 | . . . d2 | d1 s♦♥t ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ A✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✈♦✐r ❬❈♦❤✾✻✱ ♣✼✺❪✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞✬✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❬❈♦❤✾✻✱ ♣✼✼❪✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡✱ ✉♥
❛✉tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❬■❧✐✽✾❪ ❡t ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s U ❡t V
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✷

▲❡♠♠❡ ✷✳✸✳✸✳ ❙♦✐t A ∈ ❙②♠(n,Z)✳ ❙♦✐❡♥t U ✱ V ❡t D ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ A ✈ér✐✜❛♥t D = UAV ♦ù U ✱ V ∈ GLn (Z)✱ D ❡st
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✳ ◆♦t♦♥s d1, . . . , dn ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ D✳ ❆❧♦rs✱ s✐ dk 6= 1 ❡t dk+1 = 1✱ A ❛❞♠❡t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ♠♦❞✉❧♦
dk✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s k ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ V ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❝♦♠♠❡ dk 6= 1 ❡t dk+1 = 1✱ ♣❛r
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té s✉r ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ A✱ ♦♥ ❛ di = 1 ♣♦✉r
k + 1 ≤ i ≤ n✳ ❖♥ ❛ D = UAV ✳ ❆✐♥s✐✱

AV = U−1UAV

= U−1D

= U−1




d1
✳ ✳ ✳

dk
1

✳ ✳ ✳
1




❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ {ei}1≤i≤n ❧❛ ❜❛s❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿

∀1 ≤ i ≤ k, AV ei ≡ 0 (mod dk)

ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬♦♥ ❛ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
❞❡ A ✿

dk | dk−1 | · · · | d2 | d1
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❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s k ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ V ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❧✐❜r❡ ❞✉
♥♦②❛✉ ❞❡ A ♠♦❞✉❧♦ dk✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ U ❡t V s♦♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡s✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ k✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t é❣❛❧❡ à k✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❣râ❝❡ à ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ t❡❧ ♥♦②❛✉ ❡①✐st❡ ❡t
❞✬❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M ∈ Mn (Z) ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧✱ ♦♥
♥♦t❡r❛ d1(M), . . . , dn(M) ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ✭❞♦♥♥és ♣❛r s❛
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❝❡❧❛ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❛♠❜✐❣✉✱ ♦♥ ❧❡s ♥♦t❡r❛ d1, . . . , dn ❛✉
❧✐❡✉ ❞❡ d1(M), . . . , dn(M)✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ r❛✣♥❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ❙②♠∗(n,Z)
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts M ❞❡ ❙②♠(n,Z) ✈ér✐✜❛♥t d2(M) = 1✳

✷✳✹ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥
é♥♦♥❝é ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ③êt❛s ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❞❡s ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s✳ ❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❬▲❛♥✽✻✱ ♣✶✺✾❪✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ζ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ζ(s) =
+∞∑

n=1

1

ns

❡t ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ℜ(s) > 1✱ ♦♥ ❛ ✿

ζ(s) =
∏

p∈P

1

1− p−s

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s K✱ t❡❧ q✉❡ [K : Q] = n✳ ❙✐ p ❡st ✉♥
✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ K t❡❧ q✉❡ p | p ❡t s✐ N (p) = pfp ♦ù fp = deg p ❡st ❧❡ ❞❡❣ré rés✐❞✉❡❧
❞❡ p ❞❛♥s K✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿ ∑

p|p
fp ≤ n

❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③❡t❛ ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❞❡ K ♣❛r ✿

ζK(s) =
∑

p

1

N (p)s



✷✳✺✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞ ❡t ❙❝❤♥♦rr ✷✶

❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ✿

ζK(s) =
∏

p

1

1−N (p)−s

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛ ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
❡st ❛❧♦rs s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛ ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✔ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✿ ❧❡s ③ér♦s
♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① s♦♥t s✐t✉és s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ℜ(s) = 1

2
✳

✷✳✺ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞ ❡t ❙❝❤♥♦rr

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞ ❡t ❙❝❤♥♦rr ❬P❙✽✼❪ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré✲
s♦✉❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t s❛♥s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ✿

x2 + ky2 ≡ m (mod n) ✭✷✳✶✮

♦ù m✱ n s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳

❊♥ 1984✱ ❖♥❣✱ ❙❝❤♥♦rr ❡t ❙❤❛♠✐r ❛✈❛✐❡♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❜❛sé
s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❬❖❙❙✽✹❪✳ ▲❛ sé❝✉r✐té ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ét❛✐t ❜❛sé❡ s✉r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞✉ t②♣❡ ✭✷✳✶✮ ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡
❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ n✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ 1987✱ ❞❛♥s ❬P❙✽✼❪✱ P♦❧❧❛r❞ ❡t ❙❝❤♥♦rr ♦♥t
♣r♦♣♦sé ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés♦❧✈❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ s❛♥s ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ n✱ ❝❡
q✉✐ ❛ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❜r✐sé ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡s
❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳ ❈✬❡st✕à✕❞✐r❡ s✉r ❧✬✐❞❡♥t✐té ✿

(x21 + ky21)(x
2
2 + ky22) = X2 + kY 2 ✭✷✳✷✮

♦ù

X = x1x2 ± ky1y2

Y = x1y2 ∓ x2y1

✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s Q(
√
−k)✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ rés✐❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡

❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❞✬✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡r ❧❡s rô❧❡s ❞❡ k ❡t m✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t x′ = x
y
(mod n)✱

y′ = 1
y
(mod n)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t x′2 −my′2 ≡ −k (mod n)✳ ▲✬✐❞é❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡st ❛❧♦rs

❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ m ❞❡ ❞é♣❛rt ♣❛r ✉♥ m′ ♣❧✉s ♣❡t✐t✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
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❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✺✳✶✿ P♦❧❧❛r❞✕❙❝❤♥♦rr ❬P❙✽✼❪
❉♦♥♥é❡s ✿ n✱ k✱ m
❘és✉❧t❛t ✿ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (x, y) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x2 + ky2 ≡ m (mod n)

✶ ❞é❜✉t
✷ s✐ n ❡st ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❛❧♦rs
✸ rés♦✉❞r❡ ✭✷✳✶✮ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❝❛rré❡s ❞❛♥s (Z/nZ)∗

✹ ✜♥ s✐

✺ r❡♠♣❧❛❝❡r m ♣❛r ✉♥ m′ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✈ér✐✜❛♥t 0 < m′ ≤
√

4k
3

s✐ k > 0 ❡t

0 < |m′| ≤
√

|k| s✐ k < 0
✻ s✐ m′ ❡st ✉♥ ❝❛rré ♦✉ m′ = k ❛❧♦rs
✼ rés♦✉❞r❡ x2 + ky2 ≡ m′ (mod n) ❛✈❡❝ y = 0 ♦✉ x = 0 ❡t ❛❧❧❡r ❡♥ ✶✶
✽ ✜♥ s✐
✾ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ x′2 −m′y′2 ≡ −k

(mod n) ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ y′ ∧ n = 1

✶✵ rés♦✉❞r❡ x2 + ky2 ≡ m′ (mod n) ❡♥ ♣♦s❛♥t x = x′

y′
(mod n) ❡t y = 1

y′

(mod n)
✶✶ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt
✶✷ r❡t♦✉r♥❡r (x, y)

✶✸ ✜♥

▲✬ét❛♣❡ ✺ ❡st ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥t✐❡r m′ t❡❧
q✉❡ ✿

0 < m′ ≤
√

4k

3
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s k > 0

0 < |m′| ≤
√

|k| ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s k < 0

❡t t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

x2 + ky2 ≡ m′ (mod n)

✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

x2 + ky2 ≡ m (mod n)

❆✜♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❡♥t✐❡r m0✱ ♣r❡♠✐❡r✱ t❡❧

q✉❡
(

−k
m0

)
= 1 ♣✉✐s ♦♥ rés♦✉❞ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x20 = −k (mod m0)✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡

❞❛♥s ❬P❙✽✼❪ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥t✐❡rs (u, v) (mod n) ❛✈❡❝
u2 + kv2 ∈ (Z/nZ)∗✱ ♣♦s❡r m0 = m(u2 + kv2) (mod n)✱ ♣✉✐s ❡ss❛②❡r ❞❡ rés♦✉❞r❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ x20 = −k (mod m0) ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ q✉✐ tr♦✉✈❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1

2
♣♦✉r✈✉ q✉❡ m0

s♦✐t ♣r❡♠✐❡r✳ ❙✐ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡st ✈r❛✐❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡ss❛②❡r
❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ O (log n) ♣❛✐r❡s (u, v) ❛✈❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ m0 ♣r❡♠✐❡r ❡t x0✳ ▲♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ x0, m0, u ❡t v ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs rés♦✉❞r❡ ✿

x′2 + ky′2 ≡ m0 (mod n) ✭✷✳✸✮



✷✳✺✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞ ❡t ❙❝❤♥♦rr ✷✸

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐té❡s ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
(x′′, y′′) ❞❡ ✭✷✳✸✮✱ ♦♥ ❛ ✿

x′′2 + ky′′2 ≡ m0 (mod n)

(x′′2 + ky′′2)(u2 + kv2) ≡ m2
0m

−1 (mod n)

♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✷✳✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs X ❡t Y ✈ér✐✜❛♥t ✿

X2 + kY 2 ≡ m2
0m

−1 (mod n)

❡♥ ♣♦s❛♥t ❡♥s✉✐t❡ x = Xmm−1
0 ❡t y = Y mm−1

0 ✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

x2 + ky2 ≡ (Xmm−1
0 )2 + k(Y mm−1

0 )2 (mod n)

≡ X2m2(m−1
0 )2 + kY 2m2(m−1

0 )2 (mod n)

≡ m2(m−1
0 )2(X2 + kY 2) (mod n)

≡ m2(m−1
0 )2m2

0m
−1 (mod n)

≡ m (mod n)

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✮✳ ■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✸✳✮ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❀ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡♥t✐❡rs

m1, x1, m2, x2, . . . , xI−1, mI = m′

❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x20 + k = m0m1

x1 = min (x0 (mod m1), m1 − (x0 (mod m1)))

✳✳✳

x2i + k = mimi+1

xi+1 = min (xi (mod mi+1), mi+1 − (xi (mod mi+1)))

✳✳✳

x2I−1 + k = mI−1mI

♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r i = I t❡❧ q✉❡ ✿

xI−1 ≤ mI ≤ mI−1 s✐ k > 0

|mI | ≤
√

|k| s✐ k < 0

✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡s é❣❛❧✐tés ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✿

x2i + k = mimi+1 ♣♦✉r i = 0, 1, . . . , I − 1

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✷✳✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs s ❡t t t❡❧s q✉❡ ✿

s2 + kt2 = m0 (m1m2 . . .mI−1)
2mI
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♦✉ ❜✐❡♥✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t U = s
M
✱ V = t

M
✱ M = m1m2 . . .mI (mod n)✱ ♦♥ ❛ ✿

U2 + kV 2 ≡ m0m
−1
I (mod n) ✭✷✳✹✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✐ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x2 + ky2 ≡ mI (mod n)

♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✭✷✳✸✮ ❡t ✭✷✳✹✮ ❡t rés♦✉❞r❡ ✭✷✳✶✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡
❧✬✐❞❡♥t✐té ✭✷✳✷✮✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❞♦♥❝ ❡♥ st♦❝❦❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
U ❡t V ✳ ❖♥ ré✐tèr❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✹✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ m
❞❡ ❞é♣❛rt ❛ été r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ mI ♣❧✉s ♣❡t✐t✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛♥♥♦♥❝é❡ ❞❛♥s ❬P❙✽✼❪ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ●❘❍ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❆❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡
✷✳✺✳✶ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs k✱ m✱ ❡t n t❡❧s q✉❡ gcd(km, n) = 1 ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ x2 + ky2 ≡ m (mod n) ❡♥ O ((log n)2 |log log |k||) ♦♣ér❛t✐♦♥s
❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s s✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ t❛✐❧❧❡ O (log n) ❜✐ts✳

✷✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❥❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥t
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✷✳✻✳✶ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✸

▲❡ ❝❛s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡
♠❛st❡r ❬❈❛s✵✽❪✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s✕❡♥ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3 ❞♦♥t ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♦❜t❡♥✐r
✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❙✐♠♦♥ ❞❛♥s ❬❙✐♠✵✺❜❪ s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❉é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥ ♣r♦❞✉✐t
❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs✳

✷✳ ❊✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs
❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳

✸✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳

✹✳ ❖♥ ❡st ❛❧♦rs r❛♠❡♥é à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t é❣❛❧
à ±1✳

✺✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳

✻✳ ❊✛❡❝t✉❡r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
❞é♣❛rt



✷✳✻✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ✷✺

✷✳✻✳✷ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✹

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ❞✐✛ér❡♥ts ✿ s♦✐t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝❛rré✱ s♦✐t ✐❧ ♥✬❡♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✳ ❙✐ ❝✬❡st ✉♥ ❝❛rré✱
✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é❝r✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 3✳ ▲♦rs ❞❡
❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ré❞✉✐t ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs
❞❡✉① ♣❛r ❞❡✉①✱ ❞♦♥❝ s✐ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st ✉♥ ❝❛rré✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛❧♦rs
à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✈❛✉t ±1✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❛✐sé ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥✳

❙✐ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ à ❡✛❡❝t✉❡r✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬❙✐♠✵✺❛❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ 2 ❞❡ s♦rt❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❜♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥ts✳ ■❧ ❢❛✉t ♣♦✉r
❝❡❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ 2✕♣❛rt✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❬❇❙✾✻❪✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡❧❛ ❝❛❧❝✉❧é✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛②❛♥t ❧❡s ❜♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
❞❡ ❲✐tt✱ ♣✉✐s ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡✳

✷✳✻✳✸ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ✺ ❡t ♣❧✉s

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 5 ❡t ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❬❙✐♠✵✺❛❪ ❙✐♠♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t ❧❡s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❛r✐té
❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s✱ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st r❡q✉✐s❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 5 ❡t ✐♠♣❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ (r, s) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ❙✐ r ♦✉ s ❡st ♥✉❧✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✷✳ ❊✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs
❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳

✸✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳

✹✳ ❙✐ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✈❛✉t ±1✱ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❬❙✐♠✵✺❛✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✷❪ ❛✜♥ ❞❡
tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ ♣♦✉r
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

✺✳ P♦s❡r δ = −8 |detQ| ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞✉ 2✕❙②❧♦✇ ❞✉
❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s Cl(δ) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬❇❙✾✻❪✳

✻✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛②❛♥t ❧❡s ❜♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❲✐tt ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳

✼✳ ❆✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ 2 ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t tr♦✉✈é❡✳ ❊✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s s✉r ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡✳

✽✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡ s♦✉s ❡s♣❛❝❡s ✐s♦tr♦♣❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥✱ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ✐s♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 6 ❡t ♣❛✐r❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡
à ❝❡❧❧❡ é♥♦♥❝é❡ ❡t ❞✐✛èr❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✺✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✕❝✐✱ ♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ❝❤❡r❝❤❡r
✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❜♦♥s ✐♥✈❛r✐❛♥ts✱ ♦♥ ✈❛ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
❞é♣❛rt ❞❡ 1 ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t−Id✳ P✉✐s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ✐s♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡
s♦✉s✕❡s♣❛❝❡s ✐s♦tr♦♣❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛✉❣♠❡♥té❡✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ s♦♥t ❧✐♠✐té❡s ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st



✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷ ✿ P❘➱▲■▼■◆❆■❘❊❙

r❡q✉✐s❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❞♦♥❝ s♦✉s✕❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ♠❡t ❞❡ ❝♦té
❧❛ ♣❛rt✐❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✱ ❡❧❧❡ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳



✷✳✻✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥ts ✷✼





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❆❧❣♦r✐t❤♠❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✱ à s❛✈♦✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ ♣♦✉r
✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡t ✐♥❞é✜♥✐❡✱ s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs
à ✉♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉r ❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6 ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ tr♦✉✈❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✓ ❢❛❝✐❧❡ ✔✱ ❡t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❖♥
❛❜♦✉t✐r❛ ❛❧♦rs à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶ q✉✐ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶✿ ❘és♦❧✉t✐♦♥✭Q5✮
❉♦♥♥é❡s ✿ Q5 ✿ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡t ✐♥❞é✜♥✐❡
❘és✉❧t❛t ✿ X ✿ ✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ ❞❡ Z5 ✈ér✐✜❛♥t tXQ5X = 0

✶ ❞é❜✉t
✷ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✸✳✹✳✺ à Q5

✸ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡ ✸✳✹✳✻ ❡t ✸✳✹✳✼ à ❧❛
❢♦r♠❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✷

✹ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ✸✳✸✳✶ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✸
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡ Q6 s♦✐t é❣❛❧ à ±2p ♦ù
p ∈ P ❡t p 6= 2

✺ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ tXQ6X = 0
✻ ❉é❝♦♠♣♦s❡r Q6 ❡♥ Q6 = H ⊕Q4 ♦ù H ❡st ✉♥ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
✼ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ tXQ4X = 0
✽ ❉é❝♦♠♣♦s❡r Q4 ❡♥ Q4 = H ′ ⊕Q2 ♦ù H ′ ❡st ✉♥ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
✾ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ❞❡ tXQ5X = 0
✶✵ r❡t♦✉r♥❡r ❙
✶✶ ✜♥

❡t ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s❡r❛ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱ q✉❡❧ ❡st

s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✱ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❝❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❖♥ ❞ét❛✐❧❧❡
❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ♣♦✉rq✉♦✐
✐❧ ❢❛✉t ❧❡s ❢❛✐r❡✳ ▲❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥
q✉❡st✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ♣r❡✉✈❡✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✷✾
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➚ Qn ∈ ❙②♠(n,Z)✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ Qn+1 ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧été❡ ❞❡ Qn ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Qn+1 =

[
Qn X
tX z

]
X =



x1
✳✳✳
xn




♦ù xi ∈ Z ❡t z ∈ Z✳ ❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ∆n = detQn ❡t ∆n+1 = detQn+1✳



✸✳✶✳ ❉ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡ ✸✶

✸✳✶ ❉ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❛tr✐❝❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶ ✭❈♦❢❛❝t❡✉r✮✳ ❙♦✐t A = (aij) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡ (i, j)è♠❡ ❝♦❢❛❝t❡✉r ❞❡ A ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ (−1)i+j❡t ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
A à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ é❧✐♠✐♥é ❧❛ iè♠❡ ❧✐❣♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ jè♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿

a1,1 a1,2 . . . a1,j−1 a1,j a1,j+1 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,j−1 a2,j a2,j+1 . . . a2,n

✳✳✳
✳✳✳

ai−1,1 . . . . . . ai−1,j−1 ai−1,j ai−1,j+1 ai−1,n

ai,1 ai,j−1 ai,j ai,j+1 ai,n
ai+1,1 ai+1,j−1 ai+1,j ai+1,j+1 ai−1,n

✳✳✳
an,1 an,2 . . . an,j−1 an,j an,j+1 . . . an,n







i

j

❈♦❢i,j = (−1)i+j × det

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷ ✭❈♦♠❛tr✐❝❡✮✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❝♦♠❛tr✐❝❡ ❞❡ A✱ ♥♦té❡ Co(A) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡s ❝♦❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠❛tr✐❝❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❙✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ✿

A−1 =
1

detA
tCo(A)

♦✉ ❜✐❡♥✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✱ ✈❛❧❛❜❧❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ A ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ✿

A tCo(A) = detA× Idn

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧
♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✸ ✭❉ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧été❡✮✳ ❙♦✐t Qn ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✳ ❙✐ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Qn+1 ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
❛❥♦✉t❛♥t à Qn ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Qn+1 =




x1

Qn
✳✳✳
xn

x1 . . . xn z



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❡t s✐ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r X ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❢♦r♠é ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts xi ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n✱ ❛❧♦rs ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ∆n+1 ❞❡ Qn+1 ✈ér✐✜❡ ✿

∆n+1 = ∆nz − tX Co(Qn)X

♦ù ∆n ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Qn✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ X =



x1
✳✳✳
xn


 ❡t Qn = [ai,j]16i,j6n✱ ❛✈❡❝

ai,j = aj,i ♣♦✉r t♦✉s i, j✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡
♠❛tr✐❝❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✿

∆n+1 =
n∑

i=1

(−1)n+1+i xi det Q̂i +∆nz

♦ù Q̂i r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Qn+1 à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é ❧❛ iè♠❡ ❧✐❣♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t det Q̂i s❡❧♦♥ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡✱ ❝❡ q✉✐
❞♦♥♥❡ ✿

det Q̂i =
n∑

j=1

(−1)n+j xj det Q̂i,j

♦ù Q̂i,j ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q̂i à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ jè♠❡

❝♦❧♦♥♥❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❡♥ ❢❛✐t det Q̂i,j r❡♣rés❡♥t❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ (i, j)è♠❡ ❝♦❢❛❝t❡✉r
❞❡ Qn ❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✿

det Q̂i =
n∑

j=1

(−1)n+j xj (−1)i+j Co(Qn)i,j

❋♦rt ❞❡ ❝❡s r❡♠❛rq✉❡s✱ ♦♥ r❡♠❡t t♦✉t ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ✿

∆n+1 =
n∑

i=1

(
(−1)n+i+1 xi

(
n∑

j=1

(−1)n+j xj (−1)i+j Co(Qn)i,j

))
+∆nz

=
n∑

i=1

(
n∑

j=1

(−1)n+i+1 (−1)n+j (−1)i+j xixj Co(Qn)i,j

)
+∆nz

= −
n∑

i=1

(
n∑

j=1

xixj Co(Qn)i,j

)
+∆nz

❉✬♦ù ✿
∆n+1 = ∆nz − tX Co(Qn)X ✭✸✳✶✮



✸✳✷✳ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✸✸

✸✳✷ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t

P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺ ❞❡ ❙②♠∗(n,Z) ✿ s♦✐t n ✉♥ ❡♥✲
t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ❙②♠∗(n,Z) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts M ❞❡
❙②♠(n,Z) ✈ér✐✜❛♥t d2(M) = 1✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ✭❈♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❛♥s Z✮✳ ❙♦✐t Qn ∈ ❙②♠∗(n,Z) ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ∆n✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r δ ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ ∆n✱ ❡t α ∈ Z t❡❧s q✉❡ ✿

tX Co(Qn)X ≡ δα2 (mod ∆n) ♣♦✉r t♦✉t X ∈ Zn

❉❡ ♣❧✉s✱ α ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ Y = tV X ♦ù V ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Qn✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t U ✱ V ❡tD ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Qn ✈ér✐✜❛♥t D = UQnV ✳ ❈♦♠♠❡ Qn ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❙②♠∗(n,Z)✱ D ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

D =




|∆n| 0
1

✳ ✳ ✳
0 1




▲❛ ♠❛tr✐❝❡ V ❡st ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ s❡❧♦♥ V ✳ ❈❡❧❛
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

tV QnV ≡




0 0 · · · 0
0
✳✳✳ Qn−1

0


 (mod ∆n)

❖♥ ❛ ❛❧♦rs✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❝♦♠❛tr✐❝❡ ✿

Co( tV QnV ) ≡




∆n−1 0 · · · 0
0
✳✳✳ 0
0


 (mod ∆n) ✭✸✳✷✮

♦ù ∆n−1 ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ Qn−1✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ∆n−1

❡st ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ ∆n ✿
▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ V ét❛♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tV QnV ❡st ❞❡ ♠ê♠❡

❞ét❡r♠✐♥❛♥t q✉❡ Qn✳ ❙❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✭❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡✮ ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡
♣❛r∆n✳ ❉♦♥❝✱ s✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❡♥ ❝♦❢❛❝t❡✉rs s❡❧♦♥ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ∆n = λ1,1∆n × det(Qn−1) +∑n

i=2 λi,1∆n det(Qi,1) ♦ù Qi,1 ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ Qn à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❡♥❧❡✈é
❧❛ ✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡t λij ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
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♠❛tr✐❝❡s Qi,1 s♦♥t ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r ∆n✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ✿ ∆n =
λ1,1∆n×det(Qn−1)+

∑n
i=2 µi,1∆

2
n ♦ù µi,1 ∈ Z✳ ❊♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ♣❛r∆n 6= 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

1 = λ1,1 det(Qn−1) + ∆n

n∑

i=2

µi,1

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ det(Qn−1) ❡t ❞❡ ∆n ✈❛❧❛♥t 1✱ ❞✬♦ù ∆n ∧
det(Qn−1) = 1✳

❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ✿

Co( tV QnV ) = ∆n
t( tV QnV )

−1

= ∆n(
tV QnV )−1

= V −1(∆nQ
−1
n ) tV −1

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✷✮✱

= V −1 Co(Qn)
tV −1

❊♥ ♣♦s❛♥t ❛❧♦rs X = tV −1Y ✱ ❛✈❡❝ Y =



y1
✳✳✳
yn


✐❧ ✈✐❡♥t ✿

tX Co (Qn)X = t( tV −1Y ) Co(Qn)(
tV −1Y )

= tY Co( tV QnV )Y

≡ ∆n−1y
2
1 (mod ∆n)

❊♥ ♣♦s❛♥t δ = ∆n−1 ❡t α = y1✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

tX Co(Qn)X ≡ δα2 (mod ∆n)

✸✳✸ ❙✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡

❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡✳

✸✳✸✳✶ P♦✉rq✉♦✐ ✈♦✉❧♦✐r ✐♠♣♦s❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❄

❉❛♥s ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
X ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡t ❧❡ z ❡st ✜①é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♦❜t❡♥✉❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés✐❞❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❙✐♠♦♥ à tr♦✉✈❡r ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡s✳ P♦✉r
q✉❡ ❧❛ ré✉ss✐t❡ s♦✐t ❣❛r❛♥t✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡✳



✸✳✸✳ ❙✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡ ✸✺

✸✳✸✳✷ ❈♦♠♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❄

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ❙♦✐t Qn ∈ ❙②♠(n,Z)✱ ✐♥❞é✜♥✐❡✱ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ (r, s)✳ ❙♦✐t β ✉♥ r❡✲

♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ tX Co(Qn)X ♠♦❞✉❧♦ ∆n✳ ❖♥ ♣♦s❡ z :=
tX Co(Qn)X−β

∆n
❡t

Qn+1 =

[
Qn X
tX z

]
✳ ❆❧♦rs ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ Qn+1 ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ β ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❙✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ Qn+1 β > 0 β < 0
det(Qn) > 0 (r, s+ 1) (r + 1, s)
det(Qn) < 0 (r + 1, s) (r, s+ 1)

❉❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛ β = −∆n+1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ✸✳✶✳✸✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Qn+1 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

∆n+1 = ∆nz − tX Co(Qn)X

❖♥ ❛ ❞é✜♥✐ ❧❡s q✉❛♥t✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

β = tX Co(Qn)X

β = ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ β ♠♦❞✉❧♦ ∆n

= β − z∆n

= −∆n+1

❈♦♠♠❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ Qn ❡t Qn+1 ❡st ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱ s✐ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ Qn+1 à ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s n ♣r❡♠✐❡rs ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
❧❛ ❜❛s❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ Qn✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♣❧ét❡r Qn ❡♥ ❧✉✐ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡
❧✐❣♥❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s s❛ s✐❣♥❛t✉r❡ s✉r s♦♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❜❛s❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ Qn+1 à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ Qn ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s s✐❣♥❡s
❞❡ ∆n ❡t ❞❡ ∆n+1✳

❙✐ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ Qn ❡st (r, s)✱ ♦♥ ♣❡✉t✱ ❣râ❝❡ ❛✉ s✐❣♥❡ ❞❡ ∆n+1✱ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ Qn+1 ♣✉✐sq✉❡ sgn(∆n) = (−1)s✳ ❆✐♥s✐ ✿

✕ ❙✐ ∆n > 0✱ ♦♥ ❛ s ≡ 0 (mod 2)✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t β > 0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ∆n+1 < 0✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝ ❝❤❛♥❣é ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❉♦♥❝ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ Qn+1 ❡st (r, s+ 1)✳

✕ ❙✐ ∆n ❡st ♣♦s✐t✐❢✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t β < 0✱ ♦♥ ❛ ∆n+1 > 0✳ ❉♦♥❝ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ Qn+1

❡st (r + 1, s)✳
✕ ❙✐ ∆n < 0✱ ♦♥ ❛ s ≡ 1 (mod 2)✳ ❉♦♥❝ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐ β > 0✱ ♦♥ ❛✉r❛ ∆n+1 < 0 ❡t

❞♦♥❝ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ Qn+1 s❡r❛ (r + 1, s)✳
✕ ❙✐ ∆n < 0 ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐ β < 0✱ ♦♥ ❛✉r❛ ∆n+1 > 0✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡
Qn+1 s❡r❛ (r, s+ 1)✳

❈❡❧❛ s❡ rés✉♠❡ ❛❧♦rs ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿
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❙✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ Qn+1
β > 0 β < 0

(∆n+1 < 0) (∆n+1 > 0)
det(Qn) > 0

(r, s+ 1) (r + 1, s)
(s ≡ 0 (mod 2))

det(Qn) < 0
(r + 1, s) (r, s+ 1)

(s ≡ 1 (mod 2))

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✈❛ ♥é❝❡ss✐t❡r q✉❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ (u, v) ❞❡ Qn+1 ✈ér✐✜❡
u ≥ 2 ❡t v ≥ 2✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡ ♦♣èr❡ ❧❡
❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β ❡♥ ❝❡ s❡♥s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✸✳✶✿ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥✭Qn✮
❉♦♥♥é❡s ✿ Qn ✿ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡t

✐♥❞é✜♥✐❡ ❀ k ≥ 1 ✉♥ ❡♥t✐❡r
❘és✉❧t❛t ✿ Qn+1 ✿ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n+ 1✱ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✱

✐♥❞é✜♥✐❡ ❡t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ (r, s) ✈ér✐✜❛♥t r ≥ 2✱ s ≥ 2 ❡t ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ ✿

[
Qn X
tX z

]
❡t ✈ér✐✜❛♥t |detQn+1| < k |∆n|

✶ ❞é❜✉t
✷ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Qn✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡ (r, s)✳
✸ ❈❤♦✐s✐r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r X ❡♥t✐❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s J0, |∆n|Jn
✹ β := tX Co(Qn)X✱ β := β (mod ∆n) ❛✈❡❝ 0 ≤ β < |∆n|
✺ s✐ r = 1 ❛❧♦rs
✻ s✐ ∆n > 0 ❛❧♦rs
✼ β := β − |∆n|
✽ ✜♥ s✐
✾ ✜♥ s✐
✶✵ s✐ s = 1 ❛❧♦rs
✶✶ β := β −∆n

✶✷ ✜♥ s✐

✶✸ z :=
β − β

∆n

✶✹ ❆❥♦✉t❡r ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ |∆n| à β ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ |detQn+1| < k |∆n|
t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ♠❡ttr❡ z à ❥♦✉r

✶✺ r❡t♦✉r♥❡r Qn+1 =

[
Qn X
tX z

]

✶✻ ✜♥

❘❡♠❛rq✉❡s ✿

✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉✬❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡
❡st t♦✉❥♦✉rs é❣❛❧ à −β✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❛ été
❡✛❡❝t✉é ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ z ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✶✮✳
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✷✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ré♣èt❡r❛ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❥✉sq✉✬à
❝❡ q✉❡ ❧❡ β s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 2 × p ♦ù p ∈ P ✐♠♣❛✐r✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❡st ❞û à ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4 ❡t s❡r❛
❡①♣❧✐❝✐té ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✸✳✵✳✶✳

✸✳✹ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s

❆✈❛♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✓ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✔✱
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶ ✭❱❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ∆n+1✮✳ ❙♦✐t Qn ∈ ❙②♠(n,Z) ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ∆n✳
❆❧♦rs q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t X ∈ Zn ❡t z ∈ Z✱ d2 (Qn) ❞✐✈✐s❡ ∆n+1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✸✳✶✳✸ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧été❡
❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

∆n+1 = ∆nz − tX Co(Qn)X

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Qn ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s U ✱ V
❞❡ GLn (Z) ❡t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡D ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs t❡❧❧❡s q✉❡D = UQnV ♦ù
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ D s❡ ❞✐✈✐s❡♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ✷✳✸✳✷✮✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡
❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Qn+1✱ ❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs
❞❡ − tX Co(Qn)X ♠♦❞✉❧♦ ∆n✳ ❖♥ ❛ ✿

D = UQnV

Qn = U−1DV −1

Co(Qn) = Co(V −1) Co(D) Co(U−1)

= det(V ) det(U) tV Co(D) tU

= ± t
(
U tCo(D)U

)

= ± t(U Co(D)V )

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ D ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

D =




d1
d2

✳ ✳ ✳
dk

✳ ✳ ✳
dn




♦ù dn | dn−1 | · · · | d2 | d1✳ ❖♥ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t d1 = kd2 ♦ù k 6= 0 ∈ N✳ ❉♦♥❝
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠❛tr✐❝❡ ❞❡ D ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

Co(D) =




d2
∏n

i=3 di
kd2

∏n
i=3 di

d1d2
∏n

i=4 di
✳ ✳ ✳ ∏n−1

i=1 di



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❈♦♠♠❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ Co(D) s♦♥t ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡ d2✱ ♦♥ ❛ ✿

tX Co(Qn)X = ± tX t(U Co(D)V )X

≡ 0 (mod d2)

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ∆n+1 = − tX Co(Qn)X (mod ∆n)✳
❉♦♥❝ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ∆n+1 ≡ 0 (mod d2)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ♥♦t❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❞✐✈✐s❡✉r
❞❡ d2✳

✸✳✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s di

❈♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✱ s✐ ❧✬❡♥t✐❡r d2(Qn) ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛❝t♦✲
r✐s❛❜❧❡ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ Qn ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ Qn+1 ❞♦♥t ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ❢❛❝t♦r✐s❛❜❧❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❈❛❧❝✉❧❡r d2(Qn)

✷✳ ❊✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Qn ❛✜♥ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à d2(Qn) = 1
❛✈❛♥t ❞✬❡♥t❛♠❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥✳

▼✐♥✐♠✐s❡rQn s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ d2 = 1✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r
❛✉ ❝❛s ♦ù d2 = 1✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡ s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5✳

✸✳✹✳✷ ❈❛s ♦ù d5 6= 1

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✳ ❙♦✐t Q5 ∈ ❙②♠(5,Z) t❡❧❧❡ q✉❡ d5 6= 1✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①
♠❛tr✐❝❡s G ❡t Qf à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

d5Qf = tGQ5G

detQf =
1

d55
detQ5

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ d5 6= 1✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥t✐èr❡ ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r d5✳ ▲❛ ♠✐♥✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❞✐✈✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r d5 ❡t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st G = Id5✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
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❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✶✿ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✺✭Q5✱ m✮

❉♦♥♥é❡s ✿ Q5 ∈ ❙②♠(5,Z) t❡❧❧❡ q✉❡ d5(Q5) 6= 1 ❀ m ∈ Z ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞✐✛ér❡♥t ❞❡
1 ❞✐✈✐s❛♥t d5(Q5)

❘és✉❧t❛t ✿ Qf ✿ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q5 ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ detQf = 1
m
detQ5 ❀ G ✿

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é t❡❧ q✉❡ d5Qf = tGQ5G

✶ ❞é❜✉t
✷ G := Id5
✸ Qf := 1

m
Q5

✹ r❡t♦✉r♥❡r Qf ✱ G
✺ ✜♥

✸✳✹✳✸ ❈❛s ♦ù d4 6= 1 ❡t d5 = 1

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳ ❙♦✐t Q5 ∈ ❙②♠(5,Z) t❡❧❧❡ q✉❡ d4(Q5) 6= 1 ❡t d5(Q5) = 1✳ ❆❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s G ❡t Qf à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

d4Qf = tGQnG

detQf =
1

d34
detQn

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q5✱
D = UQnV ✭✈♦✐r ✷✳✸✳✸✮✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r é❝r✐r❡ Q5 ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s
4 ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ Q5 s♦♥t ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r d4✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡ Q5 ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ 



d4∗ d4∗ d4∗ d4∗ d4∗
d4∗ d4∗ d4∗ d4∗ d4∗
d4∗ d4∗ d4∗ d4∗ d4∗
d4∗ d4∗ d4∗ d4∗ d4∗
d4∗ d4∗ d4∗ d4∗ ∗




♦ù ❧❡s ∗ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡

♣❛r d4✱ ♣✉✐s ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r d4✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r à ❞r♦✐t❡
❡t à ❣❛✉❝❤❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

H =




1
1 0

1
0 1

d4




❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧❛ s♦rt✐❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ G ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡
❝♦♠♣❧été❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ s♦✐t V ×H✳
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▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✷✿ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✹✭Q5✱ m✮

❉♦♥♥é❡s ✿ Q5 ∈ ❙②♠(5,Z) t❡❧❧❡ q✉❡ d4(Q5) 6= 1 ❡t d5(Q5) = 1 ❀ m ✉♥ ❡♥t✐❡r
❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1 ❞✐✈✐s❛♥t d4(Q5)

❘és✉❧t❛t ✿ Qf ✿ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q5 t❡❧❧❡ q✉❡ detQf = 1
m3 detQn ❀ G ✿

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é t❡❧ q✉❡ mQf = tGQnG

✶ ❞é❜✉t
✷ V := ♠❛tr✐❝❡ V ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q5

✸ ❙♦✐t H ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ 4✱ Hi,i = 1 ❡t H5,5 = m
✹ G := V ×H ❀ Q′ := 1

m
tGQnG

✺ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ Q′✳ ❖♥ ♥♦t❡ Qf ❧❛ ❢♦r♠❡
r❡♥✈♦②é❡ ❡t G′ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é✳

✻ G := G×G′

✼ r❡t♦✉r♥❡r Qf ✱ G
✽ ✜♥

✸✳✹✳✹ ❈❛s ♦ù d3 6= 1 ❡t d4 = 1

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✹✳ ❙♦✐t Q5 ∈ ❙②♠(5,Z) t❡❧❧❡ q✉❡ d3(Q5) 6= 1 ❡t d4(Q5) = 1✳ ❆❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s G ❡t Qf à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

d3Qf = tGQ5G

detQf =
1

d3
detQ5

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡
q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s 3
♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s 3 ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s q✉✐ s♦♥t ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r d3 ❛♣rès ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡✛❡❝t✉é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤
❞❡ Q5✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à
❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✷ ✿



✸✳✹✳ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s ✹✶

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✸✿ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✸✭Q5✱ m✮

❉♦♥♥é❡s ✿ Q5 ∈ ❙②♠(5,Z) t❡❧❧❡ q✉❡ d3(Q5) 6= 1 ❡t d4(Q5) = 1 ❀ m ✉♥ ❡♥t✐❡r
❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1 ❞✐✈✐s❛♥t d3(Q5)

❘és✉❧t❛t ✿ Qf ✿ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q5 t❡❧❧❡ q✉❡ detQf = 1
m
detQ5 ❀ G ✿

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é t❡❧ q✉❡ mQf = tGQ5G

✶ ❞é❜✉t
✷ V ✿❂♠❛tr✐❝❡ V ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q5

✸ ❙♦✐t H ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ 3✱ Hi,i = 1 ❡t
H4,4 = H5,5 = m

✹ G := V ×H ❀ Q′ := 1
m

tGQ5G
✺ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ Q′✳ ❖♥ ♥♦t❡ Qf ❧❛ ❢♦r♠❡

r❡♥✈♦②é❡ ❡t G′ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é✳
✻ G := G×G′

✼ r❡t♦✉r♥❡r Qf ✱ G
✽ ✜♥

✸✳✹✳✺ ❈❛s ♦ù d2 6= 1 ❡t d3 = 1

❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♦♥ s❡ s❡rt ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
●r❛♠✕❙❝❤♠✐❞t✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❈♦❤✾✻✱ ♣✽✷❪✳ ▲❛ ❞✐✛é✲
r❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❡♥t✐❡r m ✜①é
❡♥ ❡♥tré❡✳ ❙✐ ♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛②❛♥t ✉♥ ♣❣❝❞ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✱ m ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❝❡t ❡♥t✐❡r✳ ❙✐ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
❞♦♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ♦✉ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r m ❛❧♦rs ♦♥ ♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛s ❡t ♦♥ r❡♥✈♦✐❡ ❝❡
✈❡❝t❡✉r✳ ❊♥✜♥ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st r❡♥✈♦②é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t m− 1✱ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✈❡❝
❞❡s 1 s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m 6= 1 q✉✐ ❞✐✈✐s❡ d2(Q5) ❡t t❡❧ q✉❡ d3(Q5) = 1✱
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❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r Q5 ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✹✿ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✷✭Q5✱ m✮

❉♦♥♥é❡s ✿ Q5 ∈ ❙②♠(5,Z) t❡❧❧❡ q✉❡ d2(Q5) 6= 1 ❡t d3(Q5) = 1 ❀ m ✉♥ ❡♥t✐❡r
❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1 ❞✐✈✐s❛♥t d2(Q5)

❘és✉❧t❛t ✿ Qf ✿ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q5 ❀ G ✿ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é t❡❧
q✉❡ m′Qf = tGQ5G ♦ù 1 < m′ | m

✶ ❞é❜✉t
✷ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q5 ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❬■❧✐✽✾❪✳
✸ G := V ❀ Q := tGQ5G
✹ ❙♦✐t Q3 ❧❡ ❜❧♦❝ 3× 3 ❡①tr❛✐t ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡ ❞❡ Q
✺ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●r❛♠✕❙❝❤♠✐❞t à ✭✈♦✐r ❝✐✕❞❡ss✉s✮

à Q3 ❡t m
✻ ❙✐ ●r❛♠✕❙❝❤♠✐❞t r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r✱ ❧❡ st♦❝❦❡r ❞❛♥s S ❡t ❛❧❧❡r ❡♥ ✶✵✳ ❙✐

●r❛♠✕❙❝❤♠✐❞t r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m′✱ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❡♥ 5 ❛✈❡❝ m = m′✳
✼ ❖♥ ♥♦t❡ D3 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡t G3 ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
✽ ❖♥ ♥♦t❡ d = D3[1, 1] ∧m✳ ❙✐ d 6= 1✱ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❡♥ 5 ❛✈❡❝ m = d
✾ ❯t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞✕❙❝❤♥♦rr ✷✳✺✳✶ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

X2 + D3[2,2]
D3[1,1]

Y 2 ≡ −D3[3,3]
D3[1,1]

(mod m)✳ ❖♥ ♥♦t❡ S ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✶✵ S := [S, 1]
✶✶ ❙♦✐t H ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ 3× 3 t❡❧❧❡ q✉❡ s❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ s♦✐t é❣❛❧❡ à S ❞❡

s♦rt❡ q✉❡ s❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Z3✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ✈✐❛
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✸✳✶

✶✷ G3 := G3 ×H

✶✸ ❙♦✐t G̃ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ 5× 5 ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣❛r ❜❧♦❝s t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❜❧♦❝ 2× 2 ❡♥ ❤❛✉t
à ❣❛✉❝❤❡ s♦✐t ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡t ❧❡ ❜❧♦❝ 3× 3 ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡ s♦✐t é❣❛❧ à G3✳

✶✹ G := G× G̃ ❀ Q′ := 1
m

tGQ5G✳
✶✺ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ Q′✳ ❖♥ ♥♦t❡ Qf ❧❛ ❢♦r♠❡

r❡♥✈♦②é❡ ❡t G′ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é✳
✶✻ G := G×G′

✶✼ r❡t♦✉r♥❡r Qf ✱ G
✶✽ ✜♥

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✺✳ ❙♦✐t Q5 ∈ ❙②♠(5,Z) t❡❧❧❡ q✉❡ d2(Q5) 6= 1 ❡t d3(Q5) = 1✳ ❙♦✐t
m ∈ Z ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1 ❞✐✈✐s❛♥t d2(Q5)✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s Qf ❡t
G✱ G ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

mQf = tGQ5G

detQf = 1
m
detQ5

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ D = UQ5V



✸✳✹✳ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s ✹✸

❞❡ Q5✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

tV Q5V =




mM2,2 mM2,3

mM3,2 Q3




▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐st❡r à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s✐t✉é ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❜❧♦❝ 3 × 3 ✈❛ êtr❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r m✳
❈❡❧❛ ✈❛ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
ré❞✉✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ ❡①tr❛✐t ❝❡ ❜❧♦❝ 3× 3 q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡
Q3✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

tV Q5V =




mM2,2 mM2,3

mM3,2 Q3




❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✈❛ êtr❡ ❝♦♥❣r✉ à 0
♠♦❞✉❧♦ m✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ●r❛♠✕❙❝❤♠✐❞t ❞❡
Q3✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♠♦❞✉❧♦ ❧✬❡♥t✐❡r m ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡
❝✐té❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ m ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥♥❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t ❧❛ ♥♦r♠❡ ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r m✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞✕❙❝❤♥♦rr✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❜❛s❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ Q3 ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿



a 0

b
0 c


 (mod m)

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✓ ♥♦✉✈❡❛✉ ✔ a ✈❛ êtr❡ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛rm✳ ❆✉tr❡♠❡♥t

❞✐t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r X =



x
y
z


 t❡❧ q✉❡ ✿

ax2 + by2 + cz2 ≡ 0 (mod m)

❙✐ a ♥✬❡st ♣❛s ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ m✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ tr♦✉✈é ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ m✳ ■❧ ❢❛✉t
❞♦♥❝ r❡♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❢❛❝t❡✉r à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ m✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù a ❡st ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ m✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ✿

x2 +
b

a
y2 +

c

a
z2 ≡ 0 (mod m)

⇐⇒ x2 +
b

a
y2 ≡ −c

a
z2 (mod m)
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■❧ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞ ❡t ❙❝❤♥♦rr ❬P❙✽✼❪ ❡t ❞♦♥t
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧✉✐✕❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ✿

X2 + kY 2 ≡M (mod N)

s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ N ✳ ❆✜♥ ❞❡ ♥♦✉s r❛♠❡♥❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t
à ❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ z = 1✳

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ z t❡❧ q✉❡ −c
a
z2 s♦✐t ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝

m✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞ ❡t ❙❝❤♥♦rr ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✈❡❝t❡✉r S s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡

❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ Z3 ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à S ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ z
❝❤♦✐s✐❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r S ❡♥ ✉♥❡ ❜❛s❡
❞❡ Z3 s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✸✳✶✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❜❛s❡ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡✱ Q3 s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿



m∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗




◆♦t♦♥s G ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❢♦r♠❡
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q3✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡♣❧❛❝❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡
Q3 ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ❡st
❛❧♦rs ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

G′ =




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0
0 0 G
0 0




❉❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ G′✱ Q5 ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿



mM2,2 mM2,3

m∗ ∗ ∗
mM3,2 ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗




❯♥❡ ❢♦✐s Q5 s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r à ❞r♦✐t❡ ❡t à ❣❛✉❝❤❡ ♣❛r ✿



1
1 0

1
0 m

m




P✉✐s ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r m✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ♠✉❧t✐♣❧✐é ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r m4 ♣✉✐s
♦♥ ❧✬❛ ❞✐✈✐sé ♣❛r m5✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
Qf ❛♥♥♦♥❝é❡✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts
❞❡ ❜❛s❡ ✉t✐❧✐sés ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳
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✸✳✹✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥

❖♥ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✺✿ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✭Q5)

❉♦♥♥é❡s ✿ Q5 ∈ ❙②♠(5,Z)
❘és✉❧t❛t ✿ Qt ∈ ❙②♠∗(5,Z) éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q5 ❀ B ✿ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡

❛ss♦❝✐é

✶ ❞é❜✉t
✷ Qt := Q5

✸ ❈❛❧❝✉❧❡r D ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q5

✹ s✐ d1 = detQ5 ❛❧♦rs
✺ ❛❧❧❡r ❡♥ ✷✽
✻ ✜♥ s✐
✼ s✐ d5 6= 1 ❛❧♦rs
✽ i := 5
✾ ✜♥ s✐
✶✵ ❙♦✐t i ≤ 5 t❡❧ q✉❡ di 6= 1 ❛✈❡❝ di+1 = 1 ❡t di = d5 s✐ d5 6= 1
✶✶ B := Id5
✶✷ t❛♥t q✉❡ d1 6= det(Qt) ❢❛✐r❡
✶✸ s✉✐✈❛♥t i ❢❛✐r❡
✶✹ ❝❛s ♦ù i = 5
✶✺ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✶ à Qt ❡t di
✶✻ ❝❛s ♦ù i = 4
✶✼ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✷ à Qt ❡t di
✶✽ ❝❛s ♦ù i = 3
✶✾ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✸ à Qt ❡t di
✷✵ ❝❛s ♦ù i = 2
✷✶ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✹ à Qt ❡t di
✷✷ ✜♥ ❞✬❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
✷✸ ❙♦✐❡♥t Qf ❡t G ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s r❡♥✈♦②é❡s
✷✹ Qt := Qf ❀ B := B ×G
✷✺ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ D ❞❡ Qt

✷✻ ❙♦✐t di ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❙◆❋ ❞❡ Qt t❡❧ q✉❡ di 6= 1 ❛✈❡❝
di+1 = 1 ❡t di = d5 s✐ d5 6= 1

✷✼ ✜♥ tq
✷✽ r❡t♦✉r♥❡r Qt✱ B
✷✾ ✜♥

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ à
❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳ P♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬■❧✐✽✾❪
❝❛r ❝❡❧✉✐✕❝✐ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ♦♣t✐♠✐sé ❡t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s U ❡t V ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐ts ♥♦♥ ♣❛s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞✐✈✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t di ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ ❙♠✐t❤✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ di ❧✉✐✕♠ê♠❡✳ ❯t✐❧✐s❡r ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❞✐✈✐s❡✉r ♥✉✐r❛✐t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
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à ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❛❧♦rs s❡ s❡r✈✐r ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ t❡r♠✐♥❡ ♣✉✐sq✉✬à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❞é♣❛rt ❡st ❞✐✈✐sé ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧✳

➚ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ d2 = 1✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❝❡tt❡
❢♦r♠❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt s✬♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ r❡♥✈♦②é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❜❛s❡ ❞♦♥♥é✳

✸✳✹✳✼ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✻✳ ❙♦✐t Q5 ∈ ❙②♠∗(5,Z)✱ ✐♥❞é✜♥✐❡✳ ❙♦✐t v ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ 2✕❛❞✐q✉❡ ❞❡ detQ5 ♣❛r 2✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s
Q′ ❡t G t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

detG =
1

2v

Q′ = tGQ5G

v2(detQ
′) = 0 ♦✉ 1

❡t Q′ ∈ ❙②♠∗(5,Z)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ detQ5 ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ G = Id5 ❡t Q′ = Q5✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ v2(detQ5) 6= 0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q5 ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ tr♦✐s ♠❛tr✐❝❡s U ✱ V ❡t D t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

D = UQ5V

❛✈❡❝ U ✱ V ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs ❡t D ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❛✈❡❝ d1,1 = |detQ|
❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① s♦♥t t♦✉s é❣❛✉① à 1 ♣✉✐sq✉❡ d2(Q5) = 1✳ ❖♥
❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V ✳ ❆❧♦rs ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q′′ = tV QV s♦♥t ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r 2v2(detQ)✳
❙♦✐❡♥t ❛❧♦rs v ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ v2(detQ) ♣❛r 2✱ F ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❞✐❛❣♦♥❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❡st é❣❛❧ à 1

2v
❡t ❧❡s ❛✉tr❡s

❛ 1✳ ❆❧♦rs s✐ v2(detQ) ❡st ♣❛✐r✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ tFQ′′F = Q′ ❡st ✐♠♣❛✐r✱ s✐♥♦♥✱ ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Q′ ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 2 ♠❛✐s ♣❛s ♣❛r 4✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❞♦♥❝ G = V × F ✳
❘❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ Q′ ∈ ❙②♠∗(5,Z)✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ Q5 ∈ ❙②♠∗(5,Z)✳ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❜❛s❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❡st ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ ❞♦♥❝
❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♥✬♦♥t ♣❛s ❝❤❛♥❣és ❛♣rès ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t s❡❧♦♥ ✉♥❡
♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 2✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s✱ ❞♦♥❝ Q′ ∈ ❙②♠∗(5,Z)✳
❈❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
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▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✻✿ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡ ✲ ✶
❉♦♥♥é❡s ✿ Q5 ∈ ❙②♠∗(5,Z) ✐♥❞é✜♥✐❡✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ∆5

❘és✉❧t❛t ✿ Q′ ∈ ❙②♠∗(5,Z) ✐♥❞é✜♥✐❡✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t é❣❛❧ à 2kn ♦ù n ❡st
✐♠♣❛✐r ❡t k ≡ v2(Q5) (mod 2)✱ Q′ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q5 ❀ G ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é✳

✶ ❞é❜✉t
✷ s✐ ∆5 ≡ 1 (mod 2) ❛❧♦rs
✸ r❡t♦✉r♥❡r Q5✱Id5
✹ ✜♥ s✐
✺ P♦s❡r G = Id5
✻ ❙♦✐t v2 ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ 2✕❛❞✐q✉❡ ❞❡ ∆5

✼ ❙♦✐t v ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ v2 ♣❛r 2
✽ ❙♦✐❡♥t U ✱ V ❡t D ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡

Q5 t❡❧❧❡s q✉❡ D = UQ5V
✾ Q′ := tV Q5V ❀ G := G× V
✶✵ ❙♦✐t H ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ H11 =

1
2v

❡t Hii = 1 s✐♥♦♥
✶✶ Q′ := tHQ′H ❀ G := G×H
✶✷ r❡t♦✉r♥❡r Q′✱ G
✶✸ ✜♥

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✼✳ ❙♦✐t Q5 ∈ ❙②♠∗(5,Z)✱ ✐♥❞é✜♥✐❡ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ detQ5 = 2×k ♦ù k ∈ Z
✐♠♣❛✐r✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s Q′ ❡t G t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

detG =
1

23

Q′ = 2× tGQ5G

detQ′ ≡ k (mod 2)

♦ù Q′ ∈ ❙②♠∗(5,Z)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡
♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q5✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ tr♦✐s ♠❛tr✐❝❡s à ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs U ✱ V ❡t D t❡❧❧❡s q✉❡ D = UQ5V ✱ ♦ù U ❡t V s♦♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❡t D
❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ d2(Q5) = 1✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ D
❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Q5✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❜❛s❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Q′ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Q′ = tV QV =




2∗ 2∗

2∗
Q1

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗




❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛❧♦rs à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ Q1 q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ Q′ ❛✉ s♦✉s✕❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s s❡❝♦♥❞ ❡t
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tr♦✐s✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡

[
a b
b c

]
✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡✱
❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à a s♦✐t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 2✳ ❈✬❡st✕à✕❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥
❝♦✉♣❧❡ (x, y) ❞✬❡♥t✐❡rs ✈ér✐✜❛♥t ✿

ax2 + 2bxy + cy2 ≡ 0 (mod 2)

❈❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡ ✿

ax2 + cy2 ≡ 0 (mod 2)

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❞❡ a ❡t ❞❡ c♠♦❞✉❧♦
2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ (a, c) ≡ (1, 1) (mod 2)✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ (x, y) = (1, 1)✱ s✐ (a, c) ≡ (1, 0)
(mod 2)✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ (x, y) = (0, 1)✳ ❙✐ a ❡st ❞é❥à ♣❛✐r✱ ♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡
❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s✉r Q′✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ 



2∗ 2∗

2∗
2∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗




❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r 2 ❛✈❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛
❛❧♦rs ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿




4∗ 4∗

4∗
4∗ 2∗ 2∗ 2∗
2∗ 2∗ 2∗ 2∗
2∗ 2∗ 2∗ 2∗
2∗ 2∗ 2∗ 2∗




▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ét❛♥t ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡s ❡t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Q5

❞✐✈✐s✐❜❧❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ♣❛r 2✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r
26 ✭♠❛✐s ♣❛s ♣❛r 27✮✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ❞✐✈✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ♣❛r 2✳ ▲❛
♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿




∗ ∗ 2∗ 2∗ 2∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
2∗ ∗ 2∗ 2∗ 2∗
2∗ ∗ 2∗ 2∗ 2∗
2∗ ∗ 2∗ 2∗ 2∗




❡t s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 22✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤
❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V ♦❜t❡♥✉❡✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ 4✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿

❙♦✐t ❧❡ ♥♦②❛✉ ♠♦❞✉❧♦ 2 ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❡t ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ s♦♥t ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r 2 ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡



✸✳✹✳ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s ✹✾

❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r 4✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à
♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣❛r 1

2
✳

❙♦✐t ❧❡ ♥♦②❛✉ ❡st ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r 2✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛❧♦rs ❛✉ ❜❧♦❝ 2× 2
s✐t✉é ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❢♦r♠❡ à
❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡✳ ❖♥ ✈❛ ❛❧♦rs ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ s♦✐t ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r
4✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ 2ax2 + 4bxy + 2cy2✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

ax2 + cy2 ≡ 0 (mod 2)

❈❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡✛❡❝✲
t✉é✱ ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r
♣❛r 1

2
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛✲

❞r❛t✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♣❛✐r✳

❘❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ Q′ ∈ ❙②♠∗(5,Z)✳ ▲❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡s ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡s ❡✛❡❝t✉és s♦♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ 2✱ ❞♦♥❝ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s
♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❛✉tr❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ r❛♥❣ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥✬❛
♣❛s ❝❤❛♥❣é ♠♦❞✉❧♦ ❧❡s ❛✉tr❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs✱ ❞♦♥❝ Q′ ∈ ❙②♠∗(5,Z)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✬✉t✐❧✐s❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡
♣❛r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❛✜♥ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù d5(Q5) =
1✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❛✜♥ q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡✈✐❡♥♥❡
✐♠♣❛✐r✳

❈❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✐♠♣❛✐r ❛✈❡❝ d2 = 1 ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q5✱
❝✬❡st✕à✕❞✐r❡ ❞♦♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❛✈❡❝
✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✽ ✭❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ét❛♥t
❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ Q5 ∈ ❙②♠∗(5,Z) ✐♥❞é✜♥✐❡✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ∆5 ❀ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②♠∗(5,Z) ✐♥❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✐♠♣❛✐r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é✳
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❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✼✿ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡ ✲ ✷

❉♦♥♥é❡s ✿ Q5 ∈ ❙②♠∗(n,Z) ✐♥❞é✜♥✐❡ ❛✈❡❝ detQ5 = ∆5 = 2kn ♦✉ n ❡st ✐♠♣❛✐r
❡t k = 0 ♦✉ 1

❘és✉❧t❛t ✿ Q′✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❙②♠∗(5,Z) ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✐♠♣❛✐r ❡t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q5 ❀ G ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é✳

✶ ❞é❜✉t
✷ s✐ ∆5 ≡ 1 (mod 2) ❛❧♦rs
✸ r❡t♦✉r♥❡r Q5✱Id5
✹ ✜♥ s✐
✺ G := Id5
✻ ❙♦✐t v ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ 2✕❛❞✐q✉❡ ❞❡ ∆5

✼ ❙♦✐❡♥t U ✱ V ❡t D ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡
Q5 t❡❧❧❡s q✉❡ D = UQ5V

✽ Q′ := tV QV ❀ G := G× V
✾ s✐ (q′2,2, q

′
3,3) ≡ (1, 1) (mod 2) ❛❧♦rs

✶✵ H := Id5 ❀ H[3, 2] := 1 ♣✉✐s Q′ := tHQ′H ❀ G := G×H
✶✶ ✜♥ s✐
✶✷ s✐ (q′2,2, q

′
3,3) ≡ (1, 0) (mod 2) ❛❧♦rs

✶✸ H :=




1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0




♣✉✐s Q′ := tHQ′H ❀ G := G×H

✶✹ ✜♥ s✐
✶✺ Q′ := 2×Q′

✶✻ P := Id5 ❀ P [2, 2] := 1
2

✶✼ Q′ := tPQ′P ❀ G := G× P
✶✽ ❙♦✐❡♥t U ′✱ V ′ ❡t D′ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡

❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q′ t❡❧❧❡s q✉❡ D = UQ′V
✶✾ Q′ := tV ′Q′V ′ ❀ G := G× V ′

✷✵ s✐ q′1,1 ≡ 0 (mod 4) ❛❧♦rs
✷✶ R := Id5 ❀ R[1, 1] := 1

2
✳ Q′ := tRQ′R ❀ G := G×R

✷✷ r❡t♦✉r♥❡r Q′✱G
✷✸ ✜♥ s✐
✷✹ ❘é♣ét❡r ❧❡s ét❛♣❡s 9 à 14 ❛✈❡❝ (q′1,1, q

′
2,2)

✷✺ R := Id5 ❀ R[1, 1] := 1
2
✳ Q′ := tRQ′R ❀ G := G×R

✷✻ r❡t♦✉r♥❡r Q′✱G
✷✼ ✜♥
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✸✳✺ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✶✳ ❙♦✐t Q5 ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡✱
✐♥❞é✜♥✐❡ ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ X ∈ Z5 ♥♦♥
tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ tXQ5X = 0 s❛♥s ❢❛❝t♦r✐s❡r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Q5✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♣♦s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞é✲
✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❙✐♠♦♥ ❞❛♥s ❬❙✐♠✵✺❜❪ ❡st très ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
❞ès q✉❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ré❛❧✐s❡r ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥
q✉❡st✐♦♥✳ ■❧ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥✉♠ér♦té❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶ ✿

✷ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s

✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡

✹ ❈❤♦✐① ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ Q5 ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t

✺ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r Q6

✻ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

✼ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r Q4

✽ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

✾ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r Q5

▲✬❡♥❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ét❛♣❡s ❞♦♥♥❡r❛ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ❧✉✐✕♠ê♠❡ ❡t ✉♥ ré❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢
s❡r❛ ❞♦♥♥é à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✳

▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥
❬❙✐♠✵✺❜❪ ❡st ❡✣❝❛❝❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ❢❛❝✐❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6 ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s♦✐t é❣❛❧ à ±2p ❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r ❡t s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ✉t✐❧✐s❡r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡✛❡❝t✉é❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

➱t❛♣❡ ✷ ✿ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✺ q✉✐ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ➚
❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ Q(2)

5 ∈ ❙②♠∗(5,Z) éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q5

❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ G2 ❡t ✉♥ r❛t✐♦♥♥❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ λ(2) t❡❧s q✉❡ Q
(2)
5 =

λ(2) tG2Q5G2✳

➱t❛♣❡ ✸ ✿ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✸✳✹✳✻ ❡t ✸✳✹✳✼ à Q
(2)
5 ❞❡

♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✐♠♣❛✐r✳ ➚ ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡
❢♦r♠❡ Q(3)

5 ∈ ❙②♠∗(5,Z) éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q5 ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ G3 ❡t ✉♥
r❛t✐♦♥♥❡❧ ♥♦♥ ♥✉❧ λ(3) t❡❧s q✉❡ Q(3)

5 = λ(3) tG3Q
(2)
5 G3 ❡t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ∆5 ❞❡ Q(3)

5

❡st ✐♠♣❛✐r✳
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➱t❛♣❡ ✹ ✿ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✸✳✶ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ k s❡❧♦♥ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✽ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ k = 106 ❝♦♥✈✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs✮
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♥✈♦②é❡ s♦✐t é❣❛❧ à ±2p ❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r
✐♠♣❛✐r✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✽ ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✹✳✸✳✽ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❡ss❛✐s à ❡✛❡❝t✉❡r ❡st ❡♥ O (log∆5)✳ ➚ ❧✬✐ss✉❡
❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ Q6 ❞♦♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ❧❡s 5 ♣r❡♠✐❡rs ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡st é❣❛❧❡ à Q(3)

5 ✱ ❞♦♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st é❣❛❧
à ±2p ❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r ❡t ❞♦♥t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ (r, s) ✈ér✐✜❡ r ≥ 2 ❡t s ≥ 2✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① k = 3 ❝♦♥✈✐❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
∆5✳

➱t❛♣❡ ✺ ✿ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❙✐♠✵✺❜❪✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥
✈❡❝t❡✉r ♥♦♥ ♥✉❧ T ❞❡ Z6 ✈ér✐✜❛♥t ✿

tTQ6T = 0

❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù T ❡st ♣r✐♠✐t✐❢✳

➱t❛♣❡ ✻ ✿ ❧✬ét❛♣❡ ✻ ❝♦♥s✐st❡ à ❡①❤✐❜❡r ✉♥ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t T ✳ ▲❡
rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❞❡ ❙❡rr❡ ❬❙❡r✾✺✱ ♣✳✺✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳❪ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
t❡❧ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺✳✷ ✭❙❡rr❡✮✳ ❙♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐s♦tr♦♣❡ ♥♦♥ ♥✉❧ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ q✉❛✲
❞r❛t✐q✉❡ ♥♦♥ ❞é❣é♥éré (V,Q)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ s♦✉s✕❡s♣❛❝❡ ❞❡ U ❞❡ V q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
x ❡t q✉✐ ❡st ✉♥ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

❊①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❝❡ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ ❖♥ é❝r✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Q6

❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ T ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✉✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✳✸✳✶ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ G4 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r T ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t Q(1)

6 ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Q
(1)
6 = tG4Q6G4 =




0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗




♦ù ❧❡s ∗ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t G5 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐♠♦❞✉✲
❧❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ (Q(1)

6 [1, 2], Q
(1)
6 [1, 3], Q

(1)
6 [1, 4], Q

(1)
6 [1, 5], Q

(1)
6 [1, 6])G5 = (a, 0, 0, 0, 0) ♦ù

a ❡st ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (Q(1)
6 [1, 2], Q

(1)
6 [1, 3], Q

(1)
6 [1, 4], Q

(1)
6 [1, 5], Q

(1)
6 [1, 6])✳ ❖♥ ❛

a = 1 ♣✉✐sq✉❡ a ❞✐✈✐s❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ Q(1)
6 ✱ ❞♦♥❝

a2 | det(Q(1)
6 )✱ ♦r det(Q(1)

6 ) = ±2p ❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r✱ ❞♦♥❝ a = 1✳ ❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ G5 ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❞❡ ✿

(Q
(1)
6 [1, 2], Q

(1)
6 [1, 3], Q

(1)
6 [1, 4], Q

(1)
6 [1, 5], Q

(1)
6 [1, 6])
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❖♥ ♣❡✉t ♣♦s❡r G6 =

[
1 0
0 G5

]
✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

Q
(2)
6 = tG6Q

(1)
6 G6 =




0 1 0 0 0 0
1 b2 b3 b4 b5 b6
0 b3 ∗ ∗ ∗ ∗
0 b4 ∗ ∗ ∗ ∗
0 b5 ∗ ∗ ∗ ∗
0 b6 ∗ ∗ ∗ ∗




❙♦✐t ❛❧♦rs G7 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

G7 =




1
[−b2

2

]
−b3 −b4 −b5 −b6

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




❖♥ ❛ det(G7) = 1✱ ❡t

Q
(3)
6 = tG7Q

(2)
6 G7 =




0 1 0 0 0 0
1 α 0 0 0 0
0 0

Q4
0 0
0 0
0 0




♦ù Q4 ∈ ❙②♠(4,Z)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ✿

detQ4 = − detQ6

▲❡ α ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ✈❛✉t s♦✐t 0✱ s♦✐t 1 s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❛r✐té ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t b2 ♠❛✐s ✐❧
♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥❞r❛ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❡✛❡❝t✉és
❡t ♦♥ ♥♦t❡ G8 = G4×G6×G7✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs Q(3)

6 = tG8Q6G8✳ ▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
Q

(3)
6 ❡t G8 t❡r♠✐♥❡♥t ❧✬ét❛♣❡ ✻✳

➱t❛♣❡ ✼ ✿ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✬❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ Q4✳ ❈❡❧❧❡✕❝✐ ❡st ❞❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t é❣❛❧ à − det(Q6) ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs é❣❛❧ à ±2p ❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r✳ ▼♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ tRQ4R = 0 ❛❞♠❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❍❛ss❡✕▼✐♥❦♦✇s❦✐ ✷✳✷✳✶ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✸✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉r Qp ♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡ ❡t ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ 4✳ P♦✉r q✉❡ f r❡♣rés❡♥t❡ 0 s✉r Qp✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡t ✐❧ s✉✣t q✉❡ s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥❡
s♦✐t ♣❛s ✉♥ ❝❛rré p✕❛❞✐q✉❡ ♦ù ❜✐❡♥ q✉❡ s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s♦✐t ✉♥ ❝❛rré p✕❛❞✐q✉❡ ❡t
q✉❡ s♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ǫ s♦✐t é❣❛❧ ❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ (−1,−1)p✳
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❖♥ s❛✐t q✉❡ Q4 ❡st ✐♥❞é✜♥✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q(3)
5 ❛ été ❝♦♠♣❧été❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡

s❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ♥♦té❡ (r, s)✱ ✈ér✐✜❡ r ≥ 2 ❡t r ≥ 2✳ ❖♥ ❛ ❞é❝♦♠♣♦sé Q6 ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡
✭❛✉ s❡♥s ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✮ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ Q4✱ ♦r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡
❡st (1, 1) ❡t Q(3)

6 ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉❡ Q6 ❞♦♥❝ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Q4

r❡st❛♥t❡ ❡st ✿

sgn(Q4) = (r − 1, s− 1)

❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ é♥♦♥❝é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ r− 1 ≥ 1 ❡t s− 1 ≥ 1✱ ❞♦♥❝ Q4 ❡st
❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ✐♥❞é✜♥✐❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❞♦♥❝ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r R✳

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❛ss✉r❡r ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r Qℓ ♣♦✉r
t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ℓ✳ ❙♦✐t ℓ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♠♣❛✐r ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s detQ4✳
❆❧♦rs ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t✳ ■❧
r❡st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❝❛s ♦ù ℓ ❞✐✈✐s❡ detQ4 ❡t ℓ = 2✳ detQ4 = ±2p ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❝❛rré
❞❛♥s Q2 ♥✐ Qp ✭❧❡s ✈❛❧✉❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♠♣❛✐r❡s ❡t p 6= 2✮✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s✳

❈❡s r❡♠❛rq✉❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬êtr❡ sûrs q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ tRQ4R = 0 ❛❞♠❡t
❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❡st é❣❛❧ à ±2p ❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
s❡❝♦♥❞❡ ❢♦✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ R ✉♥❡
t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù R ❡st
♣r✐♠✐t✐❢✳

➱t❛♣❡ ✽ ✿ ❖♥ é❝r✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Q4 ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞♦♥t
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✈❡❝t❡✉r ❡st R✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ B1 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦❧♦♥♥❡ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r R✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs Q(1)

4 ✿

Q
(1)
4 = tB1Q4B1 =




0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗




♦ù ❧❡s ∗ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❛❧♦rs ❧❡s ♠ê♠❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s q✉❡
❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✻ s✉r ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs B ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ t❡❧ q✉❡ ✿

tBQ4B =




0 1 0 0
1 β 0 0
0 0

Q20 0




♦ù β = 0 ♦✉ 1✳
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➱t❛♣❡ ✾ ✿ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❛②❛♥t été ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q4 ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ Q(3)
6 ✱ ✐❧ ♥♦✉s

❢❛✉t r❡♣❧❛❝❡r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❡✛❡❝t✉és✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ✿

G9 =




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0

B
0 0
0 0
0 0




❡t ♦♥ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿
P = G8 ×G9

❖♥ ❛ ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ P t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

tPQ6P =




✵ ✶
✵ ✵

✶ α

✵
✵ ✶

✵
✶ β

✵ ✵ Q2




♦ù α, β = 0 ♦✉ 1✳
❙✐ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r P1 ❡t P3 ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

P ✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ tXQ6X = 0 ♠❛✐s
❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡Q6✳ ❉♦♥❝ t♦✉t❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ P1 ❡t P3 ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ J ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❡st ♥✉❧❧❡ ❡t U t❡❧ q✉❡ ✿

J =



U

0


 ♦ù U ∈ Z5

❖♥ s❛✐t ❞♦♥❝ q✉❡ tJQ6J = 0✱ ♠❛✐s ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✿

tJQ6J =
[

tU 0
]



Q
(3)
5 X

tX z






U

0




= tUQ
(3)
5 U

= 0

❆✐♥s✐✱ U ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ tUQ
(3)
5 U = 0✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t S =

G2G3U ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
tSQ5S = 0

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳
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✸✳✻ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ > 5

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❡st ♣ré✈✉ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ✈✐❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣❡✉t✕♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❛✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❄ P❧✉s✐❡✉rs ♣✐st❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✕ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ♣ré✈✉ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5✱ ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st
❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥
✐s♦❧❛♥t ✉♥ s♦✉s✕❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❛ ❧❛
❜♦♥♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✿ ❝♦♠♠❡♥t ✐s♦❧❡r ❝❡
s♦✉s✕❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❄

✕ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ s❡✉❧ s♦✉❝✐s
r❡st❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ♦✉✈r❛❣❡✱ ❝❡s
♣r♦❝é❞✉r❡s s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s à ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s✱ ♣❡✉t✕êtr❡ ❡♥ sé♣❛r❛♥t
❧❡s ❝❛s ♦✉ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ♣❛✐r❡ ♦✉ ✐♠♣❛✐r❡✳

✸✳✼ ❊①❡♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧❧és

❏❡ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
é♥♦♥❝és✳ ■❧ ② ❛✉r❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞ét❛✐❧❧é ❞❡s
ét❛♣❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❀ ♣✉✐s ✉♥
❛✉tr❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❡♥✜♥ ✉♥
❞❡r♥✐❡r ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✸✳✼✳✶ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

tXQX = 0

❆✈❡❝

Q =




2460 −2460 1740 −840 1650
−2460 −1890 −300 −615 450
1740 −300 2670 600 270
−840 −615 600 2370 3000
1650 450 270 3000 68




❖♥ ❛ detQ = 178927612016805000✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r✲
♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q✳ ❈❡❧❧❡✕❝✐✱ ♥♦té❡ SNFQ ✈❛✉t ✿

SNFQ =
[
13253897186430 30 30 15 1

]

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ SNFQ ✈❛✉t 15 ❡t q✉❡ ❧❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ✈❛✉t
1✱ ❞♦♥❝ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝❛s ♦ù d4 = 15 ❡t d5 = 1✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❜❛s❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ♣r❡♠✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Q ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜❛s❡ s♦✐❡♥t ❞✐✈✐s✐❜❧❡s ♣❛r 15✳ ❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
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❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦♣ér❛♥t s✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡ V ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

V =




2842265821 337544268 −6272013568 1590397374 −2850018524
−2697265852 −320324236 5952042872 −1509262257 2704623046
−2076372137 −246587602 4581919861 −1161839533 2082035751
−1004692022 −119316086 2217048788 −562178084 1007432469
1451876055 172423155 −3203847525 812401095 −1455836263




❊♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❛❧♦rs ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡✱ ♣✉✐s ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✸✳✹✳✷✱ ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣❛r 15 ❡t ♦♥ ❞✐✈✐s❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥t✐èr❡ ♣❛r 15✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✿

Q′ =
1

15
tV QV

detQ′ =
1

153
detQ

❙♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✈❛✉t detQ = 53015588745720✱ s♦✐t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞✐✈✐sé
♣❛r 153✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ ❝❡tt❡
♠❛tr✐❝❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

SNFQ′ =
[
13253897186430 2 2 1 1

]

❈❡tt❡ ❢♦✐s✕❝✐✱ ♦♥ r❡♣èr❡ q✉❡ d3 = 2 ❡t d4 = 1✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✸✱ ❝❡ q✉✐
s❡ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛✉ ❞ét❛✐❧ ♣rès q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❡s
❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ♣❛r 2 ❛✈❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛
❞✐✈✐s✐♦♥✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

G =




15 −4 0 0 0
−111411593817900 29709758351456 0 226 0

−787008905175 209869041380 1 0 0
−7416253302150 1977667547240 0 0 2

−132662196252330 35376585667305 0 240 0




❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥❝ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✿

Q′′ =
1

15 · 2
tGQG

detQ′′ =
1

153 · 2 detQ

❈♦♠♠❡ ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q′′✳
❖♥ ❛ ✿

SNFQ′′ =
[
13253897186430 2 1 1 1

]

❖♥ ♥♦t❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❝✐ q✉❡ d2 = 2 ❡t d3 = 1✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✹✳
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥
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❡✛❡❝t✉é❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

G =




0 0 7 22 0
0 226 −51992077114988 −163403670932888 0
0 0 −367270822414 −1154279727590 2
2 0 −3460918207670 −10877171509820 0
0 240 −61909024917720 −194571221170050 0




❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿

Q′′′ =
1

15 · 2 · 2
tGQG

detQ′′′ =
1

15 · 2 · 2 detQ

▲❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q′′′ ❡st ✿

SNFQ′′′ =
[
13253897186430 1 1 1 1

]

❈❡tt❡ ❢♦✐s✕❝✐✱ ♦♥ ❛ d1 6= 1 ❡t d2 = 1 ❞♦♥❝ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s✬❛❝❤è✈❡✳ ■❧ ❢❛✉t
❡♥s✉✐t❡ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❡♥❧❡✈❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛✐r❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❛✜♥ ❞❡
s✬❛ss✉r❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✳ ▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
Q′′′ ✈❛✉t 13253897186430 ❡t s❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ 2 ✈❛✉t 1✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✸✳✹✳✼✳ ❖♥ ré❝✉♣èr❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ G✱ r❡❣r♦✉♣❛♥t t♦✉❥♦✉rs
❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

Q′′′′ =
1

15 · 2 · 2
tGQG

detQ′′′′ =
1

15 · 2 · 2 detQ

detQ′′′′ ≡ 1 (mod 2)

❊t ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✼✱ Q′′′′ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❙②♠∗(5,Z)
❡t s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡✈❡♥✐r
à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s q✉✬à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

tXQ′′′′X = 0

✸✳✼✳✷ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❤♦✐s✐❡ ✐❝✐ r❡♠♣❧✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✜①é❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ Q5 ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
❡st ❞♦♥♥é❡ ❝✐✕❞❡ss♦✉s✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐♥❞é✜♥✐❡✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❙②♠∗(5,Z) ❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
✐♠♣❛✐r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

Q5 =




5 −1 4 0 6
−1 4 −5 8 2
4 −5 2 8 0
0 8 8 9 −1
6 2 0 −1 6






✸✳✼✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧❧és ✺✾

detQ5 = 30737

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❡♥ q✉❡s✲
t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✿

sgn (Q) = (3, 2)

detQ > 0

■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✸✳✶✳ ❖♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ✿

X =




−4974
−10916
−7292
−9909
6710




❡t ❧❡ z ♣r✐s é❣❛❧ à ✿
z = −22176388

❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧été❡ é❣❛❧ à ✿

detQ6 = −15874 = −1× 2× 7937

❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ±2p ❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r✳

✸✳✼✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❆✜♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ❝❧❛rté ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❞❡
❢❛✐r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❧✉✐✕♠ê♠❡✱ ❥❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ✐❝✐ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝❤♦✐s✐❡ ✐❝✐ r❡♠♣❧✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✜①é❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ❜♦♥
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ Q5 ❞♦♥t ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❝✐✕❞❡ss♦✉s ❡st ✐♥❞é✜♥✐❡✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❙②♠∗(5,Z) ❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
✐♠♣❛✐r✳ ▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Y ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ Q6 q✉✐ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥és✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✿

Q5 =




5 −1 4 0 6
−1 4 −5 8 2
4 −5 2 8 0
0 8 8 9 −1
6 2 0 −1 6




detQ5 = 30737

X =




−4974
−10916
−7292
−9909
6710



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z = −22176388

Q6 =




5 −1 4 0 6 −4974
−1 4 −5 8 2 −10916
4 −5 2 8 0 −7292
0 8 8 9 −1 −9909
6 2 0 −1 6 6710

−4974 −10916 −7292 −9909 6710 −22176388




detQ6 = −15874 = −1× 2× 7937

❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q6✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ tXQ6X = 0✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

S1 =
[
6071 2194 −1927 −3005 −5067 −2

]

■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❝♦♠♣♦s❡r Q6 ❡♥ H ⊕Q4 ♦ù H ❡st ✉♥ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ G ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✲
❧♦♥♥❡ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r S1✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❞❡ S1✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ♣❣❝❞ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛✉t 1✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❞❡ S1 ♥♦✉s
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ V ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

S1 × V =
[
0 0 0 0 1

]

❉♦♥❝ ♦♥ ❛ ✿
S1 =

[
0 0 0 0 1

]
× V −1

❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ V ❡st ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ V −1 ❧✬❡st ❛✉ss✐✱ ❡t ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡
q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ V −1 ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r S1✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬é❝❤❛♥❣❡r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ V −1 ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ G ❝❤❡r❝❤é❡✳ ❉❛♥s
♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ G ❝❤❡r❝❤é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

G =




6071 0 0 0 0 −3035
2194 1 0 0 0 0

−1927 0 1 0 0 0
−3005 0 0 1 0 0
−5067 0 0 0 1 0

−2 0 0 0 0 1




❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs Q′
6 ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Q6 é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r G✳ ❙♦✐t

Q′
6 =

tGQ6G✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t G2 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

[
Q′

6[1, 2] Q′
6[1, 3] Q′

6[1, 4] Q′
6[1, 5] Q′

6[1, 6]
]
×G2 =

[
1 0 0 0 0

]

❈❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✬❍❡r♠✐t❡ ❞❡

[
Q′

6[1, 2] Q′
6[1, 3] Q′

6[1, 4] Q′
6[1, 5] Q′

6[1, 6]
]



✸✳✼✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧❧és ✻✶

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Q6 ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st ❛❧♦rs ✿




0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 −3 0 1 1
0 0 0 36 −18 1
0 0 1 −18 95 0
0 0 1 1 0 −2




❊t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ✿




−6071 18213 −6072 −78923 118387 −6071
−2194 6581 −2195 −28517 42794 −2196
1927 −5781 1927 25052 −37573 1926
3005 −9015 3005 39065 −58598 3005
5067 −15200 5068 65869 −98806 5067

2 −6 2 26 −39 2




❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é✱ ♦♥ ❛ ❞é❝♦♠♣♦sé ♥♦tr❡ ❢♦r♠❡ Q6 s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
H ⊕Q4 ♦ù H ❡st ✉♥ ♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t Q4 ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
4 ✿ 



0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 −3 0 1 1
0 0 0 36 −18 1
0 0 1 −18 95 0
0 0 1 1 0 −2




❡t ♦♥ ❛ ✿

Q4 =




−3 0 1 1
0 36 −18 1
1 −18 95 0
1 1 0 −2




■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡
Q4✳ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ ♣♦✉r Q4 ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

S2 =




−10
−3
−2
6




▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts à ♦♣ér❡r s✉r Q4 ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿




−10 26 18509 149
−3 8 5717 46
−2 5 3729 30
6 −15 −11698 −94



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❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r Q4✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Q4 ❡st ❧❛
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ 



0 1 0 0
1 1 0 0
0 0 −15874 0
0 0 0 1




❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ Q4 ❡♥ H ⊕ Q2✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❜❛s❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❡st ❛❧♦rs ✿




−6071 18213 24289 −106256 −51105758 −412902
−2194 6581 8737 −38296 −18391310 −148593
1927 −5781 −7724 33763 16249062 131281
3005 −9015 −12019 52585 25289718 204325
5067 −15200 −20273 88685 42655345 344628

2 −6 −8 35 16833 136




❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ Q6 ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❜❛s❡ ❡st ✿




0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 −15874 0
0 0 0 0 0 1




❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ✈❡❝t❡✉r
❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛s❡ s♦♥t ✐s♦tr♦♣❡s ❡t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ♣♦✉r Q6✳ ❖♥ ❧❡s ♥♦t❡ E ❡t F ✳

E =




−6071
−2194
1927
3005
5067

2




F =




24289
8737

−7724
−12019
−20273

−8




❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛
❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ rés✉❧t❛t s♦✐t ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ❧❛ ♥♦t❡ ❛❧♦rs S̃✳

S̃ = −8× E − 2× F =




−10
78
32
−2
10
0




❖♥ ❡①tr❛✐t ❛❧♦rs ❧❡s ❝✐♥q ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉✲



✸✳✼✳ ❊①❡♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧❧és ✻✸

t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ✿

[
−10 78 32 −2 10

]
×




5 −1 4 0 6
−1 4 −5 8 2
4 −5 2 8 0
0 8 8 9 −1
6 2 0 −1 6



×




−10
78
32
−2
10



= 0





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❆♥❛❧②s❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❆✜♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✈♦✐r
❜❡s♦✐♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❞❡s r❛❝✐♥❡s
❝❛rré❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣✉✐s ♥♦✉s
✈❡rr♦♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡st✐♠❡r ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡
❝♦♠♣❧ét✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈r♦♥s ❡st✐♠❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♥❣r✉s à ✉♥ ❝❛rré
♠♦❞✉❧♦ ✉♥ ❡♥t✐❡r N ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡✉①✕❝✐✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❡♥ ✈✐❡♥❞r♦♥s
à ❧✬ét✉❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❞✬❛❜♦r❞ ❛✉①
ét❛♣❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ♣✉✐s ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r t❡st❡r
❧❛ ❢r✐❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s t❡r♠✐♥❡r♦♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳

✻✺
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✹✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✉ ❝♦r♣s

❙♦✐❡♥t p1, . . . , pt ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ✐♠♣❛✐rs✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ℓi ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

ℓi =

{
pi s✐ pi ≡ 1 (mod 4)

−pi s✐ pi ≡ 3 (mod 4)

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ℓi ≡ +1 (mod 4) ∀i✳
❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✱ ♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❞✐s❝r✐♠✐✲

♥❛♥t ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s L ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

L = Q
(√

ℓ1, . . . ,
√
ℓt

)

✹✳✶✳✶ ❈❛s ❣é♥ér❛❧

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶✳ ❙♦✐❡♥t p1, . . . , pn ∈ P ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ❖♥ ♥♦t❡ L ❧❡ ❝♦r♣s
❞❡ ♥♦♠❜r❡s Q

(√
ℓ1, . . . ,

√
ℓn
)
❡t dL s♦♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✳ ❆❧♦rs s✐ ∀i ∈ J1, nK pi ≡ 1

(mod 4)✱ ♦♥ ❛ ✿

dL ≤
(

n∏

i=1

pi

)2n−1

.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ p1, . . . , pt s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡✲
♠✐❡rs ✐♠♣❛✐rs✱ ℓi ❡st ❞é✜♥✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ℓi =

{
pi s✐ pi ≡ 1 (mod 4)

−pi s✐ pi ≡ 3 (mod 4)

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ℓi ≡ +1 (mod 4) ∀i ❡t L ❡st ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s s✉✐✈❛♥t ✿

L = Q
(√

ℓ1, . . . ,
√
ℓt

)

P♦✉r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ Q
(√

ℓ
)
✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ ❬■❘✾✵✱ ♣✳✶✽✾❪ q✉✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡

❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

B =
{
1,
√
ℓ
}

s✐ ℓ ≡ 3 (mod 4)

B =

{
1,

1 +
√
ℓ

2

}
s✐ ℓ ≡ 1 (mod 4)

❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

[
1

√
ℓ

1 −
√
ℓ

]



✹✳✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♥❣r✉s à ✉♥ ❝❛rré ✻✼

❡t ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ✿ [
1 1+

√
ℓ

2

1 −1+
√
ℓ

2

]

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ℓi ♦♥t étés ❝❤♦✐s✐s t♦✉s ❝♦♥❣r✉s à 1 ♠♦❞✉❧♦ 4✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s
❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s Q

(√
ℓi
)
✈❛✉t

(√
ℓi
)2

❡t ♦♥
❛
[
Q
(√

ℓi
)
: Q
]
= 2✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡s

q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t ❧❡ ❝♦r♣s L ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳ ❙✐ n = 1✱ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s♦✐t ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ≥ 1 r❛❝✐♥❡s✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

dL ≤
(

n∏

i=1

pi

)2n−1

❖♥ ♣♦s❡ L′ = Q
(√

ℓ1, . . . ,
√
ℓn
) (√

ℓn+1

)
♦ù ℓn+1 = ±pn+1 s❡❧♦♥ q✉❡ pn+1 s♦✐t

éq✉✐✈❛❧❡♥t à 1 ♦✉ 3 ♠♦❞✉❧♦ 4 ♦ù ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s
∏n

i=1 ℓi ❡t

ℓn+1 ≡ 1 (mod 4)✳ ❖♥ ❛ [L : Q] = 2n−1✱ ❡t
[
Q
(√

ℓn+1

)
: Q
]
= 2✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✼ ❞❡ ❬▲❛♥✽✻✱ ♣✻✽❪ ✿ ▲❡s ❝♦r♣s L ❡t Q
(√

ℓn+1

)
♦♥t ❞❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts

♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉① ♣✉✐sq✉❡ ℓn+1 ∤
∏n

i=1 ℓi ❡t ❧❡s ℓi s♦♥t t♦✉s ❝♦♥❣r✉s à 1 ♠♦❞✉❧♦ 4✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ✿

dL′ =



(

n∏

i=1

ℓi

)2n−1



2

× (ℓi)
2

=

(
n+1∏

i=1

ℓi

)2n

❊t ❝♦♠♠❡ ℓn+1 = ±pn+1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♠❛❥♦r❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é❡✳

✹✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♥❣r✉s à ✉♥ ❝❛rré

✹✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ✐♠♣❛✐r s❛♥s ❢❛❝t❡✉r ❝❛rré✳ ❙♦✐t δ ✉♥ ❡♥t✐❡r ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦
n✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p ♥❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛s n✱ ♣❧✉s
♣❡t✐ts q✉❡ X t❡❧s q✉❡ ✿

∃x ∈ Z, p ≡ δx2 (mod n)

❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♥♥❛✐tr❡ ✿

πδ(n,X) = ♯
{
p ∈ P ; p ∤ n; p < X; ∃x, p ≡ δx2 (mod n)

}

▲❡ rés✉❧t❛t ✉t✐❧✐sé ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
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❙♦✐❡♥t K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r Q✱ L ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ K ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s G = Gal(L/K)✱ dL ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ L✱ nL ❡st
❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ [L/Q]✳ ❙✐ p ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ K ♥♦♥✕r❛♠✐✜é ❞❛♥s

L✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❆rt✐♥
[
L/K
p

]
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡s ❛✉t♦♠♦r✲

♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs p | p✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ C ❞❡ G✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

π̃C (X,L/K) = ♯

{
p; p ♥✬❡st ♣❛s r❛♠✐✜é ❞❛♥s L,

[
L/K

p

]
= C,NK/Q (p) ≤ X

}

▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❝❤❡❜♦t❛r❡✈✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❜✲
s♦❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ c1 t❡❧❧❡ q✉❡✱ s✐ ●❘❍ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③❡t❛ ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❞❡
L✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t X str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 2✱ ♦♥ ❛ ✿

∣∣∣∣π̃C (X,L/K)− |C|
|G| Li(X)

∣∣∣∣ ≤ c1

( |C|
|G|X

1
2 log (|dL|XnL) + log (|dL|)

)

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❬▲❖✼✼❪ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③❡t❛ ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❞✬✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Li ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ✐♥té❣r❛❧ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

Li(x) =

∫ x

2

dt

log(t)

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r πδ(n,X) ❡t ❞é♠♦♥✲
tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✷✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r s❛♥s ❢❛❝t❡✉r ❝❛rré ❡t ✐♠♣❛✐r✳ ◆♦t♦♥s πδ(X,n)
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ X ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r
r❡❧❛t✐❢ x t❡❧ q✉❡ p ≡ δx2 (mod n)✳ ❙✐ ●❘❍ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③❡t❛ ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞
❞❡ ▲✱ ❛❧♦rs ✿

∣∣∣∣πδ(X,n)−
1

2ω(n)
Li(n)

∣∣∣∣ ≤ c1

(
1

2

√
X log(nX2) + 2ω(n)−1 log(n)

)

♦ù c1 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶ ❡t ω(n) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs
❞❡ n✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s n =
∏t

i=1 pi s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡✲
♠✐❡rs✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

∀ 1 ≤ i ≤ s pi ≡ 1 (mod 4)
∀ s+ 1 ≤ i ≤ t pi ≡ 3 (mod 4)

❊t ♦♥ ♣♦s❡ ✿
ℓi = ±pi ≡ +1 (mod 4)

▼♦♥tr♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿



✹✳✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♥❣r✉s à ✉♥ ❝❛rré ✻✾

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✸✳

p ≡ δx2 (mod n) ⇔
(
δ

p

)
=

(
ℓi
p

)
♣♦✉r 1 ≤ i ≤ t

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❆✈♦✐r p ≡ δx2 (mod n) r❡✈✐❡♥t✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❈❤✐♥♦✐s✱ à ❞✐r❡
q✉❡ ✿

∀ 1 ≤ i ≤ t, p ≡ δx2 (mod ℓi)

❈♦♠♠❡ δ ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ n✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t ❛✈❡❝ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡ ✿

∀ 1 ≤ i ≤ t,

(
pδ−1

pi

)
= +1

❖✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ✿

∀ 1 ≤ i ≤ t,

(
p

ℓi

)
=

(
δ

pi

)

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ s✐ 1 ≤ i ≤ s✱ ℓi ≡ 1 (mod 4)✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

(
p

ℓi

)
= (−1)

(p−1)(ℓi−1)

4

(
ℓi
p

)
= (−1)p−1

(
ℓi
p

)

▼❛✐s n ét❛♥t ✐♠♣❛✐r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✿
(
p

ℓi

)
=

(
ℓi
p

)

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ s✐ s+ 1 ≤ i ≤ t✱ ℓi ≡ 3 (mod 4)✱ ❞♦♥❝

(
p

ℓi

)
= (−1)

(p−1)(ℓi−1)

4

(
ℓi
p

)
= (−1)

p−1
2

(
ℓi
p

)
=

(−1

p

)(
ℓi
p

)
=

(−ℓi
p

)

❉♦♥❝✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿ (
p

ℓi

)
=

(−ℓi
p

)

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é❡✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ L ✈❛ êtr❡ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s s✉✐✈❛♥t ✿

L = Q
(√

ℓ1, . . . ,
√
ℓs,
√
ℓs+1, . . . ,

√
ℓt

)

◆♦t♦♥s dL ❧❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ ❝❡ ❝♦r♣s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿

|dL| ≤
(∣∣∣∣∣

t∏

i=1

ℓi

∣∣∣∣∣

)2t−1

❙♦✐t p ✉♥ ✐❞é❛❧ ♣r❡♠✐❡r ❞❡ K✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ K = Q✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡
❞és♦r♠❛✐s p ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ p✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ ❡♥ ❢❛✐t p ∈ P ❛✉ s❡♥s ♣r♦♣r❡ ❞✉ t❡r♠❡✳ ❉✐r❡
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q✉❡ p ♥✬❡st ♣❛s r❛♠✐✜é ❞❛♥s L s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ p ∤ dL✱ ❞♦♥❝ q✉❡ p ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ pi ♣♦✉r
t♦✉t i ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 1 ❡t t✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ L✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ✿

Gal (L/Q) ≃
t∏

i=1

Gal
(
Q
(√

ℓi

)
/Q
)

❈✬❡st✕à✕❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à p ❛ss♦❝✐❡ Frobp
❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à p ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ t✕✉♣❧❡t ❞❡s Frobp r❡str❡✐♥ts ❛✉ ❝♦r♣s ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
Q
(√

ǫiℓi
)
✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❝❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ à

p ∈ P ❛ss♦❝✐❡♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❏❛❝♦❜✐
(

ℓi
p

)
s❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ i✳ ▲❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❆rt✐♥

❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs ❛✉ t✕✉♣❧❡t ❞❡ ❝❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ ✭✈♦✐r ❬❏❛♥✼✸✱
♣✾✾❪✮✳

❆♣♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶ à ♥♦tr❡ ❝❛s ❡♥ réé❝r✐✈❛♥t ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ π̃ ✿

πδ (X,n) = ♯
{
p ∈ P , p ∤ n, p ≤ X, ∀1 ≤ i ≤ t,

(
δ
pi

)
=
(

ℓi
p

)}

= ♯ {p ∈ P , p ∤ n, p ≤ X, ∃x, p = δx2 (mod n)}
= π̃C (X,L/Q)

♦ù C =
((

δ
p1

)
,
(

δ
p2

)
, . . . ,

(
δ
pt

))
✳

▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ✉♥ ❝❤♦✐① ♣ré❝✐s

❞✬✉♥ t✕✉♣❧❡t ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❏❛❝♦❜✐ ❝❛r ❡♥ ❣é♥ér❛❧ C(p) =
((

ℓ1
p

)
, . . . ,

(
ℓt
p

))
✱ ❧❡ ❞❡❣ré

❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st 2t ❡t ❧❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ●❛❧♦✐s ❞❡ ▲ ❡st 2t✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

∣∣πδ (X, dL)− 1
2t
Li (X)

∣∣ ≤ c1

(
1
2t

√
X log (|dL|) + log(|dL|)

)

≤ c1

(
1
2

√
X log

(∏t
i=1 ℓi X

2
)
+ 2t−1 log

(∏t
i=1 ℓi

))

❉✬♦ù ✿ ∣∣∣∣πδ (X,n)−
1

2t
Li(X)

∣∣∣∣ ≤ c1

(
1

2

√
X log

(
nX2

)
+ 2t−1 log(n)

)
✭✹✳✶✮

■❝✐✱ t r❡♣rés❡♥t❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ n ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ t = ω(n)✳
❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✹✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ✐♠♣❛✐r✱ s❛♥s ❢❛❝t❡✉r ❝❛rré ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 3✱ 15✳
◆♦t♦♥s πδ(n) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ n ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r r❡❧❛t✐❢ x t❡❧ q✉❡ p ≡ δx2 (mod n)✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ●❘❍ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ③❡t❛ ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❞❡ ▲✱ ♦♥ ❛ ✿

∣∣∣∣πδ(n)−
1

2ω(n)
Li(n)

∣∣∣∣ ≤ 2c1
√
n log(n)

♦ù c1 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✳



✹✳✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♥❣r✉s à ✉♥ ❝❛rré ✼✶

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❛♥s ❧✬❛s②♠♣t♦✲
t✐q✉❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ X = n✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

∣∣∣∣πδ (n, n)−
1

2ω(n)
Li(n)

∣∣∣∣ ≤ c1

(
3

2

√
n log(n) + 2ω(n)−1 log(n)

)

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✺✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à 1✱ s❛♥s ❢❛❝t❡✉r ❝❛rré ❞✐✛é✲
r❡♥t ❞❡ 3✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

2ω(n) ≤ √
n

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ n ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ✿

n =
t∏

i=1

pαi

i , pi ∈ P , αi ∈ N

❙✐ 3 ∤ n✱ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ n ❡st ✐♠♣❛✐r ❡t s❛♥s ❢❛❝t❡✉r ❝❛rré✱ ♦♥ ❛ αi = 1 ❡t pi ≥ 4 ♣♦✉r
t♦✉t i✱ ❞♦♥❝ ✿

n ≥ 4ω(n)

❞♦♥❝✱ ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿
√
n ≥ 2ω(n)

❙✐ 3 | n✱ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ n 6= 3✱ ♦♥ ❛ pi ≥ 4 ♣♦✉r t♦✉t i ❡t ❝♦♠♠❡ n 6= 15✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞❡ 5✱ s✐ 5 | n✱ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à 2✱ ❞♦♥❝

√
n ≥ 5✱ ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥❝♦r❡

✈r❛✐✳ ❉✬♦ù ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
∣∣∣∣πδ (n, n)−

1

2ω(n)
Li(n)

∣∣∣∣ ≤ c1

(
3

2

√
n log(n) +

1

2

√
n log(n)

)

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
∣∣∣∣πδ (n, n)−

1

2ω(n)
Li(n)

∣∣∣∣ ≤ 2c1
√
n log(n)

❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❙❡r✽✶❪✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐q✉é ❡♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡
c1 = 2✳ ❆✈❡❝ ❝❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✻✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r s❛♥s ❢❛❝t❡✉r ❝❛rré ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 3✱ 15✳ ◆♦t♦♥s
πδ(n) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ n ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❡♥t✐❡r r❡❧❛t✐❢ x t❡❧ q✉❡ p ≡ δx2 (mod n)✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ●❘❍ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
③❡t❛ ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❞❡ ▲✱ ♦♥ ❛ ✿

∣∣∣∣πδ(n)−
1

2ω(n)
Li(n)

∣∣∣∣ ≤ 4
√
n log(n)
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❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡t é♥♦♥❝é✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❛❜s♦❧✉✲
♠❡♥t ♣❛s ❞❡ δ✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❊♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✺✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ 4 ❞✉ t❤é♦rè♠❡
♣ré❝é❞❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ♠❛✐s ❥❛♠❛✐s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 3✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡
s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❡rs✐♦♥
❞✉ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✼✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r s❛♥s ❢❛❝t❡✉r ❝❛rré✳ ◆♦t♦♥s πδ(n) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs p ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ n ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r r❡❧❛t✐❢ x t❡❧ q✉❡
p ≡ δx2 (mod n)✳ ❆❧♦rs✱ s✐ ●❘❍ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③❡t❛ ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❞❡ ▲✱
♦♥ ❛ ✿ ∣∣∣∣πδ

(n
2
, n
)
− 1

2ω(n)
Li
(n
2

)∣∣∣∣ ≤
3√
2
log(n) + 2ω(n) log(n)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✷✳ ■❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t t❡♥✐r
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ st✐♣✉❧❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ c1 ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s❡ é❣❛❧❡ à 2✳

✹✳✷✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✼ ❞♦♥♥❡ ✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ πδ
(
n
2
, n
)
✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✽✳ ❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r ✐♠♣❛✐r✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ψ(n) =
1

2

1

2ω(n)
Li
(n
2

)

❆❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
✕ P♦✉r k = 4× 104 ✿ πδ

(
n
2
k, n
)
≥ ψ(n) ∀ n ≥ 107,7

✕ P♦✉r k = 105 ✿ πδ
(
n
2
k, n
)
≥ ψ(n) ∀ 107,7 > n ≥ 105,9

✕ P♦✉r k = 106 ✿ πδ
(
n
2
k, n
)
≥ ψ(n) ∀ 105,9 > n ≥ 103,275

✕ P♦✉r k = 6 ✿ πδ
(
n
2
k, n
)
≥ ψ(n) ∀ 103,275 > n ≥ 3

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∣∣∣∣∣πδ
(n
2
, n
)
− Li

(
n
2

)

2ω(n)

∣∣∣∣∣ ≤
√
n

2
log

(
n
(n
2

)2)
+ 2ω(n) log(n) ✭✹✳✷✮

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ n ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ πδ

(
n
2
, n
)
✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

f(x) =
1

2

1

g(x)
Li
(x
2

)
−
√
x

2
log

(
x3

4

)
− g(x) log(x) ✭✹✳✸✮



✹✳✷✳ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡♠✐❡rs ❝♦♥❣r✉s à ✉♥ ❝❛rré ✼✸

❡t g(x) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

g(x) ≥ 2ω(x)

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t ❧❡
t❡r♠❡ r❡st❡✳ ❆✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❝♦♥séq✉❡♥t❡ ❞✬❡♥t✐❡rs
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ πδ

(
n
2
, n
)
✱ ❧❡ t❡r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✹✳✷✮

❡st ❛✛❡❝té ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t 1
2
✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g(x)✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡
❧✬❡♥t✐❡r n ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✷ ❡st ✐♠♣❛✐r✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ n > 3 ❡t q✉❡ 3 | n✳ ❖♥
é❝r✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ n ✿

n =

ω(n)∏

i=1

pαi

i

❈♦♠♠❡ 3 | n✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠✐♥♦r❡r n ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

n ≥ 3× 5ω(n)−1

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

n ≥ 3

5
5ω(n)

log

(
5

3
n

)
≥ ω(n) log(5)

log
(
5
3
n
)

log(5)
≥ ω(n)

(
2log(

5
3
n)
) 1

log(5) ≥ 2ω(n)

(
5

3
n

) log(2)
log(5)

≥ 2ω(n)

❖♥ ♣♦s❡ ❛✐♥s✐ ✿

g(x) =

(
5

3
x

) log(2)
log(5)

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ x ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ f(x) > 0✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ●P✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ f(x) > 0 ♣♦✉r x ≥ 1081✳ ❖♥ é❧❛r❣✐t ❛❧♦rs ✉♥ ♣❡✉ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ k✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✷✱ ❧❛ ♣❛r❛♠ètr❡ k ♥♦✉s ❛✉t♦r✐s❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ✐♥❢ér✐❡✉rs ♦✉ é❣❛✉① à n

2
× k ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ n

2
✳ ❖♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞♦♥❝ ♣❛s

❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ πδ✱ ♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❛✈♦✐r ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✹✳✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

∣∣∣∣∣πδ
(n
2
k, n
)
− Li

(
n
2
k
)

2ω(n)

∣∣∣∣∣ ≤
√
k

√
n

2
log

(
n
(n
2

)2
k2
)
+ 2ω(n) log(n) ✭✹✳✹✮
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▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ✭✹✳✸✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

f(x) =
1

2

1

g(x)
Li
(x
2
k
)
−
√
k

√
x

2
log

(
x3

4
k2
)
− g(x) log(x) ✭✹✳✺✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t k = 4 × 104 ❡t g(x) =

(
5

3
x

) log(2)
log(5)

✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ f(x) > 0 ♣♦✉r x ≥
1039✳ ■❧ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❛✣♥❡r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
s✉✐✈❛♥t ✿

✕ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ n ≤ 1039

✕ ❛❧♦rs ♦♥ s❛✐t q✉❡ ω(n) ≤ 25
✕ ♦♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs g(x) = 225

✕ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs f(n) > 0 ♣♦✉r n ≥ 1020 ❡t k = 4× 104

❊♥ ✐tér❛♥t ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡✳
❈❡s ✐tér❛t✐♦♥s s♦♥t rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✿

✐tér❛t✐♦♥ n ≤ . ω(n) ≤ . f(n) > 0 ♣♦✉r n ≥ . k = .

1 −
(
5

3
x

) log(2)
log(5)

1039 4× 104

2 1039 25 1020 4× 104

3 1020 15 1013 4× 104

4 1013 11 1010 4× 104

5 1010 9 108,5 4× 104

6 108,5 8 107,7 4× 104

7 107,7 7 106,57 105

8 106,57 6 105,9 105

9 105,9 6 104,79 106

10 104,79 5 104,05 106

11 104,05 4 103,275 106

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ Pr❡♥❞r❡ k = 1 r❡❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✹✳✸✮✳ ❈❡tt❡ ♠ê♠❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❣❛r❞❛♥t k = 1 ♥♦✉s ❛✉r❛✐t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞❡s❝❡♥❞r❡ ❥✉sq✉✬à n ≤ 1015,887✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t tr♦♣ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❛♥❝❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①❤❛✉st✐❢✳

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ 103,275 < 1884✱ ✐❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥
❡①❛❝t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ πδ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

π(X,n) = min
δ∧n=1
1≤δ<n

(πδ (X,n)) ✭✹✳✻✮

P✉✐s ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①❛❝t❡s ❞❡ π
(n
2
k, n
)
✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳✶✱ ♣r❡♥❞r❡ k = 1 ❧❛✐ss❡
❡♥❝♦r❡ q✉❡❧q✉❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉❧❧❡s✳ P♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥❡ s♦✐t ♥✉❧❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t
❛❧❧❡r ❥✉sq✉❡ k = 3✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✷ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π(X,n) ♣♦✉r X = 3n✱ 3 ≤ n ≤ 103,275✱ n ❡♥t✐❡r ✐♠♣❛✐r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡



✹✳✸✳ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ✼✺

r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ❡t ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛✐♥s✐ ❝♦♥st❛t❡r
q✉✬❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t k = 3✱ ♦♥ ❛ss✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❝❤❡r❝❤és ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ n✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡r❛ ♣❛s ❧❡ ❢❛❝t❡✉r k ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡✲
♠✐❡rs ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❡✳ P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛②❛♥t ✉♥ ✓ ♣❡t✐t ✔ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✷✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r
❝❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥✳

✹✳✸ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs

❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✜①❡r q✉❡❧q✉❡s
♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✳

❙♦✐t Q5 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✳ ❖♥ ♥♦t❡ ∆5 s♦♥ ❞ét❡r♠✐✲
♥❛♥t✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ∆5 ❡st ✐♠♣❛✐r✱ s❛♥s ❢❛❝t❡✉r ❝❛rré ❡t ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ♥♦t❡ Q6 ❧❛
♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧été❡✱ ∆6 s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❙♦✐t δ ∈ Z ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ ∆5 ❀ ♦♥
♥♦t❡ ✿

P = {p ∈ N, p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r}

Cδ,2 =
{
x ∈ N; x ≤ ∆5

2
, ∃α ∈ Z x ≡ 2−1δα2 (mod ∆5)

}

C ′
δ,2 = {x ∈ Cδ, x ∧∆5 = 1}

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ❝❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❡ ❝❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡♥
s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡ Q6✱ ❝❤♦✐s✐r
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r X ∈ J0,∆5J

5 r❡✈✐❡♥t à ❝❤♦✐s✐r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ y1 ∈ J0,∆5J
t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ α ∈ Z/∆5Z ✈ér✐✜❛♥t y1 ≡ δα2 (mod ∆5)✱ ♦ù δ ❡st ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝
∆5 ❡t ✜①é✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❡
rés✉❧t❛t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ y1 ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡ ❧✉✐ ❛✉ss✐✳ ❚♦✉❥♦✉rs
❞❛♥s ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ V ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ Q5 ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s✱ ♦♥ ♣♦s❡ Y = tV −1X
♦ù X ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ V ✈❛✉t 1✱ ♦♥
s❛✐t q✉❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r Y ❡st ❡♥❝♦r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❜❛s❡✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ y1 ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r✱ ❞♦♥❝ ❡❧❧❡ ❡st ❡❧❧❡
❛✉ss✐ ❛❧é❛t♦✐r❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✷✳ ❙♦✐t m ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ J0,∆5J✳ ❆❧♦rs
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❝❡t ❡♥t✐❡r s♦✐t ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ ∆5 ❡st ✿

ϕ(∆5)

∆5
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ϕ(∆5) ❡♥t✐❡rs ♣❧✉s ♣❡t✐ts
q✉❡ ∆5 ❡t ♣r❡♠✐❡rs ❛✈❡❝ ∆5✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕ2 (n) = ♯
{
x ∈ N, 0 ≤ x ≤ n

2
, x ∧ n = 1

}

❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n > 2✱ ♦♥ ❛ ✿

ϕ2 (n) =
ϕ(n)

2

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t a ∈ N ✈ér✐✜❛♥t a ∧ n = 1 ❡t n
2
≤ a < n✳ ❆❧♦rs −a + n ✈ér✐✜❡

0 < −a+ n ≤ n
2
❡t (−a+ n) ∧ n = 1 ♣✉✐sq✉❡ a ∧ n = 1✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t

❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ n
2
❡t n ❡t ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ n✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣r❡♠✐❡r à

n ❡t ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 0 ❡t n
2
✱ ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳ ▲❡ ❝❛s n = 2 ❡st à ♣❛rt✱ ❝❛r ✐❧

s✬❛❣✐t ❞✉ s❡✉❧ ❝❛s ♦ù n
2
∧ n = 1✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✹✳ ❖♥ ❛ ✿

♯ (P ∩ C ′
δ,2) = π δ

2

(
∆5

2
,∆5

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s
❝♦♥❝❡r♥és ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ πδ (X,n) ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t ❞♦♥♥é❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✺✳ ❖♥ ❛ ✿

♯C ′
δ,2 =

ϕ(∆5)

2ω(∆5)+1

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳✸ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♣❧✉s ♣❡t✐ts
q✉❡ ∆5

2
❡t ♣r❡♠✐❡rs ❛✈❡❝ ❧✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ϕ(∆5)

2
✳

❖♥ s❛✐t ❛✉ss✐ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ α2✳ ▼❛✐s ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ α2 ♣♦ssè❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t 2ω(∆5) r❛❝✐♥❡s
❝❛rré❡s ❀ ❝❛r ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❤♦✐① ❞❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré❡ ♣❛r♠✐ 2 ♠♦❞✉❧♦ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ ∆5✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞é♥♦♠❜r❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts x✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t
❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✻✳ ❙♦✐t α ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ J0,∆5K✳ ❆❧♦rs
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t x ≡ 2−1δα2 (mod ∆5) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ C ′

δ,2 ❡st ✿

P (x ∈ C ′
δ,2) =

ϕ(∆5)

2∆5

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ α ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡♥t✐❡r J0,∆5K ❡t
q✉❡ x = 2−1δα2 (mod ∆)5✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{
x ∈ N, x ≤ ∆5, ∃α ∈ Z x ≡ 2−1δα2 (mod ∆)5

}

▲✬é❧é♠❡♥t x ❡st ❛❧♦rs ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ∆5

2
❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1

2
✳ ❈✬❡st✕à✕❞✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s

❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ x ∈ Cδ,2 ❛✈❡❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té 1
2
✳
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❙✐ x ∈ Cδ,2✱ ❞✐r❡ q✉❡ x ∈ C ′
δ,2 s✐❣♥✐✜❡ ❛✈♦✐r x ∧ ∆5 = 1✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ q✉❡ x ❡st

✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ ∆5✳ ❖r ♦♥ ❛ x = 2−1δα2 (mod ∆)5 ♦ù 2∧∆5 = 1✱ δ ∧∆5 = 1✳ ▲❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❛✈♦✐r α ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♠♦❞✉❧♦ ∆5✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ ϕ(∆5)
é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s ♠♦❞✉❧♦ ∆5✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ α s♦✐t ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
♠♦❞✉❧♦ ∆5 ❡st ϕ(∆5)

∆5
✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳✼✳ ❙♦✐t x ∈ C ′
δ,2✳ ❆❧♦rs ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ x s♦✐t ♣r❡♠✐❡r ❡st ✿

P (x ∈ P) =
2Li(∆5

2
)

ϕ(∆5)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❡t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✿

πδ

(
∆5

2
,∆5

)
= Li

(
∆5

2

)
/2ω(∆5) + o

(√
∆5

2
log

(
∆3

5

4

)
+ 2ω(∆5)

)

q✉❡ ✿

P (x ∈ P) =
♯(P ∩ C ′

δ,2)

♯(C ′
δ,2)

=
Li(∆5

2
)/2ω(∆5)

ϕ(∆5)/2ω(∆5)+1

=
2Li(∆5

2
)

ϕ(∆5)

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸✳✽✳ ❙♦✐t X ∈ J0,∆5J
5 ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✳ ❆❧♦rs ❧❡

❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡ Q6 ❡st é❣❛❧ à 2 × p ❛✈❡❝ p ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ✿

P (∆6 ∈ 2× P) =
Li(∆5

2
)

∆5

∼ 1

2 log∆5

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❝❤♦✐s✐r ❝❡ ✈❡❝t❡✉r
X ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ r❡✈✐❡♥t à ❝❤♦✐s✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t
y1 ∈ J0,∆5K t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ α ∈ Z/∆5Z ✈ér✐✜❛♥t y1 ≡ 2−1δα2 (mod ∆5)✱ ♦ù
δ ❡st ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ ∆5✳ ❈❤♦✐s✐r ❝❡ y1 r❡✈✐❡♥t à ❝❤♦✐s✐r ❧✬é❧é♠❡♥t α ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
❖♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ x s♦✐t à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ C ′

δ,2 ❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❞❡ ❝❡s ❞❡✉① é✈è♥❡♠❡♥ts ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥s à ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ✓ ❜♦♥♥❡ ✔
❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ Li(x) ét❛♥t

x

log(x)
✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛ ❛❧♦rs

❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ 2 log(∆5) ❡ss❛✐s✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♥✜r♠é❡ ♣❛r ❞❡s
♠❡s✉r❡s ❞♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✻✳✸✳
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✹✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐té

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st✐♠❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✈❛ s✉✐✈r❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ ❙♦✐❡♥t f❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ g = Õ (f) s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
ré❡❧ α ≥ 0 t❡❧ q✉❡

g = O (f log (f)α)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M ♦✉ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r V ✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿

||M || = max
i,j

{|mi,j|}

||V || = max
i

{|vi|}

❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❡✛❡❝t✉é❡s✳

✹✳✹✳✶ ▼✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✸✳ ❙♦✐❡♥t Q5 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✱ ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ∆5✱ ▲▲▲✕ré❞✉✐t❡✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 ❡t m ∈ Z ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞✐✈✐s❛♥t ∆5✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ m | d2(Q5) ❡t q✉❡ d3(Q5) = 1✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✸✳✹✳✹ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r Q5 ♣❛r r❛♣♣♦rt à m ❡st ✿

Õ
(
log (|∆5|)6

)

❡t Qf ✱ G ✈ér✐✜❡♥t ✿
log (||Qf ||) ≤ Õ (log (|∆5|))

log (||G||) ≤ Õ
(
log (|∆5|)6

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✺✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡
Q5 s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ✿

Õ
(
log (||Q5||)2

)

❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡✛❡❝t✉é✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

●r❛♠✕❙❝❤♠✐❞t ♠♦❞✉❧♦ m à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ 3 × 3 ❡①tr❛✐t❡ ❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ m ❡t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st 3✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ r❡q✉✐❡rt O (1)
ét❛♣❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞❡
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ m✳ ❈❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ✿

Õ (log(m))
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▲❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦❞✉✲
❧❛✐r❡✳ ❙✐ ❧✬❡♥t✐❡r m ❡st ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ s❡ rés✉♠❡ ❡♥ ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡ ❝❛rré ❞❛♥s Z/mZ✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s Õ (log(m)) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥❦s ✭✈♦✐r ❬❈♦❤✾✻❪✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ùm ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥
♣r❡♠✐❡r✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞ ❡t ❙❝❤♥♦rr ❬P❙✽✼❪ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st

Õ
(
log(m)3

)

❈♦♠♠❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r S ✈❛✉t 1✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✸✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ H ❡♥ t❡♠♣s

Õ (1)

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ H ❡st t❡❧❧❡ q✉❡

log (||H||) ≤ Õ
(
log (m)2

)

▲❡s ét❛♣❡s 12✱ 13 ❡t 14 ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦✉t❡✉s❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡s ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ■❧ ❢❛✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬❡♥t✐❡rs ❞❡ t❛✐❧❧❡ Õ

(
log (|∆5|)2

)
✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡

❝♦♠♣❧❡①✐té r❡st❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉① t❡r♠❡s ❞é❥à é♥♦♥❝és✳
❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q′ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st Õ (log(m)2) =

Õ
(
log (|∆5|)2

)
✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s

Õ
(
log (|∆5|)6

)

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬❙✐♠✵✺❜❪✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ◆❣✉②❡♥ ❡t ❙t❡❤❧é ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬◆❙✵✾❪✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥❞r❛✐

Õ
(
log (|∆5|)4

)

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡✱ ❝❡
q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

Õ
(
log (|∆5|)6

)

❊♥✜♥✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ▲▲▲ ✭✈♦✐r ❬❙✐♠✵✺❜❪✮✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✹✳ ❙♦✐❡♥t Q5 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✱ ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ∆5✱ ▲▲▲✕ré❞✉✐t❡✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 ❡t m ∈ Z ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞✐✈✐s❛♥t ∆5✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ m | d3(Q5) ❡t q✉❡ d4(Q5) = 1✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✸✳✹✳✸ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r Q5 ♣❛r r❛♣♣♦rt à m ❡st ✿

Õ
(
log (|∆5|)6

)

❡t Qf ✱ G ✈ér✐✜❡♥t ✿
log (||Qf ||) ≤ Õ (log (|∆5|))

log (||G||) ≤ Õ
(
log (|∆5|)6

)
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❜❛s❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ✿

Õ
(
log (||Q5||)2

)

❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥
✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞♦♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡
❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ O

(
log (|∆5|)2

)
✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ s✉r ❧❛

♠❛tr✐❝❡ Q′ q✉✐ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ Õ
(
log (|∆5|)2

)
✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ✿

Õ
(
log (|∆5|)6

)

❊♥✜♥✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ▲▲▲ ✭✈♦✐r ❬❙✐♠✵✺❜❪✮✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✺✳ ❙♦✐❡♥t Q5 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✱ ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧✱ ▲▲▲✕ré❞✉✐t❡✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 ❡t m ∈ Z ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞✐✈✐s❛♥t det(Q5)✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ m | d4(Q5) ❡t d5(Q5) = 1✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✷
♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r Q5 ♣❛r r❛♣♣♦rt à m ❡st ✿

Õ
(
log (|∆5|)6

)

❡t Qf ✱ G ✈ér✐✜❡♥t ✿
log (||Qf ||) ≤ Õ (log (|∆5|))

log (||G||) ≤ Õ
(
log (|∆5|)6

)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹✳✹✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✻✳ ❙♦✐❡♥t Q5 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐✲
♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧✱ ▲▲▲✕ré❞✉✐t❡✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 ❡t m ∈ Z ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞✐✈✐s❛♥t det(Q5)✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ m | d5(Q5)✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✶ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r
Q5 ♣❛r r❛♣♣♦rt à m ❡st ✿

Õ (log (|∆5|))
❡t G = Id5✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐✈✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q5 ♣❛r m✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❡♥
t❡♠♣s ✿

Õ (log(m)) = Õ (log (|∆5|))

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✼✳ ❙♦✐t Q5 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✱ ❞❡ ❞é✲
t❡r♠✐♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 s✉r Z ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ∆5✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✺ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à Q5 ❡t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t
à ❙②♠∗(5,Z) ❡st ✿

Õ
(
log (|∆5|)7

)

❡t Qf ✱ G ✈ér✐✜❡♥t ✿
log (||Qf ||) ≤ Õ (log (|∆5|))
log (||G||) ≤ Õ

(
log (|∆5|)7

)



✹✳✹✳ ❈♦♠♣❧❡①✐té ✽✶

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ♦♥ér❡✉①✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❡♥ t❡♠♣s ✿

Õ
(
log (|∆5|)6

)

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✺ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✈ér✐✜❛♥t
d2 = 1 ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ ∆5✱ ❞♦♥❝ ♣❛r

Õ (log (|∆5|))

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❣❧♦❜❛❧✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥ts ❞❡ ❜❛s❡ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ❈❡❧❛ ♣r❡♥❞ ✉♥ t❡♠♣s ♥❡tt❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s✳ ▲❡ t❡♠♣s r❡q✉✐s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞♦♥❝

Õ
(
log (|∆5|)7

)

❊♥✜♥✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ▲▲▲ ✭✈♦✐r ❬❙✐♠✵✺❜❪✮✳

✹✳✹✳✷ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥

▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞♦♥t ♦♥ ❞♦✐t é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ Q5✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✽✳ ❙♦✐t Q5 ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡✱ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥t✐❡rs✱ ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ∆5 ❡t ✈ér✐✜❛♥t d1(Q5) = ∆5 ❡t d2(Q5) = 1✳ ❆❧♦rs✱ s♦✉s ●❘❍✱ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✸✳✶ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t é❣❛❧ à ±2p
♦ù p ∈ P ❡st ✿

Õ
(
log (|∆5|)5

)

❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❡♥ ✿
Õ (log (|∆5|))

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✸✳✶ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧été❡✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧été❡ ❡st ❝♦♥❣r✉ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r δ ♣r❡♠✐❡r
❛✈❡❝ ∆5 ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ ❡♥t✐❡r ❛✉ ❝❛rré ✿

∆6 ≡ δα2 (mod ∆5)

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✿

tX Co(Q5)X ≡ δα2 (mod ∆5)

❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ t❡❧s ❡♥t✐❡rs q✉✐ s♦♥t é❣❛✉① à 2p ♦ù p ∈ P ✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs X à ❡ss❛②❡r ❛✈❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❜♦♥ ❞ét❡r✲

♠✐♥❛♥t ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❧✉s
♣❡t✐ts q✉❡ ∆5

2
q✉✐ s♦♥t ❝♦♥❣r✉s à ✉♥ ❡♥t✐❡r ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ✉♥ ❝❛rré ❞♦♥♥é ❞❛♥s Z/∆5Z ❄



✽✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹ ✿ ❆◆❆▲❨❙❊

▲❛ ré♣♦♥s❡ ♥♦✉s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✼ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r à ∆5✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

∣∣∣∣πδ
(
∆5

2
,∆5

)
− 1

2ω(∆5)
Li

(
∆5

2

)∣∣∣∣ ≤
3√
2
log(∆5) + 2ω(∆5) log(∆5)

▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ✐♥té❣r❛❧ ❡st
x

log(x)
✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❜✲

t❡♥✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✿

∆5

2ω(∆5)+1 log(∆5)

❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥✈❡rs❡
❞❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ✿

2ω(∆5)+1 ≤ |∆5|
❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✿

Õ (log (|∆5|))
ét❛♣❡s✳

➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r X ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡
Õ (log (|∆5|))✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ❡♥ t❡♠♣s ✿

Õ (log (|∆5|))
❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❝❡ q✉✐ ♣r❡♥❞s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳
❊♥✜♥ ✐❧ ❢❛✉t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ t❡st ❞❡ ♣r✐♠❛❧✐té s✉r ❝❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ t❡st ❞❡
♣r✐♠❛❧✐té ❆❑❙✳ ❈❡❧✉✐✕❝✐ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❈P✵✺✱ ♣✷✶✸❪ ❡t s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r
n ❡st ❡♥ Õ

(
log(n)4+o(1)

)
❞✬❛♣rès ❬❇❡r✵✸❪✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞❡ ▼✐❧❧❡r ❬▼✐❧✼✻❪ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ●❘❍ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❡♥
Õ (log(n)4)✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡ Q6 ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r |∆5|✱ ❞♦♥❝
❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ Q6 ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r |k∆5|✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ t❡st ❞❡ ♣r✐♠❛❧✐té ❡st
❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ✿

Õ
(
log (|k∆5|)4

)

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ét❛♥t ♠❛❥♦ré ♣❛r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ é♥♦♥❝é❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✸✳✸✳✶ r❡q✉✐❡rt ❞♦♥❝ ✉♥ t❡♠♣s ✿

Õ
(
log (|k∆5|)5

)

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été ❞✐t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶✱ k = 106 ❝♦♥✈✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs✳
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

Õ
(
log (|∆5|)5

)

❈♦♠♠❡ k ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✜①é❡✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❡♥ ✿

Õ (log (|∆5|))



✹✳✹✳ ❈♦♠♣❧❡①✐té ✽✸

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡ ❝♦r♣s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ●❘❍ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐
♣❛❣❡ ✻✾✱ à s❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠✉❧t✐q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♠♣❧été❡ s♦✐t é❣❛❧ à 2p p ∈ P ✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ s♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❢❛❝t♦r✐s❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛✲
t✐q✉❡s ❞❡ ❙✐♠♦♥ r❡q✉✐❡rt ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
♦♣t✐q✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs X é❧✐❣✐❜❧❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é❡✳

✹✳✹✳✸ ❋✐♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

▲❡♠♠❡ ✹✳✹✳✾✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ét❛♣❡s ✺ à ✾ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ✿

Õ (P (log (|∆5|)))
❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✿

Õ (P (log (|∆5|)))
♦ù P ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 6 ❡t 4✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦ù ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❙✐♠♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 6 ♣✉✐s 4 ❡t ♦ù ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥
❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♣❛r ❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♥st✐t✉é❡
❞❡ ❞❡✉① ♣❧❛♥s ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❡t ❞✬✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❧❛♥✳ ▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❝❡s
ét❛♣❡s ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✺✳✶✳

➱t❛♣❡ ✺ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❬❙✐♠✵✺❜❪ ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥
✈❡❝t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡ Q6✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s
ét❛♣❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ Q6✳ ❈❡s ét❛♣❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✹✳✺✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ det (Q6) = ±2p✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s
❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r ❡st ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧ à 2 ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥✬❛ q✉❡
2 ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs✳ ❈❡s ét❛♣❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ log (|∆5|)✳
❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❝❧❡❢ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ 2✕♣❛rt✐❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡
Cl2 (−8 |∆6|)✳ ❈❡❧❛ ❡st ❢❛✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇♦s♠❛ ❡t ❙t❡✈❡♥❤❛❣❡♥ ❬❇❙✾✻❪
♦✉ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙❤❛♥❦s ❬❙❤❛✼✶❪✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❬▲❛❣✽✵❪✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❡st

Õ
(
log (|∆5|)5

)

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ |det (Q6)| ≤ |k∆5| ❡t q✉❡ k ❡st ✜①é✱ ♦♥ ❛ log (|∆6|) =
O (log (|∆5|))✳

▲❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ LLL ♣♦✉r ré❞✉✐r❡
✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ✿

Õ
(
log (|∆5|)6

)



✽✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹ ✿ ❆◆❆▲❨❙❊

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❛❧♦rs ✿

Õ
(
log (|∆5|)6

)

❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❡♥
Õ
(
log (|∆5|)6

)

▲❡s ét❛♣❡s r❡st❛♥t❡s ❝♦♥s✐st❡♥t ❡♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥è❛✐r❡✱ ❞❡s ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ ❝❡ q✉✐ r❡st❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ log (|∆5|)✱ ✈♦✐r
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳

✹✳✹✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶✵✳ ❙♦✉s ●❘❍✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ tXQ5X = 0 ❡st ✿

Õ
(
log (|∆5|)7 + P (log (|∆5|))

)

♦ù P ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 6 ❡t 4✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❛♥♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❛✉ ❝♦♠♣❧❡t✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✼ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ✿

Õ
(
log (|∆5|)7

)

❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s r❡♥✈♦②é❡s Qf ✱ G ✈ér✐✜❡♥t ✿

log (||Qf ||) ≤ Õ (log (|∆5|))
log (||G||) ≤ Õ

(
log (|∆5|)7

)

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✽ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ✿

Õ
(
log (|∆5|)5

)

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✹✳✾ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿

Õ (P (log (|∆5|)))
❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✿

Õ (P (log (|∆5|)))
♦ù P ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♥♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥
❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s 6 ❡t 4✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s é❣❛❧
à ✿

Õ
(
log (|∆5|)7 + P (log (|∆5|))

)

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡ ❝♦r♣s ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ●❘❍ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞é✜♥✐ ♣❛❣❡ ✻✾✱ à s❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥ ♠✉❧t✐q✉❛❞r❛t✐q✉❡✳



✹✳✺✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✽✺

✹✳✺ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞✕❙❝❤♥♦rr

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧❧❛r❞✕❙❝❤♥♦rr ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t d2 ❞❡ s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤
❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1 ❡t q✉❡ ❧❡ d3 ✈❛✉t 1✳ ■❧ ❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ LLL ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✳

❉ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧été❡

❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ ✉♥❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 1 ❞❡ ♣❧✉s t❡❧❧❡ q✉❡ s♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s♦✐t é❣❛❧
à 2 ❢♦✐s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡✱ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❛✉ s✐❣♥❡ ♣rès ❡t ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4 ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ s♦✐t é❣❛❧ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♠♣❛✐r❡ ❞❡ 2 ❢♦✐s ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♣r❡♠✐❡r✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❧✐♠✐tés à ♣r❡♥❞r❡ 2×p ❝❛r ❝❡❧❛ s✐♠♣❧✐✜❡
é♥♦r♠é♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛♥❛❧②s❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♠♣❛✐r❡ ❞❡ 2 ❢♦✐s
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ✓ ❜♦♥ ✔ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s♦♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s
❝❡ q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛❣❡ ✾✷ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐
❞✉ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t é❣❛❧ à 2× p✳

❋♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ✸✳✹✳✺ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡
❙♠✐t❤ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤
❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❞✐✈✐s❡✉rs é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
♠✐♥✐♠✐s❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❯♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r❛✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
❝❡s ❞✐✈✐s❡✉rs s❛♥s ❛✈♦✐r à ❝❛❧❝✉❧❡r à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❙♠✐t❤ ❞❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡
♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

❚❡st ❞❡ ♣s❡✉❞♦✕♣r✐♠❛❧✐té

▲♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t é❣❛❧ à 2× p
♦ù p ∈ P ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❡❝t❡✉r q✉❡ ❧✬♦♥ ❡ss❛✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ t❡st
❞❡ ♣r✐♠❛❧✐té ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❯♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡ t❡st ♣❛r
✉♥ t❡st ❞❡ ♣s❡✉❞♦✕♣r✐♠❛❧✐té✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ✉♥ t❡♠♣s ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❧♦rs ❞❡
❝❡tt❡ ét❛♣❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❝❡t
❡♥t✐❡r ❡st ♣r❡♠✐❡r ❀ ❝❡❧❛ ♥❡ ♥✉✐t ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❝❛r
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❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ t♦♠❜❡r s✉r ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ♣s❡✉❞♦✕♣r❡♠✐❡r ❡st très ❢❛✐❜❧❡
❧♦rsq✉❡ ❧✬❡♥t✐❡r ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳

▲2 ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ✐♥❞é✜♥✐❡s

❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐❧ ❡st ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ▲▲▲ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡
❧❛ ❢♦r♠❡✳ ❯♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ▲2 ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❙t❡❤❧é ❡t
◆❣✉②❡♥ ❞❛♥s ❬◆❙✵✾❪ ❡♥ ❧✬❛❞❛♣t❛♥t ❛✉ ❝❛s ✐♥❞é❢é♥✐ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
❞❡ ❙✐♠♦♥ ❞❛♥s ❬❙✐♠✵✺❜❪✳

✹✳✻ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉✐✈❛♥ts ❛ été ❡✛❡❝t✉é ❡♥ ❣♣✳ ▲✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ✉t✐❧✐sé ❡st ✉♥
❝♦r❡ ✷ ❞✉♦ ❝❛❞❡♥❝é à 2.66●❍❩ éq✉✐♣é ❞❡ 4●♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡✳

✹✳✻✳✶ ❚✐r❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡

❆✜♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡
❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ❉❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s s♦♥t ✉t✐❧✐✲
sé❡s ✐❝✐✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❜❛s✐q✉❡ ❡t ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ♥✬❛②❛♥t q✉❡ très
r❛r❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡ à 1✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦②❛✉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 ♦✉ ♣❧✉s ♠♦❞✉❧♦ ❧✬✉♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs ❞✉ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✻✳✶✿ ❋♦r♠❡ ❆❧é❛t♦✐r❡ ✶
❉♦♥♥é❡s ✿ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ❀ ✉♥ ❡♥t✐❡r n
❘és✉❧t❛t ✿ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ Q ❞❡ t❛✐❧❧❡ n× n

✶ ❞é❜✉t
✷ ♣♦✉r i ❞❡ 1 à n ❢❛✐r❡
✸ ♣♦✉r j ❞❡ 1 à i ❢❛✐r❡
✹ Qi,j = Qj,i := a ♦ù a ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣r✐s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s I
✺ ✜♥ ♣♦✉r
✻ ✜♥ ♣♦✉r
✼ r❡t♦✉r♥❡r Q = (Q+ tQ)\2 ♦ù \ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥t✐èr❡
✽ ✜♥

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ ✿



✹✳✻✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✽✼

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✻✳✷✿ ❋♦r♠❡ ❆❧é❛t♦✐r❡ ✷
❉♦♥♥é❡s ✿ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I ❀ ✉♥ ❡♥t✐❡r n
❘és✉❧t❛t ✿ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ◗ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n× n

✶ ❞é❜✉t
✷ ❈❤♦✐s✐r ✉♥ ❡♥t✐❡r k ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 1 ❡t n
✸ ❈❤♦✐s✐r ✉♥ ❡♥t✐❡r m ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s I
✹ ♣♦✉r i ❞❡ 1 à n ❢❛✐r❡
✺ ♣♦✉r j ❞❡ 1 à i ❢❛✐r❡
✻ Qi,j = Qj,i := a ♦ù a ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣r✐s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s I
✼ ✜♥ ♣♦✉r
✽ ✜♥ ♣♦✉r
✾ ♣♦✉r i ❞❡ 1 à k ❢❛✐r❡
✶✵ ▼✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ ❧✐❣♥❡ i ❞❡ Q ♣❛r m
✶✶ ▼✉❧t✐♣❧✐❡r ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ i ❞❡ Q ♣❛r m
✶✷ ✜♥ ♣♦✉r
✶✸ Q := (Q+ tQ)\2 ♦ù \ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥t✐èr❡
✶✹ ♣♦✉r i ❞❡ 1 à k ❢❛✐r❡
✶✺ ♣♦✉r j ❞❡ 1 à k ❢❛✐r❡
✶✻ Qi,j := Qi,j\m ♦ù \ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥t✐èr❡
✶✼ Qi,j := Qi,j\2 ♦ù \ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥t✐èr❡
✶✽ ✜♥ ♣♦✉r
✶✾ ✜♥ ♣♦✉r
✷✵ r❡t♦✉r♥❡r Q
✷✶ ✜♥

❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡r♠❡t✱ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s②♠é✲
tr✐q✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧ ❞♦♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r d2 ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ 1✳

✹✳✻✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙✐♠♦♥✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s ❡♥ t✐r❛♥t ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✻✳✶✳ ▲❡s s❡♣t ♣r❡♠✐èr❡s ♠❡s✉r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r 1000
✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧❡s r❡st❛♥t❡s s✉r 100✳ ▲❡s ♠ê♠❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳
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t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡♥ ❝❤✐✛r❡s ❞é❝✐♠❛✉①

t❡
♠
♣s

❡♥
s❡
❝♦
♥❞

❡s
❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✹✳✻✳✶

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶
❙✐♠♦♥

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥ r❡st❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣♦✉r ❞❡s ♣❡t✐t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❢❛❝t♦r✐s❡r ✉♥ ♣❡t✐t ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✉t❡✉①✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛rr✐✈❡ ✈❡rs ❞❡s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥ts ❛②❛♥t 45 ❝❤✐✛r❡s ❞é❝✐♠❛✉①✱ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉❣♠❡♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳
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▲❡ ♠ê♠❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡ ♠❡s✉r❡s✳ ▲❡s s❡♣t ♣r❡♠✐èr❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s
s✉r 1000 ✐tér❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛✉tr❡s s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r 100✳
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t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡♥ ❝❤✐✛r❡s ❞é❝✐♠❛✉①

t❡
♠
♣s

❡♥
s❡
❝♦
♥❞

❡s

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✹✳✻✳✶

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶
❙✐♠♦♥

❈❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ♥❡tt❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙✐♠♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù
❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❢❛❝t♦r✐s❛❜❧❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳
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❙✉r ❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❧❡s ❢♦r♠❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹✳✻✳✷✳ ❈❤❛q✉❡
♠❡s✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r 100 ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✳
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t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡♥ ❝❤✐✛r❡s ❞é❝✐♠❛✉①

t❡
♠
♣s

❡♥
s❡
❝♦
♥❞

❡s

❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✹✳✻✳✷

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶
❙✐♠♦♥

❈❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♦♥t ✉♥ ♥♦②❛✉✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡st❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ P♦❧✲
❧❛r❞ ❡t ❙❝❤♥♦rr ♥❡ ❥♦✉❡ ♣❛s ✉♥ rô❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♣r♦♣♦sé❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛❧❡✉r ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙✐♠♦♥✱ ♠❛✐s ❝❡❧❧❡✕❝✐
♥❡ ✜❣✉r❡ ♣❛s s✉r ❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ♣♦✉r 100 ✈❛❧❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ 89 ❝❤✐✛r❡s ❞é❝✐♠❛✉① ✿ ❧❡ t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ♠✐s ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 235
s❡❝♦♥❞❡s s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ 4 ♠✐♥✉t❡s✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳✵✳✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥
t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞❡ 0.537 s❡❝♦♥❞❡s✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥✜r♠❡ très ♥❡tt❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
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✹✳✻✳✸ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥

▲❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♠✲
♣❧ét✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 6 ❞♦♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st
é❣❛❧ à 2 ❢♦✐s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❈❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡✛❡❝t✉é❡
s✉r 1000 ♠❛tr✐❝❡s✳
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❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ✿ ✷ × ♣r❡♠✐❡r

▼❡s✉r❡s
❚❤é♦r✐❡ ✿ 2x log 10

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉ rés✉❧t❛t ✹✳✸✳✽ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❡ss❛✐s à ❡✛❡❝t✉❡r
s✉✐t ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳
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❈❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❝✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st é❣❛❧ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♠♣❛✐r❡ ❞❡ 2
♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❈❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r 1000
♠❡s✉r❡s✳
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❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ✿ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♠♣❛✐r❡ ❞❡ ✷ × ♣r❡♠✐❡r

▼❡s✉r❡s
❚❤é♦r✐❡ ✿ 3

2
x log 10

❈❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù✱ ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à r❡♠♣❧✐r ♥✬❡st ♣❛s q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t s♦✐t 2 ❢♦✐s
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ♠❛✐s ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♠♣❛✐r❡ ❞❡ 2 ❢♦✐s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ❈♦♠♠❡
♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❧✬❛tt❡♥❞r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦✐♥s ❞❡ t❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ é❧❛r❣✐t
❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ t❤é♦r✐q✉❡ tr❛❝é❡ ✐❝✐ ♥✬❛ ♣❛s été r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t
♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▼❛✐s ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣r♦✉✈❡r❛✐ s❛♥s ❞♦✉t❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱
✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ s♦♠♠❡ s✉r ❧❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ✐♠♣❛✐r❡s ❞❡ 1

2
❞✬♦ù ❧❡ ❢❛❝t❡✉r 3

2
✳



✹✳✻✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✾✸





❆♥♥❡①❡ ❆

❱❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π (X,n)

❱♦✐❝✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t
❞♦♥♥é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r n ✐♠♣❛✐r ❝♦♠♣r✐s
❡♥tr❡ 3 ❡t 1883✳ ❈❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❢♦✉r♥✐❡
♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✷✳

❆✳✶ π
(
n
2 , n
)

❱♦✐❝✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π
(
n
2
, n
)
✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✮ ♣♦✉r n ❡♥t✐❡r ✐♠♣❛✐r

❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 3 ❡t 1883✳

✾✺
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❆✳✷✳ π (3n, n) ✾✾

❆✳✷ π (3n, n)

❱♦✐❝✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π (3n, n) ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮✮ ♣♦✉r n ❡♥t✐❡r ✐♠♣❛✐r
❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 3 ❡t 1883✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ r❛♣♣♦rts ✉t✐❧✐s❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Li(x)✳ ■❧s s♦♥t
❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣ré❝✐s✳
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❆✳✷✳ π (3n, n) ✶✵✸





▲✐st❡ ❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s
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❬❈❛s✵✽❪ P✐❡rr❡ ❈❛st❡❧✳ ❋♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡t ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ▲❛✲
❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ◆✐❝♦❧❛s ❖r❡s♠❡✱ ❥✉✐❧❧❡t ✷✵✵✽✳

❬❈❈✽✷❪ ❚✳ ❏✳ ❈❤♦✉ ❛♥❞ ●✳ ❊✳ ❈♦❧❧✐♥s✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s ♦❢
❧✐♥❡❛r ❞✐♦♣❤❛♥t✐♥❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✶✶ ✿✻✽✼✕✼✵✽✱ ✶✾✽✷✳

❬❈●✵✻❪ P✐❡rr❡ ❈❛st❡❧ ❛♥❞ ❱✐r❣✐♥✐❡ ●❛♠❜❧✐♥✳ ❘és✐❞✉s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sés✳
▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛❡♥ ❇❛ss❡✲◆♦r♠❛♥❞✐❡✱ ❥✉✐♥ ✷✵✵✻✳

❬❈♦❤✾✻❪ ❍✳ ❈♦❤❡♥✳ ❆ ❈♦✉rs❡ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✳ ❙♣r✐♥✲
❣❡r✱ ✶✾✾✻✳

❬❈♦①✽✾❪ ❉❛✈✐❞ ❆✳ ❈♦①✳ Pr✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ x2 + ny2✳ ❏♦❤♥ ❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥s✱ ✶✾✽✾✳

❬❈P✵✺❪ ❘✳❊✳ ❈r❛♥❞❛❧❧ ❛♥❞ ❈✳ P♦♠❡r❛♥❝❡✳ Pr✐♠❡ ♥✉♠❜❡rs ✿ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣❡rs✲
♣❡❝t✐✈❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✺✳

❬❈❘✵✸❪ ❏✳ ❊✳ ❈r❡♠♦♥❛ ❛♥❞ ❉✳ ❘✉s✐♥✳ ❊✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✐❝s✳ ▼❛t❤✳
❈♦♠♣✉t✳✱ ✼✷✭✷✹✸✮ ✿✶✹✶✼✕✶✹✹✶✱ ✷✵✵✸✳

❬●❛✉✽✾❪ ❈❛r❧ ❋r✐❡❞r✐❝❤ ●❛✉ss✳ ❉✐sq✉✐s✐t✐♦♥❡s ❆r✐t❤♠❡t✐❝æ✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✾✳

❬❍▼✾✶❪ ❏❛♠❡s ▲✳ ❍❛❢♥❡r ❛♥❞ ❑❡✈✐♥ ❙✳ ▼❛❝❝✉r❧❡②✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❢❛st tr✐❛♥❣✉✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ♦✈❡r r✐♥❣s✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✷✵✭✻✮ ✿✶✵✻✽✕✶✵✽✸✱
❉❡❝❡♠❜❡r ✶✾✾✶✳

✶✵✼



✶✵✽ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊

❬■❧✐✽✾❪ ❈♦st❛s ❙✳ ■❧✐♦♣♦✉❧♦s✳ ❲♦rst✕❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜♦✉♥❞s ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❛❜❡❧✐❛♥ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ ❤❡r✲
♠✐t❡ ❛♥❞ s♠✐t❤ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠❛tr✐①✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳✱
✶✽✭✹✮ ✿✻✺✽✕✻✻✾✱ ❆✉❣✉st ✶✾✽✾✳

❬■❘✾✵❪ ❑❡♥♥❡t❤ ■r❡❧❛♥❞ ❛♥❞ ▼✐❝❤❛❡❧ ❘♦s❡♥✳ ❆ ❈❧❛ss✐❝❛❧ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼♦❞❡r♥
◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ❣r❛❞✉❛t❡ t❡①ts ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛✲
t✐❝s ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✵✳

❬❏❛♥✼✸❪ ●❡r❛❧❞ ❏✳ ❏❛♥✉s③✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ◆✉♠❜❡r ❋✐❡❧❞s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✺ ♦❢ P✉r❡ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ✶✾✼✸✳

❬▲❛❣✽✵❪ ❏✳❈✳ ▲❛❣❛r✐❛s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s♦❧✈❛✲
❜✐❧✐t② ♦r ✉♥s♦❧✈❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ x2 − dy2 = −1✳ ❚r❛♥s✳ ♦❢ t❤❡ ❆▼❙✱
✷✻✵✭✷✮ ✿✹✽✺✕✺✵✽✱ ❆✉❣✉st ✶✾✽✵✳

❬▲❛♥✽✻❪ ❙❡r❣❡ ▲❛♥❣✳ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✳ ✶✾✽✻✳

❬▲❖✼✼❪ ❏✳❈✳ ▲❛❣❛r✐❛s ❛♥❞ ❆✳▼✳ ❖❞❧②③❦♦✳ ❊✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❡❜♦t❛r❡✈
❞❡♥s✐t② t❤❡♦r❡♠✳ ■♥ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ ◆✉♠❜❡r ❋✐❡❧❞s✱ ♣❛❣❡s ✹✵✾✕✹✻✹✳ ❆✳ ❋rö❧✐❝❤✱
✶✾✼✼✳

❬▼✐❧✼✻❪ ●✳▲✳ ▼✐❧❧❡r✳ ❘✐❡♠❛♥♥✬s ❤②♣♦t❤❡s✐s ❛♥❞ t❡sts ❢♦r ♣r✐♠❛❧✐t②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❙②st❡♠ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✸✭✸✮ ✿✸✵✵✕✸✶✼✱ ✶✾✼✻✳

❬◆❙✵✾❪ P❤♦♥❣ ◗✳ ◆❣✉②❡♥ ❛♥❞ ❉❛♠✐❡♥ ❙t❡❤❧é✳ ❆♥ ▲▲▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ q✉❛❞r❛t✐❝
❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❙■❆▼ ❏✳ ❈♦♠♣✉t✳✱ ✸✾✭✸✮ ✿✽✼✹✕✾✵✸✱ ✷✵✵✾✳

❬❖❙❙✽✹❪ ❍✳ ❖♥❣✱ ❈✳P✳ ❙❝❤♥♦rr✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❤❛♠✐r✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t s✐❣♥❛t✉r❡ s❝❤❡♠❡ ❜❛s❡❞
♦♥ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✶✻t❤ ❙②♠♣✳ ♦♥ t❤❡ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s
✷✵✽✕✷✶✻✳ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ✶✾✽✹✳

❬P❙✽✼❪ ❏♦❤♥ ▼✳ P♦❧❧❛r❞ ❛♥❞ ❈❧❛✉s P✳ ❙❝❤♥♦rr✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ x2 + ky2 = m (mod n)✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❚❤❡♦r②✱ ■❚✲✸✸✭✺✮ ✿✼✵✷✕✼✵✾✱ ✶✾✽✼✳

❬❘✐❡✾✹❪ ❍❛♥s ❘✐❡s❡❧✳ Pr✐♠❡ ◆✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❋❛❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳
✶✾✾✹✳

❬❙❡r✽✶❪ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❙❡rr❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❝❤❡✲
❜♦t❛r❡✈✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬■❍❊❙✱ ✺✹ ✿✶✷✸✕✷✵✶✱ ✶✾✽✶✳

❬❙❡r✾✺❪ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❙❡rr❡✳ ❈♦✉rs ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳ Pr❡ss❡s ❯♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡s ❞❡ ❋r❛♥❝❡✱
✸❵❡♠❡ ❡❞✐t✐♦♥✱ ✶✾✾✺✳

❬❙❤❛✼✶❪ ❉✳ ❙❤❛♥❦s✳ ●❛✉ss✬s t❡r♥❛r② ❢♦r♠ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ 2✕s②❧♦✇ s✉❜❣r♦✉♣✳
▼❛t❤✳ ❈♦♠♣✳✱ ✷✺✭✶✶✻✮ ✿✽✸✼✕✽✺✸✱ ✶✾✼✶✳

❬❙✐♠✵✺❛❪ ❉❡♥✐s ❙✐♠♦♥✳ ◗✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4✱ 5 ❛♥❞ ♠♦r❡✳ ♣r❡♣r✐♥t✱
✷✵✵✺✳

❬❙✐♠✵✺❜❪ ❉❡♥✐s ❙✐♠♦♥✳ ❙♦❧✈✐♥❣ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛r q✉❛✲
❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✼✹✭✷✺✶✮ ✿✶✺✸✶✕✶✺✹✸✱ ❏❛♥✉❛r②
✷✵✵✺✳

❬❙✐♠✵✻❪ ❉❡♥✐s ❙✐♠♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
✭❙✉r ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✳✮✳ ✷✵✵✻✳

❬❯❍✸✾❪ ❯s♣❡♥s❦② ❛♥❞ ❍❡❛s❧❡t✳ ❊❧❡♠❡♥t❛r② ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r②✳ ✶✾✸✾✳





❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥
❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 s❛♥s ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✿
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s s✉r Z ♦✉ Q ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5
s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥❡tt❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①✐st❛♥t ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡✉① ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ✿ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙✐♠♦♥ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ P♦❧❧❛r❞ ❡t ❙❝❤♥♦rr✳ ❆♣rès q✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s s✉r
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
▲❛ s✉✐t❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❚❝❤❡❜♦t❛r❡✈✳

❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s
✇✐t❤♦✉t ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥

❆❜str❛❝t ✿
❚❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r② ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
s♦❧✈✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 5 q✉❛❞r❛t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦✈❡r Z ♦r Q ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ❛♥② ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✳
■t ❤❛s ❛ ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❧❡①✐t② t❤❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ♦t❤❡r
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✿ ♦♥❡ ❢r♦♠ ❙✐♠♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢r♦♠ P♦❧❧❛r❞ ❛♥❞ ❙❝❤♥♦rr✳ ❆❢t❡r ❛ s✉r✈❡②
♦♥ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢♦r♠s✱ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s✳ ❲❤❛t ❢♦❧❧♦✇s
✐s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛♥
❡✛❡❝t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❝❤❡❜♦t❛r❡✈ ❞❡♥s✐t② t❤❡♦r❡♠✳

▼♦ts✕❝❧és ✿
✕ ■♥❞❡①❛t✐♦♥ ❘❆▼❊❆❯ ✿ t❤é♦r✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s✱ éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ s❡✲
❝♦♥❞ ❞❡❣ré✱ ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✱ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦r♣s q✉❛✲
❞r❛t✐q✉❡s✱ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ✭▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✮

✕ ■♥❞❡①❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ✿ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❧♦❝❛❧✕❣❧♦❜❛❧✱ ❍❛ss❡✕▼✐♥❦♦✇s❦✐✱ ✈❡❝t❡✉r ✐s♦tr♦♣❡✱
♣❧❛♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡

❉✐s❝✐♣❧✐♥❡ ✿ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ◆✐❝♦❧❛s ❖r❡s♠❡✱ ❈◆❘❙ ❯▼❘ ✻✶✸✾
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈❛❡♥ ❇❛ss❡✕◆♦r♠❛♥❞✐❡ ❇P ✺✶✽✻
✶✹✵✸✷ ❈❆❊◆ ❈❡❞❡①✱ ❋❘❆◆❈❊
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