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1
Chapitre 1Introduction1.1 ContexteEn architecture, en ingénérie civile, en robotique et dans bien d'autres domainesencore, il est très important de pouvoir acquérir des informations sur une scène ouun objet, de manière �able et rapide a�n de modéliser, de simuler des expérienceset d'étudier le comportement de la scène ou de l'objet, à moindre coût. Les progrèstechnologiques permettent à l'heure actuelle d'avoir des logiciels permettant une aide àla construction de modèles tridimensionnels virtuels.Malgré ces précieux outils, la construction d'un modèle tridimensionnel reste unlong et fastidieux travail qui nécessite soit une étude préalable de la géométrie de lascène, soit l'acquisition d'un jeu de mesures, soit les deux à la fois. Les enjeux liés àce problème entraînent un engouement de la recherche dans l'élaboration de techniquesayant pour but de réduire considérablement les tâches préalables, voire de les rendrecomplètement automatiques.À l'image de l'être humain qui est capable de percevoir la notion de relief grâce à sesdeux yeux, la vision arti�cielle prend à sa charge de construire un modèle tridimen-sionnel d'une scène à partir d'un ensemble de photographies de celle-ci [Fau93]. Cetteapproche met en évidence le lien entre la modélisation tridimensionnelle et l'asservisse-ment d'un robot par des capteurs visuels.En vision arti�cielle, la construction de modèles tridimensionnels nécessite d'abordla construction d'un modèle mathématique d'une caméra [Lav96, Qua97, Zel96] puisd'une estimation des paramètres de ce modèle. Cette étape s'appelle l'étalonnage descaméras. Ensuite, la construction d'un point tridimensionnel est possible si l'on connaîtau moins son image dans deux photographies. Celui-ci est le point d'intersection desdeux rayons optiques 1 passant par ces deux images. L'étape la plus pénalisante dansce processus est celle de l'étalonnage des caméras [Zel96]. Il existe plusieurs notionsd'étalonnage [Dev97] : la première est celle de l'étalonnage fort qui est obtenu à partird'une mire d'étalonnage 2 ou bien de connaissances précises sur la scène; la deuxième est1. Demi-droite reliant le centre de la caméra et l'image dans le plan rétinien.2. Il s'agit de deux grilles très précises situées sur deux plans orthogonaux.



2 Chapitre 1. Introductioncelle dite de l'auto-étalonnage où seule l'information contenue dans les photographiesest utilisée, la seule contrainte est de posséder plusieurs photographies d'une mêmescène 3. Comme le but est de réduire les tâches préalables, la notion d'auto-étalonnageapparaît plus adaptée à notre problématique.L'auto-étalonnage est fondé sur l'extraction de � primitives � géométriques 4 dansles di�érentes photographies, puis sur l'appariement de ces � primitives � à travers lesphotographies. En d'autres termes, il su�t de remarquer que deux points dans deuxphotographies sont respectivement les images d'un même point de la scène. Chaqueappariement fournit une contrainte sur les paramètres des caméras. L'étalonnage estpossible si le nombre d'appariements est supérieur au nombre de paramètres des camérasrecherchés. En raison des imprécisions sur les � primitives � géométriques extraites,nous utilisons beaucoup plus d'appariements que le nombre minimal a�n d'étalonneravec une meilleure précision. L'ensemble des contraintes forme un système algébriquelargement surdéterminé. Ces systèmes sont généralement résolus par optimisationd'un critère construit à partir des appariements.Les modèles tridimensionnels présentés dans les �gures 1.2 ont été construits avecTotalCalib[BR97] 5. qui implante les techniques que nous venons de décrire. Ces mo-dèles construits exclusivement à partir de photographies sont très réalistes. Cependant,cette technique bien que �able et robuste vis à vis de la qualité des photographies n'estpas sans failles. Nous avons des prises de vues pour lesquelles l'étalonnage des camé-ras est incorrect, voire complètement faux. Nous présentons deux exemples que noustraiterons tout au long de la thèse. Il s'agit d'une scène de Londres (�g. 1.3) et d'unepartie des bâtiments de l'INRIA de Sophia-Antipolis. L'étalonnage des caméras par lestechniques présentées, à partir de la scène de Londres, place le photographe au milieude la Tamise.
1.2 L'objetL'essentielle di�culté provient du fait que nous sommes contraints d'utiliser descoe�cients approchés pour estimer les paramètres d'un modèle mathématique exact.Nous sommes donc confrontés à l'opposition entre l'exactitude et l'approché.L'objet de cette thèse est de montrer que le symbolique, qui correspond à des calculsexacts en un point et le numérique, qui correspond à des calculs avec des nombresapprochés, c'est-à-dire dans un voisinage autour d'un point peuvent interagir l'un surl'autre.Nous développerons trois interactions portant sur la résolution, sur la modélisationet sur l'ajustement d'un modèle.3. Au moins 3.4. Essentiellement des points et des segments.5. Logiciel développé par Sylvain Bougnoux au sein de l'équipe Robotvis de l'INRIA Sophia-Antipolis



1.2. L'objet 3

Fig. 1.1 � Photographies et primitives de la scène de la bibliothèque de L'INRIA

Fig. 1.2 � Reconstruction de la bibliothèque avec pour les trois premières reconstruc-tions, uniquement les 4 photographies et les primitives de la �gure 1.1 et avec plus dephotographies et les textures pour la 4ième reconstruction
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Fig. 1.3 � Photographies de la scène de Londres



1.3. Les travaux 51.3 Les travauxLes travaux e�ectués dans cette thèse se divisent en trois parties :� La première partie est une étude sur la résolution d'équations polynomiales. Lesméthodes étudiées ne tiennent pas réellement compte des valeurs prises par les po-lynômes (méthode numérique) mais elles transforment symboliquement le systèmeen une autre formulation équivalente. L'ensemble de ces techniques est commu-nément appelé : théorie de l'élimination [CLO97]. Nous approfondirons le cas dessystèmes sur-contraints. Nous illustrerons nos travaux sur des exemples e�ectifsissus de la vision arti�cielle.� La deuxième partie propose l'étude de formalismes géométriques [Wan97, Cru90]donnant des expressions simples et compactes a�n de mieux modéliser nos pro-blèmes de nature géométrique. Nous donnons les contraintes permettant d'éta-lonner un ensemble de caméras à partir de photographies et d'un plan de typecadastral et en considérant quelques contraintes géométriques basiques véri�éespar la scène.� La troisième partie constitue sans doute l'interaction entre le numérique et lesymbolique la plus forte puisqu'il s'agit d'ajuster au mieux un modèle entièrementparamétré de la scène satisfaisant toutes les contraintes géométriques à un modèlecalculé numériquement par les techniques usuelles. Pour e�ectuer de tels modèles,nous utilisons des techniques proches de la démonstration automatique [Wan96].En plus des liens d'interaction entre symbolique et numérique, ces trois parties sontfortement soudées entre elles. En e�et, la théorie de l'élimination joue un rôle prépondé-rant dans les techniques de résolution ainsi que dans la démonstration automatique. Deplus, le formalisme de Grassmann-cayley est constamment utilisé dans les formulationssans coordonnées des invariants géométriques de la démonstration automatique. Pourévoquer les parties un et deux, la modélisation est un élément essentielle du bon condi-tionnement des systèmes ; dans les exemples étudiés comme les systèmes de Kruppa,les équations sont basées sur des propriétés des éléments des coniques absolues, qui sontmalheureusement di�ciles à estimer correctement.
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Première partieRésolution





9Notre premier but est de résoudre des systèmes algébriques permettant l'étalonnagedes caméras. Ces systèmes sont largement surdéterminés et les coe�cients sont entachésd'erreurs puisqu'ils dépendent des caractéristiques des primitives géométriques que nousavons mesurées dans les di�érentes photographies.Dans cette première partie, nous présentons des méthodes symboliques continuespar rapport aux coe�cients des polynômes ce qui nous permet d'e�ectuer les calculsdirectement avec des nombres approchés. Nous commençons par évoquer grossièrementl'ensemble des méthodes de résolution de systèmes polynomiaux en évoquant leurs avan-tages et leurs inconvénients. Ces méthodes se classent en deux groupes : les méthodesanalytiques et les méthodes algébriques.Les méthodes analytiques. Il existe essentiellement deux méthodes : l'optimisa-tion et l'analyse par intervalles. Les points communs de ces méthodes analytiques sontqu'elles utilisent les valeurs des fonctions et qu'elles sont basées sur la notion de conver-gence d'une suite. Elles construisent de proche en proche une nouvelle entrée à partird'une entrée courante qui minimise un critère. Il est impératif de leur fournir une entréeinitiale, un critère et une condition d'arrêt.Pour l'optimisation [PFTV88, Lem89, BJC97, Dan00], l'entrée initiale est une ins-tanciation des variables; le critère est une fonction réelle positive des variables dontl'évaluation en la solution cherchée est nulle 6; la condition d'arrêt est donnée par le dé-passement d'un seuil �xé d'avance 7. L'utilisation de l'optimisation nécessite certainesprécautions, il faut s'assurer : que l'entrée initiale satisfasse les conditions de convergencede l'algorithme; que l'algorithme converge vers la solution recherchée; que l'algorithmene s'arrête pas dans un minimum local.Pour l'analyse par intervalles, l'entrée de la méthode est une � boîte � 8. A chaqueitération, une méthode de dichotomie est utilisée. Une boîte est éliminée si nous sommessûr qu'elle ne contient pas de solution ou si ses dimensions sont plus petites que la pré-cision souhaitée ou si elle satisfait le critère de Kantorovitch [Tap71]. Les deux dernierscas nous donnent des solutions approchées. L'algorithme s'arrête quand il n'y a plus deboîtes. L'inconvénient majeur de cette méthode est la très forte croissance du nombrede boîtes à traiter.Notre point de vue est de prendre pour entrée initiale une entrée � proche � de lasolution. Plus l'entrée initiale sera proche, plus les algorithmes numériques seront �ableset e�caces.Les méthodes algébriques. Ce sont des méthodes qui utilisent les relations entreles racines et permettent d'obtenir directement 9 des solutions. Elles construisent dessystèmes plus simples à résoudre qui possèdent les mêmes solutions. À l'image du caslinéaire, il est facile de résoudre des systèmes polynomiaux lorsque ceux-ci sont sous6. Par exemple le critère des moindres carrés.7. Pour Newton, la di�érence entre deux itérations doit être inférieure à la précision souhaitée.8. C'est-à-dire un intervalle en dimension deux, un parallélépipède en dimension trois, . . .9. Contrairement aux méthodes numériques qui fonctionnent de proche en proche.



10forme triangulaire. Pour cela, il existe des algorithmes comme les bases de Groebner avecun ordre d'élimination, et autres [AMM99]. Outre les inconvénients dûs à la complexitéde calculs, la mise sous forme triangulaire des systèmes polynomiaux sou�re de ne pasêtre continue par rapport aux coe�cients des polynômes [Mou99b]. Ces discontinuitésentraînent des di�cultés pour la résolution de systèmes avec des coe�cients approchés.Il existe cependant d'autres méthodes de résolution [CLO97, EM99b] qui utilisent destechniques matricielles. Ces méthodes sont continues par rapport aux coe�cients deséquations. Bien que le comportement numérique en fonction du bruit sur les coe�cientsne soit pas très bien connu, nous espérons obtenir de bonnes estimées des solutions pourpouvoir utiliser avec béné�ce des algorithmes numériques.Notre étude. Nous proposons d'étudier dans le premier chapitre, ces méthodes ma-tricielles, puis de les adapter à nos propres besoins pour l'étalonnage des robots etdes caméras. Nous conclurons cette partie en présentant la résolution e�ective de deuxproblèmes qui ont servi à valider ces techniques.



11
Chapitre 1Méthodes matriciellesL'idée essentielle de ce chapitre est de transformer le problème de la résolution d'unsystème polynomial en un problème de recherche de valeurs propres et vecteurs propresou du noyau d'une matrice. Les éléments clés de cette transformation sont l'explicitationdu dual de l'algèbre quotient 1 et les opérateurs de multiplications (voir 1.1). Les matricesde résultants (voir 1.2.3) jouent un rôle déterminant dans la construction des matricesde ces opérateurs de multiplications.Nous introduisons maintenant quelques notations que nous nous e�orcerons d'uti-liser tout au long de cette thèse. K est un corps commutatif et �K sa clôture algé-brique. K [x1 ; : : : ;xn] est l'anneau des polynômes à n variables dans K , que nous note-rons souvent en abrégé K [x]. Nous considérons maintenant des polynômes de K [x] notésfi; i 2 f1; : : : ;ng, et I l'idéal de K [x] engendré par f1; : : : ;fn. Nous noterons A = K [x]=Il'algèbre quotient.Nous centrons notre étude sur les idéaux zéro-dimensionnels. Dans ce cas, A est unespace vectoriel de dimension �nie � et la variété algébrique dé�nie par l'ensemble deszéros de I est �nie V�K (I) = f�1; : : : ;�dg 2[CLO92].1.1 Opérateurs de multiplicationsK [x] et A étant des K -espaces vectoriels, nous pouvons considérer dK [x] (respective-ment bA) comme l'espace des formes linéaires sur K [x] (respectivement A). Ce sont desK -espaces vectoriels. De plus, si A est de dimension �nie alors il existe un isomorphismed'espaces vectoriels entre A et bA et dim bA = dimA.Des éléments particuliers de dK [x] sont les évaluations : 8� 2 K n ,1� : K [x] �! Ka 7�! 1�(a) = a(�)Lemme 1 bA s'identi�e aux formes linéaires de K [x] qui s'annulent sur I.1. D. Lazard [Laz77] et J.P. Cardinal [Car96] sont à l'origine de cette formulation2. Pour tout polynôme f dans I. f(�i) = 0; i 2 f1; : : : ;dg.



12 Chapitre 1. Méthodes matriciellesDémonstration : NotonsI? = fl 2 dK [x]j 8 f 2 I; l(f) = 0g:Soit � 2 dK [x] tel que 8 f 2 I �(f) = 0, alors nous pouvons dé�nir par passage auquotient la forme linéaire �0 : A �! K�a 7�! �(a)ce qui nous dé�nit une injection I1 de I? dans bA. Réciproquement, soit � la surjectionde K [x] dans A, 8�0 2 bA, nous pouvons dé�nir � 2 dK [x] de la manière suivante :� : f 7�! �0(�(f)):Comme nous avons �(f) = 0 pour f 2 I, nous en déduisons que � 2 I? ; ceci dé�nitune injection I2 de bA dans I?. De plus, 8�0 2 bA, 8�a 2 A et 8f 2 I,(I1 � I2(�0))(�a) = (I1(I2(�0)))(�a)= (I2(�0))(a + f)= �0(�(a+ f)) = �0(�a);d'où I1 � I2 = I. 2Des éléments particuliers de bA sont les évaluations 8� 2 V�K (I) :1� : K [x] �! Ka 7�! 1�(a) = a(�)Nous dé�nissons une structure de A-module sur bA par l'opération suivante 8 a 2A; � 2 bA : a � � : A �! Kb 7�! a � �(b) = �(ab)Dé�nition 1 L'opérateur de multiplication par a 2 A est :Ma : A �! Ab 7�! abCes endomorphismes induisent les applications K -linéaires suivantes :M�a : bA �! bA� 7�! a � � = � �MaThéorème 1 Les éléments 1�1 ; : : : ;1�d sont les vecteurs propres communs à tous les en-domorphismes (M�a )a2A de bA associés respectivement aux valeurs propres a(�1); : : : ;a(�d).



1.1. Opérateurs de multiplications 13Démonstration : Comme les applications M�a et Ma sont transposées, elles ont lesmêmes valeurs propres. Nous recherchons alors les valeurs propres de Ma.Soit le polynôme  = Qdi=1 (a� a(�i)). Ce polynôme s'annule sur V�K (I) ou demanière équivalente  2 I(V�K (I)), donc par le théorème des zéros de Hilbert 3, il existen 2 N tel que  n =Qdi=1 (a� a(�i))n 2 I et par conséquent, Ma = dYi=1 (Ma � a(�i)I)n = 0:Le polynôme  (T ) = Qdi=1(T � a(�i))n est un multiple du polynôme minimal de Ma,et l'ensemble des valeurs propres de Ma est inclus dans fa(�1); : : : ;a(�d)g.Montrons maintenant que pour tout a 2 A, 1�i est un vecteur propre pour la valeurpropre a(�i) de M�a .Comme M�a (1�i) = a � 1�i est un élément de bA, et que 8 b 2 Aa � 1�i(b) = 1�i(ab) = ab(�i)= a(�i)b(�i) = a(�i)1�i(b);nous avons : M�a (1�i) = a(�i)1�i ;1�i est un vecteur propre de M�a pour la valeur propre a(�i) et par conséquent, 1�i estun vecteur propre commun à tous les endomorphismes (M�a )a2A.Réciproquement, montrons que les vecteurs propres communs aux endomorphismes(M�a )a2A sont exactement (à un scalaire près) 1�1 ; : : : ;1�d . Considérons � 6= 0 2 bA unvecteur propre commun à tous les endomorphismes (M�a )a2A, alors � est un vecteurpropre aux endomorphismes (M�xi)i=f1;:::;ng. Nous appelons 
i la valeur propre associéeà � pour l'endomorphisme M�xi et nous avons :M�xi(�) = 
i�:Aussi, pour tout monôme x� de K [x] et pour tout i 2 f1; : : : ;ng, nous avons :M�xi � �(x�) = �(xi x�) = 
i�(x�):Par récurrence, nous obtenons que :�(x�) = 
��(1);où 
� = (
�11 ; : : : ;
�nn ). En d'autres termes, nous avons aussi :� = �(1)1
 ;où 1
 2 dK [x] est l'évaluation en 
. Or comme � 2 bA � I?, nous avons pour tout p 2 I :�(p) = �(1)1
(p) = �(1)p(
) = 0:3. I(V�K(I)) = pI



14 Chapitre 1. Méthodes matriciellesCeci implique que 
 2 f�1; : : : ;�dg et � = �(1)1
 . 2La résolution de systèmes polynomiaux est équivalente à la recherche des vecteurspropres de la transposée des opérateurs de multiplications. En e�et, comme ces vecteurspropres correspondent aux évaluations de la base de l'algèbre quotient par rapport àune racine commune des polynômes, il su�t d'extraire les valeurs correspondantes auxvariables. Si les variables ne sont pas toutes présentes dans la base de l'algèbre quotient,alors il existe des polynômes de l'idéal permettant de les évaluer.Algorithme 1entrée : L'opérateur de multiplication par une forme linéaire dans l'algèbre quotient dé-�nie par les polynômes f1; : : : ;fn.sorties : toutes les solutions communes des polynômes f1; : : : ;fn.1. Calculer les vecteurs propres de la matrice transposée de l'opérateur de multipli-cation.2. Extraire de ces vecteurs les coordonnées qui correspondent aux évaluations desvariables aux racines communes des polynômes.3. Calculer les valeurs des variables que nous ne connaissons pas directement parsubstitution dans des polynômes de l'idéal.Remarque 1 Dans beaucoup de cas, l'étape 3 est inutile car toutes les variables sontévaluées dès l'étape 2. Le fait qu'une variable n'apparaisse pas dans la base du quotiententraîne qu'il existe une règle de réécriture permettant d'éliminer cette variable. Cetterègle permet alors d'évaluer la variable manquante.1.2 Matrices de résultantsLes matrices de résultants constituent un moyen continu de construire les opérateursde multiplication. Ces matrices vont alors nous permettre de calculer les matrices demultiplications directement avec des coe�cients approchés.1.2.1 Introduction du résultantSupposons que f0 = 0; : : : ;fn = 0 soient n + 1 équations linéaires par rapportaux variables x0; : : : ;xn. Ces équations possèdent au moins une solution commune si etseulement si le déterminant du système est nul.Comme dans le cadre linéaire, nous voulons dé�nir un critère sur les coe�cients den + 1 polynômes en n variables qui permet d'a�rmer s'il existe au moins une racinecommune à ces n+ 1 polynômes.Commençons par étudier le cas de deux polynômes à une variable. Soient f0 =c0;0 + � � � + c0;d0xd0 et f1 = c1;0 + � � � + c1;d1xd1 , deux polynômes de K [x] de degrérespectif d0 et d1.



1.2. Matrices de résultants 15Lemme 2 f0 et f1 ont au moins une racine commune dans �K si et seulement si ilexiste deux polynômes A et B de K [x] tel que :i. A et B n'ont pas de racine commune dans �K .ii. A est au plus de degré d1 � 1 et B est au plus de degré d0 � 1.iii. Af0 +Bf1 = 0.Démonstration : Soient f�1; : : : ;�dg 6= ; l'ensemble des racines communes éventuelle-ment multiples de f0 et f1, et f�i = (x � �i). Soit h = f�1 � � � f�d le produit des f�i , ceproduit est le facteur commun de f0 et f1 de plus haut degré égal à d. Prenons A = f1=het B = �f0=h, alorsi. deg(A) = d1 � d � d1 � 1, deg(B) = d0 � d � d0 � 1.ii. A et B n'ont pas de racine commune dans �K .iii. Af0 +Bf1 = f1h f0 � f0h f1 = 0.Réciproquement, soient A et B satisfaisant les propriétés i, ii, iii. De iii, nous obtenonsAf0 = �Bf1. Comme par ii, A ne divise pas B, il divise f1, c'est-à-dire qu'il existep 2 K [x] tel que A = f1p . Par les mêmes arguments, il existe q 2 K [x] tel que B = �f0q .La relation iii devient f0 f1p + f1�f0q = 0 ce qui implique que p = q et que p divise f0 etf1. Les racines de p dans �K sont des racines communes à f0 et f1. 2Nommons V0, V1 et V les K -espaces vectoriels engendrés respectivement par lesmonômes f1; : : : ;xd1�1g, f1; : : : ;xd0�1g et f1; : : : ;xd0+d1�1g. Considérons l'applicationlinéaire suivante : S : V0 � V1 �! V(q0;q1) 7�! f0q0 + f1q1La matrice de S est
S =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@
c0;0c0;1 c0;0c0;2 c0;1 c0;0... . . . c0;0... c0;1c0;d0 c0;d0 .... . . c0;d0| {z }d1 colonnes

c1;0c1;1 c1;0c1;2 c1;1 c1;0... . . . c1;0... c1;1c1;d1 c1;d1 .... . . c1;d1
1CCCCCCCCCCCCCCCCA| {z }d0 colonnes

(1.1)
Proposition 1 f0 et f1 ont au moins une racine commune dans �K si et seulement sidet(S) = 0.



16 Chapitre 1. Méthodes matriciellesDémonstration : Par le lemme 2, f0 et f1 ont au moins une racine commune si etseulement si il existe A 2 V0 et B 2 V1 tels que S(A;B) = 0, soit ker(S) 6= 0, ce qui estéquivalent à det(S) = 0. 2Essayons maintenant de donner une dé�nition dans le cas général d'un système den+ 1 polynômes. Nous nous plaçons dans l'espace projectif �x = fx0;xg, de manière àce que la projection d'une variété algébrique reste une variété algébrique.Soient n+ 1 polynômes homogènes de K [�x] :f0 = X�2Nn+1j�j=d0 c0;��x� où � est un multi-indice...fn = X�2Nn+1j�j=dn cn;��x�:Dé�nition 2 Le résultant de f0; : : : ;fn est la condition polynomiale de plus petit degré 4sur les coe�cients ci;� nécessaire et su�sante pour que ces n + 1 polynômes aient aumoins une racine commune sur Pn.L'existence d'une telle condition n'est pas triviale. Nous noterons ki = Cdin+di+1et si nous considérons les coe�cients des polynômes f0; : : : ;fn comme des paramètres[VdW48], alors le système f0 = 0; : : : ;fn = 0 forme une variété d'incidence W dansPk0 � � � � � Pkn � Pn. Nous pouvons dé�nir deux projections :�1 : W �! Pk0 � � � � � Pkn�2 : W �! PnPour un point de � 2 P solution du système, ��12 (�) est un sous-espace linéaire dePk0 � � � � � Pkn � Pn de dimension Pni=0 ki� n� 1. D'après le théorème des �bres (voir[Sha74] pages 60 et 61, [Har92] page 139]), la variété W est irréductible et de dimensionPni=0 ki�1 et par conséquent, la projection �1(W ) est de dimension au plusPni=0 ki�1soit de codimension au moins 1. Pour une justi�cation plus détaillée de l'existence durésultant voir 5 dans [Mac02, GKZ94].1.2.2 Théorème de MacaulayReprenons le système polynomial homogène de K [�x] vu précédemment, et considé-rons l'application K -linéaire :S : V0 � � � � � Vn �! V(q0; : : : ;qn) 7�! q0f0 + � � � + qnfn4. À un facteur scalaire près.5. Nous reprendrons ce problème d'existence pour les systèmes sur-déterminés.



1.2. Matrices de résultants 17où V0; : : : ;Vn et V sont des sous espaces vectoriels K [�x]. Prenons b1; : : : ;br une base deV . Comme 8i 2 f1; : : : ;ng; Vi � V nous avons une base de Vi. Nous pouvons alorsdé�nir S la matrice de l'application S.Théorème 2 (Macaulay) Supposons que la matrice S ait plus ou autant de colonnesque de lignes. S est surjective équivaut au fait que les polynômes f0; : : : ;fn n'ont pas deracine commune dans Pn.Idée de démonstration : Si S est surjective alors pour tout i, il existe (q0; : : : ;qn) 2V0 � � � � � Vn tels que : S(q0; : : : ;qn) = bi:Et par conséquent, bi est une combinaison des f0; : : : ;fn et si � est une racine communeaux fj, alors bi(�) = 0 et � est une racine de bi. Or, ceci est contradictoire avec le faitque 1 2 V .Une démonstration de la réciproque utilise le complexe de Koszul [Mat80] :0 �! Vn+1 K [�x]n+1 dn+1�! Vn K [�x]n+1 dn�! � � � d2�! V1 K [�x]n+1 d1�! K [�x] �! 0;avec dp(ei1 _ � � � _ eip) = pXk=1(�1)k+1fikei1 _ � � � _ eik�1eik+1 _ � � � _ eip :Si f0; : : : ;fn n'ont pas de zéros communs alors nous pouvons montrer que le complexe estexact (cette démonstration est technique et elle est faite dans [Laz77] avec un complexeun peu di�érent) et qu'en le restreignant au degré �, l'image de l'application S (quicorrespond à la dernière �èche du complexe) a une image de dimension la somme alternéede coe�cients binomiaux, ne dépendant que des degré des fi. Dans le cas particulieroù f0 = xd00 ; : : : ;fn = xdnn , tout monôme de degré � est divisible par l'un des xdii cequi entraîne que S est surjective. S est donc en général surjective quand le résultant def0; : : : ;fn est di�érent de zéro. 21.2.3 Construction de la matrice de MacaulayLa matrice de Macaulay est construite suivant le même schéma que la matrice Sdu théorème de Macaulay. Elle généralise la matrice de Sylvester pour des polynômesmultivariés. Nous décrivons sa construction explicite pour des polynômes non homo-gènes. Le fait de se placer dans l'espace a�ne correspond davantage à nos situations, ilfaut en contre partie, que nous écartions les problèmes à l'in�ni en interdisant aux sys-tèmes polynomiaux étudiés d'avoir des zéros communs à l'in�ni. Considérons le systèmepolynomial de K [x] suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:
f0(x) = P � 2 Nnj�j � d0 c0;�x� = 0... ...fn(x) = P � 2 Nnj�j � dn cn;�x� = 0 (1.2)



18 Chapitre 1. Méthodes matriciellesSoit � = Pni=0(di � 1) + 1, considérons V le K espace vectoriel des polynômes deK [x] de degré inférieur ou égal à �. Nous prenons xF l'ensemble des monômes de K [x]de degré au plus � et pour chaque fi, nous dé�nissons Vi le K sous espace vectoriel deV engendré par l'ensemble xEi dé�ni comme suit :i 2 f1; : : : ;ng;x� 2 xEi () ( x�xdii 2 xFdegxl(x�xdii ) < dl; l 2 fi+ 1; : : : ;ngx� 2 xE0 () degxl(x�) < dl; l 2 f1; : : : ;ngRemarque 2 Ces ensembles dépendent uniquement des degrés des polynômes f0; : : : ;fnet ne dépendent pas des coe�cients. Seul l'ensemble xE0 est indépendant de d0.Nous pouvons considérer l'application K -linéaire suivante :S : V0 � � � � � Vn �! V(q0; : : : ;qn) 7�! nXi=0 qifiDé�nition 3 Nous appellerons la matrice de l'application S dans les bases donnéesci-dessus la matrice de Macaulay du système f0; : : : ;fn et nous la noterons S.Remarque 3 Dans le cas de deux polynômes univariés cette matrice est identique à lamatrice de Sylvester.Notation 1 fT1 ; : : : ;fTn la partie homogène de degré maximal des polynômes f1; : : : ;fn.Remarque 4 Nous pouvons construire la matrice de Macaulay ST des polynômes fT1 ; : : : ;fTn .La base des monômes est formée par l'ensemble xFT des monômes en les variablesx1; : : : ;xn de degré �T =Pni=1(di� 1)+1 = �� (d0� 1). Les bases locales xETi sont lesensembles :i 2 f1; : : : ;ng x� 2 xETi () ( x�xdii 2 xFTdegxl(x�xdii ) < dl; l = i+ 1; : : : ;nPropriété 1 Le déterminant de la matrice de Macaulay est un multiple non trivial durésultant des polynômes f0; : : : ;fn.Démonstration : Supposons � une racine commune aux polynômes f0; : : : ;fn. Nouspouvons évaluer la base des monômes xF en � ce qui nous donne un vecteur m� 6= 0 telque : Stm� = (: : : ;(x�0f0)(�); : : :| {z }x�02V0 ; : : : ; : : : ;(x�nfn)(�); : : :| {z }x�n2Vn )t = 0D'où m� est un élément non trivial du noyau de St et par conséquent det(S) = 0. Orcomme det(S) est un polynôme par rapport aux coe�cients des fi qui s'annule si les fipossèdent une racine commune et que le résultant engendre ces polynômes, det(S) estun multiple du résultant. 2



1.2. Matrices de résultants 19Comment obtenir les opérateurs de multiplications. Comme xE0 � xF , quitteà réorganiser les éléments de xF , nous pouvons supposer que les premiers éléments dexF sont ceux de xE0 . Dans ce cas, la matrice de Macaulay a la forme suivante :S = xE0f0z}|{ xEifiz}|{� A B 	xE0C D 	xF n xE0�Proposition 2 Si D est inversible alors l'ensemble xE0 des monômes multiplicateursdu polynôme f0 forment une base de A.Démonstration :Démontrons dans un premier temps que xE0 est une partie génératrice de A.Soit g un polynôme de V0 de coordonnées v dans xE0 , nous voulons montrer quef0g mod I 2 xE0 . Or le polynôme f0g a pour coordonnées S(v;0)t dans xF . CommeD est inversible, nous pouvons prendre h de coordonnées w = �D�1Cv dans xF alorsS(0;w)t = (Bw;Dw)t qui est un multiple de f1; : : : ;fn donc appartient à l'idéal I. Orcomme S� vw � = S� v0 �+ S� 0w �= � Av �BD�1Cv0 � (1.3)nous en déduisons que f0:g mod I est un polynôme de V0.Comme V0 est indépendant du choix de f0, nous pouvons spécialiser f0 = xi pouri 2 f1; : : : ;ng. De plus, v0 contient 1, il est alors facile de montrer par récurrence que toutpolynôme de K [x] peut se réécrire comme un élément de V0 modulo I. Par conséquent,xE0 est une partie génératrice de A et dimK A �Qni=1 di.Nous construisons les ensembles suivants :xE0i = fx� 2 xEi tq deg x�xdii < �gxE00i = fx� 2 xEi tq deg x�xdii = � et xd0�11 divise x�gxE000i = fx� 2 xEi tq deg x�xdii = � et xd0�11 ne divise pas x�gQuitte à permuter des lignes et des colonnes, S s'écrit :xE0f0z}|{ xE0ifiz}|{ xE00i fiz }| { xE000i fiz}|{0BBBBB@ A B 	xE0� � � oxE0ixdiiC 0 ST � oxE00i xdii0 0 � oxE000i xdii
1CCCCCA



20 Chapitre 1. Méthodes matriciellesComme pour tout i 2 f1; : : : ;ng et pour x� 2 xE0i , deg(x�fi) < � et que xE00i xdii [xE000i xdii est un ensemble de monômes de degré �, nous avons D2;1 = 0 et D3;1 = 0. Deplus, comme pour tout i 2 f1; : : : ;ng, les polynômes de l'ensemble xE00ii fi sont divisiblespar xd0�1i , nous avons aussi D3;2 = 0. Si x� 2 xE00i , x�xdi1xd0�1i est de degré total �T etdegxk(x�xdiixd0�11 ) < degxk(mxdii ) si k = i+ 1; : : : ;n;ce qui montre que x�xd0�11 2 xETi , réciproquement si x� 2 xETi alors x�xd0�11 2 xE0i etnous avons D2;2 = ST . Si les polynômes fi; i = 1; : : : ;n, sont génériques sans racines àl'in�ni alors le théorème de Bézout impose dimK�ev A = Qni=1 di d'où E0 est une basede A. 2Proposition 3 Si D est inversible, alors la matrice de multiplication par f0 est :Mf0 = �A�BD�1C�Démonstration : Comme nous l'avons déjà vu dans la démonstration de la proposition2, pour tout polynôme g de V0 de coordonnées (v;0)t dans xF , les coordonnées moduloI de f0:g dans xF sont (Av �BD�1Cv;0)t (cf. 1.3). Nous en déduisons que la matricede multiplication par f0 dans A dans la base xE0 est :Mf0 = A�BD�1C: 2Comment résoudre Nous venons de voir que la matrice de Macaulay permet dedéterminer la matrice de multiplication par une forme linéaire. Or nous avons vu dansla première section que les solutions communes des f1; : : : ; fn sont données par descoordonnées des vecteurs propres de l'adjoint de l'opérateur de multiplication. Nousavons donc un algorithme complet de résolution :Algorithme 2entrée : un système polynomial zéro-dimensionnel de n équations à n variables.sorties : toutes les solutions du système.1. Calculer S la matrice de Macaulay de l'ensemble des polynômes du système com-plété d'une forme linéaire quelconque.2. Calculer la matrice de multiplication par la forme linéaire dans l'algèbre quotient,en calculant le complément de Schur de S : M = A�BD�1C.3. Calculer les vecteurs propres de la matrice transposée de l'opérateur de multipli-cation.



1.2. Matrices de résultants 214. Extraire de ces vecteurs les coordonnées qui correspondent aux évaluations desvariables aux racines communes du système polynomial.Exemple 1 Considérons deux polynômes à deux variables de degré deux :f = 13x2 + 8xy + 4y2 � 8x� 8y + 2g = x2 + xy � x� 1=6Le système dé�ni par f = 0 et g = 0 est zéro-dimensionnel et sans zéro à l'in�ni. Nouspouvons construire la matrice de Macaulay associée à ce système et à la forme linéairex. � = 3 et la base des monômes est alors :[1; y; x; xy; x2y; xy2; x2; y2; x3; y3]:Les bases locales sont : xE0 = f1; y; x; xygxE1 = fx; 1; ygxE2 = fy; 1; xg
S =

0BBBBBBBBBBBBBB@
0 0 0 0 0 2 0 0 �1=6 00 0 0 0 0 �8 2 �1=6 0 01 0 0 0 2 �8 0 0 �1 �1=60 1 0 0 �8 8 �8 �1 1 00 0 0 1 8 0 13 1 0 10 0 0 0 4 0 8 1 0 00 0 1 0 �8 13 0 0 1 �10 0 0 0 0 4 �8 0 0 00 0 0 0 13 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 4 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCA :
Calcul de la matrice de multiplication par x dans l'algèbre quotient K[x;y](f;g) par lecomplément de Schur : Mx =0BB@ 0 0 16 5540 0 0 2271 0 1 55540 1 �1 �1 1CCA :Recherche des solutions du système, par valeurs propres et vecteurs propres de latransposée de la matrice de multiplication Mx :valeur propre 1=3 multiplicité 2 vecteur propre (1; 7=6; 1=3)tvaleur propre � 1=3 multiplicité 2 vecteur propre (1; 5=6; � 1=3)tLes racines communes de f et g sont :(x = 1=3; y = 7=6); (x = �1=3; y = 5=6):



22 Chapitre 1. Méthodes matriciellesNous retrouvons bien le fait que les valeurs propres correspondent aux évaluations de laforme linéaire x aux racines et que les vecteurs correspondent aux évaluations de la basedu quotient 1; y; x; xy aux racines.Nous verrons d'autres exemples utilisant cet algorithme dans le chapitre 2.Autres formes matricielles Nous donnons ici les idées de construction de la matricede multiplication à partir des Bézoutiens.Soient f0; : : : ;fn, n + 1 polynômes de K [x1 ; : : : ;xn] et un deuxième ensemble devariables y1; : : : ;yn. Nous dé�nissons :�i(fj)(x;y) = fj(y1; : : : ;yi�1;xi; : : : ;xn)� fj(y1; : : : ;yi;xi+1; : : : ;xn)yi � xi (1.4)Dé�nition 4 Avec les notations ci-dessus, le Bézoutien de f0; : : : ;fn est le polynômede K [x;y ] suivant :�f0;:::;fn(x;y) = ������� f0(x) �1(f0)(x;y) � � � �n(f0)(x;y)... ... ... ...fn(x) �1(fn)(x;y) � � � �n(fn)(x;y) ������� (1.5)Soient (x�)� et (y�)� les supports monomiaux de �f0;:::;fn en x et y.Dé�nition 5 La Bézoutienne des polynômes f0; : : : ;fn dans les bases (x�)� et (y�)�est la matrice Bf0;:::;fn = (��;�)�;� où ��;� sont des coe�cients de K tels que :�f0;:::;fn(x;y) =X�;� ��;�x�y�; ��;� 2 K (1.6)Remarque 5 8f 2 K [x]; f(y)� f(x) = nXi=1 �i(f)(yi � xi)et �f0;:::;fn = ������� f0(y) �1(f0)(x;y) � � � �n(f0)(x;y)... ... ... ...fn(y) �1(fn)(x;y) � � � �n(fn)(x;y) ������� (1.7)Proposition 4 �f0;:::;fn = f0(x)�1;f1;:::;fn mod Ix�f0;:::;fn = f0(y)�1;f1;:::;fn mod IyDémonstration : En développant suivant la première colonne de 1.5 et 1.7. 2Soient deux opérateurs linéaires :� : K [x] 
K K [y] �! HomK (dK [x];K [x])Xi ai 
 bi 7�! �(Xi ai 
 bi)(�) =Xi ai�(bi)



1.2. Matrices de résultants 23� : K [x] 
K K [y] �! HomK (dK [y];K [y])Xi ai 
 bi 7�! �(Xi ai 
 bi)(�) =Xi �(ai)biNous complétons les ensembles (x�)� et (y�)� en des bases v et w de K [x] et K [y]respectivement. Et nous considérons l'écriture suivante :�f0;:::;fn(x;y) =Xi;j �i;jviwj (1.8)Nous dé�nissons l'application K -linéaire suivante :��f0;:::;fn : dK [x] �! K [x]� 7�! Pi;j �i;j�(wj)viet considérons (cwj)j la base duale de (wj)j , nous avons :��f0;:::;fn(cwl) =Xi;j �i;jcwl(wj)vi =Xi �i;lvid'où la matrice de ��f0;:::;fn dans les bases (cwj)j et (vi)i est (�i;j)i;j . De la même manière,la matrice de ��f0;:::;fn dans les bases (bvi)i et (wj)j est (�i;j)ti;j.Proposition 5 Il existe deux bases v = (vi)i2N et w = (wi)i2N de K [x] telles que( �v1; : : : ; �vD), ( �w1; : : : ; �wD) sont des bases de A et que vi; wi 2 I pour i > D, et pour toutf0 dans K [x], la matrice [�f0 ]v;w est de la formev1 � � � vD vD+1 � � �0BBBBBB@ Mf0 0 w1...wD0 Lf0 wD+1...
1CCCCCCADémonstration : voir [CM96] la démonstration de la proposition 3.3.3 de la page 197.2 La proposition précédente montre que nous pouvons récupérer la matrice de multi-plication par f0 à partir des Bézoutiens, mais elle ne fournit pas d'algorithme de calcul.Dans la pratique, nous utilisons la compression de matrice, c'est-à-dire que nous sup-primons les lignes et les colonnes (en modi�ant les bases) qui sont des combinaisonslinéaires des autres. Ce processus se termine et la matrice restante contient encore Mf0et dans beaucoup de cas (c'est vraie pour les conditions de Macaulay), cette matrice estde la dimension du quotient (pour une approche plus complète avec une compression



24 Chapitre 1. Méthodes matriciellesplus complexe voir [CM96]). Lorsque nous récupérons la matrice de multiplication, noussavons trouver les zéros communs aux polynômes f1; : : : ;fn.De nombreux autres travaux ont été e�ectués pour généraliser ces techniques ma-tricielles. Ils ont apporté d'autres constructions comme celles de Dixon, Jouanolou,[EM99b, Mou99a, DD00], et ont permis d'agrandir le domaine d'application [BEM00].1.3 Méthodes itératives de résolutionDans les sections précédentes, nous avons ramené l'étude des solutions d'un sys-tème polynomial à la recherche de valeurs et de vecteurs propres des opérateurs demultiplications.Dans cette section, nous allons étudier comment adapter les méthodes classiques derecherche de valeurs et vecteurs propres, comme la puissance itérée ou bien la puissanceinverse [Boi98, GVL96, TB97, Cia82], à nos opérateurs.1.3.1 Méthode de la puissance itérée et de la puissance inverseNotation 2 Soit N , la matrice nilpotente suivante :0BBBB@ 0 1 0. . . . . .. . . 10 0
1CCCCALemme 3 Soit J = �I+ �N , si j�j < 1 alors limk!1 Jk = 0.Démonstration : N est nilpotente d'ordre n. De plus, les matrices I et N commutent,donc : Jk = nXj=0Cjk�j�k�jN j :Si � = 0, le résultat est évident, sinon nous avons :Jk = �k0@ nXj=0Cjk ����j N j1A :Or limk!1�kCjk = 0, donc limk!1 Jk = 0. 2Lemme 4 Soit J = I+ �N , 8u 2 K ; limk!1 Jk�ujjJk�ujj = �e1, où � 2 �K � et e1 est lepremier vecteur de la base canonique.



1.3. Méthodes itératives de résolution 25Démonstration : Notons (e1; : : : ;en) la base canonique de K n , comme les matrices Net I commutent, nous pouvons appliquer la formule du binôme de Newton. Un calculrapide montre ensuite que pour tout i 2 f1; : : : ;ng :Jkei = Ci�1k �i�1 e1 + Ci�1k�Ci�1k e2 + � � � + iC1k�i�2Ci�1k ei�1 + 1�i�1Ci�1k ei! ;et nous en déduisons alors que :Jkei = Ci�1k �i�1(e1 + �i(k)) où limk!1 �i(k) = 0:Si nous notons u = (�1; : : : ;�n), nous avons alors :Jku =  nXi=1 �iCi�1k �i�1! e1 + nXi=1 Ci�1k �i�1�i(k)! :Posons alors �(k) =Pni=1 �iCi�1k �i�1. � est un polynôme non nul de variable k et nousavons pour k assez grand :Jku�(k) = e1 + Pki=1 �iCi�1k �i�1�i(k)�(k)soit limk!1 Jku�(k) = e1 et �nalement :limk!1 JkujjJkujj = limk!1 Jku�(k) ���� �(k)jjJkujj ���� �(k)j�(k)j = �e1;où � = limk!1 �(k)j�(k)j . 2Soient w0 2 K n et A 2MK (n), nous dé�nissons :8k � 1; wk = Awk�1jjwk�1jjThéorème 3 Si A possède une unique valeur propre de module maximal notée �md'espace propre Em et que w0 62 E?m alors :i. limk!1 jjwkjj = j�mjii. limk!1wk = w un vecteur propre associé à �m.Démonstration : Par récurrence, nous obtenons facilement que :8 � 1;wk = Ak�1w0jjAk�2w0jj :Cas où A est diagonalisable :Soient �1; : : : ;�n les valeurs propres de A avec�1 = � � � = �pj�pj > j�p+1j � � � � � j�n



26 Chapitre 1. Méthodes matricielleset (v1; : : : ;vn) une base de vecteurs propres normés associée. Dans cette base, w0 s'écritcomme Pni=1 �ivi, où �i 2 K et par hypothèse il existe v un vecteur de E1 tel quehw0; vi 6= 0, c'est-à-dire qu'il existe i0 2 f1; : : : ;pg tel que hw0; vi0i = �i0 6= 0.Posons u =Ppi=1 �ivi 6= 0 un vecteur propre associé à �1 de A. CommeAkw0 = �k1( pXi=1 �ivi + nXi=p+1�i(�i�1 )kvi)et que limk!1( �i�1 )k = 0nous en déduisons que : limk!1wk = �1 ujjujj :Cas général :Nous notons : P�1AP = 264 Jn1(�1) 0. . .0 Jnq (�q) 375une décomposition de Jordan de A avec :�1 = � � � = �p et j�1j = � � � = j�pj � j�p + 1j � � � � � j�qj:Nous décomposons P�1w0 sous la forme (w(1)0 ; : : : ;w(q)0 )t adaptée à la décompositionpar blocs. Nous pouvons alors écrire :Akw0 = P (Jn1(�1)kw(1)0 ; : : : ;Jnq (�q)kw(q)0 )t= �k1P (Jn1(1)kw(1)0 ; : : : ;Jnq (�q�1 )kw(q)0 )tet nous permettre de conclure en appliquant le lemme 4. 2Pour la méthode de la puissance inverse, nous dé�nissons la suite v0 2 K n et A 2GLn(K ), nous dé�nissons : 8k � 1; vk = A�1vk�1jjvk�1jjThéorème 4 Si A est inversible et possède une unique valeur propre de module minimalnotée �1 d'espace propre E1 et si v0 62 E?1 alors :i. limk!1 jjvkjj = j�1jii. limk!1 vk = v un vecteur propre associé à �1.Démonstration : La démonstration se fait sur le même schéma que celle de la méthodede la puissance itérée. 2Remarque 6 Si �1 est une valeur propre simple de A et A est diagonalisable, la conver-gence de (wk)k et (vk)k est en O(�2�1 k) et O(�1�2 k) respectivement.



1.3. Méthodes itératives de résolution 271.3.2 Applications sur les opérateurs de multiplicationsLes opérateurs de multiplications obtenus à partir des matrices de Sylvester sont dela forme : Mf = A�BD�1C; où S = � A BC D �D est généralement une matrice de grande taille (rapidement de l'ordre de 1000�1000),notre but est de ne pas avoir à e�ectuer le calcul de l'inverse de cette matrice qui estune opération coûteuse (elle est équivalente à résoudre n systèmes linéaires où n est lataille du système). Nous proposons une adaptation de l'algorithme précédent à notrecas [BMP98, BMP99].Algorithme 3entrée : La matrice de Macaulay S d'un système polynomial.sortie : Une solution du système polynomial1. Choisir un vecteur u0 62. k = 1 et répéter :� Calculer vk+1 = Btuk.� Résoudre Dtwk+1 = vk+1.� Calculer rk+1 = Atuk � Ctwk+1.� Si la première coordonnée de rk+1 6= 0, calculer uk+1 = rk+1rk+1[1] où rk+1[1] estla première coordonnée de rk+1.jusqu'à ce que la première coordonnée de rk+1 = 0.Remarque 7 Si D est une matrice inversible alorswk+1 = (D�1)tvk+1uk+1 = (A�BD�1C)tukProposition 6 Si Mf0 admet une valeur propre unique de module maximal, alors l'al-gorithme 3 converge et limk!1uk = uoù u est un vecteur propre pour la valeur propre de module maximal.Démonstration : La démonstration suit le même schéma que celle du théorème 3 avecla matrice M tf0 = (A�BD�1C)t. Nous montrons par récurrence que pour tout k :uk = (M tf0)ku0[(M tf0)ku0]16. Il faut que u0 n'appartienne pas à l'orthogonal de l'espace propre associé à la valeur propre deplus grand module. Dans la pratique un vecteur choisi aléatoirement convient.



28 Chapitre 1. Méthodes matriciellesPar le théorème 1, nous savons que les valeurs propres de M tf0 sont les évaluations def0 aux racines communes de f1; : : : ;fn qui sont �1; : : : ;�d et que les évaluations 1�i sontdes vecteurs propres de M tf0 .Or Mf0 est donnée dans la base duale de la base de A f1; : : : ;x�; : : :g. Les coordon-nées de 1�i dans cette base duale sont les évaluations des monômes de la base en �i. Depar ce fait, la première coordonnée des 1�i est 1.Soit les valeurs propres sont simples alors nous pouvons supposer quitte à renumé-roter les valeurs propres que :jf0(�1)j > jf0(�2)j � � � � � jf0(�n)jet f1�1 ; : : : ;1�ng est une base de bA. Dans ce cas, pour tout u0 n'appartenant pas ausous-espace propre de f0(�1), u0 = c11�1 + � � �+ cn1�n , nous avons :(M tf0)ku0 = nXi=1 ci(f0(�i))k1�i= (f0(�1))k(c11�1 + nXi=2 ci( f0(�i)f0(�1) )k1�i)et par conséquent : limk!1 (M tf0)ku0(M tf0)k = �1Soit il existe des valeurs propres de multiplicité supérieure à un, et une technique simi-laire à la démonstration du théorème 3 faisant intervenir une décomposition de Jordande la matrice M tf0 permet de démontrer cette propriété. 2Lemme 5 Si S et D sont inversibles alors :i. Mf est inversible.ii. S�1 est de la forme : � M�1f VZ W � : (1.9)Démonstration : Soit la matrice inversibleP = � I3 0�D�1C I3 � :i. Considérons les déterminants suivants :det(S) det(P ) = det(SP )= ���� A�BD�1C B0 D ����= det(A�BD�1C) det(D):Comme S et P sont inversibles, le déterminant est non nul et det(Mf ) 6= 0.



1.3. Méthodes itératives de résolution 29ii. S�1 = PP�1S�1= P (SP )�1= � I3 0�D�1C I3 �� Mf B0 D ��1Or l'inverse d'une matrice triangulaire par blocs est une matrice de la même formeavec pour blocs diagonaux les inverses des blocs diagonaux, d'oùS�1 = � I3 0�D�1C I3 �� M�1f V0 D�1 �=  M�1f V�D�1CM�1f D�1(�CB + I3) ! 2Algorithme 4entrée : La matrice de Macaulay S d'un système polynomial.sortie : Une solution du système polynomial1. Choisir un vecteur u0 72. n = 1 et répéter :� Résoudre Stvn+1 = (un; 0)t.� Si [vn+1]1 la première coordonnée de vn+1 est non nulle calculer un+1 =vn+1[vn+1]1 .Proposition 7 Si Mf0 admet une valeur propre unique de module maximal, alors l'al-gorithme 4 converge et limk!1uk = uoù u est un vecteur propre pour la valeur propre de module minimal.Démonstration : La démonstration se fait en appliquant le théorème 7 à la matrice(A�BD�1C)t avec la même di�érence que pour la démonstration de la proposition 6.2 7. Il faut que u0 n'appartienne pas à l'orthogonal de l'espace propre associé à la valeur propre deplus grand module. Dans la pratique un vecteur choisi aléatoirement convient.



30 Chapitre 1. Méthodes matriciellesN S D n k Ts44 36 138 16 2 7 0:050ss442 165 821 32 3 6 0:151ss4422 715 3704 64 4 8 1:179ss455 364 1664 100 3 6 2:331ss2445 1820 8795 160 4 8 4:323ss22445 8568 41942 320 5 8 28:213ssq4 126 585 16 4 5 0:313ssq5 462 2175 32 5 44 2:135ssq6 1716 7973 64 6 52 49:397ssing 210 4998 21 2 14 0:438sTab. 1.1 � Caractéristiques des résolutions par la méthode de la puissance inverse.1.3.3 ExpérimentationNous présentons maintenant une expérimentation de ces méthodes de résolution etplus particulièrement de la méthode de la puissance inverse pour calculer la racine deplus petit module d'un système polynomial. Nous avons implanté en C++ l'algorithme3 en utilisant des librairies de matrices creuses comme TNT 8 développé par R. Pozo;nous nous sommes aussi servis de la librairie de résolution de systèmes linéaires GMRESqui utilise des préconditionnements ILU (voir [Saa96] pour plus de détails). Les matricessont tout d'abord calculées par ALP 9 qui implante la construction de Macaulay desmatrices de résultants. Les résultats sont montrés dans la table 1.1.Dans cette table, N est la dimension de la matrice de Macaulay S (c'est une matricecarré de taille N �N), S est le nombre de coe�cients non nuls de la matrice S, D estla dimension de l'algèbre quotient A, n est le nombre de variables du système, k estle nombre d'itérations requises pour une erreur inférieure à �10�4, et T est le tempsde calcul. Ce temps correspond au temps utilisateur de la commande Unix time. Cesexpérimentations ont été faites sur une station de travail Dec Alpha 500 AU avec 512Mde mémoire.Les exemples s44,...,s22445 sont des exemples avec peu de monômes, où laconstruction de Macaulay peut être appliquée. Le nombre de solutions est le produitdes degrés. Le premier exemple est un système de 2 équations à 2 variables, toutes lesdeux de degré 4, le second est un système de 3 équations à 3 variables dont les équationssont de degré 2, 4 et 4 respectivement, et ainsi de suite.Les exemples sq4, ..., sq6 correspondent à l'intersection de quadriques dans unespace de dimension 4;5;6, sans point à l'in�ni 10.8. voir http://math.nist.gov/tnt/ .9. voir http://www.inria.fr/saga/logiciels/ALP/.10. Ce problème provient du traitement du signal.



1.4. Cas des systèmes sur-déterminés 31L'exemple sing correspond aux points singuliers de la courbe plane dé�nie par :p := x8 � 8x7y + 28x6y2 � 56x5y3 + 70x4y4 � 56x3y5+28x2y6 � 8xy7 + y8 � 128x7 + 448x6y � 672x5y2+560x4y3 � 280x3y4 + 84x2y5 � 14xy6 + y7 � 8x6+48x5y � 120x4y2 + 160x3y3 � 120x2y4 + 48xy5 � 8y6+224x5 � 560x4y + 560x3y2 � 280x2y3 + 70xy4 � 7 y5+20x4 � 80x3y + 120x2y2 � 80xy3 + 20 y4 � 112x3+168x2y � 84xy2 + 14 y3 � 16x2 + 32xy � 16 y2 + 14x�7 y + 2(voir [CGT97]). Ces points singuliers sont dé�nis par p = 0;dx(p) = 0;dy(p) = 0. Ilsconduisent à un système sur-déterminé dont la taille de la matrice de Macaulay est 210.Nous l'avons construite à partir de la matrice de Macaulay de p;dx(p);dy(p) + dx(p),qui est de rang 189, et en remplaçant les 210 � 189 = 21 premières colonnes par desmultiples de la forme linéaire x� 4.Comme le polynôme p a beaucoup de monômes, seulement 11% des coe�cients dela matrice S sont nuls. Il y a 21 points singuliers sur cette courbe, qui sont tous réels, etpar notre méthode nous pouvons sélectionner le point qui a la première coordonnée laplus proche de 4. Notons que la matrice de multiplication par cette forme linéaire dansl'algèbre quotient peut être calculée en résolvant 21 systèmes associés à la matrice S.1.4 Cas des systèmes sur-déterminésDans la suite nous prendrons comme système d'équations polynomiales homogènesde K [x0 ; : : : ;xn] le système suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:
f0 = P � 2 Nnj�j = d0 c0;�x� = 0... ...fr = P � 2 Nnj�j = dr cr;�x� = 0avec r > n+ 1.1.4.1 L'idéal résultantComme pour les systèmes bien déterminés, nous pouvons considérer les coe�cientsci;� comme des paramètres et dé�nir la variété d'incidence W de Pk0 � � � ��Pkr �Pn+1d'équations : fi = 0 pour i 2 f1; : : : ;rg:



32 Chapitre 1. Méthodes matriciellesSoient �1 et �2 les projections de W sur Pk0 � Pkr et sur Pn+1. Pour tout � 2 Pn+1,��12 (�) est un espace linéaire de W de dimension Pni=0(ki � 1) 11. Par le théorème des�bres, nous avons que W est irréductible et de dimension Pri=0 ki � (r � n)� 1 et parconséquent, �1(W ) est au plus de dimensionPri=0 ki� (r�n)�1, c'est-à-dire au moinsde codimension r � n+ 1. Nous avons alors un idéal résultant.1.4.2 Construction de l'idéal résultantNous allons nous ramener à la construction du résultant de n+ 1 polynômes géné-riques.Considérons les polynômes de paramètres u = (ui;j)i;j2N2 :g0 = u0;0f0 + � � �+ u0;rfr...gn = un;0f0 + � � � + un;rfrProposition 8 Res(g0; : : : ;gn)xi � 0 dans K [u] si et seulement si f0; : : : ;fr ont aumoins une racine commune.Démonstration : Si f0; : : : ;fr ont au moins une racine commune � alors f0(�) = � � � =fr(�) = 0 et pour toutes les valeurs des paramètres u, g0(�) = � � � = gn(�) = 0.Réciproquement, démontrons la contraposé, c'est-à-dire : f0; : : : ;fr n'ont pas de ra-cine commune implique qu'il existe ui;j pour i 2 f0; : : : ;ng et j 2 f0; : : : ;rg tels que :g0 = u0;0f0 + � � �+ u0;rfr...gn = un;0f0 + � � � + un;rfravec Res(g0; : : : ;gn) 6= 0.Supposons que les polynômes f0; : : : ;fn�1 admettent un ensemble �ni de racinescommunes f�1; : : : ;�dg et posons g0 = f0; : : : ; gn�1 = fn�1 alors il su�t de trouverun hyperplan de l'espace K r�n+1 qui évite les points (fn(�i); : : : ;fr(�i))t pour i 2f1; : : : ;dg. Un tel hyperplan existe toujours ce qui nous donne l'existence de g0; : : : ;gnavec Res(g0; : : : ;gn) 6= 0.Si f0; : : : ;fn ne dé�nissent pas des points isolés, nous pouvons choisir n+ 1 combi-naisons linéaires qui dé�nissent le vide [EM99a] et [Mat80] au chapitre 6, c'est-à-dire11. La i-ème équation est satisfaite si et seulement si (c0;ldots;ck1)t est dans le noyau de la formelinéaire suivante : li : Pki �! K(c0; : : : ;cki) 7�! fi(�)Or la dimension du noyau de li est ki � 1.



1.4. Cas des systèmes sur-déterminés 33que nous prenons n combinaisons linéaires parmi les n+1, nous avons n polynômes quiont un ensemble �ni de racines communes, ce qui nous permet de conclure. 2Corollaire 1 En remarquant que Res(g0; : : : ;gn) peut être vu comme un polynôme parrapport aux paramètres u, les coe�cients de Res(g0; : : : ;gn) engendrent le même idéalradical que l'idéal résultant de f0; : : : ;fr.1.4.3 Construction matricielleThéorème 5 Soient f0; : : : ;fr des polynômes homogènes de K [x0 ; : : : ;xn] engendrantun idéal I; soit di le degré de fi; supposons que : d0 � d1 � � � � � dr � 1, et que r � n.les conditions suivantes sont équivalentes :i. Les r + 1 hypersurfaces projectives dé�nies par les fi n'ont pas de point communsur aucune extension algébrique de K ;ii. L'idéal I contient une puissance de l'idéal maximal homogène m de K [x];iii. I � m� avec � = d0 + d1 + � � �+ dn�1 � n+ 1;iv. L'application S : (q0; : : : ;qr) 7�! Pri=1 qifi, à valeur dans les polynômes homo-gènes de degré � = d0 + � � � + dn�1 � n + 1, est surjective quand, pour tout i, qiparcout les polynômes homogènes de degré � � di.Démonstration : Voir le corollaire page 169 de l'article de Daniel Lazard [Laz77]. 21.4.4 Application à la résolution de systèmes sur-déterminésConsidérons f0; : : : ;fr des polynômes homogènes de K [x0 ; : : : ;xn] tels que di =deg(fi) et que d0 � d1 � � � � � dr � 1.Nous dé�nissons � = d0 + d+ 1 + � � � + dn�1 � n+ 1, V le sous-espace vectoriel deK [x0 ; : : : ;xn] des polynômes de degré � ainsi que Vi le sous-espace de K [x0 ; : : : ;xn] despolynômes de degré � � di, pour i 2 f0; : : : ;rg.Considérons l'application surjective de Macaulay :S : V0 � � � � � Vr �! V(q0; : : : ;qr) 7�! Xi = 0rfiqiCette application dans de bonnes bases peut s'écrire :S = 0@ A BC D 1AComme S est surjective, alors il existe un mineur inversible de D que nous notons�. Nous notons �B la sous-matrice de B construite avec les mêmes indices de colonneque �.Proposition 9 La matrice de multiplication par f0 dans l'algèbre quotient K[x0 ;:::;xn](f1;:::;fr)est donnée par : Mf0 = A��B��1C:
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Chapitre 2ApplicationsDans ce chapitre, nous proposons d'une part de mettre en application les di�érentesméthodes que nous venons de décrire et d'autre part, d'étudier la sensibilité par rapportaux erreurs commises sur les coe�cients. Nous essaierons de comparer ces méthodes avecl'optimisation.Les applications que nous développons sont issues de l'étalonnage de caméras. Dansune première section, nous commençons par étudier l'existence et le nombre de solutionsdu problème dit du � P3P �. Nous chercherons pour terminer cette application leséquations implicites de la frontière entre les di�érents espaces dans lesquels le nombrede solutions est constant.Dans une seconde section, nous présenterons rapidement un modèle mathématiqueclassique en vision de manière à donner les contraintes utilisées pour l'estimation de la� matrice fondamentale � [LDFP93, ZDFL94] et les fameuses � équations de Kruppa �[MF92, Zel96]. Nous exposons ensuite des techniques de résolution de ces équations etnous en observons la sensibilité numérique à l'aide de simulations de bruits gaussiens.2.1 Le problème du � P3P �Le problème du � Perspective View of Three Points, P3P � [MR93, HLON94]consiste à trouver la position de la caméra P connaissant les angles de visée de troispoints de l'espace A;B;C (�g. 2.1). Ce problème est équivalent à trouver la positionde P connaissant les images des points A;B;C. Les études précédentes [WMSM91] ontmontré que le nombre de positions réelles de P varie entre zéro et quatre 1 en prenanttoutes les valeurs intermédiaires. Notre but est double : nous commencerons par don-ner une méthode pour calculer toutes les positions pour n'importe quelle con�gurationde A;B;C et pour n'importe quel angle de visée �; �; 
 ; puis dans un second temps,nous établirons un régionnement de l'espace des paramètres 2 où pour chaque région, lenombre de positions réelles de P est constant.1. Quatre est le nombre de solutions. Il correspond comme nous le verrons, à la borne de Bézout.2. Paramètres provenant des con�gurations de A;B;C et des angles de visée �; �; 
.
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Fig. 2.1 � Le problème du P3P2.1.1 Recherche de toutes les solutions réellesLa géométrie du problème nous amène à considérer le système suivant :8<: PA2 + PB2 � 2 cos(
)PA:PB � c2 = 0PA2 + PC2 � 2 cos(�)PA:PC � b2 = 0PB2 + PC2 � 2 cos(�)PB:PC � a2 = 0 (2.1)En posant p = cos(
), q = cos(�), r = cos(�) et x1 = PA, x2 = PB et x3 = PCnous devons résoudre un système polynomial à trois variables x1; x2; x3. Comme noussommes dans un cas zéro-dimensionnel sans racine à l'in�ni, nous proposons de résoudrece système en utilisant l'algorithme 2 décrit dans le premier chapitre.Pour notre problème, le degré considéré est � = 4 et le nombre de monômes en troisvariables de degré inférieur ou égal à 4 est 35. Par conséquent, la taille de la matricede Macaulay est 35� 35. Les monômes 1, x1, x2, x3, x1x2, x1x3, x2x3, x1x2x3 formentune base de l'algèbre quotient et la matrice de multiplication par la première variablex1 est de taille 8� 8. Nous avons donc au plus 8 solutions à notre problème, mais pourdes raisons de symétrie, seulement 4 solutions peuvent être admises.Nous avons implanté cet algorithme en utilisant la librairie C++ ALP dévelop-pée dans le projet Saga. Cet algorithme nous permet de calculer toutes les solutionscomplexes du système. Nous montrons dans les tables 2.1 un aperçu des solutions pourdi�érentes valeurs des paramètres a; b; c; �; �; 
. Le temps de calcul est de l'ordre du10-ième de la seconde. Pour répondre exactement au problème, nous devons regarderuniquement les solutions réelles.



2.1. Le problème du � P3P � 37a = 150 b = 140 c = 170 � = 30 � = 30 
 = 45x1 = PA x2 = PB x3 = PCsolution 1 270:1260 � 92:8856 i 295:9671 + 53:8465 i 324:8849 � 11:4718 isolution 2 270:1260 + 92:8856 i 295:9671 � 53:8465 i 324:8849 + 11:4718 isolution 3 238:8186 188:4363 279:9080solution 4 216:4272 227:06170 98:6068a = 150 b = 140 c = 170 � = 40 � = 39 
 = 45x1 = PA x2 = PB x3 = PCsolution 1 107:7856 228:1737 206:2351solution 2 213:9235 228:8449 204:6649solution 3 217:0030 226:6211 137:8183solution 4 216:0646 78:2285 201:2470Tab. 2.1 � L'ensemble des solutions du P3P pour di�érentes valeurs des paramètres.2.1.2 Recherche d'un régionnementLe problème que nous considérons maintenant est di�érent de celui de la résolution.Nous considérons toujours le même système polynomial mais cette fois-ci, dans le pro-duit de l'espace des paramètres par l'espace des variables. L'ensemble des solutions duproblème du P3P est une variété algébrique de cet espace. Le problème du régionne-ment revient à diviser cette variété en composantes sur lesquelles le nombre de solutionsréelles est constant.L'idée essentielle vient du fait que le nombre de solutions réelles varie si et seulementsi au moins une des solutions devient multiple 3. Cette variation du nombre de solutionsréelles se caractérise par une perte de rang de la jacobienne du système par rapport auxvariablesCalcul du régionnement sur les variables d'espace : Nous commençons par étu-dier ce régionnement dans une modélisation plus adaptée. Nous dé�nissons un repèreorthonormé de l'espace de manière à ce que le plan dé�ni par A;B;C ait pour équationz = 0. Soient (x;y;z) les coordonnées de point P , la symétrie du problème par rapportau plan A;B;C nous amène à restreindre notre étude au cas z � 0. Nous obtenons :8>><>>: f1 = cos2 � = hPB; PCi2jjPBjj2jjPCjj2f2 = cos2 � = hPC; PAi2jjPCjj2jjPAjj2f3 = cos2 
 = hPA;PBi2jjPAjj2jjPBjj2 (2.2)Nous dé�nissons l'application qui pour une position de P , nous donne le carré des3. Passage du cas réel au cas complexe conjugué.



38 Chapitre 2. Applicationscosinus des trois angles de visée, c'est-à-dire l'application suivante :� : R3 �! [0;1]3(x;y;z) 7�! (cos2�; cos2 �; cos2 
) =hPB;PCi2jjPBjj2jjPCjj2 ; hPC;PAi2jjPCjj2jjPAjj2 ; hPA;PBi2jjPAjj2jjPBjj2Remarque 8 Soit (x0; y0; z0) 2 R3 , si det(J�(x0;y0;z0)) 6= 0 alors par le théorème desfonctions implicites, pour U0 un voisinage de (x0; y0; z0) dans R3 et pour V0 un voisinagede (cos2�0; cos2 �0; cos2 
0) = �(x0;y0;z0) dans [0;1]3, il existe une unique application  telle que :  : V0 �! U0(cos2�; cos2 �; cos2 
) 7�! (x;y;z)avec 8<:  � � = IjU0� �  = IjV0J = J�1�L'équation det(J�) dé�nit une variété algébrique de R3 . Nous considérons son imageV par �, variété de [0;1]3.Proposition 10 Si (cos2�0; cos2 �0; cos2 
0) 2 [0;1]3�V alors il existe un voisinage V0de (cos2�0; cos2 �0; cos2 
0) dans [0;1]3 tel que le nombre de solutions réelles distinctessoit constant, c'est-à-dire constant par composante connexe de V .Démonstration : Supposons qu'il existe n solutions réelles distinctes dans U0, à�(x;y;z) = (cos2�0; cos2 �0; cos2 
0). Nous les nommons (x0i ;y0i ;z0i); i 2 f0; : : : ;ng.Pour i 2 f1; : : : ;ng en appliquant la remarque 8, il existe les voisinages U0i et V0i ainsiqu'une application  i telle que :  i : V0i �! U0i(cos2�; cos2 �; cos2 
) 7�! (x;y;z)� �  i = IU0i et  i � � = IV0i :Quitte à réduire nos voisinages, nous pouvons supposer que :n\i=1U0i = ;:Alors dans V0 = Tni=1 V0i , le nombre de solutions réelles est constant. En e�et, cenombre peut varier de deux manières : soit des solutions réelles distinctes deviennentune solution multiple, soit deux solutions réelles distinctes deviennent complexes aprèsun passage par une solution double. Dans les deux cas, la jacobienne de � passe par



2.1. Le problème du � P3P � 39une singularité, c'est-à-dire que son déterminant devient nul ce qui n'est pas possiblesur V0. 2Proposition 11 Les lieux géométriques où la jacobienne n'est pas de rang maximalsont le cylindre perpendiculaire au plan dé�ni par A;B;C passant par A;B;C et le planz = 0.Démonstration : Nous devons donc e�ectuer le calcul de la matrice jacobienne dusystème 2.2. Comme @PB@x = (�1;0;0)t, nous avons@hPB;PCi@x = 2x� (Bx +Cx);@jjPBjj2@x = 2(x�Bx);@jjPCjj2@x = 2(x� Cx);et nous en déduisons que@ cos2 �@x = 2(2x� (Bx +Cx))hPB;PCijjPBjj2jjPCjj2jjPBjj4jjPCjj4�(2(x�Bx)jjPCjj2 + 2(x� Cx)jjPBjj2)hPB;PCi2jjPBjj4jjPCjj4= 2hPB;PCijjPBjj4jjPCjj4 ((x�Bx)jjPCjj2(jjPBjj2 � hPB;PCi)+(x� Cx)jjPBjj2(jjPCjj2 � hPB;PCi))= 2hPB;PCijjPBjj4jjPCjj4 ((x�Bx)jjPCjj2hPB;CBi+ (x� Cx)jjPBjj2hPC;BCi:Par la symétrie des points A;B;C, nous pouvons écrire la matrice jacobienneJ = 0@ c1(x�Bx)f1;1 c1(y �By)f1;1 c1(z �Bz)f1;1c2(x� Cx)f2;1 c2(y �Cy)f2;1 c2(z � Cz)f2;1c3(x�Ax)f3;1 c3(y �Ay)f3;1 c1(z �Az)f3;1 1A+0@ c1(x� Cx)f1;2 c1(y � Cy)f1;2 c1(z � Cz)f1;2c2(x�Ax)f2;2 c2(y �Ay)f2;2 c2(z �Az)f2;2c3(x�Bx)f3;2 c3(y �By)f3;2 c3(z �Bz)f3;2 1Aoù c1 = 2hPB; PCijjPBjj4jjPCjj4 ; c2 = 2hPC; PAijjPCjj4jjPAjj4 ; c3 = 2hPA; PBijjPAjj4jjPBjj4f1;1 = jjPCjj2hPB;CBi; f1;2 = jjPBjj2hPC;BCi; f2;1 = jjPAjj2hPC;ACif2;2 = jjPCjj2hPA;CAi; f3;1 = jjPAjj2hPA;BAi; f3;2 = jjPBjj2hPB;ABi



40 Chapitre 2. ApplicationsJ = 0@ c1 0 00 c2 00 0 c3 1A0@0@ f1;1 0 00 f2;1 00 0 f3;1 1A+0@ f1;2 0 00 f2;2 00 0 f3;2 1A0@ 0 1 00 0 11 0 0 1A1A0@ x�Bx y �By z �Bzx� Cx y �Cy z � Czx�Ax y �Ay z �Az 1ALe déterminant de J vaut :det(J) = c1c2c3 ������ jjPCjj2hPB;CBi jjPBjj2hPC;BCi 00 jjPAjj2hPC;ACi jjPCjj2hPA;CAijjPAjj2hPB;ABi 0 jjPBjj2hPA;BAi ������������ x�Bx y �By z �Bzx� Cx y �Cy z � Czx�Ax y �Ay z �Az ������Or en développant, nous observons que le premier terme est nul si et seulement si :hPB;ABihPC;BCihPA;CAi � hPB;CBihPC;ACihPA;BAi = 0:Comme les point A;B;C appartiennent au plan z = 0, il est facile de véri�er que notreéquation ne comprend pas de termes en z et qu'elle s'annule pour P = A;B;C. Endéveloppant par rapport à un repère, nous pouvons constater qu'il s'agit du cylindrepassant par A;B;C et d'axe z.Le second terme est nul si et seulement si P appartient au plan ABC (il su�tde soustraire la première colonne au deux autres pour voir que ce déterminant est unpolynôme de degré 1. De plus, il s'annule clairement en A;B;C). 2Calcul d'un régionnement de l'espace des paramètres : Pour répondre exac-tement à notre problème, nous devons regarder l'image par � de cette variété. Nouspouvons bien sûr le faire par morceau, c'est-à-dire regarder l'image du plan, puis celledu cylindre. Mais nous pouvons aussi chercher les équations implicites de ces variétés.Nous proposons de reprendre le système polynomial 2.1 et de déterminer les condi-tions sur les paramètres pour qu'il existe une solution du système qui annule le déter-minant de la jacobienne.Proposition 12 La condition sur les paramètres pour que les polynômes f1, f2, f3 etdet(J) aient une racine commune est donnée par :det(Mdet(J)); (2.3)où Mdet(J) est la matrice de multiplication dans l'algèbre quotient K[PA;PB;PC]f1;f2;f3 .Démonstration : Considérons Mdet(J) la matrice de multiplication par le polynômedet(J) dans l'algèbre quotient K[PA;PB;PC]f1;f2;f3 . En remarquant que le déterminant deMdet(J) est le produit des valeurs propres et qu'une valeur propre est l'évaluation de
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Fig. 2.2 � Régionnement pour les paramètres a = 150, b = 140, c = 170, 
 = 45�det(J) en une racine commune de f1; f2; f3 (voir le théorème 1), nous avons que ledéterminant est nul si et seulement s'il existe une racine commune à f1; f2; f3;det(J).2Remarque 9 Les racines du système 2.1 qui correspondent à une position de la camérasont celles à valeurs réelles positives.La condition donnée par la proposition 12, ne prend pas en compte la remarqueprécédente. Comme le passage par zéro d'une des variables PA, PB, PC entraîne uneperte de rang de la jacobienne (puisque dans ce cas, P appartient au plan dé�ni parA;B;C), les conditions sur les paramètres pour que PA = 0, PB = 0 et PC = 0 sontcontenues dans la condition 2.3.Comme nous le montrons dans la �gure 2.2, où nous avons a�ché un point d'unegrille lorsque son nombre de solutions réelles est di�érent du nombre de solutions réellesdu point précédent, nous retrouvons les résultats décrits dans l'article [WMSM91].2.2 Étalonnage de camérasDans cette section, nous présentons tout d'abord les fondements de la vision parordinateur [Fau93] en donnant le modèle de caméra utilisé (voir [Lav96, Qua97, Zel96]pour une présentation plus complète de di�érents modèles) et la construction des ma-trices fondamentales ainsi que des équations de Kruppa [MF92, FLM92, Har97].



42 Chapitre 2. Applications2.2.1 Modèle et équationsBien que nous aborderons plus profondément la géométrie dans les deux dernièresparties de cette thèse, nous nous devons d'introduire quelques notions sur les liensexistants entre la géométrie projective, la géométrie a�ne et la géométrie euclidienne[Fau95, Kle74].Considérons Pn = P(Rn+1) un espace projectif de dimension n. Si nous spécialisonsun hyperplan de Pn comme étant H1 l'hyperplan de l'in�ni, alors tous les points n'ap-partenant pas à H1 forment un espace a�ne de dimension n. Pour tout repère R decet espace a�ne, un point P est dé�ni par ses coordonnées (p1; : : : ;pn) dans R et nouspouvons dé�nir un repère R0 de Pn tel que :RA �! P(Rn+1)(x1; : : : ;xn) 7�! (x1 : : : : : xn : 1)et réciproquement, si xn+1 6= 0 alors :(x1 : : : : : xn : xn+1) 7�! ( x1xn+1 ; : : : ; xnxn+1 ):Si nous considérons en plus une conique non dégénérée de H1 que nous appelleronsconique absolue 4 alors les points n'appartenant pas à H1 forment un espace euclidiende dimension n muni du produit scalaire suivant, pour P;Q 62 H1 :P = (p1 : � � � : pn : 1); Q = (q1 : � � � : qn : 1)hP;Qi = (p1; : : : ;pn)B(q1; : : : ;qn)toù B est la matrice de la forme bilinéaire symétrique associée à la conique absolue.Notation 3 Nous appellerons complété projectif d'un repère a�ne (resp. euclidien)[Fre91],l'opération inverse qui consiste à plonger l'espace a�ne (resp. euclidien) dans un espaceprojectif.Remarque 10 Dans le cas d'un repère orthonormé, l'équation de la conique absolueest : x21 + � � �+ x2n = 0.Une vue, le modèle sténopéDé�nition 6 Une caméra est dé�nie par une projection perspective de centre (optique)C et de plan (rétinien) R [Fau93].Soit fRi un repère du plan rétinien dont le premier axe est parallèle aux lignes et ledeuxième axe est parallèle aux colonnes de la grille de digitalisation. Nous appelleronsrepère image Ri, le complété projectif de fRi.Il est toujours possible de dé�nir un repère orthonormal gRC de l'espace de centre Ctel que : le premier axe gRC1 soit parallèle au premier axe du repère fRi ; le deuxième axe4. Ou conique de l'in�ni.
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Fig. 2.3 � Le modèle sténopésoit perpendiculaire à gRC1 et de manière à ce que le plan C; gRC1 ; gRC2 5 soit parallèle auplan rétinien ; le troisième axe gRC3 soit orthogonal au plan focal et de norme f 6. Nousappellerons le repère projectif RC associé à gRC le repère lié à la caméra.Le repère RC induit un repère du plan rétinien Rc 7.Proposition 13 La matrice de la projection perspective de la caméra dans les repèresRC et Rc est : P0RcRC = � I 0 � (2.4)Tout point M de P3 a pour image : m = P0M (2.5)Démonstration : voir �gure 2.3. 2Il existe une application a�ne entre le repère image Ri et le repère induit Rc quiconserve la direction du premier axe. Nous appelons �u le facteur d'échelle du premieraxe et �v le facteur d'échelle du second axe, � l'angle entre les deux axes de Ri.Proposition 14 La matrice projection est :PRiRC = AP0RcRC (2.6)A = MRiRc = 0@ �u ��u cot � u00 �v= sin � v00 0 1 1A (2.7)5. Ce plan est appelé plan focal.6. f est la distance focale, c'est-à-dire la distance entre le centre optique et le plan rétinien.7. Rc est l'image de RC par la projection orthographique selon le troisième axe.



44 Chapitre 2. ApplicationsDémonstration : Voir [Fau93] ou [Zel96] pages 21� 22. 2On appelle A la matrice des paramètres intrinsèques de la caméra.Proposition 15 L'image ! de la conique absolue de 
 par la caméra de centre C, deplan rétinien R et de matrice de paramètre interne A est dé�nie par :8m 2 R; m 2 ! () mt(A�1)tA�1m = 0:Démonstration : Un point m du plan rétinien appartient à ! si il est l'image d'unpoint M de 
. Si M de coordonnées homogènes (X : Y : Z : T ) dans le repère RCappartient à 
 alors :� T = 0X2 + Y 2 + Z2 = 0 () M tM = 0 () M t(P0RcRC )tP0RcRCM = 0:De plus, comme m est l'image deM par la caméra, nous avons que A�1mRi = P0RcRCM ,c'est-à-dire que : mt(A�1)tA�1m = 0: 2Deux vuesDéplacement rétinien : Pour la caméra de centre C, nous dé�nissons RC un repèreprojectif de P3 associé à la caméra et Rc le repère du plan rétinien induit. Nous dé�-nissons de la même manière les repères R0C et R0c pour la deuxième caméra de centreoptique C0. Entre les repères RC0 et RC (deux repères orthonormés) il existe un dépla-cement, c'est-à-dire une rotation R et une translation T telles que :MRC0RC = � R T0 1 �Proposition 16 PCRcRC = � I 0 � (2.8)PC0R0cRC = P0MRC0RC (2.9)Géométrie épipolaire et la matrice fondamentale [Fau93] : Soit m un point duplan rétinien de la caméra C, s'il est l'image d'un pointM de P3 alors nécessairement Mappartient au rayon optique (Cm). Nous dé�nissons Pm le plan épipolaire de m commele plan contenant le rayon optique (Cm) et les deux centres C;C 0. Pour tout point Mde (Cm), le rayon optique (C 0M) appartient à Pm. Nous pouvons alors a�rmer quel'image de (Cm) par la caméra C0 est la droite d'intersection du plan épipolaire Pm etdu plan rétinien RC0 . Nous pouvons constater que pour tout m point du plan rétiniende C, correspond une droite du plan rétinien de C0 passant par un point �xe e0 qui est
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R’Fig. 2.4 � La géométrie épipolairel'image de C par C0. Comme les caméras C et C0 jouent des rôles symétriques, nouspouvons dé�nir de la même manière une correspondance entre les points images de C0et les droites images de C passant par e, l'image de C 0 par la caméra C. Nous pouvonsécrire : F : R �! cR0m 7�! R0 ^ (C _ C0 _m) (2.10)où ^ est l'opérateur d'intersection et _ l'opérateur d'intersection dans l'algèbre exté-rieure (voir II). L'application F apparaît alors clairement comme linéaire et de rang 2puisque F (e) = R0 ^ (C _C0 _ e) = 0 car e 2 (CC 0). Si m et m0 sont les images de M parles caméras, alors nécessairement m0tFm = 0 (2.11)Comme les deux caméras jouent des rôles symétriques, nous pouvons construireG : R0 �! bRm0 7�! R ^ (C _ C0 _m0) (2.12)Proposition 17 G et F t sont proportionnelles et dé�nissent la même application pro-jective.Démonstration : Pour tout point m0 2 R0, il existe M 2 P3 et m 2 R (resp. m0 2 R0)tels que m (resp. m0) soit l'image de M par la caméra de centre C (resp. C 0). Gm0 estla droite de R qui passe par l'épipole e, c'est-à-dire l'image du centre optique C 0 par lacaméra de centre C, et par le point m. Or comme Fe = 0, nous avons etF tm = 0 cequi entraîne que e appartient à F tm; de plus, comme mtF tm = (m0tFm)t = 0, nousavons que m 2 F tm0. Nous pouvons alors a�rmer que Gm0 et F tm0 sont deux droitesconfondues de R et G = �F t:
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Fig. 2.5 � La géométrie des équations de Kruppa 2Les équations de Kruppa : Nous allons décrire une approche permettant d'obtenirles équations de Kruppa qui ont déjà fait l'objet des travaux [MF92, FLM92, LF95,Zel96, Har97, LD99, LD00]. Nous commençons par donner quelques résultats.Lemme 6 Si QR est la matrice d'une quadrique Q dans le repère R d'un espace pro-jectif, alors m 2 Q () mRtQRmR = 0Un hyperplan H est tangent à Q si et seulement si :HRtQR�1HR = 0Démonstration : L'hyperplan tangent à la quadrique Q en un pointm a pour équation2mtQRC . Nous voulons trouver un point m 2 H tel que 2mtQRC = HtRC c'est-à-dire :mt = 12Ht(QRC )�1et comme m 2 H alors Htm = mtH = 12Ht(QRC )�1H = 0 2Proposition 18 Soient deux caméras de centre C et C 0 n'appartenant pas à H1 et l0,une droite épipolaire du plan rétinien tangente à !0, l'image de 
 par la caméra de centreC 0. La droite épipolaire correspondante à l0 dans la caméra de centre C est tangente àl'image de 
 par la même caméra.



2.2. Étalonnage de caméras 47Démonstration : Supposons que le plan H dé�ni par les droites (CC 0) et (C 0m0),coupe 
 en deux points distincts, alors les images de ces deux points par la caméra decentre C 0 sont :� deux points distincts : nous pouvons véri�er qu'ils appartiennent à !0 et l0, ce quicontredit le fait que l0 est tangente à !0.� deux points confondus : nous pouvons alors en déduire que C 0 appartient au plande la conique ce qui est contradictoire avec les hypothèses.Par conséquent, nous avons que le plan H est tangent à 
 et par la projection de centreC, la droite l qui l'intersection de H avec le plan rétinien de la caméra de centre C esttangente tangente à ! qui est l'image de 
 par la caméra de centre C. 2Donnons maintenant la construction des équations de Kruppa. Soient ! (resp. !0)l'image de la conique absolue 
 par la caméra de centre C (resp. C0), l10 et l20 les deuxdroites épipolaires tangentes en m10 et m20 à !0 (�g. 2.5). Par la proposition 15 et lelemme 6, une droite l0 tangente à !0 véri�e :l0tA0A0tl0 = l0tK 0l0 = 0où K 0 = A0A0t et K = AAt. Par la proposition 18, les droites épipolaires l1 et l2, quisont les images dem10 etm20 par F t, sont tangentes à !. Par conséquent pour i = f1::2gen notant [x]� la matrice de pré-produit vectoriel par x, nous avons :litKli = 0 () mi0tFKF tmi0 = 0li0tK 0li0 = 0 () mi0t�e0��tK�e0��mi0 = 0car li0 = e0 �mi0. Nous avons deux quadriques FKF t et [e0]�tK[e0]� dans R0 de rang2 qui ont le même lieu de zéros, c'est-à-dire les points m0 appartenant à l10 et l20. Nouspouvons alors a�rmer que ces deux quadriques sont proportionnelles d'où :9k 2 Rj 8m0 2 R0 m0t(FKF t � k�e0��tK�e0��)m0 = 0 (2.13)2.2.2 RésolutionEstimation de la matrice fondamentaleCe problème est extrêmement classique et une importante littérature existe [LDFP93,ZDFL94]. Notre objectif est d'illustrer le comportement numérique des méthodes ma-tricielles présentées dans le chapitre précédent.L'évaluation de la matrice fondamentale F revient à déterminer les coe�cients àun facteur près d'une matrice 3� 3 de rang 2 connaissant des appariements de points.Chaque appariement de points permet de formuler une contrainte linéaire 2.11 sur lescoe�cients de F . La connaissance minimale de 7 appariements permet d'estimer F . Ladi�culté essentielle dans cette estimation vient du fait que la connaissance des points(donc des appariements) est entachée d'erreurs ce qui nous ramène à la résolution d'unsystème polynomial avec des coe�cients approchés. Dans la pratique, nous augmentons



48 Chapitre 2. Applicationsconsidérablement (au moins une vingtaine et souvent plus) le nombre d'appariementsa�n d'obtenir une meilleure qualité de l'estimation de F .Nous présentons dans la table 2.2, l'estimation de la matrice fondamentale de deuxphotographies obtenus par trois techniques di�érentes. La première consiste à résoudrele système linéaire au sens des moindres carrés, puis de projeter la matrice obtenuesur l'ensemble des matrices de rang inférieur à 3 au moyen d'un SVD 8. La deuxièmeconsiste à résoudre le système polynomial formé par le système linéaire et la contraintede rang par la technique matricielle du Bézoutien. Pour �nir, nous utilisons une tech-nique d'optimisation : nous minimisons un critère ayant une signi�cation physique 9. Cetexemple est une simulation, c'est-à-dire que nous créons, à partir de deux matrices deprojection et d'un ensemble de points d'une scène tridimensionnelle, un ensemble d'ap-pariements parfaits 10. Nous ajoutons à ces appariements des bruits gaussiens centrésde déviation standard 0:01, 0:05, 0:1, 0:3, 0:5, 1, 1:5 et 2 pixels (par rapport à desphotographies de taille 512� 512). Cet exemple montre que sans présence de bruit surles coe�cients, la technique des Bézoutiens fonctionne bien, puis progressivement, lesrésultats s'écartent des valeurs recherchées.Résolution des équations de KruppaDeux équations quadratiques par paire de caméras : Considérons C1 et C2 deuxcaméras de mêmes paramètres internes et F12 la matrice fondamentale de la caméra C1vers la caméra C2. Nous notons e0 l'épipole dans la caméra C2 11. Pour K une matricesymétrique 3 � 3 et pour un paramètre k, nous dé�nissons la matrice symétrique sui-vante : M = FKF t � k[e0]txK[e0]x:Les équations de Kruppa sont données par :9 k 2 Rj M � 0:La résolution des équations de Kruppa est équivalente à la détermination des coef-�cients de la matrice K et éventuellement du paramètre k 12.En remarquant que : 8k 2 R Me0 = 0; (2.14)8. Singular Values Decompositon.9. La somme des distances entre les points et les droites épipolaires.10. Ce cas correspond à l'erreur 0 dans la table.11. e0 est un noyau à gauche de F .12. Ce paramètre n'apporte pas d'information pour l'étalonnage.
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err Mth F1;1 F1;2 F1;3 F2;1 F2;2 F2;3 F3;1 F3;2 F3;30 Svd 2.0570e-7 4.1985e-6 3.1281e-3 -5.8591e-6 -6.7305e-7 -6.8108e-3 -4.9189e-3 9.1431e-3 1Bezout 2.0570e-7 4.1985e-6 3.1281e-3 -5.8591e-6 -6.7305e-7 -6.8108e-3 -4.9189e-3 9.1431e-3 1Optim 2.0570e-7 4.1985e-6 3.1281e-3 -5.8591e-6 -6.7305e-7 -6.8108e-3 -4.9189e-3 9.1431e-3 10.01 Svd 2.02153e-7 4.2408e-6 3.1272e-3 -5.9049e-6 -6.8434e-7 -6.8088e-3 -4.9165e-3 9.1485e-3 1Bezout -1.95996e-6 3.7999e-6 5.0912e-3 -5.7689e-6 -6.1952e-7 -7.0184e-3 -6.0509e-3 9.3833e-3 1Optim 2.02098e-7 4.2407e-6 3.1272e-3 -5.9045e-6 -6.8427e-7 -6.8087e-3 -4.9162e-3 9.1483e-3 10.05 Svd 2.1340e-7 4.0558e-6 3.0683e-3 -5.7557e-6 -6.8650e-7 -6.8130e-3 -4.8893e-3 9.1323e-3 1Bezout 1.8712e-6 3.7690e-6 1.8478e-3 -5.0558e-6 -7.1102e-7 -6.5601e-3 -4.3202e-3 8.7486e-3 1Optim 2.1553e-7 4.0577e-6 3.0683e-3 -5.7538e-6 -6.8470e-7 -6.8129e-3 -4.8824e-3 9.1386e-3 10.1 Svd 2.3304e-7 3.9106e-6 2.9696e-3 -5.7657e-6 -6.5716e-7 -6.8111e-3 -4.8347e-3 9.1241e-3 1Bezout 1.8237e-5 5.5110e-6 -1.2680e-2 -4.5316e-6 -1.0265e-6 -4.9579e-3 3.8962e-3 6.7845e-3 1Optim 2.4108e-7 3.9165e-6 2.9695e-3 -5.7602e-6 -6.5247e-7 -6.8110e-3 -4.8095e-3 9.1431e-3 10.3 Svd 4.9062e-7 1.6332e-6 2.3725e-3 -3.8497e-6 -5.3929e-7 -6.8137e-3 -4.6084e-3 8.87816e-3 1Bezout -4.0926e-5 2.9537e-5 3.3343e-2 -3.8967e-5 -2.8914e-7 -1.2076e-2 -1.7957e-2 1.85292e-2 1Optim 5.0786e-7 1.6448e-6 2.3724e-3 -3.8399e-6 -5.3130e-7 -6.8134e-3 -4.4841e-3 8.96501e-3 10.5 Svd 6.0925e-7 8.9587e-7 2.5639e-3 -2.8510e-6 -3.1385e-7 -6.7276e-3 -4.8287e-3 8.5887e-3 1Bezout -8.5369e-6 1.6899e-5 8.2320e-3 -1.9055e-5 -2.5707e-6 -7.8776e-3 -6.2990e-3 1.2059e-2 1Optim 6.1517e-7 9.0112e-7 2.5638e-3 -2.8458e-6 -3.0897e-7 -6.7271e-3 -4.7425e-3 8.6662e-3 11 Svd 1.6618e-6 -5.0260e-6 2.2332e-3 3.4315e-6 4.9241e-7 -6.8191e-3 -5.0503e-3 7.8688e-3 1Bezout 2.2545e-6 2.1579e-6 1.9830e-3 -2.5429e-6 -4.0041e-7 -6.1691e-3 -4.7217e-3 7.7685e-3 1Optim 1.6008e-6 -5.0814e-6 2.2328e-3 3.3792e-6 4.4145e-7 -6.8184e-3 -4.9151e-3 7.9939e-3 11.5 Svd 3.1191e-6 -1.0290e-5 1.4327e-3 9.1801e-6 5.9798e-7 -6.7633e-3 -5.0263e-3 7.2752e-3 1Bezout -4.2546e-6 -3.8319e-5 1.5974e-2 3.9316e-5 5.1203e-6 -4.7241e-3 -1.7641e-2 1.8470e-4 1Optim 2.8613e-6 -1.0548e-5 1.4324e-3 9.1870e-6 6.5745e-7 -6.7625e-3 -4.8416e-3 7.4444e-3 12 Svd 4.7765e-6 -1.3595e-5 -1.1692e-05 1.2855e-5 1.2394e-6 -6.7909e-3 -4.3273e-3 6.7795e-3 1Bezout 1.4152e-5 3.3710e-5 -1.8251e-2 -3.7409e-5 -9.0347e-6 -8.3653e-3 1.1950e-2 1.7316e-2 1Optim 3.7868e-6 -1.4000e-5 -1.1941e-05 1.3105e-5 1.2886e-6 -6.7900e-3 -3.8571e-3 6.9798e-3 1

Tab.2.2�Évaluationdematricesfondamentalesàpartirdedeuxphotographiessyn-
thétiquesavecdesbruitsgaussiensdedéviationstandarderr.



50 Chapitre 2. Applicationset en le formulant de la manière suivante :Jv = 0oùJ = 0@ e01 0 0 e02 e03 00 e02 0 e01 0 e030 0 e03 0 e01 e02 1Av = (M1;1;M2;2;M3;3;M1;2;M1;3;M2;3)t;il est facile de voir que la matrice J est de rang 3 pourvu que le vecteur e0 soit di�érentde zéro 13. Par conséquent, trois des coe�cients de M peuvent être calculés à partir desautres. En e�et, puisque J est de rang 3, il existe � un mineur non nul de J et lescoe�cients correspondants aux indices de � dans J peuvent être éliminés. En pratiquedans des cas numériques, nous éliminons les coe�cients correspondants au plus grandmineur de J .Supposons que Mi1;j1 ;Mi2;j2 ;Mi3;j3 soient les coe�cients que nous devons déter-miner 14. Résoudre les équations de Kruppa correspond à déterminer une valeur duparamètre k qui annule les trois coe�cients. Comme la valeur de k n'apporte pas d'in-formation intéressante, nous pouvons l'éliminer par une technique de résultant et obtenirdeux équations quadratiques par rapport aux coe�cients de K, c'est-à-dire six para-mètres.La résolution pour trois caméras : Si nous considérons trois caméras de mêmesparamètres internes, nous pouvons alors considérer trois paires de caméras, et les équa-tions de Kruppa forment alors un système sur-déterminé de 6 équations homogènes à 6variables de degré 2. En remplaçant une des inconnues par 1, nous obtenons un systèmea�ne sans zéros à l'in�ni.Comme les équations de ce système sont construites à partir de trois matrices fon-damentales, il est di�cile et extrêmement lourd d'en formuler une écriture symbolique.Nous travaillerons essentiellement sur des évaluations numériques approchées des troismatrices fondamentales. Dans la table 2.3 nous pouvons observer que les techniquesd'optimisations ne sont pas satisfaisantes. En e�et, pour le système de Kruppa sansbruit il est di�cile de converger vers la bonne solution.Nous sommes dans le cadre des résolutions des méthodes matricielles que nous avonsdécrites au chapitre 1. Nous voulons montrer que ces méthodes s'avèrent e�caces etnumériquement robustes. Pour cela, nous étudions les équations de Kruppa pour troisphotographies synthétiques 15 d'une mire d'étalonnage. Nous avons deux façons pourbruiter nos équations, soit ajouter un bruit gaussien directement sur les coe�cientsdes équations, soit ajouter un bruit gaussien sur les points dans les photographies. La13. Ce qui est toujours vrai puisque F est de rang 2.14. C'est-à-dire ceux que nous n'avons pas éliminés.15. Il s'agit d'une simulation dans laquelle nous connaissons entièrement les matrices de projectiondes caméras et un ensemble de points tridimensionnels.



2.2. Étalonnage de caméras 51Point de départ SumSqr �u �v � u0 v0[0; 0; 0; 0; 0] :446 11:76 � � �26:99 �50:02[1e6; 3e6; 5e4; 260; 200] 26:02 998:90 1634:90 1:746 �74:45 485:03[1:8e6; 3:9e6; 5:1e4; 260; 200] 47:23 1325:37 1964:66 1:575 194:61 220:90Solution thèorique�� 4:09e�8 1345:78 1983:56 1:57 261:36 201:15� Nombre complexe�� La solution théorique est :[1:879433704406167e6 ; 3:974966933796428e6 ; 51059:70192167550;261:3578754202898; 201:1541099294620]Tab. 2.3 � Recherche des solutions aux moindres carrés des polynômes de Kruppa paroptimisation de Matlabdeuxième technique apparaît plus réaliste puisque dans la pratique, l'imprécision est engrande partie dûe à l'extraction des primitives dans les images. Comme nous le verronsdans les résultats, cette deuxième technique est aussi plus di�cile à contrôler que lapremière.Une des di�cultés essentielles rencontrée dans la résolution des équations de Kruppaprovient de l'amplitude des coe�cients les uns par rapport aux autres. Si nous regardonsla distribution des coe�cients du système de Kruppa non bruité pour trois photographiesd'une mire d'étalonnage, nous avons le graphe de la �gure 2.6. Notre premier travail aconsisté à trouver des changements de variables et des coe�cients de manière à resserrercette distribution autour de 1. La technique consiste à imposer des changements devariables de la forme xi� > 10qixi et nous nous autorisons à multiplier les équations parun facteur 10pi . Avec ces restrictions, en prenant le logarithme décimal des coe�cients,le problème revient à résoudre aux moindres carrés un système linéaire sur-déterminé.Nous montrons dans la �gure 2.7 la distribution resserrée d'un système équivalent àcelui de la �gure 2.6.Les résultats que nous montrons dans la table 2.4 ont été e�ectués par une méthodematricielle similaire à celle de Macaulay décrite dans les articles [MT00, Mou99b]. Cetteméthode a l'avantage de faire intervenir des calculs moins lourds que la méthode de Ma-caulay classique. Elle est implantée en C++ par Philippe Trébuchet et sera bientôt dansla librairie ALP. Cette table contient des estimations pour di�érents bruits gaussiens. Lapremière colonne indique leur déviation standard et la dernière correspond à la sommedes carrés des évaluations des équations.Même si le bruit � accepté � par la méthode est loin d'être réaliste pour un éta-lonnage de caméras avec de vraies photographies, la méthode matricielle utilisée estlargement supérieure à l'optimisation. Cette instabilité est essentiellement dûe à deuxfacteurs : l'imprécision sur les estimations des matrices fondamentales et le fait que leséquations de Kruppa sont fondées sur des tangences avec la conique absolue, ce qui
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Fig. 2.6 � Distribution du logarithme décimal de la valeur absolue des coe�cients dusystème de Kruppa pour les miresentraîne de grosses variations pour de petites modi�cations des points.
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Fig. 2.7 � Distribution du logarithme décimal de la valeur absolue des coe�cients dusystème de Kruppa pour les mires resserrées
bruit �u �v � u0 v0 r0 1345:7805 1983:5588 1:5702 261:3578 201:1542 :00681e� 5 1345:7593 1983:4829 1:5702 261:4197 201:0987 :41131e� 4 1345:7220 1983:3667 1:5701 261:4930 201:0796 :16021e� 3 1346:4692 1988:7797 1:5717 254:9697 206:3889 :31061e� 2 1350:8370 2002:2224 1:5530 239:3611 215:1175 12:22251e� 1 1452:6160 2161:2241 1:5516 100:9649 362:3058 :5769e90:05 1274:5549 1858:2709 1:5896 316:0969 166:6458 72:9727Tab. 2.4 � Estimation des paramètres internes des caméras
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Deuxième partieModélisation





57Dans cette partie, nous allons construire une modélisation de l'étalonnage de ca-méras plus riche, dans le sens où nous nous donnons des hypothèses plus fortes sur lesconnaissances de la scène. Cette modélisation est établie de manière symbolique, puiselle sera utilisée par des techniques numériques pour étalonner les caméras.Parmi les hypothèses supplémentaires, nous introduisons des contraintes géomé-triques que véri�e la scène à modéliser.Pour établir la modélisation, nous nous sommes placés dans un cadre naturel pour lagéométrie tel que les algèbres de Grassmann-Cayley. Le premier chapitre est entièrementdédié à des rappels et à l'étude de propriétés dans ce formalisme.Le chapitre suivant développe la modélisation de certaines contraintes géométriquesde la scène à travers une caméra. Les contraintes étudiées sont simples : parallélismeet orthogonalité de deux droites, de deux plans. Malgré la simplicité des contraintes etl'utilisation d'un formalisme compact, les équations sont di�ciles à appréhender.Les chapitres trois et quatre sont assez ressemblants. Ils contiennent tous les deuxune utilisation e�ective des équations vues dans le chapitre précédent. Dans les deuxutilisations, nous rajoutons la connaissance d'un plan de la scène. C'est en exploitantla verticalité et l'horizontalité que les équations issues des contraintes géométriques sesimpli�ent et permettent une estimation robuste des paramètres des caméras. Dans letroisième chapitre, l'étalonnage des caméras se fait caméra par caméra alors que dans lequatrième chapitre, l'étalonnage est fait de manière globale sur l'ensemble des caméraset en tenant compte des appariements entre les di�érentes caméras. La technique duquatrième chapitre s'avère moins sensible au bruit.Le cinquième chapitre est entièrement consacré aux résultats de ces méthodes dansdi�érentes situations. Nous �nissons par un étalonnage des caméras de la fameuse scènede Londres.
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Chapitre 1L'algèbre de Grassmann-CayleyDans ce chapitre, nous nous intéressons aux algèbres extérieures, algèbres doubles,algèbres de Hodge, . . . , que nous nommons plus communément algèbres de Grassmann-Cayley. L'idée de base de ces algèbres est de fournir un cadre algébrique capable detranscrire de manière simple, compacte et synthétique des propriétés de nature géomé-trique. Bien que leurs constructions soient connues depuis longtemps [DRS74, BBR85],ces algèbres restent encore très peu utilisées dans les systèmes informatiques.Notre but est une nouvelle fois de montrer leur puissance en rappelant leurs dé�ni-tions et propriétés puis en dressant un dictionnaire entre les propriétés géométriques etleurs expressions dans ces algèbres.1.1 Dé�nitions et propriétésDans toute cette section, K est un corps et E est un K -espace vectoriel de dimensionn. Nous noterons P(E) l'espace projectif associé à E.1.1.1 Algèbre extérieureDé�nition 7 Nous appellerons extenseur d'ordre k un ensemble ordonné de k vecteursde E et nous le noterons : a1Oa2O � � �OakProposition-dé�nition 1 Nous dé�nissons une relation d'équivalence sur les exten-seurs d'ordre k comme suit :a1Oa2O � � �Oak � b1Ob2O � � �Obk()8xk+1; : : : ;xn 2 E; ja1;a2; : : : ;ak;xk+1; : : : ;xnj = jb1;b2; : : : ;bk;xk+1; : : : ;xnjIl est facile de véri�er que nous dé�nissons bien une relation d'équivalence.Notation 4 Sk est l'ensemble des permutations de f1; : : : ;kg.



60 Chapitre 1. L'algèbre de Grassmann-CayleyRemarque 11 Une permutation de l'ordre des vecteurs d'un extenseur d'ordre k en-traîne un changement de signe suivant le principe suivant 8� 2 Sk :a�(1)Oa�(2)O � � �Oa�(k) � sign(�)(a1Oa2O � � �Oak) (1.1)Pour démontrer cette propriété, il su�t de revenir à la dé�nition de l'équivalence sousforme d'égalité de déterminants et d'utiliser le fait que les déterminants sont des formesmultilinéaires alternées.Proposition 19 Deux extenseurs d'ordre k a1O � � �Oak et b1O � � �Obk sont équivalentssi et seulement si l'une des deux propriétés est satisfaite :i. Pour chaque extenseur, les vecteurs qui le composent, sont linéairement dépen-dants.ii. Les vecteurs qui composent un extenseur engendrent le même sous espace vectorielde E (de dimension k) que les vecteurs qui composent l'autre extenseur et il existeune transformation de SL(E) 1, � telle que :8i 2 f1; : : : ;kg �(ai) = bi:Démonstration : Si les extenseurs a1Oa2O � � �Oak et b1Ob2O � � �Obk sont équivalentsalors : 8 xk+1; : : : ;xn 2 E; ja1; : : : ;ak;xk+1; : : : ;x+ nj = jb1; : : : ;bk;xk+1; : : : ;xnj:Deux cas sont alors possibles :� Les vecteurs a1; : : : ;ak sont linéairement dépendants et8 xk+1; : : : ;xn 2 Eja1; : : : ;ak;xk+1; : : : ;xnj = jb1; : : : ;bk;xk+1; : : : ;xnj = 0: (1.2)En particulier, l'équation (1.2) reste valide pour xk+1; : : : ;xn des éléments dusupplémentaire de hb1; : : : ;bki dans E donc les b1; : : : ;bk sont liés.� Les vecteurs a1; : : : ;ak sont linéairement indépendants et9 xk+1; : : : ;xn 2 Eja1;a2; : : : ;ak;xk+1; : : : ;xnj = jb1;b2; : : : ;bk;xk+1; : : : ;xnj 6= 0et les vecteurs b1; : : : ;bk sont linéairement indépendants. De plus, si nous suppo-sons que : ha1; : : : ;aki 6= hb1; : : : ;bki;alors il existe un vecteur v tel que :v 62 ha1; : : : ;akiv 2 hb1; : : : ;bki:1. Ensemble des transformations linéaires inversibles de E.



1.1. Dé�nitions et propriétés 61Nous pouvons alors considérer des vecteurs libres xk+2; : : : ;xn du supplémentairede l'espace ha1; : : : ;ak;vi et nous avons :ja1;a2; : : : ;ak;v;xk+2; : : : ;xnj 6= 0jb1;b2; : : : ;bk;v;xk+2; : : : ;xnj = 0ce qui contredit l'hypothèse que a1Oa2O � � �Oak et b1Ob2O � � �Obk sont équivalents.Nous pouvons donc conclure dans ce cas que les espaces ha1; : : : ;aki et hb1; : : : ;bkisont égaux. Les ensembles fa1; : : : ;akg et fb1; : : : ;bkg forment des bases d'un mêmeespace vectoriel, il existe une transformation linéaire inversible de changement debase qui peut être étendue en une transformation � sur E en prenant l'identitésur le supplémentaire de ha1; : : : ;aki dans E. Les images des vecteurs a1; : : : ;aksont les vecteurs b1; : : : ;bk et la propriété (ii.) est satisfaite.Réciproquement : supposons la propriété (ii.) véri�ée alors nous avons ha1; : : : ;aki =hb1; : : : ;bki et � 2 SL(E) telle que:�(a1; : : : ;ak) = (b1; : : : ;bk):Pour tout xk+1; : : : ;xn de E :� Soit il existe j dans fk + 1; : : : ;ng tel que xj 2 ha1; : : : ;aki alors xj 2 hb1; : : : ;bkiet : ja1; : : : ;ak;xk+1; : : : ;xnj = jb1; : : : ;bk;xk+1; : : : ;xnj = 0:� Soit ja1; : : : ;ak;xk+1; : : : ;xnj 6= 0 et :jb1; : : : ;bk;xk+1; : : : ;xnj= det�ja1; : : : ;ak;xk+1; : : : ;xnj= ja1; : : : ;ak;xk+1; : : : ;xnjSi la propriété (i.) est satisfaite alors a1; : : : ;ak et b1; : : : ;bk sont liés et tous les déter-minants construits sur les ai ou bien les bi sont nuls. 2Proposition-dé�nition 2 Nous appelons la grassmannienne d'ordre k de E et la no-tons Gk(E), l'ensemble des sous espaces vectoriels de dimension k. Nous avons unecorrespondance entre les classes des extenseurs d'ordre k et les éléments de Gk(E).Dé�nition 8 Nous considérons l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des ex-tenseurs d'ordre k modulo la relation d'équivalence sur les combinaisons linéaires d'ex-tenseurs. Nous noterons cet ensemble Vk E et nous nommerons ses éléments des k-séquences.Nous avons naturellement dé�nit une structure de K -espace vectoriel sur l'ensembleVk E.



62 Chapitre 1. L'algèbre de Grassmann-CayleyProposition 20 e1; � � � ;en une base de E, a1O � � �Oak un extenseur d'ordre k alorsa1O � � �Oak = X1�i1<i2<���<ik�n�(i1;:::;ik)(ei1O � � �Oeik)où �(i1;:::;ik) est le mineur de la matrice formée par les vecteurs a1; : : : ;ak dont nousgardons les lignes i1; : : : ;ik.Démonstration : Pour chercher une k-séquence équivalente à l'extenseur a1O � � �Oak,il faut revenir à l'égalité de déterminants. Pour tout xk+1; : : : ;xn de E, nous considéronsle déterminant : ja1; : : : ;ak;xk+1; : : : ;xnj:En développant ce déterminant par rapport à la dernière colonne, nous obtenons unpolynôme dont les variables sont les mineurs de la matrice formés des n � 1 premiersvecteurs. Nous itérons le développement des mineurs jusqu'à obtenir un polynôme dontles variables soient des mineurs d'ordre k formés par les vecteurs a1; : : : ;ak. Puis ensubstituant les ai par Pnj=1 �i;jej, nous obtenons l'égalité annoncée. 2Remarque 12 Pour une k-séquence :lXj=1 �j(aj1O � � �Oajk);nous pouvons, en développant par linéarité et en utilisant la proposition 20, écrire cettek-séquence sous la forme : X0�i1<:::<ik�n�(i1;:::;ik)ei1O���Oeik :Dé�nition 9 Avec les notations de la proposition 20, les �(i1;:::;ik); tel que 1 � i1 <: : : < ik � ng s'appellent les coordonnées de Plucker.Proposition 21 Les coordonnées de Plucker d'un extenseur d'ordre k véri�ent :81 � i1 < � � � < ik+1 � n81 � j1 < � � � < jk�1 � nFi1:::ik+1; j1:::jk�1 = k+1Xl=1(�1)l�(i1;:::;il�1;il+1;:::;ik+1)�(il;j1;:::;jk�1) = 0:Démonstration : Montrons que si a = a1O � � �Oak est un extenseur d'ordre k, alors :Fi1:::ik+1; j1:::jk�1 = k+1Xl=1(�1)l�(i1;:::;il�1;il+1;:::;ik+1)�(il;j1;:::;jk�1) = 0:



1.1. Dé�nitions et propriétés 63Nous commençons par nommer les coordonnées de ai (�ji )j2f1;:::;ng, alors :Fi1:::ik+1; j1:::jk�1 =k+1Xl=0(�1)l ������� �1i1 � � � �1il1 �1il+1 � � � �1ik+1... ... ... ...�ki1 � � � �1il�1 �1il+1 � � � �kik+1 ������� ������� �1il �1j1 � � � �1jk... ... ...�k�1il �k�1j1 � � � �k�1jk ������� :Nous développons par la première colonne le second déterminant :Fi1:::ik+1; j1:::jk�1 = k+1Xl=0 k�1Xm=1(�1)l�mil Dmil ������� �1i1 � � � �1il1 �1il+1 � � � �1ik+1... ... ... ...�ki1 � � � �1il�1 �1il+1 � � � �kik+1 ������� ;où Dmil est le cofacteur de �mil dans le second déterminant. Nous pouvons alors avoirl'écriture suivante :Fi1:::ik+1; j1:::jk�1 = k�1Xm=1Dmil ��������� �mi1 � � � �mil � � � �mik+1�1i1 � � � �1il � � � �1ik+1... ... ...�ki1 � � � �kil � � � �kik+1
��������� :Or tous les déterminants de cette somme possèdent deux lignes identiques, donc lasomme est nulle et Fi1:::ik+1; j1:::jk�1 = 0: 2Remarque 13 Soient s un élément et i1; : : : ;ik et j1; : : : ;jk deux k-uplets de l'ensemblef1; : : : ;ng, alors :Fjs i1:::ik; j1:::js�1 js+1:::jk = ��(i1;:::;ik)�(js;j1;:::;js�1;js+1;:::;jk)+ kXl=1(�1)l+1�(js;i1;:::;il�1;il+1;:::;ik)�(il;j1;:::;js�1;js+1;:::;jk) = 0:Or l � 1 transpositions nous permettent de placer la colonne d'indice js du premiermineur entre les colonnes d'indices il�1 et il+1. De la même manière, s�1 transpositionsnous permettent de positionner la colonne d'indice il entre les colonnes d'indices js�1et js+1, soit :Fjs i1:::ik; j1:::js�1 js+1:::jk = (�1)s�(i1;:::;ik)�(j1;:::;jk)�(�1)s kXl=1 �(i1;:::;il�1;js;il+1;:::;ik)�(j1;:::;js�1;il;js+1;:::;jk) = 0:



64 Chapitre 1. L'algèbre de Grassmann-CayleyDe part ce fait, nous avons de manière équivalente à la relation Fjs i1:::ik; j1:::js�1 js+1:::jk = 0 :�(i1;:::;ik)�(j1;:::;jk) = kXl=1 �(i1;:::;il�1;js;il+1;:::;ik)�(j1;:::;js�1;il;js+1;:::;jk):Proposition 22 Une k-séquence est un extenseur d'ordre k si ses coordonnées de Plu-cker véri�ent les relations :81 � i1 < � � � < ik+1 � n81 � j1 < � � � < jk�1 � nFi1:::ik+1; j1:::jk�1 = k+1Xl=1(�1)l�(i1;:::;il�1;il+1;:::;ik+1)�(il;j1;:::;jk�1) = 0Démonstration : Quitte à renuméroter les éléments de base, nous pouvons supposerque �(1;:::;k) 6= 0 et comme nos expressions sont homogènes nous pouvons prendre :�(1;:::;k) = 1:Pour simpli�er les notations, nous notons :�ij = �(1;:::;i�1;j;i+1;:::;k); i 2 f1; : : : ;kg et j 2 f1; : : : ;ng:Nous allons prouver que les k points :P i = (�i1; : : : ;�in) i 2 f1; : : : ;kg;déterminent un extenseur d'ordre k.Comme �ii = �(1;:::;k) = 1 i 2 f1; : : : ;kg, la sous matrice formée par les k premièrescolonnes de la matrice des (�ij) est la matrice identité (car comme j � k nous avonsdeux indices identiques). Aussi cette matrice est de rang k et les points P 1; : : : ;P kdéterminent un extenseur d'ordre k que nous appelons Sk.Considérons qi1���ik = ������� �0i1 � � � �0ik... ...�ki1 � � � �kik �������les coordonnées de Plucker de Sk et montrons que pour tout i1; : : : ;ik :qi1���ik = �(i1;:::;ik):Comme les �i1;:::;ik sont antisymétriques, ce résultat ne dépend pas de l'ordre. Consi-dérons l'ensemble i1; : : : ;ik contenant les entiers l1; : : : ;ls qui sont supérieurs à k (ils'agit de remplacer dans l'ensemble 1; : : : ;k, s éléments d'indice j1; : : : ;js par les valeursl1; : : : ;ls) :i1; : : : ;ik = 1; : : : ;j1 � 1;l1;j1 + 1; : : : ;j2 � 1;l2;j2 + 1; : : : ;js � 1;ls;js + 1; : : : ;k:



1.1. Dé�nitions et propriétés 65Or comme pour j � k :�ij = �ij où �ij est le symbole de Kronecker;le déterminant qi1���ik se simpli�e en développant par les colonnes comme suit :qi1���ik = ������� �j1l1 � � � �j1ls... ...�jsl1 � � � �jsls ������� :Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de la propriété par récurrence surs. Si s = 0 alors nous avons bien :i1; : : : ;ik = 1; : : : ;k;qi1���ik = 1 = �(i1;:::;ik):Si s = 1 alors la proposition est satisfaite puisque :qi1���ik = �j1l1 = �(1;:::;j1�1;l1;j1+1;:::;k):Supposons que si pour s < t, �(i1;:::;ik) = qi1���ik , c'est-à-dire que :�(i1;:::;ik) = ������� �j1l1 � � � �j1ls... ...�jsl1 � � � �jsls ������� :Montrons alors que pour s = t la proposition est satisfaite. Comme �(i1;:::;ik) satisfaitla relation Fir 1:::k; i1:::ir�1ir+1:::ik , et par la remarque 13 nous avons :�(i1;:::;ik)�(1;:::;k) = kXj=1�(i1;:::;ir�1;j;ir+1;:::;ik)�(1;:::;j�1;ir;j+1;:::;k);où r 2 f1; : : : ;kg. Aussi nous pouvons choisir r tel que ir = lt soit r = jt et alors :�i1;:::;ir�1;j;ir+1;:::;ik = 0;sauf si j 2 fj1; : : : ;jtg, ceux-ci étant les seuls entiers manquant de l'ensemble f1; : : : ;kgd'où : �(i1;:::;ik)�(1;:::;k) = tXm=1�(i1;:::;ir�1;jm;ir+1;:::;ik)�(1;:::;jm�1;lt;jm+1;:::;k):Si maintenant nous prenons m 2 f1; : : : ;tg, alors�i1;:::;ir�1;jm;ir+1;:::;ik= �(1;:::;j1�1;l1;j1+1;:::;jm�1;lm;jm+1;:::;jt�1;jm;jt+1;:::;k)= ��(1;:::;j1�1;l1;j1+1;:::;jm�1;jm;jm+1;:::;jt�1;lm;jt+1;:::;k)



66 Chapitre 1. L'algèbre de Grassmann-Cayleypossède seulement t� 1 multiindices qui n'appartiennent pas à f1; : : : ;kg, et donc nousavons en appliquant l'hypothèse de récurrence :
�(i1;:::;ir�1;j;ir+1;:::;ik) = � ���������������

�j1l1 � � � �j1lm�1 �j1lm+1 � � � �j1lt�1 �j1lm... ... ... ... ...�jm�1l1 � � � �jm�1lm�1 �jm�1lm+1 � � � �jm�1lt�1 �jm�1lm�jm+1l1 � � � �jm+1lm�1 �jm+1lm+1 � � � �jm+1lt�1 �jm+1lm... ... ... ... ...�jtl1 � � � �jtlm�1 �jtlm+1 � � � �jtlt�1 �jtlm
���������������

= �(�1)t�1+m ���������������
�j1l1 � � � �j1lm�1 �j1lm �j1lm+1 � � � �j1lt�1... ... ... ... ...�jm�1l1 � � � �jm�1lm�1 �jm�1lm �jm�1lm+1 � � � �jm�1lt�1�jm+1l1 � � � �jm+1lm�1 �jm+1lm �jm+1lm+1 � � � �jm+1lt�1... ... ... ... ...�jtl1 � � � �jtlm�1 �jtlm �jtlm+1 � � � �jtlt�1

���������������Or comme �(1;:::;k) = 1, et que �(1;:::;jm�1;lt;jm+1;:::;k) = �jmlt , et les relations de Pluckernous donnent :
�(i1;:::;ik) = tXm=1(�1)t+m�jmlt ���������������

�j1l1 � � � �j1lt�1... ...�jm�1l1 � � � �jm�1lt�1�jm+1l1 � � � �jm+1lt+1... ...�jtl1 � � � �jtlt�1
���������������= �������� �j1l1 � � � �j1lt�1 �j1lt... ... ...�jtl1 � � � �jtlt�1 �jtlt �������� ;ce qui prouve la proposition pour s = t et termine la démonstration. 2Si V est un sous-espace vectoriel de dimension k de E, a1; : : : ;ak et b1; : : : ;bk deuxbases de V alors :a1O � � �Oak = jb1; : : : ;bkjdans la base a1; : : : ;akb1O � � �Obka1O � � �Oak 6�en général b1O � � �ObkProposition 23 Si e1; : : : ;en forment une base de E alors les Ckn k-séquences ei1O � � �Oeikpour 1 � i1 < � � � < ik � n forment une base de Vk E.



1.1. Dé�nitions et propriétés 67Démonstration : Montrons que l'ensemble des k-séquences ei1O � � �Oeik est généra-teur. Soit a1O � � �Oak un extenseur d'ordre k, en utilisant la proposition 20, nous avons :a1O � � �Oak � X0�i1<���<ik�n�(i1;:::;in)ei1O � � �Oein :Nous savons alors réécrire toutes les k-séquences sous forme d'une somme de ei1O � � �Oeik .Montrons que cet ensemble est libre. Soient une combinaison linéaire nulleX0�i1<���<ik�n�i1;:::;ikei1O � � �Oeiket 8xk+1; : : : ;xn 2 E, alors :X0�i1<���<ik�n�i1;:::;ikei1O � � �Oeik= X0�i1<���<ik�n�i1;:::;ik jei1 ; : : : ;eik ;xk+1; : : : ;xnj = 0:En particulier, cette équation est vraie pour fxk+1; : : : ;xng une base du supplémentairedu sous espace vectoriel de E engendré par fei1 ; : : : ;eikg. Dans ce cas, la relation nepossède plus qu'un seul terme ce qui entraîne que �i = 0. 2Dé�nition 10 Soient a1O � � �Oak, un extenseur d'ordre k et b1O � � �Obh, un extenseurd'ordre h, nous dé�nissons un opérateur _ de la manière suivante :(a1O � � �Oak) _ (b1O � � �Obh) = ���� 0 si < a1; : : : ;ak > \ < b1; : : : ;bh >6= 0a1O � � �OakOb1O � � �Obh sinonNous appellerons cet opérateur l'union.Remarque 14 � Si k + h > n alors (a1O � � �Oak) _ (b1O � � �Obh) = 0.� De plus, dorénavant nous dé�nirons les extenseurs d'ordre k directement avecl'opérateur d'union, c'est-à-dire que O = _.Proposition-dé�nition 3 Nous étendons la dé�nition de l'opérateur d'union aux al-gèbres Vk E �VhE par linéarité :e 2 Vk E; e =Pi �iai avec ai 2 Gk(E);f 2 VhE; f =Pj �jbj avec bj 2 Gh(E);e _ f =PiPj �i�jaiObj:Cet opérateur est clairement distributif par rapport à l'addition, c'est-à-dire, avec lesnotations précédentes : g 2 Vk E; (e+ g) _ f = e _ f + g _ f:il muni donc VE d'une structure d'algèbre.



68 Chapitre 1. L'algèbre de Grassmann-Cayley1.1.2 Algèbre doubleLe but est de rajouter à l'algèbre extérieure un opérateur d'intersection.Dé�nition 11 Soient Sk l'ensemble des permutations des k premiers entiers et r 2f1; : : : ;kg. Considérons l1; : : : ;lr un r-uplet de f1; : : : ;kg tel que Pri=1 li = k, nousdé�nissons Sl1;:::;lr(k) le sous ensemble des permutations de Sk telle que :�(1) < � � � < �(l1); �(l1 +1) < � � � < �(l1 + l2); : : : ; �(l1 + � � �+ lr�1+1) < � � � < �(k):Lemme 7 Soit � 2 Sk+h telle que :�(i1; : : : ;ik; j1; : : : ;jh) = j1; : : : ;jh; i1; : : : ;ik;alors nous avons sign(�) = (�1)k:h.Idée de démonstration : Chaque élément ji, c'est-à-dire h, doit être permuter avecles k éléments i1; : : : ;ik, d'où le résultat. 2Remarque 15 Il existe une bijection entre Sk; h�k(h) et Sh�k; k(h). En e�et, pour� 2 Sk; h�k(h), il existe �0 2 Sh�k; k(h) telle que :�0(1; : : : ;h) = �(k + 1); : : : ;�(h);�(1); : : : ;�(k):En appliquant le lemme 7, nous avons :sign(�0) = (�1)k(h�k)sign(�):Dé�nition 12 Soient A = a1 _ � � � _ ak et B = b1 _ � � � _ bh deux extenseurs d'ordre ket h respectivement. Nous dé�nissons l'intersection des extenseurs si k + h � n commesuit :A ^B = X�2Sn�h;k+h�n(k) sign(�)ja�(1); : : : ;a�(n�h);b1; : : : ;bhja�(n�h+1) _ � � � _ a�(k);sinon A ^B = 0:Proposition 24 Avec les mêmes notations que dans la dé�nition précédente, si k+h �n, alors :A ^B = X�2Sn�k;h+k�n(h) sign(�)ja1; : : : ;ak;b�(1); : : : ;b�(n�k)jb�(n�k+1) _ � � � _ b�(h):



1.1. Dé�nitions et propriétés 69Démonstration : Introduisons les applications suivantes :f : (En)k � (En)h �! Gk+h�n(E)(a1; : : : ;ak ; b1; : : : bh) 7�! X�2Sn�h;k+h�n(k)sign(�)ja�(1) ; : : : ;a�(n�h);b1; : : : ;bhja�(n�h+1) _ � � � _ a�(k);g : (En)k � (En)h �! Gk+h�n(E)(a1; : : : ;ak ; b1; : : : bh) 7�! X�2Sn�k;h+k�n(h)sign(�)ja1; : : : ;ak;b�(1); : : : ;b�(n�k)jb�(n�k+1) _ � � � _ b�(h):Ces deux applications sont multilinéaires alternées. Pour véri�er qu'elles sont identiques,il su�t de le véri�er sur les éléments de base :f(ei1 ; : : : ;eik ; ej1 ; : : : ;ejh) = g(ei1 ; : : : ;eik ; ej1 ; : : : ;ejh):Soient I = i1; : : : ;ik, J = j1; : : : ;jh les ensembles ordonnés et d = card (I \ J), quitte àrenuméroter, nous avons : I = d élémentsz }| {i1; : : : ;id ; k�d élémentsz }| {id+1; : : : ;ik ;J = j1; : : : ;jd| {z }d éléments ; jd+1; : : : ;jh| {z }h�d éléments ;avec il = jl 8l 2 f1; : : : ;dg:Si d > k + h � n, k � d et h � d sont inférieurs respectivement à n � k et n � h.C'est-à-dire que les déterminants apparaissant dans les dé�nitions de f et g sont tousnuls et que f = g = 0.Si d = k+l�n alors k�d = n�h et h�d = n�k. Il existe alors un seul élément dansles sommes dé�nies dans f et g. La seule permutation de Sn�h;h+k�n(k) qui permettejei�(d+1) ; : : : ;ei�(k) ;ej1 ; : : : ;ejh j 6= 0 est l'image de l'identité I 2 Sh+k�n;n�h(k) par labijection de la remarque 15, d'où :f(ei1 ; : : : ;eik ; ej1 ; : : : ;ejh) =(�1)(n�h)(k+h�n)jeid+1 ; : : : ;eik ;ej1 ; : : : ;ejd ;ejd+1 ; : : : ;ejk jeik�d _ � � � _ eik :De même, la seule permutation deSn�k;h+k�n(h) qui permette jei1 ; : : : ;eik ;ejd+1 ; : : : ;ejh j 6= 0est l'identité I, d'où :g(ei1 ; : : : ;eik ; ej1 ; : : : ;ejh) =jei1 ; : : : ;eid ;eid+1 ; : : : ;eik ;ejd+1 ; : : : ;ejh jej1 _ � � � _ ejd :En permutant dans l'expression de f les d termes communs au début du déterminant,nous obtenons :f(ei1 ; : : : ;eik ; ej1 ; : : : ;ejh) =(�1)(n�h)(k+h�n)(�1)(n�h)(k+h�n)jei1 ; : : : ;eik�d�1 ;ej1 ; : : : ;ejk jeik�d _ � � � _ eik ;



70 Chapitre 1. L'algèbre de Grassmann-Cayleyet f = g. 2Proposition 25 L'opérateur d'intersection des extenseurs correspond à l'intersectiondes sous espaces vectoriels associés.Idée de démonstration : Il su�t de considérer une base de l'intersection des sousespaces vectoriels associés aux extenseurs et de la compléter en une base de chaquesous espace. En appliquant la dé�nition de l'intersection, nous obtenons directement lerésultat souhaité. 2Propriété 2 Avec les notations ci-dessus :A ^B = X�2Sn�k;h+k�n(h) sign(�)ja1; : : : ;ak;b�(1); : : : ;b�(n�k)jb�(n�k+1) _ � � � _ b�(h)Démonstration :B ^A = X�2Sn�k;k+h�n(h) sign(�)jb�(1); : : : ;b�(n�k);a1; : : : ;akjb�(n�k+1) _ � � � _ b�(h):En utilisant la remarque 15, nous avons la bijection suivante :� : Sn�k;k+h�n(h) �! Sk+h�n;n�k(h)� 7�! �0 = (�(n� k + 1); : : : ;�(h); �(1); : : : ;�(n� k));et sign(�0) = (�1)(n�k)(k+h�n)sign(�) et inversement sign(�) = (�1)(n�k)(k+h�n)sign(�0).En utilisant cette bijection, nous pouvons écrire :B ^A =X�02Sk+h�n;n�k(h)(�1)(n�k)(k+h�n)sign(�0)jb�(k+h�n+1); : : : ;b�0(h);a1; : : : ;akjb�(1) _ � � � _ b�(k+h�n):En utilisant le lemme 7, nous avons :B ^A =X�02Sk+h�n;n�k(h)(�1)(n�k)(k+h�n)+(n�k)ksign(�0)ja1; : : : ;ak;b�(k+h�n+1; : : : ;b�0(h)jb�(1) _ � � � _ b�(k+h�n):En factorisant nous voyons la deuxième forme ( proposition 24) :B ^A = (�1)(n�k)(n�h)A ^B: 2Dé�nition 13 Nous étendons cet opérateur par linéarité à l'algèbre extérieure VE.



1.1. Dé�nitions et propriétés 71Remarque 16 Soient � 2 Sk;n�k(n) et �0 2 Sl;k�l(k) alors pour pouvons écrire unesorte de composition :�0 � �(1; : : : ;k) = �0 � �(1); : : : ;�0 � �(h);�0 � �(h+ 1); : : : ;�0 � �(k);�(k + 1); : : : ;�(n):�0 � � 2 Sh;k�h;n�k(n) et : sign�0 � � = sign�0sign�:Proposition 26 L'opérateur d'intersection est associatif : soient A;B et C trois exten-seurs, alors nous avons A ^ (B ^ C) = (A ^B) ^ C:Démonstration : Supposons que A (resp. B, C) soit un extenseur d'ordre k (resp. h,l) et a�n d'alléger la présentation, nous noterons pour cette démonstration :S = Sk+h�n;n�k(h)S0 = Sn�l;k+h+l�2n(k + h� n);et pour � 2 Sm;n(m+ n),�i1; : : : ;im+n) = i�(1); : : : ;i�(m)| {z }�1 ; i�(m+1); : : : ;i�(m+n)| {z }�2 :Nous développons les deux termes.(A ^B) ^ C = (X�2S sign(�)jA;B�2 jB�1) ^ C= X�2S X�02S0 sign(�)sign(�0)jA;B�2 jjB�1�01 jB�1�02= X 21.1.3 � Cap Product � et algèbre de HodgeLa dualité entre les points de l'espace et les formes linéaires joue un rôle important engéométrie classique. Nous allons voir que la dualité se traduit naturellement et apporteune souplesse supplémentaire à ce formalisme.Nous commençons par une notation. Dans la suite, nous appellerons e = e1_� � �_enl'intégrale de V(E) où e1; : : : ;en est une base canonique de E. Sk sera l'ensemble desk-uplets ordonnés de f1; : : : ;ng :Sk = ffi1; : : : ;ikg j 1 � i1 < � � � < ik � nge(Sk) = fei1 _ � � � _ eik j fi1; : : : ;ikg 2 SkgProposition 27i. 8A 6= 0 un extenseur d'ordre non nulA _ e = 0 et A ^ e = A



72 Chapitre 1. L'algèbre de Grassmann-Cayleyii. 8k 2 K k _ e = ke et k ^ e = kiii. 8n�uplet b1; : : : ;bn de E, b1 _ � � � _ bn = jb1; : : : ;bnjeDémonstration : Ces propriétés découlent directement des dé�nitions, de la remarque14 et de la proposition 20. 2Proposition 28 A et B deux extenseurs d'ordre k et l respectivement avec n = k + l :A _B = (A ^B) _ eDémonstration : Si A _ B 6= 0 alors A _ B est un extenseur d'ordre n et grâce à laproposition 27 (iii:) : A _B = det(A;B)eet A ^B est un extenseur d'ordre nul et de valeur :A ^B = det(A;B)d'où par la proposition 27 (ii:), nous obtenons la conclusion attendue.Si A _ B = 0 alors A ^ B est un extenseur d'ordre non nul et de la proposition 27(i:),nous obtenons : (A ^B) _ e = 0. 2Proposition-dé�nition 4()k : Gk(E)�Gn�k(E) �! K(A;B) 7�! A ^B()k est une forme bilinéaire que l'on appelle � Cap Product �.Démonstration : La bilinéarité vient directement de la multilinéarité de l'opérateurd'intersection. 2Proposition 29 Soit s 2 Sk et t 2 Sn�k :(e(s);e(t))k = ���� 0 si t 6= {f1;:::;ngsje(s);e(t)j si t = {f1;:::;ngs ;où {f1;:::;ngs désigne le complémentaire de l'ensemble s dans l'ensemble f1; : : : ;ng.



1.1. Dé�nitions et propriétés 73Démonstration : La démonstration est directe à partir de la dé�nition de l'opérateurd'intersection. 2Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, nous noterons {s au lieu de {f1;:::;ngs.Dé�nition 14 Pour s = fi1; : : : ;ikg 2 Sk nous dé�nissons :�(s) = je(s);e({s)j�1e({s)et �(Sk) = f�(s); s 2 Skg.Remarque 17 En utilisant la proposition 29, nous avons :�(s) = (e(s);e({s))�1k e({s):De plus, en remarquant que la signature de � 2 Sn telle que :�(1; : : : ;i; : : : ;j; : : : ;n) = 1; : : : ;i� 1;i+ 1; : : : ;j;i;j + 1; : : : ;n;est (�1)j�i, nous pouvons voir que la signature de � 2 Sn telle que :�(i1; : : : ;ik;1; : : : ;i1 � 1;i1 + 1; : : : ;ik � 1;ik + 1; : : : ;n) =i1; : : : ;ik�1;1; : : : ;i1 � 1;i1 + 1; : : : ;ik�1 � 1;ik�1 + 1; : : : ;nest (�1)ik�1�(k�1). En itérant cette remarque nous avons que la signature de � 2 Sntelle que : �(i1; : : : ;ik;1; : : : ;i1 � 1;i1 + 1; : : : ;ik � 1;ik + 1; : : : ;n) = 1; : : : ;nest (�1)Pkj=1 ij�1�(j�1) = (�)Pkj=1 ij� k(k+1)2 . Nous avons alors :�(s) = (�1)i1+���+ik� k(k+1)2 je1; : : : ;enj�1e({s):Proposition 30 �(Sk) est une base pour Gn�k(E).Démonstration : Nous savons que les éléments de Sn�k forment une base de Gn�k(E).Or les éléments de Sn�k et de �(Sk) sont identiques à un facteur non nul et au signeprès, ce qui ne modi�e pas l'espace engendré. Par conséquent, les �(Sk) forment aussiune base de Gn�k(E). 2Proposition 31 �(Sk)i est la base duale de e(Sk) pour le � cap product �.Démonstration : Montrons que 8s;t 2 Sk,(e(s);�(t))k = � 0 si s 6= t1 sinonComme �(t) = je(t);e({t)j�1e({t), nous avons :(e(s);�(t))k = je(t);e({t)j�1(e(s);e({t))k :



74 Chapitre 1. L'algèbre de Grassmann-CayleyOr par dé�nition, si s 6= t, (e(s);e({t))k = 0 et si s = t; e({t)k = je(t);e({t)j nousobtenons le résultat annoncé. 2Notation 5 �i = (�1)i�1e1 _ � � � _ ei�1 _ ei+1 _ � � � _ en:Théorème 6 e1; : : : ;en une base de E et s = fi1; : : : ;ikg 2 Sk :�(s) = �i1 ^ � � � ^ �ik (1.3)Démonstration : Elle s'e�ectue par récurrence sur k.Pour k = 1, alors s = i1 et�(s) = jei1 ;e1; : : : ;enj�1e1 _ � � � _ ei�1 _ ei+1 _ � � � _ en= (�1)i1�1je1; : : : ;enj�1e1 _ : : : _ ei1�1 _ ei1+1 _ � � � _ en= �i1Supposons que pour l < k, nous avons :�(i1; : : : ;il) = �i1 ^ � � � ^ �il :Montrons que nous avons cette égalité pour k. Considérons (�i1 ^ � � � ^ �ik�1) ^ �k.Comme nous avons �i1 ^ � � � ^ �ik�1 2 Vn�(k�1)E et �ik 2 Gk(E), nous pouvons déve-lopper l'opérateur d'intersection a�n d'obtenir un élément de Vn�k E. De plus le seuldéterminant non nul apparaissant dans le développement provient de la permutation� de Sn�k;2k�n�1(k � 1) telle que e�(n�k+1); : : : ;e�(k�1) engendrent l'espace complé-mentaire de celui engendré par �i1 ^ � � � ^ �ik�1 , c'est-à-dire ei1 ; : : : ;eik�1 2. Nommonsej1 ; : : : ;ejn+1�k le complémentaire de ei1 ; : : : ;eik�1 .(�i1 ^ � � � ^ �ik�1) ^ �k= (�1)i1+���+ik�1� k(k�1)2 sign(�)je1; : : : ;enj�1jej1 ; : : : ;ejn+1�k ;ei1 ; : : : ;eik�1 jej1 _ � � � _ ejn+1�k= �(s) 2Corollaire 2i. �1 ^ � � � ^ �i = e�1ei+1 _ � � � _ enii. �1 ^ � � � ^ �n = e�12. Nous savons que �i1 ^ � � �^�ik�1 = �(i1; : : : ;ik�1) par hypothèse de récurrence, donc nous savonsque c'est un extenseur.



1.2. Relations géométriques de base 75Démonstration : Découle directement de la remarque 17 et du théorème 6. 2Dé�nition 15 Nous dé�nissons l'opérateur de Hodge � comme suit :si k 6= 0 et si k 6= n alors: Vk E �! Vn�kEa = Xs2Sk ase(s) 7�! Xs2Sk as�(s)si k = 0: k �! VnE1 7�! esi k = n: VnE �! ke 7�! 1Proposition 32 L'opérateur � dé�nit un isomorphisme d'algèbre entre (Vk E;_) et(Vk E;^).Démonstration : Cet isomorphisme se véri�e aisément avec l'ensemble des propriétésénoncées précédemment. 2Théorème 7 Si nous avons je1; : : : ;enj = 1 alors, pour tout A 2 Vk E et B 2 Vl E,i. �(A _B) = (�A) ^ (�B) et �(A ^B) = (�A) _ (�B).ii. �(�A) = (�1)k(n�k)A.1.2 Relations géométriques de baseDans cette section, nous établissons une correspondance entre des propriétés géo-métriques élémentaires et leurs écritures dans l'algèbre de Grassmann-Cayley. Nousmontrons ainsi la simplicité d'utilisation de ces algèbres. Nous avons classé ces proprié-tés en trois groupes : les propriétés projectives, les propriétés a�nes et les propriétéseuclidiennes.1.2.1 Géométrie projectiveUne propriété géométrique est dite projective si elle est invariante par les trans-formations du groupe projectif. De ce fait, elle est facile à transcrire sous forme depolynômes de déterminants (voir le premier théorème fondamental de [Wey39]).



76 Chapitre 1. L'algèbre de Grassmann-CayleyDans le planLemme 8 (Colinéarité) Soient les points A;B et C du plan, ils sont colinéaires si etseulement si jA;B;Cj = 0ou de manière équivalente, si et seulement si pour tout point E et F du plan tels quejA;E;F j 6= 0, jA;B;EjjA;C;F j � jA;B;F jjA;C;Ej = 0:Démonstration : À partir de la relation de Cramer sur les déterminants :jB;C;EjA � jA;C;EjB + jA;B;EjC � jA;B;CjE = 0Il su�t de construire la séquence formée par le membre de gauche de l'égalité ci-dessuset de A et F , soit :jB;C;EjjA;A;F j � jA;C;EjjB;A;F j + jA;B;EjjC;A;F j � jA;B;CjjE;A;F j = 0d'où jA;B;CjjA;E;F j = jA;B;F jjA;C;Ej � jA;B;EjjA;C;F j:Si jA;E;F j 6= 0 alors jABCj = 0 si et seulement si jA;B;EjjA;C;F j�jA;B;F jjA;C;Ej = 02Lemme 9 (Concourrance) Soient les droites du plan (AB); (CD); (EF ). Elles sontconcourantes si et seulement si :jA;B;EjjC;D;F j + jA;B;F jjC;D;Ej = 0Démonstration : Soit I le point d'intersection des droites (CD) et (EF ) alors Ivéri�e 3: I = jC;D;F jE � jC;D;EjF:Les droites (AB); (CD) et (EF ) sont concourantes si et seulement si le point I appar-tient à la droite (AB), c'est-à-dire :jA;B;Ij = jA;B;EjjC;D;F j � jA;B;F jjC;D;Ej = 0: 2Lemme 10 (Birapport) Le birapport des points A;B;C;D est égal à(A;B;C;D) = jA;D;EjjB;C;EjjB;D;EjjA;C;Ejoù E est un point quelconque du plan.3. Il su�t de véri�er I _ C _D = 0 et I _E _ F = 0.



1.2. Relations géométriques de base 77Pour tous les points P1; P2; P3; P4 du plan et pour tous les points A;B;C;D tels queA (resp. B) soit le point d'intersection des droites (P1P2) et (CD), (resp. (P3P4) et(CD)), nous avons : (A;B;C;D) = jP1;P2;CjjP3;P4;DjjP1;P2;DjjP3;P4;CjLemme 11 (Conique) Le point F est sur la conique dé�nie par les points A;B;C,D;Esi et seulement sijA;B;EjjA;D;F jjC;D;EjjC;B;F j � jA;D;EjjA;B;F jjC;B;EjjC;D;F j = 0:Démonstration : La preuve de ce lemme utilise le théorème de Pascal : les six pointsA;B;C;D;E; F sont sur une même conique si et seulement si les points I; J;K, dé�nisrespectivement comme étant les points d'intersection des droites (AC)[ (BF ); (AE)[(FD); (BE) [ (CD), sont alignés.Aussi, nous avons les règles de réécriture suivantes :I = jC;B;F jA� jA;B;F jC;J = jE;D;F jA� jA;D;F jE;J = jF;A;EjD � jD;A;EjF;K = jE;C;DjB � jB;C;DjE;K = jD;B;EjC � jC;B;EjD:De plus, jI;J;Kj = 0. Si nous appliquons les règles de réécriture, nous obtenons :jI;J;Kj = jA;B;EjjA;D;F jjC;D;EjjC;B;F j�jA;D;EjjA;B;F jjC;B;EjjC;D;F j = 0: 2Dans l'espaceLemme 12 (Coplanarité) Les points A;B;C;D sont sur un même plan si et seule-ment si : jA;B;C;Dj = 0:Or pour E;F;G;H des points quelconques de l'espace, nous avonsjA;B;C;Ej jD;F;G;Hj � jA;B;C;F j jD;E;G;Hj+jA;B;C;Gj jD;E;F;Hj � jA;B;C;Hj jD;E;F;Gj = 0Lemme 13 (Concourrance de plans) Les plans A_B _C, D _E _ F , G_H _ Iet J _K _ L sont concourants si et seulement si :jA;B;G;Hj jC;D;E;F j jI;J;K;Lj � jA;B;G;Ij jC;D;E;F j jH;J;K;Lj+jA;B;H;Ij jC;D;E;F j jG;J;K;Lj � jA;C;G;Hj jB;D;E;F j jI;J;K;Lj+jA;C;G;Ij jB;D;E;F j jH;J;K;Lj � jA;C;H;Ij jB;D;E;F j jG;J;K;Lj+jB;C;G;Hj jA;D;E;F j jI;J;K;Lj � jB;C;G;Ij jA;D;E;F j jH;J;K;Lj+jB;C;H;Ij jA;D;E;F j jG;J;K;Lj = 0



78 Chapitre 1. L'algèbre de Grassmann-Cayley1.2.2 Géométrie a�neLa géométrie a�ne peut être dé�nie à partir de la géométrie projective par l'adjonc-tion d'une forme linéaire H dé�nissant l'hyperplan à l'in�ni.Dans le planDans le cas plan, il est équivalent d'introduire deux points I et J pour dé�nir ladroite à l'in�ni.Lemme 14 (Parallélisme) Les droites (AB) et (CD) sont parallèles si et seulementsi : jA;B;IjjC;D;J j � jA;B;J jjC;D;Ij = 0ou de manière équivalente :jA;B;CjjI;J;Dj � jA;B;DjjI;J;Cj = 0;ou jA;B;CjH(D)� jA;B;DjH(C) = 0:Démonstration : (AB) et (CD) sont parallèles si et seulement si (AB); (CD) et (IJ)sont concourantes. 2Lemme 15 (Milieu d'un segment) Le point C est le milieu du segment [AB] si etseulement si pour tout point E du plan :jA;I;J jjB;C;Ej + jB;I;J jjA;C;Ej = 0;ou de manière équivalente :H(A) jB;C;Ej +H(B) jA;C;Ej = 0:Démonstration : Soit U le point d'intersection de la droite (AB) et de la droite àl'in�ni (IJ), alors U s'écrit : U = jB;I;J jA� jA;I;J jB:C est le milieu du segment [AB] () (A;B;C;D) = �1. Aussi pour E un pointgénérique : jU;A;EjjC;B;EjjU;B;EjjC;A;Ej = �jA;I;J jjB;A;EjjC;B;EjjB;I;J jjA;B;EjjC;A;Ej = �1: 2



1.2. Relations géométriques de base 79Dans l'espaceLemme 16 (Parallélisme de plans) Les plans dé�nis par A _ B _ C et D _ E _ Fsont parallèles si et seulement si :jA;I;J;Kj(H(B)jC;D;E;F j � H(C)jB;D;E;F j)+ jB;I;J;Kj(H(C)jA;D;E;F j � H(A)jC;D;E;F j)+ jC;I;J;Kj(H(A)jB;D;E;F j � H(B)jA;D;E;F j) = 0:Lemme 17 (Parallélisme de droites) Les droites A _B et C _D sont parallèles siet seulement si : � H(A)jB;C;Dj � H(B)jA;C;Dj = 0jA;B;C;Dj = 01.2.3 Géométrie euclidienneComme le mentionne F. Klein dans son � Erlangen program � [Kle74], la géométrieeuclidienne est une géométrie qui respecte un hyperplan H (appelé hyperplan à l'in�ni)et une quadrique Q qui dé�nit la métrique. La géométrie euclidienne correspond à lagéométrie a�ne à laquelle nous ajoutons une forme bilinéaire symétrique Q.Dans le planDans le cas plan, nous appellerons I et J les points d'intersection de la quadriqueQ et de la droite à l'in�ni H.Lemme 18 (Angle de droites) L'angle entre les droites (AB) et (CD) est égal à �si et seulement si : jA;B;IjjC;D;J j � e2i�jA;B;J jjC;D;Ij = 0:La démonstration de ce lemme repose sur la formule de Laguerre [Sam86] : (�1;�2; I;J) = e2i�où �1 (resp. �2) est le point d'intersection de la droite à l'in�ni et de la droite (AB)(resp. (CD)).Démonstration : En utilisant les règles de réécriture de �1 et �2 :�1 = jA;B;J jI � jA;B;IjJ�2 = jC;D;J jI � jC;D;IjJet pour tout point E générique, nous obtenons :(�1;�2; I;J) = jJ;�1;EjjI;�2;EjjJ;�2;EjjI;�1;Ej= �jA;B;J jjJ;I;EjjC;D;IjjI;J;Ej�jC;D;J jjJ;I;EjjA;B;IjjI;J;Ej= e2i� 2Lemme 19 (Cocyclicité) Les points A;B;C;D sont sur un même cercle si et seule-ment si : jA;B;IjjA;D;J jjC;D;IjjC;B;J j � jA;D;IjjA;B;J jjC;B;IjjC;D;J j = 0:



80 Chapitre 1. L'algèbre de Grassmann-CayleyDémonstration : Les points A;B;C;D sont sur un même cercle si et seulement si lespoints A;B;C;D; I; J sont sur une même conique, le résultat est alors immédiat avecle lemme 11. 2Lemme 20 (Orthogonalité de droites) Les droites A_B et C_D sont orthogonalessi et seulement si :jA;B;C;Dj = 0H(B)H(D)Q(A;C) �H(B)H(C)Q(A;D)�H(A)H(D)Q(B;C) +H(A)H(C)Q(B;D) = 0Dans l'espaceLemme 21 (Orthogonalité de plans) Les plans A _ B _ C et D _ E _ F sont or-thogonaux si et seulement si :H(A)H(D) ~Q(B _ C;E _ F )�H(A)H(E) ~Q(B _ C;D _ F )+H(A)H(F ) ~Q(B _ C;D _E)�H(B)H(D) ~Q(A _ C;E _ F )+H(B)H(E) ~Q(A _ C;D _ F )�H(B)H(F ) ~Q(A _ C;D _E)+H(C)H(D) ~Q(A _B;E _ F ) +H(C)H(E) ~Q(A _B;D _ F )�H(C)H(F ) ~Q(A _B;D _E) = 0où ~Q(A _B;C _D) = ���� Q(A;C) Q(A;D)Q(B;C) Q(B;D) ���� :Remarque 18 Nous notons encore par algèbre des déterminants sur un ensemble depoints R, l'ensemble des polynômes ayant pour variables les déterminants jA1; : : : ;Anj,les formes linéaires B et les produits scalaires Q(C;D), pour Ai; B;C;D 2 R.Remarque 19 Tous les théorèmes correspondent à des polynômes de déterminants quisont homogènes par rapport aux points et de petit degré (inférieur ou égal à 4).Remarque 20 Si nous travaillons dans un repère orthonormé, la notion d'orthogonalitédé�nie par la dualité est équivalente à la notion d'orthogonalité dé�nie par la quadriqueQ.Orthogonalité de droites: l1 et l2 sont orthogonales si et seulement si :(l1 ^H)� _ (l2 ^H) = 0:Orthogonalité de plans: H1 et H2 sont orthogonaux si et seulement si :H�1 _H2 = 0:
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Chapitre 2Équations d'étalonnage d'unecaméraDans ce chapitre, nous allons chercher à exprimer des contraintes d'orthogonalité etde parallélisme de deux droites de la scène à travers une caméra. En d'autres termes,nous voulons traduire le fait que deux droites dans la photographie sont les images dedeux droites orthogonales ou parallèles de la scène.Dans tout ce qui suit, nous supposons posséder :� Une caméra non calibrée de matrice de projection :P = 0@ P1P2P3 1A = � P 1 P 2 P 3 P 4 � :� Un plan dans l'espace ne passant pas par le centre optique de la caméra� = (�1;�2;�3;�4):� Quatre points du plan � : A;B;C;Dde coordonnées respectives (A1 : A2 : A3 : A4), (B1 : B2 : B3 : B4), (C1 : C2 : C3 :C4) et (D1 : D2 : D3 : D4).� Les quatre images respectives de A;B;C;D par P notées :a; b; c; d:2.1 Le modèle projectif d'une caméraRemarque 21 P1; P2; P3 dé�nissent des plans de l'espace.Une caméra peut être vue comme une machine capable de mesurer les intensitéslumineuses des rayons optiques, demi-droites joignant un point particulier C appelé le



82 Chapitre 2. Équations d'étalonnage d'une caméracentre optique de la caméra et n'importe quel point de l'espace, qui � frappe � le planrétinien de celle-ci.Remarque 22 C est l'unique point de l'espace véri�ant PC = 0 soitPC = (P1 _ C : P2 _ C : P3 _ C)t = (0 : 0 : 0)tOr 8H 2 P2(E); H _ C = 0 est équivalent à C 2 H d'où C 2 P1, C 2 P2 et C 2 P3,soit C = P1 ^ P2 ^ P3:Proposition 33 Pour m un point du plan rétinien de coordonnées (x : y : z), le rayonoptique qu'il dé�nit est : xP2 ^ P3 + yP3 ^ P1 + zP1 ^ P2 (2.1)Démonstration : Soientm = (x : y : z) un point du plan rétinien et le plan xP2�yP1 1,nous pouvons remarquer que C_ (xP2�yP1) = 0 et que pour tout point M de la droite(Cm) : m = PM= (P1 _M;P2 _M;P3 _M)= (x : y : z)Nous avons alors :(xP2 � yP1) _M = ((P1 _M)P2 � (P2 _M)P1) _M= (P1 _M)(P2 _M)� (P2 _M)(P1 _M)= 0c'est-à-dire que C et tout point M de la droite (Cm) appartiennent au plan xP2� yP1.Par un raisonnement analogue, nous montrons que les points C et M appartiennentaux plans yP3 � zP2 et zP1 � xP3. Par conséquent, l'intersection de ces trois plans estla droite (Cm). Or les intersections s'écrivent :(xP2 � yP1) ^ (yP3 � zP2) = y(xP2 ^ P3 + yP3 ^ P1 + zP1 ^ P2)(xP2 � yP1) ^ (zP1 � xP3) = �x(xP2 ^ P3 + yP3 ^ P1 + zP1 ^ P2)(yP3 � zP2) ^ (zP1 � xP3) = z(xP2 ^ P3 + yP3 ^ P1 + zP1 ^ P2)Et comme x;y;z ne peuvent pas être tous nuls, nous avons que :C _m = (xP2 ^ P3 + yP3 ^ P1 + zP1 ^ P2): 21. xP2 � yP1 est un élément du faisceau de plans engendré par P1 et P2. Tous les plans du faisceaucontiennent la droite d'intersection de P1 et P2.



2.2. La matrice de projection inverse 832.2 La matrice de projection inversePour chaque plan � de l'espace, il existe une homographie 2 entre le plan rétinienet �.Proposition 34 Soit P+� : P2 �! P3 dé�nie parP+� = (P2 ^ P3 ^�; P3 ^ P1 ^�; P1 ^ P2 ^�) :Pour tout point m du plan rétinien, P+� (m) représente le vecteur de coordonnées dupoint d'intersection du rayon optique (Cm) et du plan �.Démonstration : En e�et si m = (x : y : z) alorsM = P+� (m)= (P2 ^ P3 ^�;P3 ^ P1 ^�;P1 ^ P2 ^�)0@ xyz 1A= x(P2 ^ P3 ^�) + y(P3 ^ P1 ^�) + z(P1 ^ P2 ^�)= (x(P2 ^ P3) + y(P3 ^ P1) + z(P1 ^ P2)) ^� 2Proposition-dé�nition 5 Avec les notations courantes, nous dé�nissonsG = � P 1 P 2 P 3 P 4�1 �2 �3 �4 �Si P est une matrice de projection dont le centre optique C n'appartient pas au plan �,alors G est inversible.Démonstration : En fait, G peut s'écrire sous la forme (P1P2P3�)t d'oùdet(G) = P1 ^ P2 ^ P3 ^�= C ^� 6= 0 car C 62 � 2Proposition 35 Si a = (a1 : a2 : a3)t 2 P2 alors les coordonnées de A = P+� (a) sont :����� a P 2 P 3 P 40 �2 �3 �4 ���� : ���� P 1 a P 3 P 4�1 0 �3 �4 ���� :���� P 1 P 2 a P 4�1 �2 0 �4 ���� : ���� P 1 P 2 P 3 a�1 �2 �2 0 �����2. Application projective inversible.



84 Chapitre 2. Équations d'étalonnage d'une caméraDémonstration : Si A = P+� (a) alors� a = PA� _A = 0Ce qui s'écrit GA = � a 0 �t. Si � ne passe pas par le centre optique de la caméraalors G est inversible et A = G�1 � a 0 �. Soit, par la règle de Cramer :A = ����� a P 2 P 3 P 40 �2 �3 �4 ���� : ���� P 1 a P 3 P 4�1 0 �3 �4 ���� :���� P 1 P 2 a P 4�1 �2 0 �4 ���� : ���� P 1 P 2 P 3 a�1 �2 �3 0 ����� 22.3 La condition d'orthogonalitéDans ce qui suit, nous supposons que e1; e2; e3; e4 est une base de E, que les pointsdu plan à l'in�ni H1 sont les points dont la dernière coordonnée est nulle 3. Nousdé�nissons le produit scalaire suivant :8 (M = (X : Y : Z : T ); M 0 = (X 0 : Y 0 : Z 0 : T 0)) 2 P3 � P3;hM;M 0i = XX 0 + Y Y 0 + ZZ 0 + TT 0:Un point M de H1 de coordonnées (X : Y : Z : 0)t appartient à la conique absolue siet seulement si X2 + Y 2 + Z2 = 0.Proposition 36 Soient A;B;C;D quatre points, les droites (AB) et (CD) sont ortho-gonales si et seulement si :���� A1 B1A4 B4 ���� ���� C1 D1C4 D4 ����+ ���� A2 B2A4 B4 ���� ���� C2 D2C4 D4 ����+ ���� A3 B3A4 B4 ���� ���� C3 D3C4 D4 ���� = 0 (2.2)Démonstration : Les droites (AB) et (CD) sont orthogonales si et seulement si lesdeux points à l'in�ni sont conjugués par rapport à la conique absolue, c'est-à-dire :h(A _B) ^H1; (C _D) ^H1i = 0:Or h(A _B) ^H1; (C _D) ^H1i= hH1(A)B �H1(B)A;H1(C)D �H1(D)Ci3. H1 = �e4.



2.3. La condition d'orthogonalité 85= hA4B �B4A;C4D �D4Ci= (A4B1 �B4A1)(C4D1 �D4C1) + (A4B2 �B4A2)(C4D2 �D4C2)+(A4B3 �B4A3)(C4D3 �D4C3)= ���� A1 B1A4 B4 ���� ���� C1 D1C4 D4 ����+ ���� A2 B2A4 B4 ���� ���� C2 D2C4 D4 ����+ ���� A3 B3A4 B4 ���� ���� C3 D3C4 D4 ���� 2Lemme 22 Nous rappelons ici la règle de développement des doubles produits vecto-riels : (u� v)�w = hu;wiv � hv; wiu (2.3)et nous donnons une propriété dont nous nous servirons dans la suite :ha; xihb; yi � hb; xiha; yi = ha� b; x� yi (2.4)Démonstration : ha; xihb; yi � hb; xiha; yi= ha; hb; yixi � ha; hb; xiyi= ha; hb; yix� hb; xiyi= ha; (y � x)� bi= det(x� y;a;b)= ha� b; x� yi 2Proposition 37 Si a; b; c; d sont les images respectives de A;B;C;D par la matricede projection P de la caméra, alors les droites (AB) et (CD) sont orthogonales si etseulement si : (�3hu; P 2i � �2hu; P 3i)(�3hv; P 2i � �2hv; P 3i)+ (�1hu; P 3i � �3hu; P 1i)(�1hv; P 3i � �3hv; P 1i)+ (�2hu; P 1i � �1hu; P 2i)(�2hv; P 1i � �1hv; P 2i) = 0 (2.5)où u = a� b et v = c� d sont les droites dans les images.Démonstration : Le schéma de la démonstration est le suivant : à partir de l'équa-tion 2.2, nous substituons les coordonnées des points à l'aide de la proposition 35. Endéveloppant cette dernière expression, nous obtenons le résultat annoncé.



86 Chapitre 2. Équations d'étalonnage d'une caméraNous commençons par le premier terme :���� A1 B1A4 B4 ���� = ���������� ���� a P 2 P 3 P 40 �2 �3 �4 ���� ���� b P 2 P 3 P 40 �2 �3 �4 �������� P 1 P 2 P 3 a�1 �2 �3 0 ���� ���� P 1 P 2 P 3 b�1 �2 �3 0 ����
���������� :Si nous développons les déterminants par la dernière ligne, nous obtenons :���� A1 B1A4 B4 ���� = (�2ha; P 3 � P 4i � �3ha; P 2 � P 4i+ �4ha; P 2 � P 3i)(��1hP 2 � P 3; bi+ �2hP 1 � P 3; bi � �3hP 1 � P 2; bi)(�2hb; P 3 � P 4i � �3hb; P 2 � P 4i+ �4hb; P 2 � P 3i)(��1hP 2 � P 3; ai+ �2hP 1 � P 3; ai � �3hP 1 � P 2; ai)= ha; �2P 3 � P 4 � �3P 2 � P 4 + �4P 2 � P 3ihb; � �1P 2 � P 3 + �2P 1 � P 3 � �3P 1 � P 2i� hb; �2P 3 � P 4 � �3P 2 � P 4 + �4P 2 � P 3iha; � �1P 2 � P 3 + �2P 1 � P 3 � �3P 1 � P 2iPar la relation (2.4) du lemme 22, nous obtenons :���� A1 B1A4 B4 ����= ha� b; (�2P 3 � P 4 � �3P 2 � P 4 + �4P 2 � P 3)� (��1P 2 � P 3 + �2P 1 � P 3 � �3P 1 � P 2)iNous rappelons la matriceG = � P 1 P 2 P 3 P 4�1 �2 �3 �4 � (2.6)et nous donnons plusieurs écritures du déterminant de G :det(G) = ��1��P 2;P 3;P 4��+ �2��P 1;P 3;P 4��� �3��P 1;P 2;P 4��+ �4��P 1;P 2;P 3��= ��1��P 2;P 3;P 4��+ hP 1; �2P 3 � P 4 � �3P 2 � P 4 + �4P 2 � P 3i= hP 4; � �1P 2 � P 3 + �2P 1 � P 3 � �4P 1 � P 2i+ �4��P 1;P 2;P 3��En appliquant le lemme 2.4, nous obtenons :h�2P 3 � P 4 � �3P 2 � P 4 + �4P 2 � P 3 ���1P 2 � P 3 + �2P 1 � P 3 � �4P 1 � P 2; P 1 � P 4i= h�2P 3 � P 4 � �3P 2 � P 4 + �4P 2 � P 3; P 1ih��1P 2 � P 3 + �2P 1 � P 3 � �4P 1 � P 2; P 4i�h��1P 2 � P 3 + �2P 1 � P 3 � �4P 1 � P 2; P 1ih�2P 3 � P 4 � �3P 2 � P 4 + �4P 2 � P 3; P 4i= (det(G) + �1��P 2;P 3;P 4��)(det(G)� �4��P 1;P 2;P 3��) + �1�4��P 1;P 2;P 3����P 2;P 3;P 4��= det(G)2 + det(G)(�1��P 2;P 3;P 4��� �4��P 1;P 2;P 3��):



2.4. Les contraintes de parallélisme 87Or, �1��P 2;P 3;P 4��� �4��P 1;P 2;P 3�� = �2��P 1;P 3;P 4��� �3��P 1;P 2;P 4��� det(G)d'où,h(�2P 3 � P 4 � �3P 2 � P 4 + �4P 2 � P 3)� (��1P 2 � P 3 + �2P 1 � P 3 � �4P 1 � P 2); P 1 � P 4i= det(G)hP 1 � P 4; �3P 2 � �2P 3i:Par conséquent : ���� A1 B1A4 B4 ���� = det(G)(�3hu; P 2i � �2hu; P 3i):Nous déduisons par permutation circulaire les autres déterminants et ainsi nous pouvonsécrire : det(G)2( (�3hu; P 2i � �2hu; P 3i)(�3hv; P 2i � �2hv; P 3i)+ (�1hu; P 3i � �3hu; P 1i)(�1hv; P 3i � �3hv; P 1i)+ (�2hu; P 1i � �1hu; P 2i)(�2hv; P 1i � �1hv; P 2i)) = 0: 22.4 Les contraintes de parallélismeProposition 38 Soient A;B;C;D quatre points n'appartenant pas au plan de l'in�ni,les droites (AB) et (CD) sont parallèles si et seulement si :H1(C)A _B _D �H1(D)A _B _ C = 0 (2.7)Démonstration : Deux droites n'appartenant pas au plan à l'in�ni sont parallèlessi et seulement si elles se coupent en un point du plan à l'in�ni, ou bien de manièreéquivalente, le point à l'in�ni 4 de l'une appartient à l'autre. Cette dernière propriétés'écrit naturellement dans l'algèbre de Grassmann-Cayley comme suit :(A _B) _ (H1 ^ (C _D)) = 0() A _B _ (H1(C)D �H1(D)C) = 0() H1(C)A _B _D �H1(D)A _B _ C = 0 2Proposition 39 Soient a; b; c; d les images respectives de A;B;C;D, les droites (AB)et (CD) sont parallèles si et seulement si :h�1(P 3 � P 2) + �2(P 1 � P 3)� �3(P 1 � P 2); (a � b)� (c� d)i = 0 (2.8)où (a� b)� (c� d) désigne le point d'intersection des droites images dans la photogra-phie.4. c'est-à-dire l'unique point d'intersection de H1 et de la droite.



88 Chapitre 2. Équations d'étalonnage d'une caméraDémonstration : Comme l'équation 2.7 est équivalente à8I; jH1(C)D �H1(D)C;A;B; Ij = 0;que l'application G est inversible et que le produit des déterminants est égal au déter-minant du produit, nous avons :det(G)jH1(C)D �H1(D)C;A;B;Ij = ���� H1(C)d�H1(D)c a b (i1;i2;i3)t0 0 0 i4 ����où i = fi1; : : : ;i4g est l'image de I par l'application G. Si I n'appartient pas à � alorsi4 6= 0 et en développant le déterminant par la dernière ligne, notre équation devient :�� H1(C)d�H1(D)c a b �� = 0:Comme H1 = �e4, par la proposition 35, nous avons :H1(C) = C4 = ���� P 1 P 2 P 3 c�1 �2 �3 0 ����H1(D) = D4 = ���� P 1 P 2 P 3 d�1 �2 �3 0 ���� :Or en développant ces déterminants 4x4 par la dernière ligne, le premier vecteur vdevient : v = H1(C)d�H1(D)c =h��1(P 2 � P 3) + �2(P 1 � P 3)� �3(P 1 � P 2); cid�h��1(P 2 � P 3) + �2(P 1 � P 3)� �3(P 1 � P 2); dic= (c� d)� (��1(P 2 � P 3) + �2(P 1 � P 3)� �3(P 1 � P 2))et nous sommes en mesure de conclure en nommant K = ��1(P 2 � P 3)+�2(P 1 � P 3)��3(P 1 � P 2) que jH1(C)d�H1(D)c; a; bj = j(c� d)�K; a; bj= h(c� d)�K; a� bi= jc� d;K; a � bj= hK; (a � b)� (c� d)i= 0 2
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Chapitre 3Étalonnage d'une caméraDans ce chapitre, nous allons présenter une technique d'étalonnage d'une caméra àpartir d'une photographie et d'une carte (du type plan urbain) de la scène. La cartepeut être assimilée à une photographie d'une caméra avec un à l'in�ni. La directionverticale correspond à celle des rayons optiques. Par conséquent, une droite verticale(resp. un segment vertical) a pour image dans la carte un point. Nous avons choisi l'axedes y pour dé�nir la verticalité. La matrice de projection de la carte est la suivante :Pc = 0@ 1 0 0 00 0 1 00 0 0 1 1A :L'étalonnage d'un système photographie-carte consiste à estimer la matrice de pro-jection de la caméra associée à la photographie. En plus des correspondances entre lespoints de la carte et les points de la photographie, nous considérons des correspondancesentre des points de la cartes et des segments dans la photographie qui sont les imagesde segments verticaux ainsi que des propriétes géométriques comme le parallélisme etl'orthogonalité.3.1 Estimation de P 2Qu'est-ce que la géométrie épipolaire dans le cas d'une photographie et d'une carte?C'est la correspondance qui existe entre les points et les droites. Tout point de la cartecorrespond à l'image d'une droite verticale dans la photographie. L'épipole est dé�niecomme l'intersection de toutes les droites épipolaires. L'épipole de la carte dans laphotographie est l'intersection de toutes les images des droites verticales.Proposition 40 L'épipole de la carte dans la photographie a pour coordonnées P 2.Démonstration : Pour tout point mc = (m1 : m3 : m4)t de la carte considérons lepoint M de l'espace tel que : PcM = mc:



90 Chapitre 3. Étalonnage d'une caméraLe M appartient à la droite verticale 1 passant par (m1 : 0 : m3 : m4)t et par (m1 : 1 :m3 : m4)t. L'image de cette droite par la caméra est la droite épipolaire du point mc etelle s'écrit naturellement :(M1P 1 +M3P 3 +M4P 4) _ (M1P 1 + P 2 +M3P 3 +M4P 4):Nous véri�ons aisément en développant par linéarité que P 2 appartient à cette droite,c'est-à-dire :P 2 _ (M1P 1 +M3P 3 +M4P 4) _ (M1P 1 + P 2 +M3P 3 +M4P 4) = 0:Donc toutes les droites épipolaires passent par le point P 2 et P 2 est donc l'épipole. 2Nous appelons par abus de langage � une droite verticale � (resp. � un segmentvertical �) dans la photographie, une droite (resp. un segment) qui est l'image d'unedroite verticale (resp d'un segment vertical) de l'espace. Comme nous l'avons montrédans la démonstration de la proposition précédente, P 2 appartient à toutes les droitesverticales de la photographie. Son estimation est donc relativement simple puisqu'ilsu�t de résoudre un système linéaire homogène. Nous imposons jjP 2jj = 1 ce qui nous�xe le facteur d'échelle de la matrice P . Dans la pratique, nous avons plus de deuxdroites verticales (resp. segments verticaux) dans la photographie. Par conséquent, nouscherchons P 2 comme la solution aux moindres carrés d'un système linéaire.3.2 Estimation de la matrice fondamentaleProposition 41 F = � P 1 � P 2 P 3 � P 2 P 4 � P 2 � : (3.1)Démonstration : Soit M = (M1 : Y : M3 : M4) un point de l'espace, ses imagesrespectives dans la carte et dans la photographie sont données par :mc = (M1 :M3 :M4);mp = PM =M1P 1 + Y P 2 +M3P 3 +M4P 4:La matrice fondamentale de la carte dans la photographie doit véri�er :mtpFmc = 0: (3.2)Or, Fmc =M1P 1 _ P 2 +M3P 3 _ P 2 +M4P 4 _ P 2:Il s'agit alors de véri�er 2 que :(M1P 1 + Y P 2 +M3P 3 +M4P 4) _ (M1P 1 _ P 2 +M3P 3 _ P 2 +M4P 4 _ P 2) = 0:1. Cette droite correspond au rayon optique passant par mc pour la carte.2. Il su�t de développer par linéarité.



3.3. Estimation de la matrice de projection à quatre paramètres 912Remarque 23 F est clairement de rang strictement plus petit que 3 puisque l'épipole,P 2 est un noyau à gauche de F .Proposition 42 Les parallélismes dans les plans verticaux nous permettent une esti-mation linéaire des deux premières colonnes de F .Démonstration : Si � = (�1 : �2 : �3 : �4) est un plan vertical et que a� b et c� dsont les images de deux droites parallèles de � alors en remarquant que la verticalitéde � entraîne �2 = 0 et en remplaçant �2 par 0 dans la contrainte de parallélisme 2.8,on obtient : h�1P 3 � P 2 � �3P 1 � P 2; (a� b)� (c� d)i = 0 (3.3)où (a� b)� (c� d) est le point d'intersection des droites images dans la photographieet �1; �3 sont directement accessibles dans la carte, puisqu'il s'agit des deux premièrescoordonnées de la projection du plan � dans la carte. 2Corollaire 3 Si a� b et c� d sont les images de droites parallèles dans un plan vertical�, alors : h�1F 2 � �3F 1; (a� b)� (c� d)i = 0:Démonstration : Voir la proposition 41 et l'équation 3.3 de la démonstration de laproposition précédente. 2La connaissance de l'épipole P 2 simpli�e grandement l'estimation de la matricefondamentale F . En e�et, la contrainte de rang de F s'exprime directement avec P 2 enconsidérant f une matrice 3 � 3 et en écrivant F = �P 2��f (où �P 2�� est la matricede pré-produit vectoriel par P 2) qui est une matrice de rang 2. Comme dans le casclassique, les appariements de points nous donnent des contraintes linéaires homogènessur f auxquelles nous pouvons ajouter les contraintes linéaires homogènes dûes auximages de droites parallèles dans des plans verticaux (voir corollaire 3). La matrice fest déterminée à un facteur près comme une solution non triviale du système linéaireformé par l'ensemble ces contraintes. Dans la pratique, ce système est largement sur-déterminé et f est calculer comme une solution aux moindres carrés avec jjf jj = 1. Nousobtenons alors ~F une évaluation à un facteur près de F .3.3 Estimation de la matrice de projection à quatre para-mètresDans notre processus d'étalonnage nous avons déjà estimé P 2 et une matrice fonda-mentale ~F . Or nous avons vu dans la proposition 41 que :F = � P 1 � P 2 P 3 � P 2 P 4 � P 2 �



92 Chapitre 3. Étalonnage d'une caméraDe par ce fait, nous allons donner une paramétrisation de la matrice P ne dépendantque de 4 paramètres.Nous commençons par dé�nir � comme le facteur entre F et ~F :F = � ~F :Proposition 43 Il existe P 10 ; P 30 ; P 40 trois vecteurs et quatre réels � 6= 0; �1; �3; �4 2 Rtels que : P = � �P 10 + �1P 2 P 2 �P 30 + �3P 2 �P 40 + �4P 2 � :Démonstration : Soit pour i 2 f1; 3; 4g :l(i) = ���� 1 si i = 1;i� 1 si i 6= 1: () l(1) = 1; l(3) = 2; l(4) = 3Pour tout i 2 f1;3;4g, nous dé�nissons vi un vecteur unitaire colinéaire à la projectionparallèlement à P 2 de P i sur le plan orthogonal à P 2. Comme P i = �ivi + �iP 2 et queF l(i) = P i � P 2, nous remarquons que F l(i) et vi � P 2 sont colinéaires et :F l(i) = hF l(i); vi � P 2ivi � P 2 = det(F l(i);vi;P 2)vi � P 2 = jjF l(i)jjvi � P 2~F l(i) = h ~F l(i); vi � P 2ivi � P 2 = det( ~F l(i);vi;P 2)vi � P 2 = jj ~F l(i)jjvi � P 2Nous dé�nissons P i0 = det( ~F l(i);vi;P 2)vi et pour P i = �iP i0 + �iP 2 nous avons :P i � P 2 = �iP i0 � P 2 = �ijj ~F l(i)jjP i0 � P 2:`Or, P i � P 2 = F l(i) = jjF l(i)jjvi � P 2;il en résulte que : �i = jjF l(i)jjjj ~F l(i)jj = �: 23.4 Estimation de la matrice de projection à deux para-mètresNous reprenons les notations du chapitre précédent, � est un plan, A;B;C;D sontquatre points de � et a; b; c; d sont les images respectives de A;B;C;D par une camérade matrice de projection P .Proposition 44 Soient (ab) et (cd) deux droites de la photographie. Elles sont lesimages respectives de (AB) et (CD) de la scène. Si (CD) est une verticale, si (AB) et(CD) appartiennent au plan vertical �, et si ce sont deux droites orthogonales alors :hv; �3P 10 � �1P 30 i(�hu; �3P 10 � �1P 30 i+ (�3�1 � �1�3)hu; P 2i) = 0 (3.4)avec u = a� b et v = c� d.



3.4. Estimation de la matrice de projection à deux paramètres 93Démonstration : Comme � est un plan vertical, �2 = 0 et comme v est une droite dedirection verticale, hv; P 2i = 0. Par substitution dans la contrainte d'orthogonalité 2.5,nous obtenons : (�3hv; P1i � �1hv; P 3i)(�3hu; P1i � �1hu; P3i) = 0En remplaçant P 1 = �P 10 + �1P 2 et P 3 = �P 30 + �3P 2 dans l'équation ci-dessus, nousobtenons :�hv; �3P 10 � �1P 30 i(�hu; �3P 10 � �1P 30 i+ (�3�1 � �1�3)hu; P 2i) = 0Comme � 6= 0 nous retrouvons le résultat annoncé. 2Proposition 45 Soient (ab) et (cd) deux droites de la photographie. Elles sont lesimages respectives de (AB) et (CD) de la scène. Si (AB) et (CD) sont dans un planhorizontal � et sont orthogonales alors�2(hu; P 10 ihv; P 10 i+ hu; P 30 ihv; P 30 i)+ �(�1(hu; P 2ihv; P 10 i+ hu; P 10 ihv; P 2i) + �3(hu; P 30 ihv; P 2i+ hu; P 2ihv; P 30 i))+ (�21 + �23)hu; P 2ihv; P 2i = 0: (3.5)Démonstration : Comme � est un plan horizontal alors �1 = �3 = 0 et �2 6= 0. Ensubstituant dans l'équation 2.5, nous avons :hu; P 1ihv; P 1i+ hu; P 3ihv; P 3i = 0: (3.6)Nous obtenons le résultat annoncé en utilisant la linéarité du produit scalaire. 2Proposition 46 Soient (ab) et (cd) deux droites de la photographie. Elles sont lesimages respectives de (AB) et (CD) de la scène. Si (AB) et (CD) sont dans un planhorizontal � et sont parallèles alors :h�(P 10 � P 30 ) + ((�3P 10 � �1P 30 )� P 2); (a� b)� (c� d)i = 0: (3.7)Démonstration : Si � est un plan horizontal alors �1 = �3 = 0 et �2 6= 0 d'oùl'équation 2.8 devient : �2hP 1 � P 3; (a� b)� (c� d)i = 0:En remplaçant P 1 = �P 10 + �1P 2 et P 3 = �P 30 + �3P 2,h�(P 10 � P 30 ) + ((�3P 10 � �1P 30 )� P 2); (a� b)� (c� d)i = 0: 2Nous avons donc deux sortes de contrainte géométrique qui nous permettent d'obte-nir une estimation à un facteur près des valeurs de �; �1; �3 par la résolution au sens des



94 Chapitre 3. Étalonnage d'une caméramoindres carrés d'un système linéaire 3 homogène. Les contraintes d'orthogonalité (3.5)peuvent nous servir pour un ra�nement non linéaire de nos solutions. Nous obtenonsalors la matrice P avec seulement deux paramètres � et �4 :P = � �P 10 + ��1P 2 P 2 �P 30 + ��3P 2 �P 40 + �4P 2 � (3.8)Pour obtenir une estimation complète de la matrice de projection, il su�t de se �xerune origine ainsi qu'un facteur d'échelle sur l'axe vertical. Par conséquent, la connais-sance de la hauteur de deux points dans la scène est su�sante pour déterminer complè-tement la matrice de projection.

3. Comme � = 0 n'est pas une solution admissible, les équations (3.4) (3.7) sont linéaires en �; �1; �3.
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Chapitre 4Étalonnage multi-camérasDans ce chapitre, nous nous intéressons à plusieurs photographies comme dansl'auto-étalonnage classique. D'autre part, comme dans le chapitre précédent, nous consi-dérons en plus une carte de la scène et la connaissance de contraintes géométriquesélémentaires 1.L'e�ort essentiel de ce chapitre est la prise en compte des appariements entre lesdi�érentes photographies. Nous verrons que cette information s'insère simplement dansle schéma de l'algorithme d'étalonnage photographie-carte.Nous étudierons uniquement le cas de trois photographies pour des raisons de clartédans les notations. La généralisation à n > 3 photographies ne devrait pas être problé-matique. Pourquoi pas deux? Le cas de deux photographies est plus simple et commenous le verrons il ne fait pas apparaître toutes les relations algébriques sur les di�érentsparamètres considérés.Dans ce chapitre, A;B;C sont trois caméras et PA; PB ; PC sont leur matrice deprojection.4.1 Estimation des matrices P à 4 paramètres globauxPour commencer l'étalonnage des trois caméras, nous procédons exactement commedans le chapitre précédent en travaillant séparément pour chaque caméra. Pour unephotographie, nous savons estimer la deuxième colonne de la matrice de projection,c'est-à-dire P 2K ; K 2 fA;B;Cg (cf. 3.1) avec jjP 2K jj = 1; K 2 fA;B;Cg.En utilisant les correspondances de points et de segments entre une photographieet le plan, et en utilisant les parallélismes de droites dans des plans verticaux (cf. 3.2),nous pouvons estimer à un facteur près la matrice fondamentale entre la photographieet la carte.La dernière étape que nous pouvons exécuter séparément est l'estimation des ma-trices Pk; K 2 fA;B;Cg (cf. 3.3) en tenant compte de la structure particulière des1. La plupart peuvent être déduites directement par la vue des photographies.



96 Chapitre 4. Étalonnage multi-camérasmatrices fondamentales photographie-carte. Nous obtenons les notations suivantes :PA = � lA;2P 1A;0 + lA;1P 2A P 2A lA;2P 3A;0 + lA;3P 2A lA;2P 4A;0 + lA;4P 2A �PB = � lB;2P 1B;0 + lB;1P 2B P 2B lB;2P 3B;0 + lB;3P 2B lB;2P 4B;0 + lB;4P 2B �PC = � lC;2P 1C;0 + lC;1P 2C P 2C lC;2P 3C;0 + lC;3P 2C lC;2P 4C;0 + lC;4P 2C �Maintenant, nous allons expliciter les relations provenants des matrices fondamen-tales entre les photographies. Ces relations vont nous permettre de réduire l'ensembledes douze paramètres dé�nissants les matrices de projection à quatre paramètres.4.1.1 Expression de la matrice fondamentale à partir des matrices deprojectionCe travail est développé dans les références [FM95a, FM95b, FM95c]. Soient P =(P1;P2;P3)t et Q = (Q1;Q2;Q3)t deux matrices de projection, mP = (xP ;yP ;zP )t,mQ = (xQ;yQ;zQ)t deux points projectifs des plans rétiniens des caméras P et Q res-pectivement.Proposition 47 Les points mP et mQ sont en correspondance si et seulement si lesystème en M : 8>><>>: xP hP2;Mi � yP hP1;Mi = 0yP hP3;Mi � zP hP2;Mi = 0xQhQ2;Mi � yQhQ1;Mi = 0yQhQ3;Mi � zQhQ2;Mi = 0 (4.1)est de rang � 3.Démonstration : mP est en correspondance avec mQ si et seulement s'il existe Mpoint projectif de l'espace tel que les images de M par les caméras P et Q soient lespoints mP et mQ respectivement. Ceci s'écrit algébriquement de la manière suivante :� mP colinéaire PM () mP � PM = 0mQ colinéaire QM () mQ �QM = 0En utilisant le fait que PM = (hP1;Mi;hP2;Mi;hP3;Mi)t et queQM = (hQ1;Mi;hQ2;Mi;hQ3;Mi)t et en développant puis en regroupant les deux dernières équations de chaqueproduit vectoriel, nous obtenons le système 4.1. Les deux points mP et mQ sont en cor-respondance si et seulement si il existe un point M de l'espace solution de ce système,c'est-à-dire si et seulement si le système est de rang � 3. 2Proposition 48FP;Q = 0@ jP2;P3;Q2;Q3j �jP1;P3;Q2;Q3j jP1;P2;Q2;Q3j�jP2;P3;Q1;Q3j jP1;P3;Q1;Q3j �jP1;P2;Q1;Q3jjP2;P3;Q1;Q2j �jP1;P3;Q1;Q2j jP1;P2;Q1;Q2j 1A (4.2)



4.1. Estimation des matrices P à 4 paramètres globaux 97Démonstration : La condition de rang du système 4.1 est équivalente au déterminantdu système 4.1 égal à zéro. Notons :B(mP ;mQ) = 1yPyQ �������� xPP2 � yPP1yPP3 � zPP2xQQ2 � yQQ1yQQ3 � zQQ2 ��������En remarquant que Pi; i 2 f1;2;3g et Qi; i 2 f1;2;3g sont des plans de l'espace projectif,nous avons :B(mP ;mQ) = 1yP yQ (xPP2� yPP1)^ (yPP3� zPP2)^ (xQQ2� yQQ1)^ (yQQ3� zQQ2)et en développant par linéarité dans l'algèbre extérieure, nous obtenons :B(mP ;mQ) = xPxQjP2;P3;Q2;Q3j � xP yQjP2;P3;Q1;Q3j+ xP zQjP2;P3;Q1;Q2j�yPxQjP1;P3;Q2;Q3j+ yPyQjP1;P3;Q1;Q3j � yPZQjP1;P3;Q1;Q2j+zPxQjP1;P2;Q2;Q3j � zP yQjP1;P2;Q1;Q3j+ zP zQjP1;P2;Q1;Q2jqui est une forme bilinéaire de matrice FP;Q. 24.1.2 Contraintes d'appariement pour deux camérasConsidérons deux matrices de projection de la même structure que nos matricesPA; PB ; PC : P = (l2P 1 + l1P 2; P 2; l2P 3 + l3P 2; l2P 4 + l4P 2)Q = (k2Q1 + k1Q2; Q2; k2Q3 + k3Q2; k2Q4 + k4Q2)Grâce à la proposition 48, nous pouvons exprimer la matrice fondamentale par desdéterminants d'ordre 4 obtenues à partir des lignes des matrices de projection. Cesdéterminants ont une structure commune. Ils sont formés de deux lignes issues de lamatrice P et de deux lignes issues de la matrice Q. Comme toutes les lignes de lamatrice P (respectivement de la matrice Q) ont le même support par rapport auxvariables li; i 2 f1;2;3;4g (respectivement ki; i 2 f1;2;3;4g), nous pouvons étudier lastructure d'un seul déterminant :jP1;P2;Q1;Q2j = �������� l2P 11 + l1P 21 P 21 l2P 31 + l3P 21 l2P 41 + l4P 21l2P 12 + l1P 22 P 22 l2P 32 + l3P 22 l2P 42 + l4P 22k2Q11 + k1Q21 Q21 k2Q31 + k3Q21 k2Q41 + k4Q21k2Q12 + k1Q22 Q22 k2Q32 + k3Q22 k2Q42 + k4Q22 ��������En ajoutant à la première colonne du déterminant l1 fois la deuxième, à la troisièmecolonne l3 fois la deuxième et à la quatrième l4 fois la deuxième, nous obtenons :jP1;P2;Q1;Q2j =



98 Chapitre 4. Étalonnage multi-caméras�������� l2P 11 P 21 l2P 31 l2P 41l2P 12 P 22 l2P 32 l2P 42k2Q11 + (k1 � l1)Q21 Q21 k2Q31 + (k3 � l3)Q21 k2Q41 + (k4 � l4)Q21k2Q12 + (k1 � l1)Q22 Q22 k2Q32 + (k3 � l3)Q22 k2Q42 + (k4 � l4)Q22 ��������Sous cette forme, il apparaît clairement que jP1;P2;Q1;Q2j est un polynôme homogène enl2; k2; k1�l1; k3�l3; k4�l4 de degré 3. De plus, en développant par la deuxième colonne,l2 apparaît comme un facteur commun. En utilisant la symétrie de ce déterminant entreles li et ki pour i 2 f1;2;3;4g et entre P et Q, nous en déduisons que k2 est aussi unfacteur commun.Comme jP1;P2;Q1;Q2j est de degré 3 et possède l2k2 comme facteur, nous en dé-duisons que la matrice fondamentale FP;Q est le produit du terme l2k2 par une matricelinéaire homogène en l2; k2; k1 � l1; k3 � l3; k4 � l4.Proposition 49 Les appariements de points entre les deux photographies induisent descontraintes linéaires sur les paramètres des matrices de projection 2.Démonstration : Immédiate puisque FP;Q = l2k2F 0 avec F 0 une matrice linéairehomogène en l2; k2; k1 � l1; k3 � l3; k4 � l4. 24.1.3 Contraintes d'appariement pour trois camérasComme nous venons de le voir, nous pouvons exprimer les matrices fondamentalesentre nos caméras A;B;C de manière linéaire par rapport aux paramètres suivant :FPA;PB = matrice linéaire(lA;2; lB;2; lA;1 � lB;1; lA;3 � lB;3; lA;4 � lB;4)FPB ;PC = matrice linéaire(lB;2; lC;2; lB;1 � lC;1; lB;3 � lC;3; lB;4 � lC;4)FPC ;PA = matrice linéaire(lC;2; lA;2; lC;1 � lA;1; lC;3 � lA;3; lC;4 � lA;4)L'estimation séparée de ces matrices fondamentales n'est pas envisageable en raison desrelations 3 entre les trois derniers paramètres, 8i 2 f1; 3; 4g :(lA;i � lB;i) + (lB;i � lC;i) + (lC;i � lA;i) = 0:Par conséquent, nous estimons l'ensemble des matrices fondamentales à partir d'un seulsystème homogène de paramètres :lA;2; lB;2; lC;2; lA;1 � lB;1; lB;1 � lC;1; lA;3 � lB;3; lB;3 � lC;3 lA;4 � lB;4; lB;4 � lC;4:Dans la pratique, le système linéaire homogène est largement sur-déterminé, nousle résolvons par une méthode des moindres carrés. Nous appelons le vecteur v uneestimation de ces paramètres telle que lA;2 = 1 :v = (1; vB;2; vC;2; vAB;1; vBC;1; vAB;3; vBC;3; vAB;4; vBC;4)2. Les matrices P doivent être paramétrées par quatre inconnues comme dans 3.3.3. Ce sont les fameuses relations que nous n'avons pas dans le cas de deux caméras.



4.2. Estimation des matrices P à 2 paramètres globaux 99alors en prenant l2 = lA;2, l1 = lA;1lA;2 , l3 = lA;3lA;2 et l4 = lA;4lA;2 , les matrices de projection seréécrivent :PA = � l2P 1A;0 + l2l1P 2A; P 2A; l2P 3A;0 + l2l3P 2A; l2P 4A;0 + l2l4P 2A �PB = � l2vB;2P 1B;0 + l2(l1 � vAB;1)P 2B ; P 2B ;l2vB;2P 3B;0 + l2(l3 � vAB;3)P 2B ; l2vB;2P 4B;0 + l2(l4 � vAB;4)P 2B �PC = � l2vC;2P 1C;0 + l2(l1 � vAB;1 � vBC;1)P 2C ; P 2C ;l2vC;2P 3C;0 + l2(l3 � vAB;3 � vBC;3)P 2C ; l2vC;2P 4C;0 + l2(l4 � vAB;4 � vBC;4)P 2C �Ces matrices dépendent uniquement des paramètres l1; l2; l3; l4.4.2 Estimation des matrices P à 2 paramètres globauxComme dans le chapitre précédent, les contraintes géométriques vont nous permettred'estimer deux des quatre paramètres.4.2.1 Expression des contraintes géométriquesCes contraintes ressemblent beaucoup aux contraintes décrites dans le chapitre pré-cédent. Ce sont simplement des généralisations 4 pour des matrices de projection un peuplus complexes.Soit la matrice de projection générique paramétrée par quatre paramètres l1; l2; l3; l4(cf. 3.3) :P = (x2l2P 10 + l2(l1 � x1)P 2; P 2; x2l2P 30 + l2(l3 � x3)P 2; x2l2P 40 + l2(l4 � x4)P 2) (4.3)Remarque 24 Il apparaît une façon di�érente de paramétrer qui est plus souple pourla gestion des facteurs d'échelle. Mais la vraie di�érence provient de l'apparition deconstantes numériques x1; x2; x3; x4 5. Or ces constantes ne changent pas les monômesintervenant dans les contraintes, ce qui fait que nous avons des équations similaires.Contraintes d'orthogonalité Nous commençons par rappeler la contrainte (2.5)traduisant que les droites u et v sont les images de deux droites orthogonales du plan�, décrite dans la proposition 37 :(�3hu; P 2i � �2hu; P 3i)(�3hv; P 2i � �2hv; P 3i)+ (�1hu; P 3i � �3hu; P 1i)(�1hv; P 3i � �3hv; P 1i)+ (�2hu; P 1i � �1hu; P 2i)(�2hv; P 1i � �1hv; P 2i) = 04. Nous avons préféré commencer par décrire les contraintes simples qui sont dans la logique del'algorithme plutôt que de décrire les contraintes plus génériques et moins claires et intuitives qui nousauraient alors servis dans ce chapitre.5. x1; x2; x3; x4 vaut 0; 1; 0; 0 pour la caméra A, vaut vAB;1;vB;2; vAB;3; vAB;4, etc.



100 Chapitre 4. Étalonnage multi-camérasProposition 50 Si le plan � est vertical et que la droite qui a pour image v est dedirection verticale alors la contrainte devient :� hv; �1P 30 � �3P 10 i 6= 0(�1l3 � �3l1)hu; P 2i+ x2hu; �1P 30 � �3P 10 i � (�1x3 � �3x1)hu; P 2i = 0 (4.4)Proposition 51 Si le plan � est horizontal alors la contrainte devient :((l3 � x3)2 + (l1 � x1)2)u2v2 + x22(u3v3 + u1v1)+ x2(l3 � x3)(u3v2 + u2v3) + x2(l1 � x1)(u1v2 + u2v1) = 0 (4.5)où u1 = hu; P 10 i; u2 = hu; P 2i; u3 = hu; P 30 i et v1 = hv; P 10 i; v2 = hv; P 2i; v3 = hv; P 30 i.Contraintes de parallélisme Nous commençons par rappeler la contrainte (2.8)traduisant que les droites u et v sont les images de deux droites parallèles du plan �,décrite dans la proposition 39 :h�1P 3 � P 2 + �2P 1 � P 3 � �3P 1 � P 2u� v; =i0Proposition 52 Si � est un plan horizontal alors la contrainte devient :hx2P 10 � P 30 + (l3 � x3)P 10 � P 2 + (l1 � x1)P 30 � P 2; u� vi = 0 (4.6)4.2.2 Estimation des deux paramètresComme pour le cas des estimations séparées, nous utilisons les contraintes d'ortho-gonalité (4.4), (4.5) et de parallélisme (4.6) a�n d'estimer les paramètres l1 et l3. Lescontraintes (4.4) et (4.6) sont linéaires et homogènes par rapport à l1; l2; l3. Dans la pra-tique, ces contraintes forment un système sur-déterminé, nous pouvons donc le résoudrepar une méthode des moindres carrés. En normalisant la solution avec une premièrecoordonnée à 1, nous récupérons une évaluation v1 de l1 et v3 de l3. Les contraintes dutype (4.5) peuvent alors nous servir pour un ra�nement non linéaire de nos estimations.Les matrices complètes s'obtiennent en se �xant une origine et un facteur d'échellesur l'axe vertical, c'est-à-dire que la connaissance de deux points d'altitude di�érentemême dans des photographies di�érentes est su�sante pour obtenir un étalonnage eu-clidien des caméras.
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Chapitre 5ApplicationsDans ce chapitre, nous proposons les premiers résultats obtenus par une implantationen Maple puis en C++ des méthodes d'étalonnage décrites dans les chapitres 3 et 4.Ces implantations sont encore en cours d'amélioration, nous préciserons par la suiteles points qui n'ont pas encore été développés.Pour commencer, nous proposons une série d'exemples simulés à partir de photogra-phies d'une mire d'étalonnage. Nous présentons les formats des �chiers d'entrées ainsique les primitives et les contraintes géométriques choisies.Nous terminerons ce chapitre et cette partie par l'étalonnage de la scène réelle deLondres.
5.1 Étalonnage de caméras dans une scène virtuelleNous voulons étalonner trois caméras à partir de trois photographies, d'une carteet d'une description géométrique d'une même scène. Comme nous l'avons vu dans leschapitres précédents, nous sommes particulièrement intéressés par des scènes riches enpropriétés géométriques faisant intervenir une notion de verticalité (la direction normaleà la carte), comme les scènes architecturales. L'exemple d'école est celui de la mirecomme le montre la �gure 5.1.5.1.1 Les �chiersNous avons choisi pour des raisons de souplesse de dé�nir un �chier par photographie,un �chier pour la carte et un �chier pour la géométrie.
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Fig. 5.1 � Mire d'étalonnage avec ses primitives géométriques et sa carteLes �chiers de pointsmire.1.data1 139.222 32.1942 157.544 31.2193 172.906 30.4024 190.442 29.4695 205.152 28.687... ...126 361.554 260.624127 376.157 265.283128 393.581 270.842
mire.2.data1 98.323 122.0152 116.327 115.2043 131.245 109.5604 148.080 103.1915 162.046 97.907... ...126 366.806 349.328127 387.956 353.615128 413.091 358.710

mire.3.data1 119.327 183.4622 134.571 168.9553 147.194 156.9434 161.429 143.3975 173.230 132.168... ...126 344.172 374.352127 364.625 384.678128 388.775 396.871Les nombres situés devant les coordonnées des points servent à l'appariement despoints. En fait un nombre n est associé à chaque point tridimensionnel extrait de lascène. Si ce point est visible dans la photographie P alors le �chier P.data contient la



5.1. Étalonnage de caméras dans une scène virtuelle 103ligne suivante :n x yoù x et y sont les coordonnées de l'image du point n.Le �chier des points du planmire.3.data9 10 10122 285 89.5200 10 10201 45 10202 75 10... ...213 285 219.5214 285 249.5215 285 284.5Selon le même principe que pour les �chiers de points des photographies, les premiersnombres de chaque ligne désignent des objets tridimensionnels, par exemple, 9 et 122désignent des points, alors que nous le verrons avec le �chier de description géométrique,les nombres 200; 201; : : : ; 215 désignent des segments verticaux.Le �chier de description géométriqueVoir la table 5.1.Toujours dans la même optique, les premiers numéros désignent soit un objet tri-dimensionnel, soit une contrainte géométrique. Le caractère placé dans la deuxièmecolonne désigne la nature de l'objet ou de la contrainte. Voici la liste des caractèresacceptés ainsi que leurs sens avec la dé�nition des arguments suivants :� Le caractère V désigne des segments verticaux, il est directement suivi de la listedes numéros des points lui appartenant;� Le caractère S désigne des segments horizontaux, il est utilisé de la même façonque pour les segment verticaux;� Le caractère H désigne des hyperplans verticaux, c'est-à-dire des droites (en faitdes segments) dans la carte, il est utilisé de la même façon que pour les segmentsverticaux;� Le caractère o désigne des contraintes d'orthogonalité dans des plans verticaux, letroisième élément de la ligne correspond au numéro du plan vertical, le quatrièmedésigne un segment vertical et le cinquième un segment tel que les deux segmentssoient orthogonaux;� Le caractère p désigne des contraintes de parallélisme dans des plans verticaux, letroisième élément de la ligne correspond au numéro d'un plan vertical et les deuxderniers éléments désignent des droites parallèles.
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Geom.data200 V 1 9 17 25 33 41 49 57201 V 2 10 18 26 34 42 50 58... ...215 V 72 80 88 96 104 112 120 128300 S 1 2 3 4 5 6 7 8301 S 9 10 11 12 13 14 15 16... ...315 S 121 122 123 124 125 126 127 128400 H 200 201 202 203 204 205 206 207401 H 208 209 210 211 212 213 214 215500 o 400 200 300501 o 400 200 301... ...663 o 401 215 315700 p 400 300 301700 p 400 300 301... ...713 p 401 308 315800 O 300 308801 O 301 309... ...807 O 307 315Tab. 5.1 � Fichier de description géométrique de la scène formée par une mire d'éta-lonnage



5.2. Étalonnage de caméras dans des scènes réelles 105� Le caractère O désigne des contraintes d'orthogonalité dans des plans horizontaux,les deux éléments suivants désignent des droites orthogonales.� Le caractère P, qui n'est pas présent dans la scène de la mire, désigne des contraintesde parallélisme dans des plans horizontaux, les deux éléments suivants désignentdes droites parallèles.Pour terminer les entrées de notre méthode, il faut fournir en plus la � hauteur �de deux points de la scène.5.1.2 Étalonnage des camérasL'implantation Maple suit exactement la méthode décrite en e�ectuant à chaqueétape une résolution des systèmes linéaires aux moindres carrés par une décompositionen valeurs singulières de la matrice du système.Dans un cas synthétique avec uniquement le bruit machine 1, nous retrouvons bienles matrices de projection de chacune des caméras. Malheureusement, rapidement, c'est-à-dire pour des déviations standards nettement inférieures aux erreurs commises lorsde situations réelles, cette méthode sou�re du bruit que nous ajoutons sur les pointsextraits dans les photographies (voir les résultats de la table 5.2).A�n de palier ce problème, nous avons fait une implantation de cette méthode enC++. L'avantage provient du fait que nous pouvons à chaque étape ra�ner nos résultatspar la minimisation 2 d'un critère géométrique (en termes de distances et de surfaces).Malgrès cet e�ort, les résultats ne sont pas franchement meilleurs pour au moinsdeux raisons : l'instabilité du calcul de la deuxième colonne des matrices de projection(cf. 3.1) qui joue pourtant un rôle déterminant pour la suite des calculs et la di�cultépour écrire des critères géométriques de grandeur comparable entre des propriétés denature di�érente.Une nouvelle implantation est en cours de développement, nous envisageons d'amé-liorer nos critères géométriques et de faire après chaque étape une relaxation de tousles paramètres.5.2 Étalonnage de caméras dans des scènes réellesLes photographies de la scène de Londres (voir �gure 1.3) sont di�ciles à étalonnercar le photographe est situé loin de la scène et il a utilisé un zoom de fort grossissement,ce qui réduit considérablement la profondeur de champs et � écrase � la notion deprofondeur. De par ce fait, les points extraits des photographies sont essentiellementsitués sur les premières façades des immeubles et par conséquent il sont pratiquementcoplanaires. Les algorithmes classiques d'étalonnage donnent des résultats complètementerronés, par exemple TotalCalib positionne le photographe en plein milieu de laTamise ou dans la prise de vue elle-même (voir �gure 5.2). De plus, les droites épipolairesdans les photographies sont de direction verticale et doivent être pratiquement parallèles.1. C'est-à-dire les erreurs d'arrondi sur les doubles.2. Nous utilisons la librairie mini de Robotvis qui est basé sur Minpack.
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bruit matrice Pth 5:7748e�1 �2:0859e�2 �3:7136e�1 1:3922e2�1:7146e�2 9:9612e�1 �6:6743e�2 3:2194e13:4282e�4 8:0413e�5 3:5613e�4 10 5:7741e�1 �2:0856e�3 3:7132e�1 1:2972e2�1:7144e�2 9:9599e�1 6:6735e�2 3:1694e13:4278e�4 8:0402e�05 �3:5608e�4 10.0001 5:7741e�1 �2:0853e�3 3:7131e�1 1:2972e2�1:7143e�2 9:9599e�1 6:6734e�2 3:1694e13:4278e�4 8:0403e�5 �3:5609e�4 10.0005 5:7740e�1 �2:0865e�3 3:7131e�1 1:2972e2�1:7146e�2 9:9599e�1 6:6735e�2 3:1694e13:4275e�4 8:0397e�5 �3:5608e�4 10.001 5:7742e�1 �2:0823e�3 3:7133e�1 1:2972e2�1:7140e�2 9:9600e�1 6:6739e�2 3:1693e13:4281e�4 8:0417e�5 �3:5606e�4 10.005 5:7738e�1 �2:0639e�3 3:7134e�1 1:2972e2�1:7152e�2 9:9598e�1 6:6744e�2 3:1697e13:4268e�4 8:0490e�5 �3:5598e�4 10.01 5:7743e�1 �2:1458e�3 3:7149e�1 1:2971e2�1:7119e�2 9:9598e�1 6:6785e�2 3:1688e13:4290e�4 8:0114e�5 �3:5573e�4 10.05 5:7703e�1 �2:3791e�3 3:7105e�1 1:2978e2�1:7136e�2 9:9579e�1 6:6538e�2 3:1683e13:4186e�4 7:9901e�5 �3:5641e�4 10.1 5:7905e�1 �1:9073e�3 3:7416e�1 1:2966e2�1:6584e�2 9:9801e�1 6:7901e�2 3:1569e13:4835e�4 8:1429e�5 �3:5086e�4 10.5 5:7333e�1 �4:4886e�5 3:6283e�1 1:2958e2�2:0587e�2 9:9028e�1 6:3648e�2 3:2220e13:2548e�4 8:4994e�5 �3:7316e�4 11 5:7511e�1 �3:6979e�3 3:8443e�1 1:2970e2�1:7347e�2 9:9185e�1 7:6739e�2 3:2396e13:3227e�4 7:8719e�5 �3:1583e�4 11.5 5:7351e�1 1:9886e�3 3:8270e�1 1:3000e2�2:4284e�2 9:9968e�1 7:7436e�2 3:1962e13:2405e�4 1:0578e�4 �3:1781e�4 12 5:5504e�1 �2:8221e�2 3:4660e�1 1:3094e2�3:2140e�2 9:5229e�1 6:5614e�2 3:4095e12:6792e�4 �1:5443e�5 �3:7795e�4 1Tab. 5.2 � Étalonnage de la première caméra par l'implantation Maple de la méthodemulti-caméras
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Fig. 5.2 � Un étalonnage avec TotalCalib, le photographe se situe à l'intersectiondes droites épipolaires dans la carte



108 Chapitre 5. ApplicationsNous proposons d'utiliser l'algorithme décrit dans le chapitre 3 séparemment surchaque photographie. Pour cela, nous avons extrait dans les photographies un ensemblede primitives et de contraintes géométriques (voir 5.3).

Fig. 5.3 � La géométrie considéréeCet algorithme ne donne pas un résultat parfait, mais nous pouvons voir sur les�gures 5.4 et 5.5 que le photographe est du bon coté de la Tamise. Nous pouvonsaussi observer que les droites épipolaires dans les photographies sont bien de directionverticale et pratiquement parallèles.
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Fig. 5.4 � Un étalonnage avec contraintes géométriques
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Fig. 5.5 � Un étalonnage avec contraintes géométriques et en positionnant correctementl'horloge de la cathédrale
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Troisième partieAjustement de modèles





113Notre but dans cette dernière partie est également de montrer une interaction pos-sible entre le numérique et le symbolique, mais à un niveau di�érent des deux premièresparties. Nous travaillerons avec un modèle tridimensionnel approché de la scène et unedescription géométrique (symbolique) de celle-ci.L'utilisation de contraintes géométriques véri�ées par la scène dans les processusd'étalonnage et de reconstruction n'est pas nouveau [KM89b, KM89a], mais peu de tra-vaux ont été réalisés. Cependant, récemment, nous avons di�érentes approches commecelle de Debevec-Taylor-Malik [DTM96] et celle de Poulin-Quimet-Frasson [POF98]. Lapremière nécessite une décomposition de la scène en volumes élémentaires comme desparallélépipèdes, des prismes, des pyramides, . . . . Une gestion et un assemblage de cesvolumes sont faits de manière à ajuster les paramètres des volumes à partir des repro-jections dans les photographies. Cet approche sou�re du fait qu'il peut être di�cile dedécomposer la scène en volumes élémentaires. La deuxième approche nécessite la donnéede contraintes géométriques élémentaires véri�ées par la scène comme le parallélisme,l'orthogonalité et l'incidence. Ces contraintes sont directement utilisées dans un pro-cessus de minimisation. Une telle utilisation n'assure pas parfaitement la géométrie etsoulève le problème de l'importance des contraintes géométriques face aux contraintesd'appariement.L'approche symbolique que nous proposons consiste à construire, à partir de ladescription géométrique, un modèle articulé de la scène. Ce modèle devra bien sûrsatisfaire toutes les contraintes et aussi posséder le nombre minimal de degrés de liberté.Avec le modèle approché, nous pourrons instancier les paramètres libres du modèlearticulé, puis nous l'ajusterons de manière à ce que la distance entre les points reprojetésdans les photographies et les points extraits soit minimale.La partie numérique d'ajustement est partiellement implantée dans le logiciel To-talCalib et ne fait pas l'objet de cette troisième partie qui s'axe essentiellement surl'obtention d'un modèle articulé à partir d'une description formelle.Nous allons maintenant introduire les principaux fondements de ces modèles arti-culés. Pour bien comprendre les problèmes, il faut se replacer dans le contexte de lavision arti�cielle. Le but est d'écrire un logiciel permettant d'étalonner un ensemble decaméras à partir de photographies. Un utilisateur de ce logiciel a déjà extrait des pri-mitives géométriques, points, droites et plans à la souris. Maintenant, il veut dé�nir descontraintes élémentaires entre ces primitives. Nous pouvons facilement imaginer qu'ilsélectionne les primitives impliquées dans la contrainte qu'il veut dé�nir et un menudéroulant dans lequel di�érentes contraintes sont répertoriées. Comme ces contraintessont déterminées à travers les photographies, c'est-à-dire à travers les perspectives, nousne sommes pas sûrs qu'elles soient exactes. De plus, la description ne sera certainementpas exhaustive.Une des premières di�cultés consiste donc à véri�er la cohérence de la description.La véri�cation de propriétés géométriques a déjà fait l'objet de recherches que noustrouvons plus sous la terminologie de démonstration automatique [Wan96].Nous présenterons dans le premier chapitre un éventail de techniques de démons-tration automatique en géométrie en mettant en valeur leurs di�érents avantages etinconvénients pour une utilisation directe dans notre contexte. Il s'avère que ces tech-



114niques sont relativement mal adaptées. Une des raisons essentielles vient du fait quenous ne connaissons pas un ordre constructif de notre modèle articulé. Ce problèmefera l'objet du deuxième chapitre.
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Chapitre 1Démonstration automatiqueDans ce chapitre, nous allons développer les notions géométriques que nous allonsutiliser par la suite. La géométrie recouvre plusieurs aspects : le premier consiste àconstruire des �gures véri�ant certaines propriétés, le second consiste à démontrer despropriétés d'une �gure. Soyons plus précis, nous appellerons description géométrique,un ensemble d'objets (tels que des points, des droites, des plans, etc), et un ensemblede contraintes entre ces objets comme l'incidence, le parallélisme, l'orthogonalité, etc.Nous appellerons �gure ou con�guration, un modèle satisfaisant ces contraintes.Notre problème est de faire faire de la géométrie à un ordinateur. Il est alors né-cessaire de donner une représentation informatique aux objets ainsi qu'aux propriétés.Essentiellement, il existe deux méthodes : celles qui utilisent un système de coordonnéeset celles qui manipulent directement les objets de manière plus formelle et symbolique.Nous proposons d'étudier ces di�érentes techniques avec pour objectif de bien mettreen place les dé�nitions et les outils nécessaires.1.1 Avec un système de coordonnéesNous commençons notre étude par la démonstration d'un théorème géométriqueélémentaire.

CD

A B

O

Fig. 1.1 � Théorème du parallélogramme



116 Chapitre 1. Démonstration automatiqueThéorème : Soient ABCD, un parallélogramme et O, le point d'intersection des dia-gonales (AC) et (BD) alors AO � OC (�g. 1.1).Comme la conclusion du théorème est un propriété euclidienne, il apparaît raison-nable de choisir un système de coordonnées orthonormé du plan. Nous pouvons prendreles coordonnées suivantes :A(x1;x2); B(x3;x4); C(x5;x6);D(x7;x8); O(x9;x10):Nous travaillons dans K [x] = K [x1 ; : : : ;x10]. La phrase de l'énoncé � ABCD un paral-lélogramme � sous-entend que le parallélogramme ne doit pas être aplati 1, c'est-à-direque les points A et B sont distincts, les droites (AC) et (BD) ne sont pas parallèles. Cesdeux conditions que nous appellerons conditions de non dégénérescence se transcriventpar deux inéquations :(AC) 6k (BD) () s1(x) = (x5 � x1)(x8 � x4)� (x6 � x2)(x7 � x3) 6= 0A 6= B () s2(x) = x3 � x1 6= 0Nous pouvons de même transcrire les hypothèses et la conclusion sous forme d'équa-tions :(AB) k (DC) () h1(x) = (x3 � x1)(x8 � x6)� (x4 � x2)(x7 � x5) = 0(DA) k (CB) () h2(x) = (x1 � x7)(x4 � x6)� (x2 � x8)(x3 � x5) = 0O 2 (BD) () h3(x) = (x9 � x3)(x8 � x4)� (x10 � x2)(x7 � x3) = 0O 2 (AC) () h4(x) = (x9 � x1)(x6 � x2)� (x10 � x2)(x5 � x1) = 0AO � OC () c(x) = (x9 � x1)2 + (x10 � x2)2 � (x5 � x9)2 � (x6 � x10)2 = 0Le théorème est valide si et seulement si :s1(x) 6= 0; s2(x) 6= 0 et h1(x) = h2(x) = h3(x) = h4(x) = 0) g(x) = 0;ou de manière équivalente s:g 2 pI avec I =< h1; : : : ;h4 > et s = s1:s2 6= 0 unecondition de non dégénérescence. En d'autres termes, la démonstration automatique engéométrie revient à détecter les conditions de non dégénérescence de la con�guration età savoir si un polynôme appartient au radical d'un idéal.Poursuivons notre étude par un deuxième exemple.Théorème : Soient ABC un triangle, ACDE et BCFG des carrés et M le milieu de[AB] alors DF � 2CM (�g. 1.2).La construction de la �gure n'est pas univoque. Il y a en e�et quatre con�gurationspossibles (�g. 1.3). Le théorème est véri�é uniquement pour deux des quatre con�gu-rations. En d'autres termes, la variété dé�nit par le système polynomial correspondantaux hypothèses se décompose en sous variétés irréductibles appelées composantes, et lethéorème est valide seulement sur certaines composantes. Du point de vue des idéaux,cela se traduit par une décomposition du radical de l'idéal engendré par les polynômestranscrivant les hypothèses en idéaux premiers :pI = P1 \ � � � \ Pd;1. Dans ce cas, le théorème n'est pas valide.



1.1. Avec un système de coordonnées 117
A

B

C

D E

F

G

M
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Fig. 1.3 � Les trois autres con�gurations possibles
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A
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GFig. 1.4 � Théorème du papillonoù les Pi sont des idéaux premiers.La démonstration automatique se complique. Pour prouver qu'une propriété estvalide, il faut montrer que le système polynomial correspondant à la conclusion estsatisfait sur au moins l'une des composantes de la variété dé�nie par les hypothèses nesatisfaisant aucune des conditions de dégénérescence. En d'autres termes, la propriétéest valide si g est un polynôme du système conclusion, s:g 2 Pi avec pI = Ti Pi et Pides idéaux premiers, s étant une condition de dégénérescence.Dans la pratique, la recherche des conditions de dégénérescence et la décompositionen variétés irréductibles peuvent être grandement simpli�ées par le choix d'un repèreadapté au problème. Nous distinguerons des paramètres u pouvant être �xés presquelibrement ce qui revient à travailler sur le corps des fractions en u et des variablesx pouvant être exprimées en fonction des u. Étudions à travers un troisième exemplel'importance du choix du repère et des paramètres.Théorème du papillon : Soient A;B;C;D quatre points d'un cercle de centre O, E lepoint d'intersection de (AC) et (BD), F et G les points d'intersection des droites (AD)et (BC) avec la droite orthogonale à (OE) passant par E alors FE � GE (�g. 1.4).Nous proposons la paramétrisation utilisée dans [Cho88] par Chou : E(0; 0), O(u1; 0),A(u2; u3), B(x1; u4), C(x2; x3), D(x4; x5), F (0; x6) et G(0; x7). Cette paramétrisationconduit à quatre composantes de la variété des hypothèses, puisque C et D sont obtenuscomme les points d'intersection du cercle et des droites (AE) et (BE). Par conséquent,C peut être confondu avec A, et D peut être confondu avec B. Or, le théorème a unsens uniquement sur la composante où aucun des points ne sont confondus.Maintenant, si nous prenons pour paramétrisation, A(0; 0), B(u1; 0), C(u2; u3),D(x1; u4), O(x2; x3), E(x4; x5), F (x6; x7), G(x8; x9), seul le point D n'est pas par-faitement dé�ni 2 et le théorème est vrai sur toute la variété dé�nie par les hypothèsesdans K (u).Le fait de choisir une paramétrisation adaptée à l'énoncé, nous permet d'éliminerdes composantes dégénérées. En e�et, supposons que nous ayons une variété formée de2. Il y a deux solutions, mais pas de superposition de points.
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Fig. 1.5 � Di�érentes projections.deux composantes (�g. 1.5), la projection suivant x1 de cette variété est une variété necontenant qu'une seule composante dominante qui correspond à la composante qui nousintéresse 3 alors que la projection suivant u2 conserve deux composantes dominantes.1.1.1 Base de GroebnerNous n'allons pas ici rappeler la construction des bases de Groebner [Buc85, CLO92,Sti93] mais voir comment les utiliser pour démontrer des propriétés géométriques.Nous commençons par rappeler le théorème des zéros de HilbertThéorème 8 Soient p un polynôme, I = (f1; : : : ;fr) un idéal de K [x].p 2 pI () (f1; : : : ;fr;1� zp) = (1) dans K [x;z]:Démonstration : Voir [CLO92] page 177. 2Ce théorème permet de tester si un polynôme appartient au radical d'un idéal.Pour la démonstration automatique, nous devons encore faire le ppcm 4 de tous lesdénominateurs apparaissant dans le calcul.Théorème 9 Soient p un polynôme et I = (f1; : : : ;fn) un idéal de K [u;x] et J =<f1; : : : ;fr;1� zp > un idéal de K [u;x;z].Si J \ K [u] = ; alors p 62 pf1; : : : ;fr sinon J \ K [u] est l'idéal des conditions de nondégénérescence.3. L'autre composante est de dimension inférieure et elle est au moins dé�nie par un polynôme enu. Elle correspond donc à une composante dégénérée.4. Plus Petit Commun Multiple.



120 Chapitre 1. Démonstration automatiqueDémonstration : Nous notons �p; �f1; : : : ; �fr, les polynômes p; f1; : : : ;fr vus comme deséléments de K (u)[x].�p 2q< �f1; : : : ; �fr > () < �f1; : : : ; �fr;1� z�p >=< 1 >ce qui est équivalent à9 �qi i 2 f1; : : : ;rg; �q 2 K (u)[x] tels que rXi=1 �qi �fi + �q(1� z�p) = 1:Or, �qi i 2 f1; : : : ;rg et �q sont de la forme nidi et nd avec ni; n 2 K [u;x] et di; d 2 K [u]. Enréduisant au même dénominateur, ceci est équivalent à :rXi=1 nifi + n(1� zp) = rYi=1 did 2 K [u]d'où Qri=1 did 2 J \ K [u] 6= ;. 2Pour prouver une propriété géométrique en utilisant les bases de Groebner, il su�tde calculer une base de Groebner de (f1; : : : ;fn;1� zg) avec un ordre d'élimination desx et z. S'il existe des polynômes pu de K [u] dans la base alors la propriété est vraie àl'extérieur de VK ((pu)), sinon la propriété est fausse.1.1.2 Ensembles caractéristiquesLes ensembles caractéristiques jouent un rôle important en démonstration automa-tique comme l'atteste la littérature en ce domaine [Wu84, Wu86, Wu94, Cho88, CG90].Nous présentons ici rapidement les principes de construction des ensembles caractéris-tiques ainsi que leurs utilisations pour la démonstration automatique.Construction des ensembles caractéristiquesNous commençons par décrire les éléments de base de la construction. Tout d'abord,nous dé�nissons un ordre sur les variables et pour un polynôme p 2 K [x], nous avonsl'existence d'une plus grande variable que nous appellerons class(p), d'un initial init(p)qui est le coe�cient du terme de plus haut degré de p vu comme un polynôme parrapport à la variable class(p).Proposition-dé�nition 6 Soient A et B deux polynômes de K [x] et y 2 fx1; : : : ;xngune variable. Soit m = deg(B;y), supposons que m 6= 0 alors le polynôme B peut s'écrireB = bmym + bm�1ym�1 + � � �+ b0Il existe deux polynômes Q et R de K [x] et un entier naturel s tels que :bsmA = BQ+R;



1.1. Avec un système de coordonnées 121avec deg(R;y) < m.De plus, si s est minimal alors Q et R sont uniques à une constante multiplicative prèset cette opération s'appelle la pseudo-division de A par B et R s'appelle le pseudo-restede A par B. Nous noterons R = prem(A;B;y).Démonstration : Voir [CLO92] page 297. 2Dé�nition 16 Soient P et Q deux polynômes de K [x], P est dit réduit par rapport àQ si et seulement si : P = prem(P;Q;class(Q)):À partir de l'ordre sur les variables, nous pouvons dé�nir un ordre partiel sur lespolynômes en comparant leur plus grande variable puis en cas d'égalité en comparant ledegré des polynômes par rapport à cette variable. Deux polynômes sont comparables siils sont de même classe et de même degré par rapport à leur classe. Nous sommes alorsen mesure de construire des séquences de polynômes qui sont des ensembles ordonnésde polynômes.Dé�nition 17 Soit A = A1; : : : ;Ar une séquence :� A est une chaîne ascendante si et seulement si :�������� r = 1 et A1 6= 08<: r > 10 < class(A1) < : : : < class(Ar)8i < j Aj réduit par rapport à Ai� Une chaîne sera dite contradictoire si elle contient uniquement un polynôme constantnon nul.Remarque 25 Une chaîne ascendante forme un système triangulaire.Dé�nition 18 Soient deux chaînes ascendantes A = A1; : : : ;Ar et B = B1; : : : ;Bs.A < B si et seulement si :������ 9j 2 f1; : : : ;min(r;s)g tel que � 8i < j; Ai et Bi sont comparablesAj < Bjr > s et 8iAi et Bi sont comparablesLemme 23 Toute suite décroissante de chaîne ascendante stationne à partir d'un cer-tain indice [Wu86].Démonstration : Cette démonstration s'e�ectue par récurrence sur les polynômessuccessifs des chaînes ascendantes. Soit �1; : : : ;�q; : : : la suite de chaînes ascendantes.L'hypothèse de récurrence est la suivante :� Soit Ari , le r-ième polynôme de la chaîne �i.� Pour tout indice k, il existe un indice qk à partir duquel la suite �Aki � stationne,c'est-à-dire que les Aki sont comparables à partir d'un certain rang.



122 Chapitre 1. Démonstration automatiqueÉtape 1 : Soit Ai le premier polynôme de �i. La suite de (Ai) décroît d'après la dé�-nition de l'ordre sur les chaînes ascendantes, et comme la suite (Ai) est minorée par lepolynôme nul, cette suite stationne à partir d'un certain rang.9q1j 8q0 > q1; Aq0 � Aq1 :Si toutes les chaînes sont de longueur 1, la démonstration est terminée. Sinon, commeles chaînes les plus courtes sont les plus grandes, il existe un indice q1 > q tel que :8q0 > q1 Longueur(�q0) > 1:Étape r + 1 : D'après l'hypothèse de récurrence,8q > qr 8k � r; Akq � Akqr :Donc tous ces polynômes ne rentrent pas en compte pour déterminer l'ordre sur leschaînes �i. Si toutes les chaînes sont de longueur r, la démonstration est terminée(puisque toutes les chaînes sont équivalentes pour q > qr). Sinon, comme les chaînes lesplus courtes sont les plus grandes, il existe un indice qr0 > qr tel que :8q > qr0; Longueur(�q) > r:Pour q > qr 0, nous considérons la suite des (�ri ) où �ri est construit à partir de �i enlui enlevant ses r premiers polynômes Aki , pour k 2 f1; : : : ;rg. Nous pouvons alors fairele même raisonnement qu'à l'étape 1 pour rétablir l'hypothèse de récurrence à l'étaper + 1. 2Lemme 24 Soit � un ensemble �ni de polynômes. L'ensemble des chaînes ascendantesconstruites sur � admet un élément minimal qui peut être construit de façon mécanique.Démonstration : Soit A1 un des éléments minimaux de �. Il su�t de considérer leschaînes commençant par A1 5 :� soit class(A1) = 0 : nous avons une chaîne contradictoire et minimale.� soit class(A1) > 0 : nous considérons alors l'ensemble�0 = fP 2 �; P est réduit par rapport à A1g:�0 est l'ensemble des polynômes de � qui peuvent participer à une chaîne as-cendante après A1. Comme A1 62 �0; �0 ( �. De plus, �0 (s'il est non vide) necontient que des polynômes supérieurs à A1.� Si �0 = ; alors A1 est une chaîne minimale.� Sinon, A1 est le premier polynôme d'une chaîne minimale.5. Les autres sont ou plus grandes ou de même ordre.



1.1. Avec un système de coordonnées 1232Lemme 25 Soient A = A1; : : : ;Ar la chaîne ascendante minimale construite sur �avec class(A1) > 0 et B un polynôme non nul réduit par rapport à tous les Ai. � [ Badmet une chaîne ascendante minimale plus petite que A.Démonstration : Le principe de la preuve est d'exhiber dans les di�érents cas, unechaîne de �0 plus petite que A.� si class(B) < class(A1) alors l'ensemble minimal de �0 commence par B et seraplus petit que A 6� 9 i tel que class(Ai) < class(B) � class(Ai+1).Soit class(B) < class(Ai+1), soit class(B) = class(Ai+1) et alors deg(B) <deg(Ai+1) car B est réduit par rapport à Ai+1. De plus, B est réduit par rapportaux Ak;k = 1 : : : i, donc A1; : : : ;Ai;B < A.� si class(Ar) < class(B), alors A1; : : : ;Ar;B < A. 2Théorème 10 (Ritt) Soit � un ensemble �ni. En un nombre �ni d'étapes, on peuttrouver :� Soit A avec class(A) = 0 et V�K (�) = V�K (A) = ;.� Soit il existe un chaîne ascendante non contradictoire � = �1; : : : ;�p telle que :V�K (�) � V�K (�) et V�K (�) n V�K (I) � V�K (�);où I = finit(�i);�i 2 �g.Dé�nition 19 � est appelé un ensemble caractéristique de �.Démonstration :1. Démontrons la construction de �. Soit A1 une chaîne minimale de �1 = � (cettechaîne existe d'après le lemme 24) et R1 = fprem(B;A1); B 2 �1g n f0g.� Si R1 = ; alors � = A1.� Sinon, nous considérons �2 = �1 [R1 et nous recommençons le processus.D'après le lemme 25, ce processus se termine en un nombre �ni d'étapes puisqueles Ai forment une suite strictement décroissante de chaînes ascendantes et d'aprèsle lemme 23, cette suite stationne. De plus, au point de stationnement, Rstat = ;,alors � = Astat.2. Démontrons que V�K (�) � V�K (�). Nous allons faire une récurrence sur la suite des�i construite ci-dessus.� �2 est formé des polynômes de � et de leurs restes par A1 = A1; : : : ;Ar. SiR = prem(B;A1) est un tel reste alors par dé�nition :R = PB � rXi=1 PiAi ;6. Le fait que les chaînes les plus courtes soient les plus grandes est central dans la démonstration.



124 Chapitre 1. Démonstration automatiqueoù P = Qri=1 init(Ai)si . Donc R s'annule sur V�K (�1) et V�K (�1) � V�K (�2).Or, �1 � �2, donc iV�K (�2) � V�K (�1). Il en résulte V�K (�1) = V�K (�2).� On montre de proche en proche que :V�K (�) = V�K (�1) = : : : = V�K (�stat) = : : : :Or � � �stat donc V�K (�) � V�K (�).3. Démontrons que V�K (�) n V�K (I) � V�K (�) : par construction de �, nous avons :8B 2 �;IsB = pXi=1 Qi�i ;car Rstat = ;. Si Is 6= 0 et �i = 0 alors B = 0 donc V�K (�) n V�K (I) � V(�). 2Décomposition d'un variété en variétés irréductiblesDans ce paragraphe, nous énoncerons seulement les théorèmes, propositions et lemmesimportants pour le déroulement mécanique de la décomposition sans donner les démons-trations qui sont dans les deux articles [Wu86, CSY89].Dans la suite, � = A1; : : : ;As sera une chaîne ascendante dans laquelle nous avonse�ectué le renommage des variables suivant :d+ 1 = class(A1); s = n� d� 8i 2 f1; : : : ;dg; xi = ui8i 2 fd+ 1; : : : ;ng; xi = yi�dProposition-dé�nition 7 Nous appelons K0 = K (u1 ; : : : ;ud) et pour tout i 2 f1; : : : ;sg,nous dé�nissons par récurrence les extensions de corps :Ki = Ki�1[yi](Ai) si Ai est irréductible dans Ki�1[yi]:Si tous les Ai sont irréductibles dans Ki�1[yi] alors la chaîne ascendante � est diteirréductible.Théorème 11 Soit � une chaîne ascendante irréductible, il existe alors un idéal pre-mier 
 tel que � soit un ensemble caractéristique de 
.Théorème 12 Soient 
 un idéal premier et � un ensemble caractéristique de 
, alors� est irréductible.Ces deux théorèmes établissent une sorte de correspondance entre les idéaux pre-miers et les chaînes ascendantes irréductibles.Lemme 26 Soient � un ensemble ploynômial et � un ensemble caractéristique avec �irréductible alors : V�K (�) = V�K (
) [ V�K (� + I1) [ : : : [ V�K (� + Is)où 
 est un idéal premier associé à � et Ii;i 2 f1; : : : ;sg sont les initiaux des Ai.



1.1. Avec un système de coordonnées 125Lemme 27 Soient � un ensemble polynomial et � = A1; : : : ;As un ensemble caracté-ristique de � tel qu'il existe k 2 f1; : : : ;sg et :� pour j < k;Aj irréductible dans Kj�1[yj]Ak réductible dans Kk�1[yk]alors il existe G1; : : : ;Gh des polynômes irréductibles dans Kk�1[yk] tels que :I�11 � � � I�k�1k�1 G1 � � �Gh =Pki=1QiAiV�K (�) = V�K (� + I1) [ � � � [ V�K (� + Ik�1) [ V�K (� +G1) [ � � � [ V�K (� +Gk)Théorème 13 Il existe un algorithme qui permet de donner pour un ensemble de po-lynômes �, une décomposition en variétés irréductiblesV�K (�) = V�K (	1) [ � � � [ V�K (	q)où chaque 	i est un ensemble caractéristique de 
	i qui est un idéal premier.Les ensembles caractéristiques et la démonstration automatiqueComme nous l'avons déjà fait remarquer, choisir un repère adapté à la propriétéà démontrer permet d'éliminer des composantes dégénérées. Soit � = A1; : : : ;Ar unensemble caractéristique des hypothèses.� Si le polynôme c 2 K [x] représentant la conclusion se réduit à zéro par � alors ilexiste les polynômes Q1; : : : ;Qr de K [x] et les entiers �1; : : : ;�r tels que :c 2 V�K (�) n V�K (I) � V�K (�) avec I =< Q�11 ; : : : ;Q�rr > :Dans ce cas, la conclusion est une conséquence des hypothèses et le théorème estvraie sur � toute la variété � privée de l'ensemble des zéros des initiaux.� Si le polynôme c ne se réduit pas à zéro par � alors nous ne pouvons rien dire.Nous devons calculer une décomposition en variétés irréductibles de V�K (�) parl'algorithme du théorème 13.V�K (�) = V�K (	1) [ � � � [ V�K (	q)où 	i est un ensemble caractéristique de chacune des composantes irréductibles dela variété. Or, pour une variété irréductible nous avons l'équivalence entre : un po-lynôme s'annule sur cette variété, et ce polynôme se réduit à zéro par un ensemblecaractéristique de la variété. La propriété sera donc vraie sur une composante siet seulement si le polynôme c se réduit à zéro par  i.Cette technique a été ensuite reprise a�n d'obtenir d'autres ensembles triangulairesplus e�caces par D. Wang [Wan95], D. Lazard, P. Aubry et M. Moreno Maza [AMM99,ALMM99].



126 Chapitre 1. Démonstration automatique1.2 Sans système de coordonnéesIl est possible de faire de la géométrie avec un ordinateur sans utiliser de systèmede coordonnées, mais en faisant des calculs directement sur les objets de la géométrie.Les techniques qui utilisent ce procédé ont l'avantage d'être plus intrinsèques et d'avoirdes formulations plus compactes.Si le passage de la géométrie à l'algèbre par un système de coordonnées paraît natu-rel, il n'en est pas de même pour faire de la géométrie directement avec les objets de lacon�guration. Dans ces formalismes, les objets ne possèdent pas de représentation par-ticulière, par contre, les propriétés géométriques sont caractérisées par des invariants.Et un invariant dépend de la géométrie considérée [Fau95, Kle74]. Pour la géométrieprojective, les propriétés géométriques peuvent être caractérisées par des polynômes del'algèbre de Grassmann-Cayley comme dans la deuxième partie [Wan97, Stu93] ou bienpar des polynômes de déterminants. Pour la géométrie a�ne, il su�t d'ajouter un hy-perplan 7 à l'algèbre de Grassmann-Cayley; d'autres caractérisations sont possibles, parexemple à partir de barycentres de points. En géométrie euclidienne, il faut encore ajou-ter une quadrique; dans ce cas, l'algèbre de Grassmann-Cayley n'est pas le formalismele mieux adapté, il existe d'autres algèbres comme celle de Cli�ord, et aussi d'autrescaractérisations comme celles qui sont données par les angles ou celles données par lesdistances.Démontrer des propriétés consiste à faire de l'élimination à partir des invariantscaractérisant les hypothèses de la propriété sur les objets géométriques jusqu'à ce queles invariants caractérisant la conclusion de la propriété soient trivialement véri�és.Nous présentons maintenant trois techniques : la première est celle qui est implé-mentée dans les premières versions de Cinderella [RG95], la deuxième est une desméthodes du logiciel Gex [CGZ94], la troisième est celle de Geo [Mou91a].1.2.1 Richter-Gebert CrapoCette méthode de démonstration automatique utilise l'algèbre des déterminants etplus particulièrement les relations binomiales de déterminants [CRG95, RG95]. Nousallons étudier son fonctionnement pour la géométrie plane.Les correspondances entre relations binomiales et propriétés géométriques.Soit D l'ensemble des déterminants des points 8 d'une con�guration géométrique. Nousconsidérons les déterminants de cet ensemble D comme des variables et nous appelonsrelation binomiale une égalité formée d'un polynôme possédant uniquement deux termeset zéro, soit : m1 � am2 = 0 () m1m2 = a (1.1)7. que nous considérerons comme l'hyperplan de l'in�ni8. Par exemple, les déterminants des matrices dont les colonnes sont les coordonnées de trois pointsdans le cas du plan projectif.



1.2. Sans système de coordonnées 127avec m1;m2 deux monômes de �K [D] et a, un élément de �K . Ces relations binomialespermettent de traduire pratiquement toutes les propriétés géométriques planes. Nousen montrons quelques unes dans le chapitre 1.2 de la partie II.Remarque 26 Il existe souvent plusieurs relations binomiales caractérisant la mêmepropriété géométrique 9.La méthode. Soit R l'ensemble des relations binomiales pour une con�guration géo-métrique. Nous munissons R d'une structure de �K -espace vectoriel (multiplicatif) parles dé�nitions suivantes :8R : m1 � am2 = 0; R0 : m01 � a0m02 = 0 2 R et � 2 �KRR0 : m1m10 � aa0m2m20 = 0R� : m�1 � a�m�2 = 0Proposition 53 Soient une propriété géométrique, ci = 0; i 2 f1; : : : ;kg les relationsbinomiales donc sous la forme 1.1 représentant sa conclusion et hj = 0; j 2 f1; : : : ;lg lesrelations binomiales donc sous la forme 1.1 représentant ses hypothèses. Cette propriétéest vraie si pour chaque i dans f1; : : : ;kg il existe des scalaires �i0 ; �i1 ; : : : ; �ik tels quec�i0i = lYj=1h�ijjavec �i0 impair.Démonstration : Très simple en prenant la notation multiplicative des relations bino-miales. 2Exemple 2Théorème de Pappus : Soient A;B;C (respectivement G;H; I) trois points colinéaires etF (respectivement E et D) les points d'intersections des droites (AH) et (BG) (respec-tivement (AI) et (CG), (BI) et (CH)) (�g . 1.6). Les points F;E;D sont colinéaires.Démonstration : Comme (AB); (EG); (DH) (respectivement (AE); (GH); (BD)) sontconcourantes, nous avons :h1 : jA;B;EjjD;G;Hj = jA;B;GjjD;E;Hjh2 : jA;D;EjjB;G;Hj = jA;B;EjjD;G;HjDe plus, les points A;F;H (respectivement B;F;G) sont colinéaires. Nous avons aussi :h3 : jA;B;F jjE;F;Hj = jA;E;F jjB;F;Hjh4 : jA;B;GjjB;F;Hj = jA;B;F jjB;G;Hj:Pour la conclusion, D;E; F sont colinéaires si :c : jA;D;EjjE;F;Hj = jA;E;F jjD;E;Hj9. Pour chaque relation, les conditions de non dégénérescence ne sont pas équivalentes.



128 Chapitre 1. Démonstration automatique
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H IFig. 1.6 � Con�guration du théorème de PappusOr, comme nous avons en passant à la notation multiplicative des relations binomiales :jA;D;EjjE;F;HjjA;E;F jjD;E;Hj =jA;B;EjjD;G;HjjA;B;GjjD;E;Hj jA;D;EjjB;G;HjjA;B;EjjD;G;HjjA;B;F jjE;F;HjjA;E;F jjB;F;Hj jA;B;GjjB;F;HjjA;B;F jjB;G;Hj = 1il en résulte que : c = h1h2h3h4et le théorème est démontré.Que se cache-t-il derrière cette démonstration? Voyons le processus pas à passur un autre exemple.Exemple 3Nous prenons la con�guration de la médiane, le premier pas consiste à calculer toutesles relations binomiales possibles 10 qui caractérisent les hypothèses de la con�guration.� Le point A est sur (B0C):�jA;C;A0jjA;B;B0j � jA;A0;B0jjA;B;Cj = 0�jA;C;C 0jjA;B;B0j+ jA;B0;C 0jjA;B;Cj = 0�jA;C;C 0jjA;A0;B0j � jA;B0;C 0jjA;C;A0j = 010. Par la remarque 26, il peut y en avoir plusieurs pour une même hypothèse.



1.2. Sans système de coordonnées 129� Le point A est sur (C 0B):�jA;B;A0jjA;C;C 0j+ jA;B;CjjA;A0;C 0j = 0�jA;C;C 0jjA;B;B0j+ jA;B0;C 0jjA;B;Cj = 0�jA;B;B0jjA;A0;C 0j+ jA;B;A0jjA;B0;C 0j = 0� Le point B est sur la droite (C 0A):jB;C;C 0jjA;B;A0j � jB;A0;C 0jjA;B;Cj = 0jB;C;C 0jjA;B;B0j � jB;B0;C 0jjA;B;Cj = 0jB;A0;C 0jjA;B;B0j � jB;B0;C 0jjA;B;A0j = 0� Le point B est sur la droite (A0C):jA;B;A0jjB;C;B0j � jB;A0;B0jjA;B;Cj = 0jB;C;C 0jjA;B;A0j � jB;A0;C 0jjA;B;Cj = 0jB;A0;B0jjB;C;C 0j � jB;A0;C 0jjB;C;B0j = 0� Le point C est sur la droite (A0B):�jA;C;A0jjB;C;B0j+ jC;A0;B0jjA;B;Cj = 0�jA;C;A0jjB;C;C 0j+ jC;A0;C 0jjA;B;Cj = 0�jC;A0;B0jjB;C;C 0j+ jC;A0;C 0jjB;C;B0j = 0� Le point C est sur la droite (B0A):�jA;C;A0jjB;C;B0j+ jC;A0;B0jjA;B;Cj = 0�jB;C;B0jjA;C;C 0j � jC;B0;C 0jjA;B;Cj = 0jC;A0;B0jjA;C;C 0j+ jC;B0;C 0jjA;C;A0j = 0� Le point A0 est sur la droite (BC):jA;B;A0jjC;A0;B0j � jB;A0;B0jjA;C;A0j = 0jA;B;A0jjC;A0;C 0j � jB;A0;C 0jjA;C;A0j = 0jB;A0;B0jjC;A0;C 0j � jB;A0;C 0jjC;A0;B0j = 0� Le point A0 est le milieu de [BC]:jA;B;A0j+ jA;C;A0j = 0jB;A0;B0j+ jC;A0;B0j = 0jB;A0;C 0j+ jC;A0;C 0j = 0� Le point B0 est sur la droite (AC):jA;B;B0jjC;A0;B0j+ jA;A0;B0jjB;C;B0j = 0�jA;B;B0jjC;B0;C 0j � jA;B0;C 0jjB;C;B0j = 0�jA;A0;B0jjC;B0;C 0j+ jC;A0;B0jjA;B0;C 0j = 0� Le point B0 est le milieu de [AC]:�jA;B;B0j+ jB;C;B0j = 0�jA;A0;B0j � jC;A0;B0j = 0jA;B0;C 0j+ jC;B0;C 0j = 0� Le point C 0 est sur la droite (AB):jA;C;C 0jjB;A0;C 0j � jA;A0;C 0jjB;C;C 0j = 0jA;C;C 0jjB;B0;C 0j � jA;B0;C 0jjB;C;C 0j = 0jA;A0;C 0jjB;B0;C 0j � jA;B0;C 0jjB;A0;C 0j = 0� Le point C 0 est le milieu de [AB]:�jA;C;C 0j � jB;C;C 0j = 0



130 Chapitre 1. Démonstration automatique�jA;A0;C 0j � jB;A0;C 0j = 0�jA;B0;C 0j � jB;B0;C 0j = 0La conclusion est caractérisée de manière équivalente par :jA;A0;CjjB;B0;C 0j � jA;A0;C 0jjB;B0;Cj = 0:Une des di�cultés consiste à choisir parmi ces relations celles qui conduiront à unedémonstration. Voici une façon automatique de faire ce choix.Dé�nition 20 Soit F le morphisme de �K -espace vectorielF : R �! Zn� Cm1 � am2 = 0 7�! (�1 � �2; ln(a))où �1 et �2 sont les multi-exposants des monômes m1 et m2 respectivement.Ce morphisme transforme le produit entre les relations monomiales en une somme surZn et une somme sur C , ainsi que la puissance par un scalaire en un produit par unscalaire sur Zn� C . Il permet donc de transformer la démonstration automatique en unproblème d'élimination linéaire.Exemple 4 (suite de l'exemple 3)Comme la con�guration de la médiane est dé�nie sur 6 points, le nombre de détermi-nants est C36 = 20. Si nous appliquons F aux 36 relations binomiales dé�nies dansl'exemple 3, nous obtenons la matrice suivante :0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�1 0 1 0 1 0 0 �1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0�1 0 1 0 0 0 1 0 0 �1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 �1 0 1 1 0 �1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0�1 1 0 0 0 0 1 0 �1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0�1 0 1 0 0 0 1 0 0 �1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 �1 1 0 0 0 0 0 1 �1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0�1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 �1 0 0 0 0 0�1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 �1 0 0 0 00 �1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 �1 0 0 0 0�1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 �1 0 0 0 0 0 0�1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 �1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 1 1 �1 0 0 0 0 0�1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 �1 0 0 0�1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 �1 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 1 0 0 0 1 �1 0 0�1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 �1 0 0 0�1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 �1 00 0 0 0 �1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 �1 00 1 0 0 �1 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 0 0 1 0 0 00 1 0 0 �1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 0 0 1 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 �1 0 �1 1 0 00 1 0 0 �1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 �1 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 �1 0 00 0 1 0 0 0 0 �1 0 0 0 �1 0 0 0 0 1 0 0 00 0 1 0 0 0 0 0 0 �1 0 �1 0 0 0 0 0 0 1 00 0 0 0 0 0 0 1 0 �1 0 0 0 0 0 0 �1 0 1 00 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 �1 00 0 0 0 0 0 1 0 �1 0 0 0 �1 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 0 �1 0 0 �1 0 0 1 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 1 �1 0 0 0 0 �1 1 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 �1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 �1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 �1 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCADe même pour la conclusion, soit :c = � 0 0 0 0 1 0; 0; 0 �1 0 0 �1 0 0 0 1 0 0 0 0 �



1.2. Sans système de coordonnées 131Corollaire 4 Avec les mêmes notations que dans la proposition 53 la propriété est vraiesi et seulement si pour tout i dans f1; : : : ;kg, nous avons :F (ci) = lXj=1 �ij�i0 F (hj)et si et seulement si il existe une solution dans Q au système linéaire Mx = V où M estla matrice dont les lignes sont F (hj) j 2 f1; : : : ;lg et V est un matrice dont les colonnessont F (ci) i 2 f1; : : : ;kg.Exemple 5 (suite de l'exemple 3)Il reste donc à résoudre le système par une élimination de Gauss par exemple. Nousobtenons une solution 11.�F (c) = F (h4)� F (h8)� F (h22) + F (h28)� F (h34)c'est-à-dire en notation multiplicative:c�1 = jB;B0;C 0jjA;C;A0jjA;A0;C 0jjB;C;B0j= jA;B;A0jjA;C;C 0jjA;B;CjjA;A0;C 0j jB;B0;C 0jjA;B;CjjB;C;C 0jjA;B;B0jjA;C;A0jjA;B;A0j jA;B;B0jjB;C;B0j jB;C;C 0jjA;C;C 0j= h4h�18 h�122 h28h�134= 11.2.2 Chou-Gao-ZhangCes méthodes utilisent un ensemble de règles de réécriture sur les points pour réduireun invariant géométrique. Les règles de réécriture sont préalablement établies pour uncertain nombre de con�gurations génériques. Nous présentons ici la méthode vectorielle[CGZ94].Règles de réécriture et géométriePropriété 3 Soit le point M sur la droite (AB), alors:�!M = ��!A + ��!B où � = MBAB et � = AMAB :11. En général, cette solution n'est pas unique



132 Chapitre 1. Démonstration automatiqueDémonstration : Si M est sur la droite (AB) alors les vecteurs ��!AM et ��!AB sontcolinéaires. Nous avons ��!AM = AMAB ��!AB ou bien en utilisant ��!AB = ��!AM +��!MB et AM +MB = AB, nous obtenons la relation souhaitée. 2Propriété 4 Soit le point M tel que ��!AM = r:��!BC alors:�!M = �!A + r(�!C ��!B ):Remarque 27 Le sens de �!M est le même que celui du vecteur ��!OM où Oest un pointorigine. En fait, de telles relations sont indépendantes de l'origine choisie.Démonstration : C'est immédiat par la relation de Chasles. 2Propriété 5 Soit le point M l'intersection des droites (AB) et (CD) alors:�!M = �j��!BC;��!CDjj��!AB;��!CDj�!A + j�!AC;��!CDjj��!AB;��!CDj�!B:Démonstration : Si M 2 (AB) alors �!M = �:�!A + �:�!B où � et � sont uniques avec�+ � = 1. De plus, si M 2 (CD) alors j��!CM;��!CDj = �j�!CA;��!CDj+ �j��!CB;��!CDj = 0 et enutilisant le fait que � = 1� �, nous obtenons � = j�!AC;��!CDjj��!AB;��!CDj et � = � j��!BC;��!CDjj��!AB;��!CDj . 2Propriété 6 Soit le point H le projeté orthogonal du point A sur la droite (BC) alors:�!H = �hCA;BCiBC2 �!B + hBA;BCiBC2 �!C :Démonstration : Si H 2 (BC) alors �!H = ��!B + ��!D avec �+ � = 1 et � = BHBC . Or,si H est le projeté orthogonal de A sur (BC), nous avons BH:BC = hBA;BCi soit�nalement � = hBA;BCiBC2 . 2Le fonctionnement de la méthode Nous dé�nissons un état géométrique parS = (C1;C2; � � � ;Ck;G)où C1 représente l'ensemble des points libres de la con�guration; Ci représente laconstruction d'un nouveau point qui dépend uniquement des points déjà construitsà cette étape. Nous nommons G l'ensemble des conditions de non dégénérescence.Nous formalisons une propriété parT = (S;E = F )où S est l'état géométrique des hypothèses de la propriété et E = F est un invariantgéométrique caractérisant la conclusion de la propriété. Cette propriété est vraie si, par



1.2. Sans système de coordonnées 133
A

A’

C

B’

B

C’

G

Fig. 1.7 � Con�guration du théorème des médianeséliminations successives des points dans l'ordre inverse de leur construction 12, l'égalitéE = F est trivialement véri�ée.Exemple 6 Théorème des médianes : Soient ABC un triangle et A0; B0; C 0 les milieuxrespectifs de [BC]; [AC]; [AB] (�g . 1.7) alors les droites (AA0); (BB0); (CC 0) sontconcourantes.Démonstration : Construction de l'état géométrique des hypothèses.� C1 représente les points libres, c'est-à-dire A; B; C.� C2 représente la construction de A0, c'est-à-dire A0 milieu de [BC], nous avonsdonc la règle de réécriture suivante :~A0 = 12 ~B + 12 ~Cet la condition de non dégénérescence B 6= C.� C3 représente la construction du point B0, soit :~B0 = 12 ~A+ 12 ~Cet la condition de non dégénérescence A 6= C.� C4 représente la construction du point C 0, soit :~C 0 = 12 ~A+ 12 ~Bet la condition de non dégénérescence A 6= B.12. C'est-à-dire i décroissant.



134 Chapitre 1. Démonstration automatiqueNous devons maintenant caractériser la conclusion sous forme d'un invariant vectoriel.Pour cela, nous construisons un nouveau point G.� C5 représente la construction du point G, dé�ni comme l'intersection des droites(BB0) et (CC 0). Nous avons donc la règle de réécriture suivante :~G = �j��!B0C;��!CC 0jj��!BB0;��!CC 0j ~B + j��!BC;��!CC 0jj��!BB0;��!CC 0j ~B0:Il faut que les droites (BB0) et (CC 0) soient non parallèles ce qui équivaut àA;B;C non alignés.La conclusion se caractérise par A;A0; G alignés, soit :j�!AG;��!AA0j = 0donc E = j�!AG;��!AA0j et F = 0.Nous pouvons alors commencer la réduction de la conclusion :� réécriture du point G :j�!AG;��!AA0j = �j��!B0C;��!CC 0jj��!BB0;��!CC 0j j��!AB;��!AA0j+ j��!BC;��!CC 0jj��!BB0;��!CC 0j j��!AB0;��!AA0j:� réécriture du point C 0i :j�!AG;��!AA0j = �(j��!B0C;�!CAj+ j��!B0C;��!CBj)j��!AB;��!AA0j+ j��!BC;�!CAjj��!AB0;��!AA0jj��!BB0;�!CAj+ j��!BB0;��!CBj :� réécriture du point B0 :j�!AG;��!AA0j = j��!BC;�!ACj(j��!AB;��!AA0j+ j�!AC;��!AA0j)j��!BA;�!CAj+ j��!BC;�!CAj+ j��!BA;��!CBjen remarquant que j��!BA;�!CAj = j��!BA;��!CBj = j��!BC;�!CAj nous avons :j�!AG;��!AA0j = �j��!AB;��!AA0j+ j�!AC;��!AA0j3 :� réécriture du point A0 :j�!AG;��!AA0j = �j��!AB;�!ACj+ j�!AC;��!ABj3 = 0:Ces méthodes ont commencé à être développées pour de la géométrie dans l'espace[CGZ95], mais le nombre de règles de réécriture augmente considérablement même dansdes cas simples.



1.3. Dans notre contexte 1351.2.3 MourrainC'est en dé�nissant une généralisation des opérateurs d'union et d'intersection dansl'algèbre extérieure, que nous pouvons aborder les problèmes de généricité [Mou91a,Mou91b].1.3 Dans notre contexteNous commençons par rappeler le contexte dans lequel nous voulons utiliser cestechniques. Nous avons pour point de départ une description géométrique de la scène(un ensemble d'objets ainsi que des contraintes). Notre but est premièrement, de véri�erla cohérence de cette description ; deuxièmement, d'en calculer son degré de liberté ainsiqu'une paramétrisation minimale.Les méthodes de démonstration automatique telles que les ensembles caractéris-tiques ou les réécritures de Chou-Gao-Zhang, permettent de répondre en partie à nosespérances.1.3.1 Comment mettre en évidence les incohérencesUne des techniques possible pour extraire des propriétés géométriques de manièreautomatique consiste à véri�er que certaines équations prennent une valeur inférieureà un seuil que nous nous �xons. Par exemple, si nous souhaitons trouver les segmentsparallèles, il su�t de se �xer un seuil � et de sélectionner tous les couples de segments([AB];[CD]) tels que : abs(det(A�B;C �D)) < �:Que se passe-t-il si nous avons la photographie d'un objet circulaire? La segmentation 13nous fournit un ensemble de petits segments qui forment le contour de notre objet. Sile travail de segmentation est assez �n, même pour des valeurs � assez petites, deuxsegments consécutifs seront parallèles. La description géométrique suivante est donctout à fait réaliste : soient S1; S2; S3; S4 quatre segments tels que :� Si et Si+1 sont parallèles pour i 2 f1;2;3g,� S1 et S4 sont orthogonaux.Dans un repère quelconque de plan, nous pouvons associer à chaque segment deuxcoordonnées à chaque extrémité (�g. 1.8). Dans ce repère, les hypothèses deviennent :8>><>>: (x3 � x1)(x6 � x4)� (x4 � x2)(x5 � x3) = 0(x5 � x3)(x8 � x6)� (x6 � x4)(x7 � x5) = 0(x7 � x5)(x10 � x8)� (x8 � x6)(x9 � x7) = 0(x3� x1)(x9 � x7) + (x4 � x2)(x10 � x8) = 0L'inter-réduction des hypothèses nous permet d'obtenir que :� x4 = x2x3 = x113. Action de détection de contour en vision arti�cielle.
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S1
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(x3,x4)(x1,x2)
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Fig. 1.8 � Segmentation d'un objet circulairec'est-à-dire que les extrémités du premier segment sont confondues. Cette con�gurationest dégénérée.Dans le cas où la description géométrique est incohérente, l'inter-réduction des hypo-thèses permet de mettre en évidence que les seules composantes valides sont dégénérées.1.3.2 Les limitations naturellesEn vision arti�cielle, nous étudions souvent des scènes dont la modélisation nécessiteau moins une centaine d'objets tridimensionnels. Malheureusement, aussi bien pour lesméthodes utilisant des coordonnées que pour les méthodes dites intrinsèques (méthodesutilisant des déterminants), la représentation des contraintes sur ces objets est un en-semble de polynômes avec beaucoup d'indéterminées. Même si ces contraintes sont trèssimples, la construction d'un ensemble triangulaire n'est pas simple et la réduction parrapport à un tel ensemble est extrêmement coûteuse 14.

14. Durant le processus de réduction, les polynômes considérés sont denses.



137
Chapitre 2Ordre constructif et ensembleréducteurNous rappelons que nous avons à notre disposition un modèle approché et une des-cription géométrique de la scène à modéliser. La description géométrique est restreinteà un ensemble d'objets tels que des points, des droites ou segments, des plans ou po-lygones, ainsi qu'un ensemble de contraintes entre ces objets. Mais contrairement à laplupart des énoncés des théorèmes géométriques, nous ne connaissons pas d'algorithmepermettant de construire la con�guration décrite. Or, nous avons vu dans le chapitreprécédent que l'ordre et la construction des objets jouent un rôle essentiel dans la re-cherche des conditions de dégénérescence et des di�érentes composantes de la variétédes hypothèses. De plus, ils agissent aussi de façon non négligeable sur la complexité.Des approches basées sur l'utilisation des graphes existent [HV95] pour la géométrieplane essentiellement.2.1 Composantes génériques, points génériquesAvant de décrire un algorithme permettant la construction d'une con�guration, nousdevons nous interroger sur la dé�nition même de générique.De manière générale en mathématiques, nous disons qu'une situation est génériquesi elle est vraie presque partout. Plus précisemment, une situation est générique si elleappartient à un sous-ensemble dense des ensembles des situations possibles.En conservant la même notion, nous dirons qu'une con�guration géométrique estgénérique si elle appartient à un sous-ensemble dense de l'ensemble des con�gurationspossibles. En d'autres termes, nous enlevons à la variété algébrique des con�gurationspossibles, un ensemble fermé de plus petite dimension, c'est-à-dire dans une hypersur-face. L'ensemble des con�gurations non génériques peut donc être déterminé par unensemble de relations 1.Dans la méthode de Chou [Cho88], la variété de dégénérescence est donnée parles polynômes en u apparaissant dans le calcul de l'ensemble caractéristique ou le cas1. Ces relations sont les équations de la surface et certaines inéquations éventuellement.



138 Chapitre 2. Ordre constructif et ensemble réducteuréchéant dans la décomposition en variétés irréductibles. Cette variété de dégénérescencecorrespond au fait que les objets dé�nis par les paramètres u ne possèdent pas depropriétés géométriques non spéci�ées par la con�guration.Il existe pour un problème donné plusieurs dé�nitions possibles de variété de dégé-nérescence. Étudions un exemple :Exemple 7Génériquement deux coniques homogènes se coupent en quatre points.Prenons les coniques d'équation :c1 = a1x2 + b1y2 + c1xy + d1xz + e1yz + f1z2c2 = a2x2 + b2y2 + c2xy + d2xz + e2yz + f2z2� Pour toute forme linéaire l, nous pouvons construire la matrice de Macaulay S defl;c1;c2g. Cette matrice se décompose en quatre blocs :S = � A BC D �Si D est inversible alors les deux coniques d'équations c1 et c2 se coupent en quatrepoints. La variété de dégénérescence est dé�nie par l'équation det(D) = 0.� Si les deux coniques sont dégénérées 2, elles se coupent en quatre points.� Nous n'avons pas les mêmes notions de généricité, comme le montre les deuxconiques suivantes : x2 � y2 = 0x2 + y2 � r2z2 = 0Ces deux coniques sont génériques dans le sens où le déterminant de la sous-matrice D de l'application de Macaulay est inversible, alors que la première co-nique est dégénérée dans le sens où sa matrice associée n'est pas de rang maximal.Pour notre problème, il ne serait pas raisonnable de demander à l'utilisateur unedescription géométrique exhaustive de la scène. Par conséquent, nous ne pouvons pasutiliser la notion de dégénérescence usuelle 3 pour la géométrie. En e�et, si l'utilisateuromet une contrainte, c'est-à-dire que la scène véri�e une contrainte géométrique quin'est pas une conséquence des hypothèses de la description, alors la géométrie de lascène est dans une composante dégénérée de la description. C'est une des raisons quinous a amené à choisir une dé�nition di�érente.Dé�nition 21 Pour une description géométrique D, une composante de la variété descon�gurations est générique si et seulement si toutes les contraintes de D sont satisfaiteset que tous les objets de D sont distincts.2. Une conique est dite dégénérée si et seulement si le déterminant de la matrice de la forme bilinéaireassociée est nul.3. Celle de Chou.



2.1. Composantes génériques, points génériques 139De plus, les descriptions géométriques que nous souhaitons étudier ont pour typed'objet des points, des droites et des plans ; et pour type de contrainte de l'incidence, duparallélisme, de l'orthogonalité entre deux objets. Nous remarquons que ces contraintessont linéaires par rapport à chacun des objets. Nous travaillerons avec la conditionsuivante :Conditions 1 Les contraintes agissant sur un objet sont linéaires par rapport à cetobjet.Proposition 54 Si une description géométrique D satisfait la condition 1 alors un objetO de D appartient à l'intersection d'un ensemble d'hyperplans dépendants uniquementdes objets de D déjà construits.Démonstration : Supposons que O1; : : : ;Ok soient k objets construits de D. AppelonshOk+1 l'ensemble des contraintes exercées par les objets O1; : : : ;Ok sur Ok+1. CommeD véri�e la condition 1, ces contraintes sont linéaires en Ok+1. Chaque contrainte estéquivalente à un ensemble de formes linéaires ou bien à l'appartenance de Ok+1 à deshyperplans. 2Notation 6 Pour une description géométrique D :� Nous appelons hO1;:::;Ok l'ensemble des contraintes de D portant sur les objetsO1; : : : ;Ok.� Nous appelons Vk la variété des con�gurations des objets O1; : : : ;Ok de D qui estaussi la variété dé�nie par hO1;:::;Ok .� Nous appelons Wk une composante générique de Vk.� Nous appelons hOk+1 les contraintes exercées par les objets O1; : : : ;Ok sur Ok+1.Remarque 28 Avec la dé�nition 21 de généricité, il peut exister plusieurs composantesgénériques pour une même description géométrique véri�ant la condition 1.Exemple 8 Soient P un point, L une droite et H un plan, avec P 2 L et P 2 H.Supposons que H et L soient construits, alors nous avons deux cas possibles soit ladroite est dans le plan, soit la droite coupe le plan en un point. Dans chacun des cas,la construction appartient à une composante générique. Dans un cadre plus général,nous pouvons construire ces composantes génériques pour chaque nouvel objet par unrelèvement d'une composante générique des objets déjà construits (�g. 2.1).Théorème 14 Pour une description géométrique D véri�ant la condition 1, ! étantune con�guration générique de D, il existe une unique composante générique contenant! de la variété des con�gurations de D.Démonstration : Cette démonstration se fait par récurrence sur les objets construits.Supposons que les objets O1; : : : ;Ok de D ont été construits et que Wk soit la com-posante générique de Vk contenant !k la projection de ! sur Vk.
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Composante de Wk ou l’intersection 
des hyperplans est generique

Composante immergee de Wk ou
l’intersection des hyperplans n’est pas generique

Relevement de la composante de Wk ou
l’intersection des hyperplan n’est pas generique

Relevement de la composante de Wk ou
l’intersection des hyperplans est generique

Composantes ne rencontrant pas U
VkFig. 2.1 � Les di�érentes composantes génériques.Construisons l'objet Ok+1. Comme D véri�e la condition 1, Ok+1 appartient à l'in-tersection �nie d'hyperplans (Hi)i2I . Nous appelons dk+1 la dimension de l'intersectiondes (Hi)i2I en !k et Uk = fy 2 Wkjdimy(Ti2I Hi) = dk+1g un ouvert de Wk. Soit�k : Vk+1 �! Vk la projection sur les premières coordonnées. 8y 2 Uk; ��1k (y) estun espace vectoriel donc une �bre irréductible de dimension la dimension de l'objetOk+1 moins dk+1. Comme Wk est irréductible alors Uk est un ouvert irréductible etpar le théorème des �bres (voir théorème 8 page 61 de [Sha74]) adapté pour des ou-verts de variétés projectives, ��1k (Uk) est un ouvert irréductible. Nous en déduisons queWk+1 = ��1k (Uk) est la variété irréductible générique de Vk+1 contenant wk+1. 22.2 Ordre constructif et ensemble réducteurLes deux principaux obstacles à l'utilisation des méthodes de démonstration auto-matique sont l'absence d'ordre sur les objets et la complexité des calculs. Dans cettesection, nous nous intéressons à rechercher une méthode qui permette de construire unordre qui donne des calculs relativement simples.Or un ordre qui permet de construire progressivement les objets en fonction d'ob-jets déjà construits nous apporte naturellement une structure triangulaire, et par consé-quent, des calculs assez simples.Dans la suite, nous nous intéressons à trouver un ordre de construction d'une des-cription géométrique.2.2.1 Un algorithmeDes méthodes ont déjà été étudiées et développées [HV95, FH97, JASR99, Lee99].Elles construisent le graphe de contraintes d'une con�guration, c'est-à-dire un graphedont les noeuds sont les objets géométriques et les arêtes représentes les contraintes



2.2. Ordre constructif et ensemble réducteur 141géométriques entre deux objets représentés par les deux extrémités de l'arête. Donnerun ordre de construction est équivalent à orienter ce graphe. Pour ce faire, ces techniquesdécoupent ce graphe en sous-graphes appelés � cluster � qui correspondent aux plusgrands ensembles que nous pouvons construire à partir de deux objets pour le plan ettrois objets pour l'espace. Une fois le graphe des contraintes partitionné en � cluster �,nous savons alors orienter entièrement le graphe. Ces méthodes sont malheureusementmal adaptées au cas tridimensionnel. Seulement quelques tentatives ont été faites avecde grosses restrictions sur la nature des objets et des contraintes.L'algorithme que nous proposons permet de trouver un ordre de construction d'unecon�guration satisfaisant la description géométrique. L'élément clé de cet algorithmeest le calcul à chaque étape du degré de liberté de tous les objets à construire.Algorithme 5entrée : Une description géométrique.sortie : Un ordre constructif et une caractérisation de la composante irréductible de lavariété des con�gurations.initialisation :� A�ecter l'ensemble des contraintes actives à l'ensemble vide.� A�ecter l'ensemble des contraintes inactives à l'ensemble des contraintes de ladescription géométrique.� A�ecter l'ensemble réducteur à l'ensemble vide.� A�ecter l'ensemble des objets construits à l'ensemble vide.� A�ecter l'ensemble des objets non construits à l'ensemble des objets de la descrip-tion géométrique.� Associer à tous les objets non construits deux entiers : le degré de liberté et lenombre de contraintes non actives portant sur l'objet. Le degré de liberté est ini-tialisé à la dimension de l'objet.corps : Tant que tous les objets ne sont pas construits faire :1. � Si c'est la première construction ou bien si un objet a été construit alorsrechercher l'objet à construire c'est-à-dire un élément de l'ensemble des objetsde plus petit degré de liberté, nous appelons cet ensemble une composante.� Sinon, si la dernière composante est non vide alors rechercher l'objet à construiredans cette composante.� Sinon, si l'ensemble des objets construits n'est pas réduit à un objet alorssupprimer le dernier objet construit et mettre à jour tout l'environnementpuis retourner à l'étape 1.� Sinon, il n'y a pas de construction générique possible et l'algorithme s'arrête.2. Mettre à jour les ensembles d'objets construits et non construits ainsi que lesensembles de contraintes.3. Construire les règles de réduction pour cet objet, et les ajouter à l'ensemble réduc-teur.4. Pour tous les objets non construits faire� Calculer l'intersection des hyperplans dé�nissant l'objet non construit.



142 Chapitre 2. Ordre constructif et ensemble réducteur� Si cette intersection est vide 4 ou coïncide avec un objet déjà construit 5 alorssupprimer le dernier objet construit et mettre à jour tout l'environnementpuis aller à l'étape 1 sans avoir construit d'objet.� Sinon un objet est construit.Nous allons reprendre en détail les étapes de cet algorithme.Comment choisir l'objet à construire : Nous choisissons un objet possédant leplus petit degré de liberté.Bien que cela paraisse naturel, puisqu'il s'agit de construire le plus d'objets avec lemoins de paramètres possibles, nous ne savons pas si une telle construction est toujourspossible. En revanche, nous sommes en mesure de construire des exemples pour lesquelsla construction d'objets de degré supérieur au degré minimal ne peut pas satisfairetoutes les contraintes.Exemple 9 Supposons la description géométrique tridimensionnelle suivante :� Les objets : P1; P2 deux points, l1; l2; l3; l4 quatre droites.� Les contraintes : P1 2 l1, P1 2 l2, P2 2 l3, P2 2 l4, l1 k l3, l2 k l4, l3 ? l4.Supposons que les objets P1; l1; l3; P2 sont construits. Il reste seulement deux droites l2et l4. La droite l2 a pour degré de liberté 2 puisqu'elle doit passer par le point P1. Ladroite l4 est de degré 1 puisqu'elle doit être orthogonale à l3 et passer par le point P2. Sinous construisons génériquement la droite l2 alors nous rajoutons la contrainte l2 k l4 etil n'est pas possible de construire une droite l4 satisfaisant toutes les contraintes. Alorsque si nous construisons en premier l4, la construction de l2 ne pose pas de problème.Nous utilisons des heuristiques pour choisir un objet parmi l'ensemble des objets deplus petit degré. Si cet ensemble possède plus d'un élément, nous retenons les objets deplus petite dimension, puis s'il reste encore plusieurs objets, nous gardons les objets quiont le plus de contraintes potentielles, nous prenons ensuite un élément aléatoirement.Exemple 10 Supposons la description géométrique tridimensionnelle suivante (�g. 10) :� Les objets : P1; P2; P3; P4 quatre points, l1; l2; l3; l4 quatre droites, H un plan.� Les contraintes : P1 2 H, P2 2 H, P3 2 H, P4 2 H, P1 2 l1, P2 2 l1, P2 2 l2,P3 2 l2, P3 2 l3, P4 2 l3, P4 2 l4, P1 2 l4, l1 k l3, l2 k l4, l3 ? l4.Recherche d'un ordre constructif en utilisant les heuristiques.Initialisation : nous donnons pour chaque objet la liste suivante : (objet,degré de liberté,dimension de l'objet, nombre de contraintes inactives)(P1;3;1;3); (P2;3;1;3); (P3;3;1;3); (P4;3;1;3); (l1;4;2;3); (l2;4;2;3); (l3;4;2;4); (l4;4;2;4);(H;3;3;4)Construction :1. P1 (P2;3;1;3); (P3;3;1;3); (P4;3;1;3); (l1;2;2;2); (l2;4;2;3); (l3;4;2;4); (l4;2;2;3); (H;2;3;3)2. l4 (P2;3;1;3); (P3;3;1;3); (P4;1;1;2); (l1;2;2;2); (l2;2;2;2); (l3;3;2;3); (H;2;3;3)4. Construction impossible, nous ne sommes pas sur la bonne composante.5. Composante dégénérée.
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P4
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P1 l1
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Fig. 2.2 � Con�guration de l'exemple 103. P4 (P2;3;1;3); (P3;3;1;3); (l1;2;2;2); (l2;2;2;2); (l3;1;2;2); (H;1;3;2)4. l3 (P2;3;1;3); (P3;1;1;2); (l1;0;2;1); (l2;2;2;2); (H;1;3;2)5. l1 (P2;1;1;2); (P3;1;1;2); (l2;2;2;2); (H;1;3;2)6. P2 (P3;1;1;2); (l2;0;2;1); (H;0;3;1)7. l2 (P3;0;1;1); (H;0;3;1)8. P3 (H;0;3;0)9. HL'ensemble de ces heuristiques est naturel puisqu'il s'agit de construire en premierles objets de petite dimension 6 puis ceux qui contraignent le plus la con�guration pourensuite avoir le moins de degré de liberté possible.Nous verrons que ces heuristiques sont très importantes pour la rapidité de l'algo-rithme, et qu'elles n'entraînent pas de conséquence théorique puisqu'en cas d'erreurs,nous pouvons remonter la construction a�n de faire un autre choix 7.Calcul de la dimension générique de l'intersection Après la k-ième itérationde cet algorithme nous supposons avoir construit un ensemble de règles de réductionréduisant à zéro toutes les propriétés géométriques véri�ées par les k premiers objets 8.L'intersection d'hyperplans s'écrit bien en utilisant la généralisation de l'opérateur d'in-tersection dans l'algèbre extérieure 1.2.3 [Mou91a, Mou91b]. Avec ce formalisme, il estfacile de voir que trouver la dimension de l'intersection revient à véri�er que des déter-minants construits sur les k premiers objets s'annulent ou ne s'annulent pas générique-ment 9.Le problème des contraintes redondantes est complètement résolu par la recherchede l'intersection générique des hyperplans.Le retour en arrière Les heuristiques prises pour choisir l'objet à construire peuventnous amener sur une composante dégénérée ou ne satisfaisant pas les hypothèses. Noussommes capable de le détecter à l'étape 4 de l'algorithme mais pas forcément à la mêmeitération. Pour cela, nous avons mis en place un système de retour en arrière et decomposantes. Nous donnons un exemple pour permettre une meilleure compréhension.6. Cela évite des problèmes d'inclusions.7. Nous décrirons un peu plus comment nous e�ectuons ce retour en arrière par la suite.8. Nous démontrerons ce résultat par récurrence (voir la démonstration du théorème 14).9. C'est-à-dire se réduisent ou ne se réduisent pas à zéro.
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Fig. 2.3 � Con�guration appartenant à la bonne composante
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Fig. 2.4 � Con�guration appartenant à une mauvaise composanteExemple 11 Supposons la description géométrique suivante (�g. 2.3) :� Les objets : P1; P2; P3 trois points, l1; l2 deux droites, H1;H2;H3;H4 quatre plans.� Les contraintes : P2 2 H1, P3 2 H1, P1 2 H2, P2 2 H2, P3 2 H2, P1 2 H4,P2 2 H4, P1 2 H3, P1 2 l1, P2 2 l1, P2 2 l2, P3 2 l2, l1 ? l2, H1 ? H2, H2 ? H3,H4 ? H3.Initialisation : nous associons à chaque objet la liste suivante :(objet,degré de liberté,dimension de l'objet, nombre de contraintes inactives)(P1;3;1;4), (P2;3;1;5), (P3;3;1;3), (l1;4;2;3), (l2;4;2;3), (H1;3;3;3), (H2;3;3;5), (H3;3;3;3),(H4;3;3;3)Construction :1. P2: (P1;3;1;4); (P3;3;1;3); (l1;2;2;2); (l2;2;2;2); (H1;2;3;2); (H2;2;3;4); (H3;3;3;3);(H4;2;3;2)2. l1 fl2;H1;H2;H4g: (P1;1;1;3); (P3;3;1;3); (l2;1;2;1); (H1;2;3;2); (H2;2;3;4); (H3;3;3;3);(H4;2;3;2)3. P1 fl2g: (P3;3;1;3); (l2;1;2;1); (H1;2;3;2); (H2;1;3;3); (H3;2;3;2); (H4;1;3;1)4. l2 fH2;H4g: (P3;1;1;2); (H1;2;3;2); (H2;1;3;3); (H3;2;3;2); (H4;1;3;1)5. P3 fH2;H4g: (H1;1;3;1); (H2;0;3;2); (H3;2;3;2); (H4;1;3;1)6. H2: (H1;0;3;0); (H3;1;3;1); (H4;1;3;1)7. H1: (H3;1;3;1); (H4;1;3;1)8. Les deux objets à construire ont même degré, même dimension et même nombrede contraintes inactives. Si l'algorithme choisit le premier objet de la liste H3,



2.2. Ordre constructif et ensemble réducteur 145alors la con�guration est dégénérée car :H4 ? H3l1 � H4 �) n(H4) = l1 � n(H3) = n(H2)où l'opérateur n(H) est la normale au plan H (�g. 2.4).9. Le retour en arrière d'une itération nous donne la construction de H4 puis laconstruction de H3 qui est une con�guration d'une composante générique.Ici, le retour en arrière est juste d'une itération, mais nous avons des exemples quiseraient trop long à décrire en détail dans lesquels le retour en arrière remonte de2,3,. . . itérations.Cette recherche de l'ordre est en quelque sorte une exploration en profondeur del'arbre des con�gurations. Lorsque nous trouvons une con�guration soit non génériquesoit impossible, nous remontons dans l'arbre pour pouvoir explorer une nouvelle branche.Les heuristiques nous permettent simplement de regarder en premier les branches quinous semblent plus prometteuses.Quelques remarques : Comme nous l'avons souligné au début de ce chapitre, undes points faibles de ces algorithmes est la réduction d'une contrainte par un ensembleréducteur pour tester si elle est ou si elle n'est pas une conséquence des hypothèses.Comme l'algorithme 5 construit la composante itérativement objet par objet, nouspouvons, à chaque itération, faire un tirage aléatoire des paramètres de l'objet quirestent libres 10 et ainsi construire une con�guration correspondante à la composantedécrite.Cette technique permet de véri�er avec une forte probabilité n'importe quelle pro-priété. En particulier, nous pouvons déterminer la dimension de l'intersection d'hyper-plans.Dans ce cas, à chaque itération, nous utilisons une con�guration aléatoire dansla composante choisie, nous calculons la dimension de l'intersection des hyperplansla plus générique 11 et nous caractérisons la composante dominante de la variété descon�gurations.2.2.2 Une adaptation à notre problèmeNotre problème est de donner une caractérisation d'une (de la) composante gé-nérique � correspondant au mieux � à une con�guration approchée d'une descriptiongéométrique véri�ant les conditions 1.L'algorithme 5 utilisant une instanciation aléatoire ne nous garantit pas de décrirela bonne composante. Comment en être sûr?Nous proposons de ne plus instancier aléatoirement une con�guration, mais d'a�ecterles paramètres libres des objets directement avec les valeurs du modèle approché. La10. Leur nombre correspond au degré de liberté de l'objet.11. Le lieu géométrique où l'intersection des hyperplans n'est pas générique est une variété de dimen-sion inférieure (�g. 2.1).



146 Chapitre 2. Ordre constructif et ensemble réducteur

Composante de Wk ou l’intersection 
des hyperplans est generique

Composantes ne rencontrant pas U
Vk

Wk

Composante de Wk ou l’intersection
des hyperplans n’est pas generique

Cas sans probleme

Cas litigieux

Fig. 2.5 � Cas litigieuxcon�guration ainsi choisie ne devrait pas être trop loin du modèle approché. Pourtantles erreurs sur le modèle approché vont nous conduire avec une très forte probabilitévers la même composante que celle construite à partir des instanciations aléatoires.Essayons de mieux comprendre ce qui peut se passer? La scène que nous voulonsmodéliser véri�e des contraintes supplémentaires puisque nous supposons avoir une des-cription non exhaustive. En e�et notre modèle approché ne véri�era que très peu decontraintes de manière formelle (�g. 2.5). Le modèle approché sera très proche des lieuxcritiques pour l'ensemble des contraintes décrites véri�ées par la scène à modéliser. C'estpour ces raisons, qu'instancier la con�guration de manière aléatoire ou en fonction dumodèle approché revient au même, si nous regardons l'intersection des hyperplans demanière formelle.Nous proposons de modi�er l'interprétation de la dimension de l'intersection deshyperplans. Il ne su�t plus de savoir si certains déterminants (voir 1.2.3) sont nuls maisde savoir si certains déterminants sont proches de zéro ou plus précisemment d'établirun critère et un seuil qui permette de dire si un déterminant est numériquement nul ounon nul.Pour se garantir de choisir la bonne composante, nous pouvons a�ner d'avantagenotre réponse en proposant une solution inter-active avec l'utilisateur. En e�et, lorsde cas litigieux, nous pouvons demander directement à l'utilisateur de nous aider dansnotre choix, en rajoutant une ou des contraintes pour la construction de cet objet.Cela dit, comme la scène peut véri�er beaucoup plus de contraintes, nous risquonsde trop solliciter l'utilisateur ce qui n'est peut être pas très souhaitable.



147
Chapitre 3Extension à la découverte depropriétésNous venons de décrire dans le chapitre précédent, un algorithme qui détermine unordre de construction d'une con�guration véri�ant une description géométrique.Cet algorithme est incrémental. Il construit progressivement les objets de la descrip-tion. Mais comme nous l'avons illustré par les exemples 10 et 11, il est parfois nécessairede revenir en arrière dans la construction, pour changer l'ordre des objets et la termi-ner correctement. Une des raisons de ces retours en arrière vient des biais introduitspar la description. Dans l'exemple 10, les rôles géométriques des droites et des pointssont parfaitement symétriques alors que la description privilégie les droites l3 et l4 enspéci�ant uniquement leur orthogonalité. Par contre, si nous ajoutons à la descriptionles contraintes redondantes suivantes :l1 ? l2; l2 ? l3; l4 ? l1;alors la construction devient triviale.Nous suggérons ainsi que rajouter de l'information redondante dans la descriptionpeut grandement simpli�er la recherche d'un ordre de construction.Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux di�érentes méthodes qui permettentde déterminer des propriétés redondantes d'une description, c'est-à-dire découvrir desthéorèmes.3.1 Les méthodes existantes� Théorie des graphes.� Base de déduction.3.2 Notre approcheLes méthodes que nous venons de décrire sont plus fondées sur les propriétés dugraphe de contraintes ou de la base déductive que la géométrie de la description elle-



148 Chapitre 3. Extension à la découverte de propriétésmême. Comme depuis le début, nous avons préféré adopter un regard algébrique sur lagéométrie.En termes d'idéaux et de variétés, tout polynôme de l'idéal associé aux con�gurationsgénériques constitue un théorème. Et de par ce fait, chercher des théorèmes sur un sous-ensemble des objets de la description, revient à prendre l'intersection de cet idéal avecle sous-anneau dé�ni par les paramètres du sous- ensemble. Dongming Wang utilise cetapproche en calculant l'intersection à l'aide de calcul de base de Groebner [Wan98].La méthode que nous proposons est di�érente. Elle est fondée sur les remarquessuivantes :Remarque 29 Une propriété s'exprime par des polynômes homogènes de l'algèbre ex-térieure.Remarque 30 Pour un scalaire � 6= 0, dans l'algèbre extérieure, toute propriété fai-sant intervenir l'objet O est vraie avec l'objet �O. Nous dirons que les propriétés sonthomogènes par rapport aux objets.Pour déterminer les propriétés sur un sous-ensemble d'objets de la description, ilsu�t de considérer les polynômes dans l'algèbre extérieure véri�ant les deux remarques.3.2.1 Le principeSoient une description géométrique et un ensemble réducteur de cette description.Nous choisissons l'algèbre extérieure comme formalisme et nous dé�nissons R commele sous-ensemble des objets de la description union l'hyperplan de l'in�ni H1, union laforme quadratique Q qui dé�nie la métrique de l'espace.Dé�nition 22 Nous appelons support d'un monôme de l'algèbre extérieure construiteà partir de R, l'ensemble des objets, comptés avec multiplicité, apparaissant dans lemonôme.Par exemple :Supp(H(A)H(C)Q(A;B) jA;B;CjjA;D;Ej) = H2;Q;A3;B;C2;D;E:Dé�nition 23 Nous désignons par composante homogène l'ensemble des monômes demême support.En accord avec les remarques 29 et 30, les théorèmes correspondent aux relationsentre les monômes d'une même composante homogène. Pour une composante homogèneet un degré, nous considérons une combinaison linéaire générique de tous les monômesde la composante. Ce polynôme générique peut être réduit par l'ensemble réducteur.Après réduction, le reste est encore un polynôme linéaire par rapport aux coe�cients.Or, si ce reste est identiquement nul alors nous avons une propriété géométrique.Algorithme 6entrées : Une description géométrique D et un ensemble réducteur RS de cette descrip-tion.



3.2. Notre approche 149sorties : Toutes les propriétés géométriques véri�ées par la description.Pour tous les degrés et pour toutes les composantes homogènes H de l'algèbre extérieuredes objets de D faire :1. Calculer une combinaison linéaire P de tous les monômes de H, avec pour coe�-cients u = [u1; : : : ;uk] (où k est le nombre de monômes de H).2. Calculer le reste R de la réduction de P par RS.3. Calculer les vecteurs u solutions de R � 0 et pour chaque vecteur, chercher l'in-terprétation géométrique de la relation trouvée.Il est à noter que l'essentielle di�culté de cet algorithme est l'interprétation géomé-trique des propriétés découvertes. Nous n'avons pas réellement de technique automa-tique pour faire cette analyse, mais nous sommes capables de détecter une partie despropriétés qui sont décrites dans la section 1.2 du chapitre 1 de la partie II.Il est intéressant de remarquer que les propriétés d'incidence, de parallélisme, d'angle,de rapport sont des propriétés de degré 2 par rapport aux déterminants. Les cocyclici-tés, ou plus généralement la propriété pour six points d'être sur une même conique, estde degré 4, c'est-à-dire que pour découvrir les propriétés qui nous intéressent il su�t deregarder les composantes jusqu'au degré 4. Mais nous pouvons nous poser la questionsuivante : les composantes de degrés supérieurs cachent-elles de nouvelles propriétés?3.2.2 ExemplesLa con�guration de la médianeNous donnons un exemple pour la description plane suivante :Soient ABC un triangle et A0; B0; C 0, les milieux respectifs des segments [BC]; [AC]; [AB].Nous avons l'ensemble de règles de réécriture suivant :A0 �! 12(B +C);B0 �! 12(A+ C);C 0 �! 12(A+B):Pour cette description de 6 points, nous avons C3n = 20 déterminants et 5C5n+C6n =31 composantes homogènes de degré 2. Nous allons par exemple étudier la composantede degré 1; 1; : : : ; 1 en les points A;B;ldots; C 0 suivante :jA;B;CjjA0;B0;C 0j; jA;B;A0jjC;B0;C 0j; jA;B;B0jjC;A0;C 0j;jA;B;C 0jjC;A0;B0j; jA;C;A0jjB;B0;C 0j;jA;C;B0jjB;A0;C 0j; jA;C;C 0jjB;A0;B0j;jA;A0;B0jjB;C;C 0j; jA;A0;C 0jjB;C;B0j; jA;B0;C 0jjB;C;A0j:Nous construisons la forme linéaire générique :P = u1jA;B;CjjA0;B0;C 0j+ � � �+ u10jA;B0;C 0jjB;C;A0j;et nous calculons le reste R de P par notre ensemble de règles de réécriture :R = jA;B;Cj2 (�u3 + u2 � u9 + 2u1 � u5 + u8 � u7) :
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Fig. 3.1 � La con�guration de la médiane.Nous devons résoudre l'équation diophantine 1 :�u3 + u2 � u9 + 2u1 � u5 + u8 � u7 = 0:� Pour la solution u5 = 1, u9 = �1, u1 = u2 = u3 = u4 = u6 = u7 = u8 = u10 = 0nous obtenons l'équation suivante :jA;C;A0jjB;B0;C 0j � jA;A0;C 0jjB;C;B0j = 0qui exprime le fait que les droites (AA0); (BB0); (CC 0) sont concourantes.� Une autre solution est u2 = u5 = 1, u1 = u3 = u4 = u6 = u7 = u8 = u9 = u10 = 0,nous obtenons alors l'équation :jA;A0;BjjB0;C 0;Cj+ jA;A0;CjjB0;C 0;Bj = 0;ce qui signi�e que les droites (B0C 0) et (BC) sont parallèles. En e�et, A0 est lepoint d'intersection de (AA0) et de (BC), I est le point d'intersection de (B0C 0)et (BC). Or, comme par hypothèse nous avons que :(A0;I;B;C) = jA;A0;BjjB0;C 0;CjjA;A0;CjjB0;C 0;Bj = �1;les points B;C;A0; I forment une division harmonique. Alors le fait que A0 est lemilieu de [BC] implique que I est sur la droite de l'in�ni et que (BC) est parallèleà (B0C 0).La con�guration du rectangleConsidérons la description suivante :Soit ABCD un parallélogramme tel que AC � BD.1. Résolution dans Z.



3.2. Notre approche 151Nous commençons par choisir le système de coordonnées tel que A(0;0), B(x1;0),C(x2;x3), D(x4;x5). Les hypothèses s'écrivent :(AB) k (CD) �x1(x2 � x4) = 0;(AD) k (BC) x4x3 � x4x1 � x5x2 = 0;AC � BD x22 + x23 � x24 � (�x5 + x1)2 = 0;et nous obtenons l'ensemble caractéristique CS suivant :x21x2(x1 � x3);x1(x2 � x4);x5x21x2:Comme nous avons des hypothèses euclidiennes, nous rajoutons les points I et J de laconique absolue à l'ensemble des objets de la description. Nous devons donc considérercomme dans l'exemple précédent, 6 points, 20 déterminants et 31 composantes homo-gènes. Intéressons nous à la composante de support : A2;B;D;I;J .P = v1jA;B;DjjA;I;J j + v2jA;B;IjjA;D;J j + v3jA;B;J jjA;D;IjAlors, le reste par pseudo-division de P par CS est :R = x21x22u(2v1 + v2 � v3):La solution de l'équation diophantine 2v1 + v2 � v3 = 0 est :8<: v1 = klv2 = (1� 2k)lv3 = lavec k;l 2 Z. Pour k = 0 et l = 1, nous obtenons la relation :jA;B;IjjA;D;J j + jA;B;J jjA;D;Ij = 0qui implique l'orthogonalité de (AB) et (AD).
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Chapitre 4Applications4.1 Étalonnage des paramètres internesEn faisant l'hypothèse que � 1 est égal à �2 et que �u�v = 1 2 alors nous donnons uneméthode d'étalonnage des paramètres internes (focale et position du point principal)de la caméra si nous avons les images de trois paires de droites parallèles orthogonalesdeux à deux.Cette méthode est basée sur une propriété de la géométrie projective.Proposition 55 Si nous avons les images de trois paires de droites parallèles deux àdeux orthogonales alors le centre optique de la caméra est l'un des points d'intersectiondes trois sphères de diamètre les points de fuite dans la photographie des droites parallèles.Démonstration : Voir la �gure 4.1. H est l'hyperplan à l'in�ni de P3. Comme I; J;Ksont des points de H, nous avons que toutes les droites passant par I (resp. J et K)sont parallèles d'où (OI) k (CI), (OJ) k (CJ) et (OK) k (CK). Or, par hypothèse,1. Angle formé par la grille de digitalisation.2. Ce rapport correspond aux rapport de la hauteur sur la largeur des pixels.
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RFig. 4.1 � Image de 3 directions



154 Chapitre 4. Applicationsnous avons (OI) ? (OJ), (OI) ? (OK) et (OJ) ? (OK) d'où nous en déduisonsque (CI) ? (CJ), (CI) ? (CK) et (CJ) ? (CK). Nous appelons i; j; k les imagesrespectives de I; J;K par la caméra de centre C. Par construction nous avons quei 2 (CI), j 2 (CJ) et k 2 (CK), nous pouvons conclure que C est sur les sphères dediamètre [ij], [ik] et [jk]. 24.1.1 Étalonnage à partir de l'image d'un parallélépipède rectangleC'est un exemple que nous avons repris de l'article [KM99] dans un contexte légère-ment di�érent. Nous supposons connaître les images des huit sommets d'un parallélépi-pède rectangle et nous voulons reconstruire la position de la caméra par la proposition55. Nous commençons par observer le cas où les images des sommets sont connues demanière exacte. Notre problème revient à déterminer les trois points de fuite des direc-tions parallèles du parallélépipède. Une méthode qui permet de trouver les directionsconsiste à calculer l'enveloppe convexe des huit sommets. Deux cas sont possibles :� soit l'enveloppe convexe est un hexagone et les côtés opposés sont de même direc-tion,� soit l'enveloppe convexe est un carré, alors les deux paires de côtés opposés nousdonnent deux des trois directions. La troisième direction est donnée par le produitvectoriel des deux premières.Malheureusement, nous savons que ces conditions d'exactitude ne sont en général pasvéri�ées. Nous pouvons tout de même appliquer un algorithme similaire en prenantpour points de fuite, les points qui minimisent les distances aux droites. Mais ces calculss'avèrent instables numériquement.Pour aider la stabilité du processus, nous allons prendre en compte le fait que leshuit points sont les images des sommets d'un parallélépipède rectangle 3. L'algorithmeque nous proposons permet d'estimer les paramètres de la caméra qui minimisent lesdistances entre les points de la photographie et les images des sommets d'un parallélé-pipède rectangle par cette même caméra.Algorithme 7 entrées : pl; l 2 f1; : : : ;8g les images bruitées des sommets d'un paral-lélépipède rectangle.sorties : une estimation de la focale et une estimation du point principal de la caméra.1. Créer un modèle tridimensionnel articulé d'un parallélépipède rectangle dont lestrois directions orthogonales sont des paramètres de ce modèle.2. Créer une matrice de projection de paramètres f , u0, v0.3. Créer sl; l 2 f1; : : : ;8g les images des sommets du modèle par cette caméra.4. Estimer linéairement i; j; k les trois points de fuite des huit points pl; l 2 f1; : : : ;8g.5. Estimer les paramètres f; u0; v0.3. C'est-à-dire qu'ils doivent véri�er des contraintes géométriques.



4.2. Construction de modèles 3D géométriques contraints à partir d'images 155bruit Estimation linéaire Estimation non linéairef u0 v0 r1 f u0 v0 r2 r30 1345:7805 261:3579 201:1541 :0000 1345:7805 261:3579 201:1541 :0000 :00000:0001 1345:6635 261:3244 201:2246 :0000 1345:4306 261:2560 200:9407 :0000 :00000:0005 1346:7636 262:9781 201:1617 :0000 1346:1410 262:9914 200:5681 :0000 :00000:001 1350:2403 255:5947 197:6788 :0000 1351:0565 256:2178 198:9906 :0000 :00000:005 1355:6458 241:1480 184:6970 :0002 1357:9976 244:3897 186:3113 :0001 :00010:01 1338:8470 285:3159 212:9123 :0026 1378:0136 307:9111 254:8349 :0004 :00060:05 1007:9801 48:9506 142:9299 :0626 1301:9223 77:3009 182:1373 :0208 :02370:1 1056:6244 �183:3713 237:0820 :0829 1096:6316 �31:3999 53:2175 :0149 :03270:5 107:7532 226:4138 193:0467 509:7730 69:1665 750:9881 929:9140 1:5804 2:6183Tab. 4.1 � Tableaux de paramètres internes de la caméra pour les di�érents bruits6. Apparier les huit points pl; l 2 f1; : : : ;8g et les huit images des sommets sl; l 2f1; : : : ;8g de manière cohérente.7. Estimer linéairement les autres paramètres du parallélépipède rectangle.8. Estimer par une méthode d'optimisation non linéaire les paramètres de la caméraet les paramètres du parallélépipède de manière à minimiser les distances entreles points pl et les images des sommets sl appariés. Nous prenons les premièresestimations pour point de départ de l'optimisation.
Nous présentons dans la table 4.1 les résultats obtenus par simulation. A partir d'untirage d'un parallélépipède rectangle aléatoire et d'une caméra à paramètres internesconnus, nous avons généré des images des sommets en ajoutant des bruits gaussiens dedéviation standard variant de 0 à 0.5 pixel 4. Nous présentons la première estimationavec r1 comme résidu 5, l'estimation après optimisation avec r2 comme résidu, puis r3 lerésidu du meilleur parallélépipède en conservant les paramètres de la caméra �xés auxvaleurs théoriques.

4.1.2 Étalonnage dans une situation réelleCette technique peut être adaptée à des situations plus complexes, comme pour lascène de Londres.
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Fig. 4.3 � Un modèle tridimensionnel

Fig. 4.4 � Di�érentes vues de la place des arcades, Valbonne



158 Chapitre 4. Applications4.2 Construction de modèles 3D géométriques contraints àpartir d'images4.2.1 Comment utiliser les contraintes géométriquesDes modèles tridimensionnels tels que celui de la �gure 4.3 sont construits unique-ment à partir d'un ensemble d'images (�g. 4.4). Comme nous l'avons rapidement ditdans l'introduction, les trois étapes principales sont :� l'extraction des points caractéristiques (coins des bâtiments, . . . ) de chacune desphotographies;� la mise en correspondance des points à travers les photographies : nous disonsque des points de di�érentes photographies sont en correspondance s'ils sont lesimages d'un même point tridimensionnel;� l'utilisation des correspondances pour établir les matrices fondamentales qui cor-respondent à la structure projective pour chaque paire de photographies. Les ma-trices fondamentales sont alors combinées pour établir les positions et les proprié-tés euclidiennes de chacune des caméras. Il est à noter que ce processus est fondésur le fait que la scène est euclidienne et �xe. Une fois cette géométrie établie, ilest facile de reconstruire les points tridimensionnels de la scène déterminés par lespoints mis en correspondance (par intersection des rayons optiques) et d'obtenirainsi un premier modèle tridimensionnel.Malheureusement, ce schéma doit faire face à beaucoup de problèmes :� L'extraction de points caractéristiques est toujours entachée d'erreurs (bruit). Ceserreurs proviennent de plusieurs phénomènes : des e�ets électroniques et optiques,de la digitalisation et des biais introduits par les méthodes automatiques quandcelles-ci sont utilisées.� Les mauvaises mises en correspondance bien que certaines puissent être détectéesdurant l'estimation de la matrice fondamentale, in�uent sur le résultat �nal del'algorithme.� Le calcul des positions des caméras et de leurs caractéristiques est naturellementnon linéaire, ce qui entraîne des instabilités de convergence dans les cas un peudi�ciles.Bien sûr, ces e�ets sont augmentés si nous utilisons des méthodes complètementautomatiques ou des méthodes manuelles ou semi-automatiques. Toujours est-il que lesimprécisions restent.C'est pour cela que nous utilisons toujours une étape supplémentaire pour termi-ner le processus. Cette étape appelée � bundle adjustment � est un ra�nement de lastructure tridimensionnelle et des paramètres des caméras de manière à minimiser lecarré de la distance entre les points extraits et les points reprojetés dans les di�érentesphotographies. Pour mieux formaliser les choses, nous appelons M j les points tridimen-sionnels et mji les points extraits de la i-éme photographie de la caméra Pi comme les4. Pour des coordonnées des points de l'ordre de 100 pixels.5. C'est-à-dire la somme des carrés des distances entre les points et les images des sommets.
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Fig. 4.5 � Modèles tridimensionnels en �l de ferimages desM j . Nous notons Pi(M j) la reprojection du point tridimensionnel M j par lai-ème caméra. Si nous avons N caméras et m points tridimensionnels alors le processusdu � bundle adjustment � minimise le critère suivant :NXi=1 mXj=1 d(mji ;Pi(M j))2;où d(m1;m2) est la distance entre m1 et m2. Nous pouvons remarquer que les pointstridimensionnels sont calculés à partir des données et les paramètres sur lesquels laminimisation est e�ectuée sont juste les Pi; i = f1; : : : ;Ng. En pratique, cette minimi-sation peut être e�ectuée en alternance sur les points tridimensionnels (en gardant lesparamètres des caméras �xés) et sur l'étalonnage des caméras (en gardant les points�xés). Les �gures 4.3 et 4.5 montrent les résultats obtenus en utilisant les données dela �gure 4.4. Le modèle tridimensionnel est montré sous di�érents points de vue. Sur lavue orthographique de dessus, nous pouvons constater que les toits ne sont pas rectan-gulaires et que les façades des immeubles ne sont pas planes. Ces modèles ne véri�entpas exactement les propriétés géométriques élémentaires naturelles [BB98, Bou98].Bien sûr, nous voulons montrer que l'utilisation de la connaissance géométrique de lascène permet non seulement de stabiliser l'étalonnage des caméras mais aussi d'obtenirun modèle qui respecte la géométrie tridimensionnelle de la scène. Pour ce faire, nouscommençons par enrichir nos données :� ~P est un ensemble d'objets tridimensionnels tels que des plans, des droites, despoints . . . . Ces objets sont formés par les points tridimensionnels que nous avonsreconstruits.



160 Chapitre 4. Applications� ~C est un ensemble de contraintes entre les objets que nous venons de dé�nir. Cescontraintes peuvent être des contraintes d'incidence, des contraintes de parallé-lisme, des contraintes d'orthogonalité, . . . .Nous supposons que cet enrichissement de nos connaissances sur la scène est fournipar l'utilisateur. Nous considérons que les méthodes classiques d'étalonnage telles quenous les avons décrites, nous permettent d'obtenir une initialisation des paramètres descaméras ainsi que du modèle tridimensionnel. Maintenant, nous voulons introduire lescontraintes de ~C dans le processus du � bundle adjustment �. Il existe essentiellementdeux techniques pour le faire.En utilisant une paramétrisation : Considérons une paramétrisation p de lascène, ou plus précisemment de l'ensemble des objets de ~P satisfaisant les contraintesde ~C. Une telle paramétrisation peut être généralement dé�nie par un sous-ensembleMd'objets tridimensionnels de ~P et par un ensemble d'expressions Mi(p) dérivées de ~Cdé�nissant tous les autres objets tridimensionnels de ~P en fonction des objets deM. Parconstruction, ~P est entièrement dé�ni dans le sens où toutes les contraintes de ~C sontsatisfaites. En utilisant un tel outil, il est facile de modi�er le � bundle adjustment �pour prendre en compte ces contraintes. Il su�t de modi�er la partie de reconstructiontridimensionnelle par :� Reconstruire seulement les objets de M à partir des données des photographies.� Déduire les autres objets tridimensionnels en utilisant les règles Mi(p).Le critère à minimiser est alors :NXi=1 mXj=1 d(mji ;Pi(M j(p)))2:Cette méthode a été implantée dans le logiciel TotalCalib. Les résultats obtenus pourla scène décrite ci-dessus sont montrés dans la �gure 4.8 6. Comme les objets M jouentun rôle spécial dans cette méthode, des problèmes peuvent apparaître si ces objets sonttrès altérés par les mesures dans les photographies et ces erreurs sont alors propagées àtout le modèle. C'est une des lacunes de cette méthode. Ses points forts sont sa simplicité(une fois la paramétrisation calculée) et la justesse du modèle tridimensionnel dans lesens qu'il véri�e exactement toutes les contraintes de ~C à chaque itération.En utilisant une méthode d'optimisation : Une alternative à la méthode pré-cédente est d'utiliser une technique d'optimisation en introduisant incrémentalementles contraintes de la structure tridimensionnelle à chaque étape. Dans le principe, cetteméthode ne semble pas di�cile à implanter. En e�et, chaque contrainte de ~C peut êtreexprimée par une expression algébrique. Minimiser les résidus de ces expressions en res-pectant les paramètres des objets tridimensionnels peut être fait par une descente degradient.Cette méthode sou�re du même problème que la première méthode décrite, à sa-voir que tous les objets tridimensionnels ne jouent pas un rôle similaire. Pour mieux6. Nous étudierons cet exemple par la suite.
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Fig. 4.6 � Un modèle construit à la maincomprendre le problème, considérons un ensemble de droites l1; l2; : : : ;lk. Nous savonsque toutes ces droites sont parallèles alors nous écrivons que lj est parallèle à l1 pourj 2 f2; : : : ;kg. Avec cette écriture, l1 joue clairement un rôle central qui est complète-ment arti�ciel. Si nous supposons que l1 est l'objet reconstruit avec une grosse altérationet que l2; : : : ;lk sont correctement reconstruits, alors cette erreur va tendre à se propagerà toutes les droites. Cet e�et ne devrait pas apparaître si les contraintes de parallélismesont explicitées dans ~C.Cela souligne l'extrême importance de pouvoir générer toutes les conséquences del'ensemble des contraintes de ~C. Utiliser toutes ces contraintes dans le processus deminimisation devrait considérablement réduire le risque de propagation d'erreurs.4.2.2 Exemple d'utilisationDans cette sous section, nous détaillons l'utilisation d'une paramétrisation de lascène à partir des photographies de la place des arcades de Valbonne (�g. 4.4).A partir des photographies (�g. 4.4), nous pouvons décrire des contraintes géomé-triques élémentaires véri�ées par la scène : comme telle fa-cade est parallèle à celle-ci,telle fa-cade est orthogonale à celle-là, le toit de cette maison est rectangulaire, etc.Nous donnons l'ensemble des contraintes considérées sous forme de �chier maple 7 avecles notations de la �gure 4.6.## Definition of the objects in the model7. C'est le format compréhensible par notre programme.



162 Chapitre 4. Applicationsseq(point(p.i),i=1..23),map(x->plane(x),[H1,H2,H3,H4,H5,H6,H10,H11]),seq(line(l.i),i=1..17):## Incidence constraints: line, planeOnObject(l1,H2),OnObject(l1,H11),OnObject(l2,H1),OnObject(l7,H5),OnObject(l8,H3),OnObject(l8,H6),OnObject(l12,H3),OnObject(l12,H10),OnObject(l11,H10),OnObject(l15,H3),OnObject(l15,H5):## Incidence constraints: point, planeop(map(OnObject,[p1,p2,p3,p4],H1)),op(map(OnObject,[p3,p4,p5,p6,p7],H2)),op(map(OnObject,[p6,p7,p10,p11,p12],H3)),op(map(OnObject,[p6,p8,p9,p10],H4)),op(map(OnObject,[p9,p10,p11,p12,p13,p14],H5)),op(map(OnObject,[p11,p13,p15,p16],H6)),op(map(OnObject,[p11,p12,p16,p17],H3)),op(map(OnObject,[p16,p17,p18,p19],H3)),op(map(OnObject,[p16,p19,p20,p23],H3)),op(map(OnObject,[p20,p21,p22,p23],H10)),op(map(OnObject,[p2,p4,p6,p10,p14],H11)):## Incidence constraints: point, lineop(map(OnObject,[p4,p6],l1)),op(map(OnObject,[p4,p3],l2)),op(map(OnObject,[p6,p8],l3)),op(map(OnObject,[p6,p10],l4)),op(map(OnObject,[p8,p9],l5)),op(map(OnObject,[p9,p10],l6)),op(map(OnObject,[p11,p13],l7)),op(map(OnObject,[p11,p16],l8)),op(map(OnObject,[p13,p15],l9)),op(map(OnObject,[p15,p16],l10)),op(map(OnObject,[p20,p21],l11)),op(map(OnObject,[p20,p23],l12)),op(map(OnObject,[p21,p22],l13)),



4.2. Construction de modèles 3D géométriques contraints à partir d'images 163op(map(OnObject,[p22,p23],l14)),op(map(OnObject,[p10,p11,p12],l15)),op(map(OnObject,[p16,p17,p23],l16)),op(map(OnObject,[p18,p19,p20],l17)):## Constraints of parallelism: plane, planeParallelConstraint(H5,H2),ParallelConstraint(H4,H6),ParallelConstraint(H6,H10):## Constraints of parallelism: line, lineParallelConstraint(l3,l6),ParallelConstraint(l4,l5),ParallelConstraint(l7,l10),ParallelConstraint(l8,l9),ParallelConstraint(l11,l14),ParallelConstraint(l12,l13):## Constraints of orthogonality: plane, planePerpendicularConstraint(H11,H3),PerpendicularConstraint(H11,H2),PerpendicularConstraint(H1,H2),PerpendicularConstraint(H3,H2):## Constraints of orthogonality: line, linePerpendicularConstraint(l1,l2),PerpendicularConstraint(l4,l6),PerpendicularConstraint(l7,l9),PerpendicularConstraint(l11,l12):L'algorithme 5 utilisé pour obtenir un ordre de construction de la description donne laliste d'objets triés dans le sens croissant de la construction :[p6, l1, p4, l2, p3, H2, H1, H11, H3, p10, H5, l4, l15, p11, p2,p7, p12, p14, l6, l3, p8, H4, l5, p9, H6, l8, p13, l7, l9, p16,l10, p15, H10, l12, p20, l11, p23, l14, l16, p21, l13, p22, p17,p18, l17, p19, p1, p5]Cet ordre de construction peut être représenté par le graphe des dépendances (�g. 4.7)où chaque noeud est associé à un objet (les ellipses représentent des points, les rectanglesdes plans et les losanges des droites). Les couleurs des noeuds correspondent aux degrésde liberté de l'objet représenté (le gris foncé correspond aux objets possédant troisdegrés de liberté, le gris moyen pour les objets de degré deux, le gris clair pour lesobjets de degré un et le blanc pour les objets de degré zéro). Chaque arête correspondà une contrainte géométrique entre les deux objets qu'elle relie, l'orientation de l'arêteindique le sens de la dépendance entre les objets.
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Fig. 4.7 � Graphe des dépendances de la place des arcades



4.2. Construction de modèles 3D géométriques contraints à partir d'images 165L'ensemble qui caractérise la composante décrite est donné sous forme d'un en-semble triangulaire construit à partir des polynômes correspondant aux contraintesgéométriques. L'ordre sur les variables choisi est composé des variables indépendanteset des variables non libres :[p6[1],p6[2],p6[3],l1[1],l1[2],p4[1],l2[1],p3[1],p10[1],p11[2],p2[1], p7[1],p12[1],p14[1],l6[1],p8[1],p13[1],p16[1],H10[1],p20[1],p23[1], p21[1],p17[1],p18[1],p18[2],p19[1],p1[1],p1[2],p5[1],p5[2]][l1[3], l1[4], p4[2], p4[3], l2[2], l2[3], l2[4], p3[2], p3[3],H2[1], H2[2], H2[3], H1[1], H1[2], H1[3], H11[1], H11[2], H11[3],H3[1], H3[2], H3[3], p10[2], p10[3], H5[1], H5[2], H5[3], l4[1],l4[2], l4[3], l4[4], l15[1], l15[2], l15[3], l15[4], p11[2],p11[3], p2[2], p2[3], p7[2], p7[3], p12[2], p12[3], p14[2],p14[3], l6[2], l6[3], l6[4], l3[1], l3[2], l3[3], l3[4], p8[2],p8[3], H4[1], H4[2], H4[3], l5[1], l5[2], l5[3], l5[4], p9[1],p9[2], p9[3], H6[1], H6[2], H6[3], l8[1], l8[2], l8[3], l8[4],p13[2], p13[3], l7[1], l7[2], l7[3], l7[4], l9[1], l9[2],l9[3], l9[4], p16[2], p16[3], l10[1], l10[2], l10[3], l10[4],p15[1], p15[2], p15[3], H10[2], H10[3], l12[1], l12[2], l12[3],l12[4], p20[2], p20[3], l11[1], l11[2], l11[3], l11[4], p23[2],p23[3], l14[1], l14[2], l14[3], l14[4], l16[1], l16[2], l16[3],l16[4], p21[2], p21[3], l13[1], l13[2], l13[3], l13[4], p22[1],p22[2], p22[3], p17[2], p17[3], p18[3], l17[1], l17[2], l17[3],l17[4], p19[2], p19[3], p1[3], p5[3]]Nous ne décrivons pas pour des raisons de lisibilité l'ensemble triangulaire dans sonintégralité, mais nous donnons le premier et le dernier des 131 polynômes qui le carac-térise :[p6[3] l1[3] - p6[1] + l1[1],p6[2] - l1[2] - p6[3] l1[4],l1[4] p4[1] - l1[4] l1[1] - l1[3] p4[2] + l1[3] l1[2],p4[2] - l1[2] - p4[3] l1[4],. .. .. .H3[3] p19[2] - H3[3] l17[2] + l17[4] p19[1] H3[1]+ l17[4] p19[2] H3[2] + l17[4],p19[1] H3[1] + p19[2] H3[2] + p19[3] H3[3] + 1,p1[1] H1[1] + p1[2] H1[2] + p1[3] H1[3] + 1,p5[1] H2[1] + p5[2] H2[2] + p5[3] H2[3] + 1]Nous pouvons voir sur la �gure 4.8 deux vues en �l de fer du modèle corrigé.
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Fig. 4.8 � Reconstruction contrainte en �l de fer
4.3 Découverte de théorèmes

Nous proposons d'illustrer maintenant la méthode de découverte de nouvelles pro-priétés proposée dans le contexte d'un sous- ensemble de la description géométrique dela scène de la Place des Arcades de Valbonne (�g. 4.9).Nous commençons par calculer un ordre de construction d'une con�guration géné-rique de la description, puis nous calculons ensuite un ensemble réducteur associé à cettecon�guration. Nous choisissons, ici, de le construire par des règles de réécriture dansl'algèbre extérieure. Nous avons utilisé l'opérateur de dualité � pour dé�nir la notion
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p7Fig. 4.9 � La sous-con�guration de la Place des Arcadesd'orthogonalité 8. L'ensemble des règles de réécriture est le suivant :l3 ! p8 _ p6p8 ! H2 ^ l5l5 ! (l4 ^H) _ p9H4 ! p6 _ p9 _ p10l6 ! p9 _ p10p9 ! x5 p10 + x6 p12 + (1� x5 � x6)((U1 _ U2) ^H5)p11 ! x3 p10 + (1� x3)(l7 ^H)l7 ! H5 ^H6H1 ! p3 _ p4 _ (H2)�p3 ! x2 p4 + (1x2)(l2 ^H)l2 ! ((l1 ^H)� ^H) _ p4p4 ! x1 p6 + (1� x1)(l1 ^H)l1 ! H2 ^H3l4 ! H6 ^H3p10 ! H3 ^H5 ^H6H5 ! (H2 ^H) _ p12H2 ! p6 _ p7 _ (H6)�H6 ! p6 _ p7 _ p12Nous pouvons maintenant appliquer l'algorithme 6 pour découvrir les propriétés de lacon�guration. En raison du nombre de composantes homogènes, nous nous intéressonsplus particulièrement à la composante de support :H; p4; p6; p8; p9, c'est-à-dire à la formelinéaire générique :P = u1((p4 _ p6) ^H)� _ ((p8 _ p9) ^H) + u2((p4 _ p8) ^H)� _ ((p6 _ p9) ^H)+u3((p4 _ p9) ^H)� _ ((p6 _ p8) ^H) + u4((p6 _ p8) ^H)� _ ((p4 _ p9) ^H)8. Nous assurons que l'orthogonalité dé�nie par la dualité coïncide avec l'orthogonalité dé�nie parla quadrique Q.



168 Chapitre 4. Applications+u5((p6 _ p9) ^H)� _ ((p4 _ p8) ^H) + u6((p8 _ p9) ^H)� _ ((p4 _ p6) ^H)et nous véri�ons que la seule relation valide est pour u2 = � � � = u6 = 0 qui impliqueque les droites (p4p6) et (p8p9) sont orthogonales.
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ConclusionL'objet de cette thèse est d'étudier l'interaction entre le symbolique et le numérique.Au mot symbolique, nous associons des calculs exacts en un point, alors qu'au motnumérique, nous associons des calculs approchés au voisinage d'un point.Nous avons développé plusieurs interactions qui ont des points de vues di�érentset qui se placent à di�érents niveaux. En e�et, la première partie traite la résolutiond'équations, c'est-à-dire qu'un formalisme mathématique est déjà en place. Dans ladeuxième partie, nous étudions la modélisation mathématique d'un problème, à savoirl'étalonnage de caméras. Et pour terminer, dans la troisième partie, nous nous intéres-sons à un problème dont nous avons une modélisation mathématique et une solutionapprochée (le modèle tridimensionnel) et cette solution ne nous satisfait pas pleinement(ce modèle ne satisfait pas la géométrie élémentaire). Nous construisons alors une nou-velle modélisation mathématique (fondée sur un raisonnement géométrique) qui nousconduit vers une meilleure solution.Les méthodes de résolution que nous avons étudiées traitent uniquement des sys-tèmes polynomiaux multivariés. Elles sont symboliques au même titre que les bases deGroebner ou les systèmes triangulaires, c'est-à-dire qu'elles utilisent des calculs exactspour un système donné. Contrairement à leurs semblables précédemment citées, ces mé-thodes matricielles ont pour essentielle particularité d'être continues par rapport auxcoe�cients des polynômes du système (elles dépendent uniquement du nombre de va-riables, du degré de polynômes et de conditions de généricité). De par ce fait, nouspouvons les utiliser avec des coe�cients approchés (c'est-à-dire de manière numérique).Ces méthodes s'avèrent être e�caces et elles ont un � bon � comportement numérique.Nous les avons utilisées pour di�érents problèmes issus de la vision arti�cielle comme le� P3P � (problème plutôt théorique, où nous cherchons à caractériser un lieu singulier)et la résolution des équations de Kruppa avec seulement trois caméras (dans ce casl'optimisation converge vers des minima locaux).La modélisation d'un problème a pour but d'exploiter à travers un modèle mathé-matique le maximum d'informations disponibles. Dans le cas de l'étalonnage de scènesarchitecturales, nous rajoutons à la connaissance usuelle une carte et des contraintesgéométriques élémentaires. Par conséquent, les algorithmes classiques ne peuvent pasprendre toute notre information en compte. Nous devons alors chercher une nouvelledémarche mathématique satisfaisante. Pour cela, nous avons été obligé de mettre en



170 Conclusionéquations, d'éliminer certains paramètres en considérant d'une part des calculs exactset d'autre part, le fait que les propriétés géométriques sont véri�ées. Ce n'est qu'aprèsavoir établi le modèle mathématique que nous devons le résoudre numériquement.Un modèle numérique correspond à la connaissance de l'ensemble des valeurs ap-prochées des paramètres d'un modèle mathématique alors qu'un modèle symboliqueéquivaut à la connaissance des relations entre les di�érents paramètres du modèle ma-thématique et d'un algorithme permettant de calculer l'ensemble des paramètres à partird'un sous-ensemble connu. L'ajustement consiste alors à faire converger l'un vers l'autreun modèle numérique et un modèle symbolique. Dans notre cas, la construction du mo-dèle numérique correspond à l'étalonnage classique alors que la construction du modèlesymbolique a été longuement étudié précédemment. Il est cependant à noter que le mo-dèle symbolique peut être construit à partir des techniques développées dans la partieIII que si un modèle approché est connu ce qui renforce l'idée d'interaction.Les parties I et II ont pratiquement la même notion d'interaction dans le sens où ils'agit dans les deux cas d'algorithmes symboliques véri�ant des propriétés de continuitéque nous � déroulons � avec des nombres approchés. Par contre, comme nous l'avons déjàsouligné, dans la partie III l'interaction est plus complexe, il n'est pas possible d'extrairele symbolique du numérique. D'autres liens entre les di�érentes parties existent, commel'élimination qui est très présente et essentielle dans les partie I et III et sous-jacentedans la partie II ainsi que la géométrie qui intervient fortement dans les parties II etIII.Les trois interactions décrites sont loin de constituer les seules interactions pos-sibles, au contraire, elles correspondent seulement à une première approche dans laconfrontation entre la géométrie et les objets approchés, par exemple. Les perspectivesde travaux sont nombreuses, nous en donnons quelques unes d'abord assez directe puisplus profondes :� Il serait intéressant d'améliorer l'exploitation des algorithmes d'étalonnage déve-loppés dans la deuxième partie, et peut-être faire intervenir un modèle symboliquecomme dans la troisième partie. Je ne suis pas sur qu'un modèle similaire ne puissepas être adapté pour des photographies uniquement.� Il serait intéressant de mieux comprendre l'instabilité numérique des systèmesde Kruppa, de rechercher s'il existe une formulation s'appuyant moins sur destangences d'hyperplans avec la conique absolue, d'expliciter les liens entre lescontraintes reliant les matrices fondamentales d'un système de trois caméras etles équations de Kruppa.� Il serait intéressant d'être capable d'interagir avec un utilisateur pour sélectionnerles � bonnes � composantes d'une con�guration géométrique.� Il serait intéressant de faire de la géométrie avec des objets approchés, mais quedeviendraient les théorèmes classiques comme Pappus, Menelaus, Céva, . . . .
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172 Le petit Nicolas en thèse
Avertissement :  On  nous  a  souvent  demandé  ce  que  nous  faisions  comme  travail  de
recherche. Malgré tous nos efforts pour rester vagues et un peu compréhensibles, nos parents,
nos  amis  répliquaient  invariablement  à  nos  explications:  ‘oui,  oui...’  en  soupirant  plus  ou
moins,  plus  intrigués  que  jamais.  Aussi  nous  sommes  nous  résignés  à  raconter  aux  masses
étonnées non pas notre travail, mais ce qu’est la vie du thésard. Il semblerait que nous ayons
réussi, à en croire les premières réactions.

Le petit Nicolas en thèse

Le Directeur de Thèse

Pour commencer une thèse, il faut avoir
un patron. Un patron, c’est un monsieur
très,  très  fort  qui  me  pose  un  problème
et qui va m’aider à le résoudre. Là, c’est
mon  patron  photographié  par  Christian
Mercatier-Bresson.

La Recherche

Au début, c’est tellement compliqué, on n’y comprend rien.

On  peut  passer  des  heures  et  des
heures à chercher sans rien trouver.
Dans ces moments-là, mon papa et
ma maman sont drôlement inquiets
et  quand  ma  maman  demande  si
c’était une bonne idée de faire faire
une thèse au petit (c’est moi), mon
papa ouvre la bouche sans parler, il
agite  les  bras,  et  il  s’en  va  lire  le
journal dans le salon.
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La Découverte

Des fois,  c’est  super,  parce  que  je  découvre des trucs
que  mon  patron  m’avait  demandés.  Evidemment,  ça
peut arriver à n’importe quelle heure, et mes parents ne
sont pas toujours ravis.

Ils  se  demandent  si  je  ne  deviens
pas  complètement  fou,  mais  ma
maman  sait  que  mon  papa  n’aime
pas qu’elle le lui dise.

Moi,  je  trouve  ça  plutôt  normal  d’être  content.
D’ailleurs,  quand  mon  patron  trouve  un
théorème,  il  est  super  fier  et  ses  copains  (qui
sont  aussi  des  gens  très,  très  forts)  sont  super
contents  de  lui.  Mais  ça  mes  parents,  ils  ne  le
savent pas.

Des fois aussi, ça se passe mal, parce que je me trompe. Et quand je me
trompe,  avec  mon  patron,  ça  ne  rigole  pas,  mais  alors  pas  du  tout.
‘Regardez-moi dans les yeux, Nicolas’, il  me dit, pas content du tout.
‘Vous appelez ça du travail, peut-être ?’ qu’il me demande. Eh ben, là,
ça a l’air d’une question, mais il ne faut surtout pas répondre, parce que
sinon, il se fâche tout rouge !

Les Séminaires

De  temps  en  temps,  un
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monsieur très, très
important  et  vachement fort
(mais pas aussi fort que mon
patron,  quand  même)  vient
nous parler de trucs
super-compliqués.  Ça
s’appelle  un  séminaire,  et
pendant un séminaire, ça ne
rigole  pas  non  plus.  Quand
le monsieur a fini de parler,
mon patron lui  pose des tas
de questions très
compliquées,  et  il  ne  sait
pas toujours répondre.  Et  là
c’est  pas  juste,  parce  que
lui, il ne se fait pas
disputer !

 

La Soutenance

Quand j’aurai fini, il y aura une grande cérémonie avec
plein  de  gens  très,  très  forts  (il  y  aura  même  d’autres
patrons,  c’est  dire)  et  il  y  aura un vieux monsieur très,
très important qui me dira que c’est très bien, mon petit,
les  chemins  de  la  Recherche  me  sont  glorieusement
ouverts  et  je  suis  l’honneur  de mes parents  et  l’orgueil
de  mon  pays,  et  tout  le  baratin.  Et  après,  il  y  aura  un
super goûter avec tous mes amis. Génial !

Et quand il  lira tout cela dans le journal, mon papa sera
très fier et ma maman sera tellement contente qu’elle me
servira  deux  fois  de  la  crème  renversée,  mon  dessert
préféré.  C’est  vraiment  super,  une  thèse,  à  la  fin !

La Gloire



175
D’ailleurs les filles, ça les
impressionne  drôlement  de  savoir
qu’on a fait une thèse de
mathématiques  et  qu’on  a  trouvé
des tas de théorèmes compliqués et
tout,  et  tout.  Même  la  maman  de
Marie-Edwige,  elle  me  fait  des
grands  sourires  maintenant,  alors
qu’elle  trouvait  que  j’étais  un  petit
garçon très turbulent.

Dessins: J.J. Sempé, Formules: Y. Bugeaud - M. Mignotte - F. Normandin, Texte: G. Taviot, Mise en page: G. Taviot, A. Maes
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Interaction entre Symbolique et Numérique;Application à la Vision Arti�cielleLes motivations initiales de ce travail proviennent de l'étalonnage de caméras en visionarti�cielle. Nous nous sommes surtout intéressés aux manières d'exploiter des mesuresdans les images (détection d'objets) et des considérations géométriques formelles. Nousavons élargi nos recherches à la problématique suivante : � l'interaction entre le symbo-lique et le numérique �. Ce travail se divise en trois parties. La première partie traite dela résolution d'équations polynomiales avec des coe�cients approchés. Nous étudionsdes méthodes matricielles qui transforment la résolution en la recherche des valeurs etdes vecteurs propres d'une matrice. Ces transformations et les calculs de valeurs et vec-teurs propres sont continues par rapport aux coe�cients et permettent donc de résoudredes équations à coe�cients approchés. La deuxième partie présente un cadre algébriquepermettant d'exprimer simplement des contraintes géométriques. Ce formalisme nous apermis de modéliser de manière �ne l'étalonnage d'une ou plusieurs caméras avec l'aided'un plan. L'étalonnage ne peut être e�ectué pratiquement qu'avec des résolutions nu-mériques de systèmes linéaires. La troisième partie est consacrée à l'étude et surtout àl'utilisation des outils de démonstration automatique en géométrie pour la constructionde modèles 3D articulés. Par des optimisations numériques, nous déterminons les pa-ramètres des modèles articulés qui permettent aux images de ces modèles de coïncideravec les données extraites des photographies.mots clés : résolution matricielle, algèbre de Grassmann-Cayley, démonstrationautomatique, étalonnage de caméras, modèle 3D.Interaction between Symbolic and numerical Computation;Application to Computer VisionThe initial motivations of this work come from the camera calibration in computervision. We are especially interested in using jointly time measures in the images andformal geometry constraints. We have even enlarged our research to the following theme:"interaction between symbolic and numerical computations". This work is divised intothree parts. The �rst part deals with solving polynomial equations with approximatecoe�cients. We have studied matrix methods which transform this problem into thecomputation of eigenvalues and eigenvectors. Both the transformation and the compu-tation are continuous with respect to the coe�cients of the equations and can tacklethem with approximate coe�cients. The second part present an algebraic context inwhich geometric constraints are easily writen . This formalism enable us to model thecalibration of one or several cameras with a map. These calibrations can be performedby using almost only numerical linear systems solving. The third part deals with au-tomated geometry deduction tools and their use to construct 3D articulated models.Numerical optimisation enable to determine the parameters of these articulated modelsso that their images are in correspondance to the images in the di�erent cameras.keywords: matrix solving, Grassmann-Cayley algebra, automated deduction, ca-mera calibration, 3D model.


