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RESUME

La turbulence de Langmuir Forte dans les plasmas a de nombreuses
conséquences tant dans les applications & la fusion rapide qu'd 1'astrophysique.

La déduction des équations couplant le spectre turbulent de Langmuir
des cavités en effondrement et 1a fonction de distribution des particules se
trouve exposée en détail dans ce mémoire.

Le traitement numérique de ces équations confirme le développement
d'une queue de particules suprathermiques prédite théoriquement.

Par ailleurs, 1'importance du rdle du rayonnement d'ondes sonores est
mise en &vidence. I1 est montré que ce rayonnement se manifeste par une réaction
sur 1a source de la turbulence, lorsque la queue d'électrons chauds s' 'est éten-
due, par 1'intermédiaire du phenomene de conversion aléatoire.

La prise en compte de ce dernier phénoméne conduit & une sorte d'inter-
mittence, cette tendance a &té& confirmée numer1quement d'abord par une modélisa-
tion & 3 et 4 degrés de liberté puis sur T'ensemble des &quations spectrales.

MOTS CLES

Turbulence de Langmuir, queue de particules, ondes sonores, inter-
mittence.
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CHAPITRE I

INTRODUCTION

A. LA TURBULENCE PLASMA

Si l'état turbulent est pour un plasma l'état le plus répandu, celui-ci

est paradoxalement le plus méconnu tant expérimentalement que théoriquement.

Expérimentalement, due & la grande variété de modes pouvant coexister,
il n'est pas facile d'isoler un type de turbulence particulier, de plus 1'in-

terprétation des résultats reste sujette & caution.

Sur le plan théorique, la modélisation est délicate principalement & cause
du caractére non linéaire de la turbulence plasma. Il n'existe pas en cette ma-

tiére d'outil mathématique bien établi conduisant & une description exacte des

phénoménes.

Quoiqu'il en scit, des nécessités expérimentales (particuliérement en fu-
sion contrdlée) motivent des recherches sur cet état complexe qu'est la turbu-

lence plasma.

Parmi les divers types de turbulence pouvant exister dans un plasma (M.H.D.,
acoustique, ...) la turbulence de Langmuir reste actuellement 1l'une des plus é&tu-~

diées.

B. LA TURBULENCE DE LANGMUIR

A la suite d'instabilités (il en sera question par la suite), peuvent pren-
dre naissance dans un plasma des oscillations irréguliéres électrostatiques élec-
troniques (1). Celles-ci croissant exponentiellement avec le temps atteindront,
en l'absence de forte dissipation, une amplitude telle que leur intensité sera
notable face a la densité d'énergie thermique du plasma, de sorte que les inte-
ractions de ces ondes entre elles et avec les particules devront &tre prises en

compte.



Il est clair que macroscopiquement 1'é&volution du plasma va s'en trouver
altéré. Celui-ci va &tre le sidge de phénoménes désordonnés et 1'on peut parler
“alors d'un régime turbulent. Tout comme en hydrodynamique la connaissance du
spectre de la densité d'énergie turbulente constituera une information détermi-
nante dans 1l'étude de celle-ci. En effet, le spectre est une grandeur expérimen-
talement mesurable bien que parfois seules des simulations numériques soient pos-
sibles (ceci est particuliérement vrai pour la turbulence de Langmuir). Celui-ci
connu, il est possible, par comparaison avec la théorie, de déterminer les inte-—
ractions microscopiques responsables, pour une gamme d'onde donnée, de 1l'établis-

sement d'une distribution particuliére de 1'énergie suivant.ces nombres d'onde.

Une telle démarche permet de confirmer, au moins & une dimension, la théorie
quasi-linéaire (2,3) (qui ne considére que l'interaction linéaire résonnante

onde-particule).

Si l'on considére des processus d'ordres supérieurs (4) (interactions i
trois ondes ou entre une particule et deux ondes) la théoriede la turbulence de
Langmuir dite, dans ce cas, faible conduit & un transfert de l'énergie turbulente
aux petits nombres d'onde, région ol la dissipation linéaire par les particules
résonnantes du plasma est absente. Cette théorie n'est valable que pour des ni-
veaux de bruits faibles (cf chapitre II) et puisque d'une maniére générale le
processus amorgant l'instabilité est continu, il en découle que cette derniére
théorie devient rapidement, dans des situations réelles, inapplicable ; il se

crée une condition favorable & l'apparition de la turbulence forte.

L'énergie turbulente se concentrant aux petits nombres d'onde, le condensat
langmuirien devient lui-méme instable (5) et il se développe une nouvelle insta-
bilité dite d'auto-modulation (6) conduisant & un phénoméne de cavitation du plas-

ma (7) (voir Chapitre II).

On convient de nommer régime de turbulence forte cette étape, les égquations
de Zakharov (7) le modélent et Stent le paradoxe de l'existence d'un amas lang-
muirien aux grandes échelles. Un traitement statistique permet alors de décrire
macroscopiquement le plasma (voir Chapitre III), de plus, parallélement, se dé-
clenche une turbulence basse fréquence (ionique) ainsi que les phénoménes de con-

version et de résistivité anormale (voir Chapitres III et IV).

Comme nous l'avons cité en début de paragraphe, la turbulence ne peut pren-
dre naissance qu'd la suite de l'excitation d'une instabilité ; examinons les
méthodes permettant d'amorcer cette derniére, nous donnerons aussi quelques exem-

ples concrets ol son existence semble confirmée.



C. AMORCAGE DE LA TURBULENCE FORTE

Nous pouvons distinguer deux cas :

® Interaction d'un faisceau de particules, relativiste ou classique,

avec le plasma.

® Propagation d'une onde électromagnétique intense dans le plasma.

a - Interaction faisceau-plasma

Cette interaction est l'une des plus communes en physique des plasmas
(voir figure I.1).
Peu importe que le faisceau soit froid (8) (voir Chapitre IV) ou tié&de (8), une
turbulence de Langmuir forte pourra en résulter, avec & la base des mécanismes

physiques différents.

Dans le cas d'un faisceau de densité nF, de dispersion thermique AVF et de

vitesse Vi satisfaisant les conditions (voir figure I.2) :

3
n
(£e) » Ir j LR
F ° °

(hypothéses d'un faisceau ti&de) nous pouvons adopter une description quasi-liné-
aire. Autour du nombre d'onde kF satisfaisant la condition de résonance Cerenkov :

Coﬁe

vont croitre, proportionnellement & exp(yFt), des ondes de Langmuir (région &
pente positive de la bosse). Le taux de croissance YF de cette instabilité est

donné, & des termes de l'unité prés et dans le cas classique, par l'expression :

Y}. v e ( 1Z£_. )3

No ' AU 1=

En premier lieu ces ondes de Langmuir vont &tre, en suivant le schéma de
la turbulence faible (voir chapitre II), refoulées vers les petits nombres 4d'on-
de k + O. Le condensat langmuirien se forme. Pour des densités d'énergie W >>
(kAD)ZnOkBT, ol k est un nombre d'onde caractéristique du condensat, celui-ci
est instable face aux modulations de densité, la turbulence forte est créée et
l'énergie s'écoule vers les grands nombres d'ondes k - kD. Il en découle que le
niveau des bruits en résonance avec le faisceau est sensiblement diminué. Si ce

processus prend place en un temps inférieur au temps de création des ondes de
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Figure I.1 - Régions d'applicabilité des diverses théories de relaxation
de faisceau (6).
I. Théorie quasi-linéaire
II. Théorie de la turbulence faible

III. Théorie de la turbulence forte.



Langmuir, temps de l'ordre de 1l'inverse du taux de croissance YF' l'intensité
des ondes résonnantes reste faible et le faisceau peut se propager sur de plus

longues distances.

Notons qu'une telle propagation s'observe dans bien des phénoménes naturels
et que l'hypothése de l'existence d'un régime de turbulence forte en fournit
une explication plausible.

Remarquons en particulier

* Les éruptions solaires du type III (9).

* L'interaction vent solaire - faisceau d'électrons dans le voisinage de
Jupiter (10). Dans ce cas, et selon les auteurs, le phénoméne de cavitation a
pu &tre détectsé.

* Les courants d'électrons de hautes énergies pénétrent dans l'ionosphére

dans les régions aurorales (11).

Dans ces exemples, les ondes de Langmuir ont &té directement mesurées.
Par ailleurs, son existence est soupgonnée dans les pulsars et les radiosources
extragalactiques ol les faisceaux relativistes émis par les régions centrales

sont supposés étre constitués d'électrons et de positrons (12).

De plus on peut supposer qu'au laboratoire la turbulence forte de Langmuir

joue un r8le lors :

* De l'utilisation des faisceaux, en tant que moyen de chauffage additionnel,
pour atteindre la température d'ignition, dans les machines & fusion. La turbu-
lence forte déclenchant une turbulence basse fréguence (voir chapitre IV) on peut
espérer un chauffage turbulent par suite de l'apparition d'une résistivité anor-

male (13).

* De l'utilisation de faisceaux d'électrons, ou d'ions, relativistes pour

des applications & la fusion par confinement inertiel.

b - Interaction onde électromagnétique intense - plasma

Dans les expériences de fusion laser il est bien établi que parmi les nom-
breux mécanismes d'absorption de l'énergie (absorption collisionnelle, par dif-

fusion, etc...) les mécanismes basés sur les instabilités de décomposition jouent

un r8le important, voire dominant, dans certains cas (14).

Deux zones principales od ces mécanismes se déclenchent ont été mises en

évidence (voir figure I.3).
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Figure I.2 - Fonction de distribution dans l'espace des vitesses du systéme
plasma faisceau.
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Figure I.3 - Profil de densité du plasma cible.

r_ : rayon critique de la cible.

n n :t-~> 2+ s
c

n = nc/4 st > 2+ 2



- L'une au voisinage d'une densité critique n, de la cible, avec n, =
€ meuz/e2 et oG w est la pulsation de l'onde du laser (w = wp ). Dans ce cas
s . .Ce
l'onde électromagnétique se décompose en une onde de Langmuir et une onde sonore,

il se crée une turbulence forte de Langmuir.

- L'autre autour de nc/4, ici l'onde électromagnétique se décompose en 2
ondes de Langmuir et il s'en suit une turbulence forte, dans cette région l'ab-

sorption est plus faible que précédemment.

D'autre part, il a été démontré numériquement que l'instabilité d'auto-
modulation pouvait &tre excitée lors d'expériences de propagation d'ondes é&élec-

tromagnétiques dans 1l'ionosphére (15).

En conclusion de ce paragraphe nous constatons que la turbulence forte de
Langmuir se manifeste, et joue un réle crucial, dans de nombreux phénoménes tant

dans la nature que dans le laboratoire.
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CHAPITRE I1

EQUATIONS DE ZAKHAROV - AUTO-MODULATION

A. INTRODUCTTION

Interessons-nous aux phénoménes évoluant sur des échelles de temps lentes

2wy

se respective me et mi.

T dans un plasma non collisionnel d'électrons et de protons de mas-
Nous considérerons que le plasma est quasi-neutre et que les ions forment un fond

continu homogéne de densité n,-

Supposons qu'a la suite d'une instabilité (par exemple du type plasma-fais-
ceau (1) ou de l'autostriction dans un condensat de turbulence faible (2), se
développent dans le plasma des oscillations erratiques de Langmuir.

Ces oscillations sont caractérisées par un champ électriqueE?(g,t) de haute fré-

-1
guence (Vv wp ), de grande longueur d'onde (k << kD) et de faible amplitude :

= 2
& 5(5:’.,;—)!
&N, ke T

<L ’l (II.A 1)

—
En se propageant dans le plasma ce champ électrostatiquezf(g,t) va interagir avec
le milieu.
On peut montrer que la diffusion de ces ondes hautes fréquences sur les fluctua-
tions lentes et basses fréquences de densité (électroniques ou ioniques) Sn(z,t)

est le principal mécanisme d'interaction.

Une description hydrodynamique du plasma permet d'obtenir le couple d'équa-

tions de Zzakharov bien connu en turbulence forte de Langmuir (3).

: D S >§ —_—— >
L%ﬂ: Ll \( T é% C*%E‘ D ‘7’§7{} E:CﬁéT‘) s

4
Z

e, SN EP) ?(z/ £)
< n
(o]

(IT.A 2)
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2
2
A 2 - —
[%,2, +ZY$-D%: - CS A ] Sng,!r — iC§ A S ]E(z/f)l
N, ¢ 7 IngR,T
(IT.A 3)
oa E(g,t) est l'enveloppe complexe du champ, variant sur des temps lents et est
telle que

——

—_ -lw c_f
écz,t-): R@{Ecz,f) - F (II.A 4)

-
Les fluctuations de densité Sn(x,t) vérifient les relations

SNE ) <& Ny

. (IT.A 5)
et

NN = n, (4 + 5___2@'”)
o

Cs est la vitesse pseudo-sonore ionigque :
Y )
CS—_—(E&T — &(Te*' YZTJ (II.A 6)

m¢ Mec
Yy est le facteur de compressibilité ionique.
Dans cette description la température électronique est uniforme (y = 1).
i

Y est un opérateur décrivant un amortissement sur le mode de Langmuir. Cette
dissipation dépend du mécanisme de l'instabilité considéré et a donc diverses ori-
gines physiques. Dans la gamme des petites échelles ¥ décrira 1'absorption Landau

des particules résonnantes du plasma. Mathématiguement ¥ se définit comme suit
S = - =, =
YECi’f,i'): dx YCJ:~L) Ecx,t) (II.A 7)

?S est l'analogue sur le mode pseudo-sonore ionique de Y.

Avant d'expliquer le contenu physique de ces deux équations, effectuons les

remarques suivantes

* Rigoureusement les effets de particules résonnantes sont redevables d'un

traitement cinétigue.

* Nous avons supposé le champ haute frégquence électrostatique
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- —
—
V AER,+H- © (II.a 8)
ce traitement se justifie si le plasma n'est pas trop chaud (v,%/c2 << 1) (4).

* Des équations similaires, pour le cas ol le champ ne dérive pas d'un po-
tentiel et ol le champ magnétique n'est pas négligeable, ont été construites (5,

6).

* Se donnant une densité lagrangienne il est possible, lorsque l'on omet
toute dissipation, par un formalisme hamiltonien de déduire les équations précé-

dentes (7).

Rappelons & présent le contenu physique de ces &quations.

-l
>
Le champ électrostatique turbulentE(x,t) exerce, dans la description hydrodyna-
>
mique, sur le fluide plasma une force F, dite force pondéromotrice ou de Miller

(2), telle que :

- . o 2
F oo~ -k T T.)6&L Gz
{n, R T

(IT.A 9)

Dans les régions de fort gradient de champ cette force va expulser les ions.
Le plasma étant gquasi-neutre les électrons, par diffusion ambipolaire, vont sui-
vre le mouvement des ions.
Ainsi, sous l'action de la force pondéromotrice, se créent localement des zones
de raréfaction de densité, ceci se traduit par le membre de droite de l'équation

(IT.A 3).

. ->
Ces perturbations, de densité Sn(x,t) vont localement modifier la relation

de dispersion w(k) des ondes de Langmuir, celle-ci s'écrit alors :

2 -
WCR) ~ wy, - (’( + —é’-(&%p) - _S_Q_n@c_,D ) (II.A 10)

D'un point de vue guantique nous pouvons interpréter 1'équation (II.A 2)
en tant qu'équation de Schrédinger pour les plasmons, quantas du champ de Lang-

muir, d'impulsion hk et d'énergie E (k) = hw(k).

e

..).
(IT.A 2) décrit alors 1l'évolution de la fonction d'onde E(x,t) des quasi-

-
particules dans un potentiel attractif auto-généré V(x,t)

\/(;g;f) - _Fw?e __S_\"l_(,ﬂ - (IT.A 11)
Mo
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Si, initialement, se créent des perturbations de densité, celles-ci condui-
sent, d'aprés (II.A 11), & une augmentation de la profendeur du puits de poten-
>
tiel V(x,t). Dans ce cas, le nombre de plasmons réfléchi par la barriére de po-

tentiel et restant piégé dans le puits s'accroit.

Cette croissance de la densité de quasi-particules piégées proportionnelles
> > 2 ->
a lE(x,t)| méne, d'aprés (II.A 3) & une augmentation de Sn(x,t) et le mécanisme
précédent s'emballe. Il se développe, par ce mécanisme, une instabilité dansg le

plasma dite instabilité d'auto-modulation.

Il est clair toutefois que cette instabilité ne pourra prendre naissance que
si le niveau d'énergie W des fluctuations de Langmuir est suffisamment &levé pour
contrecarrer l'effet dispersif d'agitation thermique des particules du plasma 4’

énergie n k_T.
o B

Avant de discuter des critéres d'amorcage de 1'instabilité auto-modulationnel-
le, montrons que les équations (II.A 2,3) décrivent un phénoméne tendant & trans-
férer 1'énergie turbulente aux grandes échelles. Nous montrerons aussi que sous
une certaine condition, ce condensat aux grandes é&chelles peut devenir instable

et étre 4 l'origine de l'instabilité d'auto-modulation.

B. EFFET DE CONDENSATION

Prenons la transformée de Fourier du systéme de Zakharov (voir appendice A),

le systéme s'écrit :

A —= /
- —p _ Pe d <4 —r_—-»/ - . -l
G (X)Ex) = ——-2“:% @—me SnX) E(X-X) € S g (T1.B 1)

A4 o
Ay 60 dx, +/ T 3 —

Gg(X)Sn(X) = == [E4 ECCYE 7.7\ & @ (II.B 2)
st LM gy (X°) E(X-X7) & 2p

1
~Y
>
ok

- -
ol "f" dénote la transformée de Fourier du complexe conjugué, e

> > B
X = (k,w), nous avons également posé :
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2
ch.f) = WY R)-w,(R) 5 we(&>:%wpa(é>\,)

(II.B 3)

4 -

G, (X) = [w2+zdwY5Cﬁ)—w:Cﬁ)J /éf,- wW,R) = B C

GL et GS sont respectivement les transformées de Fourier des fonctions de Green

de l'enveloppe du champ et des perturbations de densité.

Etudions la stabilité des équations (II.B 1,2), pour ce faire linéarisons le
systéme pour des perturbations longitudinales autour de 1'é&tat d'équilibre défini

par :

EX) - [Ecdc’) + 55(5(:")] %

(II.B 4)

N¢X) = N.@ + Sn (%)

[l

avec les conditions :
SEX) << E, (X)) 50 8N K No(X) s s

Prenons la moyenne statistique sur les fluctuations de densité ; dans 1'hy-

pothése des phases aléatoires (8) nous avons :

d+1

L8R Sn (XN =@m) SE+T) <505n>j_€ (1.5 6)

-
Les solutions non triviales pour l'enveloppe du champ [SE(X) # O) imposent

alors :
-1 - 2 s Z
G, (X) - WeCs [dX [c; @) +16,(X-X)(E-E.. } & EEo s,
, (X)) 7 oy s S CX-X7)( 8 ﬁ) -lﬂoﬁﬁ—l—x

——>/ e-
Ci)C —— —ﬁ>‘-ﬁ>
z_ff: @“F_>d+4 G, (X-X )(Gzﬁ e&_ﬁ,) <Sm§n>f, - 0

(IT.B 7)
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Intéressons-nous au terme médian de l'expression ci-dessus, identifions les

parties réelles et imaginaires notées respectivement wNL'et YNL, il vient :

—* L4 2‘ 2' o e A 2.
A( — Z
@ D (w) LN, Ry T

(IT.B 8)

.YNL: UJPe //_d__%_\d wi'cs\//) 2 Awe_ YS ﬁ.// eﬁ eﬁ éo <EoEo>a/
@ D(w) 2n, Ry T

(IT.B 9)
ol nous avons posé
¢ 2, T2 2 .
D(w) = | AW — W (RM)| + 4 Ao YSC& ) (II.B 10)
AW, = We(R) — W, (RY) (II.B 11)

NL P
Le terme w décrit un décalage non linéaire de l'ensemble du spectre de
Langmuir ; cet effet Ddppler, identigue pour toutes les longueurs d'ondes, n'
affecte pas la répartition de 1l'énergie turbulente sur les diverses gammes 4d'

échelles.

YNL s'identifie & un taux de croissance Landau non linéaire, déterminons son

origine physique. Remarquons que YNL est proportionnel & l'énergie des ondes ;
il est bien connu (8) que, dans ce cas, les seuls processus permis sont les réac-
tions de décompositions (ou de fusions) & trois ondes et les processus de diffu-
sion induits sur les particules. De plus, dans le cas des ondes de Langmuir, les
processus de diffusion induits sont les seuls autorisés par les régles de sélec-
tion pour Te v Ti. Nous en concluons gque pour Te v Tc YNL décrit principalement
le phénoméne non linéaire :

. ) C/ _

c+ € — O (II.B 12)

c'est-d-dire la diffusion sur les ions du plasma, réaction satisfaisant & la ré-

gle de sélection :

W (R) £ w,(R) - (R £ R)-U - o (I1.B 13)
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Examinons le cas le plus fréquent (machines & fusion, vent solaire) o 1la
température ionique Ti est plus faible que la température électronique Te' Dans
Ce cas l'absorption des ondes acoustiques ioniques par l'effet Landau des ions
est trés faible, Ys(k") "~ O mais Ys << ws, et la propagation de ces ondes dans

le plasma est possible ; l'interaction onde-onde

/
C + 4 — e (II.B 14)
-

devient un processus dominant. Dans 1'approximation Ys(k") v O nous pouvons ré-

NL
écrire vy sous la forme (voir appendice d) :

i/,
NL ; .

T d (JOS " uo = 2 ;
(= zw‘,e E)d __G ‘S(Awe_ws>_ S(Acoti-ws)l(e&;e&) & <EOED>&

No kg T

(II.B 15)
Préoccupons-nous des conditions de résonance, celles-ci doivent satisfaire :

= >
R-R|- =R
et (II.B 106)

o+
We - We = X

Utilisons la premiére condition, explicitons we et ws, la deuxieéme condition

se réécrit

LRy
cos ¢ = F — = (II.B 17)

h+R

>
ol ¢ est l'angle formé par les nombres d'ondes (k%k)/2 et k".

La condition d'existence de la condition (II.B 17) impose :

E’ +E’ 2 2 6\* (II.B 18)

Nous pouvons alors distinguer deux types d'interactions dans 1'espace des
nombres d'ondes satisfaisant la condition (II.B 18) : les interactions locales et

non locales.

a - Interactions Locales

Nous parlerons d'interactions locales autour du nombre d'onde kx lorsque les

nombres d'ondes k' et k seront de l'ordre de kx'
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NL
Dans l'hypothése d'isotropie ¥y peut se mettre sous la forme (voir appen-

dice 4d)

2
]rML:: —-EQIE o ﬁ»é D \AJ<:EJ
3 R OR neRyT

(IT.B 19)

Le spectre turbulent évolue alors selon la loi

NL
L WER) ==Y WR) = -Q—[&OCBQWQMJ (11.5 20)
ot Of
ol le taux de transfert v(k) s'identifie aisément :

. A
_ Bl A WA
VCR) = — _%[ ({%\*) o @\5"\;‘ wPe (II.B 21)

L'on peut approximer, pour k ~ kx' v(k) par :

wW
&) > 3 Ng kT Fe

(II.B 22)

b -Interactions non Locales

Dans ce type d'interaction nous considérons que le nombre d'onde k caracté—
ristique du champ fluctuant se situe aux grandes é&chelles (k < kx), alors 1'iné-
galité (II.B 18) sera vérifiée pour des nombres d'ondes k' situds & des échelles

intermédiaires (k' > kx)'

Dans 1l'hypothése d'isotropie le taux de croissance des interactions non lo-

cales s'écrit (voir appendice d)

Z
YNL: T wP ﬁz—? &* ﬁ* W<2 E*) (II.B 23)
2 Te 6\* Mo Ra T

d'ou l'équation spectrale :

| L
9 W) - - '\{N W(R) (II.B 24)
ot
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¢ - Constquences des interactions Locales et non Locales

Dans le cas de la turbulence de Langmuir il est bien connu que les processus
de diffusions sur les particules du plasma et de décompositions & trois ondes sont
responsables du refoulement de l'énergie des fluctuations aux grandes échelles

(k >~ 0) ; de plus la perte d'énergie dans ces réactions est trés faible (8,9).

Ainsi, les phénoménes que nous avons montrés conduisent simplement & l'ac-
cumulation de l'énergie dans les oscillations de Langmuir aux petits nombres d'
ondes. Nous pouvons parler d'une'condensation de l'énergie des fluctuations aux
grandes échelles.

Les plasmons obéissant & la statistique de Bose-Einstein, ce comportement peut
étre interprété par la tendance des bosons & se condenser vers les ééhelles fon-

damentales (10).

d - Domaine de validits

Si nous remarquons que les expressions précédentes ont &té déduites dans
l'hypothése d'un champ turbulent dont la phase est aléatoire, le domaine de vali-

dité des équations précédentes se définit par la condition

[Aw(&)] <L 7 (II.B 25)

NL

P C o -1
ol tyr, ©st l'échelle de temps du processus non linéaire considéré et (Aw(k))
le temps de corrélation du spectre d'onde excité. Pour le spectre de Langmuir

nous avons :

2
WERY ~ w?e[/l -1--%(6\}\0)}
(IT.B 26)

2
aw(R) 2 3 (RXho) Wy,

A partir des éguations précédentes nous pouvons estimer tNL en le calculant

comme suit :

-1

-1
TN ~ AAY (II.B 27)

~ %)
L NeRg T fe

ol W est la densité d'énergie turbulente de Langmuir.
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Utilisons ces relations, l'inégalité (II.B 25) conduit & :

2
F;%::T ’ L 3<€<>\D> (II.B 28)

k étant un nombre d'onde typique du condensat.
Nous verrons que si l'inégalité (II.B 28) n'est pas vérifiée, le condensat
est instable face aux modulations de densité.

Nous concluons gue l'auto-modulation peut &tre déclenchée par le condensat
langmuirien, vidant celui-ci de son énergie et la transférant vers les petites

échelles ot l'absorption Landau est prépondérante.

C. DESCRIPTION LAGRANGIENNE

a - Introduction

Nous allons, dans ce paragraphe, étudier guelques propriétés des équations
de Zakharov et mettre en évidence quelques analogies dans le cas particulier 4'
un champ scalaire. Cette simplification ne modifie pas les propriétés que nous

nous proposons d'exposer (11).

Avant tout calcul introduisons, par simplicité d'écriture, un systdme d'uni-

té non dimensionné

-1
F= (pwe) T = m
(H’ fE) g E}ﬁ?
A Y
X = {;\,?‘x- B\*I(%') Ro U':—%_'-
. ‘ ‘ 1 Te
- on &
3= 2 e
[“’ o Zﬂo&ﬁ‘rr,z,

(II.Cc 1)

Dans ce systéme les égquations de Zakharov, sous forme scalaire, se réécri-

vent :

[L_(glt+¢«(+_'zt_vv-]\{): .E_Lf\f) (II.C 2)
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2 Z
[glr-’: +ZY;’§F~A]LF:%AILI)I (II.C 3)

Introduisons le petit paramétre plasma de la turbulence ET, égal au rapport

de la densité d'énergie des fluctuations & 1'énergie thermique du plasma :
& = A (II.C 4)
No R T

Les équations (II.C 2,3) décrivent des phénoménes au premier ordre du para-
métre € (O(eT)), toutefois nous constatons la dissymétrie de ces éguations en

fonction de ET' en effet nous avons :

Y - OC£T> (II.C 5)

et

= 0 (5%’) | (II.C 6)
W T

Il serait donc bon de substituer & 1'équation sur l'enveloppe complexe du
champ une équation analogue mais au premier ordre en eT
1/{/ -L 0
Y = P e (I1.C 7)

Posons :

1/2
ol p / est l'amplitude de l'enveloppe complexe du champ et © sa phase. Nous

constatons immédiatement que p est du premier ordre en € (p = O(ET)). Par la
suite nous nous efforcerons d'exhiber une équation décrivant 1'évolution de 0,

la symétrie par rapport au petit paramétre ET sera ainsi réalisée.

Nous avons déja mentionné qu'il était possible par la connaissance d'une

densité lagrangienneégzie déduire les équations de Zakharov.

Donnons-nous 2:(12)

L = z)F + 2905 + int (II.C 8)

ou zg est la densité lagrangienne libre des plasmons :

fpzzi_[\t)*argu —('x)af (1)*:!___.3? gq? HJ* (II.C 9)

£
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:gs est la densité lagrangienne libre des phonons

zs :\F af<?5 —’%—(?sb )2——24— L,Oa ’ (II.C 10-

Qth est la densité lagrangienne non-linéaire plasmons-phonons, & 1'ordre le
plus bas nous pouvons écrire :

,oéomr: ——é— &()L])* \F (II.C 11)

¢ est le potentiel hydrodynamique tel que :
—>
——
vz -V C/'b (II.c 12)

Rappelons que , x, r ¢ et les dérivées premidres spatiales et temporelles
IS

sont traités en variables indépendantes.

Nous pouvons a l'aide des équations de Lagrange généralisées,

af’f)z — PEg (II.C 13)
00°G,  OGn

(voir la référence (13) pour les notations), décrire 1l'évolution de ¢ et des per-

turbations de densité ainsi, bien sidr, que les équations de Zakharov ; notons

que

_531__ c’b — LP + %— Kl)q)* (II.C 14)

%.LP :A¢: —V'U’v | (II.C 15)

b - Nouvelle formublation

Montrons qu'il est possible, & partir de la densité lagrangienne (II. C 8)

d'exhiber de nouvelles égquations décrivant l'auto-modulation.

Opérons la transformation canonigue (II.C 7) sur les variables de champ de

la densité lagrangienneﬁ%, il vient pour nouvelle densitéj:; :

z‘: - PB*_@ - %— P($@)a - ECP> (II.C 16)

.
é(fU: %P (V P) (II.C 17)
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Nous remarquons que z)\; est identique a la densité lagrangienne décrivant
un fluide barotrope et irrotationnel de densité d'énergie interne e(p). Dans
cette description fluide O est interprétée en tant que potentiel hydrodynamique

>
et est reliée & la vitesse u du fluide par la relation :

—

-%
u—-20 (IT.C 18)

-
Notons que dans la description onde u n'est autre que la vitesse de groupe
des plasmons, soit en unité dimensionnée 3(k)\D) VT .
e
La transformation (II.C 7) nous permet donc de "parler" d'un fluide de plas-

mons de densité p.

Symétrisons entiérement notre probléme et décrivons les phonons en tant que
’
fluide, barotrope et irrotationnel, de densité p. La densité lagrangiennezS as-

sociée peut, de la méme fagon que le fluide de plasmons, s'écrire :
4 —- 2, -
- 0 -4 P ( ) -&(p II.C 19
o= PAP -Frpvg Cp) e
Z; peut se déduire de z;, en effet posons

F: F" T+ ‘{3 | | (II.C 20)

ou Eo' po = uﬁl, est la densité du fluide de phonons dans un é&tat d'équilibre.
" ]
Substituons dans (II.C 19) l'expression (II.C 20) et gardons dans z:s les termes

quadratiques, nous obtenons fs'

D'autre part, de la forme générale de la densité d'énergie interne ¢ (p) d'

un fluide (14) et & l'ordre le plus bas nous pouvons écrire :
_ _ _ 2
E(P) ~ -"—( - o> (TI.C 21)
P) 2 4 (P-P

Terminons cette modélisation en précisant qu'avec nos nouvelles variables

de champ la densité lagrangienne d'interactionz;nt s'écrit :

‘z)\:ﬂ’ — "24‘ P ( ?‘Fo) (II.C 22)
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¢ - Equations fluide

1]
Connaissant notre nouvelle densité lagrangienneif ’

/ ’ / 4
I - f', + 2; + fm«r (II.C 23)

il est aisé de déduire, & l'aide des équations de Lagrange (II. C 13), les équa-

tions d'évolution de notre systéme de deux fluides. Posons

- Qm = 0, nous obtenons :

2 2. o7 -

(II.C 24)
- Qm = ¢, nous obtenons
) Z. 3T
i +p V- PU zo (II.C 25)
- QIn = p, nous obtenons : 2
19:4’2'4_1_ v P) 4 bP +A_F (II.C 26)
ot 3 8 P‘?f 4 P 2

- Qm = p, nous obtenons :

3 N 2 DEE
§}¢ _% H,F + —D_ED %P (II.C 27)

Les équations (II.C 26,27) décrivent respectivement 1'évolution des poten-—

tiels hydrodynamiques des fluides de plasmons et de phonons. Nous remarquons aus-—

si que l'équation (II.C 14) n'est autre que (II.C 27) linéarisée autour des é&tats
d'équilibre

_ A

P =F "¢ Po = 1 (II.C 28)
¢:¢o + b ¢o:o (II.C 29)
G:ﬁ+ﬁ? T, -0 (II.C 30)

Les équations (II.C 24,25) sont les équations de continuité pour les deux

fluides considérés. Notons également que (II.C 15) n'est autre que (II.C 25) li-

néarisée autour des états d'équilibre (II.C 28,30).

De plus, intégrons (II.C 24) sur un volume (V) délimité par une surface fer-
mée (S), transformons le deuxiéme terme & l'aide du théoréme d'Ostrogradsky, si

nous cherchons des solutions localisées ce terme de flux s'annule, il vient pour
l'invariant N :

d
N = dx F

(IT.C 31)
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N constant exprime, dans la description onde, la conservation du nombre de plas-
mons. Le méme type de raisonnement s'applique & l'équation (II.C 25), il vient

pour la conservation du nombre de phonons N (dans la description onde) :

d _
N = [d=x< P (II.C 32)

Nous verrons que dans un certain cas (cas supersonique) N ne se conserve pas

(par suite d'un rayonnement d'onde sonore).

d - Energde et impulsion du champ

Donnons-nous une actionJ6 telle que :

d+1

g = fdx oZO/( Qm |, DXQm) (II.C 33)

'
Connaissantﬂé etz nous pouvons utiliser les résultats de la théorie des

champs.
Quand l'action est invariante par translation spatio-temporelle,
x < < 4
xS —— xz x + Sx

des considérations générales imposent l'annulation de la divergence du tenseur

d'énergie-impulsion TaB(x) (14).

a,<TO((ﬁ3:> - _5 (II.c 34)

Do(@m (II.C 35)

Explicitons les expressions (II.C 35) et (II. 34), il vient pour équation

e . . 0o N
d'évolution de la densité d'énergie H = T du systéme

Lo

3{_% + C Di I - O (II.C 36)

Appliquons le théoréme de la divergence, pour des champs localisés. Le deu-
xiéme terme de (II.C 36) ne donne aucune contribution et nous obtenons la conser-

vation de 1'énergie H du systéme :
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H:[Ai(%:/i(ﬁrf%s + %m—) (II.C 37)

ou c% est, selon la description que l'on considére, la densité d'énergie du

. P
champ électrostatique de Langmuir ou la densité d'énergie du fluide de plasmons.

T 2
j-?j H) pour les ondes de Langmuir
o, = (II.C 38)
P — > 2
v P) ut .
pour le fluide de plasmons

LR W + A FU
5 P 2
K} est soit la densité d'énergie dans les ondes sonores, soit la densité d'éner-

gie du fluide de phonons

( _'0.;2',‘_, (PQ ) pour les ondes sonores

M-’s: (II.C 39)
1 o vt L &(D ,
e d
7 P‘ P + ( P) pour le fluide
J%nt est la densité d'énergie d'interaction :
4 2
-Z- Ik'*)‘ LF pour le systéme dans la description ondes
M’-m{» s B (IT.c 40)
Z—' F( P - ﬁ,) pour le systéme fluide
= r + Or

Développons (II.C 34,35) et réexprimons la densité lagrangienne & l'aide

des équations (II.C 26,27), nous obtenons alors le couple d'équations décrivant

1'évolution de la densité d'impulsion des deux fluides

%_.Pu + VT = F_{ (IT.c 41)
- BF (I1.C 42)
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e G
T et II sont respectivement les tenseurs densité de flux d'impulsion des fluides

de plasmons et de phonons, il s'écrivent :

T'Lé _ PU.LLL& +—Z—[ P-49LPZ)¢P _ 8; AP} (II.C 43)

AR

}"-F“'\TLU& + 5('; PCF) (II.C 44)

Examinons leur signification physique. La quantité o ut wl ainsi que u‘g
i
vo v déterminent la partie de la densité de flux due au transport direct d'im-

pulsion avec le fluide en mouvement.

La quantité aux dérivées premiéres de p traduit une dispersion en vitesse
dans le transport de l'impulsion et est redevable de l'agitation thermique du
. . 1 . -
fluide de plasmons. Le scalaire - Z-Ap est un terme de compression dont l'origine

est, dans la description onde, la pression exercée par le champ haute fréquence

de Langmuir. _
Le terme  P( ?) = -F: g—%ﬁ> - g(§) est la pression du fluide

de phonons.

D'autre part nous avons posé

Eg = -‘i-i; %7 et Fr:: —_

) V4 F (II.C 45)

NN

> > —
Nous interpréterons g (F) en tant que force, dérivant d'un potentiel p (p),

s'exergant sur le fluide de plasmons (de phonons) .

e - Analogdle avec un systime auto-gravitant

Appliquons l'opérateur §%~aux égquations (II.C 24,25) il vient, en utilisant

(IT.C 41,42), pour éguation des densités des deux fluides
2 —_ . —> —
9 i 2 T v 2 II.C 46
D ? - Y% E %% ( )

‘TY:—-LLV‘FF: (II.C 47)

(Si nous désirons tenir compte de la dissipation nous pourrons effectuer la subs-

. . 3 )
— ——— + R
titution 5 Y 2v)



26.

Effectuons un rapprochement avec l'instabilité de Jeans (15). Nous pouvons
alors considérer queol'équation (II.C 46) décrit un fluide, ou un gaz, de plas-
mons dans son propre champ de gravitation S. E.peut, dans cette optique, é&tre
interprété comme le potentiel gravitationnel et 1'équation (II.C 47) 1l'analogue
de 1l'équation de Poisson de ce méme potentiel dans le cas de la vraie instabili-

té auto-gravitationnelle.

Considérons un état perturbé d'un gaz, initialement au repos et uniforme,
de plasmons légérement déplacé, d'une quantitéS? ; de sa position d'équilibre po.
Une telle perturbation, de dimension spatiale A, va produire deux effets : d'une

1
part un changement de pression [Sp[ = Z-ASp du gaz de plasmons, d'autre part une
1 -
augmentation de la force gravitationnelle [Sf[ =350 ]V$| agissant sur le milieu

perturbé (cf. équation II.C 46).

De plus nous supposerons gu'au moins au début du processus, la petite pertur-
bation(P'du pseudo-potentiel de gravitation créée par les déséquilibres du gaz de

32 -
plasmons évolue adiabatiquement ( — P =0 etfvl = 0), dans ce cas l'équation

(IT.C 47) conduit & P~ p. ot

Donc, si initialement la variation d'énergie d'interaction pseudo-gravita-
g

tionnelle (v 1-Sp‘P) excéde la variation d'énergie interne du gaz de plasmons
1 (7 p)?
8 °q

bilité de Jeans, le gaz de plasmons va se fragmenter en diverses condensations a

(v ) nous serons dans une situation instable et, tout comme pour 1l'insta-

des distances telles que les variations des deux types d'énergies se compensent.

Nous sommes également en mesure de donner un équivalent de la longueur d'on-
de critique de Jeans. Ecrivons que, lorsqu'un éguilibre est atteint, 1'augmenta-
tion du gradient de pression |$Sp’ v Sp/A3 dd a la perturbation est égal a la va-
riation de la force gravitationnelle polgyl N paf/A. Il vient dans 1l'hypothése

de mouvements quasi-statigues :

Y
A=A N P ¢ (II.C 48)

Pour des longueurs d'onde A de la perturbation plus grande que la longueur
d'onde critique de l'auto-modulation Aa' se déclenchera l'instabilité dite 4!
auto-modulation que nous pourrons considérer comme l'analogue pour les plasmas

de l'instabilité de Jeans en astrophysique.

Ces condensations p de "matiére” vont avoir tendance & s'effondrer sur elleg-
mémes. Nous nommerons ces régions de l'espace de fortes concentrations de densité
de plasmons des cavités. Le mot cavité se justifie si l'on remarque que ? < 0,

ce qui signifie une raréfaction de densité du plasma dans ces régions.
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Examinons plus rigoureusement, dans le paragraphe suivant, les critéres

d'établissement de l'instabilité.

D. EQUATION DE DISPERSION DE L'AUTO-MODULATION - STABILITE

Remarquons que nous pouvons étudier les conditions de 1l'établissement de
1'instabilité d'auto-modulation soit en utilisant la descripfion "onde", c'est-
a-dire en partant des éguations de Zakharov, soit en utilisant la description
"fluide", c'est-a-dire en utilisant les expressions précédemment établies. Nous

choisirons le formalisme fluide pour développer ce formalisme.

Examinons & présent la stabilité de notre systéme, dans le cas non dissipa-
tif, en présence de petites perturbations et préoccupons-nous d'établir une rela-

tion de dispersion w = w(k).

Nous supposons qu'd l'équilibre le milieu est uniforme avec

— - A —
pE,b) =+ BPED y PED = K +8pE1)
(IT.D 1)
ey = T + SAt) ; Tkt = U, ¢ SU(R,T)

— - >
od 1l'indice "o" dénote l'état d'équilibre et ol les incréments Sp, Sp, |Su|,!SVI,
sont petits au sens, par exemple pour la densité de plasmons, ol nous avons Sp/
po << 1. Nous posons qu'en l'absence de perturbation le fluide de plasma est au

>
repos (lvo[ =0).

Linéarisons les équations (II.C 24,41,47) autour des valeurs d'équilibres
(IT.D 1), prenons les transformées de Fourier de ces trois équations ainsi linéa-

risées, nous obtenons le systéme :

w-RU, - Po R o sPci’-) )
-2_ 5;'1 ?on-Ea;) -2_ POE 5&(_2) - o (II.D 2)
'-‘2-/ gf/ o 6}-—002' S.P () o
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Les solutions non triviales imposent l'annulation du déterminant, d'od 1°'

€équation de dispersion :

- > 4
w‘:ﬁf’ w~&-u°z-~iﬁ4 -4 oﬁ = O (II.D 3)
(=87 | ( : i F

Notons que, d'aprés la définition (II.C 18), 30 est égal & go'
Plagons-nous dans le cas od k >> ko, nous pouvons alors faire ko v O. Cette hypo-
thése, dite du dipdle, peut &tre justifiée dans certaines expériences de fusion
laser (15), bien gque dans d'autres situations physiques, par exemple dans la cou-
ronne solaire (16), celle-ci soit sujette & caution ; quoiqu'il en soit nous re-
tiendrons cette approximation qui va nous permettre de fournir des expressions

analytiques qui décrivent correctement le phénoméne.

Cherchons les solutions de (II.D 3), avec uo = 0, donnant lieu & une insta-
bilité (w2<<o), nous pouvons exhiber deux régimes distincts : subsonique et su-

personique.

a - Cas subsonique

Il est légitime, dans les premiers instants ol 1l'instabilité se développe,
de supposer que nous avons une phase quasi-statique pour le plasma, c'est-a-dire
que nous pouvons poser jfi = O et v * 0. Cette hypothése est analogue & consi-
dérer le fluide de phonggs dans un équilibre hYdrostatique.

Dans ce cas l'équation de dispersion se réécrit :

4 2
wa-z'&"—gff"ﬁ - 0 (II.D 4)

Alors pour des nombres d'ondes k < ks, avec

R _ (AW
s 2R o A - (3 Mo Re T

%

ﬁ\D (IX.D 5)

se déclenchera une instabilité dont l'incrément aura pour expression

I
Y:—;—ﬁ(fg— 5\2).& (II.D 6)
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Pour un nombre d'onde k , avec
sub Qé
Rz 2P o= [ 2 )R
Sub— Po soit sob — '6—" N ﬁb—]— D (II.D 7)

le taux de croissance maximal Ysub de l'instabilité est atteint pour :

4 . A \ad
Y;ob - "2"‘ Po soit rsu_b _ —Z W COPC (IT.D 8)

De la condition des mouvements lents (ici Ysub << ksub) nous pouvons déter-
miner la plage de densité de plasmons, c'est-d-dire l'intensité des oscillations
de Langmuir, pour laquelle l'auto-modulation peut naitre ; il vient, & un terme
de l'unité prés :

| /z
Po <L 1 soit

BT < K (II.D 9)

Remarquons aussi que l'expression (II.D 5) justifie la discussion du para-

graphe précédent (cf II.C 48).

Les équations décrivant l'auto-modulation dans ce régime s'écriront :

\P :;-%: F U = O

et (IT.D 10)
o

D'autre part nous remarquons que la condition (II.D 5), que nous réécrivons

sous la forme

WS 3 (BN >
p— 3> (Iz.D 11
Nokg T

est 1'inégalité pour laguelle le condensat de Langmuir est instable (cf ITI.D 28).
Ainsi l'amorgage de l'auto-modulation peut &tre assuré par un amas langmuirien

aux petites échelles, pourvu que 1l'inégalité (II.D 11) soit vérifide.

Concluons ce cas en précisant que si initialement W << p ng kB T, dd a 1
instabilité, W va croitre proportionnellement & exp(2ysub t) alors l'inégalité
(II.D 9) va &tre viclée. Le systéme va évoluer, dans un second temps, vers un
régime trans-sonique (régime dans lequel nous devrons utiliser les équations sans
aucune approximation) et od W~ p ng kB T. Ultimement le systéme évoluera vers un

régime od W >> yu ng kB T, c'est le régime supersonique.
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b - Cas supersonique

=

Ce cas correspond & une densité de plasmons s telle que

Po >> 1 soit nXbT >> }—L (II.D 12)

L'équilibre hydrostatique du plasma n'est plus assuré et le terme de com-
pression devient négligeable face a la dynamique du fluide. L'éguation de dis-

persion se réécrit

4
co"_iﬁéw?"_i?ork - 0 (II.D 13)
4 4

Une analyse de cette équation permet de mettre en évidence un mode instable
pour tous les nombres d'ondes k, l'incrément vy a pour expression :

)
"3/6 Z

2 ly 9L
Y:«Z ﬁ [—4-*-(4-{-%)8’] (II.D 14)
ﬁli
Au petit nombre d'onde ce taux se comportera comme

Y A P,,VA A (I1.D 15)

Le taux de croissance maximal Ysup de l'instabilité est atteint pour un

nombre d'onde ksup' donné approximativement par
Y
L/ L
4 W
QSOP —= Z« PO soit ﬁsupﬁ ————) o (II.D 16)

et a pour ordre de grandeur
|
| 2

%
W
’V-Sup X Po soit YSUP X~ -r%—ﬁ?r C’Upe (IT.D 17)

Précisons que dans ce régime haotre couple d'équations se réécrit sous la

5 - 4 A (II.D 18)
o T = 7 2P

?’ F_V>QP (II.D 19)

forme

Les figures (D 1,2) résument 1'é&tude exposée en a) et b).



sub

sup

W < kT
H no B

~V

Figure D1 - Taux de croissance Yy de l'instabilité automodula-

tionnelle dans le régime subsonique en fonction du nombre d'onde k.

w > T
U no kB

vk

sup

Figure D2 -~ Taux de croissance Y de l'instabilité automodulation-

nelle dans le régume supersonique en fonction du nombre d'onde k.

31.
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¢ - Effondrement des cavitis

Montrons que, tout comme 1l'instabilité de Jeans prélude & un effondrement
gravitationnel, l'auto-modulation conduit & un effondrement des paquets d'ondes
de Langmuir. Etablissons que le systéme (II.C 46,47) mé&ne & une singularité en

un temps fini tc.
Introduisons la quantité positive :
dZ 2 2l
T =/[d< [X] F (II.D 20)
ol l'intégration porte sur le volume d'une cavité.

Calculons sa dérivée seconde temporelle, il vient a l'aide des équations

(II.C 24,41)

j%I :—JZP%-_Y_%F v2 2 [ T (11.D 21)

ou Trﬁf est la trace du tenseur T.

Plagons-nous dans le cas subsonique, régime o0 nous avons :

4 —> -

k.F:——Z—F et v X0 (II.D 22)

Comparons ?ﬁ(cf II.C 37) et Tr T, l'expression (II.D 21) se réduit & :

z Z
— _—>
dizf’ L = 4H + __34d c/.t,[O (II.D 23)
Discutons des conséquences de l'expression ci-dessus en fonction de la di-

mension d de l'espace.

Supposons qu'initialement nous ayons : ,
P = /455 F < 4 H (II.D 24)

cas d = 1 : En utilisant la conservation de N (cf II.C 31) nous déduisons que

. L. -1
B va croitre inversement proportionnellement & la taille d'une cavité [m(Ax) ].

Ce terme va, au cours du temps, compenser le terme négatif 4 H et un régime sta-
42 .

tionnaire s'établira ( —% I = 0). Ce cas ne conduit donc pas & la formation de
dt

singularité. Par ailleurs, dans ce cas seulement, une solution analytique exacte

=

peut &tre exhibée (formation de solitons) (7).
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initialement H > O nous n'aurons pas de création d'une singularité., Voir d = 3

dans le cas contraire.

2
d C , N
cas d = 3 : Nous avons toujours Y I < 0. Une intégration de II.D 21 conduit &

———————— dt
l'inégalité :

T <QHT"2’+Q1‘+b (II.D 25)

ol a et b sont deux constantes positives d'intégration.

Par définition I est une grandeur positive, or (II.D 25) implique que I de-
vient négatif en un temps fini. Cette contradiction permet de déduire la forma-
tion d'une singularité en un instant t = tC (3). Toutefois, physiquement, cet
instant tc n'est jamais atteint, en effet lorsqu'une cavité atteint des tailles

de l'ordre de AD son énergie (Vv p) est dissipée par résonance Landau.

Notons aussi que cette analyse n'est valable que pendant les premiers ins-
tants du processus. Lorsque la densité p, l'intensité des oscillations, atteint
des seuils tels que p v 1, la validité du régime subsonique est mise en défaut

et le régime devient supersonique.

Raisonnons d'une maniére similaire dans ce cas et introduisons la quantité
négative UF< 0) :
Vs — —_
T = [d= |Z] LF (II.D 26)

et calculons sa dérivée temporelle seconde en utilisant l'égquation (II.D 18), il

vient

i;l-: d de) — d N >O (II.D 27)

2 /
T = _.%d NT + c:/‘f‘ + b (II.D 28)
a' et b' négatifs.

Nous constatons que la quantité négative I' devient positive en un temps
fini. Tout comme précédemment nous déduisons la formation d'une singularité en

un instant t = té.
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E. SOLUTTONS AUTO-SIMILAIRES SUPERSONIQUES

Le régime supersonique étant la phase ultime de l'instabilité d'auto-modu-

lation, cherchons les solutions du systéme (II.D 20,21).

Introduisons, par analogie & 1'hydrodynamique, le nombre de Reynoldsj?ﬁf

une cavité de taille & dimensionnée £(t) = k;l r(t).

Nous définirons ce nombre comme le rapport des échelles de temps linéaire

-2 -1 -1
T (k) p L "
&1 (k D) wp aux échelles de temps non linéaire Ty, avec TNL (Wcav/nokBT)

w_, Wcav €tant la densité d'énergie d'une cavité.

b
R — WWear (II.E 1)
(Bx) no by T

5Q.traduit le rapport de densité d'énergie du champ haute fréquence i la densité

d'énergie de compression (17).
Pour un régime supersonique l'égquilibre des pressions ne se réalise pas et nous

aurons l'inégalité :

:;{ :>A 1 (II.E 2)

Etudions l'auto~modulation dans le cas d'un régime supersonique et distin-

guons les cas non dissipatif et dissipatif.

a - Cas non dissipatif

Lorsque l'instant tc de l'effondrement est approché, diverses simulations
numériques ont montré un comportement auto-similaire des solutions des équations

de Zakharov (3,4). Cherchons des solutions du systéme (II.D 18,19) sous la forme -:
< p
5 hy(x fhz
p=25h, (X/§) et \f =-5 N, (Z/F) res

Nous ferons 1l'hypothése gue le nombre de plasmons N dans une cavité de vo-

d
lume V ~ £ se conserve, c'est-a-dire que le flux J,
—_— >
J = /[d5- U P (II.E 4)

de plasmons & travers la surface S délimitant la cavité est nul, d'ou :
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d+« -d
N::E d3 ¥ h,\(f/}-): cst (I1.E 5)

Nous déduisons facilement que l'égalité précédente sera vérifiéde pour

o = =d.

La détermination de B s'effectue d'une maniére analogue. Intégrons 1l'équa-
tion (II.D 19) dans une cavité, le nombre de plasmons N se conservant, le pre-
mier terme de gauche est nul ; appliquons le théoréme d'Ostrogradsky et intro-

duisons les solutions auto-similaires, il vient :

desd=44 [ 5  _,e» d+X+p-2 [ L
E %i-ﬂ SV % % d?_,, ha(«‘cf/§)v.hac’£/§> (II.E 6)

- -
ol les opérateurs V sont calculés par rapport & x/&.

L'équation (II.E 6) implique, pour préserver les solutions auto-similaires,

l'égalité des exposants ; d'od B = -2.

Déterminons & présent une équation d'évolution pour £. Injectons les solu-
tions (II.E 5), avec a = -d et B = -2, dans l'équation d'évolution des perturba-
tions de densité ? (II.E 18). Intégrons le systéme obtenu dans une cavité, il

vient alors pour équation :

-d
z
EX(E)-;;E_X(E) "bX(E) + C g = 0 (II.E 7)

ot b et c sont des constantes positives fonctions d'intégrales portant sur h1 et
h2‘

Nous avons défini un taux de transfert x (&), tel gue

X(§>:—§/§ (II.E 8)

On vérifie aisément que

-d
X(}§> - +q E 2 (II.E 9)

est solution de l'éguation (II.E 7), a étant une constante.

De (II.E 9 ) nous déduisons le comportement temporel de £, nous obtenons

2|
g ~ (. —1) (II.E 10)
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L'équation (II.E 12) nous permet de donner un ordre de grandeur de 1l'instant

t, ol la singularité se forme (tc >> t).

d -1
2 i ~ .
o~ g soit t:, Ysop (II.E 11)

Précisons, pour terminer 1'étude de ce cas, Jue nous nous imposerons par la

suite la condition de normalisation :

‘4—;— h,‘(Z/E) -1 (II.E 12)

b - Cas dissipatif

Quand la cavité atteint des dimensions de l'ordre de ko les résultats pré-
cédents ne sont plus valables ; en effet & ces échelles 1'énergie du champ turbu-
lent langmuirien est absorbée par les parﬁicules résonnantes du plasma. Le méme
phénoméne absorbe l'énergie associée aux fluctuations‘? de densité, toutefois 1!
absorption Landau sur ce mode est linéaire en fonction du nombre d'onde k et ne
changera donc pas fondamentalement 1'évolution de notre systéme ; nous continue-

rons alors & prendre Yo T O.

Soit € le paramétre d'énergie décrivant la dissipation ; nous posons (17) :
-d
= II.E 13
P -& & h4 (7—/§> ( )

I1 est clair qu'aux grands nombres d'onde (£ v~ 0) nous aurons ¢ v O et ¢ =

€, constant aux grandes échelles (cas non dissipatif). On peut choisir d'exprimer

€, en fonction du nombre de Reynolds. Ecrivons celui-ci en fonction de la solu-

tion auto-similaire (II.E 15) et & l'aide de (II.E 14), il vient

2-d
RCE) ~ & E (II.E 14)

Pour g = ¢ =1 la dissipation est négligeable, d'ou :

&k = ﬂ(%) = @*: 3 Wi (II.E 15)
Knohg T

Examinons les conséquences d'une dissipation non négligeable sur la quanti-

té N.
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Dans le cas Yy non nul le nombre de plasmons N dans une cavité n'est plus

conservé et la discussion a - n'est plus valable.

Considérons l'équation (II.C 2) sur l'enveloppe du champ, multiplions mem-
bre 3 membre parkyx et le complexe conjugué de (II.C 2) par%), soustrayons les
deux quantités, intégrons dans une cavité, il vient dans l'hypothése d'un flux

nul de plasmons :

éb___ d:nf) = -2 :R,e dx Q})* \( K}) (II.E 16)
r

Nous pouvons, & l'aide de 1l'expression ci-dessus, décrire 1l'évolution de €.
Injectons la solution (II.E 13), prenons les transformées de Fourier spatiales

(en exp 12.2/5) des deux membres de (II.E 16), nous obtenons
dg 2Y(5)E |
< - — (II.E 17)
JF Y

Déterminons la modification amenée par la dissipation Landau sur le taux de
transfert x(§) = ~ £/&. Utilisons la solution auto-similaire (II.E 13) et effec-
tuons le méme type de calcul permettant d'exhiber 1'équation (II.E 7). Il vient

pour équation d'évolution de Y (§)

-d
gX(E) %X(§> —b/)(z(*;') -]-C_/é E = 0 (II.E 18)

ol les constantes ont la méme signification que précédemment.

On vérifie que

L RPN
X(E) =—+a & § © (IT.E 19)

est solution de (II.E 18).

Notons que cette expression n'est valable que si le terme de compression A?
est négligeable (hypothése supersonique). Si nous en tenons compte, ce qui re-
vient a4 ajouter le terme - s€—2 (s étant une constante) au membre de gauche de
(II.E 18), nous obtenons pour expression du taux de transfert

- 1/
Eai_d ) < (II.E 20)

-d
2z
X(5) =+’ E%(e-€,
ou €c est un paramétre d'énergie critique
, e
£ = [q (1-b)| s (II.E 21)
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Bien sdr pour & > €, 3 nous retrouvons (II.E 19),

2
Si e < Ec g 1'exposé ci-dessus n'a plus de sens, il n'y a pas de forma-

tion de cavité.

Remarquons que nous pouvons choisir le paramétre ec en tenant compte des

. 2-d
résultats du paragraphe B. Nous prendrons donc Ec tel que pour e < ec g le
transfert s'effectue vers les grandes échelles avec formation d'un condensat

pouvant déclencher l'auto-modulation (voir II.B).
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CHAPITRE IT11

THEORIE STATISTIQUE

A. INTRODUCTION

Jusqu'a maintenant nous nous sommes intéressés i la dynamique d'un seul
caviton. Cette étude ne nous informe pas sur des quantités physiques accessibles
expérimentalement, telles que le spectre d'énergie turbulente W(k) ou la fonction
de distribution f(z) des particules du plasma ; préoccupons-nous de décrire le

comportement de ces grandeurs dans le cadre des hypothéses suivantes (1).

® Une injection continue d'énergie (par exemple par un faisceau de particu-
les relativistes) génére, aux grandes échelles, par un mécanisme d'instabilité
(dans le cas d'un faisceau par l'instabilité faisceau plasma) des oscillations
de Langmuir et céde une puissance Q constante. Lorsque l'intensité W de ces
fluctuations satisfait l'inégalité W/nokBT > (k}\D)2 se déclenche, sur une lar-
geur spectrale Ak étendue, l'instabilité d'auto-modulation. Alors se créent lo-
calement des cavités ayant une taille initiale aléatoire Eo Centrée autour du
maximum de 1l'auto-modulation ; par ailleurs, dd au caractére erratique du phéno-

méne, nous pouvons considérer la distribution de ces cavités isotrope.

® Nous nous plagons & un instant to ol le régime supersonique a été atteint
et ol une situation quasi-stationnaire est maintenue : la puissance contintment
pompée Q est perdue aux petites échelles par dissipation Landau sur les particu~-

les résonnantes du plasma.

® Il existe une zone, dans l'espace des nombres d'onde k, qui transporte
sans dissipation l'énergie de la région de production (~ kx) a la région dissi-
pative (v kD). Le transfert d'énergie s'effectue par piégeage des oscillations
de Langmuir dans les cavitons en contraction. Par analogie & la turbulence hydro-

dynamique on convient d'appeler cette région la zone inertielle.
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Exploitons ces hypothéses, tout d'abord dans la zone inertielle puis,

par la suite, dans la zone dissipative.

B. ZONE INERTIELLE

Définissons une densité P(§) en taille des cavités. La quantit&dN(£) :

d N(E) = P( ;} d¥ (ITI.B 1)

est le nombre de cavités dont la taille § est comprise dans l'intervalle IE,E

+ dEL

La variation du nombre de cavités dN(£), en l'unité de temps, dans cet in-

tervalle est égale & la variation du flux J(£)
J(E)=§ Pcx) (III.B 2)
entre £ et £+df soit :
dN(E)= J(8+dE) - J(®) (III.B 3)
~ éa—E[PC'S') E] d¥ (III.B 4)

Par ailleurs, la diminution de la guantité de cavités dans ce méme inter-

valle peut s'écrire sous la forme :

dNG) = —-3—‘_ P(E)dg (III.B 5)

Egalons les deux expressions de dN(£), nous obtenons l'équation de conser-

vation suivante :

2D Pry) 42— §P - 0 (III.B 6)
2 Peo + 2[5 Py
Soit, en utilisant l'expression (II.EB)

b _.A_ - III.B
2P -2 [ X(nEpcm] =0 (. 7
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Intéressons-nous & la densité spectrale d'énergie W(k) définie par la

relation : <

W = [dR W(R) (III.B 8)

-]

ot W est la densité d'énergie des fluctuations de Langmuir.
Remarquons que, en vertu des hypothéses précédemment exposées, nous pouvons

écrire que W(k)dk est proportionnel &dN(£) soit :
WEYLR < PC5)d s (III.B 9)

ot la taille £ d'une cavité est reliée au nombre d'onde par la relation :

- Ree
g - (%ii) ]{— (III.B 10)

et ol la guantité entre parenthéses est une constante.

Nous déduisons facilement

W)Y « P(g\*/ﬁ)/ ﬁa (ITI.B 11)

Il vient pour l'équation d'évolution de la densité spectrale d'énergie

%\A/(ﬁ\) +53_é\[€« V(R) v\/(ﬁ)]: 0 (III.B 12)

ol le taux de transfert v (k) a pour expression

-
V(R) = X(g\x/ﬁ) (%E_) ¢ (III.B 13)

Lorsqu'un régime quasi-stationnaire est établi, la solution de 1'é&quation

(IT.B 12) se trouve aisément

- -
1 2

WI(E) « [ﬂ\)(%)] < R (III.B 14)

De la condition de raccordement du spectre aux grandes échelles, nous choi-
sirons kx' nous obtenons pour expression de la densité spectrale d'énergie la

loi de puissance :
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~1-4d

\A/(%) — W(ﬁ*) (E\— ) < (III.B 15)

P

De la méme maniére il vient pour Y (k) :

d

V(R) = Y(R,) (%: )Z (III.B 16)

C. ZONE DISSIPATIVE

Lorsque la dissipation Landau YL(k) n'est plus négligeable face au taux de

transfert inertiel, l'étude précédente n'est plus valable.

Notons km le nombre d'onde & partir dugquel YL(k) et v(k) sont en compéti-
tion, étudions les modifications apportées au spectre W(k) et & la fonction de
distribution de particﬁles £(v) pour et au-dela de km, cette région constituant
la zone dissipative. De par la nature aléatoire du processus de formation des

cavités nous devons raisonner d'un point de vue statistique.

Donnons-nous une densité de probabilité P(&,e) avec la condition de norma-

lisation :

d¥de P(Ee) = 1 (III.C 1)

et ol

d.(fa — P(’s',&)d"s'd& (III.C 2)

représente la probabilité de trouver les variables aléatoires indépendantes de
£ et de e dans les intervalles respectifs l€,£+d£[ et |e,e+de]. Les résultats
de la mécanique statistique permettent d'affirmer que P(E,e) vérifie l'équation

de conservation du fluide de probabilité ou é&quation de Liouville (2).

2 PCEe) -t-%[f PCS,&)]{—%[& PCe] = o  umcd

ot & et ¢ sont donnés respectivement par les équations et (IT.E8 ,17).
Déterminons la forme analytique de P(Z,g). Il est clair que dans l'espace des
phases les variables £ et £ suivent une certaine trajectoire dépendant du temps

t et des conditions initiales eo et Eo, c'est-&-dire
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€= &(1,5,¢&)

(III.C 4)

E=8(t,%, &)

Par ailleurs, nous avons précisé que la formation aux grandes échelles des
cavités présentait un caractére aléatoire ; nous tiendrons compte de cette pro-

priété en introduisant une densité de probabilité P(EO,EO) sur les conditions

/fjfo dg, PC §o)<°_o) =1 (III.C 5)

Nous pouvons alors, en procédant d'une maniére analogue & Klimontovich (3),

initiales avec :

choisir P(eg,§) comme suit :

Pcser=(d1 46 Re,, %) S[E-3cre,,5) S[e-&(h e, 5.)] a11.C 6)

Sous la forme ci-dessus P(£,e) est écrite sous sa forme la plus générale,

simplifions cette expression et pour ce faire remarquons les deux points suivants

® TInitialement toutes cavités de taille Eo contient la méme énergie EO, il
existe donc une relation du type eo = 80(50) i de plus, de ce qui a été dit en
fin de chapitre II, nous pouvons définir Eo comme la taille correspondant & € =

sc. Les relations (II.C 4) peuvent se réécrire

£, (r5,)
E/ CT/E'?) (I11I.C 7)
P(5,,&) = R (5)

Ecn&o,m
ECH, €, 3,)

et

® Considérons les équations (II.E 23) et (II.E 19), par invariance temporel-

le nous pouvons écrire

de _  d}
267H 35X

(IIT.C 8)

ce qui implique une relation € = €(§). Précisons que l1'équation (II.E 22), dans
l'hypothése légitime d'une faible correction du terme de transfert vers les pe-

tits nombres d'onde, s'intégre sans difficulté, il vient :
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)

Y Ve A g -1
E (5= & (3,) +a d¥ Y(§)§ (III.C 9)

oV

Ainsi la variable aléatoire € ne dépend pas explicitement du temps t et

nous avons la relation :

EhE) = €(3,35.)

D'aprés les deux remarques précédentes la densité de probabilité P(E,¢)

s'écrit :
PCE,e) = RB(5)PE R () 5[£—€°C§/§o)] (III.C 10)
ot nous avons défini la densité de probabilité Pl(E) telle que :

fié P(g/a) — P1 (%) (III.C 11)

c'est-a-dire :
P cey=/d§ R (5,) 8[ -8, ;o)] (1II.C 12)

L'équation d'évolution de Pl(E) se déduit aisément de 1'équation (III.C 3)

en intégrant sur la variable €, il vient :

5 Re= 25X ) RG) (111.¢ 13)

ol nous avons utilisé les équations (III.C 10) et (III.C 11) ; nous avons posé :

X, =[5 R X(36(55)) e 14

Muni des expressions précédentes, déterminons l'équation d'évolution de la

densité spectrale d'énergie turbulente W(k), nous posons :

W (R)
bRy T

ot n_ est la densité moyenne des cavités, £ g(k&) est la densité spectrale d'

= Neay ld8de € PC;,E)% 9 (R E) (III.C 15)

énergie, en l'absence de dissipation, dans une cavité.
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Utilisons le théoréme de parseval, il vient :
d o
4z § h,l(f/;') — /d& § 3C£§) = 1 (III.C 16)

Remarquons que nous pouvons écrire l'expression (II.C 15) sous la forme :

__v:_/_(.f‘:?_, =Ny, [d§E a(ﬁ§) T'(g) (III.C 17)
KR T

ol
r(§) —_ B<g) d§° B CEg) Ec) (,E/ go) (III.C 18)
Déterminons l'évolution de la densité spectrale d'énergie W(k), ce qui re-
vient & chercher 1l'évolution de I'(§) ; dérivons par rapport au temps et membre

a4 membre l'expression (II.C 18) d'oli, en se souvenant que £, € et t sont, d'un

point de vue statistique, des variables indépendantes :

,ab_t__f'(g) - d&e{%[g)((g&)PC%&)] +§_é[e YC§)8P(§,€>]}

(III.C 19)
posons :

95,635 X (3,6,(5,5,) P (&)
X, (5 = |

ﬁg CEEIRG) e

Considérons l'expression ci-dessus. Remarquons que 1'intégration sur la va-
riable go s'effectue sur les cavités de grandes tailles telles que go >> g, par
ailleurs £, €St centrée autour du maximum de 1l'instabilité d'automodulation
go « k;ip i appliquons alors le théoréme de la moyenne (voir appendice A) &

t . = - » .
eO(E,go) et pour la variable go Eo, il vient pour XZ(E)
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X, 05 = X(Ee0w) (111.c 21)
ol nous avons posé :

E(g) :éo( g,g,) (III.C 22)

Appliquons de méme le théoréme de la moyenne & l'expression (III.C 14), il

vient en raisonnant identiquement :

X4 (8) = K(§,&(g>) (III.C 23)

L'équation (III.C 19) se réécrit :

— 9 - 4
2 To= 2[Exgees)] ~2y®I(s)  wmez

Nous pouvons aussi décrire 1l'équation d'évolution de W(k). Considérons 1'
expression (III.C 15), raisonnons de la méme maniére que pour la dérivation de

l'équation (III.C 19), posons u = k&, il vient pour équation :

p
ST W)= - ;‘?E[ BYRWER] -2 Y (R W(R)  amrc2m

ol nous avons pour expression du taux de transfert v(k) :

ﬂjedu quou & X(U/ﬁ) &) PQ/R,E)
VR) = {X/ke)=

/ﬁ&du glwu & PCu/ﬁje)

Cette expression peut se réécrire plus simplement en tenant compte de 1'

(III.C 206)

expression de p(£,€) et en appliquant le théoréme de la moyenne (sous la forme

précisée dans l'appendice), nous obtenons :

V(R) = X(Uo/ﬁjf Cw/ﬁ.)) (III.C 27)
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Nous constatons que l'équation de la densité spectrale des fluctuations du
champ de Langmuir met en compétition deux effets. Un terme différentiel, modéli-
sant un transfert d'énergie vers les échelles dissipatives, qui est caractérisé
par un taux de transfert v(k), ainsi qu'un‘terme dissipatif, modélisé par Y(k)’
qui traduit la dissipation Landau aux petites échelles.y (k) dépend de la forme

de la fonction de distribution des particules.

Notons que nous pouvons ajouter un terme de source Q(k) au membre de droite

de (III.C 25). Q(k) modélera une densité de puissance spectrale excitatrice.

D. EQUATION POUR LA FONCTION DE DISTRIBUTION §(v) DES PARTICULES

> >
A la condition de résonance Cerenkov (w, = k.v) le champ fluctuant est

k
absorbé par les particules résonnantes du plasma ; ce mécanisme est décrit par

le coefficient d'absorption de Landau qui s'écrits
4
nla
et ol

CH; §C—U>'> f— 1 (III.D 2)
rP\“

> >
u(k,v) est le taux d'émission du mode de Langmuir avec (3.)

=1

9 wr g
— m e — R
UCR,v)=T Me e §lwp, (III.D 3)
Sachant que dans un état turbulent le principal phénoméne est la diffusion
des particules du plasma par le champ fluctuant (3), nous pouvons adopter pour
équation d'évolution de f(v) l'équation de la théorie quasi-linéaire classique

qui, dans le cas isotrope s'écrit

d-1
2 _ 4 2 Do) 9 .
—8?50}')_ = T()B‘—U_ C"‘D..DTy.f(’D‘) (III.D. 4)

od D(v), coefficient de diffusion dans l'espace des vitesses, s'écrit :
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- - 2
D(v) = ﬁ{ ﬁ NC§>UC§1—§> (B\U-> III.D
o =y (II1.D 5)

>
ol N(k) est le nombre d'occupations, pour les plasmons, des états de vecteurs

> -
d'ondes k, notons que dans le cas isotrope W(k) « kd L N(k).

Nous disposons, connaissant l'équation spectrale (II.C 25), l'équation
quasi-linéaire de f(v) (III.D 4) et les expressions associées, d'un systéme dé-
crivant la dissipation du champ turbulent haute fréquence de Langmuir et la gé-

nération de particules non thermiques.

Exploitons ces équations et recherchons des solutions lorsqu'un état quasi-

stationnaire est atteint.

E. RECHERCHE DE SOLUTIONS QUAST-STATTIONNAIRES DISSIPATIVES

Nous supposerons que l'absorption résonnante s'effectue dans la gamme des

petites échelles définies par km(t) <k < kM(t).

L'énergie ainsi acquise par les particules, dont la vitesse vérifie 1'éga-
lité v = wpe/k, leur permet d'atteindre des vitesses non thermiques comprises

dans l'intervalle w_ /k (t) < v < w /k (t). (Voir figures III.1,2)
pe M pe m

Il y a formation d'une queue de particules suprathermiques pouvant atteindre
des vitesses relativistes. D'autre part, la formation de cette queue de particu-
les augmente le nombre de particules résonnantes, la zone dissipative va peu &

peu gagner sur la zone inertielle, celle-ci tendant & disparaitre.

Dans le but de décrire cette dynamique cherchons une solution quasi-station-
naire des équations précédentes sur la base d'un flux constant de particules aux

grandes vitesses, c'est-&-dire

d-1
T D(@ibb_ 5@) = ost  pour U (P <UL UL(H)
)

ITI.E 1)
Cherchons des solutions en loi de puissance du type

§(U’> j— AG:) 'U:rl pour 'U—m6'> < U <L Uﬂ (t) (III.E 2)
—o
W(%> p— BQ) ﬁ pour ﬁm&) < & < F{n&> (III.E 3)
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F(v)

Maxwellienne

Figure III.1 - Fonction de distribution f£(v) des particules pour 4 = 3.

Zone

Zone de

production inertielle

wone

Gissipative

condensation et
, Effet Landau
auto-modulation

Figure III.2 - Spectre W(k) des ondes de Langmuir pour d = 3.

Au-dela de k,l'absorption Landau détruit les lois de puissance.
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Utilisons d'abord les équations spectrales.

D'aprés l'égquation (IIZC 13) nous avons :
4.4 -4

-1 ) Z
R (5) [ EK(§,§C§)}] < § ECE) (III.E 4)

N . , S . e o< . . -2+
ou la derniére proportionnalité est justifiée dans l'approximation € > Ec g 2+d

par ailleurs dans cette hypothése nous avons la loi de proportionnalité

d _ -3
T ¥-n g 2
E(E) K« | X (III.E S)
ol nous avons posé, d'aprés l'expression générale de vy (k)
-d
1
YC%\) =~ a 2\ (ITI.E 6)

or
W) « [45 S(QSDE BCE) & (III.E 7)
D'oli, en utilisant les lois de proportionnalité précédentes
N-2d-1
W(R) < é\ (III.E 8)
Par ailleurs, dans un état quasi-stationnaire nous avons nécessairement
P
A aﬁ(ﬁJ\/\/(ﬁ): —-2'\((&} W(R) (III.E 9)
D'aprés l'expression (III.C 26) de v(k), nous avons v(k) = b kn_d, 1'égalité ci-

dessus implique alors

_;__ = -2 +3d (III.E 10)

Examinons la condition d'un flux constant de particules. D'aprés l'expres-

. P . . s = o4
sion générale de D(v) nous avons la loi de proportionnalité D(v) « v . L'ex~

pression (III.E 1) implique alors 1l'égalité
d+<><——!’]—-5: e} (ITII.E 11)

soit, en comparant (III.E 3) et (III.E 8)

q - %d 1 | (III.E 12)
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Immédiatement nous obtenons :

| iy
c(::—‘é—-x-z, ) a="b ) < < R (III.E 13)

En conclusion de ce paragraphe nous dirons que les unigques solutions en loi

de puissance sont de la forme :

3d ~-d _
-F +1 E\ > 2
f(ﬁ') <X U et W(CR) (III.E 14)
o d/2-1 .
De plus, dans cette région nous avons yv(k) = v(k) « k ; nous constatons

que l'indice spectral est plus fort que dans la zone inertielle, le spectre est

plus pentu.

Nous pouvons confirmer ces résultats en intégrant directement 1'équation

(ITT.C 3) dans le cas stationnaire (voir appendice B), nous obtenons :
1 _9-1
- <
Pied= & §° w(T)

oﬁ(? est une fonction de l'invariant I.

Si nous injectons cette solution directement dans 1'expression de W(k) il

vient les solutions ci-dessus.
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F. CARACTERISTIQUES DE LA QUEUE DE PARTICULES RESONNANTES

Intéressons-nous aux propriétés physiques de la queue de particules réson-

nantes, pour cela étudions le cas le plus réaliste d = 3.

Remarquons que, dans ce cas, nous avons, d'aprés les expressions générales

de D(v) et Y(k) (voir appendice C)

4 3
- W(CR)
= Wee M Mg

oY)
(ITI.F 1) E>TU‘?( (III.F 2)

Proposons-nous d'estimer le comportement temporel asymptotique des nombres
d'ondes k_(t) =w_ /v (t), k (t) = w_ /v _(t) et de la densité de particules ré-
m pe M M pe m

sonnantes nR(t) que nous posons, par définition, égale & :

B.(D

N (P = N, dvfcv) (III.F 3)

R, (D
Précisons que par asymptotique nous entendons des temps t tels que

VM(t) >> vm(t).

S'il est clair que le nombre d'onde km est tel que la dissipation commence
a compenser le transfert (Y(km) 3y v(km)) nous n'avons pas justifié l'existence
d'un nombre d'onde kM au deld duquel les lois de puissances sont détruites. Nous
savons (voir début du chapitre II) que la condition de "vie" des cavités est que

la pression du champ haute fréquence domine la pression thermique, ce qui nous

avons traduit par la conditionSR.> 1. 8i nous remarquons, gu'aux petites tailles,

l'absorption résonnante et 1'émission d'ondes sonores (voir chapitre II) contri-
buent & vider les cavités de leur énergie, il arrivera que pour des dimensions

de cavités correspondant & un nombre d'onde supérieur & kM, ol kM est tel que

KR, Y = 1 e

il n'y aura plus d'équilibre des pressions et les cavités seront alors détruites

@

il s'en suit une rupture brutale de pente du spectre au deld de kM. Notons que ce

i
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phénoméne de disparition soudaine des cavités est supporté par des simulations

numériques (4).

Exploitons la relation (II.E14) ; d'aprés (III.E 13) nous avons
6 2 g 2
— m —
& = E*(Q—) = ﬁ* (?m-) (III.F 5)
Le nombre de Reynolds peut s'écrire, dans la zone dissipative,

sous la forme

4-d d-2
R(ﬁ): @\*(%\m) (%) (III.F 6)
L'égalité (II.F 4) impose alors :
A

2-

i=d
&n (t) = E\mﬁ“) :@L* (&@)cj—q (III.F 7)

R

soit, pour d = 3

: -1 2
g\n ()= [)Kx ﬁ* g\m ) (III.F 8)

Ainsi, nous avons relié kM(t) et km(t), nous utiliserons plus loin cette

relation.

D'autre part, il est intéressant de relier la densité de puissance injectée
QO & la densité d'énergie turbulente & Wx ; faisons 1'hypothése que, par auto-

modulation, la densité de puissance est transportée & k , nous pouvons é&crire
¥

Ry
Q~ [d& gé[meowca)] = V(By) Ry W) 2 VBu) W,

) (III.F 9)

ou la derniére égalité résulte de l'approximation d'un spectre doux et ol

v(kx) = Ysup’ Ysup €tant donné par (II1.D17). Moyennant ces hypothéses il vient :

_
W = HHOB\BT Q 5 (III.F 10)

ou, par commodité d'écriture, nous avons posé
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Q

5 = (III.F 11)

[ 0pe N T

Il sera aussi pratique d'écrire nos résultats en fonction dejq, de la défini-
tion de.il et d'aprés (III.F 10), Q s'exprime en fonction du nombre de Reynolds

a l'aide de 1l'expression ci-dessous
3
— ) Z3
Q = X fR (III.F 12)
3 *

Intéressons-nous & présent & la densité de particules résonnantes n. (t). Expli-

citons (III.F 3), il vient avec f(v) = A(t) v /2 et sous 1°' hypothese d'isotro-
pie
A4 A5,
N (1) = 8TN, Al v, (1’) - 'U' (_1'} (III.F 13)

I1 est clair que pour t grand nous aurons

=5,
N (+) = 8N, AU (1') (III.F 14)

De plus, d'aprés les conditions de résonance et d'aprés (III.F 8) nous pou-
vons indifféremment exprimer vm(t) en fonction de k%(t), km(t) ou VM(t). Le pro-
5 A
bléme que nous nous sommes posé sera alors résolu si nous exhibons deux équations

liant A(t) et km(t) ou kM(t) ou %q(t). Raisonnons pour ce faire comme suit :

Ecrivons que la densité de puissance Q, constante, de la pompe est donnée,

a& la résonance Landau, aux particules de la queue sous la forme de densité de

puissance cinétique soit : T (F)
> 2 —
de _d inoma dvv f(’u*) (III.F 15)
at+ ~ dr [ 2

Un(®)

Sous les mémes hypothéses que précédemment et avec WR = Qt, égalité que

nous pouvons réécrire sous la forme

e = \7* T (III.F 16)
WV %

nous obtenons, pour 1l'expression (III.F 15)
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['U;té’ﬂ"vma(ﬁ‘)] AQ‘) = Zf;—r \@\* (VX“-> Ure_ (III.F 17)

ou vx a le sens habituel, c'est-a~dire en explicitant :
%
V* = [—-45— 3‘:{*] va?e (III.F 18)
Asymptotiquement nous pouvons é&écrire :
3
O AE) = o RO v rnr 19)

ce gui constitue une premiére équation.

Par ailleurs nous savons (voir paragraphe III.E) que dans la zone dissipa-

tive et lorsque les lois de puissance sont établies, nous avons
YC&) ~n VOCR) (III.F 20)

Ce qui implique, en utilisant la formule (III.F 1) donnant y(k) et avec v(k) =

/2 3/2

1
vik ) (k/k ) et o, de la condition de raccordement 3 k , v(k ) = v(k )(k /k ',
m m % m = m %

pour expression de A(t)

-2 I 2 1
AG') ~ 1T (3}4)4 @;/ Ute ’Ujrz (III.F 21)
Iﬂ%

Notons que nous pouvons retrouver la relation (III.F 21) indépendamment de
1l'hypothése (III.F 20) ; en effet, écrivons que la densité de puissance Q est
perdue par résonance Landau, soit :

™
Q=1 d R Y‘Cﬁ)W(E\) (III.F 22)
B

-7/2

Explicitons B(t) tel que W(k) = B(t)k . De la condition de raccordement
-7
a km(t) nous avons W(k) = W(km)(k/km) /2, de la condition de continuité a kx
nous obtenons W(km) = W(kx)(km/kx)_s/z, B(t) se déduit simplement par identifi-

cation, il vient en réarrangeant les termes

7 5/
BQ—>: (—%) @* %. nO&bT EX (III.F 23)
-
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Si nous réécrivons (III.F 22) en développant les divers termes et en utili-
sant (II.F 23) nous retrouvons asymptotiquement 1'expression (III.F 21) confir-

mant ainsi la justesse de 1l'hypothése (III.F 20).

Ayant établi l'expression (III.F 21) de A(t) nous sommes alors en mesure
de déterminer 1'évolution temporelle de VM(t), il vient d'aprés (III.F 19)
z
Tn () = <-i‘t ) 'U'—re (III.F 24)
™
ol le temps d'évolution caractéristique tM de la vitesse maximale VM(t) de la

queue s'écrit :

-1/ 1
.Z/ ~
1';1 - C f‘%* )D* (III.F 25)

-1 1, =3 3
ot (I 3434/_\/_’1 (0

Connaissant la dépendance temporelle de VM(t) (ou km(t) ), nous déduisons,

d'aprés (III.F 8), pour équation d'évolution de vm(t) (ou kM(t))

4 A
(b)) = c’ (ii}> ﬁ* UT—'e (III.F 26)
a 3 "
v =(5) v 8 10

La densité de particules résonnantes nR(t) s'exprime alors facilement, il

vient en utilisant les expressions (III.F 24) et (III.F 21)

4
n.(H) = b Q,@ (%} Ny (III.F 27)

b 2
ot b:%(st” ~ 610

Ainsi cette densité de particules résonnantes décroit au cours du temps
-4
en t

.

Bien entendu cette analyse sera valable tant que nous pourrons né-
gliger la contribution des particules dans la queue a la relation de dispersion

des ondes de Langmuir, cette condition implique que la densité d'énergie dans
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les particules dans la queue est petite face & la densité d'énergie dans la

partie thermique de la fonction de distribution des particules, soit :

Wa K N, ’g\gT (ITI.F 28)

Cette inégalité peut se réécrire sous la forme

- & I (III.F 29)

ot le temps limite de validité tF de la théorie ci-dessus a pour expression :

R,
Jrf;» - C S 5% 7)% (III.F 30)

A 4
ot c:(%)’_\: 1,6 10

Notons que dans le cas ol 1l'inégalité (III.F 28) ne serait plus assurée il
faudrait utiliser un couple d'équations de Zakharov ol l'effet des particules

dans la queue serait pris en compte (5).

Estimons le rapport tF/tM' Des relations (III.F 25,30) nous déduisons :

=1
—;—_E— A o) :Q* (III.F 31)

™
Ce rapport est de l'ordre de l'unité.

De la condition d'existence d'un régime séculaire, tM < tF, nous pouvons

estimer qualitativement une borne supérieure de la valeur du nombre de Reynolds

;ﬁg, nous obtenons :

_
:R,‘ < RC:(_ZI)Z 53/2’ }.,L/?' 44 !OZ‘/ (III.F 32)

Ainsi le comportement en loi de puissance des grandeurs que nous venons de
décrire ne pourra étre observé gqu'au bout d'un temps de l'ordre de tM et pendant

un intervalle de temps relativement court At = tF - tM

Remarquons aussi qu'a l'instant tM la densité de puissance cinétique WR(t)-
dans la queue de particules résonnantes est proche de la saturation, au sens dé-
crit par l'inégalité (III.F 28), en effet il vient en utilisant 1'expression

(ITI.F 16) :

3
W, (1‘“) - C Q* M, B‘BT— (III.F 33)
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. .. 3._3/.?, 1/4,\' 6 102,
ST R

Nous constatons que pour 1<8131 <(]£ le rapport WR(tM)/nokBT est de 1l'or-
dre de 10_1, WR(tM) est donc déja important, ce qui laisse supposer que l'essen-

tiel de la queue est déjad développé a tM. Les diverses quantités caractérisant

la gqueue (nR(t), Vﬂ(t), v (t) et WR(t)) évoluerons donc lentement aprés tM et
F v m
1'état asymptotique est de plus en plus long a atteindre.
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CHAPITRE IV

EMISSION D'ONDES SONORES

A. INTRODUCTION

Montrons que sur la base de la théorie statistique exposée au chapitre IIT
nous pouvons décrire 1l'évolution de l'énergie perdue lors de 1'effondrement des
cavités par émission d'ades sonores Précisons que diverses simulations numériques

ont mis en évidence 1'importance de ce type de dissipation de 1l'énergie (1,2,3).

Rappelons que lors de la contraction des cavitons le champ électrostatique
de Langmuir atteint des valeurs importantes (W > {M'IO&J dans le cas superso-
nique), les ions présents dans les cavités vont alors en étre violemment
expulsés (par le mécanisme exposé au chapitre I) et acquérir une énergie
cinétique considérable. D'un point de wvue statistique, dans 1'étape fortement
turbulente, nous pourrons décrire le plasma comme un ensemble de cavités répar-
ties aléatoirement, chacune générant un flux divergent d'ions. Ces ions vont

créer dans le "fluide" plasma des zones de compressions et de raréfactions :

Localement, 1'augmentation de la densité Sn du plasma,dfie au flux d'ions
expulsés, va donner naissance & une augmentation locale de la pression §P <X SN
Les particules vont alors étre forcées de quitter ces régions de fortes pressions.
Ceci conduit, dans le woisinage immédiat de ces condensations, a la formation
de condensations similaires. Le méme processus va prendre place dans ces
condensations nouvellement formées créant, a leur tour, d'autres condensations
dans leur voisinage. Le méme processus se répétant nous avons la propagation
d'une onde que nous nammerons, d'une maniére générale, onde sonore. Les cavités
dans cette étape se comportent comme un ensemble d'emetteurs d'ondes sonores.Nous
supposerons que la destruction des cavités par le flux d'ions des cavités voi-

sines peut étre néglicjé.
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B. PUISSANCE RAYONNEE PAR UN CAVITON

A 1l'aide de la densité lagrangienne libre des phmxxm;2§; (cf. 1II-C10).

Nous pouvons écrire l'expression de la densité d'énergie WS des phonons

(dans le systéme d'unités précédemment définies).

W= 4 [@7 95 )Z'—{- | &(Jﬂ (Tv-21)

ol le premier terme entre crochets est associé a 1l'énergie cinétique des ions
expulsés. Le deuxilme terme est 1ié aux compressions (négatives) de densité

du fluide. Notons que dans le cas supersonique nous avons 1'inégalité :

L2 2
To= (- Vo) > (Tv-82)
Et 1l'inégalité inverse dans le cas subsonique.

De l'expression (IV-B1) nous pouvons déduire 1'évolution temporelle de
la quantité W il vient, en utilisant les équations (II-C14,15) :

2

- > A 2 -
%ws: -v.[v(kp-z-jlw )] *%W’ VU (Tv-B3)

Intégrons (IV-B3) sur le wolume (V) d'un caviton délimité par une
surface fermée S, appliquons le théoréme d'Ostrogradsky au premier terme
de droite, nous oObtenons :

- _ - 2 - l> >
_DDt.__ 4% W, = - JE-U'(L(M—;:M )+2_ dx_[(_{)} -

V) &) V)
Interprétons les divers membres de (IV-B4). Le membre de gauche décrit

(IV-B4)

S

1'évolution de l'énergie des phonons associée a un caviton. Le dernier membre
de droite décrit 1l'énergie d'intéraction entre le champ fluctuant et les oscil-
lations des particules piégées dans le caviton. Le terme médian, que nous
noterons Qs décrit la puissance perdue, sous forme d'énergie cinétique des
ions, & travers la surface (S) du caviton en contraction. 2

Notons que dans le cas subsonique ( \P :.-%7 ]HJ| °)

ce terme est nul, il n'y a donc pas d'émission d'onde sonore dans ce cas.
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C. EQUATION SPECTRALE DES ONDES SONORES

Introduisons la taille £ et le parametre d'énergie e d'une cavité.
Quand l'instant de l'effondrement est approché nous pouvons utiliser les
solutions auto~similaires (II-E15) et (II-E20). Exprimons la puissance gagnée
QS par les ondes sonores en fonction des grandeurs caractéristiques d'un

caviton, Q. = Q (¢, €).

Remarquons au préalable que l'utilisation des solutions auto-similaires
(II-E15, 20) présuppose l'approximation supersonique, QS se simplifie et nous

pouvons alors l'écrire sous la forme :

. ds . v|L9| (Tv=C1)

S
Wl e Eh (2/E)

Pour continuer l'analyse nous avons besoin de l'expression du champ de
vitesse v dans le régime auto—-similaire, cette expression va nous étre fournie
en utilisant les équations (II-C11, 12) et l'hypothése supersonique, nous

avons pour équation reliant v et Vs

J A
=Y +VU = O (TV-C2)
oF
Examinons le cas d'une géométrie a symétrie sphérique. v sera,alors
radial et v = V. gr' Cherchons des solutions du type V. = w(t) r/g(t

L'équation (IV-C2) se réécrit :
-1 . -2
gW(f)h{(g) = -3% E h5(3‘) (TV—C3)

ol nous avons posé N 41
%:r’/g ) h(%) 545—%% hs(ﬁ)

ot | (IV-C4)

hs (%) =7 5‘-% h, (3) = h, (%)
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Il vient par simple identification et en utilisant la relation (IT-E23)

-1
W(t) =2 _X ( E/& ) E (IV-C5)

Précisons que l'examen du cas d'une géométrie a symétrie cylindrigue,

> > >
oav = Vet Ve ., confirme le comportement ci-dessus.

Utilisons 1'hypothése d'isotropie et les expressions que nous avons

calculées, QS s'écrit :

-2
QS(E,E)ZZC &) X(E,E) 5 (TV-C6)

ou C est une constante de l'ordre de l'unité ayant pour expression :

d-2
c = |d® ]Q@)/dﬁff h, (%) h,G%) (TV-C7)

L'intégrale sur © portant sur les variables angulaires et z = 3{’/ ;

Connaissant la densité de puissance émise par une cavité nous pouvons
calculer la densité de puissance spectrale Qg (k) émise par l'ensemnble des
cavités, ce qui est un terme de source pour l'équation d'évolution du spectre

Ws (k) d'ondes soncres ainsi émises.

QSCQ>:§FWs(a)J = §F <8nn§n ZaNoRe T (ruce)

et

Q= (Koo by, | [d3de p(§ ) gEDQ(58) (e

ou les Sn, sont les perturbations de densité créées par le flux d'ions
expulsés. Exprimons Qs (f/é ) en fonction de la densité spectrale d'énergie
W(k) (cf ITI-C15) et du taux de transfert v(k) (III-C25), il vient :

Z
ot =2 (RX) VR W(ER) (TV-C10)

Ce qui est une fraction de l'ordre de (k %D) 2 de la puissance mise en jeu

pour le collapse.
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L'équation d'évolution du spectre d'ondes sonores se déduit aisément :
, 2
2 W, CR)= (B M) VRIWCR) =2 Y3 (B WL (R (pmcr)

ol nous avons inclu 1'absorption réscnnante Landau, modelée par Y”s(k)'
sur ce mode ; avec :

Ys(gx): (%)

Lorsqu'un régime stationnaire est établi le niveau spectral d'énergie

2
S RAo We. (IV-C12)

sonore suit la loi :
2

W (R) = (6\%0) % W(R) (Iv—C13)
S

soit pour la zone inertielle :

) 1
Bl T V(A WE,
WS(F)ﬁ(T_F)(Z;IH) Wre. ) (TV-C14)
et pour la zone dissipative :
iy, -1é S -2
_ (Rn) [ R
Ws (R) —(‘%)(Z?P ) e\ W(Rn) (i)

ou km est un nombre d'onde ol la dissipation Landau des particules
balance le taux de transfert .

Nous en concluons que dans la zone inertielle le spectre de la densité
d'énergie sonore est blanc et décroit en k-z dans la zone dissipative.

D. EQUATION SPECTRALE DE L'ENERGIE ASSOCIEE AUX RAREFACTIONS DE DENSITE

Dans le paragraphe précédent nous avons considéré l'énergie sonore associée
aux perturbations de densité créées par le flux d'ions expulsés, qu'en est-il
de l'énergie liée aux raréfactions de densité Snr des cavités ? Nous conviendrons

de nommer cette densité d'énergie 1'énergie de raréfaction Wf(k).
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Nous savons (cf chap. II) que dans 1l'étape auto-similaire k?

se comporte conme :
-2
kf:—? Hz_(i/f) (TV-D1) -

L'énergie de raréfaction dans une cavité de taille E (t) et de volume

LIS : .
cav(t) s'écrit :

2 d-4
E(3)= 42 = ¢ 5 (Tv-D2)

N Veov (r)

-d
o = |dx g hz(_i/f)

Veay CF)

Connaissant la densité d'énergie Er (75-) d'une cavité et la statistique

(IV-D3)

P(; &) régissant les cavités nous avons pour expression de la densité spectrale
d'énergie de raréfaction W (k).

W (k) = ¢ SN ‘5”r> NoRgT = }m ReT 1, [[d5dE PG €) € () zv-pe

L'évolution temporelle de W (k) se déduit aisément en appliquant membre
membre 1'opérateur .D_ soit :

W (R) =< /fdgdé & (?)_ PCE,&) (IV-D5)

Sachant que P § , &) obéit a 1'équation de Liocuville (III-C3) il vient
a la suite de quelques calculs :

\

d-4

FWe®= L 2R WRWR]-2LRIWCR)  aeos)

ol nous avons tenus compte de la contribution de 1'absorption résonnante
Landau‘\(s(k) (voir Iv—C12) sur le spectre.
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Cherchons la sclution de 1'équation (IV-D6) lorsqu'un régime stationnaire
est établi. Nous devons distinguer deux régions spectrales ; la zone inertielle,
ou vg_& kd/2 , et la zone dissipative, ol ))k & kd/2 1, Remarquons que sur
l'ensemble du spectre (et ce quelle que soit la dimension d)'Y‘S k) &k
(cf IV=C12) . Intégrons le membre de droite de (IV-Dé) il vient pour la zone

inertielle :
| 3 .
WCR) = wrcﬁ,g(%) P{ 2 g)-}f% &;f[(%) < 4] (xv-07)

Nous voyons que, pour tout d, le terme exponentiel est toujours treés
petit (remarquer le facteur u3/2), nous pouvons donc avec une trés bonne
approximation le négliger (pour d = 2 (IV-D7) n'est plus valable), le spectre

inertiel suit alors la loi :
4-4
2

WL (R) = WL(Ry) (%_j (IV-D8)

Dans la zone dissipative la chute du taux de transfert modifie cette

solution, un autre régime stationnaire se forme il vient :

-3d

W, (R) = WL (R,) (g:_m) a@xp w@)‘&%’ %*’D %"c [(Rm) ] (IV-D9)

Tout comme pour la zone inertielle nous pouvons légitimement omettre
la contribution de 1'exponentielle il vient alors :

5-3d
We(R) = WolB) (ﬁé_)

(IV=-D10)

ol comme d'habitude km est tel que Y R V(Rn)

Nous constatons que contrairement au spectre d'ondes sonores la forme
du spectre dépend de la dimension du probléme considéré.
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L. COMPARAISON DES DENSITES D'ENERGIES SONORES ASSOCIEES AU FLUX D'IONS

ET AUX CAVITES

L'étude des deux paragraphes précédents nous a permis de mettre en
évidence 1'établissement d'une turbulence icnique lide & l'ensemble des
perturbations de densité Snt du plasma, avec :

Snt = Sn,. + SnS (IV-E1)

Nous avons aussi expliqué l'origine physique des deux phénoménes ;
déterminons & présent le processus dominant, c'est-a-dire le processus mettant
en jeu la densité d'énergie la plus importante.

Pour ce faire nous avons besoin au préalable d'un ordre de grandeur
de W%(k*). Nous pouvons estimer que pour k ~ k, le régime de 1'instabilité
automodulationelle est approximativement subsonique ; dans ce cas Wr (k,) peut
se déterminer de 1'équilibre des pressions thermiques et hautes fréquences soit :

Sne —__WVh )
No " Ry T (Tv-E2)
d'ol
2
W (B )~ ,.*_4< Nekgl=d (We \ 0 R T -
3 ( > Ao &' (Tv-m3)

Nous sommes a présent en mesure d'estimer le nombre d'onde k 2 partir
duquel 1l'inégalité :

W) 3w, (k) (IV-E4)

se vérifie. Il vient, en utilisant les expressions (IV-D9) et (IV-C14) :

-2

Ly e R T, s
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soit pour d = 3 _1
- -~
3 >f < ‘(R'* ﬁ\* (IV-E6)
4
ol ¢ =(—gﬁ LL-1)’.“_6

R71/4 étant de 1l'ordre de 10

(IV-E6) est facilement vérifide aux petits nombres d'ondes.

1 (R, > 1) nous constatons que 1'inégalité

Nous concluons qu'aux échelles définies par un nombre d'onde k tel que
ke <k < k 1le spectre des fluctuations de densité provient principalement de
1'apport des ondes sonores émises par le flux d'ions expulsés des cavités et

sera décrit par l'équation (IV-C11).

Dans le cas contraire, ce qui correspond a une gamme spectrale Ak
étendue, 1'apport majeur proviendra de 1'énergie contenue dans les cavités
(énergie des inhomogéneités de densité) et ce méme spectre sera décrit par
1'équation (IV-D6).

Terminons ce paragraphe en notant que pour k = k, le régime est
supersonique et 1'approximation (IV-E2) est en fait une sur estimation
conduisant & une sous estimation de la valeur de k.

Néanmoins, pour d = 3, k est inversement proportionnel & la racine de

Wf*

valeur correcte de E.

ce qui nous permet de supposer que l'estimation (IV-E2) conduit a une
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F. CONTRIBUTION DE LA TURBULENCE FORTE DE LANGMUIR A LA RESISTIVITE ANORMALE.

Il est bien connu (5) que pour une vitesse de dérive ﬁ">'ﬁ;, oﬁlﬁ; est
une valeur de seuil, des électrons par rapport aux ions apparait dans le plasma
une brusque augmentation de sa résistance.

Il est admis que, d'une maniére générale, cette accentuation anormale
de la résistivité peut &tre décrite par le concept de collisions turbulentes
des particules, principalement des électrons (du fait de leur masse relativement

aux ions), sur les fluctuations du mode excité.

Dans notre cas nous avons vu que le mode pseudo-sonore ionique était
excité par la turbulence forte, cherchons alors la fréquence de collisions v*
résultant des collisions de la population d'électrons sur cette turbulence
ionique acoustique.

Aprés quelques calculs (voir appendice E) nous obtenons pour expression
de v¥ :
Y s
y (Tzf)wpe dp. _WCRY R - (TV-F1)

N, ﬁb‘r R

+
R
Nous devons dans l'expression du spectre turbulent ionique Ws(k) distinguer
1'apport de la densité d'énergie du flux d'ions expulsés des cavités ainsi que
1l'apport de la densité d'énergie des raréfactions de densité, soit :

\/\/S(&) - \/\/5(@> + WL (R) (TV-F2)

Apprécions v* lorsqu'un régime quasi-stationnaire est établi. Nous ne
prendrons en compte que les densités d'énergie associées a la zone non dissi-

pative, celles-ci étant les contributions les plus importantes.

Calculons la contribution du flux d'ions expulsés a la fréquence de
collision effective v*, notons vs* ce terme. Injectons le spectre stationnaire

(IV=C14) dans l'expression de v*, il vient en fonction du nombre de Reynolds
ak, :
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’)* ﬂ rn _L) (TV-F3)
B

w

ola=2:27Tx~ 7.10™2

g* sera plus important que le taux de transfert v* pour un nombre d'onde

km vérifiant la condition :
km > k, exp [a 344 (Tv-F4)
Cette condition se réalise aisément.

Déterminons maintenant la contribution des cavités en tant que réservoir
d'énergie fluctuante ionique, notons vr* ce terme.
Injectons le spectre quasi-stationnaire (IV-D8) dans 1l'expression de v*,

il vient :

4 |
V:’: 2,(%‘: )z__\"/'“_&*_) o, &D [,1 _ (_ﬁ_ﬁ )/?'} (IV- F5)

Soit en utilisant 1'approximation (IV-E3), en introduisant JQ*, et en
supposant l'existence d'une zone inertielle étendue (k, << km)

%
*
))P:cﬂ*ﬁ* (IV=F6)
i, I
L %
ne=- 2(T
oc= 3 >ﬁ~11o

Nous constatons que \)r* dominera v, pourvu que @* > C—2/ 3, soit

R* > 2.101 , ce qui est une condition raisonnable.

* *
Estimons a présent la valeur de ‘?'2* telle que v, > v il vient

:Q > b ()ﬂ&(& (IV-E7)
oi b = (5’4 I f«L)fv 4.10]
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Cette condition exige un nombre de Reynolds élevé et n'est pas réalisable
pour des pompages modérés.

Nous concluons que la contribution essentielle & la résistivité anormale

provient de 1l'apport du flux d'ions expulsés:

* % % *
N (IV-F8)
Y=Y o+ v, ~ P

Par ailleurs nous avons montré que la fréquence de collisions effective y*
est importante et devient aisément plus élevé que le taux de transfert Vo

Examinons alors dans le paragraphe suivant les conségquences de cette

fréquence de collisions effective importante.

G. TURBULENCE FORTE ET INTERACTION FAISCEAU-PLASMA.

Nous nous restreignons au cas d'un faisceau froid, le méme type de raison-

nement peut s'effectuer pour un faisceau tiede.

Nous supposons que se propage dans le plasma un faisceau d'électrons
de densité FIF , telle que :

Ne

Q

<< 1 (TV-G1)

de vitesse Vf dont la dispersion en vitesse Ay (voir figure G1) vérifie
1'inégalité :

AT, 4
F Ne
< (TV-G2)

Tout d'abord étudions sous quelle condition ce faisceau peut engendrer
une turbulence forte de Langmuir, dans l'hypothése ol cette derniére n'est

pas excitée directement par le faisceau.

G.a) Condition d'existence de la turbulence forte.

Nous savons que si 1'inégalité (IV-G2) est remplie se déclenche
une instabilité faisceau-plasma du type hydrodynamique (6).
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)4

0o
nF‘
L i
s, Ve

e

Figure G1 - Distribution électronique d'un plasma, de densité Ny, et de
vitesse thermique v, et d'un faisceau froid de densité

rlF (Mg /No << 1), de vitesse v, et de dispersion en vitesse

N
AT (AU; /U K (Ag/n,) 3)

1 -
_ ) }3'2 ﬁﬁ;q q T
Figure G2 - Dépendance de 1l'énergie turbulente W en fonction du temps t

lors de 1l'interaction plasma - faisceau froid.



Autour du mode de vitesse de phase Vs satisfaisant 1'égalité v¢ = v,
soit oJP: kE"VF , croissent des ondes de Langmuir. ILe taux de croissance
maximal de cette instabilité est tres important :

v, Y.
2 n 3
3 (SF) “w Dans le cas classique
243" Do fe
T - (IV-G3)
F | /a n l/s A
é—z. (-—F) o Dans le cas relativiste
23 1, Y3 Pe

-

: vt
ou Y" = [1 - Cz] est le facteur de Lorentz.

L'onde pompe de 1'énergie au faisceau et le ralentit, la densité d'énergie
turbulente W croit, sur un temps de l'ordre de r; ;, exponentiellement et
atteint un seuil de l'ordre de :

W G e 2
=
no ﬁﬁ—r ,\‘—J (,U:'re.> ( Ef; ) (IV—G4)

Par la suite l'instabilité est saturée par piégeage des électrons dans

le puits d'énergie créé par l'onde (voir figure G2) (6).

Toutefois ce scénario peut &tre invalidé si nous tenons compte des
effets non linéaires ondes-ondes et ondes-particules (cf chapitre II) qui
peuvent devenir importants avant que la saturation associée a la seule
intéraction onde-particule se produise. Il suffira pour cela de remplir la

condition :
° 21
(NL < Yv:' (TV-G5)

ol le temps caractéristique des phénoménes non-linéaires C‘N L peut étre estimé

en utilisant 1l'expression (II-B19), il vient :

1
.~ | 3M w. N
T [mof = nheT e
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Pour k ~ kF 1'inégalité (IV-G5) se réécrit :

4
_ Ne (Vs
& = MY —=F (—> e 1 (IV-G7)
Mo MU
e
Nous concluons que pour £F >> 1, pour un faisceau treés énergétique,
les effets non-linéaires seront les processus dominant. Nous supposerons
par la suite que cette inégalité est satisfaite. Dans ce contexte 1'énergie
turbulente va &tre refoulée vers les grandes échelles (cf chapitre II).
Lorsque la densité d'énergie des ondes de Langmuir vérifiera 1'inégalité :

2
A
Ne Fﬂe,T > ( ﬁ>\9> e

s'amorcera l'instabilité d'auto-modulation et la cavitation (chapitre II).
Nous sommes dans le régime de turbulence forte et les résultats du paragraphe
précédent peuvent &tre utilisé.

G.b) Temps de relaxation du faisceau.

Estimons le temps de relaxation du faisceau par suite de l'existence

d'une turbulence ionique.

Par suite du diamagnétisme du plasma, et lors de la propagation du
e
faisceau dans celui-ci, apparait une densité de courant Jp dite de retour
- -
tendant & diminuer la densité de courant J; = - N U; du faisceau.
> -

Si w?c F‘F > C , ou rF est le rayon du faisceau, JR ad -1JF (7). Nous
supposerons cette inégalité vérifide.

Dans notre cas la turbulence ionique est importante, il en résulte,
sous nos hypothéses, que la dissipation de 1l'énergie par effet Joule peut
&tre élevée.

Ecrivons que l'énergie cinéticue W, du faisceau est convertie en énergie

thermique (chauffage du plasma) :

gd'.’—_'WF -~ JF—’E (TV-G9)
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ol E est le champ électrique stockastique ionique. Appliquons la loi d'Chm
- ->
(JF =0 . E) et prenons, par analogie, pour expression de la conductivité

effective 0~ la formule classique de Spitzer : O = ne2 / me Y . Dans notre
*
cas Y M 775

*
Utilisons ces résultats, le temps t de relaxation du faisceau peut
s'écrire :

T A 0o (c) 4 (IV-G10)
e~ Te VS*
Relions ce temps au taux de croissance de 1'instabilité faisceau~-plasma.
La densité de puissance Qv 2 YF W, perdue par le faisceau et acquise par les
ondes de Langmuir est pompée par auto-modulation et transférée aux petites
échelles d'oll Qo ))*W* + nous déduisons en nous plagant dans un régime super-
sonicque :
2

.___.Q___. - 2 ( ) 'Y‘F (IV=G11)

ke QBT M Ppa

*
I1 vient, d'aprés l'expression (IV-F3), pour temps de relaxation t

. z
'~ b Ne (-C—) Pm (&m) (TV-G12)

2 _SnF YF>Y;= *
v <. |

Cette estimation est valable tant pour un faisceau tidde que froid.
Dans le cas d'un faisceau froid et ultrarelativiste (v ~AC) , nous obtenons
pour t l'ordre de grandeur suivant :

4

% -7 Z v,

T2 1o <n°) I (TV-G13)
w?e .

1
Par ailleurs le temps de relaxation t du faisceau due 3 la seule
turbulence forte se détermine d'une facon analogue :

52
\-— ~ \/\/F ~ H D_E = ) (Jc ) L (TV-G14)
7* W 8 nO Ue r F
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Conparons ces deux estimations :

Z 2
’t‘ s “Q) (@3:‘3 ) (IV-G15)

m—

- M Ur
ot o = &g 107
58

Le rapport de ces deux temps est indépendant du taux de croissance de
1l'instabilité et est donc valable tant pour un faisceau chaud que froid.

D'autre part il est clair que le rapport de ces deux temps est tres
inférieur a l'unité (t*/t]*<< 1) . Nous concluons alors que dans un régime
de turbulence forte développée le chauffage Joule du plasma par résistivité
anormale, créé par la turbulence forte de Langmuir, tendra a ralentir le
faisceau d'une maniére efficace et sera un processus non négligeable.

H. EFFET DE CONVERSION.

Introduisons un effet non linéaire se développant aux grandes échelles.
Réécrivons, a titre de rappel, les équations de Zakharov en Transformée de

Fourier :

—’ —>

—> 4
A bod d - >,
G (X)E(X) = ;”i ({Xdﬂ SN(XIE(X-X <Gy (D

A - - é.o df/ —r/ T.__, - - -
Gy ()ONK) = —  |== | | EOO)E (EK) G € g (w2
¢ K

ol nous avons adopté les mémes notations que précédemment.

Ttérons 1'équation (IV-H1), prenons la moyenne statistique sur les
fluctuations de densité, dans 1l'hypothése des phases aléatoires (cf II-B6)

nous pouvons écrire la nouvelle expression de (IV-H1)

d)c

2
G (% ’)<Sﬂéﬂ>50<)(e e) (IV-H3)
eyt

G (XER)= (‘O”“-)
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Dans les équations précédentes k représente le nombre d'onde des
plasmons & des échelles telles que :

k < ky (IV-H4)

Similairement k' représente le nombre d'onde des phonons a des échelles

ou :
k' >k, (TV-H5)
De plus dans cette gamme d'échelles nous avons :
R Cs (IV-H6)
Nous pouvons alors faire les approximations :
— - 4 /\
G, (X-X) x> G (-X7) (TV=H7)
et

G,_C—f’> A~ [wegﬁ) s ﬁ(ﬁ)] /(Dzé (R) (IV-H8)

Tenant compte de ces simplifications 1'équation d'évolution de 1l'enve-
loppe du champ s'écrit :

1_ DAY (\(L+Yconv) +co<mvv +W wnv] E(i,f);—_zg_bpe SNG,H Ex,t) (zv-n9)

4]

ol nous avons défini :

—>, S . —”
Ywnv - _/l_ iﬁ"\' W C£/> \—@(E )

3 Jem’ mkeT (B'),) (Tv=H10)
et
W [dR W (/i
w(,onv - 6P (Zﬂ")d > (ﬁ/\ > (ITV=-H11)
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et ol la densité spectrale d'énergie acoustique W (k) a pour expression :

S .
W (k) = < Snen >g, Ne Rp T (IV-H12)

2
Mg

Examinons la signification physique des termes (’Dconv et Y conv

le terme wconv traduit simplement un décalage spectral non lindaire de
1l'ensemble du spectre Langmuir. Cet effet Ddppler est dll & la présence de
bruits d'origine sonore non négligeable aux échelles intermédiaires (mi'q)
ou les effets résonnant linéaires sont peu importants. Nous avons déji wu

précédemment 1l'origine de ces fluctuations basses fréquences.

Y conv décrit un phénoméne d'absorption non linéaire du champ haute
fréquence par les particules résonnantes du plasma. Plus exactement les battements
non lin€aires, & la résonnance, des ondes hautes fréquences de petits nombres
d'onde. (v -1;) avec les ondes basses fréquences de nombres d'onde intermédiaires
( w‘k") produisent des ondes virtuelles hautes fréquences de nombres d'onde
de 1l'ordre dei i?l' . Ces plasmons virtuels sont, a ces échelles, sensibles
a l'absorption Landau classique par les particules résonnantes du plasma. Nous
pouvons visualiser cette interaction par le diagramme de Feynmann de la
figure H1.

Nous concluons que, par ce processus de conversion, l'énergie s'écoule
directement vers les échelles dissipatives (/v kD) . La cascade de 1l'énergie

avec création d'un spectre turbulent inertiel est alors évitée.

Estimons 1'importance de ce mécanisme afin de déterminer si celui-ci
peut contrarier 1l'effondrement des cavités, donc l'établissement d'un spectre
a la Rolmogorov.

Pour ce faire calculons Y‘ conv lorsqu'un régime quasi-stationnaire est
établi. Nous devons prendre en considération les deux types de bruits iono-
acoustiques (cf IV-F2).



phonon

w

plasmon

plasmon virtuel

£
i<
=i

e

Figure H1 - Conversion ou diffusion non lindaire

phonon - plasmon - électron
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Calculons 1l'apport dfi aux flux d'ions expulsés Ws (k) . Injectons le spectre
(Iv=C14) dans l'expression de ’Y' conv et prenons pour le terme de Landau '}/' L (k)
la valeur qui balance le transfert VY (k).

d_1
2
AN (R v VR) = ﬁ(ﬁm)(%— ) (IV-H13)
I1 vient en introduisant le nombre de Reynolds @k ak, :
3/‘?’ %_ 3
/Y;co,w =c f@\* (_@_\_f"_‘ ) ))% (TV-H14)

*

I/ i _1
L 8\% ( o, _d )
onc = ( _I—T-) 27 K (/4 .2/)

Pour d = 3 et pour un plasma de protons nous avons ¢ 4 1,75. Nous en
déduisons que la dissipation aux grandes échelles de l'énergie par conversion
peut, en ne considérant que l'effet dfi aux bruits créés par le flux d'ions
expulsés, &tre plus importante que le transfert vers les petites échelles
pour :

B <R, x, (IV-H15)

Calculons maintenant 1l'apport du terme de fluctuations ioniques des
cavités. De la méme manidre injectons le spectre (IV-D8) dans 1'expression

de ’Y' conv il vient :

-d
2 -1 E* W (Rx) B\m
torw g(}‘l d) A S - \/7 (TV=H16)
f No Rg T ( Box )

soit en utilisant la relation (IV-E3)

1 & -d
e 2237 Ry ()

* (TV-H17)
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Cet effet contrariera le transfert pourvu que, d = 3 :

/3 -
&m < 43 f@\* E* (IV-H18)

Nous remarquons que cette inégalité est plus difficilement réalisable
que la condition (IV-H15).

Nous pouvons déterminer la contribution majeure & la conversion.

De 1'inégalité chonv > \f;‘conv nous tirons :

3
ﬂ* < C (’é_:) (Iv-H19)

ol c x2.2 10°

Cette condition est toujours réalisée, la contribution la plus importante
provient de 1l'apport de l'énergie des fluctuations engendrées par le flux d'ions
expulsés des cavités.

Ainsi nous avons montré que la conversion peut dominer le transfert,
peut-on alors dire que ce mécanisme stoppe définitivement celui-ci ? /8/.
Sur la base théorique dont nous disposons nous pouvons affirmer qu'une telle
conclusion est érronée. En effet, supposons que la conversion stoppe le
transfert < iny >>)z() I1 est alors clair qu'il n'y a plus d'effondrement
des cavités, donc plus de bruit acoustique (WoaL 0) , donc plus de source
d'énergie pour maintenir le phénoméne de conversion ("f:m{ =Wy = O)
Cependant, aux grandes échelles, la densité de puissance Q est pompée
continfment ; 1'instabilité d'auto-modulation va de nouveau prendre naissance

s
et le régime de turbulence forte se rétablir avec, initialement, Y, > Yeony

I1 se développe alors une queue de particules dont la formation diminue
le nombre d'onde km(t), l'inégalité (IV- 15) va se re-vérifier, le transfert
s'en trouve ralenti et le scénario que nous venons d'exposer ci-dessus se
reproduit.
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En définitive nous concluons que le mécanisme de conversion, réaction
des petites échelles (/ukD) sur les grandes ( ~k,), génére un phénoméne
d'intermittence. ' ‘
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CHAPITRE V

MODELISATION NUMERIQUE

A. INTRODUCTION

Traitons numériquement, dans un intervalle des nombres d'ondes kMin'

soit pour un espace des vitesses v ; les équations couplant le

k L v
Max Min® 'Max
spectre turbulent de Langmuir W(k) et la fonction de distribution f(v) des par-
ticules du plasma ; nous adopterons le systéme d'unité précédemment défini.

Rappelons les expressions de ces équations :

D WRY= -2 RVRIW(R) — 2 V(R W(RY (R
ot JR ) Y + QR

(V.al)
2
2 QEW) = i 9 vDr) O oecu-)
of vt v U
Nous nous placgons dans les conditions suivantes
- Le spectre sera coupé inférieurement au nombre d'onde k = kMin =1,

c'est-a-dire pour k = kX

- En k =1 le régime de 1'instabilité est supersonique, ce qui nous impose

W > 1 et v = Wl/2

(Vv.A2)
b # =

ol Wx et Ve sont respectivement la densité d'énergie et le taux de transfert

en k = 1.

- La densité de puissance Q(k), constante, est "pompée" & la borne infé-

rieure de l'intervalle d'étude et choisi telle que



86.

QBy= Qs SCB-1) ) GOy = Y Wi (V.A3)

- Nous négligerons l'effet de transfert d'énergie vers les petits nombres
d'onde qui résulte de la prise en compte des phénoménes associés & la descrip-

tion de la turbulence faible.

Ecrivons & présent les divers termes sous forme adimensionnée.

B. EXPRESSIONS ADIMENSIONNEES

Utilisons notre systéme d'unité, nous obtenons :

® pour la condition de résonance Cerenkov :
1/
-1 2
R:CO'U' (_o:(S/,u) (v.B1)

® pour le coefficient d'absorption Landau Yz(k)

% 2, %
Mo ow.s2)

3 '
YocRr= ¢ R Jf’cco/n‘ri) Ce = 3 1T/
® pour le taux de transfert de la turbulenie forte v(k) :
3,
VCR) = ) R ECRY (v.B3)
ol le paramétre d'énergie e€(k) se déduit de l'expression :
2 A -5%
ERY = 1 = d R Y(ﬁ\) }Q (V.B4)
Rrtin

Nous l'utiliserons également sous la forme :

/U-ﬂ ax
12

7/
é(ﬁ) =1 —CR CJU' v ZJECU')
CO/ﬁ (V.B5)
2 |
Cq = m Y
(Z?H)/A
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® pour le coefficient de diffusion quasi-linéaire D (v)

Tax 3
D(v) = z;;, dkR W ﬁ-) //ﬁi -F'EWWJR;D)
ot 3,:7/ 57/C°/17 (V.B6)

et ol D(vmin) contient une éventuelle condition & la borne inférieure de 1l'es-~

pace des vitesses, nous exhiberons dans le paragraphe suivant son expression.

® pour la densité d'énergie cinétique des particules du plasma :
U
NMa x

4
E. =c¢g [dv v f(v') Ce :ZYT/P (V.B7)

Unin
¢ pour la densité d'énergie turbulente

11729 ¢

dR W lg.) (V.BS)
Enin

W

1

C. CHOIX DE D(v . |

Considérons la densité d'énergie totale W de notre systéme qui, par

tot
définition, est la somme des densités d'énergies spectrales et cinétiques.

Wtot c (v.c1)

Nous souhaitons gue la densité de puissance injectée soit Qx' c'est-a-

dire :
) - (v.c2
EF\A/Pof - CQ% )
Cette contrainte va nous permettre de déterminer D(vmin) ; en effet ap-

pliguons l'opérateur 3/3t & l'expression (V.B9), il vient & la suite de quel-
ques intégrations par parties et en utilisant les définitions du paragraphe

précédent :
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Brax
| BBy W (R)
at' tot [ ]g‘mn

3 D vhax
+%[v D(«J‘)(va_gfcw —2chv>)]vmn
Vnax

<
+ %}r- D (Uyin) do :FCU-) (v.c3)

Uhin
f(VMaX) étant trés faible face & f(vMin) il est légitime de négliger sa contri-
bution. Egalons le nombre de droite de (V.Bll) & Qx' nous en déduisons alors 1°
expression de D(VMin)' il vient

— Bnax YV Bnax) W nax)
D(U'nin) = 2‘%.".

Vnax —

G [ 2-f3i0) =2 feorim] =6 4o fow)

'Unin (v.c4)
Par ce choix nous devrions assurer une injection de densité de puissance
constante et égale a Qx'

D. CHOIX DU MATLLAGE

Nous maillerons l'espace des vitesses dans l'intervalle

v, v a
Min' "Max
l'aide de N points répartis selon une progression géométrique de raison r. Un

tel choix se justifie si nous nous attendons a la formation de lois de puissance.
Nous aurons donc

= = ) -

P41 r Vi pour i 1, 2, .. N-1

ol A
Unax N1

r= ) (v.D1)
Umn
Nous choisirons v = Vv = C = 130
Max N e}

vMin =3
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L'espace des nombres d'ondes k sera maillé d'une maniére identique. Nous

avons, a l'aide de la condition de résonance Cerenkov :

Co © y
ﬁ'u,, = 5. = r'ﬁ(_ t=1,2,..-,N-1
N-=-C
avec H
kMiﬂ: k1 =1 et kMa§: kN = Co/v1

E. REFORMULATION DES EQUATIONS CINETIQUES

En premier lieu réécrivons le couple d'équations (V.Al) sous forme loga~
rithmique, ceci se justifie d'une part car nous nous attendons & la formation
de lois de puissance et, d'autre part, car l'amplitude des variations logarith-
miques d'une fonction reste plus faible que celle de la fonction elle-méme. Cette

derniére remarque est, d'un point de vue numérique, intéressante dans notre cas.

1. Equation spectrale

Développons le membre de droite de 1l'équation spectrale, remarquons que

d'aprés l'expression (V.B4) nous avons
a VZ A g\"f/?,
Lgfy = =V YR (v.51)
or «

Nous pouvons, avec bien entendu W(k) non nul pour tous nombres d'onde,

réécrire cette équation spectrale sous la forme :

9 - —
aF fn Wéa) —-"[%”‘g\ gg\PﬂW(ﬁ)] ))Cﬁ) Y(ﬁ.) (V.E2)

7. Equation quasi-LinZaine

Procédons d'une maniére analogue, notons que

53} [Uchvﬂz -2—‘ Co W(G/v) +30 D¢y, ) —UD(T) v

Nous obtenons pour équation d'évolution du logarithme de la fonction de

distribution
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2 - |+ 2 v'D 0 p)
o (n Jﬁcw = [v% 55 7 ) + D) = fnfmr)] 55 Fﬂfw‘)

> |
F D £ fn Jﬁcm v.58)

A présent traitons numériquement le couple d'équations (V.E2,4) et les

expressions associées.

F. TRAITEMENT NUMERIQUE,

Remarquons gue notre systéme peut, en chague points du maillage, s'écrire

sous la forme vectorielle :

d y- ‘ : -
it Y QCL,T,;(U}@- ) Yon ) i=1,2, .., 2N (V.F1)
ol nous avons posé :
Pn W(ﬁt) pour i =1, 2, .. N
1=
= N+1, N+2, .. 2N

()nJQU"N) pour i

et ol g s'identifie :

- Pour i =1, 2, .., N au membre de droite de 1l'éguation (V.E2) discrétisé

sur le maillage des nombres d'onde.

- Pour i = N+1, N+2, .., 2N au membre de droite de 1l'éguation (V.E4)

discrétisé sur le maillage de l'espace des vitesses.

Cette discrétisation étant faite le probléme est d'évaluer les dérivées

spatiales; les diverses intégrales ainsi que d'effectuer 1l'intégration temporelle.
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a) Intégration sur la variable temporelle.

Nous utiliserons un programme de la bibliothéque informatique du
Groupe d'Astrophysique de Grenoble /1/. Ce programme permet l'intégration
d'un systéme de N égquations différentielles du premier ordre écrites sous
la forme (V.F1) . La précision de l'intégration est controlée par un paramétre
EPS fourni par l'utilisateur. Le pas DT de l'intégration est automatiquement

ajusté durant le calcul en fonction de la précision désirée.

b) Calcul des dérivées spatiales.

Nous déterminerons les dérivées spatiales en utilisant, en tant que
moyen de dérivation numérique, une méthode d'interpolation basée sur l'utilisation
de fonctions cubiques par morceaux connues sous le nom de fonctions splines.

Précisons sommairement la méthode /2/.

Dans chaque sub-intervalle [Xi’ xi+1] (x = k ouv) y(x) est
approximée par un interpolant S (x) deux fois continlment dérivable. Sur cet

intervalle S (x) est un polyndme Pi(x) du troisiéme degr§.

P! . 2 ~@
Rexy= Pexp + (xx) B (oeg) + 3 Gemx) B (x0)
3 3) (V.F2)
+ 4 (x-x) c (XD

6

En utilisant les conditions de continuité et de dérivabilité on montre /2/

que :

-

(3)

- Pour i variant de 1 & N, les Pi (xi) sont les approximations aux

dérivées j iéme (j=1,2)

(3

- Pour i variant de 1 & N-1, les Pi(3)(xi) approximent y )(Xi) ;

1

(3 e . C .
PN )(XN), sans signification, est choisi égal a zéro.

- Pi(xi) = y(xi)
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(1) (L

- P1 ~(x1) et PN (xN) étant connu les différentes dérivées se calculent
en résolvaht, par élimination de Gauss, un systéme tridiagonal linéaire de

N-2 équations sur les N-2 coefficients P2(1)(x2), ce. P (1)(x ).

N=2 N=-2
Terminons en précisant que, & notre connaissance, la seule contre-indication
3 1'utilisation des fonctions "splines" est une variation rapide ou un comportement
oscillatoire des fonctions & étudier. La variation rapide, sur gquelques pivots, de

(v) et W(k) n'est pas & exclure, pour remédier & cet inconvénient nous avons

considéré le logarithme de ;F (v) et W(k), ce qui justifie les écritures (V.E2,4).

¢) Calcul des intégrales.

Les intégrales que nous. devons évoluer sont contenues dans :

- Le coefficient de diffusion D(v)
- Le paramétre d'énergie & (k)
~ La densité d'énergie cinétique E

- La densité d'énergie turbulente W.

Nous utiliserons les "splines" pour les évaluer.
Détaillons, & titre d'exemple, le calcul de la densité d'énergie

turbulente W. Discrétisons W sur le maillage de l'espace des nombres d'ondes,

soit : ﬁ&+1
N—1
W: Z dﬁ\/\/(ﬁ\) (V.F3)
(=1

R
Posons que dans chaque sous intervalle [ki, ki+1] W(k) est un
polynome du troisiéme degré (nous confondons pour simplifier 1l'exposé inter-
polant et interpolé) de la forme (V.D2), l'intégration de 1l'expression (V.F3)

est alors aisée, il vient en tenant compte d'un maillage logarithmique :

N=1 1)
W :Zl OOE\L W(ﬁa)-{-%ﬁxaa Wq( D
(= 3 @) 4 (3)
.I_.o{E\; W4 (ﬁa)-{-% g\c W R;)

ou ao =r-1 7 O,, = %—Cr‘*’])%
a, =4 (r‘—’?)s ; a, =21 (r—1)4’ o
¢ 76 24
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Les autres intégrales seront calculées en suivant la méme technique.

d) Résultats.

Tout d'abord éprouvons notre méthode sur un systéme d'équations classique,
nous avons choisi d'intégrer le couple d'équations standard de la théorie gquasi-
linéaire (voir appendice F). Les résultats sont excellents tant pour la conser-
vation de la densité d'énergie et de particules que pour la éoncordance avec

les résultats théoriques.

Intégrons & présent le couple d'équation (V.E2,4), nous suivrons au

cours du temps 1l'évolution de la quantité A E/E définie comme :

Densité d'énergie totale) (Densité d'énergie totale)
( théorique & l'instant t calculée & l'instant t

= 100 x

AE
E

(Densité d'énergie)

injectée (Q,t) (V.F5)

Cette quantité mesure la conservation de 1'énergie totale & l'instant t

considére.
Nous avons choisi pour conditions initiales :

- Une maxwellienne pour la fonction de distribution i?(v)
-@@
4 2
fey=@my Cexp[ -4 V] (v.76)

- Une loi de puissance pour le spectre d'énergie turbulente W(k)

1
=
~

w(k)

et W, =38 (V.F7)

Nous constatons aprés exécution du programme de t = 0 & £t = 32 que :

- L'énergie du systéme se conserve correctement (voir figure V.1). L'erreur

maximale relative A E/E est de l'ordre de - 3% et est atteinte pour t v~ 2, par
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la suite cette erreur diminue et tend vers - 1%. Nous concluons que d'un point

de vue énergétique le modéle s'avére satisfaisant.

- Sur un temps de l'ordre de V *_1 (ici la-l ~ 04) le spectre inertiel
s'établit sur l'ensemble du domaine, de plus la loi de puissanée d'indiée spectral
- 5/2 se forme dans cette région (volr figure V.2) confirmant ainsi la théorie
néanmoins pour 'D*_l < t < 32 nous remarquons gque 1l'évolution est négligeable
et que le spectre dissipatif ne s'établit pas, ce dernier point étant 4G 3 une

queue de particules insuffisamment formée.

- Aux grandes vitesses une queue de particules se développe, aucune loi
de puissance précise ne pouvant en étre déduite (voir figure V.2). Nous remarguons
également que l'évolution est continue, aucun régime  quasi-stationnaire n'est

atteint contrairement au spectre turbulent.

Sur la base de ces résultats il est alors légitime d'effectuer 1l'hypothése
d'un spectre turbulent W(k) quasi-stationnaire, nous pouvons &crire ce dernier
sous la forme (voir chapitre III) :

=5/ 2
WBY=w (B R ECR) (v.F8)

Intégrons alors l'éguation (V.E4) et l'expression (V.F8) du spectre, avec

toujours W(k,) = 8 , jusqu'd t = 250 ; nous constatons (voir figure V.3) :

- Au cours du temps un spectre dissipatif s'établit, "gagne" sur les
petits nombres d'onde et détruit le spectre inertiel, néanmoins aucune loi
de puissance précise ne peut en &tre déduite ; par ailleurs le spectre inertiel

demeure présent sur une gamme d'onde étendue et ceci malgré des temps élevés.

- Aprés un développement rapide de t = 0 & t = 50 la formation de la queue
de particules tend & se ralentir, aucun régime quasi-stationnaire n'est cependant
atteint et il n'est pas possible de déduire une loi de puissance pour cette

queue suprathermique.

Notons que, d'aprés l'expression (III.F30), le temps limite de validité de

la théorie est, avec nos paramétres, de l'orxdre de t = 240.
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Figure V-1 : Pourcentage d'erreur relative sur la conservation

de 1l'énergie au cours du temps.
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Figure V-2 : (a) Evolution temporelle du logarithme du spectre

turbulent W(k) en fonction du nombre d'onde k.
(b) Evolution temporelle du logarithme de la fonction
de distribution F(v) en fonction du logarithme de

la vitesse.
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LAGCV)

Figure V-3 : (a) Evolution temporelle du logarithme du spectre
intégré turbulent W(k) en fonction du logarithme
du nombre d'onde k.
(b) Evolution temporelle du logarithme de la fonction
de distribution F(v) en fonction du logarithme de

la vitesse V.
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CHAPITRE VI

TURBULENCE DE LANGMUIR ET SYSTEME DYNAMIQUE A PETITS DEGRES DE LIBERTE.

A. DESCRIPTION SPECTRALE

A la suite de la théorie statistique et des divers processus étudiés
dans les chapitres précédents nous pouvons raisonnablement modeler la turbu-
lence de Langmuir par l'ensemble des équations spectrales suivantes (d = 3)

%V\/Pc&) = < Ysr. CR) WHCRAY = 20, WY = QpCR) (a)
2
oW (R) = -2 -
o Yy = QB 2 BVEy W R) z\ﬁ(ﬁywm-e%xﬁ)\g) WCRY )

2
2 W (RY = 2VRYRA;) WR) — 2 Y5 (B) W (B)

%t (VI-A1) ()
2 | )

2w - _ R 92 &Y _

= ((R) = & CBYWLCRY —2Y5(R) WoCR) (@

Conmentons ce systéme :

L'égquation (a) décrit 1l'évolution de la "pompe", qui s'exerce aux grandes
échelles ol l'absorption Landau Y.L (k) est absente, alimentant en énergie le
spectre langmuirien. Celle-ci est entretenue par une instabilité, par exemple
du type faisceau-plasma, donnant pour terme de source la densité de puissance

2 \{: st € &) WP( B) . Dans cette gamme des petits nombres d'cnde les pertes

énergétiques de la pompe sont causées par deux mécanismes distincts :

~ Les pertes par conversion qui résultent de 1l'existence d'une turbulence

ionique, celles-ci sont modelées par le terme Yconv'
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- Les pertes consécutives a l'excitation de 1l'auto-modulation, traduites
par le terme Op(k) , et telles que :

/ﬁf’sup. 5seun
/dfi Q.CBY = [dR Q (k) (VI-A2)
Pinf, °©

ol la premiére intégration porte sur la largeur spectrale A QP: QPS,_;F Rp;ng.
de la pompe, nous supposerons que cette derniére peut &tre considérée comme
quasi-monochromatique, c'est-a-dire A kp/kp << 1 alors QP(&)& Qp Sch- ﬁp )
kseuil est le nombre d'onde au dela duquel 1'instabilité auto-modulationnelle

n'existe plus, dans le cas gibsonique kseuil est donné par 1l'expression (II-D5).

Pour o < k < kD 1'équation (b) décrit 1l'éwolution du spectre de turbulence
forte de Langmuir., ILe terme de source Q (k) traduit un epport de densité de

puissance spectrale due a 1l'instabilité de la pompe (automodulation), ce qui
revient a écrire :

QR = 2 Y;, (R) WCR) (VI-23)

ou Y;“ (ﬁ) est le taux de croissance de cette instabilité, fonction de la
densité d'énergie Wp de la pompe. Pour une pompe monochromatique et en se
placant dans le cas d'une approximation soit subsonique, soit superscnique
nous avons calculé (voir chapitre II-D) les taux de croissances maximaux,

rappelons en les expressions :

W,
= Ja— P 3
k ksub ‘YSH C ﬁ) = _;—ﬁ—-? (_,OPe cas subsonique
°e | (VI-2a4)
W, /s
= Kagp 'an (R)y= (—L&——P—) ¢ wPe, _ cas supersonique
Ne Rg T

Notons que, puisque Yy (k) est "piqué" autour de ce nombre d'onde
maximisé, nous pouvons légitimement applicuer a ce terme le théoréme de la
moyenne pour k = ks b (ou ksup) 1'intégration du membre de droite de (IV-A2)

est alors immédiate.
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Dans cette méme équation (b) le terme différentiel traduit la cascade
d'énergie, par contraction des cavités, vers les petites échelles ou s'effectue
une forte dissipation sur les particules résonnantes du plasma. Le dernier
terme du membre de droite modéle les pertes découlant de l'excitation, par
le flux d'ions expulsés des cavités, de la turbulence ionique.

Les équations (c, d) décrivent 1l'évolution des spectres des densités
d'énergie de cette turbulence ionique engendrée d'une part par le flux
d'ions expulsés (équation (c)) et d'autre part par les cavités elles méme
(équétion (d)). Nous avons étudié ces équations au. chapitre IV.

De plus parce que Mc By «j(’(wpe/ B) nous devrions inclure une équation
d'évolution pour la fonction de distribution ; (v) . Nous nous affranchirons
de cette derniére en nous placant a des instants ol son évolution est lente

et ol la queue de particules est déja développeée.

Néanmoins malgré cette hypothése le systeme (VI-A1) reste complexe,
proposons nous par souci de simplification d'étudier les densités d'énergie.

B. EVOLUTION DES DENSITES D'ENERGIE,

Dans le but d'examiner plus aisément 1l'existence d'états turbulents
quasi-stationnaires ou intermittents intéressons nous a l'évolution des
densités d'énergies associées aux équations spectrales précédentes. Malgré
la perte de cette description spectrale nous pouvons légitimement estimer
que 1'évolution prédominante sera toujours décrite par les équations que
nous allons exhiber.

Considérons tout d'abord 1l'équation (a). Multiplions membre a membre
par dk et intégrons sur la largeur spectrale A RP de la pompe, posons :

R

\/\/P - dé \/\/P (B ) Densité d'énergie de la pompe
(VI-B1)

Psup

g‘Pinf
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Ro
WP o dR Wr ( ﬁ) Densité d'énergie de raréfaction
‘ (VI-B2)
Rx

Bo

WS = dR va C ﬁ) Densité d'énergie sonore dfe au flux d'ions
(VI-B3)
Rx
ko
W — |d B W ( ﬁ) Densité d'énergie des ondes de Langmuir
(VI-B4)
0o

ou nous avons choisi de limiter inférieurement les spectres (VI-B2,3)
pour k = k..

I1 vient pour équation d'évolution de Wp.

D W, =2y w, -2 e We 2y, W
2 Wo= Y Wp - o + W -2Y W
ot B3(RAL BT 0 R,T p=Ys
.ou -’Y—L est un taux d'absorption Landau moyen typique, ka est un nombre
d'onde caractéristique du spectre et ol nous avons utilisé 1'égalité (VI-A2).
Procédons d'une maniére analogue pour 1'équation (b) mais en intégrant
dek=0akc< kD , nous obtenons en utilisant le théoreme de la moyenne :
3
LW =2V W =2V W ZV(ﬁq, /é(ﬁ')\ )ev\/
—DF - Y%n - YL - *?) a’'p (VI-B6)
¥*

ou le terme de transfert ne donne aucune contribution et oli nous considérerons

V, comme fonction, dépendant du régime établi, de W.
¥



De la méme facon les équations (c) et (d) se transforment aisément,

il vient :
R 3/2, ‘ 2 -
2 W, = 2952 (Rado) W = 2 Yz W, (VI-57)
3 ) ﬁ” 2 -
=We=(32) YW, "ZYS We (VI-B8)
ot By

De plus dans le cadre des simplifications que nous effectuons, nous
pouvons éliminer 1'équation (VI-B8), en effet nous avons vu (voir chapitre IV)
que w,_ (k) variait proportionnellement au carré de énr( R)or, approximativement
dans le cas supersonique et rigoureusement dans le cas subsonique, nous avons

SN (RY X — W ( ) + il en résulte que nous pouvons écrire :

2
W, (____\’_‘_/_.__ ) P e R&T (VI-B9)
HNoReT
ce qui justifie l'omission de l'équation (VI-B8).

En unités adimensionnées, définies au chapitre II, notre systéme d'équa-
tions (VI-B5,6,7) s'écrit en définitive :

_%_x, =Yo < —-a\{q (k(z-&-%)x. —-3@) ‘(f (a')

%1:‘:(=3@°’E(“Y4i( -bgdd)e( (b')

(VI-B10)
25=P3QY -~ r¥ )

ou les coefficients a et b ont pour expression :

4 3, o
a:—%—f&(—é\—o-) 2,.’1 ; b:( . ﬁ

@
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et ou W , Y, J Yz s'identifient respectivement & -?,Y‘msf ’ 4 _Y-;. / 275 .

Par la suite nous choisirons g(x) = x et g(y) = y et ceci pour faciliter

1/2

physique, une signification importante (régime supersonique) ce choix aboutit,

1'analyse. En effet si prendre g(x) = X ou gly) = y1 /2 a, d'un point-de wue
sur le plan mathématique, a une complication inutile qui, de plus, modifie peu
les résultats. Notons aussi que physicuement les ondes sonores (équation (b'))
n'existent pas en régime subsonique.

Ainsi nous avons, par une succession de simplification plausibles, transformé
notre systéme spectral (VI-Al) en un petit systéme dynamique & trois degrés de
liberté, ce qui consiste a négliger les variations des nombres d'ondes moyens.
Etudions en les propriétés.

C. ETUDE DU SYSTEME DYNAMIQUE,

Introduisons dans 1l'espace des phases cartésiennes a trois dimensions
(x,v,2) le champ de vitesse V de coordonnées (x,y,2) données par le systeme
(VI-B10) et déterminons en les zéros qui en sont des points d'équilibres.

a) Détermination des points fixes,

Hormis le point fixe trivial de coordonnées (o, o, o) qui, selon la
terminologie, s'identifie a un point col /1/ existe deux autres points fixes

de coordonnées (x+ , Y+ , Zt )

g{t:{ 1+ [1 +4a (4 +—-)\{ /30{44- )
1t=\(4+b}ji

2
3r = bYr/ Y,

Pour des raisons physiques (les quantités que nous considérons sont des

(VI-C1)

grandeurs positives) nous ne sélectionmnerons que le point fixe (x o Yo z+) et
par la suite nous omettrons 1l'indice +. Discutons a présent de la stabilité
de cette solution stationnaire.



b) Stabilité du point fixe.

Linéarisons le systéme (VI-B10) pour de petites perturbations autour de
1'état d'équilibre précédent, soit :

AT
I.ﬁ') = x + §x &
At
yer=y + Sy e WI-C2)
AT

6(4:): Z + 86«6

Il en résulte un systéme d'équations qui s'écrit matriciellement sous la
forme :

-A Sx a]

..x,(1+2aY;g ) -aY1:c.

y :c.—p—zbg-/\ o

i
Q

(VI-C3)

&
0 2by —p—/\ &3 |°

Les solutions non triviales imposent l'annulation du déterminant associé

a la premilre matrice, il s'en suit l'équation caractéristique P3()\) =0, scit
3 2
/\+O<z>‘ +<><1>\ + X, = O
ol les coefficients positifs ) Xy , X, s'écrivent :

X, = [\Q('H-ZQY,I&(‘) +2,qb\f4 %] qx

(VI-C4)

= [bye + = (4+2ay4)] y
%= Yo+ by
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L'analyse de cette équation nous permet de conclure que celle-ci admet
pour solutions une racine réelle négative, notée 4 » €t deux racines conplexes
*
conjuguées, notées /\ et >\

L4

*
Ecrivons P?,(A) = CA-)\1)()\-/\.?,)()\ “)‘9 ) et développons, nous

cbtenons pour la somme des racines :

Ao+ 2 Re A, == X, (VI-C5)

Nous déduisons que si :

- l >\1] < X 2 alors la partie réelle de /\ 2 est négative et le point fixe
est stable (point focal)

- :-Yé‘“ b (:‘ alors &)\ = O et le point fixe est marginallement stable
(point focal)

- l/\ql > 0(2, alors er,\J) O et le point fixe est instable
(point "saddle focus").

Un tel comportement des racines est caractéristique d'une bifurcation de
Hopf /2/ , le petit paramétre de cette bifurcation étant, essentiellement, a.

D'un point de vue physique ce petit paramétre mesure 1'importance du
phéncmene de conversion. Si la dissipation de l'énergie de la pompe par ce
mécanisme reste faible (au sens ol 1'inégalité |A 1[ > X 2 n'est pas vérifide)
les densités d'énergie de Langmuir, sonore et de pompage vont, aprés un régime
transitoire, atteindre un nouvel état d'équilibre ; par contre dans le cas ou
la perte d'énergie de la pompe par ce phénoméne ne peut plus étre considéré
comme négligeable un nouveau régime s'instaure caractérisé par la création
d'un cycle limite qui physicquement s'interpréte en tant que création de
régulieres bouffées d'énergie (voir aussi chapitre IV-H).

Avant de poursuivre notre analyse effectuons la remarque suivante :

Puisque la divergence du champ de vitesse _\7,

—_— —

VIV = Yo-Ya-Ye + X - U2btayyy)y-ay; % i)
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n'est pas nécessairement négative (principalement parce que x et y sont en
quadratures) la contraction, dans l'espace des phases, d'un volume v ne peut
~8tre assuré. Un tel cas exclu la naissance d'un régime chaotique redevable
d'un attracteur étrange /3/.

Nous avons intégré numériquement le systéme (VI-B10) pour diverses

valeurs des parametres et cette étude confirme notre discussion (voir
figure C1), en particulier nous concluons que ce cycle limite reste stable.

D. MODELISATION A 4 DEGRES DE LIBERTE,

Proposons nous d'ajouter un degré de liberté supplémentaire au systéme
d'équations précédentes. Ceci peut &tre fait en considérant que le spectre
de Langmuir se comporte différement selon que l'on se situe aux grandes
échelles (k < k,) ou aux petites et aux échelles intermédiaires (k > k) s
le choix de k, présentant un caractére arbitraire mais néanmoins plausible.
L'équation d'évolution (VI-Alb) se scinde en deux parties s'écrivant :

_ 2
%-‘W(@‘)"QCB‘) —ﬁ[ﬁl)cﬁdw’c&)] = < Yoo VWV (R) (R <R
2 (VI=D1)
ng&):—g—ﬁ{ﬁvc&)»\/cﬁ)} —ZYLcmwcf’m—va&)(ﬁAp) w (R)
(B> EBy)

ou la signification des divers termes se déduit de la discussion du

R

paragraphe A), posons :

R

6

W, = [dB W R) , ow= [dRwcR)

%
0 /f‘%

Appliquons un raisonnement identique au cas précédent, il vient en définitive

(VI-D2)

pour systeme d'équations (en conservant les mémes notations)
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%x — Y"x +QY4(337+5/)3; —-gc:c)_k\‘

2
%&1 = AL - QY man (Y3 g
2= 90p Y -y - bgepy 2
25 = b -T2
ar%" R

L'intégration numérique de ce systime a été effectué dans le cas entidrement
subsonique. Guidé par les résultats du paragraphe précédent nous avons agi sur le
petit parametre a, pour des conditions initiales identiques. Nous avons cbservd
d'irrégulieres modulations et avons constaté que le seuil de bifurcation se
produisait pour des valeurs de a plus importantes, la remarque précédente
concernant. la divergence du champ de vitesse demeure valide dans ce cas. Notons
que, par suite de la coupure en k,, le moddle & trois degrés de libertsd,
englobant la totalité des spectres, semble plus réaliste.

E. TRAITEMENT NUMERIQUE DES SPECTRES.

Afin de déterminer si les modulations cbservées ne sont pas redevables
d'une modélisation trop simplifiée proposons nous d'intégrer les spectres.

Les équations que nous allons considérer décrivent 1'évolution :

- De la densité d'énergie Wb de la pompe

a%_ WP:zvnsf \/\/P -7 Yconv Wo - VCWP) WV, (VI-E1)

= De la densité d'énergie W, des ondes de Langmuir de 0 & kg

0
o Woe = YOVIW, = V(W) We =2 Yoy Wy v-m2)
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- De la densité spectrale d'énergie W(k) des ondes de Langmuir de k, a
kD/S ou nous négligeons la fraction de puissance gagnée par le spectre d'onde

sonore. Pour k = k., la conditionW(&) = We a été adoptée
‘ *

_Da_rwcﬁv - - %ﬁ\iﬁvcm wcﬁ)] —2YL.(R) W (R) (VI-E3)

- De la densité spectrale d'énergie Wy (k) des ondes sonores
(équations VI-A1 C).

Initialement nous avons choisi :

¥,
YLH%\)fv‘o ,  YCRY = Vi A pour k < Kk,

et
" R
Yg&):Y:(%) , VR =V

Lm

pourk)kc

xTo
I\

od initialement 7Ye = Vv,

et ol kC est un nombre d'onde de coupure que l'on modifie au choix. r]_ ( ﬁ)
reste fixe durant 1'évolution. Nous avons choisi kcfv 6 ce qui implicque une
queue de particules importante. Tout comme précédemment seul le cas subsonique
a été envisagé ce qui, nous 1l'avons expliqué, ne géne pas le phénomeéne que nous

nous proposons d'observer.

Dans cette étude le rdle du . paramétre a est tenu par le taux de

conversion Y conv (voir expression IV-H10), deux facteurs y contribuent :

- W, (k) qui suit 1l'équation d'évolution (VI-A1 C) et que l'on ne peut

donc pas sélectionner a son gré,
- Y L(k) que 1'on peut aisément modifier en fixant 1l'amplitude de ’\(C .
En définitive et pour la modélisation que nous effectuons il s'en suit

que ’\(g tiendra le rdle, pour kc fixé, de paramétre numérique
de bifurcation.
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Initialement les spectres relaxés ont été injectés, W 5 = 3. La méthode

numérique employée est identique a celle du chapitre V, sauf pour le calcul
des intégrales qui ont été calculées par la méthode des trapezes corrigée /4/.

- Pour ‘\fg = 0.4 nous avons observé une relaxation des diverses grandeurs

aprés un régime transitoire oscillant.

- Pour ‘\(g = 0.8 (voir figure C2) un pic important se manifeste, suivi
par une stabilisation.

Suite & des difficultés numériques il ne nous a pas été possible de pour-
suivre pour des valeurs de ‘\{; plus importantes pouvant, on peut 1'espérer sur
la base des résultats a Y" = 0,8 , conduire a un régime intermittent par
ailleurs sur la base de la modélisation des petits systémes a 3 ou 4 degrés
de liberté l'existence d'un tel régime semble plausible.
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CONCLUSION

Apres avoir rappelé le rOle important de la turbulence de Langmuir dans
de nombreux phénoménes physiques et exhibés, a 1l'aide d'une description
lagrangienne, les taux de croissance d' 1l'instabilité d'automodulation
nous avons montré qu'il était possible, en adoptant un traitement statistique
sur un ensemble de cavités en effondrement créé par automodulation, de modéliser

le régime de turbulence forte par un systéme d'équations cinétiques décrivant :

- L'évolution du spectre de Langmuir des cavités se dissipant d'une part
par effet Landau d'autre part en rayonnant des ondes sonores.

- L'évolution du spectre d'ondes sonores généré a la fois par le flux
d'ions expulsés des cavités en contraction ainsi que par les inhomogénéités
de densité constituées par les cavités. Ce spectre €st également dissipé
par effet Landau.

- L'évolution de la fonction de distribution des particules dans 1'hypo-
these quasi-lindaire.

Tout d'abord, en négligeant la fraction de puissance perdue par le spectre
de Langmuir et gagnée par le spectre d'ondes scnores, il a été prédit,
essentiellement, la formation d'une queue de particules. Cette queue supra-
thermique a été confirmée numériquement bien que la loi de puissance asymptotique
attendue ne soit pas observée et ceci parce que l'évolution n'atteignait jamais

un régime quasi-stationnaire.

Ensuite il a été montré que, a cause de l'existence du phénoméne non
linéaire de conversion, les ondes sonores se manifestaient par une réaction
sur la source méme de la turbulence, réaction d'autant plus sensible que la
queue de particules était étendue. Nous avons conclu que cette réaction pouvait
conduire & un régime irrégulier. Pour nous assurer de cette conclusion nous

avons dans un premier temps étudié ce probléme sous sa formulation la plus
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simple consistant & décrire 1l'évolution globale des trois spectres intégrés :

le spectre d'ondes sonores, le spectre de Langmuir, la pompe (engendrée par

une instabilité). Une bifurcation de Hopf conduisant & un cycle limite stable

a été trouvée, le paramétre de la bifurcation étant fonction du taux de conversion.
Une modélisation & quatre degrés de liberté, en tronquant le spectre de Langmuir,
a été effectude, néanmoins cette procédure apparaissant peu claire nous avons

. intégré le systime spectral dans son ensemble. Cette intégration nous a permis

de suspecter légitimement 1'apparition d'un régime irrégulier, néanmoins des
difficultés d'ordre numérique n'ont pu nous permettre d'exhiber le régime
supercritique.

Terminons en concluant que les études sur ce sujet sont susceptibles
d'améliorations, par exemple qu'en est-il lorsque les cavités interagissant
par l'intermédiaire du flux d'ions expulsés ?
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Nous allons rappeler dans cet appendice quelques définitions et formules

mathématiques utiles pour notre exposé, nous ne chercherons pas & donner des

définitions rigoureuses au sens mathématicques ou on l'entend.

I - Transformée de Fourier.

comme @

Nous définirons la transformée de Fourier 5 (R /w>d'une fonction f(?-j t)

f(Kw) = //dffa‘a fanep[iRF-wb)] o
‘/dM

ot d% est 1'élément de volume en dimension d.

La transformée de Fourier inverse s'écrit :

——3

fap= ff de g c&@wP[ L (EF-wb)]
2T (arr)

Nous avons utlllse les propriétés suivantes :

(2)

—
- si § (&t est réel alors { (k, ) satisfait : f (R w)= ?C— A, —c0)

- Théoréme de la puissance ou formule de Parseval :

/sz,l cr,w] /;;rg‘* ifca w)l

d+1

IT - Fonction Delta de Dirac.

Nous poserons par définition :

(3)
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Rappelons les propriétés utilisées :

Pi,m S = SC=
f—e0 X2+ EX T mooecx) (5)
2 j?@) sx, £a KX,
d=. 5@0} S(x-a) =
o ailleurs - (8)
X4

sfoco] = ) 22— S(x-a;)
e 2 | PCaz) 7

L? (x) étant une fonction uniforme, les a; les racines de 1'équation

LP (x) =0 et (,P'(x) la dérivée de Lf(x) par rapport 3 x.

III - Théoreme de la movenne.

Soit g(x) une fonction intégrable d'un méme signe sur un intervalle
(a,b). 51 £(x) est continue sur (a,b) alors il existe Eappartenant a
l'intervalle (a,b) tel que :

b b

d= f@ogcm = JCE) dx gCx) (8)

a a

§ est proche de la valeur de x pour laquelle |g | est maximum.
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APPENDICE B

Réécrivons nos équations :

® _ _‘Q_ ®
TaDF pc?,@:—-% [§ PCEE-)] e L€ PC;/@] (1)

avec

: y, (19
- 9§ - - —a&* “
= ‘bl‘g"fd’é) 0t™ 3 (2)

€22 - qe) =-2yhe

(3)

a) Invariant du systéme (2,3)

Soit I un invariant du systeme (2,3), exprimons la conservation du temps,
il vient :
d¥ dée
(4)
2Y(5)e
Intégrons cette équation, nous obtenons :
S _A

d
I —ev_ 4 480y E°

(5)

L'invariant I vérifie 1'équation :

D_I; é_BE - O
Eag TS e

(6)
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b) Résolution de (1) dans le cas quasi-stationnaire.

(1) s'écrit dans le cas quasi-stationnaire, en posant par commodité

d'écriture : P = p(¥ &) 5 ?E :chjg)) 9= 8(§,é)

%(f?) +%(ﬁ P) =0 )

Soit Q une solution particuliére de (7), posons P = QR, R satisfait alors
a l'équation :

2R 2 —
f:a—g +3D&R =0 (8)

Comparons (8) et (6) d'ou R est une fonction de 1l'invariant I :

R = ‘fm (9)

I1 faut maintenant trouver la solution particuliére Q vérifiant :

—D%<§9> t %(EiQ) =0 (10)

4.5
On peut s'assurer que Q (}/s_): & ; vérifie 1'équation (10). La

solution P (%E,) est donc :

A5
Pcse) = & ; ﬁoﬁ) | (11)
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APPENDICE C

1) Calcul de Y (k)

Injectons 1'expression du taux d'émission (J (k,V) dans la formle
donnant le coefficient d'absorption Landau "( (k)

3 [d, P o o
Ycky=-I %«; 47 E\;__'W %G)Em) S(wp—-R-T)
1.F\d

Utilisons 1'hypothese d'isotropie et soit, pour d = 3, © 1'angle
-
formé par k et v

2T oo m
3 2
Y(m:__% %\f_c/dtf/:{ﬂv/de &n(—)%f@)ws@ O(p - R c056) )
1)
o 0 o

Remarquons la propriété de la fonction delta :

S (W - AU w5 ©) :é—y S(une- -E—)E? ) (3)

L'intégration sur la variable angulaire k{) est triviale, la seule
difficulté est 1l'intégration sur la variable angulaire © . Posons x = cos®
d'od dx = -sin@® dO , 1'intégrale sur © s'écrit :

|

/Axn 6(1—%) = %12;

~1

Alors (4)
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2) Calcul de D{v)

Procédons de la méme maniére que précédemment soit :

ar . T
3 ) 2
Dw) =TI mg 0oy dkf SLE~3 NCR)R [d6 2inb 058 (e —co50) (5)
0627T> ) ko

°

Traitons l'intégrale sur la variable angulaire © de la méme fagon
qu'en 1) d'ou : oo

) 3

b = L wee 4 [dR B W(R) (6)
< NoMe U3
RS Lo

7 U 3 |
oll nous avons posé : LTARH Wpe N Cﬁ) —__—_@77‘) W(/Q) (7)
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APPENDICE D

I-Calcul de Y NL dans le cas Te >> Ti.

Dans ce cas nous avons Ys(k'') = O. Considérons'l‘expression (IT-BS)

de Y ot utilisons la relation (voir appendice A)

? 2 A s (R) .
im = TS AW -t h”S (1)
o Eene oot bag s | LK)

Les propriétés de la fonction de Dirac nous permettent d'écrire :

2' ”
T 8] Aw, -wehD] = T ) 8T A, -0 (8] - S| A+ . &L
AW €5 € s
e

Utilisant ce résultat nous obtenons sans difficulté 1'expression (II-B15)

dGe Y,

IT - Calcul de YNL dans le cas k v k' v k*,

Remarquons que ws(k") est petit face a Awq, nous pouvons alors utiliser

la définition de la dérivée d'une fonction et faire 1'approximation :

S[aw, -« (7]~ §Ac+ cq(r?] ~ -2y (") 2 5@ue)

A
?)wc

Soit d'apres les propriétés de la fonction de Dirac :

“ 2
_ 2/ wSC&//> 9 CS (Awe>: 4 &* __ﬁ_ _D__ [SCE-‘ 6:)“5(’%1‘@:{1 (4)
D A(/Ue Cs E\&/ Dg\/
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L'expression (II-B15) se réduit alors, en tenant compte des conditions

de résonnance (II-B16), a :

- 2
NL . 4B (E)‘ﬁ”) 3

= IL 3 —' £ S@rﬁ’_5<£+&'@§@<§fgzéé2&/6)
V22" s gg @:[ )-5Ck+4) n R
rp\d

- >
ou © est l'angle formé entre les nombres d'ondes k et k'.

Soit sous l'hypothese d'isotropie et en dimension d = 3
/L
(& —s dedt?dﬁﬁfblna)

o

2 2 T
T N T GO S Y P D
[ e e O e

ou nous avons posé pour la densité d'énergie du champ de Langmuir W(k')

3 2
(em) W(R) = 2k &, <E, Eo>£, (7)

Une intégration par partie immédiate de 1'expression (6) donne le

résultat (II-B19).

IIT - Calcul de v NL dans le cas k < k* et k' > k*,

-> - -~
L'angle formé par les nombres d'ondes K" et (k + k') /2 est de 1'ordre de T ’
la condition de réscnnance (II-B17) devient avec cos = ~1

2k*== kK +k' (8)
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Nous en déduisons que seule la résomnance définie par :

i~y
§
o
"
i
o

et wyik) -w1k') =-u (k") (9)

est possible et 1l'expresseion (II-B15) de Y NL se réduit a :

— e
NL /W (R _
Y:_j’),[ W, (§£~>d _Zs_g‘_) &L ELE, &/COSQQ 5{Aw€+c%(ﬁ”)] (10)
< e 2n,ReT
€ °*p
d
R

D'apres les propriétés de la fonction de Dirac nous pouvons écrire :
<
2z /7
/
S[ac vy R = 2hx STR-R2 B8]
" S

De la condition (9) et pour la gamme des nombres d'ondes étudiée,
nous avons :
k"~ k' -k cos © (12)
A l'aide de (12) réécrivons 1l'argument de la fonction § sous la forme
- ' -
k' -%k') (k k'+)

2k* - k cos ©

Q
S/
=
o+
R
=
)

~
1

= k cos @ viole 1l'hypothése k < k* et k' > k*

La résonnance ne pourra avoir lieu que pour k' = k' + ¢ il vient alors

pour l'expression (11)

C ’ . ‘_ ‘
— S[aa, +uy (fi”)]—_— 5[(&’-&_)(&'—& )} _ O(R-RY) (14)
Z ﬁ* + { E\/ ﬁ
( +7 *>
Approximons k! , par 2k*, placons nous dans le cas isotrope et en dimension
d = 3, 1l'intégration de 1'expression (10) ne pose pas de probleme particulier

et nous obtenons 1'équation (II-R23).
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APPENDICE E

Soit U la vitesse de dérive des électrons par rapport aux ions et ))*
la fréquence des collisions des électrons sur la turbulence nous avons :

da’ * —>
= =—-yY d (1)
dt+

L'expression générale de ))* peut étre déduite comme suit :
Considérons 1'équation de Vlasov décrivant la fonction de distribution
électronique ? :

2 L,FD _e E._é_] -0 (2)

Ecrivons que :F et le champ électrostatique auto-consistant z se décompose
en une partie moyenne et une partie fluctuante :

3t’,_<je>+5§ ; _Ei: <§>+5—E (3)

Moyennons 1'équation de Vlasov il vient :

%<3€>:,§7e<553 £ @

Par ailleurs, d'un point de wue fluide, la vitesse .5 se défini comme :
7= [dv < J€> F (5)

d'ou
- 4 L §F s P> )

dt " man,

ol la perturbation de densité SP s'éerit :

Sp = - e [dv7 Sf ™
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—
D'autre part SP étant induit par les fluctuations SE du champ, nous

pouvons écrire :

SP = -V &P --V- [5°X’SE] (8)

L o
ou X est le tenseur de susceptibilité.

Injectons l'expression (7) de & F dans la formule (6), prenons la
transformée de Fourier du membre de droite de (6) ; dans l'hypotheése des

phases aléatoires ;
d+1

<,S_E (X)) ® 8252’)} = (2m) S(X + D—E) S Cz) (9)
ou la fonction paire S& d’()-z)est le spectre de corrélation du champ.

Nous obtenons :

_Cif_ - _% [JX '4 ’Q\IF!’)X()_C.): Scj{)(m)

Mo /(z )yt

L'expression ci-dessus est tout-a-fait générale, appliquons 1la 2 notre

cas ol la turbulence ionique est excitée soit :

5(55) = 27T /7(; S(Lo- W5 (R)) Ssc,i) (11)

77; ¢ est le projecteur longitudinal et (Mg (R) ~ Bc S
¢ <>
Par ailleurs l'expression de Im X(i)dans le cas d'une turbulence
ionique est bien connue (dans 1l'approximation linéaire) (voir référence
/5/ du chapitre IV) :

7 2 2.0
TIn X5 — oI ¢ ko w-~ R-d (12)
CX =07 (/% ) B,

Il vient alors, pour des raisons de parité :

S— ->
Ju % JE W) & F Bl
——=={(IL) w 20 fa@
CH— 2,) fe <{77.)d 2 g‘BT ﬁ E‘L Uaz)
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ou nous avons posé, dans le cas d'une turbulence ionique :

S — S -

WCA) = & S CR) BNGEY

' *
Comparons les expressions (13) et (1) il est facile d'identifier )7
si de plus nous nous placons dans le cas isotrope nous obtenons 1'expression
(IV-F1) :

wERY - 4T A WA
Ry’
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APPENDICE F.

Dans le but d'étudier la validité de la méthode numérique employée
proposons nous, a titre de test, d'intégrer, en dimension d = 1, le systeme
d'équations couplant la fonction de distribution \-F (v), décrite par une
équation du type Fokker-Planck, et 1l'équation d'évolution de la densité
spectrale d'énergie & (k) des plasmons /1/, c'est-a-dire :

.D'Qmecv)_—_%%_[?:fcw + D@>%}_§C‘7>] (1)

9 &
= ECR) = A
oF Ay + 2 R &R) ~ (2)
|
ol le temps t est réduit par rapport a Wpe ; les longueurs

par rapport a )\D ; les vitesses par rapport a ”Di—e et les densités d'énergie
par rapport a N, QBT ; par ailleurs nous avons pour expression :

Du coefficient d'absorption Landau Y, CR) :

et =TI ﬁ—a%fczr)] VR

Du coefficient d'émission spontanée C (k)

CRy = sz & SRy 4
Du ccefficient de diffusion D (v) :
D) = 2 &Ry /T
Du terme de Friction F
F o= &
-4

ou p est le petit parameétre plasma (nous prendrons 'fP =10 7).
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L'espace des vitesses v (v = 1/k) est maillé & l'aide de N = 80 points
équidistants dans un intervalle Viax - 8, Vvin = 1.

Initialement la fonction de distribution sera choisie avec une bosse
(faisceau de particules) centrée en v = 6,1la fraction K de particules sera

prise égale a & = 10‘3.

Le spectre initial des plasmons sera, loin du domaine de résonnance,
celui de 1l'équilibre thermodynamicue.

Sous ces conditions la théorie prévoit la disparition de la bosse et
la formation d'un plateau pour la fonction de distribution, le spectre pour
sa part croit dans une gamme d'onde correspondant & la région de pente
positive de la fonction de distribution, par ailleurs la densité d'énergie
turbulente tend & se saturer a une valeur de l'ordre de X au cours du temps.

L'intégration numérique du systéme (1,2) ou les dérivées spatiales
sont calculées par des fonctions splines cubiques et ol 1'intégration

A

temporelle est effectuée a 1'aide d'un schéma basé sur 1'extrapolation de
Richardson avec sélecteur automatique du pas d'intégration (EPS = 10_3)

confirme bien la théorie (voir ficure F1).

Pour s'assurer de la précision de la méthode nous avons calculé les
erreurs, en pourcentage, sur deux quantités qui doivent se conserver durant
1'évolution :

- La densité de particules N , telle que :

VUhax
N ::/ duv +(v)
o Jd

nin
- L'énergie totale du systéme E, telle que :

Uﬂax nox
E:_L/JU'U%:FCU) -2 dﬁ\&&)
Ynin En;n

Ces trois intégrales sont calculées par la méthode dite des trapézes

corrigée /2/.
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Précisons que l'erreur a été définie, par exemple pour la densité N ,

comme :
Ny — N k)

MNcto)

N(F) étant la valeur de la densité a l'instant t, [1(k) la valeur
a l'instant initial.

x 100

Nous constatons (voir figure F2) que la méthode utilisée donne une
précision excellente dans les deux cas (nous pouvons, faute de détail ,la
considérer bien meilleure que dans la référence /1/ et ceci pour un maillage
bien moins dense, en /1/ N 4 300).

Sur la base de ces résultats nous concluons que l'utilisation de cette

BN

méthode numérique, s'avere précise, peu couteuse et facile a mettre en oeuvre.

/1/ Raimbault J.C. , Thése de Troisieéme Cycle, Grencble I (1981)

/2/ Conte S.D., De Boor C., Elementary numerical Analysis, Mc Graw-Hill
(1982)
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FIGURE Fl1 - Evolution temporelle

(a) de la densité d'énergie turbulente ; la saturation a lieu pour
t‘m 900 ce qui correspond & W 1.4 10_3 noa.

(b) de la fonction de distribution f(v) des particules. On voit clai-
rement la déformation progressive de celle-ci jusqu'a la formation
du plateau.

(c) du spectre d'énergie des vlasmons. Celui-ci croit et s'élargit pro-

gressivement dans la région de résonance.
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RESUME

La turbulence de Langmuir Forte dans les plasmas a de nombreuses
conséquences tant dans les applications a la fusion rapide qu'a 1'astrophysique.

La déduction des équations couplant le spectre turbulent de Langmuir
des cavités en effondrement et la fonction de distribution des particules se
trouve exposée en détail dans ce mémoire. .

Le traitement numérique de ces équations confirme le développement
d'une queue de particules suprathermiques prédite théoriquement.

Par ailleurs, 1'importance du réle du rayonnement d'ondes sonores est
mise en &vidence. I1 est montré que ce rayonnement se manifeste par une réaction
sur la source de la turbulence, lorsque la queue d'électrons chauds s est éten-
due, par 1'intermédiaire du phenomene de conversion aléatoire.

La prise en compte de ce dernier phénoméne conduit & une sorte d'inter-
mittence, cette tendance a été confirmée numériquement d'abord par une modé&lisa-
tion @ 3 et 4 degrés de Tiberté puis sur 1'ensemble des &quations spectrales.

MOTS CLERE™S

. Turbulence de Langmuir, queue de particules, ondes sonores, inter-
mittence.
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