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"There are three kinds of Lies : _
Lies, damned Lies, and statistics ..."

DISRAELT

INTRODUCTION

Un titre, si long soit-i1, ne résume qu'imparfaitement les pages qu'il
recouvre, et les travaux en Analyse de Données se montrent toujours rebelles aux
classifications habituelles ...

Nous ne sommes en effet ni des statisticiens, ni des informaticiens, et
les phyciciens ne nous reconnaissent guére ... Les premiers voient en nous des
néophytes peu soucieux de 1'orthodoxie et ignorants des Tables de la loi, quelle
qu'elle soit. Les seconds nous reprochent notre manque d'allégeance & la "Machine"
et un irrespect fréquent pour le "Systéme". Quant aux derniers, ils restent par-
tagés entre une certaine sympathie, pour ces amateurs fort curieux de comprendre
les phénoménes naturels, et une réserve certaine, quant & la facon sommaire dont
nos modéles traitent ces mémes phénoménes.

Nous empruntons pourtant a ces trois disciplines mais en gardant &
1'e prit que, pour résoudre un probléme plus ou moins bien défini mais concret,
nous disposons d'un volume d'informations donné et limité. Un des pionniers de
1'Analyse des Données, John TUKEY, a d'ailleurs bien précisé notre but, dans un
article prophétique intitulé "Future of Data Analysis". Considérant la capacité
croissante des moyens de calcul, i1 souhaitait que des chercheurs, "plus intéres-
sés par les sciences que les mathématiques, plus soucieux d'efficacité et d'uti-
1ité que de sécurité, plus intéressas par des techniques qui suggérent que par
celles qui concluent, et acceptant de se soumettre autant au jugement des faits
qu'a la rigueur mathématique, concentrent leur attention sur les méthodes d'ana-
lyse des données et 1'interprétation des résultats d'analyses statistiques ..."
Ce besoin est particuliérement ressenti en Hydrométéorologie ol 1'effort des
derniéres decenniés dans 1'instrumentation et Ta collecte des informations con-
duit & des amoncellements de données parfois inquiétants. Un éminent météorologue
anglais, J.M. CRADDOCK rappelait d'ailleurs, devant la "Royal Meteorological
Society" que : "while we are adding to our background material as the years go
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by, we also have the task to jueeze the Tast drop of information from the
data we have ... " (1973 Annual Meeting).

C'est ce que nous tenterons de faire, dans les pages qui suivent, &
propos de deux ensembles de données trés représentatifs de ceux que 1'on rencon-
tre en Hydrométéorologie : Condenser 1'information, en extraire Te maximum,
optimiser éventuellement Tle systéme de mesure, et mesurer son potentiel de
prévision. Le premier exemple concerne la prévision des phénoménes "accidentels"
connus le plus souvent de maniére qualitative (occurence d'orages a gréle, nature
des précipitations : pluie ou neige, risque de pollution, etc ...) parmi Tesquels
le probléme de la prévision des avalanches n'avait pas encore fait 1'objet d'un
effort intensif. Un autre probléme, trés courant en Hydrologie, concerne les
variables "régionalisées", c'est-a-dire mesurées sur un réseau ol la proximité
géographique entre stations a un sens et doit donc étre prise en compte.
L'exemple du réseau pluviométrique des Cévennes est aussi intéressant par sa
densité que spectaculaire par 1'importance des précipitations qu'il mesure.

Au passage, nous évoquerons, non pas 1'ensemble des méthodes existantes
en Analyse des Données, mais celles que nous avons personnellement utilisées,
analysées, voire améliorées sur ces exemples. Grédce en particulier aux travaux
de Pr. BENZECRI et de ses collaborateurs, 1'Analyse des données n'a plus rien
aujourd'hui d'un domaine grossiérement défriché, mais c'est encore un jérdin
& 1'anglaise ol de nombreuses zones d'ombre subsistent ... Nous avons cherché
a en éclaircir quelques-unes.

Ces travaux constituent aussi une étape dans les recherches de notre
équipe d'Hydrométéorologie : Ils font suite & la thése de Ph. BOIS (1976) qui
donnait un traitement trés complet des méthodes de critiques des données et un
premier ensemble de techniques de prévision,s'appuyant essentiellement sur la
regression multiple. On retrouvera ici la méme démarche en 3 temps :

- analyse théorique d'une technique et recherche des analogies pouvant enrichir
son interprétation ;

- utilisation sur des données simulées et recherche ou vérification de propriétés
que Ta spéculation théorique n'a pas forcément mises en évidence ;

- puis application & des exemples réels. )

Sur un plan pratique, ce document est divisé en 5 parties pratiquement
indépendantes (Un certain nombre de démonstrations accessoires ont &té reportées
dans une annexe qui sera publiée séparément). Exceptionnellement, dans 1'inter-
polation optimale de variables régionalisées (Véme partie), nous ne présentons
pas d'exemples réels traités : ceux ci dnt &té repris dans la thése de



D. CREUTIN (1979) et développés dans une comparaison plus large des différentes
méthodes d'interpolation utilisées pour les champs de précipitations.

Quant & Ta longueur de ce mémoire, elle ne s'explique pas seulement par
Ta discussion, toujours longue,des résultats mais aussi par la difficulté
de trouver un fil conducteur & des travaux entrepris indépendamment. Paraphra-
sant Pascal, reconnaissons aussi que le temps nous a manqué pour présenter un
texte plus court ... mais un certain nombre de paragraphes (signalés par des
astérisques) peuvent étre omis en premiére lecture.
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"1 y a une foule d'accldents qu’on’
ne peut prévoirn : La gnéle, La gelie
quelquefois, La sécheresse, Leb
pluies excessives ..."
Xénophon (V°siecle Av.JC.)

L'Economique-Livee TV

PREMIERE PARTIE

LES PROBLEMES ET LEURS DONNEES |
( PRETRAITEMENTS ET CODAGES )

On y décrit en détail les 2 problémes qui ont servi de théme i nos travaux.
Le premier chapitre précise les objectifs, les données disponibles et 1'état antérieur

de ces travaux d'aprés les références bibliographiques disponibles.

La nature extrémement variée des variables dont nous disposons nous con-
traint dans le chapitre II & quelques réflexions théoriques sur ces variables, la mesure

de Teur Tiaison et 1'effet de diverses transformations.

Le chapitre III en est 1'application immédiate aux données que nous
utiliserons par la suite .(données nivométéoroloaiaues de Davos et précipitations

sur les réajons cévenoles ).
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CHAPITRE I
PROBLEMES ABORDES ET DONNEES DISPONIBLES

I.1 - La prévision des avalanches - Exemple de Davos

Ce probléme de prévision d'un phénoméne accidentel nous a &té confié par
1'Institut Fédéral Suisse pour 1'Etude de la Neige et des Avalanches.

I.1.1. Les objectifs

IT s'agissait de mettre au point un schéma de prévision du danger d'avalanche
fondé sur une approche numérique objective et sur Tes seules données observées. I1 serait
complémentaire de celui qui existe actuellement et repose uniquement sur 1'expérience et
T'intuition d'un prévisioniste trés compétent, mais difficile & remplacer.

Précisons cependant un certain nombre de points :

a) Il ne s'agit pas en fait d'une prévision, mais, selon LACHAPELLE (1977)
d'une évaluation du danger d'avalanche, compte tenu des conditions météorologiques du
moment (supposées connues ou prévues de facon parfaite). Nous laissons donc de coté le
probléme de Ta prévision de ces variables nivométéorologiques.

b) Le probléme peut ensuite se poser & différentes échelles d'espace et de
temps.

Les méthodes différeront sensiblement selon que 1'on veut évaluer le danger
a 1'échelle d'un pays entier (1'état du Colorado pour le Forest Service de Fort Collins,
Tes Alpes et les Pyrénées francaises pour le Centre d'Etude de 1a Neige de St Martin
d'Héres, etc...),d'un itinéraire particulier (la Transcanadian Highway dans les Rocheuses
canadiennes, la Highway 550 dans les San Juan Mountains du Colorado, la route desservant
Ta mine "ANDINA" prés de Portillo au Chili, les voies ferrées menant aux mines d'uranium
dans les montagnes d'Asie Centrale, diverses routes stratégiques du Tien Shan ou du
Tibet, etc...), ou d'une petite région (vallée, parc naturel, etc...). '

Dans chaque cas, Te domaine géographique présente certaines particularités qui
influeront sur la méthode de prévision. Dans notre exemple, nous nous Timiterons 3 des
zones relativement petites (/A% 100 km?) correspondant essentiellement au domaine skiable
d'une station.

En ce qui concerne 1'échelle de temps, certaines demandes de prévision, sont
a 1'eéchelle de 1'année (pour les forestiers chargés du reboisement), mais plus souvent
& 1'échelle de quelques jours (le "week-end"),voire de quelques heures (quelle est 1'heu-
re la plus propice d un déclenchement artificiel ? etc...) Quant & nous, nous considérons
le danger & 1'échelle de la journée, ou plutdt des 12 heures diurnes du jour j, connais-
sant les conditions de ce jour j.



c) Un autre probléme concerne la notion de danger et de son intensité. On peut
en effet se demander si une avalanche de 200 m d'extension est moins dangereuse qu'une
avalanche de 400 m et si une journée avec 10 avalanches observées est 2 fois plus dange-
reuse qu'une journée avec 5 avalanches. Enfin, si une seule avalanche se produit par
beau temps dans un domaine ouvert au public, n'est-ce pas plus dangereux que 10 avalanches
dans une station"fermée! et ne faut-il pas considérer avec circonspection toutes les zones
d'exposition similaire, voire 1'ensemble du domaine.

On pourra voir, dans la revue des travaux antérieurs, que certains auteurs ont

cherché & prendre en compte cette notion d'intensité de 1'activité avalancheuse.

d) Des problémes se posent aussi au niveau des échantillons statistiques quant
i des biais éventuels. En effet les facteurs physiographiques (pente, exposition, végé-
tation) ne sont pas pris en compte. On suppose, par exemple, que toutes les orientations
sant représentées en proportions sinon egales du moins suffisantes dans Ta region que nous
considérons. (Si 1'on ne dispose que de versants Est, il se peut qu'un jour donné, Ta
situation soit considérée comme sire, alors qu'elle serait dangereuse sur le premier
versant Ouest venu). Enfin, on admet que toute avalanche descendue ne modifie en rien le
potentiel avalancheux des jours suivants et qu'il se trouvera toujours une zone de carac-
téristiques voisines et non encore purgée. Cette considération est au contraire de pre-
miére importance quand on prévoit au niveau d'un seul couloir. (Celui-ci étant d'autant
plus sGr qu'il vient d'étre purgé, méme si les zones voisines sont encore trés dangereuses).

Nous supposons donc la zone géographique choisie suffisamment vaste pour consti-
tuer une population ol toutes les conditions physiographiques sont représentées. Par con-
tre elle est supposée suffisamment petite et compacte pour que les variables nivométéoro-
logiques mesurées ou calculées ponctuellement soient représentatives de 1'ensemble de la
zone.

Remarque . Ces hypothéses ne seraient pas vérifiées pour certaines zones appa-
remment réduites : les 2 cO6tés d'une route sur 100 km de long, ou pour certaines varia-
bles : les mesures de résistance du manteau ont une représentativité beaucoup plus locale
(quelques dizaines de métres).

e) Toujours au niveau des échantillons statistiques, des problémes se posent
quant aux avalanches qu'il nous faut considérer. En effet, dans les zones ol la prévi-
sion présente un grand intérét, on procéde généralement & des déclenchements préventifs
(par explosifs ou a ski). Pour notre part, nous avons considéré que le danger était ma-
térialisé par des avalanches "naturelles". Or, il serait souhaitable, ne serait-ce que
pour réduire 1'incertitude d'observation de ces derniéres, de ne travailler que sur les
avalanches artificielles. Mais pour ce faire, i1 faudrait procéder de fagon systémati-
que, c'est-a-dire tirer des explosifs en de nombreux endroits et tous les jours sans
distinction. On pourrait alors supposer que 1'on a une bonne mesure de la stabilité du
manteau, un peu pessimiste en ce qu'elle anticiperait 1égérement les déclenchements
naturels, et cette démarche serait idéale pour le traitement statistique.
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Le probléme est que 1'on tire de maniére trop &pisodique : des avalanches
naturelles apparaissent alors que 1'on n'a pas jugé utile de tirer. Des journées clas-
sées sans avalanche auraient pu donner lieu a des décienchements si 1'on avait tire,
etc... Sans parler des avalanches qui se produisent "quelques temps" aprés que 1'on ait
tiré ... cf K. WILLIAMS (1978).

f) Enfin, notre but est de fournir une prévision continue, "de routine", cha-
que jour de Tla saison d'hiver, et non pas dans les seules situations "catastrophiques".
Dans le cas de précipitations importantes par exemple, il est presque plus intéressant
d'expliquer pourquoi i1 ne se produit pas, ou pas plus d'avalanches. Par contre, pour un
type de situation considéré comme peu avalancheux, il est important de déceler si une
avalanche isolée risque de se produire.

Ces raisons font que la prévision est présentée ici comme le pourcentage de
probabilité, pour chaque jour donné, qu'une avalanche naturelle au moins apparaisse,
dans les 18 H & 24 H considérées, sur la région étudiée. Celle-ci est la région de la
Parsenn, qui comporte environ 100 km2 autour du célébre Institut du Weissfluhjoch
(2670 m). La station de mesures nivométéorologiques, située & 2450 m est particuliére-
ment représentative des zones de départ des avalanches (2000 - 3000 m) cf. figure I-1.

I.1.2. Travaux antérieurs { %)

Une synthése partielle a déja été présentée par E. LACHAPELLE (1976) mais elle
péchait un peu par ignorance en ce qui concerne les travaux menés en Union Soviétique,
Une abondante bibliographie, malheureusement incompléte sur le sujet de la prévision a
aussi été publiée par le "World Data Center A for Glaciology" en 1977.

Sans prétendre connaitre 1'ensemble des travaux effectués en ce domaine, nous
nous proposons de les compléter a travers la chronologie suivante :

Ere Primaire : La prévision reposait entiérement sur 1'expérience et 1'intui-
tion du montagnard, avec tous les biais que pouvaient introduire la transmission orale
et Tes incertitudes concernant les zones peu fréquentées. v

Bien que ces pratiques soient encore en vigueur dans certaines régions, 1'ob-
servation systématique des avalanches a probablement commencé en France, dés le début
du siécle, avec le réseau d'observations mis en place dans les Alpes par 1'ingénieur
P. MOUGIN, pionnier de 1'hydrologie et de la restauration des terrains en montagne.

Ere Secondaire : Elle a consisté a mettre en regard, mais sans proposer de

modéle, les avalanches observées et les phénomeénes physiques qui pouvaient leur &tre
associés. Méme si divers observateurs ou géographes avaient bien suggéré ces rapproche-
ments, mais sans les quantifier vraiment (cf. ALLIX A., 1925), les précurseurs semblent
étre essentiellement russes. On citera AKKURATOV V.N. qui, dés 1956, proposait d'utili-
ser la quantité de neige transportée par le vent et la température de contraction (?)
de Ta neige comme index de danger. K.S. LOSEV en 1960, prenait les mémes index



(accumulation de neiae par précipitation et/ou transport). En 1963, ABDUSHELISHVILI K.L.
tentait de déterminer pour le Caucase une quantité critique de neige fraiche X75 apreés
que 1'humidité relative de 1'air ait dépassé 75%, choix qui™ fut trés controversé
ensuite ! Comme 1'intérét portait beaucoup sur 1'heure de début du danger, une attention
particuliére fut accordée a 1'intensité de la chute de neige, que nous retrouverons

dans des modéles plus récents.

En 1965, Te Symposium de Davos, organisé par 1'A.I.H.S. permit de faire le
point & un niveau international. C'est 12 quapparaissent les travaux de T.ZINGG, et de
A. POGGI et P. PLAS, ces derniers essayant de quantifier la liaison entre le nombre
d'avalanches observées dans une région des Alpes et les précipitations cumulées durant
les 3 jours précédents.

Parallélement & cette approche directement prévisionnelle, de nombreux travaux
plus fondamentaux tentaient d'éclaircir la mécanique du manteau de neige. I1 faut citer
le travail de pionnier de G. SELIGMAN (1936), les nombreuses contributions de 1'Institut
Fédéral du Weissfluhjoch a Davos, et d'un certain nombre d'auteurs russes. On a bien slr
tenté d'appliquer ces résultats en prévision : il "suffisait" de prévoir quand les con-
traintes exercées sur le manteau excédaient sa résistance propre, ou son adhérence a la
couche inférieure ... On trouve ainsi les travaux de SCHERBAKOV M.P. (1966), de KOSAREV
M.V. (1969) et des préoccupations voisines chez ROCH A. (1965) ou quelques chercheurs
américains (rassemblé dans MELLOR M., 1968), mais ces approches déterministes restérent

peu fructueuses jusqu'a ce jour.

Ere tertiaire : Celle-ci a vu apparaitre les techniques statistiques comme
outils pour quantifier la prévision. En 1969, KOSAREV M.V. définissait "La décision
quant au moment ol i1 y a danger d'avalanche (c'est-a-dire la probabilité d'avalanche
pour le jour & venir sans préciser la localisation des coulées)..." . En Occident,

R. PERLA (1970) commencait & exprimer le danger d'avalanche en terme de probabilité
d'occurence et Ch. OBLED (1970) utilisant ce méme index, ajustait pour la premiére

fois un modéle statistique (Probits) entre 1a probabilité d'avalanche et les précipita-
tions récentes. En 1972, P. BOIS et Ch. OBLED utilisérent pour fournir la probabilite
d'avalanche, une analyse discriminante avec plusieurs variables explicatives, utilisable
en continu et non dans les seules périodes de précipitations. Leurs travaux ultérieurs
(1973, 1974, 1975, 1976) sont décrits dans ce mémoire.

Leur approche fut reprise par d'autres chercheurs comme JUDSON A. et ERIKSON
B.J. (1973) ou BOVIS M.J. (1977) avec des modifications de détail et quelques améliora-
tions. Mais & notre avis, les connaissances actuelles sur Tes mécanismes de mise en
condition du manteau et de déclenchement proprement dit sont encore trop mal connues
et controversées pour que 1'ére quaternaire commence d poindre.

Dans le futur, la compréhension de ces mécanismes étant quasi-compléte, le
choix entre des méthodes déterministes ou statistiques sera di uniquement & des consi-
dérations d'emploi (modéles explicatifs ou opérationnels) et de disponibilité de don-
nées. Nous en sommes encore loin ...



b) Travaux récents

Parmi les tendances actuelles, on admet desormais que :

- I1 est necessaire de distinguer differents types d'avalanches (en general
avalanche de neige séche et avalanche de neige hamide)

- I1 semble inconséquent de distinguer les journées & avalanche de neige
seéche de celles a avalanches de neige humide pour considérer ensuite que
les Jjournées sans avalanches constituent une population homogéne. On est
donc conduit a Tes décomposer aussi et & définir des types de temps.

- I1 semble nécessaire de prendre en compte le degré d'activité avalancheuse.

C'est ainsi que BOVIS M.J. (1977) utilise une stratification des journées ava-
Tancheuses en constituant son échantillon avalancheux de 4 facons différentes.

I - Toutes Tes journées & avalanches naturelles ou artificielles

IT - Journées & avalanches naturelles (au moins 1) de magnitude 2
(cotation du U.S. Forest Service)
IIT - Journées a avalanches naturelles avec au moins 3 cas de magnitude 2
IV - Journées a avalanches naturelles de magnitude 3.

Bien que fondé sur des échantillons petits, i1 semble qu'il faille prendre
un seuil d'activité minimum pour construire 1'échantillon d'ajustement.

Si T'utilisation de 1'analyse discriminante a 2 groupes (avalanche de neige
séche (resp. de neige humide) contre journée sans avalanche) semble devenue classique,
elle est surtout utilisée pour un type bien précis de situation : les périodes avec
fortes chutes de neige. C'est le cas de nombreux travaux russes (GRAKOVITCH V.F., ou
KHOMENIOUK et al., in TOUCHINSKI, 1974, DROSDOVSKAYA, 1978, et divers articles dans les
Compte-rendus de 1'Académie des Sciences de 1'U.R.S.S., Comité de Geéophysique. N°31,
Sept. 1977).

La prise en considération des autres types de temps est plus récente : BOIS
et OBLED (1976) utilisent des méthodes objectives de classification en types de temps
tandis que YEFIMOV M.K. et KOZIK Y.M. (1975) utilisent une classification empirique.
Cette approche par type de temps est aussi proposée par GRIGORIAN S.S. (1974) dans une
revue des Travaux de Ta Faculté de Géographie de Moscou. Au sein des types de temps,
on peut alors procéder & une analyse discriminante avalanche/non avalanche (BOIS et
OBLED) ou effectuer des regressions entre le nombre d'avalanches et des variables nivo-
météorologiques (YEFIMOV et KOZIK). Enfin, on peut toujours au sein d'un type de temps,
chercher & &tudier les seules avalanches catastrophiques, atteignant Te fond des val-
1ées (P. FOHN, 1978).

Au Tieu de chercher & prévoir la probabilité d'occurence, on peut aussi s'in-
téresser au nombre d'avalanches ou comme SALWAY A.A. (1976) a un index complexe combi-
nant le nombre d'occurences, Teurs extensions respectives, etc... Au lieu d'utiliser
la régression habituelle, SALWAY A.A. traite ses observations comme la série chronolo-
gique d'un processus stochastique, mais sans admettre qu'il puisse y avoir plusieurs
processus.
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A 1'heure actuelle, la plupart des équipes de recherches citées (Forest
Service (Fort Collins), Université de Washington (Seattle) et de Colombie Britannique
(Vancouver), Institut du Weissfluhjoch a Davos, Faculté de Geographie & Moscou avec
ses 2 centres du Caucase (ETbrouz) et des Khibins (prés de Mourmansk), Institut de
recherches hydrométéorologiques d'Asie Centrale (Tachkent) poursuivent activement leurs

travaux.

Note : On trouvera une bonne synthése des diverses causes physiques des ava-
lanches dans le "Avalanche Handbook" R.I. PERLA et M. MARTINELLI - USDA - Forest Service-
Agriculture Handbook n°489 - 1973.

Elles sont de deux types :
Avalanches décienchées naturellement
On donne la date de 1'observation (et non du déclenchement) car 1'observateur

parcourt certes tous les jours la région, mais certaines conditions (brouillard, bliz-
zard) rendent 1'observation impossible et des avalanches ne sont donc signalées que
quelques jours aprés. Malheureusement, ces conditions défavorables sont assez fréquentes
en période avalancheuse et i1 y a fréquemment des incertitudes de 1 a 2 jours sur les
dates de déclenchement. Enfin 1'observateur ne pouvant parcourir toute le région (topo-
graphie, remontées mécaniques disponibles ou non), certaines avalanches, trés peu en
fait, passent inapercues. Par contre, on peut remarquer que la zone observée est énor-
mément variable d'un jour & 1'autre, ce qui est surtout génant pour les journées faible-
ment avalancheuses qui peuvent &tre classées avalancheuses ou non selon Ta superficie
observée.

Avalanches déclenchées artificiellement

C'est-a-dire celles déclenchées par grenades, lance-mines, roquettes, mais
aussi par des skieurs ou des engins de damage. On connait généralement 1'heure du dé-
clenchement. Malheureusement, les essais de déclenchement ne sont pas systématiques &
la fois dans le temps (on ne tire pas tous les jours et méme si Ta situation semble
avalancheuse) et dans 1'espace (on ne tire gue sur certains couloirs ou pentes particu-
liéres).

Enfin ces données ne sont archivées que depuis 1969-70 de facon exploitable.

Codage des avalanches

Chaque avalanche est affectée d'un code & 5 chiffres (cf. page suivante),

Seul les codes 4 et 5 seront utilisés dans notre &tude. Les codes 3 n'appa-
raissent qu'en fin de saison, en dehors méme des périodes que nous avons considérées
(Décembre & Avril). Enfin les codes 0 et 1 se rencontrent souvent conjointement pour

diverses avalanches de Ta méme journée. ITs pourraient toutefois étre assez utiles
dans 1'avenir.



Nescription des codes :

0 : zone de déclenchement présentant une ligne de fracture —

1 : départ ponctuel —

2 : mise en mouvement du manteau sur une partie de_son
épaisseur

3 : glissement du manteau complet 77
sur le sol e/f

4 : Tla neige de 1'avalanche dans la zone d'arrivée est séche

: Ta neige de T'avalanche dans la zone d'arrivée est humide

avalanche sur une pente
7 avalanche de couloir

écoulement avec aérosol (nuage de poudreuse)
€coulement au sol

I1 s'agit des paramétres nivométéorologiques effectivement mesurés sur le
champ d'observation 2540 m ou & 1'Institut (2670 m). (cf. Table 1)

Bien que dans des &tudes antérieures nous ayons utilisé des données remontant
@ 1954, nous nous limiterons ici & la période postérieure a 1960 (hiver 1960-61 a
1973-74) pour des raisons d'homogénéité ou de disponibilité de certaines séries.

c) Variables explicatives "&laborées" (cf. Tablell)

IT s'agit ici d'une é&tape qui souléve généralement des débats passionnés et
dont le but est le suijvant :

Construire a partir de variables brutes (qui ne sont pas toujours directement
Tiées au phénoméne avalanche), un ensemble d'index &laborés qui représenterait mieux
les divers mécanismes physiques possibles.

Cette construction permet. & notre avis d'introduire un bon nombre de consida-
rations physiques, d'ol apport d'information, et de construire des index mettant en Jeu
des seuils ou des fonctions non linéaires des variables brutes, ce qui est une facon
détournée (avec les traitements par types de temps) de traiter les non-linéarités.
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N° (article J.of G.)

1

10
11
12
13

14

15

Equivalent en eau de la couche de neige fraiche (exprimé en 1/10 de mm) mesuré
a 08 H le jour j, donc tombé entre j-1 a 08 H et j a 08 H

Hauteur de neige fraiche (exprimée en mm) lue & 08 H le jour j & la planche a
neige

Précipitation la plus importante de la journée (tempéte ou "snowstorm"), rame-
née a sa durée réelle intensité moyenne exprimée en mm/h. On affecte les
chutes de neige, tombées entre j @ 08 H et j+1 & 08 H, au jour j (Intensiteé
associée & la période d'observation des avalanches du jour j).

Vent maximum du jour.

. de 1961 & 1969 : vent maximum instantané entre 0 et 24 H Te jour j (sauf
pannes 1962 et 1966)

. de 1970 a 1974 : maximum des 3 mesures (7 H 30, 13 H 30 et 21 H 30 ou 19 H)

On dispose maintenant des vents maximum instantanés pour la période 1970-74.

Rayonnement global mesuré en ca]/cm2 Te jour J au pyranométre.
(Certaines corrections ont été apportées pour corriger les détarages et des

changements d'appareil).

Température & 7 H 1e jour j en 1/10 de °C.

Tempnérature & 13 H le jour j en 1/10 de °C.

Nombre d'heures d'insolation du jour J.

Nébulosité moyenne du jour Jj en dixiémes.

Hauteur de neige Tue & la perche le jour j vers 09 H.

Pénétration de la sonde de battage sous son poids propre.

Température & -10 cm dans la neige (exprimé en valeur absolue et 1/10 de °C).

Equivalent en eau, lu @ 08 H Te jour j, de la précipitation recueillie dans le
pluviométre enregistreur ( influencé par le vent et 1'appareil).

Azimuth associé au vent maximum .
. de 1961 & 1971 : azimuth associé & la plus forte des valeurs de vent de
7 H, 13 H, 21 H.
. de 1972 & 1974 : azimuth associé au vent horaire maximum ( # vent instantané)

Nombre d'observations de "chasse-neige)

Si pas de chasse-neige 0

Si chasse neige & 7 H et/ou 13 H et/ou 19 H 1, 2 ou 3

(Possibilité d'ajouter +1 si 1'observateur a indiqué qu'il y en a eu beaucoup)

TABLE I - description des variables "brutes" .
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NO
Fichier 76
1 Précipitation (08 H j-1a 08 H j) + 1/2 (08 H j a 08 H j+1)

2 Hauteur de neige fraiche

3 Intensité

4 Densité de la couche de surface

5 Cumul des précipitations (sur 3 jours)

6 Vent du jour '
7 Ecart en pourcentage entre valeur en eau au pluviométre et & la planche & neige
8 Chassé neige de j et j-1

9 Vent % cos (-(AZ-45) ) axe SW - NE

10 Vent % sin (-(AZ-45) ) axe SE - NV

11 Accroissement du vent pendant ou aprés les précipitations

12 Température & 13 H

13 Variation des températures & 13 H entre j-1 et j

14 Température & 13 H + 3°C si < 0°

15 Température & 13 H + 3°C si > 0°

16 Température & 7 H

17 Variation des températures & 7 H entre j-1 et j

18 - Nombre d'heures d'ensoleillement du jour j

19 Rayonnement solaire incident du jour j

20 Nebulosité moyenne du jour j

21 Pourcentage regu du rayonnement potentiel du jour j

22 Nombre de séquences de précipitations

23 Quantité de précipitations depuis la fin de la derniére séquence

24 Nombre de jours sans précipitation depuis Ta fin de la derniére séquence
25 Mombre de jours sans précipitation avant la séquence précédente

26 Maximum enregistré depuis le début de 1‘'hiver de la var.25

27 Nombre de cas de chasse-neige depuis le début de la séquence en cours

28 Nombre de jours ol au moins 1 cas de chasse neige a 6té observé depuis le

début de la séquence en cours
29 Précipitations pondérées cumulées (Storm Index de Judson)
30 Hauteur de neige fraiche “"efficace"
31 Tassement depuis le dernier maximum d'épaisseur
32 Tassement relatif depuis le dernier maximum d'épaisseur
33 Tassement entre j-1 et j (si tassement)
34 Enfoncement de la sonde de battage
35 Durcissement entre j-1 et j
36 Cumul sur 5 jours des heures d'ensoleillement
37 Cumul sur 5 jours du rayonnement incident
38 Cumul sur 5 Jjours des degrés jour > 0°
39 Cumul proj. vent sur NE sur 3 jours
40 Cumul proj. vent sur SW sur 3 jours
41 Cumul proj. vent sur N sur 3 jours
42 Cumul proj. vent sur SE sur 3 jours
43 Température 10 cm sous la surface de la neige
44 Variation de cette température entre j-2 et j
45 Variation de cette température entre j-1 et j
46 Variation relative de la température entre j-2 et j
47 Cumul sur 7 jours de cette température
48 Variations pondérées entre j-2 et j des températures a 7 H
49 Nombre de journées avalancheuses depuis le début de 1'hiver
50 Nombre de journées avalancheuses depuis le début de 1'hiver ramenées au
nombre de séquences de précipitations.

-TABLE II - Description sommaire des variables "elaborées"
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Exemples
. La guantité de neige tombée en 24 H a moins d'importance que la quantité

totale tombée depuis le début d'une séquence de précipitations.

. La hauteur totale de neige au sol a moins d'importance que ses variations

d'un jour a 1'autre.

. Le rayonnement solaire incident est un bon indice du type de temps mais pas
du bilan thermique de Ta neige si 1'on n'y ajoute pas 1'albedo.

etc..

Nous ne donnons qu'une description sommaire de ces variables car Tes justifica-
tions seraient particuliérement volumineuses. Pour 1'essentiel, nos choix recoupent ceux
décrits par S.S. GRIGORIAN (1974). Par contre, nous avons cherché a é&tre exhaustifs, en
proposant le maximum de variables plausibles et en laissant a des algorithmes ultérieurs
le soin de les sélectionner. |

Toutes ces variables font 1'objet d'un calcul automatique par programme ce qui
exclut toute subjectivité.

Remarque : Certaines variables sont cumulées depuis Te début de 1'hiver,
défini comme : "le début de la période sans précipitation suivant immédiatement la chute

de neige ayant provogué la formation d'un manteau saisonnier au champ de mesures (2450 m)"

On constate que ces variables peuvent se regrouper en 3 classes :

- Influences mécaniques : Précipitations, transport par le vent. Elles indi-

quent en partie aussi la situation atmosphérique (temps perturbé et venteux)

- Influences thermiques : Rayonnement, températures, qui influent sur Te bilan
thermique du manteau et indiquent aussi 1'état thermique de 1'atmosphére.

- Etat du manteau : surface (résistance, tassement, etc..) ou en profondeur
(nombre de couches, &tat des intercouches, etc..) C'est assurément 13 qu'apparaissent
les index les plus grossiers, mais peut-étre les plus représentatifs spatialement.

Car si le reproche nous a souvent &té fait de négliger les données bimensuel-
les de sondage du manteau, personne n'a pu nous indiquer clairement comment les traiter.
(KOSAREV M.V. (1969), parle des sondages et de leur intérét en ces termes :

"Cette situation incongrue ... s'explique par une obsession excessive
guant aux propriétés physico-mécaniques de la neige ..." "Ces propriétés ve. NE
peuvent étre utilisées pour la prévision sur des superficies assez c¢randes ..." (sous-
entendu par rapport & la représentativité du sondage) et il conclut "qu'elles doivent
certes étre étudiées, mais pour d'autres raisons" ...)

Le débat reste donc ouvert entre les physiciens de la neige ..., et nous nous
garderons d'y entrer.
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En conclusion sur ces données, il est certain que ce sont les données d'ava-
Tanches qui sont les plus entachées d'incertitude et qu'en comparaison, les problémes
de précision ou de représentativité des variables explicatives semblent mineurs. Signa-
lons pourtant que certaines séries (vent maximum, température de la neige, rayonnement)
incomplétes ou partiellement erronées ont di étre reconstituées, avec plus ou moins de

précision.

Note trés importante sur les variables utilisées

Ces études s'étant étalées sur plusieurs années, un premier ensemble de 50
variables explicatives fut utilisé jusau'en 1975. Leur description compléte se trouve
dans 1'article de la Houille Blanche (BOIS Ph. et OBLED Ch., 1976). Certaines variables
étant apparues inutiles ou redondantes, on les a remplacées par d'autres d'ol 1'ensem-

ble final de 50 variables décrit plus haut.

Toutefois, nous donnons un certain nombre de résultats utilisant le premier
ensemble (la plupart des analyses descriptives) et qui n'ont pas &té repris avec 1'en-
semble final. Dans la mesure du possible, nous précisons bien sur quel ensemble a é&té
faite 1'analyse. La correspondance d'indices entre les deux ensembles est donnée dans
le tableau
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I.2 - Analyse des précipitations sur la bordure Sud-Est du Massif Central

(Episodes Cévenols)

[.2.1. Problémes posés

Notre groupe de recherche s'intéresse de longue date & 1'hydrologie de ces
régions. Aprés des études sur la propagation des crues en riviéres, puis sur la forma-
tion des crues et 1'étude des relations pluies-débits, i1 était normal que, remontaht
encore vers 1'amont, on se pose Te probléme de la structure des pluies sur la région.

En effet, les modéles mathématiques pluie-débit utilisent, en entrée, la lame
d‘eau moyenne sur une parcelle ou un sous-bassin. Or c'est une donnée critique car, le
modéle déterministe étant conservatif, toute la lame introduite doit transiter dans le
modéle et une estimation erronée provoque des excédents ou des déficits systématiques,
qu'il faut donc éviter. (Remarquons que ce n'est pas le cas dans les relations statis-
tiques pluies-débits qui sont auto-adaptatives et n'utilisent la pluie que comme index) .

I1 se pose donc un probléme d'interpolation optimale des valeurs ponctuelles
de précipitations, ou de leur intégrale spatiale. En général, le réseau n'est pas assez
dense, ou comme dans le bassin des Gardons, seule une partie est télémesurée et dispo-
nible immédiatement: I1 faut donc reconstituer le champ & 1'aide des seules stations
disponibles. (Fig.I-2)

Comme dans le probléme précédent, le déroulement de 1'étude comportera d'abord
T'analyse structurale du phénoméne sur les données du passé, la mise au point de cer-
tains modéles puis leur application a& des données test. Toutefois cette étude ayant
donné lieu & des développements théoriques intéressants dont les applications pratiques
sont encore en cours de mise au point (D. CREUTIN. Thése d'Ingénieur-Docteur, a parai-
tre en 1979) nous présenterons surtout Tes aspects méthodologiques suffisamment dévelop-
pés 3 1'heure actuelle.

I.2.2. Travaux antérieurs

Nous distinguerons deux types de travaux. Les premiers concernent les &tudes
climatologiques et météorologiques effectuées sur la région des Cévennes proprement dite.
Les seconds rassemblent Tes essais d'analyse structurale des pluies, effectués en diver-
ses régions du monde.

Cette région, connue de longue date pour les crues violentes qu'elle subit
(cf. PARDE, 1961) a vu apparaitre des études plus quantitatives, et un réseau de mesu-
res plus conséquent, aprés les crues catastrophiques de Septembre-Octobre 1958. Mais
ces phénoménes, sans &tre toujours catastrophiques sont relativement fréquents : J.M.
CAROFF (1965) signale 171 cas en 10 ans oll 1'on a dépassé 40 mm en 24 H 4 1'un des
postes de la région. De notre cdté, sur un découpage un peu différent et sur 20 ans,




- 16_

wzzlfp> i froid

sl air chaud ;
SITUATION AU SOL

SITUATION AU SOL .

Figure I-3 - Situations metéorologiques typés :
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nous avons rassemblé une bonne centaine d'épisodes (pour la seule période Septembre-
Octobre-Novembre) ayant donné plus de 50 mm en 2 ou 3 jours sur un de ces postes.

L'étude synthétique de J.M. CARROFF (1965) sur la météorologie des pluies. de
ces régions met en évidence 4 types de situations génératrices dont 2 sont largement
dominantes, et également probables & 1'échelle annuelle.

(:)— Les perturbations cévenoles proprement dites, caractérisées par :

- Une dépression barométrique au voisinage de 1'Irlande & laquelle est
associée une perturbation comportant 2 secteurs : le secteur chaud alimentéd en air tro-
pical, maritime ou méditerranéen instable envahit la vallée du Rhéne et se trouve en
général bloqué a 1'Est par des hautes pressions allant de Ta Tunisie & la Scandinavie.
Le secteur froid, d'origine atlantique et orienté & 1'ouest, envahit progressivement le
Sud-Ouest et le Massif Central et vient soulever brutalement la masse d'air chaud et
humide "confinée" dans la vallée du Rhéne (mais toujours alimentée) (Fig.I-3-a)

(:) - Retours d'air mediterranéens
La situation en altitude est assez similaire mais décalée sensiblement
vers le Sud avec Ta dépression dans le Golfe de Gascogne et des hautes pressions de la
Tunisie & la Mer du Nord. La dépression provoque un appel d'air chaud méditerranéen qui
se trouve bloqué par la dorsale anticyclonique et soulevé assez rapidement, d'oll une

occlusion sur place des perturbations. (Figl-3-b)

Les 2 autres types siagnalés par CAROFF : régime de Nord-Ouest en altitude,
et convergence horizontale de masses d'air instables, donnent des précipitations nette-
ment moins abondantes.

Si on se Timite & Ta période d'automne Tes fréquences respectives des deux
types décrits passent & 2/3 1/3, avec des intensités et des volumes plus forts dans
Te type I que dans le type II. On remarquera que pour ce dernier, c'est le secteur chaud
Tui-méme qui est générateur (méme si ce n'est pas un front chaud au sens strict). Or
Tes fronts chauds ont une pente assez faible (~1/300). Dans le premier type c'est un
front froid (beaucoup plus raide:~-1/60) qui souléve la masse d'air chaud et son passage
donne Tieu & une chute brutale des températures (cf tableau 1 dans 1’article de J. JACQUET,
1959) et a de fortes intensités de pluies (atteignant parfois 100 mm en 1 H). Celles-ci
s'expliguent non seulement par des facteurs météorologiques (forte instabilité de T1'air
chaud) mais aussi locaux.

La masse d'air froid, qui est montée progressivement sur le Massif Central,
débouche sur une chute abrupte (1000 m en 15 a 20 km, soit ~1/20). I1 est possible
que des effets de courants de densité accélérent localement la vitesse de ce front, tan-
dis que les effets de 1'accélération de Coriolis (apparition de recirculations et d'une
composante de Sud-Est) Te devient latéralement.

Cela se traduit sur les pluviogrammes (cf P. GUILLOT, 195%) par une pluie
relativement faible, d'origine orographique,tant que seule la masse d'air chaud escalade,
plus ou moins franchement, le relief. Puis le passage du front froid donne, en quelques



heures (3 & 6) d'averse intense le maximum de 1'épisode, suivi ensuite par des averses
de traine.

Les deux situations type décrites ci-dessus sont cependant un peu trop tran-
chées, et i1 arrive que 1'on ait des situations intermédiaires, ol un front froid peu
actif et ondulant reste bloqué par le retour d'air méditerranéen pendant 1 ou 2 jours,
donnant lieu & plusieurs averses intenses successives.

Dans notre cas, on constatera que pour un phénoméne qui trouve son origine
dans des mouvements d grande échelle, la localisation transversale est trés précise
et se produit toujours sur Ta rupture de pente des Cévennes, a quelques km prés, car
le phenoméne de confinement de 1'air chaud ne peut apparaitre que 1a.

Par contre, la localisation 1ongitudina1e est plus imprécise, les conditions
topographiques se retrouvant sur plus de 100 km du Sud-Sud-Ouest au Nord-Nord-Est. Or,
comme le dit J.JACQUET (1959) "un déplacement de 10 & 20 km du centre de graviteé des
averses exerce une influence déterminante sur la physionomie des crues et constitue un
des obstacles majeurs & la prévision .ou & 1'avance des crues du Vidourle". C'est cette
distribution spatiale d'épisodes qu'il nous faudra estimer & 1'aide d'un réseau fixe,
et Tocalement clairsemé.

Dans notre cas, nous nous Timiterons & 1'analyse ”étatique" des épisodes,
qui peut s'app1ﬁquer aussi a des précipitations mensuelles ou annuelles. Par contre,
les courts pas de temps (3 H ou 1 H au moins) nécessitent la prise en compte des aspects
"dynamiques" (déplacement des averses, etc...) qui font 1'objet d'autres travaux en
cours.

On peut distinguer trois niveaux, qui nous aménent des champs spatiaux en
général a celui des précipitations en particulier : »

1 - Le traitement spatial s'est intéressé aux propriétés statistiques des
champs spatiaux, considérés comme réalisations de fonctions aléatoires. On trouve une
école anglaise, associée au nom de P. WHITTLE (1954) mais qui a connu un développement
continu avec M.S. BARTLETT et aujourd'hui J. BESAG etc... Elle s'intéresse beaucoup aux
aspects spatiaux en écologie, géographie humaine, agronomie, etc... Parallélement, une
école russe, conduite par YAGLOM, a développé les aspects théoriques sur les processus
spatiaux et Tes applications dans le domaine de la turbulence. Enfin de facon compléte-
ment indépendante, G. MATTHERON (1965) a ouvert une voie nouvelle : Ta géostatique, avec
des applications surtout dans le domaine minier.

2 - Le traitement spatial des champs météorologiques.

Les précurseurs sont indéniablement les chercheurs de Leningrad (DROSDOV, 1946,
etc...) dont les travaux, synthétiéés en 1963 par GANDIN, servent de référence pratique
a 1'0.M.M. Postérieurement des travaux de H.J. THIEBAUX (1973) au N.C.A.R. de Boulder (Co-
Torado), ou & T'E.E.R.M. de la Météorologie Nationale ont repris et complété cette
approche.



~19~

3 - Le traitement spatial dans le cas particulier des précipitations.

Nous passerons sous silence les nombreuses méthodes empiriques ou analytiques
consistant § ajuster diverses surfaces plus ou moins sophistiquées a& des données de
pluies, mais sans hypothéses statistiques.

Une publication de P. HUTCHINSON (1972) fait entrer effectivement les méthodes
d'analyse spatiale dans 1'étude des champs de précipitations et J.P. DELHOMME (1973)
applique la technique du krigeage a des champs de précipitations du Tchad. A c6té de
ces tentatives isolées, un groupe du M.I.T., dirigé par I. RODRIGUEZ-ITURBE (1974) a
fait un important travaijl théorique et pratique dans 1'analyse des pluies, mais en con-
servant malheureusement des hypothéses de stationnarité peu adaptées & nos région.
Citons pour terminer une synthése assez bréve de R.T. CLARKE (1977).

On peut en conclure que la prise en compte des aspects spatiaux, aprés avoir
atteint les grands chémps météorologiques synoptiques, gagne peu & peu les champs plus

"régionaux" des variables hydrométéorologiques.

Pour des raisons matérielles, nous avons appelé "&pisodes cévenols" les
précipitations réparties sur 2 ou 3 jours et ayant produit, dans 1'un au moins des bas-
sins de la bordure Sud-Est du Massif Central (Gardon, Céze, Ardéche, Doux ou Eyrieux)
une lame d'eau supérieure ou égale d& 50 mm.

On peut certes envisager d'autres choix, comme celui de prendre les pluies
Journaliéres maximales dans chaque épisode, mais le découpage de ces 24 H calendaires
nous semble trop arbitraire et trop éloigné de la réalité. I1 fallait donc prendre
1'épisode globalement, ou descendre au niveau de phénoménes plus fins : les averses
intenses de 2 & 6 H.

Ces épisodes sont caractérisés par la lame d'eau tombée aux 73 stations d'un
réseau de base (cf. Fig.I-2) (ayant fonctionné sans arrét sur la période 1956-1977). Un
certain nombre d'autres stations, connues pour des périodes plus ou moins longues, ser-
viront de réseau-test pour mesurer la qualité des reconstitutions.

On donne ci-joint un certain nombre de caractéristiques des données utilisées.

(cf. Table III - date des episodes, durée, moyenne, valeur et localisation des mini & maxi)

Nos études auront 2 objectifs :

- Analyser le réseau considéré en vue de son optimisation. Nous verrons que le
terme habituel d'optimisation des réseau de mesures peut recouvrir plusieurs notions
distinctes. 7

- Analyser Tes épisodes disponibles et chercher & mettre en évidence Teur
structure spatiale. Cela nous aménera & rapprocher la méthode d'analyse en composantes
principales et certains modéles de processus spatiaux. Cependant, T'intérét pratique
est d'estimer de facon optimale des valeurs manquantes ou non mesurées, ou des lames

d'eau moyenne sur certains bassins.
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L Date Durée en Lame d'eau Minimum N° et nom de la Max imum N° et nom de la Position dans
épisode Jours moyenne mesuré station minimale mesuré station maximale le réseau
(en 1/10 nm) (en 1/10mm) (en 1/10mm)
1 01/09/1956 3 740 89 40 GANDRIEU 2546 26 MONTPEZAT
2 25/09/1956 3 927 424 19 PONT DE LIGNON 2015 64 PONT DE MONTVERT
3 03/10/1956 2 192 0 53 STANDRE DE 600 6 PRIVAS
_VALBORGNE
4 21/09/1957 2 513 0 7 STE EULALIE 2630 52 ST ETIENNE VALLEE S
5 05/11/1957 3 530 - 30 67 MEYRUEIS 1718 28 LOUBARESSE N
6 09/11/1957 3 /SNEQ ..202 69 CHANAC VQO'O’% 44 PINOLS N
7 30/09/1958 2 (ang 315 44 PINOLS 74290 ' { 52 ST ETIENNE VALLEE S
8 04/10/1958 2 &38 32 16 LE PUY CHADRAC 2367 48 MALONS S
9 14/09/1959 5 447 27 17 CHOMLIX 1375 51 ST MAURICE DE S
VENTAL »
10 17/10/1959 6 613 97 41 MONISTROL DALLIER 1829 60 MONT AIGOUAL S
11 27/11/1959 6 1141 201 17 CHOMLIX 2806 25 MAYRES N
12 17/11/1959 3 402 0 17 CHOMLIX 1291 60 MONT AIGOUAL ]
13 15/09/1960 5 1161 301 14 SANSSAC L'EGLISE 3176 6 PRIVAS N
14 03/10/1960 4 1283 230 42 SAUGUES 3363 28 LOUBARESSE N
15 20/10/1960 7 (o179 369 44 PINOLS 5786 25 NAYRES N
16 28/10/1960 3 534 151 21 TARENTAISE 1389 ' 28 LOUBARESSE N
17 05/11/1960 2 304 41 63 VALLERAUGUE 865 25 MAYRES N
18 21/11/1960 3 732 170 45 LES UFFERNETS 1770 63 VALLERAUGUE S
19 30/09/1961 . 4 593 44 6 PRIVAS 2389 60 MONT AIGOUAL S
20 05/10/1961 3 997 346 42 SAUGUES 2454 48 MALONS S
21 21/10/1961 8 840 82 70 MONTMIRAT 4231 28 LOUBARESSE N
22 12/11/1961 2 726 163 69 CHANAC 1649 28 LOUBARESSE N
23 26/11/1961 2 801 11 12 CAYRES ’ 2392 60 MONT AIGOUAL S
24 26/09/1962 4 486 208 17 CHOMLIX 1313 60 MONT AIGOUAL S
25 12/10/1962 3 464 31 21 TARENTAISE 2314 60 MONT AIGOUAL S
26 06/11/1962 6 1653 319 20 MOULAS 4090 60 MONT AIGOUAL S
27 19/09/1963 3 596 98 1 LAMASTRE 1644 28 LOUBARESSE N
28 31/10/1963 2 1525 259 24 VERSILHAC @ 60 MONT AIGOUAL S
29 03/11/1963 2 366 0 45 LES UFFERNETS 2271 27 ANTRAIGUES N
30 05/11/1963 3 1128 324 44 PINOLS 2584 25 MAYRES N
31 09/11/1963 5 314 25 16 LE PUY CHADRAC 1311 30 VILLEFORT S
32 25/11/1963 3 271 15 12 CAYRES 981 26 MONTPEZAT N
33 04/09/1964 3 539 237 15 FIX ST GENEY 1425 56 ANDUZE S
34 01/10/1964 3 1005 318 44 PINOLS 2341 55 LASALLE S
35 02/09/1965 5 654 132 62 LE VIGAN 1304 28 LOUBARESSE N
36 09/09/1965 2 284 0 69 CHANAC 1051 57 CHAMPCLAUSON S
37 24/09/1965 3 1579 193 17 CHOMLIX Q@}Y 60 MONT AIGOUAL - S
38 30/09/1965 2 560 86 41 MONISTROL DALLIER 2347 25 MAYRES N
39 16/10/1965 2 1041 147 5 VERNOUX 2948 60 MONT AIGOUAL S
40 26/10/1965 4 593 17 13 LE MONASTIER 2685 61 PUECHAGUT S
41 17/11/1965 L2 403 75 16 LE PUY CHADRAC 1071 26 MONTPEZAT N
42 29/09/1966 2 442 0 18 RETOURNAGUET 1647 60 MONT AIGOUAL )
43 11/10/1966 3 233 16 43 PAULHAC EN 703 2 ST AGREVE N
MARGERIDE
44 14/10/1966 3 584 56 44 PINOLS 1582 30 VILLEFORT S
45 19/10/1966 2 218 14 . 62 LE VIGAN 1300 7 STE EULALIE N
46 24/10/1966 4 626 47 68 CASSAGNAS 1722 4 ST PIERREVILLE N
47 02/11/1966 2 319 72 36 BELVEZE:r 720 32 AUBENAS N
48 05/11/1966 2 321 0 15 FIX ST GENEY 1027 7 STE EULALIE N
49 09/11/1966 2 704 234 42 SAUGUES 2110 60 MONT. AIGOUAL S
50 21/09/1967 2 262 58 54 ALES 799 27 ANTRAIGUES N
51 05/11/1967 1 146 5 56 ANDUZE 580 29 VALGORGE N
52 . 15/11/1967 3 1075 258 44 PINOLS 2943 27 ANTRAIGUES N
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Ne Date Durée en Llame d'eau Minimum N° et nom de Ta Max imum N°® et nom de la Position dans
épisode Jours moyenne mesuré station minimale mesuré station maximale Te réseau

{en 1/10 mn) (en 1/10mm) (en 1/10mm) :
53 27/11/1967 2 346 115 71 MENDE - 787 31 VALS LES BAINS
54 29/08/1968 3 658 157 69 CHANAC 2056 62 LE VIGAN
55 03/09/1968 3 489 115 44 PINOLS 1292 33 JOYEUSE GENDAR-

MERIE
56 14/09/1968 3 286 47 44 PINOLS 1282 27 ANTRAIGUES N
57 11/09/1968 1 202 15 67 MEYRUEIS 460 14 SANSSAC L'EGLISE N
58 08/10/1968 2 316 32 10 FAY SUR LIGNON 2287 5 VERNOUX N
59 25/10/1968 "1 394 60 67 MEYRUEIS 1189 30 VILLEFORT S
60 01/11/1968 4 1327 176 54 ALES 3877 9 LA PALISSE N
61 14/09/1969 3 649 162 21 TARENTAISE 1432 60 MONT AIGOUAL S
62 19/10/1969 4 825 4 19 PONT DE LIGNON 3777 60 MONT AIGOUAL S
63 22/11/1969 3 921 0 54 ALES 2348 30 VILLEFORT S
64 08/10/1970 4 2268 ¢ 476 69 .CHANAC 4954 26 MONTPEZAT N
65 13/11/1970 2 560 0 63 VALLERAUGUE 1270 49 GENOLHAC S
66 29/11/1970 2 245 0 53 STANDRE DE 942 28 LOUBARESSE N
ey VALBORGNE
67 20/09/1971 1 238 0 61 PUECHAGUT 682 . 4 ST PIERREVILLE N
68 11/10/1972 4 1214 298 71 MENDE 2417 28 LOUBARESSE N
69 26/10/1972 3 758 223 14 SANSSAC L'EGLISE 2463 30 VILLEFORT ‘S
70 21/09/1973 2 382 50 73 LE BLEYMARD 2720 3 LE CHEYLARD N
71 02/10/1973 . 3 1152 390 21 TARENTAISE 1830 68 CASSAGNAS S
72 03/11/1973 5 942 40 69 CHANAC 3520 30 VILLEFORT S
73 17/09/1974 5 1055 230 20 HMOULAS 3718 55 LASALLE S
74 14/11/1974 6 902 200 42 SAUGUES 2920 30 VILLEFORT S
75 10/09/1975 10 757 110 67 MEYRUEIS 2400 5 VERNOUX N
76 01/10/1975 1 416 80 61 PUECHAGUT 1260 51 ST MAURICE DE S
VENTAL

77 29/08/1976. 3 1480 . 181 69 CHANAC 3920 ~ 30 VILLEFORT S
78 © 12/09/1976 2 1107 120 71 MENDE 3638 ‘}éi‘ 59 BESSEGES S
79 25/09/1976 5 579 0 67 MEYRUEIS 1860 29 VALGORGE N
80 01/10/1976 6 427 70 40 GANDRIEU 1581 32 AUBENAS N
81 11/10/1976 = 5 786 ) 183 44 PINOLS 1788 60 MONT AIGOUAL S
82 24/10/1976 > 4 1698 160 21 TARENTAISE 3995 60 MONT AIGOUAL S
83 28/10/1976 3 745 380 71 MENDE 1283 55 LASALLE S
84 09/11/1976 5 1574 300 42 SAUGUES 4598 25 MAYRES N

TABLE III - Liste des épisodes utilisés et principales caractéristiques
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ariable Continue Discréte Binaire
Echelle
AbsoTue Température en ° K Nombre de couches dans Colts d'erreur dans
" P ; _
Rayonnement en cal. un manteau de neige ggﬁcghev1s1on d o;cu
Pression en mb Nombre de jours dans une ’
' séquence de précipitation CA/B =1 CB/A = 10
Précipitation en mn Remarque : pas de séquen-
ce de 0 jours
Relative Température en °C Variable classée en clas-| Nombre d'avalanches
ses d'égale amplitude dans un couloir:
0 ou 1
Ordinale Indice de stabilité Rang d'une observation Valeurs fortes - faibles
d'un manteau de sur 1'ensemble des obs. -
neige. d'une variable. Température > 0, 0
Violence d'un orage Variable classée en Vg]gzgz > oug ala
a gréle classe équiprobable moy
Température <0, = 0,>0
Nominale Direction du vent Département auquel appar-| Occurence - non occurence

en ° d'angle

tient une station
Type de temps

Avec précipitation - sans
précipitation

- TABLE IV - Classifications des variables .
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CHAPITRE I1

APERCU THEORIQUE SUR LES PROBLEMES DE CODAGE DES DONNEES.
NOTIONS DE DISTANCES ENTRE INDIVIDUS

IT.1 - Introduction

Les données, brutes ou &laborées, présentées dans Te ler chapitre, décrivent
les phénoménes que 1'on veut analyser et prévoir. Or les méthodes d'analyse multidimen-
sionnelles que nous utiliserons supposent vérifiées certaines hypothéses. Par exemple,
1'ensemble des variables est souvent présumé "homogéne" et parfois multinormal. Les
individus ou observations sont comparables et on peut mesurer les proximités entre indi-
vidus ou entre variables.

Dans la reéalité, les échantillons dont on dispose rassemblent :

- soit des "mélanges" de variables de natures diverses qu'il faut d'abord

rendre comparables (cas de Davos)

- soit des variables homogénes et de méme nature mais pas directement adaptées
au probléme. (Par exemple, ne permettant pas de comparer vraiment les indi-
vidus). Dans ce cas des transformations sont nécessaires pour se rapprocher
des propriétés souhaitées (cas des pluies cévenoles).

II1.2 - Différents types de variables utilisées dans les analyses et Teurs caractéristiques

Nous empruntons & M.R. ANDERBERG (1973) les 2 classifications suivantes :

(:) La premiére s'appuie sur les propriétés analytiques de 1'ensemble sur
Tequel les variables prennent leurs valeurs, d'od des variables
- continues : sur B (sur J- oo, +eo[ [0, +==[ , ou sur un
intervalle borné [a,b] ) avec éventuellement un ou plusieurs point d'accu-
mulation. En général, pour un point quelconque de 1'intervalle :
P,- ( x < X < -ac+o\ac) — O) et on appelle point d'accumulation a

un point tel que : £ ( X =a )z B, valeur finie.
Exemples : . La température en °C est quasi-continue sur ]—oo , + oo [ (en
fait ]—273, + us[ » tandis que Te rayonrement est continu sur [ 0, Rmax]

. La précipitation journaliére a le point d'accumulation O sur [Q,*°°[

. et la nébulosité a les points d'accumulation 0 et 10 sur 1'inter-
valle 0, 10 des dixiémes de couverture nuageuse.
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- discrétes : sur un ensemble finiqou infini mais dénombrable (pouvant
&tre mis en correspondance avec 1'ensemble des entiers naturels)
- dichotoniques ou binaires (cas particuliers du précédent).

@ La seconde considére les propriétés algébriques de 1'échelle de mesure.

- Echelle absolue : Si 2 éléments ont pour mesure X, et X, , on
peut définir d'une part un ordre : X o > XLy
d'autre part un écart (ou distance) X o — Ty , et méme un rapport ’:cq/acb
permettant de dire que A est ma/:tb fois plus grand que B. Le 0 de 1'échel-

le a donc un sens.

- Echelle relative ou mesure d'intervalle : Elle permet de définir
un ordre 4> X et un écart X, - AT, , éventuellement de comparer
les écarts &, - x,, et A, - X4 mais le 0 de 1'échelle est arbi-
trairement défini et n'a pas de sens absolu.

- Echelle ordinale: Définit une relation d'ordre C o= XLyou
X o > X ou Ko £ XLy mais T'ecart Ay -y n'a pas de sens.

Exemple : Journée & gréle avec dégdts faibles x =0
dégdts moyens x =1
debdts forts x =2

- Echelle nominale : Entre 2 &léments A et B , il n'y a plus

de relation d'ordre mais seulement : XLy =Xy 0 LqF Xy
Exemple : Journée sans précipitation =0

avec précipitation pluvieuse =1

avec précipitation neigeuse =2

Le tableau IV montre les relations entre ces @ classifications et en donne
d'autres exemples empruntés d nos données.

Dans la mesure ol les méthodes d'analyse supposent un type d'échelle homogéne
pour toutes les variables, nous sommes conduits a effectuer des transformations.

Une premiére technique d'homogénéisation,quand certaines variables du "paquet"
sont ordinales, comportent des seuils ou des points d'accumulation, consiste @ les ramener
toutes en échelle ordinale par le biais d'un découpage en classes.

Or on peut considérer que les &chelles absolue — relative —— ordinale
——f->nom1na1e sont classées par information décroissante, et que tout passage de gauche a
droite entraine une perte, le passage inverse nécessitant un apport d'information exté-
rieure.

Dans le cas fréquent qui nous intéresse : passer d'une variable continue, en
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échelle absolue ou relative, & une variable discréte ordinale notre but sera de construire
des classes en minimisant la perte d'information.

—— i — e T T

On divise T'écart entre la valeur maximum et la valeur minimum en un nombre
fixé de segments.(Le probléme est que la forme de 1'histogramme de fréquences obtenu
est trés liée au nombre de classes choisies, surtout en cas de distribution plurimodale).
D'autre part, & nombre de classes donné, 1'adjonction d'une valeur, si elle
est extrémale, modifie complétement la forme de 1'histogramme et peut conduire & des
effectifs par classes trés déséquilibrés.

Elles évitent les inconvénients ci-dessus. De plus, elles peuvent &tre rendues
encore plus explicites si on leur adjoint des hypothéses de distribution. En effet, on
peut considérer que 1'on cherche des classes & probabilité constante ou équiprobables. On
peut alors prendre 1'ensemble des points, Tui ajuster un modéle probabiliste dont on
calculera les paramétres, puis déduire de ce modéle les intervalles de classeséquiprobab]es
non plus au sens de la distribution empirique,mais au sens du modé&le probabiliste choisi.

IT s'agit cette fois de c]asses telles que les distributions des valeurs au
sein de chaque classe aient mémes caractéristiques d'une classe & 1'autre. Un premier pro-
bléme est de définir un indice de dispersion qui sera en général

&
soit D - |°Cqu (& ~ Dcmh\[?f\
% — \7
soit & = _/_(&_ %: ( DCSQ? - aC%) e variance de la classe k.

Le premier indice ou "distance" 134 conduit & appliquer des méthodes de
classification hiérarchique sur Tes données probablement classées:

Exemple d'algorithme ( % )

- Classer les données par ordre croissant ou décroissant

- Examiner, tous les points 2 & 2 et agréger les 2 données qui définissent le

couple Te plus concentré.

- Aérer, en considérant que Ta distance de 2 groupes est celle des 2 individus

(appartenant respectivement au ler et au 2éme groupe) Tles plus proches.

Ceci revient a construire une ultramétrique qui se traduit par un arbre de
hiérarchie. On choisit alors Te nombre de classes puis on coupe 1'arbre au niveau choisi.
Evidemment, cela ne nous donne ni des classes d'égal effectif, ni d'égale amplitude. Par
contre, Tes séparations entre classes correspondent aux "vides" de la distribution empi-
rique.
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La distange C&conduit a des algorithmes plus compliqués, analogues
i ceux décrits dans la V€™ epartie Chap. IT . On peut s'en faire une idée en consi-
dérant 1'algorithme de Ward (in ANDERBERG ,1973) qui procéde de maniére partielle.-+
ment hiérarchique .

Exemple d'algorithme : ( x )

. Les N &léments constituent N groupes de variance nulle.
. On regroupe les 2 éléments donnant‘une variance minimale =i et J
Tl T T 8)
. On continue jusqu'ad n'avoir qu'un seul groupe. Toutefois, le passage
d'une étape a la suivante est trés rigidement dépendant des étapes antérieures (effet de
chaine), au point que 1'on peut parfois en modifiant astucieusement les groupes obtenus,

améliorer sensiblement Te résultat.

Une facon de 1'améliorer, qui ne sera plus hiérarchique mais heuristique,
consistera, en partant de cette partition en g classes, & considérer les g-1 frontiéres
interclasses et d tenter, pour chacune d'elle :

. de déplacer a gauche la premiére observation de droite,

. effectuer la modification si celle-ci fait décroitre la somme des variances
. A t; g — \?
intraclasses ou plutdt : W = sz:=4 %:::4 (DC;Q‘ - &Qq)

. continuer les tentatives sur la frontiére considérée tant que‘ﬁJ décroit,
sinon, passer & une autre frontiéere,

. s'arréter quand W cesse de décroitre.

Malheureusement, on aboutit aussi & un minimum local, faute d'effectuer un
balayage complet de t9$s Tes groupements possibles, soit pour N observations & classer
en g groupes : (:n_4

Les exemples précédents ne sont pas exhaustifs mais mettent en évidence la

multiplicité des choix possibles quand il s'agit simplement de classer une variable conti-
nue.

Un cas semblable consistera 3 transformer des variables continues ou ordinales
en variables nominales (ol la notion d'ordre sur 1'espace de départ ne se refléte plus de
fagon univoque sur 1'espace d'arrivée).

Exemple : Vitesses du vent sur 1'axe orienté Ouest-Est
Classes formées : W ¢ E

[—3 , + 3 m/s] vent faible \\\\\\\\\E

[—15 R —3[ et] 3,15] vent moyen <-15 et >15 vent fort

A

On retrouvera ces problémes dans la partie décisionnelle, quand on voudra, au
vu d'une variable continue ou discréte en échelle absolue, effectuer des groupements :

Exemple :
Variable discréte variable ordinale Variable continue variable discréte nominale
i C
pas d'avalanche observée Llasse 1 . P 0 neige CZ
1 ou ? Classe 2 Précipitation P =0 sanf o
P 0 pluie C1

7 3 Classe 3
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Exem (%)

Pour illustrer ces diverses possibilités, nous donnons le détail des divers

algorithmes évoqués sur un exemple simulé. Pour cela, on a aénéré 50 nombres aléatoires,
pris dans une Toi de Gauss cAVD(IEO., 50.) que 1'on se propose de regrouper en 10 classes.

(Dans les exemples concrets, oll Te nombre d'individus excéde une centaine, il

est malheureusement exclu de présenter les résultats intermédiaires).

Somme
des
carrés

@

X i = 56.17

% pnax= 246.41 19.02

) = anplitude de classe =

Effectifs des groupes :
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

e 2 2 8 4 4 13 7 3 4 3

Caracteristiques des groupes

Classe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Effectif 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Amplitude 44.33 4.10 17.48 20.12 1.95 4.10 4.65 11.33 23.44 24,22

(:) Classes d'égale hiérarchie

("single-linkage)
Effectifs des groupes

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N 1 1 2 8 4 17 10 4 2
Amplitude 0 0 7.42 11.72 7.81 19.92 28.71 16.99 39 0
Ecart entre 2 2
classes = 8‘3 g ‘C‘h’ ; & R < ©
o o < 1o ™ 0 9« — ~
(:) E}g§§e§_g[ggglg”bigrghghie (Méthode de Ward)
Effectifs des groupes
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N 2 2 8 4 4 13 3 4 3
variance Total
= du groupe  42. 27.6 120.1 36.8 28.2 129.6 139 32.3 170.5 40.8 7.67
x effectif
Note : par un pur hasard, on retrouve ay niveau 10 Ta méme classification qu'en

mais ce ne serait plus vrai aux niveaux 9 ou 11
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A partir de la partition de VWard :
Effectifs des groupes

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2 2 8 4 4 13 6 4 4 3 Total
Somme
des 42.1 27.6 120.1 36.8 28.3 129.6 50.6 107.9 170.5 40.9 754.
carreés

A partir de classes d'égal effectif
Effectifs des groupes
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Somme 3 8 5 4 7 6 6 4 4 3 Total

des 245.8 303.1 149.5 28.3 10.4 12.7 50.6 107.9 170.6 40.9 1120
carrés

- Les variables sont caractérisées par leurs distributions statisti-
ques, que 1'on résume souvent & 1'aide de quelques paramétres.
Moyenne : moment d'ordre 1 (caractéristique de position)
Variance: moment d'ordre 2 (caractéristique de dispersion)
Toutefois, on peut se poser les problémes suivants :
- la moyenne est liée a 1'échelle choisie, de méme que la variance, et elle
est sensible & un changement d'origine.
- pour certaines distributions (distribution en U comme la nébulosité), la

moyenne est la valeur la moins probab]e! YA

Dans ces cas particuliers , i1 vaut mieux
considerer la distribution comme bimodale et
donner les valeurs des 2 modes .

81

Dans le cas ol les distributions sont dissymétriques, la moyenne n'est pas
toujours un bon indice de position, surtout s'il y a des valeurs extrémes possibles d'un
seul c6té de Ta distribution (Dans ce cas on peut lui préférer la médiane).

#

De méme la variance n'est plus une bonne
caractéristique de dispersion:

EI
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Pour ces distributions, on calcule :

1'assymétrie, a 1'aide du moment centrée
d'ordre 3 /Az) et on définiEg]es coefficients :
_ -
Q?? T Ty ou ‘5

}l \/Fég: avec /»Ae = crg

- Or, pour des raisons que 1'on verra au paragraphe II-3, on cherche
en général a utiliser des variables symétriques, donc a effectuer des transformations non
Tinéaires pour modifier 1'allule de la distribution. '

On peut distinguer :
- les transformations fonctionnelles biunivoques (qui ne changent pas le type
de la variable : une variable continue reste continue)

- les transformations non fonctionnelles, ol 1'on change d'échelle de mesure.

Exemple 1 : Une facon de recoder les variables consiste a les grouper en classes,
puis & remplacer la valeur de Ta variable par le rang de sa classe d'appartenance.(Si les

classes sont équiprobables, on obtient une distribution uniforme).

% 4
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Le regroupement en classe et 1'utilisation du rang de Ta classe plutdt que sa
valeur moyenne entraine cependant une perte d'information importante.

Une méthode plus fine consiste & remplacer 1a valeur de la variable par son
rang dans 1'échantillon. Cette "uniformisation" est tres puissante pour des variables
continues sans point d'accumulation, mais elle ne fonctionne pas si plusieurs valeurs

sont identiques. De plus, 1'adjonction d'une observation boulverse Te classement précédent.

ExempTe 2 : On dispose d'un &chantillon d'une variable continue mais trés
les précipitations > 0).

On pense en général & préserver le caractére continu de 1a variable en effec-

dissymétrique (ex :

tuant une transformation fonctionnelle. On propose en général une transformation en racine
carrée ou en logarithme. Pour la premiére, la valeur O ne pose pas de probléme, par contre,
pour Ta seconde, i1 faut envisager en plus un décalage d'origine: L03 (x— Oco)

==> Le cas particulier de 1a transformation en Togarithme: { % )
Le probléme est de choisir ce décalage ,. On donne en annexe, une méthode
simple mais assez grossiére qui permet de redresser un échantillon donné. La méthode
rigoureuse, mais assez lourde & mettre en oeuvre, est la suivante.

Si T'on suppose que la variable XX suit une loi de Galton, c'est-d-dire :

A 2t at

F1(OC) = c ¢ .o

avecl

Z = o Lo%(&’ ‘ro)*@
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et ol et @ tels que Z est J/‘)(O,l), i1 faut ajuster cette loi aux données observées,
donc calculer les 3 paramétres ol . 6 , et X, .

On trouvera dans ROCHE M. (1963) 1'ajustement par les moments et Te maximum
de vraisemblance. Dans notre cas, le paramétre clé est le décalage d'origine £, , car
ensuite o et@ interviennent de facon linéaire. La méthode des moment conduit a un cal-
cul plus simple que Te maximum de vraisemblance, car ¥, est solution de :

(pa -=)° _ o=

= 3P pos

ol }* est le moment centré d'ordre 3 :
3¢

E[acz’] -3 T
/Abac:= /F”ac' =~ /ﬁka&

11 suffit de résoudre 1'équation du 3éme degré en (/J,,.,- >,) soit par une
méthode directe soit par la méthode de Bairstow.

On peut vérifier que M3, =0.

On se contente généralement de la transformation :

\/=LOS(X"‘xo) ou LOj(X-Ov)

ol suit une distribution normale de moyenne et d’'écart-type T%.
3 J
On démontre (cf annexe) que Tes relations sont :
( Py + 4 o)
/\Ax = o +e /% K/
2 <
S T + a- -q—6
O‘“é: e (o /J‘a)—eK ? /MB)
On montre ainsi que le coefficient d'assym%tm’e :

<
Yo = Foe _ o8 -3 4¢
X Crsss

(eo‘_Aé ../1)%

(RITCHINSON et BROWN , 1957, cité par MATALAS, 1967).

- Plutét que de choisir un modéle pour la densité de probabilité,
KUENY (1977) propose d'associer d la courbe de fréquences cumulées observée, une loi de
Gauss (et de faire numériquement la relation entre 1a valeur x de probabilité F dans 1a
1oi considérée et la valeur «8 de méme fréquence F' dans 1a 1oi J{D(O,l) ).

A Ceci évite le choix d'un modéle, son
4 ajustement aux données €, et fournit
directement un échantillon de gaussien.
ol Y

)

[
4

of |-
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Ces transformations, de méme que le remplacement de la variable par son rang,
ne sont plus suffisantes quand Ta variable présente un ou des noints d'accumulation.

'y 4
t T = 1
' |
a A v
oo J \
4 ! 1
— . Ll ! >
??0 :)61 %o, Aéj&
Dans ce cas, GROSJEAN et KUENY* proposent d'associer a o, une valeur 7

comme précédemment, mais a X, on associe un tirage aléatoire dans une loi uniforme

sur [O,a} , Soit F; d'ol :3& associée a x, . Les valeurs oc= oc, générent donc un
échantillon aléatoire continu, d'ol une variable t& gaussienne non tronquée, mais partiel-
Tement aléatoire. IT faut toutefois &tre trés prudent si on veut utiliser cette variable
43 dans une corrélation !

IT.3 - Distances entre 2 éléments (individus ou varijables)

Nous nous Timiterons aux plus usuelles que nous avons effectivement utilisées.
Le but est de mesurer la proximité de 2 observations (individus) ou de 2 variables. Les
2 cas extrémes que nous rencontrons sont :
- celui od Tes individus sont caractérisés par des variables continues ou
discrétes associées & des échelles absolue, relative, voire ordinale,
- celui des variables binaires ou dichotoniques purement nominales.

La distance "naturelle" entre 2 individus (observations) caractérisés par P
variables est la distance euclidienne classique de ﬁ?f>:

&, C g
L) = Z (- =)
Mais les intervalles de fluctuation respectifs des P variables peuvent étre
trés différents et si les valeurs prises par une des variables peuvent étre trés grandes
en valeur absolue, dans ce cas un terme dominant apparait dans la sommation : on mesure
la distance surtout au sens de cette variable-1a. D'od la nécessité de rendre les varia-
bles comparables en fluctuations pour éviter cet effet d'échelle.
De Ta méme facon on peut considérer la variable jK:g comme un point de 1'espace
1% oi N est le nombre d'observations. On peut alors parler de la distance entre 2
)(ol "points"-variables:
X 2
* Xot 4 (X g, Xy) = Z (gq-2)

0 A =1

% Communication personnelle
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Or, dans un espace euclidien, on sait que :

(X, Xq) = DX LIXRIL onw = Xt KXo

la valeur de la distance peut &tre due soit & la norme des vecteurs (choix des échelles
et de 1'origine) soit & Teur angle dans FE”
Une mesure intéressante de leur covariance sera la valeur de cet angle, qui
nous Tibére des problémes d'échelles. '
Elle est invariante pour toute homothétie sur les variables. Par contre, elle

est 1iée & 1'origine choisie, et donc & une translation éventuelle.
On se 1ibére de cette contrainte en utilisant des variables centrées :

it "f?ﬁ

— ¥ 2
X&= meqa"“:%f auquel cas : “X_%“ = ; (OC«»Q‘—'&%) = N(r%
Hk— >4
£ y _ _
et X@ XQ‘ = ;}1 (m&« aoqi>.(ac‘;q-ac2> = N.W((Xz,xqﬁ,)
d'oi con o = N . cov (Xe,Xek) - p
$IVQn(X@)”NﬂuaLCKQ) &
= Dans EEN, on constate donc que si les variables sont centrées et réduites :

- les points variables sont sur une hypersphére de rayon 1
- la distance euclidienne entre 2 variables E et s'écrit :

O\,e(XQIXQQ) =< - C.covd = 8(/& _()WT)

ol QQQ est leur coefficient de corrélation habituel.

Cela est intéressant si 1'origine des variables n'a qu'un sens relatif (auquel
cas on prend la moyenne) et si on rend Tes échelles comparables en prenant comme unité,
pour chaque variable, leurs variances respectives. On considére alors que le choix des
échelles est arbitraire et qu'elles ont méme variabilité intrinséque.

Exemples : on pourra se poser les problémes suivants :

- faut-il centrer Tes mesures de 2 stations de températures si 1a valeur 0°C
joue un role dans le probléme ?

- faut-i1 centrer les précipitations & 2 stations qui ont des moyennes trés
différentes, et quel phénoméne physique &limine-t-on en faisant cela ?

- faut-il réduire (ou renormer & 10) une variable quasi-constante mais affectée
d'un bruit de mesure ?

- 2 stations de précipitations dont les variances sont dans des rapports de 1
a 5 ont-elles méme variabilité intrinséque ?
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Un autre probléme est 1'effet des transformations sur les variables.
Le coefficient de corrélation est insensible 3 toute transformation linéaire :

0 (Xg,Xg) = p (o Xg+b, Xo)

Ceci n'est strictement vrai qu'au signe prés car si 2 est négatif, le signe
de ? change. Nous verrons les problémes que cela pose dans la Iléme partie, § II-1.
IT n'en est pas de méme si la transformation est non linéaire.

Exemple : transformation logarithmique. (%)
Si on considére les 2 variables X, et )(e que 1'on a normalisées par les

transformations : 7,4 _ LOj(Xr%) >/e =L03(Xe“°‘e>

Si on appelle }xﬁ s )AY‘ s c->',4 s G—;,{ et ?y les caractéristiques du couple >’4
et Xe et de méme pour le couple X, Xé » on montre que :

?)’ = _0_.:1____.[_,03[/\ +fx\/(e%jd).(eo7f-'l>

% T

Nous démontrons en annexe ce résultat, cité par MEIJA J.M. et al (1974).
On peut aussi n'effectuer la transformation que sur une seule des variables

par exemple : X‘ = Z_,oj (Xr CL4) tandis que }’e ;—. Xe

dans ce cas : (6074 _ 4 3:’1,
Ey: CO‘(’.()’A ,Xe}: ?X. o

Remarque pratique 74

En général, on calcule d'abord xs T et (UC' ,ﬁlg) puis on décide éven-
tuellement de faire une transformation Aéib = LOS (:;c:a - qé> . Celle-ci suppose
d'abord le calcul de @, ,qui peut se faire par différentes méthodes.

On pourrait en déduire ),L - 6‘7&', puis V("&,‘ég) par les formules théoriques,
mais celles-ci expriment des relations entre les paramétres vrais des populations, et non
entre leurs estimations. I1 y a alors un risque de trouver une matrice O _qui ne soit
plus semi-définie positive.

(:)La mesure de distance entre des variables nominales a pour point de
départ leur table de contingence :

classes de 1a var. B

A2 s 9 s e
" = ] d
Ay Mg T | M, ou “Mb nombre d'individus
< Mgy Mge
classes de 1 var.A € [c]asse i de A () classe j de B]
P Mg o-- s - Mg M,
X ’ﬂ.q Moo
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L'ordre des classes n'a théoriquement plus aucun rdle et on compare la fréquence
observée Fl‘ = _1911_. a la fréquence que 1'on pourrait attendre si les variables étaient

indépendantes : N __lﬂzi;liikzg d'ol :

N
’2 P 4 mre My Mg S X
oz oz e TEEY L w T r oty
4=z4 3:1 mooxm,, 4 3 L LPURE (I
N

. 2
Comme cette mesure est proportionnelle & N on considére parfois la quantité :l& .
N

(:) Un cas particulier intéressant est celui des variables binaires, que nous allons

rencontrer par la suite. Si on appelle a, b, cetd les effectifs respectifs :

var, B
-4 0

4 a b | asl

var. A 0 < 4 ead

a+c . N
<
On trouve alors : K€= (OLA‘_Q”’)

(a+b)(q+c)(?u-&)(c&-d)

N
Or on peut aussi considérer la variable A comme un point de F , qui aurait

cette fois pour coordonnées (a+b):1 et (a+c):0. De méme pour B.
La moyenne de A serait  (at+b)/N

La moyenne de B serait  (a+c)/N
et les produits croisés 22 :c;fai se résument 3 : a, et la corrélation classique
A

_(cu—?r)(“-*’c) Q,O\ - QIC K AD

—

p(4,5)- N =
Vot o -G Viaeb) (e c)(+d)(csd) 'y

s'exprime alors par :

(compte tenu de Nza+b+c+d)

. 2 ; . . p -
et les distances au sens du Zﬂ ou au sens des corrélations (variables centrées réduites)

se confondent.

Remarque :
le coefficient de corrélation est invariant dans toute transformation linéaire.

Les données n'ont méme pas besoin d'étre codées en 0 et 1 puisque

Ces notions seront reprises et développées dans le chapitre II de la 2éme

Partie (Analyse des correspondances).
dtre tout a fait complet, on peut citer encore comme mesures d'association

variables ordinales le coefficient de corrélation de rang de SPEARMAN et

Pour

convenant a des
celui dii & KENDALL ( G , basé sur les différences de rangs entre les observations de 2

variables). Toutefois, nous n'aurons pas 1'occasion de les utiliser par la suite.
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CHAPITRE III

TRAITEMENT ET CODAGES APPLIQUES AUX PROBLEMES ETUDIES

Nous allons voir pourquoi les variables décrites au chapitre I nécessitent
d'étre recodées ou transformées & 1'aide des techniques décrites dans le chapitre II.

ITI.1 - Premiers traitements sur les variables "explicatives" du phénoméne avalanche

Compte tenu des importantes variations saisonniéres, nous avions, dés le
début de 1'étude, décidé de désaisonnaliser en travaillant sur des périodes homogénes
(cf thése de Ph.BOIS, p.193). Malheureusement, si Tles périodes utilisées (mois par mois)
réduisaient au maximum cette fluctuation, elles nous conduisaient travailler sur des
échantillons trés faibles et posaient des problémes de robustesse des modéles.

Nous sommes donc revenus a des périodes de 2 mois :

Novembre - Décembre '

Janvier -~ Février
Mars - Avril
Ma i - Juin

ol Tes variables sont relativement stationnaires.

D'autre part, des problémes subsistent quant a ce que T'on peut appeler le
début et la fin de T'enneigement avec avalanches possibles, mais ces problémes se posent
dans le premier et le dernier bimestre, et nous ne considérerons ici que les 2 bimestres
Janvier-Février et Mars-Avril.

Nous disposons donc de :

14 bimestres Janvier-Février (59 ou 60 Jours,sur les années 1961 & 1974)

soit 829 journées dont 154 avalancheuses.

14 bimestres Mars-Avri] (61 jours,sur Tes années 1961 3 1974)

soit 854 journées dont 153 avalancheuses.,

De facon générale, Tes traitements descriptifs porteront sur 1'ensemble des
Journées tandis que Tes modéles décisionnels seront systématiquement ajustés sur les
années 1961-1972 et utilisés en test sur Tes périodes 1973 et 1974,

(:) Aprés désaisonnalisation, on peut s'inquiéter de la distribution statistique
des variables. Celles-cji sont obtenues séparément pour les journées avalancheuses ou pour
I'ensemble des journées dy bimestre (avalanches incluses) mais leur forme varie peu selon
1'échantillon choisi.

On trouve les formes suivantes (figure I-4a et tableau V):
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é
Symetrique . . .
(tyge Gaugs ) Dissymetrique Dissymetrique
. . . . $)
(mais quasi-gaussienne) (type x ou Log-normal )
Y y ’
Dissymetrique Dissymetrique Dissymetrique en U
(type exponentiel) (type expo. + point d'accu.)(avec ou sans point d'accumulation)

Cas I Cas II Cas III

W00+ 100 100

GROUPE 3 GROUPE 3 GROUPE 3
50 50 50
o 12 3 45 6 7 8 210 o T2 3 4 5 6 7 8 srv-c? ©

123 4 5 6 7 8 9 10

100 100 Bleel

GROUPE 2 GROUPE 2 GROUPE 2

o]

50 ) 50 50

[ T e —— SUSIA

172 3 456 7 8 910 12 3456 7 8 910

12 3 4 56 7 8 910
GROUPE L GROUPE 1 GROUPE !

50 50 50

T 2 34 567 8 910 eI 45678910 T 2 345 67 8 810
[V [ PP PR « 3, o
W % e B e e PR R ) PR 2 HAHEL B
0, B2 7 b e " S N TR N Rt g ‘g - :
%ﬁ%%%%%%%% 3RV GG BB G P
Température minimum du jour j Cumul des degrés jours positifs Hauteur de neige fraiche disponible
. 1 . .
Variable 16 Variable 38 Variable 30

Groupe : 1) avalanches de neige "séche" 2) sans avalanche 3) avalanches de neige "humide"

Figure I-4 - Differentes courbes de densité de probabilité rencontrées :

a) formes possibles
b) differences possibles entre 2 groupes distincts
c) guelgues exemples rééls
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N° 1 dissymétrique type exponentiel
2 dissymétrique type exponentiel
3 dissymétrique type exponentiel
4 dissymétrique type 7§é
5 dissymétrique type exponentiel
6 dissymétrique type ?ﬂl (mais quasi-gaussienne)
7 . dissymétrique mais avec des valeurs aberrantes
8 dissymétrique type exponentiel
9 symétrique (type gauss)
10 symétrique
11 dissymétrique {type K& + point d'accumulation en 0)
12 dissymétrique type 66 mais quasi-gaussienne
13 symétrique (type gauss)
14 dissymétrique type exponentiel
15 dissymétriqué type exponentiel
16 dissymétrique type K 2 mais quasi-gaussienne
17 symétrique type gauss
18 symétrique en U plus point d'accumulation vers 0.
19 symétrique type Gauss (ou xé)
20 symétrique en U plus point d'accumulation vers 0
21 dissymétrique type ?iz'mais quasi-gaussienné
22 symétrique type gauss
23 dissymétrique type exponentiel
24 dissymétrique type exponentiel
25 dissymétrique type exponentiel
26 dissymétrique type }Rz (mais avec des valeurs erratiques)
27 dissymétrique type exponentiel
28 dissymétrique type exponentiel
29 dissymétrique type exponential
30 dissymétrique type exponentiel
31 dissymétrique type exponentiel
32 dissymétrique type exponentiel (plus 2 points d'accumulation O et 100)
33 dissymétrique type exponentiel
34 dissymétrique type exponentiel
35 dissymétrique type exponentiel
36 dissymétrique type Kz’mais quasi-gaussienne
37 dissymétrique type 2 mais quasi-gaussienne
38 dissymétrique type exponentiel
39 dissymétrique type exponentiel
40 dissymétrique type exponentiel
41 dissymétrique type exponentiel
42 dissymétrique type exponentiel
43 symétrique type gauss
44 symétrique type gauss
45 symétrique type gauss
46 symétrique type gauss
47 dissymétrique type \K ou quasi-gaussienne
48 symétrique type gauss
49 symétrigue type gauss
50 symétrique type gauss

- TABLE V - Allure de la distribution des variables elaborées
1



Parmi nos 50 variables, 21 sont donc assez symétriques et d'allure gaussi-
enne, 27 sont d'allure exponentielle, dont une quinzaine présentent un point d'accu-
mulation correspondant & un seuil, et les 2 restantes sont dissymétriques en U avec
points d'accumulation aux extrémités . '

(:) La séparation entre le groupe avalanche et 1'ensemble des journées n'est
pas toujours évidente, et elle est encore plus difficile quand les variables sont
dissymétriques (Fig. I-4b).

D'autre part , la considération du seul groupe "avalanche" nous conduit i
mélanger divers phénoménes, et un découpage en 2 sous-groupes (avalanches de neige sé-
che ou de neige humide) met déja en évidence certaines réalités , malgré 1'incerti-

tude d'une télle classification (Fig.I-4c).

(:) Un probléme peut aussi se poser dans les relations entre variables. Beaucoup
des analyses ultérieures utiliseront la matrice des corrélations entre les variables.
Si, pour les variables symétriques, ce coefficient a un sens, son interpretation se
complique pour des variables dont 1'une, ou les deux, sont dissymétriques.

Exemple :

Precipitation du jour (dissymétrique) et Rayonnement solaire incident (symétrique): -.250

(:) Enfin,nombre de variables sont artificielles et comportent 1'utilisation
de seuils et de valeurs absolues qui modifient sensiblement la corrélation par rap-
port aux variables brutes de départ,.et en général 1'abaissemt’.

On peut en faire 1'expérience sur un exemple artificiel:.

Exemple :

Pour 2 variables normales Xl’Yl initialement corrélées
$ g«/0.8 » On génére des variables Xk,Yk en rendant égale

au seuil Sy toute valeur ¢ Sk :
Xos¥o ——s So= -1.28
X3s¥y —> 5= -1.0
Xgo¥g —> Sg= -5
XgoVp —s Sg= 0.

D'oll 1a matrice de correlation :
Xa X:, Xb Xh X

5
A 0,786 0,777 N.7A3 N.T725 DN.AD5D
& 0,790 NGTET C,T7TL DaTkA DL6E]
3 0,777 Qe775  T.T770 Tel81 (l£69]
G C.TP7 TaT41 0.744 CaT7h3 06702
5 0,653 0,674 TefR4 Lo DT Ue6E3

Parmi nos variables "&laborées", c'est le cas des variables 12,14 et 15
(températures a 13h et selon qu'elles sont <0 ou> 0).0n trouve en Mars-Avril

= . 553 P = . 700 = , 450
42,45

?4&;4# ?4u,45
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En conclusion,il faudra regarder d'un oeil critique les analyses reposant
sur les corrélations .

Dans certains cas de variables dissymétriques, on pourrait envisager soit une

transformation du type Log (- o) ou V:;j, soit une analyse de rang (la valeur de
&, est remplacée par son rang dans 1'échantillon). Ce n'est plus possible Torsqu'en sus,
les variables présentent un point d'accumulation : i1 vaut mieux alors mettre les varia-
bles en classes et utiliser les mesures vues en II.3.2.

II1.2 - Premiers traitements et codages sur les données de pluies cévenoles

Les problémes sont un peu différents car les variables sont évidemment beau-
coup plus comparables entre elles. D'autre part, il ne s'agit pas non plus des séries
pluviométriques journaliéres habituelles, d'od les considérations qui suivent.

Nous donnons d'abord quelques caractéristiques de 1'échantillon d'épisodes uti-
lisés, compte tenu de leur définition un peu particuliére.

L'histogramme de Teur durée (Fig.I-5a) montre que 1'échantillon contient :

- 5 épisodes d'un jour, qui se retrouvent tous dans les classes correspondant

a une faible lame d'eau et ont probablement un caractére orageux assez marqué;

- quelques épisodes particuliérement longs, que 1'on pourrait redécouper en

plusieurs phases intenses, 1'épisode Tui-méme ayant &té réellement continu ;

- mais les classes les plus nombreuses correspondent a la durée attendue de

2 3 3 jours, caractéristique des circulations cycloniques. 2

L'histogramme des moyennes spatiales des épisodes ( )(;_='%T ;; }(;‘- sur
les P valeurs de 1'épisode 4 ) a une allure assez lisse bien qu'assez dissymétrique
(Fig.I-5b).

Par contre, les histogrammes du maximum ponctuel de 1'épisode présentent 2
modes assez marqués (Fig.I-5d) méme si le choix des classes a un effet assez sensible(Fig. I-5¢c),
Ceci semble 1ié au nombre discret d'averses (1,2,3,parfois plus) ayant constitué 1'épisode.

D'autre part, il semblerait que Tes épisodes ne présentent pas leur maximum
ponctuel en n'importe quel point du réseau mais en 2 zones plus privilégiées :

Au Nord Au Sud
Loubaresse 9 Mt Aigoual 16
Villefort 8 Lasalle 3
Mayres 6 St Etienne V. Fse } 9
Montpezat 4 St Maurice Ventalon
Antrayges 4

. . N _
St P1erfev111e Table Vi: Nombre de cas ol Ta station a recu
Vernoux . .
le maximum de 1'épisode

Ste Eulalie . L.

> 2 (parmi 84 épisodes)
Aubenas :
Privas
Malons J
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Figure I -5 - Histogrammes des moyennes et des maxima des &pisodes utilisés

X
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Si on fait 1'histogramme des maximum en distinguant Te Nord et le Sud du
réseau, on retrouve les deux modes de I-5-d, et on constate un 1éger glissement des his-
togrammes : les épisodes sont en moyenne plus forts au Sud du réseau (fig.I-5-e et f).

(:) Les premiers traitements furent effectués sur Tes valeurs brutes
des épisodes. La nécessité d'utiliser des valeurs centrées et réduites est évidente,compte
tenu de Ta forte liaison entre moyenne et écart-type climatologiques des stations (Fig.
I-6a): Les zones de fortes valeurs moyennes ont aussi une plus forte variabilité.

(:) Cependant, notre but était d'analyser spatialement les données.

Or 13 encore, i1 y a une liaison forte entre:

la moyenne spatiale d'un épisode :
] . _ > ) (fig. I-6b)
et son écart-type spatial : > 0;(4,)-: \/4_ %(x _X_‘)

4‘3 A

marquons cependant que cela peut avoir deux origines : soit un "bruit aléatoire" plus
intense, soit tout simplement un facteur de “trend" ou de “dérive":

Episode faible .

Notre but n'étant pas d'analyser chaque champ en terme de "dérive" et de
"bruit" (cf CREUTIN , 1979),nous ne chercherons pas 1'origine de la variance empirique
du champ, mais par contre, si nous souhaitons comparer globalement les distributions
spatiales de 1'ensemble des champs, i1 nous faut éliminer Ta "taille" ou la "puissance"
des épisodes. Cela revient & comparer les réseaux d'isohyétes , indépendamment des valeurs
associées aux isohyétes, donc en valeurs adimensionnelles. Nous avons donc choisi de
"normer" les valeurs de chaque champ par la moyenne arithmétique du champ (ou toute esti-
mation de 1'intégrale de Ta lame d'eau sur le champ). On obtient donc des données "profi-

On obtient donc des données "profiles” ¥ qui expriment le poids en % de
la station j dans 1'épisode 7. ]
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Compte tenu de la liaison entre moyenne spatiale et écart-type dans le champ,
le fait de diviser par la moyenne donne pour les champs des valeurs profilées un écart-
type dans le champ qui est quasi-constant (Fig.I-7a) crj;(;);%;cf\d 1'épisode 1 .

Par contre si on regarde 1'écart-type climatologique de chaque station en variable pro-
filée on a encore une liaison, moins forte cependant entre O*ys et )ﬁs (Fig.I-7b).
Ceci met en évidence que les stations, en général plus fortes que les stations alentour,

ont aussi une plus forte variabilité.

(:) Enfin le probléme se pose, pour comparer les épisodes bruts, de
savoir si un épisode de 50 et un épisode de 100 mm sont aussi distants qu'un épisode de
500 et un de 550 mm.

Cela se raméne & décider si une métrique euclidienne est valable en tous points
de 1'espace des points épisodes, ce qui est le cas pour un nuage multinormal.

Or chaque variable prise séparément est trés dissymétrique (Fig.I-8-a) mais
voisine d'une loi log-normale (Fig.I-8-b). On peut se poser le probléme du décalage d'ori-
gine optimal & appliquer et utiliser Tes méthodes du chapitre II-2-4, mais Tes valeurs
obtenues ne sont pas significativement différentes de zéro et n'améliorent pas sensible-
ment 1'ajustement.

On vérifiera aussi que la simple transformation en VF—-amé1iore déja sensi-
blement la dissymétrie de la distribution (Fig.I-8-c) mais que les variables profilées
non transformées y parviennent tout autant sinon mieux (Fig.I-8-d).

En conclusion, la comparaison des épisodes se fera plutét sur des données
brutes transformées ou sur les données profilées.

On pourra au passage vérifier, sur les matrices de corrélations des variables
brutes et transformées, les résultats théoriques du paragraphe II.3.1.
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"Nul n'entre Led
s' AL n'est géomeine"

Platon

DEUXIEME PARTIE

TECHNIQUES D'ANALYSES DES DONNEES |

( INTERPRETATIONS-VISUALISATIONS-APPLICATIONS )

Les techniques que nous allons envisager ici sont essentiellement descriptives,
et ont pour but de condenser 1'information disponible dans notre paquet de données. Par
descriptive, il faut entendre qu'elles réduisent au minimum les hypothéses ou les modéles
extérieurs aux données initiales, mais précisons bien qu'il s'agit d'une description con-
densée de ces seules données initiales, et non du phénoméne physique dont elles provien-
nent. Par condensation de 1'information, on comprend qu'il y a optimisation de la descrip-
tion et 1'optimisation s'applique & un critére, qui sera en général mais pas toujours,
une notion d'inertie. Enfin, puisqu''un dessin en dit plus qu'un long développement",
elles fourniront généralement une représentation plane de 1'ensemble multidimensionnel
de départ.

Sur Te plan théorique, elles ont fait 1'objet de développements nombreux ol
les analogies géométriques se sont révélées trés fructueuses, bien qu'un retour se des-
sine vers les interprétations probabilistes et fonctionnelles. Des efforts synthétiques
visent a mettre en évidence les analogies de ces diverses techniques (cf J. DAUXOIS et
A. POUSSE, 1976) en les considérant par exemple comme des cas particuliers d'analyse ca~
nonique.

Dans ce mémoire, notre but sera pratiquement inverse : loin de chercher par
des généralisations parfois abstraites ce que ces méthodes ont en commun, nous analyse-
rons plutdt ce qu'elles ont en particulier et ce qui permet & 1'une ou & 1'autre, de
mieux prendre en compte les particularités de certaines données. Et, plutdt que de
chercher, par des développements théoriques, & proposer de nouvelles méthodes, nous
chercherons surtout a améliorer 1'interprétation et 1'utilisation des résultats des mé-
thodes existantes. La présentation choisie est résolument classique, et nous n'utilisons
pas ou peu les présentations condensées telles que les schémas de dualité (dont le poten-
tiel synthétique indéniable nous a plutdt semblé utile pour résumer des résultats acquis
que pour en entrevoir de nouveaux).
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CHAPITRE I
ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES (ACP)

Cette méthode déjd ancienne (HOTTELING, 1933) est la plus connue en analyse
des données car d'autres techniques, comme 1'analyse des correspondances ou 1'analyse
discriminante, peuvent s'y ramener. De plus, elle est bien adaptée aux données que 1'on
rencontre en hydroclimatologie.

Sa formulation, désormais classique, ne sera décrite de facon détaillée que
pour préciser des notations ; le lTecteur déja familiarisé peut ignorer les paragraphes
I.1 et 1.2. Dans le paragraphe 1.3 nous nous attacherons & en interpréter les résultats
tandis que le paragraphe 1.4 présente de facon compléte 1'application qui en a été faite
aux données de Davos. L'application aux pluies cévenoles est reportée dans la IVéme
partie.

Note : Dans la suite du texte, nous noterons A.C.P. 1'analyse en composantes

principales.

I.1 - Visualisation des individus

I.1.1. Effets d'échelle - Effets de taille

Un premier probléme consiste, &tant donné N individus caractérisés par p
variables, a les comparer 2 & 2. Pour cela on peut calculer une distance entre ces indi-

?

Mais une premiére question concerne le choix des échelles au sein de la

vidus, soit :

sommation.

Exemple : Soit 2 situations de précipitations journaliéres sur un réseau de
pluviométres. Si la station 1 transmet ses mesures en cm, tandis que les autres les
transmettent en mm, cette station 1 recevra implicitement un poids de 10_2 dans la
sommation et ne sera en fait pas utilisée dans la comparaison des 2 situations.

Ceci se produ1t en particulier quand les variables ne sont pas de méme nature.
Si les situations 4 et A’ sont caractérisées par les prec1p1tat1ons &, et Tes températu-
res Xy relevées, il est difficile de mélanger dans &_ ( Ak ) de tels parameétres sans
Tes rendre comparables, c'est-a-dire adimensionnels.

La normalisation par 1'écart-type n'est pas exempte d'arbitraire ni de modé-
les sous-jacents (essentiellement une loi normale) : on considérera par exemple que Ta
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distance entre 2 situations est la méme si elles ont méme précipitation et 1 écart-type
de différence en température, ou méme température et 1 écart type de différence en pré-
cipitation. Or on sait, vu la dissymétrie de 1a loi des précipitations journaliéres que
+ ou - 1 écart-type ne représente déja pas la méme chose. '

Un autre probléme, plusieurs fois évoqué dans ce mémoire, est celui des in- '
formations (ou variables) redondantes. Supposons les situations & et A, parfaitement
bien caractérisées par 2 variables X , et X‘a statistiquement indépendantes, d'ol :

¥(ii') = (o -y (e - i )?

Si, par souci de bien faire, on ajoute la variable X.s, en fait pratiquement identique
a Xg , la distance devient :

$r. . < < <
\ ! . N - < ¥
d—(&/b):; (I«“h—ﬁc“/,‘) +[(‘&&d'm,ﬂ’<‘,) '\'(a"bé""r‘y‘s)]
. o 7
et 13 encore les distances représenteront surtout 1'écart entre 4 et A au sens de la
variable 2 ou 3. IT1 s'agit cette fois d'un effet de taille des divers sous-ensembles pré-

sents dans 1'ensemble des variables, qui modifieront les résultats des analyses utilisant
de telles distances. '

Enfin, quelle que soit la distance choisie, on se trouve devant une matrice
de 9,(?—1)ﬁ31nterdistances qu'il faut interpréter. Une méthode pour visualiser ces inter-
distances est 1'analyse en composantes principales dans son aspect géométrique. Son aspect

probabiliste, 1ié & une hypothése de loi multinormale, est présenté par ANDERSON T.W.
(1958) et utilisé par BOIS Ph. (1976) (p.52 et suivantes).

I.1.2. Présentation_géométrique de_1'analyse en C.P. ( %)

Comme i1 est exclu de "voir" les N points et Teurs interdistances, de manié-
re parfaite, ailleurs que dans E{P, on se contente de les voir imparfaitement, mais le
mieux possible, dans un espace de dimension inférieure.

Un premier choix, arbitraire car on peut en imaginer d'autres (cf méthode de
Sammon en II.3.1), consiste & utiliser pour passer d'un espace R sun espace Ei <F s
la projection orthogonale.

On cherche donc d'abord le sous-espace de dimension 1, c'est-d-dire la direc-
tion de vecteur directeur Iz>, telle que les distances entre les projections orthogonales
des points sur cette direction soient les plus proches possible des distances dans ER.P .

Sur la direction W : o\_euﬁ X1V,X4V) .___{'L{'_t,()(w -XN)]‘!

et on choisira U tel que, en moyenne quadratique, (donc pour tous les points pris 2 & 2)

- N
5e = ZEM o\.evE (X‘W’ /XW> maximum

’

Ici deux remarques s'imposent :
- Tout d'abord, 1'origine n'intervient pas directement dans le choix de U , qui
dépend seulement des distances entre points.

- L'espace de départ peut étre soit 1'espace des variables brutes (ou seulement
centrées),soit celui des données centrées réduites si on veut s'affranchir ainsi
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des effets d'échelle. Cela revient d faire 1'analyse avec une métrique, associée
au produit scalaire et au calcul des distances, égale a T oua:

A

ot A

Dp = ot
A
o
Mais le choix de vecteurs unitaires, sur les axes de départ associés aux va-
riables, impose aussi, sur 1'axe AL , la contrainte :

ful = uWu -4

afin que les distances projetées sur les divers axes soient comparables.
D'autre part, le choix de maximiser les distances en moyenne quadratique n'est
pas le seul possible (autre exemple O = a d. (X%v,Xqv) 1 moyenne arithmétique).
Mais la dérjvation par rapport & W est alors plus délicate et surtout on ne
dispose plus de la régle de Pythagore valable pour le carré des distances.

<
O\' (X&V /XQV) = O\'eu- (X%V /XQV) + O\'i‘b_\,]_(XQf\fle,V)

C'est 1'une des propriétés essentielles du projecteur choisi (projection 1
orthogonale ou fa orthogonale) linéarité et décomposition en somme directe (cf CAILLEZ,
MAILLES et PAGES, 1973).

La solution du probléme d'optimisation est classique et sa démonstration est
évoquée en annexe I ou dans LEBART et FENELON (1973). On sait que cela revient a diagona-
liser, selon 1'espace de départ choisi, R ouT matrices de corrélation ou de variances

covariances entre les données.
I.1.3. Aide_a_1'interprétation_des_axes, ou_facteurs obtenus ( % )

Le choix de 1'origine &tant sans importance (puisque seule compte la disper-
sion du nuage), si on la suppose au barycentre du nuage, alors toute variable X'%est cen-

trée : Z x ~: =0
A

IS

La coordonnée de 1'observation 4 sur 1'axe uq, s'écrit : l%q?r_ X‘:V'U:@i,
A

et 1'ensemble des observations de la nouvelle variable ZY?. est 1e vecteur :

Zoy = R ov Uy

On vérifie que Zq‘ est aussi centrée :
e = % ik =128
. . A zEZ LUl X[ X.U _UST Ug-n

et que sa variance s'écrit : =+ ok Fok= 5 % ATl %= 'R

uk"l;m;« ; Fie "'?%9\-1’[@: 6>‘\’£"f¢=0 .
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<
La corrélation entre la variable '7(0- de variance CY% et 22)% est danc :

4 X 2
7 - = - = . ———OA—'——O%
(Vs ’Xz) TRy TN B

Et si on considére les corrélations avec T'ensemble des variables :

- [
r”’?u Zoi
t
3 S
Re= | W44 = .2, - X D Zg DT Uk (% DY,
: N : V$§% N ﬁ?ﬁ}k Vg
. X .
X
_JLQQPJ Xl

Si Tes variables sont réduites :

Cr'b=A alors RQQ= W%u% ‘ TLQ?'- WMQR%

b._
sinon : ﬁ% = \/_—}—\_QQ . [)G.__-L(qR Tb%% = m Mq'%
[
d
Le vecteur F?% est parfois appelé "structure du facteur Fki "

On a vu en I.1.1 que selon les données, on pouvait étre amenéd 3 analyser soit
les données simplement centrées, et donc leur matrice de var-covariance |\ s soit Tes
données centrées réduites, d'ol leur matrice de corrélation E? .

€ t
Avec T: %.— XOV'KOV' R = .'3“7 Da-.XW 'XO‘I'DCF‘
Les 2 matrices n'ont évidemment pas les mémes directions propres et les
coordonnées des points observations sur les axes 1, 2 ... différent selon que 1'on

choisit I ou T . Cependant, si 1'on renorme les facteurs, de sorte que la variance

des observations soit égale & 1 sur chaque facteur, alors on obtient un résultat inté-

ressant, que nous utiliseront plus loin (analyse discriminante, Chap. IV.2) : Ta confi-
guration des points observations transformés est la méme, & une rotation prés dans les

axes de f© ou T (cf Annexe II).

1.2 - Visualisation des variables

[.2.1. Présentation_géométrique

On peut, de 1a méme facon que pour les observations, considérer les p points

variables caractérisés chacun par leur N coordonnées, déduites des valeurs initiales o&;;
par :

.. = coordonnées de Ta variable j sur le i®Me axe = a:;és— ac%

b

avec L;=A T xy;
] )
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ce qui équivaut & projeter les points variables sur un hyperplan perpendiculaire a la
premiére bissectrice (dont le vecteur directeur est %r) donc & un produit matriciel par
- A T P I
P- iﬁb} = {S* ‘]T}
Toutefois, i1 s'agit d'un centrage dans 1'espace des var1ab1esR , ol la
somme des coordonnées d'une variable /25 est nulle : Z n. b

N
mais il ne s'agit pas d'un centrage de nuage &tudié dans R espace des observations car
la somme des coordonnées des \3 po1nts variables sur une direction, par exemple la 1eme

est : an Z‘(m >#=O

On peut alors chercher & effectuer 1'analyse de ce nuage de la facon suivante :
-~ Chercher Ta droite, passant par 1'origine, sur laquelle se projette au mieux

Te nuage: L'origine joue donc un réle particulier, or celle-ci est arbitraire, au moins
dans EN, puisque définie par une propriété qui n'est vraie que pour R (o0 1'origine
est barycentre des points observations) (Fig. II-la).

La droite de vecteur directeur V , telle que 1a somme des distances des
points & celle-ci soit m1'n1'mum est aussi celle qui maximise la somme des carrés des
projections des vecteurs OX NN

P
m ox Z OX. = max(zv 0 X,; ) =max -V't(%‘:dxos.xoz).v=max.V.rX.XFV

si 1'on cons1dere que X est la matrice des données déja centrées (comme en I.1.1),

Mot 1/

b &

®

- Figure II-1 -

On remarquera que 1'interprétation géométrique est différente entre le cas
des variables (ci-dessus) et le cas des observations (en 1.1.1). En effet, la droite
obtenue n'est plus celle qui maximise la projection des distances interpoints, indépen-
damment de 1'origine. L'axe \f n'est plus axe d'inertie du nuage des points variables de
52 . cela se vérifie aisément par le calcul et un exemple simple permet de s'en persua-
der (Fig.II-1b).

N’ Enfin, on peut rappeler quelques propriétés importantes de la représentation
dans Fe

- la distance de 1'origine au pomt var1ab1e /X

OX%- Z X 3 = variance de 1a vari“akb1e



Si les variables centrées sont de plus réduites, ou normées, tous les

points variables sont sur une hypersphére de centre 0 et de rayon 1.
- La distance entre 2 points variables est égale a :

2 —< 2 —s = ¢ ¢
A¥ (Xer X,,) = OX, + 0K, -2 0%, . 0%ee = @y + -2orq 7,

ol 7, est le coefficient de corrélation entre 1Nes variables 1 et 2, en
méme temps que le cosinus de leur angle dans R . Si celles-ci sont nor-

mées on a :c].e (quf}(&) = < (4 - naa)

L'analyse en composantes principales comme technique de f-;qncentrat'ion de
1'information consiste, dans | 2% , a rechercher le nombre d'axes L[ﬁ(variab]es princi-
pales qu) réellement indépendants et significatifs ( A > seuil & définir). Dans R
cela revient a rechercher la dimension Q, du sous-espace de R engendré par les p points
variables, plus 1'origine. Or p+l points engendrent au plus un espace de dimension p

donc encore Qg . En fait, on verra au paragraphe suivant que 1'analyse est la méme
dans | ou RN , et 1'une ou 1'autre de ces interprétations doit conduire au méme résul-
tat.

Le probléme d'optimisation : max VF X-XE-V
avec V.V-4
peut se résoudre comme en I-1 en cherchant les éléments propres de X _Xr, mais cela
est inutile si on connait déja ceux de }(t.x, , ou plutét de A X°.X , soit ﬁq‘
et Ug ( & - A, ... P ). En prémultipliant par X g
L XTX Uas g Uy = 400U = 2, (XU
ce qui traduit que X. Xb a gour P premiéres valeurs propres celles de XE X soit
N. ?\Qz , les N-p restantes étant nulles, et pour vecteurs propres correspondant X.U.Q,
Si on veut qu'ils soient aussi normés, il suffit, compte tenu de :

v ]
Ug . X' X. Ug= N.Ag > deprendre : Vo= _4__ X. U
% W &

LaC coordonnée d'une variable Jé, sur 1'axe 1 sera : ;
Goio XS Vo A X X U, = A (XS Xy Xot Xy - Koi Xge). U
R A Y Xt Nm( R °8x°" % °)' *
or XOS. Ak = Nc—a-.c-ﬁ.n-éqq ou _N_.n,hq? si les variables

sont normées, d'ol :

C'est & un facteur prés, le produit scalaire de la Tigne A deF\) avec u.4 :
Une au;i_re expression permet d'obtenir les projections de toutes les variables
sur 1'axe 1 de R :




£l

o Or on a vu en I-1 que la corrélation
Fy de | est nh,xf 'EY uiﬁ

Donc :

- les projections des points variables dans ENsont, au facteur ma prés,
les coordonnées du vecteur LL4de Eef: et au facteur Vif prés, les coeffi-
cients de corrélations entre la variable principale Z, et les © variables

(I1 faut y ajouter le facteur i}r si celles-ci

Xi» 4=4--p

ne sont pas normées).

[ G, | X5 ]

|, |

: ' e : -X.u — /1
Gy | v, | %o ’
_GdP. : {xg?a

entre une variable X et le facteur

o) |

N

La démarche des paragraphes I.1 et I.2 peut alors se resumer :

dans R J

axes initiaux —e— variables
points _e—» Observations
(centrées)
barycentre = origine
axes factoriels —e—s maximisent la représentation
du nuage des observations .
(de fagon intrinséque 1'origine)

vecteurs direc- vecteurs propres de

teurs des axes la matrice de

factoriels Ug

var-covariance i% x5 X '
nouvelles coordon- se calculent par projection,
nées des points sur les nouveaux axes
observations

liaison entre axes Les coordonnées des points
factoriels et axes des observations sur 1'axe
initial & et sur 1'axe
factoriel % sont en cor-
rélation: :

(,J (qu,xi’): ﬁﬁ U.q,-b

initiaux

|
, axes initiaux —e— observations |
!

N
dans R

—e—» variables dans un

hyperplan Laa 187 pissec-
trice(nuage non centré) .

points

axes factoriels—e—s ajustent le nuage au sens
moindres carrés .

(avec la contrainte de passer par 1'origine)

se déduisent simplement
de ceux de ] |

vecteurs direc-
teurs

nouvelles coordon- se déduisent simplement

des composantes des

vecteurs propres Uk
(ci-contre)

nées des points
variables

s'interprétent comme des corrélations
entre variables et facteurs de .
donc fournissent une représentation gra-
phique de ces Tiaisons (ce qui est le but
de 1'opération, plus que de représenter
Te nuage de points variables.)

ey
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N .
Remarque . Dans Eﬁ et sur 2 axes factoriels, on peut aussi interpréter la
distance entre 2 points variables. On se rappellera toutefois que cette distance n'est
pas représentée de facon optimale, et que Ta distance maximale est obtenue entre 2 varia-

bles parfaitement anticorrélées!

Extension. Si nﬁ“ est e coefficient de corrélation entre la variable }Cxet

le facteur F@ , 1'orthogonalité des facteurs permet d'écrire les corrélations multiples :

N ®* L3

= . = M- %

X%.F@,Pg %.%,Q &@ M %t
et plus généralement :

¢ 9

R I = Z n%k
'bc ) 1 k-4 6

Si C\:P , alors Ré.,‘/____g):: /l.

Cela se comprend aisément (cf BOIS Ph., 1976) car la corrélation multiple,
considérée comme projection orthogonale dans W? Sur un sous-espace engendré par des
variables elles~-mémes orthogonales, se raméne ici & une somme directe.

Cela fournit non plus la part de Ta variance d'une variable expliquée par

1 facteur mais par n'importe quel sous-ensemble de facteurs.

I.3 - Quelques problémes associés a 1'interprétation des facteurs

[.3.1. Interprétation_des facteurs : Effets de taille, effet de forme

[T ne s'agit plus ici d'interpréter les facteurs au sens de leurs liaisons
avec des variables initiales mais de chercher s'ils présentent un sens physique en eux-
mémes.

Inversement, on peut chercher & analyser une notion physique particuliére, et
une analyse en composantes principales convenablement menée peut condenser cette notion
dans un seul facteur a condition d'avoir effectué au préalable un codage ad hoc. Nous en
verrons un exemple concret (pluviométrie des Cévennes, IVéme Partie) mais un exemple arti-
ficiel permet de s'en faire une idée.

Exemple simple : statistique des rectangles et des parallélépipédes

On va regarder ce que donne 1'A.C.P. de quelques formes géométriques simples,
caractérisées par des variables correspondant & leurs dimensions habituelles (longueur et
largeur) . On peut imaginer par exemple que 1'administration des postes décident d'ef-
fectuer une analyse des lettres et des paquets déposés dans les boites aux lettres ! :
Compte tenu des dimensions maximales et minimales autorisées et de la non-normalisation
des emballages, on peut supposer que les dimensions sont tirées d'une 1oi uniforme rame-
née a 1'intervalle (0,1) et sont indépendantes.

a) Si on se place a 2 dimensions, et si on suppose que 1'expérimentateur
mesure sans distinction Tes deux dimensions, on a le nuage de la figure II-2 a), alors que
s'il porte en X Ta plus grande des dimensions et en Y 1la plus petite, on a le nuage
de la fig.II-2 b). '
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La corrélation linéaire est nulle dans le ler cas, mais positive dans le
second. Pour le démontrer, on peut vérifier que, si les densités de probabilité margina-
les sont constantes :

g(ac):d.si 0coe<4 %(3\=/\ si o<aa></i
0 sinon 0 sinon

et compte tenu de 1'indépendance, la densité du couple (ac,*a) est

Or T'opération de sélection des dimensions a consisté & rabattre le triangle supérieur
sur le triangle inférieur, chaque point situé au-dessus de la bissectrice étant remplace
par son symétrique par rapport & celle-ci. On en déduit que, sur le triangle inférieur :
leﬁx,*a) =€.Qx(ac,~d)_-_—8 et Q:,/(’oc,%\; 0 en dehors.
Le calcul du coefficient de corrélation, présenté en annexe III, donne alors
n =0.5.
Donc le coefficient de corrélation entre 2 variables tirées indépendamment

d'une Toi uniforme, mais ensuite classées, devient positif.
b) Si on poursuit 1'analyse , la matrice de corrélation:

[1. 0-5] a les valeurs propres &g = % Ag = %

0.5 1.
e
We= |4/

JaD
et les vecteurs propres: U= A VS

Remarque Dans cet exemple F et 1—' ont mémes vecteurs propres car G = Tu

Le premier axe que 1'on obtient ( ﬂ«é longueur + ﬁ%é largeur) est un effet
de taille évident 1ié & la surface du rectangle (longueur et Tlargeur fortes ou faibles
en méme temps).

Le second axe, par contre, sera un axe de "similitude" ou de forme. Au-dessus
les rectangles trapus, en-dessous les rectangles élancés et on pourra, par exemple, sur
cet axe, effectuer une typologie.

Toutefois, on peut se demander s'il est raisonnable d'effectuer cette analyse
sur les valeurs brutes des Tongueurs et des Targeurs :

. la "taille" du rectangle sera représentée par la quantité lf_:ji_

. \[
assez différente de la surface réeile X.Y.
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. la forme, ou 1'élancement du rectangle sera représentée par X-Y, assez
différent de X/Y.
On voit immédiatement qu'il faudrait effectuer une transformation logarith-
mique sur les variables car :
Tog X + Tog ¥ — Tog X.Y
log X - Tog Y — Tlog é

Alors 1'axe 1 rassemble complétement 1'effet "taille", tandis que 1'axe 2
explique en totalité la “"forme". Remarquons toutefois qu'il faut ensuite appliquer la
transformation inverse car sinon on atténue les valeurs extrémes de 1'élancement :

L -’7(7 Une typologie des rectangles devrait par
b4
exemple se faire sur e°* ou e >¢, Z 4
et Z, étant Tes C.P.
Log X N
7
-

S Cox
4. v "7’

Par contre, dans 1'analyse sur données brutes, on va trouver en méme position
sur 1'axe 2 des rectangles ayant méme différence X - Y mais des surfaces trés différen-
tes, ce qui correspond en fait & des élancements sensiblement différents. La valeur des
résultats restera assez grossiére a cause d'une linéarisation abusive du probléme tandis
que, aprés transformation des variables, le probléme est parfaitement Tinéarisable.

On peut facilement étendre le probléme & 3 dimensions (cf annexe III).

Un cas extréme de 1'effet "taille" peut se produire (ou au moins se. simuler)
si 1'on suppose que les p variables sont en fait 1 seule et méme information, £ , i
laquelle on a ajouté respectivement un bruit €4 pour obtenir X4, id. pour X,... X?,

d'ol : Xy = & +¢€n avec Ox, = 0
et de méme : Xé e Z +E&¢ G¥, = O
Xo= E +£¢ = o
Xe Y Xg
Avec, d ticuld : ¢ ‘oz “
vec, dans ce cas particulier , 0—51; = G"’é = g - J%z \d

et Tes corrélations : f (E' Z) -0 \1‘.0
4 =
? Qéi,éz) = SLB
ce qui fait que 1'on a : ‘

? (X-,;,X'Q= constante s) = A - o—g /0__8

D'ol une matrice de corrélation trés particuliére (équicorrélation)



On démontre alors (annexe IV) que 1'onwa une valeur propre dominante :
?\4= A +(§3-4)§7 —/1 .

/‘{—-
he = oeem e ea AF= A—?

4
On vérifie aussi que le vecteur propre associé a >\4 est l£4 = /f;

et (p-1) valeurs propres égales:

—

la premiére composante n'est autre que la moyenne des p variables, ce qui traduit bien
un effet de taille.

Remarque. On peut s'@tonner de n'obtenir que p composantes indépendantes
alors que 1'on a généré Z , puis p termes aléatoires €, mais Z n'apparaissant pas
explicitement, c'est comme si on avait pris 1 variable particuliére comme référence,
puis généré p-1 termes aléatoires.

On peut se faire une idée intuitive et géométrique de 1'éguicorrélation en
supposant que 1'on générent }(4 , variant entre - 1 puis )(_ égale a )C4 mais a un
terme aléatoire 5.3 prés, etc.

Le nuage prend la forme d'un ellipsoide de révolution autbur de la diagonale
de 1'hypercube de F? dont Ta longueur (si le coté vaut 1) est V}S

On voit que cette matrice d'équicorrélation présente des propriétés intéres-
santes. I1 peut d'ailleurs étre utile, quand N (nombre d'observations sur Tesquelles on
a calcule fp ) n'est pas trop faible, de tester 1'hypothése : [P est une matrice d'équi-
corrélation.

On trouve dans D.F. MORRISON (1967, p.251) un test di & LAWLEY qui teste

1'hypothése : L.
HO: ?4{5 - V V&)g
?;é étant estimé par 7,: sur un N-&chantillon.

)
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Un autre cas extréme est celui ol toutes les variables sont indépendantes.
Dans ce cas, tous les facteurs principaux ont une valeur propre associée égale a 1. Si
on a estimé la matrice R sur un N-&chantillon, on peut tester la circularité a 1'aide

du test : K] 9o +5
m = -(N—'L _—PG ) Lo%‘ﬁ]

dd & BARTLETT, ou une approximation due & LAWLEY (cités par D.F. MORRISON, 1967)
‘. (Ne4- BB Z T n:
¢ A<y 3 B
distribuée selon un Ke 3 F(Yl-'i)/e degrés de liberté.

1.3.3. Effets de taille "emboités"

En fait, dans Ta pratique, on rencontrera plutét dés cas intermédiaires ol
1‘on a des "paquets" de variables, trés corrélées entre elles, et assez peu entre paquets.
Par exemple, on aura une information repétée environ 15 fois avec des bruits divers, et
une autre dix fois. Cela donnera 2 valeurs propres importantes >\4’\/ 12 et ?\e ~ 8,
suivies de valeurs propres fortement décroissantes. I1 s'agit alors de 2 effets de taille
distincts, et on gardera par exemple 2 composantes principales, mais il ne faut plus as-
socier a leurs valeurs propres, ni & 1'ordre de celles-ci, une importance quelconque. I1
vaut méme mieux renormer d& 1.0 les variables principales Zq‘ » plutdét que de Teur donner,
en les laissant normées par m , des poids complétement factices.

Nous verrons que ce probléme se pose quand on traite des ensembles de varia-
bles de naturesdiverses, parfois trés corrélées entre elles et généralement présumées
explicatives d'un phénoméne externe que 1'on veut étudier.

Exemple. Supposons que 1'on ait 2 paquets de variables de dimensions respecti-
ves p et g . Au sein des paquets on suppose les variables &quicorrélées, tandis que
les 2 paquets sont indépendants ( V Q, & paquet 1 et Qi € paquet 2, \)W\’ = 0).

. La matrice de corrélation s'écrit donc :
R, . O b gafah 4 g - B

[~ PRI RS (Red e

0 R, “ gl [Rege A
| 0a §a €24
et on suppose p eL p > 0. dim. dim. q
On peut vérifier que toute valeur -prepre P\ide RM est valeur propre

de R associée au vecteur:

En effet :
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De méme toute valeur propre /Mé de f€¢e associée au vecteur propre WVS

est valeur propre de [ associée au vecteur propre : W = 0
P 9 \A

Comme Ta somme Z ?\; + Z ).Aﬂz F+C1 on a trouvé toutes les valeurs
propres. 4= !
Ceci s'étend au cas de 3, 4, ... n paquets. Dans ce ca§, on peut vérifier
que les léres valeurs propres de chaque paquet sortent en premier comme valeurs propres
de F2 :

La lére valeur propre de n'importe quel paquet de dimension p et de corré-
lation ?. est supérieurea la valeur propre multiple d'un autre paquet de corrélation
A

((De, car : }\,-Hz /(4-(?—4)(_):“ > /I-(-’
en effet (P"‘)f,; > -9 V(’;}G car @, et€ >0

Par contre 1'ordre d'apparition des léres valeurs propres ne dépend pas seulement de la

dimension du paquet dont elles proviennent mais de sa corrélation propre.

On peut avoir: 4 +&P_4_)?4, > 4 +KO\'4)§/8 méme si p< g

On vérifie encore que 1'ordre de sortie des léres valeurs propres et leurs
valeurs ne sont pas significatifs. De plus, 1'écart entre la derniére valeur propre signi-
ficative A +-(F>- 4) F& et la premiére non significative A - f% peut étre
faible (si on a un paquetsavec P.b ,f‘ faible), et le passage se fait toujours au voisi-
nage de 1, la valeur 1 étant toujours significative (paquet de 1 variable indépendante).

On voit aussi que si on a 2 variables faiblement corrélées:

[: :—] —> Ny=d+E A, = A-E
IT faut donc garder les 2 variables et donc les 2 valeurs propres (cf. ci-dessus) car
ces 2 informations sont quasi-indépendantes.

En conclusion, on voit comment des redondances voulues ou non au sein de pa-
quets de variables eux-mémes indépendants créent des effets de taille en cascade. Dans
la réalité on a rarement des paquets comp]étément disjoints et i1 faudra décider si la
distribution décroissante des valeurs propres est associée a des effets de taille suc-
cessifs ou non.

- -

Nous arrétons volontairement ici la présentation théorique de 1'A.C.P., qui
sera poursuivie dans 1'analyse de la dimensionalité (2eme partie, chap.III) et dans Je
cas particulier de 1'analyse de données homogénes correspondant i des champs spatiaux.
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1.4 - Application aux données nivométéorologiques de Davos

L'application de 1'A.C.P. au paquet de variables &laborées décrites dans la
lére Partie (Chap. I.1.3) comportera 2 étapes : D'abord 1'analyse de toutes les journées-
observations, prises dans leur ensemble et 1'interprétation des facteurs principaux. Puis
T'utilisation de 1'information complémentaire disponible : 1a journée est-elle avalancheu-
se ou non 7

Ces analyses ont été faites sur le premier ensemble de variables &laborées et

ont en partie justifié sa modification.

(:) I1 s'agit d'interpréter les résultats de 1'analyse en C.P. de 1'ensemble des
individus des échantillons Mars-Avril et Janvier-Février. Nous sommes dans le cas d'un
paquet de variables trés mélangées et, sans résoudre complétement le probléme de la di-
mensionalité (cf I1léme partie) il nous faut analyser et interpréter un certain nombre
de facteurs. ,

Toutes les variables étant présumées explicatives, nous souhaiterions qu'elles
soient toutes présentes, au moins en partie, dans les facteurs analysés ; les figures II-3
montrent le nombre n de variables qui nécessitent au moins k facteurs pour étre repré-
sentées a o %.

Comme i1 est difficile d'analyser entre 15 et 20 facteurs, nous nous limiterons
aux 5 premiers qui sont relativement interprétables.

On donne, dans les tableaux I et II , les coefficients de corrélations
entre chaque variable et les plans factoriels F1/F2, F2/F3, F4/F5 et le sous-espace F1/2/
3/4/5 et sur les figures II-4 les histogrammes des coefficients de corrélations multiples
entre chaque variable et le sous-espace.

Enfin, on donne Tes corrélations de chaque variable avec les 16 premiers axes
et, pour chaque axe, de 1 & 50, la corrélation maximum entre cet axe et une variable
quelconque. (Tableau I11)

Les conclusions sont les suivantes :

I1 faut environ une quinzaine de facteurs pour que chague variable soit
raisonnablement représentée dans 1'analyse (cela sera repris ultérieurement)

I1 y a atomisation de certaines variables qui contribuent un peu a de

nombreux facteurs.

IT y a des effets de taille qui sont parfois surprenants

Exemple . Sur Te premier axe, on s'attendait & retrouver 1'information
précipitation, que 1'on avait introduite sous de multiples formes. On la retrouve effec-
tivement, mais les variables d'insolation, rayonnement, etc.. Tui font un contrepoids
tout aussi important.

Cet axe est donc seulement un axe beautemps sec «——s mauvais temps humide,
mais il rassemble déja 20% de la variance (tant en Janvier-Février qu'en Mars-Avril).
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Nombre de variables necessitant K facteurs pour étre représentées éd%v

A A

AS ] 5]
] 4 =80% _ d=60%
40 J A0 (@ Janvier-Fevrier
] . R
5 54
| Nombre de facteurs
l l . - K

35 7 91 131517 19 21 23 25 1 35 7 9 % 131 17
4 6 8 012 14 16 18 2022 24 26 2 4 88 012 416 B
45.A 45 o =60%
i < =80% 4
4 J
A0 A0 ] (®) Mars-Avril
5 - 5
. - Nombre de facteurs
—] > - K
3 567 9 1 131 1719 21 1 35 7 91 1315
4 6 81012 1 16 182 22 2 46 8 1012116

- Figure II-3: Nombre de facteurs pour expliquer un pourcentage o donné

de la variance des variables de départ (&laborées).
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@ Janvier - Fevrier

Ay 9.53
A,  5.50
Ny 4.78
Ay 2.92
As  2.72

Total 51 % de la variance

NN
ZAMMNMNNS.
L AARRRit

1LY %7 '/Z ' -
0 20 25 30 50 O 8 9 100 A
@ Mars - Avril
Ay 11.50
10 Ny, 4.79
Ny 4.35
A, 3.3
5 As  2.85
7 777, Total 54 % de la variance
il
oy
A i G %% %M -
0 20 3 40 50 60 70 80 80 100 a7

- Figure II-4 - Représentation des variables dans les 5 premiers facteurs .
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: ’ 4 : Numdro de .
Huméro de .
12 varfaple [M/F2 F2/F3 F4/Fs F1-5 12 variable F1/F2 F2/F3 F4/F5 F 1,;2,4,5
R B .576 . ,689 1 .550 .230 , .753
2. -.609 . e 718 2 9 S s -
3. .386 3 2
4 : .248 4 278
5 .625 < L776., 5 .460 _48
6 .388 391 6 .398 o . I
7 135 ? -335
. ' o . 267 e
9. 47N 517 3. . .4;
10 .324 lo o
1 348 1 7
12 .424 .705 .889 12 21 _ 857
13 i .364 479 13 . 273 .530
14 1430 .676 .838 14 -564 242
15 367 15 .529 . . "
16 " L439 .778 .54 16 .695 .245 . z :
17 .390 579 17 415 .89
18 627 J0s 18 .618 191 .809
19 .549 322 Y - 19‘ .387 .21 , .7:6
20 558 667 20 546 .269 .170 .721
21 .378 .276 728 21 .544 ;.:g
22 622 654 2 .ssg .330 . .203 K
23 .281 -.365 a3 ) .425
24 .505 .238 638 24 .418 .658
25 ' .180 25 .036
26 .104 2% 121
27 . an a : .208
28 .406 .393 167 648 @ 582 : .701
29 .368 .361 .162 .594 2 -580 v 638
30 .32 | .98 .001 72 3 .622 .740
IS Y S .548. .017 744 a -436 .89
32 ‘ .239 .057 .431 3 .412
.33 .348 .082 .430 B -8 _ 413
3 157 .31 u .301
35 . .32 35 .500 iﬂ;
36 272 % - .
37 ] .186 3 . .186 .293
38 585 815 38 411 490
39 .38 205 .630 ig :z: ”r ?32
40 .JAn 422 ) -574 -153 -747
@ : A 661 : 4; 611 s - 782
42 442 .541 .702 ‘a ' ’ 349 .456
4 : .344 .303 .664 : :
44 4 .33 .398
.256 ,268 533
45 45 220 312
.328 .291 636
@ 46 .425 .548 .657
.231 .419
4 Y] .450 .585
.315 281 .603
48 .049
“ 199
49 * 49 .395 .578
.268 .309 597
5 ) 50 .458 .578
0 .058 . 260 122
Seufl ¢ . Seuil
d'impression: 350 -250 .150 d*tmpression: .350 .250 150+
- Tableau I - Carré du coefficient de corrélation multiple - Tableau II -Carré du coefficient de corrélation multiple

entre la variable i et les plans factoriels F1/F2,F2/F3 ,

entre la variable 1 et les plans factoriels F1/F2,F2/F3 , .
F4/F5 , puis le sous-espace F12345 .( Mars - Avril )

F4/F5 , puis le sous-espace F12345 .(Janvier - Fevrier ),
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Numéro Corrélation Corrélation de la Corrélation Corrélation de la

- max de 1'axe k var.] avec les max de 1'axe k var. j avec les
k ou j 16 lers axes g oy j . 16 .lers axes
1 .780 .89 1 -.784 .87
2 .619 .92 2 -.727 .88
3 647 .64 3 .610 .81
4 .516 .78 4 -.651 .76
5 .600 .86 5 -.655 .86
6 .617 .84 6 518 .84
7 -.432 .76 7 .394 .75
8 -.637 .74 8 607 . .71
9 -.484 .78 9 .505 .81
10 .398 .69 10 -.401 .81
11 -.359 .61 11 .489 .69
12 -.502 .94 12 ..584 .94
13 -.297 .73 13 .432 .80
14 .525 .93 14 .382 .88
15 -.362 77 15 -.533 .78
16 ~.358 .90 16 .467 .92
17 -.474 .85 17 .328 .85
18 .324 .91 18 -.336" ’ .91
19 -.325 .91 19 -.259 .90
20 -.308 .85 20 -.334 .85
21 -.359 .80 21 .273 _ .79
22 .402 .88 22 -.315 .89
23 .381 .82 23 -.255 .69
24 -.282 ) .74 24 -.278 74
25 .246 .79 25 .216 .86
26 .245 .74 26 .288 .82
27 -.250 .77 27 .197 .93
28 -.314 .92 28 .257 .91
29 .217 .90 29 -.201 .92
30 -.227 .88 30 .199 .89
31 .180 .87 31 -.290 .85
32 .199 .80 32 a7 .81
33 .170 .76 33 .185 .79
34 .210 .70 34 -.136 .76
35 -.182 .73 35 1327 .84
36 -.200 Y 1 36 .197 .75
37 -.131 77 37 .100 .77
38 -.154 .84 38 ~-.145 .79
39 -.180 .89 39 111 .87
40 117 79 40 .183 .86
41 -.155 . .86 ' 41 123 . .87
42 147 .92 42 .206 .91
43 137 .92 43 -.120 .85
44 .099 .67 - 44 .100 .66
a5 .097 .90 45 .135 .67
46 -.086 - .90 46 114 .90
47 -.087 .70 47 .083 .70
48 .080 .67 48 -.070 .81
49 .038 .94 49 "..064 .93
50 .000 .80 .50 .000 .94

- Tableau IIl - Correlation maximale entre chaque axe et une
variable quelconque, et correlation de chaque variable -avec
1'ensemble des 16 premiers axes .(exemple de Janvier-Fevrier)
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Exemple. Les paramétres thermiques (air et neige réunis) sont pratiquement
indépendants du premier axe (beau-temps ,  temps perturbé) en Janyier-Février.
On peut vérifier sur les corrélations :
Janv.~Fév. Mars-Avril
H «—>nombre d'heures d'ensoleillement .159 .345

Température a 13
rayonnement incident .080 .374

Par contre, en Mars-Avril, une dépendance apparait : le beau temps est asso-
cié a de fortes valeurs des paramétres thermiques de 1'air, mais pas de la neige ! Or il
est peu probable que Tes nombreuses opinions émises sur 1'origine des avalanches tiennent
compte de ces intercorrélations, d'ol leurs caractéres parfois contradictoires.

' 4 Les facteurs ne se recouvrent pas exactement d'un bimestre 3 1'autre, ce
qui traduit des effets saisonniers dans les intercorrélations.

5 Les facteurs d'ordre €levé présentent encore des corrélations significati-
ves avec certaines variables (cf f.%rnax dans le Tableau III) méme si globalement,
celles-ci vont en décroissant. 8

Remarque. L'interprétation des facteurs sera résumée aussi dans les figures
II-5 et II-6.

(:) En ce qui concerne les distributions des facteurs, on constate que Tes combi-
naisons linéaires de variables dissymétriques, méme assez corrélées entre elles, sont sen-
siblement plus symétriques que les variables initiales.

Par exemple, 1'effet de la valeur - seuil de 0.0 mm pour 1'ensemble des varia-
bles "précipitations" est pondéré par la variabilité, sur ce méme facteur, des variables
"insolation" les jours ot i1 n'y a pas précipitation, etc... ‘

On dispose donc de variables sensiblement plus "gaussiennes", que 1'on envisage
d'utiliser dans les modéles décisionnels ultérieurs, compte tenu de leur orthogonalité.

Mais si 1'on a annulé les intercorrélations il reste 1'autocorrélation pouvant
apparaitre au sein de chaque composante. Car il ne s'agit pas de journées prises au hasard
dans une population infinie, mais de Journées successives, mises bout a bout par paquets
de 2 mois.

On aurait pu effectuer 1'analyse de 1'autocorrélation sur les variables elles-
mémes, mais compte tenu de Teurs distributions (certaines restent constantes pendant de
lTongues périodes, etc...) le calcul sur Tes C.P. en donne une idée un peu "lissée".

Le tableau IV donne pour les 10 premiéres composantes de chaque mois, les coef-
ficients d'autocorrélation calculés sur 1'ensemble de 1'&chantillon (12 bimestres bout &
bout, et Tes valeurs maximales et minimales du calcul bimestre par bimestre).

On constate qu'elles sont trés variables d'une C.P. & 1'autre et que, compte
tenu des tailles d'échantillons, elles sont souvent trés significatives. Toutefois, le
calcul sur 1'ensemble des &chantillons est biaisé par Tes écarts de moyenne entre bimes-
tres des années successives, ce qui augmente la corrélation (cf C.P. n°5 de Mars-Avril

4y moyen> M, max).

On vérifie dans le calcul par bimestre, que Tes corrélations au retard @j> 5

sont généralement faibles, sauf cas pathologiques.



Composante
principale ry

n

o
W 0 N O O B W N - QO W W0 N O O B W N

e
[e]

.80
.68
.90
.32
.70
.73
.44
.72
.59
.54

.82
.70
.76
.68
.49
.74
.53
.79
.63
.51

Autocorrélation

"y

M

.57
.43
.78

.53
.60
.27
.54
.37
.42

.62
.47
.57
.41
.24
.58
.38
.70
.46
.31

TABLEAU IV

avec un retard k des 10 premiéres

variables orthogonales.
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ars-Avril

's " 1max
.27 .86
.39 .73
.57 .97
.12 41
.52 .60
.49

.17

.34

.19

.27

Janvier-Février

.27 .87
.33 .80
.44 .80
.24 .74
.29 .61
.40

.30

.50

.21

.22

P1min
.60
.36
.69

.17
.21

.53
.44
.33
.42
.12

r
Smax

.60
.59
.88
.21
.30

.43
.50
.60
.28
.35
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On met en regard de nos 50 variables prises sous forme orthogonalisée, des

informations exogénes qui seront, initialement, 1'occurence ou la non-occurence d'avalan-

che Te jour A considéré, et éventuellement d'autres informations complémentaires (cf

Iére Partie, Chap.I-3).
Nous avons d'abord représenté systématiquement les observations dans les

plans F1/F2, F2/F3 et F4/F5 en séparant journées avalancheuses et journées "norma]es“,

Nous les commentons succinctement :

(@ Janvier-Février (Fig.II-5)

Dans F1/F2, nuage des points sans avalanche encore assez dissymétrique (&
cause de la présence sur 1'axe 1 de variables radiatives bornées qui inter-
viennent négativement et s'opposent & des variables de précipitations qui
n‘ont pas de limite supérieure).

Journées normales denses au-dessus de la lére bissectrice et assez rares
dans le 2éme quadrant.

Journées avalancheuses sous la lére bissectrice (les 2/3 environ) et en
particulier dans le 2éme quadrant (environ 50 sur 122 journées avalancheu-
ses) alors que les journées normales y sont rares (environ 70 sur 589).

Ce 2éme quadrant correspond approximativement a des journées ol il y a

de Ta neige récente au sol, et un temps éventuellement beau mais froid et
venteux. Pour beaucoup de ces journées avalancheuses, du chasse-neige a

été observé le jour ou 1a veille.

Par contre les avalanches de code 1, qui ne représentent que 7% du total,
sont toutes au-dessus de T'axe F1. ElTes correspondent a des déclenchements
d'allure ponctuelle et associées & des valeurs élevées de F2, elles méri-
tent le nom de'coulées’ Les 2 seules avalanches cotées 5 (neige humide) se
trouvent bien a Ta périphérie supérieure du nuage des points avalancheux.
Dans F2/F3, on aboutit & des conclusions voisines sur le réle du temps
froid et venteux combiné aux fortes précipitations.

(® Mars-Avril (Fig.1I-6)

Nuages assez elliptiques (tant pour les journées normales qu'avalancheuses)
mais qui se superposent quasiment. Différences de densités difficiles a
apprécier dans ce plan F1/F2.

Par contre, le nuage des avalanches est bien séparé en avalanches humides
(code 5) et séches (code 4) de part et d'autre de 1'axe 2. Cette partition
recoupe presque le fait que Te déclenchement a eu lieu en dehors d'une pé-
riode de précipitation ou au contraire pendant (ou peu aprés).
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- Les avalanches codées 1 (coulée a départ ponctuel) se rassemblent plutét
au-dessus de la lére bissectrice,et sont souvent codées humides (5). Elles
représentent cette fois 25% des cas.

- Le plan F2/F3 non représenté ici, est plus intéressant qu'en Janvier-Février
et une certaine discrimination apparait.

Par contre, pour les 2 bimestres, le plan F4/F5 ne semble guére discriminant.

nant .

Une autre méthode a consisté & visualiser les journées, normales et avalan-
cheuses, ne presentant que certaines caractérisques, donc appartenant ad un certain type

de temps: . ,
P (:) Janvier-Février

- Journées avec chute de neige (> 5 cm) : Elles sont pratiquement toutes &
droite de 1'axe F2. Le 2éme quadrant rassemble alors 23 cas avalancheux
(sur 38 au total) pour seulement 35 cas normaux. Cela se vérifie aussi
dans F2/F3 ol le 4&me quadrant rassemble 12 avalanches pour 19 journées
normales. Cela confirme Te réle du vent et du temps froid.

- Journées sans précipitation,mais avec neige récente au sol. Ce cas ne
différe pas beaucoup du précédent et aboutit aux mémes conclusions. Outre
Te role du vent sur la neige présente au sol, on percoit aussi 1'influence
des variations de température et surtout le refroidissement de la neige.

- Journées sans précipitation récente : Seule 12 journées avalancheuses appar-
tiennent & ce cas, mais elles se distinguent peu des journées normales sauf
par des valeurs négatives de F2.

(@ Mars-Avri]
- Journées avec précipitations > 3 cm:
Le nuage des avalanches correspond & des valeurs positives de F1 mais se
répartit de part et d'autre. C'est donc seulement la valeur absolue de la
précipitation qui intervient. Dans F2/F3 on constate méme que ces avalan-
ches sont plus fréquentes par temps chaud avec beaucoup de précipitation.

- Journées consécutives 8 des précipitations;:

Elles sont relativement peu nombreuses dans 1'ensemble (2 aprés chaque sé-
quence, soit environ 125 journées sur 700). Mais elles donnent globalement
beaucoup d'avalanches (40 environ sur les 122 du bimestre). Les avalanches
se concentrent dans les 2éme et 3éme quadrants (beau temps froid et clair,
refroidissement de Ta neige) alors gue le beau temps chaud en occasionne
peu. Le réle du transport par le vent est encore trés marqué.

- Journées sans précipitations récentes :

Elles sont globalement assez rares (un peu plus d'une centaine) et donnent

Tieu a 27 avalanches. Mais uns distinction apparait, fonction des tempéra-

tures de 1'air et de la neige, selon qu'elles correspondent & un beau temps
froid ou au contraire plutét chaud, avec fonte.
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- b FACTOR 2 JANUARY - FEBRUARY
(@ Journées avalancheuses 1961-72
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A X
B X
A Fay
4
sy x
X X
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AD X A X x
A R N Q(x X < x x
. . s, 2 . L x . . . FACTOR 1
} —— ; " ; . ' -
A X
a AAA Y X x X 5 ); x X x
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A -+ x
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X A X o
a s i b3 . X X
A X X
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A Wet " 1
X
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(:) Journées normales - | FACTOR 2 JANUARY -FEBRUARY
: ’ FACTOR 1
; t o = -
Fa
JANUARY

FEBRUARY

(:) Interprétation

des facteurs (Les N° connespondent a La

table 11 de £a 1¥%Partie- p.11)

CLOUDY

INCREASING AIR
TEMPERATURE

12

PROLONGED
CLEAR WEATHER 36

23

FRESH SNOW AVAILABLE
30 SNOW DRIFT

37
CLEAR '8

BUT COLD WEATHER o

27

COOLING OF THE
SNOW PACK

- FIGURE II-5 -Projections des observations de Janvier - Fevrier .
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% FACTOR 2 MARCH - APRIL
1961-72
X
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AA A e( X« X X
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X
X
a AA Bx T x
X
x Dry snow avalanche A «
a Wefr "
PFACTOR 2
(® Journées normales MARCH - APRIL

_FACTOR'1

Fa
SLF
ZNo.4-1487 MARCH
- . APRIL.
(© Interprétation
des facteurs

CLOUDY

PROLONGED WARM o 20

TEMPERATURES - . SINOWSTORMS

j 37
5
l 36 F'
CLEAR WEATHER 19 23 FRESH SNOW AVAILABLE

COOLI

- FIGURE II-6 -Projections des observations de Mars

SNOW PACK

43
G OF THE

SNOW DRIFT

- Avril .
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Compte tenu de 1'inertie de certains facteurs (autocorrélation) et aussi de
T'incertitude qui pése sur la date de 1'avalanche, i1 &tait intéressant de considérer
aussi Tes quelques journées précédant immédiatement celle ol 1'avalanche a &té signalée.

On peut aussi admettre que 1'avalanche n'est pas un processus instantané, 1ié
au niveau absolu des variables le jour j , mais résulte aussi d'une évolution, ol ce sont
Tes variations de niveau qui interviennent.

En pratique, on a matérialisé Tes trajectoires en joignant le jour avalancheux
aux 3 qui 1'ont précédé. Les résultats sont assez marquants ( cf. Figure II-8 ) :

(@) En Janvier-Février

On trouve dans le plan F1/F2 des trajectoires-types, trés stables, parcourant

dans Te sens des aiguilles d'une montre les quadrants(»IV-——aI~——¢II ——~»IIE:> . Les pre~

miéres avalanches correspondent & 1'apparition de précipitations,souvent concomittantes
a un réchauffement (de III ou IV — I). Ce temps est souvent suivi d'un refroidissement
marqué et de vent fort, trés propice aux avalanches (de €511 — ITI) précédant le
retour d'un beau temps froid (III). La simple remontée des températures ne donne alors
Tieu qu'a de rares avalanches (III—>IV).

Le plan F2/F3 compléte ce résultat en insistant sur le rdle du chasse-neige.
En dehors des périodes de précipitations, les cycles de températures : chaud —s froid—s
chaud semblent critiques.

En conclusion, ces trajectoires cofincident assez bien avec les circulations
météorologiques hivernales caractérisées par une succession de perturbations d'Ouest
d'une durée de 3 & 4 jours, et associées & des masses d'air chaudes, en alternance avec
des situations anticycloniques froides.

Les situations les plus critiques correspondent soit aux fortes chutes de
neige (souvent associées a du vent) soit au cas de chutes de neige moyennes associées &
des vents forts et a un refroidissement marqué (de la neige et pas forcément de 1'air,
du moins en ce qui concerne les températures maximales).

(:) En Mars-Avril

On retrouve dans ce plan des trajectoires analogues au cas de Janvier-Février
(1), mais avec une tendance marquée en 2 grands types (2) et (3), qui recoupe en général
Tes 2 types d'avalanches signalées (neige séche ou humide).

Les avalanches survenant pendant des précipitations se caractérisent par une
avancée sur 1'axe F1, due aux précipitations mais avec des fluctuations sur F? indiquant
qu'elles peuvent en cette saison se traduire par un refroidissement ou un réchauffement.
Par contre, les avalanches qui apparaissent aprés les précipitations ont toutes une tra-
Jectoire trés stable paralléle & la lére bissectrice (I ——1III) qui correspond & un re-
froidissement par retour du beau temps clair, avec souvent du chasse-neige.

Enfin, les avalanches qui apparaissent en dehors des précipitations ont des
trajectoires orientées négativement sur F1, ce qui correspond d des effets thermiques ou
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JANVIER - FEVRIER
’,/’
27-02-67
! s
/ ‘ )/ i
27-01-68
22-02-67

4F2
v Wet snow avalanche

X Dry snow avalanche
e Day without avalanche

30-03-6
25-04-62
\ 2

MARS - AVRIL

ZSJ;/

15-04-66

FIGURE II - Z : Trajectoires des séquences ayant abouti a des journées avalancheuses .
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mécaniques. E1les peuvent apparaitre soit par températures négatives, soit plus souvent
par températures positives, mais il est fréquent que la trajectoire ait peu varié au cours
des jours précédaht 1'avalanche, ce qui traduit un effet d'accumulation plutdt que d'évo-
Tution.

On constate 14 aussi une plus grande diversité dans Tes situations propices
aux déclenchements, cohérente avec Ta diversité des situations météorologiques qui peuvent
aller du beau temps froid hivernal, semblable & celui du bimestre précédent, jusqu'a des
' pluies orageuses de caractére estival. _

Pour tacher de mettre ceci en évidence de facon plus quantifiée, nous avons
utilisé le schéma  suivant :

1) diviser le plan F1/F2 en 8 secteurs(et une zone centrale 1ncerta1ne)

2) construire les matrices de passage d'un secteur a 1'autre, d'une part
pour Tes points non avalancheux, et d'autre part pour les points avalan-
cheux, en ajoutant +1 dans la case (r,s) si Te jour j était dans la
secteur S sachant que j-2 était dans le secteur r.

La part du phénoméne expliquée par Ta situation est appréciée par la valeur
des termes diagonaux, tandis que la part d'évolution peut se mesurer & la valeur des ter-
mes non diagonaux.

On constate et on peut Te vérifier & 1'aide d'un test assez complexe (cf.
GORDON HILTON , 1972) que ces matrices de passage différent sensiblement pour Tes cas
avalancheux et non avalancheux (

Si 1'on se place, & titre d'exemple, dans les axes F1/F2 de Mars-Avril qui
peuvent s'interpréter a 1'aide du tableau ¥ , on constate :

. au vu des fréquences marginales le jour Jj , que les journées avalancheuses

se concentrent dans les secteurs 3, 4 et 7,8 alors que les journées norma-
Tes sont mieux réparties entre les différents secteurs. En particulier le
secteur 9 s'avére peu avalancheux.

. que les journées avalancheuses du secteur

3 proviennent de 2 et surtout 3

4 proviennent de 4 et surtout 3

5 proviennent de 4 et surfout 3.
Ce secteur 3 étant celui des précipitations récentes, cela veut dire qu'un
certain nombre d'avalanches nécessite d'abord des précipitations, sur les-
quelles un autre effet (refroidissement, vent, réchauffement) s'exercera.

. que Tes journées avalancheuses des secteurs 7 et 8 se caractérisent par un
phénoméne d'"accumulation" puisque Ta plupart étaient déja 7 ou 8 1'avant-
veille de 1'avalanche.

. que, tant pour les journéeé avalancheuses que pour les autres, il y a plus
de pbints au-dessus et a droite de la diagonale gu'en dessous. Ceci met en
évidence une caractéristique climatologique intéressante. Les jours succes-
sifs ont tendance & suivre une trajectoire dominante dans le sens trigono-
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- Découpage du plan factoriel en
©) ® 8 secteurs plus une zone incertaine.

Secteur auquel appartient la journée avalancheuse j—{

QL

E 2 3 4 5 6 7 8 9 Total %
Q

5 2 1 2 0 0 0 1 I 0 5 5.5
g 3 1 8 9 4 2 1 0 0 25 27.5
3 4 0 1 3 2 3 1 0 0 10 11.0
< 5 0 3 2 0 0 1 0 0 6 6.6
2 6 1 3 .0 0 2 4 1 0 11 12.1
v 7 2 0 0 0 0 10 6 1 19 20.9
3 8 0 0 0 0 0 1 12 0 13 14,3
:3 9 0 0 0 0 0 0 2 0 2 2.2
g Total 5 17 14 6 7 19 22 1 91

g % 55 18.7 15.4 6.6 7.7 209 242 1.1 100.0
<

Secteur auguel appartient la journée quelconque j

]

& 2 3 4 5 6 7 8 9 Total %
% 2 6 7. 3 1 0 4 7 6 34 7.6
5 3 6 25 24 8 12 8 2 1 86 19.1
P 4 1 9 17 25 7 2 1 0 62 13.8
£ 5 1 9 8 8 12 4 1 0 43 06
2 6 5 6 2 2 11 9 1 0 36 3.0
v 7 6 5 0 0 3 .29 18 8 69 15.3
2 8 12 4 0 0 1 7 39 20 83 18.4
5 9 7 9 0 ¢ ] 5 8 8 37 82
€ Total a4 74 54 44 46 68 77 43 450

§ % 9.8 164 120 98 102 151 171 9.6 100.0

Note — On a éliminé les points du domaine (1) pour lesquels I'appartenance aux quadrants n'est pas significative.

- TABLEAU V -Matrices de passagé pour les journédes avalancheuses et pour 1'ensemble.
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~-métrique qui peut se résumer en :

réchauffement précipitations

(arrivée masse d'air (perturbation cyclonique)

chaud) T l

beau temps froid < refroidissement

(temps anticyclonique) (arrivée de la masse d'air froide)

Nous n'avons pas exploité plus avant cet aspect "dynamique" du phé&noméne
avalancheux, considéré comme le résultat d'une évolution ou d'une séquence de situations
assez particuliére. Toutefois, le suivi, au jour le jour, de la position du point
courant dans le plan F1-F2 s'est révélé trés instructif.

Ces analyses nous ont de plus permis de constater que :

- Parmi Tes causes possibles de déclenchement, on peut distinguer celles qui correspon-
dent & un effet d'accumulation (réchauffement et températures positives prolongées,
précipitations1ninterrompueﬂtandis qu'une autre famille rassemble les changements
brusques (réchauffement brutal, arrét des précipitation suivi d'un vent fort et
d'une baisse des températures, etc ...).

- Malheureusement, i1 est difficile de trouver un plan principal ol les situations ava-
lancheuses se distinguent bien des situations normales,( ce n'est d'ailleurs pas
Te but de Ta méthode ), et pour une situation avalancheuse donnée , on peut trouver des
situations voisines non avalancheuses .

- Par contre, la densité de probabilité du phénoméne avalancheux varie sensiblement
selon les régions du plan F1-F2 par exemple, ce qui incite a penser qu'il y a plusieurs
phénoménes distincts.

Ces conclusions nous conduiront d'une part 3 procéder a une classification
des avalanches,d'autre part a développer des modéles par voisinage (cf. Véme Partie).
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CHAPITRE II

ANALYSE FACTORIELLE DES CORRESPONDANCES (AFC)

Cette méthode, désormais classique, au moins en France, était initialement des-
tinée au traitement des tableaux de contingence. Son intérét en hydrométéorologie &tait
alors limité et son utilisation hasardeuse. Ph.BOIS (1976) en donne quelques exemples
d'application & des données brutes ol déja apparait un besoin de recoder Tes données.
Mais c'est avec le développement du codage disjonctif que cette méthode peut prendre, en
climatologie, tout son intérét.

La encore, nous donnons d'abord une présentation générale (I1.1) qui peut étre
ignorée par le Tecteur averti mais qui est nécessaire pour voir ce qu'apporte les para-
graphes suivants.

C'est 1'article de J.P. NAKACHE (1973) qui a &veillé notre intérét pour cette
méthode et nous a conduit & 1'analyser plus finement dans les cas particuliers gue nous
rencontrons (FRITSCH et OBLED, 1974). Ils ont été repris depuis, en particulier par P.
CAZES (1976) et sont désormais classiques.

IT.1 - Présentation générale et notations

IT.1.1. Notations

On considére des tableaux de fréquences croisant 2 ensembles de modalités I

J et J, ol Q\?;‘ représente le nombre de cas
- - F; ol les modalités i et j éEtaient satisfaites
A @ eeiihoa.
A ( ¢ é y conjointement.
s : On définit successivement :
i_ : ﬁi‘ K= Z:Q;-nombre total d'événements observés.
P/ VN [ /.3 ”:z b
: F:%= %;j/ﬁ- la fréquence du couple (i,j)
N

Po= 2 ?;-2 la fréquence de 1a modalité i

flé= > 2% Ta fréquence de Ta modalité j
T T

Si Tes 2 ensembles de modalités I et J étaient indépendants, on devrait
avoir : EDLB =Pi.x E’.% et la quantité :

KQ:Z (Py - P;.xP.g)d

kl? PL. ® P.})
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est classiquement utilisée pour mesurer la Tiaison entre les 2 ensembles de modalités
I et J d'un tableau de contingence.
Notre but toutefois n'est pas de mesurer globalement Ta liaison entre (I) et
(J) mais entre les éléments respectifs de I ou de d. o
On peut donc encore considérer chaque point i comme un point de F\J carac-
térisé par p caractéres (3, ,E“.,..,Eg,....ﬁp) .
De méme on peut chercher a représenter les caractéres J dans H?Ncomme des

points (Re‘), Pe}), Pﬁh Pw} .

On se place d'abord dans Rpou chaque "individu" 1 est représenté par p
caractéres. On pourrait considérer que i et 1i' sont identiques si : P"ﬁ = R}/g:/t\a
(3 = 1...p). En fait si 1'on remonte au tableau initial des %43 , les 2 ensembles :

v ki &ipo %;ﬁ - %o
o ke R by Reop
correspondent aux histogrammes des caractéres j, pour les 2 modalités ou individus 1 et
i'. Or Ta comparaison des 2 histogrammes ne peut se faire qu'en se ramenant au méme nombre
d'individus. On divise donc :
%).5 par 2 @~3
ou, si 1'on a déja tout divisé par ¥ , ‘on divise
Piy par % By=Piet iy par Pis
ce qui consiste en quelque sorte & normer.les individus.
On passe en fait de 1'histogramme de i & la densité de probabilité empirique

2By Loy
o
On considére donc maintenant RPcomme 1'espace des (4,) i ‘Tj?s ,8___ A,.. F}

Ao

de 1 puisque :

Donc 2 points i et i' confondus ==>ils ont des profils identiques (c'est-&-dire des his-
togrammes de départ semblables ou homothétiques). On pourrait alors mesurer leur distance

par : < 1 i,l _ P';. P,{/' Z=Z &e' A-J’\,

fais on rencontre alors le probléme évoqué précédemment quand les termes de la
sommation ne sont pas comparables. Dans notre cas par exemple, un écart c\ est d'autant
plus significatif que le caractére considéré a globalement un poids faible sur 1'ensemble
des (1). Cela revient & donner d'autant plus de poids a un écart sur le caractére J que
la "moyenne" (ou la fréquence , ou la variation ...) du caractére est faible .

Remarque : Si 1'on se rappelle que Yi,;' est un effectif, donc 2> 0, de méme que

R,. , la distribution de ﬂ. sur Tes individus 1 est dissymétrique et Ta distance de
4 . ,
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9:;3 L
N .
\»/\,i.\
N \
. T\\ NN 0 a Ta moyenne peut étre considérée comme
/ N ~ N
/ I “\~;::::\~ un paramétre de variation.
> é Donc, on prend pour distance :
<. . 5 .
D (4’441)=Z /1 (?47‘ - P&I?’,)e
j ﬁ3 Gi. B

ce qui revient implicitement & "normer" les caractéres .
Enfin, si on constryit ﬂ? comme 1'espace des points (i):

m”[ 4R 5 et ?}
alors la distance ci-dessus devient : .
. <
ATA/ = DCA~—DC-"
D%) 2 (g )

c'est-&-dire la distance euclidienne usuelle.-

iS4 Poo B Ve
D(‘"”'%Rg (“ﬁf“#>

Remarques: La distance

2
est souvent appelée distance du 7§ » mais ne constitue pas & proprement parler une varia-
ble K classique, et différe par exemple de celle que 1'on calculerait sur le tableau de
contingence croisant Te couple (i,i') avec 1'ensemble des modalités J.

A Ta différence de 1'A.C.P., les points i et 1i' ont désormais des masses
ff‘ et Fiﬁ » et 1'analyse du nuage se fera ici au sens de 1'inertie, c'est-a-dire en cher-
chant Tes axes du nuage des points pesants. Cette interprétation était déja valable en
A.C.P.,mais se ramenait alors & la seule analyse des interdistances, ce qui n'est plus le
cas ici.

On sait que cette analyse se raméne & la détermination des &léments propres d'une
matrice s .- X% X avec X = {3%51 dim N« P
dont on trouvera le détail en annexe ou dans LEBART et FENELON. (4‘375)

L'analyse du nuage des variables j (ou modalités de J) s'en déduit ensuite
tres simplement et & Ta différence de 1'A.C.P., T'origine ne joue plus de réle particu-
Tier. IT y a identité compléte entre les traitements dans R et F?N . ce qui, est normal,
dans 1'optique des tableaux de contingence, vu Ta symétrique des rdles des 2 ensembles I
et J.

Ces brefs rappels exposent 1'analyse des correspondances appliquée initialement
aux seuls tableaux de contingence, peu courants en hydrologie.
Pourtant son application & des tableaux de nombres positifs pouvait donner des

résultats assez intéressants, a condition de garder a 1'esprit Te rdle particulier joué
par les marges du tableau, voire de le contrdler (cf Ph. BOIS, 1976 et FRITSCH et OBLED,

1974). Mais cette utilisation se limitait & des cas assez particuliers (réseaux de mesures ).
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Le traitement de tableaux de données plus générales nécessite un recodage plus

énergique afin de se ramener 3@ un tableau présentant pratiquement les propriétés d'un ta-

bleau de contingence.

IT.2 - Codage disjonctif

Suggéré par J.P. NAKACHE (1973) nous allons le décrire rapidement, ainsi que
quelques propriétés particuliéres que nous avons démontrées et qui sont utiles pour 1'in-
terprétation des résultats (FRITSCH et OBLED, 1974). '

11.2.1. Buts et mise en oeuvre

Bien que Tes tableaux de mesures quelconques soient plutdét du ressort de 1'A.C.P.,
celle-ci fait jouer un réle particulier & la moyenne et & 1'écart-type des variables, ce
qui suppose implicitement des distributions plutdt symétriques. D'autre part, les varia-
bles peuvent étre continues ou discrétes : la variable X peut valoir 1, 2, 3 , Ou
méme 1 ou 0 si elle est dichotomique. b '

Dans ce cas, Ta "moyenne" et 1'"écart-type", au sens de 1'analyse en composantes
principales,n'ont guére de sens, et la présence de 1 ou de 0, interprété en terme d'indi-
vidu présent ou absent,nous améne plutdét & 1'analyse en correspondance.

D'autre part, dans 1'A.F.C. d'un tableau de contingence, 1a symétrie des réles
des ensembles I et J , qui n'a pas de raison d'étre pour un tableau individus x variables,
intervient surtout par 1'utilisation que 1'on fait des marges du tableau. Or si un codage
adéquat permet d'éliminer 1'effet des marges, par exemple en les rendant toutes identiques,
alors 1'A.F.C. peut s'appliquer sans effets parasites.

En pratique nous allons procéder en 2 étapes :

1) E@sze): les variables
{a gz:--n €¢,<..8q} de fréquences respectives g,L r= 4. Qi

Utilisant Te concept d'information de SHANNON, NAKACHE (1973) montre que la
transformation d'un paramétre quantitatif en un caractére qualitatif provoque une perte
d"information et que celle-ci est minimale quand les différentes modalités sont équipro=-
bables,et quand Te nombre de modalités est maximal.

Nous allons en général tdcher de respecter cette contrainte. Toutefois, sachant
que 1'individu 1 appartient & la classe 534 , 1e probléme est de coder son appartenance
a gz .

2) ngqge_dl§gpgpt1f

PTutdt que de Tui affecter 1a valeur Z , on va créer @ variables C4 =Ce ,

. Cﬁ associée & X et prenant la valeur 0 ou 1 selon que 1 appartient ou non &
6?2 . Si maintenant on a p variables de départ, et qu'on les code toutes en k classes,
on aura pxk variables et 1'individu i aura pour coordonnées :

x4 | xe I | X5 l
C; Cé - CrCy |C‘..W--. S —
L—>]0 0 iAo iow OIO o. T

| | |
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L'intérét d'un tel codage est, outre d'étre indépendant d'une échelle absolue
ou d'intervalle, d'étre indépendant aussi d'une échelle ordinale qui n'a peut &tre pas
de sens.

On peut d'ailleurs prendre a et b au lieude 0 et 1 , ou permuter 1'ordre
des classes, 1'analyse n'est pas modifiée. Ce n'est pas la méme chose si on conserve X :
codée 1, 2, ...r, ... k : 3

Exemple : (cf R. CEHESSAT, 1976)

Si on extrait d'un tableau 4 individus caractérisés par 8 variables booléennes

Koo Xy X X, Xs X X, XKs ol le codage booléen est arbi-
L4 A A A 4 A 4 o tfa1re, on consﬁ;te que les
. distances du ?g :
49 1 A 4 4 4 4 A 0
‘ ‘ 8 , :
RN 0 0 0 o0 0 0 o 4 _Dé(/b ,u).. Z A ['“M /nelx ]6
-~ 4/ - .
Ay 0 0 0 0 o o 4 0 = P-zt’“/u. .

De()b{,&g) el De<i5,/(:4) sont telles que DQ<I‘;5,'LI¢> =49 D\,(L,',Q)
Or si 1'on compare ces 2 couples, ils ont des comportements voisins (6 wvariables communes
et 2 anomalies).

L'anomalie provient du réle dissymétrique que jouent O et 1 ‘dans les valeurs
marginales ¥, ou M., par rapport a N, et n, . 4

Dans certains cas, ol la valeur 1 a un sens beaucoup plus fort que 0 {cas des
études de biologie, &cologie) ol 1a présence d'une espéce a un réle plus important que
1'absence on peut et méme on doit conserver ce codage. Dans le cas contraire, il intro-
duit un biais que le codage disjonctif permet d'éviter. Ici, i1 suffit de dédoubler chaque
variable pour que E)z(is,é4)devienne voisine de D* (L4,£¢) .

Dans le paragraphe suivant, nous analyserons 1'effet du codage disjonctif sur
T'A.F.C. d'un tableau d'observations de variables initialement quelconques (continues,
discrétes, etc...). Cepéndant la portée de ce codage est plus générale, et on la retrou-
vera par exemple en analyse discriminante (Ile partie, chap.IV ou Ve partie, chap.l)

(:) Etant donné un tableau de N observations de p variables, celles-ci
étant séparées en k classes équiprobables, on a donc kxp nouvelles variables.

Les classes étant incompatibles et &quiprobables on aura pour une variable j
donnée : )( .

¢, ¢, c‘,’_‘_?)__.(:qQ . _J;{.-_ fois 1 dans 1 une colonne(en moyenne).
4] . “ae

e.

i
RSN

<o

-

le]

. 1 fois 1 et (k-1) fois O pour la partie

0 4 ¢ ..o...... 0 de 1'observation i correspondant a la
variable .

2 -
[
o>
<3
!
(=]




On aura au total N y P fois 1, et Te tableau de fréquences aura pour par-
ticularités :

n  P=0 ou P - A

" p =

) PA,: PA' = Px—ll_ :—4—
? j=" Yy N.¢ N VM
P_' = . L = N_ __/l__:_A__ A
Voot Ryt TN T Ve

=—> Les fréquences marginales sont toutes identiques pour (I) et (J) respectivement.
On pourra remarquer que, dans le tableau codé, la moyenne d'une variable :

N .
Tk EE R )

et une analyse en composantes principales non normée reviendrait & analyser le tableau :

Or 1'analyse des correspondances revient & analyser :
T ]

x;
P - Py _ N—% RGP A& (m"*i>
07 el A

soit,a un facteur constant prés, le méme tableau .

> L'analyse des correspondances du tableau de codage disjonctif complet (avec

méme nombre de classes k quelque soit la variable et méme effectif quelque soit Ta
classe) se raméne & une simple A.C.P.

@ Si T'on s'intéresse aux variables, il est intéressant de comparer les 2 nou-

velles variables Jj et Jj' correspondant a8 2 classes d'une méme variable brute :

TN . 4 s B, ‘

D ' = __( 3 Tag o A o ../6
Wil-L 5 3 P-a’> RE T (®q - €p)

car P, ot P.é ne dépendent plus de i et j.

De plus, Eb = ﬁ% pour —%— observations i pour lesquelles Ré’: 0

. . <
et réciproquement. On aura donc Ta sommation <x %— valeurs non nulles égales & K—A—-—)

C 2 2
De(%,g ):.— N (%.P) x é%x(}_’{l_Q = sk

—— Lla distance entre 2 points correspondant d 2 classes d'une méme variable brute

est constante et égale a \/{% .
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(:) Si on calcule maintenant la distance du barycentre G au point J :

N X
DYG.i) = N B R . RPN
©4)= 3 < (—PJaL P..) F_iz (2 Biy)

or fisﬂyaut

D'(G,3)

fois 1 et %éi N fois 0-d'od 1a sommation :

)]

i

I
250 XZ
=
"U
™

i (%Y
1
=2
—
TN,
’>
\__/

D ©.4)

=== La distance entre le barycentre et une classe que]éonque J de la variable

brute considérée est constante et égale 3 % -1 .

Dans T'hypothése d'équiprobabilité des classes, Tes points correspondant aux
différentes classes d'une variable brute sont donc sur un polyédre régulier (triangle
équilatéral, tetraédre, selon la valeur de ) inscrit dans une hypersphére de centre G,
commune & toutes les variables et de rayon

Remarque. Un cas particulier intéressant est celui du codage en 3 classes (k=3).
Les 3 points-classes d'une variable brute forment un triangle équilatéral, donc plan,
et Ta variable est d'autant mieux représentée dans un plan factoriel ( Fk ,Yﬂm) qu'elle
se projette sefon un triangle équilatéral.

De plus, ce tmang]e \?__pour chté V\’-’% = Ve et i1 est inscrit dans un
cercle de rayon égal a

Or Te rayon de 1! hypersphere s VFQETI' = V:; Tui est égal, donc :

=== le triangle,inscrit dans la sphére, se trouve de plus dans un plan diamétral.

On voit alors apparaitre un probléme de degré de Tiberté : Si les 2 classes
J et j' ., Q et Q de 2 variables respectives sont confondues, alors les 3émes clas-
ses de chaque variable, j" et Q » sont aussi confondues. On vérifiera que cela est
vrai quel que soit k : 'Si k-1 classes de 2 variables sont confondues,les kémes le
sont aussi. Ceci provient de la contrainte du codage disjonctif :

S . , ”—A—
PRS- Vg

(:) Si maintenant on considére Ta classe j d'une variable brute et la classe Q

4

d'une autre variable brute, on peut calculer :

De(a‘/@):- 2 g(f;i_ BV NP Z (R )

Cette fois Tes valeurs 0 et 1 ne sont plus "disjointes" et on a la table de

contingence avec les effectifs a, b, ¢, d, vérifiant :
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U

Q_r Q,+Q’=a,+c

1]

f‘f 2|2
=

Q; + CA = C+ A\

{R | 4 10
=

= 4| o
G

goc d
et surtout

s'ilya b cas ol P,;':fl/N.F, alors que Dig=0,alors il ya c=b cas

on Pt = /1/“,\3‘ tandis que P‘z) = 0 donc la table devient :

et la distance stécrit:

&

D (3, 1) = K (ReFeebu(L e 108

12

N
&
0\ %;1_ N : ou encore :

il

%

car on voi

Partie) on

1'on obtiendrait en composantes principales normées :

Ici les va

Loy D{(B,Q) 22 (-ﬁ?‘ ou).%e

t ainsi que si a,=%§,1a distance devient nulle .

Si maintenant on considére la corrélation entre 2 variables binaires (cf lére

trouvi: 1. _ (%L_Q,)(%AN-Q,)-Q’&

foe= Y '
38 Viar U)o b re)levd) (%_H%ij\{)

. &*
?XQ =4 -6 N%-1)
P = 4 - D (4.,0)
& 2.(%-1)

On remarquera que la distance entre les 2 points est différente de celle que
(jQ = A - De(p?)
1 2

riables ne sont pas normées mais ont méme variance d(%-'i\ /'%

et on peut donc encore interpréter leur distance en terme de corrélation.

Remarquons aussi que : )
1. Si 2 classes j et J', Q et R de 2 variables initiales sont confondues,

alors 3" et " sont confondues (cf ©)
2. Si 2 variables initiales sont coplanaires, les 3 interdistances sont égales.
3. Si 2 varijables initiales sont quelconques, Ta connaissance

de 2 distances D(%/Q) et D(?)'/Q") impose la 3éme

D (%l/ I@l/)

Toutes ces propriétés sont Tiées aux k-1 degrés de liberté.
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(E) Utilisation des résultats :

On s'intéresse a la similitude des variables,donc de Teur représentation. Pour
cela, il faut comparer 2 variables dans un plan factoriel ol 1'une au moins est bien re-
présentée. Or la qualité de la représentation d'une variable est d'autant meilleure que
celle-ci se projette selon un triangle &quilatéral.(cf exemples dans le paragraphe 11.4)

Signalons toutefois que le développement particulier que nous avons donné
au cas n=3 se justifie par les considérations suivantes :

- savoir qu'une variable a une valeur forte moyenne ou faible est déja trés in-
formatif,

- les constructions géométriques planes auxquelles nous aboutissons sont beaucoup
plus faciles & interpréter que les projections planes de polyédres a 3 dimen-
sions ou plus,

- et surtout, nous rencontrons fréquemment des variables présentant un point
d'accumulation qui regroupe environ 30% des observations.

Par exemple :

- la précipitation journaliére (30 a 40% de valeurs nulles)

- mais aussi la nébulosité (1/3 des cas avec une nébulosité nulle, ou totale,
ou intermédiaire, etc...)

Cependant, pour tenter d'étre complet sur une méthode relativement peu connue
des utilisateurs (cf le titre de M.0. HILL, 1974 ...1) et avant de présenter quelques
exemples de traitement, nous donnons quelques points de vue complémentaires pouvait aider
da 1'interprétation.

II1.3 - Interprétations complémentaires de 1'analyse en correspondances ( ¥ )

I1.3.1. Comparaison _de 2 variables classées ( %)

(:) Etant données 2 variables A et B respectivement découpées en p et q
classes (donc nominales), une méthode pour mesurer leur degré d'association, due a
WILLIAMS (1952), présentée par ANDERBERG (1973), consiste & associer & chague classe de
A une valeur a;, et a chaque classe de B une valeur %', et & calculer le coefficient
de corrélation des a; et des @g - On choisit simplement les a: et les %’ de facon a maxi-
miser la corrélation entre A et B .

La solution de ce probléme d'optimisation est assez laborieuse. Si 1'on consi-
8

— A dére le tableau de contingence oll Tes n;x,
4 23 q | n, s n,é sont des effectifs, on a :
4 n, PR n, - a, ? 8
R R 25 nw I
Az
' \/Zn a; a \/Zn %)
P in n n )
I O B ,l Np-=> e
iny, N, n ﬂI n,, et 1'invariance de % dans toute transfor-

}

é mation linéaire nous oblige pour Tever
6, &, Q71 1'indétermination sur les a et QTL , &
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imposer par exemple qu'ils soient centrés et réduits :
a = Z AP /n.. =0 QJ = ?n_g be /n" =0
. / 2 2 -
—;Z:_nm,‘a,‘;/n -_-_—/i O-Q-;:-_Z: Qr/ﬂ_. /i

4
On va donc chercher & maximiser l?z \ , ou plutét Jf sous ces contraintes,

d'oll, avec les multiplicateurs de Lagrange ?\Q, la quantité & maximiser :
P 9 . v %
L = [ZZ niba;%/w.,],?\d _Z;h;,a;/n__ - N, Z.un a/n
v 9
3 <
- Ay B[ - ] - [24 n?)QréJ/n" _4]
)
)

) comporte les étapes sui-

424 k:

La résolution (WILLIAMS (1952) et ANDERBERG (1973

vantes :

la Différentiation par rapport & chaque b,
Ta Sommation par rapport & Jj qui montre que P\e =

le Produit de chaque équation par QJ@ et Ta sommation par rapport & J qui
<

entrainent : ?\L, = 7
compte tenu des relations ci-dessus, on extrait :

. L N -Qy
V4 b= & —HAF

et ne ?E(Eﬂ >/ ﬁ"

il

Ceci résoud le probléme si les &, sont connus, par exemple si seule B est
une variable nominale. Dans le cas contraire, on a trouvé pour chaque be et pour 72
une expression en fonction des o, , que 1'on reporte dans 1'expression a optimiser,
ainsi que Ne=0 et Ay =2t

- On dérive par rapport & chaque o, d'ol les équations :
P

\2 Z"”ﬁ%« “%})%/” —?\1'*";./”.. - easm. Clz/ﬂ..=0
- 1a sommation sur i montre que ?\4 =0

- Te produit par o, et la sommation par rapport & i entrainent que P\s-

I reste d déterminer Tes @, . On a les 1 équations (i=1 & p):
P

&;[_:n %1 n%a%/n.zn,, -9 R n;, o /n,_ =0

Si on multiplie par \/-Ree ofl /PR . on obtient :
ng g

9 e _
ZZ an x Y\@é 1“.7_'“1% - izex M. x Q
3 1 &4 \/n xn. \/“L.'“-é) V' n.. n..
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n.. » on cherche donc les @, qui satisfont

Neo

z [Z gy n.j ]mk_ a 2m . =0
V?Gz'“i) \/M ““
P

ou z 'th? (m«.qk) - Tz.(m;,.o&;3=

[
Ce qui revient & chercher les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice

En posant m : =

A

d'élément :
o _
/fq? Z k4 0y _ e NRe
4
= \/nﬁ,n.é V. "y ..

Or, si on se rappelle que tous Tles n“b sont des effectifs et que T'on divise
numérateur et dénominateur par n,, = D{ , on trouve :

it = o = Z i S VB G
VB By R

soit la matrice \/ trouvée en II.2.1. (:) Tors de la résolution du probléme d'analyse

en correspondance dans E?Ei D'oll une premiére propriété importante :

== L'affectation, a
valeurs a,et Qn qui maximisent la corrélation entre A et B revient & faire une ana-

chacune des classes de 2 variables classées A et B, de

lyse des correspondances du tableau de contingence | de R et B.

Ou Tes "scores" , c'est-a-dire Tes nouvelles coordonnées affectées par 1'
analyse en correspondance du tableau de contingence de A et B aux modalités respectives
de A et B sont tels que leur corrélation est maximale .

(:) Cela rejoint une autre présentation de 1'analyse des correspondances (LEBART
et FENELON, 1973) : la recherche de Ta meilleure représentation simultanée de 2 ensembles
de modalités .

On cherche & représenter les diverses modalités i de A (i =1 ... p) par
des coordonnées W, et les modalités j de B (j =1 ... q) par des coordonnees {?3

A

Chaque point i de A serait barycentre des points j affectés des poids

W. = _fia_ ciD
& 4?
z A e
et de méme pour les points j barycentge des po1nts i affectés des poids
<$> = :E: Y.
6 iz4 Fa

Comme i1 est impossible de satisfaire exactement ces 2 relations, on cherche &

roL:o :v
SR - ®

les satisfaire au mieux en introduisant un coefficient o aussi proche de 1 que possible
et tel que



_88_

q
P. .
‘.Vb g F;. 3 o é /1

- o= A i W

¢3 4z4 P.a LV&

En remplagant les (P- dans LV4 , on obtient :
CLEBERG) T Bty Ly
\VA, - b:'& R. \&at P-z LY?? 7 th 8.—.'1 PA“ P-?) LY% D(v? Ll},t

c'est-d-dire Te probléme de valeurs propres déja rencontré en II.2, mais aussi celui
obtenu au début de ce paragraphe.

Remarque 1 . Pour &tre cohérent avec I1I.2, i1 faut poser %/% =
et chercher il tel que :

P 9
STS Poy - Oy g 4 A
kat 4t B PQS \Pe. o

qui se transforme en :

P 9 : P.
Y3 oy A
i g Vet VR

Remarque 2. La recherche de 2 ensembles de valeurs a; et Qr' (resp lY& et 1>3 )

caractérisant au mieux 2 ensembles de modalités A et B avait déja eté utilisée anté-
rieurement de maniére itérative. On choisissait arbitrairement les Q)' (resp. qRS ),on

)

calculait : q
LV_:_ZM .
4 =4 N, 3
puis on utilisait les W}' pour calculer :
‘ i

L
an L=4#Llj4

I1.3.2. Matrice d'incidence ( %)

On a vu toutefois que les problémes qui nous intéressaient n'étaient pas cons-
titués directement par des tableaux de contingence, mais croisaient plutdt Tes observa-
tions, sur un certain nombre d'individus, de différents caractéres.

Mais on peut passer, dans un premier temps, d'un tableau de contingence & une
matrice d'incidencex



Soit un tableau T
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reliant Tes variables classées A

et B donc 3 2 entrées.

Si T'on considére chaque individu,on peut Tui associer la modalité de A et celle de B

auxquelies i1 appartient.

Exemple :
)
T e
1 < 3
A4 Of 4
T-= A
0 4 3| ¢

Et sur la matrice d'incidence, on voit que Ta liaison entre les 2 variables

A B
ey ' P e,
AR A2 B
A0t 4 0 0
A 0 0o 4 0
o 4 1 0 A 0
6 4 : 0o 0 4
0O 4 ¢+ 0o 0 A4
o 4 1 0 0 4]

A | !
C\q'bseb: A & eeunna A - P i4 J - Q -”C‘_
Al , |
5 | ;
|
L (1) |
; |
mndivide & [0-- - 4- Ol 0--doamen0
NL ]

et T'individu k a un "score" sur le facteur {aq'"“'

Z.?; h’ (T)];,& L
E.S; [t (T)]?‘{,?f Qr%
B.

et

sur celui associé a

A et B

se raméne a& 1'étude de Ta liai-
son entre 2 ensembles de varia-
bles { Ba, Ry, e HP} et
{554:55¢,"'"'15q] donc & une

corrélation canonique.

Or celle-ci est Ta recherche de
2 vecteurs ou facteurs

{oy,00-ag) et {& & bl
tels qgg :
T Eik
. &
Tyl

- 439 - . .
aient une corrélation maximale
sur 1'ensemble des individus
Or ici : xg =00ul

’\33.%=00u1

~--Gg} associé a A :

On peut imposer, sans limiter la généralite, qu'ils soient centrés :

N P v N
&.4 4z v s &4
et de méme : j%:

o

%@ =0

La corrélation entre les 2 facteurs s'écrit :

A

P
o= %ni.a; = 0

en ayant posé : X_I(Tﬂ /L,Qe= DC;V?

[ml & "’5%%
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% (g X% % (i ‘%éqﬂr) i i h;?'s-a;%

VB GNETwy] VET)

et si on impose en plus aux scores la contrainte d'étre réduits, on retrouve exactement
Te probléme d'optimisation du paragraphe (@) .

> L'analyse canonique du tableau d'incidence I(T) est identique & 1'analyse en

corrélation de WILLIAMS, elle-méme identique & T1'analyse en correspondance du tableau T.

Considérons maintenant 1'application de 1'analyse des correspondances non pas &
T , mais directement & I(T) et appelons Q’“ un de ses éléments.
On remarquera que

42 iid P A2 g 9 S s L € modalite i de A
A r : B 0 sinon :
k) E Q’?‘)Q =1si-0 € modalite j de B
: 0 sinon

Q, 0------040 0 0---040---0 Q‘Qfe Q\?L:g VQ
1 Q?,j, = nombre de sujetsprésentant
¥ ! la modalité 1 de A.
On sait que 1'analyse en correspondance va nous conduire a diagonaliser la
. t
matrice : . S: R'.R (cf. LEBART et FENELON 1973)

. N Gy ks
wee R fng ] wg . S S =g uy-p T
“ » 3 Q=4 N \
. Vae. .2 %W._J%.;

Or ; Q\’?A . %Qb = nombre d'individus présentant & la fois la modalité i de A et
j de B = V\;% avec 2 possibilités supplémentaires:

N,7o0 1 et i' sont 2 modalités de A 0
n,ﬁloa J et j' sont 2 modalités de B

car les modalités s'excluent mutuellement.

"k ks
n s = W, i ou -y : ensemble des individus présentant la modalité i ou j.
Le tableau S associé & I(T) devient donc, compte tenu de %Q =2
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‘vl T ""
454 |
Q.\\ : S;B /
N A La C
S = e cEioo = P
:%4 < | C IB
N
< |
Sy : \\\ . o0 C est Te transformé pour 1'analyse en
! \4@_ correspondance €, = n,;é'/ n;,,n.%S , du

tableau de contingence T = {n‘b}

Or 1'analyse en correspondance de I(T) nous conduit & diagonaliser S , tandis
que 1'analyse du tableau de contingence nous conduit & diagonaliser Cc. cC .

Si on appelle 44 un vecteur propre de S associé 3 la valeur propre A , AL
de dimension p+q se décompose en Upg «~ Mg

[ Sl — e

*Lct Is Mg, ) Alg | 4 (Ct.uﬁ +Ib.u5)

A Ua
AMb

]

i

4(?\ “%)eub
<
A ()\- %)“‘h

_—% C Ub
Cu,

2(3-1) vq — C'Couy
n
%(A‘g)ub C.Cuy

1}
i

LN . <
donc les 2 sous-vecteurs Aly et Alg sont vecteurs propres de CC et CC relativement a
Ta valeur propre. &4 (?u— 3)’8 » mais ils sont aussi vecteurs propres de S relativement
a

On trouvera par ailleurs (R. CEHESSAT , 1976) un certain nombre de propriétés.
Pour nous, 1'essentiel se résume a celles-ci :

> L'analyse en correspondance du tableau I(T) est équivalente & celle du
tableau de contingence T qui croise les p modalités de A avec les q
modalités de B. Les coordonnées des variables (modalités de A ou B) sont les
mémes (& des facteurs multiplicatifs prés car si AL est norme, Mg et Mp ne le
sont pas). D'autre part, cette analyse bien que colteuse (analyse d'un tableau
de dimension p+q au lieu d'un tableau de dimension min(p,q) a 1'avantage de
fournir des représentations des variables i et j comparables entre elles et une
représentation des individus.

On constate toutefois que tous Tes résultats obtenus en [1.2.3.a) et b) ne
s'appliquent qu'aux tableaux de contingence (ou & leurs matrices d'incidence associées)
a 2 entrées, donc & 2 variables A et B.



-92-

IT existe une 3éme facon d'effectuer 1'analyse en correspondance du tableau T
croisant les variables A et B. Au Tieu d'associer & T le tableau I(T) on Tui associe
le tableau de BURT B(T) :

A G eeeeaiamnme P|4 2 ~<«~«&--~~--q Ce tableau est symétrique, et
| la somme des lignes ou des
a(n,, ‘ K .
o ! colonnes est égale & :
: "\ | 2x (n,, ou n.ﬁ )
‘ N
el ol (e

B() n “.4 M&
2 N
BN
;k | n.&\
9 | N

S1 on applique 1'analyse des correspondances & ce tableau, on diagonalise une

matrice :
£ t
P Q.Q = Q.Q:Qe avec Q déduit de B(T) par:
c‘k \/Qy Q, e\/
avec : Nii =14, si & est une modalité de A et respect1vement pour J.
i/ = O si A et 4 sont 2 modalités différentes de A, et respecti-

vement pour j

On constate donc que Q est strictement identique & S obtenu au paragraphe
précédent et donc que : P. Ssé

donc P et S ont mémes vecteurs propres.

Les coordonnées des points Jj dans 1'une ou 1'autre analyse (I(T) ou B(T) )
différent seulement par le fait que 1a valeur propre associée au facteur k est ;N%
dans T1a lére et AY dans la seconde, d'oil une distorsion &ventuelle du nuage (cf R.
CEHESSAT, 1976).
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Cette présentation, ici encore, est Timitée au cas de 2 variables & p et g
modalités. Toutefois, nous allons voir que c'est elle qui permet 1'extension a x > ¢
variables.

Remarque. On a vu que, dans 1'analyse en correspondance du tableau de contin-
gence T , on aVéit, pour un facteur donné k les coordonnées :

9 9
\Y;ﬂk g&&) e ~ q)g?e
et o P

\P‘;fh:'f
. . __4_ c | . , 
C% - %@(})_Wzﬁ VB B \mgaet F’b

Cette relation exprime que Te point i de coordonnées qékest barycentre des

points J affectés de Ta masse fia /ﬁ", et idem pour le point j barycentre des points
i affactés de Ta masse F‘b/f’—a}o

Parallélement, on avait trouvé que, si on affectait a chaque point 1 sa masse
Pi.

¢ v q . .
;E: . . =—i—z: 4 E: Aié% X Fub =Ji—§i ’u‘%‘vé— =0
iz4 ?' WVQ? V-P\;,L:A E" }):4 \ﬁp.—z; B, \)-\“;3:4 2) }5
ﬁ,l
===> Le barycentre des points \yl affectés de la masse 15l- est ¢)$ » tandis que

le barycentre des points W} affectés du poids E&_ eg% 0.
&

Donc:

Or, quand nous effectuons 1'analyse de i(T) ou de B(T) , on trouve un facteur
associé au vecteur propre :

g = e v = (g od]

qui donne les coordonnées :

% ot] (8 o)

qui vérifient & la fois, séparément sur {Lyé} et {433} les propriétés de centrage et
globalement sur 1'ensemble {LV;} k)%bé]

En effet, on a vu que Mg et Mg etaient les facteurs de T , qui vérifient
la propriété, et AL, facteur de I(T) ou B(T) par 1'analyse en correspondance, la vérifie
aussi.

On retrouve bien les propriétés vues en I1.2.2.b) dans un cas particulier et
montrant que 1'origine est centre de gravité soit de chaque variable prise séparément
(sur p modalités)soi de 1'ensemble des variables.

I1.3.4. Généralisation (%)

(i) S1 1'on regarde de plus prés la méthode décrite en 11.3.1 a , on constate qu'elle a

consisté a affecter a chaque classe 4 de la variable A et } de 1a variable B des
valeurs a, et %m » telles que Ta corrélation, sur les n dindividus, soit maximale,

)
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donc que les points dans Te plan A, B (A et B é&tant centrées et réduites) soient le

A plus possible groupés sur la bissectrice.
///"~: En fait, A et B jouent un réle symétri-
/// /,/ R que, et ce que 1'on a en fait réalisé, c'est
/ /,/ v Ta maximisation de la premiére composante
/ R de A et B, grace & un codage :

- e Q= g(*) ij= %(8)
tiré intrinséquement des données disponibles. Les fonctions et ?Y sont non linéaires
et définies empiriquement (points par points).
On peut étendre ces résultats a des tableaux de contingence & un nombre quel-
conque d'entrées. Soit Te tableau a 3 entrées :

C variable A & p modalités
s e variable a g modalités
3 -.-- 9 L ' variable C & r modalités
On peut chercher a coder les modalités A, B et C
en respectivement o , G, » C telles que
A nuage des n points dans %F?ﬁéoit Te plus proche
: possible de la lére trissectrice. Cela revient
: encore a maximiser la lére composante principale
F ’ nuage.

Ou encore, on cherche le codage : .
a, = gb) Qy'ég——- Cé(é) C(h= QI(Q\’)

N _ Aoance QM,.Q,,; +/J.Q7£+w.cqz)
amd e (q,,;) + /\7€rucw. (QJ%)'F'\,O}W&CQQ)
soit maximum, pour toutes les valeurs possibles de wu, v, wet a/, . Cg avec encore

> Les analyses précédentes se raménent en fait & une analyse en composantes

tel que Tla gquantité :

la contrainte de centrage sur a; ., & et C& et on pressent que :

principales de la matrice d'incidence et se généralisent & plus de 2
variables.

(:) Nous allons donner sans démonstration un apercu plus rigoureux des résultats.
Si, sur un certain ensemble d'individus N on a mesuré r variables, chacune
d'elles,par exemple la qéme, ayant Jq modalités :

A /1 E 1) T

' Tableau disjonctif complet
% ! l ' ou matrice d'incidence I(T)

I(T):e o 0'-*4"-0!010..._ 0

contingence 3 r entrées .

l associée a un tableau de
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On peut effectuer 1'analyse en correspondance de ce tableau (&3 J +J2+ J
dimensions) qui, si les variables ont le méme nombre de modalités et celles-ci le meme
effectif, se raméne & une analyse en composantes principales centrées. '

Si maintenant on appelle tableau de BURT celui qui croise :

J4 Js Je On montre (CAZES, 1976) que les facteurs

de I(T) et B(T) sont les mémes, a un fac-
Jy teur prés, donc Tes coordonnées des varia-

- bles (i.e. des modalités des variables)
Jy sont les mémes dans Tes 2 analyses pour le
- méme facteur considéré.

fS(T}: On vérifie aussi, comme dans le cas de 2

variables, que pour un facteur k donné,

Ta totalité des variables est centrée :

Je. | 6r (2% FQ)

ol pour le facteur %ﬂkg est Ta coordonnées de la 2 éme modalité de la variable j
et EDQ sa ponderat1on (ou probabilité marg1na1e), soit :
g ”@
P'Q =
n.N

De plus, cette propriété de centrage reste vraie au sein de chaque variable,
c'est-a-dire que pour la variable j:

Ji . .
d § _
WQ“EQ

(© Interprétation des valeurs propres associces aux facteurs.
Dans le cas ol 1'on effectue 1'A.F.C. d'un tableau mis sous forme disjonctive

\/} Vs Ve compléte, Ta matrice de données
00::4--0[040 - 0 0------ 040 initiales devient :
] %1
R = &%i} LR V'
AN
. o 6. _ N
Or si les classes sont équiprobables : eh = —

q étant le nombre de moda]ités}et % =r le nombre de variables.

Si, dans la matrice S = Rt.R a diagonaliser , nous ne considérons que
Tes termes diagonaux, on a :



_96_

N
q

o %B})x%gz )
3—’8” %2,*(&." n x*N-
. 9
1

-4
2

!

s
n.
la trace est donc : 4
Z —’b—'—ﬂ
éve la:valeur propre 1 non significative on a donc une "inertie
Cy = q—’l
Cependant, A. LECLERC et P.AIACH (1978) mettent en garde contre 1'utilisation
de Ta quantiteé hﬁéa pour mesurer 1'importance du facteur J.

— e
0

Si on Tui en
totale" :

F) X)
En effet les valeurs propres du tableau de BURT associé sont ?\4 n-----;\%
or e critere Cg: B
Coe X L Cs
) b3
2 . .
peut s'interpréter comme Ta somme des ?ﬂ associés aux tableaux non diagonaux du
tableau de BURT. h-e
La quantite 8 est donc mieux appropriée.
S
y v

11.4 - Exemples d'applications

On trouvera un certain nombre d'exemples dans FRITCH et OBLED (1974) et dans
BOIS Ph. (1976). MNous nous limiterons donc aux applications faites sur les problémes qui
nous intéressent directement.

En général cette analyse s'effectue plutdt par la méthode des composantes prin=
cipales, dans la mesure odl le coefficient de corrélation linéaire a un sens. (cf d'ailleurs
I1Iéme partie, Chap.II). Par contre quand les variables ne sont pas continues, ou sont
trés dissymétriques, on peut leur appliquer un codage disjonctif donc les éclater en plu-
sieurs modalités et comparer 1es“trajectoires”(ensemble de modalités) associées & chaque
variable.

Si on reprend 1'exemple (cité dans BOIS Ph., 1976, p.73) des températures moyen-
nes des 4 mois d'été (17 stations x 32 années, 1929-1960) on peut coder chague température
en "valeur faible, moyenne ou forte" donc en 3 modalités .

Les classes étant équiprobables et compte tenu d'un trés fort effet de taille
dd a 1'homogénéité du champ en question, le plan F1-F2 est un plan de référence, qui
rassemble 52% de la variance (Fig.II-8-a).

La plupart des variables sont représentées par des triangles équilatéraux, sauf
les stations 6 10 et 16 . Comme Teurs trajectoires sont aussi des triangles équila-

téraux mais qu'ils se projettent mal dans F1-F2, cela signifie qu'elles ne cofluctuent pas
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A o = 0.35(17% de variance)

+ Valeurs Faibles
x Valeurs Moyennes
p Valeurs Fortes

= 0.7 (35% de variance)

N GELLES
-5

LIMOGES +4itIQ:
AN GAP

\
AY
\
\\ /
TRAJECTOIRE “NORMALE" . \\ /
\\ ,/ @ REPRESENTATION DES VARIABLES.
\\ 7)(3 ’ -
R X / (Stations codées en3classes ) .
By R
NI N
¥4 I
xR
7
3
XXB
x§<8
>‘2 = 0.35(17% de variance)
4855
+¢f8
LB . i
L5 7
L
+0 :
+
+13 +31 >|1 = 0.7 (35% de variance)
- F1
' ‘51243
+ 1 ,
L4
7 + b (® REPRESENTATION DES OBSERVATIONS
+ 5 ( Années de mesure ).
s
QBO
R
) +
+1O +a§ _l_ +1B

FIGURE II - 8 : Recherche des stations et des années anormales

dans 1'analyse des températures d'été.
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avec le reste du réseau. Parallélement on a pu classer les années en années froides, mo-
yennes ou chaudes par rapport & 1'ensemble des stations (Fig. II-8-b),

Cette technique présente donc un certain intérét en critique des données, quand
celles-ci sont par exemple catégorisées (beau temps, temps variable, mauvais temps) donc
ne se prétent pas a un traitement en corrélation, et que le champ présenté une certaine
homogénéité permettant de définir un plan de référence.

Par contre, dans des ensembles de variables moins structurés (Exemple : données
de Davos), Ta comparaison des variables est plus délicate car les variables peuvent :

- se projeter selon des triané]es équilatéraux voisins ou confondus ¢==>cofluc~

tuation

- ne pas se projeter selon des triangles équilatéraux :

. parce qu'ellesn'ont pu étre codées en classes équiprobables
. parce qu'elles sont dans un autre plan.

Si le paquet & analyser comporte beaucoup de variables, le nombre de plans a
considérer devient grand et vite impraticable. De plus, quand le nombre p de variables
est grand, Te passage en k modalités conduit & traiter kp variables d'ol des matrices
qui atteignent vite Tes limites de capacité de nos programmes.

A titre d'exemple, on a traité un sous-ensemble de 35 variables (extraites des
50 décrites en Iére Partie - Chap. II-1-3) sur le sous-é&chantillon des seules journées
avalancheuses (de Janvier-Février puis de Mars-Avril). Le codage en 3 classes a conduit
a8 un tableau 105x105 calculé sur 150 observations environ.

Comme les 35 variables proviennent des 50 variables élaborées aprés élimination
des redondances essentielles (cf Illéme Partie) i1 faut s'attendre & des ressemblances
assez faibles et a des grappes de variables assez réduites, d'oll un nombre de facteurs
significatifs assez important.

Si on se Timite par exemple au plan F1-F2 on constate (Fig.II-9-a) b) c) d) ) :

- En Janvier Février :

Une bonne concordance des variables de précipitations ( 1, 3, 23 ). Par
contre la densité superficielle 4 - ne semble pas 1iée aux précipitations pour
ses valeurs faibles ou moyennes. De méme 1'enfoncement de Ta sonde:de battage

34 mesure en fait la couche de neige fraiche pour ses fortes valeurs, mais
est indépendant des précipitations pour les valeurs moyennes ou faibles.

- En Mars-Avril :
On constate que la densité superficielle 4 et enfoncement de 1a sonde 34
sont directement 1iées aux précipitations.

Nous ne nous étendrons pas plus longuement car le choix de 1'échantillon (jour-
nées avalancheuses seulement) enléve & ces conclusions un caractére climatologique général,
applicable @ T'ensemble des journées de T1'hiver.



({1°d TOYFVdy5l VT 0P 11 279vF vy v ywepuodsayyoo oN 927)

6 - II [NBI4

" 94N3BU BWPW Bp SI|QRLJIBA 9P $3UL0JI3[RU] Bp sanb[an]

(:) JANVIER - FEVRIER

F2
t

3
1 F1
23
Vaniables de
précipitations
‘ h
(b) JANVIER - FEVRIER
g
20' T~ — o
S e 20
“ T3 F1
~y
\\\+12

20

Variables de température
et d'insolation

I 88
A

F

4

(:) JANVIER - FEVRIER
2

3

Variables de vent

8 F1
i~ °
A \\ \\"\\\
42‘\ ~10
>9

Variables de
précipitations
et de températunes .

i

_66_



-100-

4
TFZ (:) Liaison entre les avalanches humides

et deés variables thermiques .
38

A 4 : Avalanches de neige séche
A 5 : Avalanches de neige humide
tF2

(:) Liaison entre les avalanches séches

et des variables de précipitations .
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Figure II-10 : Liaisons entre une variable éxogéne et des
variables par analyse en correspondance .
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On retiendra quand méme 1'intérét qu'il y a & visualiser non pas 2 variables
prises globalement (cas de 1'A.C.P.) mais Tes classes faible, moyenne ou forte de ces 2
variables de facon & voir si la Tiaison existe sur tout 1'intervalle de variation de ces
variables, ou seulement dans une partie de celui-ci.

Enfin, rappelons que cette méthode nous fournit pour les observations un ensem-
ble de coordonnées ("Factor scores") qui présentent certaines propriétés optimales (cf
§ 11-3) et que nous utiliserons ensuite (Véme Partie).

On ajoute au tableau précédent une variable supplémentaire, codée de la méme
fagon et représentant le phénoméne a étudier. Dans ce cas 1'étude des observations perd
un peu de son intérét (on introduit volontairement 1'information que 1'on voudrait voir
apparaitre). Par contre, 1'analyse des similarités entre cette variable et les autres
peut étre instructive. C'est ce que P. CAZES (1976) appelle la régression par 1'analyse
en correspondance.

Nous avons réalisé de tels essais sur des échantillons un peu particuliers

(essentiellement pour des raisons d'encombrement en mémoire)

Mois de Janvier (période 1961-72) Mois de Mars

- 57 Jjournées avalancheuses - 67
- 67 Jjournées sans avalanche - 48
33 variables "explicatives"

Un probléme apparait dans le codage de Ta variable avalanche : si on veut la
coder en classes équiprobables pour bénéficier des propriétés correspondantes , il faut
se rappeler qu'il y a 1 journée sur 5 ou 7 qui est avalancheuse. Une solution consiste
donc a tirer au hasard 1'échantillon des journées "normales". On découpe ensuite les
Journees avalancheuses en 2 classes (1 ou 2 avalanches, > 3 avalanches).

Les résultats les plus remarquables sont obtenus sur le mois de Mars oil 1'on a
traité séparément les avalanches de neige séche (A4) et humide (A5) (cf. Fig.1I-10).

On visualise trés nettement la Tiaison des premiéres avec les précipitations
récentes, tant que les secondes sont 1iées a des températures &levées persistantes.

Malheureusement, 1'impossibilité de travailler en classes équiprobables en par-
ticulier pour les variables avalanches, perturbe beaucoup Tes trajectoires. Dans le cas
contraire, on pourrait analyser dans le plan ol ces variables sont le mieux représentées,
Tes autres variables explicatives.
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CHAPITRE TII1

TECHNIQUES DIVERSES

III.1 - Méthode de SAMMON

IT s'agit d'une méthode non Tinéaire, proposée par J.W. SAMMON (1969) et citée
entre autres par DER MEGREDITCHIAN G. (1973). Son but est de donner une représentation a
1, 2 ou 3 dimensions, (en général plane) d'une matrice de distances entre points. Elle
s'applique par exemple aux matrices de corrélation concues comme des matrices de distances
dans mais elle peut s'appliquer indifféremment & des variables ou des individus, le

point de départ étant la matrice d'interdistances.

: N
On dispose de P points >C ‘ é= 4,-~-YD dans I

0
P X/B" = Xog— = 53048,__.-.21',/‘:6_._.30_‘\{3}
La distance de 2 points dans W? étant :
* S N

bij= g (2 wg)

X. e RW on associe y = {13%} € Re
3 , ) Yy
et la distance entre Tes points )ﬁ et 7‘ dans R est notee :
oxg > )
ce . A .
A‘% B %:4: ’\ékb B 6&\2)
J.W. SAMMON propose de chercher, dans }?é » la configuration de points qui
: ( ;* _ OL,)& .
E = A_z C = Z O\.A

c ;4'6 aﬁa* M.B 4

A chaque point :

minimise Te critére :

& T'aide d'un algorithme de descente.

Cet algorithme est le suivant:

On a P points ;/ donc 2.2 1inconnues {A%is, €~L Comme T1'origine n'a pas
d'importance, le but étant de représenter les interdistances, on peut fixer les coordon-
nées du ler point & {O, 0 } d'ol 2(P-1) inconnues. Si de plus on veut bloquer Te nuage
de points en rotation, on peut imposer une coordonnée (par exemple sur le point le plus
éloigné du premier dans les distances initiales) é&gale & 0, d'oll 2P-3 inconnues. (Dans
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Ta suite du développement, on laissera cependant P dans les sommations pour simplifier).
A part cela, la configuration initiale peut &tre quelconque et, par exemple, générée aléa-

toirement.
Au bout de Ta m éme 1terat1on, on a :

m‘_~4§Z( - )

a(z . 4,

B
e )2 (§ D er?)?

Si on considére la géme coordonnée du point 3 » SAMMON propose :

mh (e ) mbo‘} (/M) MF¥. AW

vee Aﬂg’ - (3;;&)/] fa%(m 2|

ot MF est un "magic factor", en fait un coefficient empirique a 0.3 ou 0.4.

:/{
9= A

On vérifie que :

P
4% - &
S =2 S ()

o4 © o4

et que :

£ () b ) At oy
ve 1 Uy ) L 9

/3‘3 D“)M 4x diF 4
L \ UM ‘3‘\~>W’ W] 5=9

mais SAMMON utilise seulement :

IE +_Z[m Hai)© Ai}-éﬂ

2 - 7T ) T
g%ﬂs o Yy g 4

(:) Si on considére la méthode d'optimisation, on s'apercoit qu'elle est un peu
simpliste puisqu'elle se raméne & écrire :

F(T%@ RANE oy ab

QE[ +%4) D EM) L Sw.2E -0
DA?Y B 9‘6 mé al\he

ou

d'ou S«k .
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Cela consiste donc & minimiser E , ou @ annuler & dérivée d1rect1bn

par direction, ce qui ne nous ménera que lentement vers Te minimum de (344,?y4, ¢e>

De plus, il est prudent, quand on a trouve 8”6 de ne pas faire le pas complet,

d'ol le rdle de ce "magic factor".
Pourtant, Ta méthode fonctionne refativement bien et on peut alors se demander

pourquoi.
Si on considére une véritable méthode de gradient, comme 1a méthode de NEWTON=-

RAPHSON, on sait qu'elle conduit & résoudre un systéme linéaire :

(22 9e v we | [ (9E
D4 MM My 4 dp b P4
FE E e PE S 0E

(3%4 Aéu rb“ég D‘}pr’ya D}“DB‘F VbM - 9‘6&
¥E XE e | s | |2
ke T e g8 | «36\] 94ep J

Or, les formules donnant les dérivées seconde montrent que, en général, par la
présence de la sommation dans les termes diagonaux :

géE >> geE
%m g s

Si Ta matrice est diagonalement dominante, la méthode de SAMMON revient 3 la
supposer diagonale et a résoudre Te systéme par la méthode de JACOBI avec une "sous rela-
xation",.

En fait, cette méthode a Te mérite de la simplicité mais on peut parfaitement
en envisager d'autres et pour notre part, nous avons tenté, aprés convergence de 1'algo-
rithme de SAMMON, d'améliorer encore le critére par une autre méthode.

Des précautions sont & prendre car en dépit de son apparente simplicité, le
critére £ n'est pas une fonction convexe et la matrice hessienne n'est pas toujours dé-
finie positive.

Par contre, on peut s'interroger sur la forme de ce critére. I1 ressemble
d la moyenne quadratique des erreurs relatives: CL* d
ot W
=W
mais pondérées par le rapport de la distance df* a sa valeur mgyenne P c\*
)

LLB ”6

d'ol ;

{ S ,,)3 *
z O\w “Aw x 0\4,2

L% ;J; 2 S O\ts
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On aurait pu penser aussi au coefficient de corrélation entre A;' et A;' mais
ces E>(P'¢> valeurs ne sont pas indépendantes puisgue Ta modification d'ure coordonnée
se répéﬁcute sur (P-1) distances. D'autre part, le sens statistique n'est pas évident.
Dans notre cas, o0 les matrices de distances proviennent de matrices de corréla-
tion, i1 faudrait s'inspirer d'un test statistique. Par exemple, D.F. MORRISON (1967,

p.152-153) propose un test pour 1'égalité des matrices de covariance .
Si N1 est Te nombre d'observations avec lequel on a calculé la matrice de cova-

riance Si ( dans notre cas , on peut prendre :-

N,= N, =N S, - W, - KN¢3 }

4=

e Res ] -

le test s'écrit :

et suit, a un facteur prés, une loi de FISHER quand N —> co.

Le probleme est que ce critére est difficile & optimiser car i1 contient des
déterminants dans lesquels le rdle des variables Aéﬁi n'est plus trés simple.

D'autre part, la matrice f?e n'est plus forcément définie, positive et peut

aussi contenir des termes supérieurs & 1.0. On pourrait donc envisager cette méthode
comme raffinement de la précédente, et avec des contraintes sur les <ﬂ;é <-< <?).

Un dernier probléme est apparu Tors des premiers essais d'application de
cette méthode d des données réelles provenant d'un réseau de mesures hydrométriques : Tes
projections obtenues ressemblaient fortement au plan F2/F3 de 1'A.C.P. correspondante,et
cela nous a conduit & en chercher la raison .

Or on a vu (Chpa.I-2 de cette partie) que 1'A.C.P. du nuage des variables n'était
pas tout a fait comparable & 1'analyse des observations dans la mesure ol 1'origine jouait
un rdle trés particulier.

Dans le cas d'un réseau, ol il y a un fort effet de taille, 1'axe 1 de f{Nne
cherche pas 1'élongation maximale du nuage des P points variables mais plutdt ce qu'elles
ont en commun.

Or dans ce cas, on a une valeur propre R¢##E’ et un vecteur propre \[, AL
{%ﬁ -------- 1%? } car les coordonnées sont trés voisines et i1 est unitaire. On on sait
que T'on peut retrancher 1'influence de la premiére composante de la matrice F© en calcu-
lant, par déflation (cf aussi IVéme Partie, Chap.1I-1) : ~

R-F - V.vf
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Mais dans notre cas : ;ﬁd .V, :Vgr'#% { P } - {4_}
Ve (P

Or la matrice analysée par la méthode de SAMMON est justement :
* ~
D . {o\%}:e([/l}_R) TR =

et on comprend pourquoi on retrouve 1'allure des projections sur F2/F3 surtout si Aé¢#35:$>§;

Précisons toutefois qu'il s'agit d'une approximation d'autant meilleure que
1'effet de taille est fort. D'autre part cette interprétation disparait dans le cas de
paquets de variables peu corrélées.

L'intérét de Ta méthode est donc de nous présenter une vue globale des rela-
tions entre variables, un peu 1'équivalent d'une vue en perspective par rapport aux 3 vues
classiques. Par contre, 1a mesure de la qualité de la représentation est difficile & appré-
cier, & 1'inverse des pourcentages d'inertie de 1'A.C.P.

Par contre, dans le cas des réseaux; la différence avec la projection dans

F2/F3 met en évidence Ta présence d'informations significatives sur les axes ultérieurs.

____________________

On donne d'abord un exemple artificiel ol Tes P points & représenter sont pris
dans ﬂ?s , 1e long d'une hélice circulaire d'équation :
Z(t)- QE(/M) X(£) = cos Z(£) Y (£) = o Z(4)
pour des valeurs entiéres de £ =1, 2, ... 30.

Les valeurs de Z varie de 0 & 20.5 tandis qu'en projection sur XOY Tes points

se répartissent sur un cercle de rayon 1. On donne dans la figure I1I-11 quelques résultats.

On s'apercoit que, pour des valeurs voisines du critére & Ta convergence on

obtient des configurations assez différentes. Seule la derniére, qui correspond au meil-
leur critére obtenu, donne 1'image assez réguliére que 1'on attendait. I1 y a donc une
sensibiTité certaine au choix de Ta configuration initiale, qui nécessite des essais répé-
tés pour tenter d'améliorer 1'optimum, ce qui rend cette méthode trés colteuse.

Enfin, on donne un exemple simple de 1'application que nous voulons en faire.

IT concerne 13 stations de mesures de débits annuels dans Tes Pyrénées (il nous a été
fourni par M. DUBAND , E.D.F.-D.T.G.). Les corrélations ont été calculées sur 24 années
consécutives. On donne successivement (Fig.I1I-12)

- Tes résultats de T'A.C.P. sur valeurs normées : tableau des corrélations des
variables avec le ler axe (qui met en évidence un fort effet de taille) et
représentation dans F2/F3 ,

- la meilleure représentation obtenue par la méthode de SAMMON, qui reproduit
pratiquement la précédente.
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FIGURE III-11 : Méthode de SAMMON - Quelques exemples de courbes planes obtenues

a partir d'une hélice dans R3.

(EO= critére associé au semis de points initial - Ee= critére final)
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FIGURE III - 12 : Comparaison entre 1'A.C.P. et
la méthode de SAMMON .

a) Effet de taille sur 1'axe 1
b) Représentation dans F2/F3
c) Representation de Sammon
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I11.2 - Méthode d'ANDREWS

Contrairement & la méthode de SAMMON, cette méthode n'a pas pour point de départ
les représentations géométriques que 1'on trouve dans Tes méthodes linéaires d'analyse des
données.

Elle consiste & représenter un point d'un espace multidimensionnel (individu ca-
ractérisé par p variables,ou variable caractérisée par N observations) par la courbe

du plan associée & la fonction d'une variable :

%(/t) = %, s kb o+

o Cob-t-+?£5bhmxgij - x, S N

ou A = o oamd v+, el v 3, oadde A - oo
5) 4 < 3 4

prise sur - g L g

D.F. ANDREWS (1973) en donne quelques propriétés. Dans notre cas, nous envisa-
gerons surtout 1'application & des variables :
X.O/): i'&"lél’xgg ..... K«NBJ
—o—> 6(/t> = o d +ac§§zo)>5+ xﬁgw A+ +'§%S

et si on définit la distance entre 2 fonctions par :

o= [T o] -4+
“§g ) g‘k “

£3%

It

alors

1

™ 2 (= o)

On remarquera que 1'approche de ANDREWS est initialement analytique et se rat-
tache a Ta transformation ou plus exactement & 1'approximation de Fourier, dont les ob-
At
en terme d'énergie associée & une harmonique n'est pas trés intéressante car, pour la

servations EC;S seraient les coefficients. Pourtant, 1'interprétation des =, <

variable aléatoire Xi, ce sont plutdt ses moments qui interviennent dans les fonctions
caractéristiques ou spectrales.

Par contre, 1'originalité consiste & ne plus projetef Ta variable dans un espa-=
ce vectoriel "simple" §2 , mais dans un espace de fonctions (dont E?Nést un cas particu-
lier si on preng comme fonction de base e, (Aj) Ta fonction impulsion égale & 1 pour
1'observation 4 et & 0 ailleurs), et & représenter un élément (variable )(3 ) non plus

Pourtant dans 1'usage qu'il en fait D.F. ANDREWS revient & 1'interprétation

X

par un point géométrique mais par une fonction définie sur K—WT,-+TV]

dans E% puisqu'il considére, pour comparer plusieurs variables )(04 , X

0¢ -
les valeurs de SA(I) S gé (t) —- .- & une abscisse donnée {.

0j -



~110~

N Dans ce cas en effet, on peut interpréter gu Qfo> comme Ta projection, dans
Ei_, de Ta variable sur 1'axe (sin lc s coslfo » sin €4 » cos <l ...) et plus
le module de gé( o) est grand, plus ><oﬁ est proche de cet axe. .

On peut alors voir les variables qui sont fortes en méme temps pour les mémes
valeurs de £ et faire ainsi une typologie.

Malheureusement, cette interprétation présente 2 lacunes majeures :

- Dans f?rq1es variables centrées appartiennent & un hyperplan de vecteur di-

recteur (1,1 ..... 1) qui n'est représenté par aucune valeur de £ .

- Mais surtout Te vecteur (sin £, cos k£, sindt ..... ) ne balaie pas tout
1'espace ,f?” mais seulement une courbe particuliére de celui-ci. Cela se
vérifie aisément a 3 dimensions.

Enfin et surtout, 1'oceil interpréte assez aisément la proximité de deux points
et la structure d'un ensemble de P points. I1 interpréte déja moins bien Ta proximité
de 2 courbes et trés difficilement un ensemble de E courbes.

C'est pourquoi nous verrons que 1'on peut utiliser cette procédure a titre indi-
catif d'une éventuelle typologie mais sans qu'un résultat négatif prouve 1'absence abso-
lue de groupements.

Enfin, T'utilisation matérielle de cette méthode nécessite en pratique un pro-
gramme interactif. On en donne une illustration dans la IIIéme Partie (& 1I.1.3).

II1.3 -~ Méthode des faces de CHERNOFF

Nous citons pour mémoire cette méthode die & CHERNOFF et qui part d'un principe
‘assez voisin. Etant donné un vecteur multidimensionnel (par exemple, une variable) on
associe & chaque composante une fonction qui sera par exemple :

composante k : taille de Ta bouche dans un visage

composante k+l : inclinaison des yeux

etc...

Et & chaque vecteur correspondra une face que 1'on pourra comparer aux autres.

IT s'agit 1a encore d'une visualisation, trés €loignée des techniques précéden-
tes mais qui utilise Ta capacité du cerveau humain 3 mémoriser et 3 comparer 2 visages.

La programmation de cet algorithme &tant assez lourde et nécessitant des écrans
graphiques sophistiqués, nous en avons mis en oeuvre une version simplifiée (cf. un exemple
de sorties en figure II-13).0n trouvera un exmple d'application dans U. MAAG (1978).
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FIGURE II - 13 : Exemple de " faces de Chernoff".
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CHAPITRE IV

ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE

Un cas particulier de visualisation en présence d'information exogéne

IV.1 - Position du probléme et notations

On dispose, pour chacun des N individus caractérisés par P variables, d'une
information supplémentaire : son appartenance & une classe (et une seule) parmi G.

Le probléme geéométrique consiste & trouver la meilleure représentation des G
groupes dans un espace de faible dimension.

L'échantillon est traité ici comme une population finie, sans hypothése statis-
tique sur Tes distributions de points au sein des groupes et en utilisant 1'ensemble des
variables proposées. Les aspects décisionnels (affectation d'un nouvel individu, sélec-
tion de variables explicatives, etc .., seront abordés dans la Véme partie). -

Nous présentons d'abord les notations, reprises de ROMEDER (1973) mais en les
précisant.

On considére N individus caractérisés par P variables (z£dt= la valeur de
)C(pour 1'individu 4 ) et répartis en G classes '>’% ( &= A~-~G>

A .chaque individu est affecté un poids, ou une masse,&égal’a 1/N , ¢e qui nous
conduit & considérer non plus des points moyens mais des barycentres.

Individu Groupe
Masse : Masse : classe 7@ d'effectif Yl%
X €,>< S 0 B IL. m, =4 m = HIHE_ m = =
. WIWO %N y g et
< . - A S m,..x; - de 1a classe & :

) My <) o A N
3 “g Qté:: “FH;&; > (rY\UC& .ttLg \ ;€ /%Q)

- de 1'ensemble de$ groupes :

)
|
i
|
!
i
1
Centre de gravité : ; Centre de gravité :
)
|
[
On vérifie que : ?if.g = Tg:z ;
1
|
i
|

T A4S . ‘
A'X‘é my & /% Aéjq?é
Pour les variances, on regarde non pas la variande des variables (directions

. P . . . 3 0 - 03 L3
canoniquesde F ) mais la variance d'une combinaison linéaire (ou d'une di-

rection (/l de R? )—e—-g A—zt: {M" MP}

Variable U : U, = Mﬁ'X;V
de moyenne —_— [ —

U =« X,y

!
'
'
i
1
|
|



-113-

Variance au sein du groupe >/@ :

R P \1° \
amnyk(u) =Zm7«(/m () < e %

Variance :
mx (\’0:% M, XMK (x;\,~7.v) ?é

— moment d'inertie du nuage complet sur =moment d'inertie du groupe % .

'
]
[}
|
1
[}
i
1
1
1
1
1
la direction U. ! Variance des groupes :
|
!
|
1
i
|
|
1
[}
i
[}

G £ (= — 18
oo () =2 g[8 (T )]
=moment d'inertie des groupes.

On démontre que :

‘ G
A?CL?L){ (‘J[) = AJTIJL>/ (]J() -véEj ny00174k ()

qui n'est autre que le théoréme de HUYGHENS.

1

Matrices de covariance :

totale 1 : intragroupe : W (within)
G 71&4""\(‘
N W% .—_%Z 4%% e (mﬂ ) 4%@) (%3- AM%) x‘fh}é
. = %_
/{;Q/':Z me&Q-OE—Q)(ZI‘» -5-0_‘—) . n&: Z)f VTA
a 4=4 O ‘% 3 interclasse : ES (between) b4

G . .
Q’% & "V (3««—“3.0-(3%-“5.9
Et Te théoréme de HUYGHENS s'écrit ici :

T = W+B

tandis que les variances selon Ta direction W vérifient :

N C

r\mJLYO.L) = wWh R

1

/D‘ I

r\mnx(v\)= T :
‘ i

i

On remarquera que, si N>P on a en général %M% (T) = P

Ceci est vrai aussi pour W, sauf si une ou plusieurs variables sont cons-
tantes au sein de chaque groupe. On notera que W n'est pas la matrice associée a un
groupe mais une moyenne.

Par contre D ne peut étre définie positive que si G > P . En effet les &
points ;%k ne peuvent engendrer dans ﬂ%ﬂebqu'un sous-espace de dimension G -1 (variété
linéaire affine) et la forme quadratique AxtaEB.Ax sera nulle pour toute direction

orthogonale & celui-ci.
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Remarque sur les notations : y ¥ _ .
On a defini /t% par : ’t% = %;4 (’«My m.”(mﬁxaqﬂ

mais en général, pour des considérations probabilistes, on prend A

De méme pour W on prendra : -4

G gy
A

. S > . . .
W% TON-G ket Do (x'ub %M)(qu AB”)
Dans ce cas les matrices T , W et B ne vérifient plus exactement la

relation : T . W+D

Ce sont les matrices de "produits croisés" qui la satisfont. Mais quand N ¥
cela devient équivalent. Cela vient de ce que 1'on mélange des préoccupations géométri-
ques sur un nuage fin de points pesants avec des soucis d'inférence statistique et des
modeéles probabilistes considérant le nuage comme un échantillon tiré d'une population

infinie.

IV.2 - Premiére formulation de 1'analyse factorielle discriminante

Par analogie avec 1'analyse en C.P. on va chercher ici 1'axe qui maximise
la dispersion entre groupes.

Une premiére facon consiste a déterminer 1'axe factoriel qui maximise la varian-
ce interclasse par rapport a la variance intra-classe. En effet, la variance entre ¢las-
ses a d'autant plus de sens qu'elle est forte par rapport a 1a variance dans la classe et
cela revient au fond a chercher la variable 4L qui a le meilleur £ de STUDENT.

Cela s'écrit :

W B
VW
Compte tenu de : T= W+B = M B, e W - wt T
on voit aisément que cela revient & maximiser
AP .B,
AAL} T. «

On voit que si on remplace AL par o AL Je résultat est inchangé, donc on peut
- poser la contrainte ¥ Tow =4, d'od Te probleme :

maximiser 4 .®..  sous la contrainte M,K.T“. o= 4

Le multiplicateur de Lagrange A nous conduit & chercher AL tel que :

mF B - AT max = Bu=2Tun

T'A.B/uv:?» w

A
Le premier axe factoriel AL, est Te premier vecteur propre de T .Bassocié
a Ta plus grande valeur propre AT{
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On démontre d'ailleurs que ces valeurs propres sont = 0 et < 4.

De méme on cherchera le 2éme axe factoriel AL, associé a AT{, , etc...

On peut vérifier que P\Ta est Ta fraction de la variance totale le long.de
T'axe M, , Mf._r,u4, qui est due & la différence entre classes Mﬁ-B-/‘h . On 1'appelle
le pouvoir discriminant de 1'axe 1 (et i1 varie entre 0 et 1).

Dans la plupart des programmes existants et pour des raisons que 1'on verra
dans la 4éme partie, on utilise plutdt 1a matrice W que Ta matrice T . En effet, 1'hy-
pothése sous-jacente, a savoir que les groupes ne différent que par leur centre de gravité
mais non par leur dispersion, fait que W matrice de dispersion des individus au sein
d*un groupe quel qu'il soit, est plus caractéristique de la dispersion intrinséque des
individus que T.

On est conduit alors & chercher ’\78 tel que :

v F B . vecteur propre de W 1R

wmayx, —=—> Ay
8T § . sous la contrainte /\rz'cfw-.v =4

)

L'utilisation de ~ 1= "Wa4B et des contraintes respectives sur M, et 03

3

permet de montrer que : A N
T . 5 A, = .__YL_ A
. . -4
= M% et A, sont tous les 2 vecteurs propres de 1 .45 ou W . B mis

avec des normes respectives différentes.

o o e s e e e D e i i et ot Rt e e e e em e e

On a obtenu dans R un nouveau systéme d'axes Ar; (dont seuls les premiers
ont des valeurs propres associées # 0) auxquels correspondent de nouvelles variables
dites discriminantes F D; , dont les observations sont :

) y .
X—OL;3-= X;V—.Mg == PDOb‘z XO'\T‘“é

Et comme en A.C.P. il est intéressant de déterminer la structure des facteurs,
c'est-a-dire les corrélations de cette variable FD,‘A avec les variables initiales, soit

i - 5 n(FDs/Xg?H -4 X, FD

03 )
Or les variables X et F D étant centrées mais pas réduites, i1 importe donc
de les normer.

Te vecteur :
S

4

Soit D;_ la matrice diagonale de terme : o\ w = 4
On sait aussi que la variance de FD est G:e 6, = -A— M'CT A
d'ol 1a matrice diagonale : A-g de terme BQQ = A % N B 3
La structure Ss s'écrit alors : Vot
E

. -4t -
Sy = F P Koy Koy B
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et on peut obtenir tous les facteurs discriminants :
-4 _10
S = { S4) Oy rmeem Sey } = D..T.U. A

avec U = &'U“MM»’)“"/Mﬁ)""me-i}

Dans Te cas ol 1'on a choisi pour *Aé les vecteurs de 'T~f35, cela se simplifie
car M?T~M3‘= 93‘:’1 = 5=D;Tu .
Par contre, d'autres programmes (BMD 07 M en particulier) calculent les T C% a
T'aide du vecteur ay,; , et il faut calculer : 696 = Ajéf. T .Afg
W

sachant que v{ -/\J§S = 4
On montre encore, a 1'aide des relations entre »3, /0% . 1 et "W , que
Remarques. Si on choisit la base V = «n,'vg,-«ed} la variance des points,
sur 1'ensemble des individus est O, = A . A1w. donc > 4 sauf pour les axes non

discriminants hvvtz 0 o0 elle vaut 1.

Ceci provient du fait que dans cette projection, avec ~r C.WNi/u% =1
Tes domaines d'équidensité de chaque groupe sont des cercles. 6

Cela est souvent faux dans la pratique ol les groupes pris séparément ont sou-
vent une allure elliptique mais i1 faut rappeler que W est une moyenne.

Enfin, 1'interprétation des facteurs obtenus par BMD n'est pas immédiate car

le programme fournit Tes % mais pas directement la structure TR

d

IV.2 - Autres présentations de T'analyse factorielle

Nous donnons brigévement un résultat rarement présenté (cf ULMO 1973, CAILLEZ et
al 1973) et qui peut aider a 1'interprétation de 1'analyse factorielle discriminante :
"L'A.F.D. se raméne & 1'analyse en composantes principales du nuage des centres
de classe )%? affectés de Teur masse wm ..
Pour cela, on peut procéder en 2 é&tapes :
- d'abord effectuer 1'A.C.P. non normée de 1'ensemble des individus, ce qui
rend le nuage circulaire .
- calculer Tes barycentres de chaque groupe et analyser Teur nuage en prenant
en considération Teurs masses respectives. Ceci se raméne & chercher les &lé-
ments propres de B dans un espace préalablement transformé par —T'—ﬁ

On en donne quelques détails en annexe.

T R e i m on e e e o e e B i o e e o e ol e e e o o o e Vo o e o o o o o e o] o o

On trouvera une présentation de 1'analyse canonique dans LEBART et FENELON (1973)
qui sera a nouveau évoquéedans Ta 3&me partie. ElTe consiste en fait a chercher parmi 2
ensembles de variables EEOV' et ><0V sur N observations la combinaison linéaire des
q variables de £ la mieux correllée avec la combinaison 1inéaire des P variables de X .
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Dans ce cas particulier, on montre que si X est la matrice des données expli-
catives centrées, et si on construit Z comme une matrice d'indicatrices :

A si T"individu
- . s appartient au groupe
Z - [y %

(N«@) 0 sinon

donc non centrée.
L'analyse du tableau : X t X x't,Z V v

Vo=Tlzix 2z Vi Vio

P
au sens de 1'analyse canonique conduit & chercher un vecteur AL, de R tel que :
A )
sz.vzz.vzx My = @4 Vixx My

On démontre simplement que : Viz = AZ’V_Z

. 2= Y Ng
est diagonale et d'élément : 27—m= N
que de méme : Vi, o Nk
ILIRLL R
et que finalement :
sz \/;;\/I_)FE) matrice de var.-covar. intergroupe

Donc le vecteur MA cherché vérifie :

Ba, = Q. Tou,

-4 <
ou encore : T . Dou, = @4 Sy

On voit immédiatement que c'est le probléme résolu précédemment. Au niveau de
1'interprétation, on en déduit que : - <
p q >\,]_4 = &

s'interpréte comme le carré d'une corrélation canonique.
Dans J© 1a variable canonique est la variable discriminante d&ja obtenue :

P, = Yoy

. 6 s . P
De méme dans f, espace des indicatrices, on trouve un vecteur d, 1i& & A, par

A
64 = @A,-V—XZ_T. M4

My

Ce vecteur définit la combinaison linéaire de variables non centrées Zwa
mieux corrélée aux variables X..
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Enfin, si on se référe a ce que 1'on a vu en analyse des correspondances en
I1.2.3 on a vu que celle-ci se raméne & 1'analyse canonique d'une matrice d'incidence
sur 2 classes de modalités, tandis que 1'analyse canonique classique s'applique sur 2
ensembles de variables. L'analyse discriminante est donc un cas intermédiaire ol 1'on a
d'un cdté une matrice d'incidence, de 1'autre une matrice de données habituelle.

A ce sujet, 1'article de J.M. BOUROCHE et G. SAPORTA (1978) donne une idée
simple et claire des Tiens des diverses méthodes avec 1'analyse canonique.

L'interprétation géométrique n'est pas trés riche mais par contre, elle permet
de ramener encore plus 1'analyse discriminante aux autres méthodes d'analyse de données,
en considérant les variables d'appartenance d des groupes comme de simples variables
supplémentaires caractérisant 1'individu, et en autorisant Te traitement global de tous

les individus indépendamment des groupes.

IV.4 - Applications (cf Véme Partie, Chap. III)
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1 o ! i
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" Rien de trop..."

Les sept Sageb
(Temple de Delphes.)

TROISIEME PARTIE

DIMENSIONALITE ET REDONDANCES .
( OPTIMISATION DES RESEALX )

Dans un premier chapitre, nous tenterons de répondre & Ta question :
"dans un ensemble de P variables, combien y-a-t-i1 de facteurs réellement indépen-
dants & prendre en considération ?". Si 1'on se limite aux analyses Tinéaires, cela
revient 8 déterminer 1e nombre &,de facteurs significatifs dans une A.C.P., probléme
déja évoqué dans la IIéme Partie. Nous verrons qu'en 1'absence d'une réponse théorique
satisfaisante, on peut quand méme, en recoupant diverses méthodes heuristiques, propo-
ser une valeur de % en général trés inférieure a P .

On se pose alors la question de savoir s'il n'est pas possible d'abandon-
ner certaines variables, et lesquelles, en réduisant au minimum la perte d'information.
C'est 1'objet des chapitres II et III.

‘ Ce probléme se pose parfois pour des raisons théoriques (cf Tes modéles
a boules dans la Véme Partie) mais le plus souvent pour des raisons pratiques : impos-
sibilité dans une étape de 1'&tude de considérer plus de { < P variables. Un cas
particulier ol cette réduction est une fin en soi est celui de 1'optimisation des ré-
seaux de mesures : "quelles stations peut-on cesser d'exploiter tout en minimisant la
perte d'information correspondante ?"

Sans lui donner une réponse définitive, nous essaierons d'en apporter
quelques éléments.

Dans ces deux chapitres, nous définirons en général la ressemblance de
2 variables a 1'aide de leur seul coefficient de corrélation linéaire, mais ce n'est
ni la seule, ni toujours la meilleure mesure d'association possible.

Quant 3@ la redondance entre 2 variables, utilisée au chapitre III, on
peut la définir comme le pourcentage de variance de 1'une qui est expliqué par 1'autre.
C'est donc le carré du coefficient de corrélation et nous généraliserons cette notion
au chapitre III.

Le chapitre IV montre 1'application de ces techniques aux variables expli-
catives pour la prévision d'avalanche, et surtout & un réseau de mesures de précipita-
tions, extrait de celui décrit dans la Iére Partie.
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CHAPITRE I
DIMENSIONNALITE D'UN ENSEMBLE DE VARIABLES

I.1 - Premiére approche de la dimensionnalité. Recherche du nombre de facteurs

significatifs dans une A.C.P.

I.1.1. Regles_empiriques_et_méthodes_heuristiques

On utilise en général une A.C.P. pour détecter le nombre E; de "facteurs
significatifs" contenus dans un ensemble de P variables ( F>:g>Q, ). Le but est de
n'utiliser ensuite que ces Q, variables principales (ou toutes variables déduites de
celies-1a par des rotations orthogonales) et de négliger les autres, considérées comme
des bruits. (Rappelons que ces Q composantes sont, & une rotation orthogonale prés,
les Q, combinaisons Tinéaires des P variables de départ qui extraient, dans celles-ci,

Te maximum de variance). Le point-clé consiste donc & déterminer

C) Un certain nombre de "régles" ont été proposées, dont la plus connue,
due a KAISER (1966, cité dans COOLEY et LOHMES, 1971, p.104), considére comme facteurs
significatifs, ceux dont les valeurs propres associées sont > 1.0.

(Quand Te nombre d'observations N est important, on reldche un peu cette
contrainte en prenant { tc}quef%2058 mais cette derniére pratique est en fait sujette
a caution, cf paragraphe suivant).

Ce seuil de 1.0 correspond au souci de ne pas ignorer une variable ><%
qui serait strictement indépendante des -4 restantes, ce qui se traduirait dans la
matrice de corrélation théorique, par une Tigne et une colonne de 0 (a 1'exception du
terme diagonal) d'ol une valeur propre théorique égale a 1.

Or on sait que, si f’%é , é, =1, 2 .... % -1, % +1 ... P est nul
dans Ta population, Tes estimations ¢ faites sur N observations, sont telles que

Q_%~ — 0 quand N -7 ce qui justifie cette régle.
2 Dans la réalité, le probléme est différent. On ne dispose pas de la matri-
ce de corrélation théorique majs d'une estimation. Et, on sait que si la valeur théorique

d'une corrélation est = 0, Ta valeur estimée sur un N- échantillon est en général
i - \/ -2 : : 5 _ ~ . ,
# 0 (la variable [Lan _fftfi?“* suit une Toi de Student & N -¢ degrés de liberte,

mais quand N est assez grand, la Toi de 7 est voisine d'une loi normale dont 1'écart-
type dépend de N (cffylAgAB, 1956, Tome III, p.55 et suivantes) ).

Et dan;Mnbtre cas, une varjable ><&théoriquement indépendante des autres
variables, donnera, sur un JJ—échanti]]on, un ensemble de P-4 corrélations 7Z@‘ en
général différentes de 0. Cela signifie qu'une part de Ta variance de >(% , certes
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faible, est expliquée par les autres variables. En général, X & restera associée
a un seul facteur, mais de valeur propre >\Q‘( < 1.0. On congoit donc que si N augmen-
te, on se rapporche de 1'espérance mathématique kq‘ =1, ce qui devrait plutét conduire
& ramener le seuil vers 1.0 quand N augmente.

On verra ainsi en I.1.2 que 1'écart-type d'échantillonnage de la valeur
propre ng autour de son espérance >\qq augmente en "/ et par conséquent, une estima-
tion Q% = 0.8 peut aussi bien venir de A{Q = 1 que de k@{ = 0.6. Et si on veut & tout
prix éviter d'introduire des variables de faible variance (bruits), mais au risque d'en
négliger de significatives, i1 faut effectivement relever le seuil : c'est ainsi que
1'on peut interpréter la régle de KAISER.

@ Pour notre part, nous proposons une méthode qui permet d'adapter auto-
matiquement la régle de KAISER a la taille N de notre &chantillon. Pour cela, on géneé-
re une ( P+l)éme variable, indépendante des P autres, et on regarde le rang de sortie
du facteur principal qui Tui est associé.

Pour ce faire, on aurait pu générer directement Tes ’1“,,4 par tirages
dans la loi de 7 (associée a (-’ =0 et a une taille N d'échantillons) et construire
directement la Tigne et T1a colonne supplémentaire de {'? P

Malheureusement, les coefficients de corrélation d'une (P+1)éme variable
avec P variables fixees sont soumis & des contraintes supplémentaires. Si on se place
dans RN ol 1'on a déja 2 varijables X et XOJ correlées a 7Z18 s On peut générer

04
T 43 par exemple, mais alors n,, h'est plus quelconque et doit étre compris entre :

Cob(‘”w cod . + G ""i’"w>>)ze§ > Co«s(an,c,waz,,s - onecced ’LM)'

Ceci représente la contrainte pour que RF*" reste semi-définie positive
(c'est-&-dire de la forme /_}{. X ‘. X ). Comme i1 n'est pas simple de générer les

corrélations en respectant ces contraintes, on préfére travailler

7L .
P+4/ é

"en amont” du calcul de ces [P corrélations, en adjoignant, au N &chantillon de P

variables, une (P +1)éme générée aléatoirement dans une 1oi normale \)[D(O,l) et calculer

les corrélations nfﬂ)' == Celle-ci sert de "marqueur" et on constate en effet

que pour N = 700, certaines corrélations 71‘>+4} ‘ peuvent avoisiner 0.2 et
qu'en général ?\% , associée & XO?” » est inférieure & 1 et voisine
de 0,8.

Si on recommence avec un autre N &échantillon de X 0 o+ , la valeur

?\g( varie 1égérement mais son rang Q‘( reste trés stable pour N assez grand. On pourrait
tester cette stabilité en ajoutant non pas 1 mais 2, 3, ... variables )(‘JM y X p+e »
ele ..., Malheureusement les intercorrélations qui vont apparaftre entre elles accen-
tuent artificiellement la variabilité de P\@( par rapport au cas ol X?M , X \3,,.3

sont ajoutées séparément aux P variables initiales (cf I.1.2).
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Comme seuls les résultats de la diagonalisation de F?P nous intéressent,
et que les diagonalisations de ® feuvent étre cofiteuses , on ne fait en général qu'

?-t
un ou deux essais.
Nous pensons donc que cette méthode permet de satisfaire la régle de

KAISER (ne pas risquer de négliger une variable indépendante), tout en tenant compte

de 1'échantillonnage

E) Une méthode un peu différente consiste non pas a regarder ol viendrait
s'intercaler le facteur associé a une variable indépendante,dans les facteurs d'un en-
semble de variables correlées, mais plutdét & regarder ce que deviendraient ces facteurs
si les variables n'étaient pas correlées. Pour cela, on pourrait tirer au hasard dans
la loi de chaque variable un N échantillon, indépendamment pour chaque variable, puis
étudier Ta matrice de données obtenues. Une fagon astucieuse de procéder (LEBART et
FENELON , 1973, p.272) consiste & permuter aléatoirement les observations de Xo4 ’
puis de >(0€ , etc... et d'analyser les facteurs de ces nouvelles variables. En effet,
les propriétés "marginales" des variables restent inchangées (méme histogramme, etc...)
mais leurs intercorrélations sont détruites. On peut méme réaliser cette opération plu-
sieurs fois d'ol un intervalle de confiance sur le spectre des valeurs propres des va-
riables décorrelées. Si ensuite on leur superpose le spectre des valeurs propres réelle-
ment observées, on peut en déduire si le spectre est globalement significatif, mais plus
difficilement si chaque valeur propre est séparément significative.

On notera cependant que 1a méthode d'échantillonnage consistant a permu-
ter aléatoirement le méme ensemble de N valeurs est biaisée par rapport au tirage
effectif de N autres valeurs dans la loi marginale.

D'autre part, les permutations aléatoires des observations pour chaque
variable prise séparément deviennent assez coliteuses quand.N est grand, de méme que
les diagonalisations des matrices F>x.P . On en trouvera un exemple en III.5.1.

Enfin, nous reviendrons au paragraphe suivant sur la fagon d'utiliser la
méthode de simulation proposée par LEBART et FENELON.

e e A i o o e o o B i e e e M 0 bt Lo e = B e

Celles-ci ont suscité un nombre réduit de publications dont les principales
sont dues & D.N. LAWLEY (1956), T.W. ANDERSON (1963), G.A. ANDERSON (1965) et A.G. JAMES
(1966). Les articles plus récents ont fait 1'objet d'une synthése par R.J. MUIRHEAD
(1978) ol i1 se confirme que, vue la complexité du probléme, il y a peu de résultats
applicables pratiquement par 1'utilisateur. Nous allons en donner quelques exemples.

Cas des matrices de covariances ( % )
Si on calcule,sur un N échantillon d'une Toi multinormale uvo((),fﬂ),
la matrice de covariance & , celle-ci suit une Toi de WISHART (en fait c'est QNli).Eb )
et si on appelle :
Z: la matrice théorique, 9, ..... 313 ses valeurs propres

0(4, Ap s ovee G‘T les valeurs propres de Z—/l
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ES la matrice estimée, QA.... Q? ses valeurs propres (calculées sur
Nz n.4 individus)
alors la fonction de densité des va]eurs propres ceen est : (R.G.MUIRHEAD51978)

Yl P :‘_ e
1) (& Abe>VE TSI A AT
(g P :P B

It

ol L, = diag ( QAIQé]___.RVB

A= diag (&, o4, -oomatp)
et ol (DF; est une fonction hypergéométrique assez difficile & évaluer. La plupart

des travaux publiés concernent des approximations dans Te cas o0 les o/, sont distinctes
et bien espacées, ou dans le cas de racines multipies, etc...

Enfin, Ta plupart des résultats sont des résultats asymptotiques, valables
pour N 7 e .

Dans un cas particulier qui nous intéressera ( Z: = 1 s les variables
sont supposées gaussiennes et indépendantes), T.W. ANDERSON propose :

W%PJ_TQ;( ‘) ?34% (L)
ST T [N ) Malood)

I1 est toutefois assez difficile de tirer des conclusions pratiques de

ces expressions de Ta fonction de densité et on regarde en général la fonction de vrai-
semblance, qui peut s'écrire :

v
L - s éNon‘o (\-’,}N.L,H)

. A
A=
Dans des conditions asymptotiques, et pour des valeurs propres théoriques
distinctes, G.A. ANDERSON (1965) propose?1 approximation suivante :

, P N NZ?o(
L - Q“Trouér @ ' Tr Ciy? xF
A =4 A(a 8
ol % est une constante qui dépend seulement de E) , et F' un développement en série :
F-d S ocot, o SZ c,
= +———- ,.y--* ) -
.N-k<?> Aé &N B ,08

qui tend vers 1 quand N est grand.

Dans cette fonction de vraisemblance, on voit que la partie associée d Ta
valeur propre 4 est : Ay Q.Q
A/

G(; 3' x ¢ ¥ 3 % —rr (:; )
i e
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A
et se trouve d'autant plus influencée par les autres valeurs propres que Q
est petit, donc que 0(,3', et/ou Q est proche de of, et/ou }Z,L . V%’(a“h)(% a)
Cette relation sert d'ailleurs & déterminer o{/; par la méthode du maximum

de vraisemblance.
En effet, si on ne considére que la partie associée a o/, et qu'on en

2 ong(dl;_dé>

6*0
1'optimum correspond & :
Loawed cawh a2z 4 g
Od, 3 i . S Y °(g-o/j
(avec &, o A ) et 1'estimateur du maximum de vraisemblance est :
A
Dy = Q; oAz 4
¥ ojei 2 -4

AL Ay
no

prend Te Togarithme :

_ e A4
ofocé j: :é_._N— 0\20030(,‘ - é‘-NQLOQ "3

A A
d'old ¢ . oo
A Q'k - B&.Z_JLF_Q b

4 v _N- 6#44?.4‘ h

On peut en tirer 2 conclusions pratiques :
A

«i ol y

les valeurs propres les plus proches qui influenceront le plus 1'estimation de >‘,L .

1) Comme ce sont des termes en qui interviennent, ce seront

2) Bien que ces résultats supposent les ?\/; distincts, on constate que

plus of ; sera proche de o(?) dans :

R R P A
?\:‘.':;—QA, N%e{,{—o{?’)

plus Ta valeur estimée Q; risque d'étre dispersées car<{, - o(ﬁ devient petit.

@ Des approximations plus grossiéres, proposées par G.A. ANDERSON
(1965) consistent & supposer que quand N est suffisamment grand, le terme Vo, mais
aussi le produit T QQ,“ - Q)% , dans la fonction de densité, n'interviennent plus
car ce produit devA1'<ent trés vite une bonne approximation de Tr (h; - R)é

Dans ce cas : +<4 B
- les estimations Q’L deviennent des variables aléatoires indépendantes,
de méme distribution,

- celle-ci est une loi de A qui)N étant grand, peut étre approchée

par une loi normale.

- quand N est suffisamment grand, la distribution de Q,L , estimation

de h;,est une Tloi normale : f(A , A - §_>
A 4 N
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Ce résultat suppose les racines distinctes, mais un résultat équivalent
peut étre obtenu pour une racine A;‘ de multiplicité z . On en obtient en effet n

réalisations et si on estime A par leur moyenne :

L. 2t

— “ =t M9

on sait que 1'écart-type de QL est en J.Lxce]ui de Q

W L
S STERY

En général, on teste plutét 1'égalité des % derniéres valeurs propres,

Aed 7777777 4+

\Ic\ ., et on peut admettre
que Q; est distribué en:

et dans ce cas on garde Ta loi de xéj pour la variable :

?ﬁg—_—__.N %: &)o% Q;_N.n.i?j %%ﬁ

E:P—’L+‘L

avec 4 n (7L+4> -4 degrés de liberté.
¢ Dans le cas o0 % = P , cela rejoint le test de sphéricité de
BARTLETT.
T.W. ANDERSON donne d'ailleurs dans ce cas la densité des valeurs propres
estimées :

P P Q.(N'?'O %égi
?44/“ ----- /9* = _l_.______ ® Tr 2 x€ 'y T
% ( P) o N azd ["[% (N-b-i)]-f"[%(‘:_,;+¢)] -~ ;ﬂé}% Q})

Cas des matrices de corrélations

IT a été moins étudié, car on les rencontre moins fréquemment que les ma-

—U Co\ >

y

trices de variance-covariance et Tes développements en sont encore plus compliqués. En
effet, si dans le calcul de S » les moyennes seules sont des estimations (utilisées
dans le calcul de 2, ) ici on estime d'abord Tes moyennes, puis les écart-types T = \[z:

5

pour estimer les coefficients de corrélation R, P
De plus, on introduit une contrainte sur les valeurs propres Z Q =4
. i=q ¥
qui ne se relachera pas méme pour N grand. Les valeurs ne seront donc pas
asymptotiquement indépendantes.
Le seul cas ol 1'on dispose de résultats est celui oll 1'on a 2 valeurs
propres distinctes seulement P\A et hg de multiplicité 6\ et Ole telles que
A, . P\é,qez P (T.W. ANDERSON, 1963).

Dans ce cas, la valeur propre estimée :

P
qé b=‘{4+1 K)
est distribuée asymptotiquement selon une Toi normale J()(hé’) P\e(\:’- Aéqé) \[m)
412

Ces résultats tiennent compte de 1a contrainte en espérance mathématique,
alors qu'elle est aussi vérifiée par les estimations.

Dans le cas ot 1'on a 1 seule valeur propre de multiplicité 7z = P ce
résultat est inapplicable directement puisque Q, n'a aucune variabilité et reste
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Note - La plupart de ces résultats sont résumés dans D.F. MORRISON (1967)
p.247 et suivantes.

Intérét au niveau des applications

Remarquons d'abord qu'il s'agit de résultats asymptotiques pour N supposé
grand, mais que nous n'avons trouvé nulle part d'ordre de grandeur, ou d'essais en simu-
Tation permettant de savoir & partir de quelles valeurs de N , et de © , on peut Tes
appliquer.

De plus, i1 est rare que 1'on ait une idée a priori des valeurs théoriques
et, sauf cas particulier, on testera rarement si 7 racines Qq+4/--—-‘~—gq+n ne cor-
respondent pas par hasard & une seule valeur théorique ‘Kﬂ

Par contre i1 est plus courant de tester la sphéricité des YD—C1 derniéres

valeurs propres. Par exemple, si Ta matrice de covariance théorique est de la forme :
Z: \1} +G~€IE
et qj de rang ﬂ , car dans ce cas : h; (Zj)= h; (\V> - g~;

Exemple : Dans un réseau de stations, on peut imaginer qu'il y a une
structure, 11m1té3 a quelques facteurs, plus des bruits de mesure indépendants mais de
méme variance T~  pour chaque station.

On peut alors tester si la structure se limite aux 2, 3, etc.. premiers
facteurs.

Dans Te cas ot 1'on utilise Ta matrice de corrélation, le test est théo-
riquement inapplicable et T.W. ANDERSON (1973) propose simplement de vérifier que Tla
variance résiduelle de toutes les variables sur les =9 derniers facteurs est faible..!

Un autre résultat intéressant est 1'explication du spectre relativement
régulier que T'on obtient en général, méme quand le spectre théorique présente une cas-
sure nette (exemple : L+) + T ). En effet les fluctuations d'échantillonnage
tendent & lisser le spectre : A.T. JAMES (1966) a montré que ce résultat tient a la
non-indépendance des valeurs propres et aux termes en Q; - Q‘ , Ou QQ; —g®) é’
selon que 1'on considére les distributions exactes ou asymptotiques (On peut méme le
pressentir en les supposant indépendantes car alors une valeur anormale de Q; risque

de Ta faire permuter avec Q;_1 ou Q dans le spectre des valeurs classées).

A+ 4
Ceci explique pourquoi il est décevant de chercher une "cassure" dans le spectre, méme

si elle est théoriquement fondée.

1.1.3. Retour sur les simulations préconisées par Lebart et Fénelon :

La permutation aléatoire des observations fournit un ou plusieurs spectres ,qui
est une réalisation du cas ou Z ( respectivement ®) ,matrice théorique ,est diagonale.
Différentes permutations permettent de définir un intervalle de confiance , et,

Si le spectre observé se trouve nettement au dessus de celui-ci,cela prouve bien gue la
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iMEMAQQL &Lm Soan

" ¥¢ matrice n'est pas diagonale, et que la pre-
miére valeur propre au moins est significative.
== Par contre, si on considére Ta g éme , i1 faut
se rappeler que 1'intervalle de confiance

‘ 5 4 obtenu correspond & 1'hypothése :
: g Ng= A= 2y = - p)

Or,-si on considére désormais que Ta premiére, Ad_, est sianificativement

différente de A alors, il faut tester 1'hypothése 3, - h5==--*=h?=>\, , o0 1'on
doit avoir }\’<:2\ . De méme, si on suppose Ae , puis h5 5 e e - Aq_4 significatives..
Donc, hormis pour 1a premiére, 1'intervalle de confiance obtenu est centré sur
une valeur biaisée par excés et Te test risque d'étre systématiquement pessimiste sur
le nombre de facteurs significatifs.
Ceci est d'autant plus vrai que T'on utilise une matrice de corrélation

) -
car on voit que la contrainte A o entraine bien, si A, >4, A= ‘; 1\4 <4
y .

4z

IT existe pourtant une facon d'appliquer objectivement ce test -

Si 1'on a accepteé 94 comme significative, cela revient a dire que Ta pre-
miére composante Z;_est significative, donc doit étre préservée. Or chaque variable )Cg
peut s'écrire :

X?S':: f...z_i. +C‘_4=V¢'.Z4+C"4
A’é \D\_1 % '}) : %

et on peut calculer, pour toutes les observations i=4,...N, Tes és;- A de toutes les varia-
bles: j =4,...P=>1e tableau OV, = { 5&3.4 } 8
Si on analyse la matrice de variance-covariance associée, soit 4 &

e

Q N ovi OV
son spectre sera : 0, te, . P

On peut alors perturber aléatoirement les observations de chaque 6‘.4, d'ol
un nouveau spectre : { O]/M&Vub,_--_--/ﬂf} et réaliser 1'opération plusieurs fois. Si
Qz sort significativement de 1'intervalle obtenu sur les J » On accepte Qé et on cal-
cule tous les résidus aux composantes 1 et 2 : €
etc..

i,§.4 s et on teste alors 95 s
Xa = V_A%- ZA *‘_V;;a'ze +£6.4,a

Cela revient & faire des déflations successives sur la matrice initiale.
On en verra T'utilisation en IV.2.

Cette facon de procéder teste effectivement chaque valeur propre séparément et
successivement, en tenant compte de celles déja retenues .0On arréte au pas K quand les
valeurs simulées VK ne different plus significativement de Q

K

Note : Cela suppose & chaque pas % perturbations (coiiteuses si N est grand)
de p variables et % diagonalisations (codteuses si P est grand) de matrice de covariance.
On donne en annexe un apercu de 1'organigramme et des méthodes employées.
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I.1.4. La _méthode LEV et quelques_exemples de simulation

Considérations théoriques sur la méthode LEV (Log-Eigen-Values)

- IT s'agit d'une méthode empirique proposée par des météorologistes
anglais pour détecter le nombre de facteurs significatifs dans un ensemble de variables
constituées par les mesures,en différentes stations, d'un méme paramétre météorologique.

La régle proposée serait la suivante :

Y Si on porte sur un graphique Te logarithme des valeurs propres Qj en
fonction de leur rang A o, ce diagramme présente en général une partie médiane rectiligne.
Seules les valeurs qui précédent cette partie seront considérées comme significatives
tandis que les autres seront rejetées (CRADDOCK J.M., 1973 ; FARMER S.A. 1971, et PROBERT
JONES J.R., 1973)."

L'origine expérimentale de cette méthode est évidente :

- 1'allure exponentielle du spectre suggére une transformation en loga-
rithme (les Q,L sont toujours > 0 et, s'il s'agit d'une matrice de cor-
rélation, la valeur 1.0 joue un réle particulier)

- on admet que,pour les données particuliéres auxquelles on 1'a appliquée,
(champs spatiaux) il y a une structure forte sur les quelques premiers
facteurs, mais que chaque variable a ensuite une variabilité propre,
du méme ordre de grandeur pour chaque station. Ce sont ces variances
individuelles (erreurs et bruits de mesures) qui apparaissent dans les
facteurs suivants dont les valeurs propres associées sont théoriquement
trés voisines

- la recherche d'une "cassure" dans le spectre conduit & considérer non
pas 1'écart absolu entre les valeurs propres successives, mais leur dé-
croissance relative (cf Iléme partie, Chap.I-4). Tant que celle-ci reste

,;.-4 _ QA/ _ 9—4‘.*'4
Qi—e B Qi-/j - Q,{, -

on ne peut considérer qu'il y a "cassure" et ces valeurs propres dojvent

constante : Q

étre acceptées ou rejetées en bloc.

La question se pose de savoir si cette méthode empirique a des fondements
théoriques et si elle s'applique non seulement aux données initialement considérées mais
aussi & d'autres cas,comme les mélanges de variables hétérogénes.

Si Tes considérations de FARMER et CRADDOCK sont essentiellement expérimen-
tales, J.R. PROBERT JONES (1973) cherchait, de son coté, la distribution d'échantillonna-
ge des valeurs propres d'une matrice de corrélation entre des variables aléatoires indé-
pendantes. I1 aboutit, par une démarche voisine de 1'analyse dimensionnelle, & une ex-
pression théorique de la forme :
' Q; = Qﬁ(&Qb sauf pour 4 =4

Malheureusement, les justifications sont obscures, voire erronées, et
1'auteur semble ignorer les travaux de T.W.ANDERSON et autres cités en I.1.2. Nous pro-
posons ci-dessous une autre justification, partiellement expérimentale elle aussi.
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FIGURE IIT - 1 : Distributions des valeurs propres de matrices de
corrélation sur diagramme de GAUSS .
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Simulations de variables aléatoires indépendantes :

On a d'abord simulé des ensembles de P variables gaussiennes indépendan-
tes, de moyenne nulle et d'écart type 1.0 (Sous-programme GAUSS de 1a Librairie Scienti-
fique SSP d'IBM) sur des échantillons de tailles N . 0n en deduit ensuite des matrices
de corrélation (Px P ) que 1'on diagonalise. -

On se trouve donc dans le cas d'une seule valeur propre théorique, égale
a 1.0 et de multiplicité P . Les valeurs propres obtenues différent sensiblement de 1.0
(bien que Teur moyenne soit strictement égale & 1.0) et sont bornées par 0 et P . Or
Tes résultats asymptotiques font pressentir que quand N est grand leur distribution
devrait tendre & étre normale autour de 1.0 .

C'est ce que 1'on constate, pour P = 15, dés que N ~ 50 et de facon
plus marquée, pour N = 200. Pour P = 30, on constate que 1'alignement des points s'a-
méliore entre N=25 et N= 100 sans étre encore parfait (Fig.III-1 a et b). Quant
aux données de Davos décorrelées par permutation avec J\r:> 800, on constate aussi une
quasi-normalité de Ta courbe dans la partie médiane (bien que cette fois les variables
ne soient pas elles-mémes normales) (Fig.III-1 d) trés différente du spectre initial
(Fig.III-1 c).

Malheureusement les résultats asymptotiques du paragraphe précédent sont
de peu d'intéré?_jci puisqu:jls donnent Ta distribution d'échantillonnage de la valeur
Q -4 >0 d'une valeur propre

9 P
de multiplicité 7 , et non Tes ecarts-types respectifs des 7 réalisations obte-
nues. De plus ici, nous sommes dans le cas d'une matrice de corrélation, avec % = P

moyenne

et Q n'a strictement aucune varjabilité ( st 1.0).

Le tableau 1 donne quelques exemples des écarts-types d‘gzz ;i_ :Z:(Q;..4>e
obtenus . vt 4
Tableau 1 - Ecart-type des valeurs propres en fonction du nombre
d'individus N de 1'échantillon et du nombre P de
variables.
Evolution avee N ( P fixa)
P =15 N =25 il 50 oo o2.2100 - < = oo 200
gy = 0.778 0.523 0.495 0.238
P =30 N =25 50 ~------- 100
g5 = 1.060 0.771 0.537
P =50 J\Jg = 829
Jd¢ = 0.236

(:) Evolution avec P (N fixé): N = 100
=5 - 10 —-- 15 - 20 - 30
Crk = 0.172 0.311 0.495 0.411 0.537



-131-

Log Ai. 400
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FIGURE III - 2 : Représentation en Logarithme ( méthode L.E.V.)

du spectre de matrices de corrélation aléatoires..
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Log 100 ?\4‘

s

(:) P = 15 variables
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o N =100 . IX=1357

N5100 — IX=4573

FIGURE III - 3 : Effet du nombre d'observations N sur la forme du spectre.
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Dans le tableau 2, on a réalisé différentes simulations pour N = 100 et

P =30 d'od un apercu des fluctuations d'échantillonnage d'une valeur propre de rang %

fixe.
Tableau 2
N=100 P=30

Simulation I Qa Qs QAO Q45 Qea Qés Qso
Cp = .537 1 2.013 1.746 1.186 .975 .705 .443 . 260
.493 2 2.019 1.626 1.264 .985 711 .515 .266
.545 3 2.290 1.629 1.276 .927 669 464 .214
.539 4 2.256 1.582 1.267 .934 .666 478 .228
th 2.145 1.646 1.248 .955 .688 475 .242
.149 .070 .042 .029 .024 .024 .025

T

On vérifie que pour Tes Q@ prises séparément leur écart-type d'échantil-

1ognage CT@% est faible par rapport a OE: . De plus, si on admet gue Ta contrainte
7. Q@ = 40 ne joue pas sur 1 valeur prise isolément, on peut rapprocher crk;du U=
théorique pour une matrice de covariance soit o= = 4.0 A2 soit ici 0.026. -
) EJ.P

S1 maintenant on porte sur un diagramme les logarithmes des valeurs pro-
pres en fonction de Teur rang, on constate un alignement assez surprenant de 90%5 iZL
en fonction de 4 (Fig.III-2), plutdt meilleur en début de diagramme mais s'incurvant
parfois vers la fin, pour les faibles valeurs propres .

Pour un nombre fixé de variables et pour un méme nombre d'observations,
il y a certes des fluctuations d'échantillonnage (Fig.III-2 b). Par contre pour un nom-
bre de variables fixé, la taille de 1'échantillon joue un réle considérable (Fig.III-3 a
et b).

Cet alignement sur le diagramme en Togarithme est assez surprenant, et il
serait intéressant de lui trouver une justification théorique. Si on accepte 1'hypothése
de normalité des valeurs propres, qui n'est vraie asymptotiquement gue pour les matrices
de covariance, le spectre correspond alors 3§ valeurs extraites d'une 1oi normale
et que 1'on aurait classées. Or on connait la distribution de la kéme valeur classée
(analogue & celle obtenue en Annexe III ay Chap.I de la Iére partie). On peut d'ailleurs
calculer 1'espérance de cette kéme valeur E Y_Q%] et celles-ci ont été tabulées par
FISCHER et VATES (1953) pour { e f°(0,1).

Par exemple, si on tire P =30 oy P

50 valeurs on a :

it

1 2 3 4 s 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
p=30  E(lg} 2.0 1.62 1.36 1.18 1.03 .89 .78 .67 .57 .47 .38 .29 .21 .12 .04

p=50 E(fﬁ) 2.251.85 1.63 1.46 1.33 1.22 1.12 1.03 .95 .87 .80 .74 .67 .61 .55 .49 .44 .38 .33 .28 .23 .18 .13 .08 .03

Rang k

It

( Note : la distribution étant symétrique , on n'en donne que la lére moitié )
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Pour se ramener au cas des valeurs propres qui nous intéresse, i1 faut remplacer
la 1oi A~ (0,1) par une Toi uvﬁ(4‘0,0“> avec G~ tel que Tes valeurs E:ILQQJ soient au
minimum > 0. Dans le cas ol p = 30 cela suppose au moins G~ < .5 et pour p = 50
g < .4.
Or on vérifie déja bien, dans ces cas minimaux, que Te graphique Qo?j(E:EQ%])
en fonction de k est déja quasi rectiligne dans la partie médiane (Fig.IlI-4 a) et
donc que les E:[Qg?] sont en progression quasi-géométrique.

D'autre part, les valeurs Q% , qui seraient elles normales, n'ont pas la méme
loi que E[?Q]mais on démontre, comme pour 1a Toi uniforme, que 1'Bcart-type de Ta kéme
valeur classée, GT@ , est trés faible par rapport a 1'écart type de Q » 0¢ (cf aussi
tableau 2). Leur comportement, en particulier dans le diagramme en Log , doit donc étre
voisin.

Si on revient maintenant aux valeurs propres observées, leur distribution n'est
pas strictement normale. Toutefois elle s'en approche et ce d'autant plus que N est grand.
(cf figures I11I-4-b et III-4-c). Pour les faibles valeurs de N , on constate seulement
un biais en diagramme normal vers 1'extrémité correspondant aux faibles valeurs propres,

mais ce biais existe aussi dans le diagramme en log.
Enfin, quelque soit Ta distribution des variables il est évident que, dans la

mesure o0 les écarts-types sont faibles, on peut approcher Ta fonction de répartition
aussi bien par :\B:Eng(w), 48',3 LOSI que par “6,\"5 °C  au voisinage de 1.0.

Né ﬂh

En conclusion, la transformation en logarithme n'a aucune vertu particuliére
sinon de ressembler a la transformation normale, qui est plus fondée théoriquement, au
moins asymptotiquement. Quand N est trop faible relativement a P , 1'effet de la con-
trainte de positivité se fait sentir pour les petites valeurs propres, mais autant en
diagramme normal que logarithmique.

La méthode LEV semble donc reposer essentiellement sur la normalité approchée

des valeurs propres.
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<::> Représentation en diagramme normal des

valeurs propres de 15 variables indépendantes,
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FIGURE III - 4 : Liaison entre la transformation Log.( méthode LEV)

et le Diagramme de Gauss .
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Simulations de variables aléatoires corréllées ( par paquets)

On se donne d'abord le nombre L < P de variables correlées que 1'on
souhaite et la matrice de corrélation théorique que 1'on souhaiterait avoir entre ces

L, variables, soit F?L. .
On diagonalise f?L d'oll Tes valeurs propres ;\ et les vecteurs propres

. Lo
associés \f. . . ‘
On génére alors P( observations de L. variables indépendantes EZ qui
représenteront les composantes principales des L variﬁEges de F?b (75;é= i éme obser-
: L
vation de Z,A , doit &tre tirée dans une 10i J(’(O/ \IA,A) ).

On recombine les variab1esf§%x ,2:: A, L i par Ta matrice
L L L
Q- {v IR I d'oi :
b 6 - ><‘OL = E'Z‘OL_'Q

et en espérance mathématique £ XOE.XOL . &, . On ajoute ensuite,a X;, , P-L
variables indépendantes d'oi ijp (dimension N x P ) qui fournit la matrice F??que
1'on étudie, sachant que certains sous-ensembles de variables sont correlés.

On constate (Fig.III-5) que Te diagramme présente en général une partie
médiane rectiligne précédée par un certain nombre de valeurs propres (voisin du nombre
de paquets de variables correlées). A 1'extrémité droite, on trouve au contraire des
valeurs propres anormalement faibles mettant en évidence le nombre de variables déja
représentées par les ler facteurs dominants.

' Toutefois pour qu'un paquet de variables apparaisse bien parmi un ensemble
de variables indépendantes, i1 faut qu'il soit suffisamment marqué, compte tenu de )
1'échantillonnage. Par exemple, le paquet :

1.0 .6
.6 1.0
n'apparait pas beaucoup dans la Figure III-5 car i1 est noyé dans des variables indépen-
dantes ayant entre elles des coefficients de corrélation atteignant .297 (pour N = 100).
Donc, pour un paquet donné, la mise en évidence sera d'autant moins nette que 1'échan-
tillonnage est faible.

La régle qui considére la partie rectiligne comme aléatoire et la partie
gauche de la courbe comme significative est donc un peu pessimiste (on décéle moins de
paguets qu'il n'y en a en fait). Par contre, si on considére la courbe comme significa-
tive tant qu'elle reste rectiligne, on conserve bien 25 & 27 variables significatives.

En effet, le but n'est pas d'éliminer les influences aléatoires (dans ces
cas simulés, i1 n'y a pratiquement que cela) mais de ne pas s'arréter arbitrairement .
Le test serait donc assez sensible, s'il n'y avait pas 1'influence d'autres effets.

D'autre part, si on porte les valeurs propres sur un diagramme normal,
on constate une certaine cotirbure (Fig.III-5 b) qui s'explique car certaines valeurs,
Tes premiéres et les derniéres, n'ont pas la méme Toi que les autres. Toutefois, la
partie médiane du graphique est relativement rectiligne, ce que 1'on peut vérifier en
ne tracant que la distribution des 4 pour 4L =33 27, par exemple (Fig. 11I-5-c).
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a) Représentation en diagramme Log ( méthode LEV ).
b) Représentation de 1'ensemble en diagramme normal.
c) Représentation des 25 variables centrales (en éliminant les paquets), .
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FIGURE III - 5 : Simulation de variables corrélées par paquets ( 30 variables dont
5 regroupées en paquets )
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Donc expérimentalement, une valeur propre multiple,de multiplicité = < @

fournit encore m réalisations distribuées a peu prés normalement.

On peut donc imaginer que des valeurs propres successives A % , etc
de mu1t1p11c1£§s ﬂ.j 7 , etc... donneront des paquets Qk+¢ ceas @A+q s Q
de moyennes Ki s Z‘ ... et d'écarts-types J7p- ,Gf;... différents, mais dont 1es
distributions grossié@ement normales, donneront dans Te graphique en Log des trongons
de droites successifs. Pour Te choix du nombre de facteurs, un trongon devrait étre

inclus ou rejeté en bloc puisqu'il est associé & une méme valeur propre multiple.

Simulations de variables aléatoires indépendantes mais autocorréllées :

On simule encore £ variables indépendantes entre elles (c'est-a-dire

V§=#? P@( = ﬁ[n,g] ) mais au sein de la variable ‘X les observations sont
liées, par exemple par un schéma d'autocorrélation simple:
(> S ac. S+ E
e sy = [ g
avec o LE1] = 1-p% el xo=¢&;

On génére donc seulement les &, et on construit ainsi les aa% Dans notre
cas on a d'abord simulé Ta méme autocorrélation au sein de chaque variable. Un exemple
réel est celui des mesures d'une méme variable sur un réseau de stations avec un échan-
tillonnage dans Te temps un peu trop fréquent par rapport & la fréquence du phénoméne,v
d'ol une certaine autocorrélation .

On constate que les Log. des valeurs propres restent alignées mais que la
pente moyenne de la droite se redresse sensiblement quand f augmente (Fig.III-6). Par
contre un effet parasite important est 1'apparition d'une cassure dans le spectre, avec
des premiéres valeurs propres anormalement &levées qui font croire a la présence de
“grappes", complétement injustifiée dans notre cas.

On remarque aussi que cette cassure n'apparait pas dans le début du
spectre tant que les autocorrélations n'atteignent pas .6 . Mais on a vu que dans le
cas des données nivométéorologiques de Davos (cf IIéme Partie, Chap.I.4.1) Tes auto-
corrélations atteignaient ces valeurs.

Un raison pouvant expliquer 1'apparition de ces "groupes" est 1'élévation,
avec 1'autocorrélation de la variance d'échantillonnage du coefficient de corrélation
entre 2 variables théoriquement indépendantes. En effet, la présence d'une autocorréla-
tion dans un N échantillon fait qu'il a en fait un nombre d'individus "équivalents"

Neg < N
On trouvera cette notion développée dans MARCHENKO A.S. et MINAKOVA L.A. (1972) repris
par BOIS Ph. (1976).

Par exemple, pour N = 60, Te rapport A= J!fi. en fonction de 1'auto-

corrélation varie comme suit :

P o= .2 .4 .6 .8 .9
A= .92 .75 .55 .30 .15
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Log 100 A,

1 X= 1357

Valeurs utilisées pour le 8 p=d

A p= .77

Ccoefficient d'autocorrélation o p=.69

FIGURE III - 6 : Effet de 1'autocorrélation sur le spectre de 30 variables indépen-
dantes ( pour 100 observations ).
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Dans notre cas cela se traduit pour N = 1001par des maxima de corrélation

dans Ta matrice théoriquement aléatoire de :

P = .0 .2 .4 .6 .7 .8 .9 .95
N max LA77  .526  .574  .617  .642 .685 .778  .864
(Ceux-ci &tant obtenus avec Ta méme série de nombres aléatoires. On fait seulement
croitre F dans le schéma de MARKOV).
Cette diminution du JV‘ équivalent fait que Ta distribution ne peut plus
étre considérée comme normale (cf alinéa C précédent) d'ol Ta courbe obtenue pour
Tes Log Q; en fonction de 4.

Enfin, on a comparé, pour les autocorrélations voisines de .9 , le cas
ot les 30 variables sont autocorrelées et celui ol il y en a 15 seulement, parmi les 30.

L'effet est trés sensible, la figure se ramenant un peu & celle obtenue pour f = .6 sur

30 variables.
Cela montre Ta difficulté d'interprétation quand dans notre paquet, des

variables sont autocorrelées mais avec des intensités trés différentes.

I1.1.4. Conclusions

Cette bréve incursion dans le domaine des propriétés d'échantillonnage des

valeurs propres d'une matrice de corrélation nous conduit aux conclusions suivantes :

- Les résultats théoriques sont rares souvent compliqués et inapplicables
en pratique.

- Les méthodes de simulation permettent de se faire une idée heuristique
de ces propriétés, mais elles sont lourdes & mettre en oeuvre.

- La régle empirique proposée par KAISER peut étre améliorée par 1'
introduction d'une variable aleatoire indépendante servant de marqueur.
Celle-ci peut méme &tre générée au besoin avec une certaineautocorrélation.
Les simulations préconisées par LEBART et FENELON deviennent beaucoup
plus intéressantes si on les effectue conditionnellement aux valeurs

pPropres déja acceptées .

- La méthode LEV qui consiste & étudier le graphique du logarithme des va-
leurs propres en fonction de leur rang est empiriquement fondée car une
valeur propre de multiplicité n donne % valeurs estimées distribuées
quasi-normalement (pour N grand)et qui, aprés classement s'alignent a
peu prés en logarithme. Cette méthode permet de ne pas placer le seuil
arbitrairement parmi des valeurs estimées qui risquent d'étre associées
a la méme valeur théorique multiple, par exemple 1.0 si on a un paquet
de variables indépendantes.

- La combinaison des effets d'échantillonnage et d'autocorrélation dans
les variables rend difficile la détection objective des facteurs signi-
ficatifs et 1a seule observation du spectre constitue un test trés peu

puissant.
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1.2 - Retour sur la notion de dimensionalité ( x )

1.2.1. Dimensionalité linéaire et dimensionalité_intrinséque ( x )

Pour satisfaire Te "principe de parcimonie" (minimiser le nombre de des-
cripteurs d'un phénoméne) ou plus prosaiquement pour construire un modéle avec un sous-
ensemble de variables les plus indépendantes possible (amélioration de la robustesse des
modéles) on est conduit & rechercher la dimension "vraie" de 1'espace od 1'on travaille.

Une approche familiére consiste & regarder chaque variable comme un vecteur
de RNet & chercher la dimension Q de 1'espace engendré par ces P variables (centrées
et éventuellement normées). I1 s'agit alors d'une dimensionalité linéaire :

Q < Y«EHQN-Q,P>
qui exprime que 1'on peut reconstituer 1inéairement toutes les variables avec seulement
informations Tinéairement indépendantes. »

On peut méme assouplir cette régle et chercher & reconstituer "au mieux"
les fD variables, et donc, pour un seuil donné de reconstitution, la dimension Q,qui
est nécessaire. On sait d'ailleurs que ce sont les Q} premiéres composantes principales
qui optimisent cette reconstitution, et cela rejoint et justifie tous les essais du pa-
ragraphe précédent.

Une autre approche consiste & rechercher Ta dimensionalité "vraie"” ou
intrinséque d'un ensemble de variables. A titre d'exemple, on pourra considérer chaque
observation comme un signal, &chantillonné dans le temps & des intervalles 4:1,46
/tED’ et 1'observation 4 est :

- Xiw = { 400, L), § ()]

L'ensemble des observations constitue donc un ensemble de signaux E(/f>
et on peut imaginer que ces signaux soient engendrés par un méme générateur ayant &
paramétres indépendants \QA W@’ qui pour le signal 4 , auraient été fixés a un

ensemble de valeurs : i
O, = {9,04)5 9, ()5 P () |

I1 est évident que la dimensionalité intrinséque de cet ensemble de si-
gnaux est Qi et que, si Te nombre de points d'é&chantillonnage \3 est suffisant : F),Max(@,@
alors on a 1a relation entre les dimensionalités :

IRRE

dimension vraie : Ql < Q : dimension Tinéaire
Exemples

@ Si on a pour générateur la fonction & 2 paramétres :
A -el
F('C,\f): L?d.e +\€!.@/

échantillonné aux points 174 ’CP , on aura le tableau des données :

variables — Xy —es k4 Xy > Ly Kp->Lp
-& - - - -4 -A
Obge/ 1 @ee?‘l age Q.»-O:ée e[e.-_---.d,‘,;e ‘>+Q7‘3€, ‘)

. -y _3t4 —'CJ -é(e - -< A
observafc1on3/'1 a, e +Q,4e o e +?74e ...... Qe ?+@1e P
!
1
1
]
1

Wy -4 A "y -4 -4
N OL’N e 4-(* QJNL 4aNe ‘,-(— Nze i_ ————— q,Ne’ P—'r@'“e/ P
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mais qui peut encore s'écrire :

- -£ _
a ,Qn e Ea R tr
X 2k, -t ey
o‘-e, QQ e A e ¢ e f
s Q’N

A\'mﬂNxz) X dlM(J ® P) = N«P

mais dont Te rang sera & I"Un(N,Z, P) - P
et dans ce cas la dimensionalité Tinéaire sera égale & la dimensionalité intrinséque
parce que la fonction génératrice est linéaire sur les paramétres.

@ Si maintenant on prend un générateur tout aussi simple :

Ft,0)= ¢ e % fq

avec - ./t4 —QIL/U _Qn,
F,{‘ (’t;*(): {QNQ, QT“ ; Q.-e 6]________’@‘-’@ ﬁ:}

la dimensionalité linéaire sera beaucoup plus grande que 2, car on ne peut plus facto-
riser la matrice des données. De méme si on prend en plus dans (1) la relation
Qe = %(%’O alors Q‘( =1, mais Q reste inchangé si 9 est non linéaire.

Un autre exemple couramment employé en simulation consiste 3 utiliser
un générateur déterministe de nombres aléatoires (méthode de congruence) utilisant 1
seul paramétre k?(:t) pour passer d'un signal & un autre : le premier nombre impair
fourni pour démarrer la série.

La matrice de données est donc constituée par N Tignes de P nombres

aléatoires indépendants : /t4 /te A
%4 E— Q‘(A,U) gﬁ#) - - - = —~qfi((>>
QQJ — QWQ(D %,z(\’/)- —— - Q?‘g(?)
be — Rl ®y0-  Ry®
et si Q@\/‘L + @?f \j,; .,4:'% et Qu impair V; alors la dimension linéaire tend

vers E tandis que Ta dimension intrinséque est égale 3 1.

On se dirige donc vers une notion de dimensionalité qui cherche non pas
le nombre Q de paramétres linéairement indépendants dans 1'ensemble des P variables,
mais plutdt Te nombre de paramétres qui interviennent,linéairement ou non, dans la fonc-
tion génératrice faisant passer d'un signal & 1'autre pour engendrer les N signaux.

Dans RN, cela ne revient plus & chercher le sous-espace de dimension
tel que Ta projection orthogonale des variables soit satisfaisante, car cette trans-
formation est Tinéaire.

Cela revient plutdét & chercher si le lieu des points est une courbe de
RN (%: 1),ou une surface (& = 2), ou un volume % -dimensionnel

Si on génére les 3 variables X,, Xe . X5 par

Xiz(,P Xe= %5\—/\/\\.? szcgbg()
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y
o " T S
;" &~
® ./ AN
\\ sur un échantillon @, ,qé,_____.g?N , 1a dimension
\ lingaire sera égale 3 3 alors que les points sont
4"““ -\; répartis sur un arc d'hélice donc a 1 paramétre
’ / . . .
s indépendant.

Sur cet exemple, 1'idée semble naturelle d'étirer cet arc d'hélice de fa-
con a le transformer en un segment de droite. Cette transformation n'est pas linéaire,

mais elle respecte 1'ordre des distances

7 C
A ®
* * #*
,k’
En fait, c'est la seule contrainte, qui exprime que 1a fonction que 1'on

11 1 dist doit ét onotone, po e .. ..
applique sur les dis ances doit étre m ne, pour qu CX% < Aw @g(c\*3\<gw@??)

La recherche de Ta dimensionalité peut alors se ramener & la recherche de
la fonction g‘ monotone qui permet de minimiser la dimension de 1'espace sans violer la
relation d'ordre des interdistances.

11 n'est toutefois pas prouvé que, C€ faisant, on trouve le nombre exact
Q‘? de paramétres de 1a fonction génératrice, mais on trouve de toutes facons Q[ j<
(cf BENNETT, 1969) .

Par exemple, dans 1'exemple 2 ou 4 on trouvera bien % =2 ou % = 1.
Par contre, pour 1'exemple 3 i1 est peu probable que 1'on trouve que les P points va-
riables constituent une courbe dans E?S

Un exemple d'algorithme est celui proposé par SHEPARD (1962) et repris par
d'autres auteurs (SHEPARD et CAROLL, 1966 ; BENNETT , 1969) . I1 consiste & trouver
empiriquement la fonction % en perturbant progressivement 1a matrice d'interdistance
(ou de corrélation) de facon a abaisser son rang sans modifier trop sensiblement 1'ordre
initial des interdistances. Nous ne 1'avons pas appliqué aux problémes qui nous intéres-
sent, mais il semble bien adapté au traitement des séries chronologiques. Il pourrait,
par exemple, servir dans 1'analyse des hydrogrammes de crues de fonte de neige (cf G.
MORIN, 1974).

typologique ( * )
Une derniére notion est celle de dimensionalité locale, développée par
DIDAY E. (1973) dans le cas des ensembles de données hétérogenes. Cette méthode se rat-
tache aux techniques d'aggrégation et d'analyse discriminante. Elle consiste & recher-
cher des noyaux de forte densité dans 1e nuage global et a rechercher la dimensionnalité

linéaire de chacun de ces sous-nuages.
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Exemple : Une application particuliérement adaptée est celle de 1'analyse
des caractéres alphabétiques. Si un analyseur d'images fournit Tes coordonnées x et y

des points sombres de la lettre A, i1
est clair que 1a dimensionnalité g]bba]e
est 2, mais que 1'on peut trouver 3
Sous-ensembles de dimensionnalita 1.

On reverra cet algorithme dans la Seme partie, mais i1 est clair que 1'on

a ici une notion de dimensionalité locale, ou conditionnelle (car liée a 1'appartenance
a un Sous-ensemble).
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CHAPLTRE L1

SELECTION ET ELIMINATION DE VARIABLES
A PARTIR DE VISUALISATIONS OU DE NOTIONS DE DISTANCE

Comme nous 1'annoncions en introduction, ce chapitre concerne 1'aggrégation
et la sélection de variables & partir de critéres de similarité ou de distance entre
variables, celle -ci étant souvent déduite de leur coefficient de corrélation.

' Le premier paragraphe décrit un certain nombre de méthodes semi-empiriques
ou manuelles tandis que le second concerne une approche purement algorithmique par clas-
sification hiérarchique.

Ces questions ont déja été abordées dans le passé, par exemple par des géo-
logues (in P. LAFITTE et al., 1972) qui, sous le nom d'"analyse des grappes", recher-
chaient les paquets existant dans un ensembie de variables. Ils se Timitaient pourtant
a T'utilisation des techniques de classification hiérarchique. Une étude plus compléte
a étée menée par I.T. JOLLIFE (1972 et 1973),a partir d'un article de BEALE et al. (1967),
et a servi de point de départ & la nltre .

I1.1 - Méthodes de visualisation - Méthodes utilisant les résultats d'une A.C.P.

IT s'agit ici donc de méthodes non décisionnelles, qui n'effectuent pas
Te choix des variables selon un algorithme précis, mais fournissent plutdt une certaine.
image des ressemblances entre variables, laissant & 1'utilisateur le soin de les choisir.

IT.1.1. Visualisation des ressemblances entre variables

a) Une premiére méthode consiste & permuter les lignes et colonnes de
la matrice de corrélation de fagon & regrouper les variables qui se ressemblent. Ceci
est relativement simple quand on a peu de variables et des paguets relativement indépen-
dants. Ce n'est plus trés simple quand toutes les variables sont fortement correlées
(cf IVéme Partie - Cas des réseaux avec un fort effet de taille) ou quand leur nombre
est trop éleve.

b) Toutes les méthodes d'analyse de données vues dans la 2éme partie et
appliquées aux variables permettent de visualiser leurs proximités. L'indice de simila-
rité n'est pas toujours le coefficient de corrélation, comme dans 1'analyse des corres-
pondance sur tableau disjonctif complet ou dans Ta méthode d'Andrews.

L'analyse en correspondance s'applique assez bien & des variables continues
correspondant aux diverses stations d'un réseau. C'est le cas par exemple des températu-
res des mois d'été,évoqué dans Ta Iléme Partie (Chap.II-4 et aussi BOIS Ph., 1976). Elle
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met en évidence Ta partie trés homogéne du réseau et les variables (stations) qui s'en
écartent. Mais cela est plutdt utile en critique des données (recherche des anomalies)
qu'en optimisation. En effet si 1'ensemble de variables est constitué de plusieurs pa-
quets homogénes, i1 faut considérer plusieurs systémes d'axes (F1-F2, F1-F3, ... etc) et
cela devient vite inextricable.

La méthode d'ANDREWS a 1'avantage de représenter les variables dans un seul
plan. Par contre, la représentation ne consiste plus en 1 point ou en une trajectoire
simple comme en A.F.C. et il devient parfois difficile de les comparer quand elles n'ont
pas de caractéristiques marquées. De plus, quand Teur nombre est assez &levé, il faut un
dispositif interactif pour constituer des groupes homogénes.

Une fois ces groupes constitués, on peut chercher & les représenter par
un nombre réduit d'éiéments bien représentatifs.

c) On a vu aussi que 1'A.C.P. permettait de représenter les proximités
entre variables. Malheureusement celle-ci se fait dans des plans factoriels successifs
et méme si Teur nombre est réduit (5 ou 7, par exemple) i1 est difficile 14 aussi de
conclure. Ceci se produit surtout pour les réseaux, quand Tes axes successifs ont des
valeurs propres trés voisines ce qui interdit de privilégier un plan factoriel plutét
qu'un autre.

La méthode de SAMMON, en dépit de certaines faiblesses sur le plan théori-
que, a 1'avantage de prendre en compte Tes distances "vraies" de W?Net non des projec-
tions successives, et d'en fournir une représentation plane.

c) Les résultats de 1'A.C.P. sont quand méme utilisables si 1'on arrive
a concentrer dans une représentation plane des informations provenant de plusieurs
plans factoriels. Une méthode, proposée par D. DUBAND ( ) et plus spécialement adap-
tée aux données de réseaux consiste en ceci :

- se mettre dans le plan F2/F3 car F1 est souvent associé a un effet de

taille, et les valeurs propres hé et )5 sont en général voisines.
Soit 555¢5 le point station. s
~ porter perpendiculairement & 05; une longueur égale 3 N A-F = \/h_4 . \/4
— I )

Rayon = 1
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- On obtient un point S 143 » Compte tenu de 1'orthogonalité des facteurs
N 2 2 2

R/g.ub = R34 + Raé + P%5 |
et par construction, Ofg'breprésente donc le coefficient de corrélation multiple de
X: avec les 3 premiers axes. On peut poursuivre, par exemple en portant perpendiculai-
rement 3 O Tes coordonnées de X, sur F4 puis sur F5.

L'intérét de représenter F1 est de montrer la force de 1'effet de taille
sur la variable X;. D'autre part, on voit que 1'on se rapporche de plus en plus du

e . 3 -

cercle unité car E?X.Aei,“__@ — A. , ce qui permet de mesurer la qualité

de Ta représentation.
Quand les effets de taille sont tous comparables sur F1 et qu'il reste peu

de variance au-deld de F3, on peut aussi tracer des ellipses de densité dans F2/F3 et
chercher le nombre et les groupements de variables Tes plus homogénes.

1, 2, 3, ona :

I.T. JOLLIFE propose 4 méthodes (notées B1l, B2, B3, B4), dont la premiére,
itérative nécessite plusieurs analyses en C.P. Nous en reparierons en II-3.

La méthode consistait a rejeter Tes variables dont la corrélation multi-
ple avec les F’-@ derniéres composantes étaient les plus fortes,ou & garder celles

dont les corrélations multiples avec les %. premiéres composantes étaient les plus for-
tes. On voit bien que si un paquet est bien intercorrelé et a une taille importante, i1
définira Tes premiers facteurs. Toutes ses variables seront bien correlées avec ceux-ci
et on gardera toutes les variables du paquet ...! ce qui est contraire au but recherché.
I.T. JOLLIFE en donne une démonstration rigoureuse pour une matrice dont les blocs dia-
gonaux seraient des matrices d'équi-corrélation, bordées de O (cf aussi Iléme Partie,
[.3.2).

Nous nous limiterons donc aux 2 méthodes restantes.

On associe a chacune des P—@Z derniéres composantes la variable qui
Tui est Ta mieux correlée,et on Ta supprime.

On associe & chacune des ® premiéres composantes la variable Ta mieux
correlée n'ayant pas déja été retenue,et on 1a garde.

Aprés des essais sur des exemples simulés, JOLLIFE conclut & une 1égére

superiorité de . Sur des exemples concrets, et sont sensiblement équiva-

lentes.

o kD K D M b e - amema e R m el L L N - - ——

Nous avons repris une étude déja abordée par M. CANCEILL (1972) sur les
données piézométriques du bassin de 1'Hallue. Le nombre de données assez réduit (24
variables x 60 données mensuelles de 1966 & 1970 inclus) et les conclusions déja
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obtenues (cf rapport B.R.G.M.) nous ont permis de tester et de comparer les diverses
méthodes décrites ci-dessus.

On trouvera sur la Fig.III-7 la carte du bassin et les localisations -des
piézométres.

Les méthodes présentées ci-dessus conduisent aux conclusions suivantes.

() La simple observation de la matrice de corrélation (Tableau IV) met
déja en évidence un important paquet de variables intercorrelées: 1 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14 16 19 20 21 23 24 , qui se subdiviserait
éventuellement en 2.

Les variables: 2 , 3 , 17 , 18 et 22 ont des comportements parti-
culiers.

Or, dans 1'analyse en C.P. des données, le spectre décrojt trés rapide~
ment et 1'application des méthodes du Chap.l nous conduiraient & retenir 3 a 5 facteurs
significatifs.

Et si on se limite a 1 variable associée & chaque facteur, donc & 3 varia-
bles, on ne prendra méme pas en compte toutes les anomalies signalées.

() Si on regarde les projections classiques en A.C.P. (Fig.III-8 a), on obser-
ve un groupement important sur 1'axe 1, & 1'exceptionde 2 , 3 , 18 , 22 et 17
De ce fait les axes F2 et F3 ne permettent pas de bien distinguer au sein du groupement
dominant mais servent a représenter en fait ces autres influences.

Par contre, aprés &limination de ces 5 "anomalies" on arrive a redécouper
le groupement, trés homogéne sur F1, en 4 groupes (Fig.III-8 b)

151619'15612

4 7 8 9 11 13 14 I 10 20 21 23 24

L'analyse en correspondance sur les données codées en 3 classes met
en évidence le groupement dominant, dont se distinguent, par ordre décroissant (Fig.
1I11-9 a)

3 18 17 2 22 15 19 16

La méthode de SAMMON, pour la meilleure convergence obtenue (Fig.III-9 b)
isole :

2 3 15 17

un peu 18 22 et groupe 7 11 12 16 19 puis 8 10 23 24
et 1 4 5 6 9 13 14 20 21
La méthode d'ANDREWS se révéle déja difficile & exploiter car on a du mal

a comparer des courbes finalement assez voisines. On retrouve, plus qu'on ne trouve, les
résultats déja obtenus.

C) Si on associe des variables aux premiers facteurs, on retiendra les
variables (cf Tab. V)

@ 3 9 10 17 18 22
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.03
.23
.27
.26
.03
.29
.31

.97 1.0
.94 .98
.86 .90
.88 .92
.92 .96
.84 .87
.92 .92
.92 .97
.94 .96
.95 .97
.72 .81
.83 .89
.56 .65
.05 .16
.72 .84
.90 .90
.90 .92
.50 .57
.90 .91
.86 .88

1.0
.85
.89
.94
.84
.89
.95
.93
.95
.85
.90
.67
.22
.88
.85
.88
.55
.86
.84

1.0
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.91 .
.87 .
.92 .
.94 .
.94 .
T2 .
.79 .
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A3 .
.75 .
.91 .
.94 .
.69 .
.92 .
91 .

.86
.85
.86
.96
.89
.78
.87
.50
.18
.73
.86
.88
.62
.87
.84

TABLEAU IV

1.0

1.0

- Piezométrie de 1'Hallue

.82 1.0

.84 .
.92
.91
.62
.73

.07
.65
.88
.89
.48
.89 .
.85

.92
.95
.73
.80
.58 .
.15
.73
.92
.94
.48

.91 .

Matrice de corrélation
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.63
.10
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.62
.58
.94
.67
.70
.55
.68
.68

1.0
.57
.41
.91
.74
77
.58
.75
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1.0

.33 1.0

.73 .54 1.0

.68 .06 .69 1.0

.65 .09 .73 .97 1.0

.44 .29 .60 .56 .62 1.0

.67 .05 .71 .99 .99 .58 1.0

.73 .11 .71 .97 .97 .56 .98 1.0
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TABLEAU V - Variables associges {i.e.la plus corrélée)

aux facteurs principaux .

9
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5
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6
16
11
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19
20

15
10
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11
10
17
22
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.6345
.5823
.6874
.6045
.4353
.5125
L4171
.4663
4577
.5782
.5300
.4718
.5469
.5177
.4275
.2680

.3965

.2660
.4474
.3936
.8479
.6192
.5753
.2332

Vh@

.0156
.0165
.0243
.0233
.0235
.0361
.0376
.0446
.0512
.0872
.0838
.0888
.1134
.1289
.1092
.0863
.1423
.0850
.2518
2665
.7011
.8292
.8146
.9870
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FIGURE III-8-c): Représentation des 24 stations dans F2-F3

avec en plus la corrélation avec F1,F4,etF5.
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tandis que si on associe des variables aux facteurs de plus faible variance et qu'on
les élimine, i1 reste :

2 3 4 18 22 24

Un avantage reste é » celui d'avoir sélectionné 1la 2 qui est trés
particuliére.

On constate quand méme que, pour 7 variables sélectionnées,donne Tes
5 variables particuliéres plus 1 dans chacun des groupements les plus importants.

Une remarque pourtant, met en évidence Te caractére non absolu des crita-
res choisis.

La premiére variable retenue par est la 9, qui est aussi la premiére
3 8tre rejetée par ! D'autre part, certaines variables sont parfois quasiment ex
aequo, par exemple sur le facteur 1. On pourrait 1'éviter en appliquant un algorithme
du type Varimax (rotation orthogonale-cf. COOLEY et LOHNES, 1971, p.144) pour maximiser
les poids des variables les plus fortes sur chacun des facteurs.

() Conclusions sur les méthodes :

- Les méthodes graphiques déduites de 1'A.C.P. détectent bien les varia-
bles particuliéres mais si un groupement dominant émerge, i1 vaut mieux en refaire une
A.C.P. pour Te subdiviser.

- Les méthodes qui visualisent les variables par des points (A.C.P. clas-
siques ou SAMMON) sont préférables & celles qui Tes visualisent par des trajectoires.
En effet, 1'A.F.C. sur Tes données codées en 3 classes permet tout au plus de mettre en
évidence les "anomalies". Quant a4 la méthode d'ANDREWS elle permet au mieux de vérifier
Tes autres résultats, et ne présente que peu d'intérét en elle-méme.

- Les méthodes de sélection sur une analyse en C.P. donnent des résultats
cohérents, avec une préférence pour la méthode . Par contre, il n'est absolument
pas évident que Te nombre de facteurs significatifs soit correctement choisi (3 dans
notre cas) quand il y a un effet de taille important qui biaise les pourcentages d'iner-
tie. Dans ce cas, i1 faudrait méme envisager de 1'enlever complétement (cf IVéme Partie,
Chap.II).

- I1 est un peu choquant aussi que 1'avantage aille & alors qu'il
y a instabilité des derniers facteurs si 1'on change d'échantillon. En fait, on verra
sur un exemple que si Tes facteurs sont instables, 1'ensemble des variables associées
d 1'ensemble des derniers facteurs est assez stable.

Par contre, la fagon dont 1 variable se disperse sur différents facteurs

est toujours assez délicate a interpréter.

Pour terminer, quelques remarques sur les résultats de cet exemple parti-
culier :
- les variables présentant des comportements singuliers, en particulier
18 et 22 ont des variances trés faibles par rapport aux autres variables. On peut
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alors se demander s'il ne s'agit pas de variables quasi-constantes affectées d'un
bruit de mesure.

- Les variables 2 et 3 sont un peu dans le méme cas alors que les stations
les plus proches, 4 5 et 6 ont des écart-types 4 & 5 fois plus grands.

- Cette dispersion des fluctuations conduit & rejetter une analyse sur
matrice de corrélation telle que nous 1'avons pratiquée a titre d'exemple, pour faire
une analyse sur matrice de variance-covariance. Dans ce cas, la méthode Qg? garderait :

1 3 6 7 13 15 24
qui,par Teur distribution,représentent assez correctement le réseau.

I1.2 - Méthodes algorithmiques

I1 s'agit cette fois de méthodes décisionnelles qui,a 1'aide d'un algo-
rithme et de quelques paramétres nécessaires a Teur fonctionnement, fournissent une
batterie de variables sélectionnées parmi 1'ensemble de départ.

La plupart de ces techniques ressortent de la classification hiérarchique,
qui peut se séparer en 2 grandes familles :

- les methodes de segnentation ol 1'ensemble de départ forme initialement
un tout que 1'on subdivise progressivement, sans remettre en cause les
subdivisions antérieures (méthode descendante)

- les méthodes d'aggrégation, ol les individus de départ, considérés ini-
tialement comme indépendants, se regroupent progressivement en classes
qui elles-mémes peuvent fusionner jusqu'd ne plus en former qu'une seule
(méthode ascendante).

Ces techniques ayant fait 1'objet de nombreux développements, nous ren-

voyons aux synthéses existantes (par exemple : dans P. LAFITTE, 1972 ; ou ZIRPHILE,
1974).

II.2.1. Apercu_géneral

a) Rappel des méthodes

Les méthodes utilisées en analyse des grappes appartiennent au second
groupe (aggrégation, ou classification hiérarchique ascendante) puisque 1'on part d'élé-
ments isolés que 1'on veut regrouper. Celles-ci supposent définis :

C) Un critére de distance, ou de similarité entre 2 éléments. Ici il
s'agit de variables, dont on mesure la similarité par leur coefficient de corrélation
R’ assimilable & une distance, en fait un carré de distance, dans f?N

d (X, X )= € (4 - n(x0%)

() Un critére de distance entre un élément et un groupe, ou entre deux

groupes. C'est en partie sur ce critére que les méthodes se distingueront.
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() Une procédure de fusion de 2 classes voisines. En général on fusionne
les 2 plus proches au sens du critére défini en (] . Dans d'autres méthodes on fusion-
ne toutes celles qui sont plus proches qu'un seuil & défini arbitrairement (Nous ne
considérerons que la premiére définition).

C) Un critére d'arrét de la classification pour éviter de fusionner 2
classes trop éloignées. Et un critére de sélection d'un ou plusieurs &léments représen-
tatifs au sein de chaque groupe de la classification retenue. Nous envisagerons ces
derniers problémes ultérieurement.

En fait, Ta distinction se fera surtout sur la condition () , d'ol les
méthodes que nous appellerons :

<:> : Méthode d'affinité singuliére (Single linkage) ol la distance de
2 classes est la distance séparant les 2 éléments Tes plus proches n'appartenant pas a
la méme classe :
Siona2classes A et B, Teur distance ou Teur similarité sera :
Rps=Mex [ 1., ieh | <B)
o o L
ol 4 et sont les indices des variables dans A et B .
Et on regroupera les 2 classes D et F telle que :
R)DF: M“"iRhB} sur tous Tes coup]es(A,B)existant parmi
’ f classes.
C'est donc une méthode Max-Max.

(::): Méthode d'affinité moyenne (Average Tinkage). La distance de 2 clas-
ses A et B est 1a moyenne des distances entre tous Tes &éléments de A et tous ceux
de B d'ol :

> 2wy

. T e M) n,= cardinal (A)
R op= :

Nyx0g Ng= cardinal (B)
Et on regroupe les 2 classes qui sont Tes plus proches, d'odl une

méthode Max-Moy.

<:>: Méthode d'affinité compléte (Complete linkage). Cette fois la dis-
tance de 2 classes est la distance entre les 2 &léments les plus éloignés.

Rag = ?;\ip {n;a- , +ef &65}

La fusion des classes Tes plus proches en fait une méthode Max-Min.

—

Parmi leurs avantages et inconvénients, on peut retenir :

- Dans (:) Te fait de ne considérer que les meilleurs coefficients de
corrélation peut mener & des groupes serpentiformes (effets de chaines). Mais cette
méthode permet de construire des groupes qui ne soient pas forcément plus ou moins
ellipsoTdaux. Dans le cas d'un réseau de mesures, ol Tes variables ont une évolution
spatiale continue, on peut ainsi avoir, dans un méme groupe, des variables trés éloignées
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les unes des autres bien que proches 2 & 2. Par contre, toute variable d'un groupe a
au sein de celui-ci un voisin plus proche gque tout autre &1ément n'appartenant pas au
groupe.

- Dans (:) , on distingue diverses variantes dans le calcul des simila-
rités, aprés fusion de 2 classes.

Par exemple, on peut, aprés avoir décidé de regrouper A et B parce que le
minimum, sur(A,B)de n;, +e B {eB est maximum parmi toutes les classes prises
2 a2, calculer la distance de AB & un autre é1ément (ou classe) C, comme :

F?c,ag, = Min iRCG’RCbl
ou au contraire :

F?c ap = Moyenne sur tous les éléments .,
, LeC je AUB 3
ce dernier choix, dii & SORENSEN (1948) (cité dans P. LAFITTE, 1972) évite une chute
trop rapide des coefficients de similarité.
Dans le ler cas on peut définir une enveloppe & la classe A,B, fusion
des classes A et B, parce que:
Mia n;s(;ea,&eﬁ) 2 Ma(RlcD1)
C'est 1'intersection des 2 sphéres de rayon Pﬂﬁ centrées en f| et _B)
indices associés au maximum.
L'avantage de cette méthode est de donner des classes assez compactes.
- Dans <:> , o0 1'on effectue des moyennes de distances les interpréta-
tions en terme de borne inférieure ou supérieure ne tiennent plus. D'autre part, le
critére retenu pour la similarité entre A et B :

R - LEZebrcﬂé
Ak Ngxfg
peut varier selon les auteurs.
ANDERBERG (1973) propose :

% g+, b+ Uiy

P-— JRef 6,%&5 Lef Beb »
W (ng+ng)«(ngsnp-4)/Q

et SOKAL R.R. et SNEATH P.H. (1963) (cités dans P. LAFITTE, 1872) proposent, guand la
similarité est exprimée par une corrélation :

S o

ALER LED “3

\/ Nq +3L%R7LLQ1 x \/ g +i§;éQ

8e
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qui prend en compte la "compacité" du groupe.

Expérimentalement, les diverses variantes de(::)et(::>donnent des résul-
tats assez voisins.

o = Pour appliquer ces méthodes, i1 suffit que 1'on ait défini un coeffi-
cient de similarité, ou de dissimilarité, entre d'une part 2 &léments et d'autre part
entre 2 classes. La seule contrainte est que le second critére devienne identique au
premier quand 2 classes se réduisent 3 2 éléments uniques. Toutefois cela ne va pas
sans incohérence, comme le montre la méthode(::)ou on peut avoir :

a § c a4 £
c et e appartenant au méme groupe alors que b et ¢, plus proches, appartiennent a
des groupes distincts.

Si on veut de plus une interprétation stat1st1que ou de maniére a peu
prés équivalente, une interprétation géométrique dans W? puisqu'il s'agit de comparer
des variables connues sur N observations, i1 faut que le critére de similarité puisse
s'interpréter en terme de distance euclidienne.

Or ce n'est pas le cas ici puisque la similarité entre 2 &léments, ou
T'intensité de Teur Tiaison, se traduit par Ta valeur absolue de leur coefficient de

corrélation et qu'a 1 valeur de an correspond 2 distances possibles.
A d.‘
2

0 )

[z

L"interprétation n'est donc possible que si tous les coefficients
sont positifs et ce sont d'ailleurs les cas qu'ont traités, sans en donner la raison
P. ISNARD et al. (in LAFITTE, 1972) et I.T. JOLLIFE (1972) qui ne génére que des va-
riables correlées positivement. Ceci est en général vrai quand on analyse un réseau de
mesure d'un paramétre hydrométéorologique assez homogéne, mais ce n'est plus le cas
dans Tes mélanges de variables utilisés dans des modéles explicatifs.

Dans ce cas, 1'a]gor1thme peut s'appliquer sur le critére :

=17L~

Cependant, si 1'on veut pres& rver 1'interprétation géométrique, on peut
essayer de faire disparaitre, autant que faire se peut, les valeurs négatives de la
matrice de corrélation.
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Une technique consiste a :

1 - chercher le plus fort coefficient négatif

2 - inverser le signe de 1'une des variables auxquelles i1 est associé:
Par exemple celle qui a le plus de coefficients négatifs.

3 - itérer jusqu'd ce que 1'on rencontre une impossibilité (le plus fort
coefficient négatif qui apparait est supérieur @ celui que 1'on fait
disparaitre). '

Or on peut vérifier, sur des contre—exempﬁes, gqu'il n'est pas possible,
par de simples changements de signes des variables, de faire apparaitre des signes tous
positifs dans une matrice de corrélations.

Ou encore, étant donné un polyé&dre quelconque inscrit dans une hypersphére
de N, il n'est pas suffisant de remplacer certains points par Teur opposé sur la
sphére pour que Te polyédre s'inscrive dans un cdne d'angle au sommet %gl issu de 1'ori-

gine.
Exemples :
1 - 2 - Ou cette matrice extraite d'un des
exemples traités :
1.0
+.953 1.0

+.551 +.558 1.0
-.238 -.283 -.205 1.0

-.069 -.081 -.066 -.023 1.0
1.0 \
.953 1.0

La transformation de Xj en 'Xj Vj .551 .558 1.0

ne rend pas tous les coefficients>O. .238 .283 .205 1.0

.069 .081 -.066 .023 1.0
©=- On a déja vu 1'inconvénient de@ pour les groupements qu'il fournit.
La méthode(::>est plus attrayante en ce sens qu'elle donne des paquets homogénes. Dans

E?ti le domaine dans lequel s'inscrit une classe est défini en plus par le fait que Tes
variables sont sur la sphére de rayon 1. ‘

Par contre, i1 n'est pas trés satisfaisant de travailler sur les coeffi-
cients minimaux. En effet, on en arrive assez vite a envisager des valeurs qui, compte-
tenu de 1'échantillonnage, ne sont plus trés significativement différentes de 0. De méme
dans Tes premiers regroupements de 1'algorithme, on considére des coefficients en général
voisins de 1.0 qui ne sont pas significativement différents les uns des autres. Ici
encore, une bonne fagon d'apprécier les fluctuations d‘échantillonnage consiste & dé-
couper 1'échantillon en 2 et & effectuer la classification sur les 2 matrices de corré-
lation ainsi estimées.
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¥ = Un autre probléme provient, dans le cas de la méthode C2 par affinité
moyenne, du calcul des similarités entre les 2 classes fusionnées et tout autre &lément
ou classe. La moyenne de coefficients de corrélation, ou de leur valeur absolue, n'a pas
de sens statistique évident.

Dans W?‘“ » cela correspond d une moyenne de cosinus d'angles. Dans le cas
le plus simple ol 1'on calcule la liai-
son d'une variable X, avec une classe
de 2 variables (Xz, X5> , on voit que
1'on n'obtient pas le cosinus de 1'angle
de X, avec la bissectrice de X,,sz,
que 1'on aurait pu souhaiter obtenir.
Cette bissectrice est d'ailleurs Ta

premiére C.P. de X,, X5 . Cela peut
nous conduire & choisir comme critére
de 1jaison entre 2 classes, le cosinus
de T'angle de leurs léres composantes respectives, c'est-a-dire un index qui ressemble
au coefficient de corrélation canonique ... Nous retrouverons cette notion ultérieure-
ment (Chap.III).

- Pour 1'instant, le probléme de 1a 1iaison d'une variable avec une
autre a été plus ou moins bien résolu en prenant la valeur absolue de la corrélation,
qui peut s'interpréter en terme de distance. Une facon d'éliminer les brob]émes de si-
gnes peut consister & prendre les carrés de ces coefficients, qui s'interprétent en
pourcentages de variance commun aux 2 variables.

MaTheureusement 1'additivité des variances expliquées n'est pas valable
si Tes variables sont intercorrelées. En général : P g 3
\:PA.e,s F Ty 7 Ty
I1 faut aussi noter que les résultats différeront selon que 1'on prend
Te critére || ou n% . En effet 1'utilisation des carrés favorise, dans les sommations,

Tes termes voisins de 1, et tend alors & rapprocher la méthode du single-Tinkage ¢

d (AD) - |6]-.¢

d (A, 80)= g_(\.s\ 1) - ¢
Mais & (ﬂ,b) : (.C)é Y.
d (N2 =4 ehe0)- .40

A 1'inverse les méthodes@et@sont insensibles & toute transformation
qui ne modifie pas 1'ordre des distances.

Un critére possible exprimant la liaison entre 1 variable X4 et une
classe { Xc’ X5 ) serait alors le coefficient de corrélation multiple. Le probléme est
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que ce coefficient vérifie:

Rx'\axé,x_s > wa (TLX‘IIXJ,‘,LX4IX5>
au point que 1'on peut avoir , dans 1'exemple ci-dessous :
c'est le cas siX €plan X
RX,\.K;,/X; > nx"lel ( 4 p sz)

alors qu'il semblerait naturel de regrouper d'abord,.au niveau 2, X1 8t X, .
\Xh\ .
\

X4 En effet, le critére sous-jacent
n‘est plus alors Ta distance
//; moyenne aux &léments d'une classe
-7 > mais la distance & 1'hyperplan
engendré par cette classe.

Les essais que nous avons réalisés montrent d'ailleurs bien une nette
tendance & ne former qu'un seul groupe important, 1'effet de chaine étant accentué par
ce critére.

£ = Enfin, étant donné une ciassification ascendante, les derniers pro-
blémes consistent & définir le niveau auquel on s'arréte, et les variables que 1'on
choisira pour caractériser les classes formées.

Le nombre de classes & envisager sera déterminé de fagon assez arbitraire :

- il sera supérieur au nombre de facteurs considérés comme significatifs
dans une A.C.P.

- on cessera de regrouper des classes quand la valeur du critére de simi-
larité tombera en-dessous d'un certain seuil 17, . Quand il s'agit de
corrélation, cela peut correspondre & un seuil de signification compte-
tenu de 1'échantillonnage .

Sur des données simulées , I.T. JOLLIFE a déterminé empiriquement 7o 2

0.5 a 0.6 pour N = 100 observations. Quant & la variable & retenir pour caractériser
un paquet, il semble préférable de prendre 1'uredes premiéres apparues dans le paquet.
Si celui-ci est assez gros, ou a fait 1'objet d'une fusion récente, on lui adjoindra

une des derniéres variables entrées.

IT s'agit d'une méthode qui ne ressort pas directement de la classifica-
tion hiérarchique mais qui s'en rapproche et combine des aspects des méthodes de "single-
linkage" et "complete-linkage". |

On en trouvera une description détaillée dans Zirphile (1974) ou en annexe,
car elle sera utilisée & nouveau dans les autres parties de ce mémoire. Sa particularité
essentielle n'est pas 1'algorithme d'aggrégation, analogue au "single-linkage" mais le

critére d'arrét : toute distance entre 2 &léments a4 1'intérieur d'une classe doit rester
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inférieure & toute distance entre 2 éléments situés dans 2 classes différentes.
L'aTgorithme s'arréte @ la premiére contradiction : quand i1 souhaite
fusionner 2 classes proches parce que 2 de leurs &léments respectifs sont Tes plus
voisins a ce stade de 1'aggrégation, il vérifie aussi que Tes &léments les plus éloi~
gnés qui vont apparaitre au sein de cette nouvelle classe ne le sont pas trop, c'est
dire pas plus que tout autre couple d'éléments appartenant & des classes différentes.
Outre une programmation assez simple et 1'absence de contradiction (pos-
sible avec 1la méthode<:>(n1<:), elle présente les avantages suivants :
1- Elle permet d'ignorer le signe du coefficient de corrélation, puisqu’
elle travaille sur les distances seules et méme seulement sur leur
ordre.

2- Elle indique elle-méme le nombre de classes & conserver, ce qui est
trés indicatif.

Par contre son aspect plus combinatoire (au niveau de la recherche des
contradictions) la rend sensiblement plus colteuse que@ou@en temps de calcul.
Comme elle constitue une amélioration de(::L nous 1'appellerons quand méme ainsi dans

la suite.
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CHAPITRE III

ELIMINATION ET SELECTION DE VARIABLES
A PARTIR DE NOTIONS DE VARIANCES ET DE REDONDANCES

Les premiéres approches remontent encore & BEALE et al.(1967) et JOLLIFE
(1972) mais nous avons &té conduits & les améliorer et surtout & les compléter considé-
rablement, en en précisant les critéres et en les reliant i des développements récents
de T'analyse des données

ITT.1 - Méthodes fondées sur Tes corrélations multiples

La premiére, que nous appellerons pour suivre les notations de JOLLIFE,
consiste, si 1'on veut garder K' variables parmi P) & extraire le sous-ensemble de ¥
variables tel que, pour les ©-¥ variables restantes, on ait :

Q. glé\-\ﬂ‘ RQH(} Maximum

Varables &liminees

Donc parmi tous les sous-ensembles de P-K variables, on choisit celui
ol 1a variable la moins bien reconstituée a partir de 1'information retenue 1'est pour-
tant le mieux. On se garantit donc sur la reconstitution minimum.

Ce critére Max-Min nous semble le plus réaliste pour 1'utilisateur, par
exemple dans le cas d'un réseau de mesures ol 1'on arréte certaines stations, sans sa-
voir si on n'en aura pas d nouveau besoin quelques années aprés, ni Taquelle i1 faudra
éventuellement réutiliser. Ce critére Max-Min est donc le mieux adapté. Malheureusement,
si on a beaucoup de stations,donc P élevé,et si on veut en retrancher beaucoup (10 &
20 %) Te nombre d'essais est particuliérement &levé, puisqu'égal & CPF:K . S de
plus on ne connait pas W a priori, ou seulement approximativement, i1 faut faire
plusieurs essais et les groupes de variables 3 K -1 , W , K+4 ...alements ne se
recouvrent pas forcément. D'ol un aspect combinatoire trés coliteux en temps de calcul.
(Dés que P dépasse 30 ou 50, le temps de calcul peut s'exprimer en heures, méme sur
un gros ordinateur).

Dans ce cas, la démarche classique est celle du pas a pas {"Stepwise")
et une premiére méthode consiste ici (méthode ) & éliminer Ta variable la plus
correlée aux autres, soit Xé » puis a chercher, parmi les P variables - Xj}
la variable XQ la mieux correlée aux autres, soit { Pracable s = Xz)- Xg} et d
1'éliminer.
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Le critére d'arrét peut étre un seuil sur RN,‘n compte tenu de 1'échantil-

lonnage.
De fagcon plus précise, on procéde comme suit :

ler pas : On &limine X¢ tel que: Q s ‘\,\gaExo { RQ.{EO-Q} =RQ.4,6,--~’(-4,Y+4---P}

avec £o = [’1; 2, P] - 6 —— ensemble total

2éme pas : On élimine XQ tel que :

Q o Max . - = IT: <o k1, bt }
) »d L, - o d, A= ,,o+4 R, ?
avec E,L = [1,3_”&_4,@,4___? ] v€E, il A {C4 /L} R

Le principal avantage de Ta méthode est sa rapidité car on inverse une
seule fois Ta matrice des corrélations et ensuite, & chaque pas, on enléve une Tigne
et une colonne et on modifie trés facilement les autres.

zarréte au pas K , on sait od T'on en est pour la va-

riable K+4 , reconstituée a R“+1,4,.. « > Mais on ne peut pas affirmer qu'
RV,.'L...A..K . XR & <€ - Eq? et éliminée précédemment, qui soit inférieur 3

?K-M.»l..... K ®

Certes si on a 2 variables trés correlées en corrélation totale, et indé-

D'autre part, si on

pendantes des autres, le fait d'en &liminer une fait que 1'on conservera 1'autre. Par
contre si on met plusieurs variables en jeu ... (cf. fig. )
/ ler'pas : 3 éliminée car bien expliquée
par 1 et 2 (cf. 3'),
2eéme pas: 1 &Timinée car bien expliquée
par 2 et 4
Mais alors 3 est moins bien expliquée
que 1 (cf. 3")
I1 importe donc de contrdler simultanément Ta recons-
titution de toutes les variables déja éliminées .

On peut reprendre et prendre en compte ces variables d&ja &liminées.
Supposons qu'il reste variab]es,rsoit EQ‘ = ix4 _______-x%},et f— Eq? 1tensemble
élimineé.

On peut alors chercher un critére qui sélectionnera Q/ tel que la variable
1a plus mal reconstituée, parmi 1'ensemble C@ - EQ‘ + XQ le soit encore convena-
blement.

On choisit alors XQ tel que :

Min R’éi :
) . max imum
Xye B-Lq+ Xy 4 - {E%—Xg
Mais on pourrait aussi choisir un critére moyen qui, au lieu de se concen-
trer sur Ta plus mal reconstituée, chercherait :
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Moy [ Pé}.
XBE B -Ege X 8.{EQ_XY}J
On remarquera que si on raisonne non pas sur les F\D mais sur la variance
résiduelle 4 - Pe_ ces méthodes deviennent min-max ou min-moy. On a appelé et
ces méthodes selon qu'elles utilisaient Te critére du minimum ou de 1a moyenne.
Le premier pas est analogue & celui de .
sur le plan de Ta programmation, au 1ieu de considérer seulement 1'ensem-
ble E@ :{4 ----- H dont on connait Ta matrice inverse R;_i et de considérer, pour
éliminer éventuellement X(’,’ la seule corrélation multiple :

maximum

-4

R{qu_xe} - = RX()XEQ«-M}

il faut considérer Tes P—Qh—’i corrélations multiples :

-4 ‘
e . =R R R
{Eq-xe} - (5?’ ‘ (5? 54 ) X lEq-Xe] X\,,iEﬁ-xﬂ X@M;(EQ"
T . aVa ~
variable candidate a variables déja éliminées
1'élimination dans Eg au pas & précédent .

et en prendre le minimum ou la moyenne, et scruter ainsi les ® variables de Eq? d'ol

Q( x (P—QU—{) corrélations multiples au pas Q{ au lieu de Q( dans la méthode .
Si on suppose P:éq et que T'on élimine la moitié des variables, cela

équivaut pour ¢ )

: o’.(_b_%;_i_
ou a q(C]-(-i)(eo‘-wj)

6

ITI.1.3. Généralisation : Méthodes ascendantes

corrélations multiples

On peut procéder de maniére analogue en sélectionnant par exemple comme
premiére variable celle qui reconstitue au mieux 1'ensemble des autres, donc X1 telle

. <
M\n . T L4 B
L e €-X, ’ soit maximum

<
Moy, cB X, A —

que :

Cela s'écrit encore :

& <
M‘ax (’1 -, 4> = MAQX o 4
. ! A A Minimum

d
ou .M.O)’ 0—;“4
Au deuxiéme pas, on cherche Xe telle que les variables { D, - Pg
soient bien expliquées donc que leur variance résiduelle i X1 et XQ soit minimale.

Min ¢ _
' M")’ P «L-A,e est Maximal
4o£ 4,8

Cela s'écrit donc :
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ou 9
m:; [/1 - P ZJ = 11:4_1:; [QJZ ] est Minimal

A, L4
)

Or si on ne remet pas 1 en cauée, on sait que 1'on peut écrire :
< 2 S
a—, = g A~ %,
A4 4.4 ( A,d o A )

od 72,{,}2_4 est le coefficient de corrélation partielle de XL avec Xé
compte tenu de 1.

L'algorithme est donc trés simple car, pour choisir X’l il a suffi de
scruter la matrice P«gh’gne par ligne, et prendre Te maximum, ou Ta somme des carrés
des éléments de chaque ligne, puis de les comparer. 2

Ensuite on calcule les variances résiduelles T 4.a V i
et 1a matrice des corrélations partielles compte tenu de X 4 , de dimensions (F—i)x(?-’l)‘
soit : (3¢ B-4,4 -

Au pe;s yhi , on a déja selectionné : F ={4,~2,---_---Q( }et on connait

F? et Gi‘ f .
G.Eq-Eq i-Ex i ¢ Eg

On scrute alors chaque ligne de la matrice et on sélectionne X ®=+4

M o % 3 2 _ < -
. Moy {G";b'ﬁﬁx (/1 -1 S,Q‘(A-EV{)— O&—E&Q%J est Minimal
Q¢E§ zfé:’:(&a—d

Cet algorithme est trés économique, puisqu'il ne nécessite pas d'inversion

parce que :

a priori, ni de calcul de corrélation multiple. D'autre part, Te calcul de 1a matrice
des corrélations partielles ne se fait qu'une fois & chaque pas, et ensuite on en balaye
chaque Tigne 1 fois et 1 seule.

a) Nous avons envisagé une autre méthode que nous appellerons et
gqui est en fait duale de . E1le consiste & retenir les variables les moins expli-
quées par les variables restantes.

On procéde comme suit :
ler pas : On retient X% tel que

S ¢ i 3
ﬁk.u, B R@_&@_@ = M\n RJ:. E 4
avec £, =% = {4,9,-- P} LEE, )
2éme pas : Sachant que 1'on conserve Xg » On ne considére plus que Tes informations
indépendantes de X¢g. Géométriquement, on se met dans un hyperplan de RN-
orthogonal & Xq( et on considére Tes résidus : c

L s WA TOYRd ¢
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On devrait alors sélectionner Xz tel que :

. ' - 5
RY.4,J,.-.-%-4,9¢+4-...Q-4,V+4_--.p= R Y-EA-P, = _Mm ‘?,«L £
L E s Eamt
Eye Eo-fo {40 Kokt e} £,
puis calculer Ta matrice des corrélations partielles / ch X@ , c'est-a-dire

Tes intercorrélations des résidus de toutes les variables non encore retenues, X¢ et Xg
étant supposées connues, etc...
Or, on s'apercoit que dés Te second pas :

Feﬂ. .8, < ko, Ren Q—4,?+4----P/ %

n'est autre que :

Rg. A8, bd & kid, P

C'est-a-dire le coefficient de corrélation multiple de Q avec toutes Tes autres.

L'algorithme revient donc seulement & calculer la corrélation multi-
ple de chaque variable sur les 24 autres, & classer ces coefficients, et & sélection-
ner Tes K plus faibles puisque ce sont les variables qui, méme connaissant toutes les
autres, sont le plus mal reconstituées.

De fagon analogue é'l'a1gom’thme celui-ci n'est pas optimal car il
prend encore en compte toutes les variables, y compris celles que 1'on va négliger. Mais
il en est moins tributaire dans 1a mesure o0 1'on cherche justement X; la plus indépen-
dante possible des variables restantes (dont on va négliger certaines) mais compte tenu
des variables déja sélectionnées : <
RL e Ag2 - 'bF /Q?,Q, —

Cependant, son utilisation en &limination de variables pose un probléme
que nous avons concrétement rencontré.

Supposons que nous ayons 2 variables X@ et XQ quasi-indépendantes des
autres mais trés correlées entre-elles. I1 semble logique d'en sélectionner rapidement
une des deux et d'@liminer 1'autre. En fait, & chaque pas, elles s'expliquent mutuelle-
ment presque complétement, donc aucune n'est sélectionnée sauf tout a la fin de 1'analyse.
Donc méme si elle prend en compte 2 notions trés attrayantes :

- 1'orthlogonah'té maximum au paquet restant

- conditionnellement au paquet sélectionné,

Te fait de considérer les variables individuellement conduit & un optimum qui n'est
pas forcément celui recherché pour T'élimination de variables.

b) Une fagon de s'affranchir de cela consiste a chercher non pas la plus
indépendante du paquet restant, compte tenu de celles d&ja retenues, mais a chercher
directement la plus orthogonale & celles déja retenues.

Nous appellerons cette méthode » qui consistera donc, ayant sélec-

tionné un ensemble A, de variables Xg Xg,—---- Xm} & chercher dans 1'ensemble
restant ¢ -Ewm Ta variable X telle que :
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i %, m

Pq;n R
T

ou encore celle dont la variance résiduelle, compte tenu des variables déja sélection-
nées est la plus forte.

On crée donc 1a encore un ordre et on construit, & partir des variables
naturelles initiales Ta base la plus orthogonale possible. On notera au passage que
T'utilisation du coefficient de corrélation multiple ou de Ta variance résiduelle est
indifférente si les variables sont normées initialement a 1.0, mais si chacune est nor-
mée & G—(k;é 6‘6' Fooons alors c'est sur les variances résiduelles qu'il faut sélectionner.

On remarquera aussi que le premier pas est analogue a celui de ‘ puisque
T'on prend d'abord la moins correlée multiplement & 1'ensemble et que 1'algorithme ne
démarre vraiment qu'au pas 2, en utilisant d'ailleurs & ce pas les corrélations totales,
puis ensuite les corrélations partielles.

Enfin, cette méthode ne sélectionne pas les variables X{ les plus indé-
pendantes de 1'ensemble Cé?-)q,mais du sous-ensemble déja retenu. Cela revient & cons-
truire pas d@ pas un sous-espace orthogonal et ce n'est probablement pas optimal au sens
oll, au pas » ce n'est pas Te sous-ensemble le plus orthogonal possible de variables
parmi P .

ElTe serait aussi a comparer aux résultats d'une méthode Varimax qui effec-
tue des rotations & partir des axes principaux -d'une A.C.P. Cependant, méme aprés rota-
tion un axe peut rester associé & plusieurs variables (cas des effets de taille) entre
lesquelles 11 faut choisir.

III.2 - Interprétations et analogie avec d'autres méthodes

C) J.K. MILLER (1969) cité par COOLEY et LOHMES (1972) propose 2 notions
distinctes de variance pour un ensemble de variables intercorrelées :

- la variance totale : telle qu'on la définit généralement en analyse fac-
torielle. C'est la somme des variances individuelles, ou la trace de la matrice des co-
variances. (Si les P variables sont normées c'est simplement P ),

- la variance compléte : qui peut &tre définie comme la somme des compo-
santes de variance indépendantes contenues dans 1'ensemble considéré. Par exemple, dans
le cas de 2 variables A et B on a 3 composantes indépendantes : la variance Se(ﬂ ﬂ B>
commune & A et B, et les 2 résidus ESJ(H- HI]EQ et fie(EB - A ﬂfs)

Nous y ajouterons la notion de :

- variance spécifique : qui est, pour chaque variable, 1'élément de va-
riance indépendante qu'elle ne partage avec aucune autre. Son intérét apparait &videm-
ment & partir de 3 variables et p1us.'
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Cela s'explique assez bien 5 1'aide d'un diagramme ensembliste

dit diagramme de Venn .

Si Tes variables sont normées,chacune

correspond & un cercle de surface 1,

et la variance totale vaut 2 tandis que
la variance compléte, surface de A UB, est comprise entre 1 et 2.

On remarquera que :

- i1 n'est pas possible sur un diagramme plan, de représenter les inter-
relations entre plus de 3 variables. Au-deld i1 faudrait considérer des sphéres ou des
hypersphéres

- le nombre d'éléments de variance indépendants croit trés vite avec le
nombre de variables si elles sont intercorrelées.

- Enfin, si deux variables ne sont pas normées, la quantité qu'elles ont
en commun est le pourcentage de variance expliquée, mais la variance de A expliquée par
B n'est pas Ta méme que celle de B expliquée par A et dans ce cas on ne peut plus inter-
préter 1'intersection A (1B. ‘

( Les différentes méthodes s'interprétent alors aisément.
La méthode cherche a recouvrir le maximum de surface (resp. de
volume ou d'hypervolume) avec un nombre fixé K de variables.
La méthode elle, regarde quel est
le plus petit &1ément de variance spéci-
fique dans 1'ensemble T? , et on &limine
T'ensemble de T1a variable correspondante.

On fait de méme & chaque pas, en rédui-
sant donc le moins possible la variance

compléte du pas précédent.
Mais on oublie la variance compléte ini-
tiale et dans la configuration suivante,
on voit qu'au pas 2 on peut &liminer soit
la 2 soit Ta 3 mais si on choisit Ta 2
on ne reconstitue pas aussi bien la 1
4 que si on choisit la 3.

La méthode classe les variables par variances spécifiques décroissan-
tes, donc ici 2, 3, 1. Mais ce n'est pas forcément en entrant ces variables dans cet
ordre que 1'on recouvre le maximum de variance compléte & un pas donné.
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On voit sur cette figure que si on
sélectionne au pas 2 une variance spé-
cifique associée & une variable assez
liée & celle retenue au pas 1, on recou-
vre moins de variance compiéte que si

on prenait 1 et 5,
Par contre la méthode satisfait ce critére :

recouvrir le maximum de variance compléte pour un nombre fixé de variables. Néanmoins
et surtout dans les premiers pas, on n'a aucune garantie quant & la partie déja recons-
tituée des variables non encore sélectionnées.

C'est ce que vont prendre en compte les méthodes @ a . Si T'on con-
sidére les méthodes Min-Max et » on constate que Ta méthode descendante
commence comme . Par contre, dés Te 2éme pas, elle peut en différer car le maximum
de variance résiduelle aux variables restantes ‘peut provenir d'une des variables déja
éliminées que ne considérera pas. (Ceci est difficile & représenter sur le diagram-
me car il faut considérer 4 variables et les résidus de tous les couples, vis-a-vis du
couple restant, ce qui est impossible & représenter dans Te plan).

De son cOté, i1 y a une analogie entre et . ~dans leur souci d'in-
tercepter le maximum de variance compléte. I1 y a cependant une différence dés le ler
pas car choisit Ta variable de plus grande variance spécifique, alors que
cherche au contraire une variable plus "centrale" (qui reconstitue bien Tes autres).
Ensuite, introduit la variable associée a la variance résiduelle maximale, alors
que introduit ceTle qui minimisera la variance résiduelle maximale.

On notera aussi les différences entre :

- Si on élimine 1 variable, c'est celle qui est Ta mieux reconstituée par
1'ensemble des autres (A2 ou A5)

- Si on n'en conserve qu'une, c'est celle qui reconstitue le mieux chacune
des autres (A7). Dans un cas, on &limine Tes plus expliquées, et dans 1'autre on sélec-
tionne les plus explicatives et non pas Tes moins expliquées (A4).

On a dans un cas un critére de variance expliquée, (qualité d'une projec-
tion orthogonale) et dans 1'autre un critére de pouvoir explicatif (capacité de repro-
duire T'espace initial).

@ Une derniére remarque concerne le choix de critéres fondés sur la
moyenne ou le minimum. I1 est évident, par exemple dans les méthodes ascendantes que
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le critére de la moyenne est sensible aux effets de taille : s'il existe un sous-ensemble
assez fortement intercorrelé, c'est-d-dire une variable répétée plusieurs fois, elle pren-
dra un poids plus grand dans ce critére moyen que pour le minimum.

Par exemple sélectionnera plutét Xz, qui maximise 1'explication de Xf)
tandis que sera sensible au cumul des résidus de X" s XS et XG .

Le critére moyen travaille en fait sur la variance totale et dans R
on cherche effectivement la variable qui intercepte le plus de variance totale au pre-
mier pas. On a donc tendance i préserver les effets de taille. Par contre dans la méthode
descendante, c'est 1'inverse : un ensemble de variables trés liées se verra rapidement
décimé.

@ On supposera connus les principes de 1'analyse canonique entre 2 ensem-
bles de variables Z et Zd’ On en trouvera un exposé détaillé dans COOLEY et LOHNES
(1971) et dans LEBART et FENELON (1973), et un résumé succinct en annexe (dont on reprend
Tes notations).

Notion de redondance

S T'on revient sur la notion de variance totale vue i la fin du paragraphe
précédent (III.2.1) on constate que : »

var. totale de Z4 = P4 = trace de F\DM

Or Te facteur XVR explique, ou extrait une proportion

< .
71,3%544 de Ta variance de %44 (_ ’1)

Qh’%"é de la variance de 5’% (=4>

etc...
Donc i1 extrait une variance :
72,8 he i ?Z,e . +-_-----7’Lé? = be
Koom + R, LY e X%
dans 1'ensemble Z , , soit encore : £ 3

bx@ = 5@4 X 5@(4

ol ‘%4 représente la "structure", ou Te vecteur des corrélations du facteur Xg\, a\i,ec
les variables de Z,L. Notons qu'il faut distinguer la variance du facteur (ici TXQ= 1,
comme 0“7,% d'a1'Heurs)) de la variance extraite, ou expliquée par le facteur b‘gxq?.
De méme, dans Z& » 1e facteur correspondant 7’% extrait une variance :
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Mais jusqu'a présent, on a défini d'une part la variance extraite par un
facteur quelconque X* de Z4 et par 'le facteur 7« associé dans Ze , et d'autre
part le kéme coefficient de corrélation canonique =3 Rc;

On définit alors Ta redondance de 1'ensemble 1 par rapport & 1'ensemble 2

au niveau du facteur k :

<
Si Dy % = variance extraite par le facteur Q‘( dans Z 4
beyqq = variance extraite par le facteur 9? dans Z‘g

alors on peut appeler :

RDy,

<
b X& F\Dca;k

4
la redondance du facteur X& par rapport a ng , c'est-a-dire Ta part de la variance
de Z,1 , extraite par X‘k » qui est en plus expliquée par qu . Mais comme 7/@ est
un facteur orthogonal dans Ze et qu'aucun des autres facteurs orthogonaux & 7/@ dans
Zé n'est correlé a X@ » on peut aussi bien dire que c'est, dans la part de variance
que Xq? extrait de Z¢ » la proportion qui est expliquée non seulement par ?’gr mais
par 1'ensemble 2z, tout entier.

En effet :

Proportion de variance extraite par Xq?
et expliquée par Ze ={%’«1'EN —-~-7§¢&} =

Proportion de variance extraite par Xg et expliquée par Z//L

+ Proportion de variance extraite par Xg et expliquée par M

Or 7Z,< Xq(,yg> =0 sauf 2(X%,7&)= F\Dc,%
Donc pour résumer : £
- Variance extraite par X & —s Sxg = S %4 ,‘5%

= Proportion de variance de Z4 baxqe
extraite par X & > P,

= Proportion de variance de Z4

extraite par X & 2
5
et expliquée par Zr.’. — —%ﬁ x \:?cq‘ = RDX(\‘
A

On remarquera que 1'on peut appliquer 1a méme démarche & 7’@ et 1'on
d
)
Dy, = 2pb  Rey # RDyg
2

Donc ces 2 coefficients différent, parce que les facteurs peuvent extraire

trouvera:

des variances différentes, qui représentent elles-mémes des proportions différentes de
la variance totale de leur ensemble respectif Z“ ou Ze
Et on peut enfin définir la redondance totale de 24 par rapport a Ze

(resp. de Zé par rapport & Z¢ ). .
En effet, la base {X a i Ky e K B& (si Fr = Min (\94 ,ﬁg) )



-175-

étant orthogonale, i1 y a additivité des variances extraites par les facteurs respectifs :

iz
var (Z) = Bom e () o (oo sne i) 2 o5,

et la proportion de variance de ZA expliquée par Ze est :

P K : &
RO = & 22 Reg- é R Dy,

¥
P 4
ame. - _ :Zf:
De méme R Dé/’l - R D)’Qg
(Naturellement, les sommations s'effectuent jusqu'a 5 si » < 4 ).
Ces définitions, proposées pour Ta premiére fois par STEWART et LOVE
(1968), et reprises par COOLEY et LOHNES (1971) ont 1'avantage de mettre en évidence
la dissymétrie de la redondance qui n'apparait pas dans les coefficients de corrélation
canonique.

On peut, sur le croquis, voir que les 2 ensembles Z4 et Zé ont une
variance totale différente et que Teur variance commune représente, par exemple, une
part plus importante de 2—54 que de Z—e .

Toutefois, le but des auteurs précédemment cités &tait surtout de définir
un index, plus approprié que les coefficients chi , de la liaison entre 2 ensembles de
variables. A notre connaissance il n'a pas &té utilisé directement en &limination de
variables. On pourrait pourtant &tre tenté de chercher un sous-ensemble Z,,\ ou E4 de

tel que sa redondance avec Te reste g" EA soit maximale, et 1'é@liminer.

Nous allons voir que ce n'est autre alors que la méthode descendante

@ En effet, si 1'on interpréte notre index de redondance en terme de cor-
rélations multiples, on peut démontrer que la redondance définie pour 1'ensemble Zé
" par exemple, soit F?De/,lest la moyenne des carrés des coefficients de corrélations mul-
tiples obtenus en effectuant la régression de chaque variable de Ze sur toutes celles
de Z—a'

En effet, si on calcule les corrélations de chaque variable de Zg avec
le facteur X& de Z, , on obtient :

fn,éul . i
— 2 4 X & e O _
R%}quz %é: = ZLJT Zev.(ZW.U@- RM.U%
I N e
]dela, X(h' ens. o\cs OES'XQ{
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Or l1a relation qui donne Vq‘ en fonction de uq‘ est :

V@ \:?“.Ug‘ = Res. Ug = ch!x\:\)ee'-v@?
donc : “
_)Z; Xe = Rcw. Red.\/‘k = Rck. 5%&
o7k structure du facteur k dans Z 4
soit, v %Vfé cZ, 72,2%-’)(& = F?c“ ) n%ey Yo

Et Ta corrélation multiple de 5‘? - avec toutes les variables,ou tous les facteurs ortho-
gonaux, de Z4 devient (puisque Tles X@ sont indépendants) :

<
R (24] ™ ¢ 2 ke B R i 2y TR PR e

puisque  Teq = O si &> M (h,i’e)

La moyenne de ces coefficients :

R B & B
A N R’c . ¢ gy
Fe—hzi Moz, = o 324 & % \i’g ?;4 Rk(é%‘ %‘ﬁ’y”")
Wt— — &4
5 . . = S 2" %
- R 2 L2 RD, - RDgy
= B %:4 k

et par suite, la moyenne des carrés des corrélations multiples de chaque variable de Ze
avec toutes celles de Z4 n'est autre que la redondance définie en b) .

On a vu au passage que le fait d'expliquer une variable 5‘! par les va-
riables originales de Z4 ou par des facteurs canoniques revenait au méme. Ceci reste
vrai si on factorise Z., de n'importe quelle maniére, par exemple par une A.C.P.
expliquer ses fac-

De méme, on pourrait factoriser Zd, et chercher &
teurs, compte tenu alors des variances qu'ils extraient respectivement. On vérifierait
alors que Ta redondance est la proportion de la somme des variances des facteurs de Z‘J
expliquées par Z,] (ou ses facteurs). On retrouvera cette notion en I11.2.3.

d) Pour 1'instant, on peut interpréter les méthodes etcomme des
méthodes consistant :

- pour : 3 extraire de € un ensemble E Te plus redondant possible
avec -4 et a 1'éliminer (car en moyenne, 1'explication de £ par
‘@ -£ est maximale)

- pour : & construire un ensemble O tel que Ta redondance de @‘S
avec O soit maximale. ’

Naturellement, i1 est possible d'utiliser des analyses canoniques pas a
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pas pour batir ces ensembles (de méme d'ailleurs que n'importe quelle factorisation)
mais en pratique, il est inutile d'inverser a la fois F?M et RZ@ , et Tes algorithmes

etsont les plus économiques.

C) Les algorithmes présentés jusqu'ici répondent & la question : comment
minimiser les redondances au sein d'un paquet de variables qf?, ou comment extraire,
avec un minimum de variables, le plus d'informations originales possible. Cela nous a
conduit & sélectionner des sous-ensembles tels que toutes les variables qui n'y figurent
plus peuvent étre reconstruites au mieux, a 1'aide de celui-ci.

L'intérét de ces méthodes est de permettre d'éliminer des effets de taille
indésirables dans des mélanges de variables hétérogénes, avant d'effectuer d'autres ana-
lyses. Dans Te cas des réseaux de mesures, il peut permettre de réduire le nombre de
stations en préservant a la fois les informations générales et les anomalies.

Mais certains posent le probléme de maniére trés différente, par exemple
pour Tes réseaux de mesure. Admettant que le réseau complet de F>stations fournit des
résultats trés satisfaisants en A.C.P., on cherche un sous-réseau de Cﬂ stations, dont
1'A.C.P. fournirait des résultats les plus voisins possible de ceux obtenus sur le ré-
seau complet.

@) Le probléme peut encore se poser de diverses maniéres. On appellera
‘, = ?5? Te paquet des ¥ variables initiales, et = e C X 4 le sous-ensemble
de <1 variables.

Une premiére solution consisterait a rechercher Egé}te1 que 1'A.C.P. de
Eﬁe/soit immédiatement superposable 3 celle de 254_, a une homothétie prés. Cela sup-
poserait que les facteurs se correspondent dans Tes 2 analyses : F%(4) serait trés cor-
relé & F?¢§e) \f Qi > et que les valeurs propres associées aux différents fac-
teurs ou les poids de ces facteurs soient dans Te méme ordre ¢ on préserve ainsi les
effets de taille .

Cette approche pose quelques problémes :

- d'abord on ne peut optimiser qu'une variable i la fois, et i1 faut donc
définir un critére global de similarité. I1 a fallu pour cela attendre 1'apparition des
opérateurs d'Escouffier (utilisés par SABATON et BENZECRI , 1977 , deuxiéme méthode)

- d'autre part, le souci de respecter Tes poids des facteurs conduit &
reconstituer d'abord le ler et,s'il est nettement dominant, & introduire plusieurs
variables redondantes avant d'envisager de représenter le 2éme, ce qui semble souvent
paradoxal & T'utilisateur.

- De plus, Tes résultats de 1'A.C.P. de 25,4 ne servent que de vérifica-
tion et ne sont pas utilisés de facon optimale.

En effet, i1 arrive que ce ne soient pas les facteurs eux-mémes que 1'on
souhaite retrouver, mais Tes configurations des points observations. On peut alors
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. y @ D) s .
admettre des rotations entre les FQ? et Fq? . en plus des homothéties précédentes. I1

faut donc étre capable de reconstituer ces facteurs & une transformation linéaire prés 3
ce n'est autre qu'une corrélation muyltiple. '

Matheureusement celle-ci ne peut se faire directement car si on peut juger,
dans 1'A.C.P. de Z, , de la reconstitutiqgn‘ de X, par @e facteurs :

R 4=ZAXW

Xbar'l/F‘l/---F& 3

il n'est pas possible de juger de la reconstitution d'un facteur par plusieurs variables

intercorrelées :
4
ar exemple : K]
oA . 0 72 4 « 7T _ia
R’z A = WFZJ’('\ * Fy i Xe 8 Xa, X ¥, X4 F&/Xc
Py XX PR 5
Ra, X e
De plus, i1 faudrait pondérer la reconstitution du facteur par Sa variance

et donc chercher Za te] que :
(2, . R N e AR Max
+ smee-- x
4% gzeg 2 x Fz-ize} P (ze} z,CZ,
@ Compte tenu de 1a notion de redondance définie en III.2.2, on constate
que la solution consiste & chercher Z& tel que la redondance :

kD soit maximale
Z1lze
avec la partmu]amte qutici Z, C £ A . Cette redc‘;ndance est équivalente & :
A Z >\ R QL) ou A_ Z R
P &4 - (2] P = @4?) {28}

Mais en prenant cette derniére définition, on peut démontrer un resu]tat
supplémentaire. En effet, la corrélation multiple d'une variable ? avec e @ pour
coefficientsde régression le vecteur qu : (4) ! 2
'b ‘Q] = R{@ . 6 , za 3,1‘;: {543)5%

et on obtient donc 1'ensemble des coefficients de regressmn des variables de £, sur

celle de Zy par : | 5(4) {Q} @; Q,;’} - ﬁ‘;a . Ry

Or le coefficient de corrélation multiple d'une variable XK. de 24 avec

[

toutes celles de Z& peut se déduire des coefﬁcients de régression :

q
R G .
Bue2d < 6 B Vg Bk

On peut donc les obtenir globalement en
R
JZE
w4
St
Ré4?.iz¢

La redondance PDz/ze n'en est que la somme et devient ici
4

. {4) N : -
= diagonale B * R)e,‘ = diagonale R4e xRe‘; xF?é'l-
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Trace [ f‘?,‘é, Re;17- Fos ]

et i1 faut trouver Zé qui maximise cette trace.

@ Ceci se rattache a la technique de 1'A.C.P. de Z,1 par rapport & Z‘g
préconisée par RAD (1965) et reprise par ROBERT et ESCOUFIER (1976). Une présentation
élémentaire consiste a dire que, en présence de 2 paquets X e/‘i )’ , On n'analyse
pas X mais la partie de X qui est reconstituée par soit X . Si on appelle R
la matrice de X , RM celle de 7 et R'\é la matrice des corrélations entre X

@ -4
= N _ .
R yowaR /= Yo ()
. v
et 1'analyse de X0 X= R, By? / MRM
se raméne & celle de Ff4e o e—e‘ i R(M qui est une matrice de covariance.

et 7/ on vérifie que :

Or on représente une part d'autant plus importante de la variance de X
que . trace [ R, RN-‘_ RM J est important, ou encori,bon minimise d'autant
plus Ta somme des résidus de X que 1'on maximise la trace de X . s et on re-
trouve bien notre critére quand X et 7 correspondent a Z,‘ et Zg .

ROBERT et ESCOUFIER (1976) utilisent en fait une démarche plus générale
qui définit la distance entre 2 configurations de points X et comme la norme de :

X, x5 - Yo Y F (Hmensions W) — ici” XU XE - R K"

Ils arrivent finalement a définir 27-2/ comme le sous-ensemble qui maximise :
< e
(2 2] /teace[RY) ]

or, RM > matrice associée 3 Z,‘ est une donnée, donc il reste & maximiser :

Al

ou les A,L sont les valeurs propres associées i : ﬁ; -1 —\:? P
S - P g

Or on voit que maximiser 22, P\f est équivalent ici a maximiser 2. P\,; donc Tr [R;.ﬁ“.ﬁ:e]
Cette matrice différe de celle rencontrée précédemment RQ_ W«;"_ ﬁ’M
mais comme Tr[ﬂB] -_—Tr[B,ﬂ] on voit que la technique proposée par ESCOUFIER se
raméne aussi & maximiser Te [ R/\é . P\e:,%ﬁ]: il y a identité entre les diffé-
rentes méthodes.
Rappelons cependant que celle -ci maximise la redondance :

ﬁDD@[Zg avec ZgCﬁ)—_—Z,‘

alors que les méthodes utilisées en III-1 (A6 ou A8, par exemple) maximisent :

RD‘?-Z\»:\Z&
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CHAPITRE IV

APPLICATIONS

IV.1 - Applications a 1'ensemble des variables explicatives des avalanches a Davos

Ces méthodes ont été utilisées par 2 fois pour améliorer les données présu-
mées explicatives.

- Sur le fichier de 1974 (utilisé pour toutes les A.C.P. de la 2&me Partie),
on s'est apercu que certaines variables étaient trés redondantes ou n'étaient jamais appa-
rues dans Tes modéles décisionnels ultérieurs : on a donc voulu récupérer la place dispo-
nible pour introduire de nouvelles variables susceptibles d'apporter de nouvelles infor-
mations (d'ol le fichier de 1976).

- Sur ce fichier de 50 variables, 1'analyse en C.P. avait mis en évidence
des effets de taille importants qui risquaient de biaiser les classifications ou plutédt
les aggrégations, que nous voulions faire dans 1'espace des variables principales. Les
renormer d& 1.0 était discutable dans la mesure oll Tes derniers facteurs, difficilement
interprétables et peut-étre peu significatifs prenaient alors un poids énorme.

On a donc préféré utiliser des facteurs normés a leur valeur propre A
mais calculés sur un ensemble de variables plus réduit et dont Tes principales redondan-

ces auraient été enlevées.

Celui-ci a déja été évoqué dans la 2é&me partie, maié le choix final provient
du recoupement entre les diverses méthodes suivantes :

a) nombre de facteurs nécessaires pour que toutes les variables soient cor-
rectement représentées : 10 & 20 facteurs selon le seuil choisi

b) position du facteur associé a une variable indépendante générée (dont la
valeur propre associée est,pour 1'échantillon qui nous intéresse, voisine de 0.8) : 15 &
18 (mais généralement 16). Notons cependant que la variable a été générée sans autocorré-
lation, or cette autocorrélation aurait eu pour effet d'élever son rang (autour de 18 ou
20)

c) perturbations des matrices de corrélations : les différentes simulations
donnent des spectres trés voisins entre eux (compte tenu de la taille élevée de 1'échan-
tillon et de 1'absence d'autocorrélation) (Fig.III-1 c et III-1 d). Ceux-ci recoupent Te
spectre initial vers la valeur propre de rang 11 et la faible fluctuation d'échantillon-
nage des spectres dépourvus de corrélation montre que le spectre initial est trés signi-
ficatif au moins jusqu'a la valeur 10, c'est-a-dire que les valeurs propres sont signi-
ficativement supérieures d& 1.0. Par contre, cela ne nous indique rien quant aux éventuel-
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les variables indépendantes, c‘est-a-dire aux facteurs de valeurs propres voisines de 1.

d) La décroissance relative des valeurs propres reste & peu prés constante
(ou le diagramme Log R;} en fonction de 4L reste lindaire ) entre les facteurs
10 ou 11 et 18, et surtout entre 19 et 30 ou 35. I1 est donc raisonnable de placer la
coupure soit vers 18,soit vers 30 ou 35,mais alors dans ce dernier cas les valeurs propres
associées tombent entre 0.7 et 0.3 et ne peuvent plus étre considérées comme estimant 1.0.

En conclusion, on considérera qu'il y a entre 10 et 18 facteurs significa-
tifs, les 7 ou 8 derniers étant associés & des facteurs de valeurs propres voisines de 1.
I1s ne correspondent cependant pas a des variables initiales bien individualisées et leurs
pondérations se dispersent en général sur plusieurs d'entre elles, ce qui les rend diffi-
ciles & interpréter.

I1 est cependant évident, méme en admettant que chaque facteur retenu soit
associé a 2 phénoménes physiques antagonistes qu'il y a beaucoup trop de variables et
qu'il faut en garder entre 10 au minimum et 30 & 35 au maximum.

IV.1.2. Elimination des redondances¢Méthodes fondées suf les A.C.P.

ou les notions de distances

(82 et (%)

On donne dans le tableau VI Tes résultats pour 1'analyse du bimestre

C) Méthodes fondées sur Tes liaisons avec les facteurs principaux

Janvier-Février, d'une part sur 1'échantillon complet, d'autre part sur le seul échan-
tillon des journées avalancheuses. Pour chacun des facteurs (sauf le 50éme, numérique-
ment indéterminé) on trouvera le n° et le coefficient de corrélation de 1a variable la
mieux associée au facteur.

On peut constater :

1 - Une fluctuation importante entre les 2 échantillons, ce qui peut s'ex-
pliquer car 1'échantillon avalanche n'est pas tiré au hasard.

2 — Une incertitude quant & Ta variable & associer au facteur: I1 y en a
parfois 2 ou 3 qui ont des coefficients de corrélation trés proches.

3 ~ La faible valeur de ces coefficients dés que 1'on s'eéloigne des pre-
miers facteurs.

4 - Des ambiguités entre la méthode et puisque la variable 2 ,
qui sort sur les facteurs 1 et 45, devrait donc &tre Ta premiére sélectionnée dans
et 1'une des premiéres éliminées dans !

De toutes facon la méthode repose sur des liaisons
assez peu significatives entre variables et derniers facteurs, et si le rang de la matri-
ce est inférieur & P , les derniers facteurs n'ont méme aucune signification. Or si on
veut &liminer des redondances, donc s'il y en a beaucoup, il est & craindre que cela se
produise.

La méthode est plus satisfaisante quand on ne considére pas trop de
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TABLEAU VI

Bimestre Janvier-Février

Echantillon complet Echantillon des journées avalancheuses
Facteur n° Variab]ej f(\fﬁ' Fa) Variable 5 V fV%/FF)
B 1 2 (5) .80 5 75
2 43 (16) .75 16 .82
3 31 (27) .52 39 .60
4 49 .56 49 .78
5 47 .67 28 .46
6 37 .54 45 .55
7 50 (31) .47 4 .44
8 38 .36 46 .39
9 24 .60 35 .42
10 26 .47 22 .51
11 4 .35 1 (15) . .43
12 35 .37 . 7 .44
13 7 .40 35 .41
14 35 .33 42 .43
15 7 .37 7 .59
16 7 .56 4 .32
17 11 .33 8 .48
18 33 .34 11 .43
19 3 .56 39 .33
20 26 (35) .29 36 .36
21 48 .41 3 .35
22 11 .22 , 10 .23
23 31 .29 45 .24
24 4 .24 22 .22
25 6 .22 6 .28
26 45 .31 48 .19
27 34 .23 9 .21
28 25 .22 13 .17
29 9 .24 33 .16
30 41 .17 39 .15
31 3 .19 32 .17
32 38 .23 6 .17
33 6 .16 41 .18
34 17 .19 17 .14
35 42 .19 25 .16
36 10 .22 25 .12
37 a8 .15 a2 16
38 5 .12 : 23 .12
39 29 .16 5 .13
40 5 .14 18 .15
41 28 .18 5 .08
42 30 .18 30 .08
43 46 (43) .13 30 .08
44 27 .14 2 .09
45 2 11 43 .06
46 44 .09 16 .07
47 16 .09 44 .07
48 19 .07 19 .08
49 19 .07 49 .06

w
o
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facteurs, mais le probléme des ambiguités entre variables se pose. Sur 1'échantillon
complet, les liaisons dominantes avec le facteur 1 sont :

N° variable : 1 2 5 6 23 36 41
Corrélation : 776 .799 .795 .639 .666 -.691 .688

ce qui définit un axe de précipitation (1, 2, 5, 23) et de vent (6, 41) opposé au beau
temps stable (36). IT peut étre excessif de Te caractériser par la seule variable 2
(neige fraiche du jour) alors qu'il y a manifestement une notion d'inertie (variables 5
23, 36 et 41). D'autre part ces variables ont entre elles des Tiaisons parfois faibles
n(2,5) = .755 % (5,41) = 631

Et dans le cas d'axes représentant des influences antagonistes, i1 vau~
drait mieux le caractériser par 2 variables (5,36), voire 3 (5, 36, 41). On pourrait
méme envisager des rotations orthogonales des facteurs qui maximiserait les liaisons
fortes au dépens des plus faibles et fourniraient ainsi des groupements, associés aux
facteurs 1, 2, ... Mais c'est en fait ce que font les méthodes suivantes.

Méthodes_fondées sur des notions de distances
La méthode (:) utilisant le procédé Iphigénie, proche du "single-Tinkage
clustering"” présente le triple avantage de ne pas faire de moyenne sur les coefficients
de corrélation, de n'utiliser que Teur valeur absolue et de disposer d'un critére d'arrét
"objectif". Ses résultats sont donc & considérer avec attention :
- On constate une bonne stabilité entre 1'échantillon complet et celui
des seules journées avalancheuses.
- Les groupes sont assez faciles & interpréter, méme s'ils mélangent par-
fois diverses influences.
- 1T est trés curieux de voir que le nombre de groupes obtenus au moment
de 1'arrét est trés proche du nombre de facteurs présumés explicatifs
que nous avons laborieusement cherché & déterminer dans le paragraphe
Iv.1.1.
On a ensuite élaboré un systéme de formes fortes (au sens de DIDAY, cf
Véme Partie) qui détermine les paquets de variables qui sont toujours apparues ensemble
dans les analyses :
Janvier-Février Toutes journées : 17 groupes

222 formes
Journées avalancheuses: 18 groupes—7

Mars - Avril Toutes Jjournées 16 groupes < 29 formes
. 24 formes

Journées avalancheuses 22 groupes —7
Comme certaines formes semblent devoir étre caractérisées par plus d'une

variable, on arrive 3 un total de 35 variables environ.

La méthode <:> de "average-Tinkage" conduit a des résultats trés voisins.
Le seuil de 0.4 comme critére d'arrét conduit 3 des classifications en 16

a 20 groupes trés comparables & ceux fournis par(::) Mais 1'intersection des résultats
des 2 méthodes conduirait & 33 groupes.
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Aval. seules
1 2 3 4 5 6 7 8
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14 18 29 48 . 31
38 19

15 37
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Toutes Journées confondues

1 2 3 4 5 3 7 8 9 10 11 12 13 14 15 15
14 50 13 46 4 28 26 3 3 24 20 6§ 33 31 7 40
12 49 17 44 27 25 18 11 32 39
16 43 45 29 21 9
38 23 19
15 30 37
47 2 36
43 . 1 . 22

5
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Janvier-Féyrier G;D Iphigénie
Aval. seules
1 2 3 4 5 3 7 8 g 10 1
14 5¢ 48 35 2 40 38 36 25 32 25
12 43 17 1 24 4
16 21 13 5
43 19 34
47 20 ' 28
46 18 27
44 37 30
45 29
23
41
10
3
42
Toutes journées confondues
1 2 3 4 5 3 7 8 9 1o 11
14 46 34 35 32 22 50 13 39 15 25
12 44 2 4 20 49 17 9 38
16 45 1 . 18 48 40
43 5 21
47 30 37
29 19
23 36
41
10
42
3
27
28
8

12

31
33

n

13

31

14
2z

14
33

15

15
25

16
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16
24

17

11

17

Avalanches seules
1 2 3 4 5 6 7

1 4 6 7 8 9 10
2 32 u 39 41
5 40 42
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Toutes journes confondues
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1 4 6 7.8 5 10
2 32 11 50 41
5 39 42
34
3
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1 2 3 4 5 & 7

1 3 4 7 9 10 12
2 32 39 41 16
5 31 40 42 14
30 15
34 . 38
23 43
8 47
6
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Youtes Journées confondues

1 2 3 4 5 6 7

1 3 4 6 7 8 9
2 31 1 39
5 32 40

8 9 10 11 12
12 15 18 22 23
14 38 20 37 29

16 18 30
13 21 27
17 28
48 36

8 9 10 11 12
12 13 15 18 19
14 17 38 20 37

16 48 21 22
43 36
47

Mars - Avril (:2)

8 9 10 11 12
13 18 22 24 26
17 21 25
48 20

19
37
36

10 12 13 18 19
41 14 17 20 37
42 16 48 21 22

15 36

38

43

47

Janvier - Février {C@

13
24
25

13
23
29
30
27
28

12
27
28
29

13
23
30
27
28

]

14
26

14
24
25

14
33
35

15
31
33

15
26

15
24
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16
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49
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IV.1.3. Méthodes fondées sur des notions de variances

A 1'époque ol T1'étude a été faite, 1'ensemble des méthodes décrites au
chapitre III n'était pas disponible (parmi les méthodes A5 a ‘A8 seule A6 comportait
un programme, mais trés peu performant)

Methodes fondées sur les corrélations multiples

La méthode propose d'éliminer un certain nombre de variables. Pour
chaque échantillon, nous donnons les 20 premiéres variables & &liminer. On constate :

- une bonne stabilité selon que 1'on prend 1'échantillon avalancheux ou
1'ensemble des journées

- si 1'on compare aux groupements établis par Tes méthodes (:) et <:>,
que cela revient a éliminer des variables dans les groupes & forts effectifs

- que méme aprés &limination de 20 variables les corrélations multiples
restent encore élevées au sein du paquet restant et en particulier dans 1'échantillon
avalancheux (non aléatoire). Si 1'on ajoute & cela que les variables & é&liminer ont,
dans les premiers pas, des corrélations fortes et trés voisines, on voit que ces effets
d'échantillonnages (échantillons non aléatoires et de taille réduite) modifient Tles
choix effectués sur 1'é&chantillon complet tant en Janvier-Février qu'en Mars-Avril.

- Par contre, si on compare,au pas 20,les variables a &liminer pour les
échantillons complets de Janvier-Février et de Mars-Avril, ils ne différent que par 3

variables, dont 2 sont en fait trés voisines (36 et 38, 49 et 50).

Tableau VII
Corrél.

. mult. max.
Pas n°®...c..............01 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 au pas 21

Avalanches
Janvier | seules 1249 19 27 16 44 2 43 3018 517 29 14 41 25 1 37 10 21 .737

Février | Toutes
journdes 14 12 19 49 2 44 43 27 30 18 5 36 29 16 17 10 20 1 41 37 .801

Avalanches
Mars seules 16 14 50 19 43 27 18 538 2 12 37 41 30 29 17 10 20 32 36 .829

Avril Toutes
journdes 1450 12 43 1927 21829 16 538 30 41 37 17 20 10 44 31 .788
Méthode QI? - Minimisation des corrélations multiples maximales.
Variables & éliminer

La méthode GEB fondée sur la corrélation multiple minimale est sensible-
ment plus stable d'un échantillon a 1'autre {toutes journées, ou journées avalancheuses).
En effet 1'ordre des coefficients de corrélations multiples les plus faibles est moins
affecté par 1'échantillonnage que celui des plus forts (cas de ). On constate aus~-
si qu'elle sélectionne & peu prés les variables dans les groupes formés par les méthodes
utilisant des distances (Tableau VIII).
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Tableau VIII

Janvier-Février

Avalanches
seules

7
15
41
50
45
33
22
36
35
47
13
26

4
11

9
34
24

20
48
29
38
31
46
42
39
32

19
40

10
28
25

Toutes
Jjournées

7
22
9
35
34
46
38
13
28
26
24
11
4
47
33
21
48
50
42
3
25
8
23
45
31
15
39
32
40
6
37
10
1
20
17

seules

3
50
46
48
24
28
47
26
39

7
35

4
11
42
45
13
22
21
33
40

8
25
34
15

23

31
44
36
32
20
10
17

Mars-Avril

AvaTlanches

Toutes
Jjournées

26
46
17
25
22
40

8

35
29

42
45
49
11
15
21
33
34
39
47
32
36

24
48

44
31
10
23
20
13
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C'est encore plus vrai de la méthode utilisant Ta variance partielle
résiduelle. Si elle n'est que globalement stable quand on considére les 30 premiéres va-
riables sélectionnées, on constate que chacun des groupes issus de C4 ou C2 contri-
bue pour une variable et une seule jusqu'd un rang trés avancé (~ 20). Cela conforte
d'ailleurs 1'intérét de ces 2 méthodes.

Une derniére remarque qu'autorise provient des variances résiduelles
calculées & chaque pas : l

Pour que toutes les variables, méme non sélectionnées, soient représentées

60% i1 faut sélectionner —s 30 variables en

et seulement 15 facteurs en A.C.P,.
80% i1 faut sélectionner —s 40 variables en

et seulement 20 facteurs en A.C.P.

@ Mézhgdgs_fgngégs_sy_rj_gs_c_qrﬁélaygni canoniques

On donne les résultats de la méthode dans le tableau suivant. Compte
tenu du colt de la méthode & 1'époque, on s'était contentéd d'une quinzaine de pas.

Comme pour la méthode on constate que les redondances les plus fortes
sont souvent assez voisines, ce qui induit des fluctuations selon les &chantillons.

On notera que les premiéres variables éliminées sont analogues, pour
Mars-Avril, & celle éliminées par . C'est un peu moins vrai pour Janvier-Février.

Note - La premiére variable éliminée devrait &tre la méme par et
puisqu'au pas 1, se réduit a une corrélation muitiple. Mais 1'inversion de la ma-
trice dans les premiers pas peut &tre difficile et nous avons parfois di éliminer manuel-
Tement une des variables pour pouvoir démarrer T'algorithme d'ol ces anomalies. (Ces
variables forcées sont soulignées dans les tabTeaux).

TABLEAU IX
Pasn® ........1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Avalanches
Janvier | seules 12 49 19 44 16 27 2 30 43 18 5 17 29 25 41 (36)

Février | Toutes
journées 12 16 19 49 2 44 43 27 30 18 5 36 10 17 29 (41)

Avalanches
Mars seules 14 50 19 16 43 27 5 18 38 2 41 30 29 36 12 (17)

Avril | Toutes
journées 14 50 12 43 19 27 2 18 29 5 38 41 17 30 36 (16)

Méthode - Variables a éliminer

Iv.1.4. Conclusion

En fait,les variables ont été choisies, au vu de ces diverses méthodes,
de fagon & ce que les plus indépendantes apparaissent, les paquets indépendants étant
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8 LOSN‘
a) et ¢) Distribution des valeurs propres en logarithme
N b) et d) Pourcentages de variance respectifs extraits par les 187 facteurs.
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FIGURE III - 11 : Comparaison des A.C.P. des données de DAVOS avec 1'ensemble

complet de 50 variables et 1'ensemble ré&duit de 35 variables:



-189-

représentés par 1 variable au moins et 2 s'ils contiennent des influences qui s'opposent.
De plus certaines considérations de cohérence ou des connaissances physiques sur les phé-
noménes nous ont conduit a forcer certaines variables, d'ol le sous-ensemble reteny:

1 3 4 6 8 9 10 11 12 13 20 21 22 23 24 25 26
28 31 32 33 34 35 37 38 39 40 41 42 44 45 46 47 48

+ 49 (Mars-Avril) ou 50 (Janvier-Février)
=== s0it 35 variables au total.

On donne, pour les échantillons des journées avalancheuses de Janvier-
Février et Mars-Avril, les nouvelles distributions de valeurs propres obtenues par
analyse de la matrice des 35 variables.

On constate (figure III-11 a et c) que Tes pourcentages d'inertie expli-
qués par les premiers axes sont plus faibles au début (abaissement des valeurs propres
des. premiers facteurs) et plus forts & la fin.

Note : On a comparé les pourcentages d'inertie sur Tes 35 variables avec
ceux sur Tes 50 variables. En fait pour ces derniéres, il aurait vallu porter Te rapport
des valeurs non pas & 1'inertie totale (50) mais & 1'inertie expliquée par Tes 35 pre-
miers facteurs, soit :

Janvier-Février : 49.23 Mars-Avril : 49.29
Cela aurait encore 1&gérement é&carté vers le haut les courbes assocides i 50 variables
dans les figures b et d). . Y

On donne aussi les distributions sous la forme Qoadw 400 ZT?‘: ,00 Z A
vaut 35 ou 50 selon les cas (fig.1l b et d). On voit 13 encore que la pente (en loga-
rithme) donc la décroissance du spectre est moindre avec 35 variables qu'avec 50.

Pourtant, on peut s'étonner de 1'allure encore fortement décroissante de
ce spectre, aprés élimination partielle des redondances. I1 faut cependant se rappeler
(cf Illéme Partie I.1.2) que la faible taille de 1'échantillon conduit & des spectres de
plus en plus exponentiels, méme pour des variables théoriquement indépendantes. On a
porté, a titre d'exemple, dans la figure III-11-c , la distribution obtenue avec 30
variables indépendantes et 100 observations. (Idéalement, i1 aurait fallu faire des
simulations avec 35 variables et environ autant d'observations que de journées avalan-
cheuses ==> ~v 150). On voit que 1'on est loin de 1'horizontale de QO%LJOO“ é%_=.

On dispose donc désormais d'un ensemble de 35 variables, dont les redon-
dances les plus marquantes ont été enlevées, et qui comporte environ 15 & 17 facteurs
significatifs. Ceci sera utilisé dans la Véme Partie.

IV.2 - Applications & 1'optimisation de réseaux pluviométriques

Cette recherche s'est faite sur 1'analyse du tableau des données brutes
des épisodes. Le spectre est trés caractéristique de ces données, avec un premier facteur



-190-

’////, Spectre réel complet

\‘~~,\Spectre quand tout 1'ensemble

-~

est aléatoire

(N

Spectre artificiel : Chaque %;est simulé

en supposant les Aﬂ 0 <i significatifs.

FIGURE III - 12 : Spectre de 1'A.C.P. de 73 stations sur les

données et recherche des facteurs significatifs.
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qui représente 60% de la variance, essentiellement & cause de la variabilité interépisodes
(cf IVeme Partie). v

L'application brutale de la régle de KAISER conduirait dans ce cas & 7 ou

8 facteurs. On constate aussi que le spectre h@)(Fig.III—lZ) se comporte comme Ta juxta-
position de 2 exponentielles (k = 1 & 8, puis k > 9) ce qui dans le diagramme en Log,
produit une cassure au niveau k = 9, ,

On donne aussi une courbe A qui n'est pas un spectre, obtenue par simula-

tion en effectuant :
k=1 Toutes les variables sont brassées aléatoirement =—3 ;\; lére valeur
propre si la matrice de corrélation &tait aléatoire.
k =2 Comme ?\4:$>>\; , on accepte que le ler facteur soit significatif,
et on brasse les résidus au ler facteur, puis on calcule la 2&me valeur
propre A;(la lére étant 54 ) de cette matrice.
k=3 Si P\e DAY » on fait de méme a partir du 3éme facteur...

On constate alors que :

- la régle de LEBART et FENELON est trop pessimiste car on ne garderait
que 4 facteurs ,

- Jjusqu'au facteur k = 8, les valeurs @ k.4 différent selon que 1'on
considére que ?\% est significatif ou non. Par contre, les ?\;k et ?\,q? se confondent
pratiquement a partir de k = 9, ce qui signifie que les A\ &voluent de la méme maniére
que les valeurs propres d'une matrice aléatoire (& 1'exception de ses 8 premiers fac-
teurs)

- 51 on porte de part et d'autre de la valeur AL son intervalle de con-
fiance (dans 1'hypothése des matrices de variance-covariance et pour N grand, ce qui
n'est pas le cas ici) soit Q; = N4 o+ N 203, \/ﬁ%}if on constate qu'ils se recouvrent
partiellement & partir de k = 9 ou 10. Mais en fait, le hi
possible pour 1'échantillon considéré et i1 faudrait prendre en compte leur dispersion
plutdét en découpant 1‘'échantillon.

obtenu est le maximum

- Neéanmoins, Ta régle de KAISER donne une valeur trés cohérente avec les
techniques plus sophistiquées.

Par contre, i1 est dangereux de vouloir résumer un réseau comportant 8
a 10 facteurs significatifs par 10 stations seulement sur 73. L'analyse du graphique
Qog 100 EL en fonction de k met en évidence outre la cassure au niveau 9, une autre

vers Tle nivéau 20 & 24 puis une perte de signification vers kA, 43.

Remarque importante - Notre but était de tester ces méthodes entre elles
et Teur sensibilité selon les données utilisées, c'est-a-dire :

I- La matrice de corrélations des valeurs mensuelles d'Octobre et Novembre
de 1961 a 1972 (fournie par M. D. DUBAND).

2-Lla matrice de corrélation des valeurs radicalisées des 84 épisodes.
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L'intersection des 2 tableaux nous a donc 1imité & 58 stations seulement
avec la numérotation suivante (Figure I1I1I-13).
- L'application de la méthode (:) se heurte cette fois au probléme de
1'effet de chaine qui nous conduit & un groupe dominant entouré de stations plus ou

moins atomisées (Figure I1I-14-a)-

Pour Tes épisodes par exemple, on trouve un groupe de 30 stations dont
certaines, comme la 24 et Ta 56 ne sont correlées qu'a .27 ! Ceci est absolument inac-
ceptable pour les réseaux.

= La méthode <:> fournit des résultats acceptables en dépit d'un critére
d'arrét assez empirique. En utilisant pour distance la valeur absolue de la corrélation
on constate que le critére reste assez longtemps élevé,puis se met & décroitre rapide-
ment. Cela se produit au niveau de 13 groupes pour Tes épisodes,et de 19 & 20 groupes
pour Tes données mensuelles. De plus, on constate une certaine différence entre les 2
classifications,un peu plus erratique en valeurs mensuelles( cf. Figure III -15).
= La méthode (:) présente un certain nombre d'avantages. Le probléme de
T'arrét est encore résolu empiriquement en regardant évoluer le critére d'aggrégation
(fig. III-14) mais celui-ci correspond effectivement au plus faible coefficient de
corrélation existant au sein des groupes pour le niveau choisi. Cette &volution présen-
te en général une ou plusieurs cassures nettes:
- au niveau 20 groupes pour les données mensuelles
- au niveau 33 ou 22 groupes pour les épisodes.
Si on accepte, par exemple, 22 groupes pour les épisodes, leurs compacités
respectives font preuve d'une bonne homogénéité :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
.851  .873 1.0 .848  .902  .843 .918 .887 .845 1.0 .859

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
.847  .873 .933 .929  .849 .879 .908 .908 1.0 1.0 .903

On notera aussi une chute en degcd de 13 groupes mais le critére est déja
un peu faible.

Ici aussi, Tes groupes différent assez sensiblement selon que 1'on prend
les données par mois ou par épisode.

IV.2.3. Méthodes utilisant Tes variances

Au niveau des méthodes, on constate un certain nombre de propriétés un
peu inattendues (cf figure III-16)

C) Si on regarde les méthodes qui prétendent minimiser le résidu maximal,
on constate que la méthode descendante est sensiblement meilleure que Ta méthode
ascendante . En effet si on veut se limiter & 10% de variance résiduelle maximum
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FIGURE TII - 15
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(non expliquée) i1 suffit de prendre 20 variables (partant de 58) dans contre 25
(partant de 0) dans @ pour les épisodes,et 15 danscontre 20 dans@ pour les don-
nées mensuelles. Cela semble privilégier les méthodes descendantes tant que 1'on garde
plus de 4 ou 5 variables.

Les temps de calcul sont, eux, comparables si on effectue le balayage

complet de toutes Tes variables.

b) La méthode » beaucoup plus rapide que ou ‘ dans la mesure

ol elle ne prend plus en compte les variables précédemment &liminées, fournit sensible-
ment les mémes variables que la méthode m1'n1'max

(Sur Tes épisodes, i1 faut attendre le 22éme pas pour déceler une diffé-
rence). Cela signifie que 1a reconstitution minimale est en général obtenue pour la

derniére variable &Timinée.

La similitude est moins bonne entre et car prend en compte

Néanmoins, la méthode appliquée & un réseau est assez satisfaisante
et Te risque de voir un résidu croitre brusquement, quand on enléve une variable,est
assez faible tant que le nombre de variables restantes est raisonnable. _

@ La supériorité théorique des méthodes minimax, qui garantissent le
résidu maximal, n'est pas évidente pratiquement. En effet, bien que les méthodes
et minimisent Te résidu moyen, on peut aussi considérer, dans cette moyenne (Fig.
I1I-16 a et c¢) quel est Te plus grand. On consfate alors que le résidu maximal de ,
sauf pour les premiéres variables entrées est parfois et méme souvent inférieur au
résidu maximal minimisé parpour Te méme pas ! (& partir de la 12é&me variable).

La comparaison entreet est beaucoup moins nette, puisque le résidu
maximal den'est inférieur & celui de qu'a 2 ou 3 pas seulement.

Ceci est d0 au caractére sous-optimal des méthodes pas a pas. Par exemple,
au ler pas, le résidu maximal deest certes inférieur a celui de mais ensuite ce
n'est plus forcément vrai car les variables sélectionnées par les 2 méthodes différent.

une moyenne.

@ Toujours au niveau des méthodes, i1 faut noter les problémes numériques
qui peuvent apparaitre. Les méthodes descendantes,qui nécessitent 1'inversion préalable
de la matrice,ont parfois des difficultés & démarrer. Mais surtout, compte tenu des
fortes intercorrélations, les premiéres variables &1iminées sont assez instables et
peuvent &tre différentes pour de faibles perturbations numériques. Par exemple, si 1'on
apph’que@etsur les mémes matrices de corrélation tronquées a 3 décimales au lieu
de 4, on constate des modifications.

Sur le plan de notre réseau proprement dit, on peut constater (Fig. III - 17
a,b,c,et d) que :

Pour Tes méthodes ascendantes et celle qui minimise Te résidu
maximal semble plus erratique dans Te choix des stations. Par contre choisit d'abord
une station centrale, Ta 32 puis balaie assez méthodiquement Te pourtour du réseau (il
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FIGURE III - 16 : Variance résiduelle maximale ou moyenne ( en %

a ) valeurs maximales sur les épisodes .
b ) valeurs moyennes sur les &pisodes .
c ) valeurs maxi en données mensuelles

( méthodes ascendantes seulement ).
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Variables non encore eliminées

par(au pas 20).

Variables non encore &liminées

par(au pas 20).

Variables selectionnées par

Variables selectionnées par

FIGURE III - 17 : Choix des 20 premiéres stations & retenir par A5 , A6 , A7 , et AS.

({ on a joint les variables dans 1'ordre de leur rang de sortie ) .
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faut attendre 1e 1l&me pas pour revenir au centre). A 1'1’nverse,‘donne un résultat
final beaucoup moins bien réparti avec des groupes de stations un peu trop proches.

Les méthodes descendanteset présentent Ta méme caractéristi-
que : meilleure répartition par . On constate aussi qu'elles &liminent en dernier
les stations situées en bordure du réseau. Cela peut s'interpréter si on admet que 1'on
a un processus de nature Markovienne car alors, sur les bords, on ne dispose d'infor-
mation que d'un seul c6té. Leur reconstitution est donc moins bonne et i1 faut les gar-
der, car elles expliquent bien Tes autres, mais sont mal expliquées par elles.

On constate que les répartitions obtenues par et sont trés
voisines avec méme une meilleure distribution pour (supérieure en reconstitution
d partir de 22 variables).

Le choix du nombre de variables peut se faire en se fixant un pour-
centage de variance & reconstituer.

Si on choisit 90%, i1 faut 13 variables parou {critére moyen) et
20 a 24 parou (critére minimal). On constate que cela rejoint le nombre de grou-
pes retenus précédemment. Si enfin on plaque Tes résultats de@ sur ceux de on
constate que revient pratiquement & choisir une station pour chaque groupe proposé
par‘<:>d'oﬂ une trés bonne cohérence.

Enfin tous les résultats ci-dessus correspondent aux données par
épisodes. L'utilisation des données mensuelles modifie sensiblement Tes résultats. Les
corrélations étant encore plus élevées, les méthodes descendantes ont toutes des pro-
blémes de démarrage (i1 faut é@liminer manuellement jusqu'd 15 variables). De plus, les
choix se font sur des différences de variance expliquées trés ténues et sont probable-
ment moins stables. Par exemple, le réseau de 20 stations obtenu paren valeurs men-
suelles est moins satisfaisant que celui obtenu en valeurs d'épisodes .

IT importe donc de bien choisir au départ la variable de travail (proba-
blement le pas de temps le plus fin & utiliser ensuite).

D'autre part, i1 faut noter que 1'on a considéré Ta variance expliquée
de variables centrées réduites. I1 resterait & voir s'il ne vaudrait pas mieux travail-
ler en variance vraie.

1V.2.4. Conclusions

L'optimisation des réseaux se présente en pratique de maniére beaucoup
moins académique et doit prendre en compte beaucoup de contraintes matérielles qui ne
sont pas envisagées ici. Néanmoins, 1'utilisation complémentaire des diverses techniques
présentées ici permet de cerner assez correctement :

- 1e nombre d'influences régionales indépendantes et significatives

- les groupements de stations interdépendantes

- et les stations les plus représentatives permettant de reconstituer

les autres avec une bonne qualité.

Par contre, nous n'avons pas envisagé le probléme de 1'extension des ré-
seaux, ni celui de Ta réduction des fréquences d'observations, etc...
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"Parumi Les trols Etendues, L& faut compter Le
Temps, £'espace et Le silence. L'espace est
dans Le temps, Le silence est dans L'espace..!

Joseph Joubert (1754-1824)

QUATRIEME PARTIE

ANALYSE DE DONNEES REGIONALISEES ET
ANALYSE HARMONIQUE DE PROCESSUS ALEATOIRES .

Elle concerne les aspects particuliers de 1'analyse des données (surtout
1'A.C.P. classique) quand celle-ci est appliquée & des données issues d'un processus
continu. Le traitement des processus a &té développé de facon considérable pour les
processus temporels (séries chronologiques) et pour le traitement du signal. Sans en
présenter la théorie compléte, i1 sera nécessaire de rappeler certaines définitions ou
notations. Mais, il nous arrive fréquemment de considerer des processus & 2 dimensions
(champs spatiaux) dont le traitement, sensiblement plus complexe, n'a pas bénéficieé

d'un effort théorique équivalent & celui des processus temporels.

En dépit d'inévitables incursions dans ces aspects théoriques, le but
de cette partie reste 1'interprétation des analyses classiques appliquées d& des proces-
sus, et Ta facon dont les propriétés du processus transparaissent dans ces analyses,

Le chapitre I met en évidence Tes relations entre les estimations cli-
matologioues et les estimations spatiales des variances et corrélations .

Dans le chapitre II, on appligue 1'A.C.P. aux données des épisodes céve-
nols et on cherche a mettre en évidence une typoloaie. On fait aussi 1'analoaie entre
les différents codages utilisés et des modéles simnles d'analyse de la variance.

Le chapitre III considére quelques processus simples réais par des
équations différentielles et les fonctions de corrélations classiaues qui leur sont
associées.

Le chapitre IV est sans doute le plus imnnrtant car i1 traite 1'A.C.P.
des processus (encore appelée Analyse Harmoniaue dans ce cas ).Les résultats théorioues,
essentiels pour 1'interorétation de ces analyses, serviront de hase & une méthode d'in-
éme

terpolation optimale présentée en V- -partie.
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CHAPITRE I
RAPPELS ET DEFINITIONS

I.1 - Diverses notions de corrélation

I.1.1. Rappels

(:) On a considéré jusqu'a présent des ensembles de données regroupant, par

exemple :
. va]eurs(journa]iéres ou mensue11es) . variables
N . événements sur P . stations
i=1...N } . champs j=1...P . Tocalisations
géographiques

. réalisations

Ces variables étaient considérées comme des variables aléatoires distinctes
dont on calculait,sur Te N-é&chantillon disponible :
m, = coefficient de corrélation

4
o

!

moyenne de la variable j .
Y e J et 3?

entre les variables j et? .

écart-type " "

Tous ces paramétres étaient donc calculés sur N tirages de la variable )(‘ s
supposés indépendants sans que 1'ordre des tirages influe sur le résultat. %

Nous dirons que ces paramétres sont des estimateurs d'espérances climatologi-
ques. En particulier, nous noterons v ) = E [n.y ] ot E est 1'espérance sur
un grand nombre de tirages. %

Mais i1 ne s'agit pas d'une espérance temporelle au sens strict, car méme si
ces tirages indépendants sont naturellement échelonnés dans le temps, celui-ci n'est pas
supposé influer sur la variable aléatoire. (A la limite, on peut permuter aléatoirement
les observations sans changer les -résultats).

Dans d'autres cas, la variable aléatoire X, devient vraiment fonction de &
et on parlera d'une fonction, ou d'un processus aléatoire ><-(¢). On Tui appliquera
alors les notions classiques associées aux séries chronologiques comme par exemple la
notion d'autocorrélation temporelle:

gt[xg(t) . X?‘)(}Cf%ﬂ = %(Q‘t)

en Tui réservant la notion d'espérance temporelle.
Dans le cas ol £> ou XC représente une variable autre que le temps, par
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exemple 1'espace X(x,‘p on parlera d'espérance spatiale.
On réservera la notion d'espérance spatio-temporelle aux cas ol le processus

est fonction & la fois de x et £ (Par exemple la précipitation au sein d'un é&pisode,
ou d'une averse : X(ac){) ).

Remarque 1 : Dans la mesure odl nous allons utiliser la terminologie des pro-
cessus aléatoires, i1 importe d'en donner une définition.

La plus simple consiste a dire que si,pour tout ensemble quelconque de valeurs
de Ta variable £ soit 1’54,%, ...... [“} on connait la fonction de répartition de X (/CA),

X(Le) woore (L) » soit
Be ( X(6) < oy O X(&) €3, 0 ooes X(Em) <20

alors cette famille de fonctions de répartition définit un processus aléatoire.

@ Si on revient aux notions de corrélation, on définit, dans le cas des
processus, la covariance ou fonction d'autocorrélation :

M (£ £e) < ETXE@). x()]

qui est en fait un produit croisé non centré ni réduit.
La fonction d'autocovariance est,elle, centrée :

C(0R) o b, £o) = E](xE)-m ). (X(E)-m(£) ]
La fonction coefficient de corrélation, qui a réellement la dimension d'une

(, ('f &) - C Q/tA,'{ZJ
: Ve@ b).c(n.6)

En fait, on verra que pour les phénoménes aléatoires supposés de plus station-

corrélation, s'écrit :

naires, toutes ces définitions peuvent &tre rendues équivalentes.

Nous allons maintenant appliquer ces définitions au cas des champs spatiaux,

@ On considére par exemple des processus X(t), ou X(m) ol 1a variable £
ou X est une varjable d'espace 4 1, 2 ou 3 dimensions.

On dira alors qu'un champ observé (le long d'une ligne, d'une surface ou d'un
yolume) est une réalisation de la fonction aléatoire % (avec g: %(’at) s &(m,“h) ou
g(“»‘a@) )

On trouvera d'ailleurs dans J. BASS (1962) une autre définition &lémentaire
d'une fonction aléatoire :

X (=) - g(m,jr): %(m,m,ae,_"_am...)
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o . ac est une variable ordinaire
- ﬁ,’ R, s «.. fly ... un ensemble, fini ou non, de variables aléatoires qui, une
fois fixées, définissent X ({x) comme une réalisation, ou une &preuve sur la .
fonction aléatoire X (=, w).
Les moments de Ta fonction se définissent comme des moyennes d'ensemble :

/* (,‘xo) = < X (a0) > (,-e(aco) _pd (X(aca)-/u»(’aco))e>

que 1'on peut définir comme 1'espérance mathématique, & o, fixé, sur un grand nombre
de réalisations. De méme, on peut appeler corrélation entre 2 points :

(100 ) o SO0 - £ X001 >) (X () - < X1 >) >
e o= (o). o ()

On considérera souvent que les phénoménes auxquels nous nous intéressons.

sont stationnaires. La définition stricte implique que tous les moments, au sens des
moyennes d'ensemble, soient strictement indépendants de 1'abscisse o« .

/A&%%):/» y =o o (wo) = o =<
¢t I (eanu:, :m) - U (A ac) \{ o

On se contente souyent d'une stationnarité d'ordre 2, Timitée aux 3 moments
ci-dessus.

=

L'application du principe ergodique nous conduit alors & approcher les mo-
yennes d'ensemble par des moyennes au sein d'une seule réalisation (moyenne dans le

champ, ou moyenne temporelle selon la nature de la variable = ou & ). On trouvera 1a
démonstration dans de nombreux manuels (GNEDENKO , 1976, et des considérations intuiti-
ves dans BASS, 1962).

Dans notre cas, nous noterons avec 1'indice & les quantités ainsi définies
spatialement. La stationnavité suppose : .

V M:[x,«b} /m,b(n\
o, (1)

KA[X(YL)] = m,
LX) -

i

et la covariance :

(lb (f{::;i) V Mo

1}

C, (o, M)

c'est-d-dire ne dépend que de Ta direction et de la norme du vecteur, mais pas de son
point d'appui.

Dans le cas de 2 yariables, on dit aussi que la fonction X(?nb)est homogéne.
Si de plus, ses propriétés-sont identiques dans toutes Tes directions de 1'espace,

¢'est-a-dire : Cb(Mj - Cb(“ MOM“> 2 Cé(d)
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alors elle est isotrope.
Dans Te chapitre suivant, nous verrons plus en détail comment on les estime.
En général, si on suppose le processus homogéne et isotrope, la connaissance
du corrélogramme (ou de la fonction d'autocorrélation) € (cl) est suffisante.

L'hypothése 1a plus critigue dans ce qui précéde est celle de Ta station-
narité de la moyenne. Ce probléme se rencontre assez souvent dans 1'analyse des séries
chrono]ogiques affectées de tendance saisonniére ou i long terme, et la premiére facon
d'y pallier est de travailler sur les écarts de Ta fonction entre les dates successives
(cf JOHNSTON J., 1963 et BOIS Ph., 1976, ou différentes études E.D.F-D.T.G par D. DUBAND).

X A
De méme, une bonne fagon de mesurer
si une courbe est lisse, ou forte-
ment autocorrelée positivement est
de calculer la quantité :

< .. 5 (%54 - X))
;}l:'i

C'est & un terme constant F>,%; prés, la longueur de 1'arc de courbe
qui caractérise bien la variabilité. Naturellement, on la norme par le nombre de pas,
d'ol Ta moyenne quadratique de 1'écart (différence premiére). Si le nombre P augmente,

on tend vers : x(@t) } 8 [é(- (X(&-\-Ql)-X(?"))é]

C'est le demi-variogramme, ou encore la variance de la différence premiére.
On peut naturellement le calculer pour & ,‘{Q1, .... etc et tracer Ta courbe
5 (&) ou Ql est la distance.

(:) L'intérét du variogramme par rapport au corrélogramme provient de sa moins
grande sensibilité aux non-stationnai tés. Si le processus aléatoire X qui nous inté-
resse est stationnaire, et si le processus observé est )’, on cherche quels sont les
effets de la présence de non stationnarité dans Y sur la connaissance de X

Nous nous Timiterons & supposer que >/ est la superposition de X plus une
tendance déterministe qui provoque la non-stationnarité. Naturellement, si cette ten-
dance est connue ou identifiable, on peut facilement en déduire X . Mais le probléme
apparait quand cette tendance n'est pas trés évidente, auquel cas on traite >/ comme

un processus stationnaire,identique & X .
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Nous allons anticiper un peu sur les techniques d'estimations, mais i1 est
évident que si, connaissant une Tongueur donnée de la réalisation :
- A partir de o, on ajoute une constante :

XI/\/\,\ — o, 71 ANA]
N v vAw/ o~

L'estimation de m), sera décalée d'une constante de méme que les moments

o

d'ordre 2 (variance et corrélation) par rapport & ceux de X
Par contre, au niveau des écarts, 1'effet sera minime et le variogramme n'en
sera pratiquement pas affecté.

- Si on ajoute maintenant une tendance linéaire, par exemple : 7(@0: X(‘-‘)-l-o\lﬁc +©

X 4
e

On constate que Ta moyenne de 7’ dépend du trongon de réalisation utilisé,

et que la variance calculée dans 1'hypothése stationnaire va dépendre de
1'étendue du troncon, ce qui affectera &videmment Tes corrélations.

Par contre le variogramme de 7("”) » OU variogramme brut, sera moins affec-
té puisque Ta moyenne ou 1'espérance, de [)/ (%*r@\) - Y(m)]é

sera égale & celle de I_X (x+®)- X(ac)]e + 3 qéQ‘é

donc ne différe du variogramme yrai que d'un terme constant.(ﬂ y a seulement
décalage d'om’gine.)

- La généralisation & une tendance de degré plus €levé est possible. I1 suffit
alors de considérer non plus la différence premiére \/ (ac-v%) - )’(ac)
mais 1'accroissement du second ordre :

Y (oe®) -2 Y () + Y (=-R)

Sa variance, et celle du méme accroissement associé 3 X, sont identiques
pour des tendances Tinéaires ou par paliers, et ne différent que d'une cons-
tante pour une tendance quadratique SRS LR

C'est 1'embryon de Ta notion de "fonction aléatoire intrinséque d'ordre k":
Etant donné un signal 7’(1:) que 1'on présume étre Ta somme d'une dérive et
d'un processus aléatoire stationnaire X (=) , alors on travaille sur les
différences d'ordre croissant jusqu'd trouver 1'ordre k pour Tesquelles
ces différences sont statjonnaires (cf CHILLES J.P., 1977).
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Ainsi, on peut considérer que sur le plan théorique, le corrélogramme
filtre Tes polynémes de degré 0, le variogramme des polyndmes de degré 1, etc...

Cette pratique est assez générale tant dans le domaine temporel que spatial.
ETle consiste a analyser les phénoménes instationnaires en se ramenant 3 une somme de
2 processus, 1'un déterministe et 1'autre aléatoire, mais cette fois stationnaire. Par
exemple, si E [ )((pc)} = m (ac) au sens de la moyenne d'ensemble, on va
chercher 3 le modéliser par

X(z) = Pl=) + \/(w)

avec )/Gx) stationnaire, et on appellera Fjex) la dérive.
Cette notion de dérive est assez délicate d justifier en pratique, quand on
ne dispose que d'un trongon fini d'une réalisation:

Y

M

On considére qu'une partie du processus est déterministe si on peut 1'expli-

quer par le passé lointain du phé&noméne, tandis que la partie aléatoire a un rayon de
corrélation beaucoup plus petit.
Par exemple, si on considére le processus :

X (ac) T . D ((Apo_a: + WV'> + U Qx)‘

o Ul) est un bruit blanc.

S1 on suppose que 1'ensemble, c'est-d-dire )( , est stationnaire, on calcule
une autocorrélation spatiale

4
o
o) -2 con theoo
b C§-+€ij

qui réaugmente quand la distance croit, ce qui est 1égitime mais choquant (1'aléa en =<
conditionne d'autant plus X Qﬁ=+Q1> que h 7 )

Et si on dispose d'une seule réalisation, on préférera considérer que 1'on a

une dérive "déterministe" valable en tout point de la réalisation, soit

FD(?°> = oL Coé»(uoo.a:-+wf)

plus un bruit aléatoire (et ici non autocorrélé).
Par contre, si on a plusieurs réalisations, ou si on envisage 1'ensemble des
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réalisations, alors, on peut parler d'une dérive pour chaque réalisation, mais pas d'une
composante déterministe car V peut &tre aléatoire et dans ce cas, les dérives ne se
superposent pas d'une réalisation & T'autre : I1 n'y a pas de dérive "climatologique”
mais une composante aléatoire de grande portée (ou ici de grande Tongueur d'onde).

Exemple : Le champ d'un épisode pluvieux peut rarement étre considéré comme
une surface oscillant autour d'un plan horizontal. On considére alors qu'il y a une
dérive spatiale, linéaire, ou QUadratique, etc... et on entre dans le domaine d'appli-
cation du krigeage universel ou des fonctions aléatoires intrinséques.

Si par contre, pour tous les épisodes assimilés & des réalisations indépendan-
tes, on obtient Ta méme tendance, linéaire ou quadratique, dans Te méme repére fixe,
alors i1 y a une dérive climatologique, qui est souvent d'origine déterministe (distance

a la mer, topographie).

I.2 - Quelques problémes d'estimation

1.2.1. Estimateurs divers

Nous rappelons simplement les estimations climatologiques. Dans ce qui suit
nous noterons £ 1'espérance climatologique ou la moyenne d'ensemble, d'ot si on a N
observations d'un champ de P stations,:et si on suppose pour simplifier les données X;S

centrées réduites :

E[X%] =E[X[w$)]=};..2 estimé par X?‘ = ;jf Z:; X;}-) (= 0
gl e dEad (0
EK X@‘NQ'LX%‘/‘@]=Q6% " U tz i Ne

(:) Dans le domaine spatial, on définira de méme, pour un é&pisode donné A

¢
8,0[X(7L)] = ,Wlm estimée par X: =

LZ X,
SR P
Cyl0,4) = & [ (ki) - )?) v

<X;2)- X‘i.)e

-

'/i' .
T
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CA<Q1),L> la covariance spatiale ou autocovariance, estimé ici par :

4 X, - X, - X,
{ /}).Z(k k *a "“)(XAQT x~>

sommé sur Tes L couples (4%) distants de &. 6 (Q\, ,L> o Co (%)
S

Et de méme 1'autocorrélation au sein de 1la réalisation 4 : .
C& (O/")

On calcule de méme le demi-variogramme :

ﬁ&(%> =3- g@{_ X(xa—gx)-x@)] ?ow‘ %_ % (XL})- X s )é

[

Ve

sur les Q couples distants de Q\ .

Et on peut montrer que, si Te processus est stationnaire d'ordre 2, donc
posséde une fonction d'autocovariance, alors :

() =2 Co0).[4-p )]

On fera 1'analogie avec la relation entre Ta distance de 2 variables dans \RN et Teur
corrélation (cf Iére partie, Ch. II-3).

En pratique, il est rare d'avoir Q couples strictement distants de OL , sauf
pour les réseaux a mailles réguliéres, et on est conduit & faire des moyennes par clas-
ses de distances (cf D. CREUTIN, 1979).

On va supposer que les variables sont centrées et réduites (ou "standardisées")
au sens habituel, c'est-a-dire :

> . 22 Y ..
Xig —e— E[Xﬂ:O E[X?)}-/i

X

Dans ce cas, si on considére les estimateurs que 1'on a décrit précédemment,
on yoit que :

0

A
N =

Soit :
La moyenne climatologique des variances spatiales CQ(O/L) est égale 3 la

variance climatologique de X moins la variance climatologique des moyennes spatiales

X,(.,o ‘



¥ N s 2 )
© Z Z P oA Y ¥ TR 4%
Or il y a P-Ef'i) coupTes (4 ' Q! })#% et le second terme est peu différent de

la moyenne des 7, & sur le reseau
La variance climatologique de la moyenne spatiale ><i- est donc égale a Ta

moyenne spatiale des variances climatologiques plus la moyenne spatiale des coefficients
de corrélation climatologiques.

(:) Plus généralement :
Coo (82) = & lxigmme)- g )] = &K Kg-m

4/.

avec Ql = ci 1% distance entre les stations j et k.

Si on considére maintenant 1'espérance climatologique :

Ele, &) - E[&Ix %] £[ETx) T
&[E[X;S.X;&H_E[ mj]
—h—

T ElGW)] - SR -E L]

On voit donc apparaitre un effet de "taille" des é&vénements, 1ié au niveau moyen m,; du

champ. Par contre, si 8 [X B] m; =0 Vw

E(C@®] - & [RW)]

ce qui est une forme d'écriture du principe ergodique.

alors

Celui-ci permet de calculer les moments du processus,(é condition qu'il soit
stationnaire ou bien sur un ensemble de réalisations, ou bien sur une seule & condition
qu'elle soit suffisamment étendue.

(:) Visualisation simplifiée : Si on se place & 1 dimension, on peut imaginer que 1'on
a N signaux ne différant que par leurs moyennes. Les aspects spatiaux s'observent en
regardant parallélement & 1'axe des x , les aspects climatologiques parallélement a
1'axe des y.
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2

“x

variance
climatologique

Et si on considére chaque épisode «L comme une classe oll 1'on a pris P
échantillons, on retrouve la décomposition classique de l1a variance (cf Iléme partie,
Chap.1V).

T2 W+B

En fait, cela suppose que, dans Ta classe A , le tirage des  &chantillons
soit aléatoire. Ce n'est pas vrai ici si on suppose qu'il y a une corrélation spatiale
suffisante pour que les P stations soient liges entre elles.

CeHe—ciPinﬂue sur 1'estimation de 1a moyenne du champ m1_ ou 85{)(]

calculée par 4 37 X, . On peut en effet calculer son &cart-type d'estimation :
P ﬁ“ 3 2 -4
2 2 T < 191
m Ao P Q:—V-&" P e

(BAYLEY et HAMMERSLEY,1946 cités par G.H. JOWETT, 1955).

Ceci est vrai dans le cas d'une dimension et de stations réguliérement répar-
ties. On voit que si F'l =0 sauf Qo =4, on retrouve la variance habituelle
de 1'estimateur cy;e/? » mais que si Ff —s 4 alors on tend vers (r;,\e
le fait d'échantillonner P points trés corrélés ou un seul revient au méme. La corré-
Tation dans le champ tend & accroitre la variance de T'estimation de la moyenne du champ.
Cela doit étre pris en compte si on veut tester par exemple 1'hypothése 3 les champs ont
des moyennes différentes.

JOWETT propose par exemple de calculer la moyenne des variances spatiales de

chaque champ, soit : I P
= ..L _/1_ i cooT X <
v A7 IR

En effet, la variance dans le champ 4 ; Cb(OMJ estimée par
P
P
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peut aussi s'écrire :

L7 (XX

%% 4
: ‘ . 0 )¢
Ensuite on cherche N i » défini par T§ %(X%- X&)
calculé sur 4 couples. 6,%‘ tels que O\%q? > Ao » et &, étant tel que Tes
points 4 ,& ne soit plus corrélés (A palier du variogramme ou extinction des
corrélations). Alors ATOJ; ,eou %f zZ arb;, = '«TO estime la variance d'en-
semble et 1'estimateur de cr;L devient :
<
E/b’r O_;“ = /\7/0 -7
traduit bien la relation classique :
< 4
= O -0
B T " Tw
. , . < <
en faisant 1'analogie 0'5 s Oy

L'extension a 2 dimensions est facile quand on suppose le champ homogéne et
isotrope. On trouve que :

4 ) .
Uge = 9%, =‘é? Z@ E[C‘s(%@/”)]
et que : s v
v =05 = E£1C0,4] - Cr:;( - o

que nous avons déja rencontré en 1.2.2 (b).

On trouvera, par exemple dans YEVJEVICH V. (1972 , page 50) Ta variance du
coefficient d'autocorrélation pour des processus autoregressifs (Tg;.

On remarquera aussi que ce probléme est analogue & la recherche d'un nombre
équivalent d'échantillons indépendants pour apprécier la variance d'échantillonnage d'un
estimateur. Nous ayons déja rencontré ce probléme par ailleurs.
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CHAPITRE I1

ANALYSE D'UN ENSEMBLE DE REALISATIONS
AU SENS DE L'ANALYSE DES DONNEES
(EXEMPLE DES EPISODES CEVENOLS)

II.1 - Premiéres analyses

La plupart des modéles de processus, comme les modéles d'analyse de la variance,
supposent que le processus est stationnaire ou qu'il est stationnaire au sein d'une réa-
Tisation, etc... Il est donc intéressant de regarder ce qu'il en est sur 1'exemple des
épisodes cévenols.

Si on considére la moyenne d'ensemble (climatologique) de nos épisodes, elle
n'est manifestement pas constante dans le champ (fig.1v.1). Cela se voit aussi sur les
transects NW-SE et SW-NE. On peut donc admettre 1'existence d'une composante déterminis-
te qui,dans le sens transyersal, serait plutét 1iée & Ta topographie (encore que la
créte pluyiométrique soit 1égérement décalée vers 1'Est de la créte géographique, sauf
vers 1'Aigoual) tandis qu'elle s'interpréterait, dans le sens longitudinal, comme une
décroissance avec 1'éloignement & la mer.

Le méme phénoméne apparait pour les é&carts-types climatologiques, qui sont
trés 1iés aux moyennes (cf lére Partie, Fig. I-6 a:R = .967).

Enfin, si on trace soit le champ des corrélations d'une station quelconque
au reste du réseau, soit le corrélogramme empirique des 71%% on retrouve une anisotro-
pie importante entre les directions transversale et longitudinale, mais surtout la dé-
croissance de la corrélation avec la distance est extrémement lente. (On atteint 0.5 au
bout de 60 & 80 km, et 1'absence de corrélation, difficile & apprécier ici requiert au
moins 150 & 200 km). Ceci est manifestement dd & la variabilité interépisode, mais 11
est un peu choquant de parler d'une corrélation de .95 entre 2 stations &loignées de
10 km quand on sait que, au sein d'un épisode, 2 pluviométres placés & 10 km 1'un de
T'autre divergent souvent de 100% et parfois plus.

Si on descend au niveau de 1'épisode, on peut calculer de méme la moyenne et
1'écart-type spatial de 1'épisode. On constate 1d encore une forte liaison (R = .897)
qui tend & montrer que la variabilité dans 1'épisode croit avec la moyenne de 1'épisode.

IT faut cependant prendre des précautions & cause des effets dus & la dérive climatolo-

gique, ou & celle de 1'épisode proprement dit.
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FIGURE IV - 1

Carte de Ta moyenne des 84 é&pisodes cévenols
utilisés ( interpolation spline - en 1/10 mm )
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Carte des isocorrélations d'une station de référence

FIGURE IV - 2 :~

( St Etienne de Lugdarés ) avec 1'ensemble des autres.
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Bien qu'apparemment plus "l1isse" que (b), le signal (a) aura le méme écart-
type spatial. Le méme probléme se pose, de fagon encore plus aigiie, dans 1'estimation
du corrélogramme spatial. Enfin i1 faut garder a 1'esprit la particularité de notre
phénoméne, qui n'est pas distribué symétriquement autour de la moyenne spatiale, sur-
tout quand elle est faible, les valeurs &tant tronquées d 0. Ceci tend & diminuer
1'écart-type.et renforce donc la corrélation entre ‘mg et CS(O) .

La présence de dérive rend donc difficile le tracé des corrélogrammes, mais
aussi des variogrammes qui sont fortement bjaisés. L'analyse de quelques épisodes pré-
sentant une faible dérive permet cependant d'estimer la portée du phénoméne a une tren-
taine de km. Ceci est notoirement inférieur aux valeurs climatologiques et rejoint les
valeurs obtenues par d'autres auteurs (15 km pour une région trés montagneuse du bord
de mer en Nouvelle Zé&lande (HUTCHINSON P., 1972) , contre 30 & 50 km dans 1a plaine
normande (DELHOMME J.P., 1977) ).

MaTheureusement, en cas de dérive marquée,un choix se pose quant & ce que
T'on considére comme 1a dérive. Ensuite, 1'estimation du corrélogramme du spatial res-
tant, ou du variogramme sous-jacent, requiert des techniques sophistiquées (cf J.P.
DELHOMME, 1977). Cependant 1la plupart convergent vers une "portée" du phénoméne (
longueur de corrélation) qui est encore de 1'ordre de 30 & 60 km (soit entre 1/5 et
1/3 de la valeur climatologique). Or cette portée est cohérente avec la physique du
phénoméne (cf AMOROCHO et WU, 1977) : existence de cellules de pluies de 4 & 10 km et
d'une durée de vie de 15 a 20 minutes.

I1 serait donc bon de ramener dans un cadre commun les corrélations calcylées
soit climatologiquement soit spatialement.

I1.2 - A.C.P. et liaisons avec des modéles d'analyse de la variance

On a vu précédemment que les moyennes climatologiques des stations variaient
considérablement (de 29 i 157 mm) de méme que les écart-types (de 19 3 128 mm) et méme
qu'ils cofluctuaient.

IT était donc exclu d'effectuer une A.C.P. non normée qui aurait donné des
poids trés différents aux différentes stations, encore que les résultats obtenus ne
différent pas trés sensiblement du cas normé. Mais le souci de se rapprocher d'un
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FIGURE IV - 3 : Carte des pondérations de la 167€ composante principale

( ou de sa corrélation avec 1'ensemble des stations ).
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processus stationnaire a conduit & utiliser les valeurs centrées et réduites.

Les résultats de 1'A.C.P., dé&ja partiellement décrits dans la IIléme Partie
fournissent une premiére valeur propre trés nettement dominante )\4= 42.8 (soit 59 % de
Ta variance) et son vecteur propre associé présente des pondérations trés voisines sur
toutes les stations O (corrélations entre Z et S, toutes comprises entre 0.6 et
0.85). 3 3

On en donne la cartographie dans la figure IV-3. Ceci fait de Ta lére compo-
sante quelque chose de trés voisin de la moyenne arithmétique des stations (en valeurs
normées) et donc de Ta moyenne spatiale de 1'épisode (sur les valeurs normées). On a
d'ailleurs calculé les corrélations entre les observations i chaque station X et Tes
vraies moyennes arithmétiques de chaque épisode 'mfZ .. » en valeurs brutes cette
fois, mais on obtient un champ trés voisin . % 3

Le pourcentage de variance de cette composante, et donc de la moyenne spatiale,
montre la prédominance de la variabilité interépisode sur la variabilité intraépisode.

Un autre phénoméne curieux est la forte analogie qu'il y a entre la représen-
tation des variables dans les axes 2 et 3 de _RN et lTeurs positions géographiques dans

le plan x,y . Ceci s'expliquera dans le chapitre IV.

Une fagon d'interpréter ces analyses consiste & plaquer sur Tes données
un modéle analogue & ceux utilisés en analyse de la variance. Par exemple, on peut ima-
giner que la valeur bruyte UCL de 1a i é&me observation s'écrit :

T O—~§D~ +a-.E
T b
avec/US de Ta forme Qﬁ’ gy .

Cela sous-entend que 1'on a un processus sous-jacent Q? ?A. + &4 ~g
qui est mesuré par la station S, avec une amplification &3 , variable d'une station
a 1'autre. Quand on revient en variables centrées réduites, on analyse donc :

XA‘ - = M = P,{, + 54: :
< )
)
S1 on estime E (ou si on pose) :
e
- P g Z4 X;?) - iZ(ﬁ«“fw‘é)
cela impose : Z. € 3 v B

4’%

%:
2{1 ,
e us : X O + .- '
De pl Z 4b ——>Z’P Z&B ~Z<4T>ZX*B>*Z&
N X i VL
2l e, <0 d P oo

/(/"4 6 /;.:4

D
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Et quand on calcule 1a matrice de variances-covariances de X;‘ (donc des corrélations
de 2¢;; ) on obtient : '

}
s E i)

Et Te modéle suppose que P et & sont indépendants, donc EY_? EA&] 0
I1 reste alors :

_ A 934235

i +Ege§] E ﬁ- ; ( < & >G>~+€'A()

ne A

3t v

Donc dans 1'hypothése d'un modéle ol T'on considére le champ comme 1'addition
d'un terme moyen (spatialement) £, , c'est-a-dire 1a puissance de 1'épisode, plus un
bruit aléatoire & ;; de caractéristiques constantes, indépendant de F,}, , alors 1la
matrice de corrélation est 1a somme d'un terme représentant la variabilité des épisodes
plus un terme spatial pur : E Y_C 5(6'%,&()}

U@Q = G"e(P> + E[Cé(éﬁif»()]

Si on s'intéresse seulement & cet aspect spatial, i1 suffirait d'analyser la
matrice des écarts de 1a valeur centrée réduite d la moyenne spatiale X soit

g-P

Un des intéréts serait de tracer 1'espérance climatologique du corrélogramme
spatial du processus & (%‘6) .

Une fagon simple de 1'obtenir consiste & remarquer que si la premiére compo-
sante Z“de vecteur propre _V'M de R est justement la moyenne spatiale XA:_ , alors
i1 suffit pour retrancher son influence de faire la déflation :

{C/(SQ (8}}: fﬁ,xg (x)% - >\1--V4-V4/U
et de tracer ?5(6'Q>= ?AKO\yl) = CBQ

(cf figure IV-4-b) et on yoit bien que la corrélation spatiale s'éteint entre 30 et
60 km.

Remarquons pour terminer que 1'analogie avec 1'analyse de la variance se
Timite & un modéle trés simple, et que les estimateurs employés sont trés grossiers.
S1 par exemple on avait voulu tester la différence de moyenne entre tous les épisodes
il aurait fallu prendre en compte la corrélation spatiale dans 1'estimation de la
moyenne, et affecter une surface d'influence & chaque station, etc... On en trouvera
des exemples dans P. HUTCHINSON (1972) et CLARKE R.T. (1977). Le modéle utilisé est
dit & effets fixés, en ce qu'il ne considére pas les i =1, ... N épisodes ni Tes
J=1... P stations comme des échantillons aléatoires dans une population infinie.
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Le développement dans le cas des données brutes s'applique aussi au cas ol
1'on effectue d'abord une transformation sur les variables brutes (en Tog. ou en racine
carrée : données "radicalisées"). '

Les hypothéses de base du modéle additif précédent ne sont toutefois pas com-
plétement fondées, dans la mesure par exemple oll 1'écart-type spatial de 1'épisode reste
trés 1ié & la moyenne de 1'épisode (cf Iére Partie, fig. I-6-b) R = .897. La variabili-
té spatiale augmente donc avec la puissance de 1'épisode. Ceci peut étre dil en partie &
la dissymétrie des valeurs et a la troncature & O pour les épisodes faibles, mais il
est de toutes fagons difficile de supposer le terme additif df;é de méme variance V Efi‘

On s'est donc tourné vers un modele multiplicatif du type :
L, = _,P s N
k& A "'3

et on a analysé les données "profilées". En effet 7;' traduit le pourcentage de
1'épisode 1 recueilli & la station J. L'ensemble des va]eurs{ 7&‘1 et{yQA f sont
directement comparables : 2 épisodes homothétiques mais de moyennes différentes auront
méme valeur de y%/ V 6 donc mém$>profi1.

On vérifie que : N2 i
Z V=t Y

Par contre, les moyennes climatologiques 7/‘§ = ? é et les écarts-
- types C'& sont encore assez variables d'une station & 1'autre et assez fortement cor-
rélés. On peut donc appliquer aux 7@6 un modéle de la forme :

\/‘9}; : 9'3 +5X' “8

avec t)a = %_ G et 1'analyse en corrélation donne des )ﬁ

b 7L;3Q= E[EL%-E,;Q]

car ici :

On a d'ailleurs vérifié que la variance spatiale des profils (de moyenne
spatiale = 1) n'est cette fois plus 1iée d la puissance de 1'épisode fa (cf lére Partie
fig.I-7-b).

Le tracé du corrélogramme donne encore une extinction aux environs de 30 &

50 km/et 1'A.C.P. ne présente plus alors de valeur propre dominante : ( Ad A 21, %eﬁy 45;
.- el ). Les représentations dans F1/F2 sont proches des représentations dans F2/F3
de 1'analyse sur données brutes.

En conclusion, nous n'avons pas réellement pratiqué une analyse de la variance

au sens des tests d'hypothése linéaire, mais nous évons montré comment des modéles 1i-

néaires simples permettaient de se ramener & ce que 1'on croit &tre le phénoméne "vrai"
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(les &, ), cohérent avec la connaissance physique du phénoméne pluie.

b Certes on pourrait envisager des transformations encore plus &laborées pour
rendre les épisodes comparables et proches'd‘un processus stationnaire, mais 1'essentiel
est d'éliminer d'abord 1'effet de taille dii & Ta variabilité interépisode.

IT.3 - Typologie des épisodes

a) On peut considérer que les analyses présentées dans la IIlléme partie,
chap. III-2) constituent une typologie des variables ou stations. De facon duale, on
peut tenter d'effectuer une typologie des épisodes.

La raison concréte est la suivante : dans la partie prévisionnelle (Véme
partie, Chap. IV) on verra que la caractéristique du champ que 1'on utilise est le
corrélogramme. Or il est & craindre que celui-ci varie selon certaines classes d'épi-
sodes. Cela avait d'ailleurs &té démontré par HENDRICK et COMER (1970) qui avaient com-
paré les corrélogrammes des pluies > 2,5 mm, > 12,5 mm et > 25 mm (& une station au
moins et en données journaliéres).

Nous verrons plus loin comment interpréter leurs résultats.

D'autre part, un probléme se pose pour caractériser les épisodes. Au lieu de
les représenter par les valeurs des 73 stations, on peut condenser 1'information en ne
prenant que leurs 5 ou 10 premiéres composantes principales. Mais alors on sait que
pour nos données , la premiére composante n'est autre que la moyenne des 73 stations ou
Ta puissance de 1'épisode, or nous voulons plutdt comparer leur profil spatial.

On éliminera donc 1a lére C.P.,ou on utilisera les données profilées.

b) Quant aux techniques d'aggrégation, on peut envisager soit des techniques
de classifications hiérarchiques déja utilisées sur les variables (IIIéme Partie, Chap.
[1-2) soit des méthodes non hiérarchiques analogues & celles décrites en Véme Partie ,
Chap. II-1.

En fait, une variante de Ta méthode des nuées dynamiques, 1'analyse factoriel-
le typologique (DIDAY, 1973 ou DIDAY et SCHROEDER, 1974) semble particuliérement adap-
tée & notre cas. En effet, si 1'on considére 2 stations seulement, on peut craindre que
Teur corrélation totale soit en fait une moyenne sur 2 groupes distincts. Et la connais-
“g% sance éventuelle du groupe devrait &tre prise
en compte dans 1*interpolation d'un épisode.
Généralisé a P stations, on chercherait
donc si dans Efﬁy, il n'existe pas des sous-
nuages denses,éventuellement de dimensions
inférieures au nuage total (cf aussi IIléme
partie, Chap. I1-2-2).
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La méthode en question cherche k variétés d'inertie minimum, ou k classes
telles que leurs plans ou axes factoriels associés expliquent un pourcentage d'inertie

plus important dans le sous-nuage que les axes de méme rang dans 1'analyse globale.

Un exemple déja cité ( description de la Tettre A - cf DIDAY et Chap. I-2
de la Illame partie ) montre que le nuage total requiert 2 axes sur lesquels la variance s
se disperse ( 60%) , alors qu'avec 3 sous-nuades, leurs lers axes respectifs regrou-

pent tous plus de 99% de la variance de Teur classe.

Dans notre cas, le probléme consistera & choisir le nomhre d'axes et le
nombre d'axes (ou la dimensionalité de ces groupes). On notera aussi que les méthodes
de classification hiérarchique sont mieux adaptées & un ensemble fini ( par exemnle
1'analyse du réseau de stations ) qu'd un échantillon extrait d'une population infinie

( notre ensemble d'épisodes par exemple ).

I111.3.2. Résultats

Comme toujours, ces résultats sont le fruit de recoupements entre méthodes
et entre des analyses sur divers types de données. En résumé, on peut considérer que
1'on a utilisé essentiellement les données profilées. La méthode hiérarchique Iphigénie
a souvent été sujette a des effets de chaine, mais 1'analyse factorielle typologique ne
peut se débarasser des effets de cylindre (si un tirage aléatoire introduit dans un
noyau un point trés éloigné, cela crée un axe d'allongement, ou d'inertie artificiel
mais trés fort et le groupe ne sera pratiquement plus remis en cause).

*

BN a//fc:‘,o

3 . . \
pratiquement une conficuration de type: z~;:}ﬁ?&:°//°

C'est ainsi qu'avec 2 groupes demandés, on obtenait i
\

Finalement, on s'est arrété sur 4 3 5 groupes - cf table.l

L'analyse de Teur corrélogrammes respectifs met en évidence des différences
(en particulier celui du groupe 1 reste trés élevé) (fig.IV-5-a) et la distance d'annu-
lation de la corrélation reste toujours &levée (100 & 200 km). On peut se demander alors
quelle est Ta part de la fluctuation des moyennes. Si on retranche au sein de chaque
groupe la lére C.P. du groupe (qui s'avére &tre encore approximativement la moyenne spa-
tiale) on constate alors que les corrélogrammes se rapprochent sensiblement.

On constate que du groupe 1 au groupe 5 on a une évolution progressive depuis
une forme exponentielle assez dispersée a des formes sinusoidales amorties. Les distan-
ces d'annulation de l1a corrélation décroissent 1égérement de 80 3 50 km.

Mais Tle plus frappant est le profil des isohyétes moyennes de chaque groupe.
On constate que, du groupe 1 au groupe 5, on a des é&pisodes qui sont : (fiq.IV-5-h)
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FIGURE IV - 5 :

a) Dérive moyenne selon un axe SW -NE

Typologie en 5 groupes .
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Groupefl): (ex.l) 12 épisodes

T 1/9/56 3/10/56
11/10/65 24/10/66
3/9/68 14/9/68

Moyennes spatiales : 19 a 113 mm

Groupe(:): (ex.2) 13 épisodes

25/9/56 9/11/57
9/11/66 11/9/68
10/9/75 1/10/75

Moyennes spatiales 20 & 134 mm

Groupe(:): (ex.4) 17 épisodes

21/9/57 5/11/57
26/11/61 3/11/63
19/10/66 8/10/68
25/9/76)  (11/10/76"

Moyennes sﬁétia]es : 21 a 110 mm

Groupe(:): (ex.5) 22 épisodes

30/9/58 14/9/59
3/10/60 20/10/60
5/11/67 15/11/67

20/9/71 11/10/72

23/8/76 ¢ 9/11/76 «

Moyennes spatiales : 24 & 226 mm

Groupe(:): (ex.3) 16 épisodes

28/10/60 5/10/61
4/9/64 1/10/64
5/11/66 14/9/69

24/10/76 £

Moyennes spatiales : 33 & 170 mm
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5/11/63 2/9/65
2/11/66 21/9/67

Moyenne : 46 mm

30/9/61 26/9/62
25/10/68 1/11/68
28/10/76 <

Moyenne : 68 mm

4/10/58 5/11/60
25/11/63 30/9/65
23/11/70 21/9/73

Moyenne : 51 mm

17/10/59 17/11/59
12/10/62 17/11/65.
29/8/68 8/10/70
26/1P/72 3/11/73

Moyenne : 93 mm

12/11/61 6/11/62
24/9/65 16/10/65
19/10/69 22/11/69

Moyenne : 97 mm

TABLE I : Typologie des épisodes .

(:) centrés au Nord du réseau(:) plutdt au centre et moyens
(:) plutét au Sud et moyens (:) franchement au Sud et forts

9/9/65
27/11/67

19/9/63
2/10/73

21/10/61
26/10/65

12/9/76)

27/11/59
14/10/66
13/11/70
14/11/74

31/10/63
29/9/66
17/9/74

trés au Sud et trés forts
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I1 est probable que cette typologie est 1iée aux situations synoptiques corres-
pondantes et a Teurs interactions respectives avec le relief. Des recherches sont en
cours sur ce sujet (cf aussi MARCHet al., 1979).

11.3.3. Apercu_sur_d'autres possibilités_de_classifications

Les résultats ci-dessus montre que dans 1'espace _ﬁ?F les profils, c'est-a-
dire 1'allure générale des champs indépendamment de leurs niveaux, peuvent se regrouper
selon Teur pente moyenne S W - N E . On peut donc considérer que la classification s'est
faite plutét sur la dérive du champs que sur les corrélogrammes,méme si ces derniers
évoluent aussi progressivement d‘un groupe a 1'autre.

On pourrait par contre envisager une analyse purement spatiale du processus,
en caractérisant chague champ par son corvélogramme spatial, ou par son variogramme.
Cela reviendrait 3 analyser le signal stationnaire que 1'on trouve aprés extraction
de la dérive et & chercher les épisodes lisses, ou bruités,a faible ou Tongue portee,
etc... Malheureusement 1'influence de la dérive sur 1'estimation du corrélogramme nous
conduit & employer des techniques sophistiquées qui sont développées dans J.P. DELHOMME
(1977) et dont 1'application & notre cas est détaillée dans D. CREUTIN (1979). Les reé-
sultats en sont d'ailleurs assez surprenants. Aprés extraction de la dérive, les vario-
grammes sont tous homothé&tiques et,si on les norme rar la variance du signal stationnaire,
ils deviennent quasiment identiques.(Cette norme revient en fait a "profiler" les don-
nées, mais aprés extraction de la dérive).
‘\X(d) ¢ preode 3 De plus, cette variance du signal stationnaire

1
: (ou "palier") bien que distincte de Ta variance
|
|
|

?a\\'ef

spatiale du champ comme nous la calculions
e pi sode ¢

précédemment, est encore trés 1iée au niveau

K KAJ/<K7> +# gi .Y
» a Signalons aussi que, contrairement & ce due

fem 1'on attendait, i1 n'ya nas d'effets de pé-
pite observahle .

moyen du champ.

;r'\soo\e’i

S |e— - -

e
W

En conclusion, les propriétés statistiques du signal aléatoire stationnaire
sont quasiment analogues pour tous les champs. Seules leurs dérives différent et c'est
bien sur celles-ci qu'il fallait faire une typologie.

Par contre, si on traite le champ comme stationnaire dans son ensemble (cas
de la méthode de GANDIN, cf Véme Partie, Chap.IV-1), en mélangeant la dérive et le
bruit, alors il n'y a plus de corrélogramme commun mais bien autant de corrélogrammes
qu'il y a de types de dérive.
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CHAPITRE III

MODELES DE PROCESSUS SPATIAUX ( % )

III.1 - Compléments sur les processus stationnaires d'ordre 2 ( % )

On a déja envisagé ce type de processus, au chapitre I, surtout du point
de vue de la fonction d'autocorrélation. Rappelons que si on note < , >>1la moyenne
d'ensemble sur les réalisations w , un processus statjonnaire vérifie :

ELxw] = < X(fw)> = m Y4
EHX(t,w)-E[x] }e] S N () V4
Et surtout la fonction d'autocorrélation : R (’t/f’) s X <'f, w)x X(/t; w)>

se raméne, si £ [X] =0,a la fonction d'autocovariance : rlU:,'C,)=<(XW)’E[X])‘(X(4’5-E[XJ)>

1]

qui dans le cas stationnaire, vérifie :

(L) = T(-4) - T(7)
r@ = vt Irel <o’

, associes a 4, , £ :

1]

1]

et VQ*. et o:-
2o o Tt Z oo X 0
2, o, ﬂ-%) o = <\ Z w4 Xg,0)> >
~’3=1 a 4=4

donc 1a fonction est de type positif, ce qui limite déja le choix des modéles pour F(C)

Si on veut de plus que Ta valeur soit un coefficient de corrélation au sens classique,

i1 suffit de considerer f @) = T(2)
™ (0)

fonction de densité spectrale
C'est la transformée de Fourier de la fonction d'autocovariance :

"*%(h) - AT oM T (h).de
Inversement : ) U:> = /_*w €/+;>\lt. %<(\>C\A

[~ =}

En fait, m(r) - j:o ANt 19(n)
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ou ky (h) est 1a fonction spectrale de X (4:) , qui n'admet une densité %())que si
LV est continue. '

On montre que :
- (?\) est positive (comme transformée de Fourier d'une fonction positive)

et réelle (parce que Yﬂ({J) est paire)

- on montre aussi que (A ) est la densité d'énergie de )<(5) a la fré-
quence A Quand le processus a un spectre continu, cela suppose un passage
3 la limite: Si on filtre les fréquences extérieures & & = LXa, d+an]
alors le processus Xa Tfiltré a une énergie : £ EXA(f)el
dgale & sa variance (on peut appliquer le théoreme ergodique) qui s'écrit

A dn
[h %(‘W"\?‘ (cf ROZANOV, 1975, p.208).

(:) Un exemple qui nous sera utile ensuite est celui du processus :
=,
X(£) = 2 (A, cod, £+ B, sinn k)
a=0

ou les ?y sont des nombres réels fixés et et B des variables aléatoires indé-
p 0 n

pendantes de méme loi. Dans ce cas on montre que :

P<Z> Z%O"c;oo?la

1]

n=0
= Lh A 0w = 9a
qui s'écrit aussi : V (C> = Z " avec M "
"ﬂ:-oC h—’v\= ?\/V\
\l)u
=
| ¢
Dans ce cas H/ (h> est de la forme : - :V:‘ i
S X

et g(ﬂ; 1 I B

On dit que 1'on a un spectre de rajes.

Naturellement beaucoup de processus continus ont des spectres continus, mais
ces spectres de raies retrouvent de 1'importance quand on échantillonne les processus.

(:) Dérivation et intégration de processus

Comme nous allons envisager des processus régis par des équations différen-
tielles, i1 importe de définir d'abord la dérivée d'un processus et ses propriétés.
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On définit d'abord la continuité du processus :

lom (XD)- X(&)) =0
A ‘—>to
mais cela dépend du mode de convergence choisi. On choisit en général la convergénce au

sens des moindres carrés (m.s.) qui s'écrit :
b E[(X0)-X(0)] =0

L_—’/Eo

et on montre qu'une condition nécessaire et suffisante est la continuité de Yﬂ(C) pour
G=0 . (Par exemple un processus X(4) ou X vaut 0 ou 1 pendant les durées succes-
sives qui suivent une loi de Poisson est m.s. continue, cf BASS, 1962, p.127).
De méme X(’C) sera m.s. différentiable si i1 existe X/(/fo) tel que :

B ’ L
Qbﬂ& E:[: < ____________;Z _ X (E;?> ] = {
£ -1, /t"/D
Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus du 2é&me ordre
soit m.s. différentiable est que T‘(C) ait une dérivée premiére nulle et une dérivée

seconde finie pour G =0 .
On démontre aussi (cf SOONG, p.98) que :

n “ V4
£ Luw]. ATEDE] g [ xen) - 2T
at” d k" =1
Représentation du bruit blanc gaussien
On va étre amené & considérer un signal gaussien continu, mais sans auto-

corrélation.

Comme cela est difficile & concevoir, on part du processus de mouvement

'f')-—' CD win (/t,/t')

brownien ES(N) de fonction d'autocorrélation I (

et on calcule

DQ\—SM;’U’) 3 SD.Min [/f
I T [ ] DS P
2D 2_\13_(/46?_’” ~2D. ${4-1)

oi Ul est 1a fonction Heaviside et > celle de Dirac.
On yoit que 1'on peut poser formellement :

e (1) - 3B
L
avee s e (£4)=<¢D. s(£-4) ou (k) - 2(L-£)
&( ) ) §7& ) B(O)
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I11.2 - Modéles de processus ( % )

La théorie des processus s'est initialement développée & propos de séries
chronologiques, dans lesquelles Te temps joue un réle particulier : le présent ne peut
dépendre que du présent lui-méme et du passé,mais pas de 1'avenir.

Parmi ceux-ci, une classe particuliérement étudiée est celle des processus

autoregressifs. Historiquement, on est parti de la relation discréte :

K= 9%y =0, Ky wom P X vony

ol CL/C est une impulsion aléatoire de variance finie et surtout non autocorrelée
Ela .a 1 = 0 0
[ i L& V @ #

Cela exprimait que ><t dépendait des valeurs antérieures,plus d'un aléa
instantané.
Analytiquement, on pouvait encore 1'écrire sous forme d'une équation aux

différences : @ (5> X/t—“- Q«,f

ou B est 1'opérateur de retard : B xt z X/C,ﬁ et le passage & un processus
continu, en supposant que les temps d'échantillonnage se rapprochent, raméne 3 une
eéquation différentielle de la forme :

X C\ AX qu
. - - —_— = /t
S I + Qg A = +qu E( )

Et le processus X (’t) s‘interpréte alors comme la réponse d'un systéme & un bruit blanc
& (£ ) defini comme précédemment.

Ces modéles ont 1'avantage de fournir assez simplement des expressions pour le
processus lui-méme, et ses fonctions d'autocorrélation et de densité spectrale : (cf par
exemple : BOX et JENKINS, 1976 ou H.J. THIEBAUX, 1976).

Exemples 'Ho VT
ler ordre : A j\_ﬁ + XY =€ (/t) s X (k) =/ ve e@-0.x
Y
l/ 0
~viCl
e(l) = e g(M = __f?_‘{_e_
YA

2éme ordre : o

o X Lo dX X LEw) . X =J°e*°‘e'°'c-iwz-&<f-6)éz

[~
v}

- & eoslalthe £ widere] f0)-

—0
Vi
(&
~——

ic,e-i-a.e—)\]e + 4 Cehe
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(avec ¢ et o telsque N = < c A, =
Ziat ¢

cv+a +a

Remarquons que cela implique Te calcul d'intégrale II%@j‘EQQ S ou‘éit)
est un processus aléatoire. Or cette intégration est trés délicate et ne peut se faire

qu'au sens de ITO (cf SOONG, 1973 ou DELLEUR, 1977).

D'autre part, on a considéré 1'équation différentielle comme lTimite d'une
équation,ou d'un modéle, de différence stochastique. Or cette limite est différente
(cf DELLEUR, 1977) selon que 1'on prend la différence en avant ou en arriére. L'équa-
tion différentielle ne peut étre considérée que comme la Timite d'une équation aux

différences en avant.

La détermination de [ﬂ(C) peut se faire directement, en déterminant
d'abord X (t) puis en calculant £ { X(£). X(tﬂ] . Dans le cas d'un processus
régi par une équation différentielle, on peut aussi déterminer T1(Z) en remarquant
qu'elle vérifie une équation différentielle un peu voisine.

Par exemple, si X satisfait :

(1) AX LX) = g

an
On peut par exemple multiplier par & (tl) et prendre 1'espérance (cf PAPOULIS, 1965)
dod < d (xw).e(/c'))> v (KD W) =celt).et)>

EWs

En permutant Tes 2 opérateurs différentiation et espérance :

(2) 3 R*euit/) + Re(/ﬂf’) = Ree (’t/*:/)
atr

ol le 2éme membre est connu, ce qui fournit R XE (C )‘

Puis en reprenant 1'équation mais en multipliant cette fois par X (AL/), on obtient :

(3) d ﬁz\*x({'{l) + ol ﬁ—jxxu—)r) = Rxe({)tl)
£

ol le 2éme membre vient d'@tre calculé.
Dans le cas o C(I) est un bruit blanc :

Ree(06) = of &(£- 1)

F?xe est a un facteur prés la fonction de GREEN de 1'équation. Or on sait que la

solution, pour un 2nd membre quelcongue, s'obtient en convoluant la fonction de Green
avec ce second membre. Et dans Te cas de 1'équation (3) qui nous intéresse, cela revien-
dra a la convoluer avec elle-méme (On retrouve aussi cette approche dans SOONG, 1973,
p.160 et suivantes).
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Dans 1'espace, une démarche similaire a fait passer des modéles discrets
(équations aux différences ou équations de regression) aux expressions différentielles.
Toutefois un probléme souvent mal résolu est celui du rdle de la variable E ,oua ,
dans les modéles spatiaux. Contrairement au temps, la variable d'espace ne comporte
plus de notion de passé et de futur.
Dans Te cas d'une dimension par exemple, le véritable modéle spatial s'écrit :

(1) XQ=:©(X@44—XQH>'k5%

ou <f% est une variable indépendante. Dans ce cas, on peut modifier la relation en

Xy =S Rg +¥py - 42® xo | e,

&
et en faisant tendre le pas vers 0, on obtient :
\ 2
(2) d X oY K(=) = & (=)
dac®
donc la fonction spectrale est en z};z—:gﬁyz ce qui donne une fonction d'auto-
+

corrélation assez compliqués . ‘

M.S. BARTLETT (1975) 1‘appelle un modéle "simultané" ou bilatéral, en ce
sens que Xq‘ dépend simultanément de X &-1 et X e

Par contre, dans un modéle "conditionnel" la dépendance est unilatérale. Par
exemple si on prend :

() Xg= @ Xg, +Eg

on peut passer a 1'expression :

(4) ? ( )
$h= g e Ko ) « 7%

mais alors les variables v%% ne sont plus indépendantes au sens des & @ car :
OQQ = E@Q - PEQQ+'1

4+
et on ne peut pas passer & 1'équation différentielle (2) mais seulement & celle déduite

de (3) soit :

i

ED S X(e) = Ele)
dee
A —of el

de densité spectrale P et de fonction d'autocorrélation e

En fait 1'expression (4) est conditionnelle au sens ol :

ELXe X, X = s (X X5.0)

. . . ¥
ol )(&est une variable aléatoire et X% jx*des valeurs observées.
4 Rt
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C'est une régression qui peut servir & estimer le point central ><%si on ne

* . v s
connait que Xﬁ1et 7§a+4 . Mais le processus générateur est Tui unilatéral car:

Pl Xe ! X, X1 = B UXglXg,]

et si on veut générer le processus, on le fait effectivement de facon directionnelle et
unilatérale.
BARTLETT propose 1'analogie entre :

unilatéral — autoregressif -—> conditionnel
modéle —

bilatéral —- moyenne mobile —» simultané

4

I1 montre aussi que le processus simultané du ler ordre (1) peut se ramener

da un processus conditionnel du 2nd ordre :

of
X%Zed qu_'i - o X@?-e+w€‘( avec @‘m

ce qui permet éventuellement d'en obtenir les propriétés.

(:) L'extension & 2 dimensions complique singuliérement Tes choses. Dans le
cas des processus "simultanés" P. WHITTLE (1954 puis 1963) a proposé des solutions
pour des équations aux dérivées partielles de la forme :

o
- ¥ T, M )= x - 2__ g
(L -«®) Xlxy= elepy) R +3§

Dans le cas ok P =1, cela conduit & une fonction :

0 (ol ) {é{ X, (odl)

ol K; est une fonction de Bessel modifiée de 2éme espéce. Elle différe entre autres

d'une exponentielle,qui serait solution du cas £ = 3/4 (associé a un phénoméne peu
courant“.).

On notera que ces résultats supposent évidemment 1'homogénéité mais aussi
1'isotropie du phénoméne : les lignes d'isocorrélation sont des cercles dans (zc,n ).
Un simple changement d'axe permet de s'y ramener quand elles ressemblent & des ellipses.

Enfin, V. HEINE (1955) a traité le cas général des processus simultanés
régi par des €quations aux dérivées partielles du 2nd ordre (qui ne sont pas forcément
elliptiques).

La ol WITTLE utilisait Ta transformée de Fourier, HEINE utilise plutét la
transformation de Laplace. Sa démarche est analogue au cas de 1 dimension (III-2-1-b)
et se résume ainsi

(1) /_.. (_;; }_3:6_> X(zC,A@ = 6(3:,10 (on L est un opérateur différentiel)

a une solution de l1a forme :

(2) X (z:’ ‘%> _ /+°¢/+z<m-u)6-v).f(~b,v> dae. dor
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ol G(’d’-ﬁo est la fonction de Green du phénoméne ou encore sa réponse impulsionnelle.
Elle vérifie :

e G - S, S et Glee-u, Y-
3 &, C =
(3) LJ(9&,9®> (& ) w» A) < ‘6
est la réponse en &, d'une impulsion unitaire en AL , & .

Si 5(35)% ) est non correlé - F&‘ (’ar,»j - Q‘f S, S(«B)

alors :

(4) r‘x (5'5\ = G [/ . Ca(u-ex, 473)444 A
et e(vmﬂ (J(J.) = u,g)/V‘(0,0)

Or si % K?, q) est la transformée de Laplace de G (@, ‘6>

& = L(eq) 3 M\=
et (4) X(?’Cﬂ: 3) ‘;;(
T (=y).

Dans le cas elliptique, HEINE retrouve le résultat de WHITTLE.
On peut imaginer des phénoménes se ramenant & ces modéles.

- Elliptique : déplacements verticaux d'une dalle supportant une charge
5&%«9 aléatoire, ou répartition des températures stationnaires dans un
milieu comportant des sources,stationnaires mais aléatoires € (ee, ﬂd) .

On peut aussi imaginer la cote d'une nappe phréatique alimentée par des
asperseurs aux débits constants mais aléatoires :
D.AH (G, "@ E(a‘/‘b)

- Hyperbolique : Températures T(ac,\b) dans un échangeur & flux croisés od
le terme d'échange comporte un terme aléatoire (source ou puits) E(ac,vb) .
- Parabolique : on peut imaginer d'introduire une dimension d'espace plus le
temps, par exemple dans une nappe phréatique unidimensionnelle soumise a un
terme d'évaporation ou de précipitation € (ec, 47) :
9 i) . D FHer ) _ 4 é(aC,/C>
0k DX S
La corrélation e(&.,6> est alors assez compliquée (cf aussi B. SAGAR,
1978).

Le cas des processus conditionnels est plus délicat et, bien que 1'on
s'intéresse & un phénoméne spatial (ne comportant par exemple qu'une réalisation) il
se traite en considérant la dimension temporelle.
P. WHITTLE (1962 et 1963) considére 1'équation :

) g(tafn .o X(A,m)_g.am)fﬁé(@l) b o (zy)
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et regarde la solution statjonnaire X(@/mo): en calculant la covariance spatiale
E[ X(é.+ d_,,() . X(/a}/t)] i1 obtient une expression qui selon Ta dimension
spatiale n fournit :

- d W -4
Fld)- &~ Mld): 2 Kold Ve | )
< ) e Ve ()en & &) Rot):%{l—

On remarquera que dans le cas d'une dimension spatiale cela raméne a
d) - 4 VI
(4= e
J. BESAG (1972, cité par BARTLETT) interpréte ceci comme la limite du modéle :

XQ‘(,Q = @(X%—MQA-* X@+4,«+4>+&Q‘C,g

ol )(% ¢ dépend des valeurs de part et d'autre au temps Q~1 . On remarquera aussi
]
que le résultat est cohérent avec 1'approche directe du processus conditionnel asso-

- Wy

cié (dans 1 dimension)

A X)) | Rq Kle) = Elee) s e(d.)ze

d=c

(:) En conclusion, notre but n'était pas de proposer de nouveaux modéles de
processus, ni méme d'appliquer ceux qui ont été étudiés. Mais les méthodes que nous
utiliserons en Véme partie pour 1'interpolation spatiale (ou dans CREUTIN, 1979) par-
tent d'un modéle pour la fonction d'autocorrélation. On choisit en général une expres-
sion simple, qui, on 1'a vu,provient en fait d'un modéle plus ou moins réaliste de pro-
cessus. Par exemple 1'exponentielle,dans le cas de 2 dimensions, ne peut pas se ratta-
cher & des modéles différentiels "simples", or i1 vaut mieux savoir & quel modéle physique
se rattache la Toi théorique gque 1'on a ajustée.
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CHAPITRE TV
ANALYSE HARMONIQUE DES PROCESSUS

Ce terme est relativement ambigu et sa définition varie selon Tes auteurs. La
définition classique (cf par exemple, J. BASS, 1962) consiste & chercher le spectre d'une
fonction "presque périodique” (somme de termes sinusoidaux dont Tes périodes n'ont pas
de sous-multiple commun). Dans ce cas les statisticiens parlent plutdét d'"analyse spec-
trale" avec tous les problémes d'estimations que cela comporte. D'autres, par contre
(DEVILLE, 1974) utilisent le terme d'analyse harmonique pour 1'analyse en composantes
principales d'échantillons prélevés dans un processus continu.

En fait, 1'incertitude de la définition provient de ce que ces techniques sont
toutes trés voisines.

Dans ce chapitre, on cherchera surtout & voir comment peut s'interpréter 1'A.C.P.

classique dans un contexte de processus.

IV.1 - Processus continus

D'aprés A. PAPQULIS (1965, p.367), un processus )(({) est dit périodique au
sens des moindres carrés si sa fonction d'autocorrélation (ou d'autocovariancg)est pé-

3T R(Tt-T) =R (7)

Dans ce cas, on peut la décomposer en série de Fourier :

1 .
e ( wo'C < - ARW,C
Mz -0 _\_ T -

¢

riodique :

Le spectre de X Qt) est alors une suite de raies :

S (w>= Mi:i:\ﬂ . % [w - 'V\.uoo]

On notera aussi que comme R(Z) est paire :

- +T
S - :1_ j dF?(C) c s \ 4 jb{ o
" CovMw, G 4G+ 4 L K@ nw,GAT =>ol,, veel
T 3 | 8.1_ S ree

t TO\L‘T'C

D'og : LU (C)z go‘fdﬂ-Cob'ﬂwoz
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Dans Te cas ol le processus est périodique au sens des moindres carrés, X(f)

peut aussi étre développé en sém’e de Fourier :
8’“ w, £
X6 = 2

et on a les relations suivantes:

El g, yed =0 Ely.y1=-E Ll q,
et E[ 60] = E— S.X] X* = b/ conjugué

buwre 1 € ]-w,+oo[

Si Te processus X(t) est réel, alors 1a sommation ne comprend que des termes

conjugués 2 a 2 :

V\Wa

+& e?) avec szc'“-kg&%

K egfvxwo

Dans ce cas le processus peut s'écrire :

b =<
X Q'f>= Z (ammmwofi-(zrmm:wmwoo avec { QC:M o=

"= 224,
et Xe - CLM<L'+ Qyme ,
" —
d'ol le résultat remarquable :
oo )
P(Z’>= 2. GTL Cod m WG
Mm=0

Dans ce cas le deve]oe_pement du processus en :
g "V\Wac
XUL) = Z < b
)= Z
est toujours possible, mais seulement dans un intervalle [—_-E ,+:—g] et on montre
(PAPQULIS, 1965, p.455) que dans ce cas

El ¥m - K»«t\] # 0
c'est-a-dire qu'ils ne sont plus décorrelés au sens de la moyenne d'ensemble.
Cela proyient de ce que 1'on a remplacé Ta vraie fonction d'autocorrélation
par son prolongement par périodicité en dehors de 1'intervalle —T Tl

2
(Toutefms, PAPOULIS montre que quand. T augmente, cette corre]atwn tend
rapidement vers 0. )
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i ions
@ On cherche alors un développement sur des fonctions autres que les foncti0

trigonométriques ( s mw,l et covm wo £ ) tel que les coefficients de ce dévelop-

pement soient orthogonaux. '
11 faut donc déterminer cet ensemble de fonctions L&(/F) , L{e('f) - fm(@—-_

qui conservent la propriété d'orthogonalité sur 1'intervalle T

/+}— xfm(/f). ‘fﬂ’:('ﬂa\/t = %)fvum

avec X (/f‘) i} 2‘-&%“ ' ‘f’auﬁ " QTM: j—*‘g XW). hf: (£).%

o
<

mais vérifiant en plus : E[_ QYM QTM:} = gmm~>\n

On démontre simplement, en écrivant cette derniére condition que :

g b, b fm(@)

MMz ~o®?

m Y, X (4. b

— E[XWbT - 2608 0 (6) - ELGIy (8)

x(@)*[fx().\ow().a\ ..:/T"' x(m).»xw)k‘)m@),a\c

27

it

@ XU h

et en prenant 1'espérance :

= E[X(). 6] - /E[xw).ﬂcﬂx@(c)az =/R(c,z)\om(c)o\c

et ce V/(;, donc «{\ est solution de 1'équation intégrale :

1) +2) = ﬁ;ﬁf UIC)-% (0). 4T = A, ¢, (t)

C'est une équation intégrale linéaire homogéne de FREDHOLM de seconde espéce
(KRASNOV et al, 1977).

?\,n est une valeur caractéristique ou valeur propre du noyau R et &q%
est la fonction propre associée.

KRASNOV et al (1977, p.73) montrent que si R (&’t') est fonction de 1la
seule différence des arguments £-k- G (processus stationnaire) et si T (C)
est prolongé par périodicité en dehors de 1'intervalle [-'{/ {{] ( ==> processus
rendu périodique) alors les fonctions propres sont :

Lff:) (/f) = s mw, b g%)f)(/f)z Con m wy 4

associées a :

+1
P\M = _/1_ dR(C\).Qo’oMuJOC.ClZ Wy = i-[
< —Q—E ‘ T
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mais cela suppose que F\?(C) est prolongée par périodicité en dehors de 1'inter-
valle E -_%,+%] et donc qu'elle est périodique au sens du § IV.1.1.
Un probléme consiste a envisager ce que peuvent étre les fonctions propres
&e(ft dans le cas d'un intervalle [ infini et ol R() n'est pas périodique.

On remarquera dans ce cas que, contrairement aux développements de Fourier,
les fonctions LQVC) n'ont pas a priori d'expression analytique simple. Par contre, on
peut les obtenir point par point en résolvant numériquement 1'équation intégrale. C'est
ce que nous ferons de facon plus détaillée dans la Véme Partie (Chap.lV).

Note : PAPOULIS (1965, p.461) montre aussi que pour un processus non périodi-

que, on peut construire un développement

X ()= 2 cm

M-

6% woel

gui est valable non plus entre -T/.a et +T/€ mais \jf a condition de définir C,, par:

+oo - L mewot T e
CM = f X(t> B &)ZO_- Q/% O\t <&,uu Q,Cm Ae [ aX(/f) e 6 %A/t')
- o0 v /v 'r

ol cette fois W, est arbitraire.

On peut citer un certain nombre de résultats sur les fonctions propres.

. Le filtre passe bas :

S(w)- Eso Mwdwe —u R(T)e 2rwel
T

0 »vw >we

Pour un intervalle | guelconque, Tes solutions \QMQ{;} c) sont des fonctions
sphériques dépendant de C=w,.T (cf PAPOULIS, 1965).

. Le processus de WIENER-LEVY (mouvement Brownien) de fonction d'autocorréla-
tion (cf PAPOULIS, 1965 ou OBUKHOV, 1960) : ) .
) R(/f,£>—_— Vmﬂ(oll{._,c(/t/)

L4
Bien que non stationnaire (G‘ZV (/t) = e(/t) on peut Te développer selon
KARHUNEN - LOEVE & 1'aide des fonctions propres vérifiant :

["®i60).ge)ar'= Ry .
_——_H/ @)t MJ/( Q)AL= h o ()
En dérivant 2 fois par rapport a t on obtient -
o kﬁ)"(/f) +°(KF(’t) =0 avec &{(O) =0 Y/(T) =
%(/cﬁ\@@\[%m A, - 2T°

“e(,m&)é
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et on voit que Tes solutions, pour | fini sont quand méme périodiques. OBUKHOV donne

encore un autre cas particulier et on trouvera aussi des &léments dans B. LEVINE(1973).
On dispose cependant d'un résultat plus general pour toute une classe de

processus.

(Travaux de M.I. FORTUS)

M.I. FORTUS a c_r‘lerché les solutions de 1'équation
+/
T T
CRU-T). 9 ®).dT = VT o)
- %
et les propriétés de T et n.ér(,() quand T 7 oo,

En remarquant d'abord que la densité spectrale du processus X(/C)s'écrit :

()= [_me“@"f)ﬁwz).o\f

I o
avec R('t) paire d'ol encore :

| TR o)L - e ).

- oD

SERRE

on vérifie a nouveau que les solutions pour T>o0 sont les fonctions trigonométriques
<ont et Bark }\/t" associées a la valeur propre y“(h)
La question étant de savoir ce qu'elles deviennent pour T fini.

Par contre la parité de W(G) implique que Tes fonctions K?T soient paires
ou impaires (symétriques en valeur absolue). On montre aussi que toutes les valeurs pro-
pres sont doubles sauf la lére (W 0.4 n'est pas admissible comme vecteur propre)
cf KRASNOV et al (1977, p.73).

T

M. FORTUS montre d'abord que la lére valeur propre V'L est toujours
inférieure @ <1 %(ho) (si ?\o —e—» maximum de %(r\) ) mais qu'elle tend
vers cette valeur si 1 —b oo

Ensuite i1 montre que si ta densité spectrale %Q\) est une fraction

%m _ Qu) QN
Fa ) - 50

P et Q &tant des polynémes de degré m etv ( m > ), le probleme peut étre

rationnelle :

résolu analytiquement.

T
Dans ce cas en effet, les fonctions (/t) sont de Ta forme :

&QTUT) S C, (QKJ: N e_%b./c> o 5 c. (e%“'t_ e-?vb.t)
b=4
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L.e calcul des ))T, %b(vr) et Cb(vT) est extrémement laborieux et a été
décrit par YAGLOM (1955).

numériquement.

I1 conduit & des équations transcendantes qu'il faut résoudre

d) Toutefois, les calculs effectués pour les fonctions de corrélation les plus
courantes font apparaitre un certain nombre de points communs.
La premiére :

1) ?(C): C@-q\m —e—> %Q\) .Gy
(20

a pour valeurs propres, sur 1'intervalie l-} +}]
T <2Cd

Y = e
°(€ +>\€

et on montre au'avec '@n = 4 }Ln solution de /f% AMT_—_ 3: P"“‘!
AT - o
Les fonctions propres deviennent :

QL= 2 s (3,8 T

c'est-a-dire une suite de sinus et de cosinus (la premiére, associée a >\4 est un cosinus).

Pour ce cas particulier, on trouvera une autre approche par DAVENPORT et ROOT
(1958 cité par PAPOULIS, p.472) qui aboutit au méme résultat .

Pour Tes autres fonctions considérées par M. FORTUS :

~qlct -4 sl
2) C.e .(/1»”\\6\) 3) C.e *! cos D0

c -4z -d |z}

4) . e . cod d G 5) C.e s ot G

les racines Q(/o ne sont plus imaginaires pures et les solutions sont des combinaisons
1inéaires de fonctions trigonométriques amorties.

Par contre, il montre comment la forme des fonctions propres, par exemple
Ta lére &QI(AI) est liee a | :

- si le spectre {(N) a son maximum en 0, alors elle est toujours paire,

(et alternativement pour les autres) et la forme est stable T(cas des
fonctions 1) et 2) ). En particulier, la fonction ger (/t) a exactement
J=1 zéros (recoupe j-1 fois 1'axe des t) sur

FTgNT
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xR
- par contre si (?\> a son maximum en P\O#O avec L, = A %(ho)
on peut, selon la valeur de | , approcher V:’ par u}_= < g(a;\
avec P\I > P\o ou <Ao. Dans le second cas Lf:' est impaire, mais

cela suppose pour les fonctions d'autocorrélation considérées, o 1 > 4.
T
s

X 2

T

Remarque : Pour cela, on montre que Z YV, = 5 R(O)M; =T
-1

pee

D'autre part, si ho:,t O ona:
U:": ST %O\O) >g“g(0)= A == lespectre est > 4 entre 0 et A .

Or on aoproche vio par V;r 421)1-:’1 donc par la droite . I1 faut donc au moins «T >4

b

Cela explique la forte analogie des premiéres fonctions propres obtenues,
quelle que soit 1'allure de la fonction de corrélation dés que 1'intervalle observé est
inférieur & la longueur de corrélation ( la premiére est toujours paire ),

Cela n'est théoriquement prouvé que pour les fonctions d'autocorrélation a
spectre rationnel, mais la plupart des fonctions observées peuvent se représenter ainsi.

L'extension & des champs bidimensionnels homogénes et isotropes a &té proposée
par M.I. FORTUS (1975) qui a mis en évidence le méme type de résultats. Comme, de plus,
la plupart des phénoménes météorologiques bruts ont un spectre qui tend & étre maximal
vers 0 (les basses fréquences ont plus d'énergie que les hautes) i1 est normal gue 1'on

retrouve toujours le méme type de forme pour les fonctions propres .

e) Enfin quand T —» oo , les fonctions propres convergent rapidement vers
les fonctions trigonométriques quelque soit la fonction d'autocorrélation Qou la densité
spectrale). En particulier si le maximum correspond & ?\° = 0, la premiére fonction

Q,'n“‘t est bien entendu une constante. ( et se traduit par un effet de taille )

Remarque : On a parlé d'intervalle de corrélation, ou de longueur de corré-
lation que 1'on peut définir par (MONIN et YAGLOM, 1975, p.35)

L. 4 (7
R0) f f(t) a4

qui donne un ordre de grandeur de la distance ol la corrélation cesse d'é&tre signifi-
cative.
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IV.2 - Cas des données discrétes - Processus &chantillonné

Si on considére une fonction IC) et sa transformée de Fourier F(?\)

P(3)- f: gm.ejé“f

on a la relation

On peut imaginer que 1'on remplace 1'intégrale par la somme :
-4 - {akat
ha g (Qq At) e ZB

%:0

ce qui conduit a la notion de Transformée de Fourier Discréte (cf RADIX J.C., 1970, p.141).
A la suite X(h = (Q& At) correspond la suite f\

- {(k.a0) ko004 ? X - e‘elﬁ%

La formule inverse donne : Q

-4 Swn
Z A, e N6

zl—\

La suite HQ constitue une analyse spectrale de la suite Xq‘, . E11e ne représente
que dans une certaine mesure celle de X(’C)car il y a eu 2 opérations ol 1'on a perdu
de 1'information :

- 1'échantillonnage & la fréquence %

- T'utilisation d'un intervalle de temps fini (O/ N,A't)

Cela a pour effet d'éliminer les hautes fréquences (d'ol repliement du spectre)
et de prolonger implicitement le processus par périodicité (ce qui rend le spectre pério-

dique).

Pour rejoindre les notations de D.R. BRILLINGER, dont nous allons utiliser
Tes résultats, nous écrirons plutét, pour un processus X

A - AL
T } Roes dF(2) 2 Z x(t) o7
k.at—s £ =°
= nod
et inversement : X (k) _ 4 o T . d P(g_@_)
T &-=0 T

(On remplace N par T par analogie avec Te cas continu mais | est ici le
nombre de pas &L ),
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En fait, pour se rapprocher encore du cas continu on peut supposer que le
processus est connu entre -V et +7V , sur €T+«4 points autour de 0. Dans ce cas :

AF(A) . T (k). 1M
£ooT

La fonction d'autocorrélation du processus est, elle remplacée par une matrice définie
posivite notée R ou 2. (selon que les valeurs sont normées ou non a 1) :

[C(0) ClA)oeomn CRT)]
C(-1) CO) ------- C(e'T-i)
_S _______ i_

| CE2T) cherat) - C(0) |

qui présente la particularité d'étre de la forme TOEPLITZ (BRILLINGER, p.108).

Dans le cas ol | est grand, on donne des résultats théoriques approchés
(qui sont détaillés dans BRILLINGER). La matrice Z :

Z - [Z*f}] - [Cu-g)»fcu-éﬁn)]

approche C quand T —scs . Or EE est une matrice circulante et ses valeurs
propres sont connues :
+<T Cemad
/.A/b:_-_ Z C(’t> e % LT+4 b = -V _._.0....T
L=-2T

avec les vecteurs propres associés :

4 - 6' s Q
Vb = {TAQ] ‘V—éQ = o JIT+A4 Q - . T_--ON_._'_T
V€T+4

Ces résultats sont donnés pour des matrices C hermitiennes mais ici, C est:

réelle définie positive,et ses valeurs propres doivent &tre réelles, de méme que ses
vecteurs propres.

Or si on regarde la sommation dans /Ab, on s'apercoit que 1'on a des termes:
; £ Cdnad

T Y =nes
C(‘k) e 6’”‘*4 +C(/t)e T C(f).c%%—t C &tant paire

°T
donc /*/5 est réelle. /AA = C (O> + Z < C(/t>. Cod ’i‘l_{._‘b_f
] 5:4 'C +
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De plus, on vérifie que f'{_/\g:/“/s et i1 n'y a pas en fait 8—‘—“”1
valeurs propres distinctes,mais 1 valeur simple Mo et T valeurs doubTes.

Les 2 vecteurs propres complexes associés sont '\/; et -V:b , mais toute
combinaison Tinéaire de ces 2 vecteurs propres est vecteur propre. Si on prend les 2
combinaisons orthogonales :

Yy + et _\Q —'\f_b
les {-&mes coordonnées deviennent, & un facteur prés :
Lo sl A ST
ST+A ST+
== L'analogie avec le cas continu traité par FORTUS est parfaite dans le cas o

T —>oo : On trouve bien les fonctions trigonométriques comme vecteurs propres et la
valeur propre associée est bien la densite spectrale du processus, ou la valeur de la
transformée de Fourier de Ta fonctmn d' autocorre1at1on (dans te cas continu, Q- S(A)

comme dans le cas discret: +T ewa b
> Clh)e V™ = ¢w ((wé)
D T4

Dans le cas od | est petit, il existe trés peu de résultats. La matrice
Z différe alors sensiblement de C ce qui exclut d'utiliser cet artifice. Les seuls
résultats disponibles & notre connaissance sont dls & KUENY J.L. (1977) dans le cas

d'une fonction d'autocorrélation connue sur [O I(?—'l).A't] et qui peut se mettre
P—'\

. -4
sous la forme : ? _ Z o e 'r_r_%ﬂ ) % ZQ e % é’YQ?,Q
¢ ko & p-1 k-t

En cherchant des vecteurs propres -Vb de la forme :

E el 50l] o B oquinlle-tyad]

et, en procédant par identification, KUENY a montré gqu'il existait une solution

Lo

exacte pour determiner les pr( et Cy-

Ceci est évidemment a rapprocher de la forme analytique :
&, t | -V%J Q%rff -q‘%/c
Z Ch( ) ou 2. C< >

proposée par FORTUS pour &?e ~quand T est fini.

Les calculs d'identification des coefficients &Y ou cg sont ici aussi
trés laborieux et pratiquement, i1 vaut mieux diagonaliser directement 2. . Mais cela
explique encore le caractére périodique des fonctions propres que 1'on observe sur des
exemples.
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, -x1¢)
Comme dans le cas continu, la fonction d'autocorrélation 6(5) =&

ou la matrice V9 - P T

-of. AN
- == avec f’ = €

permet d'obtenir des résultats théoriques simples (bien que 1&gérement approchés). Les
démonstrations, reportées en Annexe fournissent comme valeurs propres :
4-p
A

/‘A A=< oos.lf_é_+f3

E>+1

- A
{V’é’q} —qu: A (-J+4

On notera au passage que si)pour T — =, les valeurs propres sont

—

%

e

il

Nous en donnerons des exemples en IV-3.

doubles et associées respectivement & un sinus et un cosinus, et ce a la fois pour Tles
cas continu et discrets, (quelque soit la fonction ou Ta matrice d'autocorrélation) cela
cesse dés que | est fini. On peut le voir sur 1'exemple (T) = G-‘ﬂ\t' ol ,méme

si les fonctions propres se raménent & 1 sinus ou 1 cosinus, les valeurs propres ne

sont plus doubles, et Ta premiére est associée & un cosinus.

g

(:) Enfin le passage & 2 dimensions est encore possible dans le cas T—oo

(ol BRILLINGER montre que & partir de la matrice C , on peut construire Z qui sera
cette fois circulante par bloc) et pour W—efini, KUENY a montré que les vecteurs
propres étaient des combinaisons linéaires de sin . sin, sin. cos, ou cos. cos.




0.2 - p=0.4 p=0.6

f = 0.9 f = 0.95

V3

FIGURE IV - 6 :

Premiers vecteurs propres d'un processus markovien sur un réseau unidimensionel régulier
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IV.3 - Exemples de simulation

On se propose d'étudier les éléments propres d'une matrice de corrélation
quand ses éléments correspondent & des fonctions d'autocorrélation simples.

On a d'abord considéré, sur un réseau hypothétique de P stations équidis-
tantes le long d'une ligne, le modéle d'autocorrélation : e ('t > - e oA\ 4]

D'ol Ta matrice R de 1a page précédente, dont on calcule les élements propres.
On vérifie que : (Fig. IV-6)
- \C a la forme d'un cosinus, plus ou moins aplati selon ¥ et
. quand PP est fixé, la courbure augmente si ? diminue. (En particulier
on tend vers une constante si ? —pe 4.)
. quand ? est fixé, la courbure augmente si P diminue.

- De méme Y, ressemble & un sinus, etc... pour Vs .--

- Le vecteur \f% recoupe k-1 fois 1'axe. (I1s sont alternativement pair

et impair).

Si on compare avec les résultats obtenus théoriques du IV.2.2, on constate,
par exemple sur V,, une 1égére divergence due aux effets de bord provenant de 1'appro-
ximation utilisée sur ® pour calculer les éléments propres.

De plus, le vecteur est ici renormé & 1 alors que :

P+4
Si 1'échantillonnage sur les séries temporelles se fait souvent & pas

P v
%jiame_%l_ + 4

constant, 11 est rare gu'un réseau spatial soit aussi régulier.

Nous donnons donc, pour f>= 10, Tes 3 premiers vecteurs calculés en enlevant
successivement la station 2, 3, ... 5 du réseau régulier (Fig.IV-7a). On constate que
s$i T n'est pas trés élevé ( < .8) les déformations sont sensibles.

La méme chose se produit si on ajoute une station par exemple entre 5 et 6.
C'est le vecteur 1 qui est le plus affecté dans sa forme, mais les vecteurs 2 et 3 le
sont aussi, et d'autant plus que ? est faible (Fig. IV-7-¢).

Enfin le cas le plus réaliste correspond d un réseau aléatoire. C'est ainsi
que T'on a généré, pour le troncon 10.A= ,différents ensembles de 10 stations distri-
buées aléatoirement sur le troncon (Fig.IV-8 a). On constate une forte sensibilité
dés que décroit, et ce méme sur \ﬁi. Bien que satisfaisant toujours le modéle théo-
rique, on ne retrouve plus les tracés réguliers obtenus pour les stations équidistantes.
Cela est vrai aussi a 2 dimensions, et explique par exemple pourquoi dans 1'analyse des
géopotentiels par exemple, on a des isolignes plus réguliéres en utilisant des champs
interpolés sur des grilles réguliéres ‘qu'en partant du réseau aléatoire des stations
d'observations.

On a d'ailleurs effectué des essais voisins en bidimensionnels. Le modéle

théorique choisi pour la corrélation était : ? ( cx ) = o d. Y§A (d ck)



b) Elimination de la station n° 5 . a) Reéseau régulier de 10 "stations" . «¢) Adjonction d'une station entre Tes n° 5 et 6

FIGURE IV - 7 : Perturbations diies a des modifications du réseau ( pour le cas p= 0.6 )
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FIGURE IV - 8 : Premiers vecteurs propres d'un processus markovien

Sur un réseau unidimensionel aléatoire .

A 1'exception des "stations" 1 et 10,la position des stations est
tirée dans une loi normale : 1'abcisse de Ta j°™€ est x, € gﬂ?§}0.$>
On donne 3 reseaux aléatoires différents ,et pour ?:.6 , .8 et .9




/.

V3 RES.REGU.

AXE X

MCF1S03  LE 19/07/79

A

00:30:31

NAXE ¥

V2 RES.REGU.

AXE X

MCFI1S03 LE 19/07/79

00:30:11

NUMXE Y

V1 RES.REGU. *2

AXE X

MCFISO3 LE 19/07/79 A 00:29:54
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V3 RES. ALEA.

AXE X

14:08:53

MCF1S03 LE 19/07/79 A

G

V2 RES. ALEA. '
MCFI1S03 LE 19/07/79 A 14:108:31

NAXE Y

V1 RES. ALEA.

*2

AXE X

MCFIS03 LE 19/07/79

A . 14:08:14

FIGURE IV - 9 : Premiers vecteurs propres d'un processus markovien bidimensionel,

a) sur une grille 5x5 réguliére

b) sur une grille aléatoire
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associé a une équation aux dérivées partielles élliptique. ,F?“‘4
On n'a pas démontré mais seulement vérifié que la matrice de corrélation

i z iée 5 1'é i iscrétisée, de ligne
associée avait la méme allure que celle associée a 1'équation discrét s g

courante:___ E A€o hely A mmeen EAE -

Dans le cas théorique o & =0 , on montre par analogie avec le cas uni-

dimensionnel que les fonctions propres sont de la forme :
a = o ®(ET) a0 AT )

. Aun
associée 3 la valeur propre )’Fﬂ ( p= Im , q = 1,n).

Les valeurs numériques approchées en différent sensiblement a cause des effets
de bord, (surtout sur les petites grilles 5x5 utilisées) mais restent trés réguliéres
(Fig. IV-9 a).

On a aussi considéré 1'effet d'un réseau 1égérement perturbé (Fig. IV-9 b).

Les essais précédents partaient non pas d‘un phénoméne, méme idéalisé, mais
d'un modéle théorique de corrélation. Pour nous approcher un peut de 1'exemple des épi-
sodes pluvieux, nous avons simulé, sur un réseau fixe de 10 stations, des observations
(en général 100) selon le modéle suivant : ( cf. Figure IV - 10 )

- le centre de 1'"gpisode" suit une loi uniforme sur (0,110)

- la hauteur au centre est uniforme sur (0,400)

- la forme des épisodes est imposée et correspond i un cosinus .

Dans un premier temrs , le rayon d'action de 1'épisode &tait imposé et éqal a:

F?x = 35., 50., 75. et 100.

- Les hauteurs « 0 sont forcées & 0. On voit les résultats sur les figures
IV-10. En particulier, quand f?x est de 1'ordre de grandeur du réseau F?x)> 75, on ne
saisit plus la totalité de 1'épisode, et la variabilité interépisode devient grande.

Les fonctions propres ressemblent alors beaucoup d celle du schéma markovien.
Mais ce n'est plus vrai dés que F?x<f 75. On voit donc le réle de 1'étendue du réseau
par rapport a la période propre du phénoméne. Certes il ne s'agit pas ici d'un signal
périodique pur (les valeurs négatives sont écrétées) mais de période fixée (F?ﬂfixé).

Un cas encore plus réaliste a consisté & prendre un rayon d'action F?xvariab1e
et aléatoire F?)<€ uﬁﬁ?SO, 75). On vérifie que 1'on se rapproche alors beaucoup plus
vite du schéma markovien.

On peut donc s'attendre, dans la réalité, & trouver des formes analogues &
celles du schéma Markovien, méme si le modéle théorique sous~jacent est différent.

Nous n'avons pas fait d'essais & 2 dimensions mais i1 est probable que cela reste vrai,
compte tenu des résultats expérimentaux sur des phénoménes variés (pluies cf Véme partie,
Chap.IV, ou KUENY, 1977 ou DUBAND, 1973).
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b) corrélogramme €) cas ol Rx est aléatoire

Correlog .

10
Rx

H max de I'episade
Centre de I'episode
6
Hm

FIGURE IV - 10 : Exemples de résultats pour des épisodes "simulés" .

Le réseau fixe a une extension égale & 100 , et les épisodes ont un

épicentre aléatoire sur le réseau , une "hauteur" au centre aléatoi-
3 " 1 > H . .

re , mais un "rayon d'action" fixe : Rx = 25 , 50 , 75 , ou 100

On donne aussi un exemple ol Rx est Tui aussi aléatoire : Rxed150,75)
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IV.3.3. Processus_simulé_par_des_sommes_de_fonctions_trigonométriques

Jusqu'a présent les modéles théoriques étaient solution d'équations différen-
tielles ou aux dérivées partielles. Ici, nous allons considérer des processus théoriques
qui sont essentiellement des sommes d'harmoniques indépendantes. Dans le cas d'un pro-
cessus continu 3(;@3 sur ]-—oo, *-OO[_, on peut imaginer un spectre discontinu formé
d'une infinité dénombrable de raies.

Nous en donnons d'abord la définition, puis des propriétés, a partir d'un
exposé de MONIN et YAGLOM (1975) et enfin nous considérons le cas discret ol le proces-
sus est échantillonné, puis ce que donne son analyse harmonique, c'est-a-dire 1'A.C.P.

classique expliquée & un tel processus.

@ On a vu en IV.1.1 comment un processus périodique au sens des moindres
carrés pouvait se mettre sous la forme :

XW);f BMJWUJ W, = T

=

Mz ~
qui, s'il était réel, se réduisait a :
+00 )
X(’t) = Z (cx,ﬂ.cofbmwot + erwm'nwo't)
’n:O

Un autre cas, envisagé par MONIN et YAGLOM (1975) considére un processus :

X(/C) = (:ZJ(oqu. cos Wb+ Q:Qq. B w&,/t'>

ol les valeurs données wy, , Wy ... Wy ne sont plus des multiples de wy .
Dans tous les cas, le processus étant réel, sa fonction de covariance (les
espérances de chaque harmonique étant nulle V/t fixé) peut s'écrire :

C£aky)= Clh,-42) = C(0) - gj o5 cos Wy,
| (# pour le cas périodique : C(C) = ;LEO G‘é &ob.%(.w.,'c )

avec 0\7; - E[vaé] - E[ Qré] et en supposant ELC\R- A = E[qu?.g-?]=o VP.I:FQ

On peut méme montrer que tout processus stationnaire peut se mettre sous
cette forme a condition que M —s oo et que les w deviennent denses’ sur 1'axe des w,
Et on arrive alors & la représentation de la fonction X en intégrale de
Fourier,
Par contre, si le processus, quel qu'il soit, est échantillonné avec un pas

AL et n'est connu que sur un nombre fini de points, on peut Te représenter exactement
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par une somme finie d'harmoniques dont les fréquences sont multiples de la fréquence
d'échantillonnage. Cela revient & rendre le processus périodique (prolongé par périodi-
cité en dehors de 1'intervalle ol on 1'a échantillonné) ainsi que sa fonction d'auto-

corrélation.

Rappels sur 1'interpolation trigOnométrique.‘
Si 1'on échantillonne une fonction ('ac) en N+1 points tels que N+l
soit pair (le cas impair est tout & fait analogue) N+l = 2L

a b
¢ i + A ¥ 4 4

—4

9 4 N

Et si on considére 1'ensemble de fonctions :

1 Lob BT COb LB - e C%(L—i)m %La&(; 4)

0 swax mw e oo (Led)m awmlac(=0)

cet ensemble est orthogonal au sens discret sur 1'ensemble de points suivants :

0 i ST T

N N N
Or si on considére la fonction &chantillonnée sur 1'intervalle [a, Q,] et si 1'on
veut ramener cet intervalle & ¥ , il suffit de faire le changement de variable :

x -——-——)mlz 3'{[’.2_6__—&
-
et si : ®x = ou+Q¥.AOL )
} alors e = YT Q"'A""— =%_’H‘_
Q,-a,: SL.Aec SLl.Ax L

Cela suppose implicitement qu'on ne va pas au point d'abscisse 2L mais
seulement de 0 & 2 L-1 car g(e L) = g(o) : la fonction est supposée pé-
riodique de période ¥  (en fait % -a ).

On vérifie alors que notre ensemble de fonctions de base :

A QobTZr‘ac coae_fLL"a: ______ cas b qra coazé_-rrac
s Lo oMM e __ . ow L4 e
L L A

est orthogonal sur les points &€ =0, 1 ..., 2 L-1.

N . 0 Q? m

ZWI&&-MEmm= #—-

®=0 L L L Qa=fm=/=0

-1 -
wm T ko . oo T e = 0 V%)m

x=0 L L

wo&oszE x m%mm =4L k=mgo0

'ZLr %:'W\:O
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On montre alors que la fonction %(‘oc> quelconque connue en <L points
peut s'écrire :

[=]

L .
fie) = goor Z(ag ohge by unbira)fomrs

En fait, si on se raméne & la théorie de 1'interpolation, on a 2L points
et 2L fonctions de base, indépendantes au sens des vecteurs et, dans notre cas, ortho=-
gonales, le systéme est donc bien déterminé.

De plus, 1'orthogonalité de la base permet d'introduire les notions de pro-
Jection orthogonale et de produit scalaire.

On trouve donc les valeurs de CL“ et Qrﬁ par :

g = %%o %(%)-Cdb {_rQeac, k - O, .-.. L
by, = R (A k= 4.1t

Enfin, on montre que, en plus de 1'interpolation exacte, Ta suppression de
certaines harmoniques ou la prise en compte des M premiéres seulement donne une erreur

quadratique moyenne sur les<lLpoints facile & évaluer par :
eL-4

s L) E s

=0

Mo
E (e tp)]

Tous ces résultats se trouvent démontrés dans SCHEID F. (1968) ou HAMMING R.W.
(1962). On trouvera aussi 1'analogie pour le cas ol N+1 = 2 L+1 (nombre impair de points).

Dans notre cas, chaque réalisation (ou observation) i , du processus (en fait
un trongon de réalisation) pourra s'interpoler exactement & 1'aide des fonctions de
base ci~dessus, d'od :

() (v) OL-1
% (=) = éi/- a +%‘=4 [ (;; CobTr &oc + ’Qr()wa—‘r@a:] g‘l )cobzfac

%
Naturellement, cette représentation % (@) differe du vrai processus %(m)
et en particulier les propriétés spectrales du processus interpolé différent de
celles du processus original (DEVILLE J.C. 1974)

Aspect statistique (N observations) - Corrélation.
On considére maintenant que 1'on a N réalisations connues sur 2L points :

M)(O) U)(4> L @)(eL-i)
©) (O) @)(4) L @)@L_d) ces valeurs étant centrées

réduites au sens habituel.



i LW
Comme on a : Q.SQ = %—go % (m).’cw%%m
N % N ()
E[(*) .4z OLQQ=AZ_A_Z%(?C)C®_.Q?7>¢
TN 4t N 41 L .
oL-1
(+)
-4 3 e e (L2 00)
=0 ——

. E @)?c -0 e
De méme pour Eu[ Qr(;()]_:o [g ()1 V

Et le fait d'avoir forcé, sur N échantillons finis Ta moyenne arithmétique
a 0 pour f(=) donne bien Ta nullité de Efsglet E[&y].

4) o)
Le probléme est un peu plus compliqué pour [ @) Q, ]
En effet : .
@ QW e DR () |
g v =1 [*@"“X ) o B oo gl o floy) contir o]

SRURATIN oy, €
x[0fls (Wil ) s der 40 i 24
et guand on fait la sommation, on obtient des termes de la forme :
R P
%ZQ) mﬂi_ﬁﬁ.w%_;_rz

5@(0,5@ ) oo & d i
1) (¢ ww%wem%v

Les premiers termes sommés sur 4 donnent :

4l i <?L4
Z(AZ )cob.(&’_lr xAM,%__ = x:oo_If MQ&\T =0 \j?%
N 4=t % =o L 6
b ;_VT ( d'aprés les relations d' orthoqona]ité*)
a3

C‘iAes-t-é-dire que la réduction des variables : ._/1_ Z % (ac) =4 Vac y qui recouvre

A
condition en espérance : E{%(‘Dﬁ)e] =1 V % est exacte sur notre N échantillons
et entraine la nullité des termes carrés.

Par contre, les termes croisés ne s'annullent pas par construction sur un N
échantillon, et les termes estimés Ak et Q’Qi » OU O et g ne seront pas indépen-
dants sauf s'il le sont dans Te processus Tui-méme, par exemple si celui-ci est généré
comme somme de L harmoniques de périodes multiples de LIS

Dans le cas contraire, cela sera d'autant plus vrai que L sera grand {tron-

¢on suffisamment long de réalisation, échantillonné a pas petit, cf aussi Iv.1.1(b}) )
et que N sera grand.



-259-

Analyse en composantes principales

i i g i jables :
Si on considére 1'observation interpolée sur les 2L points variab

' : Sk @) -
@) W ( @ 0, M—W_QW%E,:Q&T&
'\'}S (m)— Lo & E‘ Q%Cob-z—:-%&*‘ & L‘ 5
et si on regarde comment s'écrit le vecteur observation 4 :
N : s C e
/W'z [AB”O My N5~3 3~2L-1]
on peut vérifier que cela peut se mettre sous Ta forme :

I~ 9 o
}f:[‘:‘an“qm“‘“uaqz.QGQQ“"Q’(“Q’L]' 4 4 4 - ~/1. ______ A4 _
" e bt L T

4 kT kT - c&q\;ﬂ' -- - -cos(di"‘>%l"
; It Ny
———————— o el-4 |L
S S o ) | o e
0 s AT - ,,,M}S% S w(e -)_L_
L -
0 b ET WL ¥ -ooopiy A e R
0w BT S T TR &
L L L. L
51“;7_-1?@&;--@’«6% ....... o)y 14
L
—
Que 1'on peut écrire matriciellement : \'L-V'z R,{, M K:
Et 1'ensemble des observations s'écrit : --—-___ __ __ YOV‘ T\—: M - p\._M
s
Ay

et, si on suppose les variables déja centrées, on a la matrice de covariance :

Ly v oo MmAAf AN
N oV ov

N
avec :
[(s @2 6y ) L W) 6 s W) AR
2 %o Z %o a'i __-—Z'QOQL. Zao‘&; - Z"o‘o Qrl.-‘(
Lol oo LA T s

£ el
AA R @)
\Z R’; """" zqrA QEJ
e e
X 2% A
Or, si les hypothéses d'indépendance sont vérifiées :

E [Q&.%]: E [a%.@z_]: E[a@?.q(]:[‘:[@%.@ﬂ_zo

K
alors, ﬂ . ﬂ est éﬁagonale. La matrice des vecteurs propres est 1"\ , et on

veérifie que ﬂ- MM est Ta matrice unité i'(car on retrouve toutes les rela-
tions d'orthogona]ité.).




-260-

Dans 1'écriture ci-dessus, les termes diagonaux ne sont pas classés par va-
leurs décroissantes, mais i1 suffit d'effectuer des permutations sur A et M pour
les amener en position adéquate (Sur ,M_'r cela revient & permuter vecteur par vecteur).

On a donc trouvé & la fois 1a matrice diagonale et la matrice de passage asso-

ciées & la matrice de variance-covariance.

Remargue numérique :

. t P
On remarquera aussi que les vecteurs de M~ ne sont pas normés & 1. Pour les

renormer, il faut : 2L-A
- Pour le ler, tenir compte de : Z /1 =<L = diviser par %E
®R=0
~ Idem pour : Cos T Qob I Cod DT - ---- <:oz>(€ L—4).Tr
~ZL 1

z [-4 q‘]
- Par contre, pour lTes autres :

T b %(%E).w&(%r)zsme, Zeab . cafar o g

i1 faut seulement diviser par [, r
Une facon de faire est de diviser par VL—la matrice _M » qui devient alors

orthonormée, et de remultiplier A‘A parL.

D'ol :

[/ / y )
Vol g R
N A - Diagld 128 e b)] [T TR T %
N k —cab(el-‘\)'“—
A A
NL o No_ b T
A AL A m(gLA) LA
M=| T =TT il Sl
4 =2 -
. e JLvE T VL V& >
Pour Tes termes a e b i1y a Ao Lo A skl)
un facteur V& supplémentaire . _Q _ _-Vfwf VT L
O _A_ML-JTT_-“-,__ _"_w L-'lL‘L;r
' L L ¢ )h ;

@ Simulations

Sur un réseau fictif de P = 12 noeuds, on a généré un certain nombre de
réalisations (100 ou plus) de processus par :

i~éme réalisation Wi
} Vetah 2. [ meﬂ, +0) waﬁg}

Jj-éme noeud < &4

avec % = '%F*(’é)' )



GEHED-TION DE 300 REALISATIONS SUR 12 NOEUDS
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FIGURE IV - 11 : Exemples de réalisations de processus trigonométriques .

( On donne ici une simulation toutes les 20 , parmi les 300 effectuées.
Bien que n'utilisant que 4 harmoniques , on notera 1'analogie de for-
me avec la dérive moyenne seion 1'axe SW-NE des épisodes cévenols ) .
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NH étant le nombre d'harmonjques ( & 6).

Les valeurs Oziet
On vérifie alors que

® étant

extraites d'une

loi

N (0,0%)

ITya2xNH

valeurs propres non nulles (+1 si on a mis un

effet de taille a ).

Naturellement pour vérifier cela on a généré moins d'harmoniques que le maximum

autorisé.

soit (Tj%
L .Gj;

G‘Ef . En particulier, 1'harmonique o

effet de tail

En fait,

le dominant.

Les vecteurs propres sont voisins de

]

A

o

L

Ces va]eurs propres sont trés voisines des variances demandées pour Clgiet qu
compte tenu de Ta fagon dont on a renormé, on doit trouver

Les valeurs propres sortent par "paire", et par ordre de variances décroissantes
sort bien en premier quand on a mis un

cor Qﬂ%w)} [ sin %1(3-4)}

On donne dans le tableau I les résultats d'un exemple:

(C\FPA,I(\\ ne Aane rrAL[S/\TIr)Mr LUR 1? MOFUDS N= 500
CAZACT. DES HAPMO GENFRFES 2L-12
‘ — o ’ < T ;
carl-Uypes de des @ Q;& Py
,, £ ye mandes & dbsevvees A ou Qr" o‘osc\rvces ’z(qﬁ'@ﬁ)
HARYO N = 0O G; THEQ = 20040 | VRIFL = =12,27 | VREEL = 42326428
HARMYO N = 1 U:'THEO = 7067 | MATEFL = =3,95 VAYFEL = L£25,23
MEREEL = bo&3] VAREEL = 5315.26| RAB = 0,C90
HARMS N = 2 GEﬂTNFO = 5040 | MARFFL = 2e51] VARFEL = 2402,10
MEREFL = =l.14| VBRFEL = 2552, 18| RAB = 0,044
HARYC N = 3 GS THEC = 35,3 | WAREEL = Cobbl VARFFL = 126%.,3%%
‘BREFL = -0, 5A] VAREEL = i197.38| RAR =z=0,047
VOVENNES DES STATIOMS
=71 —febhA -5 -1l.63 l.50 2.1 =0,1 -5 =11, =15,
VAR B T L | 8 6 3 5.07 1.50 =-15.66
STATICNS
3’;.‘:.5: 142,77 139.60 134412 127,52 128,30 137.50 145,31 14lath
- Y e 3
MATRICE DF CORRFLATION
1.0000
Dy2aL58 1.0000
N,EN1A (AT 1.0000
NLLLBT O NET711 ALeLnh 1,000
N,a30l Del&nC N REHE (,P36n 1.0000
Ne&nsl Nelt72 (Coauldlb (.8572&8 (LANR] l1.0000
0e?R26 Q461610 Nel?76  DL3AGL  Nebpal 0a 7984 l.0000
Qa4nlo NG2E5A  N,3750 0,373R 0.,3449 0.4710 0.85%6 1.0000
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On constate qu'en pratique :

- lLes "variables" générées X:s correspondant a la station Jj n'ont pas méme variance
(i1 ne faut donc pas utiliser la matrice de corrélation)

- De plus, elles n'ont pas une moyenne nulle (bien que T'espérance en soit nulle).
Le centrage classique introduit donc un biais et i1 vaut mieux travailler sur la
matrice des produits croisés.

- Bien entendu, i1l y a une corrélation entre ouh, et QJ’@ méme si E[QQ@.%] =O)
ce qui rend F\t. A non diagonale, mais @ diagonale nettement dominante.

- Les vecteurs propres correspondent bien a des sinus ou des cosinus mais sont 1egé-
rement déphasés par rapport aux valeurs théoriques. Toutefois 1'effet de taille
engendre bien un vecteur propre quasi-constant.

On donne aussi quelques exemples de réalisations du processus (Fig. IV-11)
que 1'on pourra comparer aux profils longitudinaux de nos &pisodes cévenols.

IV.4 - Conclusions

Ce chapitre nous a permis de faire le point sur les analogies entre 1'A.C.P.

classique d'un tableau de données (provenant éventuellement de 1'échantillonnage d‘un
processus) et T'analyse spectrale des processus.

En allant du théorique au pratique :

On constate que T‘analogie n'est totale que
- si 1'on traite le processus sous forme complexe
- sur une étendue 1 de -w 3 +oo .

Dans ce cas, que 1'on traite le processus en continu, ou sous forme discréte,
on trouve bien pour valeur double P\u, 1'énergie associée & 1'harmonique de pulsation
w et pour fonctions propres les fonctions trigonométriques correspondantes (sin wi
et cos wh, en fait e ©§° )

Si le processus est réel et s'il est harmonique, les valeurs propres se
dédoubTent encore en %tq“associée A u;Aﬁ et covw, 4 et sont éqales a 1a 1/2 énergie
de 1'harmonique correspondante . '

Si Te processus est échantillonné, et si 1'étendue | considérée est finie,
alors intervient la fréquence . d'échantillonnage. En effet si les fréquences "yraies"
contenues dans le processus ne sont pas multiples de ge » 11 y a diffusion des fréquen-
ces (analogue aux biais dans 1'estimation des spectres).

Si Te processus n'est pas harmonique, alors 1'A.C.P. n'est plus une analyse
Spectrale au sens strict. Les valeurs propres ne sont plus doubles (en espérance) et
les fonctions propres ne sont , en général, plus des fonctions trigonométriques simples,
sauf si 1'étendue 1 —= oo

En pratique, les fonctions (ou vecteurs) propres sont soumises i de nom-
breux biais ou fluctuations d'échantillonnage (nombre 1imité de réalisations, nombre
Timité et position aléatoire des points de mesure) etc... On peut quand méme considérer
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grossiérement la fonction propre comme une espéce d'"harmonique empirique” (en fait de

1/2 harmonique) et la valeur propre comme une "énergie" associée.

La plupart de ces résultats proviennent de considérations & 1 dimension,
mais s'étendent sans trop de problémes & 2 dimensions. _

I1s supposent toutefois que le processus sous-jacent est homogéne. L'A.C.P.
d'un réseau ol un groupe de stations a un comportement tout a fait particulier, associé
a un autre phénoméne, n'est plus une A.C.P. de processus et ne permet plus d'interpréter
les fonctions propres en terme d'“"harmonique".

(:) Enfin, on a vu que les vecteurs propres d'une matrice de covariance empi-
rique ne sont qu'une estimation des fonctions propres associées a la fonction de COrré-

lation qui caractérise le processus. On y reviendra dans la Véme partie.

Remarque - Dans la plupart des "processus" que nous rencontrons en pratique,
le spectre est monotone décroissant en fonction de la fréquence, ce qui signifie que
ce sont les “"harmoniques" de plus basse fréquence qui transportent le plus d'énergie.

Cela explique pourquoi le ler vecteur propre ressemble souvent i une moyenne arithmétique,
et le 2éme a un sinus. Toutefois sur 1/2 période EJI.,+IE] il y a peu de différence

- ] v . - e t
entre sinoc et g , c'est pourquoi on interpréte souvent ce vecteur comme un "gradient"

entre les extrémités du champ.

R3S

A .

T Ve Vi) N
Dans Te cas de 2 dimensions d'espace, ce sont les vecteurs 1“; et \ﬁé qui
correspondent & un gradient selon les 2 directions (conven ablement choisies). Si on se-
rappelle que Vjia W%é et \ﬁgs \(S sont les coefficients de corrélation
de Ta station j avec les axes F2 et F3 et si les fonctions Wlé(é) et'\ﬂ;( .\
sont quasi-équivalentes & 83 et » i i1 ne faut pas s'@tonner de retrouver, qu%éd
on représente les varijables X s dans Tes axes 2 et 3 de iF?N; la position géographi-
que des stations 551 dans Cx.ﬁ)a.
Ce fait est surtout vrai pour Tes processus quasi markoviens (car méme sur un
intervalle fini, et en processus discret, les fonctions propres restent des sinus ou
cosinus purs). I1 disparait quand on transforme Jes données et donc le spectre ( renorma=

Tisation, ecarts & une "normale" etc...)
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"Etudie Le passe sL tu veux prevoin Le putur'
Confucius
"On veut savoin plus qu'on ne voit, c'est La
La difgicutes"
Fontenelle

CINQUIEME PARTIE

PREVISION ET ESTIMATION :
PREVISION DES PHENOMENES ACCIDENTELS PAR ANALYSE DISCRIMINANTE
ET INTERPOLATION OPTIMALE DE PROCESSUS

Cette partie capitalise Tes résultats des précédentes et montre que si des
analyses suffisamment fines ont permis de bien poser un probléme, i1 existe en géné-
ral des techniques rapides et efficaces permettant de le résoudre.

Le cas des phénoménes accidentels est particuliérement exemplaire. Si on
a pu montrer que, a 1'aide de variables convenablement choisies, Tes situations nor-
males et accidentelles constituent des populations distinctes, alors les techniques
d'analyse discriminante, dans leurs développements les plus récents, proposent des
algorithmes de résolution trés performants.

Quand, par contre, Te probléme est moins bien posé, et que la physique ne
peut fournir toutes les données souhaitables ni les schémas explicatifs possibles,
T'existence de classes n'est plus apparente a priori et peut étre recherchée par des
algorithmes, plus ou moins robustes hélas.

Les problémes d'estimation ne se limitent pas a la prévision du futur
possible, car bien souvent i1 faut compléter la connaissance partielle d'un état pré-
sent insuffisamment décrit par un nombre 1imité de points de mesure: C'est le cas des
champs de variables météorologiques, mesurés par un réseau ponctuel plus ou moins
lache, ce qui nous conduit & estimer soit des points manquants , soit des intégrales
spatiales .
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CHAPITRE 1

LES TECHNIQUES D'ANALYSE DISCRIMINANTES

I.1 - Les phénoménes "accidentels"

I1s s'opposent essentiellement & ceux que 1'on peut qualifier de conti-
nus (débits, durée d'insolation, température),pouvant prendre n'importe quelle valeur
réelle sur un intervalle, borné ou non.

I1s se caractériseront, dans Te cas le plus simple, par 1'occurence ou la
non-occurgnce et dans un cas plus complexe, par 1'appartenance a une classe C,@_d'un
ensemble fini de classes mutuellement exclusives.

Exemples

- de phénoménes accidentels :
orages a gréle, journée avec verglas, journée avec avalanches
- ou pouvant s'y ramener :

pluie - non pluie, temps clair/ variable/ couvert.

Certes Te phénoméne n'est pas nécessairement purement booléen, et il arrive
que 1'on puisse coter son intensité de maniére discréte ou continue au sein de 1 ou de

chacune des classes.

Exemb]es

- intensité discréte : journée avec 1, 2, ... p avalanches (le probléme est
de savoir s'il y a continuité avec les journées & 0 avalanches)

- intensité continue dans une classe : journée de pluie avec Ogmgpservés
0.1 € 2¢ € =0

- intensité continue d'une classe & 1'autre :
temps clair, variable ou couvert avec h heures d'insolation.

On pourra se ramener & un traitement en phénoméne accidentel soit quand
la "variable" qui Te caractérise est dichotomique, discréte ou ordinale, soit, si
elle est continue, dés qu'elle a une distribution discontinue, avec point d'accumula-

tion, ou simplement plurimodale.

Le but final &tant de prévoir ce phénoméne, a 1'aide d'autres variables
plus aisément accessibles ou prévisibles, une technique courante en hydrométéorologie
est Ta régression multiple. Malheureusement celle-ci fait 1'hypothése sous-jacente
d'une relation continue, voire linéaire, entre la variable & expliquer et les varia-
bles explicatives. Cela suppose que ce sont toujours les mémes mécanismes physiques

qui interviennent.
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Exemples

Plus Tes températures de 1'air sont élevées, plus il y a de fonte dans
un manteau de neige. |

Or cette relation n'est plus vraie quand on passe en-dessous de 0°C, o
d'autres mécanismes interviennent.

De méme, on peut chercher a prévoir des températures de 1'air a partir
de champs météorologiques de pression, mais en présence de fronts, le fait de se trou-
ver dans la masse d'air chaud ou froid est dominant.

La régression s'accommode éventuellement de certaines non-linéarités
(régression polynomiale, transformation de variables) et accepte méme les variables
discrétes (mais ordinales).

Ce n'est souvent plus le cas quand le phénoméne met en jeu des mécanismes
complétement différents selon la valeur des variables explicatives. Méme un codage
discret devient arbitraire s'il n'y a plus de relation d'ordre.

(Exemples : temps clair/nuageux/pluvieux/brouillard).

IT est alors préférable d'utiliser les techniques d'analyse discriminante.
De méme dans le cas de fortes non-Tinéarités, le codage en modalités disjointes et
leur traitement en analyse discriminante peut étre préférable.

On trouvera dans la thése de Ph. BOIS (1976) le traitement dans le cas
de 2 groupes, en général occurence ou non occurence que nous ne ferons que rappeler.

Nous développerons plutdt le cas de k groupes (k >2) probléme qui peut
apparaitre pour diverses raisons, méme quand seule 1'occurence ou la non-occurence
d'un phénoméne nous intéresse. Le cas le plus fréquent est celui od Te phénoméne est
un effet,pouyant avoir p]usiéurs causes radicalement différentes.

Exemple : Occurence Pluie/Non-Pluie.

Le beau temps est en général 1ié & une situation anticyclonique, tandis
que le déclenchement des précipitations peut étre di soit & une perturbation cyclo-
nique, soit a une situation instable donnant des pluies convectives. I1 peut donc é&tre
intéressant de traiter les 3 phénoménes de facon distincte, quitte & en regrouper cer—<
tains par la suite.

Un autre probléme est le cas des phénoménes mettant en jeu divers mé-
canismes successifs, et présentant une structure arborescente, d'oll une notion de
niveaux successifs qui deyraient apparaitre dans le traitement.

Exemple :

Une situation météorologique est propice ou non & la formation d'orages,
et un orage peut engendrer ou non des chutes de gréle ; mais i1 faut qu'il y ait
orage pour que 1'on ait orage a gréle.

NC TNC G }evs\A\ ?\V\E Sri\.l rﬂr\&
\\/// \\ /il”////” 0 v
ﬂ (7S )13 rhg'\}g rﬁ\c L/ o

\/ \



-268-

Mais i1 n'est pas toujours évident que le phénoméne soit & plusieurs
niveaux (ex : T'occurence de pluie), et méme s'il 1'est, qu'il puisse étre "percu"
comme tel par 1'ensemble des variables dont nous disposons.

Nous vérifierons seulement, dans Tes exemples du chapitre III si 1'intro-
duction de plusieurs niveaux améliore ou non les performances.

Nous supposerons dans ce chapitre que Ta population est répartie en diffé-
rents groupes connus a priori, et nous envisagerons au chapitre II le cas ol ils ne

le sont pas.

I.2. Analyse discriminante Tinéaire dans le cas de 2 groupes.

N - &
Ttk dLuat-vade™on 1a trouvera exposée de fagon détaillée dans BOIS Ph.(1976)ou ROMEDER
lonnies (1973) ET1le comporte 2 approches, 1'une géométrique, 1'autre probabiliste, qui en
L0 fait se rejoignent.
Dans la premiére, on définit une distance de Makalanobis entre Tles
. S r -4 e £ A
growes i DL (Yo V) T (Ve %) ow DY = (b= W (Ve W)
(selon que 1'on choisit les métriques T ou W,reliées par T = W+B) et on calcule

la distance d'un individu & un groupe par : o\\?T (X,X)z KX'74>[T-4 (X'YJ

) p— " e
dans laquelle le terme X . 1.X ne dépend pas du groupe. On vérifie alors que
1'affectation au groupe 1 plutdt qu'au groupe 2 :

3K 0) < AT0%) = (h- % T > 4 (k) T e)
Le terme de gauche est appelé fonction discriminante : ‘:'1'_ (X) =b,4_>,e)4i—]—.4' X }

' _A A e
On vérifie que la forme linéaire | ()’4 )Q)est vecteur propre de T B associée
a hd,pouvoir discriminant. On vérifie aussi que Ny = D¢, Déi,_ o}‘u compte tenu s
. -4 _ 4 _M4.ne
des relations entre T et W, que la valeur proprede WD , /“4__/1-—}\4 —_A_N—‘ 'Dw
-4 =
Le vecteur propr‘eT Dou W'D définit 1'axe discriminant, et
on utilise aussi la cloison séparatrice, lieu des points équidistants au sens de
2
Dw » des 2 centres de groupes (c'est la direction conjuguée de Ta droite

des centres).

Enfin, 1'approche probabiliste consiste & associer aux 2 populations
un modéle normal qui permet de raisonner non en terme de distance mais de probabilité
d'appartenance. On le reverra dans le paragraphe suivant.

Rappelons aussi 1'analogie, dans le cas de 2 groupes entre la
discrimination et Ta regression sur une variable qualitative 0-1,qui permet entre
autres d'interpréter les coefficients de 1la fonction discriminante en terme de
corrélations partielles.
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1.3 - Analyse discriminante 1inéaire multigroupe

Cette analyse se rattache, pour ses aspects décisionnels, au cas de 2
groupes, mais éyidemment aussi & 1'analyse factorielle discriminante sur plusieurs
groupes.

L'hypothése 1a plus critique pour cette approche est celle de 1'égalité
des matrices de variance covariance pour tous les groupes considérés.

(:) L'approche géométrique est immédiate. La distance a un groupe quelconque

k s'écrit o % )
N B -
d (X, %)= (% -7e) W X-%)
et 1'affectation au groupe k plutét qu'au groupe Jj conduit & comparer :

k -4 I -4 k A k A -
e WX eVl S L WXV

Par analogie avec le cas de 2 groupes, ol 1'on appelait fonction discri-

[V ) wix

que 1'on comparait & un terme constant, on est conduit ici:

minante Ta quantité :

- & définir une fonction discriminante pour chaque groupe dans laquelle est
inclus Te terme constant : o 5
-1 AN\ -4
Yo WX w4 VIWY
- et a effectuer les comparaisons des groupes 2 3 2.
Il est aisé de définir les cloisons séparatrices entre 2 groupes. C'est

toujours 1'hyperplan conjugué (au sens de W ) de la droite des centres. Cela donne
le schéma suivant :

a) Rappel, dans le cas de 2 groupes,
la construction de la séparatrice .

b) Cas de G (> 2) groupes .

Cloison séparatrice

FIGURE V - 1 : Cloisons séparatrices .



-270-

Les combinaisons 2 & 2 donnent les régions respectives d'affectation a
chaque groupe. Au dela de 3 groupes ceux-ci ne sont plus nécessairement dans un plan
et on ne peut plus représenter ces cloisons en projection plane.

Note. IT y a un petit point litigieux dans ROEMEDER qui dit que Tes sépa-
ratrices sont les médiatrices, donc orthogonales & la droite des centres. C'est faux
en général sauf si on se place dans un espace W  transformé. De méme 1'axe discri-
minant n'est pas la droite des centres en général, mais la perpendiculaire a la sépa-

ratrice.

La présentation probabiliste compléte 1'approche géométrique et permet
d"introduire Tes notions de probabilités a priori et de colt d'erreur utilisées par
les régles de décision bayesiennes.

On comparera en général, pour affecter au groupe k, 1'espérance du colt
si on met X dans ané 1'espérance du colit si on le met dans tout autre groupe C; :

¢ g ) N
m 2R 0-CRID & 2w ROO.CIy [T o 7

=4 : /
e 22

G
;ZT‘—Q.PE(X)= 4 montre qu'il est équivalent d'effectuer 1'affectation en comparant :
- | e - 72 (X) >, B ) )

¢

Dans le cas particulier ol Tes coidts d'erreurs sont égaux, la condition CZXK)

L'hypothése multinormale permet, en prenant les logarithmes et en &liminant
les termes identiques, de comparer :

Py Q(X): 7;: WJX - j? VWEW-4>{(; * L'o% T
avec T ;\AN)... etc.

6 Ce qui est encore une fonction Tinéaire. C'est en général 1'affectation
_ WM
Par contre si les codts d'erreurs sont différents on ne peut plus prendre .
Tes Togarithmes de la somme dans 1'inégalité (1), sauf si 1'on se réduit a 2 groupes.
Mais i1 existe encore des simplifications méme dans ce cas (cf ULMO et BERNIER, 1973,
p.54).

IT ne s'agit pas en fait de la généralisation de la notion de distance
mais de celle d'inertie. En effet, on a vu dans 1'analyse en C.P. (IIéme Partie,
Chap.I.1.1) qu'une des interprétations de cette analyse consistait a définir 1'iner-

tie du nuage des individus et & chercher les axes qui permettaient d'extraire succes-
sivement Te maximum d'inertie.
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On sait aussi que si on a p axes orthogonaux 2?4,EZ€ cen EZ?’ 1'inertie
par rapport au barycentre G est proportionnelle a la somme des inerties des axes

successifs : (53_4 ) {3 « M e

6 = 5/cazq ez, " leozg

Dans notre cas, ol 1'on assimile Tes groupes & des points pesants >%% de
masse & » On peut définir les distances entre Tes groupes pris 2 a 2

N % -4
e ) = 7)) T e )
« ) e~ ki
mais ol la masse du groupe n'intervient pas, et la somme de ces interdistances n'a
pas de sens (contrairement d 1'ACP) dans Ta mesure ol les groupes ont des masses dif-

férentes.
Par contre, on peut définir 1'inertie du systéme de points pesants par :

J. 5 m QV%'V.)/CT_AW@-\/) ~ D%

k-4 N

C'est ce que 1'on appelle encore la distance de MAHALANOBIS généralisée
(@ un facteur prés éventuellement).

D'ailleurs 1'analyse factorielle discriminante n'est autre qu'une ACP
des centres de groupes ;/k affectés de Teurs masses "% et consiste & chercher des
axes présentant successivement le plus possible d'inertie. Comme ils sont orthogonaux,
la somme de leurs inerties est proportionnelle &

Or on sait calculer leurs inerties, puisque cette ACP conduit a calculer

les valeurs propres Aé de 1_"ff3 > dont Ta somme n'est autre que la trace.

On a donc Tla proportionnalité : < ~
Prop Dy ~ Trace (T B)

Ceci est utilisé en sélection de variables pour choisir le sous-ensemble
de B variables qui maximise 1'inertie du nuage des )/ , donc Ta discrimination.

On sait aussi que maximiser Trace ( T ~'8B) revient aussi & maximiser
Trace ("W ™ B) et 1'on définit généralement -

D4 = (N-1-G.P). Trace (WD)

qu'il faut maximiser. L'accroissement Dé (P+i>- Dé (P) suit une Toi de xe
qui permet de tester sa signification.

Un des intéréts de cette relation entre [2: et la trace est de montrer
le role des effectifs Ng dans Ta sélection des variables.

Dans 1'approche probabiliste bayesienne , on suppose connus les centres
de classes, les dispersions des classes et leur probabilité a priori. L'échantillon

disponible sert en général & estimer les 2 premiers mais pas nécessairement les pro-
babilités a priori. Et les effectifs des classes ne Jjouent normalement que sur la
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qualité des estimations des paramétres de ces classes.

Par contre, on constate ici que quand on choisit Te sous-espace des varia=-
bles les "plus" explicatives a 1'aide du critére [Dqg , les effectifs interviennent
et on a tendance a privilégier les variables qui discriminent bien les groupes présen-
tant un fort effectif dans 1'échantillon (ce, quelque soit leur probabilité a priori
réelle). I1 faut donc prendre garde a ce biais. (cf MILLER R.G., 1962 et D.G. DE
COURSEY, 1970).

C'est 1a raison pour Taquelle d'autres critéres ont &té utilisés, comme
celui de BMDO7M décrit en détail par ROMEDER (p.82), qui teste 1'égalité des moyennes
conditionnelles, ou ce qui revient au méme, 1'égalité des matrices T et W

Compte tenu du nombre d'hypothéses sous-jacentes assez fortes, les pro-
blémes qui se posent en analyse discriminante Tinéaire sont nombreux. Nous les évo-
quons sommairement, pour ne développer que ceux qui sont particuliers a nos applica-
tions.

On peut donc considérer :

Le role de 1'échantillonage dans Ta détermination des moyennes des
différentes populations et dans celle de la matrice de dispersion W'. En ce qui con-
cerne les moyennes, on sait que 1'écart-type sur une composante est en ,%/Vﬁ% (pour
une population normale) mais le nombre d'individus par groupe peut étre trés différent
d'un groupe & 1'autre. En général, il est préférable d'avoir des effectifs comparables
(cf T. CACOULOS, in CACOULOS, 1972).

On trouvera dans T.W. ANDERSON (1958) et dans 1'ouvrage dirigé par CACOULOS
(1972) (en particulier dans la synthése bibliographique de S. DAS GUPTA) des considé-
rations sur 1'échantillonage - des fonctions discriminantes et sur 1'estimation des
probabilités de mauvaise classification pour diverses situations d'échantillonage.

(:) La non-satisfaction d'hypothéses comme celle de 1'égalité des matrices
de variances-covariances. Celle-ci peut &tre validée par divers tests (BARTLETT ou BOX).
Dans Te cas ol elle est trop fortement rejetée, on peut utiliser des techniques quadra-
tiques (cf § 1.4). ‘

Par contre les hypothéses de normalité ne sont pas trop critiques dans la
mesure ol le test sur la distance de MAHALANOBIS qui se raméne & un | de HOTTELiNG
est relativement robuste vis-a-vis de ces hypothéses (cf K.V. MARDIA, 1975). I1 est
clair cependant que 1'assymétrie est plus génante que 1'aplatissement.

Dans Te cas ol les distributions ne peuvent pas étre considérées comme
normales méme trés grossiérement, on peut chercher a développer des techniques parti-
culiéres (cf I.4).

Un probléme souvent rencontré est celui de la sélection des variables.
Outre les problémes classiques des stratégies de sélection (ascendantes, descendantes,
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avec ou sans remise en cause des variables introduites, et par des méthodes non para-
métriques comme celle de 1'échantillon-test ROMEDER (1973) ) i1 faut bien voir le
role particulier de 1'échantillon d'ajustement utilisé.

La position respective des groupes dans 1'espace W?E>(co1inéarité ou au
contraire, aux sommets d'un polyédre quasi-régulier) peut influencer sensiblement le
nombre de variables & utiliser. C'est aussi le cas ol 1'on a des phénoménes quasi
"orthogonaux" 2 & 2 ¢ La description de chaque relation nécessite certaines variables
inutiles vis-a-vis des autres groupes, mais qui une fois réunies, constituent un ensem-
ble de variables trop nombreux pour &tre ajusté de facon robuste.

Comme en régression, on considére qu'il faut au maximum introduire 7 va-
riables avec <<n < N nombre total d'individus. I1 s'agit 1a d'une régle empirique,
valable en discrimination Tinéaire.

ROMEDER (1973) propose une théorie,et a effectué des simulations,dans le
cas de 2 classes équiprobables qui conduisent & des valeurs de N généralement supérieures
a8 2% , pour introduire 7 variables et garantir (& un niveau donne de probabilité)
que la discrimination obtenue n'est pas le fruit du hasard.

Seuil 5% N 2,25 r 4+ 9 N < 1000

1% No 2,35 r+ 12 20U {r‘<50

Par contre, Te cas o N = N1 + N2 avec N1 et N2 trés différents, de méme
que le cas de plusieurs groupes n'a pas été tellement abordé dans la littérature.

On peut cependant imaginer que prenant Tes groupes 2 a 2, on veut &viter
que Ta frontiére entre 2 groupes, parmi k, soit purement aléatoire. Dans ce cas il
faudra au moins que 1'effectif W]ﬁsupposé le méme pour tous les groupes soit

m > n (~ 1,15 r + 5 ou 6)

Par contre, si on admet que certains groupes ne soient pas séparés mais
p
qu'il y ait au moins 2 grands paquets séparés de facon significative, on pourra aller

Jusqu'a 77 tel que :
nombre total

N
z_>rz, N

En fait, on sera parfois conduit & introduire pour G groupes un nombre 72
de variables dont on sait qu'il est excessif pour discriminer entre 2 groupes donnés
pris parmi les G .

IT faut d'ailleurs insister aussi sur la sensibilité de certaines méthodes
‘de sélection aux effectifs respectifs des différents groupes. La sélection utilisant
la distance généralisée de MAHALANOBIS y est en particu]ier trés sensible. On a vu
que cette distance est en fait 1'inertie d'un nuage de points ayant pour masses les
effectifs des échantillons d'ajustement.

Les effectifs importants y sont donc une contribution plus importante, et
chercher Tes variables qui maximisent cette inertie revient & avantager, ou a discri-
miner préférentiellement, entre Tes groupes de fort effectif .

Or les effectifs des différents groupes peuvent n'avoir aucune significa-
tion statistique et ne provenir que de contraintes matérielles (disponibilité, facilite
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de mesure, etc...). Méme si ces effectifs sont représentatifs des probabilités a priori
des diverses populations, on peut vérifier que ce biais n'a pas lieu d'étre, et que
ce n'est pas 1'endroit ol i1 faut les prendre en compte. En effet, au niveau de 1'esti-
mation des densités vC() cela conduit & introduire des variables assez peu discrimi-
nantes pour les groupes & faibles effectifs et donc des densités assez proches de cel-
les des groupes forts.

Ensuite, 1'allocation & un groupe par :

‘ﬂ'@.%qz@() > TréJ %Q;(X) \j'w%
favorisera encore les groupes & forts effectifs.

Or i1 est courant que ce soit-les phénoménes relativement rares qui soient
les plus intéressants a prévoir, d'oll 1la nécessité de rendre les effectifs comparables
au niveau de 1'échantillon d'ajustement.

La méthode non paramétrique de 1'échantillon-test souffre du méme inconvé-
nient si 1'échantillon-test n'est pas correctement équilibré (méme s'il n'est plus
alors représentatifs de la population globale en terme de probabilités a priori).

Par contre, dans la méthode utilisée par BMDO7M (test de la dispersion
des moyennes conditionnelles, les effectifs des échantillons d'ajustement n'intervien-

nent pas.

Remarque : On trouvera dans NAKACHE et DUSSERRE (1975) une &tude compara-
tive, dans le cas de 2 groupes, qui conclut & un 1éger avantage de la méthode utilisée
par le programme BMDO7M.

Comme pour les analyses en corrélation entre 2 variables continues, on
peut se demander ce que valent Tes estimateurs utilisés quand Tes échantillons utili-
sés ne sont pas constitués d'individus indépendants mais d'observations effectuées en
séquence dans le temps et plus ou moins autocorrelées (en fonction de la fréquence
d'obseryation par rapport & 1'inertie du phénoméne).

Les travaux sur ce sujet, bien qu'assez dispersés, reyiennent tous & défi-
nir un nombre équivalent M, d'observations indépendantes. Malheureusement, celui-ci
est souvent associé a 1 paramétre particulier, par exemple le coefficient de corré-
lation simple entre 2 séries, ou les coefficients de régression partielle: on consi-
dére alors la formule donnant la variance théorique de cet estimateur en fonction de
M obseryations indépendantes. Comme la variance vraie est en général plus grande quand
les données sont autocorrelées, on cherche Te nombre ’n¢1d'observations indépendantes
qui auraient donné cette variance vraie en utilisant la méme formule de variance
théorique, soit Mg .

On trouvera des détails dans EZECHIEL et FOX (1970) , et une généralisation,

pour la corrélation multiple, dans MARCHENKN et MINAKOVA ( 1972 cités par BOIS 1976 ).

Ces schémas peuvent a la rigueur s'appliquer & 1'analyse discriminante &

2 groupes dans 1a mesure oli elle se raméne & une régression sur une variable >/ valant
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0 ou 1. Malheureusement, on ne s'intéresse en général pas a la variance résiduelle de
}/- mais a d'autres paramétres comme la probabilité de mauvais classement ou la varian-
ce de Ta fonction discriminante (estimées sur des échantillons autocorrelés).

De plus, il est rare que les échantillons utilisés en discrimination soient
des séries chronologiques séquentielles, contrairement i la régression.

Exemplie 1 : On a des observations de p variables et on sait gu'il y a
eu un changement brutal dans le temps donc 2 populations. On prend donc pour 1'ajuste-
ment 1 année compléte avant la discontinuité, et 1 année aprés et on cherche a réaf-
fecter les observations, pour 1'année de la discontinuité, a 1'une ou 1'autre des po-
pulations.

Dans un cas comme celui-ci, et avec des hypothéses trés fortes, BASU et
ODELL (1974) montrent que la variance d'échantillonage de 1a fonction discriminante :

F(X) = (\/ '\/a)bw—/l (X ‘%(74*73))

est multipliée par ———, dans le cas oil ¢
w )¢

- les variables ont toutes méme autocorrélation P = fx, = QXa= \f-st
- selon un schéma équicorrelé, c'est-a-dire quelque soit 1'ordre :

Co=0 =0l Ve

Ceci est peu réaliste mais s'explique par la complexité du cas markovien,
plus proche de nos préoccupations.

Ces hypothéses ne sont cependant pas représentatives des problémes habi-
tuels d'analyse discriminante en météorologie, ol 1'on a plutdt des séquences, plus
ou moins longues mais indépendantes,de journées appartenant & 1'une ou 1'autre des
populations.

Exemple 2 : Les journées de verglas viennent par séquence de 2 ou 3 jours,
ol les conditions sont trés voisines. De méme pour les journées avec précipitation, ou
brouillard (séquence de 2, 3 voire 5 ou 6 jours). A la limite chaque séquence ne repré--
senterait qu'un seul individu et on a donc une borne inférieure pour le nombre équiva-
Tent de journées en occurence. Comme ces phénoménes sont relativement rares, on dispose
par contre souvent d'un fichier pléthorique pour les cas de non-occurence. On peut
alors éliminer 1'autocorrélation par échantillonage au hasard dans Tes cas disponibles.

Enfin, bien que trés partiels, les résultats publiés ne concernent que
1'analyse discriminante & 2 groupes et non pas le cas de plusieurs groupes avec des
probabilités a priori et des autocorrélations internes différentes.

Un dernier probléme, fréquent en hydrométéorologie, est celui des er-

reurs dans les fichiers d'observations et de leur influence sur les paramétres du
modéle ajusté et ses performances en prévision.
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Si 1'on se raméne au cas simple de Ta régression entre ;Y'et X et si
1'on suppose que les 43& sont affectés d'erreurs purement aléatoires, on peut véri-
fier que les coefficients de régression ne changent pas méme si le coefficient de
corrélation diminue (J. JOHNSTON, 1963). La méme chose se produit en analyse discri-
minante & 2 groupes si on se trompe, de la méme fagon aléatoire, sur la variable
d'appartenance a un groupe.

En effet, on réduit Tes distances entre les centres de groupe, on accroit
les variances intra-groupe, mais les cloisons séparatrices restent inchangées. On mon-
tre de plus que Tes probabilités de mauvais classements restent inchangées, c'est-a-
dire n'augmentent pas (P.A. LACHENBRUCH, 1974).

On constate que cela n'est p]ds vrai dés que le nombre de groupes atteint
3 sauf dans des conditions trés particuliéres, car la configuration des centres de
groupes intervient.

De méme quand les erreurs ne sont pas aléatoires (par exemple quand
1'observateur qui décide de 1'affectation a CA ou Cé utilise déja implicitement
les variables >(é qui seront utilisées dans Te modéle : il y a alors tendance &
négliger les extrémités des distributions du c6té de la cloison séparatrice). Ceci

conduit par exemple a écarter

Population écart observé o .
‘ e . les moyennes, réduire les varian-
h ces et, si la cloison séparatrice
- observée ----

- vraie — ||
:
|

: est inchangée ici (dans le cas de
|

2 groupes), les probabilités de
mauvais classement estimées sur cet
échantillon sont irréalistes car

trop optimistes.

entre ]‘
moyennes

P.A. LACHENBRUCH donne des exemples de simulation dans le cas de 2 groupes,
avec les types d'erreur décrits ci-dessus. Le cas de G > 2 groupes ne semble pas
avoir été abordé.

D'autre part, le cas que 1'on peut rencontrer en hydrométéorologie est
celui ol Te biais (erreur d'observation) est toujours dans la méme population.

Exemple : On peut facilement sélectionner des journées sans avalanche,
par contre il peut arriver qu'une avalanche ne soit observée que le lendemain (et
Jjamais la veille !) de son déclenchement, or cette journée, classée avalancheuse
est en fait une journée normale. L'inverse est beaucoup moins probable (journée avec
avalanche mais non observée, et retenue dans 1'échantillon des journées normalies).

Par contre, dans une application sur les orages a gréle, ol 1'on cherche
a comparer des orages et des orages a gréle, c'est 1'échantillon des orages sans
gréle qui peut contenirdes cas ol 1a gréle a eu Tieu mais n'a pas été signalée.
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Ce type d'erreur va biaiser une seule population et si on suppose par
exemple 2 populations €4 et 6,& de mémes densités de probabilité vraies, mais ol
| 1'échantillon de Cé contient 10% de cas

vraies attribués par hasard @ C, ; on voit que

cela va biajser la position de 1a cloison
séparatrice et modifier le calcul de W .
f/;)~'77)3-_

!
40% now doserves  ter les erreurs de classification des indi-

L'utilisation en prévision va donc augmen-

b) Populations | b Pellabues o B iy de Ce et si les probabilités a priori

observées :

sont déduites de 1'échantillon, T, est sous
estimée et T, surestimée ce qui défavorise

!
5
! encore plus C<‘i .

S

On pourrait envisager une procédure d'estimation qui prenne en compte pour
chague individu Xi une certaine probabilité qu'il appartienne en fait & une autre

classe que C%- Ch C, --- Cé'" Ce---Co
Pour une donnée slre, on aurait : \2:%(4',> 0 o 0 A 0

§
Pour une journée douteuse : Ta“‘ ("'3 A4 .0 < .6 -4

avec z? \D\qﬁ"(” =4

On trouvera dans S.J. PRESS (1968) une méthode qui pourrait s'étendre au
cas envisagé ci-dessus. Cela revient par exemple & faire figurer les individus dans
chaque population, mais pondérés proportionnellement a leur probabilité, et Te pro-
bleme est d'estimer ces Fb%

[.4 - Analyse discriminante non Tinéaire, ou dans des hypothéses non normales

IT est fréquent que 1'on ne puisse admettre que 2 populations suivant des
Tois multi-normales, méme si elles ne différent que par leurs moyennes. Bien que 1la
méthode linéaire soit robuste vis-a-vis des hypothéses de normalités (K.V. MARDIA:
1975) on peut tenter d'adapter la méthode & des lois différentes, si elles sont connues.

C'est ce qu'on fait CHLIKARA et ODELL (1973) pour des lois de type exponen-
tiel g(n)(x) =\,{Q&”°“X“" ot Ta norme [ XV, - ?i“, | X, l'z

=R
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Une autre méthode, plus générale encore est 1'analyse logistique développée
par COX D.R. (1968) et J.A. ANDERSON (1972) . L'hypothése de base est que seul le rap-
port des densités des diverses populations interviennent, et qu'il peut se mettre sous

. i X
la forme exponentielle : T %4}<X) _ e/_ @,&a . X
T §(X)

On trouvera d'autres apercus dans 1'analyse bibliographique de DAS GUPTA
(1973 in T. CACOULOS) mais nous n'‘avons pas utilisé ces techniques.

Méme si les populations considérées ne sont pas trop éloignées de 1'hypo-
thése normale, une autre hypothése critique dans les méthodes Tinéaires classiques est
1'égalité des matrices de covariance “JVQ& (k=1...G) (a Pvariables).

On peut tester cette égalité a 1'aide d'un test di & BOX (cité dans D.F.
MORRISON , 1967 p.153). Si on dispose de G échantillons de tailles respectives
PJ% (k =1, G}, on calcule :

G
Mg W
-\fv-= ZZ:‘ __fl___fi \Aﬁ% = matrice de covariapce estimée
k=4 Z“@i - sur 1'échantillon &L
mg = Ng-4

. BOX a montré que la quantité M .C-%

M (Zmg)- Log Wl - Z (mg.LoglWel)
A4 eeteded &,y
©- 4 s(eﬂ)(G-“)-(%Zﬂﬂ Z”"(«'>

suivant une Toi de Zieou Fode FISHER (selon les valeurs de p, G, Ng) .-

En fait, on applique rarement ce test, et on évite les méthodes quadrati-
ques, qui nécessitent Te calcul de nombreux paramétres, sauf si la non-égalité des
matrices est flagrante. ’

Cela se voit en général sur les nuages de points projetés dans Tles premiers
axes factoriels discriminants.

On peut alors utiliser 2 aporoches :
Dans le'cas ol 1'on garde 1'hypothése multinormale on peut encore tracer

des cloisons séparatrices mais qui seront des quadratiques. La régle d'affectation
entre 2 populations 1 et 2 s'écrira :

TA'§A<X) > "‘Te'g&(x)
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—— H:“Y’['AéQx%)&W{d(X‘\/&)]

QJE:) ‘\Nk 9 Ts , A (%o thAf_4 Y - )
> Gl b e )]

d'ol, en passant aux logarithmes : '

(X - 7A)fw;f(x-yq) - Lo%\WA -2 Loy, kkx-Ve)*{A&-«(x-\/e)- LogI W) -2 Liog o,

Dans Te cas owu les probabilités a priori sont égales, on constate que cela
revient a comparer des distances de la forme (X - 7%)"7 Wq;4 (X - )’,g‘) mais ot
apparait en plus la constante [403 \'VJ@\ qui est directement Tiée au choix d'une
loi normale.

On voit immédiatement les problémes d'échantillonage que pose une telle
approche, puisqu'il faut estimer non plus 1 mais G matrices de covariance. D'autre

part, dans le cas ou 1 variable a une variance nulle dans un groupe, ce qui la rend en
général trés discriminante, on ne peut plus inverser W dans ce groupe, et i1 faut
1'éliminer, ce qui est un peu choguant, ou Ta traiter au préalable.

Enfin, i1 faut bien voir que méme si 1'hypothése de non-égalité des matrices
de covariance est vérifiée, Te traitement quadratique n'améliore les performances par
rapport au schéma linéarisé que plus ou moins selon Ta disposition des groupes (cf.Fig.Vv-2)

On voit qu'il y a un effet trés différent selon les positions relatives des
axes principaux locaux des populations par rapport aux axes discriminants globaux de

1'ensemble des populations.

A% FIGURE V - 2 :Effet du traitement linéaire ou quadratique.

a) Traitement //// ‘ A
guadratique :

b) Traitement
Tinéaire .

A\ AW
YRS =

Cas o0 les performances Cas o1 les performances
différent assez peu différent sensiklement
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Une autre approche due & SEBESTYEN G.S. (1962) et reprise dans ROMEDER
J.M. (1973) se veut non-paramétrique et procéde comme suit :
1 - Définitions:

Distance ou similitude d'un individu & un groupe C@t , dans une métrique

qu = TQ:-T(.‘ donnée :

M
S (mCQQ) =_;‘@ f o\e(m,}(%(e%))

A=A

similitude d'un individu Xg/ avec son groupe :

S o) - A S L) s

m%-i iz

aggrégation du groupe C% :

L
< k y SR
D, - 4 5(XQ,C@>=_ZLA Xg, X
% M " 1M
& -4 "%(’“(4'4) g il
2 - Optimisation :
Recherche de la matrique Q& qui maximise 1'aggrégation du groupe C‘!@.
Comme i1 faut bien une contrainte sur Q (sinon on prend par exemple une
matrice diagonale de terme oy trés petit, tendant vers 0 !) SEBESTYEN impose :

O\’&t(Q%): | Qg | =4

et démontre que Ta matrique optimale est : A
) -4

Remarque : On peut s'@tonner du choix de 1a contrainte dans SEBESTYEN.
En effet, la contrainte essentielle est de prendre o\etQ = cste. Si on choisit
Alet Q = delb W’f& on retombe alors sur la m trique Q=W ~'de MAHALANOBIS sans
coefficient multiplicatif parasite. Par contre, avec def @ = 1 on trouve Q= |W]%'\N'}“
Dans le cas d'une variable cela remplace la distance au centre

du groupe : D&(m’«&"): ?ac— fg“ie
g~
o - <

/ ¢
par la similitude : 5(&,%4) = «645 + g

dont 1'interprétation est sensiblement différente.

L'intérét de la transformée & volume constant n'est pas évident dés que
T'on change Tes axes (on fait des rotations) et surtout on fait des homothéties sur
les axes.
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S, B)- AWl F 2 (b))
S 5 ) = Wl o O 78) Wi (X- val)

L'affectation se fera alors selon le critére :

Ke Pq;( o hDQX,sz):mSM 5QX)F%> })*%
On constate que ce critére ne recoupe pas exactement le précédent, mais
que T'un comme 1'autre se raméne a la discrimination linéaire classique quand 1%[@:“Wf ﬂei

A
Le rble des constantes, surtout de \1$ﬁk l?; apparait surtout dans
1'aggrégation (qui augmente si TV(\ diminue) mais on voit que, toutes choses égales
par ailleurs, la similitude de °C avec Fk diminue si P augmente. Malheureusement,
cet effet de la dimensionnalité est trés 1iée aux choix qu'a faits SEBESTYEN .
Si on compare 1'affection pour 2 groupes, on voit que :
sous hypothése normale :

t 2 -
(x - 74). W, (X-L) > (x'VeYWJ(X-ye) Z_o? \w.g
sous hypothése de SEBESTYEN :

Q( -7//\>'V,W;.4(X-\/A) (X 7’&) (X /e,> m

et dans Te cas ol l\N]\ 4#\\hQ\ (égalité des volumes, mais pas des axes prin-

cipaux) les 2 formules donnent des résultats voisins.

En fait des essais sur des exemples réels (ceux de ROMEDER) ne mettent pas
en évidence des différences notables entre les 3 schémas suivants :

- multinormal

- SEBESTYEN T

- MAHALANOBIS simple ( 4% (X,Pe) = X - 7o) We (X-Ye)

De méme Ta suppression de la constante P dans SEBESTYEN ne modifie pas
sensib]ement Ta classification. En effet, les valeurs des constantes parasites §> s

I‘AF%‘[/PWI \ restent en général faibles devant les distances de MAHALANOBIS

et ('VJ@\ /tVJ \) F varie de 1 a 2, parfois 3, sauf cas spécial (une variable tend
vers une var1ance nulle).
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Remarque : Ces méthodes pourraient convenir méme dans le cas de moyennes

identiques

1.5 - Analyse discriminante sur variables qualitatives

La plupart des techniques précédentes supposent les variables continues
et ayant une densité de probabiliteé E?Qx)continue, méme si elles sont relativement
indépendantes de la Toi Tle).

Pourtant un cas fréquent est celui ol les variables sont qualitatives :
la variable prend un nombre fini de valeurs, par exemple 1, 2 ... k avec des probabi-

Tités Y«’f& TQ‘( .

Un cas particulier est celui des variables binaires ou dichotoniques
X,‘B =0 ou 1l avec ?n(Xi:'i)._- .. Dans ce cas, 1'individu X,;v, caractérisé
par ﬂ variables de Bernouilli 3 X§V={X;1~~‘ X;ﬂ} suit une Toi de probabilité mul-
tinomiale (cf LEBART et FENELON, 1973).

Celle-ci peut étre caractérisée par :

?b - E[X_?)] 'b‘: 4--“(:1 .d'oﬂ Z'b = LE_
N

et les moments : % 6
nﬁ%m: Elﬁ.XpXm1 - —- - nAmxnkanﬂ

Un certain nombre de méthodes ont été proposées, qui supposent les varia-
bles indépendantes,ou prennent en compte les corrélations, voire la totalité des mo-
ments.

Nous n'avons pas nous-mémes appliqué ces méthodes car plusieurs auteurs
ont comparé leurs performances & 1'application directe, sur les données binaires, de
1'analyse classique, linéaire ou quadratique. Parmi ceux-ci, GILBERT E.S. (1968) et
MOORE D.H. (1973) ont utilisé des méthodes de Monte Carlo, allant Jjusqu'a 6 variables,
pour 2 populations, et avec diverses intercorrélations. Ils concluents a la robustesse
des méthodes classiques, avec un certain avantage pour la méthode 1inéaire.
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17T est donc possible de 1'appliquer telle quelle, sur des données binaires
ou méme sur un mélange comportant des données continues,discrétes ou binaires.

Une extension intéressante consiste & T'appliquer a des données continues
préalablement transformées en données binaires par codage disjonctif complet. %

Dans ce cas, chaque modalité d'une variable initiale X - , soit X% 1la
keme,est une variable binaire. b

On peut appliquer & ces variables une analyse discriminante linéaire avec
sélection de variables et s'apercevoir que pour la variable )(8 > seule Ta modalité
2 est retenue : le classement dans ©, ou F% se fera seulement sur une modalité de
la variable X?'5 ( B si X%}

Exemple : On discrétise la variable température en 10 classes, mais seule
la modalité )CQ =1 température dans la classe {—2, +2°C]

=0 température en dehors de la classe

=1, fj sinon).

intervient pour prévoir les occurences de verglas.

On voit que cela peut amener, au niveau de la collecte de 1'information
significative, une &conomie considérable.

Par contre, i1 n'existe pas d'algorithme permettant réciproquement d'opti-
miser le codage (choix des Timites de classes) pour maximiser la discrimination.

La question se pose sur le plan décisionnel de savoir s'il faut introduire
toutes les modalités d'une variable, ou seulement certaines. Dans la mesure ol le dé-
coupage en modalité n'est pas optimal pour la discrimination, et ol 1 seule modalité
( X; =0 oul) contient de 1'information sur toute la variable ( X, appartient ou
non & la classe ® ) i1 n'est pas utile de les introduire toutes. k
Exemple : Dans un but décision-
nel, on voit que la

seule modalité X %

et Rt Lsee d est s%ff1sante.

De plus, il y a toujours intérét dans un tel modéle 3 réduire au maximu@

le nombre de paramétres d estimer.

[.5.3

Par contre, sur le plan descriptif on peut vouloir garder, pour les varia-
bles les plus discriminantes, 1'ensemble de leurs modalités. Cela oblige & sélec-
tionner non plus des variables (fussent-elles binaires) mais des ensembles de varia-
bles (modalités) ce qui peut se faire (dans le cas de modalités exclusives ici) &
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1'aide du coefficientde TSCHUPROW (cf G. SAPORTA, 1977).
Si on considére le cas de 2 groupes et de 2 variables a K modalités, la
discrimination linéaire fournit une fonction Tinéaire discriminante :

PO = () W = 4 (e ) TG

A4

r
avec ) {)(4,_._.‘)(M )(1 X;; X =2 0ol

A) g 1Tt

L'allocation se faisant ae\:j ou Pe selon que F(X) est >0 ou < 0.
Or si on regarde dans R, on constate que le codage revient & découper

le plan en petits rectangles oll 2 modalités seulement valent 1, et toutes Tes autres O.

?Xa On peut alors calculer dans chaque
] E p rectangle la valeur (constante dans
~ : X, Te rectangle) de F(%) et en deduire
] T\‘/ Tes zones ol 1'on alloue & Y2 ou
:? Exf a W
o . La,ou les séparatrices correspon-
— 0 ’:\.\,l. %, dent évidemment aux limites des
// - ‘,.( ¢ rectangles (o0 Ta fonction est
;/;% E ~X3 discontinue) et peuvent étre quel-

—L i conques

;Z;/ /,:r)(é I]\s'ailgit d?nc 1 d'ur.le maniére
//// : trés économique de faire de la
A == ' discrimination non linéaire (et
—1 ! — /*

sans se limiter au cas particulier

><
fo >

. ‘ : quadratique).

L'extension & plus de 2 variables est immédiate. Dans F?? on définit des
petits domaines rectangles ou F(X) est constante et Tes surfaces séparatrices sont
des surfaces en "escalier" (succession de facettes).

Diverses extensions de cette approche sont actuellement en cours. Si,en
analyse discriminante 1inéaire, la fonction discriminante F’(X) est une droite, elle

F(x) % ?. F(x

()<—as——,4 Qy ) &!——9‘3" qX: +QXf+cX*:’ +AXAI’*'©
i ¥ : f
;0 > % [ ‘ — X4
i

devient, dans Te cas discret une fonction en escalier, (polynémes de deg 0 par morceaux)
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Flx)
mais on peut chercher des poly-
ndmes de degrés supérieurs (1i-
néaire par morceaux, etc.., cf
X LAFAYE DE MICHEAUX, 1978).

=

I.6 - Analyse discriminante non paramétrique (locale)

o

Une derniére famille de méthode rassemble les techniques d'analyse discri-

minante Tocale et non paramétrique.

On peut les classer approximativement en :

Estimation locale de Ta densité de chaque population prise séparément.
On applique alors une technique d'estimation (ex: PARZEN) de %¢Gﬂ) et %e(dl)
aux 2 populations, puis on applique la régle de BAYES :

X € _P,, st T\].% (o) > . g_;(;ad

Cela permet d'estimer les 2 densités séparément, sur des échantillons
partiels et de tailles différentes pour les 2 populations.

PATRICK et FISHER (1970) proposent une méthode intéressante de sélection
des variables quand X est initialement & ¥ dimensions. Ils proposent de rechercher
un espace a Q dimensions dans lequel les distributions marginales des 2 populations,
estimées par la méthode de PARZEN,sont le mieux séparées au sens d'une certaine distan-
ce. Cela répond au souci de réduire 1'espace de travail aux dimensions les plus dis-
criminantes.

Bien que non paramétriques, ces méthodes reviennent quand méme & consi-
dérer 1'ensemble des populations puisqu'elles approchaient % (3(.) . Elles ne
sont donc pas a proprement parler Tocales.

Une autre famille de méthodes consiste & découper 1'espace fef>en
régions, et selon celles ol apparait 1'observation X & classer, on 1'affecte a Ty ,
a Ez)ou on réserve la décision.

- Une méthode proposée par GESSAMAN et GESSAMAN (1972) consiste a découper
T'intervalle de variation de la premiére variable X, de 3? en K classes (sur 1'échan-
tillon d'ajustement =,, a =, ). Ensuite dans chacune des classes définie sur X,
par exemple )(f , on découpe Xy en K classes , etc... d'oll une partition de
en blocs statistiquement équivalents (car possédant le méme nombre d'observations).
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On décide ensuite pour chaque bloc de 1a population dominante.

On peut aussi faire Te découpage en bloc sur le seul &chantillon de 1a
population FZ > puis porter les individus de T3 et décider de 1'affectation des ré-
gions. (On prendra par exemple pour Fi 1'échantillon le plus fourni). On pressent
naturellement que plus le nombre de dimensions F est élevé, moins on peut faire de
classes K ou plus Te nombre d'individus par bloc est petit.

Et comme on 1'a vu dans Ta Iére Partie (Chap.II-2), le codage en classes
équiprobables risque de masquer les modes de la densité de) si Te nombre de clas-
ses est mal choisi. D'autres auteurs proposent donc d'effectuer une classification
automatique sur chaque population, afin de détecter les noyaux de densité et de super-
poser les 2 classifications pour faire les blocs.

Ces méthodes sont réellement non paramétriques et locales. Par contre,
elles sont statiques : une fois définis, Tes blocs ne varient plus, et elles ne per-
mettent pas de sélectionner les variabies.

@ Les méthodes du "plus proche voisin" (Nearest Neighbor).

Elles consistent, dans leur forme la plus simple, & classer X dans 1a
méme population que son voisin Te plus proche dans 1'échantillon d'ajustement. IT peut
sembler paradoxal de ne considérer qu'un seul voisin, mais COVER et HART (1967) ont
montré que pour de grands échantillons, cette régle était optimale. En espérance
mathématiques on montre que le risque d'erreur | (probabilité compte tenu éventuel-
lement du colt) est compris entre :

R R € 2. R*(1-RY)

ol ﬁ’*est 1'optimum bayesien (en supposant connues les distributions). Dans le cas

o 1'on a G populations ( G >¢ ) alors : .
| R* <R s R'(¢-G R*)
G-1

Il s'agit 1a du risque global sur 1'ensemble du domaine, le risque local
étant maximum 13 ol Tes populations se recouyrent.

(Méthode de FIX et HODGES ou méthode de 1a boule)

Cette méthode tente d'estimer 1'espérance conditionnelle locale
= (XeFf1 [ )() a 1'aide des ¥ plus proches voisins de 1'observation & classer.
La démarche différe T&gérement de la précédente car elle suppose que pour
la position X on a des densités gA(X) et %\,/(X) d'appartenir a Y ou P@ . Si
1'échantillon était trés grand, on aurait, pour la méme abscisse (multidimensionnelle)

X s K pointsdont K, €% et K-Y, €T,
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On estimerait alors :

1X=F7L<X€P4\X> @/_E_L

et on sait que la variance de cette estimation serait :

Nl g = q “-9)
ﬂx ____X?_—~"

Et si on veut une précision de 0.1 (en écart-type) sur les valeurs de
1 » on yoit qu'il faut prendre W’ﬂy' 25.
X Mais cette estimation n'est vraie que si Tes K points ont méme position
X . 0r si le fichier est de taille relativement faible (1000 ou 2000), i1 faut alors
prendre un voisinage «J(X) ol se trouveront W voisins. Mais plus ce voisinage sera
grand, plus 1'estimation, & K fixé perdra de Ta précision. I1 y a donc un optimum &
trouver dans les fichiers réels.
‘ Celui-ci dépend de Yf , qui sera évidemment 1ié & jq,tai11e de 1'échantil-
Ton d'ajustement car si N est grand, on pourra augmenter K sans s'éloigner trop de
X . Mais cet optimum dépend aussi de la dimension 'Q de 1'espace de travail car, si
K est fixé, la dispersion de ces K points tend & augmenter si 2 augmente.
DER MEGREDITCHIAN (1969) cite une formule approchée de MECHALKINE :

M o @r-) Etz.

qui donne un ordre de grandeur, et surtout met en évidence le réle de Q .

Des exemples concrets ont montré, par tatonnement, que la valeur optimale
de K est plutdt supérieure. Si on veut V(Qy 25 et si on a N =800, i1 ne faudrait
pas dépasser 3 ou dimensions | d'ol Ta nécessité d'éliminer les redondances, et de
sélectionner, parmi des variables indépendantes, les plus discriminantes.

Remarque : L'espérance conditionnelle tient compte des probabilités a

priori des populations
R (XEZ [ )X) - TT4-X4(X>

I1 faut donc utiliser comme fichier d'ajustement 2 échantillons de T et
Fi qui respectent Te rapport des probabilités a priori. En général, en météorologie,
on prend Te fichier complet des observations d'une période donnée.

Cette méthode se rattache aux estimations non paramétrique de densité
puisque, si X est le point & classer, J.P. NAKACHE (1978) donne le théoréme selon

Tequel : %N (X) = M -4 . —4

N Y (KN, X)
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est bien un estimateur de CK).

Si N est Te nombre total d'individus, ¥ 1le nombre de voisins utilisés,
et \%'1e volume de Tla sphére dans Taquelle ils sont contenus.

Dans Te cas des avalanches, on a Y<q et Y(b le nombre de voisins avec et
sans avalanche (avec Y, +¥s =K fixé). Le volume est Tle méme pour les 2 populations
et N. et Ny sont les nombres totaux de journées avec ou sans avalanche dans 1'échan-

tillon (avec Na+N, = N ).

On en tire :
P anche) = Aot A R(AIX)- R(A)« R (XA
(X1 A ) S = (Al ) Jéi\}x wa& *4>
N Na

de méme pour ?3 ()( ‘ES““§> et la régle bayesienne conduit & déclarer avalanche si

Kﬁ‘d Na
KA"/l > N/b

Enfin le probléme de 1a distribution d'échantillonage des estimateurs
utilisés devient particuliérement complexe. On trouvera quelques &léments dans G.

COLLOMB (1978). Sur un plan pratique, on retrouveydes expressions, pour les variances,
+4

A

DER MEGREDITCHIAN). Cela souligne 1'intérét de réduire au maximum Te nombre de dimen-

o0 la dimension figure dans des exposants en (analogue & ceux cités par

sions.
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CHAPITRE T1I
METHODES D'AGREGATION

II.1 - Introduction

A plusieurs reprises dans ce mémoire, nous nous sommes posés la question,
devant un ensemble d'individus a priori comparables, de savoir s'il n'existait pas en
fait plusieurs groupements homogénes au sein de cet ensemble. Cette question peut avoir
plusieurs origines :

- ayant sélectionné un échantillon présumé homogéne, on se met a douter, par
exemple aprés une visualisation, de cette homogénéité. Ce fut le cas pour les épisodes
Cévenols (ou sélectionnés comme tels)

- au contraire, disposant a priori d'une classification (fondée sur des as-
pects physiques) en de multiples groupes, on se demande si celle-ci peut étre percue a
1'ajde des seules variables dont on dispose, ou si elles ne contiennent qu'une classi-
fication moins fine dans laquelle certains groupes initiaux ne peuvent étre distingués.
C'est le cas des types de temps météorologiques si on ne dispose pour les classer que
des seuls champs de pression. C'est aussi Te cas pour les divers types d'avalanches si
1'on ne dispose que de variables météorologiques mais d'aucune caractéristique interne
du manteau.

Comme nous 1'avons déja évoqué dans la IIléme Partie, il existe 2 grandes
familles de méthodes de classification:

- les méthodes de classification hiérarchique, qui s'intéressent moins au
choix d'une partition finale en K groupes & définir qu'a une certaine hiérarchie d'as-
sociation de ces individus. Ces méthodes proposent d'ailleurs une suite de partitions
emboitées, et considérent les associations entre tous les individus pris 2 a 2 (d'od
certaines Timitations quant & la taille des problémes & traiter). De plus, elles tendent
a considérer 1'échantillon comme une population compléte a partitionner en classes dis-
jointes, et nombre de méthodes s'intéressent plus aux propriétés "frontiéres" des classes,
aux limites entre classes (cas des méthodes de "single-1inkage" ou assimilées) qu'a
Teurs caractéristiques moyennes. De plus elles ne considérent que rarement Tes problémes
d'échantillonnage et se prétent peu a 1" inférence ' statistique

- les méthodes non hiérarchiques, encore appelées méthodes d'agrégation. Dans
ce cas, on ne considére plus un ensemble de partitions situées & différents niveaux dans
une hiérarchie mais une séule, souvent caractérisée par un nombre donné K de groupes.
Contrairement au cas précédent, ce ne sont pas des groupes entiers qui fusionnent, mais
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au contraire des groupes initiaux (noyaux, €talons) caractéristiques des centres de
classes, qui attirent & eux les individus pris isolément. La plupart des méthodes abou-
tissent a des classes disjointes, mais on peut en général plaquer sur les résultats des
hypothéses probabilistes et admettre que certains éléments appartenant i 1 groupe ont
une probabilité non négligeable d'appartenir & un autre. On peut facilement aussi consi-
dérer que 1'ensemble d'individus dont on dispose n'est qu'un échantillon d'une population
infinie, ol i1 peut y avoir recouvrement partiel des différentes sous-populations. (Mais
en admettant que 1'échantillon disponible ne contient pratiquement pas de recouvrement).

Certes i1 existe un certain nombre de méthodes hybrides entre ces 2 familles
(Ta méthode Iphigénie en est une) mais les ambiguités se limitent & celles qui travail-
lent sur des distances individuelles. Nous les ignorerons dans ce qui suit.

Pour replacer les méthodes que nous allons décrire dans un panorama plus
complet, nous renvoyons soit & 1'ouvrage de M. ANDERBERG (1973) soit & 1a synthése biblio-
graphique de J. ZIRPHILE (1974).

IT.2 - Quelques méthodes d'agrégation

I1.2.1. Principes_généraux_et _méthodes classigues

— Les premiéres méthodes recherchent, en partant d'une partition aléatoire, &
améliorer un critére. Pour cela, on balaye chaque élément de 1'ensemble et on propose de
le déplacer. Si ce déplacement améliore le critére, on continue. Ce critére peut étre :

Trae (W) Teeee (WD) o detl(T)
é\et(W)

Il n'existe malheureusement pas d'algorithme, autre que 1'énumération, qui
permette de calculer un optimum global : lorsque Te balayage ne conduit & aucune réaffec-
tation, i1 n'y a donc pas certitude que cet optimum soit global. (On notera de fortes
analogies avec la méthode de WARD évoquée dans la Iére Partie, Chap.II-2). Toutefois ces
méthodes ne font pas jouer de réle particulier a certains points de 1'ensemble, mais elles
sont en général assez colteuses en calcul car trés combinatoire.

— Un deuxiéme ensemble de méthodes consiste & caractériser chaque groupe par
un étalon. Cela peut se fajre :
- par tirage au hasard ou choix arbitraire
- en utilisant une premiére partition et en utilisant Tes centres de classes
de celle-ci (obtenue par ailleurs : classification hiérarchique, etc...)
Disposant de ces k -points étalons (qui sont ou non des points figurant
réellement dans 1'ensemble & classer), on leur fait correspondre une partition en k grou-
pes. Dans chacun de ceux-ci on reprend 1 étalon et on itére le procédé jusqu'a la conver-
gence.

Parmi ces méthodes nous en avons utilisées 3 qui procédent ainsi
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Méthode de FORGY (1965) variante de JANCEY (1966) (citées
par ANDERBERG, 1973)
Selon que.1'on se donne une premiére partition ou k é&talons, on part du pas
2 ou l. '
1. On agrége Tes N points aux K étalons
2. On prend comme nouveaux étalons les centres des classes obtenues
3. On teste si Tes classes obtenues sont stables depuis la derniére itération,
sinon on retourne au pas 1.
La variante de JANCEY (utilisant le principe de la surrelaxation,ou de cer-
taines méthodes de gradient) consiste, une fois calculé Te nouveau centre de classe, a
prendre comme étalon non pas celui-ci mais le symétrique de 1'ancien étalon par rapport
au nouveau centre de classe.

'_.-'D nouve]l éta/]on
(Jancey)

nouveau centre de classe /-~

nouyel étalon

(Forgy)
ancien étalon

(Jancey) ancien étalon

(Forgy )

Ceci a pour but de compenser le biais di & ce que, au cours du pas n°l,
et bien que 1'on puisse déja voir que Ta classe se déplace & droite, on continue a agrée-
ger sur 1'ancien &talon. JANCEY (1966, cité dans ANDERBERG, 1973) pense accélérer ainsi
la convergence et éviter certains extréma Tocaux,mais des cas de divergences peuvent
apparaitre. ‘

On peut montrer que ces méthodes reyiennent a minimiser la somme des carreés
des distances intra-groupes ou encore trace (‘W).

Les surfaces Séparatrices des groupes sont des hyperplans orthogonaux aux
segments de droite reliant les groupes. On remarquera que ces méthodes ne mettent en
Jjeu que des distances entre points et &talons. I1 n'y a donc pas de métrique naturelle
autre que la métrique euclidienne I. Mais si on appligue ensuite une analyse discrimi-
nante linéaire, voire quadratique a la partition obtenue, certains points apparaissent
mal classés.

Par contre, le fait que 1'étalon ne change pas pendant 1'agrégation rend
ces méthodes insensibles & 1'ordre de balayage.

Méthode de MACQUEEN
Elle remet en cause ceci et effectue 2 balayages successifs. Partant de k
étalons, elle consiste :
1. a agréger chaque élément avec 1'étalon Eﬁ de Ta classe la plus proche

7

par- exemple @3 Aussitdét on recalcule un nouvel étalon E}) de cette

classe compte tenu du nouvel élément.
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2. Arrivé & une partition compléte mais avec des étalons qui ont évolué, on
refajt une agrégation sur ces nouveaux &talons, maintenus fixes pendant
ce pas.

3. On compare avec la partition du pas 2 de 1'itération antérieure et éven-
tuellement on itére. Cette méthode a connu diverses variantes. Toutes ont
1'avantage d'étre trés économiques. Par contre, 1'ordre de balayage des
individus au pas 1 peut influer sur le résultat.

La plupart de ces méthodes ont &té proposées dans les années 1964 & 1969 et
Te seul essai de formalisation fut celui de LANCE et WILLIAMS (1968).

E. DIDAY, & partir de 1971, a tenté de proposer une méthode, celle des "nuées
dynamiques" qui tentait de remédier & la plupart des inconvénients rencontrés et de s'ap-
puyer sur une formalisation poussée afin de pouvoir inscrire un certain nombre de va-
riantes dans un seul cadre trés général.

Nous en décrivons la variante la plus simple (cf DIDAY, 1974 et LECHEVALLIER
Y., 1974).

Idées de départ et définitions
On cherche toujours d caractériser Tes classes par un sous-ensemble d'élé-
ments,mais qui ne se réduit plus ici & 1 seul étalon.
Soit: E.X 1'ensemble des éléments & classer x,
K 1le nombre de classes demandées
8& une classe contenant Mg é&lément ¢ (i =1 ...mp )

éf% 1'ensemble des partitions de X en W classes disjointes.
VPG@ P={CA,C¢,-~-CK}
avec : E— = UC~ o C~ ﬂC})=(P VA*B

:f“ ensemble des noyaux ou étalons:

Ledg L = {L4,L‘,,-..LK]

avec cette fois : Caro\(Lg) = Q\ 2 4
et L r)Li = @ iy !
(On cherche donc & caractériser la classe Eﬁ% par un ensemble
d'étalons [,G Ou noyau, qui ne se réduit pas forcément & 1 seul é&lément).
On se définit les applications suivantes :
. o distances entre individus:
cette distance sera par exemple qugdratique :
o\.e (%C,N ) = (ac-'ua)/b Q (’DC- “8)
. D distance d'un individu & un groupe:(ce groupe étant soit une classe CS
de P, P &tant une partition de f}: , s0it un noyau L de Sf; ). La

3
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distance Ta plus courante est

De(x,7>= 2 o\e(ac x; )

card(7) %<7 3

on en trouvera d'autres, ainsi que leurs effets comparés sur les résultats,
dans Y. LECHEVALLIER (1974).
%“fonction”qui fait passer de QDK dans 3?‘ c'est-a-dire qui, & partir
d'un ensemble de noyaux L = {L“L‘.,---- L"I fournit
une partition P de SDK . Pour cela, on agrége sur Tes noyaux les &léments
n'appartenant pas déja a ces noyaux par :

CBGP Cb':ioc e E tlso‘ueD('aC )<D(3CL%)VQ?#6QR'1 K}
donc C. est 1'ensemble des éléments de £ Tes plus proches, au sens de DD,
du noyau /_3

“fonction”qui fait passer de 8::,( dans jw c'est-d-dire qui extrait,
d'une partition I° de 1'ensemble E, P -_-{F?,____PK} un ensemble de
noyaux : L= {L, L, .. Ly}
On extrait ainsi de C?) un noyau Lt) par :

L: {ucl;€C‘ Lels gue D(?.C,ta, 6>= min D(ac) )}

h i} B i=A d:éc

Remarques - Parmi les nombreuses variantes poss1é1es celle que nous étudions

est dite a masse constante (tous les points ont méme pondération).

duit 3 :

La fonction g est bien celle définie ci-dessus, mais la fonction cg se ré-

{acLG Cb tel que o[('ac/G(ﬂ>= min }

= & P,
b
ou G (% ) est le centre de gravité de C }S défini par :
(3 (&) = __;1___ E: DC&
card(Cy) %€ (|
et G(B) n'‘est en général pas un élément de E .
Mais on prend comme noyau de la classe CB‘ les q)b &léments les plus pro-

ches de son centre de grayité.

que :

avec:

Si de plus on suppose la distance d_ guadratique, alors on peut vérifier
D L> _/{___ . £ o
o bi) -2 2, oo o) M)
'\Jcm,u.,a',) + O\e(m,G(Lé))

z\mm(L,p = 2. o\e(m G(L%))

c“raum) w€la
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(:) Fonctionnement de 1'algorithme

Etant donné une partition P et un ensemble de noyaux L, {qui peuvent avoir
été choisis indépendamment) de la partition, on se définit une fonction d' agrégation-

écartement R qui mesure le degré d'association d'un individu avec un groupe de la par-

tition . 4
. a C;

(w,alp) . D (ac,CB)x card (€4)

mrp\(Ld)

et un critére de qualité des noyaux par rapport a la partition :
ad
W:Z &;'P)z LP:
w(”“ R, i P) = WILP) - W(v)
en posant : Ay = il_,?}
Ceci devient dans notre cas :

W
W . %Du ) = Zed ) [l oni) - 460

On voit que dans ce cas, le critére est faible si les classes sont bien
agrégées et si la distance de la classe au noyau associé est faible, donc si Te noyau
représente bien la classe.

Remarque 1 - Le critére W ainsi choisi ne considére que 1'agrégation des
classes. D'autres critéres, utilisant d'autres fonctions & ont é&te proposés, par exem-

ple :
R(x,,L) - Dleuti) . D)
qu D (=, L;)

Dans ce cas le minimum du critére suppose en plus que les noyaux soient bien
séparés. E.DIDAY a démontré les propriétés que devaient posséder une fonction ¥ pour
étre acceptable.

L'algorithme va donc procéder comme suit.
e, . ) ©
(:) On part d'une partition quelconque P et d'un ensemble de noyaux L*
°)
En fait P n'a pas besoin d'étre précisée.
L® peut &tre soit tiré au hasard soit fourni par 1'utilisateur.
' ) _ ) ®) L ©
On a alors le doublet ¥/ =1 L v } et en général "W (v )
est mauvais.

/

On calcule donc immédiatement :

@ ©)
P L)
partition associée aux étalons de départ et
= %QPW)‘1es stalons extraits de P&
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(2 On itére le processus
) (¢) @
W= (P19} e PLALY), LYo (PC)
et on compare W(v®) a W (v®)
(3 On s'arréte quand

W(’\Tk““))n‘est plus sensiblement inférieur & w(vm))

U@M)= { L@+U/F>@+n}

E. DIDAY a montré que la suite \N'QM**)) décroit et converge vers un

et on garde

optimum Tocal.

Remarque 2 - La forme du critére W (donc de Ta fonction R ) n'intervient
pas sur le processus d'agrégation qui ne dépend que de D et d, mais sur 1'arrét de
1'algorithme. Selon Ta forme de W , & un pas donné des intérations supplémentaires peu-
vent encore 1'améliorer ou non, c'est pourquoi la partition obtenue variera selon W .

Remarque 3 - En dépit de 1'appareil mathématique dont elle est entourée, il
est difficile & 1'utilisateur de caractériser la qualité de la partition obtenue.

En effet, Te critére W ne dépend pas toujours de 1'écartement des classes,
or cela serait souhaitable. Et s'il dépend de leur agrégation, donc s'il détecte les
zones denses du nuage, les termes de distances entre centres de gravité des noyaux et
centre de gravité des classes semblent un peu parasites car souvent 1'utilisateur n'a
que faire des noyaux pour la suite de son é&tude.

Cette méthode ne se compare donc pas directement avec celles cherchant &
maximiser des critéres comme trace( W' B ), etc... Par contre, elle se compare
avec les méthodes de FORGY ou MAC QUEEN,oll 14 encore on ne considére que 1'agrégation
des groupes.

Paramétres de 1'algorithme
Ce sont f
]Wi Te nombre d'initialisations &ffectuées, donc le nombre d'obtima obtenus
Y Te nombre de classes demandées
Mo le nombre d'étalons par noyau (en général 10 & 20% des &léments
de Ta classe).

Un autre paramétre est le choix de la distance. Dans notre cas (données de
départ continues) nous 1'avons prise euclidienne. Dans le cas ol les variables ont une
structure de corrélation stable d'un groupe & 1'autre, on peut prendre, mais seulement
d partir du second pas, une métrique de MAHALANOBIS ‘W ~*. En fait dans notre cas, nous
avons toujours trouyé préférable, vu le nombre de distances i évaluer, de travailler
dans un espace §¥* ou { estie plus faible possible, par exemple dans 1'espace des
premiers facteurs principaux.

On verra dans II-2 une autre approche.
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Les formes fortes

Fn plus de la valeur du critére et de la partition obtenue, qui peut varier
d'un tirage & 1'autre, on peut chercher ce qu'un certain nombre de tirages ont en commun.

On appellera ‘forme forte’un ensemble d'é&léments qui, dans tous les tirages,
sont toujours apparus groupés dans la méme classe.

Evidemment, si on effectue un seul tirage, les formes fortes coincident avec
les classes de la partition obtenue. Au deld, pour jfi:>1, elles ne peuvent étre que des
sous-ensembles, de plus en plus nombreux et de cardinaux de plus en plus faibles, des clas-
ses obtenues.

Pour IWitirages, une forme forte sera la partie commune (intersection) des

classes qui se ressemblent le plus & raison d'une par tirage successif.

Pour les détecter, on peut construire le tableau qui & 1'élément & associe

o . . .o .
le n° de classe dans laquelle il se trouvait iu :?T?-Fjrage:-‘-ni IR Zdhzf
x —os <(x) = ie, s-_ -G Ty ) e st da

On peut définir un indice entre 2 éléments oc et :
A%C,Aa)—_- NT - inom&arc de Fois on c Kac) = c(«g)

et A(’ac%) -0 —» 2 & € méme forme forte

et Tes formes fortes sont les classes d'équivalence de Ei/f?i ol iﬁiest la relation
o £§5A3 — c(a) =l ). En fait on peut, en utilisant A comme une distance et
donc Te tableau des N (_N‘—ﬂ [< interdistances entre les &léments de E cons-
truire un arbre (dit des connexités descendantes) dont en général seul les derniers
niveaux nous intéressent.

LECHEVALLIER propose d'étudier la stabilité de ces formes en comparant-leur
vraisemblance & ce que 1'on obtiendrait en supposant les partitions complétement aléa-
toires. Malheureusement, il faudrait faire un nombre de tirages important pour que la
différence soit trés significative. ‘

IT n'en reste pas moins que cette notion de formes fortes est 1'élément le
plus intéressant de la méthode, dans la mesure oll elle introduit une notion de fluctua-
tion d'échantillonage des partitions obtenues et élimine partiellement le réle de 1'ini-
tialisation.

IT.3 - Essais d'éyvaluation de Ta méthode des nuées dynamiques

Le probléme Te plus délicat en classification est de déterminer le nombre
K de groupes & construire. En effet, si les données sont réellement multidimensionnel-
les, et en 1'absence d'information extérieure, il est trés difficile de pressentir ce

nombre.
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La seule méthode proposée dans la Tittérature est due &
VOGEL et WONG (1975)

Des tentatives antérieures cherchaient & utiliser det ("W ) comme mesure de
1'agrégation dans une partition donnée .(En fait c'est _M_L , c'est-a~dire Te critére
de WILKS A . Mais comme det(T) est inchangé on peut ne‘;‘;%sidérer que det(w). Mal-
heureusement, quand on augmente ¥ , det ("W ) ne peut que décroitre.

Un critére de moins bonne qualité que det(W) et trace(W) qui ne prend pas
en compte les intercorrélations entre variables.

S A R . det (W) > det(e)
/\; /7;% tfa(‘.(.(WA) = tuce(We)

|
|
LN HE A NN I Wy

N
o

Mais si on peut supposer que les variables sont raisonablement indépendantes
alors on peut utiliser trace(W) comme critére, ce qui facilite grandement Tes calculs.
D'autre part, i1 faut un critére qui soit comparable d'un nombre de groupes
d un autre, par analogie avec 1‘ana1yse de la variance & 1 dimension entre K classes, ol
1'on considére le rapport :
SO B L N-X
&SW K-4
Celui-ci suit une Toi de FISHER avec (K-4 ,N-K ) degrés de Tiberté (cf
LEBART et FENELON, 1973). Plus E sera grand, plus la dispersion entre groupes sera
importante et significative.
L'extension utilisée par VOGEL et WONG consiste donc a prendre comme variable
la distance euclidienne (quelle que soit son orientation dans f?P) d'ol les sommes de

. carrés : : S P —
SST, = @Z > (Z (X, - % )*) -2 4=, 6)

ou G est le centre de gravité global (souvent pris pour origine).
On a alors un pseudo ¥ ou PF S = 55Be N'f
K -~

avec O3We + SOS De = SSTe SSWe
On notera que ces quantités représentent, & des facteurs prés,les traces

des matrices de variance-covariance correspondantes.
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Mais surtout, ce critére est débiaisé vis-a-vis du nombre de groupes et
permet de comparer 2 partitions a ¥ et K +4 groupes.

On fera donc varier le nombre de groupes Y(d démandés, la valeur vraie l(v
devant donner un maximum pour PFS.

Remarque - On vérifiera que la somme 55We n'est autre que:

K
=1

ol won Q:g) est la variance de la classe (:@ définie en I1.1.2(a).
Des essais ont montré que Te maximum de ¥ en fonction de ¥4 est cependant

assez plat.

De facon plus heuristique, on peut penser détecter le nombre de groupes
vrai KV‘ en demandant 1, 2, .... ¥4 groupes.
On sait que si \(d est trop grand, certaines classes seront vides et le
nombre de groupes obtenus tend a plafonner.

Un meilleur critére est plutdt le nombre de formes fortes obtenu pour un
nombre fixé NI d'initialisations (car ce nombre augmente avec NI ).

On a vu que si.l'on a K, groupes bien séparés et que 1'on demande une par-
tition en W classes les formes fortes seront trés stables et peu nombreuses. Par con-
tre si on demande K’d > Xy groupes, le découpage & travers les groupes existants
se fera aléatoirement i chaque partition et le nombre de formes fortes devrait croitre
de facon trés sensible.

Nous donnons ici quelques résultats de simulation, dans le cas de 2 et 3
groupes vrais, avec la méthode des nuées dynamiques.

On a simulé successivement des groupes de données gaussiennes dont Ta varian-
ce est Gy = Ty =0 = S0 dans Rfet dont Ta distance entre centres A = 2,3, ou 4 o—.

On s'est 1imité a 8 initialisations aléatoires par configuration,et 10 ité-
rations pour améliorer le critére. '

Résultats dans le cas de 2 groupes

Dans ce cas, seule la variable ax sépare les groupes.

On constate que pour X4 = 2, le nombre de formes fortes est petit et qu'il
croit brutalement pour K4 = 3.

Par contre les classes vides apparaissent surtout pour KJ = 4 et relative-
ment peu pour Ka = 3 méme si la distance entre centres AN = Lo .

Enfin, Te PFS détecte toujours 2 groupes, mais de facon beaucoup moins nette
quand A =<Sa (et dans ce cas on a méme PFS(4) > PFS(3) mais i1 faut noter que le

hasard de 1'initialisation peut conduire & une trés bonne configuration sur Kd= 4 et
a une moins bonne pour Kd = 3.).
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On a voulu tester 1'influence d'une corrélation au sein des groupes en met-
tant, dans le cas A s3>0 , 0, = €%= .6 et f/‘:—ee: .6

On peut s'attendre dans Te ler cas a une meilleure agrégation des groupes,
qui apparait dans 1e PFS mais pas au niveau des formes fortes ni du nombre de classes
vides.

Par contre, dans le cas de 2 groupes anticorrelés, ol 1'on aurait pu craindre
un certain recouvrement, la détection n'est pas trés différente, sauf pour les PFS moins
franchement décroissants.

Notons cependant que ceci a 8té obtenu en utilisant une métrique euclidienne
1, alors que pour le ler essai, une métrique de MAHALANOBIS serait optimale, et que Te
2nd nécessiterait des métriques locales.

Exemple de simulation : K, = 2 groupes M4 ="M, = 60 individus A = g
Nb de groupes Nb de classes vides Nb de formes Formes fortes obtenues( par nombre
demandés pour NI = 10 fortes obtenues d'individus décroissants)
2 273.4 0 \ 2 62 58
3 193.2 1 11 37 26 22 14 6 4 3 3 2 2 1
4 174.7 6 21 2219 16 15 7 7 6 6 4 3 3

j 2 2 1 1111111
PFS (associé au W mia )

Résultats dans le cas de 3 groupes

Ici 1e nombre de configurations devient un peu plus combinatoire, depuis 3
groupes alignés jusqu'au cas ol ils sont aux sommets d'un triangle équilatéral, et ce
pour diverses interdistances.

Nous constatons que cette configuration est essentielle et que, si les
groupes ne sont pas équidistants, la méthode tend 3 agréger ceux qui sont relativement
proches d'ol une éyolution du " PFS plus plate au voisinage du maximum et une structure
des formes fortes parfois plus stable pour ¥(d'<\fv, mais dont le nombre augmente tou-
jours assez brutalement pour Y 4 >y . De plus dans le cas ol les groupes sont rela-
tivement équidistants les classes vides n'apparaissent surtout que pour Kg=5...1

Enfin, Tes 2 variables a et Yy sont dans ce cas discriminantes, aussi avons
nous testé 1'influence d'une variable %7 non discriminante mais utilisée dans le calcul
des distances. On pressent que la dispersion des points selon une 3éme dimension va aug-
menter 1'incertitude sur les groupes,donc le nombre de formes fortes.

Dans ce cas on ne constate plus une augmentation brutale de Teur nombre quand

K4 > Ky mais plutdt une évolution progressive et tous les critéres pratiquement de-

viennent flou ou sont pris en défaut. KN
50-': \‘.\5 =R

Exemple de simulation : Kv =3 N, =Ny = n, =40

L e d

36
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Nb de groupes Nb de classes vides Nb de formes PFS

demandés pour NI = 8 fortes
2 var. 3 var. 3var,
(o=2) (- 35-)
2 0 4 105.2 32.8 23.2
3 1 8 150.2 44 .4 30.8
4 1 25 128.0 45.1 35.0
5 5 23 114.1 - -
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FIGURE V - 3 : Types de configurations simulées . <0"= h—q)

(:) Conclusions

Les aspects "statistiques" de Ta méthode des nuées dynamiques :
- initialisations successives
- notions de formes fortes
fournissent effectivement des informations précieuses.
Parmi les critéres utilisés : ‘
4- Te nombre de classes vides:est peu "pointu" car elles n'apparaissent que
pour Ko > Wy +4 > etalacondition que Tes groupes soient bien séparés.
2~ Te nombre de formes fortes : augmente assez brutalement quand ¥Yd > WU+,
et ced'autant plus que les groupes sont moins séparés (car i1 y a plus de possibilités
d'intersection). I1 tend & &tre constant tant que ¥d < Ky
3- le critére PFS est le plus précis des 3 pour détecter le nombre de classes.
Ces remarques sont vraies tant que les variables utilisées sont discriminan-
tes .Quand on introduit des variables supplémentaires non discriminantes, tous les crite-
res deviennent flous, surtout si ces nouvelles variables ont une forte variabilité. Dans
ce cas, le nombre de formes fortes peu étre grand méme si K4 = K+ et on inclinera
& choisir K trop faible, alors que le critére PFS indiquera plutdt une valeur de K> \,.

Ceci met en évidence le réle critique des variables inutiles, malheureusement
inconnues a priori dans les cas réels.
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La configuration des groupes, si elle intervient déja dans le nombre de di-
mensions significatives (axes discriminants), influe aussi sur la sensibilité de la mé-
thode pour détecter le nombre de groupes. I1 semble préférable quand on pressent 1'exis-
tence de "paquets" de demander peu de classes W4, qui correspondront & ces paquets,
quitte a les redécouper ensuite séparément. '

Un dernier point concerne 1'influence des corrélations intra-groupes, qui
n'est pas trés clair. Autant que possible i1 vaudra mieux utiliser la distance euclidien-
ne f » plutdt qu'une métrique de MAHALANOBIS moyenne qui peut mélanger des cas extrémes.
Notons cependant que 1'utilisation de variables globalement indépendantes sur 1'ensemble
(composantes principales, par exemple) ne présume en rien des corrélations intra-groupes
que 1'on pourra obtenir.

Des essais préliminaires ayant montré que les groupes obtenus pouvaient avoir
des matrices de covariance trés différentes, il nous a semblé intéressant d'en tenir comp-
te et d'utiliser les distances propres & chaque groupe. G. GOVAERT (1975) a proposé
1'algorithme suivant :

o) ) e (%) .

- soit ﬂTc“)1e triplet 7 = { v /L ;A7 o B est une partition

®) : (™)
de E en K classes, L un ensemble de K noyaux et & un ensemble de
K distances, ce & 1'itération m , et partant d'une configuration wo=
{ F>G)/L_“jl§”§(oﬂ la distance peut étre euclidienne et la partition et

) ;ispzzzzug a]eato:\:ijzg)gémol L@M/) A@M)} ar PQMM): %(Lw, A(m))
(avec les distances &)
L(MM-,-) (P(“T)AM) noyaux caractéristiques de P@M) au
B sens de A

4&?*? Q{(Féﬁj)Lfy+4)) ensemble de distances (A% qui maximise 1'agré-
gation du groupe Cg sur Te noyau Lg.
Cette méthode, trés attrayante car dans les exemples réels,les distances ne
- sont pas les mémes d'un groupe & 1'autre, présente .2 inconvénients :

- en cas de matrice de covariance non inversible : dans un groupe Ce, 1a
variable X$ est telle que G"';S(C?«) = 0

- au niveau de Ta convergence : 1'algorithme peut étre conduit & calculer
des métriques trés "aplaties" en cas de points "anormaux" d'ol des diffi-

cultés en cas d'initialisations aléatoires (effets de “cylindre").
Cette technique ne peut donc &tre utilisée qu'en phase finale , pour

raffiner une partition obtenue par la méthode normale .

Nous ne T'utiliserons d'ailleurs pas et compte tenu des incertitudes dues &
la métrique retenue, nous préférerons procéder comme suit :

- déterminer le nombre de groupes probable dans £ , soit W .

- effectuer un certain nombre d'initialisations avec la métrique I , d'od
un ensemble de formes fortes. On garde les ¥ formes les plus caractéris-
tiques des K groupes .

- on réaffecte les points restants par analyse discriminante linéaire ou
quadratique.
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CHAPITRE TIII
APPLICATION A LA PREVISION DES AVALANCHES A DAVOS

I1I.1 - Analyse a 2 groupes ( Modéles de type I )

Nous abordons le probléme de maniére &lémentaire en considérant qu'il y a
occurence ou non’occurence d'avalanche. Ce faisant nous ne considérons que les effets
observés,sans imposer de modele quant aux causes possibles. Des tentatives antérieures
(Ph. BOIS, 1976) avaient considéré 2 types d'avalanche pour Mars et Avril (neige séche
ou neige humide) mais déja 1a se posent des problémes quant a la qualité des observations,
et au choix de 1'échantillon sans avalanche. On se limite donc au cas le plus simple.

On donne les résultats obtenus pour Janvier-Février et Mars-Avril. Dans les
2 cas on a considéré que les colts &taient tels que: 1tyC4 = 1f€1:e

ce qui revenait a mettre des colts égaux et mémes probabilités a priori.

Dans le cas de 2 groupes, 1'analogie entre analyse discriminante et régres-
sion multiple permet une certaine interprétation des variables. En effet, 1'analogie est
immédiate si on utilise la matrice T qui est la matrice de corrélation totale (cf LEBART
et FENELON, 1973, p.287). Dans le cas ol 1'on utilise W , le résultat est identique mais
sa démonstration est un peu plus délicate (cf GROSJEAN, cité par KUENY J.L., 1976). Les
coefficients de régression sont donc proportionnels aux composantes du vecteur discrimi-

nant : ( )Q } 7& )t _VV'i

Remarque - Si on code (X)= Ooulselonque X € 7 ou F@ alors il
faut multiplier par T,. Mg = My.me /jq‘é , tandis que si on code

ABQ(>:: Ve /my et -\m, [n, » les coefficients de régression sont strictement
égaux a { Y? . T
oot O 0) T

Or on sait que si ces coefficients de régression ne sont pas reliés simple-
ment aux coefficients de corrélation partielle, ils sont de méme signe et donc, le signe
du coefficient cé de la variable Xuidans la fonction discriminante indique si A& aug-
mente ou non avec la variable X, les autres variables étant supposées constantes.

Les signes indiqués J%ns Tes tableaux ci-contre indiquent la Tiaison avec le
groupe “avalanche’ On rencontre cependant les mémes problémes qu'en corrélation multiple :
instabilité ou compensation entre variables correlées 5, 30, 33 pour Janvier-Février

36, 37, 38 pour Mars-Avril. '

De plus on a mélangé ici toutes les avalanches d'o par exemple le ' rdéle de

la variable 46 (qui accroit le danger d'avalanche s'il y a réchauffement en Janvier—Févrieﬁ)

Or nous verrons que ce rdle est trés différent selon les types de temps avalancheux (cf
I11-2).
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TRAITEMENT SUR VARTABLES DISCRETES

TRAITEMENT SUR VARIAGLES CONTINUES
[ 1 i H
EJanvier—Février ,[ Mars-Avri] 5 Janvier-Février : Mars-Avril
Nombre de | | i |
variables utilisées : 10 : 12 Moda]ité;3 de la variable 30 (+) : 1 de 22 (-)
Pouvoir discriminant @ 37% 139 % V2 42 (-) : 3 46 (-)
Variables utilisées 5 (+) 31 ! 30 (+) 39 E3 22 (-) : 3 30 (+)
36 (5) 27 46 (=) 34 '3 4 ()2 13 (+)
139 (+) 27, 50 {+) 31 1 % ()1 2 37 (-)
D30 (+) 25, 3 (-) 29 12 30 (+)) 2 32 (-
boes(+) 25 | 37 (=) 27 1 6 (4 3 33 (+)
P (h) 2 L 15 (+) 23 El a (-) E 3 28 (+)
P () 28 2 (o) 2 '3 3B (+)) 1 8 (-)
Co21 () 23 16 (+) 22 11 12 (=) 2 10 (-)
D33 () 22, 36 (+) 19 ! b3 9 (+)
D16 () 2 E 5 (v) 21 ; ; 3 20 (=)
: j 38 (+) 20 E I,
: ]: 26 (+) 17 I: ]:
Nombeo de journées testées @ 240 Erreur de classification sur 15 o 20 %
Nowbre d'alertes doclarédes 88 T'échantiilnn d'ajustenent -
dant journées avalancheuses: 41
Jouraces awaianchcuses non TABLE 1 @ RESULTATS POUR L'ANALYSE A 2 GROUPES
dotecices 7 e

Les résultats de ces modéles sont pourtant assez satisfaisants (cf figures

V-7-a) et v-8-a), pages 318 et suivantes) et sont sommairement résumés en table I

Les résultats ne sont pas tout & fait comparables au cas précédent car le
programme BMDO7M n'acceptant que 80 variables au maximum, nous nous sommes donc 1imités
a 26 variables élaborées,codées en 78 modalités.

Les résultats apparaissent dans le tableau T et sur Jes figures V-7-a et V-8-a.
On peut constater que 1'on sélectionne assez rarement plusieurs modalités de la méme va-
riable. Un cas particulier intéressant est celui de la variable 30 (neige fraiche dispo-
nible) qui, en Janvier-Février, accroit la fonction discriminante de :

1.35 si X3 € modalité 2 de moyenne ~ 5 cm

3.03 » oom v K Y ~ 40 cm
ce qui met bien en évidence une certaine non linéarite.

Pour Tes autres variables, c'est en général une des classes extrémes (1 ou 3)
qui apparait.

Les performances de la méthode sont trés satisfaisantes en Janvier-Février,
ot Te nombre de fausses alertes est méme plutét réduit. Par contre, en Mars-Avril, Tles
performances sont nettement moins bonnes que dans le cas continu.

La réponse est en général plus brutale que dans Te cas continu, car le chan-
gement de classe active brutalement un nouveau coefficient. Mais Te choix de classes,
effectué arbitrairement(ﬁci en 3 classes équiprobables), n'est probablement pas optimal.
Par exemple en Mars-Avril, les classes de températures de 1'air @ 13 H ( )(4&) sont a
cheval sur le seuil de O°C(gui appartient & la classe 2)
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III1.2 - Analyse multigroupe

Dans cette approche, on considére que les mécanismes qui rendent Te manteau
instable et propice aux avalanches peuvent différer selon les conditions, et qu'il existe,
de fait, plusieurs“types de temps avalancheux’ Une telle classification (dite "génétique")
a d'ailleurs été proposée par la Commission Internationale Neige et Glace de 1'A.I.H.S.
(DE QUERVAIN et al, 1973), mais elle n'est pas utilisable tel que car :

- elle cherche a4 &tre exhaustive et considére des types qui ne se produisent

pas a Davos

- elle s'appuie sur des informations qui ne sont pas forcément présentes dans

1'ensemble des variables dont nous disposons.

Nous allons donc chercher si nos données font apparaitre une classification
intrinséque (au vu des seules variables disponibles,et sur 1'échantillon existant) et si
on peut 1'obtenir de maniére objective et reproductible, par des algorithmes numériques.

La méthode utilisée est essentiellement celle des nuées dynamiques.

Conditions d'applications
Les données utilisées ont &té :
- soit Jes 15 premiéres composantes principales des 35 variables obtenues
aprés €limination des principales redondances, (cf. 111" partie - Chap IV-1)

- soit les 15 premiers facteurs de 1'AFC de ces 35 variables aprés codage

disjonctif en 3 classes.

Les facteurs restaient systématiquement normés par leur valeur propre.

Les échantillons utilisés étaient les seules journées avalancheuses de Janvier
Fevrier ou Mars-Avril, car le but était de voir si une classification émerge "naturelle-
ment" au sein des avalanches observées.

On a systématiquement effectué :

- NI = 10 injtialisations au hasard (sauf si au deld de 7 ou 8 le nombre de

formes fortes deyenait excessif) '

- NE = 10 étalons/groupes
et en demandant :
[ - NG = 2, 3, 4 ou 5 groupes.

Résultats.pour Janvier-Février
Les critéres détectent 2 ou 3 groupes (le nombre de formes fortes croit bru-
talement pour 4 groupes). On constate cependant que les journées sans précipitation res-
tent toujours bien agrégées dans une forme forte (de 35 individus environ) trés stable.
On peut donc craindre que ce groupe, bien séparé du reste, ne masque des séparations plus
fines et on les retranche pour analyser les journées avec précipitations.
Celles-ci se décomposent assez bien en 2 groupes sur les facteurs d'A.C.P.
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mais le recoupement avec les résultats en A.F.C. ne sont pas parfaits. On voit 13 les
effets des différents codages. ‘

Résultats pour Mars-Avril _
Ici encore la classification doit se faire en 2 temps. On met d'abord en
évidence la séparation entre journées avec et sans précipitation, et au sein de ces 2
classes on redivise encore en 2,d'o0 4 groupes. Les critéres (PFS, nombre de formes for-
tes) concordent généralement et on voit méme apparaitre des classes vides quand on deman-

de trop de groupes.

Utilisation d'autres méthodes
QueTques essais ont &té réalisés avec les méthodes de FORGY et de JANCEY.
Les résultats obtenus sont trés comparables & ceux de la méthode des nuées dynamiques.
Toutefois, les colts étant comparables et les programmes disponibles étant peu fournis
en traitement des résultats (formes fortes, etc...) nous n'avons pas mené de comparaison

systématique.

Conclusions sur la typologie obtenue

Les groupes obtenus sont en général mieux structurés sur les facteurs de
1'AFC que sur ceux de 1'ACP. Ceci montre 1'intérét du codage disjonctif, qui filtre
la trop grande variabilité des précipitations par exemple, encore présente dans les
résultats d'A.C.P,

Les facteurs utilisés &taient normés par leur valeur propre d'ol des poids
décroissants, qui ont influencé Ta classification. Mais des essais, effectués aprés les
ayoir renormés a 1, furent peu concluants, car sans doute donnait-on trop de poids rela-
tif a des bruits ou & des facteurs non discriminants. On a aussi réduit le nombre de
facteurs, mais les premiers sont les plus discriminants et la classification reste stable.

Si la détection du nombre de groupes semble satisfaisante, mais moins nette
que dans Tes exemples simulés, le probléme des variables classifiantes reste mal résolu.

Pour conclure, nous nous limitons & :

3 groupes pour Janvier-Février
4 groupes pour Mars-Avril

De plus, nous n'allons pas considérer les groupes formés par la méthode mais
plutét prendre comme noyaux les 3 (resp.4) formes fortes les plus caractéristiques et
agréger les autres points par analyse discriminante.

[11.2.2. Modéles discriminants a 2 étages (Modeles de Type II)

Construction des types de temps avalancheux
Partant de ces formes fortes, on a agrégé les journées avalancheuses res-
tantes et construit des groupes, utilisant cette fois une métrique de MAHALANOBIS avec
sélection de variables. On a itéré plusieurs fois jusqu'a stabilisation des groupes.
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Résultats pour Janvier-Février
3 jtérations du processus ont suffi pour minimiser le nombre de mal classés

11 variables semblent suffisantes

- les groupes se stabilisent @ AG 1 = 34
AG 2 =175
AG 3 = 45

1tanalyse factorielle discriminante fournit une interprétation des groupes
assez délicate & exploiter car limitée aux seules variables sélectionnées.
Nous proposons :

Ensemble des journées avalancheuses

Groupe 1 Groupe 2 Groupe 3
. Fortes précipitations . Précipitations journa- . Pas de précipitations
journaliéres lTiéres et neige récente et neige déja tassée
. Faible densité superficielle . Faible densité superficielle . Températures relative-
. Vent fort et chasse neige . Vent moyen ou faible ment &levées (mais £ 0)
(Régime NNW, NNE) (régime NW et surtout SW & et se réchauffant
. Températures de 1'air basses SE) . Régimes plutdét NW ou NE
et se refroidissant . Températures de 1'air assez . Neige froide et se re-
. Température de la neige basse basses et se refroidissant froidissant
et se refroidissant . Léger réchauffement de la . Nombreuses avalanches
. Nombreuses avalanches neige. antérieures.
antérieures

{On pourra noter que, dans la classification proposée par BOIS et OBLED,
1976, les groupes 2 et 4 s'agrégent ici en 2).

D'ailleurs seul le groupe 3 est réellement stable dans cette classifica-
tion. Les journées avec précipitations sont celles qui contiennent le plus d'incerti-
tudes d'observation, et le codage choisi pour les précipitations est aussi trés sensible.

La discrimination entre ces groupes d'avalanches ,présentée en Figure V-4-a)
aboutit au modéle suivant:

N°® des variables 32 39 20 8 31 1b 45 23 30 6 21
% d'erreur 54% 27% 18% 8% 3%

Pouvoir discriminant axe 1l : 77 % axe 2 : 64 %

On utilise ensuite ce modéle discriminant pour associer toutes Tes journées
avalancheuses, et surtout non avalancheuses, aux 3 types obtenus.
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La répartition se fait comme suit :

Type 1 Type 2 Type 3
Total .o i ... 82 374 373
dont avalancheuses--.-.. 34 75 45
(23) (42) (34)
Dont on tire les probabilités a priori:
Type 1 Type 2 Type 3
Probabilité du type .099 .451 .450
A.G. .041 .090 .054
N.G. .058 .362 .396
A.G.|Type  .415 .201 121

Dans les journées sans avalanches du type 1, on extrait un &chantillon
aléatoire, de méme dans les types 2 et 3 d'ol les groupes sans avalanche :

NG 1 =21

NG 2 =

72 NG 3 =71

On donne en Figure V-4-b) laposition des groupes avalancheux et non avalancheux.

Remarque - Les journées non avalancheuses sont relativement indépendantes
entre elles (sauf dans NG 1) mais ce n'est pas le cas pour les journées avalancheuses.
On a indiqué entre parenthéses le nombre de séquences avalancheuses indépendantes.

Résultats pour Mars-Avril

- 2 itérations suffisent pour stabiliser les groupes a partir des formes

fortes, d'ou AG 1

AG 2 =

il

27
43

AG 3 = 42
AG 4 = 41

- 10 variables suffisent dont 1'interprétation est délicate:

Ensemble des journées avalancheuses
i

Avec précipitations asses récentes
(Te jour ou Ja veille)

{ 1
Groupe 1 Groupe 2
. Fortes précipita- . Précipitations
tions journaliéres moyennes

ou récentes.
. Faible densité . Densité 1égérement
superficielle plus forte
. Vent fort et chasse . Vent moyen. Peu de
transport. Régimes
NNW mais aussi SE, SW

. Températures plus

neige important.

(Régimes NNW, NNE)
. Températures de 1'

air basses et se élevées et se refroi-
refroidissant

. Neige froide et se

~ dissant 1égérement
. Neige froide mais se .

refroidissant réchauffant

]

Sans précipitation en cours

1

[
Groupe 3

. Pas de précipita-

tion mais ciel cou-
vert ou changeant

. Densité élevée

. Vent moyen

Régimes de SSE
a SSW

. Températures assez

élevées et en hausse

Réchauffement de la .

neige

. Nombreuses avalan-

ches antérieures

]
Groupe 4

. Beau temps

forte utilisation

. Densité élevée

. Vent faible

. Températures positi-

ves et en hausse

Effet thermiques
cumulés
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Le modéle discriminant entre types avalancheux( cf. Fig.V-4-c) utilise:

N° des variables 5 10 18 14 -42 37 32 8 23 41
% d'erreur 50 24 22 16 12 6 4%
Pouvoir discriminant axe 1 : 87 % axe 2 : 62 % axe 3 : 40%

Quand on applique ce modéle & T'ensemble des journées, on obtient :

Type 1 Type 2 Type 3 Type 4
Total 92 318 186 258
dont avalancheuses 27 43 42 4]

dont on tire les probabilités a priori :

’

Type 1 Type 2 Type 3 Type 4
du type .108 .372 .218 .302
.04 .048
Probabilita AG .032 .050 049
NG .076 .322 .169 .254
AG/type  .293 .116 .226 ‘ .159

La encore, on extrait des journées sans avalanche les échantillons respectifs :
NG 1 =31 NG 2 = 56 NG 3 = 43 NG 4 = 50
Les positions respectives des groupes avec et sans avalanche apparait sur
la figure V-4-c) .
Modéles avalanches - non avalanche,par types de temps:
On peut résumer dans un tableau Tes modéles avalanches - non avalanche au
sein des types de temps. On propose les interprétations suivantes .

En Janvier-Février:

- Type 1 : Le danger d'avalanche croit avec les chutes de neige et le transport par
Te vent, qui définissent d'ailleurs le type. Mais i1 est aussi accru par Ta formation de
plaque (variable 35) par un refroidissement plus marqué de 1a neige (var. 45, 46) et par .
Ta fragilité intrinséque du manteau (var. 49,50).

- Type 2 : On constate que la discrimination n'est pas trés bonne, et que les ava-
lanches correspondent & des précipitations cumulées plus fortes, a un peu de plus de
vent et de chasse-neige, a des températures p]us/basses, une neige plus froide et éven-
tuellement des plaques. |

. Type 3 : Ici la discrimination est un peu meilleure. Les avalanches correspondent
d un temps plus froid avec une neige plus Tégére, un vent de NW plus soutenu et un manteau
un peu plus fragile.
On notera que c'est au sein du type I, concomittant & de fortes précipitations,
que la discrimination est la plus facile, d'ol Te succés des auteurs qui se Timitent 3
ce cas-14.
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En Mars-Avril:

. Type I : Ici aussi, c'est plutdét 1'accroissement des variables définissant le type
(précipitations, vent et transport) qui accroissent Te danger. '

. Type II : La quantité de neige récente disponible et le réchauffement plus marqué
aprés la séquence de précipitation augmentent le danger ainsi que Ta fragilité du manteau.

. Type III : Ici aussi le réchauffement de 1a neige intervient mais dans le sens de
la stabilité. Par contre la variable importante est la fragilité antérieure du manteau
(var.50) et la densité superficielle (4) qui indique peut-&tre des plaques.

. Type IV : La fragilité antérieure du manteau est encore le facteur Te plus aisé-
ment interprétable en plus des variables définissant le type (températures élevées et
effets thermiques cumulés).

On peut conclure que, si 1'on discrimine bien les types de temps, on discri-
mine mal entre avalanche et non avalanche dés que les causes ne sont pas d'origine météo-
rologique, mais plutét structurale.

Mise en oeuvre de ces modéles ( cf. figures V-7-b et V-8-b),

Elle comporte 2 étapes : pages 318 et suivantes )

- la détermination du type de temps le plus probable

- puis, au sein du type de temps choisi, le calcul de Ta probabilité d'ava-

1ahche.

La régle de décision est un peu plus compliquée que pour un modéle & 1 seul
étage mais peut se construire aisément. On admet, ce qui se vérifie dans la réalité que
la journée X, a classer,a une probabilité proche de 1 d'appartenir au type de temps T—W-@
et une probabilité nulle d'appartenir a 7'1_(1/ Q ¥ . Dans ce cas, il n'y a pas
d'erreur possible sur le type de temps.

La régle bayesienne revient & déclarer qu'il a risque si
Coy » T (Av|TTR) « R (RyIX)
>C g xTF(ﬁ—; \TT@)iﬁk(H—v'\X>

avec C, codt de non alerte , Ci: coit de fausse alerte

Fa B 1X)=1-Fg (A, [X) propavilits conditionnee par X,
et par Te modéle avalanche/non avalanche du type de temps T-T%.
TT(ﬂV\TT§)= probabilité a priori d'avalanche sachant que 1'on est
dans le type TT§.
L'alerte se fera donc; dans le type.TTk, dés que le modéle fournira :

R, (MX) > c

4 4 Cﬂv % T(ﬁV\TTa)
Ca '\T‘(ﬂv\TT(«)
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or Tr(ﬁv)= Tr(ﬁvlTqu)-Tr(TT@ +Tr(ﬁv\?ﬁ'€:>xv( TQ«)

de méme Four Tr(ﬁT) » d'ol finalement

Frg (Av1X) >

4 + _C.ﬂx Tr(ﬁ")- Tr(ﬁv\TT'«) W(TT&)
Crr T w (W) T7). (77 )

Exemple : Mars-Avril - Type 4
T(h) s 47T o ™ (Fy )= . 84
T ()= L300 = v (TW)- €38
T (Av|TTy) = . 459 T(Ry1TT) =0 842
Cay =40 Civ =4

Le seuil d'alerte est donc de : .162 , Ij passe a .28 si le rapport des colts

est de 5, et .66 s'ils sont égaux.

Modéle a 1 étage

La modélisation & 2 niveaux suppose impTicitement qu'il y a des types de
temps distincts et que dans chaque type de temps, i1 y a un processus de déclenchement
différent.

Sur le plan pratique, cela permet d'utiliser un nombre €levé de variables
sans compromettre trop la qualité des estimateurs : les variables du modéle AG1/NGI dif-
férent de celles de AG2/NG2 mais le nombre de variables du modé&le AG1/NG1 est petit par
rapport aux nombres de degrés de liberté.

Dans Te modéle & 1 étage (ol 1'on traite en méme temps tous les groupes
avalanche et non avalanche) on suppose plus fortement 1'hypothése d'un continuum, les
mémes variables étant toujours utilisées conjointement. Mais la nécessité d'utiliser
beaucoup de variables dans Te méme modéle conduit i se rapprocher dangereusement des
effectifs de certains groupes.

Enfin, 1'interprétation physique devient quasi impossible. Sur Tes figu-
res V-5 on a reporté, pour Janvier et Février les probabilités d'avalanches obtenues
par 1'un et 1'autre modéle. On constate que le modéle d 2 étages présente un 1éger avan-
tage. En fait, il serait certainement plus marqué si 1'on disposait des variables néces-
saires pour les modéles avalanche - non avalanche.
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T . jour ol au moins 1 avalanche a été observée
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—————— " CATEGORIZED VARIABLES

ST TR AT
I\

|
TR
LTI A
TR T
' .
!

. ___‘._-r-.—-—-"’

{ .i\\ I\,U
SEEIVH Y

=
Il BN B
. .=
S
plendis
<
el
-———— .
,’—'

\
! / “‘ | | I: | l',‘\\l '|“,'
0 V gv = o L] \ L \ | J ¥
I 5 0 15 20 25 30| 5 0 15 20 25 30
! o T e
, MARCH 1 APRIL |
1973
SLF L
ZNo.1-0621
95 v
' h : h . T\ Q ‘ A f 5
R O A IVARYY R I
AR AR o
60 —aH—r T T T T
YR YL R e N
||, \‘ .|\|, o \.,\\. l| 0 \,\| \ lll| \
20 il b WTL : :. ' v1 / : \, b : : K : 1 . ! s / .
'“\\{.' |I||| '“\" \ I‘-, \ " \\'“‘\ ll\\: |':“\ y I\|‘ ”\\.’ | "‘\I
NETITRE R R RN TR
I 5 o 15 20 25 301 5 10 15 20 25 30
o Pt T
1 MARCH | APRIL |
1974

FIGURE V - 5 : Comparaison, sur une période "test" , entre ]'approché par
variables continues et celle par variables discrétes .

Modéle & 1 seul niveau sur 8 groupes : 4 types de temps comportant chacun{1 groupe avalanche

1 groupe sans
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Exempie : Sur le type de temps 1 de Janvier-Février, il faut, avec le modéle
a 1 etage,. plus de 10 variables pour avoir 69% de bien classés entre AG 1 et NG 1 alors
que le modéle sur AG 1 et NG 1 pris isolément donne 93% de bien classés avec 5 variables

ment.

Le modéle & 2 étages explore donc mieux la structure du nuage.

AG1 NGl

AGZ NG2 | AG3

NG3

AG 1

NG 1 1 20

30 4

AG2 55 20
NG 2 12 60
AG 3 3411
NG 3 8 63
2 étages
|
AG1 NG1{AG2 NG2|AG2 NG3|AGA NG&
AG 1|24 3 ¢
NG 1|4 27 var.
AG 2 30 13 A
NG 2 12 44 var.
AG'3 35 7
6
NG 3 7 36
AG 4 347
3
NG 4 18 32

AG1 NG1' AGZ 'NG2 | AG3 NG3
T t
22 1111 |
5 | |
var. “.ﬂ_-.gi_L.- .__.E._'--.._ - . Janvier
5 3,23 46 . 1 2 Féyrier
' ! .
var o1 711 15 vmrmH&;
- — - - - _+___——..-'-..-_--
! 31 19 23
vgr i z
: : 1! 3 67
¢
1 étage
!
AG1 NG1jAG2 NG2]AG3 NG3 iAG4 NG4
] [l
23 4! ! : )
! i =
6 25 | !
i e [y S
2133 70 0 1|
! MO\V'S'RVV';\

1. 2 ?/‘SVQT;Q\J‘GS

131 10

i
15 16 33

1
|

| |

| |

— —' — — — '.. P —i- — e — —

) I

{ |

i i

| |

Utilisation de variables discrétes

Comme nous 1'avons signalé, les variables proposées ne sont pas les mémes
que dans Te cas continu. Avec 21 variables binaires, issues de 16 variables continues,

on arrive a des performances légérement inférieures au cas continu (cf figure V-§ ).
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III.3 - Analyses non-paramétriques

Les résultats sont ici un peu plus succincts car compte-tenu de la faiblesse

rélat1ve du support théorique, on donne les résultats obtenus expérimentalement sur un
fichier assez réduit.

ITI.3.1. Méthode de FIX et HODGES ( Modéles de Type III )

o o e e o e e o S e S o o G e b e 9 o

Nous 1'avons appliquée sur 15 facteurs principaux normés par VTXk ou par 1.0,

avec un nombre variable de voisins. ( cf. Figures V-7-c) et V-8-c), pages 318 et suivantes),
La formule approchée du paragraphe I.5 nous suggére ~ 4 voisins, et nous
avons fait des essais avec 5, 10, 15, 20 et 40 voisins.

Résultats pour Janvier-Février

Les meilleurs résultats sont obtenus avec 5 ou 10 voisins (on a choisi 10
car les fluctuations sont un peu plus significatives) et avec les données normées par
VX&. Ceci avantage Tégérement les journées avec précipitations, mais dans ce bimestre
2/3 des journées avalancheuses sont concomittantes ou consécutives 3 des précipitations.
Le codage utilisé pour rendre Tes résultats comparables aux autres analyses a été :

Nombre de journées avalancheuses Ooul Probabilité 0%
sur les 10 voisins 2 ou'l 30%
43 6 60%
> 6 100%

En fait, la régle bayesienne stricte conduit & dire avalanche dés qu'il
y a 2 voisins avalancheux pour K = 10 (resp.5 pour K = 40)

On remarquera que Te W optimum approché est proche (quoique 1égérement
inférieur) de 1'optimum expérimental K =5 & 10, et que Ta méthode du plus proche
voisin (1 seul voisin est considéré ) n'est pas incohérente non plus.

Probabilités pour Mars-Avril

Les résultats sont plus décevants, spécialement pour 1'année 1974. On a vu
que les journées avalancheuses se répartissent ici en 2 populations & peu prés comparables
selon qu'elles sont ou non associées a des précipitations. Cela éxp]ique sans doute qu'il
n'y ait pas de métrique supérieure a une autre, les données normées a 1.0 n'étant que
trés légérement préférables.

I1 a de plus fallu utiliser 20 ou 40 voisins pour avoir des résultats un peu
cohérents.

Par contre, on a pu constater que pour beaucoup de séquences avalancheuses
par exemple du 16 au 23 avril 1973, ou du 16 au 17 Mars 1974 les distances nécessaires
pour rassembler 40 voisins étaient anormalement &levées.

Si on donne 1'histogramme des distances du plus proche voisin pour les jour-
nées de 1973 et 1974 (dans des coordonnées normées a 1) on trouve :
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d .05 .05-.1  .10-.15  .15-.20  .20-.25  .25-.30 3
n 0 27 43 25 15 5 7
% 0 22 35 20 12 4 6

Or du 16 au 23 Avril 1973, on a la séquence:

.237 , .234 , .231, .328, .248, .285, .232, .280

De méme en Mars 1974, du 16 au 19 on reléve: .347, .611, .252, .127

Cela signifie que 1'on est dans une zone trés mal représentée dans 1'échan-
tillon d'ajustement et peu dense. I1 y a aussi de fortes chances pour qu'en plus, les
points voisins soient mal distribués dans la sphére, ce qui réduit encore la validité
de 1'estimation Tocale.

Pour chacun des points tests comportant au moins 8 journées avalancheuses
parmi 40 voisins, on a effectué une analyse discriminante 1inéaire, avalanche/non avalan-
che, en utilisant 5 des 50 variables élaborées.

Méme pour le bimestre Janvier-Février, ol les voisins semblent représentatifs
Tes résultats ne sont guére concluants. I1 faut reconnaitre que le probléme est assez
mal posé car on n'introduit pas d'information nouvelle au niveau de la discrimination,
lTes 50 variables &laborées &tant contenues dans les 15 facteurs qui ont servi a définir
"~ le voisinage. ’
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FIGURE V - 6 : Exemple de sélection par 1a méthode de 1a "boule"

des 40 voisins Tes plus proches du jour J, et ajustement éventuel
d'un modéle local dans la boule associée au Jour j
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T : journée avec au moins 1 avalanche observée .

95 e g I | -~
. ! | \
total [} (i) MODELI
! \
Yo a ’ i !
o / i i \
‘ il I ] L
60 } " 1[: F '\ Ly r +——'1—
o ;I ! l\ l‘ 'l !
Iy ! iy ! 1
| \ [ ) ' "
'u | [ \ i \‘l 1‘ II \\
30..___ i — 7__\\_.+-4—+-i—+-,&— + W‘ + :-': ) ‘.l ,A At +-+~—-—/1—-T——,\—+
\ . { " v N
. / \ ,I\\,‘ \\ " ‘|,\| [
! ! \
,’ \ it v i, A [} l,’ \
/ 4 Y Vo 0 ! Yo
PRI 0 I N 10 W S O T O A
l ) 10] ISTTTTZTO 25 T 30 | S T 10 15 20 25 28
4
95

. T
o 1974 / f\ I \ MODEL I

s o e e + \

| l', \
30 fi-o — e e :

/‘ \ o . / o +— +-+7—-Y‘+—+—
. | ] Lﬁ/ \ 4[ j/ I
> O L] *_/ \ \Junqu Y L__ L. m February ed |t L _ \
| 5 10 1S 20 25 30 | S 10 1S 20 25 28
it T T
95 P = o

l l
y 1974 e MODEL Il

60

30 o -+--——-\+/ \ 1‘/

H
S

0] S SS SL 10 —+—~~-n—+-+-+-+—+—+-+-+*+‘+—f—eb—"w—+-+-+-»- T
l S 10 |5H T TZ’O 25 ; 30 | 5 'y 10 15 20 25 28
[
| JANUARY | FEBRUARY |

a) - Comparaison entre 1'approche continue et discréte pour les modéles de type I .
b) - Comparaison entre le modéle & 2 étages ( Sélection d'un type de temps puis
modéle avalanche/non avalanche au sein du méme type), et le modéle a 1 seul &tage.

c) - Modéle de type III .



951

%

60 r

30

-320-

CONTINUOUS VARIABLES

———- QUALITATIVE VARIABLES -

.&‘T— 5 “—'r-‘i-*-—“ 4 T : TF
[ {
Vo ' \ o \
v \ 1973 hMOD LU |
1 '
/ L ! ;: /E o
I b \ i Pl
-~ 1h oy i Nt Gt } '| - *—f—jt—l-" L “ S +
' \ I 1 iy b
- ! i ST W
! I ¥ " R T !
| p b ! | | | | Vi !
'I ;o oy A o
+4 =t . ,’ ¢ At " t + T II +-+—L+—+—: L ll +-’L
1 ! \
| Ty ! Ny o Yy .
\ A ! - Iy by /
| \ ! | I Vo
|l / \‘ ! \ A LY l’ \\ / i vt
i n \ ¥
Mo‘rch ._ll L ! ‘\_ ! _:’ Y S Y Aprily SR L B |
5 0] 1) 20 25 30 | ) 10 15 20 25 30
f oot ! f AR
t

—— 2 STAGE MODEL

) — - — -1 STAGE MODEL
95 Tl , \ T T ‘
,}/ b R \‘.\MODEII\_/II i
Bl B |
iy i | Bt ﬁL - /\/./
IS
| M. L
L
S 10 15 20 2 30
T S5
1 T}
MODEL ||/\
O o s 25 3015 10 B 20 25 30
r Tttt T Tt T
| MARCH | APRIL |

FIGURE V - 8 ¢
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IIT.4 - Conclusions sur la prévision des avalanches

L'analyse discriminante @ deux groupes (avalanche - non avalanche) fournit
des résultats satisfaisants surtout en Janvier-Féyrier, quand il Yy a un type d'avalanche
dominant. Par contre, en Mars-Avril ol 1'an a au moins deux types distincts, qui sont
arbitrairement confondus dans le modéle, la discrimination tend & étre plus floue. D'autre
part, 1a réponse de ces modéles tend & &tre assez molle, avec beaucoup de valeurs inter-
médiaires qui risquent d'étre génante dans 1'utilisation opérationnelle.

Quand Te probléme est relativement simple, comme en Janyier-Féyrier, 1'utili-
sation de variables codées discrétement ne réduit pas sensiblement voire méme améliore la
décision. Ceci est trés intéressant pratiquemenE_EE;monﬂpgﬁque»Jéinigﬁﬂgiigg siggijiggﬁizf
est déja contenue dans des mesures assez 9r°§§lE£E§,EE facilement aggg§§1b1es : Le vent
ggﬁﬁﬁgﬁ?ﬁ?t ‘état du ciel en 3 ou 4 classes, etc... sont presqu'aussi utiles qu'une
vitesse en métres-seconde ou un rayonnement global en 1/10 de Joule. Ceci permet d'envi-
sager 1'extension de ces méthodes a de nombreuses régions, sous réserve de bonnes obser-
vations d'avalanche. t

Sur le plan théorique des recherches sont cependant nécessaires pour déter-
miner Te codage optimum c'est-a-dire la réalisation de classes, en nombre Tlimiteé,
maximisant la discrimination.

L'analyse discriminante multigroupe i/i a 2 niveaux (par type de temps),
présente de nombreux avantages :

(( - elle se rapproche plus de la réalité physique du phénoméne et s'interpréte
d'ailleurs beaucoup plus finement, ce qui est appréciable pour un utilisateur

- le découpage en types de temps et leur modélisation séparée, outre sa signi-

fication physique, revient aussi 3 effectuer une désaisonnalisation que Tle
découpage en bimestres n'avait qu'imparfaitement effectué en Mars-Avril.

On remarquera que cette desaisonna11§at10n n'a plus lieu quand on travaille
a 1 seul niveau, d'o0 Tes réponses anormalement élevées du modéle i 1
niveau en Avril 1974,

Parmi ses inconvénients, on peut citer :

- Le fait que Tes types de temps soient un peu trop influencés par les va-

riables disponibles et la métrique choisie

- La nécessité d'ajuster, sur le méme nombre de données, un nombre beaucoup

plus élevé de paramétres. Ceci est encore plus net si on emploie des métho-
des quadratiques. Or Tes performances en test ne semblent pas s'en ressentir,
ce qui pourrait s'expliquer par la meilleure représentation de 1a réalité
physique, qui viendrait compenser 1'échantillonage plus réduit.
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Des améliorations sont & apporter au niveau de la typologie, en &liminant
peut étre les variables d'état du manteau qui ne seraient prises en compte que dans les
modéles avalanche-non avalanche. En effet, si les "situations" au sens nivométéorologique
ont une échelle de temps de quelques jours, les variables d'état elles ont une &chelle
beaucoup plus longue. 11 est certain méme que la saison d'enneigement dans son ensemble
peut ayoir une originalité propre, méme si le manteau yoit défiler des situations déja ’
rencontrées dans d'autres hivers. Cette non stationnarité d'un hiver a 1'autre peut étre
grossiérement prise en compte en déplacant le seuil d'alerte. Mais si on admet que chaque
hiver est particulier pour 1'ensemble des variables i1 devient difficile d'y appliquer un
modéle statistique. En fait, seules certaines variables présentent cette particularité -
et doivent étre prises en compte séparément.

L'analyse discriminante non paramétrique est plutét moins concluante. Elle
est certes robuste quand on passe a 1'échantillon test, et facile a mettre en oeuvre.
En contre-partie, elle est relativement peu étayée sur le plan théorique:

- les incertitudes d'échantillonnages sont difficiles & apprécier empirique-

ment (car le rayon de Ta boule varie) et inextricables mathématiquement

- elle ne prend pas en compte le rayon de la boule nécessaire pour rassembler

les yoisins, ni leurs distances au point & classer. Or ses performances
diminuent dans les zones peu denses et aux frontiéres du nuage d'ajustement,

- matériellement, elle suppose un fichier d'ajustement particuliérement fourni.

De plus, pour étre non paramétrique, elle n'en est pas moins liée a des hypo-
théses. Le choix de la distance et de 1'espace de travail est absolument critique et il
n'y a pas a proprement parler d'ajustement d'un modéle puisque cette distance ou les
variables utilisées, ne sont pas sélectionnées au préalable pour maximiser la discrimi-
nation.

Notre opinion est qu'il faut ici encore travailler & deux niveaux. La sélec-
tion des voisins les plus proches se ferait & 1'aide de quelques variables caractérisant
la situation météorologique récente, tandis que la discrimination avalanche/ non avalanche
se ferait par un modéle linéaire adapté aux journées présentant le méme type de situations.

* Ce serait en quelque sorte une version plus souple des modéles de type II qui remplacerait
la définition rigide des types de temps et des modéles correspondants mais fixes, avalanche/
non avalanche.

Mais i1 ne nous parait plus souhaitable de mélanger dans une distance arbi-
traire des variables disparates, caractérisant la situation météorologique ou 1'état du
manteau, et considérées arbitrairement au méme niveau.

En conclusion, nous pensons avoir démontré le potentiel des méthodes (statis-
tiques) discriminantes dans la prévision des avalanches. '
Ce sont d'ailleurs les seules possibles, en 1'absence d'un modéle déterministe
;///’b1oba1 adapté a toutes les situations, et leur usage tend & se répandre. 57
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Ces méthodes sont apparues au moins aussi bonnes qu'un présisioniste expéri-
menté, si tant est qu'un contrdle objectif soit possible. Elles ne prétendent d'ailleurs
qu'ad quantifier sa démarche et a se rapprocher le plus possible, comme Tui, d'une réalité
physique fort diverse*. Elles ont 1'avantage de pouvoir se transposer en différents points
sous réserve de disposer des données.

Parmi celles-ci les observations d'avalanche sont absolument critiques, tout
biais systématique (retard d'observation, défaut d'observation, etc...) pouvant conduire
a des conclusions fantaisistes. I1 est donc nécessaire de mettre sur pied des protocoles
d'observation rigoureux, incluant éventuellement des tentatives systématiques de déclen-
chements artificiels.

Néanmoins, 1'utilisation de fichiers ne rassemblant pas toutes ces caracté-
ristiques est déja encourageante,comme les systémes utilisés a Davos ou Fort Collins en
font foi
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CHAPITRE 1V

INTERPOLATION OPTIMALE DES CHAMPS
(au sens climatologique)

Une premiére application de j'ana]yse structurale des données régionalisées
peut consister en une typologie des différentes réalisations observées comme nous 1'avons
vu au chap.IIl de la IVeme partie. Néanmoins les buts essentiels sont soit 1'estimation de
valeurs manquantes, soit la cartographie des champs, soit encore 1'évaluation d'intégrales
sur une surface donnée (exemple : pluie moyenne sur un bassin). Et une maniére de résoudre
Tes 2 derniers consiste & évaluer la variable sur une grille trés fine, ce qui nous raméne
au premier cas.

Enfin, seule 1'estimation de valeurs manquantes peut faire 1'objet d'une véri-
fication objective, par exemple sur un réseau test, (alors qu'il n'existe pas de mesure
réelle de 1'intégrale sur un bassin).

De plus, nous nous limitons aux seules méthodes que nous appelons "climatolo-
giques" au sens ol elles utilisent les propriétés statistiques déduites de 1'observation
d'un grand nombre de réalisations. (Par opposition aux méthodes spatiales qui n'en envi-
sagent qu'une).

IV.1 - Interpolation locale (Méthode de GANDIN)

Nous appellerons ainsi une méthode qui ne se sert que des points mesurés les
plus proches du point & interpoler pour effectuer 1'interpolation. Elle utilise donc seu-
lement un "voisinage",méme si ce voisinage peut correspondre a 1'ensemble des points me-
surés. ETle peut prendre diverses formes:

Si on considére que 1'on a un processus )((u:,{) ol w indique la réalisa-
tion, et £ les coordonnées géographiques (4 —e= o ou QrﬁB) ou (ua~N§>) ), On se pro-
pose, 3 1'aide des observations en P points ? 54'£;, ..... K- oo AIFS de déterminer
Ta valeur au point £,. )

On suppose connue en tout point la moyenne du processus <X (w, £)>, en par-
ticulier au point Lo, et on peut supposer que les X sont centrés et représentent en

fait des écarts a cette moyenne.

On va donc chercher une estimation linéaire de X (uo)/\jo) - X, par:
A P
Xo = 2, N X;

o)

en imposant & cette reconstitution (donc aux ?\6) d'étre "optimale" au sens ol, en
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espérance mathématique, 1'erreur quadratique moyenne est minimale :

% o =X (xo - ;<\o)"> = E[kxo-?of] minimale

Pour cela on développe 1'expression :

S = E[XJ]- e%P\BE[X XAJ N Z Zh Ab ELXX]

et on dérive par rapport aux A d'ol le systéme : o
. < r < ) )
jotP| 3 ()« ¢ EIKT -2 2 EX ]

Les valeurs X étant centrées, ff [ X;_ Xéj] n'est autre que la covariance

entre X; et X, soit GT:, d'ol le systéme :

3

(G ) (0] [o]
i T T =] e 2N -Z,
o % °w) | | %

Cette approche peut étre :
soit climatologique : dans ce cas, on se place en 1 point
fixé du champ, et on suppose connu un grand nombre de réalisations.

Le systéme obtenu n'est rien d'autre que le systéme classique de régression
multiple, mais &crit en espérance (climatologique) et non & 1'aide des estimateurs clas-
siques de la covariance (sur N observations, par exemple).

En effet, le probléme est, au second membre d'estimer la covariance entre A4
et £, en 1'absence de mesures en L, . On compense alors cette absence d'information par
1'introduction d'un modéle, en général : ;k._ S(A;i ) th distance entre I; ot [ﬁ

C'est Te corrélogramme (ou la fonction de covariance climatologique), obtenu
en ajustant un modéle théorique (cf IVéme partie - chapitre IIT) aux nuages des g7
estimés sur les N observations, pour tous Tes couples de stations disponibles (cf Db
CREUTIN, 1979).

En fait, on se Timite a quelques modéles simples de fonctions définies posi-
tives, et on choisit sur la forme générale, 1'allure & 1'origine, etc.

Et c'est 3 1'aide de ce modéle que T'on remplit 1'ensemble du systéme. (Mais
on pourrait trés bien remplir la matrice 22: avec les valeurs de o7: estimées directement).

"

soit spatiale : on peut imaginer alors que 1'on va se placer
en divers points £, , avec pour chacun un voisinage ayant toujours la méme structure
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géographique, et on veut qu'en espérance dans le champ, 1'erreur quadratique soit mini-

male o
w! a o
; ° o, ) A ,":: ’ e
o - Tl P
ST J
a‘ .
Dans ce cas, le systéme est écrit en espérance spatiale : Of:%-ee> Cls (A%é>

L3 encore, pour pouvoir remplir le systéme i1 faut introduire un modéle d'autocovariance,
et pour estimer ce dernier, on a besoin d'hypothéses trés fortes d'isotropie et d'homogé-
néité.

C'est pour s'en 1ibérer partiellement que 1'on a &té conduit a formuler le
krigeage simple (cf DELHOMME J.P., 1976) qui suppose seulement que les variations du pro-
cessus X (L) - X(£+4a%t) sont stationnaires (Hypothdses intrinséque).

Dans la pratique, 1a méthode a surtout été appliquée dans son sens climato-
logique. La stationarité du processus brut n'est pas absolument requise, dans la mesure
ol on travaille sur les valeurs centrées (en supposant connue 1a moyenne, ou "normale
climatologique", qui n'est pas forcément constante). De méme si les variances ne sont
pas constantes, on peut travailler sur les valeurs centrées réduites.

Et on effectue ainsi toutes les transformations nécessaires pour trouver un
processus homogéne et jsotrope auquel ajuster un modéle. Le probléme est éventuellement
de trouver m, = E{Xﬂ ou T oo E{Xel

Remarquons aussi que :

- La méthode est une méthode d'1nterpo1at1on : si on remplace Lo par un
point /ta quelconque on voit, sur J\. Z Z que dans ce cas on a ?\%=
VQ‘?#X et ?\f’i donc X)=X§.

- Dans Ta formule de 1’ erreur quadrat1que moyenne :

5 - os -€Zh LS o on
k b Gi- A=A 6 <4 A % B

le dernier terme vérifie : :Z: f\; crrx =9

L 118 : . A P
d'ol 1'expression : éf: E[(XO_X0>€] _ G___é __'Z Ao

00 . ,80

b:d

IV.1.2. Diverses variantes ( ¥ )

a) Une premiére variante apparait quand 1a moyenne est inconnue,

ou difficile a interpoler mais quand le voisinage utilisé est suffisamment petit pour
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qu'on admette que la moyenne m inconnue est la méme partout dans le voisinage. On tra-
vaille alors en valeurs brutes )(3 , et on impose que les poids Ag dans/é

Kom 20

satisfassent la relation en espérance :

m o= E[X,] = Z % E[xéL Z A wm

©
d'ol la contrainte : ST A - A

3

Parallélement, on peut écrire :

, A P
S oM+ X d'ol X = Ao, +
* - ) - %34 yo

et 1'erreur se raméne a:

Se = E[(X.- XS] = Elfpre=, w/%/ab %a})xm_

d'old la méme forme que précédemment, les OCa' étant les valeurs centrées.
L'optimisation, compte tenu de la contrainte Z2_ P\,b' = 4 porte

sur Te critére : %o N /L (ZP\A _/1>

ot /kk est un multiplicateur de Lagrange d'ol le systéme :

P AT
4= v %0 : . j\
e PR RN
Y
4z M A 4; \)A A

La matrice Z reste la matrice de covariance et 1'erreur devient :
°

E)o' Z:?\8 10 +}A

On notera que c ‘ést cette démarche, appliquée a une moyenne qui n'est plus
forcément constante mais polynémiale, qui constitue la base du krigeage universel (cf
DELHOMME, 1976). De méme que dans ce cas, le probléme est d'identifier le variogramme
sous-jacent, le probléme, ici est d'identifier Z si Ta moyenne est inconnue.

b) Une autre variante consiste & admettre que chaque station a une
variabilité propre, ou une part de sa variance &, , qui n'est pas 1iée & la structure
générale du champ mais & des effets microclimatiques ou & des erreurs de mesure.

< PP
Dans ce cas, 1'espérance de 1'erreur 60 s'écrit :

‘>
S - 0w e T XA TN

et le systéme devient : ' }) % ko . k ¢ X W 3
Z ;\X. g - + Q- g?g' -
6:4 “ AT 40
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¢

& 0 C— E—
Z+ "E«fe N - Zo
0O 6?
Cela revient en fait & perturberla diagonale de la matyrice de covariance par
des termes de "variance spécifique”.
Les f; sont déterminés soit a priori (en considérant qu'une mesure est exacte
i tosy par exemple) soit & partir du corrélogramme CF‘(AL%> s'il ne tend pas vers 1.0
quand a — O . Dans ce cas on ne peut déterminer qu'une valeur commune & V; et
la matrice du systeme devient S» + €°T -
On vérifiera que dans ce cas, on n'interpole plus exactement mais on lisse.
Cette notion est tout a fait analogue & 1'effet de pépite dans certains va-
riogrammes, qui vient modifier le systéme de krigeage.
Enfin, dans la mesure ol 1'on peut faire varier &€ , cela n'est pas sans
rappeler les techniques de "ridge regression"
qui vise & améliorer la robustesse des A ; estimés.
Nous n'envisagerons pas certaines autres variantes, utilisées surtout en ex-
ploitation opérationnelle(cf T. SCHLATTER et al, 1976 ; THIEBAUX J., 1975 ; etc...)

IV.1.3. Conclusions

La méthode de GANDIN n'est autre qu'une corrélation multiple classique notée
habituellement : F\)XX R A Rx), ol T'on ne connaitrait pas ny . On le
remplace donc par un modéle.

Outre le fait que la méthode est locale, et ne fournit pas par exemple une
équation générale de la surface interpolée (quand on veut estimer le champ en tout point)
le point délicat est le rdle de ce modéle. ‘

En effet, le tableau F?x,( » OU :Z: fournit souvent un nuage CTI% en
fonction de A”;% assez grossier (cf figure IV-4 dans la IVéme partie) dans lequel plu-
sieurs modéles peuvent étre ajustés. Le modéle retenu sert aussi & "lisser" le membre de
gauche du systéme, sans que 1'on ait aucune caractérisation de 1'information "perdue" par
ce lissage du corrélogramme.

Certes i1 ne s'agit pas forcément d'une perte d'information,mais d'un lissage
des fluctuations d'échantillonnage et d'un filtrage des effets de microéchelle,qui n'est
toutefois pas quantifié.
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IV.2 - Approximation globale (1'analyse harmonique et les interpolations ou lissage par
les fonctions orthogonales empiriques

Contrairement aux techniques précédentes, elle ne s'attache pas a estimer un

point particulier & 1'aide de son voisinage propre, mais elle fournit une approximation
valable pour toute 1'étendue du champ.

Comme dans le paragraphe précédent, on supposera que les champs des moyennes
et écarts-types sont connus et donc que 1'on travaille sur un processus stationnaire (ou
en variables centrées réduites).

Historiquement, 1'idée de 1a méthode provient de la parfaite
symétrie entre les rdles des variables X et des composantes Z dans 1'ACP.

Une observation X; = Xiv = { LOPIR- I ac”‘,} peut étre parfaitement
reconstituée si on connait les composantes principales -‘\aﬂ_”_
Xoo o 2o |5 -
Z. ‘ . L A MV g - - -
4V = %ua T %ﬂ\( T Z&F > — -
Ve ----

Si on se limite aux K premiéres composantes, on ne reconstitue qu'imparfai-
tement X*.V mais on sait qu'elles fournissent le maximum que 1'on peut obtenir avec des
combinajsons linéaires des variables initiales.

Dans Te cas oi X est un processus X{)échantillonné aux temps 44,%¢,----4p
on a vu que les vecteurs propres, par exemple V, , présentaient une allure trés réguliére
(cf. Chap Iv, Ivemepartie); Et si on voulait inserer un nouveau point /ta, il est proba-
que la forme de V;b varierait peu et que\/s(to\peut se déduire des KV.(){'A) . V(/tf);
déja connus. AP 6

\'/"'—'7"*\’\

:
L i 4 ——p £
A Lo Ao

En faisant de méme pour M(KO),\Q('fo)—-'W(’Vo) et en 1'insérant dans Te systéme

() X () X, (8- X)) = (2, -2 [l v, (1) Valte)

_Vé‘(/ﬁ() --- —-Vf;(/To) -- ’V%([Q

,;('f.). MaTheureusement un certain
Te vecteur Vi n'est plus normé et

fait orthogonaux 2 a 2. Neanmoins, si P est assez grand
(> 10) les résultats sont déja satisfaisants.

on pourrait ainsi reconstruire une valeur approchée X
biais apparait car aprés adjonction de V; Uio)
les vecteurs ne sont plus toyt &
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Une autre approche, beaucoup plus rigoureuse, découle de 1a
définition des fonctions propres d'un processus associées a sa fonction d'autocorréla-
tion R (t,t') . Si on travaille sur un intervalle fini KO,T] . elles verifient :

-
jo RUE ). g (£).dE = Ag . P (1)

La résolution numérique de 1'équation intégrale peut se faire en discrétisant
la somme du premier membre en :

sz R(t,fg).kh?(\té),&'tg = ?\%.tﬁ‘(/w

%
et ce en autant de points £ que 1'on veut, par exemple pour L = L4, £,, . /CP»’
d'ol un systéme aux valeurs propres de P équations a P inconnues “Vh”” :
A P
L= : /t,, 'C /t A/C' = :

Malheureusement, la matrice cesse d'étre symétrique, et on préfére multiplier
les 2 membres par VAKX, , d'od :

P
?:4 \/E};.R(@,/{IU : \fz§7c_3 {%(/{735 VAL - }\%. %(@)_VAT;
Si on pose : \—-1:{‘_;,5: R%W} etﬁ: {V@g=‘~%(/ﬂ>.m4}

on voit qu'il suffit de diagonaliser 1la matrice symétrique r‘ EEN F‘_\_/’q‘, = A?{,—\—/E
Comme les fonctions ({?q? doivent étre orthonormées :

.
J Ppl8)- g (4). AT = XY

P P
ce qui se discrétise en : 2_4 (ﬁ? (,t';)_‘ﬁ (,{j‘;).AL& - :L; €QR (/f;-‘).m,; . fe(/tﬂ.\/—gh
"2 Vi Ve = Ok

——
et on voit qu'il suffit de prendre les vecteurs VQ‘ normés & 1 pour que cela soit vérifié.

Le calcul de Ta Q{ éme composante principale pour la A éme réalisation du

processus s'écrit alors : -+

Z’kq? = fo X;(t).k{?%ﬁft). ok

soit en différences finies :

Zog =

P

M

N

P

Inversement : X (/t\ =

- A

=M

Z - )

4
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A
et on peut montrer que le développement ,Timitée a K termes X K(£> minimise :

T A
fo E] (xw)- Xu(1))°]. b
parmi 1'ensemble des systémes de fonctions orthogonales . :

C'est cette approche que 1'on trouve chez COHEN et JONES (1969), HOLMSTROM I.
(1963) et BUELL C. (1971).

1V.2.2. Généralisation

Elle a &té proposée par J.C. DEVILLE (1973 et 1974) et part de la théorie
classique de 1'interpolation deterministe (cf par exemple J. LEGRAS , 1965).
 Soit une fonction X (£) connue sur Tes P couples { X4y, £i } et soit G
une classe de fonctions ayant une structure d'espace vectoriel, on va interpoler )((t)
en la remplagant par une fonction éDx (’f)é @ et définie par :

o
k)= Z O /t) ot ki) = XA" A“=4,..F
¢, (t) 15”“33 &fb( ¢, (&) Y4

ol Tes &Q.V) constituent une base de Cj . Un cas particulier important est celui ol 1'on
prend pour fonctions de base des fonctions simples,ou é1émentaires ei/(t) telles que :

(000 - e, (Bp)] = [0ty 0] = () - 5,

6, 0= 2 X() e (¢)
= LR

Si on considére maintenant XUﬂ:XQgt)comme un processus, q)x (’t> est un
autre processus, qui vérifie pourtant :

E[6u0] = 2 E[X)]. o0
F2¢(t/t,>

i=1
E ] belh). b, (4] = § AN (/C).e?-s(t’)
ave? FP&Q
La covariance F?¢ du processus interpolé apparait donc comme 1'interpolation

Dans ce cas :

it

it

= E;[-X(£;)‘X(£%\1 = covariance de X

de Tla covariance du processus, et converge d'ailleurs vers celle-ci si X(w,t)est continu
en moyenne quadratique.
Le probléme aux valeurs propres devient alors la recherche des fonctions
Y« (k) associées non pas au noyau F?)( (f,t’» (connu seuTement par points) mais au

noyau interpolé Rq) , S0it : T
[ Rolt0). 0. 41’2 2o g0

On remplace F?¢‘par son expression et on va évidemment chercher %D% QI)
dans la classe (i » sous Ta forme :
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Vg (£) - i TRAD

d'od:

J[%ﬁ? ﬁwﬂ{éa&w%wﬂAt=N(§gigw)
soit encore :

i e, (£). g‘ZQ Rii - dog j (k) e(F)dt'= Z e;(£). 9.,
et en identifiant les termes en QA-)(U ,pour 4 =1 a P ona le systéme :

84 & %4&

soit encore : F\’ x E_ % g = A X
T
avec Fo. { Eg@‘ E,SQ = jo eﬁ(&).ez(t) .. at

La matrice E est une matrice de produits sca1a1res donc définie positive
et elle admet une racme carre%pomtwe unique E & (que T1'on peut calculer en dia-
gonalisant £ .= & v E

On préférera donc résoudre le probléme sy?rique

(£ .(Eg.‘{%):?: (E%tg)

ou avec des notations évidentes : F V = AV
La résolution numérique dépend évidemment des fonctions é&lémentaires Q,L(’t)

choisies :
@ Constantes par morceau :
' 4 entre /flé-_éfg_,54;+gﬁ
‘ ¢t ¢ 1
ky b, ;4 4;‘; Lies £P>/t 0 ailleurs
0 T Dans ce cas la matrice £ est diagonale,
) T
E= | ul)egt)di . A K
Y o 3 Z

On retrouve comme cas particulier 1'approche du IV.2.1.

@ Linéaires par morceaux :

k-0
————  sucv Y_,{,":_“,{';J

Li-Lja
L4 te, A’N"‘” /t? ,t e- (,t) /t-q'.H v
E A - .

0 ‘ T Lien - Ui

suc [ £ ki)

0 ailleurs
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Le traitement dans ce cas peut d'ailleurs étre simplifié en introduisant
. - .+

<2 P-4 fonctions, c'est-a-dire en découpant e ,(4) en e,;(/t‘) U oe; (t)
a droite et a gauche (DEVILLE, 1973), mais ceci n'a d'intérét qu'a une dimension.

@ Polynémiales

Les fonctions élémentaires sont

e, (+) alors les classiques polyndmes de
i A~ p Lagrange:
A~ } - .
BT 8 NS R e (1) L) At
A

,3“' K-k
- i
Le calcul des produits scalaires (O J;,;('t ) Qpﬁ (/t) at

est possible mais Taborieux aussi préfére-t-on faire un changement de base pour repas-
ser dans la base canonique et calculer des intégrales (cf J. LEGRAS, 19 ): JT/t,l £ Ak
(o]

Fonction_s Splines
Les fonctions élémentaires sont alors des splines de base: ax (/C)
Ce sont par exemple des morceaux
e, (%) de polyndmes du 3éme degré entre 0
/E_\ / et T (des droites en dehors). La
i aussi le calcul des produits scalai-

M N —— ¥
/ S~ res peut étre envisagé analytiquement.

Iv.2.3. Cas de 2 dimensions

Le passage a 2 dimensions est relativement direct. On a un processus que
1'on peut noter X (P) - X('ac,ué) et soit o P - o‘ac.o\«zS

On introduit 13 aussi des fonctions de base -

e, (P) telles que e . <P3 ) = 54‘3
et on travaille sur un domaine £2 dans Te plan (= , 4 ).

Le traitement numérique est alors absolument analogue au cas de 1 dimension.
L'équation intégrale:

JJo, Py ) 4 de'dy = nptog) o [ RiGa) gtarda-agte)

devient pour le processus interpolé :

[ BT 5 0) Q] [F ]y @] da - By T 0 P)

“)
qui fournit le méme systéme aux valeurs propres : R . E g = P\ . g

E: Ei ~ E&:J e (V). 'Q.Q\P
avec { 3} ol " a (7)) eb( )

et que 7' & g jé ECé
que 1'on résoud de 1a meme maniére que précédemment en passant a une matrice symétrique.
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Le traitement numérique est légérement plus compliqué qu'a 1 dimension et

selon la base de fonctions choisies:
AP, Te polygone de THIESSEN asso-

*®
-“
cié au point ¥ . Des problémes

peuvent se poser aux frontiéres du domaine (cf applications).
Les produits scalaires se raménent trivialement aux éléments de surface

f e  (P)e; (P). dF = &.;. AR
o ) )

La matrice d diagonaliser est donc seulement celle des ¥?L$ . JLXEQ,LSF%

et on voit que 1'on compense bien, par cette pondération, 1e$ anomalies de densité d'un

(:) Constantes par éléments :

%
)
*

On associe a chaque point Fi un
élement de surface OAF et :

o: (P):{l sur AP

0 ailleurs

La méthode classique utilise pour

eux-mémes :

réseau de stations aléatoirement distribuées.
Notons aussi que la trace est égale & la surface du domaine L2 .

(:) Linéaires par facettes
On effectue alors une triangulation
\ du réseau ; c'est un maillage clas-
sique,du type éléments finis,qui
peut étre fait automatiquement.

11 n'y a plus de probléme aux frontiéres car

2 ' celle-ci est le périmétre joignant les stations

les plus extérieures du réseau.

La fonction e;,(ED)vaut 1 au point v et décroit linéairement Jusqu'a 0

sur les différentes facettes issues de
) Le calcul des produits scalaires est assez laborieux mais peut encore étre

effectué analytiquement dans 1a mesure oli 2 noeuds adjacents partagent au plus 2 faces.

On notera aussi que, dans la mesure ol le systéme & résoudre est issu d'une
équation intégrale, elle-méme associée & un probléme d'optimisation, i1 y a de fortes
analogies avec la technique des éléments finis.

Splines type plaque mince

I1 s'agit cette fois de fonctions continues sur le domaine et présentant cer-
taines propriétés optimales.

Par contre, & 2 dimensions, leur expression analytique n'est plus aussi
simple ce qui rend impossible le calcul analytique des produits scalaires. Dans la
mesure ol 1'é@valuation de T1a fonction elle-méme est simple, on fera le calcul numéri-

quement pour : E.. . - (P) .5 (P). oP
i [y T
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Comme on 1'a vu déja en IV.2.1, Tes composantes principales se

calculent en projetant le processus (ou sa L-éme réalisation) sur Ta fonction propre

correspondante, d'ol : Z~% ] J:L X;(P), &eqq (P) o\?
soit encore : Zﬂ% = fﬂ }5 Xi (P&‘) eﬂ(?) . % LYW?' eg (?)o\?

ce qui refait apparaitre les produits scalaires E X

Une fois calculées les Z;QQ , Qq = /__‘,/? , on peut évaluer K (P)

en un point quelconque R par : o

W X(R)-Z Zig- ™)

Ay .
ol kQQq (?o) est estimée par : (?Qq K?O) = %_: “qu‘? ’ 92( o)
L'intérét , par rapport a une interpolation classique :

P
(2) X, (®) - ;Z, KRy e (®)

provient de ce que, dans (1), on peut limiter la sommation aux KL P premiers termes.
Ce n'est pas tant 1'économie de calcul que le filtrage qui est recherché. En effet, on a

vu que les composantes de rang &levé ont une énergie faible, et sont en général associées
a des fréquences élevées et considérées comme des bruits indésirables.

I1  faut toutefois &tre trés vigilant sur Te choix de ¥ et ne pas conserver
une fréquence tout en &liminant arbitrairement une fréquence voisine. Cela nous raméne au
probléme du choix du nombre de facteurs évoqué dans la IIléme Partie (Chap.I).

On constatera aussi qu'il doit y avoir cohérence entre la base choisie pour
1'interpolation des %@ et les produits scalaires utilisés dans 1'évaluation des valeurs
de Q?& (F%)aux stations (systéme aux valeurs propres). IT est discutable, par exemple,
de diagonaliser la matrice de corrélation brute, puis de lisser les vecteurs propres ob-
tenus par des techniques sophistiquées.

Dans le cas ol 1'on choisit des fonctions ei (F’)constantes
par intervalle, on utilise un découpage en éléments du type THIESSEN(cf. Fig.V-9-a)

Les fonctions étant supposées constantes par morceaux, il est évident que
si 1'on estime X (R) a 1'aide de toutes Tes fonctions propres, on reconstitue X(f)
si Fi € élément élf% et la méthode rejoint paradoxalement la technique du plus
proche voisin ! '

Ce qui est intéressant dans ce cas est donc seulement 1'effet du filtrage
en n'utilisant qu'un nombre réduit de fonctions K .

Le cas de 1'interpolation linéaire est plus satisfaisant. I1
utilise des &léments triangulaires (cf. Fig.V-9-b) et 1'interpolation X (Po) dépend
alors a la fois du nombre de fonctions choisies et de 1"interpolation Tlinéaire entre
les 3 points de 1'élément.
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IV.3 - Comparaison et évaluation sur les épisodes céyenols

On les trouvera dans D. CREUTIN (1979) ainsi que des méthodes purement spa-
tiales comme Te krigeage universel, ou plus triviale comme Ta moyenne arithmétique.

IT faut cependant signaler pour conclure que la méthode des fonctions ortho-
gonales empiriques, contrairement & 1'interpolation de GAUDIN ou au krigeage, n'a pas
encore atteint un développement théorique pleinement satisfaisant et nos recherches con-
tinuent dans ce domaine.
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"T4 a man will begin with certainties, he shatl-
end 4in doubts ; but if he will be content to
begin with doubts, he shallend Ain certainties”

F. BACON

CONCLUSIONS GENERALES

Un certain nombre de conclusions ont déja été présentées, au fil des
pages, pour chaque méthode ou probléme particulier. De maniére plus générale, nous
espérons avoir montré 1'intérét de 1'approche statistique, tant dans les problémes
de prévision que dans les problémes d'exploitation des réseaux de mesures.

Pour les premiers, on peut considérer cette approche comme un moyen de
"courtcircuiter" un modéle physique trop compliqué, ou de pallier au contraire
un manque de connaissance des mécanismes, en mettant directement en regard 1'effet
que 1'on veut prévoir, et ses causes présumées. Dans le second type de problémes,
elle permet de décrire et de prendre en compte, par exemple dans un processus
d'interpolation, les propriétés statistiques du phénoméne mesuré par un réseau.
Dans les deux cas, elle fournit, & la différence des modéles déterministes, des
résultats gradués en probabilité ou affectés d'une variance d'estimation, ce qui
est trés utile pour les prises de décision, ou les analyses économiques ultérieu-

res.

Sur un plan pratique, ces expériences nous ont suggéré un schéma métho-
dologique pour aborder les problemes d'analyse de données: D'abord il est rare
qu'un probléme soit suffisamment bien posé pour qu'une méthode précise s'impose
a priori. D'oll 1'intérét des techniques qui visualisent les données avec le mini-
mum d'hypothéses sous jacentes. Ensuite, quand une méthode a é€té retenue, il est
souvent nécessaire de la modifier, ou de 1'adapter, mais surtout, il faut, avant
de 1'utiliser sur un probléme délicat, en explorer les possibilités soit sur des
exemples simples, soit sur des exemples simulés. Et il n'est pas rare qu'une métho-
de mathématiquement attrayante se révéle d'un médiocre intérét pratique.

Enfin, i1 est piquant de constater que, parti des notions ponctuelles
et géométriques associées aux nuages de points dans RP ou RN, ce périple a travers
1'Analyse des Données nous ait ramené aux aspects continus et analytiques des
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fonctions aléatoires. Cette convergence avec les techniques de traitement du signal
encore incomplétement explorée, ne sera sans doute jamais totale &tant donné les
particularités des échantillons dont on dispose en hydrométéorologie.

Mais cela illustre combien i1 peut &tre enrichissant, tant au niveau

théorique que dans 1'interprétation des résultats, de développer les analogies
entre les différentes techniques dont on dispose actuellement.
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