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Introduction générale

Pendant longtemps, les systémes pluridisciplinaires ont consisté en une juxtaposition de dif-
férentes technologies issues de différents domaines physiques sans qu’il y ait une réelle synergie
entre ces domaines. L’absence de transversalité était 'origine de la faiblesse de ces systémes qui
ne pouvaient plus répondre a ’exigence accrue du marché en termes de performances, confort,
sécurité, consommation d’énergie et d’innovation. Les systémes a concevoir doivent apporter une
réponse toujours plus imaginative et plus adaptée aux problématiques qui lui sont soumises : gain
de poids et une sécurité accrue en aéronautique, souplesse dans les machines textiles, précision
dans les outils d’usinage etc... Afin de faire face & la complexité des cahiers des charges actuels, les
systémes mécatroniques sont apparus. Composés d’une chaine d’actionnement (partie opérative
pluridisciplinaire) controlée par des algorithmes de commande, ces systémes ont la particularité
de combiner des technologies concourantes et de réduire la distance entre les différentes disci-
plines par un intégration en synergie. Leur apparition a fait franchir une nouvelle étape dans
l'optimisation des fonctions et dans la capacité d’adaptation des systémes.

L’approche classique de conception qui consistait & adopter une démarche d’ingénierie séquen-
tielle n’est plus adaptée pour les systémes mécatroniques puisque cette démarche décompose le
systéme en plusieurs sous-systémes (selon sa discipline) et étudie ces sous-systémes de maniére
séparée. Par son interactivité entre les différentes technologies, la mécatronique exige de concevoir
le systéme de maniére transverse en gardant une vue d’ensemble sur le produit. Dans ce contexte,
les concepts d’ingénierie concourante et de cycle de conception en V sont apparus. L’ingénierie
concourante permet de décomposer le systéme en sous-systémes (pluridisciplinaires cette fois) et
vise & améliorer la communication et ’échange entre les différents partenaires du projet. Le cycle
de conception en V permet de décomposer le travail de conception en deux phases : descendante
(spécification des besoins et développement) et ascendante (intégration et validation) telles qu’a
la base de ce cycle on trouve la réalisation de prototypes physiques. Ce cycle de conception est
parcouru plusieurs fois totalement ou partiellement jusqu’a trouver une solution optimale : c’est
une démarche itérative. En fonction du nombre d’itérations et de la durée de chacune d’entre
elles, cette démarche peut étre coliteuse en temps d’étude et par conséquent, les délais de mise
sur le marché peuvent étre importants. Afin de réduire au mieux la durée de chaque itération et
par conséquent, de suivre I’évolution du marché et faire face & la concurrence, les concepteurs
ont recours au prototypage virtuel au lieu du prototypage physique et ce, en modélisant et en
simulant le comportement du systéme & chaque itération.

Cette thése s’inscrit dans ce contexte de conception des systémes mécatroniques et porte, plus
particuliérement, sur le dimensionnement de chaines d’actionnement et les méthodes & mettre
en ceuvre pour réduire au mieux le temps de développement.



vi Introduction générale

Motivations

La conception d’une chaine d’actionnement peut étre réalisée & différents niveaux :

— synthése d’architecture (niveau systéme) : elle consiste a choisir I'architecture du systéme
conformément au cahier des charges;

— sélection de sous-systémes ou de composants sur étagére (niveau sous-systéme) : elle consiste
a déterminer dans un catalogue les sous-systémes adéquats pour satisfaire le cahier des
charges imposé ;

— synthése paramétrique (niveau composant) : elle consiste a déterminer, pour des spécifica-
tions données, un ou plusieurs parameétres du modéle de la chaine d’actionnement.

Une fois 'architecture du systéme a priori définie, le dimensionnement consiste & choisir les diffé-
rents composants de la chaine d’actionnement tout en respectant les spécifications imposées par
le cahier des charges. Deux approches peuvent étre envisagées pour aborder ce probléme de di-
mensionnement : I’approche par modéle direct et 'approche par modéle inverse. Sur ’exemple du
dimensionnement d'un actionneur, I’approche par modéle direct consiste, de maniére simplifiée,
a:

— sélectionner un actionneur dans un catalogue d’actionneurs disponibles :

— modéliser 'actionneur sélectionné;

— spécifier entrée du modeéle (actionneur+charge) ;

— lancer une simulation afin de calculer la trajectoire en sortie;

— comparer la trajectoire obtenue avec la trajectoire spécifiée dans le cahier des charges;

— recommencer la procédure si la trajectoire obtenue ne satisfait pas les critéres fixés dans le

cahier des charges.

Le nombre d’itérations de cette démarche dépend de la pertinence du choix a priori de 'action-
neur. C’est pour cette raison que NEWTON JRr [New50| et CEUILLET [Coe69| ont proposé des
méthodes de sélection de composants sur étagére. Ces méthodes sont basées sur des critéres sta-
tiques obtenus en considérant des situations dites critiques. Bien qu’elles permettent d’affiner la
sélection initiale, ces méthodes ne garantissent pas, si elle existe, une solution idéale au probléme
posé.

D’une maniére générale, les données du probléme de dimensionnement sont les spécifications
sur les sorties du modéle retenu et les grandeurs recherchées sont les entrées de ce modéle. Ainsi,
la formulation du probléme correspond plus & la formulation d’un modéle inverse qu’a celle d’un
modele direct. L’approche par modéle inverse a été utilisée pour des problémes de sélection en
robotique dans les travaux de POTKONJAK et JAKSIC [Pot86], de VUKOBRATOVIC et al. [Vuk87|
et de DEQUIDT [Deq98, Deq00|. Ensuite, dans le Laboratoire d’Automatique Industrielle (LAI),
devenu aujourd’hui le laboratoire Ampeére, SCAVARDA et al. [Sca9l, Ama91] ont introduit une
méthodologie de dimensionnement des systémes mécatroniques sur des critéres dynamiques et
énergétiques se basant sur 'inversion du modele. Cette méthodologie a été formalisée par la suite
par NGWOMPO et al. [Ngw96, Ngw97]. Elle repose sur Iinversion des modéles bond graph en
exploitant la notion de bicausalité introduite par GAWTHROP [Gaw95|. Elle consiste & :

— vérifier 'inversibilité du modéle et 'adéquation des spécifications du cahier des charges a

la structure retenue pour le modéle de conception (phase d’analyse structurelle),

— construire le modéle bond graph inverse,

— exploiter le modéle bond graph inverse obtenu pour déterminer les inconnues du probléme

de dimensionnement & partir des spécifications imposées.
Par rapport & I'approche classique, cette méthodologie présente les avantages suivants :

— réduction du nombre d’itérations,

— dimensionnement des composants sur des critéres dynamiques,

— spécification du gabarit d’un nouvel actionneur si aucun des existants ne répond aux exi-

gences,
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— évaluation des marges de sur- ou sous-dimensionnement,

— aide a la rédaction du cahier des charges, notamment pendant la phase d’analyse structu-
relle.

La méthodologie de dimensionnement peut étre utilisée dans plusieurs aspects de la concep-

tion des systémes mécatroniques :

— dimensionnement /sélection de composants consistant a sélectionner puis valider un ou plu-
sieurs composants de la chaine d’actionnement (cf. les travaux de AMARA [Ama91]|, NG-
WOMPO |Ngw97,Ngw0la,NgwO01lb| et de GANDANEGARA et al. |Gan03, Gan07]),

— comparaison d’architectures différentes soumises au méme cahier des charges selon des
critéres bien spécifiques sur leurs performances (cf. les travaux de LAFFITE [Laf04]),

— vérification de I'adéquation du cahier des charges avec la structure retenue pour le modéle
de conception et ce, en menant une analyse structurelle puis comportementale. En cas
d’inadéquation, la méthodologie peut apporter une aide & la rédaction du cahier des charges
et/ou a la synthése d’architecture,

— détermination de la commande en boucle ouverte a partir de la remontée des spécifications
tout le long de la structure du modéle de conception (cf. les travaux de NGwoMpO [Ngw01a,
Ngw01b| et JARDIN [Jarl0]),

— synthése paramétrique qui consiste & dimensionner, 3 partir des spécifications des sorties,
un ou plusieurs paramétres du modéle de la chaine d’actionnement (cf. les travaux de NG-
WOMPO [Ngw98| et LAFFITE [Laf04]).

Pour qu’elle soit exploitable dans les bureaux d’étude, certains aspects de la méthodologie
doivent étre améliorés et/ou développés. En effet, il peut étre intéressant d’approfondir 1'étape
de vérification de l'adéquation du cahier des charges & la structure retenue pour envisager au
plus t6t la reconception du systéme lorsque 'adéquation n’est pas vérifiée et pour donner des
pistes pour cette reconception. Le développement de cette étape peut apporter un gain de temps
considérable dans le travail de conception. Comime elle est formulée actuellement, la méthodo-
logie de dimensionnement nécessite de pouvoir exprimer les spécifications sur les sorties comme
des fonctions temporelles. Cependant, cette formulation du cahier des charges peut constituer
une contrainte forte car d’une part, le concepteur doit spécifier précisément le comportement des
sorties du modeéle de conception (dans ce contexte, certains travaux se basant sur optimisation
dynamique ont permis de relacher cette contrainte [Che06, Jar08b,Jar10]), et d’autre part, cette
maniére de procéder ne permet pas de prendre en compte les incertitudes de fabrication et le
vieillissement de certains composants qui peuvent entrainer une dégradation considérable des
performances du systéme par rapport aux performances nominales prévues initialement. Ainsi,
la considération de ces incertitudes dans la phase de conception et du dimensionnement doit
permettre d’anticiper cette dégradation et ce, dans le probléme de remontée des spécifications
pour déterminer des entrées de commande ou dans le probléme de synthése paramétrique.

Dans ce contexte, ce mémoire tente de contribuer & ces problématiques en visant les objectifs
énoncés ci-dessous.

Objectifs

Depuis quelques années, une méthodologie de dimensionnement des systémes mécatroniques
se basant sur des critéres dynamiques et énergétiques est développée au sein du laboratoire Am-
peére dans Iobjectif de répondre aux attentes des industriels en termes d’optimisation de la durée
d’étude et de robustesse de la solution. Dans ce contexte, le travail de recherche proposé a les
objectifs suivants :

— une contribution & la modélisation des incertitudes paramétriques par le formalisme bond
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graph, formalisme 4 la base de la méthodologie de dimensionnement, dans le but de prendre
en compte ces incertitudes dans la démarche de dimensionnement par inversion,

— le développement de la phase de vérification de ’adéquation du cahier des charges a la
structure retenue pour le modéle de conception dans le contexte d’analyse structurelle et
comportementale. En cas d’inadéquation, cette phase doit apporter une aide & la rédac-
tion du cahier des charges, en premier lieu, & un niveau d’analyse purement structurel (en
tenant compte uniquement de la structure du modéle), ensuite & un niveau d’analyse com-
portemental (en tenant compte des différentes lois physiques intervenant dans le systéme)
et enfin, & un niveau d’analyse numérique.

— la prise en compte des incertitudes sur les spécifications des sorties afin de remonter aux to-
lérances sur les entrées (dans un probléme de remontée des spécifications) ou aux tolérances
sur certains parameétres (dans un probléme de synthése de tolérance sur les paramétres).

Plan du mémoire

Pour répondre aux objectifs fixés, ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres.

Le premier chapitre, essentiellement bibliographique, présente le contexte général de nos
travaux de recherche. Une bréve introduction aux systémes mécatroniques, & leur architecture
générique d’un point de vue énergétique et aux différents facteurs d’incertitude affectant ces
systémes est établie. Différents outils de modélisation et d’étude des systémes (mécatroniques)
incertains sont rappelés, notamment la représentation d’état des systémes incertains, 'analyse
de sensibilité, I'arithmétique par intervalles et I’approche probabiliste. Ensuite, le probléme de
conception et de dimensionnement des systémes mécatroniques est abordé. Différentes méthodes
et approches de la littérature élaborées pour réaliser cette tache sont présentées, en particulier, la
méthodologie de dimensionnement sur des critéres dynamiques et énergétiques développée par le
laboratoire Ampére. La synthése paramétrique par cette méthodologie de dimensionnement est
ensuite évoquée. Enfin, 'analyse structurelle et I’analyse comportementale, qui font entre autres
loriginalité de cette méthodologie de dimensionnement, sont également présentées.

Les chapitres suivants sont principalement dédiés a la présentation de nos contributions a la
méthodologie de dimensionnement des systémes mécatroniques par modéles bond graph inverses.
Ces contributions portent sur la modélisation des incertitudes paramétriques par approche bond
graph (chapitre 2), sur la phase d’analyse structurelle et comportementale notamment pour la
vérification de ’adéquation des spécifications a la structure retenue pour le modéle de conception
(chapitre 3), et sur la prise en compte des incertitudes dans la démarche de dimensionnement
par une approche probabiliste (chapitre 4).

Dans le deuxiéme chapitre, différents aspects de I'analyse et de la modélisation des incerti-
tudes paramétriques sont abordés. Tout d’abord, une étude bibliographique est menée sur les
différents travaux qui ont été réalisés sur la représentation des incertitudes paramétriques dans
le formalisme bond graph. Plus précisément, cette étude concerne :

— les travaux de GAWTHROP et RONCO |Gaw99, Gaw00| qui permettent ’analyse de sensibi-
lité, dans le domaine temporel, du comportement d’un systéme par rapport a la variation
de certains paramétres et ce, & partir du modéle bond graph de sensibilité,

— les travaux de BORUTZKY et al. [Bor01,Bor(2,Bor04,Bor(6| qui permettent la construction
du modéle bond graph incrémental afin d’établir ’analyse de sensibilité dans le domaine
de LAPLACE,

— et les travaux de DAUPHIN-TANGUY et KAM [Dau99b, Kam01, Kam05| qui permettent la
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détermination des modeéles d’état des systémes linéaires incertains adaptés & l'analyse de
la robustesse et & la commande robuste & partir du bond graph incertain. Ce dernier est
défini pour les éléments 1-port et les transducteurs 2-ports.

Ensuite, nous proposons des contributions & ’exploitation du bond graph incertain. Ces
contributions consistent en des procédures alternatives pour la détermination graphique du mo-
dele d’état canonique et du modeéle standard d’interconnexion (représentations d’état adaptées
aux systémes linéaires incertains). Enfin, nous proposons une modélisation standard d’inter-
connexion pour les éléments bond graph (R, I et C) multiport. La représentation bond graph
standard d’interconnexion de ces éléments repose sur une procédure de décomposition. Ainsi,
deux nouvelles procédures de décomposition sont proposées.

Le troisiéme chapitre est consacré a la vérification de ’adéquation du cahier des charges a la
structure retenue pour le modéle de conception. Cette vérification représente une des phases clés
de la méthodologie de dimensionnement et fait appel aux différents niveaux de description et
d’analyse introduits par RAHMANI [Rah93,Rah97| et précisés par JARDIN [Jarl0]. Dans une pre-
miére partie, nous proposons de nouvelles procédures graphiques permettant la détermination
des différents invariants caractérisant la structure d’'un modeéle (poles a linfini, ordres relatifs
et ordres d’essentialité¢) & partir du modele bond graph bicausal. Ces invariants permettent de
vérifier si les spécifications peuvent étre portées par la structure retenue. Dans une seconde
partie, nous approfondissons davantage cette étape en proposant une procédure, tenant compte
des différents niveaux d’analyse, pour la vérification de ’adéquation des spécifications, définies
sous forme de comportement type, & la structure retenue pour le modeéle de conception dans
le contexte de la synthése paramétrique. En cas d’inadéquation, des recommandations pour la
remise en question des spécifications ou de la structure du modéle de conception sont proposées.
Enfin, nous établissons la relation entre la vérification de ’adéquation au niveau de ’analyse
numeérique (le niveau d’analyse le plus bas) et la synthése paramétrique qui peut étre utilisée
pour la synthése des tolérances.

Dans le dernier chapitre, 'approche probabiliste est utilisée pour la prise en compte des in-
certitudes dans la démarche de dimensionnement des systémes dynamiques basée sur 'inversion
des modéles bond graph. Nous commencons ce chapitre par rappeler certaines notions de base
de 'approche probabiliste telles que la fonction de densité de probabilité et les grandeurs carac-
téristiques (espérance et variance). Ensuite, nous nous intéressons a 1’évolution de la densité de
probabilité au sein d’un systéme stochastique dynamique : la formulation stochastique proposée
dans la littérature par L1 et CHEN [Li 06b, Li 08, Che09b, Li 09] pour un modéle physique dy-
namique incertain est présentée. Une adaptation de cette formulation & un modéle dynamique
inverse est établie : les deux cas d’inversion entrées/sorties (pour la remontée de spécifications) et
parametres/sorties (pour la synthése de tolérances paramétriques) sont abordés. Enfin, les régles
d’exploitation d’un modéle bond graph probabiliste sont proposées et illustrées par un exemple.
Ces régles permettent d’associer & un systéme incertain un modele bond graph permettant la
propagation des fonctions de densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques (espérance
et variance) tout le long de la structure énergétique du systéme.

La conclusion de ce mémoire présente une synthése de nos contributions proposées dans les
différents chapitres ainsi que plusieurs perspectives de recherche qu’il serait intéressant de déve-
lopper pour compléter et élargir ces travaux.

Enfin, nous complétons ce mémoire par un certain nombre d’annexes dont certaines peuvent
étre lues de maniére indépendante et d’autres viennent en appui de certains chapitres. L’annexe A
présente des notions de base sur le langage bond graph. En complément du premier chapitre,
I’annexe B traite un exemple de synthése de tolérance paramétrique par inversion du modéle et
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par analyse par intervalles. L’annexe C permet de rappeler les travaux de KAM et DAUPHIN-
TaNGUY [Kam01, Kam05| portant sur la détermination graphique du modéle d’état canonique
(modéle pour représenter les systémes linéaires présentant des incertitudes paramétriques). L’an-
nexe D rappelle quelques généralités sur les éléments bond graph multiport dissipatifs et de sto-
ckage d’énergie qui font 'objet d’une partie du deuxiéme chapitre. Les annexes E, F, G et H
sont rattachées au chapitre 3. L’annexe E a pour objectif de présenter un certain nombre de
définitions et de concepts de base de 1’analyse structurelle et comportementale que ce soit par
une approche modeéle d’état (représentation matricielle et représentation graphique), ou bien par
une approche bond graph. L’annexe F présente 'extension au niveau d’analyse comportemental
des résultats proposés dans le chapitre 3 sur la détermination graphique de certains invariants au
niveau d’analyse structurel. L’annexe G propose une extension aux systémes multivariables de la
procédure définie dans le chapitre 3 pour la vérification de I’adéquation spécifications/structure
dans le cas de systémes monovariabes. Dans le chapitre 3 et dans 'annexe G, la vérification de
I'adéquation du cahier des charges est établie par rapport a la structure d’un composant 1-port.
Dans ’annexe H, la vérification de ’adéquation est établie par rapport & un composant n-ports.
Enfin, ’annexe I représente un complément au dernier chapitre en rappelant un certain nombre
de définitions et de concepts de base nécessaires pour la compréhension et la mise en ceuvre de
I’approche probabiliste.
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Introduction

Les systémes mécatroniques sont apparus afin de répondre aux nouvelles exigences en terme
de performance, confort, sécurité et consommation d’énergie. Néanmoins, la conception de ces
systémes demeure un vrai défi malgré ’apparition de nouvelles méthodes. En effet, 1a pluridisci-
plinarité de ces systémes conduit au constat suivant : envisager des solutions innovatrices exige
une synergie entre les différentes disciplines pour optimiser les fonctions du systéme. De plus,
les incertitudes de construction et le vieillissement de certains composants peuvent entrainer une
dégradation considérable des performances des systémes dans le temps. Ainsi, la considération de
ces incertitudes dans la phase de la conception et du dimensionnement doit permettre de limiter
et surtout d’anticiper cette dégradation.

Dans ce chapitre, le contexte général de nos travaux de recherche est présenté. Tout d’abord,
une bréve introduction aux systémes mécatroniques et aux différents facteurs d’incertitude affec-
tant ces systémes est établie. Par la suite, différents outils de modélisation et d’étude des systémes
incertains sont présentés. Dans une troisiéme section, les différentes méthodes et approches de
conception et de dimensionnement des systémes mécatroniques sont rappelées et notamment
une méthodologie de dimensionnement sur des critéres dynamiques et énergétiques. L’aspect
de synthése paramétrique par la méthodologie de dimensionnement est ensuite abordé. Enfin,
I’analyse structurelle et ’analyse comportementale, qui font l'originalité de la méthodologie de
dimensionnement, sont présentées.

1.1 Les systémes mécatroniques vus comme des systémes incer-
tains

Dans cette section, nous proposons une introduction a la mécatronique. L’architecture généri-
que et énergétique d’un systéme mécatronique est présentée et les différents facteurs incertains
qui peuvent affecter ce systéme sont cités.

1.1.1 Les systémes mécatroniques : historique et définition

Le terme MECHATRONICS a été vraisemblablement introduit par un ingénieur de ’en-
treprise japonaise “Yaskawa Electric Corporation” en 1969 [Mor69, Kyu96| pour caractériser un
systéme intégrant une partie mécanique et une partie électronique, et ce, en concaténant les
termes MECHAnics et elecTRONICS. Récemment, la définition de la mécatronique a évolué
avec la complexification des systémes [Ise05,Ise08]. En effet, plusieurs définitions existent dans la
littérature : la définition du journal Mechatronics [Dan91], ou celle du journal IEEE Transactions
on Mechatronics [Kyu96| ou encore celle choisie en 2000 par 'IFAC Technical Committee on Me-
chatronics Systems [IFA10]. Ces références définissent la mécatronique comme étant l'intégration
de systémes meécaniques et électromécanique (éléments mécaniques, machines, mécanique de pré-
cision) avec des systémes électroniques (microélectronique, électronique de puissance, capteurs,
actionneurs) et la technologie d’information (théorie des systémes, modélisation, automatique,
logiciels, intelligence artificielle) (figure 1.1). En France, le terme « mécatronique » est apparu
officiellement en 2005. L’association Francaise de Normalisation (AFNOR) a proposé en 2008 une
définition de la mécatronique pour la communauté scientifique et industrielle [AFNOS] : « Une
démarche visant lintégration en synergie de la mécanique, [’électronique, automatique et ['in-
formation dans la conception et la fabrication d’un produit en vue d’augmenter et/ou d’optimiser
sa fonctionnalité ».
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Technologie
d’information

Electronique

Mécanique et
Electro-
mécanique

F1a. 1.1 — La mécatronique : synergie de différentes disciplines [Ise05, Ise08|.

Aujourd’hui, la mécatronique est trés présente dans notre vie quotidienne ainsi que dans le
milieu industriel. Elle touche de nombreuses applications dans des domaines variés :

— la consommation grand public (figure 1.2) : appareil photo et vidéo, robot aspirateur,...

— la production (figure 1.3) : machines-outils, robots industriels,...

— le transport (figure 1.4) : véhicule hybride, transporteur personnel,...

— le médical (figure 1.5) : aussi bien dans le matériel (robot de chirurgie par exemple) que dans
Passistance ou le remplacement d’organes humains (prothése « intelligente » par exemple),
on parle alors de biomécatronique;

— la recherche spatiale (figure 1.6) : satellite, robot explorateur,...

(a) Appareil photo numérique (b) Robot Aspirateur

FiG. 1.2 — Systémes mécatroniques pour la consommation grand public.

(a) Fraiseuse (b) Robot industriel

FiG. 1.3 — Systémes mécatroniques pour la production.
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(a) Véhicule hybride (b) Transpor-
teur personnel

Fia. 1.4 — Systémes mécatroniques pour le transport.

(a) Robot de chirurgie (b) Prothése

Fia. 1.5 — Systémes mécatroniques pour le domaine médical.

(a) Satellite (b) Robot explorateur

Fia. 1.6 — Systémes mécatroniques pour la recherche spatiale.

1.1.2 Architecture énergétique d’un systéme mécatronique

Un systéme meécatronique peut étre vu comme des chaines d’actionnement (partie opéra-
tive) controlées par des algorithmes de commande et le tout, éventuellement, piloté par une
interface Homme-Machine (figure 1.7). Une chaine d’actionnement regroupe les fonctions sui-
vantes |Laf04] :

— l'alimentation énergétique du systéme représentée par le sous-systéme dispositifs de four-

niture d’énergie,

— la modulation de puissance, permettant de piloter le transfert d’énergie entre les dispositifs
de fourniture d’énergie et les actionneurs, représentée par le sous-systéme modulateurs de
puissance,

— la conversion et la transmission de I’énergie pour I’adapter aux besoins de la charge repré-
sentées par les sous-systémes actionneurs et éléments d’adaptation d’énergre,

— l'objet de 'actionnement caractérisé par ses degrés de liberté énergétiques et représenté
par le sous-systéme charge.

Remarque : L’architecture présentée sur la figure 1.7 est une architecture simple. D’autres confi-
gurations, décrites dans la thése de LAFFITE |[Laf04], peuvent exister comme par exemple 'as-
sociation de plusieurs chaines d’actionnement. Néanmoins, la cascade des différents dispositifs
(dispositifs de fourniture d’énergie, modulateurs de puissance, etc.) est supposée toujours vérifiée.
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SYSTEME MECATRONIQUE > Technologie de I"information
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Fia. 1.7 — Architecture générique d’un systéme mécatronique d’un point de vue énergé-
tique [Jarl0].

1.1.3 Les facteurs incertains dans un systéme mécatronique

Les systémes mécatroniques connaissent aujourd’hui des innovations importantes qui per-
mettent de faire face aux nouvelles exigences en terme de performance, confort, sécurité et en-
vironnement. Malgré ces avancées technologiques, des dégradations considérables sur les perfor-
mances des systémes sont observées par rapport aux performances optimales prévues théorique-
ment. Ces dégradations sont dues aux incertitudes qui modifient le comportement du systéme. On
distingue deux classes de facteurs incertains [Ala99] : les perturbations externes et les variations
du modéle dynamique.

Les perturbations externes

Les perturbations externes regroupent tous les signaux et les actions qui viennent du milieu
environnant pour perturber le systéme : perturbations de la commande pour les systémes bouclés
(actions parasites sur les actionneurs, erreurs de discrétisation de la commande...) ; perturbations
en sortie (actions extérieures impreévisibles) et les bruits de mesure au niveau des capteurs. Ces
actions externes ne modifient pas les caractéristiques internes du systéme (temps de réponse,
dépassement etc.) mais seulement la trajectoire de ses sorties. Dans le cadre de ce travail nous
ne nous intéressons pas a cette classe de facteurs incertains.

Les variations du modéle dynamique

Un modéle dynamique est utilisé pour représenter les phénoménes physiques mis en jeu dans
un systéme'. Il peut ensuite servir a la détermination et I'implémentation des lois de commande.
On distingue deux types d’incertitudes qui peuvent causer des variations au niveau du modéle
dynamique du systéme :

'Dans ce contexte, le terme « systéme » désigne la partie opérative ou encore la chaine d’actionnement.
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Les incertitudes non structurées

Ces incertitudes sont dites aussi incertitudes dynamiques ou encore fréquentielles. Elles ras-
semblent les dynamiques négligées du modéle. En effet, le modéle dynamique n’est qu’'une ap-
proximation de la réalité, ses carences peuvent étre multiples et les plus importantes sont issues
des hypothéses simplificatrices et des dynamiques négligées. Ces derniéres représentent les dyna-
miques rapides du systéme. Les incertitudes non structurées s’expriment bien dans le cas d’une
représentation fréquentielle du modéle linéaire ou linéarisé et décrit par une matrice de transfert
G(s) soumise & des variations AG(s). La seule information disponible sur U'incertitude fréquen-
tielle AG(s) est une borne supérieure sur sa norme dans chaque bande de fréquence. Aux basses
fréquences, cette borne est relativement faible et croit dans les hautes fréquences ou les dyna-
miques (rapides) négligées deviennent considérables.

Les incertitudes paramétriques

Les incertitudes paramétriques, ou encore incertitudes structurées, sont dues aux erreurs d’iden-
tification ou aux variations de certains parameétres physiques du systéme. En fait, certains para-
métres du systéme peuvent varier sensiblement avec le temps ou avec les conditions de fonction-
nement. Il existe trois types d’incertitudes paramétriques [Fra7§]| :

— Incertitudes de type a : ce sont des variations autour de la valeur nominale o, qui doit étre
non nulle (a,, # 0). Ces variations ne doivent pas affecter 'ordre du modéle. Les causes
de ces incertitudes sont généralement les incertitudes de fabrication : tolérances dans des
cotations de piéces ou dans des valeurs de composants électroniques.

— Incertitudes de type [ : elles consistent en des variations des conditions initiales autour de
leurs valeurs nominales . Les origines de ces variations sont principalement les erreurs
de mesures.

— Incertitude de type v : ce sont des variations autour d’une valeur nominale nulle (v, = 0).
Affectant 'ordre du modéle, ces incertitudes proviennent essentiellement d une idéalisation
dans le développement mathématique des modéles (dynamiques négligées) ou des erreurs
d’identification de 'ordre du modéle.

Dans la suite de ce mémoire, nous nous intéressons aux systémes mécatroniques présentant
des incertitudes paramétriques de type a.

1.2 Outils de modélisation et d’étude des incertitudes paramétri-
ques

Le comportement du modéle dynamique, représentant les phénoménes physiques d’un sys-
téme mécatronique, peut s’écarter du comportement nominal désiré théoriquement et ce, & cause
des variations des valeurs numériques de certains parameétres caractérisant les composants du
systéme. Plusieurs outils de modélisation et d’étude ont été développés dans la littérature pour
la caractérisation de ce type de systéme et pour la mesure de I'impact de ces imprécisions sur son
comportement ainsi que sur sa durée de vie. Avant d’aborder le probléme du dimensionnement,
nous citons dans cette section, et sans étre exhaustif, ces outils.

1.2.1 Représentation d’état des systémes incertains

En automatique, une représentation d’état permet de modéliser un systéme dynamique sous
la forme matricielle suivante :

(1.1)
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x(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ (resp. y(t) € RP) est le vecteur d’entrée (resp. de sor-
tie). La représentation d’état permet de fournir des informations liées aux grandeurs physiques
des systémes. De ce fait, elle est un bon outil pour 'analyse et la, commande des systémes. La
description des systémes incertains par une représentation d’état adaptée permet ’étude de la
robustesse du systéme ainsi que la synthése de lois de commande robustes. En effet, la robustesse
refléte la résistance du comportement du systéme & un certain nombre de phénoménes pertur-
bateurs d’origine interne comme les variations paramétriques ou externes. Plusieurs travaux ont
été réalisés sur ce sujet, (cf. par exemple les références [Doy82,Mor85, Cas94, Lu,97, Had03]). Les
différentes représentations d’état établies dans la littérature permettent la séparation de la partie
nominale du modéle de la partie incertaine pour pouvoir décrire ’écart entre le comportement
nominal et le comportement réel. Dans le cadre de nos travaux, nous nous sommes intéressés
uniquement & la représentation d’état des systémes linéaires incertains car d’une part, les sys-
témes non linéaires sont souvent linéarisés et d’autre part, les travaux réalisés sur le sujet par
Papproche bond graph concernent ce type de systémes (cf. chapitre 2). Deux principales formes
de représentation d’état existent dans la littérature pour modéliser les systémes linéaires incer-
tains : le modéle canonique et le modeéle standard d’interconnexion (ou boucle de retour interne).
Ces deux formes servent & I’étude de la robustesse ainsi qu’a la synthése de la commande robuste
des systémes linéaires présentant des incertitudes paramétriques.

Modéle d’état canonique

Le modéle d’état canonique est une représentation d’état permettant la séparation des valeurs
nominales des paramétres dans des matrices nominales et les incertitudes dans des matrices incer-
taines [Mor85, Gu,89, Mar96, Liu97, Xie98|. Il représente les incertitudes comme des incertitudes
additives (absolues). Le modeéle canonique s’écrit comme suit :

{x(t) = (An + AA)X(t) + (B + AB)u(t) (1.2)

y(t) = (Cn + AC)x(t) + (Dy + AD)u(t)

Les matrices Ay, Bpn, Cn et Dy contiennent uniquement les valeurs nominales tandis que les
matrices AA, AB, AC et AD regroupent des expressions en fonction des incertitudes ainsi que
des valeurs nominales.

Modéle standard d’interconnexion

Le modéle standard d’interconnexion est un cas particulier de la transformation linéaire
fractionnaire (ou fractionnelle selon certaines références “Linear Fractionnel Transformation”
(LFT)). Cette derniére est une représentation mathématique utilisée dans de nombreux pro-
blemes de modélisation et de commande des systémes dynamiques. Pour les systémes présentant
des incertitudes paramétriques, le modéle standard d’interconnexion permet de séparer les va-
leurs nominales des parameétres du modeéle dans une matrice M, dite augmentée, et toutes les
incertitudes relatives dans une matrice diagonale A (figure 2.10). Des entrées w et des sorties
z auxiliaires sont ajoutées afin de faire apparaitre les incertitudes sous la forme d'un retour
interne [Doy82, Saf82, Mor85].

Fi1G. 1.8 — Modéle standard d’interconnexion.
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Le modele standard d’interconnexion d’un systéme linéaire incertain non commandé (en
boucle ouverte) est décrit par le systéme d’équations suivant, avec A = diag(d;1p,) :

x(t) = Anx(t) + Biw(t) + Bapu(t)
(t) Clx(t) + D11W( ) + D12u( )
y(t) = Cznx(t) + D21w(t) + Dagnu(t)
w(t) = Az(t)
w(t) € R! (resp. z(t) € RY) est le vecteur d’entrée (resp. sortie) auxiliaire. §; représente

incertitude relative (|6;| < 1) et m; est la dimension de cette incertitude a savoir le nombre de
paires d’entrée/sortie auxiliaires associées & cette incertitude.

N

(1.3)

Iaieme

Avant d’exprimer le modéle standard d’interconnexion, certaines conditions doivent étre vé-

rifiées sur ce modele d’état initial (systéme d’équations 1.1) :

— Le modéle doit étre propre : la vérification de la propreté du modéle revient & démontrer que
le degré du dénominateur de chaque transmittance de la matrice de transfert est supérieur
ou égal au degré de son numérateur.

— Le modéle doit étre stabilisable : si le systéme est commandable alors nous pouvons déduire
directement qu’il est stabilisable sinon il faut vérifier que les po6les non commandables sont
stables.

— Le modéle doit étre détectable : si le systéme est observable alors nous pouvons déduire
directement qu’il est détectable sinon il faut vérifier que les poles non observables sont
stables.

1.2.2 L’analyse de sensibilité pour I’étude des incertitudes paramétriques

La problématique posée dans ce mémoire est la synthése des incertitudes paramétriques des
systémes mécatroniques. Néanmoins ’analyse de ces incertitudes représente un outil complémen-
taire. En fait, les bonnes pratiques de la modélisation d’un systéme incertain exige une évaluation
du niveau de confiance dans le modéle dynamique. Cette évaluation peut étre établie & travers
une analyse de sensibilité qui permet de prédire l'effet de variation de chaque parameétre incertain
sur la dispersion du comportement du modéle. D’une part, la complexité du modéle peut étre
réduite en éliminant les parameétres pour lesquels 'analyse de sensibilité a montré qu’ils n’avaient
pas d’effet significatif sur le comportement du systéme; d’autre part, cette analyse permet de
juger 'impact de la variation d’un paramétre sur le comportement du systéme et notamment sur
sa durée de vie [Cod98|.

L’analyse de sensibilité a été introduite par DISTEFANO [DiS67], TOMOVIC et VUKOBRA-
TOVIC [Tom68, Tom72|, DIRECTOR et ROHRER [Dir68|, DORATO |Dor68|, FRANK |Fra78| et
WIERZBICKI [Wie84|. Dans la littérature, il n’existe pas une définition standard de I’analyse de
sensibilité. Les définitions varient selon ’objectif : soit identifier un jeu de paramétres pour le
calibrage du modele, soit juger la qualité du modéle, soit identifier parmi plusieurs modéles celui
ou ceux qui décrivent le mieux le systéme réel etc... Kam [Kam01] a proposé dans sa thése la dé-
finition suivante pour la sensibilité paramétrique : « Un systéme est sensible aux variations d’un
parameétre p si ses propriétés ou son comportement sont affectés par ses variations ». Plusieurs
recommandations de modélisation (celle de 'agence de protection environnementale des Etats-
Unis par exemple) ou d’évaluation (celle de la Commission Européenne par exemple) décrivent
I’analyse de sensibilité comme un outil pour assurer la qualité du modéle dynamique et décrivent
I’analyse d’incertitude comme un outil qui permet de quantifier les incertitudes par exemple sous
la forme de distributions probabilistes?. L’analyse de sensibilité et I’analyse d’incertitude sont

2L’analyse d’incertitude par ’approche probabiliste sera développée dans la section 1.2.4 et dans le chapitre 4.
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deux outils complémentaires qui permettent la caractérisation de l'incertitude.

I’analyse de sensibilité a été utilisée dans plusieurs domaines d’ingénierie : "analyse de sta-
bilité d'une commande d’un robot [Kaz88|, 'estimation de parameétre [Eyk74, Gaw00], I'opti-
misation [Cab95|, ainsi que dans d’autres domaines d’application comme la chimie, 1’écologie,
la médecine et I’économie. De nos jours, différentes méthodes existent pour établir l'analyse de
sensibilité d’un modéle mathématique et dynamique. Il est possible de grouper ces méthodes
en trois classes : les méthodes de Screening appelé aussi méthode de criblage, I’analyse de sen-
sibilité globale et I’analyse de sensibilité locale. Ces méthodes sont largement décrites dans le
livre de SALTELLI et al. [Sal00]. La méthode de criblage® est une méthode qualitative qui permet
d’établir une hiérarchie au sein des paramétres en fonction de leur influence sur la variabilité de
la réponse du modele [Sal00, Jac05]. L’analyse de sensibilité globale est une méthode quantita-
tive qui permet d’estimer 'effet de chaque paramétre sur la variance de la réponse du modéle.
Les techniques statistiques comme ’étude de la variance et les coefficients de corrélation sont
utilisées pour la mise en ceuvre de cette méthode. L’analyse de sensibilité locale consiste en la
détermination des coefficients (ou encore des fonctions) de sensibilité [Tom72|. Deux principales
fonctions de sensibilité sont utilisées dans la littérature : les fonctions de sensibilité absolue et
relative. La fonction de sensibilité absolue est définie par la dérivée partielle d’une variable (la
sortie y par exemple) par rapport & un parameétre p : g—g. Elle permet de quantifier la variation
de la variable par rapport & la variation du paramétre. Cette fonction est utilisée dans le cas
ou les parameétres sont indépendants. La fonction de sensibilité relative est définie comme suit :
%5' Elle est utilisée quand les paramétres sont dépendants. Pour faciliter la détermination des
fonctions de sensibilité, différentes approches bond graph ont été développées dans la littérature
(cf. chapitre 2).

1.2.3 Arithmétique par intervalles

L’arithmétique par intervalles [Mo0066, Moo79, Neu90, Han92, Jau01] est I'un des outils uti-
lisés pour la caractérisation et la prise en compte des incertitudes paramétriques apparaissant
dans un modéle dynamique. Elle permet de manipuler les incertitudes comme des enveloppes
tenant compte des plages de variation et de définir les frontiéres du comportement du modéle
dynamique. Ainsi, on ne parle plus d’'un comportement de référence, mais d’un ensemble de
comportements possibles.

Contrairement aux idées recues, I'arithmétique par intervalles est un concept assez ancien. En
effet, au 3°™€ siécle avant J.C., ARCHIMEDE a eu 'idée d’encadrer 7 entre une borne supérieure
et une borne inférieure [Hea53, Ram05|. Pourtant, il faut attendre les années trente pour que la
premiére opération réalisée sur un ensemble soit introduite par YOUNG [You31l]. Une trentaine
d’années plus tard, les bases de la théorie de ’arithmétique par intervalles* ont été établies par
MOORE [Mo0059, Mo066]. La premiére application de I'arithmétique par intervalles était la prise
en compte des erreurs de quantification introduites par la représentation en virgule flottante’® des
nombres réels. Aujourd’hui, cet outil est utilisé pour résoudre de nombreux problémes : la locali-
sation de robot ou de véhicule mobile [Jau01,Dro02,Bou02], la commande robuste [Lho04, Vil05],
le diagnostic [Adr00, Sai02, Fag04], 'optimisation [Hen04b, Rai04, Bra05|, 'estimation paramé-
trique [Mil96, Bra02], etc...

Malgré la diversification des domaines d’application, ’arithmétique par intervalles peut géné-

3La méthode de criblage se base sur les techniques des plans d’expériences.

“Dans certaines références bibliographiques, on appelle cet outil 'approche ensembliste parce qu’il permet de
réaliser des opérations sur des ensembles.

®La représentation en virgule flottante est la représentation utilisée dans un ordinateur pour définir des valeurs
non entiéres : c¢’est une approximation des nombres réels.
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rer des résultats insatisfaisants. En effet, I'inconvénient majeur de cet outil est la surestimation
(ou 'encadrement trop large) des résultats [Rev01]. Deux phénomeénes sont a 'origine de ce pro-
bléme :

— L’effet enveloppant “wrapping effect” : cet effet est dii & une propriété fondamentale
de cette arithmétique qui est la fonction d’inclusion [f]([z]), telle que [z] est un vecteur
intervalle. En effet, cette fonction est un surencadrement de la fonction intervalle réelle®
f([z]) (figure 1.9) : f([z]) C [f]([x]). On parle alors de résultat pessimiste. La fonction
d’inclusion [f]([]), dite naturelle”, n’est pas toujours optimale en terme de longueur des
intervalles. Ainsi, une fonction d’inclusion minimale [f]*([z]) peut étre définie®. L’arith-
métique par intervalles ne garantit pas comme résultat I'intervalle le plus petit, au sens de
I'inclusion, mais simplement une enveloppe du résultat exacte.

X2 & f(x2) &
o — (106 NV
" () U
[7°(1<) N

N | |

| |

. L » >

X oo f0x)

F1G. 1.9 — Fonction d’inclusion naturelle [f] et minimale [f]* d’une fonction intervalle réelle f
de dimension deux [Jau01, Alh05].

— dépendance des données “data dependency” : l'effet enveloppant devient plus impor-
tant lorsqu’il y a des paramétres & occurrences multiples® ou lorsqu’il y a des dépendances
entre les parameétres dans le modeéle. Considérons comme exemple la fonction f(z) =z — .
Pour [z] = [0, 1] et en appliquant les régles de larithmétique par intervalles, le résultat
[f1([z]) = [-1, 1] vérifie la propriété d’inclusion mais il est plus large que le résultat réel at-
tendu f([x]) = 0. Néanmoins, dans certains cas, les occurrences multiples d'un paramétre
peuvent étre réduites en manipulant I’expression formelle de la fonction f. Considérons
comme exemple la fonction f(z) = 22 + = qui peut s’écrire sous les différentes formes

suivantes :
flz) =22 +z
folz) =z x4+ (1.4)
fa(x) =z(x+1)
fa(w) = (z+3)* — §

Pour [z] = [-1, 1], [f1]([z]) = [-1, 2], [fo)([2]) = [fs]([z]) = [=2, 2], et [fa]([2]) = [, 2].
Ainsi, [f4]([z]), ou il n’apparait qu’une seule occurrence de z, correspond a la fonction d’in-
clusion minimale [f]* qui est égale, dans ce cas, a la fonction réel f([z]).

Plusieurs solutions ont été proposées pour améliorer la précision dans le cas de paramétres
dépendants (ou encore & occurrences multiples de paramétres) : arithmétique généralisée par in-

bLa fonction intervalle réelle f([z]) désigne I'image de [z] par la fonction f et elle correspond a la solution
exacte.

"La fonction d’inclusion naturelle d’une fonction f peut étre obtenue en remplacant dans I’expression de f
chaque variable incertaine z; par sa variable intervalle correspondante [x;] et chaque opération arithmétique par
son équivalente intervalle.

811 n’existe pas de méthode systématique pour retrouver la fonction d’inclusion minimale.

9Deux occurrences d’un méme parameétre sont considérées comme deux parameétres indépendants 'un de Pautre.
Ainsi, les incertitudes se combinent pour donner un résultat plus pessimiste.
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tervalles [Han75, Kra06, E1-06], modéles de Taylor intervalles [Rob83,Loh87, Rih94|, arithmétique
affine [Hen04a,Com93al, la librairie ALTAS [Mer00,Cha04,Lee04], etc... La pluspart des méthodes
proposées ne garantit pas la solution exacte. Les algorithmes de la librairie ALTAS garantissent
cette solution avec une précision fixée a ’avance mais ils peuvent étre couteux en temps de calcul.
Autre faiblesse de 'arithmétique par intervalles : les opérations sur les intervalles ne vérifient pas
les propriétés algébriques des opérations sur les scalaires, en particulier, la soustraction n’est pas
la réciproque de I'addition et la division n’est pas la réciproque de la multiplication. Par exemple :
[1, 3]+[—2, 5] = [—1, 8 mais [-1, 8] —[—2, 5] = [—6, 10] # [1, 3] sachant que [1, 3] C [—6, 10].

I’analyse par intervalle, qui s’appuie sur 'arithmétique par intervalles, a été utilisée dans le
contexte du dimensionnement tolérant par approche inverse [Hoc02, Ly,04], (cf. section 1.4).

1.2.4 Approche probabiliste

Dans les traductions d’ARISTOTE, le mot probabilité ne désigne pas une quantification du
caractére aléatoire d’une variable mais le fait qu’une idée est admise par tous. Au cours du
moyen age puis & la renaissance, la probabilité finit par désigner la vraisemblance d’une idée. 1l
faut attendre le 17°™€ siécle pour que ce mot prenne son sens actuel avec sa formulation ma-
thématique par BLAISE PASCAL et PIERRE DE FERMAT. Vers la fin du 19°™¢ siécle et le début
du 20°™e siacle, la théorie moderne des probabilités fait son apparition en mathématiques grace
aux travaux de BOREL, LEBESGUE, LEVY et MARKOV. La théorie des probabilités atteint sa
maturité au cours de la seconde moitié du 20°™¢ siécle et depuis, les domaines d’application de
la théorie des probabilités sont variés : chimie, mécanique, théorie des jeux, biologie moléculaire,
finance, etc...

La théorie des probabilités peut étre définie comme étant I’étude mathématique des phénomeé-
nes caractérisés par le hasard et 'incertitude. Elle permet de définir des variables non détermi-
nistes, appelées aussi variables aléatoires (section 1.2, annexe I), qui peuvent parfois évoluer dans
le temps d’une maniére aléatoire. Initialement, la théorie des probabilités ne considérait que
des variables discrétes et ses méthodes étaient principalement combinatoires. Mais les concepts
analytiques introduits par KOLMOGOROV [Kol60] ont favorisé I’apparition des variables aléa-
toires continues dans la théorie. Ces variables permettent de représenter tout type de facteur
incertain (cf. section 1.1.3). Dans la littérature, il existe deux représentations probabilistes des
incertitudes [Soi09] : le modeéle probabiliste a priori et le modeéle probabiliste a posteriori.

— le modele probabiliste a priori, appelé aussi modéle probabiliste mathématique, est une
représentation qui ne nécessite aucune expérience pour déterminer les probabilités sur les
variables aléatoires. Ce modéle a priori peut étre utilisé pour étudier la propagation des
incertitudes dans le systéme incertain analysé.

— le modele probabiliste a posteriori, appelé aussi modeéle probabiliste statistique, est une
représentation qui permet de calculer les probabilités des variables aléatoires & partir des
mesures expérimentales.

Dans nos travaux, nous cherchons & quantifier les incertitudes paramétriques présentes dans
un systéme mécatronique et ce, dés la phase de conception et sans mesure expérimentale. Ainsi,
nous nous intéressons uniquement a la modélisation probabiliste a priori. L’ approche probabiliste
paramétrique |Soi09], qui est une représentation a priori permettant la modélisation des para-
métres incertains d’un modéle continu par des variables aléatoires continues'®, offre des outils
analytiques performants pour caractériser la propagation des incertitudes dans le systéme. Les
notions de base de cette approche sont présentées dans 'annexe I. Dans le chapitre 4, 'approche
probabiliste paramétrique est utilisée dans une formulation inverse pour le dimensionnement

'0Chaque variable aléatoire continue est caractérisée par une loi de probabilité (définition 63, annexe I).
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tolérant.

1.3 Le dimensionnement par inversion

Les différents outils présentés dans la section précédente permettent de travailler, qualita-
tivement ou quantitativement, avec les incertitudes présentes dans un systéme. Ils permettent
d’étudier, aprés la conception du systéme, les effets de ces incertitudes sur les trajectoires des
sorties. Ces effets ne peuvent étre évités. Par contre, ils peuvent étre maitrisés grace a des com-
mandes robustes qui permettent de réduire, en boucle fermée, la sensibilité du comportement du
systéme aux variations paramétriques |Arz03|. Néanmoins, si nous souhaitons limiter I'impact
des incertitudes en boucle ouverte en définissant une zone de fonctionnement admissible, il faut

tenir compte des incertitudes dans le cycle de conception.

Validation
systéme

Validation
SOUS-Systemes

Validation
composants

[ Reéalisation prototype ]

Fi1a. 1.10 — Le cycle de conception en V [Ise05, Ise08, Jar10)].

1.3.1 La conception des systémes mécatroniques

L’approche classique de conception était de décomposer le systéme en plusieurs sous-systémes
(selon la discipline) et d’étudier chaque sous-systéme séparément : c’est Iingénierie séquentielle
ou encore l'approche métier. L’évolution des systémes a concevoir (notamment 'apparition des
systémes mécatroniques) a entrainé I’évolution de la méthode de conception car l'ingénierie sé-
quentielle ne répondait pas aux exigences de ces systémes (le découplage lors de la conception fait
que les différents sous-systémes au final, n’interagissent pas de facon optimale). Ainsi, I'ingénierie
concourante (appelée encore ingénierie simultanée, approche mécatronique ou approche systéme)
a fait son apparition. Cette approche se base sur la communication et I’échange entre les concep-
teurs des sous-systémes. Aujourd’hui, la conception d’un systéme mécatronique se base sur un
cycle en V qui est constitué de deux branches (figure 1.10) : la branche descendante correspond
aux phases de spécification et de développement ; la branche ascendante correspond aux étapes
d’intégration et de validation des différentes technologies. Le niveau systéme correspond & toute
Iarchitecture générique du systéme mécatronique décrite par la figure 1.7. Les dispositifs de
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fourniture d’énergie, les actionneurs, les capteurs, la charge etc... représentent chacun un sous-
systéme. Chaque sous-systéme est un ensemble de composants. Le cycle en V est successivement
parcouru plusieurs fois totalement ou partiellement jusqu’a trouver une solution optimale : ¢’est
une démarche itérative. Pour plus de détails, le lecteur peut se référencer aux travaux de LEBRUN
[Leb03] et de ISERMANN [Ise08].

Deux phases principales existent dans le cycle de conception [Dau99a] : la phase de concep-
tion de la partie opérative (la chaine d’actionnement) du systéme et la phase de détermination et
d’implémentation des lois de commande. Conformément au cycle de conception en V, ces deux
phases peuvent étre menées en paralléle. Dans le cadre de nos travaux, nous nous intéressons
uniquement & la conception de la chaine d’actionnement d’un systéme mécatronique aux niveaux
systéme, sous-systéme et composant (cf. figure 1.10).

La conception d’'une chaine d’actionnement peut prendre plusieurs aspects :

— synthése d’architecture (niveau systéme) : elle consiste a choisir 'architecture du systéme
conformément au cahier des charges , cet aspect a été traité par exemple dans la thése de
LI1cHIARDOPOL |Lic07a;

— sélection de sous-systémes ou de composants sur étagére (niveau sous-systéme) : elle consiste
a déterminer dans un catalogue les sous-systémes adéquats pour satisfaire le cahier des
charges imposeé [Ul192, Ngw97] ;

— synthése paramétrique : elle consiste & déterminer, pour des spécifications données, un ou
plusieurs parametres du modeéle de la chaine d’actionnement [Laf04]. Dans ce cas, pour
des spécifications données, nous nous intéressons non seulement & la détermination d’un
actionneur en tant que sous-systéme préexistant mais aussi & la détermination des compo-
sants élémentaires de cet actionneur a concevoir [Ngw98|. Ceci revient a situer le probléme
& un niveau hiérarchique plus bas : niveau composant.

Ces aspects seront approfondis dans ce mémoire et plus précisément dans les chapitres 3 et 4.

1.3.2 Le dimensionnement selon la formulation du probléme

Une fois D’architecture du systéme définie, le dimensionnement consiste a choisir les diffé-
rents composants de la chaine d’actionnement tout en respectant les spécifications imposées par
le cahier des charges. Deux approches peuvent étre envisagées pour aborder ce probléme de
dimensionnement : I’approche par modéle direct et ’approche par modéle inverse (figure 1.11).

Paramétres (donnés) Parametres (donnés)
Entrées ——> Mod¢le Direct [——> Sorties Entrées {—— Mod¢le Inverse Sorties
(données) (calculées) (calculées) (données)

(a) (b)

F1G. 1.11 - Exploitation d'un modéle direct (a) et d’un modéle inverse (b) pour le dimensionne-
ment.

Approche par modéle direct : méthode essai-erreur-correction

Sur I’exemple du dimensionnement d’un actionneur, cette approche consiste a [Jar08c| :
1. sélectionner un actionneur dans un catalogue d’actionneurs disponibles,

2. modéliser 'actionneur sélectionné,
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spécifier U'entrée du modeéle (actionneur-+charge),
lancer une simulation afin de calculer la trajectoire en sortie,

comparer la trajectoire obtenue avec la trajectoire spécifiée dans le cahier des charges,

S Lt W

recommencer la procédure si la trajectoire obtenue ne satisfait pas les critéres fixés dans le
cahier des charges.

Le modéle utilisé dans cette approche, le modéle direct, est un modéle qui respecte le principe
de la causalité physique'' entre les entrées et les sorties du systéme physique. Cette approche
aboutit trés rarement a une solution acceptable dés la premiére simulation, ce qui fait qu’elle est
cotliteuse en temps.

Approche par modéle inverse

Dans un probléme de synthése d’architecture et/ou de sélection de sous-systémes, les don-
nées du probléme de conception sont les spécifications sur les sorties et les valeurs des différents
paramétres. Ainsi, il est plus judicieux de poser ce probléme comme étant un probléme inverse
(figure 1.13(b)). Dans cette approche, les modéles ne respectent plus le principe de causalité et
une inversion entrées/sorties du modéle physique est nécessaire. Cette opération n’est possible
que si le modéle est inversible et les critéres d’inversibilité sont présentés dans la section suivante.

Sur la figure 1.11, seuls les aspects synthése d’architecture et/ou sélection de sous-systémes
ont été considérés. En effet, dans un probléme de synthése paramétrique, les entrées et les sorties
sont des données et I'objectif est de déterminer un ou plusieurs paramétres. Dans une formulation
directe, les mémes étapes citées ci-dessus seront reproduites & la seule différence que dans I’étape
3, ce sont les valeurs des paramétres qui sont choisies (les trajectoires des entrées sont données
dans le cahier des charges). Dans ce cas, la figure 1.13(a) reste inchangée.

Pour un probléme de synthése paramétrique dans une approche par modéle inverse, le schéma
d’exploitation est donné figure 1.12 et, dans ce cas, l'inversibilité paramétres/sorties doit égale-
ment étre vérifiée.

Parametre(s) (calculés)

Entrées Modele Inverse Sorties
(données) {données)

FiG. 1.12 — Probléme de synthése paramétrique par modéle inverse.

Remarque : Dans le cahier des charges, les spécifications des sorties sont exprimées soit sous la
forme de fonctions temporelles (domaine temporel) pour les systémes linéaires et non linéaires,
soit sous la forme de fonctions rationnelles en « s » (domaine fréquentiel) pour les systémes
linéaires (cf. chapitre 3).

1.3.3 Inversion d’un modéle bond graph

La méthodologie de dimensionnement élaborée au sein du laboratoire Ampére et basée sur des
critéres dynamiques et énergétiques repose sur U'inversion des modeéles bond graph (section 1.3.4).

HTe principe de la causalité physique traduit les relations de cause a effet : si un phénomeéne cause produit un
autre phénomeéne effet, alors I'effet ne peut précéder (chronologiquement) la cause.



1.3. Le dimensionnement par inversion 15

Avant d’aborder cette méthodologie, I'inversion d’'un modéle bond graph est donc décrite dans
cette section.

FEn sciences, poser un probléme par I'approche conventionnelle revient a donner les causes
et le modeéle décrivant ’évolution de ces causes en effets observables expérimentalement (fi-
gure 1.13(a)), c’est ce qu’on appelle un probléme direct. Néanmoins certaines problématiques
en ingénierie favorisent le probléme inverse qui revient a déterminer les causes d’un phénomeéne
a partir des observations expérimentales de ses effets (figure 1.13(b)). La résolution mathéma-
tique de ce probléme a toujours été qualifiée de difficile car le probléme peut étre mal posé
(les observations expérimentales disponibles ne suffisent pas a déterminer tous les phénomeénes
causes) [Gro99]. Dans ce cas, il est donc nécessaire d’ajouter des contraintes qui permettent de
réduire 'espace des possibilités de facon & aboutir & une solution unique.

processus processus
Entrées Sorties Entrées Sorties
u —_— M _ 7 ? —_— M —_s ¥
causes effets causes effets
modéle modéle

(a) (b)
F1a. 1.13 — Probléme direct (a) et probléme inverse (b) en sciences [Gro99|.

Dans le cadre de représentation algebro-différentielle qui ne repose pas sur les mesures ex-
périmentales et qui est fortement utilisée en automatique, le probléme d’inversion d’un modéle
a fait son apparition en 1963 avec ZADEH et DESOER [Zad63] et WEISS [Wei64]. BROCKETT
et MESAROVIC [Bro65a] introduisent en 1965 le premier algorithme d’inversion des systémes
linéaires monovariables & temps invariant. YOouLA et DORATO [You66, Dor69| proposent une
extension de cet algorithme aux cas multivariables. En 1969, SILVERMAN [Sil69] généralise 1’al-
gorithme de BROCKETT et MESAROVIC [Bro65a, Bro65¢c| aux systémes discrets et aux systémes
linéaires & temps variant. Depuis, I'inversion des modéles physiques a fait ’objet de plusieurs tra-
vaux : SAIN et MASSEY [Sai69]|, PORTER [Por69], WILLSKY [Wil74], ROSENBROCK et VAN DER
WEIDEN [Ros77]. L’inversion des modéles non linéaires a été traitée par HIRSCHORN [Hir79),
SINGH [Sin81|, NIJMEIJER [Nij82,Nij86| et FLIESS |Fli86] et celle des modeéles singuliers, par
TAN et VANDEWALLE [Tan88§].

Avant de présenter les critéres d’inversibilité et la procédure d’inversion d’un modéle physique
par approche bond graph, une bréve présentation de ce langage et de ses différents concepts est
donnée.

Le langage Bond Graph

Le langage bond graph, appelé aussi graphe a liens, a été fondé par PAYNTER en 1959 et
publié pour la premiére fois en 1961 [Pay61]. Le livre de KARNOPP et ROSENBERG [Kar68| paru
en 1968 est le premier livre de référence sur ce langage. Depuis, plusieurs autres éditions ont
paru [Kar75, Kar90, Kar00, Kar06]. Cet outil a fait son apparition en Europe a la fin des an-
nées soixante-dix notamment aux Pays-Bas (université Twente) et en France (société Alstom).
Le langage bond graph est un outil de modélisation pluridisciplinaire basé sur la description
graphique des transferts d’énergie au sein d’un systéme, ce qui fait de lui un formalisme adapté
pour la modélisation des systémes mécatroniques. Plusieurs travaux ’ont confirmé, le lecteur peut
se référencer a ceux de GAWTHROP [Gaw91|, DAUPHIN-TANGUY [Dau99a], DAMIC et MONT-
GOMERY |[Dam03] et VAN AMERONGEN |[Van03]. De plus, cet outil a fait ses preuves dans de
nombreux problémes de conception et d’analyse [Jarl0] et ce, en :
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— facilitant U'interprétation physique vu qu'un modéle bond graph par construction est for-
tement lié aux phénomeénes physiques impliqués dans le systéme,

— offrant la possibilité de traiter différents problémes relatifs aux différents niveaux du cycle
de conception en V.

Le concept de causalité en bond graph permet d’orienter les équations d'un modele bond
graph pour le transformer en un modéle de simulation. Ce concept rejoint le principe physique
de la causalité dans le sens oul un phénoméne cause produit un autre phénomeéne effet. Néan-
moins, contrairement & la causalité physique, ce concept ne respecte pas nécessairement 1’ordre
chronologique d’apparition des phénoménes physiques. Le concept de bicausalité, introduit par
GAWTHROP [Gaw95] en 1995, permet d’envisager de nouveaux schémas de calcul qui non pas de
sens physiques. En se basant sur ce concept, NGWOMPO [Ngw96, Ngw97, Ngw05| a développé la
procédure SCAPI (i.e. Sequential Causality Assignment Procedure for Inversion) permettant la
construction du modeéle bond graph inverse (modeéle bond graph bicausal). Plus de détails sur le
langage bond graph et ses différents concepts (causalité, bicausalité, procédure SCAPI,...) sont
donnés dans 'annexe A.

Critéres d’inversibilité

Avant de procéder aux tests d’inversibilité, considérons dans cette section et jusqu’a la fin de
ce chapitre I’hypothése suivante :

hypothése 1. Les systémes sont carrés : le nombre d’entrées du modéle est égal au nombre de
sorties.

Approche algébrique

Afin de tester I'inversibilité d'un modéle par approche algébrique, plusieurs critéres directs'?
d’inversibilité ont été établis dans la littérature : critére de BROCKETT et MESAROVIC [Bro65c¢],
celui de SAIN et MASSEY [Sai69]| ou encore celui de RESPONDEK |Res90|. Ces critéres ont été
définis uniquement pour les systémes linéaires. Pour les systémes non linéaires, les conditions
nécessaires et suffisantes d’inversibilité se déduisent au cours de la construction du modéle inverse,
on parle de critéres indirects. Ainsi, définissons une deuxiéme hypotheése :

hypothése 2. Les systémes sont linéaires et invariants dans le temps.
Malgré la diversification des critéres directs, le critére d’inversibilité le plus utilisé reste le suivant :

Critére d’inversibilité 1. Soit 3 le systéme défini par Uéquation 1.1 vérifiant 'hypothése 2.
De plus, le systeme X est supposé vérifier ’hypothése 1 (m = p). La matrice de transfert associée
est donnée par T(s) = C(sI — A)"'B + D. La matrice systéme associée P(s) est donnée par
la définition 29 de l'annexe E. Le systéme % est inversible si et seulement si Uune des deux
conditions suivantes est vérifiée :

1. det(T(s)) # 0,
2. det(P(s)) # 0.
Approche bond graph
RAHMANTI a défini, dans sa thése [Rah93], le premier critére bond graph direct d’inversibilité qui

repose sur les notions des chemins causaux E/S différents (définitions 17, 19 de 'annexe A et
définition 43 de 'annexeE) :

Critére d’inversibilité 2. Soit un modéle bond graph qui vérifie les hypothéses 1 et 2

12Les critéres directs d’inversibilité permettent de tester directement, & partir de la représentation d’état ou de
la matrice de transfert ou encore a partir de la matrice systéme, l'inversibilité du modéle sans la détermination
du modéle inverse.
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1. Sile modéle bond graph ne contient pas m chemins causauz E/S différents, alors le systéme
est non inversible.

2. Sile modeéle bond graph contient un seul choiz possible de m chemins causauz E/S différents,
alors le systéme est inversible.

3. Si le modéle bond graph contient plusieurs choiz possibles de m chemins causauz E/S dif-
férents, alors il faut calculer le déterminant de la matrice systéme (procédures 27 et 29,
anneze E) pour conclure sur l'inversibilité du systéme.

NawompO [Ngw97,NgwOla, Ngw01lb, Ngw05| a défini, par la suite, un autre critére d’inver-
sibilité qui repose sur les notions des lignes de puissances E/S disjointes (définitions 14, 15 et 16
de Pannexe A) et les chemins causaux E/S disjoints. Ce critére est applicable pour des systémes
linéaires et non linéaires :

Critére d’inversibilité 3. Soit un modéle bond graph qui vérifie Uhypothése 1, le modéle est
inversible si les conditions suivantes sont vérifices :

— Condition nécessaire 1 : il existe au moins un ensemble de m lignes de puissance (E/S)
disjointes sur le modéle bond graph acausal. Si cette condition n’est pas vérifiée alors le
systéme n’est pas inversible.

— Condition nécessaire 2 : il existe au moins un ensemble de chemins causaur E/S dis-
joints sur le modéle bond graph causal. Si cette condition n’est pas vérifiée alors le systéme
n’est pas inversible.

— Si le modéle contient plusieurs ensembles de m chemins causaux E/S disjoints, alors :

— choisir un ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes associé a un ensemble de
m chemins causauz E/S disjoints (définition 20, annexe A);

— construire le modéle bond graph bicausal correspondant en propageant la bicausalité le
long des m lignes de puissance E/S disjointes choisies.

— Condition nécessaire 3 : La structure de jonction du modéle bond graph bicausal 1é-
sultant doit étre résoluble’®. Si quel que soit l’ensemble de m lignes de puissance E/S
disjointes choisi et quelles que soient les affectations causales retenues pour le modéle bond
graph bicausal une structure de jonction non résoluble apparait alors le systéme n’est pas
inwersible.

Remarques :

— Ce critére peut étre considéré comme un critére semi-indirect car nous ne pouvons conclure
sur U'inversibilité du modele que si le modéle inverse (le modéle bond graph bicausal) est
construit graphiquement. Il peut étre résumé par I'organigramme illustré sur la figure 1.14.

— Ce critére reste valable méme pour les systémes non linéaires & condition que les relations
caractéristiques des éléments soient inversibles et permettent donc toutes les possibilités
d’affectation de la causalité sur les élements'.

13La résolubilité d’une structure de jonction d’un modéle bond graph a été traitée dans les références [Ros79,
Wla91, Van94]

147 es éléments a caractéristiques non inversibles sont des élements & causalité obligatoire qui peuvent, de ce
fait, empécher la propagation de la bicausalité rendant ainsi un systéme non inversible.
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Existence
d’ensemble(s)
de m lignes de
puissance E/S
disjointes?

non

oui

Existence
d’ensemble(s)
de m chemins
causaux H/S
disjoints?

non

1< nombre
d’ensembles de m
chemins causaux
E/S disjoints

Choisir un ensemble de m lignes de puissance E/S
disjointes associé & un ensemble de m chemins
causaux E/S disjoints

i=i+l1

Y
Construire le modele bond graph en propageant la
bicausalité le long de I'ensemble de m lignes de
puissance E/S disjointes

Structure de
jonction
resoluble?
A 4

Modele Maodéle non
inversible inversible

Fia. 1.14 — Organigramme illustrant le critére d’inversibilité 3.

Interprétations :

— condition nécessaire 1 : Cette premiére condition est nécessaire mais non suffisante.
En effet, la disjonction des lignes de puissance E/S n’implique pas nécessairement une
propagation correcte de la bicausalité lors de la construction du modéle inverse et donc &
ce stade, nous ne pouvons pas conclure sur I'inversibilité du modéle. Néanmoins, en cas de
non inversiblité, I’analyse acausale permet d’arréter 1’étude de I'inversibilité & un niveau
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plus simple qui ne nécessite pas 'orientation des équations.

— condition nécessaire 2 : Bien que cette deuxiéme condition soit plus compléte que la
premiére (puisqu’elle élimine un certain nombre de cas qui ne peuvent pas étre détectés par
Panalyse des lignes de puissance), elle n’est pas suffisante pour conclure sur U'inversibilité
du modele. En effet, I’existence d'un ensemble de chemins causaux E/S disjoints assure
seulement la propagation de la bicausalité le long des lignes de puissance E/S lors de la
construction du modéle inverse. Mais ceci ne garantie pas que I'affectation de la causalité
au reste du modéle n’aboutisse pas & une boucle causale non résoluble.

— condition nécessaire 3 : Cette condition d’inversibilité est toujours vérifiée sur des mo-
deles bond graph présentant une structure arborescente (sans cycle de liens bond graph)
[Ngw97].

Modéle bond graph d’ordre minimal

L’inversion d’un modeéle d’état (linéaire ou non linéaire) permet 'obtention d’un modéle
inverse d’ordre plein qui posséde un espace d’état de méme dimension que celui du modéle
direct. Néanmoins, SILVERMAN [Sil68]| a démontré que la dimension de I’espace d’état du modele
inverse peut étre réduite. Cette réduction permet 'obtention du modéle inverse d’ordre minimal
dont toutes ses variables d’état sont indépendantes. Ce type de modéle permet la simplification
des différentes manipulations comme la commande découplante ou la synthése paramétrique
(section 1.4). NGwoMPO [Ngw97, Ngw05| a deéfinit une procédure bond graph (procédure 1)
permettant de retrouver directement le modéle inverse d’ordre minimal & partir de la notion
d’ordre d’un ensemble de chemins causaux disjoints (définition 42, annexe E).

Procédure 1. Soit un modéle bond graph vérifiant ’hypothése 1 et inversible (vérifiant le cri-
tére d’inversibilité 3). Un modéle inverse d’ordre minimal peut étre obtenu comme suit [Nqw97,
Ngw05] :

1. Choisir un ensemble de m chemins causauz E/S disjoints d’ordre minimal ;

2. Déterminer l’ensemble de m lignes de puissance E/S disjointes associé a cet ensemble de
chemins causauzr E/S disjoints ;

3. Construire le modéle bicausal en propageant la bicausalité le long des lignes de puissance
appartenant & 'ensemble déterminé o l’étape précédente.

Remarque : n — wpiy représente la dimension minimal que 'espace d’état du modele inverse
peut avoir [Ngw97|, ot n est la dimension de I’espace d’état du modeéle direct et wyy, est 'ordre
minimal qu’un ensemble de m chemins causaux E/S disjoints peut avoir.

1.3.4 Le dimensionnement sur des critéres dynamiques et énergétiques

L’approche directe, présentée dans la section 1.3.2, a été la premiére approche utilisée pour
résoudre le probléme de dimensionnement, en particulier, le probléme de sélection de composants
sur étagere avec les méthodes de NEWTON JR |[New50| et de CEUILLET [Coe69|. Ces méthodes
sont basées sur des critéres statiques obtenus en considérant des situations dites critiques. L’ap-
proche inverse a été utilisée, par la suite, pour des problémes de sélection en robotique dans
les travaux de POTKONJAK et JAKSIC [Pot86]|, de VUKOBRATOVIC et al. [Vuk87| et de DE-
QUIDT [Deq98, Deq00].

Les premiers travaux réalisés au sein du Laboratoire d’Automatique Industrielle (LAT), de-
venu aujourd’hui le laboratoire Ampére, sur le dimensionnement des systémes mécatroniques
s’inscrivent dans le cadre des travaux de SCAVARDA et al. [Sca91, Ama91]. Ensuite, NGwWOMPO
et al. [Ngw96, Ngw97| proposent une méthodologie de dimensionnement des systémes mécatro-
niques en se basant sur des critéres dynamiques et énergétiques. Cette méthodologie repose sur
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Iinversion des modéles bond graph (cf. section 1.3.3 et annexe A). Elle se restreint aux systémes
a parameétres localisés : le niveau géométrique, ol les comportements dynamiques sont influencés
par la dimension spatiale des composants, n’est pas considéré. Néanmoins, une extension aux sys-
témes & parameétres répartis a été établie dans la thése de DERKAOUI [Der05]. Dans le cadre de
nos travaux, nous nous intéressons uniquement au dimensionnement des systémes & parameétres

localisés.
B Détermination de la commande en boucle ouverte
Mémes étapes i chaque étage de la chaine d’actionnement
*f—_—— e e e e e e e e e e e e e e =
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Fic. 1.15 — Dimensionnement par modéles bond graph inverses : dimensionnement étage par
étage [Jarl0Q)].

Les différentes étapes de la méthodologie

Dans le cas d’une chaine d’actionnement simple, les étapes décrites ci-dessous permettent
de dimensionner l'actionneur. Dans le cas d’une chaine d’actionnement compléte (cascade de
plusieurs chaines d’actionnement par exemple), les spécifications sont remontées tout le long de
la structure grace a des inversions successives (inversion du modeéle de la charge puis inversion
du modeéle (charge+actionneur) et ainsi de suite) afin de dimensionner les différents composants
(figure 1.15). Ainsi, les différentes étapes de la méthodologie sont appliquées pour chaque étage.
Finalement, la commande en boucle ouverte du systéme peut étre déterminée.

1. Adéquation : Cette étape consiste & vérifier I'inversibilité du modéle de ’étage en question
(charge par exemple) et le bon choix des spécifications des trajectoires dans le cahier des
charges : le concepteur s’assure qu’il y a une adéquation entre la structure du modéle et
les spécifications.

2. Spécification : Cette étape consiste a construire le modeéle bond graph inverse (cf. an-
nexe A) du modele de étage et a calculer ses variables de puissance en entrée qui per-
mettent d’obtenir les trajectoires spécifiées en sortie.

3. Sélection : Cette étape consiste a exploiter les résultats obtenus lors de ’étape précédente
afin de choisir un actionneur dans le catalogue des actionneurs disponibles. En effet, les
variables de puissance en entrée (e,u:(t) et fous(t)) de Pétage en aval correspondent aux
variables de puissance que doit fournir en sortie I’étage en amont. Seuls les actionneurs ca-
pables de fournir les valeurs maximales de ey (1), de foui(t) et de la puissance gyt (t) fout (t)
sont sélectionnés. Des critéres supplémentaires, comme le prix, ’encombrement ou encore
la consommation d’énergie par exemple, peuvent affiner la sélection.
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4. Validation : Cette étape consiste & valider le choix de I'actionneur réalisé & ’étape précé-
dente. Pour ce faire, il faut :

(a) modéliser I’actionneur choisi;

(b) coupler le modeéle de 'actionneur aux modeéles des sous-systémes en aval (la charge
dans le cas d’une chaine d’actionnement simple) ;

(c) vérifier, pour le modeéle ainsi obtenu l'adéquation entre la structure et le cahier des
charges (étape 1) ;

(d) sile modele obtenu est inversible alors construire le modeéle bond graph inverse corres-
pondant et déduire les évolutions des variables de puissance e;,(t) et fin(t) en entrée
de lactionneur pour que la charge satisfasse les spécifications du cahier des charges;

(e) tracer les évolutions de e;,(t) et fin(t) dans un plan (effort, flux), superposer le gabarit
d’entrée!® de I'actionneur sélectionné et valider ou refuser le choix de l’actionneur
(figure 1.16).

Remarque : L’étape de validation de ’actionneur correspond également a I’étape de spécification
pour l’étage en amont.

'y f‘
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FiG. 1.16 — Méthodologie de dimensionnement : étape de validation.

Avantages par rapport a I’approche classique

Comparée aux méthodes de I'approche classique, cette méthodologie permet de :

'5Le gabarit d’entrée (resp. de sortie) d’un actionneur correspond aux variables d’effort et de flux ainsi qu’a
la puissance maximales que cet actionneur peut accepter en entrée (resp. fournir en sortie). Ces grandeurs sont
déterminées par le constructeur.
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— réduire le nombre d’itérations de simulation,

— sélectionner les composants sur des critéres dynamiques,

— spécifier le gabarit d’un nouvel actionneur si aucun des existants ne répond aux exigences,
— évaluer les marges de sur- ou sous-dimensionnement, (figure 1.16),

— aider & la rédaction du cahier des charges.

La meéthodologie a été utilisée, dans un contexte académique notamment pour résoudre un
probléme de conception de systémes actifs (cf. travaux de MILED [Mil03]) et dans un contexte
plus industriel pour :

— l’étude d’une chaine de traction ferroviaire (cf. travaux de GANDANEGARA et al. [Gan03,

Gan07]),
— dimensionnement d’une direction assistée électrique (cf. travaux MECHIN [Mec03a,Mec03b|),
— et dimensionnement d’une chaine de traction automobile (cf. travaux LAFrFITE [Laf04]).

1.4 La méthodologie de dimensionnement pour la synthése para-
métrique

La méthodologie de dimensionnement présentée dans la section précédente peut étre utilisée
dans plusieurs aspects de la conception des systémes mécatroniques :

1. Dimensionnement/Sélection de composant : Cet aspect consiste & sélectionner puis
valider un ou plusieurs composants de la chaine d’actionnement (cf. section 1.3.4).

2. Détermination de la commande en boucle ouverte : Cet aspect consiste & remonter
les spécifications tout le long de la structure jusqu’a déterminer la commande en boucle
ouverte (figure 1.17).

3. Comparaison d’architectures : Cet aspect consiste & imposer le méme cahier des charges
& des architectures différentes et & comparer, aprés leur inversion, leurs performances selon
des critéres de comparaison (cf. [Laf04]).

4. Vérification de ’adéquation cahier des charges/structure : Cet aspect consiste a
effectuer une analyse structurelle'® afin de vérifier si les spécifications du cahier des charges
peuvent étre supportées par la structure modélisée du systéme. En cas d’inadéquation, la
méthodologie peut apporter une aide a la rédaction du cahier des charges et /ou a la synthese
d’architecture.

5. Synthése paramétrique : Comme il a été précisé dans la section 1.3.1, la synthése pa-
ramétrique consiste & dimensionner, a partir des spécifications des sorties, un ou plusieurs
parameétres du modele de la chaine d’actionnement [Ngw98, Laf04]. Cet aspect de la mé-
thodologie sera développé dans la suite de cette section.

Commande
Modéle direct Modéle " 2
des dispositifs inverse du | | . va];if\’lzc L invh::i$e(}§ a MS.S :: Cahier des
de fourniture 7| modulateur Pactionnenr charee = charges
d’énergie de puissance &

FiG. 1.17 — Détermination de la commande en boucle ouverte par la méthodologie de dimension-
nement sur des critéres dynamiques et énergétiques.

La vérification de 'adéquation cahier des charges/structure et la synthése paramétrique seront
approfondies dans le chapitre 3.

161 ’analyse structurelle sera abordée dans la section 1.5 et détaillée dans le chapitre 3.
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1.4.1 Probléme de synthése paramétrique

1l existe une grande différence entre un probléme de synthése paramétrique et un probléme
d’identification paramétrique. Un probléme d’identification permet la détermination des para-
meétres inconnus d'une structure, choisie a priori, en exploitant des résultats de mesures ou de
simulations obtenus pour des entrées données [Wal94|. Ces entrées sont compatibles (au bruit
prés) avec les sorties puisque les évolutions de ces sorties ont été obtenues pour ces entrées [Dec02].
En revanche, un probléme de synthése paramétrique (figure 1.18) vise la détermination des pa-
ramétres inconnus d’une structure donnée & partir de la connaissance des spécifications sur les
sorties et des commandes [Ngw98|. Ces données, spécifiques & un probléme de synthése paramé-
trique, exigent la compatibilité des commandes et des spécifications avec la structure du modéle.

R
eR(t)?—[fn(t)'?
Modéle Modéle
Dk :|> direct des S Jonction [ inverse des 1 MS.S, Cahier des
composants Ooul composants ° :ll charges
en amont en aval

Fia. 1.18 — Syntheése paramétrique d’un élément dissipatif R.

Dans un probléme de sélection/validation d’un composant de la chaine d’actionnement, les va-
riables de puissance de ce composant, obtenues par inversion, sont superposées dans un plan
(effort, flux) a des gabarits d’actionneurs disponibles (figure 1.16). Dans un probléme de synthése
paramétrique, ol il existe des relations entres les variables de puissance obtenues par inversion,
I’étude est menée dans ce type de plan en fonction de la nature du composant bond graph en
question. Par exemple pour la synthése paramétrique du composant dissipatif R (figure 1.18), les
variables de puissance obtenues par inversion (er(t) et fr(t)) sont tracées dans un plan (effort,
flux)'7. Pour un élément bond graph linéaire, la loi d’évolution obtenue dans le plan (effort, flux)
est une droite dont la pente correspond 4 la valeur du parameétre. Par contre, une incompatibilité
des commandes et des spécifications avec la structure du systéme se traduit par une caracté-
ristique non linéique. Dans ce cas, le tracé dans le plan (effort, flux) peut correspondre a une
caractéristique d’un sous-systeme.

Remarque : Pour assurer la compatibilité des commandes et des spécifications avec la structure
du modéle, LAFFITE [Laf04] propose un bouclage E/S qui consiste en une fonction de transfert
dans le cas linéaire et une relation temporelle dans le cas non linéaire traduisant le comportement
E/S désire!® (figure 1.19).

1.4.2 Synthése de tolérance paramétrique par analyse par intervalles

Les travaux de NGwoMPO [Ngw98| et de LAFFITE [Laf04] sur la synthése paramétrique par
la méthodologie de dimensionnement ne tiennent pas compte des incertitudes paramétriques. En
effet, dans ces travaux, les spécifications des sorties sont des trajectoires temporelles nominales.
Cependant, ces spécifications sont des contraintes assez fortes parce qu’elles ne tiennent pas
compte des incertitudes admissibles sur les trajectoires des sorties. Définir un domaine de fonc-
tionnement admissible pour chaque sortie permettra de déterminer les tolérances paramétriques
dans la phase du dimensionnement appelée dans ce cas synthése de tolérance paramétrique. Dans

'"Pour un élément C (resp. I), Iinversion permet de déterminer les variables ec(t) et go(t) (vesp. pr(t) et fr(t))
qui seront tracées dans un plan (e, q) (resp. (p, f)).

181.e comportement E /S désiré, éventuellement spécifié dans le cahier des charges, doit étre différent du modéle
inverse de la structure du systéme sinon nous risquons d’imposer a priori la valeur du paramétre recherchée.
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R
eR(t)?—[fn(t}?
Modéle Modéle
:: direct des Jonction inverse des |, :1] Cabhier des
Commande composants 7 Ooul A | composants MSSi charges
en amont en aval
| Modele de

comportement [

Fia. 1.19 — Compatibilité des commandes avec les spécifications dans un probléme de synthése
paramétrique.

ce contexte, 'analyse par intervalles'® a été utilisée pour caractériser les tolérances sur les para-
metres & partir des incertitudes spécifiées sur les sorties [Hoc02,Ly,04]. Ainsi, les trajectoires des
sorties et de leurs dérivées successives?’ sont caractérisées par une marge de variation : chaque
sortie et chaque dérivée est décrite par un intervalle et ce, pour chaque instant ¢;. La procé-
dure alors proposée pour la synthése de tolérance paramétrique peut étre résumée par les étapes
suivantes :

1. Remonter les spécifications, par inversion, au niveau de 1’élément portant le parametre
incertain comme il a été expliqué dans la section précédente.

2. Exprimer les variables de puissance et/ou les variables d’énergie en fonction des entrées,
des sorties, de leurs dérivées successives et des paramétres connus.

3. Déduire I'expression de la loi caractéristique de 1’élément en fonction des entrées, des sorties,
de leurs dérivées successives et des paramétres connus.

4. A partir des intervalles de tolérance imposés sur les sorties et sur leurs dérivées successives
pour chaque instant ¢; et & partir de la connaissance des entrées et des autres parameétres,
calculer par arithmétique par intervalles 'intervalle de variation du parameétre inconnu pour
chaque instant ¢;.

5. L’intervalle résultat est obtenu par I'union de tous les intervalles calculés.

Cette procédure a été appliquée dans ’annexe B pour la synthése paramétrique de la résistance
électrique d’un moteur a courant continu.

Remarque : Les enveloppes sur les trajectoires nominales des sorties et sur les dérivées succes-
sives peuvent étre définies par des courbes ayant des formes différentes de celles nominales. Ces
enveloppes représentent des intervalles fonctions du temps.

1.5 L’analyse structurelle et comportementale

Les méthodes classiques de conception et de dimensionnement reposent le plus souvent sur
une analyse dépendante des valeurs numériques des différents parametres. Cependant, en pré-
sence d’incertitudes paramétriques, ce type d’analyse doit étre mené pour chaque valeur possible

191 ’analyse par intervalles, basée sur ’arithmétique par intervalles, permet de caractériser les domaines de
variation des variables de sortie d’'un modéle lorsque les variables d’entrée varient dans des ensembles ou des
intervalles donnés a priori [Kie99].

20D ’inversion d’un modéle entraine I’apparition des dérivées successives des différentes sorties. Pour plus de
détails, voir chapitre 3.
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de chaque parameétre, ce qui peut faire augmenter considérablement le temps de conception.
L’une des originalités de la méthodologie de dimensionnement sur des critéres énergétiques et
dynamiques, développée au sein du laboratoire Ampére, est sa phase d’analyse structurelle. Cette
analyse permet au concepteur, indépendamment des valeurs numériques, de vérifier si les spéci-
fications du cahier des charges sont en adéquation avec la structure du modéle de conception et
si ce dernier est inversible. RAHMANI [Rah93| a proposé la définition suivante pour une propriété
dite structurelle et ce, dans le contexte d’une représentation bond graph :

Définition 1. Une propriété d’un systéme est dite structurelle si [Rah93] :
— elle ne dépend que du type d’éléments bond graph qui composent le modéle du systéme et de
la facon dont ils sont interconnectés, non pas des valeurs numériques de ses parameétres ;
— elle est vérifice pour toutes les valeurs des parameétres sauf éventuellement pour quelques
valeurs particuliéres.

1.5.1 Les outils de I’analyse structurelle

Plusieurs travaux ont été réalisés sur analyse structurelle des systémes. Les premiers [Lin74,
Shi76, Glo76, Fra79a, Fra79b, Sch81]| portent sur I’étude de la commandabilité et 'observabilité
structurelles. Par la suite, plusieurs approches ont été développées pour mener cette analyse :
approche modele d’état [Dio82, Var82, Com86, Laf90, Her93|, approche matrice systéme [Ros70],
approche géométrique [Des82, Com82, Des85, Des88|, approche systéme structuré [Van91, Dio93,
Kar05, Kar07, Com10|, approche digraphe |Eva79, Yam85, Rei88| et récemment I’approche bond
graph [Sud86,Sue91,Rah93,Ngw97,Jar10]. A travers ces différentes approches, I’analyse structu-
relle a permis d’étudier et de résoudre plusieurs problémes comme ’analyse de la structure finie
et infinie, I'inversion, le découplage, le placement de poles, le rejet de perturbations, I’étude de la
dualité, la commandabilité et 'observabilité. En respectant les hypothéses 1 et 2, JARDIN [Jar10]
a établi une comparaison entre différentes approches de ’analyse structurelle afin de déterminer
le domaine de validité de chacune d’entre elles. Les approches concernées par cette comparaison
sont : ’approche modéle d’état, ’approche systéme structuré et ’approche bond graph. Avant de
présenter cette étude comparative, nous proposons une bréve présentation de chaque approche.

Approche modéle d’état

Un modele d’état d'un systéme X linéaire et invariant dans le temps peut s’exprimer sous
une forme matricielle (systéme d’équations 1.1) ou sous une forme graphique par 'intermédiaire
d’un digraphe qui est un graphe dont les arcs sont orientés. Le digraphe associé au systéeme X
comprend [Yam85, Rah97]| :

— un ensemble de sommets V. = UU X UY oa U = {uy,..,un}, X = {x1,...,2,} et

Y = {y1,...,ym} sont les ensembles de sommets associés respectivement aux variables
d’entrée, d’état et de sortie du modéle;

— un ensemble d’arcs £ = Fpo U Eg U Ec U Ep avec :

Ea ={(zj,xi)|a;; # 0}
Eg = {(uj, zi)|bi; # 0}
Ec = {(xj,yi)lcij # 0}
Ep = {(uj,y:)|dij # 0}

(xj, ;) représente I'arc orienté partant du sommet z; € X vers z; € X et a;; correspond au
coefficient situé sur la i®® ligne et la j*™° colonne de la matrice A. Il en est de méme pour Eg,
Ec et Ep avec respectivement la matrice B (sommets u; € U et x; € X, b;; coefficient de B),
la matrice C (sommets z; € X et y; € Y, ¢;; coeflicient de C) et la matrice D (sommets u; € U

et y; € Y, dj; coefficient de D).
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Approche systéme structuré

Comme pour le modéle d’état, un systéme structurée peut s’exprimer sous la forme d’une
représentation matricielle ou sous la forme d’une représentation graphique.

Représentation matricielle
Un systéme structuré X est décrit par le modéle suivant :

5, {)‘((t) = A,x(t) + Byu(t)

(15)
y(t) = Cxx(t) + Dyu(?)

Les coefficients nuls des matrices Ay, By, C) et D) sont connus. Les valeurs des autres coeffi-
cients qui sont supposés indépendants?! sont inconnus. Ils sont représentés par \;.

Représentation graphique
Un systéme structuré 3y peut étre représenté par un digraphe structuré qui comprend [Dio03] :
— un ensemble de sommets V =U U X UY ;
— un ensemble d’arcs F\ = Ea, U EB, U Ec, U Ep, ;
Les ensembles V' et F sont définis de la méme maniére que pour un digraphe classique a la seule
différence que chaque arc orienté (x;, ;) (resp. (uj, x;), (xj,v:), (uj,y;)) d'un digraphe structuré
a un poids égal au coefficient non nul situé sur la i ligne et la j*™° colonne de la matrice Ay
(resp. B)\, C)\, D)\).

Approche bond graph

Le modele bond graph consiste en une représentation graphique des transferts d’énergie au
sein d’un systéme. Cependant, le modéle mathématique associé peut étre déduit & partir de
Pexploitation cette représentation (procédure 25, annexe E). Contrairement aux deux autres
approches qui sont des représentations causales (issues d’équations orientées), un modeéle bond
graph peut étre une représentation tantét acausale et tant6dt causale. Par exemple, pour I’étude de
Pinversibilité d’'un modeéle bond graph (section 1.3.3), le modeéle bond graph acausal est analysé
avant de passer au modéle causal et ce, pour assurer une analyse du modéle par niveau. Cet
aspect est développé dans ce qui suit.

1.5.2 Différentes approches...différents niveaux d’analyse

Les trois approches décrites ci-dessus se distinguent entre elles par un niveau d’information

et un niveau de description différents sur le comportement du systéme (figure 1.20) :

— L’approche systéme structuré est une représentation globale ot seule la structure mathéma-
tique du modéle d’état correspondant est modélisée. Le niveau d’information associé est
structurel.

— L’approche modéle d’état est une représentation globale ou les dépendances entre les diffé-
rents coefficients matriciels (liés au comportement physique du systéme) sont considérées
en plus de la structure mathématique. Le niveau d’information associé est le niveau d’infor-
mation comportemental si les valeurs numeériques des coefficients ne sont pas considérées.

— L’approche bond graph est une représentation locale qui tient compte d’une part de la
structure du systéme (niveau d’information structurel) et d’autre part des lois caractéris-
tiques des phénomeénes physiques mis en jeu (niveau d’information comportemental).

— Une résolution numérique & partir du modéle d’état ou du modéle bond graph peut étre
menée, ce qui n’est pas le cas pour un modéle structuré. Le niveau d’information associé
est alors numérique.

2 Les coefficients des différentes matrices sont tous indépendants entre eux.
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Remarque : Un modéle bond graph est un modéle de connaissance qui permet de décrire la
structure énergétique du systéme de maniére locale notamment par la représentation des diffé-
rents phénomeénes physiques (dissipation et stockage d’énergie etc...). Par contre, les approches
systémes structurés et modéle d’état offrent une vision plus globale du systéme et ce, en élimi-
nant implicitement certaines variables de puissance locales. En effet, un coefficient d’une matrice
figurant dans une représentation d’état correspond & la somme des gains de certains chemins
causaux (cf. procédure 25, annexe E). Ainsi, en analysant une représentation d’état, il est diffi-
cile d’identifier que tel parameétre est associé & tel phénomeéne physique. C’est pour cette raison
que I’approche bond graph facilite I'interprétation physique des systémes.

L’utilisation d’une approche plutét qu’une autre dépend de 'objectif de I'étude et des in-
formations disponibles sur le systéme étudié. L’approche modéle d’état peut étre préférée parce
qu’elle facilite les manipulations mathématiques et I'implémentation des lois de commande. L’ap-
proche bond graph peut étre choisie pour ses caractéristiques graphiques et parce qu’elle favorise
les interprétations physiques. Pour ’approche systéme structuré, bien qu’elle couvre un niveau
d’information plus restreint, elle peut s’avérer appropriée pour la synthése d’architecture.

Niveau de
description
A

Global =

Modéle d’état

1 ] 1 -
T 1 t »>

) . Niveau
Structurel Comportemental Numérique - .
po 4 d’information

F1a. 1.20 — Niveaux de description et d’information des différentes approches [Jar10].

Ces différences aux niveaux information et description impliquent différents niveaux d’analyse
qui ont été évoqués, pour la premiére fois, par RAHMANI [Rah93, Rah97] et qui ont été précisés
par JARDIN [Jarl0] :

— le niveau d’analyse structuré ou seule la structure du modéle est considérée. Les coef-

ficients matriciels du modéle sont supposés indépendants.

— le niveau d’analyse BG-structurel ot seule la structure locale énergétique du modeéle

est considérée. Les dépendances entre les phénomeénes physiques ne sont prises en compte.

— le niveau d’analyse comportemental ol non seulement la structure du modéle est prise

en compte mais aussi certaines dépendances phénoménologiques.

— le niveau d’analyse numérique ot les paramétres sont remplacés par leur valeur numé-

rique.

Ainsi, approche systéme structuré peut conduire au niveau d’analyse structuré, 'approche mo-
deéle d’état permet d’établir trois niveaux d’analyse : le niveau structuré, le niveau comporte-
mental et le niveau numérique. Enfin, "approche bond graph permet d’établir également trois
niveaux d’analyse : le niveau BG-structurel, le niveau comportemental et le niveau numérique.
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Remarques :

Le critére d’inversibilité 3 (cf. section 1.3.3) répond a différents niveaux d’analyse : le niveau
BG-structurel en analysant les lignes de puissance E/S sur le modeéle bond graph acausal et
les chemins causaux E/S sur le modéle bond graph causal et ce, sans tenir compte de leur
gain. L’étude de la résolubilité de la structure de jonction du modéle bond graph inverse
implique un niveau d’analyse comportemental. Le critére d’'inversibilité 2 reléve quant a
lui d’un niveau d’analyse comportemental.

Dans la suite de ce mémoire, on appellera une propriété comportementale toute propriété
déduite analytiquement d’un modéle d’état ou d’'un modeéle bond graph par considération
des gains des chemins causaux.

Le niveau d’analyse structurel fera référence au niveau structuré pour une représentation
non énergétique et au niveau BG-structurel pour une représentation bond graph.

Niveau
d’analyse
comportemental

Niveau
d’analyse
numeérique

Niveau
d analyse
structurel

Fia. 1.21 — Classification des niveaux d’analyse par ordre d’inclusion.

Une classification des différents niveaux d’analyse par ordre d’inclusion est donnée figure 1.21.
Cette classification permet ’analyse globale suivante :

N

si une propriété est fausse & un certain niveau d’analyse alors il est inutile de passer au
niveau d’analyse inférieur,

si une propriété n’est pas vérifiée au niveau d’analyse structurel alors le concepteur doit
revoir la structure du systéme,

si une propriété est vérifiée au niveau d’analyse structurel et non vérifiée au niveau d’analyse
comportemental alors le concepteur doit revoir les lois phénoménologiques mises en jeu,
si une propriété est vérifiée aux niveaux d’analyse structurel et comportemental et non
vérifiée au niveau d’analyse numérique alors le concepteur doit revoir les valeurs numériques
des différents paramétres.

une propriété vérifiée au niveau d’analyse numérique est nécessairement vérifiée aux niveaux
d’analyse structurel et comportemental.

L’intérét de ces niveaux d’analyse réside dans la possibilité de mettre en place une démarche
chronologique dans le travail de conception ou de reconception. Cette démarche sera détaillée
dans le chapitre 3.

Conclusion

Dans ce premier chapitre, une bréve présentation de la mécatronique et de ses différents
domaines d’application a été établie. Ensuite, ’architecture d’'un systéme mécatronique a été
présentée de maniére simple comme 1’association d’une chaine d’actionnement et d’une partie
commande. Malgré les avancées technologiques, le comportement du systéme mécatronique peut
s’écarter du comportement nominal désiré théoriquement et ce, a cause des facteurs incertains
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qui ont été cités dans ce chapitre. Nos travaux se restreignent aux variations des valeurs numeé-
riques de certains parameétres du systéme. Plusieurs outils de modélisation et d’étude ont été
développés dans la littérature pour la caractérisation des systémes incertains et pour la mesure
de I'impact de ces incertitudes sur le comportement du systéme. Ainsi, un état de ’art sur ces
outils, et plus précisément sur ’étude de sensibilité, la représentation d’état, I’approche ensem-
bliste et ’approche probabiliste, a été établi. Cependant, la prise en compte des incertitudes
paramétriques dans le cycle de conception permet de limiter et de prévoir la zone de fonctionne-
ment admissible. Dans ce contexte, le cycle de conception et le dimensionnement d’un systéme
mécatronique ont été présentés. Puisque la méthodologie de dimensionnement par inversion des
modéles bond graph a montré un intérét et comme nos travaux de recherche représentent une
contribution & cette méthodologie, ses différentes étapes et ses différents aspects ont donc été
développés. Ensuite, la synthése paramétrique contribuant au dimensionnement a fait l’objet de
la section suivante. Des travaux récents sur la synthese paramétrique par inversion du modéle
bond graph et faisant appel & I’analyse par intervalles ont également été discutés. L’analyse struc-
turelle et 'analyse comportementale qui représentent I'une des originalités de la méthodologie de
dimensionnement ont fait ’objet de la derniére section. Ces aspects permettent au concepteur de
vérifier, indépendamment des valeurs numeériques, si les spécifications du cahier des charges sont
en adéquation avec la structure du modéle de conception. Différentes approches utilisées pour
établir ces analyses ont été briévement présentées. Ces approches se distinguent entre elles par
un niveau d’information et un niveau de description différents sur le comportement du systéme,
ce qui implique différents niveaux d’analyse. L’analyse structurelle et comportementale seront
reprises et illustrées dans le chapitre 3.

Dans le chapitre suivant, différents aspects de ’analyse et de la modélisation des incertitudes
paramétriques sont abordés. Tout d’abord, un état de I’art est établi sur les différents travaux
qui ont été réalisés sur la représentation bond graph des incertitudes paramétriques. Ensuite,
nous proposons des contributions au bond graph incertain (l'une des approches développées).
Ces contributions consistent en des procédures alternatives pour la détermination graphique du
modele d’état canonique et du modéle standard d’interconnexion. Enfin, une modélisation stan-
dard d’interconnexion est proposée pour les éléments bond graph multiport. La représentation
bond graph standard d’interconnexion de ces éléments fait appel & une procédure de décompo-
sition. Dans ce contexte, deux nouvelles procédures de décomposition sont proposées.

Le troisiéme chapitre est consacré principalement & 1’étape de la vérification de I'adéquation
des spécifications du cahier des charges a la structure retenue pour le modéle de conception. Dans
une premiére partie, nous proposons de nouvelles procédures graphiques permettant la détermi-
nation des différents invariants caractérisant la structure d’'un modéle & partir du modéle bond
graph bicausal afin de vérifier si les spécifications peuvent étre portées par la structure retenue
notamment en terme de dérivabilité. Dans une seconde partie, nous cherchons & approfondir
davantage cette étape de vérification de ’adéquation. Ainsi, nous proposons une procédure de
vérification de I’adéquation pour des spécifications des sorties définies sous forme de comporte-
ment type. Dans cette étude, les différents niveaux d’analyse sont considérés. Si cette adéquation
n’est pas vérifiée alors des recommandations pour la remise en question des spécifications ou de
la structure du modeéle de conception sont proposées. Enfin, nous établissons la relation entre la
vérification de I'adéquation au niveau d’analyse numérique et la synthése paramétrique qui peut
étre déployée pour la synthése des tolérances.

Dans le dernier chapitre, nous nous intéressons de plus prés & la prise en compte des incerti-
tudes dans la démarche de dimensionnement des systémes mécatroniques par inversion et ce, en
utilisant une approche probabiliste. Tout d’abord, certaines notions de base de ’approche pro-
babiliste, utilisées dans ce travail, telles que la fonction de densité de probabilité et les grandeurs
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caractéristiques sont rappelées. Ensuite, nous reformulons les travaux de L1 et CHEN |Li 06b, Li
08, Che09b, Li 09], sur la description de I’évolution de la densité de probabilité au sein d’un sys-
téme stochastique dynamique, pour un modéle dynamique inverse. Cette reformulation permet
la détermination des tolérances sur les entrées et sur les paramétres & partir des spécifications
des incertitudes sur les sorties. Enfin, les régles de construction et d’exploitation d’un modéle
bond graph probabiliste sont proposées.

Ce travail est une contribution & la méthodologie de dimensionnement des systémes mécatroni-

ques se basant sur des critéres dynamiques et énergétiques et, plus précisément, & :

— la phase d’analyse structurelle et comportementale permettant, en premier lieu, la vérifica-
tion de I'adéquation des spécifications du cahier des charges avec la structure retenue pour
le modeéle de conception et en deuxiéme lieu, l'aide & la rédaction du cahier des charges en
cas d’inadéquation,

— la prise en compte des spécifications des incertitudes sur les sorties pour la synthése des
tolérances paramétriques ou pour la détermination des tolérances sur les entrées.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux aspects de l'analyse et de la modélisation des
incertitudes paramétriques. En effet, certains travaux ont été réalisés sur la représentation des
incertitudes paramétriques tenant compte de critéres énergétiques et dynamiques et utilisant
le formalisme bond graph. Les travaux de GAWTHROP et RONCO [Gaw99, Gaw(00] permettent
d’analyser dans le domaine temporel la sensibilité du comportement du systéme a la variation de
certains parameétres et ce, & partir du modeéle bond graph de sensibilité. Par ailleurs, les travaux
de BORUTZKY et al. [Bor01,Bor02,Bor04, Bor06| permettent de construire le modeéle bond graph
incrémental qui sert & ’analyse de sensibilité dans le domaine de LAPLACE. Enfin, les travaux
de DAUPHIN-TANGUY et KaM [Dau99b, Kam01,Kam05] permettent d’établir des modeéles d’état
des systémes linéaires incertains adaptés pour ’analyse de la robustesse et pour la commande
robuste et ce, a partir du bond graph incertain. Ce dernier a été établi pour les éléments 1-port
et les transducteurs 2-ports.

L’objectif de ce chapitre est de rappeler ces approches et d’apporter des contributions au
bond graph incertain. Ces contributions peuvent se résumer en des procédures alternatives (cf.
procédure 2 et section 2.2) pour la détermination graphique du modéle d’état canonique et du
modéle standard d’interconnexion (représentations d’état adaptées aux systémes linéaires incer-
tains). Pour la modélisation standard d’interconnexion et en plus des éléments 1-port et des
transducteurs 2-ports, le cas des éléments multiport est traité (contributions introduites dans
la section 2.3 notamment par les procédures 5 et 6). La représentation bond graph standard
d’interconnexion de ces éléments multiport (R, I et C) repose sur une procédure de décomposi-
tion. Dans ce sens, deux nouvelles procédures de décomposition sont proposées dans ce chapitre
(procédures 3 et 4).

Les contributions de ce chapitre portent sur la représentation bond graph des incertitudes
paramétriques et ce, dans I'objectif d’utiliser cette représentation dans la méthodologie du di-
mensionnement (qui se base sur le formalisme bond graph) notamment pour la synthése des
tolérances.

2.1 Modélisation des incertitudes paramétriques par ’approche
bond graph

Trois approches différentes ont été principalement développées pour la modélisation et I’étude
des incertitudes paramétriques par le formalisme bond graph : bond graph de sensibilité, bond
graph incrémental et bond graph incertain. Le bond graph de sensibilité et le bond graph incré-
mental permettent d’établir graphiquement les fonctions de sensibilité respectivement dans le
domaine temporel et dans le domaine de LAPLACE. L’analyse de sensibilité permet ensuite de
prédire leffet de la variation de chaque paramétre incertain sur le comportement du modele (cf.
section 1.2.2, chapitre 1). Le bond graph incertain permet d’établir graphiquement un modéle
d’état adapté pour ’analyse et la commande des systémes incertains. Deux principales formes de
représentation d’état existent dans la littérature pour la modélisation des systémes incertains :
le modéle canonique et le modéle standard d’interconnexion. Ces formes permettent de simplifier
I’étude de la robustesse et la synthése de lois de commande robustes.

Dans cette section, ces trois approches sont détaillées et nous proposons une procédure al-
ternative pour la détermination graphique du modéle d’état canonique (cf. procédure 2, sec-
tion 2.1.3). Cette procédure permet d’éviter certains calculs intermeédiaires de la procédure bond
graph existante.
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2.1.1 Bond graph de sensibilité

IL’analyse de sensibilité est 'un des outils pour l'étude de 'impact des incertitudes para-
métriques sur le comportement d’'un modeéle dynamique (cf. section 1.2.2, chapitre 1). Cette
analyse permet d’évaluer Ueffet de la variation des paramétres sur la variation de 1’état et de la
sortie et donc, sur le comportement du systéme (résultat qualitatif) tandis que ’analyse d’incer-
titude permet de quantifier I'incertitude induite sur la sortie du modéle en tenant compte des
incertitudes affectant les paramétres et les entrées du modele (résultat quantitatif). L’analyse
de sensibilité locale des systémes dynamiques a été développée par TOMOVIC et VUKOBRATO-
VIC | Tom68, Tom72]|. Elle consiste en la détermination des fonctions de sensibilité. Deux fonctions
de sensibilité principales sont utilisées dans la littérature : la fonction de sensibilité absolue dé-
finie par la dérivée partielle de la sortie par rapport a un paramétre p : % (cas de parameétres

indépendants) et la fonction de sensibilité relative définie par g—zg (cas de parametres dépen-

dants).

Pour faciliter la détermination des fonctions de sensibilité, deux approches bond graph ont
été développées de maniére indépendante : le bond graph de sensibilité ou encore sensitivity bond
graph permettant le calcul des fonctions de sensibilité dans le domaine temporel et le bond graph
incrémental ou encore Incremental bond graph permettant le calcul des fonctions de sensibilité
dans le domaine de LAPLACE. Ce dernier sera présenté dans la section 2.1.2.

Pour établir ’analyse de sensibilité d’un modéle bond graph dans le domaine temporel, CA-
BANELLAS et al [Cab95] et ROE et THOMAS [Roe00] ont utilisé les pseudo bond graphs! ou les
variables associées aux liens ne sont pas des variables de puissance mais des dérivées partielles
du premier ordre de l'effort et du flux. Le bond graph de sensibilité proposé par GAWTHROP et
RoNco [Gaw99, Gaw00| est une amélioration du pseudo bond graph. Sur le modéle bond graph,
on associe aux liens, en plus des variables de puissance, les dérivées partielles (par rapport aux
parameétres) de ces variables. Ainsi, le modele bond graph de sensibilité est un modéle bond
graph multi-liens qui est utilisé principalement pour 'optimisation, I'identification temps réel et
I’estimation d’état. Cette approche tient compte des deux hypothéses suivantes :

hypothése 3. Les incertitudes considérées sont des incertitudes paramétriques (structurées).

hypothése 4. Les différents paramétres sont indépendants.

Principe

Sur un modeéle bond graph, la relation constitutive d’un élément peut s’écrire sous la forme
suivante :

D(v(t),0) =0

T
ou v(t) = { e(t) f(t) } et @ est le vecteur contenant les paramétres du systéme. Pour les
éléments linéaires, cette relation constitutive peut s’écrire sous la forme suivante :

AT(@)v(t) =0

La sensibilité du vecteur v(t) par rapport au j*™¢ paramétre 6; est donnée par :

!Le pseudo bond graph a également été défini dans un tout autre contexte pour modéliser les systémes thermo-
dynamiques ot les variables associées aux liens bond graph ne sont pas des variables de puissance [Tho00,Kar06].
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La relation constitutive de sensibilité de I’élément par rapport au j*™° parameétre 0; s’écrit comme

suit 02(w(t),0)";, ., D(v(1).0)

Jou(t) +
ovu(t) ®) 00;
Pour les éléments linéaires, cette relation constitutive de sensibilité peut s’écrire sous la forme
suivante :

i @v(t), v(t),0) = =0

IAT(0)
+ -~ 7
09,

Considérons comme exemple ’élément dissipatif R ayant la loi caractéristique linéaire suivante :

AT (9 v(t) v(t) =0

d(v(t),0) = ATv(t) =ep — Rfr =0

T T
onv(t) = | er(t) fa(t)] etA@®)=|1 -R]|.
La relation constitutive de sensibilité par rapport au paramétre R peut étre écrite comme suit :
Oder Ofr

or For —fr=0

La relation constitutive de sensibilité par rapport & un parametre 6; différent de R peut étre
exprimée comme suit :
Oe 0
7R _ Rﬁ —
00, 00;

Considérons a présent, un élément R ayant la loi caractéristique non linéaire suivante :

0

er—Rfp=0
La relation constitutive de sensibilité par rapport au paramétre « est la suivante :

der a_10fR
Rafp 90,

o Rin (fr) f = 0

La relation constitutive de sensibilité par rapport & un autre parameétre ¢; est la suivante :

den o10fr

La propagation de la sensibilité tout le long du modéle bond graph se fait exactement de la méme
maniére que la propagation de la puissance (tableau 2.1).
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TaB. 2.1 — Propagation de la sensibilité dans la structure de jonction du modéle bond graph.

Elément de structure | Propagation de la puissance | Propagation de la sensibilité
de jonction
n n
Ofi
€fi=0 € =0
Jonction 0 ; i 2 '90; Vj
e1=...=ey g%;: :gg’;
n n
Oe;
ee; =0 € =0
Jonction 1 ; o ; K Vi
_ ofi . _ Ofn
fi=...=fa 6731_ .= 0,
a o]
TR,
. el = me 2=mzt Vv
Elément TF { ' g 20, — o0; J
fa=mfi It =ex +mG2
= il
b7
J J
_ dez _ .0f1 :
. e =7 =ry= Vv
Elément GY 1= 00, — 00, J
e2=rfi 91 = fo+ 2
0
G=h+r

Exemple

Considérons comme exemple le circuit électrique de la figure 2.1(a). Le modéle bond graph de
sensibilité associé est donné figure 2.1(b) : c’est un modéle multi-bond graph ou encore modéle
bond graph vectoriel (cf. section A.4 de I'annexe A). Ce modéle représente la juxtaposition du
modéle bond graph initial (ou des variables de puissance sont associées aux liens) et de différents
modéles bond graph découplés tel que chaque modéle permet de propager les dérivées partielles
par rapport & un parameétre incertain donné. La lettre « s» rajoutée devant les différents éléments
bond graph permet de faire la différence avec un modéle bond graph classique et par conséquent
d’exploiter le modeéle bond graph autrement (en utilisant les régles expliquées ci-dessus).

Les différents paramétres étant supposés incertains et indépendants, les fonctions de sensibi-
lité de la sortie par rapport aux différents paramétres sont données par les équations 2.1, 2.2, 2.3
et 2.4. Ces équations sont obtenues en exploitant le modeéle bond graph de sensibilité.

Oy _aef’:R%+f5:R<af3 8f6)+plp?

OR ~ OR OR OR OR) 'L Lo

_ ROpp ROp2  p1 p2

“T1.0R L, 0R I, L.

OL, 9L, 0L, \dL; 9L 59
R apl R apg R ( ) )

L,0L; IL,0L; L™

Oy _ Oes _ p0fs R<3f3 3f6)
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Oy _ Oes _ p0fs :R<8f3 3 afﬁ)
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T L1100y Ly 0L, « 12"*
%:%:R%:R(af:ﬁ_%>
oC — aC aC aC  aC 2.4)
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L1 0C Ly 0C
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(a) (b)

F1G. 2.1 — (a) Circuit électrique et (b) le modeéle bond graph de sensibilité associé.

2.1.2 Bond graph incrémental

Le bond graph incrémental a été développé par BORUTZKY et al. [Bor01,Bor02,Bor04, Bor(6|
afin de déterminer la fonction de sensibilité absolue du premier ordre dans le domaine de LAPLACE
et ce, & partir du modéle bond graph. Cette approche s’applique pour des systémes linéaires et
invariants dans le temps (hypothése 2, page 16) dont les différents parametres sont indépendants
(hypothése 4, page 33) et dont les incertitudes sont des incertitudes paramétriques (hypothése 3,
page 33).

Principe

Le bond graph incrémental permet de modéliser les variations Ae et Af des variables de
puissance e et f dues & des petites variations des parameétres du systéme. Les variations paramé-
triques sont représentées sur le modéle bond graph incrémental par le biais de sources modulées
par une variable de puissance nominale provenant du bond graph initial (ou les variations pa-
ramétriques sont supposées nulles). Ainsi, le bond graph incrémental fait appel au bond graph
initial. Dans ce qui suit, les modeéles bond graph incrémental d’éléments passifs 1-port (R et I)
sont présentés. Le principe de modélisation reste inchangé pour 1’élément de stockage C. Cette
représentation bond graph est similaire a celle présentée par KARNOPP [Kar77al.

Cas d’un élément dissipatif R. La relation constitutive de I’élément dissipatif R dont le parameétre
varie de AR par rapport & sa valeur nominale R,, s’écrit comme suit :

er + Aeg — (Rn + AR) (fR + AfR) =0

ou Aep (resp. Afr) est la variation de la variable de puissance er (resp. fr). Aprés une ap-
proximation du premier ordre, la relation constitutive variationnelle peut étre déduite :

Aep — RaAfr — ARfr =0
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Le modéle bond graph incrémental de ’élément R est donné figure 2.2(a).

Cas d’un élément de stockage I. La relation constitutive de I’élément I dont le paramétre varie
de AI par rapport & sa valeur nominale I,, est donnée par :

(p+ Ap) — (In+ AI) (fr + Af1) =0

ou Afr (resp. Ap) est la variation de la variable de puissance f; (resp. du moment généralisé
p). Aprés une approximation du premier ordre, la relation constitutive variationnelle peut étre
déduite :

Ap—LAf—Alfr=0

Le modéle bond graph incrémental de 1’élément I est donné figure 2.2(b).

Ner
Afg

Ms,:_fi Al
MS, : - f= . AR I

(a) (b)

F1a. 2.2 — Modéles bond graph incrémental (a) d’un élément R et (b) d’un élément 1.

La représentation d’état du modeéle bond graph nominal (les variations paramétriques sont
supposées nulles) est donnée par :

(2.5)

ol :

— x(t) est le vecteur d’état constitué des variables d’énergie associées aux éléments de sto-
ckage d’énergie en causalité intégrale (x(t) € R™® ot nyy) est le nombre d’éléments de
stockage d’énergie en causalité intégrale sur le modéle bond graph en causalité préférentielle
intégrale) ;

— u(t) (resp. y(t)) est constitué des variables d’entrée (resp. de sortie) associées aux éléments
sources (resp. détecteurs).

— Les matrices Ay, Bn, C, et Dy dépendent du vecteur 6 invariant dans le temps et re-
groupent les différents paramétres du modéle.

A partir du bond graph incrémental, la représentation d’état suivante peut étre déduite :

{A)’((t) = Apn(0)Ax(t) (2.6)

x(t) +B
Ay(t) = Cu(0)Ax(t) + D
ou :

— Ax(t) est le vecteur constitué des variations des variables d’énergie associées aux éléments
de stockage d’énergie en causalité intégrale (Ax(t) € R™(" ou nypy est le nombre d’élé-
ments de stockage d’énergie en causalité intégrale sur le modéle bond graph en causalité
préferentielle intégrale) ;

— Ay(t) est constitué des variations des variables de sortie associées aux détecteurs;
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— A0 est le vecteur regroupant les variations des parametres;
- B(x(1),u(t),0) = £ (Anx(t) + Buu(?)) et D(x(t),u(t),0) = & (Cax(t) + Dau(t)).

Une fois les différentes matrices (A, Cy, B et ]~)) déterminées & partir du modeéle bond graph
incrémental, la matrice des fonctions de sensibilité peut étre calculée dans le domaine de LAPLACE
ot £ désigne la transformée de LAPLACE :

S(s) = % = (Cu (s = Ap) ™' LB + £D) (s) (2.7)

Remarques :

— Le bond graph incrémental est indépendant de la causalité.

— La faiblesse du bond graph incrémental par rapport au bond graph de sensibilité est due
au fait que la matrice décrite par ’équation 2.7 n’est pas déductible directement du modéle
bond graph car il est nécessaire de faire des calculs matriciels a posteriori ce qui n’est pas
le cas pour le bond graph de sensibilité.

— Les commandes en boucle ouverte sont des grandeurs nominales et ainsi, sur le modéle
bond graph incrémental qui est un modéle variationnel, les variations de ces commandes
sont nulles.

— A partir du modéle bond graph de sensibilité, nous pouvons retrouver la variation de la
sortie (directement générée par ailleurs avec le bond graph incrémental) en appliquant la
relation suivante :

0
Ay = Z Y 9006
oub;,i=1{1,...,ng}, sont les parametres incertains du systéme. Af;, i = {1,...,np}, sont
les variations de ces paramétres et 89 ,i=1{1,...,np}, sont les fonctions de sensibilité de

la sortie par rapport aux parameétres.

Exemple

Considérons comme exemple le circuit RLC (figure 2.3) tel que les différents parameétres sont
supposés indépendants. Le modéle bond graph incrémental associé est construit en remplagant
les éléments bond graph incertains par les modéles bond graph incrémentaux correspondants
(figure 2.4). La représentation d’état associée au modele bond graph nominal (resp. incrémental)
est obtenue par l'exploitation du modeéle bond graph. Elle est définie par le systéme d’équa-
tions 2.5 (resp. systéme d’équations 2.6) ou :

X:{p q}T;Aez[AR AL AC}T;An:l ]EZ _C}"];Bn: [1];(3,0:

Ln 0 0
_ 1. Ry, L ~
[O C%};Dnzo;ﬁz gnp _Lip Céq etD:[O 0 —C%%q}_Lamatricedes
zP
fonctions de sensibilité est donnée par
1
S(s) = | —&mp(s) —=p(s) & (i —1)als) |

Ry 1
S (3 + E) + Ln,Cn
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FiG. 2.4 — Modéles bond graph nominal et incrémental associés au circuit RLC.

2.1.3 Bond graph incertain

En automatique, la représentation d’état représente un bon outil pour ’analyse et la com-
mande des systémes. Dans la section 1.2 du chapitre 1, nous avons vu que la description des
systémes incertains se fait & travers une représentation d’état adaptée. Généralement, cette re-
présentation d’état est établie de sorte que la partie nominale et la partie incertaine du modéle
soient séparées afin de pouvoir décrire ’écart entre le comportement nominal et le comportement
tenant compte des incertitudes. Deux principales formes de représentation d’état existent pour
modeéliser les systémes linéaires incertains : le modéle canonique et le modéle standard d’inter-
connexion (cf. section 1.2, chapitre 1). Ces deux formes permettent I’étude de la robustesse ainsi
que la synthése de lois de commande robustes des systémes linéaires présentant des incertitudes
paramétriques. Bien que I'objectif de ce travail s’inscrive dans le cadre de la conception et non
dans celui de la synthése de commande, nous nous intéressons & ces deux formes car elles per-
mettent de séparer la partie nominale de la partie incertaine ce qui peut étre une bonne approche
pour la synthése de tolérance.

Afin de faciliter la détermination du modéle canonique et du modéle standard d’intercon-
nexion, le bond graph incertain ou encore uncertain bond graph a été développé par DAUPHIN-
TANGUY, KAM et NIESNER [Dau99b,Kam01,Kam05,Nie05]. Dans ce contexte, seuls les systémes
linéaires et invariants dans le temps sont considérés (hypothese 2, page 16) dont les paramétres
sont indépendants (hypothése 4, page 33) et tel que les incertitudes prises en compte sont uni-
quement des incertitudes paramétriques (hypothése 3). De plus, les deux hypothéses suivantes
sont prises en considération.
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hypothése 5. Les incertitudes considérées sont des incertitudes paramétriques de type o (cf.
section 1.1.3, chapitre 1). Ainsi l'ordre du modéle reste inchangé.

hypothése 6. Les incertitudes considérées sont uniquement des incertitudes sur les parameétres
des éléments bond graph passifs.

Modéle canonique

Le modéle d’état canonique est une représentation d’état permettant la séparation des valeurs
nominales des paramétres dans des matrices nominales et les incertitudes dans des matrices in-
certaines [Mor85, Gu,89,Mar96,Liu97,Xie98|. Il manipule les incertitudes comme des incertitudes
additives (absolues) et s’écrit comme suit :

{x(t) = (A + AA)x(t) + (Bp + AB)u(t) (2.8)

y(t) = (Cn+ AC)x(t) + (Dn + AD)u(?)

Les matrices Ay, By, Cn et Dy contiennent uniquement les valeurs nominales tandis que les
matrices AA, AB, AC et AD regroupent des expressions en fonction des incertitudes ainsi que
des valeurs nominales.

Le modéle d’état canonique peut étre déterminé graphiquement & partir du modéle bond
graph [Dau99b, Kam01,Dau03, Kam05]. Pour ce faire, chaque élément bond graph présentant une
incertitude paramétrique est remplacé par le modéle bond graph correspondant qui tient compte
de l'incertitude additive. Les modéles bond graph canoniques sont déterminés en respectant les
regles suivantes :

— chaque élément bond graph incertain est dissocié en deux éléments de méme type connectés

par une structure de jonction simple (jonctions 0 et 1),

— les éléments nominaux gardent leur causalité,

— les éléments de stockage incertains caractérisés par les incertitudes Al et AC ont une
causalité dérivée imposée quelle que soit la causalité des éléments de stockage nominaux
caractérisés par les valeurs nominales I, et C,,,

— les éléments incertains sont causalement liés aux éléments nominaux qui leur sont associés
mais n’auront aucun autre couplage possible avec le reste du modéle bond graph.

Pour les éléments TF et GY 2-ports incertains, le paramétre associé & I’élément bond graph
incertain dépend de la causalité affectée.

A titre d’illustration, deux exemples de bond graph canonique sont maintenant présentés
pour I'élément I et ’élément TF'.

Cas d’un élément I 1-port : le paramétre caractérisant cet élément est la somme d’une valeur
nominale I, et d’une incertitude AT (figure 2.5(a)). La relation acausal caractérisant cet élément
est donnée par : p— (I, + AI) fr = 0. Le modéle bond graph canonique acausal associé est donné
figure 2.5(b).

Cas d’un élément TF 2-ports : Soit un élément TF présentant une incertitude paramétrique sur
son module. Les relations décrivant cet élément en causalité m (figure 2.6(a)) s’écrivent comme
suit :

{61 = (my + Am) eg (2.9)

fo=(my, +Am) f

Le modeéle bond graph canonique associé est donné figure 2.6(b). Les équations mathématiques
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associées a l'élément TF incertain en causalité 1 (figure 2.7(a)) sont données par :

_ 1
{62 = Tt Am©l (2.10)

1
h=ggmm b2

ey = an + TYl“F el
< 1 1
fi="{m+a77) f2
ou ATF = —W. Le modéle bond graph canonique associé est donné figure 2.7(b).
([
VY
lat
fi 1 1Al

(a) Elément I incer-
tain

(b) Modéle bond graph canonique
acausal

FiG. 2.5 — Elément I incertain et le modéle bond graph canonique acausal associé.
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FiG. 2.6 — (a) Elément TTF incertain en causalité m et (b) le modéle bond graph canonique
associé.
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Fic. 2.7 — (a) Elément TF incertain en causalité % et (b) le modeéle bond graph canonique
associé.

Une fois le modéle bond graph canonique construit (en remplagant tous les éléments incertains
par leur modeéle bond graph canonique), la représentation d’état canonique peut étre déduite gra-
phiquement (cf. les travaux de KaMm et DAUPHIN-TANGUY [Kam01,Kam05]). Dans ces travaux,
les matrices de la représentation d’état canonique sont exprimées en fonction d’autres matrices
dont les valeurs sont calculées a partir des gains des chemins causaux (définition 46, annexe E)



42 Chapitre 2. Contribution & la modélisation des incertitudes...par approche bond graph

et & partir de la régle de MASON (procédure 23, annexe C, page 229). Le principe de détermina-
tion de ces matrices est donné en annexe C. La détermination de ces matrices semble fastidieuse
et ce, & cause de la détermination des matrices intermédiaires qui permettent de prendre en
compte les boucles algébriques et la dépendance entrainées par la dissociation de 1’élément bond
graph initial en un élément nominal et un autre incertain. En se basant sur les travaux de NG-
WOMPO [Ngw97] et JARDIN [JarlO] qui permettent la prise en compte des boucles algébriques
lors de la détermination graphique de la représentation d’état, nous proposons la procédure 2 qui
permet la simplification de la détermination graphique de la représentation d’état canonique.

Procédure 2. Soit un modéle bond graph canonique en causalité préférentielle intégrale représen-
tant un systéme linéaire incertain. Le modéle d’état canonique associé s’écrit sous la forme sui-
vante :

{x@) = (An+ AA)x(t) + (Ba + AB)u(t) (2.11)
y

(t) = (Cn + AC)x(t) + (Dy + AD)u(t)

ot :

- x(t) est le vecteur d’état constitué des variables d’énergie associées auzx éléments de sto-
ckage d’énergie en causalité intégrale (x(t) € R™(D o1 nyy est le nombre d’éléments de
stockage d’énergie en causalité intégrale sur le modeéle bond graph en causalité préférentielle
intégrale) ;

— u(t) (resp. y(t)) est constitué des variables d’entrée (resp. de sortie) associées aux éléments
sources (resp. détecteurs).

A partir du modéle bond graph nominal associé (modéle bond graph ou toutes les incertitudes
paramétriques sont supposées nulles), les coefficients des matrices Ay, By, Cy et Dy sont calculés
comme suil :

Gy, &
" :@wk%ixz 1H<~ ( 5 )>)
G (u;,
b, = @M%@ ( : j( ))>
G (5, Yi
o @m%,yi ( B ( y )> )
Gr(uj, yi
S =

ot sur le modéle bond graph nominal, éﬁ(vi,vj) correspond au gain statique du chemin causal
®) existant entre les variables v; et v; et dont lordre est wy(vi, vj) et (GZO)Z correspond au gain

statique de la i™¢ boucle algébrique possédant une variable commune (autre que la variable d’ar-
rivée Uj)2 avec le chemin causal &). Si le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale

ne présente pas de boucle algébrique alors pour V i ( ~20)i =0.

A partir du modéle bond graph incertain canonique (modéle bond graph ot les incertitudes pa-
ramétriques sont considérées), les coefficients des matrices AA, AB, AC et AD sont calculés

2Si seule la variable d’arrivée v; est une variable commune avec une boucle algébrique alors cette derniére n’est
pas considérée car sa prise en compte correspond a un chemin causal généralisé (cf. définition 48, annexe E) qui
passe une infinité de fois par cette boucle et ne s’arréte pas a la variable v;.
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comme suit :

ék(x,xz) én(l' ,(137)
Aaij = 3 5> _ 3 k(g
@‘Wk(ijvii)zllz[ (1 o (Gko)i) ®lwr (@,2:) 1H ( ( ) )

Abij = 3 j> Z k(U &
@Wk(ujﬂ'ﬁi):[)l:[ (1 B (Gk())i) @‘Wk(ujvxz OH (1 N ( ko)z)

Gy, i) G (ij, i)

Acyj = T jr! 3 k(T Ui
@Wk(ffjvyi):ll;[ (1 N (Gko)i> ®lw (@5.9:) 1H (1 B ( ko)i)

Ady= Y G, yi) 3 GZ(Uj7}/i)

@'wk(uj»yi):()l;[ (1 o (éko)z) ®lwr (uj i) UH (1 o ( Zo)i)

ot sur le modéle bond graph incertain, ék(vi,vj) correspond au gain statique du chemin causal
® ezistant entre les variables v; et v; et dont lordre est wy(v;,v;) et (éko), correspond au
3

gain statique de la 1™ boucle algébrique possédant une variable commune (autre que la variable
d’arrivée vj) avec le chemin causal &).

Démonstration. La représentation d’état associée a un modeéle bond graph nominal (modéle
ne présentant pas d’incertitudes paramétriques) s’écrit sous la forme :

{)’((t) = Apx(t) + Bhu(t) (2.12)
y(t) = Cux(t) + Dpu(t)

ou les coefficients des matrices A, By, Cp et Dy, sont calculés & partir du modéle bond graph
nominal suivant la procédure 25 (annexe E) étendue aux modéles présentant des boucles al-
gébriques et/ou des éléments de stockage en causalité dérivée quand la causalité préférentielle
intégrale est affectée :

" @WEM—J;I glk(xj( mzz»
Gl (uj,
e ®|wk<zu;,m>=01;[ Qlk(uj( xzz))
Gp(d, yi
e ®wk<§7yi>11;[ (f(%( yzz))
G (uj, yi
dni; = ®wk%’yi):01:[ (1]{%( yﬁi))

tels que sur le modéle bond graph nominal, GZ(’Uz‘,Uj) correspond au gain statique du chemin
causal (k) entre les variables v; et v; et dont Pordre est wy(v;, v;) et (Gko) correspond au gain

statique du i°™® boucle algébrique possédant une variable commune (autre que la variable d’arri-
vée v;) avec le chemin causal &). Les matrices Ay, By, Cp et Dy, ne contiennent que les valeurs
nominales des différents paramétres du systéme.

Si les incertitudes paramétriques sont considérées alors la représentation d’état associée au modéle
bond graph incertain correspondant est donnée par :

{)‘((t) = Ax(t) + Bu(t) (2.13)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
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ot les coefficients des matrices A, B, C et D sont calculés & partir du modeéle bond graph incertain
suivant la procédure 25 (annexe E) étendue aux modeéles présentant des boucles algébriques
et/ou des éléments de stockage en causalité dérivée quand la causalité préférentielle intégrale est

affectée : ~ ( )
Gz, o;
a5 = Z -
®\wk(ijaii):11:[ (1 n (Gko)i)
Gy (uy, &)

bij = Z —

®|wk(ug‘7ii)=01:[ (1 N (Gko)i)
) Gk(itjviyi)

®|Wk(j7jayi):11:[ (1 B (Gko)i)

dij = > 7

®|Wk(“j,yi)=0]-;[ (1 N (Gko))

tels que sur le modeéle bond graph incertain, ék(vz, v;) correspond au gain statique du chemin
causal (k) existant entre les variables v; et v; et dont l'ordre est wy(v;, v;) et (Gk()) correspond
au gain statique de la i®™® boucle algébrique possédant une variable commune (autre que la
variable d’arrivée v;) avec le chemin causal (&).

CZ']' =

Les matrices A, B, C et D peuvent s’écrire sous la forme canonique suivante :

A=A,+AA AA=A-A,
B=B,+ AB N AB=B-B,
C=C,+ AC AC=C-C,
D=D,+ AD AD =D - D,

Ce qui permet de démontrer le bien fondé de la procédure 2 : les coefficients des matrices AA,
AB, AC et AD peuvent étre déterminés comme suit :

-y Gy, :) > G (i, 1)
®\wk(5ﬁj@i)=11:[ (1 N (Gko)z‘) ®wi (i5,d4) 1H ( ( )z)

Abij = bi]’ — bnij = Z J _ Z k\™J
®ertora-olL (1= (610),) @il a-oIL (1~ (),

Acij = Cij — Cny; = Z Gk(xj’gh) Z ?Z(x]v Yi)

®\wk(5ﬁj’yi)=11;[ (1 B (Gk())i) ®lewon (@) 1H ( )1)
3 Grluj yi) > GZ(UjvgJ;)
®artiman-olL (17 (60),) @raman-o 1 (1= (C),)

Fin de la démonstration.

Aaij = a;j — Qn,,

Adij = dij — dn,, =

La procédure 2 est formulée de telle facon qu’elle peut étre appliquée sur des modéles bond
graph en causalité préférentielle intégrale présentant des boucles algébriques et/ou des éléments
de stockage en causalité dérivée. Elle se base sur les travaux de NGWOMPO [Ngw97| et JAR-
DIN [Jarl0] (abordés briévement dans I’annexe E) qui permettent la prise en compte des boucles
algébriques (en absence d’élément de stockage d’énergie en causalité dérivée) lors de la détermi-
nation graphique de la représentation d’état. Néanmoins, ces travaux peuvent étre généralisés
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pour la détermination d’un modéle d’état associé & un modéle bond graph en causalité préféren-
tielle intégrale présentant des éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée.

Exemple. Considérons comme exemple le circuit électrique de la figure 2.8(a) dont le modéle

bond graph initial est donné figure 2.8(b). Le vecteur d’état x = [ D q }T regroupe les variables
d’énergie flux magnétique total associé & la bobine d’inductance L et charge associée au conden-
sateur de capacité C. Nous supposons que la résistance, I'inductance et la capacité présentent
des incertitudes paramétriques : R = R, + AR, L = L, + AL et C = C,, + AC. Le mo-
déle bond graph incertain permettant la détermination de la représentation d’état canonique est
donné figure 2.9. La représentation d’état canonique est donnée par le systéme d’équations 2.8.
Les matrices intervenant dans cette représentation d’état sont déterminées, tout d’abord, par la
procédure existante et ensuite par la procédure proposée (procédure 2).
I:L c:C
R L
— Y7 u

u RZD =c |,

(a) (b)

p
|
A

—
ol
| A
o

o

F1a. 2.8 — (a) Circuit électrique et (b) le modéle bond graph associé.
i L, AL C:C, C:AC

p

A1 0 1
[ \/ "L I

R:Rin R: ARy D. R:AR;

Se

/{R:Rzn

FiG. 2.9 — Modéle bond graph canonique associé au circuit électrique.

Détermination de la représentation canonique par la procédure existante
Selon les travaux de KAM et DAUPHIN-TANGUY [KamO01, KamO05], les matrices incertaines de la
représentation d’état canonique s’expriment en fonction d’autres matrices (cf. annexe C) :

A=A,

AA = A;[W — T + KAMQAW

B, =B,

AB = KpMQs (2.14)
Ch=0C,

AC = Cl[W — I] + KcMQcW

D,=D;

AD = KpMQp

A partir de Panalyse des gains des différents chemins causaux sur le modéle bond graph de la

Rin 1
. . — - 1
figure 2.9, il peut étre déduit que : A, = A; = [ Ln Gn ] ; Bh=B1 = [ 0 ] ; Ch =
Tn _RQnCn
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L AR
e 0 1+5%2 0

_ I _ —_0N- _ Ln+AL . _ 1 Ron .

Cl_|:0 Cn},Dn—Dl—O,W—[ 0 CnCnAC‘|7M_1+}A%f? 02 1‘|7
~AR; 0 £ 0
KA =K = 01 AR EKC:KDZOQQA:QC:[LO" 1 et Qg = Qp = 0.
R2n RZnCn
Ainsi, les matrices AA, AB, AC et AD sont données par :
ALR;,—AR1 Ly, AC
Ln(LntAL Cr(CntAC _ _ AC

AA = [ B N MG RES A e ]7 AB =0; AC = [0 T Cr(CatAC) } et

AD = 0.

Détermination de la représentation canonique par la procédure 2

En appliquant la procédure 2, les matrices nominales (A, By, Cy et Dy) peuvent étre retrouvées
a partir du modeéle bond graph de la figure 2.9 si les variations paramétriques AR, AL et AC sont
supposées nulles. Par rapport a la procédure existante (procédure 24, annexe C), ces matrices
sont déterminées de la méme maniére (en analysant les mémes chemins causaux). Les matrices
incertaines sont calculées suivant la procédure 2 :

r _Ripn_ ARy 1
_Lp Lp + Ry Ch + 1
1+2L Ln R e
AA = 1 __1
Ly i i RopCn + 1
1+ 2L Ly AR AC R2,Ch
I Ln 52 ) (1+29)
B ALRln—ARan AC
_ Ln(Ln+AL) Cn(Cn+AC)
- _ AL AC(R2n+AR2)+AR2C'n )
L L7L(L7L+AL) R2ncn(R2n+AR2)(cn+AC)

1
AB=0;AC=|0 lfﬁ—cﬁl}z[o ~Critegacy | ot AD =0.

Modéle standard d’interconnexion

Le modéele standard d’interconnexion (SIM) permet de séparer les valeurs nominales des pa-
rameétres du modéle dans une matrice M, dite augmentée, et toutes les incertitudes relatives dans
une matrice diagonale A (figure 2.10). Des entrées w et des sorties z auxiliaires sont ajoutées
afin de faire apparaitre les incertitudes sous la forme d’un retour interne [Doy82,Saf82, Mor85].

Fia. 2.10 — Modéle standard d’interconnexion.

Le modéle standard d’interconnexion d’un systéme linéaire incertain en boucle ouverte est
décrit par le systéme d’équations suivant, avec A = diag(d;I,,) :

= Anx(t) + Byw(t) + Banu(?)

= C1x(t) + D11w(t) + Diau(t)
y(t) = Canx(t) + D21w(t) + D22nu(t)
= Az(t)

(2.15)

w(t) € R! (resp. z(t) € R!) est le vecteur d’entrée (resp. sortie) auxiliaire. §; représente 11¢™e

incertitude relative (|d;] < 1) et n; est la dimension de cette incertitude a savoir le nombre de
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paires d’entrée/sortie auxiliaires associées a cette incertitude.

Le modéle standard d’interconnexion peut étre déterminé & partir d’une représentation bond
graph associée [Dau99b, Kam01, Kam05|. Avant d’établir le modéle standard d’interconnexion, il
est nécessaire de vérifier si le systéme en question est propre, stabilisable et détectable. Sur une
représentation bond graph, il est possible de vérifier graphiquement la propreté, la commanda-
bilité et I'observabilité? des systémes linéaires (procédures 30, 31 et 32 de I'annexe E). Ensuite,
si la commandabilité et I'observabilité du systéme sont vérifiées alors il peut étre déduit que le
systéme est stabilisable et détectable [Bor93|.

La modélisation d’un élément bond graph sous forme standard d’interconnexion dépend de
la relation associée qui dépend elle-méme de la causalité affectée. Ainsi, pour un méme élément
bond graph, le modéle standard d’interconnexion change quand on change sa causalité. Dans les
travaux de DAUPHIN-TANGUY et KAM [Dau99b, Kam01, Kam05], il a été montré que le principe
de la modélisation de tous les éléments bond graph est le méme : il suffit de faire apparaitre
explicitement les incertitudes relatives dans 'expression de I’élément et de traduire cette relation
en modeéle bond graph. Pour ce faire, il faut rajouter des sources modulées (M .S, et M Sy) et des
détecteurs (D, et Dy). Les sources rajoutées sont associées a des entrées de signal et représentent
la part de puissance liée & I'incertitude relative. Le SIM décrit par le systéme d’équations 2.15 peut
étre déduit du modéle bond graph incertain en remplacant tous éléments bond graph présentant
des incertitudes paramétriques par les modeéles bond graph standard d’interconnexion (BG-SIM)
associés. Les matrices Ay, Ban, Con et Da2y sont calculées de la méme maniére que celles d’un
modele bond graph nominal (cf. procédure 25, annexe E). En particulier, les coefficients des
matrices By, Cq, D11, D12 et D2y sont calculés comme suit? :

blij = Z ék(w]',j}i)
®‘Wk(wj7j?i):0~

Clij = Z Gk(x],zz)
®|w (i5,21)=1 3

dllij = Z Gk(wj7zi)
®|Wk(wjazi):0 R

d12i]~ = Z Gk(uj,zi)

Ol (u5,2:)=0 )
= Z Gk(wﬁyi)

da1,, =
) wr (wj:)=0

23

ol G’k(vi,vj) correspond au gain statique du chemin causal (k) existant entre les variables v;
et v; et dont l'ordre est wy(v;,v;). La matrice A est une matrice diagonale contenant toutes
les incertitudes relatives exprimées dans la partie signal du modéle bond graph incertain. La
dimension de cette matrice est égale au nombre de paires de source/détecteur présents dans le
modele bond graph incertain.

Dans ce qui suit, les BG-SIM de certains éléments sont présentés. Pour plus de détails, le
lecteur peut se reporter aux travaux de DAUPHIN-TANGUY et KAM [Dau99b, Kam01, Kam05].

3Sur un modéle bond graph, la propreté, la commandabilité et ’observabilité sont vérifiées au niveau d’analyse
BG-structurel.

“Dans ce calcul, il est supposé que le modéle bond graph incertain ne présente ni boucle algébrique, ni élément
de stockage en causalité dérivée. Néanmoins, ce calcul peut étre étendu a ces cas en appliquant les résultats de
NawowmPo [Ngw97]| et JARDIN [Jarl0] (abordés dans la section 2.1.3 et dans Pannexe E) et ce, en tenant compte
des boucles d’ordre 0.
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BG-SIM d’un élément R 1-port en causalité résistance : Considérons 1’élément incertain R en
causalité résistance dont le paramétre associé est la somme d’une valeur nominale R,, et d’une
incertitude AR. La relation caractérisant cet élément est donnée par :

eR = (Rn—i-AR) frR= R, (1+5R) fr (2.16)

oll 0p = %—f est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné figure 2.11(a).

BG-SIM d’un élément I 1-port en causalité intégrale : Considérons ’élément incertain I en causa-
lité intégrale dont le paramétre associé est la somme d’une valeur nominale [,, et d'une incertitude
Al. La relation associée s’écrit sous la forme suivante :

1 1
=——p=—(1+6 2.17
fr T+ AL’ In( + 1/1)2? (2.17)
ol 017 = —ﬁ est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné figure 2.11(b).
s
MS,:w D.:z MS:w  Dy:z
er € .
IfR 1| 0| R:R, f./‘lo A1 — 11

(a) (b)

Fia. 2.11 - BG-SIM (a) d’un élément R en causalité résistance et (b) d’un élément I en causalité
intégrale.

BG-SIM d’un élément TF 2-ports en causalité m : Considérons I’élément incertain TF 2-ports
en causalité m caractérisé par le systéme d’équations 2.9. Ces relations peuvent s’écrire sous la
forme suivante :

{61 =my, (1+0rr) e2 (2.18)

fo=m, (14 6rr) f

ol Op = ﬁ—’: est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné figure 2.12.

Dy: z4 Siwy S.ws D :zs

B

0}
Ifz

11— 0}— TF|——1

m,

Fia. 2.12 - BG-SIM d’un élément TF 2-ports en causalité m.

Il peut étre déduit, a partir de ces représentations bond graph, que la matrice A contient des
signes (-) ce qui affecte les matrices By, C1, D11, D12 et D2y par rapport a 'approche classique
(représentation d’état).

Remarque : Il est a noter que pour le méme systéme, la somme y + Ay trouvée a partir du
modéle bond graph incrémental est différente de la sortie du modeéle bond graph incertain (modéle



2.1. Contribution..BG-SIM..éléments 1-port et éléments TF et GY 2-ports 49

canonique ou modéle standard d’interconnexion). Ceci est di au fait que le modele bond graph
incrémental est une approximation du premier ordre alors que le modéle bond graph incertain
est un modéle exact.

2.2 Contribution a la représentation bond graph du Modéle Stan-
dard d’Interconnexion : éléments 1-port et éléments TF et
GY 2-ports

Dans cette section, nous proposons une procédure alternative pour retrouver graphiquement le
modéele standard d’interconnexion [El 10|. Par rapport a la méthode décrite dans la section 2.1.3,
I’avantage de cette procédure alternative est la simplification graphique du modéle bond graph
incertain résultant. Ce travail concerne des systémes linéaires et invariants dans le temps (hypo-
thése 2, page 16) a paramétres indépendants (hypothése 4, page 33) et dont les facteurs incertains
sont des incertitudes paramétriques (hypothése 3, page 33) qui n’affectent pas l'ordre du modéele
(hypothése 5, page 40). Ainsi, sur le modéle bond graph associé, les incertitudes considérées sont
uniquement des incertitudes sur les éléments bond graph passifs (hypothése 6, page 40).

2.2.1 Eléments 1-port

La représentation bond graph alternative du modéle standard d’interconnexion associée aux
éléments bond graph 1-port est traitée élément par élément :

— Pour un élément R incertain en causalité résistance, I'incertitude relative est donnée par

dp =75 = %f (équation 2.16) et le BG-SIM associé est présenté figure 2.13(a). Pour un

élément R incertain en causalité conductance, la relation associée peut étre écrite sous la
forme suivante :

1 1
IR = R ARR Rn( + 1/R) CR
otl 51/R =2 = —% est lincertitude relative. Le BG-SIM associé est donné fi-
gure 2.13(b).
R:AR =R,8 R.. RuR:+R) _ R,

wljj | —ﬁw AR B

| 1 = R:R, :—/|07|R:Rn
(a) (b)

Fi1a. 2.13 — BG-SIM d’un élément R en causalité (a) résistance et (b) conductance.

— Pour un élément I incertain en causalité intégrale, 'incertitude relative est égale a 1,7 =
w

2 = _Iﬁrﬁ (équation 2.17) et le BG-SIM associé est donné figure 2.14(a). Un élément 1
incertain en causalité dérivée est caractérisé par la relation suivante :

D= (In“‘AI)fI =1, (1+51) fI

ooy =4 = %I est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné figure 2.14(b).
— Pour un élément C incertain en causalité intégrale dont le parameétre associé est la somme

d’une valeur nominale C), et d’une incertitude AC, la relation associée est définie par :

1 1

““=G.rac'T e,

(1 + 51/(;) q
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S ) N ¥ |

Al T 6,
2 .
£

e . € < .
A=A =f| 1| 1,

(a) (b)

Al = 1,5

Fia. 2.14 — BG-SIM d’un élément I en causalité (a) intégrale et (b) dérivée.

on by = 5 = *Cﬁk% est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné fi-
gure 2.15(a). L’équation mathématique décrivant un élément C incertain en causalité dé-

rivée peut étre écrite comme suit :

q=(Cn+ AC)ec =Cp (14 d¢) ec

oudc =% = C—C est U'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné figure 2.15(b).
c.. CiC#A0) | ¢, C:AC =G,
N AC T b
WlJ? Ew
e z b | |
= 1~—c:c, A0 —C:G
fo fe z

(a) (b)

F1G. 2.15 - BG-SIM d’un élément C en causalité (a) intégrale et (b) dérivée.

Comparée a l'approche existante (section 2.1.3), la premiére étape est inchangée : faire ap-
paraitre les incertitudes relatives dans les relations mathématiques. Néanmoins, l’entrée/sortie
auxiliaire est une variable interne qu’il suffit de faire apparaitre sur le modéle bond graph. Elle
apparait quand 1’élément bond graph est dissocié en un élément nominal et un élément incertain
(de méme nature que l’élément initial). La sortie (resp. lentrée) auxiliaire correspond a une va-
riable de puissance associée a ’élément nominal (resp. incertain) : c’est la variable de puissance
sortante de I’élément nominal (resp. incertain). Le BG-SIM de chaque élément bond graph doit
vérifier la relation associée & I’élément initial. Ainsi, le BG-SIM dépend de la causalité affectée a
Pélément initial. Les deux éléments (nominal et incertain) ont la méme causalité qui correspond a
la causalité de ’élément initial. L’incertitude relative n’apparait pas explicitement sur le modéle
bond graph du fait qu’une seule jonction est considérée sur le BG-SIM mais elle reste égale &
la fraction 7. Considérons comme exemple un élément dissipatif R en causalité résistance. Cet
élément peut étre représenté par deux schémas bloc (figure 2.16(a) et figure 2.16(b)). Le premier
schéma bloc (figure 2.16(a)) fait apparaitre explicitement l'incertitude relative. Le modéle bond
graph équivalent contient nécessairement deux joncions et l'incertitude relative est représentée
par une partie signal parce qu’elle correspond a une relation entre deux variables de puissance de
méme nature (variables d’effort dans ce cas). Ainsi, le modeéle bond graph équivalent correspond
au BG-SIM trouvé par la procédure décrite dans la section 2.1.3. Sur le second schéma bloc,
Iincertitude relative n’apparait pas explicitement. Le modéle bond graph équivalent ne contient
qu’une seule jonction mais la relation entre w et z ne peut étre exprimée directement a partir du
modéle bond graph causal. Ainsi, le modéle bond graph équivalent correspond au BG-SIM trouvé
par la procédure alternative proposée ci-dessus. Il peut donc étre déduit que la simplification de
la structure du modéle engendre la perte de la lecture directe de I'incertitude relative a partir du
modéle bond graph. Néanmoins, comme l'incertitude relative est connue dés la premiére étape
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de la procédure, ce résultat demeure intéressant.

—..R

v

fe JR ] fa Rz e

EE?

AR i}

¥

=~
¥
=
=

(a) (b)

FiG. 2.16 — Schémas bloc associés & un élément dissipatif R en causalité résistance.

Remarque : Cette nouvelle procédure duplique les éléments de stockage d’énergie (I et C) en
causalité intégrale. Néanmoins, si la causalité dérivée est affectée au BG-SIM des éléments de
stockage d’énergie en causalité intégrale (figures 2.14(a) et 2.15(a)), il peut étre remarqué qu’un
seul élément de stockage d’énergie passe en causalité dérivée (figures 2.17). Ainsi, il peut étre
conclu que I’élément nominal et ’élément incertain sont dépendants dynamiquement.

. ChC+AC) G, |- (1 +Al) _ _h
C:- = : -
‘E AC 3¢ T Al Oy
ec L=
| 1 —{C:C, = 0| L
f[; fl

F1G. 2.17 — Affectation de la causalité dérivée aux éléments de stockage d’énergie (a) I et (b) C
initialement en causalité intégrale.

2.2.2 Eléments TF et GY 2-ports

Comme pour les éléments 1-port, la représentation bond graph du modéle standard d’inter-
connexion associée aux éléments TF et GY 2-ports est traitée élément par élément et selon la
causalité affectée :

w1

— Pour I’élément TF incertain en causalité m, I'incertitude relative est égale & drp = o=

“2)—22 = % (déduite a partir du systéme d’équations 2.18) et le BG-SIM associé donné
figure 2.18(a). Pour un élément TF incertain en causalité %, les relations associées sont

définies par :
€2 = ARl = (1 +01/7F) €1
h= 5wl = o (1 + 01/7F ) fo

. w1 . w Am
OU(Sl/TF—Zfll—J——

22 mnp+Am
figure 2.18(b).
— Pour un élément GY incertain en causalité r, les relations mathématiques associées sont
définies par :

est l'incertitude relative. Le BG-SIM associé est donné

{61 = (rn+ Ar)fa =1, (14 0ay) f2
€2 = (Tn + AT)fl =Tn (1 + 5GY) fl

Le BG-SIM associ¢ est donné figure 2.19(a) ott dgy = &+ = 22 = T est Dincertitude
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relative. Un élément GY incertain en causalite - - peut étre décrit par les relations suivantes :

1
fi=773amre2=rn(1+01/6v ) €2

1
fo=iamer=m(l1+06v)er

Le BG-SIM associé est donné figure 2.19(b) ot 0y/gy = 2 = 22 = _rﬁrTAr est l'incerti-
tude relative.
Zz
z, = | TF — 1

J_"_ TF = J m,
8 m, Z2 e —/'{0
H—1 0 }f% | W2,

1

=]
1 —/4;

—ATF
T o N

TF —— W1 my(m,+Am) _ m,

Am = manF Wo Am & 1r

(a) (b)

Fi1a. 2.18 — BG-SIM d’un élément TF en causalité (a) m et (b)

1
P

z; Z, e GYl RN

Iy e
| g4 J_ In i e | 0 0 fo -
f 1 - ! f2 |4 AGY| A

! —|- Wy W2 —»
gy — 1'"2" ro(rtar W2 L
Ar = 1,06y Ar 16y
(a) (b)
FiG. 2.19 - BG-SIM d’un élément GY en causalité (a) r et (b) 2.

Comme pour les éléments 1-port, un élément TF ou un élément GY est dissocié en un élément
nominal et un élément incertain. Cependant, pour ces éléments, malgré le fait qu’ils sont carac-
térisés par un seul paramétre incertain, une unique paire d’E/S auxiliaires ne sera pas suffisante.
En effet, si une unique paire d’E/S auxiliaires est considérée, la valeur incertaine apparaitra
dans la matrice d’'interconnexion M et par conséquent, le principe de modélisation standard
d’interconnexion ne sera pas respecté. Ainsi, les BG-SIM des éléments TF et GY contiennent
nécessairement chacun deux paires d’E/S auxiliaires. Les variables de puissance sortantes de 1’élé-
ment nominal (resp. incertain) correspondent aux sorties z (resp. entrées w) auxiliaires. L.’élément
nominal et I’élément incertain ont la méme causalité qui correspond a la causalité de 1’élément
initial. L’incertitude relative n’est pas déduite en exploitant la causalité mais elle est égale aux

w1

fractions 2+ = #2. Le type des jonctions rajoutées dépend de la causalité affectée et est tel que
1 z2

le BG-SIM résultant vérifie les relations associées & I’élément non décomposé.

Remarque : Le modéle standard d’interconnexion décrit par le systéme d’équations 2.15 peut
étre déduit directement & partir du modéle bond graph incertain aprés la substitution de tous
les éléments dont les parameétres présentent une incertitude par les modéles bond graph standard
d’interconnexion associés comme il a été expliqué dans la section 2.1.3. La dimension de la ma-
trice A correspond au nombre de paires d’E/S auxiliaires associées aux incertitudes relatives.

Exemple. Considérons le moteur a courant continu donné figure 2.20. Le vecteur d’état
x = [p1 pQ]T est constitué des variables d’énergie associées a la bobine d’inductance L et &
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I'inertie J. Nous supposons que tous les paramétres du systéme (R, L, k, J et b) sont des para-
métres incertains : R=R,+AR; L=L,+AL; k=k,+Ak;J=J,+AJ et b=>b,+ Ab. Le
modéle bond graph nominal associé est donné figure 2.21. La propreté, la commandabilité (et par
conséquent la stabilisabilité) et I’observabilité (et par conséquent la détectabilité) de ce modeéle
bond graph sont vérifiées avec les procédures 30, 31 et 32 (cf. section E.3.4 de 'annexe E). Ainsi,
le modele standard d’interconnexion peut étre construit. La procédure existante (section 2.1.3)
et la nouvelle procédure sont appliquées pour déterminer le modéle standard d’interconnexion.

R L
] aaas J

O —

Fia. 2.20 — Schéma technologique du moteur & courant continu.

I L, 1:dy
T
P4 sz
u Qm
Se f/i _1_ i GkY ,/i 1 '[ Dy
R: Rn R: l:’n

FiG. 2.21 — Modéle bond graph nominal causal associé au moteur & courant continu.

Modeéle bond graph incertain selon lapproche existante : En appliquant la procédure existante, le

modéle bond graph obtenu est donné par la figure 2.22. Les vecteurs d’E/S auxiliaires sont dé-
T T
finis par : w = { WR Wp WL Wj W) w9 } et z = [ ZR Zp ZL Zj 21 29 } . Le modéle

standard d’interconnexion est décrit par le systéme d’équations 2.15, ou :
R k
-7 = 1 0 R, ko 0 k 1
Anzllﬁ ;{n];Bl:[ A ”];anzl ];cznz[O}n];

f 0 00 —R, 0 0 07
0 & 00 0 =—b, 00
1
Lo 00 0 0 00
_ L. . _ . — _
C, = Oi,Dll 00 o o0 0o0l|:D=n [ooo 100}et
= 0 00 -1 0 00
0 L 00 0 -1 0 0]
D12 = Da2n = 0. A = diag <_5R7 —0p, =011, =01/, 0av, —5GY> ; tel que : 6p = £ 6, = £2;
5 — __AL . 5 — __AJ . ) _ Ak
1/L L.+AL > %1/J JtAd 0 0GY = F -

Modeéle bond graph incertain selon la nouvelle procédure : En appliquant la nouvelle procédure, le

modele bond graph obtenu est donné figure 2.23. Les vecteurs d’E/S auxiliaires sont donnés par
T T

W= wh w wp W) ow] wy | etz = [ 2 oz, 2L 2y 21 % } . Le modeéle standard

d’interconnexion associé est décrit par le systéme d’équations 2.15, ot :
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00 R, 0 0 07 [ 0]
00 0 b, 00 0
| -1 0 —R, —k, -1 0] 00 0 0 00| ~ |+ 01
Bl_[o —1 ky, —b, O 1]’]311 00 0 00070 + |7
00 0 k, 00 0 ko
00 k, O 0 O | kg
D1 = [0 0 0 1 0 0] A= diag(dn,0,0r,87,61,02); tel que : 6 = 5 6, = §2;
o, = —Lﬁrﬁ; 0y = —ﬁ; 01 = 09 = %—f. Les matrices Ay, Ban, Capn, D12, Daoo, sont
inchangées.
I: L, 1:J,
T T
1} Dz
= v
By
'66‘1' :
ﬁMS
MS; - wy Di:2 _DR P
GY — 0 — 1 | Di: O

Fia. 2.22 — Modéle bond graph incertain du moteur & courant continu selon la procédure exis-
tante.

I: L, [,
I~ T~
lZ.L iZ'J
L. (Lo+AL Jn (oA
I:-i(m_ )Iﬁ—lb _0 0 ‘_/{I:- (:‘_\J )
W' . T Wy
Y

Sty | e
W%_ GY > W

R:AR Ak R:Ab
RIR,—. R:bn

Fic. 2.23 — Le modéle bond graph incertain du moteur & courant continu selon la nouvelle
procédure.
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F1a. 2.24 — Schémas bloc du moteur & courant continu présentant des incertitudes paramétriques.

Si les résultats trouvés par les deux procédures sont comparés alors quelques différences dans

les matrices B1, C1, D11 et Doy peuvent étre observées. Ces différences sont dues a des schémas
de calcul différents illustrés par les schémas bloc associés aux modeles bond graph (figure 2.22

et 2.23). Le modéle bond graph causal trouvé par la procédure existante est équivalent au schéma
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bloc illustré par la figure 2.24(a) avec A = diag (—%,—%,ﬁ,%,%,—%) et le

modeéle bond graph causal trouvé par la nouvelle procédure est équivalent au schéma bloc illustré
par la figure 2.24(b) avec A = diag (%f, f—:, - LnA-i-LAL’ — JﬁrJAﬂ %—f, %—f) Les différences résident
en des schémas bloc différents représentant le couplage électromécanique de paramétre k : en effet,
sur la figure 2.24(a) si nous observons de prés la partie représentant le couplage électromécanique
(caractérisé par le paramétre k) alors nous remarquons que le sommateur apparait avant le bloc
de parameétre k,, contrairement au second schéma bloc (figure 2.24(b)) ou le bloc de paramétre
ky, intervient aprés le sommateur. Cette différence revient & des choix différents d’E/S auxiliaires.
Comume il a été suggéré par un membre du jury, en permutant les entrées (resp. sorties) auxiliaires
Wi et wh (resp. 2] et z5) associées a l'incertitude paramétrique sur le gyrateur, les matrices By, Cq
et D11 des deux modéles standard d’interconnexion ont une structure complétement équivalente
en terme de position des éléments nuls.

2.3 Contribution a la représentation bond graph du Modéle Stan-
dard d’Interconnexion : éléments multiport

Dans le contexte de la représentation bond graph du modéle standard d’interconnexion et
a lexception des transducteurs (TF et GY) 2-ports, le cas des éléments multiport n’a pas été
traité. Ainsi, dans cette section, nous proposons d’établir les BG-SIM des éléments multiport®
dissipatifs (R) et de stockage d’énergie (I et C). Plus de détails sur ces éléments multiport et sur
leurs propriétés liées a la physique sont fournis dans I’annexe D.

En présence d’incertitudes paramétriques, un élément multiport linéaire est caractérisé par
une matrice constitutive contenant les parameétres incertains. Ainsi, en procédant de la méme
maniére que pour les éléments 1-port et les transducteurs 2-ports, le BG-SIM associé doit faire
apparaitre une ou plusieurs paire(s) d’entrée(s)/sortie(s) auxiliaire(s) associée(s) a chaque para-
metre incertain figurant dans la matrice constitutive. Néanmoins, l'identification de ces E/S auxi-
liaires s’est avérée difficile. Pour cette raison, nous proposons que la détermination du BG-SIM
d’un élément multiport soit basée sur une décomposition de ce dernier. Ainsi, dans une premiére
partie, nous abordons la décomposition des éléments multiport tout en proposant deux nouvelles
procédures de décomposition (procédures 3 et 4). Ensuite, la détermination des BG-SIM des
éléments multiport est établie par deux procédures : une procédure basée sur la décomposition
canonique (procédure 5) et une autre basée sur la décomposition dite auxiliaire (procédure 6).

2.3.1 Décomposition des éléments multiport

Dans cette section, nous montrons dans une premiére partie le besoin de procéder a une
décomposition de I'élément multiport (R, I ou C) pour faire apparaitre les E/S auxiliaires sur le
BG-SIM. Dans une seconde partie, nous rappelons les décompositions existantes dans la littéra-
ture |Bre84b, Bre84a, Bre95, Kub96b, Kub96a| et nous proposons deux nouvelles décompotions :
la décomposition canonique congruente étendue et la décomposition auxiliaire.

La décomposition : étape préliminaire pour la modélisation standard d’intercon-
nexion

La décomposition des éléments multiport est un outil pour diverses exploitations des mo-
déles bond graph comme la simplification, 1’analyse structurelle, etc... Dans le contexte de la
représentation bond graph du modéle standard d’interconnexion, le besoin de décomposer 1’é1é-
ment multiport vient du fait qu’il ne semble pas évident d’identifier, sur le modéle bond graph,

®Les éléments multiport (R, I et C) sont désignés aussi par les champs dissipatifs (R) et les champs de stockage
d’énergie (I et C).
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les E/S auxiliaires associées a chaque paramétre incertain apparaissant dans les relations asso-
ciées & ’élément multiport. Afin d’illustrer ce fait, considérons I’élément R 2-ports en causalité
résistance donné figure 2.25(a). Pour cet élément, les paramétres 745 ; i, j = {1, 2} ; figurant dans
les relations mathématiques sont des parameétres incertains : r;; = 74, +Ar;;, ol 145, est la valeur
nominale et Ar;; est la valeur incertaine. Ainsi, en appliquant les étapes de la modélisation bond
graph standard d’interconnexion des éléments 1-port et des transducteurs 2-ports (section 2.2),
Pélément multiport est dissocié en un élément nominal et un élément incertain (figure 2.25(b))
et il peut étre déduit que :

es = ri1, f1 + 112, f2
es =121, f1 + 122, f2
eq = Ary f1 + Ariafo
ee = Argf1 + Arga fo

ol e3 et e5 (resp. ey et eg) représentent les variables de puissance sortantes de ’élément R 2-ports
nominal (resp. incertain). Ces variables dépendent chacune de deux parameétres nominaux (resp.
incertains) et par conséquent, les fractions 2—; et Z—g sont différentes des incertitudes relatives
des paramétres. Par ailleurs, il ne semble pas systématique de trouver des combinaisons de
variables de puissance qui correspondent & des E/S auxiliaires. Le méme probléme est observe
pour différents éléments multiport en différentes configurations causales d’oti le besoin d’une
décomposition pour résoudre le probléme.

1 3 f14 Mz, 5 2
: 1] R:| " | 1 |
f21n Taz,

1 R M T2 2 4 R- Aryy Ary 6
| p ’ laq T2 ’ Ay Arg

F1G. 2.25 — Elément R 2-ports en causalité résistance.

Procédures de décomposition

Dans le contexte de la représentation bond graph du modéle standard d’interconnexion, nous
avons noté le besoin d’une décomposition des éléments multiport (R, I et C) afin d’associer un
couple d’E/S auxiliaires a chaque paramétre incertain et par conséquent, de traiter chaque para-
meétre incertain indépendamment les uns des autres : associer une incertitude relative & chaque
paramétre. Dans la littérature, deux types de décomposition existent : décompositions canoniques
et décomposotion récurrente.

Décompositions canoniques
Il a été démontré dans les travaux de BREEDVELD [Bre84b| que dans le cas linéaire, un élément
multiport peut toujours étre décomposé en des éléments 1-port connectés par une structure de
jonction. La décomposition est désignée par décomposition canonique si le nombre de parameétres
indépendants nécessaires pour caractériser l’élément multiport est égal au nombre d’éléments
obtenus par la décomposition [Bre95, Bre08]. Deux types de décomposition canonique ont été
établis [Bre95, Bre84b] :
— Décomposition canonique directe ou immédiate : L’élément multiport est décomposé en des
éléments 1-port connectés par une structure de jonction simple (jonctions 0 ou 1).
— Décomposition canonique congruente : L’élément multiport est décomposé en des éléments
1-port connectés par une structure de jonction généralisée et plus précisément via un trans-
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formateur multiport linéaire (figure 2.26) ot T est une matrice symétrique triangulaire :

1 0
T = )
tlm . e t(mfl)m 1

Le transformateur multiport linéaire (figure 2.26) peut étre décomposé en des transforma-
teurs 2-ports connectés par une structure de jonction simple [Bre84b]. La décomposition
canonique congruente sera utilisée dans la section 2.3.2 pour déterminer les BG-SIM des
éléments multiport.

F1a. 2.26 — Décomposition canonique congruente des éléments multiport (R, I ou C).

Décomposition récurrente

L’élément n-ports peut étre décomposé, dans une premiére étape, en un élément (n-1)-ports
connecté & un élément 1-port par une structure de jonction généralisée [Kub96b, Kub96a]. Dans
une deuxiéme étape, 'élément (n-1)-ports résultant de I’étape précédente peut étre décomposé
en un élément (n-2)-ports connecté a un élément 1-port par une structure de jonction généralisée.
Cette opération peut étre reproduite jusqu’a ce que 1’élément multiport doit étre décomposé en
n éléments 1-port. Des conditions mathématiques doivent étre respectées a chaque étape de la
décomposition : la transition d’une étape a la suivante est caractérisée par le rajout de conditions
supplémentaires.

Remarque : Une décomposition d’un élément multiport dépend de la causalité affectée a cet élé-
ment.

A présent, nous proposons deux nouvelles décompositions (décomposition canonique congruen-
te étendue et décomposition auxiliaire) afin de pouvoir associer un couple d’E/S auxiliaires a
chaque paramétre figurant dans la matrice constitutive de 1’élément multiport. Dans la suite, on
désignera par :
— causalité simple (resp. mixte) une méme causalité (resp. une causalité différente) affectée
aux différents ports d’un élément multiport,
- Rir,c, M} la matrice résultante de I'écriture causale de la relation constitutive de Iélé-
ment multiport R : Rr (resp. R, Rym) pour affectation d’une causalité résistance (resp.
conductance, mixte) a I’élément multiport R.

FiG. 2.27 — Elément multiport R.

Décomposition canonique congruente étendue

Cette décomposition ne concerne que les éléments R multiport (figure 2.27). Comme pour la
décomposition canonique congruente, la version étendue permet de décomposer I’élément R mul-
tiport en des éléments 1-port connectés par une structure de jonction généralisée. Néanmoins,
quand une causalité simple est affectée a ’élément R multiport, les gyrateurs sont utilisés dans
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cette version étendue, ce qui n’est pas le cas pour la décomposition classique qui n’utilise que
des transformateurs.

Procédure 3. La décomposition d’un élément R multiport peut étre établie comme suit :

~ Etape 1 : connecter 1™ lien de élément R multiport initial & une jonction J;. Le type
de cette jonction dépend de la causalité affectée a 1’i™ lien (cf. tableau 2.2).

— Etape 2 : connecter un élément R 1-port & chaque jonction J;. Le paramétre associé dépend
de la causalité affectée a 1™ lien (cf. tableau 2.2). T{R,C,M}ii correspond au parametre
apparaissant sur i™ ligne et 1™ colonne de la matrice Rr,cMm) (matrice résultante
de Uécriture causale de la relation constitutive).

— Etape 3 : affecter a Uif™ élément R 1-port la méme causalité que celle affectée a 1
lien de ’élément R multiport initial.

— Etape 4 : connecter chaque jonction J; & chaque jonction Jj (j > 1) avec un transducteur
tel que le lien est orienté de J; a J;. Le type du transducteur dépend de la causalité affectée
auz ™ et j°™ liens (cf. tableau 2.3).

1:éme
7

TAB. 2.2 — Décomposition canonique congruente étendue : éléments R

Causalité Jonction J; parameétre associé
i={1,...,m} | de I'i™® ¢élément R 1-port
Reésistance 1 T{R,C,MYii
Conductance — L
T{R,C,M}ii

TAB. 2.3 — Décomposition canonique congruente étendue : transducteurs.

Couplage entre Transducteur Parameétre Relations
les jonctions 7 et j associé mathématiques
€ =T i fi
Résistance | | ':'i' GY —1 P}: | | (R MY { ! (R.CMYi /
—ej = T{r,C,MYijfi

Méme causalité
sur les liens

iet j 3 . ) =7 €5
j Conductance ° i GY I 1 i\ fj- — — fi {R,C,M}ij€;j
i i {R,C,M}ij f — o
j T{R,C,M}ijCi
e e & € = "{R,C,M}ij€j
Causalités différentes t—~ TF IWi T{R,C,M}Yij o
sur les liens 7 et j fi =rroanijli

Démonstration. Afin de démontrer cette procédure de décomposition, il est nécessaire et suf-
fisant de démontrer que la relation associée a la décomposition obtenue est équivalente & celle
de I’élément multiport initial. Pour ce faire, considérons un élément R multiport illustré par la
figure 2.27 et décrit par ’équation suivante :

Vo = R{R7C,M}UI (2.19)
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ot vo (resp. vr) est le vecteur de sortie (resp. d’entrée)® et Ryr,c,Mmy est la matrice associée a la
configuration causale” de I’élément R multiport (RR (resp. Rc, Ra) si la causalité résistance
(resp. conductance, mixte) est affectée). Une fois que les différentes étapes de la décomposition
canonique congruente étendue sont appliquées, la relation mathématique associée au modéle
bond graph obtenu peut étre écrite comme suit :

VO = Vogr t VOt

ou :
— vog est le vecteur des variables de puissance sortantes associé aux éléments R 1-port :
74{1%707]\4}11
UOR = " . (%1
T{R707M}mm
— Vo, est le vecteur somme des variables de puissance sortantes associé aux transducteurs :
Y 7100,
J#1
vop = | 2.0iY0ry (2.20)
J#i
D TmiUO 1
L j#m _
olt 0jj = —0j; = 1 (i < j) selon l'orientation des liens des transducteurs et vo,,; est le
vecteur des variables de puissance sortantes associé aux transducteurs entre les jonctions
Ji et Jj. A partir de I'équation 2.20 et du tableau 2.3, ’équation 2.21 peut étre deéduite
telle que, dans le cas d’une causalité simple : €;; = €5, =1 (1 < j); 4,5 = {1,...,m} et
dans le cas d'une causalité mixte : ¢;; = 1 et €;; = —1.
[ 0 €127 (RO, M}, €l (RC M}y, ]
€21T{R,C,M},,
VO = . U1
E(m_l)mr{R7C7M}(m71)m
L Gml'r{R’C7M}1m e em(mfl)r{R’CaM}(m—l)m 0 -
(2.21)
Ainsi, il peut étre déduit que la relation associée au modéle bond graph obtenu correspond a
celle associée a I’élément R multiport initial (équation 2.19). Fin de la démonstration.

Remarque : pour la causalité mixte, la décomposition obtenue correspond a la décomposition
canonique congruente.

Exemple 1. Considérons un élément R 3-ports en causalité résistance donné figure 2.28(a).

Le modéle bond graph obtenu par la décomposition canonique congruente étendue est donné
figure 2.28(b).

500 et vr sont composés des variables de puissance.
"Les matrices Rr et Rc sont des matrices symétriques et la matrice R posséde des termes antisymétriques
et ce, grace aux propriétés physiques de ’élément R (cf. annexe D).
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ri1 fz Ta

|1ﬁ R:i|rz f2 Tz %
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|

(a) Elément R 3-ports

R:rn RZFQQ R:r33
1, J: J: 3
Fo A oY —f 1 1 GY 1 < 1 <

Mz I FE]
2
GY — 1
i

(b) Décomposition canonique congruente étendue de 1’élément R

FiGc. 2.28 — Décomposition canonique congruente étendue de l’élément R 3-ports en causalité
résistance.

Exemple 2. Considérons I’élément R 2-ports en causalité mixte donné figure 2.29(a). Le modéle
bond graph obtenu par la décomposition canonique congruente étendue est donné figure 2.29(b).

2
Mz 1
R : M1 =rn-—— R:rfge= —
M =rn- 2 M2 =

1 2
Fo b TR b 0 R
1 | T Tz 2 w
| ; R-[ﬁz rzz] rsz%

(a) Elément R 2-ports en cau- (b) Décomposition canonique
salité mixte congruente étendue

Fia. 2.29 — Décomposition canonique congruente étendue d’un élément R 2-ports en causalité
mixte.

Décomposition auxiliaire

La décomposition canonique congruente étendue ne concerne que les éléments R multiport parce
que dans le cas des éléments de stockage d’énergie, cette décomposition ne conserve pas les
opérations d’intégration et de dérivation. Ainsi, une nouvelle procédure de décomposition est
proposée. Cette procédure permet de décomposer un élément m-ports (R, I ou C) en m éléments
m-ports connectés par une structure de jonction simple.

Procédure 4. La décomposition d’'un élément multiport (R, I ou C) peut étre établie comme
suit (figure 2.50) :
— Etape 1 : décomposer Uélément m-ports en m éléments multiport tels que dans la matrice
de chaque élément multiport, apparaisse un et un seul paramétre par ligne et par colonne.
Cette matrice correspond a la configuration causale de l’élément multiport ;
— Etape 2 : connecter les i°™° liens des nowveauz éléments multiport & une jonction commune
Ji. Le type de la jonction J; dépend de la causalité affectée a I’élément multiport initial (cf.
tableau 2.4) ;
— Etape 3 : affecter la méme causalité auz €™ liens des nouveauz éléments multiport que
celle affectée a 1™ lien de I’élément multiport initial.



62 Chapitre 2. Contribution & la modélisation des incertitudes...par approche bond graph

iy Vo, Myq . 0
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F1a. 2.30 — Décomposition auxiliaire d’un élément multiport (R, T ou C).

TAB. 2.4 — Décomposition auxiliaire : type de jonctions.

Elément | Causalité affectée Jonction J;

a D'i®me lien i={1,...,m}
R Résistance 1
Conductance 0
C Intégrale 1
Dérivée 0
I Intégrale 0
Dérivée 1

Démonstration. Afin de démontrer cette procédure de décomposition, il est nécessaire et suf-
fisant de démontrer que la relation associée a la décomposition obtenue est équivalente & celle
associée a 1’élément multiport initial. Pour ce faire, considérons un élément multiport (R, I ou
C) caractérisé par la relation suivante :

O11 -+ O
Oml e Omm

ol
— M la matrice associée a la configuration causale de ’élément multiport (R, I ou C) : RR,
Rc, RM, II, ID, IM, CI, CD ou CM (Cf. annexe D),
— vy (resp. vo) le vecteur de variables de puissance entrantes (resp. sortantes),
— O;; Vopérateur dépendant du type d’élément en question (R, I ou C) et de la causalité
affectée aux liens ¢ et j (cf. tableau 2.5).
Une fois que les différentes étapes de la procédure de la décomposition auxiliaire sont appliquées,
le modéle bond graph donné figure 2.30 est obtenu ou M P désigne un élément bond graph
multiport dissipatif (R) ou de stockage d’énergie (I ou C). L’équation associée a ce modeéle bond
graph peut étre écrite comme suit :

vo =vo, +...+vo,,
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ot vo, ; k = {1,...,m}; est le vecteur des variables de puissance sortantes associé¢ au k°™e
¢élément multiport. Chaque composante vo,,; ¢ = {1,...,m}; du vecteur vo, dépend d'un
et un seul parametre m;; d’aprés la premiere étape de la procédure de décomposition et ol
j € {1,...,m} est lindice de la colonne sur laquelle cet unique parameétre apparait. Ainsi, il
peut\ étre déduit que vo,,; = mijOij(Uij) ou vy, ; est la variable de puissance en‘grante associée
au j°"¢ lien du k®™® élément multiport. vo,, peut étre nul dans le cas ou sur 1'i*"° ligne de la
matrice du k®™¢ élément multiport aucun paramétre n’apparait : cas oll un zéro apparait dans
la matrice associée a la configuration causale.

TaAB. 2.5 — Opérateur suivant 1’élément et la causalité affectée.

Elément | Causalité affectée | O;;
aux liens 7 et j

R Résistance 1

Conductance 1

mixte 1

C Intégrale Jdt

Dérivée %

mixte 1

C Intégrale Jdt

Dérivée %

mixte 1

A partir de I’étape 2 et & partir du type de jonction qui dépend de la causalité affectée a 1’élément
initial, il peut étre déduit que vy, = vy, alors vo,, = m;;O;; (U]j) ol vy; est la jéme composante
du vecteur vy. L’expression de vg peut étre alors donnée par :

mir o Mim Ou(vy) -+ Owm(vr,)
vo = : : : ) :
mMm1 ° Mmm Om1 (Ull) te Omm(vlm)
Ainsi, il peut étre déduit que I’équation associée au modeéle bond graph obtenu correspond a celle
associée a ’élément multiport initial (équation 2.22).
Fin de la démonstration.

Exemple 1. Considérons 1'élément R 3-ports en causalité résistance donné figure 2.28(a). Le
modéle bond graph obtenu & partir de la décomposition auxiliaire est donné figure 2.31.

Exemple 2. Considérons I’élément R 2-ports en causalité mixte donné figure 2.29(a). Le mo-
déle bond graph obtenu & partir de la décomposition auxiliaire est donné figure 2.32 ol rps,, =

2
T 21 2 L -
= R Ty, = 72 et Ty, = é Comme l’élément R 2-ports est en causalité mixte alors

TMy, = —Ta, (cf. annexe D pour plus de détails sur les propriétés des éléments multiport).

Exemple 3. Considérons I’élément C 2-ports en causalité dérivée donné figure 2.33(a). Le mo-
dele bond graph obtenu & partir de la décomposition auxiliaire est donné figure 2.33(b).

Remarques :
— Pour le méme élément multiport, différents modéles bond graph peuvent étre obtenus a
partir de la décomposition auxiliaire car il existe différentes méthodes pour accomplir la
premiére étape de la procédure 4.
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Fia. 2.31 — Décomposition auxiliaire d’un élément R 3-ports en causalité résistance.

1 furr 0 2
1 1 | R : M1 | ﬁ 1
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FiG. 2.32 — Décomposition auxiliaire d'un élément R 2-ports en causalité mixte.
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(a) Elément C 2-ports (b) Décomposition auxiliaire

Fia. 2.33 — Décomposition auxiliaire de I’élément C 2-ports en causalité dérivée.

— Certains parameétres m;; (i # j) de la matrice constitutive de I’élément R, I ou C peuvent

étre nuls. Dans ce cas, ’élément multiport initial est décomposé en un nombre inférieur & m
d’éléments multiport. Le nombre d’éléments multiport obtenus & partir de la décomposition
auxiliaire est égal au plus grand nombre de paramétres apparaissant sur une méme ligne ou
sur une méme colonne de la matrice. Au minimum, ce nombre est égal & 1 (ce qui correspond
a des éléments 1-port découplés) et au maximum, il est égal au nombre de ports. Comme
exemple, considérons un élément I 3-ports en causalité intégrale donné figure 2.34(a). Le
modele bond graph obtenu a partir de la décomposition auxiliaire est donné figure 2.34(b).
Cet élément 3-ports est décomposé en deux éléments 3-ports parce que le plus grand nombre
de parameétres apparaissant sur une méme ligne ou colonne correspond & 2.

— Pour les transducteurs multiport (TF et GY), la décomposition canonique [Bre84b| per-

met de décomposer ces éléments en des transducteurs 2-ports connectés par une structure
de jonction simple. Chaque transducteur 2-ports est caractérisé par un seul paramétre.
Ainsi, la décomposition canonique des transducteurs multiport permet de découpler les
paramétres ce qui n’est pas le cas pour les éléments multiport dissipatifs et de stockage
d’énergie.
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Fic. 2.34 — Décomposition auxiliaire d’un élément I 3-ports en causalité intégrale.

2.3.2 Modéle standard d’interconnexion des éléments multiport

Dans cette section, la procédure énoncée dans la section 2.2 pour la détermination du mo-
déle standard d’interconnexion des éléments 1-port et des transducteurs 2-ports est étendue aux
éléments multiport R, I et C. Cette modélisation dépend de la causalité affectée a ’élément mul-
tiport et nécessite une procédure de décomposition comme il a été expliqué dans la section 2.3.1.
Ainsi, pour la détermination du BG-SIM d’un élément multiport (R, I ou C), nous proposons
tout d’abord une premiére procédure basée sur la décomposition canonique congruente classique
ou étendue et ensuite, une deuxiéme procédure basée sur la décomposition auxiliaire (décom-
position proposée dans la section 2.3.1). Enfin, la détermination graphique du modéle standard
d’interconnexion d’'un exemple électrique est établie suivant les deux procédures proposées.

BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente (étendue)

Considérons un élément multiport (R, I ou C) incertain dont les paramétres associés m;;,
i,j = {1,...,m}, sont la somme de valeurs nominales m;j, et de valeurs incertaines Am,; :
mij = Mij, + Amyj. Le BG-SIM associé a cet élément multiport peut étre déterminé aprés sa
décomposition canonique congruente classique (dans le cas d’un élément R, T ou C) ou étendue
(dans le cas d’un élément multiport dissipatif R) :

Procédure 5. La détermination du BG-SIM d’un élément multiport (R, I ou C) est établie
comme suit :

— Etape 1 : appliquer la décomposition canonique congruente pour les éléments I ou C et la
version étendue pour les éléments R ;

— Etape 2 : appliquer l’approche énoncée dans la section 2.2 a chaque élément® (élément
1-port ou transducteur 2-ports) pour dissocier cet élément en un élément nominal et un
élément incertain.

— Etape 3 : affecter la méme causalité auz éléments nominal et incertain que celle affectée
a Uélément initial (élément 1-port ou transducteur 2-ports obtenu aprés décomposition) ;

— Etape 4 : identifier sur le modéle bond graph les variables d’E/S auziliaires, qui sont des
variables de puissance internes. La sortie (resp. entrée) auxiliaire z;; (resp. w;;) associée au
parameétre mg; correspond & la variable de puissance sortante de l’élément nominal (resp.
incertain).

Démonstration. Dans les travaux de BREEDVELD |Bre95, Bre84b| et dans la section 2.3.1, il a
été démontré que les relations mathématiques décrivant la décomposition canonique congruente
classique et étendue sont équivalentes & celles décrivant I’élément multiport initial. Par ailleurs,
il a été démontré dans la section 2.2 que la ou les relation(s) associée(s) a un élément présentant
une incertitude paramétrique (élément 1-port et transducteur 2-ports) correspond(ent) a celle(s)
du BG-SIM de celui-ci. Ainsi, il peut étre conclu que les relations associées au BG-SIM basé sur
la décomposition canonique congruente (classique ou étendue) correspondent a celles de 1’élément

8Le paramétre associé & cet élément dépend de la configuration causale de I’élément initial.
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multiport initial. Fin de la démonstration.

Exemple 1. Considérons 1’élément R 3-ports en causalité résistance donné figure 2.28(a). Le
BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente étendue est donné figure 2.35. Les pa-
ramétres ri2, r13 et ro3 possédent chacun deux paires d’E/S auxiliaires.

Exemple 2. Le BG-SIM de ’élément R 2-ports en causalité mixte (figure 2.29(a)) obtenu a

partir de la procédure 5 est donné figure 2.36 ot 0y /,,,,, = —TM?ZATJF%.

R-r11 R'ﬂrn R:rgzn R:ﬂrgz R'rqa R'ﬂr'ﬂ

Z11 J:"“ J: Zig1) Zi2(2) Zzz*Jszz*J: Z33(1 Zz3(2) Z'%Jj/j”ﬂl
I/% GY —-xl l/‘% GY ﬁl
| 7 1 W1 e Wiz(2) 1 | 1 Wasi1) = Was(2) 1
—_— — GY —> M —>

ﬂru 2 ﬂnl'za
Z43i1y Zy ﬂ|2
— GY —>4 1
i'-1:'1n
Wiy Wiziz) —F
‘ GY 2
ﬁr13

Fia. 2.35 — BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente étendue d’un élément R
3-ports en causalité résistance.
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Fia. 2.36 — BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente de I’élément R 2-ports en
causalité mixte.

BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire

Considérons un élément multiport incertain (R, T ou C), noté M P, dont les paramétres
associés a une configuration causale m;j;, i, j = {1,...,m}, sont les sommes de valeurs nominales
m;j, et de valeurs incertaines Amy; : m;; = myj, + Am;;. Le BG-SIM associé & cet élément peut
étre déterminé aprés la décomposition auxiliaire de ce dernier :

Procédure 6. La détermination du BG-SIM d’un élément multiport (R, I ou C) est établie
comme suit (figure 2.87) :
- E’tape 1 : appliquer la décomposition auziliaire (cf. section 2.5.1, procédure 4) ;
— Etape 2 : dissocier chaque élément multiport M Py, du modéle bong graph obtenu® en un
élément multiport nominal M Py, et en un élément multiport incertain M Py, . La matrice

9A cette étape, aucune jonction n’est rajoutée car 'i®® lien de I’élément nominal (resp. incertain) est connecté
a la jonction J; qui a été rajoutée lors de la décomposition auxiliaire (procédure 4).
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associde au kM élément multiport nominal M Py, (resp. incertain M Py, ) contient les
valeurs nominales myj, (resp. incertaines Amy ;) ;

— Etape 3 : affecter la méme causalité auz éléments muliports (nominauz et incertains) que
celle affectée o l'élément multiport initial ;

— Etape 4 : identifier sur le modéle bond graph les variables d’E/S auziliaires, qui sont des
variables de puissance internes. La sortie (resp. entrée) auxiliaire z;; (resp. w;j) associée
au parametre m;; correspond a la variable de puissance sortante sur 1’i®™m lien de 1’élément
multiport nominal M Py, (resp. incertain M Py, ).

La démonstration de la procédure 6 est analogue a celle de la procédure 4 sauf qu’il faut
tenir compte de termes nominaux et de termes incertains dus a la dissociation de chaque élément
multiport en deux éléments (nominal et incertain).

Remarque : Le BG-SIM d’un élément multiport (R, I ou C) est une représentation causale. Néan-
moins, sur la figure 2.37, la causalité n’est pas affectée pour ne pas prendre d’option a prior: sur
le positionnement des traits causaux..

Vigo s Vou, =2 Myy, 0_
————— MP:
0 r""lmm,.|
Vigy 0 ¥Oq, = Wy Amyy U_
— MP : -
0 Amyn,
My 0
0 I
Vi, 1 Yoy, = Zk P : 0 Mmkstym,
— mtm-k«znn__a_r ________
. |
i 0
Vi¥o E— 0 mm[k 11.\:
— J L
: Ay, 0
0 I
MP : 0 AMimistym
e MP |- ro-mstes
vl"u ! “D"UE W m '%“ 0 : 0
0 AMippe)
[0 - 0 M,
Vig,t YOy, = Zm Mz, 0
— MP : '
0 Men(m-1y, 0
[0 - 0bmy
Vi, VO, = Won Amgy 0
MP : - T :
0 AMpmy 0

Fia. 2.37 — BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire d’un élément multiport (R, I ou C).

Exemple 1. Considérons l'élément R 3-ports en causalité résistance donné figure 2.28(a). Le
BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire est donné figure 2.38.

Exemple 2. Le BG-SIM de ’élément R 2-ports en causalité mixte (figure 2.29(a)) obtenu a
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partir de la procédure 6 est donné figure 2.39. Comme 1’élément R 2-ports est en causalité mixte

alors rap, = —Th,, et Aran, = —Aryy, (termes antisymétriques).
— F4%)
Zy M, 0 0 >
-
7 R:| 0 Tz, 0 £33
E—

0 0 M| ~— ]

Wi (a0 0 —
4_—/ R:log Az Wi

_0 0 Arss %

(1)
Zyzi1y 0 Fizy 0 L2

|
I
ﬁt R:10 0 Tz, Ziay | 1 N I

Ry o
Ma, 0 0 e

-1 —»

1 1 Wiz 0 Arp O 11
| :___IﬁR 0 0 Ary Ww_z_—|1 3,
Ariz 0 0 ] = |____ |
— _ Z12(2)
Z13(1) 0 0 ra, —>
% R [Tz, 0 0 é,"lib
0 rza, 0 ~
. — 1'“"‘1/..”
M 0 0 Arg i
— R:|Ar; 0 0 %u_c’
0 Ars0 | —

Fia. 2.38 — BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire d’un élément

R 3-ports en causalité
résistance.
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= R- rM11n
I'M22n I: Z?z
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1] R: D Aryzz I 0 |
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w
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ﬂfruhz 0 —>
Wiziz)

Fia. 2.39 — BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire d’un élément R 2-port en causalité
mixte.

Exemple 3. Considérons ’élément C 2-ports en causalité dérivée donné figure 2.33(a). Le BG-
SIM basé sur la décomposition auxiliaire associé a cet élément est donné figure 2.40.

Le modéle standard d’interconnexion décrit par le systéme d’équations 2.15 peut étre déduit
directement & partir du modéle bond graph incertain aprés la substitution de tous les éléments

incertains (1-port et multiport) par les modeéles bond graph standard d’interconnexion associés
comme il a été expliqué dans la section 2.1.3.
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C: [
— Wiz2)

Fic. 2.40 — BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire d’'un élément C 2-ports en causalité
dérivée.

Remarques :

— Rappelons que la matrice caractérisant une configuration causale d’un élément multiport
(R, I ou C) peut avoir des termes symétriques ou antisymeétriques selon la causalité affectée
(cf. annexe D). Ainsi, certains paramétres figurant dans cette matrice peuvent avoir deux
paires d’E/S auxiliaires. Par exemple sur la figure 2.37, my,, = £m,,1 selon la condition
de symétrie/antisymétrie. Ainsi, deux paires d’E/S auxiliaires sont associées au paramétre
M1y, OU au parametre my,.

— Afin d’établir le BG-SIM d’un transducteur multiport, la premiére étape est d’appliquer la
décomposition canonique congruente afin de décomposer I’élément en des transducteurs 2-
ports connectés avec une structure de jonction simple. Ensuite, chaque transducteur 2-ports
est remplacé par le BG-SIM correspondant établi dans la section 2.2.2.

Exemple

Afin d’illustrer la détermination du modéle standard d’interconnexion & partir d’un modéle
bond graph contenant un élément multiport, considérons le circuit électrique de la figure 2.41(a)
contenant une inductance mutuelle M. Le modéle bond graph associé en causalité préférentielle
intégrale est donné figure 2.41(b). Seuls les paramétres L1, Lo et M sont supposés des paramétres
incertains.

R:R c:C
G)U Ly L, € |V £ o j
SeU—— 1 ﬂl:[m ij1
(a) (b)

F1a. 2.41 — (a) Circuit électrique avec une inductance mutuelle et (b) le modéle bond graph en
causalité intégrale associé.

D’une part, le BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente est établi (figure 2.42)
ou I11 = Ly, I1s = % et Iog = Loy — ]‘f—f Les vecteurs d’E/S auxiliaires sont définis par :

T T
w = [wln Wiy  Whpay Whgw } et z = [zlu 2l ALigy  Zlae) } . La représentation
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d’état associée peut se mettre sous la forme standard d’interconnexion (systéme d’équations 2.15)

ou :
__R Rlig, 0
I11, 122 —R RIlgn R 0 1
A Rl RI}, 1| I I? I ; I ;
n= | Gl e 2 Bi= | Rlp, —Rljp, —Rha, —1|3Ban=| ~Iiz, |;
On i 0 0 1 0 0 0
I3z,
1
Ilén (1) 8 0 0 0 0 0
122 0 0 0 0 0
Ci= Lz, ; D11 = ; D12 = ;
! 0 7= 0 t 0 I, 0 0 12 0
Rl R1122n 0 —Rfmn RI%QH RIlgn 0 IlQn
I11,, 122,
Con = { 0 0 % } et Do; = Dag2y = 0. La matrice diagonale d’incertitude est donnée par :
. N AT Al AT
A = diag (51/111,51/[22,(5[12,(5[12), ou 51/]11 = _InﬁilAlIu; 51/]22 = —m et 5112 = Tzl:
- Alaz
. ¢W?9
| Loz s O
R:R l: |”n L33 T c
Ji B £12(2) Ji
pr| LZ1 — :
Y AT —— g

SE:Uﬁ 1 71 0 Z12(1) Tlgﬁ W_‘::;: I 1 }T‘I

S~ |TF
sz, ) -+ ™
Wazi1y Alys

_ I‘Hn'(I'Hn_'—"—\‘lﬂh.]I
Alyyq

FiG. 2.42 — BG-SIM basé sur la décomposition canonique congruente du circuit électrique de la
figure 2.41(a).

F1a. 2.43 - BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire du circuit électrique de la figure 2.41(a).

D’autre part, le BG-SIM basé sur la décomposition auxiliaire est établi (figure 2.43) ou
I[ll = ﬁ, I]lg = *ﬁ et I[22 = ﬁ Les vecteurs d)E/S auxiliaires w et z
sont inchangés. Le modéle standard d’interconnexion (systéme d’équations 2.15) est défini par
les matrices suivantes :
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—RIpn, —RIne, 0 -R 0 —R O 1
A, = 0 0 —% 1;Bi=| 0 0 0 0]|;Ban=1]0|;Dy3=Dyp=
Ina, I192, 0 0 1 1 0 0
Ir;;, 0 0
0 1199 0 1 . 5. .
D21 =Do2y =0;Cy = " et Cop = { 00 & } La matrice d’incertitude est
0 Ing, O
I, 0 0
. - . Al Al Al
donnée par : A = diag (81,115 01;955 011195 01;15), O = 01,4, = Tﬁj’ 0L 9y = 112122712 et dr,y, = 111’21712.

Conclusion

Dans le chapitre précédent, les différents facteurs incertains affectant les systémes mécatroni-
ques ont été présentés. Ensuite, différents outils de modélisation et d’étude de ces systémes
incertains ont été rappelés. Enfin, différentes approches de conception et de dimensionnement
des systémes mécatroniques ont été abordées et plus précisément la méthodologie de dimen-
sionnement sur des critéres dynamiques et énergétiques . Dans ce chapitre, nous nous sommes
focalisés sur la prise en compte de ces incertitudes dans un modéle bond graph (outil support de
la méthodologie de dimensionnement). Ainsi, un état de l’art sur les différentes approches bond
graph pour 'analyse et la modélisation des incertitudes paramétriques a été établi. Les contri-
butions de ce chapitre portent sur 'une de ces approches : le bond graph incertain qui permet
de retrouver graphiquement le modéle d’état canonique et le modéle standard d’interconnexion.
Plus précisément :

— Au niveau de la représentation d’état canonique : une procédure alternative & celle
existante dans la littérature pour la détermination graphique du modéle d’état canonique
(procédure 2, page 42). Cette procédure permet d’éviter des calculs intermédiaires néces-
saires par ailleurs dans la procédure existante.

— Au niveau de la représentation bond graph standard d’interconnexion des élé-
ments 1-port et des transducteurs 2-ports : une procédure alternative pour la dé-
termination graphique du modeéle standard d’interconnexion (section 2.2, page 49). Elle
concerne les modeéles bond graph linéaires comportant des éléments 1-port et des transduc-
teurs 2-ports. Par rapport & la procédure existante, cette procédure permet la simplification
graphique du modeéle bond graph incertain.

— Au niveau de la décomposition des éléments multiport : deux nouvelles décomposi-
tions des éléments multiport (R, I ou C) : décomposition canonique congruente étendue
(procédure 3, page 59) et décomposition auxiliaire (procédure 4, page 61). La procédure 3,
qui concerne uniquement les éléments multiport dissipatifs, permet de décomposer 1’élé-
ment multiport en éléments R 1-port connectés par une structure de jonction généralisée.
La procédure 4 permet de décomposer I’élément multiport en un ensemble d’éléments mul-
tiport connectés par une structure de jonction simple.

— Au niveau de la représentation bond graph standard d’interconnexion des élé-
ments multiport (R, I et C) : une procédure basée sur la décomposition canonique
congruente étendue (procédure 5, page 65) et une procédure basée sur la décomposition
auxiliaire (procédure 6, page 66). Ainsi, le BG-SIM de ’élément multiport (R, I ou C) peut
étre déterminé selon deux procédures différentes.

Ces contributions s’inscrivent dans le contexte de la méthodologie de dimensionnement basée
sur le formalisme bond graph. En effet, I'intérét que nous portons pour la modélisation bond
graph des incertitudes paramétriques a pour objectif d’utiliser cette modélisation dans la dé-
marche de dimensionnement par inversion des modéles bond graph. L’inversion d'un modéle
bond graph qui met en évidence 'incertitude (absolue ou relative) permet de remonter a cette
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incertitude & partir de la connaissance des spécifications des incertitudes sur les sorties.

Le chapitre suivant est consacré aux contributions a la phase d’analyse structurelle et compor-
tementale qui fait ’originalité de la méthodologie de dimensionnement reposant sur des critéres
énergétiques et dynamiques.
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Introduction

Lors du premier chapitre, nous avons vu que l’originalité de la méthodologie de dimensionne-
ment reposant sur des critéres dynamiques et énergétiques consiste en sa phase d’analyse structu-
relle et comportementale [Ngw97,Ngw0la,Ngw01b,Ngw05, Jar08a,Jar10]. Cette phase est établie
lors de I'étape de vérification de I'adéquation (cf. section 1.3.4, chapitre 1) afin de vérifier, d’une
part Uinversibilité du modeéle de conception (cf. section 1.3.3, chapitre 1), et d’autre part, si les
spécifications peuvent étre portées par la structure retenue. Pour mener cette derniére vérifica-
tion, il s’avére nécessaire de déterminer les différents invariants caractérisant la structure d’un sys-
téme (ordres des zéros' /poles & I'infini, ordres relatifs? et ordres d’essentialité?) qui sont habituel-
lement utilisés pour résoudre des problémes de commande [Fal67,Des82,Com82,Com8&6,Com93b].
En effet, connaissant ces ordres, les sorties peuvent étre spécifiées correctement : les spécifica-
tions sont en adéquation avec la structure du systéme si et seulement si, pour toute sortie y;,
la spécification correspondante est au moins n;e fois dérivable (car 'ordre d’essentialité n;e peut
étre interprété comme étant 'ordre maximal de dérivation de la sortie y; apparaissant dans le
modéle inverse d’ordre minimal [Com86, Glu92|).

Dans la littérature, des procédures graphiques pour la détermination de ces invariants ont
été établies sur le modéle bond graph causal?. Formulées selon le niveau d’analyse souhaité (BG-
structurel ou comportemental), elles permettent de mettre en place une démarche chronologique
dans le travail de conception ou de reconception. Dans ce chapitre, nous proposons dans une
premiére partie, de nouvelles procédures graphiques (procédures 16, 17 et 18) permettant la dé-
termination des différents invariants & partir du modéle bond graph bicausal afin de simplifier
I’analyse structurelle et comportementale du modéle de conception. Les démonstrations de ces
procédures reposent sur un certain nombre de résultats intermédiaires qui sont énoncés et démon-
trés (théoremes 2 et 4, proposition 1, équation 3.22, procédures 13, 14, 15 et 36 de 'annexe F).
Indépendamment des valeurs numériques attribuées aux parameétres du modele (valeurs qui sont
sujettes aux incertitudes), les propriétés structurelles et comportementales ainsi déterminées se
révélent d'une grande aide lors de la conception des systémes mécatroniques.

Dans une seconde partie de ce chapitre, nous nous intéressons plus particuliérement a la véri-
fication de I'adéquation des spécifications dans le contexte de la synthése paramétrique. En effet,
dans un probléme de conception par modéles inverses, il faut s’assurer que le comportement dé-
siré en sortie pour une entrée donnée peut étre assuré par la structure retenue pour le composant
a concevoir. Comme les sorties peuvent étre spécifiées sous forme de comportements type (fonc-
tion ou matrice de transfert), nous proposons alors d’étudier 'adéquation spécifications/structure
pour ce cas (procédure 19 page 113 pour les systémes monovariables, procédure 40 de 'annexe G
pour les systémes multivariables et 'annexe H pour le cas d'un composant multiport). Si cette
adéquation n’est pas vérifiée alors des recommandations pour la remise en question des spéci-
fications ou de la structure du systéme sont proposées. Dans cette étude, les différents niveaux
d’analyse sont dégagés. En particulier, nous établissons le lien entre la vérification de 'adéquation
au niveau de l'analyse numérique (le niveau d’analyse le plus bas) et la synthése paramétrique
qui représente 1'un des aspects de la méthodologie de dimensionnement (cf. section 1.4, chapitre
1). En présence d’incertitudes, la procédure proposée (procédure 19) permet d’établir la synthese
de tolérances paramétriques.

"es ordres des zéros a I'infini sont également désignés par ordres des zéros globauc.

2Les ordres relatifs sont également désignés par degrés relatifs,ordres de zéros a Vinfini par ligne ou encore
indices caractéristiques.

3Les ordres d’essentialité sont également désignés par ordres essentiels.

“Dans la suite, le modéle bond graph causal fera référence au modéle bond graph modélisant le systéme
physique et auquel la causalité a été affectée (cf. section A.5.1, annexe A).
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3.1 Analyse du cahier des charges : éléments théoriques

Le but de cette section est de rajouter & l'étape de vérification de l'adéquation (cf. sec-
tion 1.3.4), de nouvelles procédures graphiques permettant la détermination des invariants (ordres
des zéros/poles a l'infini, ordres relatifs et ordres d’essentialité) a partir du modéle bond graph
inverse bicausal, notamment, afin de simplifier I'analyse structurelle et comportementale du mo-
dele de conception retenue pour le systéme & concevoir. En effet, dans [El 08a], une procédure
permettant la détermination des ordres d’essentialité & partir du modéle bond graph bicausal
a été proposée. La détermination de ces ordres s’avére en effet plus simple sur le modeéle bond
graph inverse que sur le modeéle direct (du fait de leur interprétation sur le modeéle inverse).
Enfin, une discussion sur les procédures causales (appliquées sur le modeéle bond graph direct)
et bicausales (appliquées sur le modéle bond graph inverse) est établie.

Tout le long de cette section, les systémes étudiés sont des systémes carrés (hypothése 1, page 16)
et linéaires (hypothése 2, page 16) supposés inversibles et nous nous intéressons aux modeéles
inverses d’ordre minimal.

3.1.1 Reésultats de référence de ’approche modéle d’état

Plusieurs outils ont été développés pour mener l'analyse structurelle et comportementale (cf.
section 1.5, chapitre 1). Dans le cadre de ce mémoire, nous nous intéressons principalement &
I’approche modéle d’état et 'approche bond graph. L’approche modéle d’état tient compte des
lois physiques et de leur paramétrage. Le niveau d’analyse associé est le niveau d’analyse com-
portemental.

La structure a l'infini, les ordres relatifs et les ordres d’essentialité ont été définis par ’ap-
proche modéle d’état® et des procédures bond graph ont été mises en place pour les déterminer
graphiquement. De ce fait, les résultats obtenus par l'approche modeéle d’état seront désignés
résultats de référence.

Dans une premiére partie, nous rappelons les définitions algébriques des propriétés structu-
relles recherchées. Une relation entre les ordres des poles a U'infini de la matrice de transfert du
modéle inverse et les degrés des mineurs de la matrice systéme du modéle inverse est proposée.
De plus, nous proposons une procédure algébrique pour calculer les ordres relatifs & partir de
la structure & l'infini du modéle inverse. Dans une seconde partie, nous nous intéressons a la
représentation graphique d'un modéle d’état inverse en définissant un digraphe représentant ce
modele. Une procédure digraphe est établie pour calculer le déterminant de la matrice systéme
du modéle inverse. Les contributions proposées seront utilisées pour faciliter la mise en place des
procédures bond graph (cf. section 3.1.3).

Représentation matricielle

Considérons X le systéme linéaire carré (hypothese 1, page 16) et invariant dans le temps
décrit par :

x(t) = Ax(t Bu(t
z;{"“ x(t) + Bu(t) )
y(t) = Cx(t)
Rappelons que la matrice de transfert associée est strictement propre et définie par :
T(s) = C(sI-A)"'B (3.2)

®Ces invariants ont été définis par d’autres approches comme I'approche géométrique [Des82, Com82, Des85,
Des88].
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Le modéle inverse est obtenu & partir du modéle direct par les dérivations successives de chaque
sortie afin d’exprimer la commande en boucle ouverte u en fonction du vecteur d’état et des
dérivées des composantes de y. Ainsi, le modéle inverse d’ordre minimal peut étre exprimé
comme suit [Ngw97] :
{).(inv(t) = Ainvxinv(t) + Binvu(a)inv(t) (3 3)
Yinv(t) = Cinvxinv(t) + Dinvu(a)inv (t)

0l Xijny (t) € R™nv est le vecteur d’état, U(y)iny(t) = Y(a)(t) € R (resp. yinv(t) = u(t) € R™) est
le vecteur d’entrée (resp. de sortie). Le vecteur u(q)iny(t) = ¥ ()(t) regroupe les composantes du
vecteur de sortie y(¢) du modéle direct ¥ (systéme d’équations 3.1) et de leurs dérivées succes-
sives apparaissant lors de la construction du modéle inverse®. Les matrices Ajny, Binv, Cinv €t
Djnv sont des matrices constantes de dimensions respectives (njny X Niny), (Miny X @), (M X Nipy)
et (m x «).

Dans le domaine de LAPLACE, le modéle inverse (équation 3.3) peut étre écrit comme suit :

{SXinV(S) - Xinv(o) = AianinV(S) + BinV(S)Uinv(S) (34)

Yinv(S) = Cianinv(S) + Dinv(S)Uinv(S)

ol Ujny(s) = Y(s) (resp. Yinv(s) = U(s)) € R™. Biny(8) et Diny(s) sont des matrices polyno-
miales” en s de dimensions respectives (1, X m) et (m x m). Xiny(0) est supposé nul dans la
suite des développements.

La matrice de transfert Tiyny (s) du modéle inverse est une matrice rationnelle non propre® définie
par :
Tinv(s) = Cinv(SI - Ainv)_lBinv(S) + Dinv(S) (35)

Le polynome caractéristique de la matrice Ajy, € R™nv*Minv egt égale a det(sI — Ajpy). Ce
polyndéme peut étre écrit sous la forme suivante :

Ninv

Pa (8) = 8"+ ) st (3.6)
i=1

La matrice systéme Piyy(s) € R(unotm)x(minotm) qy modele inverse (équation 3.4) est définie
par? :
sI— A4 Binv(s)
P‘ s) = mv mv 37
IHV( ) _Cinv Dinv(s) ( )

Ordres des zéros/poles a linfini
La structure a l'infini d’un systéme propre X est caractérisée par les ordres des zéros a l'infini
qui sont définis et calculés grace a la factorisation de SMITH-MCMILLAN & U'infini [Var82].

Le vecteur V(e (t) peut s’écrire sous la forme suivante : V(e (t) =
dyi (t d2y; (¢ dya (t dym (t
n(h) SR ) B () 20

"Le vecteur Y(s) est obtenu par la transformation de LAPLACE du vecteur y(t) qui représente le vecteur
regroupant les sorties du systéme physique (représenté par le modéle direct 3.1). En passant dans le domaine
de LAPLACE, les opérations de dérivations figurant dans le vecteur y(,)(t) sont transformées et reportés dans la
matrice Biny(s).

8La définition 25 de annexe E présente les caractéristiques d’une matrice rationnelle propre.

9Cette matrice est obtenue en écrivant le systéme d’équations 3.4, caractérisant le modéle inverse dans le
domaine de LAPLACE, sous la forme suivante :

sT— Ainy  Binv(s) H Xinv(s) }_{ Xinv (0) }
—Cinv Dinv(s) _Uinv(s) _Yinv(s)
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Théoréme 1. Pour toute matrice rationnelle G(s) de dimension (pxm) (qui n’est pas nécessaire-
ment strictement propre ou méme propre) de rang v, la factorisation de SMITH-MCMILLAN 4
Uinfini est définie par [Var82, Mur00] :

G(s) = Ba(s) [ Aés) : ] Ba(s) (3.8)

avec B1(s) et Ba(s) des matrices bipropres'® (propre et d’inverse propre) : det (Slim Bi(s)) #0;
—00
i = {1,2}; et A(s) = diag (s",...,s'), t1 > ... >ty t;; 1 = {1,...,7}; peut étre calculé a
partir des mineurs de G(s) :
ti = 0; — 0;—1

ot &; est le degré'! le plus élevé des mineurs d’ordre i de G(s), 6o = 0.
- Sit; >0 alors n; = t; est un ordre de péle a Uinfini;
- Sit; <0 alors n; = —t; est un ordre de zéro a l'infini.

La matrice de transfert T(s) du systéme ¥ ne posséde que des zéros a Uinfini [Dio82]. Par
conséquent, la matrice de transfert Tiny (s) du modeéle inverse ne posséde que des poles a I'infini'2.

Remarque : Dans certaines références [Des82, Com86,Des88,Ber97b|, 'ordre de zéro a 'infini est
noté n} et U'ordre relatif est noté n;. Dans d’autres références [Di093, Rah96, Dau00], la notation
est inversée. Dans ce mémoire, nous avons adopté cette derniére pour étre cohérent avec les tra-
vaux du laboratoire.

Dans ce qui suit, nous proposons de définir la relation entre les degrés des mineurs de la
matrice de transfert Tiny(s) (resp. d’une sous-matrice de la matrice de transfert Tiny(s)) et les
degrés des mineurs de la matrice systéme Pi,y (s) (resp. d’une sous-matrice de la matrice systéme
Pinv(s)). Cette relation peut étre vue comme une procédure algébrique pour la détermination des
ordres des poles a 'infini & partir de la matrice systéme P,y (s) du modéle inverse (équation 3.4).

Théoréme 2. Considérons Tinv(s)fl’”"]}i_ € R une sous-matrice déduite de la matrice Tiny(s)
yeeeylly
en sélectionnant les lignes hy, ..., h; et les colonnes ji, ..., j; tel que det(TinV(s)ﬁl”'.""’,]};) #£ 0. Soit
0 j1...4; le degré de ce déterminant'®, alors :
Yhi,ehy
57»]1‘7]7' — /61]1 ,,,,, ji nZ’I’L'U (3-9)
By Birehy

ou :
— Niny est la dimension de [’état du modele inverse ;

_ A _ 5 . Ly Mine Mino 7150 Nino+Ji 1\ .
ﬂl;}l”}f 68t le degre de det (Plnv(8)17~-'7ninv7ninv+h17~~~7ninv+hi ’
1 seeeshg

_ . 1, Mine +J1 50 Ninv+Ji (ninv+i)x(ninv+i) 3 ; ; 5 .

Pan(s)1,---,nmv,nmv+h1,---7nm.+hi eR est déduit de la matrice systéme Piny(s)
en ne sélectionnant que les lignes 1, ..., Niny, Nino+h1, . . ., Ninu+h; et les colonnes 1, ..., Ny,
Ninw + J1y- -« s Ninw + Ji (165 Niny premiéres lignes des njy, premiéres colonnes de Piny(S)
sont conseruvées).

De plus, 0 j,.....i; est nécessairement mazimal pour Bi.....5;

K3 k2
Biyeshy Biyeeish

mazimal, alors

107 es propriétés d’une matrice bipropre sont données par la définition 27 de Pannexe E.

"Le degré d’une fonction rationnelle est donné par la définition 24 (Annexe E).

12Ce résultat peut étre déduit directement & partir de la factorisation de SMITH-McMILLAN & Dinfini de la
matrice de transfert du modéle direct X.

13Les mineurs nuls de Tiny(s) n’ont pas d’effet sur la structure & Pinfini.



78 Chapitre 3. Contribution & & ’analyse...systémes incertains

ot 0; = max A{0.51..3; } le plus haut degré des mineurs d’ordre i de Tiny(s) et 3; =
J1yeedi € ([Lm]) - Chyohg
hi,... hi € ([1,m])*
max AB.iri; } le plus haut degré des mineurs d’ordre i de Piny(s).
J1,---rdi € ([L,m])* — *hpohy
hi,...,h; € (ﬂl,m}])l

Démonstration. En appliquant la formule de SCHUR (cf. définition 22, section E.1, annexe E),
le déterminant de la matrice systéme peut étre exprimé comme suit :

det(Piny(s)) = Pa,, . (5) det(Tinv(s))

ou Pa,  (s) est le polynéme caractéristique du modeéle inverse défini par 1’équation 3.6. Ainsi,
en généralisant aux mineurs, le résultat suivant est obtenu :

det (Pinv(5)1,...,ninv7ninv+j1,-..,ninv+ji ) — PAim, (S) det (Tinv(s)illt..:‘:j};)

1r~~7nin'u yMinv +hl seeyiny +hz

17--~aninv sNinv +]1 5o iny +Jz
Ly Minw s Minv+h1,-Niny+hs

Pinv(s) est une matrice polynomiale alors det (Pinv(s) ) est polynomial

en s. Comme det (Tinv(s)fl".'.‘.’J}jJ # 0, alors
. . . . Loy Miny>Miny Tl NinytJi
d t T J15--504 ~ nznv+deg (det (Plnv(s)l vvvvv iy Minv Th1,- ninv""hi))
€ inv{S)p, h, S——+400 §
puisque!* Pa, (s) ~  s"n (équation 3.6). Ainsi, il peut étre déduit que : &y, =
s—s400 Uhyeshy

,Bijl ,,,,, i — Miny €t pour les maxima d; = G; — Nyny. Fin de la démonstration.
Blyeeonhy

Exemple. Considérons le modéle inverse suivant :

: 1
X1 = ;X2 — Y2

Xg = —1X1+Yy1

u; = C%Xz + Iyt

uz = exa — (1+ 2)yz2 — Cols¥o

0 1
Dans le domaine de LAPLACE, ce modéle est caractérisé par les matrices : Ajpy = 1 %1 ,
I
0 -1 0 & Iis 0

Binv(s) = [ 1 0 ]a Cinv = [ 0 6{312 et Dinv(s) = 0 _(1+ % +Cg[382) - La ma-

trice de transfert Tiny(s) et la matrice systéme Piny(s) correspondantes sont données par :

Iss 1
Tinv(s) = [ 011282—}_'1 1I: Cilas +1[ 2 ]
Cilos? 1 Leihery — (L 5 + Calzs)
et
1
- 1 0
. — I s
Piny(s) 0 —& I 0
0 —f- 0 —(1+ 8+ Colss?)

Calculons le plus haut degré §; des mineurs d’ordre 1 de Tiny(s) & partir du plus haut degré (34
des mineurs d’ordre 7, + 1 de Piny(s). En effet, pour calculer (1, il est nécessaire d’étudier les
sous-matrices d’ordre n;,, + 1 de la matrice Piny(s). En respectant les notations précédentes,

!47a notation ~  représente la limite quand s tend vers +oo.
s— 400
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nous obtenons alors le tableau 3.1. Ainsi, 31 = max{1.23, 5124, 3,123, 3124} = 4 et par consé-
1,2,3 1.2,3 1.2,4 1,2,4

quent : 01 = 61 — Njpp =4 —2 = 2.

Calculons, a présent, le plus haut degré do des mineurs d’ordre 2 de Tiny(s) & partir du plus haut
degré (B2 des mineurs d’ordre njp, +2 de Piny(s). Pour ce faire, il suffit de calculer le déterminant
de Pinv(s) qui est 'unique mineur d’ordre nj,, + 2 :

1113 Cyl5 C2I1I3> 3 (1 I3 I )
I * Ci * Ci1y ° C1+C1—72+0112 °

det(Pin(5)) = —Coly Iys® — (11 +

Ainsi, 2 = 5 et par conséquent : do = B2 — Njpy =5 — 2 = 3.

TAB. 3.1 — Détermination des degrés des mineurs de Piny(s).

Sous-matrice Déterminant Le degré du déterminant correspondant
12,3
Pinv(s)123 Lis® + & (1 + ) ﬂl%g,g =3
1,2,4 1 -
Piny ()15 an Pz =0
1,2,3 I3s _
Piny ()15 ot Pza =1
17274 _ _ 0213 1 _
Piny(s)121 | —Colss' —(1+ 2+ &2)s° — o, frizs =4

A travers cet exemple, nous remarquons que le passage par la matrice systéme est fastidieux,
néanmoins cet outil algébrique facilite 'interprétation graphique et reste utile pour les démons-
trations des procédures bond graph. Plus particuliérement, le théoréme 2 sera utilisé pour énoncer
les procédures bicausales 16 et 37 pour la détermination des ordres des poles a linfini (cf. sec-
tion 3.1.3).

Ordre relatif

L’ordre relatif n) de la sortie y; correspond au nombre minimal de dérivations de la sortie y;
nécessaire pour faire apparaitre une des composantes du vecteur d’entrée dans [’expression ygn;).
Dans le probléme de conception, lordre relatif d’une sortie y; peut étre imposé par le cahier
des charges. Dans ce cas, la structure ainsi retenue doit répondre & cette spécification. Plusieurs
méthodes de calcul algébrique ont été proposées dans la littérature pour déterminer les ordres
relatifs & partir d’'un modéle linéaire et invariant dans le temps décrit par la représentation

d’état 3.1.

Théoréme 3. L’ordre relatif peut étre calculé par l'une de ces trois méthodes :
— n} est égal au minimum des degrés des transmittances composant la ligne ti(s) de la matrice
de transfert T(s) [Bro65b, Dau00)].
— nl peut étre calculé de sorte que [Bro65b, Des82, Com86] :

/ _ A k-1
n; = klélI\I;* {k | c¢;A""" B # 0} (3.11)
— nl est égal a Uordre du zéro o Uinfini de (A,B,c;) (ou zéro a Uinfini par ligne) tel que
[Bro65b, Des82] :
n, = él&{]{k ] Jim s*t;(s) # 0} (3.12)

ot ¢; est 1™ ligne de C et t;(s) = c;(sI — A)~'B.
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Dans la suite, nous proposons une procédure algébrique pour la détermination de l'ordre
relatif n} associé a la sortie y; (du modeéle physique direct ) a partir des ordres des poles a
Iinfini du modéle inverse décrit dans le domaine de LAPLACE par le systéme d’équations 3.4.
Cette procédure algébrique servira par la suite, notamment dans la section 3.1.3, pour établir
une procédure bond graph permettant la détermination des ordres relatifs & partir du modéle
bond graph inverse.

Théoréme 4. Pour un systéme carré inversible, l'ordre relatif nl de la sortie y; peut étre
eTprimeé par :

m m—1
j=1 j=1

ou :
— ny est Uordre du 3™ péle a Uinfini du systéme (Ainy, Binv(5), Cinv, Dinv(5)) ;
— Ty est Uordre du j°™¢ pole a Uinfini du systéme (Ainv,ﬁinvi(s), Cinv,ﬁinvi(s)) avec :

Binvi(s):[binm(S) oo binw 1 () binvga (8) ... bmvm(s)]

Dinvi(s)—{dmvl(s) oo dine, 1 (8) dinwi (8) - dmvm(s)]

et Vk € {1,...,i—1,i+1,...,m}, biny,(8) (resp. diny,(3)) est la k™ colonne de Biny(s)
(resp. Dinvy(s)).

Démonstration.'® La matrice de transfert du modeéle inverse Tinv(s) peut étre factorisée comme
suit :

Tinv(s) = [Tinvy (8)[tine; (5)| Tinv, (5)]
avec tiny, (s) I'i®™e colonne de Tiny(s).

La premiére étape de cette démonstration consiste en une permutation de colonnes afin de sim-
plifier les manipulations de la matrice Tiny(s). Ainsi, il peut étre écrit que :

Tinv(S) - Tinv(s)M
= [tinv; ()| Tinvy ()| Tinv, (5)]

ou M est la matrice de permutation définie par :

0 |1 0 0o |

0 110 0
M=| 1 0 0] 0 0

01| 0 0 | 1

|0 0 --- 0 1

15Cette démonstration est similaire a celle du théoréme pour la détermination de I’ordre d’essentialité (théo-
réme 5) présentée dans [Com86|. La seule différence est que cette démonstration est appliquée au modéle inverse
(systéme d’équations 3.4) tandis que la démonstration des ordres d’essentialité est appliquée au modeéle direct 3.
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Ainsi, Tiny(s) et Tiny(s) ont la méme structure a linfini et 'ordre du pole & l'infini de la pre-

miére colonne de Tiny(s) correspond a 'ordre du pole a Uinfini de I'i®™€ colonne de Tinv(s). Par
(s) correspond a 'ordre du

conséquent, l'ordre du zéro & linfini de I'i™® ligne de T(s) = T; L
zéro & linfini de la premiére ligne de Ty, (s).
La deuxiéme étape de cette démonstration est d’exprimer la relation entre Tim,(s) et la factori-

sation de SMITH-MCMILLAN & l'infini du sous-systéme (Ainv,ﬁim,i(s), Cim,,ﬁim,i(s)> ol :

Binvi(s):[bmvl(s) oo Do 1 (8) binw o (5) - bmvm(s)]

Diny, (s) = [ dinvy (8) oo dinw; 1 (S)  dinw; 1 (8) o+ dinv,, (5) }

et VEke{l,...,i—1i+1,...,m}, biny,(s) (resp. diny, (s)) est la k®™¢ colonne de Bipy(s) (resp.
Dinv(9)).

La factorisation de SMITH-MCMILLAN & l'infini du sous-systéme (Ainv, Binv; (5), Cinvs Diny; (s)),
caractérisé par la matrice de transfert [Tiny, (S)|Tinv, (5)], est définie par :

[Tinv, (5)| Tinv, ()] = B1(s)A(s)Bz(s)

avec By(s) et Ba(s) des matrices bipropres de dimensions respectives (mxm) et (m-1xm-1) et

_ Als _ _
A(s) = S , ou A(s) = diag (S"“,.

.. ,sﬁi(mfl)). M1, -+, Wi(m—1) Sont les ordres des poles
0

a 'infini du sous-systéme (Ainv,Einvi(s), Cinv,ﬁinvi(s)>. Ainsi Tiny (s) peut étre exprimée sous
la forme suivante :

Tiny(5) = [tine; (5) | B1(5)A(s)Ba(s)]

- _ T (3.14)
= Bi(s) [By (5)tinu,(s) | Als)Ba(s)]
Sous ’action gauche de la transformation bipropre, la structure & I'infini des colonnes de Tiyy(s)
correspond a celle de [Efl(s)tmvi(s) ‘K(s)ﬁz(s)] Ce résultat peut étre démontré grace aux
propriétés de la matrice bipropre et grace & la définition suivante de 'ordre du pole & 'infini de
la colonne g;(s) [Com90] :
. . —k_
dnf {k | lim s™"g;(s) # 0} (3.15)

Il peut étre déduit que, sous 'action droite de la matrice bipropre Eil(s), la structure a l'infini
_ _ o -1
o (s) correspond a celle de [Bl l(s)tmvi(s) ‘ A(S)BQ(S)} .

mv

des lignes de T

De plus,

(3.16)
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— (s) (3.17)
By (s)

0

Grace a la forme particuliére de la matrice bipropre figurant dans ’équation 3.17, la premiére

__ o -1 __
ligne de {Bl l(s)tmvi(s) ‘ A(S)Bz(s)} correspond a la premiére ligne de T 1(s). Ainsi, il peut
étre déduit que les premiéres lignes de Tl_ri,(s) et T_l(s) ont le méme ordre du zéro a U'infini et
par conséquent, I'i®™® ligne de T(s) posséde le méme ordre du zéro & I'infini.

A présent, déterminons la premiére ligne de Tﬁl(s). En effet, I'inverse de la matrice T(s) est
définie par :

T (s)= det(T(s))adj (T(s))

La premiére ligne d’ adj (T(s)) est définie par :

m—1
0 ... 0 (=1)m=DJJ s™
7=1
Par ailleurs, d’apres les équations 3.14 et 3.16 :
1 0 0
_ 1, = 0
T(s) = By (5) Tinv(s) -1
By (s)
0

La factorisation de SMITH-MCMILLAN & U'infini de Tiny($) quant a elle, peut étre exprimée sous
la forme suivante :

Tinv(s) = Bl (S)A(S)BQ(S)

avec B1(s) et Ba(s) des matrices bipropres et A(s) = diag (s™,...,s"™) ot {ny,...,ny} sont
les ordres des poles a l'infini de Ty (). Ainsi,

T(s) = By ' (s)B1(s)A(s)Ba(s)M (3.18)

Le déterminant de T(s) peut donc s’écrire :

m

det (T(s)) = b(s)H s

i=1
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ou b(s) est une fonction bipropre provenant des déterminants des matrices bipropres Bi(s),
Ba(s), E;l(s) et E;l(s) (équation 3.18). Par conséquent, la premiére ligne de T_l(s) est définie

par :

m—1 B
(_1)('m71) H Snij
i=1

0 ... 0 -
b(s) [ ] 5™
j=1

Nous pouvons en déduire alors que l'ordre du zéro a l'infini de la premiére ligne de T_l(s)7 et
m—1 m

par conséquent de I'i™ ligne de T(s) correspond a : n, = — Z Nij — Z n; |. L’ordre du zéro
7j=1 7=1

a linfini de I'i®™ ligne de T(s) est défini comme étant I'ordre relatif de y;. Alors, 'ordre relatif
associé a y; est défini par :

m -1
TL; = Z n; — Nij
j=1

=1

Fin de la démonstration.

Le théoréme 4 sera utilisé dans la section 3.1.3 pour définir la procédure bond graph pour la
détermination des ordres relatifs a partir du modéle bond graph bicausal (cf. procédures 17 et 38).

Ordre d’essentialité

A partir de la notion de la ligne essentielle introduite par CREMER en 1971 [Cre71], 'ordre d’es-
sentialité n;e associé & une sortie du systéme X a été introduit pour la premiére fois en 1986 par
COMMAULT et al. [Com86| pour résoudre le probléme de découplage ligne par ligne et ce en ap-
pliquant un retour d’état statique. En outre, I’ordre d’essentialité n;. peut étre interprété comme
étant 'ordre mazimal de dérivation de la sortie y; apparaissant dans le modéle inverse d’ordre
minimal. Cette interprétation est d’un grand intérét dans le contexte du dimensionnement des
systémes mécatroniques par modéles inverses. En effet, la détermination de ces ordres permettent
de vérifier si le cahier des charges est bien rédigé et notamment, de donner les conditions de dé-
rivabilité & imposer aux trajectoires spécifiées. Afin de déterminer ces ordres d’essentialité, le
théoréme suivant, faisant appel aux ordres des zéros a l'infini du systéme X (cf. théoréme 1), a
été établi.

Théoréme 5. Pour un systéme inversible!® (A, B, C), l'ordre d’essentialité n;. de la sortie
y; est défini par [Com86] :
m m—1
Nje = an — Z Nyj (3.19)
Jj=1 J=1
o
— nj est Uordre du j*™¢ zéro & Uinfini du systéeme (A, B, C) ;

— Ty est Uordre du 5™ 2éro a Uinfini du systéme (A, B, C;) avec :

T
. — T T T T
C’L - Cl “e e C’L*l C’LJrl o .. Cm

etk €{l,...,i—1,i+1,...,m}, ci est la k™ ligne de C.

16 A Porigine, cette proposition a été énoncée par COMMAULT et al. [Com86| pour les systémes inversibles a
droite.
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Représentation graphique

Nous proposons de définir, dans un premier temps, un modéle digraphe « digraphe de LA-
PLACE »représentant un modéle inverse décrit dans le domaine de LAPLACE par le systéme
d’équations 3.4 et, dans un second temps, de définir une procédure permettant la détermination
graphique du déterminant de la matrice systéme du modéle inverse & partir du « digraphe de
LAPLACE ». Ces résultats sont utiles pour les démonstrations des procédures bond graph énon-
cées dans la section 3.1.3.

Le « digraphe de Laplace »

Un modéle d’état direct % peut s’exprimer sous une forme matricielle ou sous une forme gra-
phique par Uintermédiaire d’un digraphe. Nous définissons le « digraphe de LAPLACE » comine
Padaptation d’une représentation digraphe classique [Yam85, Rei88]| (cf. chapitrel, section 1.5.1)
dans le domaine de LAPLACE ot les poids de certains arcs peuvent étre fonction de 'opérateur
de LAPLACE s. Quelques notions de base d’une représentation digraphe sont détaillées dans la
section E.2.2 de 'annexe E.

Proposition 1. Considérons le modéle inverse décrit par le systéme d’équations 3.4, le digraphe
associé est caractérisé par :
— Un ensemble de sommets V = UipyUXinyUYiny 00 Uiny = {y1, ..s Ym }» Xino = {x1, .., Tn,,, }
et Yiny = {u1, ..., um } sont respectivement les ensembles des sommels d’entrée, d’état el de
sortie ;

— Un ensemble d’arcs E = Ea, , U FB, U FEc,, UFEp,, avec :
Ensy = {(2), 2i)|ai; # 0}
BB, = {(y), i) |bij(s) # 0}
Clnv - {(xjﬂul)‘cl.] # 0}
Dinv = {(yjﬂ ul)‘dl,](S) # 0}

ou (:Uj, x;) représente l'arc orienté partant du sommet T € Xiny vers le sommet x; € Xipy
et a;; # 0 signifie que le coefficient de la matrice Ajny, situé sur Uif™e ligne et la j°™¢
colonne est différent de zéro (le méme type de convention s’applique aux autres ensembles
Em,,,, Ec,,, ¢t Ep,,, ). Chaque arc (z;,x;) (resp. (y;,2i), (x5, w;), (Y, ui)) a un poids égal
a lélément (i, j) de la matrice Ajny (Tesp. Binv(s), Ciny, Dinv(s)). Par conséquent, les
poids des arcs (y;,x;) et (yj,u;) sont des polynomes de l'opérateur de LAPLACE s.

inv

Les régles d’exploitation du « digraphe de LAPLACE » représentant le modéle inverse (systéme
d’équations 3.4) sont les mémes que celles du digraphe classique (cf. section 1.5.1, chapitre 1 et
annexe E). Pour plus de détails sur ces régles, le lecteur peut consulter |Yam85, Rei88].

Exemple. Considérons le modéle inverse suivant :

qa=Y1 Y2
u; = 5q+ I1y1 + Ry1 — Ry (3.20)
uz = —5q+ Iry2 — Ry1 + Ry

Dans le domaine de LAPLACE, ce modéle est caractérisé par les matrices suivantes : Ay = 0,
L 118 + R —R

Binv(s) = |: 1 -1 :|, Cinv = ¢ et Dinv(s) =
—% —R 128 + R

Le digraphe associé est donné figure 3.1.
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FiG. 3.1 — Exemple de représentation digraphe d’un modéle inverse.

Détermination du déterminant de la matrice systéme P,y (s) du modéle inverse a
partir du « digraphe de Laplace »

La matrice systéme P(s) (cf. définition 29, annexe E) du modele direct ¥ a été utilisée
dans 'analyse structurelle des systémes linéaires et invariant dans le temps notamment dans les
travaux de ROSENBROCK |[Ros70]. Cette matrice a servi ensuite & démontrer certaines procédures
bond graph pour 'analyse structurelle, par exemple celle de la détermination des ordres des
zéros & l'infini (cf. procédure 10, section 3.1.2). Ainsi, deux procédures bond graph existent pour
calculer le déterminant de la matrice systéme P(s) du modéle direct 3 (cf. procédures 27 et 29,
annexe E). Ces derniéres ont été définies en se basant sur I’analogie bond graph-digraphe et les
travaux de REINSCHKE [Rei88] qui a établi une procédure digraphe pour la détermination de la
matrice systéme P(s) du modele direct X. Nous rappelons ici cette procédure.

Procédure 7. Considérons G(X) le digraphe associé au systéme X. Le déterminant de la matrice
systéeme P(s) est donné par lexpression suivante [Rei88] :

n
det(P(s)) = 3 pimdsnt (3.21)
k=0

ot

— n correspond au nombre de sommets d’état et m correspond au nombre des sommets d’en-

trée ;

~ G(X) est le digraphe obtenu & partir du digraphe G(X) en ajoutant un arc de poids (-1)
entre chaque sommet de sortie et chaque sommet d’entrée ;
p,{fm} correspond, sur le digraphe G(X'), a la somme des poids des familles de cycles conte-
nant k sommets d’état et au moins m arcs de retour. Dans ce calcul, le poids de chaque
famille doit étre multiplié par (—1) ot d étant le nombre de cycles disjoints contenus dans
la famille. Le poids doit également étre multiplié par (—1)%% ow oy est le nombre de permu-
tations nécessaires pour ordonner les sommets de sortie de la famille de cycles dans ’ordre
initial des sommets de sortie lorsque les cycles de la famille sont ordonnés dans [’ordre
milial des sommets d’entrée.

Remarque : La procédure 7 a été définie dans le cas ot D = 0 mais la démonstration est facile-
ment généralisable dans le cas contraire.

L’équation 3.21 peut étre adaptée & un modeéle inverse décrit par le systéme d’équations 3.4
et par conséquent, le déterminant de la matrice systéme Pjny(s) du modéle inverse peut étre
donné par 'expression suivante :

Ninv

det(Piny(s)) = 3 pi™ (5)s"imv (3.22)
k=0

ou :
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— Niny est le nombre de sommets d’état et m correspond au nombre des sommets d’entrée ;
— la somme des poids de chaque famille de cycles contenant k& sommets d’état et au moins
m arcs de retour dépend de 'opérateur de LAPLACE s.
Cette déduction directe est possible parce que la seule différence entre le digraphe représentant
le modéle inverse et le digraphe représentant le modele direct est ’apparition de 'opérateur de
LAPLACE dans les poids de certains arcs ((y;j,x;) et (yj,u;)) sur le « digraphe de LAPLACE ».
Cela ne change rien dans le calcul du déterminant d’une matrice (cf. [Rei88|) et par conséquent
dans le calcul du déterminant de la matrice systéme Pipy(s).

Exemple. Le déterminant de la matrice systéme du modeéle inverse (équation 3.20) retrouvé
par ’approche modéle d’état est donné par :

L+
(I, + 2)5

det (Pinv(s)) = I11rs> + R(I, + I5)s* + o

(3.23)

Calculons maintenant ce déterminant en appliquant la procédure digraphe (équation 3.22).
Le digraphe G(X') (digraphe avec des arcs de retour) est donné figure 3.2. L’analyse des familles
de cycles est illustrée par la figure 3.3 et peut étre résumée par le tableau 3.2. Ainsi, I'expres-
sion du déterminant de la matrice systéme Pipy (s) (équation 3.23) est déterminée graphiquement.

-1

Fic. 3.2 — Le digraphe G(X') pour la détermination du déterminant de la matrice systéme Pipy ().

TAB. 3.2 — Détermination du déterminant de la matrice systéme Piny(s) & partir du digraphe
G(Y') : analyse des familles de cycles.

Famille pimd (s) . gnmo—h d | ox
Fi (—(I1s+ R)) - (—(Izs + R))-s0=0 | 2| 0
Fa (—(Iis+R)) - (—&) - sV 210
F3 (=) (=(Is + R)) - s~ 210
Fy (&) (R)- 17D 2|1
Fs (R)- (R) - s(1-0) 2|1
Fe (R)- ()51 2] 1




3.1. Analyse du cahier des charges : éléments théoriques 87

l,s+R
! I1s+R’ .*"‘ O

A

(a) Famille Fy

lis+R
Qg

(c) Famille F3

@ 1 ;®-1;‘C}@ : -1 »@
J -R

(d) Famille Fy4

O

(e) Famille F5

-R 1/C
@«—W@
(f) Famille Fg

F1G. 3.3 — Analyse des familles de cycles.

L’équation 3.22 est utilisée dans la section 3.1.3 pour démontrer la procédure bond graph du
calcul du déterminant de la matrice systéme Pjny(s) du modéle inverse. Cette démonstration
repose sur 'analogie bond graph-digraphe (cf. procédure 26, annexe E).

3.1.2 L’analyse structurelle et comportementale a4 partir du modéle bond
graph direct

Dans la méthodologie du dimensionnement par modeéles bond graph inverses, ’étape de ’adé-
quation consiste a vérifier d’'une part Uinversibilité du modéle considéré (cf. section 1.3.3) et,
d’autre part, que les spécifications imposées par le cahier des charges permettent de trouver une
solution physiquement réalisable (une entrée dans le cas de la remontée de spécifications et de
la détermination de la commande en boucle ouverte ou un parametre dans le cas de la syn-
thése paramétrique). Dans ce mémoire, nous nous intéressons uniquement & ce deuxiéme aspect
de I'étape de 'adéquation qui repose sur la détermination graphique de propriétés structurelles
(ordres des zéros a 'infini, ordres relatifs et ordres d’essentialité) du systéme a concevoir. Des
procédures graphiques ont été établies pour déterminer ces propriétés a partir d’'un modele bond
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graph en causalité préférentielle intégrale. Par rapport & 'approche modéle d’état qui reléeve
d’un niveau d’analyse comportemental, I’approche bond graph tient compte d’une part, de la
structure du systéme (niveau d’analyse BG-structurel), et d’autre part, des lois caractéristiques
des phénomenes physiques mis en jeu (niveau d’analyse comportemental). Pour ce faire, la dé-
termination de toute propriété structurelle & partir d’'un modéle bond graph est formulée selon
le niveau d’analyse souhaité et par conséquent, une démarche chronologique dans le travail de
conception peut étre mise en place. Dans cette section, nous rappelons ces procédures bond graph
pour 'analyse structurelle relevant du niveau d’analyse BG-structurel. Celles relevant du niveau
d’analyse comportemental sont présentées dans ’annexe F.

Zéros a ’infini

Sur un modeéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, la détermination du nombre
et des ordres des zéros a U'infini repose sur 'analyse des chemins causaux E/S disjoints (cf. défi-
nitions 17, 19 et 20, annexe A).

Le nombre de zéros a linfini

Le nombre de zéros & U'infini d’un systéme linéaire et invariant dans le temps X est égal au
rang r de sa matrice de transfert T(s) (cf. théoréme 1). Ceci peut étre interprété par le fait :

— qu’au moins un mineur d’ordre r est non nul;

— et que tout mineur d’ordre strictement supérieur a r est nécessairement nul.
L’existence d’un mineur d’ordre r non nul peut étre interprété, sur un modéle bond graph, par
I'existence d’un sous-systéme de dimension 7 inversible et donc ’existence d’au moins un ensemble
de r chemins causaux E/S disjoints assurant cette inversibilité (cf. section 1.3.3, chapitre 1). Au
contraire, si tout mineur d’ordre supérieur & r est nul alors tout sous-systéme de dimension
strictement supérieure & r est non inversible et ce, soit parce qu’il n’existe aucun ensemble
contenant plus de r chemins causaux E/S disjoints (non inversibilité BG-structurelle), soit parce
qu’il existe plusieurs ensembles contenant plus de r chemins causaux E/S disjoints mais que la
somme signée de leurs gains s’annule (non inversibilité comportementale). Ainsi, le nombre de
zéros & l'infini peut étre calculé par approche bond graph selon le niveau d’analyse considéré.

Procédure 8. niveau d’analyse BG-structurel

Sur le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, le nombre de zéros a linfini
du systéme est égal au nombre maximal de chemins qu’un ensemble de chemins causaux d’E/S
disjoints puisse contenir [Dau00, Jar10)].

Procédure 9. niveau d’analyse comportemental

Sur le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, le nombre de zéros a linfini
du systéme est égal au nombre mazimal de chemins qu’un ensemble de chemins causauzr E/S
disjoints puisse contenir pour assurer linversibilité d’un sous-systéme de dimension
r [Jar10].

Remarque : Dans la littérature, certaines références préconisent 1’étude des chemins causaux
E/S différents (cf. définition 43, annexe E) tandis que d’autres parlent de chemins causaux E/S
disjoints. Les deux approches ont été discutées dans les travaux de JARDIN [Jarl0] :
— Pour le niveau d’analyse BG-structurel, il faut considérer les chemins causaux E/S disjoints
(chemins qui assurent I'inversibilité structurelle!” du modéle).
— Pour le niveau d’analyse comportemental, la considération des chemins causaux E/S diffé-
rents ou disjoints conduit au méme résultat. Néanmoins, les chemins causaux E/S différents

Y"Linversibilité structurelle est vérifiée en analysant les lignes de puissance E/S et les chemins causaux E/S
associés et ce, sans tenir compte de leurs gains (cf. conditions nécessaires 1 et 2 du critére d’inversibilité 3,
section 1.3.3, chapitre 1). La condition 3 reléve d’un niveau d’analyse comportemental puisqu’elle permet d’étudier
la résolubilité de la structure de jonction obtenue et ce, en étudiant les gains des chemins causaux.
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peuvent entrainer un temps d’analyse plus important.

Ordres des zéros a l'infin:
Les ordres des zéros & I'infini du modéle direct X sont calculés par 'approche bond graph selon
le niveau d’analyse considéré.

Procédure 10. niveau analyse BG-structurel
Les ordres des zéros a linfini peuvent étre calculés comme suit [Ber97b, Ber00, Jar10] :

=1L
{”1 ! (3.24)
ni=Li— Li

18

o, sur le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, L; représente la longueur
minimale qu’un ensemble de i chemins causauz E/S différents puisse avoir.

La procédure relevant du niveau d’analyse comportemental est donnée dans I’annexe F.

Remarques :
— Cette procédure permet de classer les ordres des zéros & 'infini dans ['ordre croissant.
— Le calcul des ordres des zéros a 'infini implique les chemins causaux E/S différents et non
uniquement les chemins causaux E/S disjoints (que ce soit au niveau BG-structurel ou
comportemental) [Jar10].

Ordre relatif

Le cahier des charges peut imposer les ordres relatifs des sorties. Sur un modéle bond graph en
causalité préférentielle intégrale, 'ordre relatif est déterminé en analysant les ordres des chemins
causaux (cf. définition 40, annexe E).

Procédure 11. niveau d’analyse BG-structurel

Sur un modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, l'ordre relatif de la sortie y;
est égal l’ordre minimal qu’un chemin causal peut avoir entre la sortie y; et nimporte quelle
entrée [Wu 95, Ngw99, Jar10].

Cependant WU et YOUuckEF-TouMI [Wu 95| ont souligné que cette procédure présente une
exception. En effet, §'il existe deux chemins causaux E/S entre une entrée u; et une sortie y; de
méme ordre minimal wy,;,, et dont la somme des gains est nulle, alors I'ordre relatif de la sortie
associée (P'ordre relatif au sens de l’approche algébrique) est plus grand que wyp,. Ainsi, la pro-
cédure bond graph pour la détermination des ordres relatifs a été reformulée par JARDIN [Jar10]
pour tenir compte des différents niveaux d’analyse. Elle permet ainsi une reconception plus pré-
cise et au plus tot du systéme lorsque les ordres relatifs imposés par le cahier des charges ne
sont pas obtenus. Cette procédure relevant du niveau d’analyse comportemental englobe le cas
particulier énoncé par Wu et YOUuCEF-Toumi [Wu 95| et est donnée dans I'annexe F.

Remarque : S'il existe un unique chemin causal entre les variables u; et y;, une analyse de niveau
BG-structurel suffit & obtenir un résultat identique a I’approche algébrique : le cas d’'une somme
de gains statiques nulles n’est pas envisageable dans ce cas. Ainsi, la prise en compte des différents
niveaux d’analyse permet dans certains cas de diminuer le temps d’analyse.

'8La notion de longueur d’un chemin causal est introduite dans la définition 40 de ’annexe E.
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Ordre d’essentialité

Par ’approche modéle d’état, les ordres d’essentialité sont définis en fonction des ordres des
zéros & l'infini n; (j = 1,...,m) du systéme (A,B,C) et des ordres des zéros a l'infini 7;;
(j =1,...,m — 1) du sous-systéeme (A,B,C;) (cf. théoréme 5). Dans le contexte bond graph,
les ordres des zéros a l'infini n; (j=1,...,m) et 7y (j =1,...,m — 1) sont déterminés respec-
tivement sur le modéle bond graph initial (cf. procédure 10) et sur le modele bond graph obtenu
en supprimant I'i®™¢ détecteur du modéle bond graph initial.

Remarque : La suppression d’un détecteur ne change pas la causalité affectée au reste du modéle.
De plus, si le systéme (A, B, C) admets m zéros a l'infini alors chaque sous-systéme (A, B, C;)
admets m — 1 zéros & l'infini.

Cas particulier
Dans les références [El 08a,El 08b], il a été énoncé que pour un modéle bond graph en causalité
préférentielle intégrale, ’ordre d’essentialité n;. de la sortie y; peut étre déterminé comme suit, :

Nie = L — Y _ 1 (3.25)
j=1
i#i

ou :
— Ly, est la longueur minimale qu’un ensemble de m chemins causaux E/S différents puisse
avoir sur le modéle bond graph initial ;

' est l'ordre relatif de la sortie y;.

*’I’L]

L’équation 3.25 est valable uniquement dans le cas oi1 le sous-systéme (A, B, C;) est découplable

par retour statique'.

Démonstration. A partir de la procédure de calcul des ordres des zéros a I'infini sur un modéle
bond graph (procédure 10), il peut étre déduit :

m m
Yonj=Li+Y (Lj—Lj)
j=1 J=2
m m—1
=Y Lj— > L,
j=1 j=1
=Ly (3.26)
m—1 m
Ainsi, les équations 3.19 et 3.25 sont équivalentes si et seulement si Z njj = Z n;
J=1 Jj=1

J#i
Considérons le sous-systéme (A, B, C;) (i € {1,...,m}) déduit d’un systéme inversible (A, B, C)
a m entrées et m sorties :
— Comme le systéme (A, B, C) admet m zéros & U'infini, le sous-systéme (A, B, C;) posséde
m — 1 zéros & l'infini. Leurs ordres sont notés {71, ..., M(m—1)}-
— L’ordre relatif d’une sortie y; avec j € {1,...,i—1,i+ 1,...,m} demeure inchangé en
passant du systéme (A, B, C) au sous-systéme (A, B, C;).

91,3 section 3.1.1 de annexe E présente plus de détails sur le découplage par retour d’état statique.
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m—1 m
Ecrire Z nij = Z n; implique I’égalité entre la somme des m — 1 ordres des zéros & l'infini

Jj=1 Jj=1

J#i

du sous-systéme (A, B, C;) et la somme des ordres relatifs de ses m — 1 sorties. Ainsi d’aprés
le critére de découplabilité (critére 1, Annexe E), le sous-systéeme (A, B, C;) est découplable par
retour d’état statique. Fin de la démonstration.

Exemple 1. Considérons le systéme composé de trois masses en série (figure 3.4). La liaison
entre les masses m; et my est modélisée par un ressort et un amortisseur en paralléle. La liaison
entre les masses mo et ms est modélisée par un ressort. Deux efforts F} et F, sont imposés
respectivement sur les masses my et mg et les vitesses V7 et Vo des masses mq et mo sont me-
surées. Ainsi, les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie sont donnés par x = [pl,pg,pg,ql,qg]T,
u = [Fl,Fg]T et y = [Vl,Vg]T o p;, 1 = {1,2,3}, et ¢j, 5 = {1,2}, sont respectivement la
quantité de mouvement de 1'i®™ masse et 1’élongation du j*™ ressort.

vz

. e . Fi
F 2 1
— Mz mz W\J my
1l
b

©_© ONO]

BE

FiG. 3.4 — Trois masses en série.

A .
C: K ‘ R:b
| :ma I_:_mz 1\ I_'_m1
B P Ji Py
F
Se A1 b0 —A1 0 —1 |t s
—l}z Va2 V4

Fia. 3.5 — Modéle bond graph causal associé.

Le modéle bond graph correspondant peut étre construit (figure 3.5) et la causalité préférentielle
intégrale est affectée suivant la procédure SCAP (cf. procédure 21, annexe A). La représentation
d’état correspondante est caractérisée par les matrices suivantes :

L, - - ]

-0 k0 10

b b

b =0~k ke 0 0 L0 000
A= 0 0 0 0 -k |[,B=]|01]etC=|™

L 0 7 000

-~ = 0 0 0 00

1 1
0 s w00 (0 0

L’application du théoréme 5 (approche modeéle d’état) permet la détermination des ordres d’es-
sentialité du systéme : ni, = 2 et ngo. = 3. Ceci représente le résultat de référence auquel le
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résultat bond graph sera comparé.

Pour cet exemple, les sous-systémes (A, B, Cy) et (A, B, Cy) contiennent chacun une seule sortie
et par conséquent, ils sont nécessairement découplables par retour statique : la détermination
des ordres d’essentialité a partir de I’équation 3.25 peut étre réalisée.

—— Chemin causal (T)

—— Chemin causal (2)

C :1_ Dr Dr

(a) Ensemble de chemins causaux E/S différents

—— Le plus court chemin causal
E/S pour la sortie Vy : (T)

Le plus court chemin causal

E/S pour la sortie V, : (3) C: %1 R:b
N
l:ms l:m; 1 I :my
| ‘F AN j [N
P Pz P
Fz L Fi
Se 41| 0 1] 0 Al Se
qu v v
c :;_2 Di Dr

(b) Détermination des ordres relatifs

F1a. 3.6 — Modeéle bond graph causal : analyse des chemins causaux E/S.

Afin de déterminer les ordres d’essentialité, 'analyse des chemins causaux E/S est établie (fi-
gure 3.6). La longueur (resp. l'ordre) du chemin causal (k) reliant la variable v; & la variable v;
est notée {(v; — v;) (resp. wi(v; — v;)). Ainsi, nous remarquons que :

— Un ensemble unique S; = {(D), @)} de deux chemins causaux E/S différents existe entre la
paire d’entrées (Fi, Fy) et la paire de sorties (Vq, V) (figure 3.6(a)). Ainsi Ly = ¢1(F; —
Vi) + la(Fy — Vo) =1+ 3=4.

— Le plus court chemin causal entre la sortie V; (resp. V2) et n’importe quelle entrée cor-
respond au chemin (I) (resp. (3)) entre Vi (resp. V2) et F} comme il est indiqué sur la
figure 3.6(b). Ainsi n} = w1 (F1 — V1) =1 et nh = w3(F1 — Vo) = 2.

Par conséquent, conformément a I’équation 3.25 (la procédure énoncée dans [El 08a,El 08b]) :
nie = Lo —nbh = 2 et nge = Lo — n) = 3. Ce résultat correspond a celui trouvé par ’approche
modéle d’état (théoréme 5).
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Cas général
Une procédure bond graph est proposée pour le cas général. A travers un exemple, il est mon-
tré que par rapport a la procédure 10, la procédure proposée permet de réduire le temps de calcul.

Procédure 12. niveau d’analyse BG-structurel
Sur un modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, l'ordre d’essentialité n;. de la
sortie y; peut étre calculé comme suit [Jar10,El 11af :

Nie = Ly — L7(7i1)_1 (327)

o :
— Ly, est la longueur minimale qu’un ensemble de m chemins causauz E/S différents puisse
avoir sur le modéle bond graph initial ;
- le)fl est la longueur minimale qu’un ensemble de m — 1 chemins causauz E/S différents
puisse avoir sur le modéle bond graph obtenu en supprimant du modéle bond graph initial

son 1€™¢ détecteur.

Démonstration. Cette procédure substitue simplement 1’équation 3.26 dans ’équation 3.19
pour le calcul de la somme des ordres des zéros a linfini respectivement pour (A,B,C) et
(A,B,C;). Fin de la démonstration.

Chemin causal E/S (3)

Se /I1 | 0 /]'_‘I_I 4 i\ Se
—|;qg V2
A Dr
C: ks

(a) Pour le sous-systéme (A, B, C)).

— Chemin causal (1) C: 1 R:b

S —A1 F——0 —A1}| AT s
—|;qg V1
A Dr
C.k2

(b) Pour le sous-systéme (A, B, Cz).
F1a. 3.7 — Analyse causale : détermination des ordres d’essentialité.

Exemple 1. Considérons le systéme illustré par la figure 3.4. Afin de déterminer ’ordre minimal
que le sous-systéme (A, B, Cy) (resp. (A, B, Cy)) puisse avoir, considérons le modéle bond graph
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donné par la figure 3.7(a) (resp. figure 3.7(b)), ou I'élément Dy : Vi (resp. Dy : Va) a été supprimeé
& partir du modéle bond graph initial. L’analyse causale permet de déduire que :

LY = t3(Fy — V) =2
L§2) == él(Fl — Vl) =1

nie = Ly — LY =2
nge =Ly — L =3

) "

k3 ka

F; — k1 —
S ome VWA, A% ms MV my
sl i}

ONO, [ORONINNL IR OO ML ONO

Fic. 3.8 — Quatre masses en série.

1 ) 1
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FiGc. 3.9 — Modéle bond graph causal.

Exemple 2. Considérons le systéme composé de quatre masses en série (figure 3.8). Les liai-
sons entre les masses (myq, ma) et (ma, mg) sont modélisées par un ressort et un amortisseur en
paralléle. La liaison entre les masses mg et my est modélisée par un ressort. Les efforts Fy, Fy et
F3 sont imposés aux masses m1, meo et my respectivement et les vitesses Vi, Vo et V3 des masses
m1, mo et mg sont mesurées. Ainsi, les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie sont donnés par
T = [p1,p2,p3,p4,q1,qQ,q3]T y U = [FlvFZ’F?)}T et y = [V, ‘/27‘/23]7“\ ol p;, i = {1,...,4}, et dj;
j = {1,2,3}, sont respectivement la quantité de mouvement de I'i*® masse et I’élongation du
j®me ressort. Aprés la construction du modéle bond graph associé (figure 3.9), le modéle d’état
décrit par les matrices suivantes peut étre déduit :

e T (10 0]
b _bith b g g k0 010
mi m2 m3
0 Loo_k0 0 -k ks 000
A=1| 0 0 O 0 0 0 —k3|.B=]|001
-+ L o 0 0 0 0 000
o L L 0o o 0 o0 000
mo ms3
0 o —-L L o 0 o0 000
L m3 mq - - -
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L 0 0 0000

mi

etC=10 -~ 0 00 00
0 0 - 0000

Par I'approche modéle d’état, 'application du théoréme 5 permet de déduire les ordres d’essen-
tialité du systéme : ni. = 1, ng. = 2 et nge = 3. Ces ordres représentent le résultat de référence
auquel les résultats trouvés par I’approche bond graph seront comparés.

Une premiére analyse des chemins causaux E/S du modeéle bond graph conduit a déduire qu’un
unique ensemble S; = {(T), ), B)} de chemins causaux E/S différents existe entre les entrées
(F1, Fy, F3) et les sorties (V1, Va, V) (figure 3.10).

Ainsi L3y = €1<F1 — Vl) +€2(F2 — VQ) +£3<F3 — Vg) =14+1+3=5.

—— Chemin causal (T)
Chemin causal (2)

—— Chemin causal (3) C: ll— R: by C: ::— R:bs

. 1=
Sy TS
[ my [ my 1 |2 mp 1 1:my
J b, j pT E P
Fs H—ni
Se A1l [0 1] 0 41 | 0 AT Se
y Va v/\ V1
I:H 12 F2
Se
Dt

d
1 Dt Dt
C: K

F1G. 3.10 — Analyse causale : ensemble de chemins causaux E/S différents.

L’analyse causale des sous-systémes (A, B, C;) (figure. 3.11(a)), (A, B, Cy) (figure 3.11(b)) et
(A, B, C3) (figure 3.11(c)) conduit au résultats suivants :

LY = 03Py > V) + t3(F3 — V) =1+ 3 =14
LY =0(Fy = Vi) + 0y(Fy > Va) =1+2=3
LY = 0(FL > Vi) + (P, — Vo) =1+1=2
Ainsi, & partir de la procédure 12, il peut étre déduit que :
Nie = L3 — Lgl) 1
noe = Ly — L) =2
nge = Ly — LY =3

Ces résultats correspondent bien & ceux trouvés par 'approche modéle d’état (théoréeme 5).

Si la procédure donnée pour le cas particulier est appliquée & cet exemple alors le plus court che-
min causal entre la sortie V; et n’importe quelle entrée correspond au chemin causal (3) entre V3
et Fy :ainsi n) = wi(F1 — Vi) = 1. De méme, nh = wa(Fy — Vo) = 1 et ny = wy(Fy — V3) =2
(figure 3.12). Nous pouvons conclure alors que Lg —nh —nf = 2 # ni., Ly —nj —nb = 2 = ng et
L3 —n/y —nb = 3 = ng,; et puisque 7y1 +712 # nh +nj alors le sous-systéme (A, B, C1) n’est pas
découplable par retour d’état statique et par conséquent le deuxiéme exemple représente bien un
cas ol I’équation 3.25 ne peut pas étre appliquée.
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Chemin causal (2)

—— Chemin causal (3)

—— Chemin causal (T)
—— Chemin causal (@)

—— Chemin causal (T)

Chemin causal (2)

c:L R:b, C:L R:b,

k . k .
DV W
[:my [:mjy l:m, 1 |

P2 Py

A1 0 /ljj: (S £

—Lﬁh —ﬁz/k Vi
Se

L Dr Dr
C: K

(c) Pour le sous-systéme (A, B, C3).

F1a. 3.11 — Analyse causale : détermination des ordres d’essentialité.
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Le plus court chemin causal
E/S pour la sortie V, : (T)

Le plus court chemin causal
E/S pour la sortie Vs : (2)

—— Le plus court chemin causal
E/S pour la sortie Vs : (@)

:k2 .
N
may | :m;3

l:
N I
P P Jj P
Fs 'Lr Fi
S’E /I 1 I 0 I__ i 0 /]__ r\ Se
—[q Va -|E2\ V1
F2 Se
c: 1 Dr Dr Dr
ks

F1G. 3.12 — Détermination des ordres relatifs.

A présent, déterminons les ordres d’essentialité en appliquant la procédure 10. Une analyse
causale conduit aux résultats suivants :

— dans le cas du modéle bond graph représentant le systéme (A, B, C) (figure 3.10) :

Ly :El(Fl — Vl) =1
Ly =0(F1 = V1) + La(Fy — V) =2
Ly = El(Fl — Vl) +€2(F2 — VQ) +€3(F3 — V3) =5
ny = L1 =1
=< sng=Ly— L1 =1
ng = L3 - L2 =3
— dans le cas du modeéle bond graph représentant le sous-systéme (A, B, Cy) (figure 3.11(a)) :

L 262(F2—>V2):1
Ly = lo(Fy — Vo) + 43(Fs — V3) =1+3 =4

mi1=L;1 =1
=
nig=Lys—L1 =3
— dans le cas du modeéle bond graph représentant le sous-systéme (A, B, Cz) (figure 3.11(b)) :
Li=4L(F—W)=1
Lo :fl(Fl —>‘/1)—|—£4(F2 —>V33) =142=3
mor=L1=1
=
Moo = Lo — L1 =2
— dans le cas du modéle bond graph du sous-systéme (A, B, C3) (figure 3.11(c)) :
Ly :Kl(Fl — Vl) =1
Lo :gl(Fl —>VY1)—{-62(F2 —>V2) =14+1=2

ny1=L1=1
: p—
n32:L2—L1:1
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Alinsi, nous pouvons déduire que ni. = n1+no+ng—"11—T12 = 1, Nge = N1 +No+ng—To1 —Too =
2 et nzge = Ny + ng + ng — N3y — n3e = 3. Ces résultats sont en accord avec ceux de référence
(trouvés par 'approche modéle d’état). Cependant, d’un point de vue bond graph, ils impliquent
des manipulations causales supplémentaires par rapport a la procédure 12.

Ces résultats relévent d’'un niveau d’analyse BG-structurel. Une procédure relevant d’un
niveau d’analyse comportemental a également été proposée dans [Jarl0] et est donnée dans
I’annexe F.

3.1.3 L’analyse structurelle et comportementale a4 partir du modéle bond
graph inverse

Dans la méthodologie du dimensionnement par modéles bond graph inverses, les propriétés
structurelles (structure a l'infini, ordres relatifs et ordres d’essentialité) représentent une aide a
la rédaction du cahier des charges. Dans la section 3.1.1, les définitions (par approche modéle
d’état) de ces propriétés ont été rappelées. Dans la section 3.1.2, des procédures graphiques pour
la détermination de ces propriétés a partir d’'un modéle bond graph causal ont été présentées
suivant le niveau d’analyse souhaité. Le but de cette section est de rajouter a la méthodologie
de dimensionnement, de nouvelles procédures graphiques permettant la détermination de ces
propriétés a partir du modeéle bond graph bicausal. Certaines simplifient ’analyse structurelle et
comportementale de la structure retenue pour le modeéle de conception. En effet, une procédure
permettant la détermination des ordres d’essentialité a partir du modéle bond graph bicausal,
est proposée. Le calcul de ces ordres s’avére plus simple sur le modéle inverse que sur le modéle
direct grace & leur interprétation sur le modéle inverse. Les procédures proposées dans cette
section sont formulées selon le niveau d’analyse BG-structurel. Cependant, d’autres procédures
proposées dans 'annexe F sont formulées selon le niveau d’analyse comportemental afin de fa-
voriser la démarche chronologique de conception (ou de reconception). Enfin, une discussion sur
les procédures causales et bicausales est établie.

Ordres des poles a l’infini

Rappelons que le modele ¥ (systéme d’équations 3.1) est supposé étre un modele propre qui
ne posséde que des zéros a l'infini. Ainsi, le modeéle inverse décrit dans le domaine de LAPLACE
par le systéme d’équations 3.4 ne posséde que des poles a 'infini. Le nombre de ces poles & I'infini
correspond au nombre des zéros & 'infini du modéle 3 et, pour un modéle inversible, & m, le
nombre de paires E/S.

L’analyse structurelle et comportementale établie sur le modéle bond graph direct a montré
que le calcul des mineurs de la matrice systéme, ainsi que le calcul de leur degré est d’un grand
intérét dans les démonstrations des procédures bond graph. Afin de procéder de la méme maniére
avec le modéle inverse, une procédure bond graph permettant la détermination du déterminant
de la matrice systéme Piyy(s) du modeéle inverse est proposée et démontrée.

Procédure 13. Sur un modéle bond graph bicausal, le déterminant de la matrice systéme Piny(s)
est donné par Uexpression suivante :

det(Piy(s)) = > plmdgnino=h (3.28)

k=—np
ou :
— Ninw (Tesp. np) correspond au nombre d’éléments de stockage en causalité intégral (resp.
en causalité dérivée) et m correspond au nombre d’entrées/sorties.
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{m}

- pp  correspond a la somme des gains statiques des familles bond graph d’ordre k et conte-
nant m chemins causauz E/S différents. Dans ce calcul, le gain de chaque famille bond
graph doit étre multiplié¢ par (—1)¢, d étant le nombre de cycles contenus dans la famille
bond graph. De plus, le gain statique de chaque famille doit étre multiplié par (—1)%%, ou
oy est le nombre de permutations nécessaires afin d’ordonner les sorties dans 'ordre du
vecteur de sortie initial quand les m chemins causauz E/S de la famille sont ordonnés dans
Vordre du vecteur d’entrée initial?°.

Démonstration. Considérons I’équation 3.22 définie pour le calcul du déterminant de la matrice
systéme Pjny () & partir d’un digraphe. En exploitant la correspondance entre les cycles disjoints
présentant des arcs de retour sur un digraphe et les chemins causaux E/S différents sur le modele
bons graph [Rah93], le résultat suivant peut étre déduit :

Ninv

det(Piny ( Zp{m} ginv = (3.29)

ol sur le modéle bond graph bicausal, p{ m} (s) correspond a la somme des gains des familles
contenant j éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale et m chemins causaux E/S
différents. Le gain de chaque famille est calculé comme suit : si ’élément de stockage traversé
est en causalité intégrale alors le gain statique est considéré et si I’élément de stockage traversé
est en causalité dérivée alors le gain est considéré. Ainsi, "apparition de 'opérateur de LAPLACE
dans le gain de la famille est due aux éléments de stockage en causalité dérivée rencontrés tout
le long de la famille bond graph. Pour cette raison, il est plus intéressant de considérer ’ordre
k de la famille bond graph. Dans ce cas, les gains statiques pi ™} des familles bond graph sont
considérés. Néanmoins, ’ordre minimal qu’une famille puisse avoir est égal & —np (la famille
considérée ne contient que des éléments de stockage en causalité dérivée) et I'ordre maximal est
égal & n;p, (la famille considérée ne contient que des éléments de stockage en causalité intégrale).
Ainsi, 'équation 3.29 est équivalente a ’équation 3.28. Fin de la démonstration.

Exemple. Considérons le bond graph bicausal illustré par la figure 3.13 et correspondant au
systéme d’équations 3.20. L’analyse des familles bond graph est illustrée par les figures 3.14
et 3.15 et peut étre résumée par le tableau 3.3. Ainsi, le déterminant de la matrice systéme
Pinv(s) (équation. 3.23) est déterminé & partir du modéle bond graph bicausal.

|:|1 |:|2

DeDf L A 1 I 0 /I'l ~ | DED[

Y1 -I: Yz
L
S Sf /\ ’\ S5

Fic. 3.13 — Exemple d’'un modéle bond graph bicausal.

20Le vecteur de sortie fait référence a ui, ..., um qui représente les sorties du modeéle bond graph bicausal et
non pas les sorties du systéme physique ¥. De méme le vecteur d’entrée fait référence & y1,..., Ym.-
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TAB. 3.3 — Analyse des familles bond graph

Famille | k p,{gm} (5) - stm =k | d | oy
Fi |2 NLL-s&=C2 |00
Fo 1| RL-s*=CD o] o0
Fs |-1| RI;-s&=CD 0|0
Fi |0 4510 00
Fs 0 R?.s'170 00
Fs |0 R?.s!70 0] 1
Fr |0 L. g0 0] 0
Fg |1 £t 00
Fo |1 &gt 00
Fio 1 g 510 0| 1
Fu 1 g .10 0| 1
|:|1 I:Iz |:|1 I:Iz
U4 |l | | Uz Uy L L | Uz
DeDf I A 1 I 0 /I I~ | DeDI DeDf L A 1 H 0 | I~ I DeD[
Y1 -[ Y2 Jlﬁ VS
K L K
SeSt 1 SeSy SeSt \1 SeSy
N /N
N
Cc:C R:R c:C R:R
(a) Famille F; (b) Famille 7>
|:|1 |:|2 |:|1 I:IZ
u 1 4 uz
I DeD[ DeDf I = 1 : 0 /I 1 M~ | DeDI
l Y Yz
L
sesl N 1 SeSf
/ \\
\\)
c:C R:R

(c) Famille F3

(d) Famille Fy

F1G. 3.14 — Analyse des familles bond graph F; a Fy.
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U4 | T ug 4 uz
DeDf L A I 0 /I1 ~ 1 DEDI DeDf L vl 11 0 11 M~ | DEDI
Y1 Y2 ¥4 Yz
i 4 L
SeSf 1 SeSf Sesf 1 SeSf
A4
c:C R:R C:C R:R
(a) Famille F5 (b) Famille Fg
|: |1 | |2 |: |1 l: |2
U, - = Uz ur L L W
DDy L—F 1} 0 AT = DD DD L—F T 0 |1 DeDx
Y1 Y2 J}h Y2
i L
SeSf 1 SGST Sssl 1 SGST
7N\ N
c:C R:R c:C VR ‘R
(c) Famille F7 (d) Famille Fs
| : |1 | |2 1214 Il
ug 1 uz Uy L . Uz
DDy L= 11 0 AT DD DDy L= 1] 0 A1 DD
Y1 Y2 JW V2
L V4
SgS’ 1 SeSf SES[ SeSf
c:C R:R C:C R:R

(f) Famille Fio

I DeDI

DeDy |

(g) Famille .7:1 1

Fia. 3.15 — Analyse des familles bond graph F5 a Fi1.
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En généralisant le résultat obtenu a tous les mineurs de la matrice systéme Py (s) du modeéle
inverse, la procédure 14 peut étre déduite.

Procédure 14. Sur le modéle bond graph bicausal, les mineurs de la matrice systéme Piny(s)
sont donnés par expression suivante :

Ninv 7;‘21’ """ }]_f
. 17---7ninv 7nin'u+j17---7ninv+ji _ Z "1oeee i Ninv—k
det (Plnv(S)17---7ninv7ninv+h17---777/inv+hi - pk § (330)
k=—np

ou :
~ Ninw (Tesp. np) correspond au nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité inté-
grale (resp. en causalité dérivée) et m correspond au nombre d’entrées/sorties ;

J1seees i
7
Ryyeeshy . . . .
- P "2 correspond a la somme des gains statiques des familles bond graph d’ordre k et
contenant uniquement i chemins causauz E/S différents entre yj,, ...,y et up,, ..., up,.

Dans ce calcul, le gain statique de chaque famille bond graph doit étre multipli¢ par (—1)¢,
d étant le nombre de cycles contenus dans la famille bond graph. Le gain statique de chaque
famille doit étre multiplié aussi par (—1)7% ot oy, est le nombre des permutations nécessaires
pour ordonner les sorties dans l'ordre du wvecteur de sortie initial quand les © chemins
causauzr E/S de la famille sont ordonnés dans Uordre du vecteur d’entrée initial.

Ly Mine Mino 31,0 Ninv +Ji

1y Mine Minv+hi,e o niny+hi
ou uniquement les doubles sources associées a y;,,...,y;j, et les doubles détecteurs associés a

Ugy, - - -, Uj; sont considérés dans ce calcul. Les autres double sources et double détecteurs ne sont
pas supprimés afin de ne pas changer 'affectation de la causalité.

Remarque : det (Pinv(s) ) est calculé & partir du bond graph bicausal

D’aprés le théoréme 1, les ordres des pdles & l'infini peuvent étre calculés en fonction des
degrés des mineurs de la matrice de transfert Tiny(s). Ainsi, une procédure bond graph per-
mettant la détermination graphique du plus haut degré des mineurs d’ordre ¢ de la matrice de
transfert Tiny(s) du modeéle inverse est proposée et démontrée et ce, selon le niveau d’analyse
BG-structurel.

Procédure 15. niveau d’analyse BG-structurel
Soit §; le plus haut degré des mineurs d’ordre i de Tiny(S), alors

o, sur le modéle bond graph bicausal, L; correspond a l'ordre minimal qu’un ensemble de i
chemins causauz E/S différents puisse avoir.

Démonstration. Soit §; le plus haut degré des mineurs d’ordre ¢ de Tiny(s), 5; le plus haut
degré des mineurs d’ordre i de Piny(s) et L; 'ordre minimal qu'un ensemble de i chemins cau-
saux E/S différents puisse avoir sur le modéle bond graph bicausal.

A partir du théoréme 2, on a §; = 3; — niny. Chaque 3; peut étre calculé comme suit :

B = max {B.ir.is }

G157 € ([Lm])* — “hyihy
B, i € ([1m])’

N . L= 1y Minw Minv+J1,e Rinv+Ji
ou /31?7.11 ’’’’’’’’ ]fi o deg (det (Plnv(S)17"'7n’i7L’U7ni7w+h17---7ninv+hi )

Mg

Si det (Plnv(s)lZ;ZZZZZZI‘ZZIITZ:;—:JI;@) = 0 alors ce déterminant n’est pas a considérer pour le

calcul des ordres des zéros a 'infini.
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Si det (Pinv(s)l’ ’Z?””’Z?””iﬁl’ ’Z@”Tﬁ) # 0 , alors a partir de la procédure 14 :
ey fanvusytnu yrenyianuv 1

Ninw {.jl,...,ji }
: : Ry,eeshy
det <Pinv(8)17~~-7ninv7ninv+]ly-~~:ninu+]i ) } : Lo ) mype—k

1, iny Ninv+h1,.. Niny+hi pk §
k=—np
Ainsi :

J1s--+304 . .
. . . J15--9J4
L. nine Mine+i1se s ino +Ji { ""h'b} ni’fwaih h;
. . . 3 ERERE)
det (Plnv (S) l’nwninv ,ninv‘i‘hl yeesMinv +hz ~ p S !

ijl’m’ji
Byyeeeshy

ou Py est la somme des gains statiques des familles bond graph d’ordre wflllj,; et
Bseeoshy T
contenant uniquement ¢ chemins causaux E/S différents entre y;,, ..., yj, et up,,. .., up,. Lﬂfl],;

est Iordre minimal qu’une famille bond graph puisse avoir :

Lijlh",ji, — mln wjlv"'vji‘
h17...,h7' J1s--04 hl,...,hz
wh1,4.4,hi€([[_nD»ninv]])

ijlv--lvji
hi,...shg

Au niveau d’analyse BG-structurel, p est a priori différent de zéro donc dans ce

J15+5J5
“’hl,...,;;
1o Minw,Mino 71, Ninv+7Js _ 1150 ]4 .
cas BZ?]’Z = deg (det (P(S)lnz:anZZ#Llnﬁ;ﬁ;)) = Ninw — Lliljﬁl et par conséquent
11,5k
_ o J1yenJi : - . . R ;
6ig1,._.,gi = —Lg, "7, Puisque 0 = max . {51‘“""’“ }et Ly = .., min
ot R L wyt 7 €([=np nin])
hi,...,hi € ([1,m])"
{Lﬂlllj,;} alors 6; = —Lj. Fin de la démonstration.

Au niveau d’analyse comportemental, une procédure bond graph permettant la détermina-
tion graphique du plus haut degré des mineurs d’ordre i de la matrice de transfert Tiny(s) du
modéle inverse est proposée et démontrée dans 'annexe F (procédure 36). Au niveau d’analyse
BG-structurel et & partir de la procédure 15, une procédure bond graph permettant la détermi-
nation graphique des ordres des pdéles & I'infini du modéle inverse est maintenant déduite. Dans
Pannexe F, une procédure bond graph au niveau d’analyse comportemental (procédure 37) pour
la détermination de ces ordres & partir du modéle inverse est donnée et illustrée par un exemple.

Procédure 16. niveau d’analyse BG-structurel
Le nombre des poles a l'infini est égal & m et chaque ordre d’un pdle a l’infint n; peut étre
calculé de sorte que [El 11b] :

ny=—1Iy

3.32
ni=Li—1— L; (332)

ot, sur le modéle bond graph bicausal, L; est l’ordre minimal qu’un ensemble de i chemins causaux
E/S différents puisse avoir.

Démonstration.
— Pour i = 1, & partir du théoréme 1, nous avons : nqy = d1. De plus, il a été démontré dans
la procédure 15 que §; = —L;. Ainsi, le résultat ny = —L; est immédiatement déduit.

— Pour i > 2 et & partir du théoréme 1 et de la procédure 15 :

n; = —0i—1+0;
=Li-1—L;

Fin de la démonstration.
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Remarque : Cette procédure permet de classer les ordres des péles & I'infini dans ’ordre décrois-
sant.

Exemple. Afin d’illustrer la procédure 16, considérons le systéme composé de trois masses en
série (figure 3.4). Le critére d’inversibilité 3 (section 1.3.3, chapitre 1) est vérifié et le modéle
bond graph bicausal (figure 3.16) peut étre construit grace a la procédure SCAPI (procedure 22,
section A.5, annexe A). A partir du modeéle bond graph bicausal, le modéle inverse d’ordre
minimal peut étre déduit :

('11:V2—V1

= —kiqy +m1 V1 +b(Vy — Va)
= kiqq + ™78V, + T80 (Vy — Vi) — MMV, 4 (my + ms(1+ §2))Va +b(Vy — Vy)

(3.33)
Dans le domaine de LAPLACE, ce modéle est caractérisé par les matrices suivantes :
—ky
Ainv = 07 Binv(s) = [ -1 1 :|7 Clnv = et
ky
mis—+b —-b
Dinv(S): mab .2 mak mams .3 mab .2 k
—T28— 5’21 —-b 2384- 38 +(m2+m3(1+ 1))8+b
La matrice de transfert du modéle inverse est donnée par :
mys+ b+ %1 —b— %
TiHV(S) - msb .2 mskq k1 m2m3 3 m3b 2 k1 k1
_KS_TS_I)_? + s—i—(mg—&—mg(l—i—g))s—i—b—&-?

Par I’approche modeéle d’état et d’aprés le théoréme 1, les ordres des péles a 'infini sont calculés :

m =01 =3 (3.34)
n2:52—51:4—3:1 .

L’équation 3.34 représente le résultat de référence auquel le résultat bond graph sera comparé.

c :;—1 R:b
N
l:ms [:m; 1 I my
p\ p} E I-Jl
F, - — ~ F
Danl 2 |1 l |0 l /|_1 : 0 /]|_1 I~ 1 lDeD[
J;l: Va2 V4
v 4
c:L SeSy SeSt

FiG. 3.16 — Modéle bond graph bicausal.

Afin de déterminer les ordres des poles a I'infini & partir du modéle bond graph bicausal, ’analyse
des chemins causaux E/S est établie (figure 3.17) : So = {(@), ©)} est 'unique ensemble d’ordre
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minimal des chemins causaux E/S différents entre la paire (7, V2) et la paire (F7, F3). Ainsi :

{L1 =w(Vo = Fy)=-3 (3.35)

Loy ZW4(V2 —>F2) +W5(V1 —>F1) =-3-1=-4

Alors, nous pouvons déduire que :

ny = —L1 =3
ng=~L1—Ly=-3+4=1
Ce résultat correspond bien au résultat trouvé par 'approche modeéle d’état (équation 3.34).

—— Chemin causal (@)

A .
Chemin causal (5) C: k . R:b
N
| My |__m2 1 |:_m-|
p i 1
F = mil F4
DEDfI /|1 | —0—|—/]1 I 0 /{_.r\ 1DED[
LIJ Va2 Vq
A il
c:L S S.St

Fia. 3.17 — Détermination des ordres des péles a I'infini.

Remarque : La procédure 37 (page 253) pour la détermination des ordres des poles a l'infini a
un niveau d’analyse comportemental donne le méme résultat.

Ordre relatif

Plusieurs méthodes algébriques existent pour calculer 'ordre relatif (cf. théoréeme 3, sec-
tion 3.1.1). Une nouvelle méthode (théoréme 4) a été proposée dans la méme section permettant
de calculer ces ordres & partir du modeéle inverse et plus précisément, & partir des ordres des
poles & U'infini du modéle inverse. A partir du théoréme 4 et a partir de la procédure 16, une
procédure permettant la détermination des ordres relatifs sur le modéle bond graph bicausal est
définie et ce, selon le niveau d’analyse BG-structurel. Au niveau d’analyse comportemental, la
procédure 38 de 'annexe F permet la détermination de ces ordres sur le modéle bond graph
bicausal.

Procédure 17. niveau d’analyse BG-structurel
L’ordre relatif n) de y; peut étre calculé de sorte que [El 11b] :

n,=L%  — L, (3.36)

o :
— L, est lordre minimal qu’un ensemble de m chemins causauzx E/S différents puisse avoir
sur le modéle bond graph bicausal ;
- Lffl)_l est lordre minimal qu’un ensemble de m — 1 chemins causauz E/S différents puisse
avoir et obtenu sans la considération, sur le modéle bond graph bicausal, de 1’i€™¢ double

SOUTC€21 .

211 58me double source n’est pas supprimée du modéle bond graph bicausal afin de pas changer I’affectation de
la causalité.
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m
Démonstration. A partir de la procédure 16, il peut étre déduit que an = —L,, et
j=1
m—1 )
Z N = _ng)—r Ainsi, & partir de ces résultats et & partir du théoréme 4, cette procédure 17
j=1
en est déduite. Fin de la démonstration.

Exemple. Considérons le systéme composé de trois masses en série (figure 3.4) dont la re-
présentation d’état du modeéle direct a été présentée dans la section 3.1.2. A partir de cette
représentation, nous pouvons déduire les ordres relatifs par approche algébrique :

- ¢1B # 0 alors nf = 1.
— c2B =0 alors nj > 1.
— c2AB # 0 alors nb, = 2.

Ce résultat correspond bien au résultat bond graph trouvé par analyse des chemins causaux E/S
sur le modeéle bond graph en causalité préférentielle intégrale (cf. section 3.1.2).

—— Chemin causal (4)

C: % R:b
1 .
N
| :mjy |__m2 1 I :mjy
P: P Jj Py
F2 o 4 F
DeDfI /|1 L U /1_1 I 0 /i_1 I~ ]DED[
Lq: Vo V4
il v
C—% SESI Sasf
2

(a) Pour le sous-systéme (Aim,, Binv; (8), Cinv, Dinv, (s))

—— Chemin causal (&) C :% R:b
1 N/
[:m; tmy
P,
£ 4 F
ot 11 1 < ' D,D;
q Va l\h
4
c. SeSt SeSt

i
(b) Pour le sous-systéme (Ainv,EinV2 (s), CinV,DiHV2(s))

F1G. 3.18 — Détermination des ordres relatifs.

Le modéle bond graph bicausal associé au systéme étudié est donné figure 3.16. Afin de calculer
les ordres relatifs a partir du modéle bond graph bicausal, l'ordre minimal que le sous-systéme
(Ail’lV7 Binv1 (5)7 Cinv; Dinv1 (S)) (resp. (Ail'lV7 Binvz (3)7 Cinv: Dinv2 (3))) puisse avoir doit étre
déterminé. Pour ce faire, considérons les modeéles bond graph respectivement des figures 3.18(a)
et 3.18(b) ot les éléments S.Sy : Vi et ScSy : Vo sont respectivement ignorés. A partir de cette
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analyse causale, nous pouvons déduire que :

Ainsi, d’aprés la procédure 17, il peut étre déduit que :

ny=I\) —Ly=-34+4=1
ny=L¥ —Ly=-24+4=2

Ce résultat correspond bien au résultat trouvé par I’approche modéle d’état et par la procédure
causale (procédure 11). Pour cet exemple, il n’y a pas de dépendance phénoménologique ainsi la
procédure 38 qui reléve d’un niveau d’analyse comportemental donne le méme résultat.

Ordres d’essentialité

Par approche modéle d’état, la détermination des ordres d’essentialité repose sur la détermi-
nation des ordres des zéros a l'infini du systéme étudié et des sous-systémes associés (cf. théoréme
5). Par Papproche bond graph, la détermination des ordres d’essentialité peut se faire de maniére
graphique. Cependant, les procédures causales (procédures 12 et 35), définies pour le cas général,
repose sur la détermination de l'ordre minimal qu’un ensemble de m (resp. m — 1) chemins
causaux E/S différents puisse avoir sur le modeéle bond graph initial (resp. sur le modéle bond
graph obtenu en supprimant un détecteur). Dans la section 3.1.2, il a été montré, a travers un
exemple, que ces procédures permettent de réduire les manipulations causales par rapport aux
manipulations nécessaires si les ordres des zéros a l'infini du systéme et de sous-systémes sont
déterminés. Par ailleurs, dans [El 08al, une procédure graphique permettant la détermination
des ordres d’essentialité & partir du modéle bond graph bicausal a été proposée et s’est avérée
simplifier davantage les manipulations causales. Dans ce qui suit, cette procédure est définie
et démontrée selon le niveau d’analyse BG-structurel. La procédure 39 de 'annexe F est une
reformulation de la procédure 18 au niveau d’analyse comportemental.

Procédure 18. niveau d’analyse BG-structurel
Sur le modéle bond graph bicausal, l'ordre d’essentialité n;. de la sortie y; peut étre calculé
de sorte que [El 11af :

Nie = —min {wg (y; — u;)} (3.37)
0l wi(y; — ;) est Uordre du chemin causal &) entre la double source associée a y; et le double
détecteur associée a u,;.

Démonstration. Premiérement, i colonne de la matrice de transfert Tinv(s) du modéle

inverse correspond aux transmittances associées a ;. Deuxiémement, 'ordre d’essentialité n;e,
par définition, correspond & l'ordre de dérivation maximal de y; apparaissant dans le modéle
i ) . S . L .
inverse d’ordre minimal. Ainsi, il peut étre déduit que pour j € [1,...,m], deg {tmvﬁ(s)} < Nge.
De plus, il existe nécessairement un ordre d’essentialité n;. associé & y; tel que :

Nie = max {deg(timﬂ(s))}

jell,...,m]

Notons que sur un modele bond graph bicausal, tin,;; est déterminé a partir des gains des chemins
causaux entre y; et u;. Ainsi, on a :

Y Gl uyer )
Dlwi (yi—uj)=wi (yi—u;)

. o~
7fmvjl oo
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ol él(yZ — u; ) est le gain statique du chemin causal (I) d’ordre w;(y; — u;) = wi(yi — u;),
wi(yi — u;) est I'ordre minimal qu’un chemin causal entre y; et u; puisse avoir. Au niveau d’ana-
lyse BG-structurel, Z Gi(yi — uj) # 0 a priori. Dans ce cas, deg(tiny;,(s))

Dlwr (yi—uy)=wi (yi—u;)
est égal a I'opposé de l'ordre minimal qu'un chemin causal puisse avoir entre y; et u;.

Rappelons que la matrice de transfert du modeéle direct ne posséde que des zéros a I'infini [Com86|
et par conséquent la matrice de transfert du modeéle inverse ne posséde que des péles a l'infini.

Ce fait garantit que ﬁIllaX : {deg(tmvﬁ(s))} est > 0. Ainsi, il existe nécessairement un chemin
JjEll,....,m
causal entre y; et un double détecteur u; d’ordre < 0.

Comme n;,. = max {deg(tmv 1(3))}7 Pordre d’essentialité de y; est alors déduit :
jell,...,m] J
Nje = —fgglijn {wr(yi — uy)}

Fin de la démonstration.

Remarque : Tl est important de signaler que les procédures bicausales (procédures 18 et 39) pour
la. détermination des ordres d’essentialité doivent étre appliquées uniquement sur un modéle
bond graph bicausal d’ordre minimal. En effet, dans le cas ou I'inversion du modéle bond graph
peut engendrer la construction de plusieurs modéles bicausaux, seuls les modeéles d’ordre minimal
sont retenus pour établir ’analyse structurelle et comportementale. L’analyse des autres modéles
bicausaux permet d’obtenir des ordres différents de ceux trouvés par 'approche modeéle d’état.
Dans les travaux de JARDIN [Jarl0], le lecteur peut trouver un exemple illustrant cette remarque.

Exemple. Considérons le systéme composé de trois masses en série (figure 3.4). Sur le mo-
déle bond graph bicausal (figure 3.16), le chemin causal d’ordre minimal entre V; (resp. V3)
et un double détecteur correspond au chemin causal (6) (resp. @) entre Vi (resp. Va) et Fh
(figure 3.18(b) (resp. figure 3.18(a))). Ainsi, d’aprés la procédure 18, il peut étre conclu que :

nie = —we(Vi — Fy) =2
Noe = —W4(V2 — Fz) =3

Ces résultats sont en accord avec ceux trouvés par approche modeéle d’état (cf. section 3.1.2) et
avec le nombre de dérivations de chaque sortie figurant dans le modéle inverse d’ordre minimal
(systéme d’équations 3.33).

3.1.4 Interprétations
A propos de la structure a l’'infini

Les procédures causales (procédures 10 et 33) permettent de déterminer graphiquement les
ordres des zéros a I'infini & partir du modeéle bond graph en causalité préférentielle intégrale. Les
procédures bicausales (procédures 16 et 37) permettent de déterminer graphiquement les ordres
des pdles a l'infini & partir du modéle bond graph bicausal. Les procédures causales et bicausales
se basent sur I’analyse des chemins causaux E/S différents tout en tenant compte du niveau
d’analyse souhaité. La détermination des ordres des zéros & l'infini se base sur 'analyse des lon-
gueurs des chemins causaux E/S différents sur le bond graph causal tandis que la détermination
des ordres des poles a l'infini se base sur ’analyse des ordres de ces chemins sur le bond graph
bicausal.
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Importance des ordres d’essentialité dans la méthodologie du dimensionnement

Par définition, 'ordre d’essentialité m;. associé & une sortie y; correspond au nombre de
dérivations maximal de cette sortie apparaissant dans le modeéle inverse d’ordre minimal. Ainsi,
spécifier correctement une sortie y; est donc indispensable pour simuler le modéle inverse. Si une
sortie spécifiée y; n’est pas au moins n;e fois dérivable par rapport au temps, alors les grandeurs
calculées par inversion ne seront pas physiquement réalisables. Ce fait a mené au critére suivant :

Critére 1. Stmulation d’un modéle inverse
Pour simuler un modéle inverse, chaque sortie spécifiée y; doit étre au moins n;. fois dérivable
par rapport au temps [Jar08a).

Dans la méthodologie de dimensionnement des systémes mécatroniques, les ordres d’essen-
tialité interviennent lors de la rédaction du cahier des charges indiquant au concepteur si ses
spécifications sont en adéquation avec la structure du modele de conception retenue et de les
reformuler si elles ne sont pas suffisamment dérivables.

A propos des ordres relatifs et des ordres d’essentialité

Les procédures causales et bicausales pour la détermination graphique des ordres relatifs et
des ordres d’essentialité sont fondées sur ’analyse des chemins causaux E/S et tiennent compte
du niveau d’analyse considéré. D’une part :

— les procédures causales (procédures 11 et 34) permettent la détermination des ordres relatifs

a partir du modele bond graph en causalité préférentielle intégrale par analyse des ordres
des chemins causaux E/S,

— les procédures bicausales (procédures 17 et 38) permettent la détermination des ordres re-
latifs & partir du modele bond graph bicausal et par analyse des ordres des poles & I'infini du
systéme (Ainy, Binv(5), Cinv, Dinv(s)) et des sous-systémes (Ainy, Binv,(5), Cinv, Dinv, (5))-

D’autre part :

— les procédures causales (procédures 12 et 35) permettent la détermination des ordres d’es-
sentialité a partir du modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale par analyse
des ordres des zéros a l'infini du systéme (A, B, C) et des sous-systémes (A, B, C;),

— les procédures bicausales (procédures 18 et 39) permettent la détermination des ordres
d’essentialité & partir du modele bond graph bicausal par analyse des ordres des chemins
causaux E/S.

Alinsi, les procédures causales pour la détermination des ordres relatifs sont les duales des procé-
dures bicausales pour la détermination des ordres d’essentialité et les procédures causales pour
la détermination des ordres d’essentialité sont les duales des procédures bicausales pour la déter-
mination des ordres relatifs. Dans ce contexte, la dualité s’inscrit dans le cadre de I'inversion et
non pas dans le cadre du systéme dual. Par dualité, nous faisons référence a la correspondance
réciproque entre deux catégories d’objets mathématiques O et Oo, permettant de déduire d’une
relation entre certains objets de O1 et de Os, une relation analogue entre leurs correspondants
respectifs dans Oz et O;. Dans ce cas, les objets Op et O2 correspondent respectivement aux pro-
cédures causales et bicausales pour la détermination des invariants. Par approche modéle d’état
et comme il a été suggéré par I'un des rapporteurs, cette correspondance est facilement détectée
grace a la notion d’intéracteur [Laf90,Her93|.

Toutefois, il est & noter que :

— les procédures causales pour la détermination des ordres relatifs sont plus simples & mettre
en ceuvre que les procédures bicausales tandis que les procédures bicausales pour la déter-
mination des ordres d’essentialité sont plus simples & mettre en ceuvre que les procédures
causales. Ainsi, le choix d’'un modéle bond graph plutét qu'un autre dépend du but de
I’analyse;
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— quelle que soit la représentation bond graph (causale ou bicausale), la sortie y; fait toujours
référence & la méme grandeur physique. Le fait de calculer les ordres relatifs et les ordres
d’essentialité sur le modéle bond graph bicausal n’implique pas les sorties du modéle inverse
qui sont en fait les entrées du systéme physique.

3.2 Analyse de ’adéquation spécifications/structure du modéle
et synthése de tolérance

L’étape de vérification de 'adéquation est 'une des étapes clés de la méthodologie de dimen-
sionnement par inversion des modeéles bond graph (cf. section 1.3.3). Cependant, le probléme de
la spécification des sorties, qui consiste & traduire les objectifs du cahier des charges, n’a pas été
abordé. En effet, les sorties désirées peuvent étre décrites soit sous forme de réponse temporelle
(trajectoire désirée) ou fréquentielle (bande passante désirée), soit sous forme d’un comportement
type (comportement d’un second ordre par exemple). La spécification des sorties est une tache
qui n’est pas évidente & mettre en ceuvre car il s’agit dans certains cas de traduire des notions
qualitatives voire subjectives (le confort du passager dans le cas d’une suspension de véhicule
par exemple).

Les contributions de cette section consistent en ’approfondissement de cette étape de vé-
rification de 'adéquation afin de nous intéresser de plus prés a la spécification des sorties et
de vérifier si ces spécifications peuvent étre portées par la structure retenue. Ainsi, les sorties
sont spécifiées sous forme de comportements type dans le domaine de LAPLACE (pour les sys-
témes linéaires (hypothese 2, page 16)) et nous proposons des procédures permettant de vérifier
Padéquation de ces spécifications a une sous-structure du systéme (désignée dans la suite par
composant). La considération d’une sous-structure au lieu de toute la structure revient au fait
que dans une démarche de conception, certains sous-systémes (désignés dans la suite par charge)
ne peuvent étre remis en question (par exemple la masse du véhicule pour une suspension). Dans
les travaux de SMAOUI [Sma01], cette vérification de l'adéquation a été proposée dans le cas o
les sorties sont spécifiées sous forme de trajectoires temporelles et dans le cas ol la sous-structure
en question est une sous-structure R-C ou R-I-C.

Dans la section 3.2.1, nous traitons le cas des systémes linéaires monovariables et plus pré-
cisément la vérification de 'adéquation des spécifications a la structure retenue pour un com-
posant 1-port (procédure 19). Dans l'annexe G (resp. H), l'analyse de 1’adéquation spécifica-
tions/composant 1-port (resp. spécifications/composant n-ports) est menée pour des systémes
linéaires multivariables. Dans la section 3.2.2, nous proposons d’exploiter le travail d’analyse de
ladéquation spécifications/structure et de le rapprocher du travail de synthése paramétrique et
de synthése de tolérance pour une suspension quart de véhicule.

3.2.1 Vérification de ’adéquation par niveaux d’analyse

La vérification de 'adéquation spécifications/structure est établie par niveaux d’analyse (cf.
section 1.5, chapitre 1). Tout d’abord, l'analyse de l'adéquation est réalisée au niveau d’ana-
lyse BG-structurel ou seule la structure énergétique du modéle de conception est considérée. Si
I’adéquation n’est pas vérifiée & ce niveau alors il est inutile de vérifier I’adéquation aux niveaux
d’analyse inférieurs et la remise en question du cahier des charges peut avoir lieu en se basant sur
les aspects structurels. Si I’adéquation est vérifiée au niveau d’analyse BG-structurel alors I’ana-
lyse peut ensuite étre menée au niveau d’analyse comportemental ot les lois phénoménologiques
sont prises en considération. Si I’adéquation n’est pas vérifiée a ce niveau alors il est inutile de
vérifier 'adéquation au niveau d’analyse inférieur et la remise en question du cahier des charges
doit se baser sur les aspects phénoménologiques. Si I'adéquation est vérifiée au niveau d’ana-
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lyse comportemental alors ’analyse peut étre menée au niveau numérique. Si ’adéquation n’est
pas vérifiée & ce niveau alors la remise en question du cahier des charges concerne les valeurs
numériques. Cette démarche permet d’identifier au plus tot l'origine de l'inadéquation ce qui
représente une aide & la rédaction du cahier des charges : le concepteur saura si 'inadéquation
est due & une incompatibilité structurelle, comportementale ou numérique et par conséquent, la
remise en question du cahier des charges est réalisée au niveau d’analyse qui pose probléme. Dans
cette démarche, le formalisme bond graph offre la possibilité d’une lecture graphique de certaines
propriétés structurelles et comportementales et permet d’établir les trois niveaux d’analyse.

La vérification de ’adéquation au niveau d’analyse numérique est étroitement liée & la syn-
thése paramétrique qui peut étre traitée par la méthodologie du dimensionnement des systémes
mécatroniques basée sur inversion des modéles bond graph (cf. section 1.4, chapitre 1). La
syntheése paramétrique vise & déterminer un ou plusieurs paramétres inconnus du modéle de
conception & partir des spécifications. Néanmoins, elle exige ’adéquation de ces spécifications a
la structure du modeéle. Dans cette section, le lien entre adéquation et synthése paramétrique est
étudié.

Position du probléme et outils

Nous proposons dans cette partie de rappeler certains outils et d’introduire la notion de
famille de MASON afin d’établir dans la suite la vérification d’adéquation. Cette vérification de
Padéquation spécifications/structure vise a étudier le choix a priori d’'un composant. Sur un
modéle bond graph, représentant la structure retenue pour le modéle de conception, les variables
de puissance entrante et sortante d’un composant 1-port illustré par la figure 3.19(a) sont définies
suivant ’affectation de la causalité. En effet, si nous considérons I’affectation causale donnée par
la figure 3.20(a), la fonction de transfert de ce composant s’écrit % car E(s) est la transformée
de LAPLACE de la variable de puissance entrante (variable d’effort e) du composant et F(s) est la
transformée de LAPLACE de la variable de puissance sortante du composant (variable de flux f).
Par contre, si nous considérons laffectation causale donnée par la figure 3.20(b), f est la variable
de puissance entrante au composant et e est la variable de puissance sortante du composant.

Par conséquent, la fonction de transfert s’écrit dans ce cas FES; Dans le présent mémoire, nous

adoptons la convention suivante [Red93] :

— le rapport % correspond a l'impédance du composant,

— le rapport % correspond a ’admittance du composant.

Remarque : pour les composants multiports (figure 3.19(b)), il ne s’agit plus de fonction de
transfert mais de matrice de transfert puisque ce type de composant posséde plusieurs variables
d’entrée et de sortie.

ii=.me

/| Composant /

(b)

Fia. 3.19 — Composants (a) 1-port et (b) n-ports.
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elef

iéme

Composant

(a)

F1a. 3.20 — Affectation causale d’un composant : composants caractérisés par une (a) admittance,
(b) impédance.

La procédure proposée pour analyser I'adéquation se base sur la régle de MASON (procé-
dure 23, annexe C) appliquée & un modéle bond graph [Bro72| permettant la détermination des
transmittances caractérisant un systéme linéaire. La régle de MASON peut étre appliquée & un
modéle bond graph causal ou bicausal. Dans les deux cas, une causalité préférentielle dérivée est
privilégiée afin d’éviter des manipulations supplémentaires de I'expression ainsi déterminée. FEn
effet, la causalité préférentielle dérivée permet d’obtenir des expressions polynomiales contraire-
ment 3 la causalité préférentielle intégrale qui entraine des expressions fractionnelles.

Afin de pouvoir étudier ’adéquation des spécifications & un composant 1-port au niveau
d’analyse BG-structurel (cf. procédure 19), nous proposons de définir la notion de famille de
MASON.

Définition 2. Une famille de MASON dans une représentation bond graph causale ou bicausale
est constituée de boucles causales et d’un chemin causal E/S disjoint de ces boucles.

La notion de famille bond graph donnée par la définition 52 (annexe E) et utilisée dans la sec-
tion 3.1 pour démontrer certaines propriétés structurelles ne peut étre utilisée dans ce contexte
car elle est composée de cycles causaux et de chemins causaux E/S différents, or la vérification
de I'adéquation des spécifications & un composant se base sur la régle de MASON qui exploite
les notions de boucles causales et chemins causaux E/S disjoints. L’exploitation de la famille de
MASON se fait de la méme maniére que celle d’une famille bond graph : calcul de gain, ordre, etc...

Dans I’analyse de I'adéquation des spécifications & un composant 1-port, deux cas de figure
sont présentés : le cas des systémes monovariables et le cas des systémes multivariables. Dans ce
qui suit, nous présentons le cas des systémes monovariables. Le cas des systémes multivariables
est traité dans l'annexe G.

Vérification de ’adéquation : cas des systémes monovariables

Considérons des systémes linéaires mono-entrée mono-sortie qui peuvent étre représentés par
la figure 3.21 ou S représente une source d’effort ou de flux et D représente un détecteur d’effort
ou de flux. La procédure 19 permet de vérifier I’adéquation spécifications/composant 1-port pour
les systémes linéaires monovariables.
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S:uﬁ Charge — Dy

|

=&
1

Composant

Fia. 3.21 — Structure d’un systéme monovariable avec un composant 1-port.

Procédure 19. Dans le cas d’un systéme linéaire monovariable, 'analyse de 'adéquation des
spécifications & la structure retenue pour un composant 1-port est constituée de 6 étapes :
~ Etape 1 : Vérification de Uinversibilité entre ’i¢™¢ composant et la sortie

Les trois conditions nécessaires du critére 3 (section 1.3.3, chapitre 1) sont & vérifier pour

conclure sur Uinversibilité?® entre i™® composant et la sortie y. Dans ce cas, le critére

demeure le méme o l'exception qu’il fout :

— analyser les lignes de puissance et les chemins causaux entre le composant en question
et la sortie y,

— remplacer le composant par un double détecteur D.Dy. La commande u reste une entrée
sur le modéle inverse,

— apres la propagation de la bicausalité, affecter la causalité préférentielle dérivée afin d’évi-
ter des manipulations ultérieures sur les expressions déterminées a partir de la régle de
MASON.

St Uinversibilité n’est pas vérifiée alors la remise en question de la structure du modéle du

systeme peut avoir lieu.

— Etape 2 : Analyse de la structure du composant a partir du modéle bond graph
causal

Considérer uniqguement le composant et en appliquant la régle de MASON, déterminer [’ez-

pression de limpédance/admittance (I4(s)/Aa(s)) du composant & partir du modéle bond

graph en causalité préférentielle dérivée associé au modéle physique. Si le composant peut
étre caractérisé par une impédance ou une admittance (cas de causalité arbitraire) alors le
choiz de la nature de la fonction de transfert est lui aussi arbitraire.

~ Etape 3 : Vérification de 'adéquation au niveau d’analyse BG-structurel

Soient :

- nyn,y (resp. ngp,y) est le degré du numérateur de l'impédance (resp. admittance) de
la structure retenue pour le composant I1-port et nip, (resp. nyy,y) est le degré du
dénominateur de l'impédance (resp. admittance) de cette structure,

- nyn,y (resp. nyp,y) est le degré du numérateur (resp. dénominateur) de Y (s),

- nyn,y (resp. nyp,y) est le degré du numérateur (resp. dénominateur) de U(s),

— Ny (resp. ny—..) est l'opposé de l'ordre minimal qu’une famille de MASON, contenant
un chemin causal entre y et la variable de puissance f (resp. e) du composant, puisse
avoir,

~ Ny—yf (T€Sp. Ny—se) est opposé de lordre minimal qu’une famille de MASON, conte-
nant un chemin causal entre u et la variable de puissance f (resp. e) du composant,
puisse avoir’>.

22Le critére d’inversibilité 3 permet de vérifier 'inversibilité entrée/sortie. Ce critére s’applique également dans
cette section en considérant comme entrée une variable d’effort ou de flux sur le lien du composant déterminée
par laffectation causale.

239711 n’existe pas de famille de MASON contenant un chemin causal entre deux variables v; et v; tel que v; est
I'entrée u ou la sortie y et v; est la variable d’effort e ou de flux f alors le terme n.,,—v; + 1Ny} +np ) nest
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S
"{p,} + max { (”yﬁe TN,y T+ ”{Du}) ; ("uﬁe TN, + ”{Dy})} >
NNy} + max { (”y%f TNy + “{Du}) ; ("UHf Nyt ”{Dy}) }
resp.
N{p,} T max { (”yée TNy T+ ”{Du}) ; ("u—»e + N,y + n{Dy})} <
N{N,} + max { (”yﬁf + N,y + ”{Du}) ; ("UHf N,y T ”{Dy}) }
et s1
Ny—e + NN} + 1D} 7 Mu—e T YN,} T 7Dy}
resp.

Ny—f + NN} T D} 7 Nu—y + 14N} + 7D, }

et si pour l'argument de la fonction mazx du membre G gauche (resp. droite) prenant la
valeur du mazimum, une seule famille de MASON est impliquée dans la détermination du
degré n__.. (resp. n__s) qui lui est associ¢ alors l'adéquation ne peut étre vérifice au
niweau d’analyse inférieur et la remise en question de la structure des spécifications ou de
la structure du composant doit avoir lieu (étape 5).
Sinon les spécifications (de 'entrée et de la sortie) et la structure du composant sont a priori
en adéquation (condition nécessaire) et par conséquent, l'adéquation doit étre vérifiée au
niveau d’analyse comportemental (étape 4).

~ Etape 4 : Vérification de ’adéquation au niveau d’analyse comportemental
Les spécifications (de l’entrée et de la sortie) et la structure du composant sont en adéqua-
tion au niveau d’analyse comportemental st :

[Ny—e(s)Ny(s)Du(s) + Nu—e(s)Nu(s)Dy(s)] Da(s)

= [Ny_¢(5)Ny(5)Du(s) + Nyu—¢(s)Nu(s)Dy(s)]| Na(s) (3.38)

ol :

— Nqa(s) et Dq4(s) dépendent de la nature de la fonction de transfert caractérisant le compo-
sant (cf. étape 2) : sl est caractérisé par une impédance (resp. admittance) alors Nq(s)
(resp. Dq(s)) est le numérateur et Dq(s) (resp. Ng4(s)) est le dénominateur de cette
impédance (resp. admittance) ;

— Nu(s) (resp. Dyu(s)) est le numérateur (resp. dénominateur) de la spécification de [’entrée
U(s);

— Ny (s) (resp. Dy(s)) est le numérateur (resp. dénominateur) de la spécification de la
sortie Y (s);

~ Ny_e(s) (resp. Ny_¢(s)) est le numérateur de la transmittance entre Y (s) et la variable
de puissance E(s) (resp. F(s)) du composant ;

— Nu—e(s) (resp. Nu_¢(s)) est le numérateur de la transmittance entre U(s) et la variable
de puissance E(s) (resp. F(s)) du composant.

— Etape 5 : Remise en question de la structure des spécifications ou de la structure
du composant (niveauzx d’analyse BG-structurel et comportemental)

St Uadéquation des spécifications & la structure du composant n’est pas vérifiée alors la

pas considéré.
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structure des spécifications ou la structure du composant peuvent étre remises en question

(selon la flexibilité donnée par le cahier des charges)** :

— Remise en question de la structure des spécifications : La structure du composant
est supposée inchangée. La structure de 'une des spécifications (I’entrée U(s) ou la sortie
Y (s)) est remise en question :

— Remise en question de la structure de Uentrée U(s)?> : La structure de la sortie spé-
cifiée est supposée inchangée. Une premiére analyse permet de calculer a priori le
degré®® de U(s) et par conséquent de conclure sur sa réalisabilité (niveau d’analyse
BG-structurel) :

deg (U(s)) = (ngn,y +max { (ny—p +niny ) s (ny—e +14py ) })

(3.39)
- (“{Dy} + max { (”UHe + ”{Dd}) ? (”“*f + "{Nd}) })

Si
deg (U(s)) >0

et s1
Ny—f + NN} 7 Ny—se T N{D,}

et st pour l'argument de la fonction max du premier terme de [’équation 3.39 prenant la
valeur du mazimum, une seule famille de MASON est impliquée dans la détermination
du degré ny_, qui lui est associé, alors la structure n’est pas causale.

Sideg (U(s)) <0 et Nyse(s)Dg(s) —Nu_g(s)Ng(s) # 0 alors la structure de l’entrée
U(s) qui satisfait le cahier des charges peut étre calculée & partir de la sortie Y (s)
et de la structure de l'impédance/admittance du composant et du modéle du systéme
(niveau d’analyse comportemental) :

Ny—(s)Na(s) — Ny_e(s)Da(s)

V) = Moo (5)Dals) = Nu_r(s)Na(3)

Y (s) (3.40)

~ Remise en question de la structure de la sortie Y (s) : La structure de l’entrée spé-
cifiée est supposée inchangée. Une premiére analyse permet de calculer le degré a
priori de Y(s) et par conséquent de conclure sur sa réalisabilité (niveau d’analyse
BG-structurel) :

deg (Y(s)) = (”{Nu} + max { (”u—>f + ”{Nd}) ; (”uﬁe + ”{Dd}) }) -

(3.41)
(D, + max{ (”we + ”{Dd}) 3 (”wf + ”{Nd}) })

Si
deg (Y (s)) >0
et s1
Ny f + YN} 7 Nu—se + YDy

et si pour largument de la fonction max du premier terme de ’équation 3.41 prenant la
valeur du mazimum, une seule famille de MASON est impliquée dans la détermination

24 Cette étape permet de redéfinir un nouveau couple d’entrée/sortie si la structure du composant ne peut pas
étre remise en question (spécification ferme dans le cahier des charges) ou de redéfinir une nouvelle structure du
composant si le couple d’entrée/sortie n’est pas modifiable.

*La remise en question de la structure de I’entrée U(s) (resp. sortie Y (s)) correspond a exploiter un modéle
inverse entrée/sortie (resp. direct). Néanmoins, I’exploitation du modeéle inverse composant/sortie présente les
deux avantages suivants : d'une part les différents polynomes N.__. | Nq(s) et Dq(s) sont déja calculés, et d’autre
part, cette fagon de procéder met en évidence le composant et la charge ce qui n’est pas le cas des autres modéles.

26Le degré d’une fonction rationnelle est donné par la définition 24 et la notion de fraction rationnelle propre
ou causale est donnée par la défintion 23 (annexe E).
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du degré ny,—.. qui lui est associé, alors la structure n’est pas causale.

Si deg (Y(s)) <0 et Ny_.e(s)Dg(s) — Ny_¢(s)Ng(s) # 0, la structure de la sortie
Y (s) qui satisfait le cahier des charges peut étre calculée & partir de la structure de
Uentrée U(s) et de la structure de l'impédance/admittance du composant et du modéle
du systéme (niveau d’analyse comportemental) :

Nu—£(s)Ng(s) — Ny—e(s)Dg(s)
Ny _o(5)Dafs) — Ny_¢(s)Nas)

Y(s) = U(s) (3.42)

— Remise en question de la structure du composant : Les spécifications structurelles
(u(s) et y(s)) sont supposées inchangées. Une premiére information sur la réalisabilité

de Uimpédance/admittance I;(s) = gigzg JAi(s) = gig‘;g peut étre obtenue comme suit
(niveau d’analyse BG-structurel) :

— max

deg(Ii(S)) = max}gny_,e + N{N,} + n{Du}) ; (nu_,e + NN} + n{Dy})}
Ty—f + YN, } T “{Du}) % ("UHf TNy T "{Dy}) (3.43)
deg(Ai(s)) = max { (ny_,f + N{N,} + n{Du}) ; (nu_,f + N{N,Y + n{D,}

— max { (nyﬁe +ngn,y + n{Du}) ; (nuﬁe + N,y n{Dy})}

Si
deg(I;i(s)) > 0
resp.
deg(Ai(s)) > 0
et s1
Ny—e + NN} T D,} # Nu—e + YN, } T 7{D,}
resp.

Ny—f + NNy} T D} 7 Nu—f T NN} + 7D,}

et st pour Uargument de la fonction maz du premier terme de la soustraction prenant la
valeur du maximum, une seule famille de MASON est impliquée dans la détermination
du degré n._, qui lui est associé, alors la structure n’est pas causale.

Si deg(Ii(s)) < 0 (resp. deg(Ai(s)) < 0 alors la structure du composant qui répond au

cahier des charges est caractérisée par l'impédance/admittance I;(s) = gjgg / Ai(s) =

EZE‘Z; telle que (niveau d’analyse comportemental) :

{Nd(s) = Ny—(5)Ny(s)Du(s) + Nu_e(5)Nu(s)Dy (s) (3.44)
N

y(S)Du(s) + Nuﬁf(s)Nu(S)Dy(S)

=)
=8
—~
»
S~—
I
<
|
-
—~
»
SN—
z

— Etape 6 : Vérification de l’adéquation au niveau d’analyse numérique et syn-
thése paramétrique
La vérification d’adéquation au niveau d’analyse comportemental (étape 4) permet d’établir
un systéme d’équations polynomiales en termes des paramétres o synthétiser (linéaires ou
non linéaires). Si les solutions trouvées suite a la résolution de ce systéme d’équation sont
acceptables (répondent aux contraintes physiques) alors l'adéquation est vérifiée et la syn-
these paramétrique des paramétres du composant peut étre entreprise. Dans le cas contraire,
il faut remetire en question les spécifications numériques.

Démonstration. Nous proposons dans ce qui suit, une démonstration des étapes 3 et 4 pour la
vérification de ’adéquation aux niveaux d’analyse BG-structurel et comportemental.
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Les variables de puissance E(s) et F(s), déterminées a partir du modéle bond graph bicausal,
sont calculées comme suit :

{E(s) = Ty—e(5)Y(s) + Tu—e(s)U(s) (3.45)
F(s) = Ty—t(s)Y(s) + Tu—t(s)U(s)
ou
— Ty_e(s) (resp. Ty_.¢(s)) est la transmittance entre Y (s) et la variable de puissance E(s)
(resp. F(s)) du composant,
— Tyuse(s) (resp. Tyu—s(s)) est la transmittance entre U(s) et la variable de puissance E(s)

(resp. F(s)) du composant.
Le systéme d’équations 3.45 peut s’écrire sous la forme suivante :

D(s) D(s)

F(s) = M52 2Y () + Nt u(s)

{E<S> = NEEy () + N U(s)
D(s)

ou :
— Ny_.e(s) (resp. Ny_¢(s)) est le numérateur de la transmittance entre Y (s) et la variable
de puissance E(s) (resp. F(s)) sur le port du composant,
— Nu—e(s) (resp. Ny_¢(s)) est le numérateur de la transmittance entre U(s) et la variable
de puissance E(s) (resp. F(s)) sur le port du composant,
— D(s) est le dénominateur commun.
Ainsi l'expression de 'impédance/admittance (Iij(s)/Aj(s)) du composant déterminée a partir
du modéle bond graph inverse s’écrit :

T F(s) T Ny_¢(s)y(s)+Ny_¢(s)u(s)
Ai(s) = F(s) _ Ny_¢(s)y(s)+Nyu_¢(s)u(s)

{Ii(s) _ E(s) _ Ny—o(9)y(s)Nuos(s)u(s)

E(s) — Ny—e(s)y(s)+Nu—e(s)u(s)

Les spécifications (de l'entrée et de la sortie) et la structure du composant sont en adéquation si
et seulement si :

Li(s) = Ta(s)

ou (suivant la causalité affectée au composant)
Ai(s) = Aa(s)

ou Iq(s)/Aq(s) est 'impédance/admittance associée au composant et déterminée a I'étape 2 a
partir du modele bond graph causal. Ainsi, les spécifications (de l'entrée et de la sortie) et la
structure du composant sont en adéquation si et seulement si :

[Ny—e(s)y(s) + Nu—e(s)u(s)] Da(s) = [Ny—£(s)y(s) + Nu—t(s)u(s)] Na(s) (3.46)

ot Ny(s) et Dq(s) dépendent de la nature de la fonction de transfert caractérisant le compo-
sant : 'l est caractérisé par une impédance (resp. admittance) alors Ng(s) (resp. Dq(s)) est
le numérateur et Dq(s) (resp. Nqg(s)) est le dénominateur de cette impédance (resp. admittance).

L’équation 3.46 peut s’écrire sous la forme suivante :

[Ny—c(s)Ny(s)Du(s) + Nu—e(s)Nu(s)Dy(s)] Da(s)

= [Ny_¢(5)Ny(5)Du(s) + Nyu_¢(s)Nu(s)Dy(s)]| Na(s) (3.47)

ou :
— Nu(s) (resp. Dy(s)) est le numérateur (resp. dénominateur) de la spécification de l'entrée
U(s),
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— et Ny (s) (resp. Dy(s)) est le numérateur (resp. dénominateur) de la spécification de la
sortie Y (s).
Les polynomes Ny_.¢(s), Ny_e(s), Nu—t(s), Nu—e(s), Ny(s), Dy(s), Nu(s), Du(s), Na(s) et

Dg(s) peuvent s’écrire sous la forme suivante :

Ny_¢(s) Zpkl y— s 5 Ny_ols) = pro(y — €)s™";
ko

Nu~>f Zpk‘g U—>f) ks ; u—>e ZP!@; u—>e k4;

Z a{Ny} ks : Z a{Dy} I%
ks=0
T{Nu} {N} "Dy} {D}
w} k w} ok

— Z o, '8 T 5 Dyls) = Z s 8,
k7=0 kg=0
Z a{Nd} kg : Z a{Dd} klo

k10=0
ou
— pi; (Vi — Uj), i ={1,...,4} est la somme des gains statiques des familles de MASON d’ordre

k; et comportant un chemin causal E/S entre la variable v; et la variable v; ;

= nyn,} (resp. nyp y, NN} P{Du}» M{N4}» MD,}) est le degré du polynome Ny(s) (resp.
Dy (s), Nu(s), Du(s), Na(s), Da(s));

- a,i;}, i ={5,...,10} est le coefficient du monome de degré k;. Le polynome correspondant
est soit donné par le cahier des charges (cas de Ny(s), Dy (s), Nyu(s) et Dy(s)), soit déter-
miné & partir du modéle bond graph causal (cas de Ng(s) et de Dg(s)).

Ainsi, les spécifications et la structure du composant sont en adéquation si et seulement si :

N
Z a{Nd} ko [Zka y —>€ Z {Ny} g5 Z a{Du} ks +Zpk4 U —s 6) —kq
ko=0 5=0 ks=0 kg
NNy} "{N }
Z ol N} sk Z a{Dy} ke Z a{ d} k10 Zﬂkl y— f)s Z ]‘Eé\’y}sks (3.48)
k7=0 k10=0 k5=0
"{Dy} T{Nu}
Z a{Du} ks +Zpk3 U _ f —k3 Z a{Nu} k7 Z a{Dy} k6]
kg=0 k7=0
Si
n{p,} + max { (”y—w + g,y + “{Du}) ; (”u—>e TNy + ”{Dy}) } >
N{Ng} T maX{(ny—»f + N} + 7D, }) (”u—>f TN,y + ”{Dy})}
respectivement

N{p,} + maX{(”y—»e +nyn,} + D, }) (nu—>e + NN, T n{Dy}>}
n{N, T+ max{(nyﬁf + 1N,y T n{Du}> ; (nuﬁf + 1N,y + n{Dy})}

ot Ny, ¢ (resp. Ny—f, Ny—e, Nu—e) est égal a 'opposé de 'ordre minimal qu’une famille de
MASON contenant un chemin causal entre y et f (resp. u et f, y et e, u et e) puisse avoir, alors
deux cas de figure peuvent se présenter :
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— cas ou dans le polynéme de plus haut degré, le monéme de plus haut degré ne présente pas
de somme signée dans son coefficient. Ce qui revient a vérifier que ny . +ny Ny} 1D #*
Ny—e + 1NyN,} +nyp,y (TeSD. Ny f +nyn,y + nyp,) # My + 1yn,) +1yp,}) et que
pour largument de la fonction max du membre de gauche (resp. droite) prenant la valeur
du maximum, une seule famille de MASON est impliquée dans la détermination du degré
n.—e (resp. n_¢) qui lui est associé. Dans ce cas l'adéquation ne peut étre vérifiée et
Panalyse s’arréte a ce niveau (niveau d’analyse BG-structurel).

— cas ou dans le polynéme de plus haut degré, le mondéme de plus haut degré présente
une somme gignée dans son coefficient. Dans ce cas, ’adéquation ne peut étre vérifiée au
niveau d’analyse BG-structurel et la vérification de ’adéquation doit étre réalisée au niveau
d’analyse inférieur : I’équation 3.47 ou encore I’équation 3.48 doit étre vérifiée.

Fin de la démonstration.

L’organigramme de la figure 3.22 permet de résumer la procédure 19. Au niveau d’analyse
numeérique (étape 6), les valeurs numériques de certains paramétres intervenant dans la charge
ou dans les spécifications d’entrée/sortie peuvent étre données par le retour d’expérience du
concepteur. Les valeurs des autres paramétres peuvent étre synthétisées a cette étape.

Une implémentation logicielle de la procédure 19 permet d’automatiser les différentes étapes
et d’assurer un gain de temps important dans la démarche de conception.
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Etape 1:
inversibilité entre I'*™
composant et la
sortie?

non

Etape 2 : Analyse de la structure du
composant a partir du modéle bond graph
causal (niveau d'analyse BG-structurel)

Etape 3:
non adeéquation au
niveau d'analyse

BG-structurel?

Etape 4:
non adequation au
niveau d'analyse
comportemental?

Etape 6 :
adéquation au
niveau d'analyse
numérique?

Etape 5: Remise en question de la
structure des spécifications ou de la
structure du composant (niveau d'analyse
BG-structurel et comportemental)

Remise en question des
spéecifications numeriques

Adéquation vérifiée et
synthése paramétrique

Fia. 3.22 — Procédure 19 : organigramme récapitulatif.



3.2. Analyse de 'adéquation...et la synthése paramétrique 121

3.2.2 De la vérification de ’adéquation a la synthése de tolérance : cas d’une
suspension quart de véhicule

Dans cette section et dans une premiére partie, nous proposons d’analyser ’adéquation spé-
cifications/structure pour une suspension quart de véhicule et ce, a partir de la procédure 19. La
vérification de Padéquation au niveau d’analyse numérique (étape 6 de la procédure 19) débouche
tout naturellement sur une synthése paramétrique. Ce travail est ensuite approfondi dans une
seconde partie ou le rapprochement avec les travaux de NGwoMPO [Ngw98| est établi.

Considérons une suspension quart de véhicule (figure 3.23(a)), avec :

— ks : raideur de la suspension,

— by : coefficient de frottement visqueux de ’amortisseur,

— k, : raideur du pneumatique,

— m, : masse de la caisse (masse suspendue),

m, : masse de la roue (masse non suspendue),

— V, : vitesse de débattement vertical du point de contact roue/sol,
V, : vitesse de pompage du véhicule.

l:m,
D[ZVu'\—1
/R:bs
e
0 —1
1ivu f X
m, C:1/ks
l:m, —— 1
ks by
LH 0—— C:1/k
my
1
K
V. Sr:V,

(a) (b)
F1G. 3.23 — (a) Suspension quart de véhicule et (b) son modéle bond graph acausal.
Le modeéle bond graph acausal associé est donné figure 3.23(b). Il représente un modéle linéarisé

autour de la position d’équilibre du véhicule : c¢’est pour cette raison que les sources d’effort liées
au poids ne sont pas considérées.
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Veérification de 'adéquation et aide a la rédaction du cahier des charges

Dans le contexte industriel, le composant objet de la conception est la suspension caractérisée
par les paramétres ks et bs. La figure 3.23(b) met en évidence le composant en question. Nous
souhaitons vérifier ’adéquation de la structure choisie pour ce composant avec les spécifications
d’entrée et de sortie suivantes : ;

1
Vi(s) = 3.49
) = (3.49)

1
" k3s? 4 kos+ 1

Vo (s) (3.50)

avec ki, ko, k3 et a sont non nuls.

— Etape 1 : L’inversibilité est vérifiée :
— sur le modéle bond graph acausal, il existe une ligne de puissance entre le composant et
la sortie (figure 3.24(a)),
— sur le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, il existe un chemin causal
entre la variable de puissance sortante (effort) du composant et la sortie (figure 3.24(b)),
— le modéle bond graph bicausal est construit (figure 3.25). La structure de jonction du
modéle inverse est résoluble.

l:m,
DV, s—1 DV, <—
/R:bs
0— 1
x‘{3:1/k<s
Feme — 1 lzme fp— 1
0—— C:1/k 0—— C:1/k
L
1 1
Si:V, Si:V,

(a) (b)

Fi1G. 3.24 — Analyse (a) des lignes de puissance sur le modeéle bond graph acausal et (b) des
chemins causaux sur le modéle bond graph en causalité intégrale.

— Etape 2 : Seul le composant « suspension » est considéré auquel la causalité préférentielle

dérivée a été affectée (figure 3.26). L’admittance associée est donnée par :

Dqg(s) s
Nd(S) N bSS + k‘s

Aq4(s) =
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Fia. 3.25 — Modeéle bond graph bicausal de la suspension.

R:bg
e \/
7“
X/c:wks

Fia. 3.26 — Le modéle bond graph du composant « suspension » en causalité préférentielle
dérivée.

— Etape 3 : A partir de I'étape 2 et & partir des spécifications données par les équations 3.49
et 3.50, il peut etre déduit que : nyp,y = nyn,y = 1, nyn,y = ngw,y =0, nyp,y = 1 et
n{p,} = 2. Sur le modeéle bond graph bicausal, l’analyse des familles de MASON contenant
un chemin causal entre Vy et la variable d’effort e (resp. de flux f) du composant permet
de déduire qu’il existe deux (resp. trois) familles de MASON d’ordre -1 et -3 (resp. 0, -2 et
-2) (figure 3.27 (resp. figure 3.28)). Ainsi, ny—.. = 3 et ny,—.y = 2. L’analyse des familles
de MASON contenant un chemin causal entre V, et la variable de flux f du composant
permet de déduire qu'il existe une seule famille de MASON d’ordre 0 (figure 3.29) et donc
ny—f = 0. Il n’existe pas de famille de MASON qui contient un chemin causal entre V, et
la variable d’effort e. Ainsi, il peut étre déduit que :

l+max{3+0+1}>14+max{(2+0+1);(0+0+2)}

et tel que dans le calcul du degré 5 (a4 gauche de I'inégalité), une seule famille de MASON
d’ordre minimal est impliquée : c’est la seule famille de MASON contenant un chemin causal
entre Vy et la variable d’effort e du composant (figure 3.27(b)). Ainsi, il peut étre conclu
que l'adéquation des spécifications imposées & la structure retenue pour le composant
« suspension » n’est pas vérifiée au niveau d’analyse BG-structurel et par conséquent, elle
ne sera pas vérifiée au niveau d’analyse inférieur. Nous passons alors & la remise en question
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des spécifications ou de la structure du composant (étape 5) pour apporter une aide a la
rédaction du cahier des charges.
— Etape 5 :
— Remise en question de la structure de entrée V,(s) : calculons, tout d’abord, le degré
de l'entrée qui permet a priori de satisfaire le cahier des charges :

deg(Vy(s)) = (04+max{(2+1); 3+ 1)}) — (24+max{0+1}) =4—-3

deg(Vy(s)) > 0, (24+1) # (3+41) et il existe une seule famille de MASON pour déterminer
ny—.e = 3 (figure 3.27). Les conditions de réalisabilité ne sont pas remplies alors il est
inutile de déterminer sa structure compléte et nous pouvons conclure que l'entrée ne
peut étre remise en question sans remettre en question autre chose d’abord.

— Remise en question de la structure de la sortie V(s) : calculons, tout d’abord, le degré
de la sortie qui permet a prior: de satisfaire le cahier des charges :

deg(Vy(s)) = (0+max{0+1}) — (1+max{(3+1);2+1)})=1-5

La transmittance est causale et elle a la structure suivante :

k1 (bss + ks)
(s + @) [mymyst + bs(my + my)s3 + (ks(my +my) + myk,)s? + kpbss + ksky)

Vy(s) =

SeSr ——1 SeS ——1

—l —
leme < 1 Feme [s——1
7 Lt
0—— C:1/k 0—-IC:1/k
e Py
1 1
SV, SV,

Fia. 3.27 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre Vy et la variable
d’effort e.



3.2. Analyse de 'adéquation...et la synthése paramétrique

125

l:m, —

1:mg| {11

0 e:' DeDy
f

0 lej DeDx

0:”01”(.—

0:”0:1”&

Fia. 3.28 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre Vy et la variable

de flux f.
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F1a. 3.29 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre V. et la variable
de flux f.

— Remise en question de la structure du composant « suspension » : calculons, tout d’abord,
les degrés du numérateur Dj(s) et dénominateur Nj(s) de 'admittance A;(s) qui per-
mettent de satisfaire le cahier des charges :

TL{Di} :max{(2+0+1);(0+0+2)} =3
Ny =max{3+0+1} =4

L’admittance est causale et la structure du composant « suspension » qui répond aux
spécifications (équations 3.49 et 3.50) est donnée par :

—(my +my)s® + (krksk, — a(m, +my))s? + k. (kiks — 1)s + k. (k1 — @)

Ai(s) =
(s) mys (mys® + am,s? + k.s + ak,)

Considérons maintenant la spécification structurelle de sortie suivante (la spécification d’en-
trée et la structure du composant restent inchangées) :

_ kio(k11s + k12)
k485 + k584 + k683 + k782 + kBS + kg

Vi (s) (3.51)
avec kyq, ..., k1o # 0. Cette spécification structurelle a été déduite de la remise en question de la
sortie établie & I’étape 5. Ainsi k4 est connu et égal & m,m,. Reprenons alors la procédure :
— Etape 3 : nous avons N{p,} = NN} = 1, n{N,} = 0, niN,} = 1, n{p,} = 1 n{p,} = 9,
Ny—e =3, Ny =2 et n,__y=0. Alors :

l+max{3+1+1}=1+max{(2+1+1);(0+0+5)}

Ainsi, il peut étre conclu que 'adéquation est vérifiée au niveau d’analyse BG-structurel
et que 'analyse peut étre menée au niveau d’analyse inférieur.
— Etape 4 : il y a adéquation au niveau d’analyse comportemental si :
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mymykioki18® + memykio(kio 4+ aki1)s® + mokio(amykia + krkin)s® + mokykio(kia + akiq)s®
+ amyky kiok128® = bskrkikas® + [bs(krkiks — kioki1(my +my)) + kokykika] 8"+

+ [bs (krk1ks — K1o(my +my) (kg + akin)) + ks(krkiks — kioki1 (my +m,))] s+

b (kr(k1kr — k1ok11) — akiokia(my +my)) + ks(krkike — kro(m, +my) (k12 + akyp))] s

+ [bsky(kiks — kio(ak11 4 k12)) + ks(kr(k1kr — kiok12) — akiokia(m, +my))] s2

+ ky [bs(k1ko — akiokia) + ks(k1ks — kio(ak1 + k12))] s + sk, (k1kg — ak10k12)

Ainsi, il faut et il suffit de vérifier le systéme d’équations 3.52 :

mymrkiokin = bskrkika

mymrkio(k12 + ak11) = bs(krkiks — k1ok11(mo +my)) + kskrkika

mykio(amrkiz + krk11) = bs(krkike — k1o(mo + my) (k12 + ak11)) + ks(krk1ks — kiokii(mey +me))
mokrkio(ki2 + aki1) = bs(kr(k1k7 — k10k11) — akioki2(mr + my)) + ks (krk1ks — k1o(mr + my) (k12 + aki1))
amykrkiokiz = bskr(k1ks — kio(aki1 + ki12)) + ks(kr(k1k7 — k1ok12) — akiokiz(m, + my))

kr [bs(kiko — akioki2) + ks(ki1ks — k1o(akii + k12))] =0

kskr(k1ky — akioki2) =0

(3.52)
L’analyse du systéme d’équations 3.52 revient & vérifier que les conditions supposées sur les
paramétres sont respectées quelles que soient les valeurs de ces paramétres, ce qui revient
& vérifier que le probléme est bien posé. Dans notre cas, il n’ y a pas de conditions parti-
culiéres & 'exception qu’ils soient non nuls, par conséquent ’adéquation est a prior: vérifiée.

— Etape 6 : Les paramétres de valeurs connues sont : m,., my, ky et ks = mym,. Nous
supposons que l'industriel est capable de spécifier les valeurs numériques de certains coef-
ficients (v, k1, ko, k10, k11, k12) intervenant dans les spécifications. Ainsi, les valeurs des
paramétres ks, kg, k7, ks, bs et ks peuvent étre déterminées par la résolution du systéme
d’eéquations 3.52. La résolution de ce type de systéme d’équations (polynomiales et pas né-
cessairement linéaires) peut faire appel par exemple a la base de GROBNER (ou base stan-
dard, ou base de BUCHBERGER), utilisée par plusieurs outils informatiques comme Maple
et Matlab. S’il existe des solutions acceptables (physiquement) & ces paramétres alors nous
avons simultanément vérifié 'adéquation et déterminé les valeurs des parameétres. Sinon,
I'adéquation n’est pas vérifiée et il faut remettre en question les spécifications numériques.

Les spécifications données par les équations 3.49 et 3.50 ne peuvent étre portées par la struc-
ture retenue pour le composant « suspension » et ce, indépendamment des parameétres choisis.
En effet, ces spécifications ne sont pas compatibles avec la structure retenue quelles que soient
les lois phénoménologiques considérées. Ainsi, 'adéquation n’est pas vérifiée & un niveau d’ana-
lyse BG-structurel donc il n’y a pas d’intérét a vérifier cette adéquation a des niveaux d’analyse
inférieurs car elle ne sera pas vérifiée a ces niveaux.

Les spécifications données par les équations 3.49 et 3.51 peuvent étre compatibles avec la
structure retenue pour le composant « suspension » s’il y a adéquation des lois phénoménolo-
giques intervenant dans le systéme aux parameétres caractérisant les spécifications imposées (ce
qui revient a vérifier formellement le systéme d’équations 3.52). Dans ce cas, 'adéquation est
analysée a un niveau d’analyse comportemental. Enfin, si 'adéquation est vérifiée a ce niveau,
I’étude peut étre approfondie & un niveau d’analyse numérique pour s’assurer de la compatibilité
de la structure retenue avec les spécifications au niveau le plus bas.

Cet exemple illustre bien l'intérét d’adopter une démarche chronologique dans le probléme
de conception et du dimensionnement, notamment dans I’étape de vérification de I’adéquation.



128 Chapitre 3. Contribution & a I’analyse...systémes incertains

Synthése paramétrique
Dans les travaux de NGwoMpPO [Ngw98|, la synthése paramétrique d’une suspension quart
de véhicule (figure 3.23(a)) a été mise en place®’. L'objectif était de déterminer les valeurs des
parameétres du composant « suspension » pour des spécifications adéquates de la vitesse de dé-
battement vertical du point de contact roue/sol (entrée) et de la vitesse de pompage de la caisse
(sortie). Dans cette section, nous reprenons ces travaux afin d’établir le lien avec 1’étape 6 de la

procédure de vérification de ’adéquation spécifications/structure (procédure 19).

og |
06 I
Vo(mis) |}

oo |

02

1}
0 1 t (5}

F1aG. 3.30 — Spécification de la vitesse de débattement vertical du point de contact roue/sol.

08 {

V., (m/s) |
08 f

o
0 1 t(s)
Fia. 3.31 — Spécification de la vitesse de pompage du véhicule.

Rappelons que dans le contexte industriel, le composant objet du dimensionnement est la
suspension caractérisée par les paramétres ks et bs. Les valeurs des différents paramétres de la

suspension (a l'exception des paramétres du composant « suspension ») sont données :

*"La suspension traitée dans ces travaux est une suspension hydropneumatique.
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me = 203 kg
m, = 25 kg
ky, = 170000 N/m

La trajectoire spécifiée pour la vitesse de débattement vertical du point de contact roue/sol
(resp. vitesse de pompage du véhicule) est donnée figure 3.30 (resp. figure 3.31). La spécification
de la vitesse de pompage du véhicule est suffisamment dérivable pour 'inversion du modéle. Nous
supposons que ces spécifications du cahier des charges sont en adéquation avec la structure rete-
nue pour le modéle de conception. Nous proposons de mettre en ceuvre la synthése paramétrique
du composant « suspension » et donc de déterminer les valeurs des paramétres ks et by caractéri-
sant respectivement la raideur du ressort et le coefficient de frottement visqueux de 'amortisseur.

I:m, I:my
D[IV\;f'] D[ZV».:"
/R:bs T //R:bs
N
0——1 t:ilﬁyX
XC:HKS L C:1/ks
lomy — 1 I:m,h1
0—— C:1/k 0}—— C:1/k
L
1 1
Si:V, SV,

(a) (b)

F1G. 3.32 — Analyse (a) des lignes de puissance sur le modele bond graph acausal et (b) des
chemins causaux sur le modele bond graph en causalité préférentielle intégrale reliant 1’élément
R du composant en question et le détecteur portant la sortie V.

Sur le modeéle bond graph acausal (resp. en causalité préférentielle intégrale), il existe une
ligne de puissance (resp. un chemin causal) reliant 1’élément R du composant en question et
le détecteur portant la sortie V,, (figure 3.32(a) (resp. figure 3.32(b))). Ainsi, le modéle bond
graph bicausal pour la synthése paramétrique de I’élément R (caractérisé par le parameétre by)
est construit en propageant la bicausalité tout le long de la ligne de puissance et en affectant
la causalité préférentielle intégrale au reste du modeéle (figure 3.33). Ensuite, nous affectons une
valeur quelconque au paramétre ks (ks = 30000 N/m) et nous procédons a une simulation du
modele inverse en tenant compte du cahier des charges imposé. Les variables de puissance ob-
tenues par inversion (egr(t) et fr(t)) sont tracées dans un plan (flux, effort) (figure 3.34). La
caractéristique ainsi trouvée, pour ks = 30000 N/m, est différente d’une caractéristique d’un
élement dissipatif puisqu’elle ne demeure pas uniquement dans le 1°7 et dans le 3°™° quadrants
du plan (flux, effort). En faisant varier la valeur de ks dans un large intervalle et en observant
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I’évolution des variables de puissance dans le plan (flux, effort), nous remarquons que la courbe
(figure 3.35) sous forme de spirale s’aplatit jusqu’a devenir linéique pour une valeur donnée de
ks (ks = 60000 N/m). En dépassant cette valeur, la spirale s’élargit tout en changeant de sens
d’évolution. La courbe linéique correspond bien & une caractéristique d’un élément dissipatif li-
néaire. La valeur de la pente définit la valeur du parameétre : by = 5000 N's/m. Ainsi, en faisant
varier la valeur de I’élément de stockage C et en observant la caractéristique de 1’élément R, la
synthése paramétrique du composant « suspension » est établie : le couple de paramétres qui
permet de répondre au cahier des charges est (bs = 5000 Ns/m, ks = 60000 N/m). Nous arri-
vons & trouver une solution (un couple de valeurs pour bs et ks) car les spécifications imposées
dans le cahier des charges et la structure retenue pour le modéle de conception sont en adéquation.
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Fia. 3.33 — Bond graph bicausal pour la synthése paramétrique.
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FiG. 3.34 — Tracé des variables de puissance de ’élément R du composant « suspension ».

x 107
2

er (N)

fr (m/s)

Fia. 3.35 — Caractéristique de I’élément R du composant « suspension » pour différentes valeurs
de k;.

Sous condition d’adéquation spécifications/structure, les caractéristiques obtenues pour kg #
60000 N/m peuvent étre interprétées par le fait qu’elles ne correspondent pas seulement & une
caractéristique d’un élément dissipatif mais aussi & un élément de stockage de type C qui com-
penserait I’écart par rapport a la valeur de ks. Si ks < 60000 N/m alors cet écart est positif
et ’élément, C correspondant est caractérisé par un parameétre de valeur positive. Par contre, si
ks > 60000 N/m alors I’écart est négatif et I’élément C correspondant est caractérisé par un
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paramétre de valeur négative. Ainsi, le signe de ’écart par rapport a la valeur de ks explique le
changement de sens d’évolution de la spirale.

La forme spirale obtenue peut étre expliquée par le fait que les variables de puissance associées
a ’élément dissipatif R, qui représentent les coordonnées cartésiennes de cette caractéristique,
ont un comportement pseudo-périodique. Ainsi, au lieu de faire varier ks (et par conséquent faire
un certain nombre de simulations), il est possible & partir d’'une unique simulation et & partir
des expressions temporelles de ces variables de puissance (qu’il faut établir & partir des expres-
sions temporelles des spécifications) d’exploiter les caractéristiques de la spirale (les différentes
tangentes par exemple) pour établir la synthése paramétrique.

Dans ce qui suit, nous présentons un résumé de la procédure décrite ci-dessus et établie dans
les travaux de NGwoMPO [Ngw98|. En effet, sous condition d’adéquation spécifications/structure,
la synthése paramétrique d’un composant passif composé de deux éléments de type R, I ou C
peut se faire comme suit :

— Inversion du modéle bond graph afin de remonter & I'un des éléments du composant en
question.

— Faire varier la valeur du paramétre du second élément du composant.

— Tracer la caractéristique de I’élément en question dans le plan (flux, effort) (resp. (déplace-
ment généralisé,effort), (moment généralisé, flux)) s’il s’agit d’un élément R (resp. C, I).

— Dans le cas particulier o la caractéristique prend la forme d’une spirale (cas ou les variables
associées a I’élément en question ont un comportement pseudo-périodique) alors I’évolution
de la spirale en fonction de la variation du paramétre du second élément permet de guider
le concepteur dans la synthése paramétrique : plus la spirale s’aplatit plus on se rapproche
de la valeur recherchée; si la spirale change de sens alors la valeur recherchée est dépassée
et il faut changer le sens de variation du paramétre.

— Lorsqu’'une caractéristique linéique est obtenue alors relever la pente associée et retenir
la valeur du second paramétre qui permet d’avoir cette caractéristique. Ainsi, la synthése
paramétrique du composant est réalisée.

— Si aucune caractéristique linéique n’est obtenue alors si pour une valeur donnée du second
élément, la caractéristique évolue dans le 1°7 et dans le 3°™° quadrants alors ’élément en
question est non linéaire et décrit par cette caractéristique non linéique et la valeur du
second paramétre est retenue. Si I’évolution de la caractéristique sort du 1" et 3°™¢ qua-
drants, alors 'adéquation spécifications/structure n’est pas vérifiée.

La synthése paramétrique présentée dans cette section est analogue a la procédure de vérifica-
tion de l’adéquation spécifications/structure (procédure 19) proposée dans la section 3.2.1. En
effet, la procédure 19 permet a la fois de vérifier si les spécifications peuvent étre portées par la
structure du modéle et de synthétiser les valeurs des paramétres qui permettent de satisfaire le
cahier des charges. Ainsi, 8’il existe des valeurs de paramétres qui répondent au cahier des charges
alors nous pouvons conclure sur I’adéquation spécifications/structure. Par contre, 'approche dé-
crite dans cette section suppose que cette adéquation soit vérifiée et s’intéresse uniquement a la
synthése paramétrique. S’il n’existe pas de solution alors ’adéquation n’est pas vérifiée. Dans
ce qui suit, nous proposons d’effectuer le rapprochement entre ces deux approches a travers le
systéme traité (la suspension quart de véhicule).

Les spécifications du cahier des charges (figures 3.30 et 3.31) peuvent étre exprimées par les
fonctions de transfert des équations 3.49 et 3.51. Pour ces spécifications, ’adéquation est vérifiée
aux niveaux d’analyse BG-structurel et comportemental. Nous choisissons les valeurs suivantes
pour les différents parametres intervenant dans les fonctions de transfert (équations 3.49 et 3.51) :
ki = a = 20, ks = 5075, ks = 12.415 10°, kg = 70,99 106, k7 = 1.8138 107 kg = 2.72 10'°,
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kg = 2.04 10", kg = 34 10°, k11 = 5 103 et k12 = 6 10%. Ces valeurs vérifient bien les deux
derniéres relations du systéme d’équations 3.52 (systéme d’équations établi pour la vérification
de I'adéquation au niveau d’analyse numérique et pour la synthése paramétrique). A partir de
la premiére relation, la valeur associée au paramétre by peut étre déduite :

b — mymykiok11
S kpkika

Pour cette valeur de bs et a partir de la deuxiéme relation du systeme d’équations 3.52, la valeur
associée au paramétre k; peut étre déduite :

= 5000 Ns/m

mymykio(k12 + aki1) — bs(krkiks — kioki1(my, + my))
krkika

L’ensemble des valeurs spécifiées et calculées vérifie la troisiéme, quatriéme et cinquiéme
équations du systéme 3.52. Alors I’adéquation spécifications/structure est vérifiée et la syntheése
paramétrique du couple (bs, ks) est établie. Il est & noter que par les deux approches (celle
proposée par NGWOMPO [Ngw98| et celle définie par la procédure 19), la méme solution (bs =
5000 N's/m, ks = 60000 N/m) est retrouvée.

ks =

= 60000 N/m

La synthése paramétrique pour la synthése des tolérances

Dans les deux paragraphes précédents (sections 3.2.2 et 3.2.2), 'adéquation des spécifica-
tions du cahier des charges (données par les équations 3.49 et 3.51) a la structure retenue pour le
composant « suspension » (figure 3.23) a été vérifiée au niveau de 'analyse BG-structurel et com-
portemental. Nous avons vu qu’au niveau de ’analyse numérique, la vérification de 'adéquation
coincide avec la synthése des parameétres by et kg caractérisant le composant « suspension » et
ce, & partir du systéme d’équations 3.52 (résultant de Pétape 6 de la procédure 19). Dans ce
paragraphe, nous supposons une incertitude sur la spécification de la sortie (vitesse de pompage
du véhicule) et nous proposons de déterminer les tolérances sur les paramétres by et k. L’in-
certitude sur la spécification de la sortie peut étre traduite en termes d’incertitudes sur certains
parameétres (paramétres intervenant dans 1’équation 3.51) :

— ks = ks, + Aks ol ks, = 12.415 10° et Aks = 1.14 10°. Ainsi ks = 13.555 10°,

— kg = ke, + Akg oit kg, = 70,99 105 et Akg = 4.56 10°. Ainsi k¢ = 75.55 106,

— kg = ky, + Ak7 ot kr, = 1.8138 10 et Aky = 0.1306 10°. Ainsi k7 = 1.9444 107,

— kg = ks, + Akg ot kg, = 2.72 10'° et Akg = 0.36 10°. Ainsi kg = 3.06 10,

— ko = ko, + Akg ott kg, = 2.04 10™ et Akg = 0.34 10!, Ainsi kg = 2.38 10!,

- k11 = klln + Akqq oul klln =510% et Aki1 =5 102. Ainsi k11 =5.5 103,

— kig = k1o, + Akio oit kjo, = 6 10% et Akyp = 1 10%. Ainsi ko = 7 10%.

Les valeurs des paramétres k4 et k19 sont inchangées : ky = ky,, = 5075 et k19 = k19, = 34 105.
Aucune incertitude n’est considérée sur la spécification de Pentrée (vitesse de débattement ver-
tical du point de contact roue/sol) : k1 = o = 20.

Ces valeurs vérifient bien les deux derniéres relations du systéme d’équations 3.52. A partir de
la premiére relation, la valeur associée au parameétre by (qui est la somme d’une valeur nominale
égale a bs, = 5000 Ns/m et d’une tolérance Abs) peut étre déduite :

mymykio, (K11, + Akir)

bs = by, + Aby =
nt kvky, ka,

= 5500 Ns/m

ainsi Abs; = 500 Ns/m. Pour cette valeur de by et a partir de la deuxiéme relation du systéme
d’équations 3.52, la valeur associée au paramétre kg (qui est la somme d’une valeur nominale
égale a ks, = 60000 Ns/m et d’'une tolérance Ak;) peut étre déduite :

mymykio, (k12 + aki1) — bs(krki1ks — ko, k11 (my +my))

ky = ke, + Aky =
nt krkika,

= 70000 N/m
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et par conséquent Aks, = 10000 N/m. L’ensemble des valeurs spécifiées et calculées vérifie la
troisiéme, quatriéme et cinquiéme équations du systéme 3.52. Alors I'adéquation spécifications/
structure est vérifiée et la synthése des tolérances paramétriques du couple (bs, k) est établie.
Ainsi, la vérification de I'adéquation spécifications/structure au niveau de l’analyse numérique
(étape 6 de la procédure 19) peut peut également servir & un probléme de synthése de tolérances
paramétriques dans le cas oul les valeurs nominales sont données ou déterminées a priori.

Conclusion

Dans le premier chapitre, nous avons vu que les méthodes classiques de conception et de
dimensionnement reposent le plus souvent sur une analyse dépendante des valeurs numeériques
des différents paramétres. En présence d’incertitudes paramétriques, ce type d’analyse doit étre
mené pour chaque valeur possible de chaque paramétre. L’une des originalités de la méthodologie
de dimensionnement reposant sur des critéres énergétiques et dynamiques, développée au sein du
laboratoire Ampeére, est sa phase d’analyse structurelle et comportementale. Basée sur 1’étude
de la structure et/ou des lois phénoménologiques du modéle, cette analyse permet au concep-
teur de vérifier si les spécifications du cahier des charges sont en adéquation avec la structure
du modele de conception et ce, suivant le niveau d’analyse considéré. En effet, la considération
des différents niveaux d’analyse permet de mettre en place une démarche chronologique dans le
travail de conception ou de reconception. La connaissance du niveau d’analyse ou la propriété
recherchée n’est pas vérifiée permet d’identifier & quel niveau le probléme se pose (la structure
du modéle, les lois phénoménologiques intervenant dans le modéle ou les valeurs numériques
des différents parameétres). Ainsi, en amont de toute simulation numeérique, l'intérét de Panalyse
structurelle et comportementale est de détecter au plus t6t tout probléme de conception mal
posé et de proposer une aide dans la rédaction du cahier des charges. Dans ce chapitre (et dans
les annexes support E, F, G et H), cette phase d’analyse structurelle et comportementale a été
approfondie en proposant d’une part des procédures graphiques permettant la détermination des
propriétés structurelles et comportementales & partir du modele bond graph inverse, et d’autre
part, des procédures visant plus particulierement & vérifier 'adéquation spécifications/structure
de modéle dans le contexte de la synthése paramétrique et de tolérance.

Les contributions de ce chapitre peuvent étre résumées comme suit :

— Au niveau représentation d’état : ces contributions algébriques et graphiques ont servi
& énoncer et & démontrer les procédures bond graph pour la détermination de certaines
propriétés structurelles et comportementales. Elles consistent en :

— une procédure algébrique permettant la, détermination des ordres des podles a 'infini a
partir de la matrice systéme du modeéle inverse (théoréme 2, page 78),

— une procédure algébrique permettant la détermination des ordres relatifs & partir des
ordres des poles a l'infini du modéle inverse (théoréme 4, page 80),

— une adaptation de la représentation digraphe au modeéle inverse (digraphe de LAPLACE)
telle que les regles d’exploitation sont les mémes que celles du digraphe classique (pro-
position 1, page 84) et une adaptation de la procédure digraphe pour la détermination
du déterminant de la matrice systéme du modele inverse (équation 3.22, page 85).

— Au niveau de la rédaction du cahier des charges : ces contributions bond graph
représentent une aide & la ’analyse du cahier des charges dans la méthodologie de dimen-
sionnement par modéles bond graph inverses. Elles consistent en :

— des procédures bond graph permettant la détermination des ordres d’essentialité & partir
de I'analyse du modele bond graph en causalité préférentielle intégrale. L’équation 3.25
(page 90) est énoncée pour des cas particuliers de systémes linéaires [El 08a,El 08b] et
la procédure 12 (page 93) est énoncée pour tout systéme linéaire [Jarl0, El 11a].

— une procédure bond graph permettant le calcul du déterminant (ainsi que des mineurs)
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de la matrice systéme du modéle inverse est proposée et démontrée (procédures 13 et 14,
page 98 et page 102). En effet, 'analyse structurelle et comportementale établie sur le
modeéle bond graph inverse a montré que le calcul des mineurs de la matrice systéme
ainsi que le calcul de leur degré (procédures 15 et 36, page 102 et page 251) est d’'un
grand intérét dans les démonstrations des procédures bond graph. Ces procédures ont
été présentées selon les niveaux d’analyse (BG-structurel et comportemental),

— une procédure par niveau d’analyse pour la détermination des ordres des poles & I'infini
(resp. ordres relatifs, ordres d’essentialité) du modeéle inverse a partir du modéle bond
graph bicausal,

— des procédures permettant la vérification de 'adéquation entre le modéle d'un compo-
sant 1-port et les spécifications imposées dans le domaine de LAPLACE (spécifications
sous forme de comportement type) et ce, selon le niveau d’analyse (procédure 19 (page
113) pour les systémes monovariables et procédure 40 (annexe G) pour les systémes
multivariables). L’annexe H traite le cas d’'un composant multiport.

— Au niveau de la synthése paramétrique et des tolérances : ces contributions
concernent la détermination des paramétres et de leurs tolérances dans la méthodologie
du dimensionnement. Elles consistent en la procédure 19, 40 et 41 permettant non seule-
ment la verification de 1’adéquation spécifications/structure mais aussi la détermination
des valeurs numériques des parameétres qui permettent de garantir cette adéquation. Ainsi,
cette procédure peut étre utilisée pour la synthése paramétrique ou encore pour la synthése
des toléramnces.

Dans le chapitre suivant, nous adoptons l'approche probabiliste pour la propagation des
tolérances dans la structure du modéle. Ainsi, nous proposons d’étudier la propagation des incer-
titudes, décrites par des fonctions de densité de probabilité ou par des grandeurs caractéristiques,
dans la structure du modéle et ce, en définissant un bond graph probabiliste.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & la synthése de tolérances par I’approche probabi-
liste. Cette approche permet ’étude mathématique des phénomeénes caractérisés par le hasard et
I'incertitude. Elle permet de définir des variables non déterministes, appelées aussi variables aléa-
toires (section 1.2, annexe I) qui peuvent, dans certains cas, évoluer dans le temps d’une maniére
aléatoire : on parle alors de processus stochastiques (section 1.3, annexe I). Comme il a été évoqué
dans la section 1.2.4 du chapitre 1, il existe dans la littérature deux représentations probabilistes
des incertitudes : le modéle probabiliste a prior: et le modéle probabiliste a posteriori. Dans le
cadre de ce travail, nous nous intéressons uniquement au modéle probabiliste a priori, appelé
aussi modéle probabiliste mathématique, qui permet la modélisation des parameétres incertains
d’un systéme continu par des variables aléatoires continues réelles et offre des outils analytiques
performants pour caractériser la propagation des incertitudes dans le systéme stochastique.

Les systémes mécatroniques présentant des incertitudes peuvent étre vus comme étant des
systémes dynamiques stochastiques. L’approche probabiliste est fortement utilisée dans plusieurs
domaines de l'ingénierie (génie mécanique, génie civil..) pour analyser ces systémes. Cette ap-
proche g’avére efficace pour quantifier I'impact des incertitudes sur le comportement du systéme.
Dans les systémes dynamiques stochastiques, 1’aléa est classé en trois types selon sa source :

— aléa di aux conditions initiales,

— aléa di aux excitations externes (entrées de commande et de perturbation),

— aléa di aux variations des paramétres du systéme (incertitudes paramétriques).

Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons au cas des systémes dynamiques stochas-
tiques dont ’aléa est dii uniquement aux excitations externes et/ou aux incertitudes paramé-
triques.Ces incertitudes doivent étre définies en terme stochastique. Les types de paramétres
incertains que 'on peut définir dans les modeéles stochastiques sont les suivants [Pue04] :

— Les variables aléatoires réelles, a valeurs dans R, sont caractérisées chacune par une fonction

de densité de probabilité (FDP) ou une fonction de répartition (cf. section 1.2, annexe I).
Une description compléte de ces variables est caractérisée par la donnée d’une loi conjointe
de probabilité (définition 3, page 140).

— Les champs stochastiques sont des fonctions a valeurs dans R, dépendant & la fois de ’aléa
0 et de l'espace. Ces champs sont caractérisés chacun par des grandeurs caractéristiques
(espérance et variance) dépendant de l'espace et par une fonction de covariance entre
deux points de 'espace. Par exemple, les champs stochastiques peuvent représenter les
parameétres mécaniques incertains pour lesquels la prise en compte de la variabilité spatiale
est nécessaire.

— Les processus aléatoires ou processus stochastiques sont des fonctions dépendant de I’aléa

0 et du temps t (cf. section 1.3, annexe I). Ces processus sont au temps ce que les champs
stochastiques sont & l'espace, ce qui permet des traitements analogues.

Dans un systéme dynamique stochastique (systéme mécatronique par exemple), les variables
aléatoires réelles représentent les incertitudes paramétriques et les processus stochastiques per-
mettent de définir la variabilité de ’état et des sorties du modéle suite aux effets des incertitudes
paramétriques et des aléas des entrées. Dans la littérature, les aléas dus aux excitations externes
sont représentés par des processus stochastiques. A partir de cette description stochastique des
différentes grandeurs et parameétres intervenant dans le systéme dynamique, un traitement pro-
babiliste peut étre effectué en manipulant par exemple des fonctions de densité de probabilité ou
des grandeurs caractéristiques (espérance, variance, etc...) associées a ces variables et processus
aléatoires!. Ainsi, & partir de la connaissance des fonctions de densité de probabilité associées aux

'En plus des fonctions de densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques, les variables et les processus
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variables aléatoires intervenant dans le systéme (variables aléatoires associées aux incertitudes
paramétriques et aux aléas dus aux excitations externes), les fonctions de densité de probabilité
associées aux différentes sorties du systéme peuvent étre déterminées grace aux différents outils
de approche probabiliste.

Dans ce chapitre, 'approche probabiliste est utilisée pour la prise en compte des incertitudes
dans la démarche du dimensionnement des systémes dynamiques basée sur l'inversion de modéle,
démarche détaillée dans la section 1.3.4 du chapitre 1. Cette démarche inverse permet la remontée
des incertitudes spécifiées sur les sorties. Tout d’abord, la formulation stochastique d’un modéle
dynamique inverse (incertain) est présentée. Indépendamment du formalisme bond graph, la ré-
solution de cette formulation stochastique est effectuée de maniére globale : I'information est
globalisée en calculant la FDP conjointe (cf. définition 3) & toutes les variables aléatoires. En-
suite, des régles d’exploitation d’'un modele bond graph probabiliste sont proposées. Ces régles
associent & un systéme incertain, un modéle bond graph permettant la propagation des fonctions
de densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques (espérance et variance) tout le long
de sa structure énergétique. L’exploitation du modéle bond graph probabiliste, par rapport &
la démarche de formulation globale, consiste en un traitement local de 'incertitude ou la FDP
(resp. grandeurs caractéristiques) associée(s) a chaque variable de puissance est (resp. sont) dé-
terminée(s). De plus, le modéle bond graph probabiliste offre la possibilité d’effectuer I'analyse
structurelle associée aux incertitudes par I'analyse structurelle de la propagation des fonctions
de densité de probabilité (resp. grandeurs caractéristiques) tout le long du modéle bond graph
bicausal probabiliste. Ce chapitre représente une premiére prise en main de ’approche probabi-
liste dans la démarche du dimensionnement par inversion de modéles bond graph.

Dans une premiére section, certains concepts de base de ’approche probabiliste sont rappelés
tels que la fonction de densité de probabilité et les grandeurs caractéristiques. Cette section ne
prétend pas lexhaustivité : certains aspects sont traités trés rapidement (comme la fonction de
répartition) et d’autres passés sous silence malgré leur importance (comme la fonction carac-
téristique, médiane etc...). L’annexe I propose un complément a cette section en rappelant un
certain nombre de définitions et de concepts de base nécessaires pour la compréhension et la mise
en ceuvre de l'approche probabiliste. Dans une seconde section, nous nous intéressons a 1’évolu-
tion (ou encore la propagation) de la densité de probabilité au sein d’un systéme stochastique
dynamique. Ce principe représente I'une des formulations possibles du probléme stochastique sa-
chant que d’autres formulations peuvent exister comme les processus de MARKOVZ. Ainsi, dans
cette section, la formulation stochastique proposée dans la littérature par L1 et CHEN [Li 06b, Li
08,Che09b,Li 09] pour un modéle physique (direct) dynamique incertain est présentée. Ensuite,
nous proposons une adaptation de cette formulation & un modéle dynamique inverse : les deux
cas d’inversion entrées/sorties (pour la remontée de spécifications) et parameétres/sorties (pour
la synthese de tolérance) sont traités. Dans la section 4.3, les régles d’exploitation d’un modeéle
bond graph probabiliste sont proposées et illustrées par un exemple. Dans la conclusion, nous
proposons différentes perspectives a ce travail.

4.1 Approche probabiliste : théorie

La théorie des probabilités a connu une maturation progressive surtout aprés la mise en place
de plusieurs concepts analytiques par KOLMOGOROV [Kol60|. Ainsi, de nombreux outils ont été
développés au cours de la seconde moitié du vingtiéme siécle avec la forte émergence des moyens
informatiques. Ces outils sont utilisés dans plusieurs domaines de la physique pour I'étude de

aléatoires peuvent étre caractérisés par des fonctions de répartition, des fonctions caractéristiques, etc...
2Un processus stochastique est dit processus de MARKOV s'il vérifie la propriété suivante connue sous le nom
propriété de MARKOV : la prédiction du « futur », sachant le « présent », est indépendante du « passé ».
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grandeurs mal connues ou sujettes aux incertitudes.

Dans cette section, nous proposons de rappeler certaines notions de ’approche probabiliste
qui sont utilisées dans la suite du chapitre pour mettre en place une démarche de synthese de tolé-
rances pour les systémes mécatroniques. Tout d’abord, les différents types de fonctions de densité
de probabilité sont présentés ainsi que 'utilité de chacune d’entre elles. Ensuite, les différentes
opérations qui peuvent étre réalisées sur des fonctions de variables/processus aléatoires sont pré-
sentées. Enfin, nous rappelons certaines grandeurs caractéristiques notamment ’espérance et la
variance qui peuvent étre associées & des variables/processus aléatoires.

4.1.1 Fonction de densité de probabilité pour la description de P’incertitude

Une variable aléatoire réelle absolument continue (que ’on désignera dans la suite du chapitre
par variable aléatoire continue ou variable aléatoire) peut étre caractérisée par sa fonction de
densité de probabilité. Dans le cas d’un ensemble de variables aléatoires, la caractérisation séparée
de chacune des variables ne permet pas de prendre en compte les liens pouvant exister entre elles.
La fonction de densité de probabilité conjointe® permet de remédier & ce probléme.

Définition 3. Fonction de densité de probabilité conjointe

Soit un ensemble de variables aléatoires {©1,...,0,}, la fonction de densité de probabilité
conjointe do, .0, 01,...,0,) décrit la probabilité d’événements définis en terme de ©1,...,0,.
Dans le cas de deuzr variables aléatoires, on parle de distribution bivariable. Pour n variables
aléatoires, il s’agit d’une distribution multivariable [Bré97, Ros07, Dal08].

Définition 4. Fonction de densité de probabilité marginale

Les fonctions de densité de probabilité marginales sont les fonctions de densité de probabilité
des wvariables aléatoires {O1,...,0,} prises séparément. La fonction de densité de probabilité
marginale associée o ©; est notée po,(0;) [Sap90)].

A partir de la FDP conjointe, la FDP marginale de chaque variable aléatoire peut étre déduite.
Par contre, la FDP conjointe ne peut étre obtenue a partir des FDP marginales sauf dans le cas
ol les variables sont indépendantes* (cf. équation 4.4).

Théoréme 6. La fonction de densité de probabilité marginale de la variable aléatoire ©; peut
étre calculée a partir de la FDP conjointe ¢o, .. 0, (61,...,0n) comme suit [Bré97, Ros07, Dal08] :

do. (0;) :/ / / [ oo (O 00)d0y . Oy ... O, (4.1)
Qe e, /O

©i41 Qo,,

Définir un ensemble de variables aléatoires ainsi que les grandeurs associées permet de déduire
des informations sur 'une des variables lorsqu’on dispose d’informations sur les autres variables
et ce, en exploitant le lien existant entre elles. La fonction de densité de probabilité conditionnelle
s’'inscrit dans ce contexte.

Définition 5. Fonction de densité de probabilité conditionnelle
Pour un couple de variables aléatoires (01,03), la fonction de densité de probabilité condi-
tionnelle ¢g,|0,—0,(01|02) (Tesp. po,j0,—0,(02]01)) est la fonction de densité de probabilité de

la variable aléatoire ©1 (resp. ©2) conditionnée par la réalisation de l'événement Oy = 03
(resp. ©1 = 01). Pour un ensemble de variables aléatoires {©1,...,0,}, la fonction de densité
de probabilité conditionnelle o ,10,=6,,..0; 1=0;1,0141=0511,...0n=0, (0il01, -, 0im1,0i41, ..., 0p)

est la fonction de densité de probabilité de ©; conditionnée par la réalisation des événements
©1="01,...,0;{-1 =0;—1,0i11 = biy1,...,0, =0, [Bog0b].

3La FDP conjointe peut étre désignée dans certaines références par FDP simultanée ou FDP jointe.
“La notion d’indépendance a été introduite dans Pannexe I.
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Les fonctions de densité de probabilité marginale, conjointe et conditionnelle peuvent étre
déduites les unes & partir des autres et ce, grace au théoréme 7.

Théoréme 7. Soil deuz variables aléatoires ©1 et O, la FDP conjointe associée po, 0, peut
s’écrire en fonction des FDP conditionnelles (¢g,|0,-9, €t Po,j0,=0,) €t des FDP marginales
(po, el do,) [Bré97, Ros07, Dal08] :

P0,,0,(01,02) = do,|0.=0,(01102) P, (02) = do,j0,=0, (02]01)0e, (01) (4.2)

Pour des variables aléatoires multiples {O1,...,0,}, la relation entre les FDP conjointe, condi-
tionnelle et marginale est donnée par :

(b@l,---y@n (917 st 707L) = ¢9n|@1:91,...,@n_1:0n_1(en’017 ct 70n—1)¢®1,---7@n—1(01’ DR 97’74—1)
= 06,,|01=01,....0n_1=0n_1 (Onl01; -, On_1)

0, _1101=01,....0n_9=0p s (On—101, . ., On_2) (4.3)

“ Pe,|0,=6, (01]02)
: d)@l (91)

d\q)el 9, HCDO

~ o,

Fic. 4.1 — Interprétation de la fonction de densité de probabilité conditionnelle.

Pour un couple de variables aléatoires, chacune des fonctions de densité de probabilité condi-
tionnelles correspond & une coupe effectuée dans la fonction de densité de probabilité conjointe
a laquelle a été appliquée une normalisation par la fonction de densité de probabilité margi-
nale [Bog06] (exemple figure 4.1 pour la FDP ¢g,|0,-¢, (f2/01) telle que [t Pe,|0,=0, (02]01)d02
= 1). Cette interprétation de la fonction de densité de probabilité conditionnelle peut s’étendre a

n variables aléatoires. Dans le cas ou les variables aléatoires 01, ..., 0, sont indépendantes (ou
encore orthogonales) alors pour tout i € {1,...,n}, la FDP conditionnelle
¢@i|@1:91’m’@i_l:gi_l7@“_1:91._«_1?.“’@71:9" (91|91, . ,Qi_l, 9i+17 ey On) correspond ala FDP margi—
nale ¢g,(#;). Dans ce cas, la FDP conjointe ¢g, .0, (01,...,0,) s’écrit comme suit :
n
be,,..0001,...,0,) = H de,(0:) (4.4)
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Ainsi, nous avons recours a la fonction de densité de probabilité conditionnelle dans le cas ou les
variables aléatoires sont dépendantes.

Dans certaines références |[Lut04, Li 06a, Zha07, Li 08, Cha08, Khu09| et dans le contexte
de Tanalyse des systémes stochastiques (statiques ou dynamiques), la fonction de densité de
probabilité conditionnelle ¢g,j0,—g,(01/02), ot ©1 et O2 sont deux variables aléatoires telles que
©1 = g(©2), est caractérisée par la mesure de DIRAC 0 (cf. définition 66 de I’annexe I) :

b6, |0,=0,(01]02) = 0(61 — g(02))

La mesure de DIRAC traduit bien la FDP conditionnelle dans le sens ou :

— l'intégrale sur R de la mesure de DIRAC est égal & 1;

— elle est égale a 1 quand 6; est égale & g(62) et 0 sinon.
Ainsi, dans le cas de deux vecteurs aléatoires @ = [0 --- ©,]T et p = [p1 -+ pn]’ o0l O =
g(p), la FDP conditionnelle ¢g|p—,(O|p) peut étre définie par :

n

¢®\p:p(@|p) = H 6(0; — gi(pi))

=1

Les différents types des fonctions de densité de probabilité peuvent étre étendus au processus
stochastiques ol chaque processus P est défini comme étant une évolution dans le temps d’une
variable aléatoire : P(t). Dans ce cas, toutes les FDP sont paramétrées par le temps. Ainsi pour
les processus aléatoires {P1,...,Pn} :

— la FDP conjointe & ces processus s’écrit ¢p, _ p, (P1,...,Pn,t) out P;, i = {1,...,n} est

une réalisation de P; ;

— la FDP marginale associée au processus P; est notée ¢p, (P, 1) ;

— la FDP du processus P; conditionnée par la réalisation des événements P1 = P1,..., Pi_1
= ri—1, Pi+1 = Pi—i—lv vy Pn =Py s’écrit
¢’P1=771,-~~7'Pi—1=73i—17'Pi+1=7’z‘+1,~~-,7’n=77n (Pi? t|7)17 ooy Pic1, Piga, - - 7Pn)'

4.1.2 Fonction d’une variable/processus aléatoire

Dans un probléme stochastique statique (resp. dynamique) simple, la variable (resp. proces-
sus) aléatoire d’intérét peut étre une variable difficile & caractériser. Néanmoins, cette variable
(resp. processus) est généralement liée par l'intermédiaire d’une fonction continue & une autre
variable (resp. processus) dont la FDP est donnée ou aisément obtenue. Ceci peut étre générali-
sable & un vecteur de variables/processus aléatoires. Cette formulation du probléme stochastique
permet de décrire la propagation de la densité de probabilité au sein d’un modéle dans le but de
déterminer la FDP d’une ou plusieurs variables/processus aléatoires & partir de la connaissance
des FDP d’autres variables/processus aléatoires. Dans cette section, nous abordons le cas de
variables aléatoires statiques mais les théorémes présentés peuvent étre généralisés aux processus
stochastiques qui peuvent étre vus comme étant des variables aléatoires évoluant dans le temps.

Dans le cas ol une variable aléatoire d’intérét ©4 s’exprime en fonction d’une autre variable
aléatoire ©1 dont la FDP associée est donnée, alors la FDP de la variable aléatoire ©2 peut étre
déterminée. Le cas général ainsi que le cas d’une fonction inversible sont exposés.

Cas général

Soit la fonction g qui relie les deux variables aléatoires ©1 et Oy (©2 = ¢(©1)) par une
fonction quelconque, alors il est possible de déterminer la FDP et la fonction de répartition (cf.
définition 64, annexe I) associées & O3 en identifiant des événements® équivalents A défini sur O

5La notion d’événement est introduite dans ’annexe I.
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et B défini sur © de telle sorte que la probabilité de la réalisation de ’événement A est égale a
la probabilité de la réalisation de I’événement B : P(A) = P(B).

Théoréme 8. Si l’événement B est équivalent & ['événement A = (O2 < 03) et donc P(A) =
$g,(02) = P(B) ot Pe, est la fonction de répartition associée a O alors :

Do, (02) Z/Béf)e)l(Ql)dt% (4.5)
ot ¢po, est la FDP associée 4 ©1. La FDP ¢e, associée a Oy s’obtient ensuite en dérivant la
fonction de répartition par rapport ¢ ©2 : pe,(02) = C@%é(b)

Cas d’une fonction inversible

Si la fonction g qui relie les deux variables aléatoires ©1 et ©9 est strictement monotone
croissante ou décroissante alors la fonction réciproque existe. Dans ce cas, il est possible de
définir la FDP associée & la variable aléatoire ©4 & partir de la connaissance de la FDP associée
a O et sans passer par la fonction de répartition.

Théoréme 9. Soit O1 une variable aléatoire ayant ¢po,(01) comme fonction de densité de pro-
babilité marginale et soit ©2 une autre variable aléatoire telle que Oy = g(O1), alors la fonction
de densité de probabilité associée po.,(02) peut élre calculée comme suit si la fonction g est stric-
tement monotone et inversible [Bré97, Ros07, Dal08] :

_ %e,(01) _ de,(g" (62))
1g'(01)] 19’ (g71(02))]

est la fonction inverse de g et g’ est sa dérivée par rapport a ©1.

a0,
dbs

Po,(02) = ’

pe, (01) (4.6)

ot g1
Le cas d’une fonction non inversible ainsi que le cas d’une fonction d’un vecteur de va-
riables/processus aléatoires sont traités dans la section 1.4 de ’annexe I.

4.1.3 Grandeurs caractéristiques des variables/processus aléatoires

La section 4.1.1 et 'annexe I présentent les notions de variables et de processus aléatoires
que 'on peut caractériser d’une fagon compléte & ’aide des fonctions de densité de probabilité. 11
est également possible de définir des grandeurs permettant de spécifier certaines caractéristiques
de ces variables/processus. Ces grandeurs ne sont pas toujours suffisantes pour caractériser les
variables et les processus aléatoires de facon compléte mais elles sont trés utiles lorsqu’il s’agit
d’en donner un apercgu synthétique. Les principales d’entre elles, & savoir I’espérance, la variance
et la covariance sont présentées dans cette section.

Espérance

L’espérance ou encore moyenne mathématique est une mesure de centralité de la variable
aléatoire. Si elle existe®, elle peut étre définie comme suit :

Définition 6. L’espérance est la valeur que l'on s’attend & observer en moyenne pour la variable
aléatoire. Pour une variable aléatoire continue ©, elle peut étre calculée comme suit [Bog06] :

p=50)= [ 6000 (1)

—00

ot ¢po(0) est la FDP associée a la variable aléatoire ©.

L’espérance peut ne pas exister si l'intégrale fj';o O¢e(0)do diverge.
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Dans le cas d'un vecteur de variables aléatoires p = g(®) ou © est un autre vecteur aléatoire,
le vecteur d’espérances associé a p peut étre calculé suivant le théoréme 10.

Théoréme 10. Soient p et ©® deuzx vecteurs aléatoires tels que p = g(®) o g est une fonction
quelconque. Le vecteur d’espérances associé a p est défini par [Bog06] :

po =Bl = [ [ a(@)00(0)i0 (45)

ot pg est la FDP conjointe associée ¢ ©.

Ce théoréme reste valable pour deux variables aléatoires ot 1'une est fonction de 'autre. La
propriété principale de 'espérance est la linéarité :

Propriété 1. Soient p et © deur vecteurs aléatoires tels que p = Ma® + My, ot My et My,
sont des matrices réelles. Le vecteur d’espérances associé o p est défini par [Bog06] :

Elp] = M E[©] + M, (19)
ot, E[@®] est le vecteur d’espérances associé o ©.

Cas particulier : Soient deux variables aléatoires ©1 et O4 telles que O3 = a®1+botaet b € R.
[’espérance associée & Oy est donnée par :

E[@Q] = aE[@l] +b
ou E[O1] est 'espérance associée a la variable aléatoire ©1.

D’une maniére générale, ’espérance du produit de deux variables aléatoires ©1 et ©9 est différente
du produit des espérances de ces deux variables : E[0103] # E[O1|E[O2]. L’égalité n’est vraie
que pour des variables aléatoires indépendantes. L’absence de la multiplicativité améne & étudier
la covariance et la corrélation (cf. page 146).

Variance

La variance Var[O] (ou encore 03) d’une variable aléatoire © est une mesure de la dispersion
des valeurs de cette variable autour de sa moyenne. On appelle également écart-type la valeur
oo = v/Var|O]. Plus formellement, la variance est donnée par la définition suivante :

Définition 7. La variance Var[O] ou 02 associée a une variable aléatoire © est définie par
[Bog06] :

Vario] = o3 = [ (6~ ne)*se(0)d0
- (4.10)

+oo
= [ T eo00)d0 - u,
— 0o
ot ¢ (resp. pe) est la FDP (resp. espérance) associée a ©.
Pour une variable aléatoire ©, la variance peut s’exprimer en fonction de 'espérance :
Var[©] = E[0°] — E*[0]

Dans le cas d'une fonction linéaire, une application directe de la propriété de linéarité pour
Pespérance (propriété 1) permet de montrer la propriété suivante pour la variance :
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Propriété 2. Soient p et © deux vecteurs aléatoires tels que p = Ma® + My ot M, et My
sont des matrices réelles. Le vecteur de variances associé a p est défini par [Bog06] :

Var[p] = MaVar[@Mzx (4.11)
ot, Var[®] est le vecteur de variances associé o ©.

Cas particulier : Soient deux variables aléatoires ©1 et O4 telles que ©9 = aO®1+bottaet b € R.
La variance associée a O2 est donnée par [Bog06] :

Var(©s] = a®?Var[©,]

ou Var[O1] est la variance associée a la variable aléatoire ©.

La propriété 3 permet d’obtenir la variance d’une fonction d’une variable aléatoire ©1. Elle peut
étre généralisée & une fonction de n variables aléatoires.

Propriété 3. La wvariance d’une fonction quelconque g d’une variable aléatoire ©1 peut étre
définie par [Bog06] :
Var[g(©1)] = E[g*(©1)] — E?[g(61)] (4.12)

Cas particulier : La variance du produit de deux variables aléatoires ©1 et ©9 indépendantes
peut s’écrire sous la forme suivante :

Var[010) = Var[©:1]Var[©s) + Var[©1]E?[Os] + Var[0:] E*[04]

Interprétation physique de ’espérance et de la variance

Contrairement aux fonctions de densité de probabilité, 'espérance et la variance ne per-
mettent pas de caractériser les variables/processus aléatoires d'une fagon compléte. Néanmoins,
elles permettent de donner plus de précision sur la centralité d’une variable/processus aléa-
toire ainsi que la dispersion des valeurs de cette variable/processus autour de sa moyenne. La
détermination des grandeurs caractéristiques doit étre complétée par l'interprétation physique
de ces grandeurs, notamment l'interprétation de la dispersion. Cette interprétation passe par la
détermination dun intervalle de confiance

Définition 8. On appelle intervalle de confiance ou encore intervalle de dispersion au nivegu p
un intervalle [a,b] tel que P(a < © < b) = p ot © est une variable aléatoire. En d’autres termes,
on peut affirmer que la valeur 0 (réalisation de © ) peut étre observée dans l'intervalle [a,b] & une
probabilité égale a p [Bog06].

Le plus souvent, l'intervalle de confiance est choisi de telle sorte que la probabilité d’étre
a gauche de a est identique a la probabilité d’étre a droite de b : on parle alors d’intervalle
de confiance symétrique. Cependant, il est possible de poser I'une des bornes a ou b comme
étant égale a la plus petite ou a la plus grande valeur possible (intervalle de confiance unilatéral
inférieur, respectivement supérieur). Pour une variable aléatoire continue et a condition que
p €]0, 1], intervalle de confiance peut étre déterminé a partir de la fonction quantile qui n’est
autre que la fonction inverse de la fonction de répartition associée & cette variable aléatoire :
oL
Théoréme 11. L’intervalle de confiance de niveau p associé & une variable aléatoire © peut étre
défini par [Yeall] :
{@él (B),®5" (p+ B)} avec p €0, 1] (4.13)
ot
- @61 est la fonction inverse de la fonction de répartition ®g associée a la variable aléatoire
@ }.
- 8= % (resp. B =0, 8 =1—p) s%l s’agit d’un intervalle de confiance symétrique (resp.
unilatéral inférieur, unilatéral supérieur).
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Covariance

Pour deux variables aléatoires, ’espérance et la variance associées a chacune des variables
représentent des grandeurs caractéristiques de ces variables considérées séparément. Par consé-
quent, ces grandeurs n’apportent aucune information quant au lien pouvant exister entre ces
deux variables. Or, étudier un couple de variables aléatoires nécessite d’étudier ce lien. Ainsi,
une grandeur permettant de mesurer « l'intensité » du lien entre les variables est la covariance.

Définition 9. Pour un couple de variables aléatoires (©1,03), la covariance ce,0, (ou encore
Cov[©1,03]) est définie par [Bog06] :

+oo +o0o
00,09 = COU[®17 @2] — / / (91 - M@l)(GQ - lu’e2)¢)®1,@2 (017 92)d91d02
oo e (4.14)

+oo +00
- / / 010260, 0, (01, 02)d01d02 — 1o, o,

ou :
— pe, (resp. pe,) est Uespérance associée a la variable aléatoire ©1 (resp. Oz),
~ ¢o,0, estla FDP conjointe associée au couple aléatoire (©1,02).

La covariance peut étre définie en fonction de 'espérance [Bog06] :
Cov[©1,02] = E[(O1 — pe,) (02 — pe, )| = E[0:10:] — E[61]E[6;)]

La covariance est une grandeur qui n’est pas adimensionnelle : elle s’exprime en fonction du
produit des unités des variables aléatoires. Ceci peut rendre peu commode 'interprétation de la
valeur de covariance. Pour remédier & ce probléme, le coefficient de corrélation qui représente la
valeur normalisée de la covariance a été défini :

Définition 10. Pour un couple de variables aléatoires (©1, ©3), le coefficient de corrélation
pe,0, ou Corr[©1, 03] est la valeur définie par [Bog06] :

PO10, = 76162 avec  —1< pe,e, <1 (4'15)

06,00,
ol :

~ 00,0, €stla covariance associée aux variables aléatoires ©1 et O,

~ 0o, (resp. oe,) est l’écart-type associé a la variable aléatoire Oy (resp. O3).

La covariance et le coefficient de corrélation permettent de mesurer l’association linéaire
entre deux variables aléatoires, autrement dit l'intensité du lien linéaire pouvant exister entre
deux variables. Une covariance nulle (resp. coefficient de corrélation nul) correspond a 1’absence
d’association linéaire entre les deux variables, ce qui ne veut pas dire pour autant que les variables
sont indépendantes :

Propriété 4. Si deuz variables aléatoires ©1 et Oy sont indépendantes (orthogonales) alors la
covariance 0g,0, et le coefficient de corrélation sont nuls mais la réciproque n’est pas toujours
vraie.

Remarque : La covariance et le coefficient de corrélation sont symétriques :

{U@l@g = 00,0,
PO105 = PO20,
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4.2 Propagation de la densité de probabilité au sein d’un systéme
dynamique stochastique

Les systémes mécatroniques présentant des incertitudes peuvent étre vus comme des sys-
témes dynamiques stochastiques. L’approche probabiliste est fortement utilisée dans plusieurs
domaines de l'ingénierie et notamment en génie mécanique pour analyser ces systémes stochas-
tiques. Parmi les résultats intéressants pour traiter ces systémes figure I’équation de LIOUVILLE
qui reflete la FDP conjointe des états du systéme ou l'aléa est lié exclusivement aux condi-
tions initiales [Koz61, Sys67,So073], et I’équation de FOKKER-PLANCK qui est une équation
aux dérivées partielles que doit satisfaire la densité de probabilité d'un processus de MAR-
KOV [Str63, Lin67, Gih75,1t606]. Les travaux de DOSTUPOV et PUGACHEV [Dos57|, permettant
de transformer le modéle comportant des commandes stochastiques en un modeéle comportant
des variables aléatoires, définissent une équation aux dérivées partielles (désignée par l'équation
de DOSTUPOV-PUGACHEV) ayant la méme forme que I'équation de LIOUVILLE & la différence
prés qu’elle contient des variables aléatoires.

Les équations de LIOUVILLE, de FOKKER-PLANCK et de DOSTUPOV-PUGACHEV représentent
différents types d’équation d’évolution ou encore de propagation de la densité de probabilité. L1
et CHEN [Li 06b,Li 08,Che09b,Li 09] proposent une équation généralisée d’évolution de la densité
de probabilité (EGEDP) ot les aléas peuvent étre dus aux conditions initiales, aux excitations
externes ou encore aux incertitudes paramétriques. Ces différents outils mathématiques offrent
une description de la conservation de la probabilité au sein d’un systéme dynamique stochastique.

Dans cette section, nous proposons de rappeler dans une premiére partie le principe de conser-
vation de la probabilité suivant ses différentes descriptions. Dans une seconde partie, nous pré-
sentons la formulation proposée par L1 et CHEN [Li 06b, Li 08, Che09b,Li 09] du probléme sto-
chastique pour un systéme physique (modélisé par un modele direct). Dans une troisiéme partie,
nous proposons d’adapter cette formulation stochastique au modéle inverse : les cas d’inversion
entrées/sorties et parameétres/sorties sont traités. Cette formulation stochastique du modéle in-
verse représente le coeur de la synthése de tolérances basée sur l'approche probabiliste. En effet,
a partir des spécifications des FDP associées aux sorties, les FDP associées aux entrées (dans le
cas de la détermination des entrées de commande ou de perturbation) ou les FDP associées aux
parametres (dans le cas de synthése de tolérances) sont déterminées sur la base de la formulation
stochastique appliquée au modéle inverse.

4.2.1 Principe de conservation de la probabilité

Le principe de conservation de la probabilité traduit le fait que la probabilité totale est
constante dans ’évolution du systéme. Deux descriptions de ce principe existent dans la lit-
térature : une description eulérienne (description de l’espace d’état) et une autre lagrangienne
(description des événements aléatoires).

Définition 11. Description eulérienne

Dans un domaine arbitraire de l’espace d’état, 'incrément de la probabilité durant un intervalle
de temps est égal a la probabilité propagée a travers la frontiére du domaine durant le méme
intervalle de temps [Li 08, Che09b].

Définition 12. Description lagrangienne

Dans un systéme stochastique dynamique, la probabilité est conservée si sur un intervalle de
temps donné, aucun nouveau facteur aléatoire n’apparait et aucun facteur aléatoire existant ne
disparait [Li 08].

La définition 11 est une définition analogue & la description eulérienne de la conservation de
masse en mécanique des milieux continus [Fun94,Bon98,Daf00]. KArNOPP [Kar76,Kar77b,Kar78|
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a évoqué le fait qu’a un modeéle bond graph, il peut étre associé une description eulérienne ou
lagrangienne. Ce rapprochement entre le formalisme bond graph et la description du principe
de conservation de la probabilité, nous a motivé pour la construction d’un modéle bond graph
probabiliste (cf. section 4.3).

Les équations de LIOUVILLE et de FOKKER-PLANCK offrent une description eulérienne du
principe de conservation de probabilité. L’équation de DOSTUPOV-PUGACHEV et TEGEDP re-
présentent une description lagrangienne du principe de conservation de probabilité”. Dans la suite
de ce chapitre, nous nous intéressons & la description lagrangienne du probléme stochastique car
elle prend en compte les différentes sources d’aléas.

Dans ce qui suit, nous présentons briévement les travaux de L1 et CHEN [Li 06b,Li 08,Che09b,
Li 09] ou ils proposent 'EGEDP. Considérons un systéme physique dynamique stochastique dont
les aléas respectent ’hypothése suivante :

hypothése 7. Les aléas dans le systeme dynamique sont dus auzx incertitudes paramétriques
et/ou auz excitations externes (entrées de commande ou de perturbation).

Les conditions initiales sont supposées connues et données par des valeurs déterministes.®. Le
modéle associé au systéme dynamique stochastique peut étre défini par :

{X(@,t) = F(u(®,1),x(®,t),0) (4.16)

y(0,t) = G(u(©,t),x(0,t),0)

ou x(0,t) € R" est le vecteur d’état, u(®,t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(®,t) € R™ est le
vecteur de sortie et @ € R™® est le vecteur des variables aléatoires. Ce vecteur comprend d’une
part, les incertitudes paramétriques, et d’autre part, les variables aléatoires intervenant dans les
entrées stochastiques (u(®,t)). En effet, les commandes en boucle ouverte sont supposées des
processus stochastiques qui peuvent étre exprimés en fonction de variables aléatoires et du temps.
Toutes les variables aléatoires composant le vecteur ® sont supposées indépendantes. La FDP

ne
conjointe associée est alors donnée par ¢g(0) = qu@i(@) ou ¢g,(0;) est la FDP marginale de
i=1

la variable aléatoire ©; (i = 1,...,ng) et 6; est une réalisation de 0;. Les conditions initiales
des variables d’état sont données par :

x(0,t)) = xo (4.17)

Probléme stochastique direct : principe de conservation de la densité de probabilité

Si le probléme est bien posé, il existe une solution au modéle dynamique décrit par le systéme
d’équations 4.16. En tenant compte des conditions initiales (équation 4.17), cette solution est
unique. Le vecteur de sortie y dépend de © et peut s’écrire sous la forme suivante :

y = H(O,t) (4.18)
Ainsi, chaque sortie y;; j = {1,...,m}; peut étre définie par :
yj = H;(©,1) (4.19)

"Les travaux de CHEN et L1 [Che09b| décrivent I’équation de DOSTUPOV-PUGACHEV comme étant une descrip-
tion hybride du principe de conservation de probabilité car d’'une part, cette équation représente une description
lagrangienne et d’autre part, la FDP gouvernée par cette équation (FDP conjointe du couple (états, paramétres))
est associée au modéle dynamique qui lui représente une description eulérienne.

8Si les conditions initiales ne sont pas connues avec certitude alors cette formulation du probléme stochastique
peut étre étendue pour tenir compte de ces incertitudes [Li 08].
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La FDP conditionnelle ¢y g@—p de y sous la condition @ = 6 s’écrit sous la forme suivante :

dyl@—o(y,t10) = 6(y — H(0,t)) = [ o(y; — H;(6,1)) (4.20)

En dérivant par rapport au temps ’équation 4.20, on en déduit :

8¢y|@:0(y’ t|9) . 8(5(?] - H(ea t))
ot B ot

T o (ﬁ i t)))

—- 5200 0 ([~ )

—Zyj(t)? H5(yj—Hj(97t))
=1 Yi \j=1
Ainsi, il peut étre conclu que :

aﬁf)y\@ 9 yaﬂg i aéf)y\@:e(%t\e)

=0
-1 Ay,

D’un autre coté, nous avons :

by.0(y,0,t) = dylo—o(y, t|0)de(0)

d’ou : o
Sylo—o(y,t10) = %

Ainsi la relation suivante peut étre déduite :

() S (2250)

o(f y;
d’otu : .
0oy e(y,0,t .00y e(y,0,t
Yy ( ) + Zyj(t) Y ( ) =0 (4.21)
ot .7 8yj
7j=1
Si nous nous intéressons a une seule sortie y;; j = {1,...,m}; le méme développement permet
de déduire la relation suivante :
Oy 0t Oy 0.t
QZ)YJ,@a(ty] ) yj(t) (byJ,@(yj ) —0 (4.22)

0y,

L’équation 4.21 est désignée par ’équation généralisée d’évolution de la densité de probabilité.
Elle reflete le principe de conservation de la probabilité (description lagrangienne). En effet, si
a un instant ¢, le vecteur de sortie y(6,t1) dépend de l'aléa 6 alors & un deuxiéme instant to,
y(6,t2) dépend du méme aléa 6.

Il est & noter que la relation 4.21 suppose implicitement que chaque sortie y; est au
moins une fois dérivable. En effet, ce développement a été réalisé dans la littérature [Li
06a,Li 06b, Li 08, Che09a| pour des systémes mécaniques multidimensionnels qui s’écrivent sous
la forme : X(©,t) = F(x(0,t),u(0,t),®) ou x est le vecteur d’état (et aussi le vecteur sortie du
systéme) et dans ce cas, la question de la dérivabilité ne se pose pas. Pour généraliser ce concept
aux systémes 4.16, il faut vérifier que chaque sortie soit au moins une fois dérivable.
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Probléme stochastique direct : détermination des fonctions de densité de probabilité

La détermination de la fonction de densité de probabilité (marginale) relative a chaque sortie
Yj, 3 ={1,...,m} passe par la détermination de la FDP conjointe ¢y, @ de la sortie en question
avec les différentes variables aléatoires @. Ensuite, cette FDP conjointe est intégrée sur le domaine
de distyibution de l'aléa © pour retrouver la FDP marginale ¢y, associée a la sortie y; :

— LBtape 1 : détermination de la FDP conjointe ¢y, o :

by;,0(Yj, 0, 1) = by 1@=0 (Y, t]0) 9o (0)
= 0(y; — H;(0,t))0e(0)

ott H;(0,t) est la solution unique du systéme dynamique 4.16 pour la sortie y; en tenant
compte des conditions initiales données par 1’équation 4.17.
— Etape 2 : détermination de la FDP marginale Py,

¢yj (ij t) - / T / ¢yj,@(y7 0, t)de
Qo
ol g est le domaine de distribution des aléas ©.

Remarque : La résolution de ’équation 4.22 qui décrit le principe de conservation de la probabilité
permet de déduire la FDP conjointe ¢y, @ de la sortie en question avec les différentes variables
aléatoires. La condition initiale nécessaire pour cette résolution est ¢y, o(y;,0,t0) = d(y; —
H;(0,t))¢e(f). Cette résolution® peut remplacer I'étape 1.

4.2.2 Probléme stochastique inverse

Le développement qui a été réalisé dans la section 4.2.1 pour le modéle stochastique phy-
sique 4.16 est étendu, dans cette section, aux modéles dynamiques stochastiques inverses. En fait,
la méthodologie de dimensionnement des systémes mécatroniques basée sur des critéres dyna-
miques et énergétiques (cf. section 1.3.4, chapitre 1) utilise le modéle inverse pour remonter aux
entrées ou aux parametres (selon I'aspect considéré de cette méthodologie) & partir des spécifica-
tions sur les sorties et la structure du systéme. Dans ce contexte, le tolérancement par I'approche
probabiliste revient & définir un modéle dynamique stochastique inverse associé a la structure
retenue pour le modéle de conception. L’exploitation probabiliste de ce modeéle doit viser a di-
mensionner les tolérances sur les entrées ou sur les parameétres et ce, a partir des spécifications
probabilistes (fonctions de densité de probabilité) imposées sur les sorties. Ainsi dans cette sec-
tion, nous proposons une démarche stochastique pour la détermination des tolérances sur les
entrées (entrées de commande et de perturbation) dans une premicre partie et pour la synthése
des tolérances paramétriques dans une seconde partie. Il est & noter que dans cette section, la
formulation et la résolution du probléme de synthése de tolérances sont données indépendam-
ment du formalisme bond graph (formalisme utilisé dans la méthodologie de dimensionnement
des systémes mécatroniques basée sur des critéres dynamiques et énergétiques (cf. section 1.3.4,
chapitre 1)). Néanmoins, le couplage entre ’approche probabiliste et le bond graph est établie
dans la section 4.3.

Probléme stochastique inverse entrées/sorties

Dans cette section, nous nous intéressons a l'aspect détermination des entrées par inversion
du modéle dynamique (I'un des aspects de la démarche de dimensionnement par inversion) et ce,
en tenant compte des incertitudes. En effet, les sorties y de la structure retenue pour le modéle

9La détermination des fonctions de densité de probabilité par la résolution de équation 4.22 peut étre cotteuse
en temps de calcul.
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de conception (qui représentent les entrées du modeéle inverse) sont spécifiées par des trajectoires
temporelles qui s’expriment en terme de variables aléatoires ®1 (des constantes de temps aléa-
toires par exemple) : y(©1,t). Les fonctions de densité de probabilité de ces variables aléatoires
sont données par le cahier des charges. Nous supposons que ces variables aléatoires sont indé-

pendantes, la FDP conjointe est donnée alors par ¢e, (01) = [[;1 po,,(61;) ol pe, (61,) est la
FDP de la variable aléatoire Oy, (i = 1,...,ne,), 01, est une réalisation de ©1,. D’autre part,

le modéle de conception peut renfermer des paramétres internes incertains qui sont représentés
par des variables aléatoires ®9. Ces variables aléatoires sont supposées indépendantes, la FDP
conjointe est donnée alors par de, (f2) = [-2 Po,, (02,) ot o, (02,) est la FDP de la variable
aléatoire ©y, (i =1,...,ne,), b2, est une réalisation de O9,. Ainsi, nous pouvons définir un seul

T
vecteur de variables aléatoires indépendantes © = [(-)1T ®2T] ,1a FDP conjointe est donnée
alors par ¢g(0) = de,(01)de,(02).

Sous condition d’inversibilité entrées/sorties, un modéle dynamique stochastique inverse d’ordre
minimal peut s’écrire sous la forme suivante :

{Xinv(ey t) = Finv(xinv(ea t)7y(®17 t)? y(ela t)7 oo 7y(a) (917 t)7 92) (4 23)

u(®7 t) == Ginv(XinV(@u t)? Y(®17 t)v Y((_)la t)7 cee 7y(a)(®17 t)v 62)

0l Xiny(®,t) € R™nv est le vecteur d’état, y(©1,t) € R™ est le vecteur d’entrée, u(®,t) € R™

est le vecteur de sortie et @ = [('-)1T ®2T}T € R"™@:11702 gt le vecteur de variables aléa-
toires. y (resp. u) représente le vecteur des sorties (resp. entrées) du modeéle stochastique direct
(équation 4.16). y, ..., y(® sont les dérivées successives par rapport au temps de y (dérivées ap-
paraissant lors de la construction du modéle inverse). Pour chaque entrée y;, 'ordre de dérivation
maximal associé correspond a l'ordre d’essentialité mg.. Ainsi, la spécification temporelle de y;
doit étre au moins n;. dérivable.

Les conditions initiales des variables d’état sont données par :
Xinv(®7 tg) = Xinvo (424)

Principe de conservation de la probabilité

Si le probléme est bien posé, la solution du modéle dynamique inverse 4.23, tenant compte des
conditions initiales (équation 4.24), existe et est unique. Le vecteur de sortie u dépend de O et
s’écrit sous la forme suivante :

u= H;,(0,1) (4.25)
Ainsi, chaque sortie du modeéle inverse u;; j = {1,...,m}; peut étre définie par :
’LLj = Hmvj (@, t) (4.26)

Le méme développement concernant le principe de conservation de la densité de probabilité
que celui détaillé dans la section 4.2.1 et appliqué au systéme 4.23 permet d’écrire :

8¢u @(Uaeat) = . a¢u @(U,G,t)
—_ i(t)—————=10 4.27
TR MR (427)
7=1
Si nous nous intéressons a une seule sortie u; du modele inverse; j = {1,...,m}; ce développe-

ment permet de déduire la relation suivante :

a¢uj,®(uj7 97 t) + 8¢uj,@ (uj7 07 t)

-~ iy () =25 - =0 (4.28)
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L’équation 4.27 représente ’équation généralisée d’évolution de la densité de probabilité pour
le modeéle dynamique stochastique inverse 4.23. Elle refléte le principe de conservation de pro-
babilité pour ce modéle. Néanmoins, les équations 4.27 et 4.28 ne sont valables que si chaque
sortie du modéle inverse u; est au moins une fois dérivable, condition a vérifier lors de
la résolution du modéle dynamique 4.23 et la détermination de 1’équation 4.26.

Détermination des fonctions de densité de probabilité
La détermination de la fonction de densité de probabilité relative a chaque sortie u; du modele
inverse, j = {1,...,m} passe par la détermination de la FDP conjointe ¢u;,©- Ensuite, cette
FDP conjointe est intégrée sur le domaine de distribution de 1’aléa & pour retrouver la FDP
marginfile bu; associée & uj :

— Btape 1 : détermination de la FDP conjointe ¢y; e :

qbuj,@(ujv 0, t) = ¢uj|®:9 (uja t|9)¢®(0)
= 5(uj — Hiny, (0,1))60(0)

ott Hiny,; (0,1) est la solution unique du systéme dynamique 4.23 pour la sortie u; en tenant
compte des conditions initiales données par 1’équation 4.24.
— Etape 2 : détermination de la FDP marginale Pu;

¢UJ(uj7t) = / / ¢uj,@(uj797t)d9
JQe
ol g est le domaine de distribution des aléas ©.

Remarque : La résolution de I’équation 4.28 qui décrit le principe de conservation de la probabi-
lité permet de déduire la FDP conjointe ¢y; @. Cette résolution peut remplacer 'étape 1.

Le traitement stochastique proposé dans cette section pour le probléme de synthése de to-
lérances permet d’extraire des renseignements significatifs sur le tolérancement de I’entrée u du
modéle de conception & partir de sa fonction de densité de probabilité comme :

— les valeurs de ’entrée de plus forte probabilité et ce & chaque instant,

— I’évolution de la valeur moyenne de ’entrée au cours du temps,

— D’évolution de la dispersion (la variance) au cours du temps,

— P'enveloppe probabiliste des réponses possibles.

Probléme stochastique inverse paramétres/sorties

Dans cette section, nous nous intéressons & la démarche stochastique de la synthése de tolé-
rances. Ainsi, nous supposons que nous avons autant de sorties spécifiées (avec leur fonction de
densité de probabilité) que de paramétres aléatoires & caractériser. Les spécifications de y (les
entrées du modeéle inverse) sont données en fonction de variables aléatoires © et en fonction du
temps : y(0,t). Les fonctions de densité de probabilité de ces variables aléatoires sont données
et nous supposons que ces variables sont indépendantes. La FDP conjointe est donnée alors
par ¢e(0) = [1:°, ¢e,(6:) ou ¢e,(0;) est la FDP de la variable aléatoire ©; (i = 1,...,ne) et
f; est une réalisation de ©;. Nous supposons que le modéle de conception ne renferme pas de
parametres internes incertains (autre que ceux a synthétiser).

Nous rappelons que l'objectif est de retrouver les fonctions de densité de probabilité des pa-
ramétres incertains du modéle de conception & partir des fonctions de densité de probabilité
spécifiées pour les aléas © intervenant dans la spécification temporelle de y. Apreés la vérification
de I'inversibilité, le modéle dynamique stochastique inverse d’ordre minimal obtenu suite & une
inversion parameétres/sorties peut s’écrire sous la forme suivante :
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{xim(@? £) = Finp (Xinv(©,1), u(t), ¥(©,1), 7(©,1), ...,y (©,1)) (4.29)

P(O,1) = Ginwp(Xiny (1), u(t),y(©,1),y(0,1), ...,y (©,1))

ol Xinv(©,t) € R™nv est le vecteur d’état, y(@,t) € R™ est le vecteur des spécifications des
sorties du modéle physique (entrée du modéle inverse), u(t) € R™ est le vecteur des entrées,
p € R"™ est le vecteur des paramétres a synthétiser (sorties du modele inverse) et ® € R"® est
le vecteur de variables aléatoires. ¥, ...,y(® sont les dérivées successives par rapport au temps
de y (dérivées apparaissant lors de la construction du modéle inverse). Pour chaque entrée y;,
I'ordre de dérivation maximal associé correspond & Pordre d’essentialité!® nf . Ainsi, la spécifi-
cation temporelle de y; doit étre au moins n), dérivable.

Les conditions initiales des variables d’état sont données par :
Xinv (©,10) = Xinv, (4.30)

Principe de conservation de la probabilité

Si le probléme est bien posé, la solution du modeéle dynamique inverse 4.29, en tenant compte
des conditions initiales (équation 4.30), existe et elle est unique. Il est & noter que dans cette
démarche de synthése de tolérance, la dérivée du vecteur de sortie p par rapport au temps doit
étre nulle (p = 0) si le cahier des charges est en adéquation avec la structure retenue pour le
modeéle de conception. Dans la suite, nous supposons que cette adéquation est préalablement
vérifiée (cf. chapitre 3). La solution du modeéle dynamique inverse 4.29 peut s’écrire comme suit :

P = Hmv(@,t) (4.31)
Ainsi, chaque sortie du modéle inverse p;; j = {1,...,n,}; peut étre définie par :
p; = Him)j (@, t) (4.32)

Le méme développement concernant le principe de conservation de la densité de probabilité
que celui détaillé dans la section 4.2.1 et appliqué au systéme 4.29 permet d’écrire :

a¢p (S} (pa 67 t)
———= =0 4.33
5t (4.33)
Si nous nous intéressons a une sortie p;; j = {1,...,np}; ce développement permet de déduire
la relation suivante :
0Py, N
Popolpir01) _ (4.34)

ot

Alors, il peut étre conclu que la fonction de densité de probabilité conjointe ¢p, @ est
constante au cours du temps et par conséquent, elle peut s’écrire : ¢pj7@(pj,9). Les équa-
tions 4.33 et 4.34 reflétent le principe de conservation de probabilité : la probabilité totale est
préservée au cours du temps.

Détermination des fonctions de densité de probabilité

La détermination de la fonction de densité de probabilité relative a chaque sortie p; du modéle
inverse, j = {1,...,m} passe par la détermination de la FDP conjointe ¢p;,@©- Ensuite, cette
FDP conjointe est intégrée sur le domaine de distribution de 1’aléa @ pour retrouver la FDP
marginale ¢p, associée a p; :

107 'ordre d’essentialité pour un probléme inverse paramétres/sorties , noté nj., est difféerent de l'ordre d’essen-
tilialité pour un probléme inverse entrées/sorties, noté nie.
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— Etape 1 : détermination de la FDP conjointe $p;,© :

¢p;,0 (), 0) = dp;j@=0(Pj|0)Pe(0)
= 6(pj — Hinv, (0)) 00 (0)

ott Hipy, () est la solution unique du modeéle dynamique 4.29 pour la sortie p; en tenant
compte des conditions initiales données par 1’équation 4.30.
— Etape 2 : détermination de la FDP marginale Pp;

Suslo) = [+ | dny0(05.00d0
. Q6
ou g est le domaine de distribution des aléas ©.

Comme la FDP conjointe ¢p, @ est constante au cours du temps, alors I'intégrale de cette
FDP sur le domaine de distribution de © est nécessairement constante au cours du temps. Ainsi,
si le probléme est bien posé (adéquation spécifications/structure vérifiée), la FDP marginale bp;
associée au parametre p; ne dépend pas du temps. Si ce n'est pas le cas, alors le probleme est
mal posé et il faut remettre en question soit le cahier des charges soit la structure retenue pour
le modeéle de conception (cf. section 3.2 du chapitre 3).

Le traitement stochastique de la synthése des incertitudes paramétriques permet d’extraire
des informations significatives sur chaque paramétre incertain a partir de sa fonction de densité
de probabilité :

— les valeurs du parameétre de plus forte probabilité,

— D’estimation de la valeur moyenne (’espérance),

— estimation de la dispersion (écart-type ou variance) autour de la valeur moyenne.

4.3 Bond graph probabiliste pour la synthése des tolérances

Dans la section 4.2.2 et dans le contexte du dimensionnement des systémes mécatroniques
par modéles inverses, le tolérancement a été pris en compte en définissant un modéle dynamique
stochastique inverse associé a la structure retenue pour le modéle de conception. L’exploitation
probabiliste de ce modeéle inverse vise a synthétiser les tolérances sur les entrées (de commande
ou de perturbation) ou sur les parameétres et ce, a partir des spécifications probabilistes imposées
par le cahier des charges sur les sorties. Indépendamment du formalisme bond graph, forma-
lisme sur lequel est basée la méthodologie du dimensionnement des systémes mécatroniques (cf.
section 1.3.4, chapitre 1), cette démarche représente une analyse d’incertitude globale car 'infor-
mation est globalisée en calculant la FDP conjointe & toutes les variables aléatoires et ensuite, la
FDP marginale associée & une variable ou & un processus aléatoire en particulier est déduite. Une
analogie peut étre établie avec ’analyse structurelle et comportementale établie par approche
modeéle d’état qui offre une vision globale et ce, en éliminant implicitement certaines variables
physiques intermédiaires.

En vue d’exploiter le formalisme bond graph de maniére probabiliste, nous définissons le bond
graph probabiliste :

Définition 13. Un bond graph probabiliste est un bond graph pour lequel & chaque variable de
puissance et d’énergie et & chaque parameétre incertain sont associées leur fonction de densité de
probabilité, leur espérance et leur variance.

Remarque : Nous verrons dans ’exemple du paragraphe 4.3.4 que ’on peut associer une repré-
sentation multibond graph & un bond graph probabiliste.
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Un modéle bond graph probabiliste permet d’une part de propager des tolérances tout le
long de la structure du modéle de conception, et d’autre part, d’offrir une description a la fois
énergétique et probabiliste. A ce modeéle bond graph, nous associons un schéma de calcul bicau-
sal car il est défini dans le contexte de synthése de tolérances par approche inverse. Egalement,
le rapprochement existant entre le principe de conservation de la probabilité et le principe de
conservation de puissance dans un modéle bond graph représente un argument supplémentaire
pour Dexploitation d’un modéle bond graph probabiliste. Ce dernier offre une description lo-
cale de la tolérance et de sa propagation tout le long de la structure du modéle de conception.
L’intérét d’une démarche locale est d’associer une description probabiliste (fonction de densité
de probabilité ou une grandeur caractéristique) a chaque variable de puissance et d’énergie du
modéle et par conséquent, de mesurer l'effet des différentes incertitudes prises en compte sur
chaque élément physique et énergétique du systéme. Une analogie peut étre établie avec ’ana-
lyse structurelle et comportementale par approche bond graph qui tient compte de la structure
du systéme et donne une interprétation physique & cette analyse.

Dans une premiére partie, nous définissons le cahier des charges commun & un probléme de
remontée des spécifications probabilistes sur les sorties (pour la détermination des tolérances
sur les entrées de commande/perturbation) et & un probléme de synthése de tolérances sur les
paramétres. Dans une seconde partie, nous traitons le probléme de remontée des spécifications
probabilistes en proposant des régles de propagation des fonctions de densité de probabilité et
des grandeurs caractéristiques tout le long d’un modéle bond graph probabiliste. Enfin, nous
nous intéressons au probléme de la synthése de tolérances sur les paramétres en proposant des
outils bond graph probablistes adaptés.

4.3.1 Cahier des charges

Avant de proposer les régles de construction d’'un modéle bond graph probabiliste, il est
nécessaire de définir un cahier des charges adapté. En effet, les grandeurs sujettes aux incerti-
tudes sont caractérisées dans le cahier des charges par des fonctions de densité de probabilité.
Néanmoins, ces grandeurs ne sont pas toujours directement exploitables par le bond graph proba-
biliste car elles ne représentent pas une variable de puissance. Par exemple, dans la spécification
temporelle d’une sortie, une constante de temps peut étre considérée comme étant une variable
aléatoire et par conséquent, caractérisée par une fonction de densité de probabilité. Néanmoins,
la sortie et ses dérivées successives sont exploitées dans le modele bond graph bicausal (proba-
biliste). Ainsi, il est nécessaire de déterminer les fonctions de densité de probabilité associées a
cette sortie et & ses dérivées pour pouvoir propager l'incertitude le long de la structure du modéle.

Dans la formulation du probléme, nous supposons que le cahier des charges spécifie des tra-
jectoires temporelles pour les sorties y (qui représentent les entrées du modéle inverse) de la
structure retenue pour le modéle de conception. Ces spécifications temporelles s’expriment en
fonction de variables aléatoires @1 : y(®1,t). Les fonctions de densité de probabilité de ces
variables aléatoires sont également données par le cahier des charges. Elles sont supposées indé-
pendantes et donc la FDP conjointe est donnée par ¢g, (01) = H?fll poy,(01,) ot pe, (61,) est
la FDP de la variable aléatoire ©1, (i =1,...,ng,) et 0;, est une réalisation de ©y,. La fonction
de densité de probabilité associée a chaque sortie y; peut étre déduite selon I'approche décrite
dans la section 4.2.1. Ainsi, & ce niveau, un calcul probabiliste est nécessaire pour la mise en
forme du cahier des charges.

A partir des spécifications temporelles des sorties y(®1,t), les spécifications sur leurs déri-
vées successives peuvent étre déduites a condition que la spécification de chaque sortie y; soit au
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moins n;. fois dérivable ot n;. est l'ordre d’essentialité'! associé a cette sortie (cf. section 3.1,

chapitre 3). Ainsi, a partir des expressions temporelles obtenues (yi(®1,t),...,yz(m‘i)(@l,t);
i = {1,...,m}) et a partir de la FDP conjointe ¢g, associée aux variables aléatoires, les

FDP marginales (d)yi(yi,t),...,(by(nie)(y(n”),t); i = {1,...,m}) associées aux différentes dé-

)

rivées peuvent étre calculées selon i’approche décrite dans la section 4.2.1.

D’autre part, le modéle de conception peut renfermer des paramétres internes incertains qui
sont représentés par des variables aléatoires ®@4. Ces variables aléatoires sont supposées indépen-
dantes et chaque FDP marginale ¢(~)2i associée a chaque variable aléatoire O, (i = 1,...,ne,),
est spécifiée par le cahier des charges.

Il est & noter que dans un probléme de synthése de tolérances sur les parameétres, les entrées
(entrées de commande ou de perturbation) doivent étre spécifiées. Dans ce travail, ces grandeurs
sont supposées déterministes.

4.3.2 Remontée des spécifications probabilistes

Dans cette section, nous proposons les regles d’exploitation du modéle bond graph probabi-
liste pour la remontée étage par étage des spécifications considérées sur les sorties. Sur ce modéle
bond graph, une fonction de densité de probabilité et deux grandeurs caractéristiques (espé-
rance et variance) sont associées a chaque variable de puissance et d’énergie et aux parameétres
considérés incertains. Dans la suite, nous partageons le probléme en deux cas :

— cas ol les paramétres internes du systeme sont des grandeurs déterministes. Ce cas est un

probléme de propagation des incertitudes tout le long de la structure du modéles,

— cas ol certains paramétres internes du systéme sont des grandeurs aléatoires. Dans ce cas,
les aléas apparaissant au fur et & mesure de la propagation des incertitudes le long de la
structure du modéle, doivent étre pris en compte.

Tout d’abord, la remontée des fonctions de densité de probabilité et des grandeurs caractéris-
tiques est établie dans le cas ol les parameétres internes du systéme sont considérés comme des
grandeurs déterministes (paragraphes « Remontée des fonctions de densité de probabilité » et
« Remontée des grandeurs caractéristiques »). Ensuite, le cas ou certains parameétres internes
du systéme sont considérés comme des grandeurs aléatoires est évoqué (paragraphe « Prise en
compte des incertitudes paramétriques » ).

Remarque : Lors de la remontée des spécifications étage par étage, si la variable de puissance
rencontrée est une entrée de commande et/ou de perturbation alors on est dans le cas d'une
synthése de tolérance sur cette entrée.

Remontée des fonctions de densité de probabilité

Dans ce paragraphe et en tenant compte des affectations bicausales, nous proposons les régles
d’exploitation d’un modéle bond graph probabiliste ol une fonction de densité de probabilité est
associée a chaque variable de puissance et d’énergie (considérée alors comme des processus aléa-
toires).

Le tableau 4.1 présente les différentes FDP associées aux éléments de jonction (jonctions 0 et
1) ainsi que les schémas de calcul associés. Ces schémas de calcul représentent une exploitation
bicausale du modéle bond graph probabiliste. Les FDP associées aux variables de puissance sor-
tantes sont déduites des FDP marginales ou conjointes des variables de puissance entrantes. Dans

U1 ordre d’essentialité ne n’est pas le méme selon le probléme posé : Pordre d’essentialité dans un probléme
de remontée a une entrée est différent de celui d’un probléme de synthése de tolérance paramétrique.
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cette manipulation, ces derniéres doivent étre données (a partir des spécifications par exemple)
ou déterminées (& partir du reste de la représentation bond graph).

TaB. 4.1 — Remontée des FDP a travers des éléments de jonction.

Elément Bicausalité Schémas de
BG possible calcul associés
Jonction Gey (ela t) = ¢e3(e37 t)
Pe.| D,

0 7 h qbez (€2a t) = ¢e3 (637 t)
(exemple | 1 $:' 5 0 ! g‘/, o6, (f1,1) = 72 [ bty . (f1, f2o f3, ) df2dlf3
> i ! - . 3 00 00
a3 liens) 666 = [P RS — (fo+ f3) Dot (for o D) dfodfs
Jonction .| o ?bfl(flat) = ¢r3(f3,1)

1 ey Mz b1, (f2,1) = P55 (f3,1)

gexelr.nple L Pe 1 Des ) dey (e1,8) = [F 72 hoy enres (€1, €2, €3, )deades
a 3 liens) Pejerer = [T [ 5(e1 — (€2 + €3)) Pey.es (€2, €3, t)deades

Le tableau 4.2 présente les FDP intervenant dans les éléments de transduction ainsi que les
régles de propagation de la densité de probabilité et les différents schémas de calcul associés. Les
régles de propagation proposées se démontrent aisément en considérant les lois caractéristiques
associées aux différentes configurations causales de ces éléments et en appliquant le théoréme 9.
Sur un modéle bond graph bicausal, ces configurations permettent la remontée des spécifications
& travers 1’élément.

Le tableau 4.3 présente les FDP intervenant dans les éléments passifs (de dissipation et de
stockage d’énergie) ainsi que les régles de propagation de la densité de probabilité et les différents
schémas de calcul qui peuvent apparaitre sur un modeéle inverse pour la remontée des spécifica-
tions. Dans le cas d’éléments dissipatifs (en causalité résistance ou conductance), et d’éléments
de stockage d’énergie linéaires en causalité dérivée, les régles de propagation proposées peuvent
étre démontrées en considérant les lois caractéristiques associées aux différentes configurations
causales de ces éléments et en appliquant le théoréme 9. Pour les éléments de stockage en causa-
lité intégrale, 1'équation d’évolution de la densité de probabilité est établie olt ¢p e (resp. ¢qr)
est la FDP conjointe a la variable d’énergie p pour les éléments I (resp. q pour les éléments C)
avec la variable de puissance entrante. La résolution de cette équation permet de définir ¢p e
(resp. ¢qr). Ensuite l'intégration de cette FDP conjointe sur le domaine associé a e (resp. f)
permet de déduire la FDP marginale associée & la variable d’énergie p (resp. q). Enfin la FDP
marginale associée a la variable de puissance sortante f (resp. ) peut étre déduite en considérant
la loi caractéristique associée et en appliquant le théoréme 9.

Remarques :

— Sur le modéle bond graph probabiliste, le produit des FDP associées a un lien de puissance
ne représente pas une puissance. Le fait d’associer une FDP & un lien de puissance doit
étre interprété comme une notation conventionnelle.

— L’affectation causale/bicausale permet d’identifier les FDP qui doivent étre connues pour
pouvoir propager les incertitudes.
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TAB. 4.2 — Remontée des FDP & travers des éléments de transduction.

Elément Bicausalité Schémas de calcul
bond graph possible associés
Lo TRoe | [ de(er) = fde (5 1)
i - >
m 1(f1at):|m|¢f2(mflv )
TF
®e, ) TF De, J 2(627t) = ‘m|¢e1 (me?vt)
Iy, . | P
m ¢f2 (f27t) = |m|¢f1 )
D Pe, — 1 er
[ CD;I GY' ¢'f1 v 61( ) - |T|¢f2( 7»17 )
o, (f1,t) = |r[@es (1 f1,1)
GY
De, 'GYI Pe; ¢f2(f2at) = ‘T|¢el(rf27 )
| ¢'F| q)f: e
r ¢e2(62)t) |¢f1(77 )




TaB. 4.3 — Remontée des FDP 4 travers des éléments passifs.

Elément Causalité Schémas de Schémas de calcul
BG possible calcul associés (cas linéaire)
q)e . _ ¢f(r_l(e)vt) = £
T R:Tr() dele,t) = 7|F’R(1§gl(e))| Pe(e;t) = [R] ¢f(th)
R
P. . _ _9e(Tr(f)t)
W R:Tw(.) oe(f,t) = m oe(f,t) = |Rlge(RRf,1)
o ¢e(67 t) = f:rOOOO gbe,f(e? fa t)df
Fo 170 = [T 6(e — Hi(f))oe(f. t)df dele,t) = moi(1:1)
ot e = Hi(f)
I q) 8¢P;%(tpvevt) _’_pa(bpy%%u?evt) — 0 aqﬁpyea(tpvevt) _i_pa(z)pq%(;)vevt) — O
T:l I rl(-) ¢p pa f;oo(?p(}%)(];v € t)d d)p(pv t) :fjoos(pp,e(pa €, t)de
oe(f,t) = W oe(f,t) = [I|p(If,t)
o or(f,t) = [°3 Serle, f,t)de ,
—o A C:Te0) — [ts(f - Hc(e))¢e(e,t)de Se(f,t) = i da(fit)
ou f = Hg(e)
C . Bqﬁq,fa(g,f,t) + qad)q f( fit) —0 8¢q,f8(tq,f,t) + qaqﬁq,g(qqaf,t) —0
¢: C:Tel) ¢q(q7t) :fj—(;.oo¢q, (Q7f7 t)df ¢q(Q7t) :fj_oos(bq,f(Q7 f?t)df

_ oarelenn)
bel(e:t) = {02y Tee)

Pe(e;t) = [Clog(Ce,1)

S90URIPIO} SOP 9seju4ds ey mod agsifiqeqold ydeld puog ¢

69T



160 Chapitre 4. Synthése de tolérance par I’approche probabiliste

Remontée des grandeurs caractéristiques

Dans ce paragraphe et en tenant compte des affectations bicausales, nous proposons les
régles d’exploitation d’un modeéle bond graph probabiliste ot une espérance et une variance sont
associées a chaque variable de puissance et d’énergie (considérées alors comme des processus aléa-
toires). Nous rappelons que dans ce paragraphe les parameétres internes du modele sont considérés
comme des grandeurs déterministes.

L’interprétation des grandeurs caractéristiques trouvées en sortie du modéle inverse se base
sur la notion d’intervalle de confiance (cf. définition 8). Dépendant du temps dans le cas d’'un
probléme de détermination des tolérances sur les entrées (de commande et/ou de perturbation),
I'intervalle de confiance permet d’affirmer que la variable ou le processus aléatoire recherché évo-
lue dans cet intervalle & une probabilité donnée. Cet intervalle fait appel a la notion de fonction
de répartition (cf. définition 64 de l'annexe I). En effet, & partir du modeéle bond graph pro-
babiliste, une premiére analyse causale permet de déduire la fonction de densité de probabilité
associée au processus/variable en question. La fonction de répartition associée a ce processus ou a
cette variable peut étre déduite. Une seconde analyse causale du modéle bond graph probabiliste
permet de déduire les grandeurs caractéristiques qui offrent des informations plus synthétiques.
A partir de la connaissance de ces grandeurs caractéristiques et de la fonction de répartition,
Pintervalle de confiance peut étre défini pour offrir au concepteur une interprétation plus phy-
sique de l'incertitude quantifiée.

Dans la section 4.3.1, les FDP associées aux différentes sorties du modéle de conception ont
été definies. A partir de ces FDP, il est possible de définir les spécifications sur les sorties en
terme d’espérance et de variance (cf. section 4.1.3). En tenant compte de 'affectation bicausale,
nous proposons les régles de propagation de ces grandeurs caractéristiques pour les différents
éléments bond graph. Le tableau 4.4 présente les différentes espérances et variances associées a
des éléments de jonction. Les schémas de calcul associés représentent une exploitation bicausale
du modéle bond graph probabiliste. Les grandeurs caractéristiques associées aux variables de
puissance sortantes sont déduites des grandeurs caractéristiques associées aux variables de puis-
sance entrantes et ce, pour la remontée des grandeurs caractéristiques tout le long de la structure
du modéle de conception.

Le tableau 4.5 (resp. 4.6) présente les espérances (resp. variances) intervenant dans les élé-
ments de transduction ainsi que les régles de propagation de ces grandeurs caractéristiques et les
différents schémas de calcul associés. Les régles de propagation proposées peuvent étre démon-
trées en considérant les lois caractéristiques associées aux différentes configurations causales de
ces éléments et en appliquant le théoréme 9.

Le tableau 4.7 porte sur les grandeurs caractéristiques intervenant dans les éléments pas-
sifs linéaires (de dissipation et de stockage d’énergie) ainsi que les régles de propagation de ces
grandeurs selon les différents schémas de calcul qui peuvent apparaitre sur ces éléments dans
un probléme de remontée de spécifications probabilistes. Dans le cas d’éléments dissipatifs (en
causalité résistance ou conductance), et d’éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée, les
régles de propagation proposées peuvent étre démontrées en considérant les lois caractéristiques
associées aux différentes configurations causales de ces éléments et en appliquant le théoréme 9.
Pour les éléments de stockage en causalité intégrale, il faut déterminer les grandeurs caractéris-
tiques associées aux variables d’énergie. Ces grandeurs sont données en respectant le théoréme 10
et la propriété 3 (section 4.1.3). Ensuite, les grandeurs caractéristiques associées aux variables
de puissance sortantes peuvent en étre déduites.



4.3. Bond graph probabiliste pour la synthése des tolérances

161

TAB. 4.4 — Espérances et variances des éléments de jonction.

Elément Bicausalité Schémas de calcul associés
BG possible (espérances et variances)
Heq (t) = Heg (t)
Jonction Heg (1) = fleg(t)
0 puy (8) = puey (8) + oy (2)
(exemple o2 (t) = 02,(t)
A 3 hens) 0_22 (t) — 0_23 (t)
0t (t) = 05, (t) + 08, (1) + 208,15 (1)
pigy (1) = peg ()
Jonction pgy (t) = Hfg (t)
1 Heq (t) = Hey (t) + Heg (t)
(exemple of (t) = o, (t)
a 3 hens) 0_1_2‘2 (t) — Uf2‘3 (t)
0—21 (t) = 0-(222 (t> + 093( ) + 209293( )

TAB. 4.5 — Remontée des espérances & travers des éléments de transduction.

Elément Bicausalité Schémas de calcul
BG possible associés
LN Py (t) = Miptey (1)
uE, . opg o
m /~Lf1 ) = Mt (t)
TF
LR | L 2 (t) = 7 ttes (1)
" ug, ' Hg,
m t mel( )
He He, =
e eyLbe {uel (t) = rae (1)
r /Lfl l) = /Lez(t)
GY
I t? I GY He: {rufz (t) Ne1(t)
I r ,U/ez t = Thf (t)

Remarques :

— Sur le modeéle bond graph probabiliste, le produit des espérances (resp. variances) asso-
ciées a un lien de puissance ne représente pas une puissance. Le fait d’associer une grandeur
caractéristique a un lien de puissance doit étre interprété comme une notation convention-

nelle.

— La propagation des grandeurs caractéristiques nécessite la propagation des FDP également
(cf. tableau 4.7).
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TAB. 4.6 — Remontée des variances & travers des éléments de transduction.

Elément Bicausalité Schémas de calcul
bond graph possible associés
) 2
Lo L TF Ui! - 02, (t) = m*o2, (1)
o, = Of 2 (1) — L f.2
m og, (t) = 7zof2”(t)
TF
o JTF Sy | [oe,(t) = maoe, (1)
f, m b Uf2~2 (t) = mQng (t)
L%, GY L OE: o2, (t) = rof (1)
of . of A 9 1 2
GY o o1, () = 7206, (1)
2 2
e Gy e | o (1) = 5og, (1)
A 72, (1) = 03, (1)




TaB. 4.7 — Remontée des espérances et des variances & travers des éléments passifs linéaires.

Elément Causalité Schémas de calcul Schémas de calcul
BG possible associés (espérances) associés (variances)
e. 06 .
ot 7 RF pe(t) = Rpe(t) od(t) = R*o{(t)
R
T .
b % AR R pe(t) = he(t) oR(t) = o)
ool | {ue(t) = Ing(t) {az<t> — I203(1)
2 - oo £ 00/ &
, i O pe(t) = [155 foe(f, O)df o3 (t) = [25 () (f.0)df — w3 (t)
o] 0o 2
peood | Jee(®) =13 (Js e(r)dr + o) dele, t)de o2(t) = [ (J e(r)dr +po) dele, t)de — p2(t)
3 :
Hr, Of pe(t) = Fup(t) o3 (t) = Hoi(t)
2 — 201) — (1242
b o pe(t) = J15 édele, t)de 03(t) = J23(€)?@e(e, t)de — p3(t)
C

2(6) = [72 (JE F(r)dr +a0)” de(f, t)de — 22 (1)

a(t) = gzog(t)

.. 0. () = [F2 ([ f(r)dr + qo) ¢e(f, t)df
|uﬁ' c:C {Mq ' ( 0 QO) f {

g
2
b, O te(t) = Gq(t) o
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Prise en compte des incertitudes paramétriques

Dans les deux paragraphes précédents, nous avons supposé qu’aucun parameétre interne du
systéme n’était incertain et que les incertitudes portaient uniquement sur les spécifications des
sorties. Néanmoins, il peut étre également spécifié dans le cahier des charges que certains para-
meétres internes (supposés ici indépendants) sont des paramétres incertains caractérisés par des
fonctions de densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques. Dans ce cas, il faut tenir
compte de ces incertitudes au fur et & mesure de la propagation des spécifications probabilistes
le long de la structure du modele.

Prise en compte des incertitudes paramétriques dans la remontée des fonctions de
densité de probabilité

Les régles proposées dans le tableau 4.1 pour la propagation de la fonction de densité de probabi-
lité dans une jonction (1 ou 0) restent identiques. Par contre, pour les éléments de transduction,
de dissipation et de stockage d’énergie, les tableaux 4.2 et 4.3 ne sont plus valables. Néanmoins
pour ces éléments bond graph, la FDP associée a la variable de puissance sortante peut étre
calculée en intégrant la FDP conjointe associée aux variables de puissance entrante et sortante
et au paramétre incertain. Cette FDP conjointe est égale au produit de la FDP conditionnelle
(de la variable de puissance sortante connaissant la variable de puissance entrante et le para-
meétre) et de la FDP conjointe associée & la variable de puissance entrante et au parameétre. En
tenant compte de I'indépendance entre la variable de puissance entrante et le paramétre, la FDP
conjointe associée a ces deux grandeurs aléatoires est égale au produit de leurs FDP marginales.
Par exemple, pour un élément dissipatif linéaire en causalité résistance, la FDP associée a la
variable d’effort peut s’écrire sous la forme suivante :

de(e,t) = /+oo joo dermrle f, R, t)dfdR
+o00  p4oo
- /_ /_ d(e—=Rf)per(f, R, t)dfdR
+oo  ptoo
B /_oo /_oo o(e = Rf)oe(f,t)omr(R)dfdR

ol ¢Rr (resp. ¢¢) est la FDP marginale associée au parameétre R (resp. a la variable de flux f).
Pour un élément C linéaire en causalité dérivée, la FDP associée a la variable de flux peut s’écrire
sous la forme suivante :

+00 400

oe(f,t) = / o o.c(f, ¢, C,t)dedC

—0o0 — 00

400 +oo
- /, / 5(f — Cé)pe,c(é, C,t)dédC
' JCF)OOO zcr)ooo
- /_ /_ 5(f — Cé)pa(e, t)pc(C)dédC

ol ¢ (resp. ¢g) est la FDP marginale associée au parameétre C (resp. a la dérivée de la variable
d’effort e). Pour les éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale, les régles proposées
dans le tableau 4.3 restent valables parce que ’'incertitude sur la variable d’énergie ne dépend que
de l'incertitude sur la variable de puissance entrante. Par contre, l'incertitude sur la variable de
puissance sortante est due aux aléas considérés sur le paramétre et sur la variable d’énergie. Dans
ce cas, la procédure décrite ci-dessus est appliquée pour retrouver la FDP associée. Par exemple,
pour un élément I linéaire en causalité intégrale, la FDP conjointe a la variable d’énergie et a la
variable d’effort satisfait la relation suivante :

Iope(p;e,t) N paqﬁp,e(p, e,t)

ot ap =0
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La résolution de cette équation permet de déduire ¢p ¢ et l'intégration de cette FDP conjointe
sur R permet d’exprimer ¢p. Ensuite, la FDP associée a la variable de flux peut étre définie
comme suit :

+oo  p+oo
¢f(fa t) = / st,p,l(fapa Iat)dpd]

—00 —

+oo 400 P
:/_oo /_oo 0(f = P)¢pa(p, 1, t)dpdl

‘oo ptoo P
= [ 6 = Dbelen(n)dpar
—0o0 —0o0
ou ¢1 (resp. ¢p) est la FDP marginale associée au paramétre I (resp. & la variable d’énergie p).

Prise en compte des incertitudes paramétriques dans la remontée des grandeurs ca-
ractéristiques

Les spécifications des espérances et des variances associées aux parameétres incertains internes du
modele de conception peuvent étre soit données explicitement soit déduites des fonctions de den-
sité de probabilité (cf. définitions 6 et 7, section 4.1.3). Les régles proposées dans le tableau 4.4
pour la propagation des grandeurs caractéristiques dans une jonction (1 ou 0) restent identiques.
Par contre, les tableaux 4.5, 4.6 et 4.7 ne sont plus valables. Pour les éléments de transduction, de
dissipation et de stockage d’énergie en causalité dérivée, les grandeurs caractéristiques associées
aux variables de puissance sortantes sont calculées & partir des définitions 6 et 7 et ce, en exploi-
tant les FDP associées. Par exemple, pour un élément dissipatif linéaire en causalité résistance,
I’espérance associée a la variable d’effort peut s’écrire sous la forme suivante :

He(t) = [ ;OO [ ;Oo(Rf)¢R,f(R, f,t)dRdf
- /_J:O /_;OO(Rf)¢R(R)¢f(f, t)dRdf

ou ¢Rr (resp. ¢r) est la FDP marginale associée au parameétre R (resp. a la variable de flux f).
La variance associée & la variable d’effort peut s’écrire sous la forme suivante :

“+oo +oo
o) = [ [ ROPor(RIs(S. AR ~ ikt

Pour les éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale, les régles proposées dans le ta-
bleau 4.7 restent partiellement valables parce que l'incertitude sur la variable d’énergie ne dépend
que de I'incertitude sur la variable de puissance entrante. Par contre, 'incertitude sur la variable
de puissance sortante est due aux aléas considérés sur le paramétre et sur la variable d’énergie
(qui sont deux variables indépendantes). Dans ce cas, la démarche décrite ci-dessus est appliquée
pour retrouver les grandeurs caractéristiques associées. Par exemple, pour un élément I linéaire
en causalité intégrale, ’espérance et la variance associées & la variable d’énergie sont définies
par :

po(t) = [ (J e(r)dr + po) dele, t)de
op(t) = 1% (fé e(r)dr +po) ele, t)de — p2(t)

Par contre, 'espérance et la variance associées a la variable de flux sont définies par :

{Mf(t) = TS5 (8) on(D)dp(p, t)dIdp
2
of(t) = [72 J52 (B)" d1(1)dp(p, t)dldp — pdp(t)
Cette présentation n’est pas exhaustive car nous avons présenté uniquement certains éléments

bond graph dans une certaine configuration causale. Néanmoins, I’approche décrite dans ce para-
graphe reste valable pour tous les éléments bond graph et dans toutes les configurations causales.
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4.3.3 Synthése de tolérances paramétriques

Apreés la remontée des spécifications étage par étage décrite dans la section 4.3.2, nous pro-
posons, dans cette section, les régles d’exploitation du modéle bond graph probabiliste pour la
synthése de tolérances paramétriques.

Remarque : Si les spécifications probabilistes sont remontées sur un élément de transduction
modulé en bicausalité débouchante, alors il s’agit d’'une synthése de tolérance sur une entrée de
commande. Dans ce cas, et contrairement & une synthése de tolérance paramétrique, la FDP et
les grandeurs caractéristiques associées dépendent du temps.

Détermination des fonctions de densité de probabilité

Dans ce paragraphe, nous proposons les régles d’exploitation du modéle bond graph probabi-
liste pour la synthése des fonctions de densité de probabilité associées au parameétres incertains a
dimensionner. Le tableau 4.8 présente les FDP associées & un élément de transduction en bicau-
salité débouchante. Pour la synthése de tolérance sur m ou r, il faut déterminer la FDP conjointe
associée 4 ce parameétre et aux variables de puissance figurant dans la relation caractéristique et
ensuite, en tenant compte de cette relation, la FDP marginale associée au parameétre en question
peut étre déterminée selon la procédure proposée dans la section 4.2.2.

Le tableau 4.9 présente la FDP associée au paramétre d’un élément passif (R, I ou C). A
partir de la remontée de la densité de probabilité et & partir de la relation existante entre les
variables de puissance associées a ’élément en question, la FDP conjointe de ces variables peut
étre déduite. Ensuite, & partir de cette FDP conjointe et de la loi caractéristique de 1’élément, la
FDP associée au paramétre est calculée.

Détermination des grandeurs caractérisitiques

Dans ce paragraphe, nous proposons les régles d’exploitation du modele bond graph pro-
babiliste pour la détermination des grandeurs caractéristiques (espérance et variance) associées
aux parameétres incertains. Le tableau 4.10 (resp. 4.11) présente les espérances (resp. variances)
associées & un élément de transduction en bicausalité débouchante. L’espérance (resp. variance)
associée au parameétre m ou r est calculée & partir de la relation constitutive et de la FDP
conjointe des variables de puissance débouchantes. Comme le parameétre m ou r est considéré
comme une variable aléatoire alors la propagation de Iespérance (resp. variance) se fait a partir
du théoréeme 10 (resp. propriété 3). Ce théoréme et cette propriété appliqués a des éléments passifs
linéaires (auxquels un schéma de calcul bicausal est affecté) permettent d’établir le tableau 4.12.
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TAB. 4.8 — FDP des éléments de transduction pour la synthése des tolérances paramétriques.

Elément Bicausalité Schémas de calcul
BG possible associés
dm(m) = [T [12 by £ (M, f1, fo, t)df1df
i 3’;" TF | (g:; F = 2325 8(m = )t g (f1, fos t)dfrdfo
m be, (e1,t) = fjoos fj;o bm ey e (M, €1, €2, t)dmdes
= fi;o fffoo § (e1 — me2) pm,e, (M, €2, t)dmdes
dm(m) = [T [ bimier .00 (M, €1, €2, t)derdes
oo TF oo = 23 TS 6(m — &) e e (1, €2, t)derdes
Pn bt (fo, 1) = [T 172 bty s (M, 1, f2,1)dmdf:
= [T [F26 (fo — mf1) by (m, f1, t)dmdf:
TF
Pm(m) = [T [T dmeqen(m, €1, €2, t)derdes
z'f' | TF I(;eﬁ - = [IZ I 6(m = &) ey s (€1, €2, t)derdes
LA ARG b, (f11) = J 72 [7 bty ea(m, 1, fo, )
= [T (fr = 2) bmg(m, fo, t)dmdf
dm(m) = [T [F2 by £ (M, f1, fo,t)df1df
e TF S = JEZ S m = 2)6e 5 (i, fo, dfadf
S P bz (€2,8) = [T [T ey en (M, €1, €2, t)dmdey
= f:foo f:foo d(e2 — &) dm,e, (M, €1, t)dmde;
Gr(r) = [T [T broen s (1 €2, f1, t)deadfy
i $:j' GY ! $: - = [13J7S 0(r — P )dey (2, f1,t)deadf
oo ey (e1,8) = [135 |13 brer 2 (1 €1, fo, t)drdfa
= [T 726 (e1 — v f2) gy (1, fo, t)drdf
Gr(r) = [T 2 [T breg s (1, €2, f1, t)deadfs
| $:' | GY | $:-‘ = [T IS 0(r = #) ey (€2, f1,t)deadfy
oo bty (f2,1) = [T 720 b oy £, (7, €1, fo, t)drdes
= fjoos fjoos 0 (f2— %) ¢re, (r, €1, t)drde;
GY
Gr(r) = [T 2 [T drey (1 €1, f2, t)derdfs
oA BY L5 =13 2300 = F)dersaler, fo t)derdfs
e o, (f1,1) = [155 [ bren (7, €2, f1,1)drdes
= [T T8 (fr = ) dres (s €2, t)drdey
Gr(1) = [T [13 brer (1 €1, fo, t)derdfs
| $:I‘ | GY g: | = [ 213 8(r = ) et (€1, fo, t)derdfo

r

¢e2 (623 t) = fj;oo fj;oo ¢I‘,ez,f1 (Ta €2, f17 t)drdfl
= 23 J2X 6 (er = 1 1) bugy (1, fr, t)drdfy




TaB. 4.9 — FDP des éléments passifs pour la synthése des tolérances paramétriques.

Elément | Bicausalité Schémas de Schémas de calcul
BG possible calcul associés (cas linéaire)
OR(R) = [13 [13 ¢re (R e, f t)dedf or(R) = [7 [ 5 (R= %) Gerle, f,t)dedf
R | g RO = [12 [ 6(R — Ure, £))bes(e, f.t)dedf
ot R = UYr(e, f)
or(D) = [T 1% bres, e, f,t)dedf o1(1) = [ 7356 (1= %) bes(e, ft)dedf
I '%l I ® X ft e(T)dr+po
O = [22 [226(I — Wi(e, [))det(e, £ t)dedf = [t s (z - f) bet(e, f,t)dedf
ou I = Yy(e, f)
6c(C) = [T [T dcex(Ce, f,t)dedf 00(C) = [T [ 25 (C = L) desle, ft)dedf
Pe .
C O, C:d

= [T [T 5(C — We(e, f))der(e, f,t)dedf

ou C =VYcl(e, f)

=23 236 (C - M””) Pe.t(e, f,t)dedf

891

aystiqeqoad aypordde [ 1ed 90urIQIO) Op 9SYIUAG “F a131der)
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TAB. 4.10 — Espérances des éléments de transduction pour la synthése des tolérances paramé-

triques.
Elément Bicausalité Schémas de calcul
BG possible associés
i EC' TF | ‘ch 1 m _f+oof+(;.oo §f¢f1,f2(flvf27 )dfldf2
g i, B Yoy ( f+°° f+°° (me2) Pm,eq (M, €2,t)dmdes
e TR b fm = f+°° JIZ S ey en (€1, €2, t)der des
BT i (1) = [ [ (mfr) gy (m, fr, ) dmdfy
TF
I:I‘-EI I TF | EL K Hm = f—l—oo f—i—oooo :; bey ez (e1,e2,t)derdes
f um £ ,U’fl f+00 f+00 <f2> ¢m,f2 (m7 f27 t)dmde
I | Mm—f+oo J1 §f¢f1,f2(f1,f27 t)df1dfs
K, i Hf; ey (1 f+oo f+oo (61) bm.e, (M, €1, t)dmde
i ':]'“' GY | 5“3 - fr = f+oo JI5 % et (€2, fr, t)deadfy
neop MR oy (1) = [735 [735 (1 f2) buga (1, fo, t)drdfy
| ﬂCI | GY | 5; {Mr = f+o° J25 ey g (€2, fr, t)deadfy
f - 2 oo 0 (e
oy oo pey(t) = J235 [0 (1) deen (1,01, t)drden
A GY Ly {ur = [I5 TS S ey a(en, fo, t)derdfs
ST pey () = J23 J23 (F) brea (1 €2, t)drdes
[ t‘;' I GY Et‘f 4 for = f+oo JI5 S ey gy (1, fo, t)derdfy
I e ’ fhe (t f+oo f+oo (7f1) Gr gy (v, f1,t)drdfr
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TaB. 4.11 — Variances des éléments de transduction pour la synthése des tolérances parameé-
triques.

Elément Bicausalité Schémas de calcul
BG possible associés
% 00 00 2
| ﬂ‘;' TF | UZ | )= I (%) Oty b2 (f1, S, )df1dfo — pig,
T 2 f; ) 00
I Um UZ]_ (t) = fj—oo fj_oo (m€2)2 ¢m7e2 (m7 CQ,t)ddeQ - /‘1’21 (t)
e 0% = [ 72 (%) Geyea e, ca, )derdes — 12,
f "2 ﬂ o0 o0
L% of, (1) = [T 7 (mf1)? bmg, (m, fr,t)dmdfy — pid, (t)
TF
[a 7 [ard 2 _ [+oo p+oo (e 2 2
F TFLl | ol =S (8) deses(en ent)derdes — i,
f) p fl o0 o'e)
e o (1) = 7 14 (£2)” Gy (m, fo, Ddmy — 4, (1)
| EE' I TF E‘éf | o =515 (}i .5 (f1, fo, )dfrdfs — piy
ioog b 02, (1) = [T [*2 (%) Gy (m, 1, O)dmdey — 2, (1)
oo GY L 2= 720 72 () gagt (e, fu. 1)dendfs
T‘ 2 ‘1 o0 o0
I O E 0(231 (t) = fj_oo fj_oo (sz) ¢I‘,f2( 7f27t)drdf2 - Ngl (t)
ey 02 = 72 172 (2)” Gy (e2. 1, Odeadfy —
g E 03 (1) = [12 1725 (2)? ey (1 1, D)drder — iy (1)
GY
2 2 00 00 e 2
eyl | o= [T () denn(en fot)derdfs — ik
- fs %) > (e
f o (1) = [ [23 (2)? rea(r, €2, t)drdes — 1, (1)
ey %y 2= (72 72 (%) bermaler, fo D)derdfy — 42
f o f" o0 o0
L 02,(t) = [1 [FZ (rf1)? brgy (v, fr,t)drdfy — 12, (t)




TAB. 4.12 — Espérances et variances des éléments passifs linéaires pour la synthése des tolérances paramétriques.

Elément Causalité Schémas de calcul Schémas de calcul
BG possible associés (espérances) associés (variances)
o0 (e.e] e oo oo e 2
R | ——FR . od i = [T [ (4) Gesle, £t dedf ok = [T 173 (5) Gesle, ft)dedf — 1k
o0 oo e oo oo [& 2
Sl il e (?) besle, f,t)dedf = [t [t (}) bet(e, frt)dedf — pi
I |ﬁl 1w, of
() (3] d7+ 00 p+oo dr+
:fj_oo fj_ ( po) ¢ef( 7f7t)dedf = jj_oo j_oo <M> ¢ef( ,f,t)dedff,u%
oo oo o0 o0 2
pe = [543 (L) desle, f,t)dedf 0% = 1T [P (L) desle, ft)dedf — s
C 'ﬁl C: Hc 032

ol (ff”‘”q> Sesle, f,t)dedf

t
Il o [ EACLART )d”%) bes(e, f.t)dedf — i

S90URIPIO} SOP 9seju4ds ey mod agsifiqeqold ydeld puog ¢

TLT



172 Chapitre 4. Synthése de tolérance par I’approche probabiliste

4.3.4 Exemple : synthése de tolérances d’une chaine d’actionnement

Afin d'illustrer les régles introduites dans les sections 4.3.2 et 4.3.3 et leur utilisation a la
synthése de tolérance, considérons comme exemple une charge en rotation actionnée par un
moteur & courant continu (figure 4.2). Le modele associé est caractérisé par :

— un circuit électrique composé d’une source de tension u, d'une résistance électrique R et

d’une bobine de paramétre constant L en série,

— un couplage électromécanique de constante de couple ke,

— un arbre moteur d’inertie J,, et soumis a des frottements visqueux de coefficient b,,,
un réducteur de rapport %,
un arbre de charge d’inertie J. et soumis a des frottements visqueux de coefficient b,.

Nous supposons que les différents parameétres (L, k¢, Jim, bm, n, Je et be) ont des valeurs stricte-
ment positives.

R L
— In
K 1
by, I
o O
- Je
be Q
| v

] ;

Fia. 4.2 — Charge en rotation actionnée par un moteur & courant continu.

La tension u représente 'entrée du systéme. La vitesse de rotation de ’arbre de charge repré-
sente la sortie du systéme. Le modéle bond graph acausal associé & ce systéme est donné figure 4.3.

Fic. 4.3 — Modéle bond graph acausal.

Dans le probléme de conception par inversion, la trajectoire de la sortie est spécifiée par
I’évolution temporelle suivante :

Q(t) = Ae “sin(wt) (4.35)

ou A, a et w sont des paramétres constants au cours du temps. Dans le cadre de la synthése de
tolérances, nous supposons que le paramétre A est une variable aléatoire caractérisée par une loi
gaussienne : ¢a(A) = N(ua,0%). A partir du théoréme 9, une FDP peut étre définie pour la



4.3. Bond graph probabiliste pour la synthése des tolérances 173

sortie Q(t) :
Pa(Q,t) = ;dm (Q> (4.36)

e~ tsin(wt)| e~tsin(wt)

Dans la section 1.4 du chapitre 1, nous avons vu que la méthodologie de dimensionnement
basée sur des critéres dynamiques et énergétiques peut étre utilisée dans plusieurs aspects de
la conception des systémes mécatroniques. En tenant compte des incertitudes spécifiées, nous
nous intéressons, dans une premiére partie & la détermination de la tolérance sur la commande
en boucle ouverte et, dans une seconde partie, a la synthése de tolérance sur des paramétres du
modeéle.

Synthése de tolérance sur la commande en boucle ouverte

Dans cette section, nous cherchons & déterminer la commande en boucle ouverte et la tolérance
sur cette commande & partir des spécifications sur la trajectoire de la sortie et de son incertitude.
Les différents parameétres intervenant dans le systéme sont supposés déterministes.

R:R R:by R: b,
3 7 11
DO Y g | GY | 1! TF | 11 5.5,
i 1 A7 44k 5 1__ 8 1 9 1 121
- n
2 6 10
I:L I I de

FiG. 4.4 — Modéle bond graph bicausal pour la détermination de la commande en boucle ouverte.

Le critere d’inversibilité 3 (section 1.3.3, chapitre 1) est vérifié et le modele bond graph
bicausal (figure 4.4) peut étre construit grace a la procédure SCAPI (procédure 22, section A.5,
annexe A). L’analyse structurelle du modeéle bond graph bicausal permet de déduire 'ordre
d’essentialité nj. = 2 associé a la vitesse de la charge Q(t) qui est I'ordre de dérivation maximal
nécessaire pour exprimer le modeéle inverse d’ordre minimal (cf. procédure 18, page 107). Ainsi,
dans le cadre du dimensionnement par inversion du modéle bond graph, la trajectoire spécifiée
pour la sortie Q(t) doit étre au moins deux fois dérivable : condition vérifiée par 1’équation 4.35.
Les spécifications temporelles des dérivées premiére et seconde de la sortie £2(¢) sont données
par :

Q(t) = Ae [weos(wt) — asin(wt)]
Q(t) = Ae™ [(a? — w?)sin(wt) — 2awcos(wt)]
Puisque la variable A intervenant dans la spécification temporelle de la vitesse 2(t) (équation

4.35) est une variable aléatoire qui suit la loi gaussienne ¢a(A) = N(pa,c?), les FDP associées
a laccélération Q(t) et au jerk Q(t) peuvent étre déduites a partir du théoréme 9 :

) 1 Q
o) = le=et [weos(wt) — ozsin(wt)HgbA (eo‘t [weos(wt) — asin(wt)]) (4.37)
. 1 Q
a(1) = - le=ot [(a? — w?)sin(wt) — 2awcos(wt)]|¢A (e—at [(a? — w?)sin(wt) — 2awcos(wt)]>

(4.38)
Les espérances mathématiques associées a la vitesse Q(t), a Paccélération Q(t) et au jerk Q(t)
sont données respectivement par les équations 4.39, 4.40 et 4.41.
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+oo

pa(t) = [ Q(t)da(0d (4.39)
+oo . .

pa() = [ Q)oa(@ 0 (4.40)
+oo . . .

pa() = [ 0Wog(@. a0 (4.41)

Les variances associées a la vitesse Q(t), a l'accélération Q(t) et au jerk €Q(¢) sont données
respectivement par les équations 4.42, 4.43 et 4.44.

Varlel(t) = oh() = [ 92(06a(0,040 (0 (4.42)
. +oo . .

VarlQ)() = 0, (t) = /_ 020042042 — (1) (4.43)
. +oo ., .. .

Var[Q)(t) = o (t) = [ N O (1)bes (2, £)dS2 — s (1) (4.44)

Maintenant, le cahier des charges étant défini, le bond graph probabiliste associé au sys-
téme étudié pour la détermination de la tolérance sur la commande en boucle ouverte peut étre
construit (figure 4.5) : c’est un modele bond graph multiliens qui permet de propager & la fois
la puissance, les variables de puissance, la fonction de densité de probabilité et les grandeurs
caractéristiques (espérances et variances) oul Te, = [€; e, fle; agi]T, Te = [fi o8 v O'f2-i 1T
et T = [Q oq o O’%z]T.

R:R R:b, R:b,
Te, Tf‘_‘ Te:|| Tt Te,, Tr”
T 4L A4 -
DD e 1 e Gy e e TR 0 s,
Tﬂ m T'F_; ke Tf; m Tﬂ.; % Tf‘] om TQ
T(,_ T[‘: Tch T|"r Tgm Tfl[!
I:L 1 dm I:Jg

Fic. 4.5 — Modéle bond graph probabiliste bicausal pour la détermination de la tolérance sur la
commande en boucle ouverte.

Propagation de la densité de probabilité
L’analyse causale du modéle bond graph probabiliste permet d’écrire les relations suivantes
qui gouvernent les différentes FDP associées aux variables de puissance (considérées comme
des processus aléatoires) et la maniére dont elles sont déduites les unes a partir des autres en
respectant les régles énoncées dans la section 4.3.2 :

— L’analyse causale autour de la jonction 1 qui relie les liens 9-10-11-12 permet d’écrire que :

Oty = 00
b0 = P02 (4.45)
¢f11 = ¢Q
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et

+00 +00
beg (€9, 1) = / / d(eg — (€10 + €11))Peqq,e11 (€10, €11, t)deroderr

La FDP conjointe ¢e,q,e,, Peut étre exprimée comme suit :

¢910,e11 (610) €11, t) = qbelo‘ell:ell (6105 t|611)¢611 (6115 t) = ¢e11|e10:elo (6115 t|610)¢610 (6105 t)

En exploitant la causalité sur les liens 10 et 11, les FDP associées aux variables d’effort ejq
et e11 peuvent étre déduites des éléments I : Jo et R : b. et des relations 4.45 en fonction
des FDP associées a la vitesse Q(t) et a l’accélération Q(t) de la charge :

1 €10 1 €10
(r/)e10 (6107t) = jcd)ﬁo(TC’t) - jcgbﬂ(jc’t)

1 €11 1 €11
e11,t) = — g, (=, 1) = —pa(—, ¢
ey (€11, 1) bc¢fn( b, ) bc¢n( b )
L’exploitation du modéle bond graph bicausal permet de déduire que ejg = J.) et que
e11 = b.£). Ainsi, une relation mathématique peut étre déduite entre ejg et e11 : elg =
},Lféu = hi(e11). Ensuite la FDP conditionnelle Perolerr—er, PeUL s'écrire :

d(e1p — hi(e11)). Ainsi, la FDP ¢e, peut étre déduite :

¢910|el1=€11 =

+0o0o +0o0
beq (€9,1) = / / d(eg — (e10 + €11))d(e10 — hi(e11,t))Peq, (€11, t)deroders

Il est & noter que la détermination de la relation mathématique entre ejg et e;; ne parait
pas systématique car cette relation n’est pas obtenue en exploitant les relations causales
du modéle bond graph (gains des chemins et des boucles causaux par exemple) mais les
expressions de ejg et de ej; sont d’abord écrites en fonction de la vitesse €2(t) et de l'ac-
célération Q(t) et ensuite la relation en est déduite. Le choix du sens de la relation a été
arbitraire. La proposition d’'une méthode bond graph générique pour la détermination de
ce type de relation servant a exprimer des fonctions de densité de probabilité conjointes
représente I'une des perspectives de ce travail.

Remarque : La variable d’effort eg peut s’écrire : eg = JCQ—i—bCQ. La FDP associée ¢e, peut
étre également déterminée & partir de cette relation. Néanmoins dans ce cas, la fonction
de densité de probabilité n’est pas déduite du bond graph probabiliste et le bond graph
n’intervient que pour exprimer eg.

L’étape suivante est de passer au calcul numérique pour expliciter la fonction de densité
de probabilité. Pour ce faire, Il faut :

1. discrétiser en sélectionnant des ensembles de points dans les domaines de définition.
Plusieurs méthodes plus ou moins complexes peuvent étre utilisées pour définir ce
maillage,

2. évaluer les fonctions intervenant dans les mesures de DIRAC pour chaque point du
maillage,

3. approcher chaque mesure de DIRAC 0 par une distribution dy (qui peut étre uniforme,
normale ou harmonique.) tel que )\limoé)\ = . Par exemple la mesure de DIRAC
d(e1p — hi(ei1,t)) apparaissant dans I’expression de ¢, peut étre approchée par une
distribution normale : d)(e1o—hi(e11,t)) = \/%exp (—ﬁ(em - hl)z) . Le parameétre
A doit étre suffisamment petit,
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4. utiliser une méthode d’intégration numérique pour évaluer la densité de probabilité

Peq -

— L’analyse causale du transformateur permet de déduire que :

{¢es = n¢e9 (ne& t)
(bfs - %(bfg(%?t)

— L’analyse causale autour de la jonction 1 qui relie les liens 5-6-7-8 permet d’écrire :

Pts = Ptg
¢f6 = ¢f3
¢f7 = ¢fs

et

“+oo “+oo +oo
/ / d(es — (€6 + €7 + €8))deg eres (€6 €7, €8, t)degderdes
— 00 — 00

es(€5,t) = /

— 00
La FDP conjointe ¢eg e7,es PeUt étre exprimée par exemple comme suit (cf. théoréme 7) :
¢e6,97,e8 (667 €7, €s, t) = ¢e3|e6:66,e7:e7(68y t|66’ e7)¢eg|e7:e7 (66, t|€7)¢e7(677 t)

L’analyse causale sur les liens 6 et 7 permet d’écrire :

— Ly,
{%6 = 7% (4.46)

1
¢e7 - b ¢f7

L’exploitation du modéle bond graph bicausal permet d’écrire :

€6 = Jmfg = nJmfg = nJmQ
er = nbpyS) (4.47)
€] = %69: %Q—F%Q

Ainsi, il peut étre déduit que :

— eg = kieg + koer = ha(eg,e7) ou ky = niJJC'm et ko = ngbgm et par conséquent, la FDP
conditionnelle Degleg—cs,er—er = d(es — ha(eg, e7)),
— e = ‘b]—zéy = hs(e7) et par conséquent, la FDP conditionnelle ¢96|e7:e7(66,t’67) =

5(66 — h5(€7))
Par conséquent, la FDP ¢e, peut s’écrire :

+oo ptoo  ptoo
¢95 (65,t) = /_ /_ /_ 5(65—(€6+€7—|—68))5(68—h2(66,67))5(66—h3(67))¢e7(67,t)d€6d€7d€8

(4.48)

— L’analyse causale du gyrateur permet de déduire que :

{¢64 - kic¢f5
¢f4 - kcd’es

— Pour la jonction 1 qui relie les liens 1-2-3-4, I’analyse causale permet d’écrire :

o8, = Pty
o1, = Oty
¢f3 = ¢f4
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et

“+o0o “+oo “+oo
¢91 (elvt) = / / / 5(61_(e2+63+e4))¢e2,e3|e4:e4(627 637t’64)¢e4 (64,t)d€2d€3d64

L’exploitation du modéle bond graph bicausal permet d’écrire :

e2 = £ ((nJm + 22)Q + (nby + 2)Q2
e = k—P: (N + £)Q + (nbyy, + 2)Q
eq = nkS

Ainsi, il peut étre déduit que :

— ey = rﬁg ((nJm + %)54 + (nbm + %)é4) = hy(eq)

— 3 = B (i + Z)éa + (b + B)en) = hs(ea)

Par conséquent la FDP conditionnelle ¢e, e4jeq—c, PEUL S'ECTITE © Pe, ogleqtes (€2, €3, t]€4) =
d(ea — ha(eq))d(e3 — hs(eq)). Ainsi, la FDP ¢o, = ¢y peut étre déduite :

ulu, 1) = /_ :o /_ :O /_ :oa(u—(eg+e3+e4))5(62—h4(e4))5(eg—h5(e4))¢e4(64,t)de2d63d64

(4.49)

Les relations décrites ci-dessus assurent la propagation de l'incertitude caractérisée par une

fonction de densité de probabilité tout le long de la structure du modéle et ce, de la double

source associée a la vitesse de la charge au double détecteur associée & la tension d’alimentation

du systéme. Néanmoins, la propagation de l'incertitude peut également étre décrite en utilisant
des grandeurs caractéristiques a savoir ’espérance et la variance.

Propagation des grandeurs caractéristiques (espérance et variance)
Pour la propagation de l'espérance tout le long de la structure du systéme, I'analyse causale
du modeéle bond graph probabiliste (figure 4.5) permet d’écrire les relations qui gouvernent les
différentes espérances associées aux différentes variables de puissance :

— L’analyse causale autour de la jonction 1 qui relie les liens 9-10-11-12 permet d’écrire que :

et

Heg (t) = Heio (t) + Heyq (t)

En exploitant la causalité sur les liens 10 et 11, les espérances associées aux variables d’effort
e1o et e11 peuvent étre déduites & partir de la connaissance des espérances associées a la
vitesse Q(t) et a laccélération Q(t) de la charge :

pero(t) = Jepig, o () = Jepg(t)

Heqs (t) = befpigyg (t) = bclu’ﬂ(t)

Par conséquent, 'espérance associée a la variable de puissance eg peut s’écrire :

Heg (t) = Jc,uf) (t) + bep (t)
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— L’analyse causale du transformateur permet de déduire que :
{Mee () = pheo(t) = 5 (Jorgy(£) + bepia(t))
Hfs (t) = Npfy (t) = nuo (t)
— L’analyse causale autour de la jonction 1 qui relie les liens 5-6-7-8 permet d’écrire que :
pgs (t) = pgs (£) = npq(t)
pigr () = pgs (t) = npq(t)
pieg () = pgs (t) = npq(t)
et

Hes () = peg(t) + per (t) + pes ()

Les espérances associées aux variables d’effort eg et e; peuvent étre déduites en exploitant
la causalité sur les liens 6 et 7 :

{,Uee (t) = Jm.“fe_ (t) = Jmﬂfg (t) = ndmpg (1)
Her (t) = bmuf-/ (t) = nbm,uﬂ(t)

Ainsi, 'espérance associée a e5 est donnée par :

pes (1) = (o + %) gy (0)+ (b + %) ()

— L’analyse causale du gyrateur permet d’écrire :

s (t) = hepig (t) = nkepa(t)
e (8) = fpies (8) = 2 (mm + 2) gy () + 2= (nbm + %) paa(?)

— L’analyse causale autour de la jonction 1 interconnectant les liens 1-2-3-4 permet d’écrire :

Hefy (t) = [ty (t>
Hfy (t) = Hf, (t)
pieg (1) = pgy (1)

et

pu(t) = Heq (t) = Hez (t) + Heg (t) + Hey (t)

En exploitant la causalité sur le lien 3, 'espérance associée au processus aléatoire es peut
étre déduite :

oo () = Rugg (t) = R [,j (nJm + i) gy (t) + ,j (nbm + i) m<t>]

En exploitant la causalité sur le lien 2, 'espérance associée au processus aléatoire eo peut
étre déduite :

tes (t) = Ly, (t) = Lpg, (t) = lfcués (t)= kLc (Mg (t) + preg (1) + peg (1))

Heg (t) = Jmﬂ'f'6 (t) = ndmpg(t)
Heéq () = bmpy, (1) = nbmpug (t
Heég (1) = % (JCMQ (t)+ betigy (t

~—

)
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Alinsi,
feg (1) = k:LC [(nJm + ic) figy (t) + (nbm + %) Mﬁ(t)}

et par conséquent, I’espérance associée i la tension d’alimentation u peut étre déduite

L J, 1 b J,
pa®) =3 (T 425 ) s®) - |2 (0 )+ R (T ) | (0
R b
+ [ (nbm + c) HR + nkc} o (t)
ke n
Nous remarquons que dans un systéme linéaire, I’espérance se propage comme des valeurs nomi-

nales déterministes et ce grace, a sa propriété de linéarité (propriété 1)

Pour la propagation de la variance, ’analyse causale du modéle bond graph probabiliste

permet d’écrire les relations suivantes :
— L’analyse causale autour de la jonction 1 reliant les liens 9-10-11-12 permet d’écrire

080 (t) = 0§ (1)
of,, (t) = 0 (1)
et
UZQ (t) = Jelo( ) + Gell( ) + 20e;9e11 (t)

Les variances associées aux processus aléatoires ey et e;; peuvent étre déduites en exploi-

tant la causalité sur les liens 10 et 11 :
Taro (t) = JZ03,(1)

€10

e () = b0 (1)

Oe11

et la covariance 0e,geq, (t) s’exprime comme suit :

0610811 / / €10€11 ¢610,911 (6107 €11, )delodell — Heqo (t)luell (t)
+
= / / €10€11Pe;0|e11 =11 (€105 t|€11)Peys (€11, T)der0de11 — fego (t)fless ()
o0 o0
= / / er0e110(e10 — hi(e11))deq, (€11, t)deroders — pieyo (t) fery (T)
o0 o0
Ainsi
029 (t) = Jc2052) (t) + szSQI (t) + 204014 (1)

— L’analyse causale du transformateur permet d’écrire
0% (t) + b2 (t) + 2001001, (1))

g, (t) = of (t) = no§(t)
0'%6 (t) 0'%8 (t) = nQJé(t)
g, (t) = of (t) = no(t)
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et
02, (t) = 02, (t) + 02, (t) + 02, (1) + 20ege; (t) + 20egeq (t) + 20eres (t)

ou
ol (t) = J%J?G (t) = n%]%aé(t)
02, (t) = bj,0%, (t) = n?b,04(t)

Les covariances Oegey (), Tegeg () €t Teyeg () sont définies par :

+0o0 “+o0o
Oeger (t) = / / 6667¢96,67(665 €7, t)d66d67 — Heg (t)ﬂe-/ (t)

+o0o  p+o0o
= / / ese7d(es — ha(er))de, (€7, t)desder — pieg (t) preq (t)

“+oo “+oo
Oegesg (t) = / / 6668(2586,033 (667 €8, t)d66d€8 — Heg (t>/’Le8 (t)
—oco J—00

“+oo “+oo
Geres(t) = | | eresbien ap(er, s, O)derdes — fier (Dtien ()
— 00 —00

ou ¢ee,es (667 €sg, t) = ¢eg|e6:€6 (687 t|66)¢66 (€6a t) et ¢e7,es (€7a €sg, t) = ¢es\e7:e7 (88, t|€7)
bey(e7,t). A partir du systéme d’équations 4.47 exprimé a partir du modéle bond graph bi-
causal, il peut étre déduit? que es = kieg+k3 [ esdt = hg(eg) et es = koer +kyér = hr(er)
ou ki = nQJ—jm, ko = né’—gm, ks = nijm et ks = —4<. Ainsi, les FDP conditionnelles

nZby,
Pegleg—cs €6 Pegler—e; PEUVENE &tre exprimées comme Uit @ Pegleg—es = (s — hg(es)) et

Pegler—e; = 0(es—h7(e7)). Les FDP marginales geq €t ¢e, sont données par I'équation 4.46.
Ensuite, les covariances oegeg (t) €t 0eyeg(t) peuvent s’écrire sous la forme suivante :

+oo p+oo
Oegeg(t) = LOO [m ecegd(es — he(es))deg (€6, t)desdes — fieg () fres (t)

+oo  p+oo
Gepen(f) = / ) /  erend(es — he(en))deq (er, )derdes — jreg (1)ieg (1)

— L’analyse causale du gyrateur permet d’écrire :

™

ol (t) = 2025 t) = n?k2od (t

o7, (t) = of, (t)
o7, (t) = of, (t)
o7, (t) = of, (t)

et

on (t) - 0(291 (t) - ng (t) + 01233 (t> + 0(294 (t) + 20e5e3 (t) + 20e5e4 (t) + 20ege4 (t) (4-51)

u

La variance 023 (t) associée a la variable de puissance e3 est donnée par

2 2 2 R? ,
Oey(t) = R0g, (1) = 72 %es (t)
C

12par abus de notation, nous désignerons la primitive par f dt.
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La variance 022 (t) associée a la variable de puissance ey est donnée par
2 2 2 2 2 L,
Cc

Or, la variance associée a la dérivée de la variable de puissance e;(t) est donnée par :

035 (t) = 034 (t) + 02, (1) + 03, () + 20656, () + 206565 (t) + 206765 (1)

b2 J? 2
=n’Jp05(t) + b0k (t) + n—;aé (t) + n—;aé(t) + ﬁaéméu(t) + 20850, ()

+ QUéeés (t> + 20é7és (t)

Les covariances 0g,geq,, (1), Toger (1), Teges (t) €t 0areq(t) sont données par :

+w +w . . . . . .
Oé10611 () = / / €10€11 0810611 (€105 €11, )dé10de11 — eqo (t) fteqq (1)
—o0 J—o0
+m +m . . . . . . .
= / / €10€110(€10 — hg(é11)) ey, (11, t)dérodérr — oy () ey, (1)
—0oQ —0o

ou hl(éll) = %éllﬂ ¢é11 (éllat) = i@bﬂ(%?t)a Méw(t) = JCN("z(t) et Heqq (t) = bcuﬁ(t)'

+m +m . . . . . .
Oeger () = / / €6€70sger (€6, €7, t)dégdér — peg (t) 1e, (t)
— 00 — 00

+oo  ptoo
= /_ /_ é6e70(ég — h3(€7))Pe, (é7,t)désdér — fiag (t) pe, (t)

ou hy(ér) = §2ér, der(€1,1) = by (it ), Heo () = gy (1) €t pier (1) = nbmpgy (t).

+00 “+o0o
Tegeg(t) = / / 6€80eges (€6, €8, 1)désdeés — leg () pleg ()
— 00 — 00

+oo  ptoo
— /_ /_ é6e30(€s — he(€6))peg (€6, t)décdés — 1o (t) f1eg (1)

ot he(ée) = 75—é6 + 25— [ éodt, dog(é6,t) = g (GH=1), tee(t) = ntmpugy(t) et
pes (t) = 55 (Jengy(t) + bepigy (1))

+0o0 “+o0o
Oereg(t) = / / €7€80er04 (€7, €8, t)dérdés — e, (t) peg ()
— 00 —00

+oo  ptoo
- /_ /_ é7¢30(és — h7(€7))pe, (é7,t)dérdés — f1o, (1) f1eg (T)

ot hr(ér) = nf—gm@ + #—gmém beq(é7,1) = ﬁqﬁg(n%;,t) et fie, (t) = ndmpig(t)-

Les covariances egyez(t), Tegeq(t) €t Oege,(t) figurant dans l'équation 4.51 sont définies
par :

+0o0 +0o0o
Oeqes (t) == / / 6262@532793 (€2a €3, t)d€2d63 — Heo (t)ue,g (t)

‘oo ptoo
= [T eaeatlen = hi)(en)eq e, tiderdes — pioy (pies (1)
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+oo +00
Oegey (t) = / / 6264¢e2,e4 (627 €4, t)d€2d€4 — Heq (t);u'e4 (t)

oo e (4.53)
- /_ /_ e2e40(e2 — hy(es))dey(ea,t)deades — pie, (1) ey (t)

+o0 +o0
Oeges(t) = / / e3€40eg,e4(€3, €4, t)desdes — eg () pey (1)

+oo  ptoo
- L L esesd(es — hs(eq))pe,(ea,t)desdes — freg (t)f1e, (t)

ot hy(es) = féat), halea) = gz (1 + 90)E0 + (nby + %)éa ) et
hs(ea) = it (0 + £)én + (nby + % )es)

En complément des grandeurs caractéristiques (u,(t) et o2(t)) associée & la tension d’alimen-
tation u, la notion d’intervalle de confiance peut étre utilisée (cf. section 4.1.3). Pour déterminer
I'intervalle de confiance & un certain niveau (c’est-a-dire pour donner un intervalle de solutions
garanti & un certain pourcentage), il faut calculer la fonction de répartition associée a la com-
mande u qui n’est d’autre que la primitive de la fonction de densité de probabilité marginale
associée & u définie par I’équation 4.49.

Synthése de tolérance sur la résistance R

Dans cette section, nous cherchons a déterminer la tolérance sur la résistance R du systeme
étudié (figure 4.2) en tenant compte des spécifications sur la trajectoire de la sortie et de son in-
certitude. Le critére d’inversibilité 3 (section 1.3.3, chapitre 1) est veérifié et le modéle bond graph
bicausal associé a cet aspect du dimensionnement est donné figure 4.6. L’analyse structurelle du
modele bond graph bicausal permet de déduire 'ordre l'essentialité nj, = 2 associé a a vitesse
de la charge qui est I'ordre de dérivation maximal nécessaire pour exprimer le modéle inverse
d’ordre minimal. Ainsi la trajectoire spécifiée (équation 4.35) pour la sortie est suffisamment
dérivable.

D_eDf R :bm R:b,
3 7 11
So—YU 4 q | GY | 1 TF | 1.2 _ss
1T 17 4 A ) 51 8 17 9 1_ 12017
i n
2 6 10
L 1:Jdm I

Fia. 4.6 — Modéle bond graph bicausal pour la synthése paramétrique de la résistance R.

Nous supposons que la source de tension délivre une tension u constante au cours du temps.
Dans le cadre de la synthése de tolérance, cette entrée représente une donnée déterministe du
cahier des charges. La vitesse de la charge est considérée comme un processus stochastique dont
Pévolution au cours du temps dépend d’une variable aléatoire A (équation 4.35). Nous suppo-
sons que le cahier des charges est en adéquation avec la structure retenue pour le modéle de
conception. Les FDP associées & ce processus et aux dérivées premiére et seconde sont données
par les équations 4.36, 4.37 et 4.38. La figure 4.7 présente le modéle bond graph probabiliste
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associé & ce probléme de synthése de tolérance : c’est un modéle bond graph multiliens qui per-
met de propager a la fois la puissance, les variables de puissance, les FDP et les deux grandeurs
caractéristiques (espérance et variance) ot Te, = [€; (e, fle; agi]T, Te, = [fi o8 14 algi 17 et
Ta=[Q ¢a pa og)’.

%Di R:b, R:b.
Te, Tf_i Te, Tf-.- Tey, Tf”
u . Tey Tes " Te Te. ' 0
S ——+ 1 | GY | : 11 = TF | L 11 SeSi
T Tk T o T 1 T, o+ Ta
Te, TI"-_‘ Te, Ti}\ Teyo fiy
I:L 1 I:Jde

FiG. 4.7 — Modéle bond graph probabiliste pour la synthése de tolérance sur la résistance R.

Détermination de la fonction de densité de probabilité

L’analyse causale des jonctions 1 reliant les liens 9-10-11-12 et les liens 5-6-7-8, du transformateur
et du gyrateur donne les mémes équations que celles obtenues pour la synthése de tolérance sur
la commande en boucle ouverte. L’analyse causale de la jonction 1 reliant les liens 1-2-3-4 permet

d’écrire :

¢f3 = ¢f4 — kcd’eg,
oll ¢y est la FDP définie par I’équation 4.48 et

“+oo +oo
¢e3 (63, t) = / ¢e2,e3,e4 (62, €3, €4, t)d€2d€4
—00

—00

“+o00 “+o0
= / / d(ez — (u — e2 — €4)) ey ,eqs (€2, €4, t)deadey

+oo oo
= [ [ d(ez — (u— ez — e4))d(e2 — ha(es)) ey (€4, t)deadey

ot ha(es) = ks (i + 2)éa + (nb + )éa).

La détermination de la fonction de densité de probabilité associée & la résistance R passe par
la détermination de la fonction de densité de probabilité conjointe ¢e, g, qui est différente du
produit des deux FDP marginales ¢eq €t ¢g, (car les deux processus aléatoires sont dépendants) :

+oo  pt+oo
on(R) = [ O eata( R es, f, ) desdfs

- /ioo /‘:,o (R~ (7)) dense o ety

L’exploitation du modéle bond graph bicausal permet d’écrire :

fy =3 [(nIm+ %) @+ (nb + 5 ) ©)
es=u—kefs —Lf3
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Or f3 = [(nJm + JC) %fg) + (nbm + %) %f5} = hg(f5). Par conséquent, e3 = u — kchg_l(fg) —

t,

Lfs = hio(f3). Ainsi, ¢r peut étre donnée par :

R) = /_:O /_:05( (;3)) d(e3 — ho(f3)) dts (f3, t)desdfs

Détermination des grandeurs caractéristiques (espérance et variance)

L’analyse causale des jonctions 1 reliant les liens 9-10-11-12 et les liens 5-6-7-8, du transformateur
et du gyrateur donne les mémes équations que celles obtenues pour la synthése de tolérance sur
la commande en boucle ouverte. L’analyse causale de la jonction 1 reliant les liens 1-2-3-4 permet
d’écrire :

p0) = 1 (0) = tes(®) = 1 [ (nIm 4 %) )+ (b + %) o)

et

fes () = pey (1) — Hez (1) — ey (t)
- kL KnJm + ‘i) gy (1) + (mm + i) uﬁ(t)] = nkepe(t)

L’analyse causale des variances autour de la jonction 1 reliant les liens 1-2-3-4 permet de déduire :

of,y (t) = 0F, (t)

avec o7, (t) définie par 'équation 4.50 et

‘7(233 (t) = 021 (t) + ‘722 (t) + ‘724 () + 20ese5(t) + 20064 (t) + 20e5e, (t)

avec 02, (t) = Oeyes(t) = Oeres(t) = 0 parce que e1(t) = u(t) est une grandeur déterministe,
2,(t) (resp. 02,(t), Oege, (t)) est définie par I'équation 4.52 (resp. équation 4.50, équation 4.53).

Oeq

La détermination des grandeurs caractéristiques associées a la résistance R se fait & partir de
la fonction de densité de probabilité conjointe ¢eg g, :

+o0 +o0 es3
HR = / / () ¢e3,f3de3df3
J—oo J—00 f3

N /;OO /J:O (j{i) d(es — h1o(f3)) b5 (f3,)desdfs

+oo 2
( ¢e3,f3 d€3df3 - IU’R

/.
[ (;) (es — ol fs)) ey (f t)desdfs — 12

Conclusion

Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéressés a la modélisation bond graph (outil sup-
port de la méthodologie de dimensionnement) des incertitudes paramétriques qui peuvent étre
présentes dans les systémes mécatroniques. Dans le chapitre 3, nous nous sommes intéressés a
I’aspect synthése paramétrique de la méthodologie, notamment pour la prise en compte des in-
certitudes (synthése de tolérances). Dans ce chapitre, le travail de synthése est approfondi en
utilisant les outils probabilistes. Les contributions de ce chapitre peuvent étre résumeées comme
suit :
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— Présentation du probléme stochastique dynamique inverse : le principe de conservation de
probabilité a été établi pour un modéle dynamique stochastique inverse (inversion entrées
/sorties et inversion parameétres/sorties) et une méthode générique pour la détermination
des fonctions de densité de probabilité a été mise en place (ce travail est une adaptation des
travaux de L1 et CHEN [Li 06b,Li 08, Che09b, Li 09] portant sur des systémes dynamiques
stochastiques directs). Indépendamment du formalisme bond graph, cette formulation re-
présente un traitement global du probléme.

— Proposition d'un modeéle bond graph probabiliste qui permet d’établir la propagation des
fonctions de densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques (espérance et variance)
tout le long de la structure du modéle. Ce modeéle bond graph offre une description éner-
gétique et probabiliste & la fois. En effet, une fonction de densité de probabilité et des
grandeurs caractéristiques sont associées a chaque variable d’énergie et de puissance du
modele bond graph. La propagation de ces grandeurs le long du modéle bond graph pro-
babiliste repose en grande partie sur une analyse causale : c’est la causalité/bicausalité qui
permet d’orienter cette propagation de l'incertitude. Ainsi, par rapport a la démarche glo-
bale, le modéle bond graph probabiliste permet une démarche locale dans la propagation
de l'aléa tout le long de la structure du modéle de conception. Cette démarche peut étre
avantageuse dans le cas ol le concepteur veut synthétiser 'impact de 'incertitude consi-
dérée en entrée du modéle inverse sur les différents composants du systéme & concevoir.

Ce travail représente une premiére réflexion sur ’approche probabiliste dans la démarche du
dimensionnement sur des critéres dynamiques et énergétiques.






Conclusion générale

Le premier chapitre, essentiellement bibliographique, a présenté le contexte général dans
lequel s’inscrit cette thése. Aprés une bréve introduction aux systémes mécatroniques et & leur
architecture générique d’un point de vue énergétique, les différents facteurs d’incertitude affectant
ces systémes ont été présentés. Dans ce contexte de la prise en compte des incertitudes, différents
outils de modélisation et d’étude des systémes mécatroniques incertains ont été rappelés, notam-
ment la représentation d’état des systémes incertains, I’analyse de sensibilité, 'arithmétique par
intervalles et ’approche probabiliste. Ensuite, le probléme de conception et de dimensionnement
des systémes mécatroniques a été abordé de maniére générale. Aujourd’hui, 'approche classique
de conception qui consistait & adopter une démarche d’ingénierie séquentielle n’est plus adaptée
pour les systémes mécatroniques. Par contre, les concepts d’ingénierie concourante, de cycle de
conception en V et de prototypage virtuel permettent de réduire les coiits et les temps d’étude de
la phase de conception. Puisque la méthodologie de dimensionnement par inversion des modéles
bond graph a montré un intérét et comme nos travaux représentent une contribution a cette
méthodologie, ses différentes étapes et ses différents aspects, notamment pour la synthése para-
meétrique, ont donc été développés. Enfin, ’analyse structurelle et ’analyse comportementale qui
représentent 1'une des originalités de la méthodologie de dimensionnement ont été présentées.
Ces aspects permettent au concepteur de vérifier si les spécifications du cahier des charges sont
en adéquation avec la structure du modéle de conception.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous sommes intéressés & la prise en compte des incertitudes
paramétriques dans un modeéle bond graph (outil support de la méthodologie de dimensionne-
ment). Ainsi, un état de 'art sur les différentes approches bond graph (bond graph de sensibilité,
bond graph incrémental et bond graph incertain) pour la modélisation et 'analyse des incerti-
tudes paramétriques a été établi. Ensuite, nous avons proposé des contributions au bond graph
incertain qui permettent de retrouver graphiquement le modéle d’état canonique et le modéle
standard d’interconnexion. Adaptées aux systémes incertains, ces représentations d’état sont éta-
blies de sorte que la partie nominale et la partie incertaine du modéle soient séparées afin de
pouvoir décrire I’écart entre le comportement nominal et le comportement tenant compte des
incertitudes. Ces contributions ont concerné non seulement les éléments bond graph 1-port et les
transducteurs 2-ports mais aussi les éléments bond graph multiport (R, I et C) en mettant en
place une représentation bond graph standard d’interconnexion adaptée & ces éléments. Comme
cette représentation fait appel & une procédure de décomposition, des contributions sur ce sujet
ont également été proposées.

Le troisiéme chapitre a été dédié a I'approfondissement de la phase d’analyse structurelle et
comportementale en proposant un ensemble de procédures permettant la vérification de 'adé-
quation du cahier des charges & la structure retenue pour le modéle de conception. Tout d’abord,
des procédures graphiques ont été proposées pour analyser le cahier des charges et pour véri-
fier si les spécifications des sorties sont suffisamment dérivables pour inverser le modéle et pour
remonter ces spécifications tout le long de la structure du modéle de conception. Ensuite, nous
nous sommes intéressés & un autre aspect de ’analyse du probléme de conception qui consiste a
vérifier si les spécifications données sous forme de comportement type peuvent étre portées par
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la structure retenue. En cas d’inadéquation, des recommandations pour la remise en question des
spécifications ou de la structure d’'un composant & concevoir ont été proposées. Cette vérification
a été établie par niveau d’analyse : du niveau d’analyse BG-structurel au niveau d’analyse numé-
rique ou cette vérification peut étre utilisée pour la synthése paramétrique ou pour la synthése
de tolérance.

Le quatriéme chapitre constitue une premiére réflexion sur la synthése de tolérance par ’ap-
proche probabiliste ot un couplage entre cette approche et la méthodologie de dimensionnement
par inversion des modéles bond graph a été proposée. Tout d’abord, certains concepts de base
de l'approche probabiliste utilisés dans ce travail ont été rappelés. Ensuite, nous nous sommes
intéressés a l’évolution de la densité de probabilité dans un systéme stochastique dynamique
direct ainsi qu’au principe de conservation de la probabilité. Nous avons proposé une adaptation
de ce principe au probléme stochastique dynamique inverse ainsi que les étapes nécessaires pour
la détermination des fonctions de densité de probabilité de la sortie du modéle inverse a partir de
la connaissance des spécifications probabilistes sur ses entrées. Enfin, un modéle bond graph pro-
babiliste permettant la propagation de la densité de probabilité et des grandeurs caractéristiques
(espérance et variance) tout le long du modéle inverse a été propose.

Résumé des contributions

Dans le deuxiéme chapitre et aprés une bréve présentation de I’état de ’art sur la modélisation
bond graph des incertitudes paramétriques, nos contributions ont porté sur ’approche bond
graph incertain et plus particuliérement sur I'obtention graphique du modeéle d’état canonique
et du modéle standard d’interconnexion. Ainsi :

— au niveau de la représentation d’état canonique, une procédure alternative a celle existante
dans I’état de 'art est proposée pour la détermination graphique du modeéle d’état cano-
nique (procédure 2, page 42). Cette procédure permet d’éviter des calculs intermédiaires
nécessaires par ailleurs dans la procédure existante.

— au niveau de la représentation bond graph standard d’interconnexion des éléments 1-port
et des transducteurs 2-ports, une approche alternative est proposée pour la détermination
graphique du modéle standard d’interconnexion (section 2.2, page 49). Par rapport a ’ap-
proche existante, cette procédure permet la simplification graphique du modéle bond graph
incertain associé.

Ensuite, nous nous sommes intéressés a la représentation standard d’interconnexion des éléments
bond graph multiport (R, I ou C). Dans une représentation standard d’interconnexion, des en-
trées/sorties auxiliaires doivent étre identifiées pour représenter les incertitudes relatives sous
forme de retours internes. Cette identification s’est avérée difficile dans le cas des éléments bond
graph multiport. Pour cette raison, nous avons proposé que la détermination de la représentation
bond graph standard d’interconnexion d’un élément multiport soit basée sur une décomposition
de ce dernier. Ainsi :

— au niveau de la décomposition des éléments multiport, deux nouvelles décompositions des
¢éléments multiport (R, I ou C) ont été proposées : la décomposition canonique congruente
étendue (procédure 3, page 59) et la décomposition auxiliaire (procédure 4, page 61).

— au niveau de la représentation bond graph standard d’interconnexion des éléments multi-
port (R, Tet C), la procédure 5 (page 65) basée sur la décomposition canonique congruente
étendue et la procédure 6 (page 66) basée sur la décomposition auxiliaire ont été proposées.
Ainsi, la représentation standard d’interconnexion d’un élément multiport (R, I ou C) peut
étre déterminé selon deux procédures.

Ces contributions avaient pour objectif d’exploiter la modélisation bond graph des incertitudes
paramétriques dans la démarche de dimensionnement par inversion. L’inversion d’un modéle
bond graph qui met en évidence I'incertitude (absolue ou relative) doit ainsi permettre la remon-
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tée des spécifications des sorties et leur incertitude sur les entrées et les tolérances parameétriques.

Dans le troisieme chapitre (et dans les annexes support F, G et H), la phase d’analyse struc-
turelle et comportementale a été approfondie en proposant des procédures permettant la vérifi-
cation de ’adéquation du cahier des charges & la structure retenue pour le modéle de conception.
En cas d’inadéquation, ces procédures permettent d’apporter une aide a la rédaction du cahier
des charges. Dans une premiére partie, nous avons proposé des procédures graphiques pour la
détermination de différents invariants (ordres de zéros/poles & Uinfini, ordres relatifs et ordres
d’essentialité) dont 'utilisation s’est avérée intéressante dans la démarche dimensionnement des
systémes mécatroniques. Tout d’abord, des contributions (algébriques et graphiques) au niveau
représentation d’état ont été énoncées pour pouvoir démontrer par la suite les procédures bond
graph comme par exemple une procédure algébrique permettant la détermination des ordres
relatifs a partir des ordres des poles a 'infini du modele inverse (théoréme 4, page 80).

Ensuite :

— des procédures bond graph permettant le calcul du déterminant (ainsi que des mineurs)
de la matrice systéme du modéle inverse sont proposées et démontrées (procédures 13
et 14, page 98 et page 102). En effet, 'analyse structurelle et comportementale établie sur
le modéle bond graph inverse a montré que le calcul des mineurs de la matrice systéme
ainsi que le calcul de leur degré (procédures 15 et 36, page 102 et page 251) est d’un
grand intérét dans les démonstrations des procédures bond graph. Ces procédures ont été
présentées selon les niveaux d’analyse (BG-structurel et comportemental),

— une procédure par niveau d’analyse pour la détermination des ordres des poles & l'infini
(resp. ordres relatifs, ordres d’essentialité) du modele inverse a partir du modéle bond graph
bicausal (procédures 16, 17 et 18 (pages 103, 105 et 107) et annexe F) [El 11b].

Dans une deuxiéme partie du troisiéme chapitre (ainsi que dans les annexes support G et H),
des procédures permettant la vérification de 'adéquation entre le modéle d’un composant 1-port
et les spécifications imposées en entrée et en sortie dans le domaine de LAPLACE (spécifications
sous forme de comportements type) ont été établies (procédure 19 (page 113) pour les systémes
monovariables et procédure 40 (annexe G) pour les systémes multivariables). L’annexe H traite
le cas d’un composant multiport. Dans ces procédures, les différents niveaux d’analyse ont été
mis en évidence. En cas d’inadéquation, les résultats énoncés permettent d’identifier le niveau
d’analyse auquel le probléme se pose et offrent une aide a la rédaction du cahier des charges. Au
niveau de l'analyse numeérique (le niveau d’analyse le plus bas), la vérification de ’adéquation
structure/spécifications coincide avec la synthése paramétrique ou encore la synthése de tolé-
rances.

Dans le quatriéme chapitre, une réflexion sur la synthése de tolérances a été engagée en
utilisant 'approche probabiliste. Nous avons commencé par formuler le probléme stochastique
dynamique inverse puis le principe de conservation de probabilité a été établi pour un modéle
dynamique stochastique inverse. Ensuite, une méthode générique pour la détermination des fonc-
tions de densité de probabilité des sorties du modeéle inverse (i.e. les entrées de commande ou de
perturbation ou les parameétres) & partir de la connaissance des fonctions de densité de probabi-
lité des entrées (i.e. les sorties du modeéle physique) a été mise en place. Les deux cas d’inversion
entrées/sorties et paramétres/sorties ont été traités. Ce travail représente une adaptation des
travaux de L1 et CHEN [Li 06b,Li 08, Che09b, Li 09] portant sur des systémes dynamiques sto-
chastiques directs. Indépendamment du formalisme bond graph, cette formulation correspond
4 un traitement global du probléme probabiliste. Ensuite, nous avons proposé un modéle bond
graph probabiliste qui permet la propagation des fonctions de densité de probabilité et des gran-
deurs caractéristiques (espérance et variance) tout le long de la structure du modeéle. Ce modéle
bond graph offre une description énergétique et probabiliste & la fois car une fonction de densité
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de probabilité et des grandeurs caractéristiques sont associées a chaque variable d’énergie et de
puissance du modéle bond graph. La propagation de ces grandeurs le long du modéle bond graph
probabiliste repose en grande partie sur une analyse causale puisque c’est la causalité/bicausalité
qui permet d’orienter cette propagation. Ainsi, par rapport a la démarche globale, le modéle bond
graph probabiliste permet une démarche locale dans la propagation des tolérances tout le long de
la structure du modéle de conception. Cette démarche trouve son intérét dans le cas ol le concep-
teur veut synthétiser, & partir des incertitudes considérées sur les sorties du modéle physique, les
tolérances admissibles sur les différents composants du systéme & concevoir.

Perspectives

Les travaux présentés dans ce mémoire contribuent au développement de la méthodologie
de dimensionnement des systémes mécatroniques par modéles bons graph inverses. Néanmoins,
certaines questions restent sans réponses et certains points sont a approfondir, ainsi plusieurs
perspectives peuvent étre envisagées.

Au niveau de la représentation bond graph des incertitudes paramétriques, une comparai-
son des différentes approches (bond graph de sensibilité, bond graph incrémental et bond graph
incertain avec ses deux représentations : canonique et standard d’interconnexion) serait intéres-
sante dans un contexte de synthése de tolérances par inversion. L’utilisation de I'approche bond
graph incertain dans ce contexte permettrait de distinguer les avantages et les inconvénients des
procédures existantes et alternatives. Enfin, cette étude comparative permettrait de quantifier
I'impact de 'approximation opérée dans les bond graphs incrémental et de sensibilité ce qui n’est
pas le cas dans le bond graph incertain qui tient compte de 'incertitude de maniére exacte. Cette
comparaison n’a pas été réalisée dans ces travaux parce qu’il fallait tout d’abord trouver 1’outil
efficace pour mettre en ceuvre la synthése de tolérances. En premier lieu, nous nous sommes inté-
ressés & I'arithmétique par intervalles qui a été abandonnée pour son effet enveloppant. Ensuite,
nous avons abordé ’approche probabiliste qui s’est avérée un outil intéressant pour la synthése
de tolérances. La représentation bond graph des incertitudes paramétriques et le probléme de
synthése de tolérances ont été développés simultanément et faute de temps, la comparaison n’a
pas eu lieu.

Au niveau de la vérification de 'adéquation du cahier des charges a la structure retenue pour
le modéle de conception et plus précisément au niveau d’analyse BG-structurel, la détermination
graphique des invariants caractérisant la structure (ordres des zéros/poéles a 'infini, ordres rela-
tifs et ordres d’essentialité) reste inchangée par conjecture pour les systémes non linéaires. Cette
conjecture repose sur le fait que 'analyse des chemins causaux est inchangée pour les systémes
non linéaires vu que la non linéarité dans les modéles bon graphs surgit sur les lois caractéristiques
associées aux différents éléments. Néanmoins, la démonstration de cette conjecture reste a faire.
Sans étre exhaustifs, nous pouvons citer les travaux de LICHIARDOPOL et SUEUR [Lic07a,Lic07b]
sur ’extension de certaines propriétés bond graph dans le cas de systémes linéaires & paramétres
variants dans le temps ou bien les travaux de GLUMINEAU et M0OOG [Glu89] sur les ordres d’es-
sentialité des systémes non linéaires affines en la commande qui pourront étre mis & profit pour
cette démonstration. Dans la démarche de conception, ces invariants permettent de conclure sur
I'ordre de dérivation minimal nécessaire pour pouvoir inverser le modéle et sur la découplabilité
du modéle de conception. Dans ce contexte, une étude de la platitude semble étre intéressante.
Les travaux de GIL et al. [Gil97| et de RICHARD et al. [Ric02]| pourront étre mis & profit.

Toujours au niveau de la vérification de I'adéquation du cahier des charges a la structure
retenue pour le modeéle de conception, l'implémentation logicielle des procédures 19, 40 et 41
semble nécessaire afin d’automatiser les différentes étapes et d’assurer un gain de temps impor-
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tant dans la démarche de conception. Cette implémentation fera appel en premier lieu a ’analyse
des chemins et des boucles causaux (comme celle déja proposée par le logiciel MS1) pour le niveau
d’analyse BG-structurel et en second lieu & un solveur de calcul formel pour le niveau d’analyse
comportemental et enfin & un solveur de calcul numérique pour le niveau d’analyse numérique
et pour la synthése paramétrique/de tolérances.

Au niveau de la synthése de tolérances par approche probabiliste, cette premiére réflexion doit
étre approfondie notamment au niveau de la détermination générique des fonctions de densité
de probabilité conjointes associées a des variables/processus aléatoires sur le modéle bond graph
probabiliste car dans les travaux présentés, ces fonctions sont supposées connues ou pouvant
étre déterminées de maniére plus ou moins heuristique & partir de 'exploitation du modéle bond
graph. En effet, la fonction de densité de probabilité conjointe associée & deux variables de puis-
sance par exemple (variables qui sont dépendantes) s’exprime en fonction d’une mesure de DIRAC
qui fait appel a la relation existante entre ces deux variables. Dans I’exemple du chapitre 4, cette
relation a été déduite en exprimant chaque variable de puissance en fonction de la sortie et de ses
dérivées successives et en établissant le lien entre ces deux expressions. Néanmoins, 1’analyse de
certains chemins et boucles causaux impliquant ces deux variables de puissance pourrait définir
une méthode générique pour déterminer cette relation et par conséquent pour déterminer la fonc-
tion de densité de probabilité associée aux variables de puissance. Outre le fait qu'une méthode
générique permette une détermination systématique de ces fonctions de densité de probabilité,
elle contribuerait également & pouvoir s’intéresser aux aspects d’analyse structurelle dans le do-
maine probabiliste afin d’exprimer éventuellement des invariants associés au modéle stochastique.

Pour la prise en compte des incertitudes paramétriques rencontrées en remontant les tolé-
rances (sur les spécifications) tout le long de la structure du modéle bond graph probabiliste,
une méthode générale pour prendre en compte ces incertitudes paramétriques a été évoquée et
illustrée sur un exemple mais sans étre détaillée pour les différents éléments bond graph et les
différentes configurations causales. Cette prise en compte fait appel a la fonction de densité de
probabilité conjointe ce qui fait que la détermination de cette distribution représente un point
clé pour le développement du bond graph probabiliste.

Le bond graph probabiliste proposé s’intéresse & la densité de probabilité et aux grandeurs
caractéristiques associées aux variables de puissance. Néanmoins, il serait intéressant de détermi-
ner la densité de probabilité associée & la puissance qui est différente du produit des densités de
probabilité des variables d’effort et de flux. Enfin, une implémentation logicielle du modéle bond
graph probabiliste est également nécessaire afin d’automatiser le calcul des fonctions de densité
de probabilité et des grandeurs caractéristiques associées aux différentes variables de puissance et
d’énergie. Le calcul numérique d’une fonction de densité de probabilité associée & une variable de
puissance fait appel en premier lieu & une méthode de discrétisation afin de définir un maillage et
a une méthode d’intégration numérique. Si cette fonction de densité de probabilité s’exprime en
fonction d’une densité de probabilité conjointe alors il est nécessaire d’approcher chaque mesure
de DIRAC par une distribution.
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Annexe A

Le langage Bond Graph

Cette annexe présente les notions de base sur le langage bond graph. Comme compléments
d’information, le lecteur pourra consulter les références suivantes [Dau00, Kar06].

Le langage bond graph est un outil de modélisation basé sur la description graphique des
transferts d’énergie au sein d’'un systéme physique. Une représentation uniforme par rapport
aux différents domaines de la physique fait de lui un langage pluridisciplinaire qui permet de
modéliser les différents phénomeénes énergétiques ainsi que la maniére dont ces phénomeénes sont
interconnectés. Un modéle bond graph peut étre vu comme un modéle intermédiaire entre une
représentation technologique et un modéle analytique.

A.1 Variables de puissance et d’énergie

Les transferts d’énergie au sein d’'un modéle bond graph sont caractérisés par deux variables
de puissance et une puissance. L’état du systéme est représenté par les variables d’énergie du
modéle bond graph.

A.1.1 Variables de puissance

Sur un modeéle bond graph, le transfert d’énergie entre deux sous-systémes >4 et Xp est
représenté par une demi-fleche appelée « lien de puissance » ou « bond » (figure A.1). Ce transfert
est caractérisé par deux variables de puissance : une variable dite d’effort e(t) et 'autre de flux
f(t) dont le produit est la puissance instantanée P(t) associée au transfert d’énergie :

P(t) = e(t)f(t) (A.1)

Par convention :
— le sens de la demi-fleche du lien de puissance indique l'orientation positive du flux d’énergie ;
— la variable de flux f(t) est placée du coté de la demi-fleche et par conséquent, la variable
d’effort est placée de 'autre cété du lien.

e(t)

A gy 7

Fia. A.1 — Flux d’énergie entre deux sous-systémes.
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A.1.2 Variables d’énergie

L’énergie transférée entre les deux sous-systémes Y4 et Yp (figure A.1) peut étre calculée

par intégration de la puissance instantanée P(t) par rapport au temps :

Les variables d’énergie, associées aux phénomeénes de stockage d’énergie dans un systéme, carac-

t

E(t) = E(to) + | e(r)f(r)dr

to

(A.2)

térisent son état énergétique et sont définies par les intégrales des variables de puissance :

Les variables p(t) et q(t) sont appelées respectivement moment généralisé et déplacement géné-

t

p(t) = p(to) + | e(r)dr

to

a0 = qlto) + [ F(ryar

to

(A.3)

(A4)

ralisé. A partir des équations A.3 et A.4, les relations suivantes sont déduites directement :

Le tableau A.1 présente la nature des variables d’énergie et de puissance dans différents domaines

de la physique.

TAB. A.1 — Les variables de puissance et d’énergie associées a différents domaines de la physique.

(A
A

Domaine Variables de puissance Variables d’énergie
physique Effort Flux Moment Déplacement
généralisé généralisé
Mécanique Force Vitesse Quantité de Déplacement
de (N) (m/s) mouvement (m)
translation (kg.m/s)
Mécanique Couple Vitesse Moment Angle
de (N.m) angulaire cinétique (rad)
rotation (rad/s) (kg.m?/s)
Hydraulique Pression Débit Moment de Volume
(Pa) volumique pression (m3)
(m3/s) (Pa.s)
Electrique Tension Courant Flux magnétique Charge
v) (4) (Wb) (©)
Magnétique Force Dérivée du flux Flux magnétique
magnétomotrice magnétique (W)
(4) (Wb/s)
Chimie Potentiel Débit molaire Mole
chimique (mol/s) (mol)
(J/mol)
Thermo- Température Débit Entropie
dynamique (K) d’entropie (J/K)
(W/K)
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A.2 Eléments bond graph

Dans cette section, les principaux éléments bond graph sont présentés. Ces éléments peuvent
étre classés en quatre catégories : les éléments passifs, les éléments actifs, les éléments de jonction
et de transduction et les éléments d’analyse!. Les relations associées appelées lois caractéristiques
ou encore lois constitutives caractérisent ces éléments et sont utilisées pour la mise en équation du
systéme. Par ailleurs, ces relations restent acausales malgré leur écriture orientée (une expression
a droite et une expression a gauche du signe « = »), autrement dit, elles ne préjugent pas d’un
schéma de calcul particulier.

A.2.1 Eléments passifs

Les éléments passifs correspondent & des phénomeénes physiques qui transforment l'énergie
fournie en énergie stockée (éléments bond graph I ou C) ou dissipée (élément bond graph R).
Par convention, les liens de puissance associés sont orientés vers les ¢éléments (Tableau A.2). Pour
les éléments de stockage d’énergie (I et C), I'énergie stockée s’exprime en fonction du moment
généralisé p(t) (pour un élément I) et du déplacement généralisé ¢(t) (pour un élément C).

Remarque : Les lois caractéristiques inverses existent & condition que les fonctions ® soient
inversibles.

TAB. A.2 - Eléments bond graph passifs.

Elément Représentation graphique, Exemples physiques
bond graph loi caractéristique et énergie
e(t)
C fm 7 © Ressort,
Stockage d’énergie q(t) — Pc(e(t)) = capacité électrique,
sans dissipation q(t) — Ce(t ) =0 (li nealre) réservoir hydraulique,...

E(q) = E(qo) + J, e(

|
I f(t) Masse, inertie,
Stockage d’énergie p(t) — ®7(f(t)) =0 inductance électrique,...
sans dissipation p(t) — I f(t) = 0 (linéaire)

E(p) = E(po) + [} f(r)dr

e(t)
—— R
R fit) Frottements secs, visqueux,
dissipation e(t) — Pr(f(t) =0 résistance électrique,
d’énergie e(t) — Rf(t) =0 (linéaire) restriction hydraulique,...

E(t) = E(to) + [y, e(r) f(r)dr

A.2.2 FEléments actifs

Les éléments actifs correspondent & une source idéale d’énergie capable d’imposer une variable
d’effort (élément bond graph Se) ou une variable de flux (élément bond graph Sy). Par convention,

'Les éléments d’analyse peuvent représenter des capteurs.
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les liens de puissance associés sont sortants (Tableau A.3).

TAB. A.3 — Eléments bond graph actifs®.

Elément bond graph

Représentation graphique

Exemples physiques

Se
Source d’énergie
imposant ’effort

e(t) est imposé au systéme

Source de pression,
source de tension,...

Sy
Source d’énergie

elt)

Source de courant,...

imposant le flux

f(t) est imposé au systéme

A.2.3 Eléments de jonction et de transduction

Les éléments de jonction et de transduction permettent de décrire 'interconnexion et les cou-
plages entre les différents phénomeénes énergétiques présents dans un systéme tout en respectant
le principe de conservation de puissance.

Eléments de jonction

Les éléments de jonction permettent d’interconnecter des phénoménes énergétiques qui par-
tagent la méme variable d’effort (jonction 0) ou la méme variable de flux (jonction 1). Les signes
apparaissant dans les lois caractéristiques de ces éléments dépendent de l'orientation des liens
de puissance connectés : une variable est pondérée par un signe + si le lien correspondant est
entrant et par un signe - si le lien est sortant. Le tableau A.4 présente une jonction avec trois
liens de puissance. Néanmoins le principe est généralisable & n liens de puissance.

TAB. A.4 — Eléments de jonction.

de conservation
de puissance

Elément Représentation graphique | Exemples physiques
bond graph et lois caractéristiques
ea(t) |f(t)
et et}
Jonction 0 fit) f:(0) Contrainte cinématique,

e1(t) = ea(t) = e3(t)
fi(t) + fa(t) + f3(t) =0

loi des mailles,...

Jonction 1
de conservation
de puissance

ety |f(t)

et} es(t)
fi(t) f3(t)
61(t) -+ €2<t) + 63(t) =0
fi(t) = fot) = f3(t)

Equation de
NEWTON-EULER
loi des nceuds,...
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Eléments de transduction

Les éléments de transduction permettent de coupler des phénoménes énergétiques apparte-
nant & des domaines physiques différents. Ces couplages peuvent s’exprimer sous la forme de
relations entre deux variables de puissance de méme nature (élément bond graph TF) ou sous la
forme de relations entre deux variables de puissance de natures différentes (élément bond graph
GY) (tableau A.5).

TaB. A.5 — Eléments de transduction.

lément bond graph

Représentation graphique
et lois caractéristiques

Exemples physiques

TF
transformateur,
transducteur instantané
et sans dissipation

ea(t)
fa(t}

e (t)
fi(t)

TF
e1(t) —mea(t) =0
mfi(t) — fa(t) = 0

ol m est le module

réducteur mécanique,
bras de levier,
systéme de poulies,

transformateur électrique,...

d’énergie du transformateur
e(t) ex(t)
fi(t) (3..Y fi(t)
GY r gyroscope, capteur
gyrateur, e1(t) —rfa(t) =0 a effet Hall, conversion

transducteur instantané
et sans dissipation
d’énergie

Tfl (t) - eg(t) =0
ol r est le module
du gyrateur

électromécanique d’un moteur

4 courant continu,...

TAB. A.6 — Eléments bond graph d’analyse.

Elément bond graph | Représentation graphique | Exemples physiques
et loi caractéristique
e(t) D
D, fit) ’ Voltmétre,
Détecteur d’effort f(t)y=0 dynamomeétre,...
imposant un flux nul
e(t) D
- f
Dy fit) Ampéremétre,
Détecteur de flux e(t)=0 débitmetre,...
imposant un effort nul
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A.2.4 Eléments d’analyse

Pour des besoins d’analyse?, il peut étre utile de faire apparaitre les sorties du systéme. Pour
cela, des éléments passifs ont été introduits : le détecteur d’effort (élément bon graph D.) et
le détecteur de flux (élément bond graph Dy) (tableau A.6). Ces éléments sont placés dans le
modele bond graph pour indiquer la présence d’un capteur ou d’un instrument de mesure sup-
posé idéal (qui ne consomme pas de puissance). Placés sur des jonctions adéquates, leur ajout
ne modifie pas le comportement dynamique du modéle.

Remarques :
— Le tétraédre de PAYNTER (figure A.2) résume les relations entre les variables de puissance
et d’énergie associées aux éléments passifs (R, I et C).

F1G. A.2 — Tétraédre de PAYNTER.

— Les éléments actifs, les éléments de dissipation (R) et les éléments de transduction peuvent
étre modulés par un signal. Leur symbole est alors précédé par « M » et leur loi caracté-
ristique est fonction d'un signal de modulation.

A.3 Construction d’un modéle bond graph

La construction d’'un modéle bond graph d’un systéme physique se fait en trois étapes :

1. La premiére étape consiste en une approche systémique : décomposer le systéme en sous-
systémes et chaque sous-systéme en composants. L’interconnexion de ces différents com-
posants est modélisée par des liens de puissance. L’ensemble forme le modéle bond graph a
mots ou word bond graph.

2. La deuxiéme étape consiste en le principe fondamental de conservation d’énergie : ’énergie
absorbée est la somme de ’énergie stockée et de I’énergie dissipée. Cette conservation est
représentée par les jonctions 1 et 0 et par les couplages entre les domaines.

3. La troisiéme étape consiste en une approche phénoménologique : identifier les phénomeénes
énergétiques et associer a chaque phénoméne (dissipation ou stockage d’énergie) une loi
caractéristique décrivant la relation entre les variables de puissance.

La procédure 20 permet de reprendre ces trois étapes afin de construire un modéle bond
graph d’un systéme & paramétres localisés issu des domaines de 1’électrique, de I’hydraulique et
de la mécanique (de translation ou de rotation).

Procédure 20. Construction du modéle bond graph
Pour les systémes o paramétres localisés des domaines de [’électrique, de 'hydraulique, de la
mécanique de translation et de la mécanique de rotation [Fav97] :

1. Identifier les différents domaines de la physique présents dans le systéme.

$Notamment pour établir une analyse structurelle et comportementale (cf. chapitre 3).
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2. Choisir une référence de potentiel, de pression, de vitesse de translation et de rotation.

3. A chaque neud distinct de potentiel, de pression, attacher une jonction 0 et, a chaque
vitesse de translation et de rotation, attacher une jonction 1. Nommer les variables liées a
ces potentiels et ces vitesses.

4. Insérer une jonction 1 entre les jonctions 0 et inversement pour les domaines de la méca-
nique.

5. Placer les liens de puissance faisant alors apparaitre les différences de potentiels, de pres-
sions, de vitesses de translation et de rotation (Figure A.3).

) )

0— 1 —0 1— 0 —1
(a) (b)

Fia. A.3 — Jonctions et liens de puissance faisant apparaitre (a) les différences de potentiels et
de pressions, (b) les différences de vitesses.

6. Placer les éléments de transduction appropriés entre les différents domaines du systéme.

7. Connecter les éléments dissipatifs R et les éléments de stockage d’énergie I et C aux liens
libres correspondant auxr phénomeénes modélisés et en indiquant leur paramétre ou leur lot
caractéristique.

8. Rajouter les sources et les éléments d’analyse.

9. Eliminer les liens de puissance nulle et simplifier la structure de jonction selon le ta-
bleau A.7.

TAB. A.7 — Régles de simplification d’un modéle bond graph.

Regle Structure partielle structure partielle simplifiée
1 — 0 — - 7
2 — 1 —= —
3.1 0——0 L0
4 11— 1 SR B

Remarque : Pour les systémes mécaniques multicorps, des procédures plus complexes ont été
établies [Kar06, FavoT7].
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A.4 Multi-bond graph

Le multi-bond graph ou le bond graph multi-liens ou encore le bond graph vectoriel a été in-
troduit par BONDERSON [Bon75]| et formalisé par BREEDVELD [Bre82a, Bre85]. Il représente une
version vectorielle du bond graph. le multilien bond graph (figure A.4) est la juxtaposition de
plusieurs liens. La puissance associé a ce multilien est égale a la somme des puissances indivi-
duelles sur chaque lien. La dimension n est indiquée sur le multilien et les variables d’effort et
de flux associées se présentent sous forme vectorielle. Les jonctions tableaux (figure A.5) sont
aussi la juxtaposition de jonctions possédant chacune leurs relations caractéristiques. De méme,
les éléments de transduction peuvent se présenter sous forme multiport : la figure A.6 présente
un transformateur multiport.

e
n_- 3
t i

Fia. A.4 — Multilien bond graph.

921E1 ex|fy €|

€44 €31
f

& |k i J far
n . .
L=2] [E] _ & €1;
n J n = fy; J fa.
fs fa . .
€1n J Ean

F1a. A.5 — Jonction tableau (jonction 0 ou 1).

Les éléments de stockage et de dissipation d’énergie multiport (figure A.7) ne représentent
une juxtaposition d’éléments 1-port que dans le cas ou il n’existe pas de couplage entre les
différents ports. Aux éléments de stockage, il peut étre associé un vecteur moment généralisé ou
déplacement généralisé. L’annexe D est réservé & ces éléments multiports.

A.5 Schémas de calcul associés & un modéle bond graph

Chaque élément bond graph est associé a une (ou plusieurs) relation(s) mathématique(s) :
on parle alors de loi(s) caractéristique(s). Ces relations ont été présentées dans la section A.2
sans tenir compte d’aucune orientation. Le modéle bond graph ainsi construit est appelé modéle
acausal : il ne reflete que les phénoménes énergétiques impliqués dans le systéme et la maniére
dont ils sont interconnectés. Cependant, pour des besoins de simulation et d’analyse, ’orienta-
tion des équations est également nécessaire. Dans ce cas, les grandeurs inconnues peuvent étre
déterminées & partir des grandeurs connues. Cette section présente deux schémas de calcul qui
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19 29
1 0
f1| T‘F f21
— TF
I TF
L=3] e; _ (=211 ) e
n TE m = fai ! ™ 0 fai
fi f.
— TF
— TF
en :
. 1 TF 0 —=

f1 n f?n

Fic. A.6 — Un transformateur multiport.

3 e B
j R — Cc — |
f a f
(a)  Elément (b) Elément (c) Elément
dissipatif de stockage de stockage
multiport R multiport C' multiport [

F1G. A.7 — Eléments dissipatif et de stockage multiports.

peuvent étre associés & un modéle bond graph : le schéma causal et le schéma bicausal. La cau-
salité (resp. la bicausalité) permet d’aboutir & un modeéle bond graph causal (resp. bicausal). Le
symbole « := » utilisé dans cette section indique un sens précis de calcul, & savoir, I’expression
& gauche est déterminée par I’évaluation de 'expression & droite.

A.5.1 Causalité

Considérons les deux sous-systémes Y. 4 et Xp de la figure A.8 avec leurs variables d’effort et
de flux associées (ea, fa) et (ep, fB). Ces variables respectent les relations suivantes :

{eA —en=0 (A7)
fa—fp=0

Ca Cp
Ao~ Zp
fa fs

Fia. A.8 — Sous-systémes Y4 et Xp avec leurs variables d’effort et de flux associées.

Selon le principe de la causalité physique, deux scénarios peuvent avoir lieu :
— soit le sous-systéme X 4 impose l'effort au sous-systéme ¥ p qui réagit a son tour en imposant
le flux & X 4.

formea

— soit le sous-systéme 34 impose le flux au sous-systéme > g qui réagit & son tour en imposant

Peffort & X 4.
{eA ‘=ep (A9)
B = fa
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La causalité au sens des bond graphs rejoint le principe de la causalité physique dans le sens
ol un phénoméne cause produit un autre phénomeéne effet. Ces relations de cause a effet sont
représentées par 'ajout d’'un trait causal sur le lien de puissance placé, par convention, du coté
du sous-systéme auquel effort est imposé (figure A.9).

= €y =X} Cp
Za A Zp Zal——= Zs
f‘,q fB f-1 fH
(a) correspondant au (b) correspondant au
schéma de calcul A.8 schéma de calcul A.9

Fia. A.9 — Représentation bond graph de la causalité.

Causalité des éléments bond graph

I’affectation de la causalité aux éléments bond graph respecte les régles suivantes :

— les éléments bond graph S, S¢, D. et Dy ont une causalité imposée (e.g. un capteur
d’effort impose un flux nul et le trait causal associé est donc nécessairement placé du coté
de I'élément D.),

— un et un seul trait causal doit étre placé prés d’une jonction 0,

— un et un seul trait causal doit étre placé éloigné d’une jonction 1,

— pour les éléments dissipatifs R, I’existence de certaines causalités dépend de 'inversibilité
de leurs lois caractéristiques.

Les tableaux A.8 et A.9 récapitulent les différents schémas de calcul possibles pour chacun des
éléments bond graph.

TaB. A.8 — Causalité des éléments passifs.

Elément Causalité Représentation Schéma de
bond graph possible graphique calcul associé
. elt) _1 t
Causalité intégrale IW C e(t) := 0. (fto f(r)dr + q(to)>
C
s Qs e(t)
Causalité dérivée W c f(t) =% (dc(e(t)))
L elt) 1 t
Causalité intégrale W | f(t) :==@; (fto e(r)dr +p(t0))
1
s s e(t)
Causalité dérivée IW I e(t) :== % (®r(f(1)))
. e(t)
Causalité résistance IW R e(t) := Pr(f(1))
R
t
Causalité conductance :ﬂ} R f(t) == @R (e(t))
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TAB. A.9 — Causalité des éléments actifs, d’analyse, de jonction et de transduction.

Elément Causalité possible | Représentation Schéma de
bond graph graphique calcul associé
(t
Se Causalité unique MS, : E(t) % e(t) := E(t)
et imposée
(t
S; Causalité unique M1 £ F(O) | (1) == F(t)
et imposée '
L e(t) _
D, Causa-hte ur}uque W D. : E(t) f(t):=0
et iImposée
N () , '
Dy Causa-hte unique W Dr o F(t) e(t):=0
et iImposée
eilt) et} e1(t) := meo(t
Causa]ité m i f(t) o i fa (1) 1( ) 2( )
m fo (t) =mfi (t)
TF
e(t) et} eo(t) := Lei(t
Causalité % fi(t) /]I " fa(t) 2( ) T{L 1( )
m fi(t) = 5 fo(t)
e(t) ext) e1(t) := rfs(t
Causalité r i £,(1) GY f(t) 1(£) Ja(t)
r ea(t) :==rfi(t)
GY
eit) e(t) t) = Leq(t
Causalité % fi(t) /i v i fa(t) f2( 714 1( )
r fl (t = ;62 (t)
Un seul et unique trait exemple :
causal prés de la ea(t) i= eq(t
) jonction (un seul et et [£a(0) o
Jonction 0 unique effort est es(t) := ey (t)
imposé sur la jonction) | € es(t) | f1(@) = —falt) = f()
fiy /1 fi() |
Un seul et unique trait exemple :
‘ f:ausa'l éloigné de la e1(t) == —ea(t) — es(t)
Jonction 1 jonction (un seul et (0 [fa(1) falt) = ()
unique flux est 2=
imposé sur la jonction) \ e(t) el f3(t) :== fi(t)
) N ()

Affectation de la causalité 4 un modéle bond graph

L’affectation de la causalité & un modéle bond graph revient & attribuer un trait causal &
chaque lien de puissance. La propagation de la causalité tout le long d’'un modéle est guidée
en partie par les éléments bond graph qui le composent. Le reste de la causalité est propagé
par des choix intermédiaires sur les liens oul la causalité est indéterminée a priori. La procédure
SCAP* (procédure 21) permet d’obtenir un modéle bond graph causal. Par la suite, ’exploitation

*i.e. Sequential Causality Assignement Procedure.
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de ce modéle permettra soit de déterminer le modéle d’état associé®, soit d’établir une analyse
structurelle et comportementale du modeéle (cf. chapitre 3).

Procédure 21. Affectation de la causalité préférentielle intégrale (procédure SCAP)

1. Pour chaque élément & causalité imposée (sources, détecteurs et éléments non inversibles),
affecter la causalité obligatoire et la propager tout le long du modéle bond graph en respectant
les contraintes de causalité des éléments de jonction 0 et 1 et des éléments TF et GY.

2. Pour chaque élément de stockage d’énergie, affecter une causalité préférentielle intégrale
st possible. Propager la causalité tout le long du modéle bond graph comme décrit précé-
demment.

3. Sl reste des éléments dissipatifs R non déterminés causalement, affecter une causalité
arbitraire & l'un de ces éléments et la propager comme précédemment.

4. Répéter l'étape 3 jusqu’a ce que tous les éléments R soient causalement déterminés.

5. Si le modéle bond graph n’est pas entierement causal, affecter une causalité arbitraire et la
propager comme précédemment.

6. Répéter l’étape 5 juqu’a ce que le modéle bond graph soit entierement déterminé causale-
ment.

Remarques :

— Si des conflits de causalité apparaissent, les causalités arbitraires ou non obligatoires doivent
étre changées avant de propager & nouveau la causalité tout le long du modéle bond graph®.
Cette procédure aboutit & des modeéles bond graph contenant éventuellement des éléments
de stockage d’énergie en causalité dérivée. Dans ce cas, le modéle d’état du systéme présente
des équations algébriques.

~ La procédure MSCAPT proposée par VAN DIJK [Van94| permet d’anticiper I’apparition
des conflits de causalité.

A.5.2 Bicausalité

Du point de vue mathématique, deux autres schémas de calcul peuvent étre déduits des
relations A.7 :
— le sous-systéme X 4 impose & la fois Ueffort et le flux au sous-systéme Y p :

{63 e (A.10)
B = fa

— le sous-systéme X g impose a la fois 'effort et le flux au sous-systéme >4 :

{eA =B (A.11)
fa=fB

Ces schémas de calcul ne reflétent pas une réalité physique. Néanmoins, ils peuvent étre utilisés
pour exprimer le modéle inverse. Ces nouvelles possibilités de calcul ont été introduites en langage
bond graph par GAWTHROP [Gaw95| grace au concept de bicausalité. Le trait causal est coupé en
deux demi-traits causaux afin de dissocier 'affectation des variables d’effort de celle des variables
de flux (figure A.10)8.

5Une causalité préférentielle intégrale est affectée aux éléments de stockage d’énergie afin de simplifier la dé-
termination du modéle d’état. Une causalité préférentielle dérivée peut étre affectée dans certains cas, notamment
pour déterminer la fonction de transfert grace a la régle de Mason [Bro72].

5Si, malgré tous les changements possibles, les conflits persistent alors il faut changer le modéle.

"i.e. Modified Sequential Causality Assignment Procedure.

8Une autre notation de la bicausalité a été proposée par JuNco [Jun01].
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Cp Cn

ZAIHEB EAI:\ﬁfIZB

(a) correspondant au (b) correspondant au
schéma de calcul A.10 schéma de calcul A.11

Fia. A.10 — Représentation bond graph de la bicausalité.

Bicausalité des éléments bond graph

Les sources (resp. détecteurs) introduits dans la section A.2.2 (resp. section A.2.4) sont in-
capables d’'imposer (resp. d’analyser) a la fois la variable d’effort et la variable de flux. Ainsi,
de nouveaux éléments bond graph sont introduits : les double sources et les double détecteurs
(tableau A.10).

TAB. A.10 — Eléments bond graph pour la propagation de la bicausalité.

Elément Représentation Schéma de Utilisation
bond graph graphique calcul associé
SeSy
double source eft) e(t) == E(t) Départ d’affectation
L) 8.8 : E(t), Ft
imposant 1’effort fit) SeEO.FO {f(t) = F(t) bicausale
et le flux
D.Dy
double détecteur elt) | D.D; e(t)?, f(t)? Arrivég d’affectation
d’effort et fit) bicausale
de flux

Les tableaux A.11, A.12 et A.13 récapitulent les différentes affectations possibles de la bicau-
salité pour chacun des éléments bond graph ainsi que leurs éventuelles utilisations.

TaAB. A.11 — Bicausalité des éléments passifs.

Elément Bicausalité Schéma de Utilisations
bond graph possible calcul associé

c M AC | ), £(t) = Ba()?

el(t) Synthése paramétrique,
I Moy 7 ' e(t), f(t) — ®7()? identification,

caractérisation

R Fo 7R | et f(t) = 07
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TAB. A.12 — Biausalité des éléments de transduction.

Elément Bicausalité Schémas de Utilisations
bond graph possible calcul associé
l :I((:}} A TRt i?({:; A {el(t) = mes(t) Propagation de
| mo hi(t) = %fz(t) la bicausalité
ety es(t) o= Lot (bicausalité
) l TF' (1) I 2(t) o me1(t) traversante)
m fz(t) = mfl(t)
e(t) ea(t) ._ fa(t)
i fi(t) TF ! £ty A =R Synthése
TF m e1(t) 1= mes(t) paramétrique,
e(t) ea(t) el identification,
) TF |— m = 2@ .
) w R 2 caractérisation,
m fa(t) = mfi(t) synthése de loi
ej(t) | TF | e_;i_r) m o= Z;Eg de commande en
fi A . By A 1 boucle ouverte
m A) =5 () (bicausalité
| ety | es(t) | m = }‘38 débouchante)
fi(t) fa(t)
eg(t) = iel(t)
I :IL(:}}  GY'! :::[t)) A {el(t) =rfa(t) Propagation de
| " fi(t) = %62@) la bicausalité
e (t) es(t) )= Lot (1 (bicausalité
) IG..Y' (1) I J2(t) B ei(t) traversante)
r ea(t) :=rfi(t)
t (1) — e(t)
i :IL(U} GY ! ;m A TR Syntheése
ay ' er(t) :=rfa(t) paramétrique,
eift) | | exlt) N 10) identification,
) GY' f(1) Sh t)l caractérisation,
' 2(t) = pea(t) synthése de loi
e(t) ext) et de commande en
| GY L ri=
fiiy . f A F2 t)l boucle ouverte
' fi(t) := qea(t) (bicausalité
elt) | ety | - ;;Eg débouchante)
0] £t) 71 :
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TAB. A.13 — Bicausalité des éléments de jonction.

Elément Bicausalité Schémas de Utilisations
bond graph possible calcul associé
ex(t)|Ea(1) ea(t) == e3(t)
Jonction 0 e e e1(t) == e3(t)
fi(1y ! 6o | L) = —fa(t) — fs() Propagation de

la bicausalité

(bicausalité

ex(t)|fa(1) e1(t) == —es(t) — e3(t) traversante)
Jonction 1 e e fa(t) :== f3(t)
TORA ro V| UA) = fs(t)

Affectation de la bicausalité & un modéle bond graph

L’affectation de la bicausalité & un modéle bond graph revient & propager la bicausalité des
éléments double sources S¢Sy vers les éléments double détecteurs D.Dy. Une causalité (au sens
classique) est affectée aux autres éléments du modeéle. La procédure SCAPI® (procédure 22)
permet d’obtenir un modéle bond graph bicausal. Cette procédure repose sur les notions de ligne
de puissance et de chemin causal. L’exploitation du modéle ainsi obtenu permettra de déterminer
le modéle d’état inverse associé.

Définition 14. Sur un modéle bond graph acausal, une ligne de puissance est une série de
liens bond graph et d’éléments multiports connectant deuz composants. Elle représente le chemin
de transmission d’énergie entre deuz points du systéeme [Wu 95, Nqw05].

Définition 15. Une ligne de puissance entrée/sortie (E/S) est une ligne de puissance entre
un €lément portant une variable d’entrée et un élément portant une vartable de sortie du modéle.

Définition 16. Deux lignes de puissance sont dites disjointes si et seulement si elles ne
possédent aucune puissance en commun [Ngw0l1a/.

Définition 17. Sur un modéle bond graph causal, un chemin causal reliant deux éléments
bond graph est une suite de variables (d’effort et/ou de flux) ordonnée suivant l'affectation de la
causalité [Wu 95, Nqw01a].

Définition 18. Une boucle causale est un chemin causal fermé entre deux éléments de type
R, I ou C. Par définition, une boucle causale ne peut pas passer deux fois par la méme va-
riable de puissance et traverse au mazimum deux éléments de stockage d’énergie en causalité
intégrale’® [Rah93, Dau00).

Définition 19. Un chemin causal entrée/sortie (E/S) est un chemin causal entre une
variable d’entrée et une variable de sortie du modéle.

%i.e. Sequential Causality Assignment Procedure for Inversion

107,a boucle causale est un cas particulier de la notion du cycle causal (définition 49, page 244) qui lui peut
contenir plusieurs éléments de stockage d’énergie distincts. Cette définition du cycle causal rejoint celle de VAN
Duik [Van94] le définit comme étant un chemin causal fermé le long d’une boucle de liens c’est a dire le long d'une
cascade alternée de liens et d’éléments bond graph constituant une chaine fermée. Ainsi, la boucle causale est un
cas particulier de la boucle de liens définie par VAN DUJK.
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Définition 20. Deux chemins causaux (resp. deux boucles causales) sont dits disjoints si
et seulement s’ils ne possédent aucune variable (d’effort ou de fluz) en commun [Ngw0l1a/.

Définition 21. Un ensemble de m chemins causauz E/S disjoints est dit associé a un ensemble de
m lignes de puissance E/S disjointes si chaque jonction appartenant & une des lignes de puissance
de ce dernier est également traversée par au moins un des chemins causaux de [’ensemble des
chemins causaux disjoints [Ngw05].

Procédure 22. Affectation de la bicausalité (procédure SCAPI) [Ngw97, Ngw05]

1. Sur le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, choisir un ensemble de lignes
de puissance E/S disjointes associées a des chemins causauz E/S disjoints. S’il n’existe pas
de tel ensemble alors le modéle n’est pas tnversible et la procédure s’arréte.

2. Sur le modéle bond graph acausal, remplacer les éléments de modulation (resp. les détec-
teurs) associées aux entrées (resp. aux sorties) par des double détecteurs D Dy (resp. des
double sources SeSy).

3. Pour chaque élément dont la causalité est imposée (source, détecteur), affecter cette cau-
salité obligatoire et propager cette causalité & travers la structure de jonction en respectant
les contraintes de causalité des jonctions 0 et 1 et des éléments TF et GY.

4. Le long de chaque ligne de puissance choisie & ’étape 1, propager la bicausalité de la double
source vers le double détecteur. Puis, propager la causalité tout le long du modéle bond
graph en respectant les contraintes de causalité des jonctions 0 et 1 et des éléments TF
et GY. Si des conflits de causalité ou des boucles causales non résolubles apparaissent,
recommencer les étapes précédentes avec un autre ensemble de lignes de puissance E/S
disjointes. Si aucun de ces ensembles ne résout les conflits de causalité, alors le systéme
n’est pas inversible et la procédure s’arréte.

5. Pour les éléments de stockage d’énergie, affecter une causalité préférentielle intégrale si
possible et la propager o travers le modele bond graph comme o létape précédente.

6. Sl reste des éléments dissipatifs R non déterminés causalement, affecter une causalité
arbitraire sur un de ces éléments et la propager comme précédemment.

7. Répéter l'étape 6 jusqu’a ce que chaque élément R soit déterminé causalement.

8. Si le modéle bond graph n’est pas complétement déterminé causalement, affecter une cousa-
lité arbitraire sur un lien bond graph sans trait causal et la propager comme précédemment.

9. Répéter Uétape 8 jusqu’a ce que le modéle bond graph soit complétement déterminé causa-
lement.

Remarque : Inspirée de la procédure MSCAP [Van94], la procédure MSCAPI!! [Ngw97] permet
d’éviter 'apparition de conflits de causalité sur le modéle bond graph inverse lorsque le modéle
considéré contient des cycles de liens.

114 e. Modified Sequential Causality Assignment Procedure for Inversion



Annexe B

Synthése de tolérance paramétrique par
analyse par intervalles : Exemple

Pour illustrer la procédure décrite dans la section 1.4.2, considérons comme exemple un mo-
teur & courant continu (figure B.1) alimenté par une source de tension w. Il est caractérisé par
une résistance électrique R, une inductance L et un couplage électromécanique de paramétre k.
L’arbre moteur d’inertie J est soumis & un frottement visqueux b. La vitesse de rotation Q(¢) de
I’arbre moteur représente la sortie du systéme.

R L
] aaaa J

JO O -

FiG. B.1 — Schéma technologique du moteur & courant continu.

Le cahier des charges impose les spécifications nominales présentées sur la figure B.3. Q,,(¢) est la
trajectoire nominale de la vitesse de I’arbre moteur, Qn(t) est la trajectoire nominale de 1’accélé-
ration angulaire et Qn(t) est la trajectoire nominale du jerk angulaire. Les enveloppes spécifiées
sur ces grandeurs sont des variations de £5% par rapport aux trajectoires nominales.

Nous souhaitons estimer la marge de variation de la résistance R pour les spécifications données
et pour les caractéristiques suivantes du systéme : u =24 V, L = 0.001 H, k = 0.031 N.m/A,
J =18 1076 kg.m? et b = 1,656 1073 N.m/(rad/s).
1. L’adéquation entre le cahier des charges et la structure du modéle est vérifiée. Le modéle
bond graph bicausal qui permet de remonter & la résistance R est donné figure B.2.

2. Cette inversion permet d’écrire les expressions des variables de puissance er(t) et fr(t) :

{eR(t) = Z— EQ(t (B.1)
k

3. Si pour tout instant t;, Q(t;) et €(t;) sont différents de zéro alors 'expression de R peut

étre déduite : . >
er(t) _u—kQt) = 2201 - EO() (B.2)
Falt) 5Q(t) + 2000 |
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DiD; R:b
er(t)| fr(t)
Se—"— 1 L—56Y L——5 1 Lo 5.5
- k
I:L I:J

Fic. B.2 — Modéle bond graph bicausal du moteur a courant continu pour la synthése paramé-
trique.

4. Pour différents instants ¢;, nous relevons a partir des spécifications (figure B.3) les intervalles
sur la sortie Q(t) et sur ses dérivees () et Q(¢) :

ti(s) | [t)](rad/s) | [Q(t)](rad/s?) [(t:)] (rad/s’)

0.01 | [30.98, 34.24] | [1852.69, 2047.71] | [-202226, -182967]
0.02 | [42.75, 47.25] | [690.09, 762.73] | [-75325.4, -68151.5]
0.03 | [47.14, 52.1] | [257.04, 284.10] | [-28057.2, -25385.1]

Pour tout instant t;, 'intervalle de tolérance sur le paramétre R peut étre déterminé par
la division de 'intervalle de tolérance sur er par l'intervalle de tolérance sur fg :

ti(s) | [RI(©)

0.01 | [7.6, 8.44]
0.02 | [7.59, 8.45]
0.03 | [7.61,8.45]

5. L’union de ces intervalles donne : [R] = [7.59, 8.45] 2.

L’équation B.2 peut étre réécrite sous la forme suivante :

er(t) _ u _kQ(t) O Fow

fr(t) D D D D

(B.3)

avec D = %Q(t) + %Q(t) Pour tout instant ¢;, chaque terme de I’équation B.3 est calculé
séparément puis 'intervalle de tolérance sur le parameétre R est déduit :

ti(s) | [RI(®)
0.01 | [7.56, 8.48]
0.02 | [7.54, 8.49]
0.03 | [7.55.8.5]

L’union de ces intervalles donne : [R] = [7.54,8.5] Q. Ainsi, il peut étre conclu que la premiére
méthode de calcul (la division de U'intervalle de tolérance sur er par U'intervalle de tolérance sur
fr) garantit un intervalle résultat moins large.

Comme il a été expliqué dans la section 1.2.3, 'arithmétique par intervalles ne garantit
pas la solution exacte di & un effet enveloppant ainsi, il n’y a aucune certitude que toutes les
valeurs de R comprises dans l'intervalle résultat assurent un fonctionnement dans ’enveloppe
spécifiée dans le cahier des charges. De plus, le probléme de dimensionnement par inversion fait
apparaitre plusieurs variables dépendantes comme la sortie et ses dérivées ce qui peut favoriser
cet effet enveloppant surtout pour les systémes complexes. Enfin, fixer les spécifications sur les
trajectoires des dérivées successives des sorties peut s’avérer une tache heuristique surtout si ces
grandeurs ne permettent pas une interprétation physique claire (exemple : dérivée du jerk,...).
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Fia. B.3 — Spécifications pour la synthése paramétrique du moteur & courant continu.






Annexe C

Détermination de la représentation
d’état canonique a partir du modéle
bond graph incertain

Dans cette annexe, nous rappelons la procédure graphique proposée dans les travaux de
KAM et DAUPHIN-TANGUY [Kam01, Kam05| pour la détermination du modéle d’état canonique
(modéle pour représenter les systémes linéaires présentant des incertitudes paramétriques) donné
par :

x(t) = (An + AA)x(t) + (Bn + AB)u(t) 1)
y(t) = (Cn + AC)x(t) + (Dn + AD)u(t) '

ou les matrices Ay, By, Cp et Dy contiennent uniquement les valeurs nominales tandis que les
matrices AA, AB, AC et AD regroupent des expressions en fonction des incertitudes ainsi que
des valeurs nominales.

La procédure proposée par KAM et DAUPHIN-TANGUY [Kam01, Kam05] pour la détermina-
tion graphique du modéle d’état canonique fait appel a la régle de MASON.

Procédure 23. Régle de MASON
Chaque transmittance de la matrice de transfert associée & un modéle bond graph reliant une
variable d’entrée u; et une variable de sortie y; peut étre calculée comme suit [Bro72, Dau00] :

ZTi(s)Di(s)

tij(s) = (C.2)

D(s)

telle que D(s) =1-» Bj+» BiBj— > B;iBjBi+---
i i W5,k
ou :
- ZBi est la somme des gains des boucles causales entre deux éléments R, C ou [ et des

gzzins des mailles;
- Z B;B;, Z B;B;By,- - - est la somme des produits 2.4 2, § a 3, elc... des gains des boucles
causales di;jointes (cf. définition 20, annexe A);
~ Ty(s) est le gain de i chemin causal E/S ;
— Dj(s) se calcule de la méme maniére que D(s) mais en ne considérant que les boucles
causales disjointes de 1i®™ chemin causal E/S.
D(s) et Dj(s) sont désignés respectivement par le déterminant et le déterminant réduit de MA-
SON.
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La détermination graphique du modeéle d’état canonique se fait & partir de la représentation
bond graph canonique décrite dans la section 2.1.3 du chapitre 2 et ce, a partir de la procédure
suivante :

Procédure 24. Les différentes matrices de la représentation d’état canonique C.1 sont détermi-
nées a partir de la représentation bond graph canonique comme suit [Kam01, Kam05] :

An=A,
AA = A;[W — 1]+ KAMQAW

(C.3)
Ch=C;
AC = Cl[W — I] + KcMQcW

D, =D,
AD = KpMQp

ou :
— les coefficients ay,; (resp. by,;, c1,;, di,;) de la matrice de Ay (resp. By, Cy, D1) sont
calculés de sorte que seuls les éléments nominauz sont consitdérés et tels que :

al;; = Z ég(l’j, :CZ)
Blwr (@;,2:)=1
®lwy (uj,&;)=0 B

=y, GiEnu)
®lwk(@,y:)=1

dlij = Z GZ(ujv yl)
®lwr (uj,y:)=0

avec éZ(UZ‘, v;) correspond au gain statique du chemin causal &) existant entre les variables
v; et v; et dont Uordre est wi(v;, vj).

— pour le calcul des coefficients des autres matrices, les incertitudes sont prises en considé-
ration :

— les coefficients m;; (resp. wij) de la matrice de M (resp. W) sont calculés de sorte que :

R
L — det;
detR

mi; =0 pour i#j

o det‘iii
Wi = detd

wi; =0 pour i # j

avec det® (resp. det?) le déterminant de MASON calculé sur le modéle avec les boucles
causales' uniquement entre les éléments R, (resp. I, ou Cyp en causalité intégrale) et

11 est a noter que les boucles causales impliquées dans ce calcul sont des boucles algébriques et par conséquent
I'opérateur de LAPLACE n’intervient pas dans le calcul.
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les éléments AR (resp. AI ou AC), detf (resp. detl) le déterminant réduit calculé en
supprimant de det® (resp. det?) les termes associés & AR; (resp. AC; ou AI;) impliqués
dans le chemin causal.

~ Les coefficients ka,; (resp. kc,;) de la matrice de Ka (resp. Kc) sont calculés de sorte
que :
kay; =Y Gr(ARj,2n,)§(AR;)
®
®

avec Gp(AR;j, ;) (resp. GL(ARj,y;)) le gain statique du k*™ chemin causal (passant
par des éléments Ry,) allant de I’élément AR; a lélément de stockage I, ou C,, associé
a Tp, (resp. un détecteur d’effort ou de flux associé & y;), G(ARj) le gain statique de
lélément bond graph associé a AR;.

— Les coefficients qa,; (resp. qp,;) de la matrice de Qa (resp. QB) sont calculés de sorte
que :

®

s, = Y _Gr(uj, AR;)
®

avec G’k(aznj,ARi) (resp. Gr(uj, AR;)) le gain statique du k™ chemin causal (passant
par un élément dissipatif R,) allant de 'élément de stockage I, ou C, associé a T,
(resp. une source d’effort ou de flur associce a uj) a l'élément associé a AR;. §(xn;) le
gain statique de l’élément bond graph nominal (I, ou C,) associé a x, .

- Kg =Ka, Kp = K¢, Qc = Qa ¢t Qp = Qp.






Annexe D

(Généralités sur les éléments bond graph
multiport linéaires

Dans cette annexe, nous rappelons quelques généralités sur les éléments multiport dissipatifs
(R) et de stockage d’énergie (I ou C).

D.1 Elément multiport dissipatif linéaire

La relation constitutive d’un élément R linéaire multiport est définie sous la forme suivante :
e—R-f=0 (D.1)

ou R est la matrice constitutive et, e et f sont respectivement les vecteurs d’effort et de flux de
dimension m. Si la causalité résistance est affectée a 'élément R multiport (figure D.1(a)) alors
I’équation D.1 peut s’écrire sous la forme suivante :

e=Rgr-f

ou Rr = R. Si une causalité conductance est affectée & ’élément R multiport (figure D.1(b)) et si
la matrice constitutive R est inversible alors ’équation D.1 peut s’écrite sous la forme suivante :

f:RC'e

ot Rc = R7L Si la causalité mixte est affectée & I'élément R multiport (figure D.1(c)) alors
I’équation D.1 peut s’écrire comme suit :

el

ou egr et ec (resp. fr et fc) sont les vecteurs d’effort (resp. de flux) de dimensions [ et m — [
respectivement sur les multiports en causalité résistance et conductance.

Dans ce travail, seuls les champs R explicites' sont considérés, et donc, un élément R multiport
en causalité simple (causalité résistance ou conductance) ou en causalité mixte, obéit au principe
de réciprocité d’ONSAGER [Ons31, Kar06, Bre82b, Bre08|. Ainsi, quand il est exprimé sous sa
forme résistance ou conductance, Rr et Rc sont des matrices symétriques (R?{FR’C} = R{Rp})
et, quand une causalité mixte est affectée, la matrice Ry posséde des termes extradiagonaux
antisymétriques. Dans ce dernier cas, la réciprocité d’ONSAGER peut étre désignée par la forme
de CAsMIR [Kar06]. Les matrices Rr, Rc et Ry sont définies positives selon le second principe
de la thermodynamique.

1Un champ R, I ou C explicite est décrit par un ensemble de n relations. Par contre, un champ R, I ou C implicite
est un ensemble d’éléments 1-port interconnectés par une structure de jonction simple ou généralisée [Kar06].
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2
A
®

=
&

= * = ¥
(a) (b) (c)

FiG. D.1 - Elément R multiport en causalité (a) résistance, (b) conductance et (c) mixte.

D.2 Elément multiport de stockage d’énergie (I et C) linéaire
La relation constitutive d’un élément C multiport linéaire est définie comme suit :
q—C-e=0 (D.2)

ou C est la matrice constitutive et, e et q sont les vecteurs d’effort et de déplacement généralisé
de dimension m. Si la causalité dérivée est affectée & 1’élément C multiport (figure D.2(a)), alors
I’équation D.2 peut s’écrire sous la forme suivante :

q = CD -e

ou Cp = C. Si la causalité intégrale est affectée a ’élément C multiport (figure D.2(b)), alors
I’équation D.2 peut s’écrire sous la forme suivante :

e=Ci-q

ot C1 = C~1. Si une causalité mixte est affectée & 1’élément C multiport (figure D.2(c)) alors
I’équation D.2 peut s’écrire sous la forme suivante :

€1 a1
prd CM .
qp 1 [ €D 1
ol er et ep (resp. qr et gp) sont les vecteurs d’effort (resp. de déplacement généralis¢) de di-
mensions [ et m — [ respectivement sur les ports en causalité intégrale et dérivée.

::| c = ¢ |
(a) (b) (c)

FiG. D.2 - Elément C multiport en causalité (a) dérivée, (b) intégrale et (c) mixte.

La relation constitutive d’un élément I multiport linéaire peut s’écrire comme suit :
p—-1-f=0 (D.3)

ou I est la matrice constitutive et f et p sont respectivement les vecteurs de flux et de moment gé-
néralisé de dimension m. Si la causalité dérivée est affectée a 1’élément I multiport (figure D.3(a)),
alors ’équation D.3 peut s’écrire sous la forme suivante :

ou Ip = I. L’affectation de la causalité intégrale a I’élément I multiport (figure D.3(b)) permet
d’écrire :

f=Ir-p
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ot It = I"1. Si 'élément multiport est en causalité mixte (figure D.3(c)), alors 1’équation D.3
peut s’écrire sous la forme suivante :

fi
PD

P1

ou f et fp (resp. pr et pp) sont les vecteurs de flux (resp. de moment généralisé) de dimensions
l et m — [ respectivement sur les ports en causalité intégrale et dérivée.

Les relations constitutives des éléments multiport de stockage d’énergie obéissent & la condi-
tion de réciprocité de MAXWELL [Bre82b, Bre(8| afin de satisfaire le principe de réversibilité d’un
phénomene de stockage d’énergie. Ainsi, si la causalité simple (causalité dérivée ou intégrale) est
affectée a I’élément multiport de stockage d’énergie, alors les matrices Cyy py et Iy py sont symé-
triques. Sinon, si une causalité mixte est affectée a I’élément multiport, alors les matrices Cynyy
et Iy possedent des termes extradiagonaux antisymeétriques. Les matrices Cp, Cr, Cw, Ip,
It et Ing sont définies positives [Bre08|.

E= = =

(a) (b) (c)

"

FiG. D.3 — Elément I multiport en causalité (a) dérivée, (b) intégrale et (c) mixte.

Remarques :
— le nombre de variables d’état d’un élément multiport de stockage d’énergie est égal au
nombre de ports en causalité intégrale de cet élément,
— dans les travaux de BIDEAUX et al. [Bid01], les conditions d’existence d’une configuration
causale ou bicausale d’un élément multiport linéaire ont été établies.






Annexe E

Outils de 'analyse structurelle et
comportementale

Cette annexe a pour objectif de présenter un certain nombre de définitions et de concepts
nécessaires pour la compréhension et la mise en ceuvre de ’analyse structurelle et comportemen-
tale! que ce soit par une approche modéle d’état (représentation matricielle et représentation
graphique), ou bien par une approche bond graph.

Hypothéses : De méme qu’au chapitre 3 et sauf mention contraire, les hypothéses suivantes
sont posées :

— systéme linéaire et invariant dans le temps (hypothese 2, page 16) ;

— systéme carré (hypothése 1, page 16);

E.1 Algébre pour 'analyse structurelle et comportementale

Dans cette section, nous proposons quelques notions de base de l'algébre auxquelles nous
avons fait appel pour établir ’analyse structurelle et comportementale.

La formule de SCHUR est utilisée pour démontrer le théoréme 2 (page 78) permettant le calcul
des ordres des poles & l'infini du modéle inverse & partir des degrés des mineurs de la matrice
systéme du modéle inverse.

Définition 22. Formule de SCHUR
Soit une matrice M définie par bloc :

M_[Mll M12]

Ma21 Mao

ot M11 et Mag sont des matrices carrées. Si en plus, la matrice My1 est réguliére alors le
déterminant de la matrice M peut s’écrire sous la forme suivante :

det(M) = det(Mll)det(M22 — M21M11_1M12)

Les notions de fraction/matrice rationnelle propre permettent la représentation de tout sys-
téme physique et elles sont évoquées tout le long de ce mémoire notamment dans le chapitre 3.

(s)

Définition 23. Une fraction rationnelle F(s) = % est propre ou encore causale (resp.

strictement propre ou encore strictement causale) si deg(D(s)) > deg(N(s)) (resp. deg(D(s)) >
deg(N(s))) [Ric01].

!L’analyse structurelle et comportementale est évoquée dans le chapitre 1 et développée dans le chapitre 3.
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Définition 24. Le degré d’une fraction rationnelle F(s) = ggg est défini par [Mur00] :

deg(F(s)) = deg(N(s)) — deg(D(s)) (E1)

Définition 25. Une matrice rationnelle (resp. rationnelle propre, rationnelle stricte-
ment propre) est une matrice dont les éléments sont des fractions rationnelles (resp. rationnelles
propres, rationnelles strictement propres) [Ric01].

La factorisation de SMITH-MCMILLAN & Uinfini (théoréme 1, page 77) d’une matrice ration-
nelle est utilisée dans le chapitre 3 pour caractériser la structure a l'infini d’un modéle donné.
Cette factorisation fait appel aux notions de fraction/matrice rationnelle bipropre.

Définition 26. Une fraction rationnelle est bipropre (ou bicausale) si elle est propre et
d’inverse propre ce qui revient a dire que deg(D(s)) = deg(N(s)) [Ric01].

Définition 27. une matrice bipropre (ou encore bicausale) B(s) est caractérisée par les pro-
priétés équivalentes suivantes [Ric01] :
- det (B(s)) est une fraction rationnelle bicausale non nulle,

- det ( lim B(s)) = lim det (B(s)) est une constante non nulle,
S§—00 S§—00

- B(s) = Bo + P(s) avec Bg matrice constante inversible et P(s) strictement propre.

Les matrices bipropres sont utilisées dans la section 3.1.1 du chapitre 3 pour proposer une nouvelle
méthode de calcul des ordres relatifs.

E.2 Approche modéle d’état

Dans cette section, nous rappelons quelques outils de base pour établir ’analyse structurelle
et comportementale par approche modéle d’état sous forme matricielle et graphique.

E.2.1 Représentation matricielle

Considérons ¥ le systéme linéaire, carré et invariant dans le temps suivant :

« = Ax + B
E:{X x+bu (E.2)

y =Cx

ot x € R” est le vecteur d’état et u € R™ (resp. y € R™) est le vecteur d’entrée (resp. de sortie) .

Définition 28. Le polynéme caractéristique d’une matrice A € R™ " est égal a det(sI—A).
Il peut s’écrire sous la forme [Gan66, Ric01] :

n
Pa(s) =s"+ Z ;s (E.3)
i=1
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Définition 29. La matrice systéme P(s) associée au systéme ¥ (systéme d’équations E.2) est
une matrice polynomiale de dimension (n +m) x (n+m) et définie par® :

P(s) = (E.4)

sI-A —-B

C 0

La notion de découplabilité du systéme linéaire X par retour d’état statique est abordée dans
le chapitre 3. Un probleme de découplage par retour d’état consiste & trouver un controleur
régi, dans le domaine de LAPLACE, par I’équation u(t) = Kx(t) + Lv(t) (K est une matrice
constante et L est une matrice constante non singuliére) telle que chaque variable d’entrée u;
commande une variable de sortie y; sans affecter les autres variables de sortie. Dans ce qui suit,
nous présentons deux critéres permettant la vérification de la découplabilité d’un systéme linéaire
et invariant dans le temps.

Critére de découplabilité 1. Le systéme linéaire 3 défini par le triplet (A, B, C) est découp-
lable par un retour d’état statique de la forme u(t) = Kx(t) + Lv(t) (L est une matrice non
singuliére) si et seulement si [Dio93] :

Z nj = Z n; (E.5)

=1 =1

oU :
- {n1,...,nm} sont les m ordres des zéros a Uinfini de (A, B, C),
- n; est lordre du zéro a linfini de (A, B, c;) ot c; est la §¢me ligne de C. ng désigne l'ordre
relatif associé a la sortie y;.

Critére de découplabilité 2. Le systéme linéaire ¥ défini par le triplet (A, B, C) est découp-
lable par un retour d’état statique de la forme u(t) = Kx(t) + Lv(t) (L est une matrice non
singuliére) si et seulement si [Com86] :

nje=mn; Yj={1,...,m} (E.6)

ot nje (resp. nj) est lordre d’essentialité (resp. ordre relatif) associé a la sortie y;.

Le découplage et l'inversibilité sont deux concepts étroitement liés. En effet 1’inversibilité
d’un modéle est une condition nécessaire mais non suffisante de la découplabilité du systéme.
GILBERT [Gil69] a montré qu’il existe une classe de systémes inversibles et non découplables par
retour d’état statique. Une extension dynamique est nécessaire pour assurer la découplabilité de
ce type de systémes. On parle alors de découplage par retour d’état dynamique. Dans ce cas, la
matrice K dépend de l'opérateur de LAPLACE s et l'ordre d’essentialité associé a la sortie y; est
strictement supérieur au degré relatif associé. Pour plus de détails sur le probléme de découplage,
le lecteur peut consulter les références [Fal67, Des82, Com82, Com86, Com93b, Dio93].

2Cette matrice est obtenue en écrivant le systéme d’équations E.2, caractérisant le modéle 3, dans le domaine
de LAPLACE :
sX(s) —x(0) = AX(s) + BU(s)
Y (s) = CX(s)

et en 'exprimant, ensuite, sous la forme suivante :

sI-A B X(s) _ x(0)
-C 0 =U(s) |~ | =Y(s)
D’autres références définissent la matrice systéme (appelée aussi matrice de ROSENBROCK) telle que P(s) =

|:SI—A B

_C 0 :| . Cependant, ceci ne change rien quant a la valeur de son déterminant.
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E.2.2 Représentation graphique : digraphe

Un modele d’état linéaire et invariant dans le temps peut s’exprimer sous une forme matricielle
ou sous une forme graphique grace a une représentation digraphe (cf. section 1.5.1 du chapitre
1). Dans ce paragraphe, nous présentons les notions de base de cette représentation qui servent
dans la section 3.1 du chapitre 3 pour exploiter un modéle digraphe associé & un modéle inverse.

Définition 30. Un chemin (orienté) est une séquence d’arcs orientés dans le méme sens et ot

le sommet de départ de Uarc suivant correspond au sommet d’arrivée de l'arc précédent [Yam85,
Rei88].

Définition 31. Un chemin orienté entrée/sortie (E/S) est un chemin orienté dont le som-
met de départ correspond 6 une entrée du modéle et le sommet d’arrivée correspond a une sor-

tie [Yam85, Com93b].

Définition 32. Le poids d’un chemin est égal au produit des poids de tous les arcs composant
la séquence [Yam85].

Afin de calculer graphiquement le déterminant d’une matrice et notamment le déterminant
de la matrice systéme, REINSCHKE [Rei88] a également introduit des arcs de retour sur la repré-
sentation digraphe et a proposé d’étudier ensuite les familles de cycles comportant ces arcs de
retour.

Définition 33. Un arc de retour est un arc de poids (-1) entre un sommet associé a une sortie
et un sommet associé a une entrée [Rei88].

Définition 34. Un cycle digraphe est un chemin dont les sommets de départ et d’arrivée
coincident [Rei88].

Définition 35. Le poids d’un cycle est égal au poids du chemin orienté fermé correspon-
dant. [Rei88].

Définition 36. Deux cycles sont dits disjoints s’ils n’ont aucun sommet ni arc en com-

mun [Rei88].
Définition 37. Une famille de cycles est un ensemble de cycles disjoints [Rei88].

Définition 38. Le poids d’une famille de cycles est égal au produit des poids des cycles
digraphes composant la famille considérée [Rei88].

E.3 Approche bond graph

Dans cette section, nous proposons de donner les outils nécessaires pour ’analyse d’un modéle
bond graph puis de présenter les procédures permettant le passage d’un modéle bond graph a
une représentation d’état (sous forme matricielle ou graphique). Ensuite, nous rappelons les
concepts nécessaires pour déterminer & partir d'un modéle bond graph (causal ou bicausal) le
déterminant de la matrice systéme associée. Enfin, nous présentons des procédures graphiques
pour la détermination de certaines propriétés structurelles (la commandabilité et 'observabilité).

E.3.1 Analyse d’un modéle bond graph

Dans ce paragraphe, nous présentons les propriétés d’un modéle bond graph qui permettent
de mener ’analyse structurelle et comportementale. La notion de chemin causal a été présentée
dans 'annexe A.
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Définition 39. Sur un modéle bond graph causal ou bicausal, la longueur l(v;,vj) d’un chemin
causal entre les variables v; et v; esl égale au nombre d’éléments de stockage d’énergie en
causalité intégrale rencontrés le long de ce chemin. L’existence d’éléments de stockage d’énergie
en causalité dérivée laisse la longueur inchangée [Rah92].

Définition 40. L’ordre w(v;,v;) d’un chemin causal entre deux variables v; et v; est défini
par [Wu 95, Ngw97] :
w(vi,vj) =nr —np

ot ny (resp. np) est le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale (resp.
dérivée) rencontrés le long de ce chemin.

Dans les travaux de BERTRAND et al. [Ber97b, Ber97a|, cet ordre a été désigné par longueur
généralisée.

Définition 41. Sur un modéle bond graph, la longueur d’un ensemble de chemins causauzx
est égal a la somme des longueurs de tous les chemins constituant cet ensemble [Rah93].

Définition 42. Sur un modéle bond graph, l'ordre d’un ensemble de chemins causaux
disjoints est égal o la somme des ordres de tous les chemins constituant cet ensemble [Ngw97].

Définition 43. Deux chemins causaux sont dits différents si et seulement s’ils ne possédent
aucun élément de stockage d’énergie en causalité intégrale en commun [Rah92, Rah93].

Ainsi, deux chemins causaux disjoints (cf. définition 20, annexe A) sont nécessairement différents.
Cependant, la réciproque n’est pas toujours vérifiée.

L’ordre d'un systéme d’équations associé & un modéle bond graph est donné par la défini-
tion 44 et 'ordre d’un modéle bond graph est donné par la définition 45.

Définition 44. L’ordre d’un systéme d’équations représenté par un modéle bond graph est
donné par nyry—ny(py ot nyy (resp. ny(py) représente le nombre d’éléments de stockage d’éner-
gie en causalité intégrale lorsque le modéle bond graph est en causalité préférentielle intégrale
(resp. dérivée). Cet ordre correspond au nombre de variables d’état dynamiquement indépen-
dantes. Ainsi, il correspond également au rang de la maitrice d’état correspondante A pour un
modéle associé & un systéme linéaire et invariant dans le temps [Ngw97, Van94].

Définition 45. L’ordre d’un modéle bond graph est égal au nombre ny) d’éléments de
stockage d’énergie en causalité intégrale lorsque le modéle est en causalité préférentielle intégrale.
Ce nombre correspond a la dimension du vecteur d’état et donc au nombre de conditions initiales
pour la solution du modele d’état associé. Il est égal au nombre de variables d’état qui sont
statiquement indépendantes [Nqw97].

IL’analyse comportementale par approche bond graph tient compte des gains des chemins
causaux. Ces gains se calculent en fonction des transmittances des éléments bond graph passifs.
Le tableau E.1 présente ces transmittances selon la causalité affectée et ce, dans le cas linéaire.

Définition 46. Le gain G(s) (resp. gain statique Gy,) d’un chemin causal est défini par [Bor92,
Rah93, Rah96, Dau00] :

G(s) = (=)™ [T0ma)*" [T(r)" [T 9e(s) (E.7)

i J

ou :
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TaB. E.1 — Transmittances des éléments passifs linéaires 1-port.

Elément bond graph Causalité Gain | Gain statique
R Résistance R R
Conductance % %
I Intégrale ﬁ %
Dérivée Is I
C Intégrale é %
Dérivée Cs C

~ ng (resp. n1) correspond au nombre total de changement d’orientation des liens au niveau
des jonctions 0 (resp. des jonctions 1) quand la variable de flux (resp. d’effort) est suivie,

— m; (resp. r;) correspond au module du i®™¢ élément TF (resp. j°™¢ élément GY ) rencontré

le long du chemin causal, avec k; = £1 (resp. l; = 1) suivant la causalité du ™ élément
TF (resp. j*™¢ élément GY ) rencontré le long du chemin causal,

— I1. ge(s) correspond au produit des gains ge(s) (resp. gains statiques g.) des éléments R, I
et C rencontrés le long du chemin causal’. Si aucun de ces éléments n’intervient dans ce

chemin causal alors ge(s) (resp. ge) vaut 1.

E.3.2 Détermination du modéle d’état 4 partir du modéle bond graph

La détermination du modéle d’état associé & un modéle bond graph est possible que ce soit
sous forme d’une représentation matricielle ou bien d’un digraphe.

Représentation matricielle

Une fois que la causalité préférentielle intégrale est affectée au modeéle bond graph (procédure
SCAP, annexe A), le modele d’état peut étre obtenu par calcul des gains des chemins causaux.

Procédure 25. Soit un modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale représentant un
systéme linéaire et invariant dans le temps et qui ne présente ni boucle algébrique*, ni élément
de stockage en causalité dérivée. Le modéle d’étal associé s’écrit sous la forme suivante [Ngw97,
Dau00, Kar06] :

5 {x(t) = Ax(t) + Bu(t) (B.8)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

ol :
- x(t) est le vecteur d’état constitué des variables d’énergie associées aux éléments de stockage
d’énergie en causalité intégrale (x(t) € R™M) ) ;
—u(t) (resp. y(t)) est constitué des variables d’entrée (resp. de sortie) associées aux éléments
sources (resp. détecteurs).
Les coefficients des matrices A, B, C et D sont calculés comme suit :

3Le tableau E.1 présente les valeurs des gains selon la causalité affectée.
*Une boucle algébrique correspond sur un modéle bond graph a une boucle causale d’ordre 0.
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aij = Z ék(ij, 1’7,>
@|wk(i7j750i):1 .

bij = > Gr(uj, ;)
®)|wr (uj,@:)=0 R

Cij = > Gl
®lwn (i wi)=1

dij = > Grluj, i)
E®lwr (u;,y:)=0

ot ék(vi,vj) correspond au gain statique du chemin causal &) existant entre les variables v; et
v; et dont Uordre est wi(v;, vj).

Remarques :

— RAHMANI et DAUPHIN-TANGUY [Rah98] ont montré que la procédure précédente peut étre

étendue aux modéles bond graph présentant des éléments de stockage d’énergie en causalité
dérivée (lorsque les modeles sont en causalité préférentielle intégrale).

— La procédure 25 a été énoncée dans le cas de modéles bond graph ne présentant pas de
boucle algébrique. Cependant, pour preéciser les réflexions de NGwoMPO [Ngw97]|, JAR-
DIN [Jarl0] a proposé une extension de cette procédure pour tenir compte de 'existence
de boucles algébriques résolubles (I’hypothése d’absence d’éléments de stockage d’énergie
en causalité dérivée est conservée). En effet, la différence réside dans I'étude de chemins
causaux qui ne sont plus uniquement des chemins élémentaires (définition 47) mais aussi
des chemins généralisés (définition 48) : la détermination des coefficients matriciels doit
tenir compte des chemins causaux passant une infinité de fois dans les boucles algébriques.
Dans ce cas, la limite de la série des gains statiques de ces chemins est calculée. Considérons
comme exemple un chemin causal élémentaire (k) entre deux variables v; et v; d’ordre wy,
de gain statique G}, et possédant une variable commune (autre que la variable d’arrivée
v;) avec une boucle algébrique de gain Go. Tl existe alors une infinité de chemins causaux
entre les variables v; et v; telle que la somme des gains statiques associés est donnée par
- .
>0 (Go) = 7
—o 1-G

— W0

Définition 47. Un chemin causal (resp. un cycle causal) est dit élémentaire si et seulement
st, dans la suite ordonnée de variables qui le caractérise, chaque variable (d’effort ou de fluz)
n‘apparait qu’une seule et unique fois [Jar10].

Définition 48. Un chemin causal (resp. un cycle causal) est dit généralisé si et seulement
st, dans la suite ordonnée de variables qui le caractérise, au moins une variable (d’effort ou de
fluz) apparait plusieurs fois [Jar10].

Représentation graphique

Deux procédures ont été présentées par RAHMANI [Rah93] pour effectuer le passage d’un

modéle bond graph & un modéle digraphe :

— la premiére procédure consiste a déterminer le modéle d’état a partir du modeéle bond
graph (cf. procédure 25) et a en déduire ensuite le digraphe correspondant (cf. section 1.5.1,
chapitre 1),

— la seconde procédure consiste & déterminer le digraphe correspondant directement & partir
du modéle bond graph en étudiant les chemins causaux appropriés et leurs gains statiques
(procédure 26).
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Procédure 26. Soit un modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale représentant un
systéme lLinéaire et invariant dans le temps, et qui ne présente ni boucle causale entre deuz
éléments R, ni élément de stockage en causalité dérivée. Le digraphe correspondant est obtenu en
appliquant les régles suivantes [Rah93] :

1. Chaque variable d’énergie associée a un élément de stockage d’énergie en causalité intégrale,
chaque variable d’entrée associée & une source d’effort ou de flux et chaque variable de sortie
associée a un détecteur d’effort ou de flux sont respectivement représentées par un sommet
d’état x;, d’entrée u; et de sortie y; sur le digraphe.

2. Un chemin causal d’ordre 1 reliant une wvariable d’énergie x; associée a un élément de
stockage d’énergie en causalité intégrale a une autre variable d’énergie x; associée a un
élément distinct de stockage d’énergie en causalité intégrale est représenté par un arc reliant
le sommet d’état x; au sommet d’état ;.

3. Un chemin causal d’ordre 1 reliant une wvariable d’énergie x; associée a un élément de
stockage d’énergie en causalité intégrale o elle-méme (boucle causale) est représenté par un
arc reliant le sommet d’état correspondant x; a lui-méme (boucle).

4. Un chemin causal d’ordre 0 reliant une vartable d’entrée u; assoctée o une source & une
variable d’énergie x; associée a un élément de stockage d’énergie en causalité intégrale est
représenté par un arc reliant le sommet d’entrée u; au sommet d’élat x;.

5. Un chemin causal d’ordre 0 reliant une variable d’énergie x; associée a un élément de
stockage d’énergie en causalité intégrale a une variable de sortie y; associée a un détecteur
est représenté par un arc reliant le sommet d’état x; au sommet de sortie y;.

6. Un chemin causal d’ordre 0 reliant une variable d’enirée u; associée o une source ¢ une
variable de sortie y; associée a un détecteur est représenté par un arc reliant le sommet
d’entrée u; au sommel de sortie y;.

7. Chaque arc a un poids égal au gain statique du chemin causal o partir duquel il a été
construit.

Remarques :

— Lorsque plusieurs chemins causaux existent entre deux variables v; et v;, deux cas de figure
peuvent se présenter :

— soit la somme de leurs gains statiques est nulle et dans ce cas, aucun arc n’est & ajouter
sur le digraphe correspondant,

— soit la somme de leurs gains statiques est non nulle et dans ce cas, le poids de cet arc
est égal & cette somme.

— La détermination du modéle bond graph & partir d’'un modéle digraphe n’est pas aussi évi-
dente parce que la représentation digraphe (ainsi que la représentation matricielle) globalise
un certain nombre d’'informations telles que les phénomeénes énergétiques apparaissant dans
le systéme et la maniére dont ils sont interconnectés. Par conséquent, si aucune autre in-
formation n’est ajoutée, la traduction de cette représentation d’état en un modéle bond
graph peut aboutir & plusieurs modéles bond graph possibles.

E.3.3 Détermination graphique du déterminant de la matrice systéme

Dans cette section, nous présentons les concepts bond graph qui permettent de calculer le
déterminant de la matrice systéme (du modele direct ou inverse) a partir d’'un modeéle bond
graph (causal ou bicausal). Ces concepts sont utilisés dans la section 3.1 du chapitre 3.

Définition 49. Un cycle causal est un chemin causal fermé qui peut contenir plusieurs éléments
de stockage d’énergie distincts [Rah93, Van94/.

Définition 50. Le gain (resp. gain statique) d’un cycle causal est égal au gain (resp. gain
statique) du chemin causal fermé correspondant [Rah93].
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Définition 51. Deuz cycles causaux sont dits différents s’ils ne possédent aucun élément de
stockage d’énergie en causalité intégrale en commun [Rah93].

Définition 52. Une famaille bond graph est un ensemble de cycles causaux et de chemins
causauzr E/S différents [Jar10].

Définition 53. Le gain (resp. gain statique) d’une famille bond graph est égal au produit
des gains (resp. des gains statiques) des cycles et des chemins causaux contenus dans la famille
en question [Jar10)].

Définition 54. La longueur d’un cycle causal (resp. d’une famille bond graph) est égal au
nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale rencontrés le long de ce cycle (resp.
contenus dans cette famille) [Rah93].

Définition 55. L’ordre d’un cycle causal (resp. d’une famille bond graph) est égal a la diffé-
rence entre le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale et le nombre d’élé-
ments de stockage d’énergie en causalité dérivée rencontrés le long de ce cycle (resp. contenus
dans cette famille) [Rah93].

Remarque : la notion de cycle causal est une généralisation de la notion de boucle causale qui
elle, ne pouvait contenir au maximum que deux éléments de stockage d’énergie (définition 18,
annexe A).

Deux procédures (procédures 27 et 29) existent dans la littérature pour déterminer, a partir
d’un modéle bond graph causal, le déterminant de la matrice systéme du modeéle d’état 3. Ces
procédures ont été évoquées dans la section 3.1, du chapitre 3.

Procédure 27. Le déterminant de la matrice systéme P(s) est donné par l’expression sui-

vante [Rah93, Ber97a] :
q

det(P(s)) = ) (~1)76Ge, Pre,(s) (E.9)
i=1
ow, sur le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale :
— q est le nombre d’ensembles de m chemins causauz E/S différents,
- égi est le produit des gains statiques des m chemins causauz appartenant ¢ l’ensemble ¢€;,
— Preg,(s) est le polynéome caractéristique du bond graph réduit associé a l’ensemble &;,
— og, est le nombre de permutations nécessaires pour ordonner les sorties de l’ensemble &;
dans lordre du vecteur de sortie initial quand les m chemins causauz de 'ensemble &; sont
ordonnés dans l’ordre du vecteur d’entrée initial.

Un résultat identique est obtenu quelle que soit la numérotation choisie pour les ensembles &; de
m chemins causaux E/S différents. La notion de modeéle bong graph réduit a été introduite par
RAHMANI [Rah93] et détaillée par BERTRAND [Ber97a).

Définition 56. Soit un modéle bond graph possédant un ensemble &, de chemins causaur E/S
différents. Le modéle bond graph réduit est le modéle bond graph obtenu en supprimant tous
les éléments en causalité intégrale contenus dans cet ensemble & [Rah93, Ber97a).

Le polynéme caractéristique du modéle bond graph réduit est calculé suivant la procédure 28.

Procédure 28. La valeur de chaque coefficient o; (1 < i < n) du polyndéme caractéristique
PA(s) peut étre déterminée a partir du modeéle bond graph comme suit [Rah93] :

nr,

ai = 3 (~1)%Gs, (E.10)
k=1

ot sur le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale :
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— F;,. est la ké™ famille de cycles causauz de longueur i,
- ng, est le nombre des familles de cycles causauz de longueur i,

- Gfik est le gain statique de la famille de cycles causauz F;, ,
— dy, est le nombre de cycles causauz différents contenus dans la famille F;, .

Pour plus de détails sur la construction du modéle bond graph réduit, le lecteur peut consulter
la référence [Ber97a).

La procédure 29 permet d’écrire le déterminant directement sous la forme d’un polynome en s,
ce qui peut étre avantageux dans certains cas et permet d’éviter une manipulation supplémentaire
dans certains développements..

Procédure 29. Sur le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, le déterminant de
la matrice systéme P(s) est donné par Uexpression suivante [Jar10] :

det(P(s)) = Xn:pim}s”_k (E.11)
k=0

o :

- n et m correspondent respectivement au nombre d’éléments de stockage d’énergie en cau-
salité intégrale et au nombre d’entrées,

- p,{ﬁm} correspond o la somme des gains statiques des familles bond graph d’ordre k et conte-
nant m chemins causauz E/S BG-différents. Dans ce calcul, le gain statique de chaque
famille bond graph doit étre multiplié par (—1)* ou d est le nombre de cycles contenus
dans la famille bond graph. Le gain statique de chaque famille doit également étre multiplié
par (—1)% ou oy est le nombre de permutations nécessaires pour ordonner les sorties dans
Uordre du vecteur de sortie initial quand les m chemins causauz de la famille sont ordonnés
dans Uordre du vecteur d’entrée initial.

E.3.4 Commandabilité et observabilité structurelles

Dans cette section, nous proposons de rappeler les procédures graphiques permettant de
conclure sur certaines propriétés structurelles d’un modéle : propreté, commandabilité et obser-
vabilité. Ces propriétés sont évoquées dans le chapitre 2.

Procédure 30. Un systéme linéaire invartant dans le temps est propre si le modéle bond graph
associé ne contient aucun élément de stockage d’énergie en causalité dérivée lorsque le modéle
bond graph est en causalité préférentielle intégrale et réciproquement [Sue89, Sue91, Dau00)].

Procédure 31. Un modeéle bond graph est structurellement commandable en état si et seulement
st les deux conditions suivantes sont respectées [Sue89, Sue91, Dau00] :

1. Sur le modéle bond graph en causalité intégrale, il existe un chemin causal entre tous les
éléments de stockage d’énergie (I et C) en causalité intégrale et une source de commande
MS, ou MSy. Cette condition est équivalente a la condition d’atteignabilité.

2. Tous les éléments de stockage d’énergie (I et C) admettent une causalité dérivée sur le
modéle bond graph en causalité dérivée. Si des éléments de stockage d’énergie (I ou C)
restent en causalité intégrale, la dualisation des sources de commande MS. et M Sy doit
permettre de les mettre en causalité dérivée.

Procédure 32. Un modéle bond graph est structurellement observable en état si et seulement st
les deux conditions suivantes sont respectées [Sue89, Sue91, Dau00] :

1. Sur le modéle bond graph en causalité intégrale, il existe un chemin causal entre tous les
éléments de stockage d’énergie (I et C) en causalité intégrale et un détecteur (D, ou Dy).
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2. Tous les éléments de stockage d’énergie (I et C) admettent une causalité dérivée sur le
modeéle bond graph en causalité dérivée. Si des éléments de stockage d’énergie (I ou C)
restent en causalité intégrale, la dualisation des détecteurs D. et Dy doit permettre de les
mettre en causalité dérivée.

Remarques :

— Dualiser une source ou un détecteur consiste & inverser sa causalité. Par exemple, dualiser
une source d’effort M S, revient a la rendre une source de flux MSy.

— Pour les procédures 31 et 32, nous supposons que la commande apparait uniquement comme
une modulation sur les sources de commande MS. et M Sy du modeéle bond graph et non
comme une modulation d’éléments R par exemple.

— Les procédures 30, 31 et 32 représentent des conditions suffisantes.






Annexe F

Analyse comportementale a partir du
modele bond graph

Dans le troisiéme chapitre, des contributions & ’analyse structurelle, notamment & la détermi-
nation graphique des ordres des pdles a l'infini, des ordres relatifs et des ordres d’essentialité,
établies & partir du modéle bond graph inverse ont été présentées. Aprés un rappel sur les
résultats de ’analyse comportementale menée sur le modéle bond graph direct, cette annexe
présente ’extension de ces contributions au niveau de ’analyse comportemental.

F.1 Analyse comportementale & partir du modéle bond graph
direct

Nous proposons dans cette section de rappeler les procédures graphiques établies au niveau
de l'analyse comportemental pour la détermination des ordres des zéros & l'infini, des ordres
relatifs et des ordres d’essentialité a partir du modéle bond graph direct.

F.1.1 Ordres des zéros a l’infini

Le nombre des zéros a l'infini peut étre calculé au niveau d’analyse comportemental selon
la procédure 9 (page 88). A ce niveau d’analyse, les ordres de ces zéros sont donnés par la
procédure 33.

Procédure 33. niveau d’analyse comportemental
Les ordres des zéros a l’infini peuvent étre calculés de sorte que [Jar10] :

m =Ly (F.1)
n; =L; — L1 '

et tels que, sur le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale :

L : : J15eee3J4
L;, = min min lhl,...,hi |

gt € ([mD)' | g1 e([on]) hyseh
hi,... s hi € ([1,m])"

ot
— n et m sont respectivement le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale
et le nombre d’entrées;
J155T4
{Zhl ,,,,, le }

= Pyt correspond & la somme des gains statiques des familles bond graph de longueur

Biseohy

E{Lll""’]}j et contenant comme chemins causaux uniquement i chemins causauzr E/S diffé-
geeesli

rents entre les variables d’entrée uj,, ..., u;, et des variables de sortie yp,,...,yn;. Dans ce
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calcul, le gain statique de chaque famille bond graph doit étre multiplié par (—1)? ot d étant
le nombre de cycles contenus dans la famille bond graph. Le gain statique doit également
étre multiplié par (—1)%% ou oy, est le nombre de permutations nécessaires pour ordonner
les sorties yn,, ..., Yn, dans l'ordre du vecteur de sortie initial quand les i chemins causauz
de la famille bond graph sont ordonnés dans Uordre du vecteur d’entrée initial.

Remarques :
— Cette procédure permet de classer les ordres des zéros & 'infini dans 'ordre croissant.
— Les notions de cycle causal, de famille bond graph etc... utilisées dans la procédure 33 ont
été présentées dans la section E.3 de ’annexe E.
— Le calcul des ordres des zéros a 'infini implique les chemins causaux E/S différents et non
uniquement les chemins causaux E/S disjoints (que ce soit au niveau BG-structurel ou
comportemental) [Jarl0].

F.1.2 Ordre relatif

Au niveau de 'analyse comportemental, les ordres relatifs peuvent étre déduits du modéle
bond graph en causalité préférentielle intégrale et ce, en appliquant la procédure 34.

Procédure 34. niveau d’analyse comportemental
Sur un modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, 'ordre relatif n), de la sortie y;
peut étre calculé de sorte que [Jar10] :

n, =min{ wi | Z él(Uj,yi) # 0 (F.2)
Dl (uj,yi)=wr,

ot él(uj,yi) est le gain statique du chemin causal () d’ordre w; entre une entrée u; et la sortie
Yi-

F.1.3 Odres d’essentialité

Au niveau de l'analyse comportemental, les ordres d’essentialité peuvent étre déterminés a
partir du du modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale et ce, en appliquant la
procédure 35.

Procédure 35. niveau d’analyse comportemental
Sur un modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, l'ordre d’essentialité n;. de la
sortie y; peut étre calculé comme suit [Jar10] :

(4)
ie = m = b (F.3
ou :
— sur le modéle bond graph initial :
,L'jl ----- im
L - min min gjlv--wjm ‘ hi,-.es hm 7é O
" j m i j hi,e.hm Zjlw'jm

J1-- o dm € ([LmD™ | g19m ¢ ([o,n]) B

hyseees h
hi,.. o hm € ([Lm])m™ > PP

— sur le modéle bond graph obtenu en supprimant du modéle bond graph initial son €™

détecteur :
ijl ----- Jm—1
(l) = 1 : J15erdm—1 hisevshm_1
mel o j iy 1 \ym—1 J1sesd min ehlvw-vhm—l | pgjl """ Jm—1 # O
JhyeeeoJm1 € ([l’mﬂ \{Z}) Zhll’, ..... ,:”*_116([[07,”]]) hyseees hm—1

hiyeeoshmet € ([1,m] \ {i})™—2 o
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ot :
— n et m sont respectivement le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité intégrale
et le nombre d’entrées;

o)

= Pptim (resp. péj1 ,,,,, P ) correspond o la somme des gains statiques des familles
bond graph de longueur Eibll’;.'_'.’f};’;n‘jl (resp. %117,......7,]&:11 ) et contenant m (resp. m —1) chemins
causauz E/S différents entre les variables d’entrée uj,, ..., uj,, (resp. wj,...,u;, ) et les
variables de sortie ypy,. .., Yn,, (T€SP. Ynys---sYnh,,_,)- Dans ce calcul, le gain statique de
chaque famille bond graph doit étre multiplié par (—1)¢ ot d étant le nombre de cycles conte-
nus dans la famille bond graph. Le gain statique doit également étre multiplié par (—1)% o
oy est le nombre de permutations nécessaires pour ordonner les sorties yn,, ..., Yn,, (Tesp.
Yhys- -+ Yh,,_1 ) dans Uordre du vecteur de sortie initial quand les m (resp. m —1) chemins
causauz de la famille bond graph sont ordonnés dans l'ordre du vecteur d’entrée initial.

Remarque : les résultats sur les exemples étudiés dans la section 3.1.2 pour illustrer les procédures
bond graph pour la détermination des ordres d’essentialité a partir du modéle direct 3 restent
valables puisqu’ils concernent des cas ot1 les ensembles des chemins causaux étudiés correspondent
{Z-h ,,,,, im } {in ,,,,, Jm—1 }

By shm Blseeeshm—1 o
i et P jitoeim 1 différents de 0.
Ry hm hi,...,hy—1

a des coefficients p

F.2 Analyse comportementale & partir du modéle bond graph
inverse

Dans cette section, nous proposons 'extension, au niveau de ’analyse comportemental, les
procédures données dans le troisiéme chapitre pour la détermination graphique des ordres des
poles & l'infini, des ordres relatifs et des ordres d’essentialité.

F.2.1 Ordres des poéles a l’infini

D’aprés le théoréme 1 (page 77), les ordres des poles a 'infini peuvent étre calculés en fonction
des degrés des mineurs de la matrice de transfert Tiny(s). La procédure 15 du chapitre 2 permet
la détermination graphique du plus haut degré des mineurs d’ordre ¢ de la matrice de trans-
fert Tinyv(s) du modeéle inverse et ce, au niveau d’analyse BG-structurel. Au niveau d’analyse
comportemental, ce degré est déterminé graphiquement par la procédure 36.

Procédure 36. niveau d’analyse Comportemental
Soit §; le plus haut degré des mineurs d’ordre i de Tiny(S), alors

tel que sur le modéle bond graph bicausal :

L; = min , ~ min w?
g, i € ([1,m])* wibll”"""’jjie([[—nD,nm,]}) B seenhy
hi,...,hi € ([1,m])*
ou :
— m est le nombre d’entrées ;
— Niny €t np sont respectivement le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité
intégrale et le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée ;
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correspond 4 la somme des gains statiques des familles bond graph d’ordre

whl, h et contenant uniquement i chemins causaur E/S différents entre y;,,...,y; et
Uhy, - - up,. Dans ce calcul, le gain statique de chagque famille bond graph doit éire mulli-
plié par (—1)?, d étant le nombre de cycles contenus dans la famille bond graph. Le gain
statique de chaque famille doit étre multiplié aussi par (—1)7% ow oy est le nombre de
permutations nécessaires pour ordonner les sorties dans l'ordre du vecteur de sortie ini-
tial quand les i chemins causaux E/S de la famille sont ordonnés dans l'ordre du vecteur
d’entrée initial.

Démonstration. Soit §; le plus haut degré des mineurs d’ordre ¢ de Tiny(s), 5; le plus haut
degré des mineurs d’ordre i de Piny(s) et L; I'ordre minimal qu'un ensemble de i chemins cau-
saux E/S différents puisse avoir sur le modeéle bond graph bicausal.

A partir du théoréme 2, on a §; = ; — Ninw. Chaque 3; peut étre calculé comme suit :

= max  ABn )
g1, € ([1,m])? hy,eshy
hi,...,hi € ([1,m])?

17~~~’ninvaninv+j1’~~wninu+‘ji
ol ﬁjl’ ST deg (det< lnv(s)17---177»11n1n77»11n1;+h11---:ninv+hi )

hi,...,h;

Si det (Pim,(s)l’. Min Mino 11, Mino 74 ) = 0 alors ce déterminant n’est pas & considérer pour le

see s Miny aninv+h1 5o inoy +hz

calcul des ordres des zéros a 'infini.

Si det <Pinv(s)%""’”i"“’”i"“ﬂl""’m”“ﬂi ) # 0 , alors & partir de la procédure 14 :

5o inv,Minv +h1 yeey Minoy +h7,

17---7nin1) 7ninv+h17---vninv+hi pk §
k=—np

. . Ninv {Jl’ 205 }
det (Pinv(8)1»---7”1'71,117ninv+J17---7ninv+]i ) — hl’ why Ninv—k

Ainsi :

J15++5J4 } . .

) . 0 ) J15-di

det (P: (8)1,~~~,mnmmnv+j1,~~.,nmv+1¢ -~ p{hlwvhz Snin’u*Lihlv“ﬂﬁi
v 1o Minw Minv+h1,- Nine+h; J1s

ou L; ] " est I'ordre minimal qu’une famille bond graph puisse avoir :
1

L J1yens] — min w]la---m]’i.
Z}7/17 7h 15 7]7, hl?"'vhl
whl 6([[ np 7n1nu}])

avec wz " .’JZ l'ordre d’une famille bond graph contenant contient i chemins causaux E/S différents
entre ¥;,,...,Yj et un,,...,up,. Deux cas de figure peuvent alors se présenter :
315304
hi,....h;
—casl:p VARTERY Y} 7é0
“hyyeehs
— 17---7ninv7ninv+j17---7ninv+ji _ . _j17---7j'i
Dans ce Cas, 5;11’ J}; — deg (det (P(S)]-w-yninv7ninv+h17-~~7ninv+hi = Ninv — Llhl,...,hi et
par conséquent dj,...j; = —L#Lll’ i - Puisque 0; max A0 b et Ly =
h17 Shy Ji,---50i € ([[1,’”’1/]])2 hy,eeshyg
hi,... hi € ([1,m])*
o min {Llﬁ, j’} alors 0; = —L;.
wh1177 h ([[ npNinv])
]1, J4
}Ll, ey
—cas 2: P v =0
“hisehy

Dans ce cas, les familles bond graph d’ordre wfll’ i .+ 1 doivent étre considérées et le
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J1s--d4

1
) { By h} . . , s .
coefficient correspondant p; | ;1 est testé. Si ce coefficient est égal a zéro alors ’ordre
[}

Ryyeshy

K3

wy! 4 doit étre incrémenté de maniere récursive de 1 jusqu’a ce que le coefficient corres-
ERRX)

pondar;t soit différent de zéro. Alors :

L J1yeesdi

thy,.nhs = F1sedi min “Whi,.ooshi | pwjl """ Ji
whl YYYYY ;Zié([[_nDyninvﬂ) hlv""rhi
et par conséquent §; = —L; ou :
{ J1s--d4 }
X . o Lreehy
L; = min min wpl R p o #0
; ; i J1s--s74 seeeylly 0D S
it € LD | Wt etnp minsl) G

hi,...,h; € ([1,m])*

Ainsi, soit nous restreignons ’étude au niveau d’analyse BG-structurel ou les gains des fa-
milles sont supposés indépendants et nous considérons le cas 1 (cf. procédure 15, page 102).
Soit I’étude se place au niveau d’analyse comportementale et le cas 2 est considéré.

Fin de la démonstration.

A partir de la procédure 36 et au niveau d’analyse comportemental, une procédure bond
graph permettant la détermination graphique des ordres des poles & l'infini du modéle inverse
est maintenant déduite.

Procédure 37. niveau d’analyse Comportemental
Le nombre des péles o linfini est égal & m et chaque ordre d’un péle a Uinfint n; peut étre

calculé de sorte que :
{"1 =h (F.5)
ni=Li—1—Lj

tel que sur le modéle bond graph bicausal :

{Zal AAAAA Ji }

. : h,...,h;

L : : T1senndi Lol

Li= min 0 g, min whl ’ P ity #0
g1y, di € ([1,m]) w5 €([=np nino]) hioshy

hi,...,hi € ([1,m])’
ou :
— m est le nombre d’entrées ;

— Niny €t np sont respectivement le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité
intégrale et le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée

- P ]LZ correspond 4 la somme des gains statiques des familles bond graph d’ordre
93

'hl,m_,hl
wﬁ”]}:l et contenant uniquement i chemins causaur E/S différents entre y;,,...,y; et
Uhy,---sup,. Dans ce calcul, le gain statique de chaque famille bond graph doit étre mul-

tiplié¢ par (—1)¢, o d étant le nombre de cycles contenus dans la famille bond graph. Le
gain statique de chaque famille doit étre multiplié aussi par (—1)% ot oy est le nombre
de permutations nécessaires pour ordonner les sorties dans l'ordre du vecteur de sortie ini-
tial quand les i chemins causaur E/S de la famille sont ordonnés dans l'ordre du vecteur
d’entrée initial.
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Démonstration.
— Pour i = 1, & partir du théoréme 1, nous avons : nqy = d1. De plus, il a été démontré dans
la, procédure 36 que §; = —L; ol :
G1aeees Ji
I — : : 1o “h1ehy P
i= min . ~ min Wy | P Yyis © FO (F.6)
Jis--es i € ([L,m])" Wit E(l=np nino]) “hy by
hi,... hi € ([1,m])’
Ainsi, le résultat ny = — L7 est immédiatement déduit.

— Pour i > 2 et a partir du théoréme 1 et de la procédure 36, nous avons :

n; = —06i—1 + d;
=Li1—L;

ou L; est défini par I’équation F.6. Fin de la démonstration.

Remarque : Cette procédure permet de classer les ordres des péles & I'infini dans ’ordre décrois-
sant.

Exemple. Afin d’illustrer la procédure 37, considérons le circuit électrique de la figure F.1 ou
les deux résistances ont la méme valeur R. Les sorties y; et yo sont respectivement les intensités
traversant la bobine d’inductance Lo et Ly. Le modéle bond graph acausal associé est donné
figure F.2. Le critére d’inversibilité 3 (section 1.3.3, chapitre 1) est vérifié et le modéle bond graph
bicausal (figure F.3) peut étre construit grace a la procédure SCAPI (procédure 22, section A.5.2,
annexe A). Le modéle inverse d’ordre minimal s’écrit sous la forme suivante :

u; = N1 R%-i-R% 1+ Iy R%-i-RLZ Y2+ (U1 + 12) y1

uz =Ll (7 + 75 ) Y1+ BL (5 + 75 ) V2 + (B + 11) v

Dans le domaine de LAPLACE, le modéle est caractérisé par les matrices suivantes : Ajny = 0,
Binv(s) =0, Cijupv =0 et
L (Ril—i—RiQ) s+ (I + 1) s Ly (R%—FR%) s?

I>13 (Ri1 + R%) 52 131, (}%1 + R%) s2+ (I3 +14) s
transfert du modéle inverse est donnée par :

Dinv(s) = . La matrice de

Tinv(s) = Dinv(s)

Ly ooug S
TOR® » D

Fia. F.1 — Circuit électrique.
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S, U1 1 0 0 1 Uz S.
1
Il <2 q L 1Ly
Y1 R:R, V2
Dr Ds
Fia. F.2 — Modéle bond graph acausal.
R: R1
| L1 T I L3
DD 1 L—— 0 LES 1 —21p,D,
| A1
b L ~
lily <—— 1 1 =1L
¥1 RIR; Y2
4 é
SQSf Sesf

Fia. F.3 — Modéle bond graph bicausal.

Par I’approche modéle d’état et d’aprés le théoréme 1, les ordres des péles a l'infini sont calculés :

711:(51:2
712:52—51:3—2:1

(F.7)

L’équation F.7 représente le résultat de référence auquel le résultat bond graph sera comparé.

Afin de déterminer les ordres des pdles & U'infini & partir du modéle bond graph bicausal, ’analyse
des chemins causaux E/S est menée (figures F.4, F.5 et F.6) : huit ensembles de chemins causaux
E/S différents d’ordre minimal (-4) existent entre la paire (y1,y2) et la paire (ug,us2). Si nous
restreignons notre étude & un niveau d’analyse BG-structurel en considérant l'un des ensembles

(par exemple l'ensemble S donné figure F.4(a)), on a :

{L1 =wi(yr = ur) = -2
Ly =wi(y1 — u1) +wa(ya —ug) = -2 -2 = —4

Alors, nous pouvons déduire que :

TL1:—L1—2
ng=1L —Ly=-2+4=2
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Ce résultat, qui ne correspond pas au résultat trouvé par ’approche modeéle d’état (équation F.7),
n’est valide qu’au niveau d’analyse BG-structurel.

Maintenant, reprenons l’analyse précédente mais en considérant les gains des chemins causaux

E/S (niveau d’analyse comportemental). Nous pouvons constater alors que la somme des gains

{2 } IiIolgly — ILlolzly + Iilplsly
R R Rj

= 0. Ainsi, pour calculer les ordres des poles

statiques des huit familles bond graph d’ordre -4 s’annule : p~)/

ERPYEY + IiIolgly — Iilol3ly + IIoIgly — Iidol3ly
R3 R1Ro R1R2 R1Rs R1R2

a linfini, il faut considérer les familles bond graph d’ordre -3 et vérifier que la somme signée
de leurs gains statiques est différente de zéro. Huit familles d’ordre -3 existent (figures F.7, F.8
et F.9). La somme des gains statiques des familles bond graph d’ordre -3 est différente de zéro :
p{j’i} 111213 + 111213 + 111214 + 111214 + 121314 + 111314 + 111314 4 121314 # 0. Ainsi, nous pouvons
déduire que

{L1 =wi(y1 = u1) = -2
Ly =wi(y1 — u1) +wy(ya — ug) = =2 - 1= -3

et par conséquent :

ny = —L1 =2

n2:L1—L2:_2+3:
Ce résultat au niveau d’analyse comportemental correspond bien au résultat trouvé par ’ap-
proche modéle d’état (équation F.7).
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—— Chemin causal ()

—— Chemin causal (2

DeDs

Ti«
11
DeDT A 0
A1
|4
Lo —1
Y1 R: R2
/A
Sesf SeSf

(a) Ensemble S; de chemins causaux E/S différents

—— Chemin causal (3)

—— Chemin causal (@)

| : L3
R Py
A | = Uz
19| — DD
A1
b4
L1 I L
V4 R: Rz
K/
Sesf SeSf

(b) Ensemble Sz de chemins causaux E/S différents

Fi1a. F.4 — Analyse des chemins causaux E/S différents d’ordre -4 : ensembles S; et So.

F.2.2 Ordres relatifs

Une nouvelle méthode (théoréme 4) a été proposée dans la section 3.1.1 permettant le calcul
des ordres relatifs a partir du modéle inverse et plus précisément, & partir des ordres des poles &
linfini du modéle inverse. A partir du théoréme 4 et a partir de la procédure 37, la procédure 38
permettant la détermination des ordres relatifs sur le modéle bond graph bicausal est définie et
ce, au niveau d’analyse comportemental. La procédure 17 (section 3.1.3, chapitre 3) permet la
détermination de ces ordres sur le modéle bond graph bicausal au niveau d’analyse BG-structurel.

Procédure 38. niveau d’analyse comportememdtal
L’ordre relatif n) de y; peut étre calculé de sorte que :

n, =L | — L,

m—

tel que sur le modéle bond graph bicausal :

jl7“'7jm

h11-~~>hm

Ly = “min _ ~ min w
Jise. oy Jm € ([1,m])™ will """""" Jm E([[—anninv]])
hi,... hm € ([1,m])™

5

5

(F.8)
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—— Chemin causal (5)

—— Chemin causal (&

R:R1

D.D; 1 DDy
Vi
Sesf Sesf
(a) Ensemble Ss de chemins causaux E/S différents
—— Chemin causal ()
—— Chemin causal (8
R:R4
-’( | : L3
A1) P
= uz
DDy 0 I'1 s 1 D,D;
i
A
X J Ly
Y4 R:R:
i
SGST SeSf
(b) Ensemble Ss de chemins causaux E/S différents
—— Chemin causal (T)
—— Chemin causal (&
R: R1
Ly
P,
LI
DeDT A 1 I A 0 DeDr
po L
Ilo[s——1.
Y1
i
Sesf SeSf

(c) Ensemble S5 de chemins causaux E/S différents

Fia. F.5 — Analyse des chemins causaux E/S différents d’ordre -4 : ensembles S3, Sy et Ss.
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DeD+

De Df

De DT

Y1

é
SeS

—— Chemin causal (3)

—— Chemin causal (8

I:L3

Uz

I DeD;

N

S.Ss

(N

(a) Ensemble S de chemins causaux E/S différents

i
SeSs

(b) Ensemble S7 de chemins causaux E/S différents

/
SeSt

—— Chemin causal (5

—— Chemin causal (2)

|:L3

I DDy

Se Sy

—— Chemin causal @)

—— Chemin causal (3

P

I:Ls

l:
1

Uz

S.S;

(RN

(c) Ensemble Ss de chemins causaux E/S différents

1 DD

FiG. F.6 — Analyse des chemins causaux E/S différents d’ordre -4 : ensembles S7, Sg et Ss.
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—— Chemin causal (T)

—— Chemin causal (9

| : L3
P
L Uz
DDy 0 < I'1 S 1 DDy
4 p,
1 I L4
Y2
4
SGST SeSf
(a) Ensemble Sy de chemins causaux E/S différents
—— Chemin causal (5)
—— Chemin causal (9
| : L3
M
— Uz
D.D; 0 I = 1 D,D;
4,
1 I Ly
Yz
é
Sesf Sesf
(b) Ensemble Sio de chemins causaux E/S différents
DDy

SeSy

(c) Ensemble S1; de chemins causaux E/S différents

Fi1a. F.7 — Analyse des chemins causaux E/S différents d’ordre -3 : ensembles Sy, S1p et Si;.

Sesf
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Chemin causal @
—— Chemin causal

R: R4
T I:L3
41 '

0 I~ I 1 I~ lDan
A |
A p
| Ly
R:Rz Yz
Sesf SeSf

(a) Ensemble Si12 de chemins causaux E/S différents

l: L1
L
U1
DanI A 1 I A 0 Dan
b |~
L
Y1
i
Sesf SeSf
(b) Ensemble Si3 de chemins causaux E/S différents
l: L1
D
L1
D.D;! = 1 ' 0
ho 4
by <—— 1
¥4
A
Sesf SeSf

(c) Ensemble Si4 de chemins causaux E/S différents

Fi1a. F.8 — Analyse des chemins causaux E/S différents d’ordre -3 : ensembles Sig, Si3 et Si4.
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Sesf Sesf

(a) Ensemble Si5 de chemins causaux E/S différents

I: L1
|
u1
DDI—— 1 —— Lo ' D.D;
B, |L
l: I—2|ﬁ| 1.
Y4
/
Sesf SeSf

(b) Ensemble Si de chemins causaux E/S différents

Fia. F.9 — Analyse des chemins causaux E/S différents d’ordre -3 : ensembles S5 et Sig.

et sur le modéle bond graph bicausal sans la considération de Ii™¢ double source :

Lo

m—

ou :

ijl ----- Im—1
. . Gl Jm—1 hisees hm—1
= min ) ] min Wy, h ‘ Gl dm—1 7é 0
s rdm-1 € ([Lm) \ i)™=t | J1im=1 bl i
sy Jm—1 ) w hmile([[—np,nmv}]) hiseess hm—1

hiy.ooyhm—1 € ([1,m] \ {i})m—l hysees

m est le nombre d’entrées ;

— Niny €t np sont respectivement le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité

intégrale et le nombre d’éléments de stockage d’énergie en causalité dérivée

ijl ----- Jm ijl 7777 Jm—1
hi,.ns hm hyyeeey hpp—1

= P iprim (resp. p i1 ) correspond & la somme des gains statiques des familles
w

bond graph d’ordre wﬁ],f:n (resp. will’;'_'.”]g:‘n_jl et contenant uniquement m (resp. m — 1)
chemins causauzr E/S différents entre yp,,...,Yn,, (T€SD. Yhys---sYh,, 1) €t Wi, ..., U,
(resp. wj,...,uj, ). Dans ce calcul, le gain statique de chaque famille bond graph doit
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étre multiplié par (—1)? ou d étant le nombre de cycles contenus dans la famille bond
graph. Le gain statique doit également étre multiplié par (—1)%% ou oy est le nombre de
permutations nécessaires pour ordonner uj,, ..., uj,. (resp. uj,...,u;, ) dans Uordre du
vecteur de sortie initial quand les m (resp. m—1) chemins causauz de la famille bond graph
sont ordonnés dans l'ordre du vecteur d’entrée initial.

m m—1
Démonstration. A partir de la procédure 37, il peut étre déduit que Z n; = —L,, et Z Njj =
j=1 J=1
L9 tel que :

m—1
J1seens Jm
. ) i
Ly, = min min will,-..,ghm | {jibl]:im} 20
] j j j s, U 015
T dm € ([[17m]])m w]Llﬁ ....... ]the([[_nDyninv]]) T whl ..... hm
hi,...,hm € ([1,m])™ 1o
et
{Zjl ..... Jm—1 }
: 1 : 11 ey Trm— Rseens o —1
Lol = min ] e peet | U
gt oo gm—t € ([Lm] N i)™ Wi Iml e ([—np ning]) o Y e 1
hiy...,h;m—1 € (IILmII \ {,L'})m,—l 1stm—1

Ainsi, a partir de ces résultats et & partir du théoréme 4, cette procédure 38 en est déduite. Fin
de la démonstration.

Exemple. Considérons le circuit électrique de la figure F.10. Le modéle bond graph acausal
associé est donné figure F.11. Nous supposons que le cahier des charges impose un ordre relatif
égal & 1 pour la premiére sortie y; et égal & 0 pour la deuxiéme sortie y2. Nous cherchons a valider
cette spécification. Le critére d’inversibilité 3 (section 1.3.3, chapitre 1) est vérifié et le modéle
bond graph bicausal (figure F.12) peut étre construit grice a la procédure SCAPI (procédure 22,
section A.5.2, annexe A).
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L, (e

FiG. F.10 — Circuit électrique.

R:R l:L
I.JF
u
S, — 4 0 1 2 g,
D.<V— o 1 Dy
Ya
q, q;

C: G C:.GC

Fic. F.11 — Modéle bond graph acausal.

R:R I:L
p
DD 21| 0 — 1 —21D,D
1 L L
SeSi =2 0 A1 ass
q :

Fia. F.12 — Modéle bond graph acausal.

Afin de déterminer les ordres relatifs a partir du modéle bond graph bicausal, 'analyse des
chemins causaux E/S est effectuée (figure F.13) : trois ensembles de chemins causaux E/S dif-
férents d’ordre minimal (égal a -2) existent : S; = {(D), @} (figure F.13(a)), S2 = {B), D}
(figure F.13(b)) et S35 = {(D,®)} (figure F.13(c)). La somme signée des gains statiques de
ces familles bond graph est différente de zéro : p{_22} = RLCy + RLCy — RLCy # 0, ainsi

Ly, = —2. Par ailleurs, I'analyse causale des sous-systémes (Ainv,ﬁinvl (s),Cinv,ﬁim,l(s)> et

(Ainv,ﬁin\,2(s), Cinv; Dinv, (s)) est effectuée respectivement sur les figures F.14(a) et F.14(b))
ol les éléments S.Sy : y1 et S.Sy : y2 sont respectivement ignorés. Si nous restreignons notre
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étude & un niveau d’analyse BG-structurel, on a :
1
LY = walyp — ug) = —1

L = ws(yn — uz) = —2

—— Chemin causal () R:R

—— Chemin causal @)

u1 —
DeDi E—— 1|
yo Y /
S.Si = 0 11! S.S¢
J— yZ
A, 9
L/

C:C1 C:C.

(a) Ensemble S; de chemins causaux E/S différents

—— Chemin causal (3 R:R I:L
—— Chemin causal (@) '
p
U - - Uz
Dng A 1 } 0 | I [ ! DgD[
o /
SeSt = 0 v 7 SeSt
J— Y2
q 4
m
C:Cy4 C:GC;
(b) Ensemble Sz de chemins causaux E/S différents
—— Chemin causal (1) R:R I:L
Chemin causal (B _
P
U1 — Uz
D.D; ! 7 11} 0 '1| I DDy
oY /
SeSit ¢ 0 - 1 ! SeSt
—_ Y2
o 9
V

C:C1 C:C.

(c) Ensemble S3 de chemins causaux E/S différents

Fia. F.13 — Analyse des chemins causaux E/S différents.

En effet, pour la détermination de Lgl), deux chemins causaux d’ordre minimal (égal a -1) existent
entre yo et un double détecteur. Au niveau d’analyse BG-structurel, il suffit de retenir 'ordre de
I'un des deux chemins sans tenir compte des gains statiques associés. Pour la détermination de
ng)’ un seul chemin causal d’ordre minimal existe entre y; et un double détecteur. Que ce soit
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au niveau d’analyse BG-structurel ou comportemental, il suffit de retenir 'ordre de ce chemin.
Ainsi, d’aprés la procédure 17, il peut étre déduit que :

=L —Ly=-1+2=1
ny=IL¥ —Ly=-24+2=0

Ce résultat correspond bien aux spécifications données par le cahier des charges. Ainsi, la struc-
ture retenue pour le systéme & concevoir répond a priori au cahier des charges et ’analyse
comportementale peut étre menée.

—— Chemin causal ) R:R
Chemin causal (5)
w =
DD by 1 f—
oo /
SeSi— 0 A 1—x5.5
T Y
a, d,
Y
C: C1 C: Cz
(a) sous-systéme (Ainv,ﬁinvl (5), Cinv, Dinv, (s))
—— Chemin causal (3) R:R I:L
p
U - a uz
DD —— 1 | 0 — 17, ' DD
U /
SeSi < 0 - 1 ! 7 SeSt
—_ Y2
q, q,
/]

C: C1 C: Cz
(b) sous-systéme (Ainv>§invg (5); Cinv, Dinvy (3))

Fic. F.14 - Analyse causale des sous-systémes (Ainv,ﬁinvl(s),CinV,Dinvl(s)) et
(Aim,,ﬁim,z(s), Cinv; Dinv, (s)) au niveau BG-structurel.

En considérant les gains des chemins causaux E/S (niveau d’analyse comportemental), nous pou-
vons constater alors que la somme des gains statiques des deux chemins causaux d’ordre minimal

existant entre yo et le méme double détecteur s’annule : p{_ll} = L — L = 0. Ainsi, pour calculer

Lgl), et par conséquent, pour calculer les ordres relatifs, les familles bond graph contenant un
unique chemin causal et d’ordre 0 doivent étre considérées.

Une seule famille d’ordre 0 existe : elle est constituée du chemin causal (4) (figure F.13(b)). Nous

pouvons déduire alors que Lgl) = 0 et par conséquent n} = Lgl) —Ly=0+4+2=2.
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Ce résultat ne correspond pas aux spécifications données par le cahier des charges et par consé-
quent, le modeéle retenu n’est donc pas adéquate pour satisfaire la spécification nj = 1. Ainsi,
il faut remettre en question soit le cahier des charges, soit le modéle retenu pour le systéme &
CONCEVOIr.

Remarque : Le modeéle inverse d’ordre minimal associé au modéle bond graph bicausal (fi-
gure F.12) s’écrit sous la forme suivante :

g2 =y2
u; = #-¢2 + RC1y1 + Rya (F.9)
uz = ;92 — LO1§1 — y1

Dans le domaine de LAPLACE, le modéle est caractérisé par les matrices suivantes : Ajpy = 0,

% RCls R
Binv(s) = |: 0 1 ]7 Cinv = 2 et Dinv(s) =
A —~LC1s2 -1 0

Co
La matrice de transfert du modéle inverse est donnée par :

RCis R+ &5

Tinv(s) =
—LCys® -1 L

Nous proposons de calculer les ordres relatifs par ’approche modeéle d’état (théoréme 4). Pour ce
faire, calculons tout d’abord les ordres des poles a U'infini du systéme (Ajny, Binv(5); Cinvs Dinv($))

et des sous-systémes (AinV7 Einv1 (5)7 Cinva ﬁinv1 (5)) et (Ainva §inv2 (S)a Cinva ﬁinvz (5))

n1:51:2
n2:52—51:2—2:0

et

Ainsi d’aprés le théoréme 4 :
n:l:n1+n2—ﬁ11:2+0—0:2 (FlO)
Ng=mn1+n2—No1=2+0-2=0

Ce résultat correspond bien au résultat trouvé par ’approche bond graph au niveau d’analyse
comportemental.

F.2.3 Odres d’essentialité

Dans la section 3.1.3 du chapitre 3, une procédure graphique permettant la détermination
des ordres d’essentialité a partir du modéle bond graph bicausal a été proposée et démontrée au
niveau d’analyse BG-structurel. Par rapport a la procédure causale (procédure 12, section 3.1.2,
chapitre 3), la procédure bicausale permet de simplifier davantage les manipulations causales.
Dans cette section, nous proposons la procédure 39 qui est une reformulation de la procédure 18
au niveau d’analyse comportemental.



268 Annexe F. Analyse comportementale & partir du modéle bond graph

Procédure 39. niveau d’analyse comportemental
Sur le modéle bond graph bicausal, l'ordre d’essentialité n;. de la sortie y; peut étre calculé
de sorte que :

Mie = —min wi(yi — uj) | >, Gilyi — uj) # 0 (F.11)
7 @|wl(yi—>uj):wk(yi—>uj)

ot Gi(yi — uj) est le gain statique du chemin causal () d’ordre wi(y; — u;) entre la double
source associée a y; et le double détecteur associé a u;.

Démonstration. Premicérement, 1'i® colonne de la matrice de transfert Tiny(s) du modele
inverse correspond aux transmittances associées a y;. Deuxiémement, 'ordre d’essentialité nge,
par définition, correspond & l'ordre de dérivation maximal de y; apparaissant dans le modéle
i ) .. . . L .

inverse d’ordre minimal. Ainsi, il peut étre déduit que pour j € [1,...,m], deg {tmvﬁ(s)} < Nje.
De plus, il existe nécessairement un ordre d’essentialité n;. associé & y; tel que :

e — tim}~
n jeﬁg;;mﬂ{dea ()}

Notons que sur un modele bond graph bicausal, tin.;, est déterminé & partir des gains des chemins
causaux entre y; et u;. Ainsi, on a :

S Gl oo

Dl (yi—uz)=wp (yi—u;)

inv
7t oo

ou Gi(y; — uy) est le gain statique du chemin causal (T) d’ordre wi(y; — uj) = w(yi — u;),
wi(yi — u;) est Pordre minimal qu'un chemin causal entre y; et u; puisse avoir. Deux cas de
figure peuvent alors se présenter :
— cas 1: Z Gi(yi — uj) #0
Dler(yi—y)=wi (vi—u;)
Dans ce cas, deg(tiny,, (s)) est égal a 'opposé de 'ordre minimal qu'un chemin causal puisse
avoir entre y; et u;.
~ cas 2: Z Gi(yi — uj) =0
Dlwr (ys—uy)=wi (yi—u;)
Dans ce cas, les chemins causaux E/S entre y; et u; d’ordre wy + 1 sont & considérer et
la somme des gains statiques associée est analysée. Si cette somme est égale & zéro alors
I'ordre des chemins analysés est incrémenté de maniére récursive de 1 jusqu’a ce que la
somme des gains statiques associée a ces chemins soit différente de zéro. Alors :

deg(tiny;;(s)) = —min Jwi(y; — ;) | > Gi(yi — u;) #0
Do (yi—uj)=wic (yi—uy)

Rappelons que la matrice de transfert du modéle direct ne posséde que des zéros a I'infini [Com86]
et par conséquent, la matrice de transfert du modéle inverse ne posséde que des poles a l'infini.

Ce fait garantit que ﬁlax : {deg(tmvﬁ(s))} est > 0. Ainsi, il existe nécessairement un chemin
JEll,...,m
causal entre y; et u; d’ordre < 0.

Comme nje = ﬁlax | {deg(tmvﬁ(s))}, I’ordre d’essentialité de y; est alors déduit selon le niveau
JElL,...,m
d’analyse souhaité :
— niveau d’analyse BG-structurel : n;e = —min {wy(y; — u;)} (cf. procédure 18, page 107)

k,j
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— niveau d’analyse Comportemental :

Nje = —Hklijn wi(yi — uy) | Z Giyi — uj) #0
7 @‘Wl(yi_’uj):"-’k(yi_’uj)

Fin de la démonstration.

Exemple. Considérons le modéle bond graph acausal illustré par la figure F.11 et qui correspond
a une structure retenue dans la phase de conception. Nous supposons que le cahier des charges
impose un nombre de dérivations maximal égal & 2 pour la premiére sortie y; et égal & 1 pour
la deuxiéme sortie yo. Nous cherchons & valider cette spécification par I'analyse du modéle bond
graph bicausal associé (figure F.12). L’analyse causale menée sur cette représentation permet de
déduire que :

— Le chemin causal (3) est 'unique chemin causal d’ordre minimal entre y; et un double de-
tecteur (figure F.14(b)). Que ce soit au niveau d’analyse BG-structurel ou comportemental,
il suffit de retenir I'ordre de ce chemin.

— Les deux chemin causaux (2) et (5) sont les chemins causaux d’ordre minimal entre ys et
un double détecteur (figure F.14(a)). Au niveau d’analyse BG-structurel, il suffit de retenir
l'ordre de ces chemins sans tenir compte des gains statiques associés.

Ainsi, au niveau d’analyse BG-structurel et d’aprés la procédure 18, on a :

{nle =w3(y1 — ug) =2

nge = wa(y2 — u2) = ws(y2 — uz) =1

Ce résultat correspond bien aux spécifications données par le cahier des charges. Ainsi, la struc-
ture retenue du modéle de conception répond @ priori au cahier des charges et ’analyse com-
portementale peut étre établie.

La considération des gains des chemins causaux E/S (niveau d’analyse comportemental) permet
de constater que la somme des gains statiques des deux chemins causaux d’ordre minimal (égal
a -1) existant entre y2 et le méme double détecteur s’annule. Ainsi, pour déterminer l'ordre d’es-
sentialité associé & yo, une analyse des gains statiques des chemins causaux d’ordre supérieur
s'impose. Le modéle bond graph bicausal présente un seul chemin causal d’ordre 0 entre y2 et un
double détecteur qui correspond au chemin causal @) (figure F.13(b)). Ainsi, ng. = 0. Le modéle
retenu n’est donc pas adéquate pour satisfaire la spécification no, = 1. Ainsi, il faut remettre en
question soit le cahier des charges, soit le modeéle de conception du systéme a concevoir. Cepen-
dant, il est & noter que d’apres le critére de découplabilité (critére 2, section E.2, annexe E), le
modéle retenu est découplable par retour d’état statique.

Remarque : L’analyse du modele inverse d’ordre minimal (systéme d’équations F.9) permet de
déduire les ordres d’essentialité : n1. = 2 et ng. = 0. Ainsi, nous pouvons conclure que le résultat
obtenu par I'approche bond graph au niveau d’analyse comportemental correspond bien a celui
obtenu par 'approche modéle d’état.






Annexe G

Analyse de ’adéquation
spécifications/structure du modéle : cas
des systémes multivariables

Dans cette annexe, nous proposons une procédure permettant de vérifier 'adéquation spécifi-
cations/structure du modeéle pour les systémes linéaires multivariables et d’apporter une aide a
la rédaction du cahier des charges dans le cas d’inadéquation.

G.1 Vérification de ’adéquation par niveaux d’analyse

La procédure 40 permet de vérifier 'adéquation des spécifications des entrées et des sorties
a la structure de I'i*™® composant 1-port. De plus, si cette adéquation n’est pas vérifiée et si
le cahier des charges 'autorise, cette procédure permet de remettre en question la structure du
composant ou les spécifications. Dans ce cas de figure, le cahier des charges spécifie toutes les
entrées (uq,...,uy) et la sortie y;.

Procédure 40. Dans le cas d’un systéme linéaire multivariable, analyse de adéquation des
spécifications o la structure retenue pour un composant 1-port est constituée de 6 étapes :
— Etape 1 : Vérification de linversibilité structurelle entre 1i¢™¢ composant et la
sortie 1y

Les trois conditions nécessaires du critére 3 (section 1.3.3, chapitre 1) sont G vérifier pour

conclure sur Uinversibilité entre [’i¢™e

demeure le méme a l'exception qu’il fout :

— analyser les lignes de puissance et les chemins causaux entre le composant en question
et la sortie y1,

— remplacer le composant par un double détecteur D.Dy. La commande u reste une entrée
sur le modéle inverse,

— apres la propagation de la bicausalité, affecter la causalité préférentielle dérivée afin d’évi-
ter des manipulations ultérieures sur les expressions déterminées a partir de lo régle de
MASON (procédure 23, page 229).

St Uinversibilité n’est pas vérifiée alors cette procédure ne peut étre appliquée.

— Etape 2 : Analyse de la structure du composant a partir du modéle bond graph
causal

Considérer uniguement le composant et en appliquant la régle de MASON, déterminer [’ez-

pression de l'impédance/admittance (I4(s)/Aq(s)) du composant & partir du modéle bond

graph en causalité préférentielle dérivée. Si le composant peut étre caractérisé par une im-

pédance ou une admittance (cas de causalité arbitraire) alors le choiz de la nature de la

fonction de transfert est lui aussi arbitraire.

composant et la sortie y1. Dans ce cas, le critére
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— Etape 3 : Vérification de ’adéquation au niveau d’analyse BG-structurel

Soient :

- nyn,y (resp. ngp,y) est le degré du numérateur de l'impédance (resp. admittance) de
la structure retenue pour le composant I1-port et nip, (resp. ”{Nd}) est le degré du
dénominateur de l'impédance (resp. admittance) de cette structure,

- nyy,) estle degré' de la spécification Y1(s),

= Ny, est le degré de la spécification Uj(s), 5 =1{1,...,m},

— Ny, —f (resp. ny,—..) est Uopposé de Uordre minimal qu’une famille de MASON?, conte-
nant un chemin causal entre yy et la variable de puissance f (resp. e) du composant,
puisse avoir,

= Ny, (resp. Ny, ) est Uopposé de l’ordre minimal qu’une famille de MASON, conte-
nant un chemin causal entre u; ; j = {1,...,m}; et la variable de puissance f (resp. e)
du composant, puisse avoir>.

St
n{p,y +max {nylﬁe Ny} Pug—e T Pfuy )5 M —e + n{um}} >

Ny} T max {”ylef Ty} P —f T M }s 5 Num—f T ”{um}}

resp.
N{D,} + Max {ny1—>e Ty} N —se F Mg }s 5 Mg —e + ”{um}} <
N{N,} 4+ max {ny1_>f + Ny} My — f + Ny }s 5 Ny —s f + n{um}}

et si pour le membre majorant de cette inégalité, il existe un seul argument de la fonction
maz égal G ce marimum

et si pour cet arqument, une seule famille de MASON est impliquée dans la détermination
du degré n___.. (resp. n__.r) qui lui est associé, alors l'adéquation ne peut étre vérifice au
niweau d’analyse inférieur et la remise en question de la structure des spécifications ou de
la structure du composant doit avoir lieu (étape 5).

Sinon, les spécifications (de Uentrée et de la sortie) et la structure du composant sont a
priori en adéquation (condition nécessaire) et par conséquent, l’adéquation doit étre vérifiée
au niveau d’analyse comportemental (étape 4).

Etape 4 : Vérification de l’adéquation au niveau d’analyse comportemental
Les spécifications (des entrées et de la sortie) et la structure du composant sont en adéqua-
tion au niveau d’analyse comportemental st :

m m
Ny,—e Y1+ Y Nuk%Uk] Dy(s) = lNyﬁle + ) Ny, Uk | Na(s) (G.1)
k=1 k=1

ou :

- Ng = Ng(s) et Dg = Dy(s) dépendent de la nature de la fonction de transfert carac-
térisant le composant : s’il est caractérisé par une impédance (resp. admittance) alors
Na(s) (resp. Dqa(s)) est le numérateur et Dq(s) (resp. Na(s)) est le dénominateur de
cette impédance (resp. admittance),

- Y1 =Y(s) est la spécification de la sortie y,

~ Ny,—e = Ny, _.e(8) (resp. Ny, ¢ = Ny, _.¢(s)) est le numérateur de la transmittance
entre yy et la variable de puissance e (resp. f) du composant,

!Le degré d’une fonction rationnelle est donné par la définition 24 de ’annexe E.

La famille de MASON est introduite dans définition 2, page 112.

33'il n’existe pas de famille de MASON contenant un chemin causal entre deux variables v; et vy tel que
vy est lentrée u;; 7 = {1,...,m}; ou la sortie y1 et vy est la variable d’effort e ou de flux f alors le terme
Ny —wy, NN} +Nyp )+ -+ nyp} n’est pas considéré.



G.1. Vérification de I’adéquation par niveaux d’analyse 273

- U = Uj(s) est la spécification de Uentrée u; ; j = {1,...,m},

~ Nyj—e = Nyj—e(s) (resp. Ny, ¢ = Ny;—(s)); 7 = {1,...,m}; est le numérateur de
la transmittance entre u; et la variable de puissance e (resp. f) du composant.

— Etape 5 : Remise en question de la structure des spécifications ou de la structure

du composant (niveauzx d’analyse BG-structurel et comportemental)

Si ladéquation des spécifications a la structure du composant n’est pas vérifiée alors la

structure des spécifications ou la structure du composant peuvent étre remises en question

(selon la flexibilité donnée par le cahier des charges) :

— Remise en question de la structure des spécifications : La structure du composant
est supposée inchangée. L’une des spécifications est remise en question :

— Remise en question de la structure de l’entrée u; : les spécifications de y1 et de uy ;
k=A{1,....5—1,74+1,...,m}; sont supposées inchangées. Une premiére analyse
permet de calculer le degré de Uj(s) et par conséquent de conclure sur sa réalisabilité
(niveau d’analyse BG-structurel) :

deg(Uj(s)) = max { (n{yl} + max {”{Dd} + Ny —e; NN,y T nyléf}) ;

keﬁ%]/j {n{uk} + max {n{Dd} + Ny, —es n{Nd} + nuk—>f}}} (GQ)

— max {n{Dd} + Nu;—e; n{N(i} + nu;—>f}

Si deg (Uj(s)) >0

et st pour le premier terme de la soustraction, un seul argument de la fonction max
est égal o ce mazimum

et st pour la fonction maz dans cet argument, un seul argument est égal a ce mazimum
et si pour ce dernier arqument, une seule famille de MASON est impliquée dans la dé-
termination du degré n.__, qui lui est associé, alors la structure n’est pas causale.

Si deg(Uj(s)) < 0 et Da(s)Nuy;—e(s) — Na(s)Ny;—£(s) # 0 alors la structure de l’en-
trée uj qui satisfait le cahier des charges peut étre calculée a partir de limpédance/ ad-
mittance Iq(s) /Aq(s), de la sortie Y1(s) et des entrées Uq(s),. .., Uj—1(s), Uj1(s),
.., Um(s) (niveau d’analyse comportemental)* :

-1
Uj(s) = [DdNuﬁe - NdNuﬁf} [(NgNy, f — DaNy, o) Y1+

m m (G.3)
Na Y Ny Uk —Dgq ) Ny, .Uk

k=1 k=1

k#j k#j
— Remuse en question de la structure de la sortie y1 : la structure des entrées spécifiées est

supposée inchangée. Une premiere analyse permet de calculer le degré de Y1(s) et par
conséquent de conclure sur sa réalisabilité (niveau d’analyse BG-structurel) :

deg(Y1(s)) :kg[ﬁxx]] {n{uk} + max {”{Dd} + Ny —eM N} +nuk_>f}} -
" G4

— max {"{Dd} My —es YN} T nylﬁf}

Sideg (Y1(s)) >0
et st pour le premier terme de la soustraction, un seul argument de la fonction max est

“Pour des raisons de simplification, nous faisons abstraction de 'opérateur de LAPLACE dans les expressions
de Uj(s) et de Y1(s).
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égal G ce maxrimum

et si pour la fonction max dans cet argument un seul argument est égal & ce mazimum
et si pour ce dernier argument une seule famille MASON est impliquée dans la détermina-
tion du degré ny,—.. qui lui est associé, alors la structure n’est pas causale.

Si deg(Y1(s)) < 0 et si Dg(s)Ny, se(s) —

Na(s)Ny, ¢(s) # 0 alors la structure de

la sortie y1 qui satisfait le cahier des charges peut étre calculée en fonction de l'impé-
dance/admittance 14(s)/A4(s) et des spécifications des entrées Uq(s),...,Um(s) (ni-

veau d’analyse comportemental) :

m

Y1(s) = [DaNy, e — NaNy, ¢] ' Y (NgNy, —.f — DaNy,—e) Uk

k
Remise en question de la structure du

et de la sortie étant z'nch(mgéesS

dance/admittance I;(s) = gigi)

/Ai(s) =

d’analyse BG-structurel) :
deg(I;i(s)) = max § ny, —e + Ny, };

—max | Ny, —f + Niyi}s

— max {ny1_>e + N{yq}3

deg(A;(s)) = max {nylaf + Niy1};

(G.5)

=1
composant : Les spécifications des entrées

une premiére information sur la réalisabilité de 'impé-
D
N

i(s)

() peut étre obtenue comme suit (niveau

max

kel,m] {nuk—>e + T {uy} }}
LS {nuk—uf + n{uk}}}
kg[[llafﬁ]] {n“kﬁf + n{“k’}}}

kzg[%ia){z]] {n“’“ —e M ui} }}

(G.6)

Sideg(Ii(s)) > 0 (resp. deg(Ai(s)) > 0) et si pour le premier terme de la soustraction, un
seul argument de la fonction mazx est égal & ce maximum et si pour la fonction mazx dans
cet argument un seul argument est égal & ce maximum et si pour ce dernier argument une
seule famille MASON est impliquée dans la détermination du degré n._—.. (resp. n.__.yt)
qut lut est associé, alors la structure n’est pas causale.

Si deg(Ii(s)) < 0 (resp. deg(Ai(s)) < 0) alors la structure du composant qui répond &

ces spécifications est caractérisée par les polynomes suivants tels que Ii(s) = g‘—g‘:g ou
A;(s) = 318 (niveau d’analyse comportemental) :
m
Ni(s) = Ny, —e(5)Y1(5) + Y Nuy—e(s)Ux(s)
i (G.7)
Dj(s) = Ny, —¢(s)Y1(s) + > Ny, —¢(s)Uk(s)
k=1

~ Etape 6 : Vérification de ’adéquation au
se paramétrique

niveau d’analyse numérique et syntheé-

La vérification de l'adéquation au niveau d’analyse comportemental (étape 4) permet d’éta-
blir un systéme d’équations polynomiales (linéaires ou non linéaires). Si les solutions trou-
vées suite & la résolution numérique de ce systéme d’équations sont acceptables (répondent

auzx contraintes physiques) alors l'adéquation
certains paramétres du composant peut étre en
les spécifications numériques.

est vérifice et la synthése paramétrique de
treprise. Sinon, il faut remetire en question

La démonstration de cette procédure est la méme que celle donnée pour la procédure 19
(page 113, chapitre 3) définie pour les systémes monovariables sauf que pour les systémes multi-
variables, il faut tenir compte des termes supplémentaires correspondants aux différentes entrées.
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G.2 Exemple

Considérons comme exemple le systéme académique composé de deux masses reliées par une
raideur et un amortisseur, permettant de caractériser les propriétés d’un matériau par exemple,
(figure G.1) avec :

— Fy (resp. Fy) est la force exercée sur la masse my (resp. ma),

— w9 est la vitesse de la masse mas.

V2

Fz—b

m¢

ONNO

Fia. G.1 — Systéme académique : deux masses en série.

m;

n
J
c'l::|§=‘r

l:my 1:mg
SBZF1 1 0 1 SB:FQ
e‘f
L
1 Df:Vg

L

R 1/k

Fia. G.2 — Modeéle bond graph acausal.

Le modéle bond graph acausal associé est donné figure G.2. Le composant susceptible d’étre
remis en question est celui qui représente les caractéristiques du matériau : « ressort-amortisseur ».
La figure G.2 met en évidence le composant en question. Nous souhaitons vérifier 'adéquation
de la structure choisie pour ce composant avec les spécifications suivantes :

Pa(s) = L (G.5)
Fals) = - fa? (G.9)
1

Va(s) (G.10)

- k3s? 4+ kgs +1
avec k; et aj non nuls, i = {1,...,4} et j = {1,2}.

— Etape 1 : L’inversibilité entre vy et le composant en question est vérifiée :
— sur le modéle bond graph acausal, il existe une ligne de puissance entre le composant et
vy (figure G.3(a)),
— sur le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale, il existe un chemin causal
entre le composant et vy (figure G.3(b)),
— le modeéle bond graph bicausal est construit (figure G.4). La structure de jonction du
modéle inverse est résoluble.
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— Etape 2 : Considérons le composant « ressort-amortisseur » auquel nous avons affecté la
causalité préférentielle dérivée (figure G.5). Le composant en question est caractérisé par
une admittance donnée par :

s
A =
a(s) bis+ kq
:my l:mg
Se F1 1 0 1 Se F2
L
/1\} Dr: vy
R : by C:1/ky
(a)
1 :mjy l:m;
T I:E
S.: F4 = 1| 0 1 1} S.:Fs
L

R:b; C:1/k

(b)

Fic. G.3 — Analyse (a) des lignes de puissance sur le modele bond graph acausal et (b) des
chemins causaux sur le modéle bond graph en causalité préférentielle intégrale.

SeiFi —1] 00— 1k S.:F
GAE
¥
DeDf SeSf SVz

Fia. G.4 — Modéle bond graph bicausal.
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R:b
e ‘/
— A1
x/<::1zk

Fia. G.5 — Le modéle bond graph du composant « ressort-amortisseur » en causalité préférentielle
dérivée.

— Etape 3 : A partir de I’étape 2 et & partir des spécifications données par les équations G.8, G.9
et G.10, il peut étre déduit que : ngp,y = vy = 1, nypy = ngpy = —1 et nygy,y = —2.
L’analyse des familles de MASON sur le modeéle bond graph bicausal permet de déduire
que :

— il existe une seule famille de MASON (resp. deux familles de MASON) contenant un
chemin causal entre vy et la variable d’effort e (resp. de flux f) du composant d’ordre -1
(resp. 0) (figure G.6 (resp. figure G.7)),

— 1] existe une seule famille de MASON contenant un chemin causal entre Fj et la variable
de flux f du composant d’ordre 1 (figure G.8). Par contre, il n’existe aucune famille de
MASON contenant un chemin causal entre F} et la variable d’effort e.

— il existe une seule famille de MASON contenant un chemin causal entre F5 et la va-
riable d’effort e (resp. de flux f) du composant d’ordre 0 (resp. 1) (figure G.9 (resp.
figure G.10)).

Ainsi, il peut étre déduit que :

l+max{(1-2);(0-1)} >14+max{(0—2);(—-1—1);(-1-1)}

et tel que pour le degré supérieur de cette inégalité, les deux arguments de la fonction max
sont égaux. Les conditions de ’étape 3 ne sont donc pas remplies et ’analyse doit étre
menée au niveau comportemental (étape 4).

DE Ds SeSf Vo

Fia. G.6 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre vy et la variable
d’effort e du composant.
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I :my l:m;
S Fy =1 | 0! k Se: F2
e||f
DeDf SeSf Vo
(a)
I my l:m;
Se: Fy AT 0 —F 1|k Se: F»
eﬂf
kA
Dng Sgsf Vo

Fia. G.7 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre v et la variable
d’effort £ du composant.

l:my l:m;
S.: F4 T11 0l—1k S.:F»
eﬂf
4
DeDf SeSf Vo

F1a. G.8 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre F} et la variable
d’effort £ du composant.

SeiFi — A1 [0 1 —— S.:F
ejf
£
DeDr  SeSri vy

Fi1a. G.9 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre Fy et la variable
d’effort e du composant.
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DE Df SeSf Vo

Fia. G.10 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre F» et la variable
d’effort £ du composant.

— FKtape 4 : Au niveau d’analyse comportemental, la structure du composant « ressort-
amortisseur » est en adéquation avec les spécifications si et seulement si :

D4 [Ny,~eV2 + Nr, .eF1 + Ng, .eF2] = Ng [Ny, V2 + Np, tF1 + Np,_¢F2]

Ce qui revient a écrire :

(m2 - k2k3)54 + (mQ(al + 042) - k?2(]€4 + Oélk‘g))sg + (Ozl(a2m2 — k2k4) _ k2)82
2)) E [b (ks(azlﬁ + anky) + ka(ky + ko)

k
—oa1kas =0 (3(k1 + kQ) — (1 =+ mf
mi mq mi

k
—(0a1 + az2) (1 + m2)> +k (3(k1 + k2) — (1 + mQ))} s%+
mi mi mi
|:b (k4(a2k1 + alkg) + k1 + ko ~ ayas (1 n Tng)) Tk (kg(agkl + Oélkig) + k4(k1 + kg)

mi my my

—(Oél —|—Ct2) <1 + :ZQ)):| s+ k |:/€4(042]€1 +a1k2) +k1 +k2 — X109 (1 + 7712>:|

1 mi mq
(a2k1 + a1k2> k

mi S

Afin de vérifier ’adéquation au niveau d’analyse comportemental, il est nécessaire de vérifier
le systéme d’équations suivant :

mg — koks =0
ma(ay + ag) — ka(ky + a1ks) = b (%(1{71 + ko) — (1 + %))

an(azms — kaka) — ky = b (Rlozhtasalthalitla) (o) 4 a,) (1 + %))
e (K (bt + ko) — (14 22))
—b ka(cokitarke)tki+ks e (1 + %)) +k (kg(a2k1+a1k2)+k4(k1+k2)

mi mi

—(a1 + a2) (1 + %))

k [k4(azk1+c:éf2)+kl+k2 — a1 (1 + %)] =0

Lk <a2k1+0¢1k2> -0

mi

—atks

(G.11)
L’analyse du systéme d’équations G.11 revient & vérifier si les conditions supposées sur les
parameétres (dans ce cas parameétres non nuls) sont respectées indépendamment des valeurs
des paramétres. Dans notre cas, le systéme d’équations G.11 ne présente apparemment
pas d’incohérence par rapport aux conditions sur les paramétres et donc 'adéquation est

a priori vérifiée.
— Etape 6 : Au niveau d’analyse numérique, I'industriel doit spécifier les valeurs de certains
paramétres. La résolution du systéme d’équations G.11 permet de déterminer 6 autres
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parameétres dont les paramétres k et b caractérisant le composant & dimensionner et 4
autres parameétres que le concepteur n’arriverait pas & spécifier en posant son probléme
de conception. La résolution de ce type de systémes d’équations (polynomiale) peut faire
appel a la base de GROBNER (ou base standard, ou base de BUCHBERGER), utilisée par
plusieurs outils informatiques comme Maple et Matlab. S’il existe des solutions acceptables
(physiquement) & ces paramétres alors nous avons simultanément vérifié I'adéquation et
déterminé les valeurs des paramétres. Sinon l'adéquation n’est pas vérifiée et il faut re-
mettre en question les spécifications numeériques.

Considérons maintenant que la spécification de vy est définie par Va(s) = ﬁ et reprenons

la procédure de vérification de I’adéquation spécifications/structure du modéle :

— Etape 3 : nous avons YDy} = NN} = Nwg—e = 1, Nyysf = Npyse = 0 €6 Nypy = nypy =

Ny} = NF—f = NR—f = —1. Alors :

l+max{(1-1);(0—-1)} >1+max{(0—1);(-1—-1);(-1—-1)}

et tel que pour le degré supérieur de cette inégalité, un seul argument de la fonction max
(le premier) est égal & ce maximum et pour cet argument, une seule famille de MASON
est impliquée dans le calcul du degré n,,—,. qui lui est associé. Les conditions de ’étape
3 sont donc remplies. Ainsi, il peut étre conclu que 'adéquation structure/spécifications
n’est pas vérifiée au niveau d’analyse BG-structurel et par conséquent, elle ne le sera pas
au niveau d’analyse inférieur. Nous passons alors & la remise en question des spécifications
ou de la structure du composant (étape 5) pour apporter une aide a la rédaction du cahier
des charges.
Etape 5 :
— Remise en question de ’entrée F}

Calculons tout d’abord le degré de F} qui permet de satisfaire le cahier des charges :

deg(F1(s)) = max { (ngy,) + max {(np,) + nuse); (g + Musp) })

O A O
— max {n{Nd} + nF1—>f}

=max{(—1+max{(1+1);(1+0)});(-1+max{(1—1);(1+0)})}
—max{l—-1}=1

deg(F1(s)) > 0 et, pour le premier terme de la soustraction, seul le premier argument
de la fonction max est égal & ce maximum. De méme, pour la fonction max dans cet
argument, seul le premier argument est égal au maximum (2). Enfin, pour cet argument,
une seule famille de MASON est impliquée dans le calcul du degré n,, .. qui lui est associé.
Par conséquent, le résultat du degré de F1(s) ne peut pas étre modifié au niveau d’analyse
inférieur. Donc la transmittance n’est pas causal et alors il est inutile de déterminer sa
structure compléte et nous pouvons conclure que ’entrée F; ne peut étre remise en
question.
— Remise en question de ’entrée Fh
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Calculons tout d’abord le degré de Fy qui permet de satisfaire le cahier des charges :

deg(Fa(s)) = max { (n{vg} + max {(n{pd} + Ny—e); (NN, + nvzﬁf)}) ;
(n{Fl} + max {n{Nd} + nplﬂf})} — max {(n{Dd} + np—e);
(nngy +nmap) |
=max{(—1+max{(1+1);(14+0)}); (-1 + max{l —1})}
—max{(14+0);(1—-1)} =0

La transmittance est a priori causale et la structure de l'entrée Fb est donnée par
Fa(s) = pe2(y on
2 Dr,(s)

Nr,(s) = m253—|—(a1mz +b (1 + %)) 32+((k + azb) (1 + m) _ bklk;g) g Fa(bthks)

mi mi mi
kk1

mis

et

Dp,(s) = k3s® + (1 + arks + %) s+ (a1 + %’?) s 4 tdoatonks) | k(Ltaiks)tork

mi mis

— Remise en question de la sortie v
Calculons tout d’abord le degré de ve qui permet de satisfaire le cahier des charges :

deg(V2a(s)) = max { (n{Fl} + max {n{Nd} + nquf}) 3
(n{FQ} + max {(n{Dd} +nEye); (n{Nd} + an—’f)}) }
— max {(n{Dd} + Ny —se); (n{Nd} + nvz%f)}

=max{(—1+max{l —1}); (-1 +max{(1+0);(1—1)})}
—max{(1+1);(14+0)} =-2

La transmittance donc causale au niveau d’analyse BG-structurel et la structure de la

sortie vg est donnée par Va(s) = 1;"2 Ezg ou :
v2

Ny, (s) = kas® + (Oélkz + 2k + kQ)) s + Elbatha)tblonkstosh) 4 karketask)

mi mi1s

et

Dy, (s) = mas? + (mz(Oq +az)+b (1 + %)) s+ (araoma + (k + b(aq + az))
(1+22)) 52+ (arash + k(ar + a2)) (1+22) s + anank (1+ 22)

— Remise en question de la structure du composant
Calculons tout d’abord le degré de '’admittance A;(s) qui permet de satisfaire le cahier

des charges (le composant est caractérisé par une admittance comme le montre I’étape
2):

deg(A;i(s)) = max { (nv2_>f + n{v2}> ; (nplaf + n{pl}> ; (nF2_>f =+ n{FQ})}
— max { (nwﬂe + n{v2}> ; (nFQ_@ + n{F2})} (G.12)
— max {(0— 1); (—1— 1); (—1 — 1)} — max {(1 - 1); (0 — 1)} = —1
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L’admittance est a priori causale (deg(A;(s)) < 0) alors la structure du composant

qui répond( z;ux spécifications du cahier des charges est caractérisée par 'admittance
Dj(s N
A;(s) = % ol :

i(s)
Di(s) = f (81 + %) s2+ <7k3(’;fk2) — (o + a2) (1 + %’)) s+ (k3(a1k2+‘;‘fbfl)+kl+k2
- (1 + %)) + 76“1}“727;’;?21“

et

Ni(s) = m233 + (mg(al + 042) — k2k3) 52 + (alang — k‘g(l + 042]?3)) s — ko

Cet exemple illustre bien I'intérét d’adopter une démarche chronologique dans la vérifica-
tion de 'adéquation spécifications/structure du modéle.



Annexe H

Analyse de ’adéquation
spécifications /structure : composant
n-ports

Dans la section 3.2.1 du chapitre 3, nous proposons une procédure permettant de vérifier
I'adéquation des spécifications a la structure retenue pour un composant passif 1-port et
ce, dans le cas d’un systéme linéaire monovariable. Dans ’annexe G, le cas des systémes
multivariables est traité. Dans cette annexe, nous proposons 'extension de ce travail aux
sous-systémes n-ports (figure 3.19(b), page 111). Dans ce cas, I'adéquation ne peut pas
étre vérifiée sur un modéle mono-sortie. En effet, afin de pouvoir inverser le systéme, il
faut avoir autant de sorties que de nombre de ports du composant et il faut que
chaque port soit atteignable par une sortie.

H.1 Vérification de I’adéquation par niveaux d’analyse

La procédure 41 présente les différentes étapes de la vérification de "'adéquation spécifica-
tions/structure et de la remise en question du cahier des charges si cette derniére n’est pas
vérifiée.
Procédure 41. L’analyse de l'adéquation des spécifications avec la structure retenue pour
un composant n-ports est constituée de 6 étapes :
~ Etape 1 : Vérification de Uinversibilité
Le critére d’inversiblité 3 (section 1.3.8, chapitre 1) est a vérifier pour conclure sur
Uinversibilité entre les ports du composant et les sorties. Dans ce cas, le critére demeure
inchangé a exception qu’il faut :
— analyser les lignes de puissance et les chemins causaux entre les ports du composant
et les sorties,
— remplacer chaque port du composant par un double détecteur D Dy,
— apres la propagation de la bicausalité, affecter la causalité préférentielle dérivée au
reste du modéle.
Si Uinversibilité n’est pas vérifiée alors cette procédure ne peut étre appliquée.
— Etape 2 : Analyse de la structure du composant a partir du modéle bond graph
causal
Considérer uniquement le composant et en appliquant la régle de MASON (procédure 23,
page 229), déterminer la matrice de transfert reliant les différentes variables de puissance
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entrantes et sortantes :

Vs (s) Mii(s) -+ Min(s) | | Veu(s)
= : : : (H.1)
Vsal(s) Mii(s) -+ Man(s) Vea(s)
ot Vgy;--+3 Vg, (resp. Ve,;--+; Ve, ) sont les variables de puissance sortantes (resp.

entrantes).

Etape 3 : Vérification de l’adéquation au niveau d’analyse BG-structurel

Soient :

- nyy,y estle degré' de la spécification Y;(s) ;5 = {1,...,n},

— Ny} est le degré de la spécification Uj(s) ; j = {1,...,m},

— Ny, est le degré de la transmittance Mix(s) déterminée o l'étape 2,

S T— (resp. nyj*mek) est Uopposé de Uordre minimal qu’une famille de MASON?
, contenant un chemin causal entre y;; j = {1,...,n}; et la variable de puissance
sortante vy, (resp. entrante ve, ) du composant, puisse avoir,

= Nuj—suy, (resp. nuj—wek) est lopposé de Uordre minimal qu’une famille de MASON,
contenant un chemin causal entre uj; j = {1,...,m}; et la variable de puissance

sortante vs, (resp. entrante ’Uek) du composant, puisse avoir’.

Vie{l,...,n} oun estle nombre de ports du composant,
Si

o {40 ) O, )} >

le[1,n]

kg[li}é]] { (n{uk} + l'gﬁ,};ﬂ {nm“/ + nuk—mel,)} ; ("{yz} + l/gﬁ??;]] {nm“, + Ny —ve,, }) }
le1,n]

resp.

kellm] { (v, +700,1)i (v, F 1)) } <

le[1,n]

kg[[lii{@]] { (n{uk,} + l’IEIﬁi{ﬂ] {nm”, + nuk—ﬂ)el,)} ; (n{yl} + l'rerﬁ,);}] {nm“, + Ny —ve,, }) }
le[1,n]

et si pour le membre majorant de cette inégalité, il existe un seul argument de la fonction
maz égal 4 ce marimum

et si pour cet argument (resp. et que pour la fonction maz de cet argument, il n’existe
également qu’un seul argument égal G ce maximum), une seule famille de MASON est
impliquée dans la détermination du degré n._.,, (resp. nAéUEl/) qut lut est associé,
alors adéquation ne peut étre vérifice au niveau d’analyse inférieur et la remise en
question de la structure des spécifications ou de la structure du composant doit avoir lieu
(€tape 5).

Sinon, les spécifications (de l'entrée et de la sortie) et la structure du composant sont
a priori en adéquation (condition nécessaire) et par conséquent, l’adéquation doit étre
vérifiée au niveau d’analyse comportemental (étape 4).

'Le degré d’une fonction rationnelle est donné par la définition 24 de ’annexe E.

2La famille de MASON est introduite dans la définition 2, page 112.

39l n’existe pas de famille de MASON contenant un chemin causal entre deux variables alors tout le terme
correspondant n’est pas considéré dans ’équation 41.



H.1. Vérification de I’adéquation par niveaux d’analyse 285

— Etape 4 : Vérification de ’adéquation au niveau d’analyse comportemental
Les spécifications et la structure du composant en question sont en adéquation au niveau
d’analyse comportemental si et seulement si Vi € {1,...,n} :

m n m n n n
Z Nuk—msi Uk + Z Nyl—msi Y1 — Z Z Mil’Nuk—mel, Uk + Z Z Mil’Nyl—wel, Y1
k=1 =1 k=110'=1 I=1U=1

(H.2)

ot :

- Y; =Y;(s) est la spécification de la sortie y; ; j = {1,...,n},

= Ny;—v,, = Ny, (8) (resp. Ny, = Ny, (8)) est le numérateur de la trans-
mittance entre y;; j = {1,...,n}; et la variable de puissance sortante v, (resp.
entrante ve, ) du composant,

— Uj = Uj(s) est la spécification de entrée uj; j = {1,...,m},

— Ny, = Nyjooy, (8) (resp. Ny, = Ny, (8)) est le numérateur de la trans-
mittance entre uj; j = {1,...,m}; et la variable de puissance sortante vs, (resp.
entrante ve, ) du composant.

— Etape 5 : Remise en question de la structure des spécifications ou de la struc-
ture du composant (niveaux d’analyse BG-structurel et comportemental)

Si ladéquation des spécifications a la structure du composant n’est pas vérifiée alors la

structure des spécifications ou la structure du composant peut élre remise en question :

- Remise en question de la structure des spécifications : La structure du com-
posant est supposée inchangée. L'une des spécifications est remise en question :

— Remise en question de l'entrée u; a partir de la teme relation de H.2 : les autres
spécifications sont supposées inchangées. Une premiére analyse permet de calculer le
degré de Uj(s) qui doit satisfaire le cahier des charges et par conséquent, de conclure
sur sa réalisabilité (niveau d’analyse BG-structurel) :

deg(UJ (8)) - keI[[lil%]/] {n{uk} + max {nuk%’USt ; l"‘gﬁ?i{ﬂ] {nm”/ + Tlukﬁvgl, }} ;
lef1,n]

N{y} + max {nyl—WSt ) l/gﬁﬁ]] {nmtl' + Ny—ve, }}}

— max { Ny, —sp. ; Max {nm + Ny —ny }
{ J st lGIIL’VZH tl J el

(H.3)

Si deg(Uj(s)) > 0
et si dans le premier terme de l’équation H.3, il n’existe qu’un seul argument de la
fonction mazx égal a ce mazimum
et que pour la fonction maz de cet argument, il n’existe également qu’un seul argu-
ment égal & ce marimum
et si pour ce dernier arqument, une seule famille de MASON est impliquée dans la
détermination du degré n._—, qui lui est associ€ alors la structure n’est pas causale.
81 deg(Us(s)) <0
et si pour les n-1 (i € [1,n]/t) conditions de l’étape 3 ne sont pas vérifiées

n

et 51 Nuyj—o,, (8) — Z Mk (8)Nuy;—ve, () # 0 alors la structure de Uentrée u; qui
k=1

satisfait le cahier des charges peut étre calculée comme suit (niveau d’analyse com-
portemental) :

“Pour des raisons de simplification, nous faisons abstraction de opérateur de LAPLACE.
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n -1
Uj(s) = [Nuﬁv% — ZMthuj%eI]
=1

m n n n
Z (Z Mthuk—wel - Nuk—wst> Uk + Z (Z Mtl’Nyl—wel, - Nyl—wst) Yl

k=1 \I=1 =1 \I'=1

1
k#j
(H.4)

Cette nouvelle spécification doit vérifier les (n-1) autres relations données o l’étape
4 (équation H.2) : relations 1,...,t —1,t+1,... n.

Remuse en question de la structure de la sortie y; a partir de la teme relation de H.2 :
Les autres spécifications sont supposées inchangées. Une premiére analyse permet de
calculer le degré de Y;(s) qui doit de satisfaire le cahier des charges et par consé-
quent, de conclure sur sa réalisabilité (niveau d’analyse BG-structurel) :

deg(YJ(S)) = ké%%fnﬂ {n{uk} + max {nuk—»vst ; l}éﬁ?ﬁﬂ {nm”/ + nuk—ﬂjel, }} ;

le[1,n]/jg

N{y} + max {nyl_’vst ; l/gl[[?};]] {nmtl’ Ty, ey }}}

— Mmax { My — ., ; Max {nm + Ny —0 }
{ Yj St’le[[l,n]] tl Yj e;

(H.5)

Si deg(Yj(s)) >0
et si dans le premier terme de l’équation H.5, il n’existe qu’un seul argument de la
fonction mazx égal a ce mazimum
et que pour la fonction maz de cet argument, il n’existe également qu’un seul argu-
ment égal 4 ce marimum
et si pour ce dernier arqument, une seule famille de MASON est impliquée dans la
détermination du degré n._—, qui lus est associé, alors la structure n’est pas causale.
Si deg(Yj(s)) <0
et si pour les n-1 (i € [1,n]/t) conditions de l’étape 3 ne sont pas vérifiées

n

et 58 Ny, o, (8)— Z Mk (8)Ny;—ve, (8) # 0, la structure de Uentrée y; qui satisfait
k=1

le cahier des charges peut étre calculée comme suit (niveau d’analyse comportemen-
tal) :

n ~1
Y;(s) = lNyj—wst - ZMthYj_’UeI]
=1

m n n n
Z <Z :[\/Itll\Iuk~>'uel - Nukavst> Uk + Z (Z Mtl’Nylﬂvel/ - Nylﬂvst> Yl

=1 \I'=1
I#5

(H.6)

Cette nouvelle spécification doit vérifier les (n-1) autres relations données a ’étape
4 :relations 1,...,t —1,t+1,... n.
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- Remise en question de la structure du composant : La structure du compo-
sant qui répond aux spécifications est caractérisée par les transmittances My;(s) qui
vérifient le systéeme d’équations de I'étape 4 (équation H.2).

— Etape 6 : Vérification de l’adéquation au niveau d’analyse numérique et
synthése paramétrique
La vérification d’adéquation au niveaw d’analyse comportemental (étape 4) permet d’éta-
blir un systéme d’équations polynomaiale. Si les solutions trouvées suite o la résolution
numérique de ce systéme d’équation sont acceptables (répondent auz contraintes phy-
siques) alors l'adéquation est vérifiée et la synthése paramétrique de certains paramétres
a été établie. Sinon, il faut remetire en question les spécifications numériques.

H.2 Exemple

Considérons comme exemple le systéme électrique de la figure H.1 possédant deux entrées
uy et ug et deux sorties y; et yo, avec :

— 4 est le courant imposé par la source de courant ;

— u est la tension imposée par la source de tension;

— iRy (resp. ir2) est le courant qui traverse la résistance R (resp. Ra).

iR1 R1 inz RZ

| | M| |
>

i@ —r ¢, (1)

Fic. H.1 — Systéme électrique.

Le modéle bond graph acausal associé mettant en évidence le composant 2-ports (indiqué
dans le cadre rouge sur la figure H.1) a étudier est donné (figure H.2).

Nous souhaitons vérifier I’adéquation de la structure choisie pour ce composant avec les
spécifications des entrées et des sorties suivantes :

k
I(s) = Y (H.7)

S

k
U(s) = ?2 (H.8)

kss + ky4
1 = H.9
r1(s) ks5s? + kgs + 1 (H.9)
Tra(s) = — o+ (H.10)
R212) = krs? 4+ kgs + 1 '

avec k; non nuls, i = {1,...,8}. Nous supposons que seules les spécifications de igy et la

structure du composant & 1’étude peuvent étre remises en cause.

— Etape 1:
Sur le modéle bond graph acausal, il existe une ligne de puissance entre le premier port du
composant et la sortie ¢z et une ligne de puissance entre le deuxiéme port du composant
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MS; 0 1 0 1 MS,

|

Dr: iry C:C Dri:ire

Fic. H.2 — Modéle bond graph acausal du systéme électrique.

C:C R:R, R:R;
| [ u
¢ €4 €2 L
MS¢ 0 1 : 0 f 1 MS,
1 L 2
Ds : igy C:C; Dr: ire
(a)
C:C R: Ry R:R;
5 —
i J: u
! v
MSt| 0 T 0 A 1]k——Ms.
Df . iR1 C: CQ Df : iR2

(b)

F1a. H.3 — Analyse (a) des lignes de puissance et (b) des chemins causaux du modéle bond graph
du systéme électrique.

et la sortie igo (figure H.3(a)). Sur le modéle en causalité préférentielle intégrale, il existe
un chemin causal entre le premier port du composant et la sortie ¢z1 et un chemin causal
entre le deuxiéme port du composant et la sortie ips (figure H.3(b)). Le modéle bond
graph bicausal est donné (figure H.4). La structure de jonction du modéle inverse est

soluble.
C: Gy R:Ry R:R;
[ Ji u
v [ 14 & ® 1 ¥
M8f| 0 A _1 [ f1 DEDI DeDI fz A I~ MSE
L L
SeSr . iR1 SeSr: iRZ

FiG. H.4 — Modéle bond graph bicausal du systéme électrique.

— Etape 2 :
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Considérons le composant 2-ports auquel nous affectons une causalité préférentielle dé-
rivée. Deux affectations de causalité préférentielle dérivée sont possibles, le choix est
fait arbitrairement. Les variables de puissance entrantes sont fi et ey et les variables de
puissance sortantes sont e; et fo. Les expressions des transmittances sont données par
la relation matricielle suivante :

E1(s) 0 1 Fi(s)
F2(5) 1 —Css Ez(S)
e (=]
I— ) R —
[ [ —
fy L fa
C: Cz

Fia. H.5 — Modéle bond graph du composant 2-ports en causalité préférentielle dérivée.

— Etape 3 :

A partir de I’étape 2 et a partir des spécifications données par les équations H.7, H.8, H.9

et H.10, il peut étre déduit que : Ny = Nngy = 0, Mgy = 1, ngyy = ngyy = nyipy = —1

et ny;m,) = —2. L’analyse des familles de MASON sur le modéle bond graph bicausal

permet de déduire que :

— il existe une seule famille de MASON contenant un chemin causal entre i (resp. u) et
la variable d’effort ey (resp. es) du composant d’ordre -1 (resp. 0) (figure H.6 (resp.
figure H.7)),

— il existe deux familles (resp. une seule famille) de MASON contenant un chemin causal
entre ip) et la variable d’effort e; (resp. de flux fi) du composant d’ordre 0 (figure H.8
(resp. H.9)).

— il existe une seule famille de MASON contenant un chemin causal entre 7 gy et la variable
d’effort eg (resp. de flux fo) du composant d’ordre 0 (figure H.10 (resp. figure H.11)).

Ainsi, il peut étre déduit que :

max {(m—>e1 +ngy); (Migy—e + n{im})} > max { (n{u} + max {nmy, + Nue, }{ :
N{ipe} T MAX {7y, + n,-RZ_wz})
max {nim_,fz + n{im}} < max { (n{u} + max {Nmy, + Nu—ey ) ;
Nigy} +MAX ATy, + Ny py }) 5

(n{iR2} + max {nm,, + niR2—>62}) }

et par conséquent,

{max{l —1);(0-1)} > max {(—1 4+ max {0+ 0}); (-2 +max {0+ 0})}
max {0 — 2} < max{(—1+ max{1+0});(—1+ max{0+0}); (-2 +max {1 +0})}

et tel que :

— dans le calcul du degré (n;—e, +ny;)) (& gauche de la premiére inégalité), une seule
famille de MASON d’ordre minimal est impliquée,

— dans le calcul du degré (n{u} + max {n,, + nuHez}) (& droite de la deuxiéme inéga-
lité), une seule famille de MASON d’ordre minimal est impliquée.

Ainsi, il peut étre conclu que I’adéquation des spécifications a la structure du composant

n’est pas vérifiée au niveau d’analyse BG-structurel et par conséquent, aux niveaux

d’analyse inférieurs.
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C:C R:Ry R:R;
i u
¢ = — €4 | es — ¢
MS{H /I _1 [ f1 DED[ DED[ f2 | |l\ MSE
. L
SeSt - irs SeSi:ire

Fia. H.6 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre ¢ et la variable
d’effort e; du composant.

C: C1 R: R1 R Rz
| Ji u
¢ T =2 e ¢
MS; | 0 A1 5 DD DD S T ——Ms.
7 v
SeSr - irs R

Fia. H.7 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre u et la variable
d’effort es du composant.

C:Cy R:R: R:R.
]
-L 1 n ez L
MS | 0 == T/ DDy DeDi b 1 ——MS,
i
I
) %
SBS[ . iR1 Sesf : iRZ

F1a. H.8 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre ig; et la variable
d’effort e; du composant.

C: C1 R: R1 R: Rz
i J: u
i —t e | | e — ¢
MSf H 0 /H 1 I f DED[ DED[ f2 A |l\ MSE
—_ 2 —_
L 4
SES[ . iR1 SeSr - o

Fia. H.9 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre i, et la variable
d’effort f; du composant.

— Etape 5 :
— Remise en question de la structure de la sortie irsy
Les spécifications de ¢, u et de iy et la structure du composant sont inchangées. Nous
calculons le degré de la nouvelle spécification de igo & partir de la deuxiéme variable
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C: G R:Ry R:R;
i Ji u
¢ == €z ~ ¢
MS | 0 A1 DD DDy 1 1 [k——Ms,
L L
SeSi  iry SeSr -z

Fia. H.10 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre iy et la variable
d’effort es du composant.

C: C1 R: R1 R: Rz
i J: u
i —t e | | e — ¢
MS{H 0 /H 1 [ DED[ DED[ 1 |l\ MSE
—_ f1 _l;2 =
<
SESI - IRrq SeSs ! vz

Fia. H.11 — Analyse des familles de MASON contenant un chemin causal entre ipy et la variable
d’effort fo du composant.

sortante fo :

deg(Tra(s)) = max { (g +max (nyey; (Mg, + Nigye2)}) 3

(n{iRl}§ max { Ny, + Nig1—f1 }>} — max {niRQHfQ; (Tmas + Migy—es) }
=max{(1+0—-1);(04+0—1)} —max{0;(1+0)}
:0—1:—1:n{y2}

et tel que pour les spécifications H.7, H.8 et H.9 et pour ng,,; = —1,0n a:

max {(HU1—>61 + n{ul}); (ny1—>e1 + n{y1})} = max { (n{uz} + max {nmm T Nuy—en }) )

(n{y2} +max { Ny, + Ny ey }) }
(H.11)

Ainsi la premiére condition de I'étape 3 n’est pas vérifiée et la remise en question
de la sortie ipo peut étre établie au niveau d’analyse comportemental (& partir de la
deuxiéme variable sortante f3) :

Yas) = Ma2(5)Nu—e, (5)U(s) + M21(5)Nig, ¢ (s)Ir2(5)
NiR2Hf2 (3) - m22(8)NiR2H92 (3)
B k‘QCQ(kZ582 + kgs + 1) + k3s + kg
 (RoCys + 1) (kss? + kes + 1)

tel que la relation suivante doit étre vérifiée pour cette nouvelle spécification :

01151(5) - <31 + clls> Tra(s) = —U(s) — RoTga(s)
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Ce qui revient a vérifier :

RoC1Co(kyks — k3)s* + [C1 (ReCo(kike — ky) — k3 + kiks) — ks Ry RoCo) 3

+ [C1 (k1 RoCy + kike — k) — Ry (k3 + ks RoCo)] s° + (k1C1 — k4Ry) s =

— 2koks RyC1Cyst — O [ko (ks + 2k RoCy) + k3Ry) 53 — O [ko (kg + R2Cs) + kyRy] s
— koC4 (1 + RQCQ) S

et par conséquent, vérifier :

Rgclcg(k‘lkg) — ]{33) = —2]432]{:5R20102
&1 (RQCQ(]{:lkG — k4) — k3 + k1k5) — ksR1RyCy = —C4 [kg (k‘g, + 2k6R202) + kgRQ]
C1 (k1 R2Co + kike — ka) — Ry (ks + kaR2Ca) = —C1 [ka (ke + R2C2) + kaR2|
k101 — k‘4R1 = —/ﬂgCl (1 + RQCQ)
Remise en question de la structure du composant 2-ports
Les spécifications des différentes entrées et sorties sont inchangées. La structure du

composant est définie par un ensemble de transmittances qui vérifient les deux relations
suivantes :

A1) = (Ri+ &) Tra(s) = Maa(s)Tra(s) + Maz(s) (Ralra(s) — U(s))
Ir2(s) = M21(s)Ir1(s) + Ma2(s)(R2Ir2(s) — U(s))

L’une des solutions causales possibles permettant de satisfaire ces deux relations est :

Mll(s) = — (Rl + CLls)

Mi2(s) (RelIrz(s) — U(s)) = g31(s)
R2M22(8) =1

—Mzz(S)U(S) + Moy (S)IRl(S) =0

Ainsi, les transmittances sont définies par :
Mll(S) = — (Rl + CLLS)

_ k1 (k782+k’88+1)
Mlz(S) - C1S(R2$—k2(k782+k88+1)

. kg(k582+k6s+1)
M21(S) - Rgs(k35+k4)

Mzz(s) = RLQ



Annexe 1

Notions de base sur I'approche
probabiliste

Cette annexe a pour objectif de présenter un certain nombre de définitions et de concepts
de base nécessaires pour la compréhension et la mise en ceuvre de ’approche probabiliste
qui fait ’objet du chapitre 4.

I.1 Espace probabilisé

Nous proposons dans cette section de rappeler les notions d’univers, d’espace probabili-
sable et probabilisé et ce, & travers la formalisation d’une expérience aléatoire ot intervient
le « hasard ». En effet, une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat est
imprévisible. Répétée dans des conditions identiques, elle peut donner lieu & des résul-
tats différents. Le résultat de cette expérience peut étre représenté par un élément w de
I’ensemble 2 de tous les résultats possibles. L’ensemble €0 est désigné par ’ensemble fon-
damental ou encore 'univers. Par exemple, si ’expérience aléatoire consiste & lancer deux
dés parfaitement équilibrés alors ’ensemble €2 comprend tous les couples de chiffres de 1 a
6:Q=1{(1,1),(1,2),(1,3),...}. La somme des points marqués par les deux dés peut étre
définie par 'ensemble E = {2,3,4,...,12}.

Un événement A est un sous-ensemble de I'univers ) tel qu’a l'issue de I'expérience aléa-
toire, il est possible de déterminer si I’événement A s’est produit ou non. Par exemple dans
le cas de 'expérience des deux dés, I’événement « la somme des points est supérieure a
10 » est réalisé quand les résultats suivants (qui représentent une partie de Q) sont obte-
nus : {(4,6),(5,6),(6,4),(6,5)}. L’événement élémentaire est une partie de {2 réduite a un
seul élément.

Définition 57. Le couple (2, ) forme l'espace probabilisable ot ¢ constitue une tribu
de parties de Q0 [Sap90].

Définition 58. La probabilité sur (2, ) est définie par Uapplication P de ¢ dans [0, 1]
telle que [Sap90] :

-P(Q) =1,

— pour tout ensemble dénombrable d’événements incompatibles ou encore disjoints (I’in-
tersection de ces événements forme l'ensemble vide) Ay, As, ..., An, on a P(UA;) =
> P(4).

Définition 59. Le triplet (2, ¢, P) forme l'espace probabilisé [Sap90)].
Ces définitions trouvent leur origine dans la théorie de la mesure car cette derniére repré-
sente la théorie « mére » des probabilités.
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I.2 Loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle

Dans plusieurs cas, les événements élémentaires w s’expriment naturellement sous la forme
de nombres comme dans le cas du jet d’'un dé ou dans le cas de la mesure d’une grandeur
physique (température, poids, pression etc...). De ce fait, il est apparu l'intérét d’associer a
chaque événement w € Q un nombre 6 € R. Spécifier une régle associant les événements w
et les nombres 6 revient & définir une variable aléatoire réelle. Dans le cadre de ces travaux,
nous nous intéressons exclusivement aux variables aléatoires réelles.

Définition 60. Une variable aléatoire réelle © est une application de Q dans R telle qu’a
tout w correspond une valeur O(w) =6 € R [Bog06].

Plus formellement, une variable aléatoire réelle peut étre définie par :

Définition 61. Une variable aléatoire réelle est une application mesurable de (Q,p,P)
dans R muni de sa tribu borélienne [Sap90).

Définition 62. L’ensemble des valeurs que peut prendre la variable aléatoire réelle © est
désigné par le domaine de variation ou le support de © [Bog06].

Exemple. Considérons I'expérience aléatoire qui consiste & lancer deux dés parfaitement
équilibrés décrite dans la section précédente. L’application de € dans I’ensemble des points
marqués £ = {2,3,4,...,12} tel que F C R définie une variable aléatoire réelle © (fi-
gure I.1). Le domaine de variation de la variable aléatoire © est {2,3,4,...,12}. Il peut
étre remarqué que cette application n’est pas forcément bijective, tout événement élémen-
taire w est associé & une seule valeur 6 mais & une méme valeur 6 peut correspondre
plusieurs événements élémentaires.

w=(1, 4)

s

w:’i{:ﬁl/

ws=(4, 5) o

Q E
Fia. 1.1 — Variable aléatoire réelle © - Application de €2 dans E C R.

La variable aléatoire présentée dans I’exemple ci-dessus est définie sur un domaine composé
de nombre fini de valeurs possibles. Cependant, il existe d’autres situations ou la variable
est continue par nature et par conséquent, pouvant prendre une infinité de valeurs réelles
(par exemple la température de I’air ambiant) : on parle alors de variable aléatoire continue.
La notion de variable aléatoire continue se confond avec celle de variable admettant une
densité de probabilité.

Définition 63. Soit © une variable aléatoire continue, une loi de probabilité ou une fonc-
tion de densité de probabilité (FDP) associée est une fonction ¢g telle que [Bré97, Ros07,
Dal08] :

- ¢o(0) 2 0;

- ff;o pe(0)d0 = 1; c’est-a-dire laire totale sous la courbe est égale o 1.

La probabilité que © prenne des valeurs comprises entre a et b (a,b € R) est donnée par :
Pla<©<b) = f; ¢e(0)dl ce qui correspond a laire sous la courbe entre a et b (figure 1.2).

Remarque : 1l n’ v a pas de limite & la valeur que peut prendre une fonction de densité de
probabilité du moment que son intégrale reste égale a 1.
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f@ A

G
Fia. 1.2 — La probabilité que la variable aléatoire © prenne des valeurs comprises entre a et b

L’attribution des lois de probabilité aux paramétres incertains d’un systéme physique vus
alors comme des variables aléatoires repose sur plusieurs critéres : la considération de
symétries, I’étude des fréquences d’apparition, etc... Toutefois, la loi normale® reste la loi
de probabilité la plus utilisée. Une variable aléatoire réelle suit une loi normale d’espérance
(moyenne) p et d’écart-type o strictement positif (donc de variance o2) si cette variable
aléatoire réelle © admet pour densité de probabilité la fonction ¢g () définie, pour tout

nombre réel 6, par :
1 (6 —p)?
Po(0) = 27”765529 (202 (1.1)

Une telle variable aléatoire est alors dite variable gaussienne. Cette loi, notée N'(u, 0?), est
affectée a une variable aléatoire © si les causes de variation de © sont nombreuses et si
aucune d’elles n’est prépondérante.

Une variable aléatoire peut étre caractérisée non seulement par une fonction de densité
de probabilité, mais aussi par une fonction de répartition. Cette fonction associe & chaque
réalisation (événement élémentaire) de la variable aléatoire la probabilité de ne pas excéder
cette valeur. La fonction de densité de probabilité représente la dérivée par rapport a la
variable aléatoire de la fonction de répartition. Ainsi, cette derniére peut étre définie comme
suit :

Définition 64. La fonction de répartition ®o d’une variable aléatoire © peut étre définie
par :

o = P(O < 0) (1.2)

ot 0 est une réalisation de ©. La fonction de répartition ®o peut étre définie & partir de
la fonction de densité de probabilité o associée a la variable aléatoire © :

vo0)= [ so(r)ir (13)

Si nous nous intéressons a un ensemble de variables aléatoires, il est important d’identifier le
lien existant entre ces variables avant de commencer une analyse probabiliste car le niveau
de difficulté de cette analyse dépend de la dépendance/indépendance entre ces variables
aléatoires. En effet, la notion d’indépendance est un concept clé en théorie des probabilités :
Définition 65. Deuz variables aléatoires ©1 et O sont indépendantes ou encore orthogo-
nales (©11.04) si l'une n’a aucune influence sur 'autre.

Dans le cas ou les variables aléatoires sont dépendantes, étudier ’ensemble des variables
au lieu de considérer chaque variable indépendamment permet de déduire des informations
sur 1'une des variables lorqu’on dispose d’informations sur les autres variables et ce, en
exploitant le lien existant entre elles. La fonction de densité de probabilité conditionnelle
(définition 5, chapitre 4) s’inscrit dans ce contexte. Cette FDP est généralement caractérisée
par la mesure de DIRAC § définie par :

!La loi normale est désignée aussi par la loi de GAUSS ou la loi de LAPLACE-GAUSS.



296

Annexe I. Notions de base sur 'approche probabiliste

Définition 66. La mesure de DIRAC ou la masse de DIRAC est une mesure supportée par
le singleton {0} et de masse totale 1 :

{6({0}> -1
5(Q) =0

ot ) est une tribu borélienne définie sur R
Remarque. La mesure de DIRAC d’un vecteur © de n composants s’écrit sous la forme
suivante :

50) =[] 5 (1.4)

I.3 Processus stochastique

L’analyse et I’étude des variables aléatoires et des grandeurs qui s’y rattachent : fonction de
répartition, fonction de densité de probabilité, etc..., se font souvent en statique. Ceci est
souvent insuffisant dans la pratique car ces variables (et par conséquent les grandeurs qui
s’y rattachent) peuvent dépendre du temps. Par exemple, si la tension électrique du réseau
est observée sur une période de temps T, il peut étre constaté que cette tension varie. Cette
variation est due aux différentes sources de perturbation électrique dans 'environnement du
systéme de mesure. Si I’ensemble de ces sources de perturbation est décrit par I’événement
aléatoire w, alors la tension électrique peut s’écrire u(w,t). Cet exemple illustre bien le
concept de base des processus stochastiques.

Définition 67. Un processus stochastique est une fonction de deur arguments (w,t) :
(w,t) — O(w, t) ot w est un élément de l'espace probabilisé (2, ¢, P) el t est le temps [Sol06].
La réalisation du processus O(w, t) associée & un événement w; est une fonction non aléatoire
du temps : t — O(w;, t). Cette réalisation est appelée la trajectoire associée a ’événement
wi. La réalisation du processus O(w,t) associée & un instant donné ¢; est une variable
aléatoire définie par : w — O(w, t;).

I.4 Fonctions de variables/processus aléatoires

Dans un probléme stochastique statique (resp. dynamique), la variable (resp. processus)
aléatoire d’intérét peut étre une variable difficile & caractériser. Néanmoins, cette va-
riable (resp. processus) est généralement liée par intermédiaire d’une fonction conti-
nue & une autre variable (resp. processus) dont la FDP est donnée ou aisément obte-
nue. Cette formulation du probléme stochastique permet de décrire la propagation de la
densité de probabilité au sein d’'un modéle dans le but de déterminer la FDP d’une ou
plusieurs variables/processus aléatoires a partir de la connaissance des FDP d’autres va-
riables/processus aléatoires. Dans la section 4.1.2 du chapitre 4, le cas d’une fonction de
variable/processus aléatoire (le cas général ainsi que le cas d’une fonction inversible) est
présenté. Dans cette section, nous rappelons le cas d’une fonction non inversible ainsi que
le cas multivariable (fonction de vecteur de variables/processus aléatoires). Nous nous foca-
lisons sur le cas de variables aléatoires statiques mais les théorémes présentés peuvent étre
généralisés aux processus stochastiques qui peuvent étre vus comme étant des variables
aléatoires évoluant dans le temps.

I.4.1 Fonction de variable/processus aléatoire : cas d’une fonction non
inversible

Si la fonction g qui relie les deux variables aléatoires ©1 et O3 n’est pas bijective alors
la FDP associée & ©9 peut étre déterminée a partir de la FDP associée & ©; selon le
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théoréme 12 et ce, sans passer par la détermination de la fonction de répartition.
Théoréme 12. Soit ©1 une variable aléatoire ayant ¢po,(61) comme fonction de densité
de probabilité et soit O une autre variable aléatoire telle que ©9 = g(01). Si la fonction g
n'est pas bijective alors la fonction de densité de probabilité ¢pe,(62) associée 4 la variable
©q est calculée comme suit [Bré97] :

cbel(gz ( 2))

Z ‘

ot k est le nombre de morceauz continus en ©1 pour l'équation Oy = g(01) et g;1(02),
i={1,...,k}, sont les solutions.

0, (02) = Z (1.5)

I.4.2 Fonction d’un vecteur de variables/processus aléatoires

Dans le cas ol un vecteur de variables aléatoires p s’exprime en fonction d’un autre vec-
teur de variables aléatoires ® dont la FDP conjointe associée est donnée, alors la FDP
conjointe associée au vecteur p peut étre déterminée. Le cas général est exposé, certains
cas particuliers sont ensuite examinés.

Cas général

La fonction de répartition associée au vecteur aléatoire p = (p1,. .. ,pnp) peut étre déter-
minée en associant & tout événement A défini sur ce vecteur un événement B équivalent
défini sur le vecteur ® = (O1,...,0,,) (avec en général n, < ne) tel que la probabilité
de la réalisation de I’événement A est égale & la probabilité de la réalisation de I’événement
B: P(A) = P(B).

Théoréme 13. Si ['événement B est équivalent a I'événement A = (p1 < p1N---Npn, <
Pny) et donc P(A) = ®p(p) = P(B) ot ®p est la fonction de répartition associée au vecteur

p alors :
:/.../Jggb@(g)d@ (1.6)

ot @ est la FDP conjointe associce a ©. La FDP conjointe ¢p associée a p s’obtient
9"P Op (p)

ensuite en dérivant la fonction de répartition : ¢p(p) = TR T
np

Cas d’une application inversible

Si I’application g qui relie les deux vecteurs aléatoires ® et p est inversible alors la FDP
conjointe associée au vecteur p peut étre déterminée & partir du théoréme 14.
Théoréme 14. Soit ® = (01,...,0,) et p = (p1,-..,Pn) deux vecteurs de n variables
aléatoires chacun tels que p = g(®) eth = g=! (© = h(p)). Connaissant la FDP conjointe
pe de O, il est possible de déduire la FDP conjointe ¢p de p, si h est contindment diffé-
rentiable, comme suit [Bré97, Ros07] :

op(p) = |1y ' p0(0) = |Jy| ! do(h(p))

(I.7)
= |Jnl 90 (0) = |Jn| do(h(p))
dg1(9) 9g1(9) 0h1(p) dh1(p)
001 e 00, 8]71 e 8pn
ot Jg = det : : resp. Jp = det : : est le Ja-
dgn(0) Ogn (0) Ohn(p) Ohn(p)
001 e 00y, op1 e Opn

cobien (ou encore le déterminant Jacobien) de g (resp. de h).
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Annexe I. Notions de base sur 'approche probabiliste

Cas d’une application non inversible

Si ’application g n’est pas bijective alors la FDP conjointe associée a p peut étre déter-
minée a partir de la FDP conjointe associée & © selon le théoréme 15 (sans passer par la
détermination de la fonction de répartition).

Théoréme 15. Soit ® = (01,...,0,) et p = (p1,-..,Pn) deux vecteurs de n variables
aléatoires chacun tels que p = g(@®). Si lapplication g n’est pas bijective alors le domaine
U sur lequel est défini g est supposé pouwvoir étre partitionné comme suit [Bré97] :

U=>» 1U; (1.8)

ot, U sont les domaines sur lesquels g; (les restrictions de g) sont définies et bijectives
(Figure 1.3). Soit Vi l'image de U; par g (ou, ce qui revient au méme, par g; ). Les différents
Vi ne sont pas nécessairement disjoints. Dans ce cas, la FDP conjointe ¢p de p est définie
par :

k k ~—1
oo(p) = > 0@ ) ] = 3 W (19)

=1 =1

ot p@ est la FDP conjointe associée o O et ﬁfl(p), . ,ﬁ,;l(p) sont les k morceaux continus

en © associés o p = g(O).
9 Vi
gz @2

u

Fic. 1.3 — Application non inversible : partition du domaine U.

Remarque : Les théorémes 14 et 15 exigent que les vecteurs de variables aléatoires © et p
soient de méme dimension. Dans leur forme, ces théorémes ne permettent pas d’obtenir la
FDP conjointe associée & p si le nombre de variables aléatoires contenues dans ce vecteur
est inférieur & celui des variables aléatoires contenues dans le vecteur @, ce qui est un cas
rencontré fréquemment. Pour remédier a ce probléme, des variables « fictives » peuvent
étre rajoutées de maniére & obtenir des dimensions identiques pour les vecteurs aléatoires.
Supposons que p = g(®) est de dimension n, et © est de dimension ng (avec n, < ne)
alors nous pouvons définir le systéme carré suivant ou les (ng — np) sorties rajoutées
représentent les (ng — nyp) derniéres variables de © :

P1=91(01,...,0n4)

Pnp, = 9n, (617 .- -a®n®)

(1.10)
Pnp+1 = @anrl

pn@ = 911@
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Ensuite, la propagation de densité de probabilité le long de ce modéle peut étre établie &
partir du théoréme 14 ou du théoréme 15 selon 'inversibilité de "application g.

Dans la littérature, certaines opérations classiques sur les fonctions de densité de probabilité
ont été établies comme la somme de deux variables aléatoires indépendantes : la FDP
marginale de la somme de deux variables aléatoires indépendantes est égale au produit de
convolution des FDP marginales de ces variables aléatoires [Bré97].
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