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Résumeé

Modélisation du comportement des géomatériaux: apport des méthodes
numérique de changement d’échelle.

Les travaux de modélisations présentes dans cette these concernent 1’étude du comportement
hydro-poro-mécanique des géomatériaux par I’approche numérique de changement d’échelle.
Il s’agit d’exploiter un modele géomatériaux conceptuel, du code de calcul par la méthode
¢lément finis étendu (XFEM) ou IIM, conjointement avec des techniques d’homogénéisation,
pour I’obtention des lois de comportement macroscopique tirées des relations de passage
Micro-Macro. Dans ce modele conceptuel, le volume élémentaire représentatif des milieux
hétérogéne est composé d’une matrice argileuse contenant des inclusions de minéraux de
quartz et de calcite ou des pores. D’abord, cette procédure avec XFEM a été effectuce pour la
détermination des propriétés effectives isotropes. Ensuite, Une étude sur ’influence de la
distribution, la morphologie, et 1’orientation des inclusions sur le comportement équivalent
dans le domaine de I’¢lasticité linéaire a été réalisée par traverser nombreuse études
numériques. Dans un troisiémes temps, nous avons modélisée le comportement mécanique
non linaire des géomatériaux en utilisant XFEM et la méthode Newton-Raphson modifiée.
Enfin, la modélisation du comportement hydraulique est réalisée par la méthode IIM, elle a

été validée par la comparaison avec 1’approche analytique.

Mots-clés : géomatériaux, comportement hydro-poro-mécanique linéaire, élasto-plastique,

homogénéisation, XFEM, [IM






Summary

Modeling of the behavior of the geomaterials: contribution of the numerical
method of up-scaling.
The work of modeling present in this thesis relates to the study of the hydro-poro-mechanics
behavior of geomaterials with the numerical approach of up-scaling. This work is based on le
the conceptual geomaterials model, of finite element extended (XFEM) code develop in
Matlab or IIM, coupling with the homogenization method to obtain the laws of macroscopic
behavior drawn from the relations of Micro-Macro passage. In this model, the elementary
volume representative of the mediums heterogeneous is composed of an argillaceous matrix
containing of calcite and quartz mineral inclusions or of the pores. Firstly, this procedure with
XFEM was carried out for the determination of the effective properties linear of the
geomaterial. Then, a study on the influence of the distribution, morphology, and the
orientation of inclusions on the equivalent behavior in the field of linear elasticity was carried
out by crossing many numerical studies. In the third time, we modeled the mechanical
behavior non linear of the geomaterial by using XFEM and the modified method
Newton-Raphson. Lastly, the modeling of the hydraulic behavior is carried out by IIM, it was

validated by the comparison with the analytical approach.

Key-words: geomaterial, hydro-poro-mechanics behavior, elastoplastic, homogenization,

XFEM, IIM
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Introduction Générale

Introduction Générale

Les géomatériaux tant naturels (sols, roches) qu’artificiels (bétons) sont des matériaux
fortement hétérogenes. Ce caractére hétérogene, clairement identifié par des méthodes
expérimentales d’observations microstructurales, a un impact trés important sur leur
comportement macroscopique. En effet, plusieurs phénomeénes trouvent leur origine a
I’échelle des interactions des mécanismes physiques réagissant au niveau de la microstructure.
Le comportement global des matériaux micro-hétérogenes dépend fortement de la forme, de
la taille, la distribution spatiale et des propriétés des constituants de la microstructure et leurs
interfaces respectives. L’utilisation des géomatériaux dans de nombreuses applications
relevant des technologies de pointe tel que, pour n’en citer que quelques unes du domaine de
génie civil, I’exploitation des champs pétroliers, le stockage des déchets radioactifs ou encore
le stockage du gaz carbonique en profondeur, induit inévitablement la nécessité d’une
prédiction précise et efficace de leur comportement et de leur capacité de résistance a long
terme une fois incorporées dans les structures en service.

Dans la plupart des situations rencontrées en ingénierie, les géomatériaux sont soumis a des
sollicitations complexes hydriques, mécaniques et thermiques. En particulier leur espace
poreux peut étre saturé ou non par différents fluides (liquide ou gaz) rendant ainsi
particulierement complexe leur modélisation qui doit prendre en compte a la fois la
superposition des phases solide et liquide, les informations de la microstructure et le couplage
des sollicitations.

L’approche classique des milieux continus de modélisation du comportement des matériaux
hétérogenes basée, d’une part, sur des modeles thermo-hydro-mécanique et des lois de
comportement non linéaires sophistiquées et d’autre part, sur des résultats d’essais de
laboratoire a fait ses preuves d’efficacité et est a présent celle la plus utilisée en pratique.
Parallelement, le développement des outils de modélisation et d’observation micromécanique
au cours des années, a rendue possible la compréhension des mécanismes impliqués a une
échelle inférieure, celle ou on distingue les caractéristiques géométriques et matérielles de
chaque constituant, et in fine a rendu possible la prédiction du comportement macroscopique
a partir de ces informations microstructurales. Les différents schémas analytiques et
semi-analytiques basés sur la solution d’Eshelby ont été développés et continuent de se
développer donnant un apergu assez fidele des mécanismes gouvernant le comportement des
géomatériaux, Afin d’aller au dela des limites naturelles de ces schémas et de prendre en

compte plus précisément les interactions entre différents constituants notamment dans les
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Introduction Générale

structures complexes, des approches micromécaniques numériques ont été¢ développées,
appuyées par une ¢volution rapide des outils numériques. De telles approches permettent
notamment d’étudier d’une facon unifiée et relativement simple le comportement des
matériaux a microstructures complexes et les comportements nonlinéaires des constituants
Bien maitrisée, la méthode des éléments finis, qui se trouve a la base de la plupart des
approches numériques, présente 1’avantage d’étre numériquement rigoureuse et utilisable pour
la plupart des problémes. En principe, les calculs aux éléments finis sont effectués sur un
volume élémentaire représentatif (VER) et les propriétés effectives sont déterminées a partir
des champs moyens sur le VER. Néanmoins, trés souvent, méme un VER représente une
structure tellement complexe qu’il est difficile a la reproduire fidélement dans un maillage
aux éléments finis appelant ainsi a des simplifications nécessaires. Dans le cadre d’une
représentation simplifiée d’un VER I’hypothese d’une structure périodique est celle qui est le
plus souvent utilisée. Bien qu’attractive, par sa simplicité, la méthode d’homogénéisation des
milieux périodiques présente une limite par ce concept de cellule unitaire périodique via des
conditions de périodicité sur ses frontieres qui n’est évidemment pas adapté a tout les
matériaux. Ces conditions de périodicités sont parfois traduites par des déplacements ou
contraintes imposées sur les frontieres pour assurer la compatibilité¢ des déformations des
cellules voisines d’une microstructure périodique. Dans d’autres cas ces frontieres sont
simplement libres. En particulier cette condition de périodicité est a la base des approches
asymptotiques avec des applications multiples en ingénierie.

Parmi les méthodes numériques on citera encore celle basée sur les Transformées de Fourier
(FFT) qui pourrait étre employée pour 'analyse micromécanique des éléments de volume
représentatifs dans les conditions périodiques [MOU 98]. Celle-ci devient d’autant plus
attractive qu’elle est simple a mettre en place et que certaines difficultés de convergence
dans le cas de composites avec un contraste infini des constituants semblent étre résolues
[MIC 99, BRI 10]

La méthode d’homogénéisation numérique bénéficiant a la fois du cadre mathématique de la
micromécanique et de la capacité d’application dans des domaines variés de la méthode des
¢léments finis s’impose comme la méthode la plus utilisée dans les problemes d’ingénierie.
Cependant son principal défaut reste la dépendance au maillage malgré tout les efforts de
remaillage automatique a chaque pas de chargement pour résoudre des problemes avec des
microstructures complexes contenant différentes discontinuités (microfissures, inclusions,

pores...).
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Pour palier a ces difficultés, des méthodes numériques alternatives ont été¢ développées. Parmi
celles qui ont suscités I’'intérét des scientifiques, les méthodes sans maillage (Meshless
Methods) [BEL 96] comme la dite méthode Moving Least Square, Element Free Galekin ou
encore Diffuse Element Method. Toutes ces méthodes sont basées sur la notion de partition de
I’unité et une discrétisation uniquement nodale [BEL 96, MEL 96]. Si ces méthodes ont
montré ’avantage de dépasser les contraintes d’un maillage, elles ont d’autres problématiques
comme I’imposition des conditions aux limites, le syst¢tme d’équations et le schéma
d’intégration qui est supérieur a la méthode des éléments finis et donc qui revient finalement a

des calculs longs et couteux.

Plus récemment, deux méthodes ont été¢ développées dans le but de résoudre les difficultés
lides a I’'intégration des €quations aux dérivées partielles (EDP) dans les méthodes sans
maillages: la méthode des éléments finis généralisées (Generalized finite element method)
[BEL 99], et la méthode des éléments finis étendus [BEL 99, MOE 99]. Les deux méthodes
utilisent un maillage de fond pour intégrer les EDP et permettent d’enrichir les fonctions de
formes pour gérer les frontieres, mais XFEM offre en plus la dépendance par rapport a la
connaissance de la forme des solutions. Cette avancée a été initialement proposée pour
résoudre le probléme de propagation de fissures sans remaillage et trés vite XFEM s’est
imposée grace a son efficacité pour d’autres domaines comme la nucléation des fissures
[MOE 99], les fluides multiphasiques [CHE 03-2] et les problémes d’homogénéisation

facilitant la représentation plus réaliste des microstructures.

L’objectif du travail de cette thése est de développer, valider et utiliser une approche
numérique basée sur XFEM pour I’étude du comportement des géo matériaux. En particulier
a été visé le comportement de 1’argilite de Meuse Haute-Marne, en complétant ainsi les
modeles micromécaniques et macroscopiques développés existants. Néanmoins 1’approche et
les outils développés sont suffisamment larges est universelles pour permettre leur utilisation
a tout autre géomatériau pour peu que I’information sur sa microstructure soit accessible.
Numériquement, ceci se traduit par le couplage de la méthode XFEM qui sera donc utilisée
pour décrire la microstructure complexe du géomatériau, définir les champs locaux de
contraintes et de déformations et la méthode d’homogénéisation qui offrira ce cadre théorique,
et en formulant rigoureusement les relations de moyenne et de périodicité pour obtenir le
comportement macroscopique. L’intérét principal de cette étude tient dans le fait que le
comportement de la matrice sera non linéaire, les hétérogénéités (pores et inclusions
minérales) seront distribués aléatoirement avec un nombre plus important par rapport aux

études précédentes utilisant XFEM pour la méthode d’homogénéisation. Cet outil numérique
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nous permettra d’obtenir le comportement hydromécanique de 1’argilite en mettant en ceuvre
le couplage via une méthode dite Immersed Interface Method (IIM) basé sur la méthode de

différences finies qui est employée pour le probleme d’écoulement du fluide.

Ce travail est présenté dans ce document en cinq chapitres : le premier revéte un caractere
bibliographique et illustratif du comportement poromécanique des géomatériaux, le deuxieme
présente la méthode XFEM et son principe général avec une validation du programme
développé. Le troisieme expose le comportement mécanique du matériau tant en linéaire
qu’en non linéaire en relevant I’influence de la distribution spatiale des constituants et de leur
forme. Dans le quatrieme chapitre, le couplage des deux méthodes XFEM et la méthode des
interfaces immergée est propos¢ pour décrire le comportement hydromécanique du milieu

poreux; et enfin, le dernier présente quelques simulations validant ce dernier couplage.

Le premier chapitre rappelle dans un premier temps les fondements de la poro-mécanique
quant a la simulation du comportement des milieux poreux saturés et non-saturés. Puis,
propose brievement 1’approche micromécanique et le formalisme de 1’homogénéisation par
rapport aux nombre important de travaux publiés dans le cas des matériaux hétérogenes et en
particulier les milieux poreux. Une présentation des modélisations analytiques et numériques
proposées dans la littérature utilisant la méthode d’homogénéisation pour la prédiction du
comportement macroscopique des matériaux a microstructure aléatoire ou périodique est par

ailleurs faite pour positionner notre travail.

Le second chapitre présente une description de la méthode des éléments finis étendus comme
une méthode alternative a la méthode des éléments finis classique pour gérer le probléme des
interfaces dans une microstructure. Son aptitude a décrire cette interface initialement pour les
fissures, lui permettra d’acquérir un large éventail d’applications. Son couplage avec la
méthode level set lui offre un intérét considérable dans 1’homogénéisation des matériaux
hétérogenes pour son efficacité a décrire précisément les pores et les inclusions. Nous nous
plagons donc dans ce contexte pour traiter le probléme d’homogénéisation numérique d’un
matériau biphasique (matrice contenant un vide/une inclusion). Finalement, un test simple
permettra de valider la procédure d’homogénéisation en comparant avec la célebre solution
d’Eshelby. Pour montrer d’avantage la précision de XFEM, les résultats sont comparés aux

résultats de la méthode classique sur une cellule unitaire.

Apres avoir présentés les différentes approches utilisées dans ce travail, nous proposons dans
le troisiéeme chapitre des applications avec des microstructures différentes pour mettre en

¢vidence I’effet de la distribution et de la forme des inclusions sur les propriétés effectives du
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géomatériau. Notre ¢tude s’intéressant a la précision de décrire la microstructure, en plus du
comportement macroscopique, les champs locaux de contraintes et déformations sont
présentés. Ces derniers permettent d’examiner les lieux de concentration de contraintes qui
sont des lieux privilégiés d’endommagement du matériau et donc de son comportement non
linéaire. Le comportement des constituants est considéré tout d’abord élastique ; et puis
¢lastoplastique a partir d’'un modele de Drucker-Prager pour mettre en lumicre les

mécanismes locaux a I’échelle microscopique et le comportement réel des constituants.

Le quatriéme chapitre soul¢ve le probleme d’écoulement du fluide dans un milieu poreux.
Apres quelques rappels bibliographiques de la méthode des interfaces immergées, le couplage
avec la méthode micromécanique précédente est spécifiquement décrit. La modélisation
micromécanique proposée et la combinaison des lois de transport et de comportement
mécanique permet d’étudier le comportement hydromécanique d’un matériau poreux dont une

exploration des possibilités et des difficultés est faite dans le dernier chapitre.
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Chapitre I Etude bibliographique

I.1 Introduction

L’étude du comportement des milieux poreux intéresse de nombreux domaines d’ingénierie.
En effet, un milieu poreux est vu comme un milieu dans lequel 1’eau interstitielle interagit
avec la structure matricielle et montre des états hiérarchisés dans les différentes échelles
structurales. Cependant, il est essentiel de prendre en compte aussi bien les interactions des
phases solides et fluides via les couplages que les relations des différentes échelles pour une
compréhension propre et efficace de son comportement.

L’objet de ce chapitre est de fournir les éléments de base de la mécanique des milieux poreux
d’une part et des approches micromécaniques d’autre part en se basant sur les études
antérieures. Ce rappel bibliographique permettra au lecteur se situer le cadre de notre étude.
Apres une synthese des formalismes et des équations fondamentales de la poro-mécanique
dans le cas d’un milieu poreux saturé et partiellement saturé, une breéve description des
méthodes de changement d’échelles est donnée. Enfin, un résumé bibliographique du

comportement hydromécanique et thermo-hydro-mécanique sera présenté.

1.2 Cadre théorique de la mécanique des milieux poreux

La présence de fluides dans les pores agit sur le comportement mécanique du milieu poreux,
puisque ces fluides supportent une part des contraintes au sein du matériau. Certains auteurs
conservent un cadre mécanique pure. D’autres utilisent le concept de contrainte effective. De
plus la description du comportement peut étre réalisée a deux <éEchelles distinctes
microscopique ou macroscopique. Dans la premiere, on distingue géométriquement les deux
phases solide et fluide alors que dans la deuxiéme le milieu est considéré comme la
superposition de deux milieux continus.

La description macroscopique du comportement des milieux poreux saturés est bien établie
depuis longtemps par les travaux de Terzaghi [TER 34]. Ensuite, Biot a proposée une
premiére formulation générale du comportement réversible des milieux poreux [BIO 41]. Plus
récemment, des développements pour la formulation des équations de comportement des
milieux poreux ont été apportés par Coussy [COU 91, COU 04] en se basant sur des

considérations thermodynamique.

Nous n’avons pas la prétention de détailler toute la théorie de la poromécanique dans cette
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section, mais nous tentons de rappeler les concepts fondamentaux.
Pour une étude plus exhaustive, le lecteur souhaitant plus de détail concernant la

poromécanique pourra se référer a [BIO 41, COU 91, COU 04].

1.2.1 Représentation d’un milieu poreux

En se plagant a I’échelle macroscopique, le milieu poreux est considéré comme un milieu
continu multiphasique, résultant de la superposition d’un premier milieu continu, le squelette
qui est la partie solide, et d’un second milieu continu, le fluide, qui occupe 1’espace poreux
(Fig. 1.1). Le squelette est constitu¢ de particules solides et peut étre lui-méme poreux.
L’espace poreux connecté, ou non, peut étre saturé par un ou plusieurs fluides. Cette échelle
macroscopique a été adoptée d’abord par Biot [BIO 41] puis par Coussy [COU 91, COU 95].
Lorsque 1’espace poreux est occupé par une seule phase fluide, le milieu est dit saturé, alors
que la présence de plusieurs fluides définit des milieux partiellement saturés. Dans la plupart
des problémes, la phase fluide des milieux saturés est assimilée a une phase liquide, et dans le
cas des milieux partiellement saturés, I’espace poreux est formé par deux phases, une phase
liquide et une phase gazeuse, cette derniere étant constituée par un mélange de vapeur d’eau
et d’air sec.

L’élément de volume a 1’échelle macroscopique est composé d’une particule de squelette et
d’une particule de fluide, occupant le méme point géométrique et animées de cinématiques a

priori distinctes.

phase
solide

Fluide saturant l'espac Particule du sguelette Farticule du fluide
poreus

Fig. 1.1 : Représentation d’un milieu poreux sature comme la superposition de deux milieux
continus a 1’échelle macroscopique.
I1 est a noter qu’il convient de distinguer 1’espace poreux connecté et 1I’espace poreux occlus.
L’espace connecté est 1’espace par I’intermédiaire duquel s’effectuent les échanges de masse

fluide. L’espace poreux occlus est constitué par les vides compris dans le squelette solide. La
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porosité totale d’un volume donné est le rapport du volume non solide au volume total. La
porosité connectée est le rapport du volume de I’espace interstitiel précédemment défini au

volume total.
1.2.2 Lois de conduction et de conservation de la masse fluide

La conservation de la masse fluide s’écrit sous la forme différentielle :
= (Pa)+dip, u)=0 [11]

Ou u’ estla vitesse du fluide, p/ estla mass volumique apparente du fluide, avec p/ = ¢ p”

¢ est la porosité, et p” est la mass volumique du fluide.

En 1856, Darcy montre expérimentalement que le débit du fluide a travers une colonne de
sable homogene est proportionnel au gradient de pression entre les extrémités de la colonne.

En prenant compte les faibles vitesses de circulations de ’eau dans les milieux poreux que

nous nous intéressons et pour lesquels la charge hydraulique h s’exprime par 4 = P
rg

loi de Darcy s’écrit sous la forme suivante
— _ p
q=—KVh=-KV( +z) [1.2]
B Prg

ou K une constante appelée conductivité hydraulique ou coefficient de perméabilité, p est la
pression, g [’accélération de la pesanteur, o la masse volumique et z la hauteur.

Notons en passage que souvent en pratique on utilise une loi de Darcy généralisée dans le cas
d’un écoulement multiphasique (le cas d’écoulement dans un milieu partiellement saturé par
exemple). Elle exprime les flux massiques des différentes phases en introduisant la notion de
perméabilité relative. La permdéabilité relative pondere la perméabilité intrinseque pour
chacun des deux fluides et permet de dissocier la perméabilité du liquide et celle du gaz. La

notion de perméabilité relative est encore aujourd’hui un sujet de discussion [YAN OS].
1.2.3 Comportement thermo-poro-élastique saturé

Les équations gouvernant le comportement couplé thermo-poro-élastique résumées
brievement dans cette section s’appuient sur la théorie des milieux poreux définie par Coussy

[COU 91, COU9S5]. Cette théorie établie initialement par Biot [BIO 41, BIO 57] considere
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qu’un milieu poreux est un milieu continu ouvert composé de deux phases ayant ou non un
échange de maticre avec I’extérieur [COU 91]. Cependant, le systéme peut étre soit ouvert et
permet I’échange de maticre avec D’extérieur et donc la dissipation des surpressions
interstitielles (cas drainé), soit fermé sans échange de maticre ou les surpressions
interstitielles influencent le comportement du squelette (cas non drainé). La formulation
générale du comportement poroélastique de Coussy [COU 91] a été définie en développant

les principes thermodynamiques des milieux continus ouverts.

e Thermodynamique du fluide saturant :

Le comportement du fluide saturant est défini par son enthalpie libre qui est fonction de la

température T et de la pression p. Les équations reliant la variation d’entropie massique

AS, et la variation de masse volumique du fluide Ap’ a des variations de température et de

pression sont écrites sous la forme suivante :

1 0g, _ 0og,

SWI
P op oT

En supposant des petites variations de température (7 —7;) et de pression (p—p,),
I’enthalpie libre g, (p,T) peut étre définie au second ordre par :

—p, 1 p-r, (P-p,)’
T)=g" —(T-T)s" +2=LP0 (7 —T)? +3a,(T-T 0 _ 0
gm(p ) En ( 0) m poﬂ B ( 0) ﬂ( 0) p(;fl 2,0({2Kﬂ

[1.4]

ou g'.s’,pl' représentent respectivement I’enthalpie libre massique du fluide, I’entropie

massique du fluide et la masse volumique du fluide a un état de référence, cla chaleur

massique du fluide, «,le coefficient de dilatation thermique du fluide et K ,le module de

compressibilité isotherme du fluide saturant.
A partir de ce dernier développement et des relations d’état énergétique, les équations

linéarisées du fluide sont les suivantes :

1

7

1 p—p
= (1+3a, (T =T)- Kﬂ“)
s =50 +c(T-T,)+3a,, _p—ﬂpo

0

[1.5]

e Lois d’état du milieu poroélastique

Dans le cas d’un comportement réversible (dissipation intrinseque nulle), le milieu poreux est
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défini par I’énergie libre y qui dépend seulement des variables d’états 7',A (tenseur des

déformations de Green Lagrange) et m (la masse de fluide échangée avec 1’extérieur par unité
de volume). La loi de comportement thermoporoélastique reliant les variables d’état aux

forces thermodynamiques associées est définie par les équations d’état suivantes :

=W f OV g ¥ [1.6]
oT OA om
ou S désigne I’entropie du systeme fluide et du réseau solide, @ le tenseur des contraintes

totales de Piola-Kirchoff et g,, I’enthalpie libre massique.

Sous les hypothéses de déformation infinitésimales et de petites variations d’échange de
fluide et apres développement de ’énergie libre par rapport a un état de référence, la loi de
comportement thermo-poro-¢élastique linéaire s’obtient explicitement sous la forme [COU 91,

COU 95, BAR 07] :

n=n'"+C:e— MB———A(T-T°) [1.7]
P

p=p"+M(-B:g+—)+ pY [(T-T°) [1.8]
b

S=S"+ms) +A:e—Im+p(T-T") [1.9]

ou =”: le tenseur des contraintes totales de Piola Kirchoff a I'état de référence ;
S I'entropie du systéme squelette et fluide saturant a 1'état de référence ;
pvoﬂ : la masse volumique du fluide a 1'état de référence ;
s, : l'entropie massique du fluide a I'état de référence ;
C :le tenseur de rigidité¢ des modules d'¢lasticité isothermes non draines ;

M :le module de Biot ;

B : tenseur des coefficients de Biot ;

A : le tenseur de couplage thermo-élastique avec AT’ le tenseur des chaleurs latentes
des déformations non drainées ;

f: un parameétre matériau avec C, = BT la chaleur volumique par unité de volume
initial a déformation constante ;

[ : un paramétre matériau avec T°/ la chaleur latente d'apport de masse fluide a

déformation constante.

Sous I’hypothese des transformations infinitésimales, le tenseur de Green Lagrange peut étre

remplacé par sa forme linearisé € et le tenseur des contraintes de Piola Kirchoff par le
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tenseur des contraintes de Cauchyo. Le systeme d’équation (1.7-1.9) peut étre écrit alors en
deux systemes d’¢quations selon que 1I’évolution est non drainée ou drainée.

Ainsi, ces relations s’écrivent pour un milieu non drainée sous la forme :

6=6¢'+C:e- MB——A(T-T") [1.10]
7

p=p° +M(-Bie+-")+3a,M T -T") [1.11]
P

m Cy\(T-T%)

S=5+ms® +A:e—3a, M——+ [1.12]

0 0

P T

Et pour un milieu drainé :

6=¢6"+C,:e-B(p-p°)-A,T-T" [1.13]

_ 0 . m 0
p=p’ +M(-B:g+—)+3a,M (T -T°) [1.14]

Pl
clar-1°

S:S0+ms,?1+A0:8—3am(p—p0)+M [1.15]

TO
Ou les tenseur C et C, désigne les tenseurs de rigidité des modules d’élasticité isothermes,

A et A, les tenseurs de couplage thermo-mécanique, C et C Aoles capacités de chaleur
volumique par unité de volume initial et a déformation constante respectivement en condition
non drainée et drainée et «,,le coefficient d’apport de mass fluide thermique dans un essai
non drain¢ a déformation nulle. Pour un matériau sans précontrainte a 1’état initial naturel, le
tenseur6° est nul.
Puis selon [1.10] on a :

6+Bp=¢’"+Bp’+C,:e-A (T -T") [1.16]
Faisant ainsi apparaitre une contrainte dite effective définie par :

6=c6+B p [1.17]

Cette contrainte présente [’avantage d’étre reliée directement a la déformation et la
température sans dépendance de pression du fluide.

Si le milieu poreux présente de plus un comportement isotrope, ces lois se simplifient sous la

forme suivante pour un milieu non drainé :

c:cO+(k—2?”)tr(a)1+zys—bMﬂ01—3ak(T—TO)l [1.18]
P
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p=p"+M(-btr(g) +—)+3a, M (T-T°) [1.19]
P
m ClT-T1%
S=5%+ms® +3a k tr(e) - 30, M — + — [1.20]
0 0
oy T

Et sous la forme suivante pour un milieu drainé :

6 =c’ +(k, —2?“) (€)1 +2u g —b(p— p, )1 -3 o ky(T—T)1 [1.21]
p=p"+M(-btr(g) +—)+3a, M (T-T°) [1.22]
P
CU(T-T"

S=S"+ms) +3a, k, tr(e)-3a, (p—p,) + [1.23]

TO
ouk,et k sont respectivement les modules de incompressibilité drainée et non drainée, ule
module de cisaillement, ble coefficient de Biot, ajet « les coefficients de dilatation

thermique respectivement en conditions drainées et non drainées.

Le comportement thermo-poro-élastique linéaire isotrope apparait donc caractérisé par 4
coefficients poro-¢lastique isothermes et 3 coefficients thermo-élastiques. Des relations entre
les caractéristiques drainées et non drainées peuvent étre par ailleurs établies a partir des
expressions de la variation de la masse de fluide fonction de la déformation volumique et des
variations de la pression interstitielle et de la température [COU 91].

En particulier, les 4 parametres poro-€lastiques peuvent étre déterminés par des essais en

conditions isothermes. Pour ces conditions, on obtient en non drainé :

tr(6-6") =3k tr(e) =35 M () [1.24]

P
p=p"+M(~br(e)+—5) [1.25]

Pyl
Et en drainé :
tr(c—c’)=3k, tr(e)-3b(p—p°) [1.26]
2

ﬁozi(nb M)(p—p°)+itr(s—s°) [1.27]

pYy M 0 3k,

ot k,et ksont les modules de compressibilité, ©,6"les contraintes volumiques totales

24



Chapitre I Etude bibliographique

respectivement a I’état de référence et a I’instant t et #(€) la déformation volumique.
Au cours d’un essai de compression isotrope en condition drainée ( p=p°) on peut
déterminer directement le module de compressibilité drainé k, et le coefficient de Biot b a

partit des mesures de la déformation volumique de fluide entrant ou sortant de 1’éprouvette.

On a, en effet, dans ce cas :

v p="0— [1.28]

OuAc, =tr(c —co)est la variation de la contrainte volumique et la déformation volumique

moyenne.
Un essai de compression isotrope en condition non drainée, pour lequel au cours d’un
chargement/déchargement en contrainte isotrope totale, tout échange de fluide, entre
I’éprouvette et le milieu extérieur, est nul (7 =0), permet la détermination directe du module

de compressibilité non draine k, du coefficient de Skempton B, et du produit bM , a partir

des mesures de la déformation volumique et de la pression interstitielle. On obtient :

A
_A0y g P P [1.29]

’ N
9¢, Ao &g

k

OuAp = p — py la variation de pression interstitielle au cours de I’essai.

On utilisera plus loin ces expressions pour I’identification des parameétres de couplage
poroélastiques effectifs via des essais numériques d’homogénéisation. Notons que dans le cas
des matériaux anisotropes des chargements adaptés peuvent étre utilisés pour la détermination

de ces parametres poroélastiques (voir par exemple [ESC 02]).

1.2.4 Concept de contrainte effective

L’équation [1.17] fait apparaitre une contrainte effective dans le sens que les déformations du
matériau poreux chargé mécaniquement par une contrainte et une pression fluide se déforme
comme ce méme matériau chargé uniquement par la contrainte effective. De ce point de vu la
contrainte effective est bien un concept purement rhéologique [COU 04]. Notons que la
notion de contrainte effective a été proposé la toute premicre fois en mécanique des sols par
Terzagui [TER 34] du fait que la contrainte appliquée se répartissait de maniere additive entre,
d’une part, la contrainte dans le solide, et d’autre part la pression dans le fluide. La contrainte

effective est donc définie dans le cas des sols saturés par :
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¢ =6—pl [1.30]
ou oet p, représentent respectivement la contrainte totale et la pression interstitielle de la

phase liquide, I le tenseur identité d’ordre 2.

Bien maitrisé dans le cas des milieux poreux saturés, le concept de contrainte effective suscite
jusqu’a présent I’intérét de la communauté scientifique pour un éventuel élargissement dans le
cas non saturé. Plusieurs tentatives ont vu le jour en introduisant dans les relations de
comportement la succion (la différence entre la pression de gaz et de liquide), commencant
par le travail pionner de Bishop [BIS 59] qui a proposé la forme suivante de la contrainte

effective :
¢'=c-pJA+ x(p, —p)l [1.31]
avec p, la pression de gaz et p, la pression de gaz. La fonction y varie entre 0 (sa

valeur pour un sol sec) et 1 (sol saturé). Dans ces deux cas limites, la définition [1.31] se
simplifie et permet de retrouver 1’équation [1.30] de la contrainte effective de Terzaghi. Le

point clé dans la proposition de Bishop réside dans 1’identification de cette fonction y . Elle

dépend a priori principalement de 1’état de saturation mais également de la structure du sol et
de I’histoire de chargement ayant conduit a 1’état de saturation actuel [BIS 63]. D’autres
relations de contraintes effectives similaires a celle de Bishop sont proposées pour les milieux
partiellement saturés comme la contrainte généralisée de Bishop, de Lewis et Schrefler [LEW
82, GRA 01] ou la forme plus connue et incrémentale de la contrainte effective basée sur une
approche énergétique proposée par Coussy [COU 95].

Des expressions alternatives de la contrainte effective et de I’influence de la succion ont été
aussi présentées dans les travaux de Khalili et Khabbaz [KHA 98], Khalili [KHA 04] et
[HOX 07]. La différence principale de ces expressions avec le concept initial de Bishop est le

fait que y devient une fonction de la succion.

Toutes ces tentatives pour décrire le comportement des milieux non saturé en utilisant la
contrainte effective reposent sur une approche macroscopique. Par ailleurs, une contrainte
effective d’origine micro-structurelle a été définie dans les travaux de Chateau et Dormieux
[CHA 98, CHA 02], sur des considérations micromécaniques et dans le cadre de la
micro-mécanique des milieux poreux. Des travaux similaires plus récents dans ce domaine
sont ceux de [GIL 02, LI 03, JIA 04, GRA 09].

Malgré toutes les polémiques autour de sa validité, la contrainte effective reste le moyen de
base dans les problémes des milieux poreux non saturés grace a sa simplicité et son

applicabilité.
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1.3 Approche micromécanique de modélisation des matériaux hétérogénes

1.3.1 Introduction a la stratégie de modélisation des matériaux hétérogenes

Les matériaux fortement hétérogenes et poreux sont souvent utilisés dans la conception de
structures d’ingénierie de pointe car présentant des avantages de performance spécifiques
compar¢s aux matériaux conventionnels. Ainsi, le développement d’outils de modélisation du
comportement de ce type de matériaux multiphasiques, apparait I’indispensable maniére de
compléter les essais expérimentaux permettant une analyse prédictive pertinente.

La méthode la plus simple qui mene aux propriétés homogénéisées des matériaux hétérogenes
est basée sur une loi de mélange et la fraction volumique des constituants. Cette approche
considére seulement une caractéristique microstructurale, la fraction volumique, et nie
I’influence d’autres aspects.

Une méthode plus sophistiquée est I’approximation moyenne effective a la base de 1’approche
micromécanique. Cette approche consiste, par un changement d’échelle, a caractériser le
comportement effectif macroscopique du milieu hétérogene réel a partir de I’exploitation des
propriétés des constituants a 1’échelle microscopique et d’une connaissance pouvant étre
compléte ou partielle de la distribution spatiale de ces constituants. Le matériau hétérogene
est ainsi remplace a travers ce processus par un matériau homogene équivalent. On qualifie ce

procédé de processus d’homogénéisation [BOR 01].

Les méthodes d’homogénéisation demeurent alors les plus privilégiées car non seulement
elles offrent la possibilité de prédire les propriétés macroscopiques mais également les divers
mécanismes tels que ’initiation de dommage et la propagation des fissures peuvent étre
¢tudiés a travers ce type d’analyse [XIA 03].

En plus grace a ces méthodes couplées a une analyse inverse, il est possible de calibrer des
parametres liés aux modeles micromécaniques. En effet, tout changement de milieu méme s’il
s’agit par exemple d’une légere modification de la porosité, nécessite une ré-identification du
comportement mécanique. Compte tenu du cout élevé des campagnes expérimentales
d’identification des comportements, 1’approche micromécanique peut ainsi s’avérer
pertinente.

Le principe de cette méthode est un passage d’une échelle inférieure microscopique ou on
distingue les hétérogénéités a une échelle macroscopique ou I’ensemble est homogene,

c'est-a-dire, on caractérise les propriétés physiques et les comportements a 1'échelle
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macroscopique a partir d'une description microstructurale du matériau en utilisant le

processus d'homogénéisation.

A partir de la solution du probleme de I’inclusion ellipsoidale dans un milieu infini par L
Eshelby [ESH 57], plusieurs techniques de changement d’échelles ont été développées
(Hashin [HAS 62], Budiansky [BUD 65], Mori-Tanaka [MOR 73, HIL 65] pour ne citer que
quelques sommets des travaux dans le domaine). Des progres significatifs d’estimation des
propriétés des composites ont été réalisées via I'utilisation des méthodes variationnelles,
([HAS 63], Willis [WIL 81] et Ponte Castaneda [CAS 95], Suquet [SUQ 95]). Ces méthodes
basées sur le principe variationnel permettent I’encadrement des propriétés effectives étudiées
en fournissant leurs bornes supérieures et inférieures.

Une autre approche d’homogénéisation est basée sur la théorie mathématique asymptotique
[SAN 80]. Cette méthode applique une expansion asymptotique du déplacement et des
champs de contraintes sur un parametre normal de longueur qui est le rapport d’une taille
caractéristique des hétérogénéités et une mesure de la macrostructure [GUE 90].
L’homogénéisation asymptotique fournit aussi bien les propriétés effectives que les champs
locaux de contrainte et déformation. Cependant, habituellement les considérations de ces
méthodes sont limitées aux simples géométries microscopiques, assortie avec une hypothese
de périodicité de la microstructure.

La prise en compte d’un comportement de complexité croissante des constituants fait de
I’approche d’homogénéisation numérique basée sur la cellule unitaire une méthode plus
attractive. Cette méthode a ¢été utilisée dans un grand nombre d’applications [VAN 01,
DOG 03, BEL 08]

Cette approche micromécanique, largement développée dans le domaine des matériaux
hétérogenes multiphasiques [ZAO 02], apporte également une bonne connaissance du
comportement mécanique des milieux poreux [AUR 77, DOR 02] et des phénomenes de
transport dans ces milieux [ENE 75, BEA 91, LEM 01]. Les approches micromécaniques
permettent donc d’introduire une modélisation fine de phénomenes en particuliers couplés a
I’échelle de la microstructure. Néanmoins, il faut bien noter que ces approches doivent étre
nécessairement appuyées par des essais expérimentaux qui permettent d’identifier les
parametres et les phénomenes physiques influant a I’échelle de la microstructure. Nous nous

proposons de rappeler au paragraphe suivant le principe général de cette méthodologie.

1.3.2 Processus d’homogénéisation

Les approches de changement d’échelle ont pour objectif principal de déterminer le
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comportement macroscopique a partir des comportements élémentaires des différentes phases
constituant le matériau composite afin de remplacer le matériau réel hétérogene par un
matériau effectif, homogeéne équivalent [BOR 01]. Une fois soumis aux mémes chargements,
ce matériau est censé se comporter de la méme fagon que le matériau réel. Toute la
complexité de la méthode réside donc dans la possibilité de décrire rigoureusement la
structure hétérogéne observable a une échelle plus fine. Parmi ces approches,
I’homogénéisation périodique qui repose sur I’hypothése de périodicité de la morphologie et
le comportement macroscopique est déterminé a partir d’un probléme posé sur la célebre
cellule de base a géométrie connue, et ’homogénéisation des matériaux aléatoires ou la
microstructure est caractérisé que de fagon statistique.
La démarche consiste alors de mener les calculs permettant d’analyser le comportement des
structures d’une maniere beaucoup plus simple sur un échantillon hétérogéne de la structure
macroscopiquement homogene. Cet échantillon est ce qu’on appelle dans la théorie
d’homogénéisation, un volume élémentaire représentatif (VER) (voir Fig. 1.2). Ce choix de
VER implique donc la séparation des échelles, microscopique et macroscopique.
Lors de la liaison de ces échelles, plusieurs problémes se posent. Parmi eux: comment
appliquer le chargement au VER a partir de la déformation ou contrainte macroscopique au
point correspondant a I’échelle macroscopique, résoudre les problémes aux limites sur le VER
et calculer la réponse macroscopique correspondante a ce probleme. Tout d'abord, des
précisions sur la séparation des échelles doit étre données. Suivant le travail de Zaoui [ZAO
02], les tailles caractéristiques de ce probléme sont listées :

» d: lataille caractéristique des hétérogénéités des matériaux.

» 1:lataille du volume élémentaire représentatif.

» L : lataille caractéristique de la structure.
Le choix de I’échelle de départ a adopter est guidé par deux préoccupations : ne pas descendre
inutilement a un niveau plus fin qu’il n’est nécessaire pour rendre compte des propriétés que
I’on veut analyser ; s’assurer que 1’échelle retenue est encore justifiable par les éléments de la
mécanique des milieux continus [BOR 01].
Par conséquent, 1 doit étre proportionnée tant par rapport a d qu’a L, c’est a dire : d <<1<<L,
de maniére a respecter une double condition :

e | << L: pour pouvoir traiter la structure comme un milieu continu et y déterminer des
champs continus de contraintes et de déformations (volume élémentaire).
e | >> d : pour pouvoir affecter aux points macroscopiques de la structure un

comportement homogeéne si son matériau constitutif est considéré comme
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macroscopiquement homogene (volume représentatif).
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Fig. 1.2 : Séparation d’échelle (d <<1<<L)

Le VER du matériau hétérogéne considéré qui reste suffisamment petit par rapport aux
dimensions caractéristiques des structures macroscopiques et dont le comportement
mécanique global peut étre affecté aux points de ces structures comme comportement effectif
ou comportement homogene équivalent [BOR 01]. A la fin, le milieu hétérogéne réel peut étre
remplacé par un milieu homogene équivalent (MHE) ou milieu effectif de sorte que les lois de
comportement macroscopique de deux matériaux soient les mémes. Ces derniers sont réalisés
en moyennant des champs locaux du matériau hétérogene réel.

Dans le cas d’un milieu périodique , il suffit que la taille de la cellule de base soit petite
devant celle de la structure en respectant certaines régles de périodicité sur les conditions aux
limites et de chargement.

Le VER du matériau est soumis a un chargement uniforme de déformation macroscopique
E (ou de contrainte X ), induisant des champs locaux de déformation et de contrainte au sein
du VER. Le comportement homogeéne €quivalent est alors défini comme la relation entre la
moyenne des contraintes et le chargement E (ou encore entre la moyenne des déformations
et le chargement X ) de sorte que, pour des phases élastiques linéaires, la loi de comportement

homogene équivalent est définie par [BOR 01] :

(6), =% [odV =C:E [1.32.2]
V

Respectivement pour le chargement en contrainte on obtient :

(€), =% [edV =S: = [1.32.b]
V

Dans ces expression C et S désignent respectivement le tenseur de quatriéme ordre de
rigidité et de souplesse homogene équivalent et ou les « : » désignent le produit tensoriel

doublement contracté.
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De par la linéarité du probléme. Les grandeurs microscopiques sont directement reliées aux
grandeurs macroscopiques grace aux tenseurs dits de localisation (ou de concentration pour le
cas d’un chargement en contrainte):

e=AE e o6=B:X [1.33]
On peut démontrer en reportant dans la relation, que la moyenne volumique du tenseurs

A (ou) B est un tenseur identique d’ordre quatre. ¢.a.d :
(AX)), =T et (B(X)), =1 [1.34]

Notons que généralement les deux méthodes en approche déformation imposée ou en
approche contrainte imposée conduisent & des comportements homogénéises différents, de
sorte que C et S ne sont pas les inverses 1’un de 1’autre. Cette approche est dite directe, les
coefficients ¢€lastiques homogénéisés relient les déformations moyennes et les contraintes
moyennes sur le volume représentatif. La procédure d’homogénéisation passe donc par trois
étapes que sont la représentation de la microstructure (choix du VER), la localisation (champs
locaux de déformations et de contraintes) et finalement [’homogénéisation (comportement

macroscopique).
1.3.3 Probléme cellulaire Hydro-poro-élastique

On rappelle brievement dans cette sous partie les résultats principaux de 1’homogénéisation
du comportement poro-élastique linéaire d’un milieu poreux saturé [DOR 06, XU 04, DO 08,
BIE 10].

Considérons un milieu poreux, constitué d’une partie solide élastique linéaire et d’une partie
de fluide saturant. La phase poreuse est modélisée par un ensemble de pore repartis dans la
phase solide et fluide par I’intermédiaire d’une pression porale. Le VER de ce milieu poreux
constitué de € la partie occupée par le squelette et €2 | la partie occupée par les vides. Ce
V.ER est soumis a un chargement Hydromécanique couplé a travers une déformation
moyenne imposée E pour le chargement mécanique, une pression pour le chargement
hydraulique uniforme appliqué dans les pores.

Désignons par u, & et ¢ les champs de déplacement, de déformation et de contrainte
locaux régnant en un point du VER induits par ce chargement macroscopique. Ces champs

sont solutions du probléme cellulaire suivant [BIE 10]:
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6=C, :e+7, (Q,,i=s,p)

dive =0 (€,)
u(x)=E-x [1.33]
o] -n =0, [u|=0 (@)

Avec t, =—p6,7, =0

Ou w,, désigne I’interface entre la phase solide et la phase liquide, p, est la pression de

phase liquide, o est le tenseur identité du second ordre.

Donc, pour résoudre ce probléme, on peut le décomposer en deux sous-problemes

¢lémentaires :
-Le premier sous-probléme correspond a un chargement purement mécanique :

E+0,p, =0

-Le deuxieéme correspond au probleéme élastique linéaire avec précontrainte (un

chargement purement hydrique) :E=0, p; #0

La solution du premier sous-probléme est connue comme :

Y =C, :E [1.36]

hom

La solution du deuxiéme sous-probléme peut étre déterminée en utilisant le théoreme de

Levin [DOR 06],

X"=-pB
1.37
B=/f,0:A, L1.37]
Ou B estle tenseur de Biotet & le tenseur d’identité de deuxiéme ordre.
Donc on peut obtenir la solution de ce probleme :
>=C,,. :E+(t, : A
hom < : > [1.38]
= Chom : E - plB
Et la variation de porosité s’écrit sous la forme [DOR 06] :
P
¢—¢0=B:E+Wl [1.39]

Ou N peut s’écrire :
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1 . _ -1 —
=8 ~C ) (B-,3) [1.40]

Oudg,et ¢ présentent respectivement la porosité lagrangienne a I’état initial et celle a I’état

actuel et f, la fraction volumique de I’espace poreux (la porosité eulérienne).

Dans le cas particulier d’un comportement isotrope du solide et d’un comportement

macroscopique isotrope, 1’expression du module de Biot b est défini par :

B=0d, bzl—% [1.41]

s

La variation du volume de I’espace poreuse s’écrit dans ce cas :

D, D,
—¢. =B:E+~—~=btrE+*=- 1.42
b= N N [ ]
Avec le module de Biot du solide :

— =27 [1.43]

Notons au passage que le module de Biot du solide N représente la contribution du solide seul
dans le module de Biot M défini précédemment et qui comporte lui aussi la contribution de la
compressibilité du fluide. Par rapport aux milieux poreux saturés, les milieux poreux non
saturés présentent certaines spécificités que 1’on doit considérer au plan de la modélisation
macroscopique [CHA 95, CHA 98, CHA 02]. En effet, en plus des efforts intérieurs dans les
phases volumiques représentés par des tenseurs de contrainte de Cauchy, il convient de rendre
compte de I’existence d’efforts intérieurs localisés dans les interfaces entre les phases
volumiques (tension de surface). Comme pour les milieux poreux saturés, il est possible

d’étudier un milieu poreux non saturé en se placant a deux échelles d’espace distinctes.
1.4 Homogénéisation numérique sur un VER

Plusieurs raisons d’ordres différents motivent I’orientation actuelle des techniques de
changement d’échelle vers I’homogénéisation numérique basée sur I’utilisation de la méthode
des ¢éléments finis. Déja la possibilité de calculs sur un VER au lieu d’une structure complexe
fait de ’homogénéisation numérique un outil efficace pour gagner en temps et couts de
calculs. En plus, le développement des méthodes numériques pour prendre en compte le
comportement non linéaire des hétérogénéités, décrire les microstructures et les mécanismes

les plus complexes, et éviter les limitations des méthodes analytiques en termes de conditions
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aux limites et de chargement font de 1’homogénéisation numérique une méthode pour
dépasser tout les défis et attaquer tout probléme d’ingénierie n’ayant pas trouvé une réponse
par les approches macroscopiques classiques. Il faut signaler toute de suite que cette
attractivité est aussi due a I’homogénéisation périodique et a sa définition mathématique
rigoureuse du comportement homogénéisé ([VAN 01, BEL 08, ABO 08]). Les méthodes de
cellule de base atteignent un objectif double : elles fournissent aussi bien une information
valable des champs microstructuraux que les propriétés effectives du matériau. Ces propriétés
sont généralement déterminées en adaptant la moyenne des champs microscopiques de
contrainte déformation, résultante de ’analyse d’une cellule représentative a un certain pas de
chargement et avec une loi de comportement établie préalablement. La plupart des autres
techniques connus d’homogénéisation sont non appropriées dés que le comportement
constitutif devient non linéaire, et il est extrémement difficile de prendre en compte les
changements géométriques et physiques de la microstructure a des pas de chargement
complexes. Dans ce domaine les méthodes d’homogénéisation numériques trouvent leur
entiere justification comme le montrent de nombreux travaux dans des domaines tres variés
([SAN 80, SUQ 95, SMI 98, TER 00, KOU 04]).

En dépit d’autres efforts informatiques, 1’homogénéisation numérique a permis de soulever
d’autres défis important comme [’utilisation de la cellule de Voronoi par Ghosh et ses
collaborateurs [GHO 95, GHO 96], la plasticité cristalline par [MIE 99-2].

Si la technique d’homogénéisation numérique a connu un succes incontournable, elle a aussi
montré un désavantage quand a la description de la microstructure. En effet, la majeur partie
des études sur ce sujet utilise la méthode des élément finis impliquant le fait que le maillage
doit se conformer a ces irrégularités afin de séparer les différents constituants de la
microstructure, un ¢lément du maillage ne doit contenir qu’un seul matériau. Cependant, le
principal défaut des méthodes actuelles pour certains problemes (ex. problemes de fissuration)
est la gestion du maillage. En effet, celui-ci doit respecter scrupuleusement la géométrie
d’inclusion. Plusieurs alternatives ont été proposées pour réduire la dépendance au maillage :
la théorie asymptotique variationnelle [TAN 08], quelques auteurs ont appliqué une méthode
numérique basée sur la Transformée de Fourier (FFT) qui pourrait étre employé pour 'analyse
micromécanique des éléments de volume représentatifs dans les conditions périodiques
[MOU 98], [MIC 99].

Alternativement aux techniques de remaillage une réponse a ces problémes a été apportée par
le développement de la méthode aux éléments finis étendus ou XFEM [BEL 99] [MOE 99].

Grace a de nombreux développements par plusieurs équipes de recherche, les résultats et les
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performances obtenus sont tels que les industriels n’hésitent plus a D’intégrer a leur
méthodologie de calculs. Le principal atout de cette méthode est de proposer une simple
extension bas¢ sur la méthode des éléments finis en profitant du maillage indépendant de la
géométrie du matériau. Bénéficiant de cette possibilité de représenter une discontinuité
(interface, vides, inclusion), sans avoir a modifier le maillage, la méthode XFEM trouve son
application dans des domaines variées tel que la rupture dynamique, la multi-fissuration ou
encore le domaine qui nous intéresse ici I’homogénéisation numérique. L’utilisation de la
méthode level set a grandement facilité la modélisation des vides et de bi-matériaux [SUK 01,
NAG 03, HET 06] et d’autres microstructures plus complexes [MOE 03]. C’est donc vers la
méthode d’homogénéisation numérique basée sur XFEM que s’oriente notre préférence pour
résoudre notre probléme ici qui est la prédiction du comportement macroscopique des

matériaux hétérogeénes et poreux.

1.5 Méthodologie d’homogénéisation non linéaire analytique

Si la méthode d’homogénéisation numérique a connu un intérét important a 1’aide des
méthodes numériques lui offrant la possibilité de prendre en compte le comportement non
lindaire des matériaux hétérogenes, il serait trés judicieux de rappeler les progres des
méthodes d’homogénéisation analytiques dans le domaine nonlinéaire [DO 08, BAR 07,
REK 05].

La méthode d’homogénéisation non linéaire s’appuie souvent sur la linéarisation des lois
constitutives locales en utilisant le concept d’un milieu linéaire de comparaison (MLC)
[WIL 81]. Cette notion de MLC sera systématisée ultérieurement par Ponte Castaneda
[CAS 91]. Ce concept permet d’appliquer la procédure d’homogénéisation linéaire a un
matériau hétérogéne de comportement non linéaire. L’idée principale consiste donc de
remplacer le VER du milieu hétérogene original (avec des propriétés mécaniques changeant
par rapport a I’espace et au temps) par un VER qui a des propriétés variant seulement avec le
temps, et a chaque temps fixé, le comportement des constituants associé¢ a chaque phase est
linéarisé. La réponse macroscopique du milieu hétérogéne initial repose donc sur celle du
milieu linéaire de comparaison (M.L.C). Dans la littérature, plusieurs méthodes ont été
proposées pour homogénéiser le comportement non linéaire d’un matériau hétérogene. La
limitation de chaque méthode a été montrée par plusieurs auteurs dans des syntheses sur la
correction des différentes méthodes d’homogénéisation non linéaire [SUQ 97, BOR 01, DO
08, REK 07, CAS 91, DVO 92].

La procédure d’homogénéisation du milieu hétérogene non linéaire peut étre classée en deux
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catégories [SUQ 97, BOR 01, DO 08, REK 07]:

- les approches en champ moyen : ou la contrainte homogene est déterminée par le moyen
des champs de contrainte des phases dans le MLC. De tel type d’approche sont par
exemple la méthode d’analyse des champs de transformation (ACT) proposée par Dvorak
et Benveniste [DVO 92] et I’approche incrémentale de Hill [HIL 65]. Ces deux méthodes
conduisent a des réponses macroscopiques trop raides par rapport a la méthode numérique
(méthode des éléments finis), la méthode ACT étant plus précise quand le nombre des
sous-domaines de chaque phase augmente. Des formulations ACT, incrémentale et affine
sont utilisées par Chaboche et al. [CHA 05] pour étudier le comportement élasto-plastique
des métaux. De plus, dans les travaux [DOG 03, GON 00], I’approche incrémentale
modifiée en utilisant le module tangent isotropisé meéne a des résultats plus souples en
meilleur accord avec les calculs éléments finis.

- les approches par potentiel : le comportement effectif du composite peut alors étre déduit
rigoureusement a travers d’une formulation variationnelle qui étend les théoremes
énergétiques. Les résultats de la méthode sécante classique de Hutchinson [HUT 76] basée
sur cette approche sont plus raides que ceux obtenus par calculs aux éléments finis. De
méme les résultats de la méthode sécante modifiée de Suquet [SUQ 97] et de I’approche
variationnelle de Ponte-Castaneda [CAS 91], restent assez €loignés des résultats obtenus
numériquement (par la méthode ¢éléments finis) en termes des déformations

microscopiques.

Notons que pour toute solution analytique ou semi-analytique d’un matériau hétérogéne
non-linéaire la comparaison dans la littérature est faite avec des solutions numériques, les
seules a I’heure actuelle de pouvoir donner une réponse plus au moins fiable. Cela impactera
notre choix lorsque la question viendra de modéliser le comportement non-linéaire des

matériaux hétérogenes.

1.6 Méthodologie de modélisation du comportement Hydro-Mécanique des matériaux

poreux

L’importance du couplage hydromécanique et sa modélisation dans le cadre d’une approche
couplée poroélastique ont ¢été discutées précédemment dans le cadre de la théorie
poroélastique de Biot. Certes, cette approche est celle la plus utilisée en pratique permettant
de traiter un spectre trés large de problemes allant de la modélisation géomécanique (avec le

but primaire pour modéliser le comportement de déformation ou contrainte), simulation de
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réservoir (essentiellement modélisant I'écoulement du fluide et le transfert de chaleur dans des
milieux poreux), mécanique de rupture etc. De nombreuses études expérimentales menées sur
le comportement poromécanique des géomatériaux [TOR 87, NEV 00, YUR 04, JIA 08],
confirment I’'importance de ce couplage hydromécanique notamment dans le cadre de la
problématique de stockage et qui sera un exemple d’étude dans notre travail [CHI 00, HOM
00, ZHA 04]. A la lumiére des essais expérimentaux, de nombreux modeles ont été proposé
couplés ou non a I’endommagement [ALO 90, GEN 90, BOU 02, SHA 06, HOX 07].

Une approche alternative de modélisation des couplages hydromécaniques en saturé, purement
numérique, est souvent utilisée dans les dites simulateurs géomécaniques a grande échelle de
réservoirs (notamment pétroliers [SET 98, SET 01, THO 03, DEA 06, JHA 07] donnant lieu a des
différents méthodes de couplage. Ces méthodes peuvent étre classées en quatre types : couplage
total, couplage itératif, couplage explicite ou découplé [SET 01]. L’approche partiellement
couplée se nomme explicitement couplée si la méthodologie est seulement exécutée une fois
pour chaque pas, et itérative si la méthodologie est répétée a convergence des inconnus de
contraintes et de flux de fluide [SET 01, THO 02, DEA 03]. Dans la méthode de couplage
total, les équations d’écoulement et de géomécanique sont résolues simultanément a chaque
pas de temps [LEW 93, JHA 07]. L’approche est stable, mais demande un développement
unifié d’écoulement et de géomécanique dans un seul simulateur et donc peut étre
informatiquement cher. L’analyse couplée itérative par contre décompose le systéme
d’équations en subsystémes d’équations correspondant chacun au simulateur de réservoir ou
d’écoulement et au modele géomécanique. Elle résout le systéme couplé itérativement en
¢changeant des valeurs de variables partagée entre les deux simulateurs par une interface
d’échange de données, tandis que chaque modele résout séparément leur sous ensembles
d’équations. La méthode itérative a une meilleure efficacité de calcul par rapport a la méthode
de couplage totale. En plus, a travers I'interface d’échange, la procédure itérative peut étre
facilement implémentée avec des simulateurs existants. L’approche explicite est un cas
particulier de la méthode itérative, ou seulement une itération est prise en compte [SET 01,
THO 02, DEA 03].

Finalement dans la méthode découplée, le couplage entre les deux problémes est résolue
seulement aprés un certain nombres d’itérations de temps d’écoulement [DEA 06, SAM 07].
Cette méthode est moins couteuse que les autres mais elle est moins précise et exige des
évaluations fiables quand a la mise a jour de la réponse mécanique.

Dans la littérature, 1’approche de couplage partiel emploie souvent la méthode des différences

finies [OSO 98, STO 00] pour le probleme d’écoulement du fluide et la méthode des éléments
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finis [LEW 98, GUT 98, KOU 98, CHI 98] pour le probléme géomécanique. En raison du
cout de calcul réduit, la méthode explicite [FUN 92, KOU 98, SET 99-2] est souvent préférée
a celle itérative [SET 94, SET 98, CHI 99]. Comme il été souligné par [SET 99-2], la méthode
itérativement couplée assure le méme résultat que la méthode a couplage total. L'approche de
couplage partiel se fonde sur une reformulation du couplage de contrainte-écoulement, tels
qu'un code conventionnel d'analyse des contraintes qui peut recevoir des charges thermique et
de pression par échange a travers I’interface. En raison de ce principe, la méthode de couplage
partiel bénéficie des derniers développements dans la physique et les techniques numériques
dans les simulateurs de réservoirs. Ces efforts de développement sont concentrés sur le code
d'interface entre les simulateurs. En fait, de plus grandes étapes de temps peuvent
effectivement réduire le cotit de calcul mécanique, qui peut étre énorme comparé au colt de

calcul de réservoir.

Un exemple de formulation générale du probléme couplé dans le travail de Settari [SET 01]

est donné sous la forme suivante pour illustrer les différents schémas de couplage (voir aussi

o 1l L

Ou [K ] est la matrice de rigidité, o est le vecteur du déplacement, [L]est la matrice

[MAR 06]):

couplage a I’écoulement inconnus, Pest le vecteur de réservoir inconnus (de pression,
saturation et de température), [E ] est la matrice de I’écoulement. A droite d’équation, F est
le vecteur des forces appliquées, R est le coté droit des équations d’écoulement.

Autrement, la matrice [E] peut s’écrire sous la forme:[E]z[T ]—[D], [T ] est la matrice

symétrique de transmissibilité, [D] est la matrice d'accumulation (diagonale). La
matrice R =Q - [T ]E" , Qest le vecteur des conditions aux limites.
Le symbole A, représente le changement d’une quantité au cours d’un pas de temps.

Até — §}’l+1

8"
= [1.45]
Atl_) _ Bn+1 _Bn

Le couplage explicite peut étre réalisé par un ralentissement du terme de couplage avec un pas

de temps précédent. En commencant par la solution du réservoir et le changement de

contrainte lors du pas précédent, A, 8", on résout en premier :
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(T]-[DDA,P"" =Q—[TIP" ~[L]A, 3" [1.46]
Puis en utilisant la solution d’écoulement A, P"*', la solution de contrainte est donnée par :

[K]A,8"" =F —[L]A,P" [1.47]

La méthode itérative consiste en une solution répétée des équations d’écoulement et de
contrainte durant les pas de temps selon :
v+1) n )
([T1-[DDA P =Q—[T]P" —[L]A,d
(v+1) (v+1)

et [KIAS =F—[LIAP ,v=1- [1.48]

) v) n (v+1) ) n
avec A6 =0 -0,AP =P -P.

Evidemment quand 1’itération (I’équation [1.48]) converge, la solution est identique a celle de

la méthode de couplage total de I’équation [1.45].

Cette dernicre méthode augmente 1’efficacité de calcul sans sacrifier la précision des résultats.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, une revue trés bréve de la mécanique des milieux poreux et des approches
d’homogénéisations a d’abord été présentée. Ensuite une synthése des études expérimentales
et numériques les plus remarquables sur le couplage hydromécanique a été dressée
principalement en saturé, bien que certaines indications ont été¢ données pour le cas non saturé.
Ces rappels bibliographiques permettent de situer le travail présenté dans les chapitres qui
suivent et de justifier les choix faits par la suite et notamment le suivi d’une homogénéisation
numérique pour modéliser le comportement poromécanique d’un géomatériau tel que
I’argilite de Meuse Haute-Marne. De nombreuses approches numériques développées et
proposées pour la modélisation du comportement des matériaux fortement hétérogenes sont
particulierement adaptées au comportement non-linéaire des constituants. Néanmoins des
difficultés s’apparaissent quand a [’utilisation de la méthode des éléments finis tel que
I’hypothese des milieux périodiques, le raffinement de maillage pour les discontinuités ou la
conformité du maillage et de la géométrie dans le cas des microstructures complexes. Cela
conditionne en grande partie le choix d’une méthode numérique libérée de la contrainte d’un
maillage réguliere telle que la méthode XFEM. Finalement, en termes de couplages
hydromécanique, tout en explorant les possibilités offertes par la théorie classique
poroélastique et la méthodologie de changement d’échelle, les autres méthodes plus

numériques, utilisées notamment dans les simulateurs hydro-géomécaniques seront étudiées.
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Chapitre IT La méthode des éléments finis étendu (XFEM)

II.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a une description approfondie des principes de base de la méthode
des éléments finis étendus (XFEM). L’objectif est de donner les détails de I’approche en
discutant ses avantages et ses inconvénients a travers les nombreuses études réalisées dans la
littérature. Le chapitre commence par un examen approfondi de la formulation de XFEM, son
apparition et son évolution extraordinaire.

Le concept de l'enrichissement sera ensuite expliqué en détail pour montrer 1’avantage
qu’offre cette approche grace a 1’enrichissement de la base d’éléments finis classiques. Les
différentes techniques disponibles et les fonctions d’enrichissement sont présentées y compris
celles basées sur les fonctions de niveau (level set) qui permet le saut d’un matériau a un autre
séparé par une interface dans un méme élément de maillage. La Formulation du probléme aux
conditions aux limites, de sa discrétisation en utilisant la méthode XFEM, des regles
d'intégration numérique de Gauss, sous-quad et les méthodes de sous-triangles, seront
expliqués. Le probléme de propagation de fissure a la base de I’apparition de la méthode
XFEM sera I’exemple d’illustration de I’emploi de level set. Le chapitre se termine par des
exemples qui donnent des résultats comparables pour un certain nombre de problémes bien
connus dans la littérature en guise de validation du développement réalisé dans le cadre de ce
travail, avant 1’application plus large de la méthode dans un certain nombre de problémes

dans les chapitres suivantes.

I1.2 Le recours a la méthode XFEM

L’origine de la méthode XFEM se trouve en la nécessité de modéliser des structures
complexes et souvent contenant de nombreuses discontinuités, éventuellement évolutives et
les difficultés que les méthodes classiques, y compris les méthodes numériques basées sur les
¢léments finis rencontrent a traiter le maillage de ces structures complexes. Le probleme de la
fissure est symptomatique et expliquant le mieux I’apport de la méthode. La premicre dans ce
cas est liée au calcul de 1’état de contrainte dans un milieu avec une fissure, nécessitant le
traitement des discontinuités. Dans les méthodes traditionnelles, cette difficulté est gérée par
un maillage conforme a la discontinuité. Ca nécessite, cependant un calcul couteux par la
génération-régénération d’un maillage, faisant de la méthode des éléments finis un outil lourd
a manipuler spécialement pour les problémes 3D. La deuxiéme difficulté réside dans la nature
singuliere en fond de fissure. Afin de résoudre cette singularité, en utilisant la méthode des
¢léments finis, un raffinement de maillage est exigé pour chaque pas de chargement (ou de
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propagation) dans cette région. D’ailleurs, pour des structures géométriques réelles, ceci
induit un temps de calcul particulierement long et rend prohibitive la simulation numérique.
La modélisation de la croissance des fissures utilisant la méthode des éléments finis et des
¢léments de frontieres a été étudiée intensivement dans 1’objectif de résoudre les différentes
difficultés. Un des exemples des méthodes alternatives est celle basée sur la méthode de
Schartz-Neumann appliquée pour les fissures arbitraires dans une configuration
tridimensionnelle [NIS 83] et des fissures non-planaires [NIK O1]. Les fissures en 3D ont été
modélisées également comme une distribution continue de boucles de dislocation dans un
cadre vibrationnel [XU 93, XU 94]. D’autres méthodes et techniques ont été utilisées [MUR
94] ou la méthode de la fissure auto-similaire [XU 99] qui a permis un calcul exact des
parametres de rupture en 3D.

Dans le méme contexte, la méthode des éléments de Galerkin (Element Free Galerkin Method)
[BEL 94] qui fait partie de la classe des méthodes Free-mesh a été appliquée avec succes aux
problémes de fissures bidimensionnels et tridimensionnels en statique [SUK 97] et dynamique
[KRY 99]. Tandis que certaines de ces méthodes ont été employées avec succes en obtenant
des solutions aux problémes d’ingénierie, leur incorporation dans des codes de calcul est
difficile puisque la procédure numérique ne peut pas étre facilement superposée a
I’architecture existante. Par conséquent, il était nécessaire de retravailler complétement
d’autres algorithmes et donc des interventions considérables.

La méthode des éléments finis étendus a émergé comme une alternative fiable aux méthodes
décrites ci-dessus et allege les deux imperfections liées a la discontinuité du champ de
déplacement et la singularit¢ des champs de contraintes en fond de fissure. La méthode
XFEM est liée a la méthode des éléments finis généralisée (GFEM) qui permet d’enrichir
I’espace des fonctions de forme, grace a la connaissance a priori des propriétés de la solution
du probléeme. La méthode des €léments finis généralisée (GFEM) est basée sur la méthode de
la partition de I'unité introduite initialement par les travaux de [BAB 94], et développée par
Babuska et Melenk [MEL 96, 97]. La méthode GFEM a été elle-méme développée plus
récemment par Duarte et Strouboulis [DUA 00, STR 00] en combinant la méthode des
¢léments finis standard et la partition de 1’unité pour incorporer dans 1’approximation des
fonctions spéciales (handbook functions) avec une intégration numérique robuste (dite fast
remeshing approach) pour gérer les vides, les inclusions et les coins, chose qui a augmenté la
précision de la solution de cette méthode qui est capable d’utiliser un maillage indépendant
partiellement ou totalement de la géométrie du domaine. Mathématiquement, la partition de

I’unité est définie par un ensemble de fonctions dont la somme des valeurs en un point est
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égale a 1 [MEL 96]. L’idée de la méthode de partition de ['unité est d’utiliser, dans
I’approximation éléments finis des fonctions permettant de capturer au mieux la singularité du
champ de déplacement.

Belytschko et Black [BEL 99] ont appliqué la partition de I’unité de [MEL96] au probleme
des fissures en incorporant les formules des champs asymptotiques dans I’approximation du
déplacement. Les travaux de Moés ont ensuite donnés la forme du déplacement avec la
fonction Heaviside représentant le saut du champ de déplacement [MOE 99]. Par
I’incorporation d’un enrichissement discontinue dans [’approximation du déplacement, la
nécessité pour le remaillage et le raffinement du maillage est éliminée. Cependant méme si la
méthode montre une indépendance du maillage, il faut garder une certaine densité¢ du maillage
autour du front de fissure pour calculer exactement le facteur d’intensité de contrainte.
L’utilisation du concept de partition de 1'unité permet de trouver les fonctions
d’enrichissement pour l’approximation du déplacement. Un des avantages majeur de la
méthode des ¢éléments finis étendus est que les fissures peuvent étre introduites directement
dans le maillage utilisé pour ’analyse de la structure, donnant ainsi une économie de temps de
calcul et permettant de sauvegarder les scenarios d’endommagement a analyser rapidement.
Tres vite, la méthode XFEM sort du cadre de la mécanique de rupture et envahie de multiples
domaines scientifiques : modélisation des vides et des bi-matériaux [SUK 01, HET 06], la
plasticité¢ [ELG 06], I’étude des microstructures des composites [MOE 03], nucléation des
fissures [BEL 03], ou encore les bio-matériaux [BUD 06] et les matériaux piezo-electriques
[BEC 08]. Il faut noter la rapidité avec laquelle I’approche est passée du monde scientifique
(début des travaux en 1999) au monde industriel par son intégration aux codes de calcul
(ASTER, SAMCEF, et ABAQUS). De nombreux scientifiques s’y intéressent également, ce
qui a permis de réaliser des études comparatives avec d’autres stratégies comme la
comparaison entre 1’approche des fortes discontinuités (SDA) et la XFEMréalisée par Jirasek
et Belytschko [BEL 02]. Actuellement, les développements récents concernant la XFEM
visent a rendre la méthode plus robuste [BEC 05] afin d’atteindre les taux de convergence
optimaux attendus [LAB 05].

Toujours dans le contexte d’amélioration de XFEM, son couplage avec la technique ou la
méthode Level set utilisé initialement en mécanique des fluides [OSH 88, SET 99-1] a été
d’un succes considérable et a été¢ un précurseur en plus pour le développement de 1I’approche
et a son intégration au codes de calcul. La méthode level-set supprime la nécessité de faire
évoluer la géométrie de I’interface dans le schéma numérique et fournis un traitement normal

du déplacement des interfaces dans une dimension arbitraire [MOE 02, SUK 03]. Dans cette
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méthode D'interface est représenté comme le niveau zéro d’une fonction de distance de
dimension plus élevée que la dimension de I’interface.

D’autres travaux trés récents concernent XFEM d’ordre supérieur pour améliorer la
représentation géométrique de I’interface [CHE 09, DRE 10]. Les fonctions d’enrichissement
sont usuellement définies avec I’aide des fonctions de niveau (level set) pour accéder a la
distance de I’interface a n’importe quel point. XFEM est utilisé dans la plupart des cas avec
une approximation linéaire d’une fonction de forme et une fonction level set linéaire. Des
¢léments d’ordre supérieur sont utilisés avec des fonctions de forme quadratique pour
accélérer la convergence, et des fonctions level set d’ordre 2 sont choisies pour donner une
représentation exacte de I’interface.

Le couplage de la méthode XFEM et level set, rend cette approche trés avantageuse pour la
prédiction du comportement macroscopique des géomatériaux via une approche
d’homogénéisation numérique. Dans les sections suivantes, on détaillera les différents points

de développement d’XFEM abordés dans cette section.

I1.3 Description des discontinuités par la méthode des fonctions de niveau (level-set

method)

La méthode de fonction de niveau (level set method) a été initialement développée par S.
Osher et A. Sethian [OSH 88, SET 00], pour calculer la propagation spatiale d’une interface
au cours du temps. Dans cette méthode, I’interface est représentée comme un ensemble de
points qui ont la méme valeur de fonction (iso-contour). La méthode a supprimé le besoin de
faire évoluer explicitement la géométrie d’une interface et la représente implicitement a 1’aide
de la ligne de niveau d’un champ scalaire. La courbe évolue en mettant a jour une fonction de
niveau a des coordonnées fixes en fonction du temps. L’approximation de la courbe de niveau
est faite sur un maillage fixe, ceci évite le cheminement de régénération ou de mouvement de
maille. En plus, ceci permettra de coupler level set avec la méthode XFEM. Par conséquent,
la mise a jour de la courbe de niveau a chaque itération peut utiliser la méme maille qui est
employée pour les calculs d’éléments finis. Les propriétés géométriques intrinseques de
I’interface (vecteur normal, courbure) sont facilement déterminés par la fonction de niveau.

Pour réduire le cout de calcul, la méthode de bande étroite (Narrow band level set method) et
la méthode Fast Marching ont été développées. La méthode Fast Marching [SET 96, SET
99-1] est un cas particulier de la méthode Narrow band ou la largeur de la bande se réduit a un

élément simple et est applicable uniquement aux font de propagation monotone.
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XFEM trouve de nombreuses applications grace a son coulage avec XFEM qui était un atout

considérable pour repérer, mettre a jour la position d’une interface automatiquement avec un
maillage régulier fixe. Pour traiter un probléme de croissance de fissures en 2D dans un
contexte d’élasticité linéaire, Stolarska [STO 01] utilise la méthode XFEM en conjonction
avec level set, et ensuite, Sukumar [SUK 03] I'utilise pour modéliser la croissance d’une seule
fissure en 3D [MOE 02] ou des fissures multiples [CHO 03]. Elle était également appliquée a
des problémes de solidification et des interfaces fluides [CHE 02]. Level set a permis a
d’autres auteurs d’utiliser la méthode XFEM comme base d’une approche d’homogénéisation
numérique pour la description des microstructures complexes ainsi que pour la prédiction des

propriétés effectives [YVE 08 , DRE 10].

11.3.1 Fonction de niveau

Pour représenter la méthode level set d’une maniére simple, soit I une interface séparant

deux milieux (Fig. 2.1). La fonction level set ¢ est définie dans un domaine Q de telle
sorte que la courbe de niveau zéro (¢=0) définisse ’interface I d’une surface fermée et
qu’elle soit une fonction distance continue (|Vg|=1).

A un instant t ;

[()={xeR’ 1q. §(x,1) =0} [2.1]

Le déplacement de I’interface est obtenu en déterminant I’évolution dans le temps de la
fonction level set. La méthode level set consiste a faire évoluer la surface globale que
constitue ¢ . L’interface est déterminée par simple localisation de 1’ensemble TI'(r) pour lequel
¢ estnulle.
La fonction de niveau a les propriétés suivantes par exemple (Fig. 2.1) :

#(x,1)> 0pour x € Q

#(x,1)< 0 pourx ¢ Q) [2.2]
¢(x,1)=0pourx € 0Q =TI'(7)
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D >0

Fig. 2.1: Interface entre deux milieux ®(x)=0

Osher et Setian ont défini la fonction level-set comme une fonction distance signée a

I’interface :

{ I(x) = {d(x) = 0f
y

, = sign((Xx, _)_(r)'l_l)'|)_‘i _)_‘r|

[2.3]

Ou x représente le vecteur position d’un point courant, et X représente le point se situant

sur I’interface, mest la normale de cette interface (Fig. 2.2).

=

X. Xr

Interface [

/

Fig. 2.2: Propriétés géométriques d’une interface.

Ainsi si d est la distance a I’interface définie par :
d(x) =min | X — X,

Les valeurs de la fonction de niveau seront (Fig. 2.3) :

[2.4]
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#(x,1)=d pourxeQ
¢(x,t) =—d pourx e Q2 [2.5]
P(x,t) =0 pourxel’

F0contour - e~

&=+l /" -

14

Isocontor
==
—_

—_——

—————

Fig. 2.3: Fonction distance signée a I’interface

11.3.2 Fonction de niveau dans le cas inclusion ou vide

Dans le cas le plus simple d'un ensemble de n inclusions sphériques, par exemple, la valeur

de cette fonction en un point x qui est donnée par [SUK 01, YVE 08]:

-’} [2.6]

$(x) = min {|x - x!
X, €0,
i=1,2,..n

ol x.and r. sontrespectivement le centre et le rayon de l'inclusion i.

Pour les inclusions en formes polygonales et elliptiques, la fonction de niveau a été construite

a partir de 1'équation [2.6]. Elle est définie par:
#(0) = min {|x—x.| -1} [2.7]

x.eQ),

i=1,2,..n
ou L est la distance entre le centre gi et X;(x; étantl'intersection entre {)_(i —x} et

la frontiére de l'inclusion) i,e:
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L=|x"—x 2.8
c I

Dans le cas des inclusions de forme non-convexe, le rayon r. de l'équation [2.6] est

remplacé par la fonction suivante (coordonnées cylindriques):
r.(0) =ry +acos(b0) [2.9]

Ou r, est le rayon de référence, aest l'amplitude d'oscillation, b indique le nombre

d'oscillations (Fig. 2.4)

Fig. 2.4: La géométrie de I'inclusion non-convexe.

La description physique de l’interface est convertie en une représentation fonctionnelle
discrete par la fonction ¢(x) . La fonction de niveau est calculée en chaque nceud du maillage,

et est interpolée par la fonction de forme classique :

D(x) =Y N, (x)¢, [2.10]
J

ouN;(x) est fonction de la forme associée au noeud 1, ¢; est la valeur nodale de la fonction

de niveau. Ainsi la fonctiong est déterminée a I’aide des degrés de liberté géométrique et par

conséquent I’interface est localisée.

En plus, la fonction ¢ est utilisée pour construire la fonction d’enrichissement pour
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I’approximation du déplacement [SUK 01].

I1.4 Approximation du déplacement, fonction d’enrichissement

Utilisant la technique ou le concept de partition de I'unité [MEL 96, BEL 99], Moés [MOE 99]
a introduit I’approximation du champ de déplacement d’XFEM. L’enrichissement de la base
d’éléments finis classique permet de calculer le déplacement sans maillage explicite de la
fissure et sans remaillage au cours de sa propagation. Dans le cas de fissures I’approximation
du champ de déplacement est enrichie d’un coté a 1’aide d’une fonction saut (fonction
Heaviside) qui permet de gérer la discontinuité a travers les Ievres de la fissure, et d’un autre
coté par des fonctions asymptotiques pour représenter le comportement en fond de fissure.

L’approximation enrichie est écrite sous sa forme générale [MOE 03] sous la forme :

On rappelle I’expression de 1’approximation du champ de déplacement de la méthode

éléments finis :

u" "M=N N (x)u, [2.12]

iel
Ou [ est ’ensemble des nceuds du maillage, N;(x) est la fonction de la forme associée au
neeud 1, u;est le degré de liberté (DDL) classique au nceud 1.

Et selon Moés et collaborateur dans le cas des microstructures qui nous intéresse en

particulier dans notre travail, I’expression générale de la partie enrichie du déplacement

ENR . ]
u est la suivante:

u"NR=>"a N (0)F(x) [2.13]
J

ou Jest ’ensemble des noeuds des éléments coupés par la coupe ( J < 1), a; représente
les nouveaux degrés de liberté, N ;(x) est la fonction de forme associée au nceud j (les
fonctions de formes classiquement utilisées en éléments finis vérifient la propriété de partition

de I'unité Z N,(x)=1), F(x)estla fonction d’enrichissement.
J

L’approximation du champ de déplacement peut s’écrire finalement :

u FEMLS N (0w + D a N, (0F(x) [2.14]
iel J

La fonction d'enrichissement dépend de la nature du probléme étudié. Elle peut étre choisie de

fagon a capturer efficacement la solution du probléme traité. Il s’agit généralement de
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discontinuités géométriques ou matériaux. Il est possible d’utiliser plusieurs fonctions
d’enrichissement si la discontinuité qu’on veut modéliser ne peut étre capturée avec une seule
fonction.  L’idée de la méthode XFEM est de n’utiliser la propriété de partition de I'unité

que localement, afin de ne pas alourdir I’approximation éléments finis.

11.4.1 Enrichissement dans le cas d’une fissure

Dans les premiers travaux de Belytshko [BEL 99] en mécanique linéaire de la rupture, tous les
nceuds dont le support est coupé par la fissure sont enrichis par des fonctions provenant du
développement asymptotique du déplacement en fond de fissure provenant des travaux de
Fleming sur les méthodes sans maillage [FLE 97]. Ensuite, avec les travaux de Moés [MOE
99], apparait la fonction Heaviside généralisée qui permet de modéliser la discontinuité des
déplacements a ’intérieur de la ligne de fissure. Finalement pour la fissuration, deux types
d’enrichissements sont considérés :

e Un enrichissement discontinu pour les éléments dont le support est traversé par la

fissure. Celui-ci utilise la fonction de type Heaviside H(x) telle que :

1 si X est au dessus de la fissure

H(x)= { [2.15]

—1 si X est au dessous de la fissure

Cet enrichissement permet de représenter le saut de déplacement dans les éléments

contenant la fissure (Fig. 2.5 : les nceuds marqués par un point noir).
Pour modéliser le fond de fissure et améliorer la représentation de la singularité, un
enrichissement basé sur le développement asymptotique du déplacement en pointe de fissure
pour les éléments dont le support contient la pointe de fissure (Fig. 2.5 : les noeuds marqués
par un cercle). L’enrichissement consiste en une fonction décrivant le comportement radial et
angulaire du champ de déplacement asymptotique en pointe de fissure. Cette fonction est

définie par exemple :

Fl(x) = {J? sin(2),Nr cos(2),+/r sin(2)sin(0),r cos(2) sin(H)} [2.16]

ou (7” ,0 ) représentent les coordonnées polaires dans un repere local a la pointe de fissure.
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|m Ensichissement discountinu
@ Enrichissement de pointe de fissure

Fig. 2.5: Différents types d’enrichissement dans le cas d’une fissure

L’expression finale du déplacement dans la méthode XFEM est donnée par :
4 4
FEM n 12
M =Y Niu + Y b N H® Y N Qe B )+ Y N Qe F (%)
iel jeJ kek, /=1 kekK, /=1

[2.17]
Ou:

I est ’ensemble des nceuds du maillage,

u, estle degré de liberté classique au nceud 1,

N, est la fonction de la forme associée au neeud i,

J est ’ensemble des nceuds enrichis pour tenir compte du passage de la fissure, n’inclut

pas les nceuds associés la pointe de la fissure,

b, est le degré de liberté enrichi par la fonction Heaviside,

K, estl'ensemble des noeuds enrichis pour tenir compte de la premiere pointe de fissure,
K, est I'ensemble des nceuds enrichis pour tenir compte de la deuxiéme pointe de fissure,

gQ sont les degrés de liberté enrichis par la fonction Fll (x),

gf sont les degrés de liberté enrichis par la fonction Flz (x).

Des travaux récents [BEC 05, LAB 05] proposent des améliorations notamment pour la
robustesse de la méthode XFEM en termes de taux de convergence. Mettant en cause la

stratégie d’enrichissement limitée aux seuls éléments contenant le fond de fissure, les auteurs
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proposent une zone d’enrichissement singulier de taille fixe d’un rayon R indépendant du pas

du maillage (Fig. 2.6). Chaque du maillage situé dans cette zone est enrichie par les fonctions
de forme singuliére. Les auteurs montrent donc que cette méthode permet d’obtenir un taux

de convergence optimal mais avec une augmentation forte des degrés de liberté

supplémentaires.
Y r
% N ._1‘_ BT _-_-)_,. | b 3 i
e ; ] by H-enrichissement
R touts enrichissements
- y __, 4

- i

P

Fig. 2.6: Enrichissement singulier dans une zone d’enrichissement fixe [LAB 05].

En gardant cet enrichissement de taille fixe, Laborde et al. [LAB 05] proposent une fonction
d’enrichissement global. En plus des améliorations de I’enrichissement, les auteurs [BEC 05,
LAB 05] proposent des formules d’intégration « quasi-polaire » plus précises que les
méthodes de sous découpage classique (qui consiste a raffiner plusieurs fois les triangles), en
introduisant la transformation géométrique du carré en triangle et permet de construire des

formules de quadratures sur un triangle a partir des formules sur le carré.

11.4.2 Enrichissement dans le cas de vides et inclusions

Le traitement des vides avec XFEM consiste a 1’utilisation d’une fonction d’enrichissement
pour les nceuds qui sont intersectés par I’interface du vide. Si le nceud se trouve en dehors du
vide la fonction est égale a 1, et a zéro si le nceud est a I'intérieur du vide [DAU 00]. Les
degrés de liberté associés aux nceuds pour lesquels le support est complétement hors de la
maticre sont éliminés du systéme d’équation. L’intégration est faite uniquement sur les parties
non-vides des éléments [DAU 00, SUK 01]. Pour représenter les vides Sukumar et al. [SUK
01] utilise la méthode level set pour proposer la premicre fonction d’enrichissement basé sur

les courbes de niveau. Elle est exprimée par :
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F(x) = [2.18]

D N (x)
7

Chessa et al. [CHE 03] ont ensuite essay¢ d’améliorer I’ordre de convergence et d’éliminer les
erreurs des éléments partiellement enrichis (Blending) en utilisant une approximation
spécifique d’utilisation des éléments de type Blending. D’autres auteurs ont montrés une
convergence optimale avec un enrichissement uniquement des termes d’ordre n-1 d’un
élément de degré n [LEG 05] avec la méme fonction d’enrichissement. Sans avoir a utiliser
ces dernieres stratégies Moés et al. [MOE 03], propose une nouvelle fonction
d’enrichissement qui donnait une convergence optimale au moins pour les éléments linéaires.

Cette fonction s’exprime ainsi :

Fy(X) =D |¢s| N, (x) - [2.19]
J

D N (x)
J
Pour des fins d’illustration des probleémes pouvant apparaitre avec ’utilisation de la premicre

fonction, les deux fonctions d’enrichissement sont tracées pour un cas simple d’une inclusion

circulaire avec des éléments de référence quadrilatere a 4 noeuds.

Cut A-B-Cl=-1)

1.4
1.2

0.g

'A.ﬁ.p.rcu}{imatéd Intefface
: RS
Interface

0.4
0 .
1 0.z
~T=Analytical Interface
1 oe . : : ®
0 e 045 0 g 05 1 a
y -1 ¥

(a)
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Fz
Cut A-B-C (x=-1)
. 1 :
1+ N
g na
N =
“osdo w0
Approximated Interface 5
: | Intetface 0.4 :
: Interface
' 0.2 :
1A
1
]
- 1A
i '1(: -1 W ¥
(b)

Fig. 2.7: Deux fonctions d'enrichissement pour un élément quadrilatere linéaire a 4-nceuds: (a)

La fonction d’enrichissement /] (X). (b) La fonction d’enrichissement F (x) .

Dans la Fig. 2.7, les points A et B représentent, le centre et l'interface de 1’inclusion,

respectivement. Comme on le voit, la fonction 7 (x) a une valeur nulle sur l'interface des
inclusions et elle atteint son maximum a la limite de 1'élément, tandis que la fonction F; (x) a

une valeur zéro a la limite de I'élément (Fig. 2.7.b) et c’est ainsi pour tous les éléments qui ne
sont pas traversées par l'interface [MOE 03], en évitant les erreurs de mélange a cause des
éléments semi-enrichis ou blending [CHE 03]. L’objectif de ce travail étant la prédiction du
comportement macroscopique d’un matériau a microstructure complexe, nous consideéreront
la fonction d’enrichissement de Moés [MOE 03] pour représenter I’interface matérielle entre

les différents constituants.

I1.5 Sur la technique d’intégration numérique dans XFEM

Bien que la méthode des éléments finis étendue a connue des avancées considérables par
rapport aux méthodes concurrentes de remaillage, de relachement de nceuds et d’élimination
d’éléments..., des difficultés pouvant nuancées ses avantages, notamment 1’intégration
numérique complexe due a la présence des fonctions discontinues ou singulieres. En effet,
sur un élément traversé par une interface, les gradients des déplacements peuvent étre
discontinus, et dans ce cas l'intégration numérique de Gauss-Legendre sur la totalité de

I’élément n'est pas applicable. Cependant, celle-ci nécessite d’adopter d’autres stratégies pour

55



Chapitre IT La méthode des éléments finis étendu (XFEM)

améliorer la robustesse du calcul de la matrice de raideur.

I1.5.1 Discrétisation

Dans la méthode XFEM, les inconnus supplémentaires a, associés aux fonctions
d’enrichissement augmentent simplement la taille du vecteur des déplacements wu,et le

probléme est résolu de la méme maniére que le probléme matriciel habituel en élément finis.

L’approximation XFEM du champ de déplacement est écrite sous forme vectorielle :
u.
WM =N, N, ®F) {" } [2.20]
a,

Soit encore sous la forme {l_lXF EM }={N}*{u}
Ou {N}est le vecteur de la base enrichie des fonctions de forme et {u}le vecteur des
déplacements.
Les déformations s’écrivent : {g} =[B]* {u}
Ou[B] estla matrice des dérivées des fonctions de formes.
[B1={(N,) (N,)*F(x)+N,*(F(x)} 221]

Ainsi le formalisme du probléme XFEM peut s’écrire :

Kuu Kua u fueXt
K-q=g&< X K al= e [2.22]

a

Avec :
K, = [B'CB
K, = [B'CB=K,, = [B'CB [2.23]
K, = [B'CB

Ou Best la matrice des dérivées des fonctions de forme classiques, Best la matrice des
dérivées des fonctions de forme XFEM et C la matrice de Hooke symétrique.
Les matrices additionnelles lides aux éléments supportant des degrés de liberté

supplémentaires sont les matrices K,, et K, =K_, . La taille de la matrice de raideur est

¢gale au nombre de degrés de liberté conventionnels additionné du nombre de degrés de
liberté XFEM. Ceci augmente non seulement la taille des matrices mais pourrait poser des
problémes de gestion de mémoire pour des problémes complexes. Néanmoins, en pratique le
nombre d’éléments enrichis n’est pas significatif par rapport aux éléments conventionnels et

le probléme ne se pose pas.
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I1.5.2 Intégration numérique, découpage en sous éléments

La difficult¢ majeure dans le cas des ¢léments XFEM consiste a pouvoir effectuer
I’intégration numérique correctement de part et d’autre de I’interface (Fig. 2.8). Pour les
¢léments ou I’enrichissement discontinu est utilisé, un schéma d’intégration de Gauss modifié
basé¢ sur des sous-éléments est employé [MOE 99, SUK 00]. En effet, afin d’éviter
I’introduction d’erreurs dans les matrices €léments finis, et le mal-conditionnement du
systéme, chaque élément coupé par ’interface est divisé en sous-domaines qui ne coupent pas
la discontinuité (souvent en triangles). C’est sur ceux-ci qu’est effectuée 1’intégration. Ce
principe est résumé en 2D pour un €élément de référence sur la Fig. 2.9. Il faut préciser que
cette division n’est effectuée que pour I’intégration numérique, c'est-a-dire qu’elle n’introduit
pas de degrés de liberté supplémentaire. Le partitionnement est utilisé¢ seulement pour la

stratégie d’intégration numérique.

i
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Fig. 2.8: Un élément de référence avec une interface d’inclusion en 3D (la ligne rouge

représente 1’interface).

Ensuite, pour chaque sous-élément convexe l'intégration est effectuée de maniere classique en
utilisant soit quatre points d’intégration (en 3D) ou trois (en 2D) [MOE 03]. Si une
interpolation du premier ordre est choisi, comme c'est le cas ici (mais aussi pour la majorité
des travaux publiés dans le domaine), les interfaces interpolées sont linéaires, ce qui rend
facile la création et I’intégration des sous-¢éléments. Il semble que la précision de 1'intégration
justifie ce choix, malgré les erreurs liées a la linéarisation des interfaces en supposant que la
taille de 1'élément d'intégration ne soit pas trop grande par rapport a la longueur

caractéristique de l'interface [SUK 01, DRE 10]. Une meilleure solution consiste a maintenir
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une approximation linéaire et utiliser une représentation par morceaux de l'interface tel que

proposée par Dréau et al. [DRE 10] pour une méthode XFEM d’ordre supérieur.

Sub-elements

Ciie o Bt

F Inclugion

b Matrix

AR *5

— Approximated Interface using interpolated
level set function

-- Analytical Interface

& Intergration points

(a) (b)

Fig. 2.9: (a) Elément enrichi (2D). (b) Sous-éléments et points d'intégration de I'élément
enrichi.

Dans la quasi-totalité des travaux utilisant XFEM [MOE 99, MOE 03, SUK 00], pour un
maillage en élément quadrilatére, la division souvent adopté est triangulaire, les éléments
enrichis concernés étant divisés en triangles. Malgré 1’utilisation d’algorithme complexe
d’intégration numérique sur les partitions triangulaire (6 points d’intégration sur chaque
triangle [SUK 03]), des difficultés ont été¢ constatées, notamment a cause de la différence
entre les fonctions de forme spécifiques aux éléments quadrilatéraux et celles des ¢léments
triangulaires. Face a ces difficultés, Nistor et al. [NIS 05] propose de garder les mémes
fonctions de formes que celles correspondant aux quadrilatéres, pour les partitions obtenues
apres la division des éléments. Au lieu de triangles, les nouvelles partitions sont des
quadrilateres, le nombre et la position des points d’intégrations sont les mémes que pour
I’élément de référence.

D’autres travaux qui concernent des résultats d’ordre supérieur sont par exemple ceux de
[LAB 05, BEC 05] qui proposent des formules d’intégration dites « quasi-polaire » et
montrent leur précision par rapport au sous-découpage classique. L’élément contenant le fond
de fissure est divisé en 3 sous triangles (Fig. 2.9 a). La singularité sera donc localisée sur un

sommet de chaque sous-triangle. Pour avoir plus de points d’intégration prés du fond de
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fissure, la transformation géométrique suivante :

T :(xlj a(xlsz [2.24]
X, Xy

Qui transforme un carré en triangle (Fig. 2.9 b), et permet ainsi de construire des formules de
quadratures sur un triangle a partir des formules sur le carré. Ces formules auront donc plus

de points prés du fond de fissure.

° ° ° s o o
= L L - L —_— & & 8
) L | ] [ e
(a) (b)

Fig. 2.10 : (a) Sous découpage de I’élément contenant le fond de fissure (b) Transformation

d’une méthode d’intégration sur un carré en une méthode définie sur un triangle [LAB 05].

D’autres auteurs ont traité des interfaces courbes [ZI 03] ou pour des fins d’intégration la
courbure est négligée, ou dans [LEG 05] ou une quadrature est proposée pour I’interface
courbe. Kwok et Fries [KWO 10] propose a leur tour une approximation d’ordre supérieur de
la représentation de la fonction de niveau pour I’interface. Ils utilisent une stratégie de

subdivision avec des éléments de référence d’ordre supérieur.

I1.6 Validation de 1a méthode XFEM pour des problémes d’homogénéisation

Afin de réaliser des calculs utilisant différentes microstructures pour la prédiction du
comportement macroscopique des matériaux hétérogeénes, il faut tout d’abord valider le
développement en MATLAB de la méthode XFEM telle qu’elle est décrite dans les sections
précédentes. Nous avons choisi d’utiliser la fonction d’enrichissement F2 [MOE 03] et
I’intégration numérique par découpage des €léments traversés par I’interface utilisée dans la
majorité des travaux de la littérature utilisant XFEM. Seulement le comportement élastique
linéaire est considéré dans cette partie du travail. Pour illustrer 'efficacité de la méthode pour
résoudre les problémes d’homogénéisation et de changement d’échelle, nous avons considéré

des cas tests simples dans le cas d’interface matrice/vide ou inclusion. Ce choix des cas
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simples comme celui d’un cube contenant un vide ou une inclusion est motivé par I’existence

d’une solution analytique qui nous permettra de valider la méthode XFEM pour des
applications en homogénéisation numérique. En fait, I’outil numérique que nous cherchons a
construire dans ce travail doit en premier lieu permettre de reproduire les microstructures les

plus complexes 1a ou les méthodes classiques ont montré des difficultés ou des limites.

I1.6.1 Matériau contenant un vide

I1.6.1.1 Cas test en 2D

Le probléme que nous considérons ici est une plaque contenant un vide circulaire au centre de
rayon. L’espace bidimensionnel choisi ainsi que le maillage régulier (41x41) sont utilisés
dans le calcul. On se place dans le cas d’une compression uniaxial simple en imposant des
conditions de déplacement fixe selon y pour le bord inférieur et pression uniforme de 10 N
(Fig. 2.11). Les bords latéraux restent libres. Nous modélisons ce probléme en imposant une
pression équivalente a la contrainte exacte, induite par la pression uniforme a I’infini, sur les
bords d’un carré de dimensions finies. Les caractéristiques mécaniques pour le matériau en
considérant un comportement élastique linéaire sont E=7600MPa, v=0.1. Le rayon du vide
et la dimension du coté de la plaque sont respectivement a=0.2 mm et L= 1 mm. Le calcul est
réalisé¢ donc d’une part avec XFEM en utilisant la fonction d’enrichissement F2, et d’autre

part avec le code de calcul éléments finis ABAQUS.

F
I |
1133333 2 |
E
&
L -
& &) Uy=0 oo

Fig. 2.11: Plaque contenant un vide circulaire

Nous illustrons les résultats en termes de contrainte sur la direction y sur la Fig. 2.12.
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Remarquons que pour ce cas simple la concordance des deux résultats est parfaite sauf une
petite différence d’environ 6% a I’interface. Ceci est dii a la différence qui est entre les deux
méthodes a représenter I’interface. En effet, avec la méthode XFEM, étant donné que 1’on
effectue une subdivision des éléments tout autour de I’interface, on peut se permettre

d’intégrer de maniere précise autour du contour.
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Fig. 2.12: Les contraintes selon la direction y en utilisant XFEM et FEM.

I1.6.1.2 Cas test en 3D

L’espace tridimensionnel a été choisi ici, afin d'évaluer la capacité de 'approche XFEM dans
le cas d’un vide sphérique au sein d’un milieu infini (probléme d’Eshelby). Dans le modéle
numérique, un cube de coté L avec une cavité au centre est considérée (Fig. 2.13). Le
maillage correspondant utilisé¢ dans le code développé XFEM est de 51x51x51 nceuds. Les
propriétés mécaniques de la matrice sont le module de Young E = 7600MPa et le coefficient
de Poisson v =0.1utilis¢ dans le calcul précédent. La fraction volumique de vide utilisée

dans ce cas est de 3,35%.
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Fig. 2.13: Cube contenant un vide sphérique central

La Fig. 2.14 représente les contraintes selon 1’axe Z, pour une ligne dans le plan moyen du
cube. Les résultats numériques de la méthode XFEM et FEM sont comparés aux résultats
analytiques en utilisant la célebre solution d’Eshelby donnée dans 1’Annexe B. L’accord des
résultats est trés satisfaisant pour valider le développement XFEM et pour la qualifier comme
un outil pertinent pour des applications d’homogénéisation numérique pour une fraction

volumique des hétérogénéités qui est faible dans ce cas.
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Fig. 2.14: Les contraintes principales selon la direction Z sur selon une coupe au milieu du

cube
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11.6.2 Matériau contenant une inclusion matérielle

Dans la plupart des études de modélisation du comportement macroscopique des composites
particulaires contenants des inclusions, la procédure d’homogénéisation est basée sur le
concept de cellule de base a inclusion unique. Afin de se placer dans les mémes conditions,
nous avons considéré un matériau composite a matrice argileuse et inclusions de calcite. Ce
cas est plus proche d’un géomatériau, est ¢tudié avec la méme géométrie que le calcul
précédent en remplacant tout simplement le vide par une inclusion. Les caractéristiques de la
microstructure du matériau ont été choisies pour étre proches d’un géomatériau trés connu
dans la communauté scientifique en mécanique des roches nommé argilite de Meuse Haute
Marne [ZHA 04, HOX 07]. Les propriétés €lastiques de ce matériau numérique sont données

dans le tableau 2.1 [VU 06].

11.6.2.1 Cas test en 2D

Nous modélisons dans un premier temps, le probleme en 2D en considérant un volume
¢lémentaire représentatif sous forme d’une plaque carrée de Imm de coté et une inclusion
circulaire. Le tableau 2.1 résume les propriétés mécaniques du matériau composite. Notons
que le rapport du module d'Young de la matrice et l'inclusion est de 0,09, tandis que celui du
coefficient de Poisson est de 1/ 3.

Le test de compression uniaxiale est réalisé en imposant les mémes conditions aux limites et
de chargement du cas avec un vide (Fig. 2.15.). Un maillage régulier de 41x41 nceuds est

utilisé pour réaliser le calcul XFEM.

Propriétés €lastiques Matrice Inclusion
Module de YOUNG 7600 MPa 84000 MPa
Le coefficient de poisson 0.1 0.3

Tableau 2.1. Les propriétés élastiques des constituants.
Les contraintes selon la direction y et une ligne a y=0.5 au milieu du VER sont représentées

sur la Fig. 2.16. La comparaison entre les deux méthodes numériques (XFEM et FEM) dans

ce cas, montre que les courbes sont presque confondues sauf a 1’interface matrice/inclusion.
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HEH

Fig. 2.15: Plaque contenant une inclusion circulaire
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Fig. 2.16: Comparaison des contraintes selon la direction y entre un calcul XFEM et FEM.

11.6.2.2 Cas test en 3D

En utilisant les mémes caractéristiques géométriques du cas tridimensionnel avec un vide,
nous étudions ici le matériau avec une inclusion centrale sphérique. Pour des fins de
validation en plus des calculs numériques, la solution d’Eshelby est utilisée pour résoudre le
probleme d’une inclusion dans un milieu infini (Annexe A). La Fig. 2.17 illustre les

conditions aux limites et le chargement correspondant a ce calcul.
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Fig. 2.17: Les conditions aux limites et de chargement pour l'inclusion sphérique.

Les profils des contraintes selon une coupe passant par le centre d’inclusion sont présentés sur
la figure (Fig. 2. 18) et sont comparés, dans ce cas, d’une part avec les résultats obtenus de la
méthode des éléments finis (calcul ABAQUS) et d’autre part avec la solution analytique
d’Eshelby. Ces résultats indiquent une trés bonne concordance entre les résultats XFEM et
FEM, et une différence avec la solution analytique inférieure a 4%. Cette différence est
principalement due au fait que les conditions d’un milieu infini suppos¢ dans la solution
analytique ne sont pas satisfaites dans le calcul numérique.
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Fig. 2.18: Comparaison des contraintes selon une coupe horizontale (coupe B-B) au milieu du

cube contenant une inclusion.
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I1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le cadre théorique de la méthode XFEM afin de définir
et justifier les choix qui seront utilisés dans les chapitres suivant. Nous avons également,
montré la pluralité des domaines utilisant la méthode XFEM dans la littérature tout en mettant
I’accent sur son efficacité a représenter des microstructures complexes. Les fonctions
d’enrichissement sont définies a 1’aide des fonctions de niveau pour évaluer la distance de
I’interface a n’importe quel point donné. 11 faut noter aussi que, bien que la méthode XFEM a
connu une avancée notable, d’autres efforts sont nécessaires pour améliorer sa robustesse et
son implémentation dans les codes de calcul notamment en proposant de nouvelles méthodes
d’intégration et de nouvelles fonctions d’enrichissement.

Nous avons ensuite, étudié¢ des exemples de validation qui nous ont permis de montrer
I’efficacité de XFEM a résoudre le probleme des microstructures pour les applications
d’homogénéisation. La comparaison des résultats de la méthode XFEM, FEM et analytiques a
mis en lumiere la différence entre 1’approche analytique et numérique quant a la prise en
compte des conditions d’un milieu infini. Finalement, nous disposons d’un outil numérique
validé basé sur des maillages non conformes a la discontinuité, qui sera appliqué dans ce
travail pour des applications d’homogénéisation numérique ou directement sur des structures
complexes dans un autre cadre. Cette validation est effectuée pour un milieu diphasique de
type matrice inclusion sphérique. Nous tentons dans le chapitre suivant d’utiliser la procédure

pour différentes formes et plusieurs phases.
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I’homogén¢isation du comportement

mécanique des matériaux hétérogenes
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Chapitre III Application de XFEM

II1.1 Introduction

L’existence des hétérogénéités vides et inclusions modifie significativement le comportement
des matériaux. D’un point de vu mécanique, la distribution spatiale, la forme ainsi que le
comportement micromécanique des constituants d’un matériau hétérogeéne, entrainent un

comportement macroscopique et des propriétés effectives différentes.

On s’attache, dans ce chapitre a étudier le comportement mécanique d’un matériau hétérogene
(plus souvent une matrice contenant des vides ou des inclusions) dans le but de vérifier le bien
fondé de certaines hypothéses simplificatrices souvent utilisées dans la pratique des
prédictions des propriétés effectives par des méthodes analytiques et/ou numériques. On
utilise pour cela le couplage de I’approche d’homogénéisation et XFEM proposé et validé
dans le chapitre précédent. Les simulations sont effectuées a l'aide d'une part XFEM avec un
VER et une description détaillée de la microstructure, et d'autre part FEM et une méthode en
cellule unique périodique. Nous comparons lorsque cela est possible les résultats ainsi
obtenus avec les prévisions du schéma de Mori-Tanaka choisi ici parmi les méthodes

analytiques pour sa simplicité.

On discutera en particulier I’effet de la distribution et de la forme des hétérogénéités sur le
comportement linéaire macroscopique de matériau. Des formes usuelles ont été choisies pour
les inclusions pour arriver a la fin a une microstructure plus complexe, polycristalline en
grains. Dans tout les cas, la distribution des champs locaux de contraintes est donnée afin
d’examiner les sites de concentrations de contraintes et déformations souvent a 1’origine de
nucléation d’endommagement et de microfissures dans ce type de matériau matrice/inclusion.
Nous nous intéressons également dans ce chapitre au comportement non linéaire du matériau
en proposant de décrire le comportement de la matrice par un modele de Drucker-Prager. La
détermination du comportement macroscopique non linéaire en utilisant les mémes formes et
distribution des inclusions a été examinée afin de montrer I’amplitude des phénomenes dans

le cas non linéaire.
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I11.2 Comportement mécanique linéaire

I11.2.1 Matériau périodique a inclusions sphériques de méme rayon

Ce probléme concerne les propriétés effectives d’un milieu périodique constitué d’une matrice
solide et des inclusions sphériques (Fig. 3.1). Les propriétés élastiques de la matrice, des
inclusions sont celles du tableau 2.1 (les mémes que le chapitre précédents) avec une fraction
volumique de 21%. Le calcul de référence, basé sur XFEM, est réalisé sur une cellule de base
en appliquant les conditions de périodicité (Fig. 3.1.a). Cette procédure sera appelé Méthode
effective dans la suite du paragraphe. Le calcul XFEM global quant a lui contient 1’ensemble
des inclusions et un maillage de fond régulier (Fig. 3.1.b). Les conditions aux limites et de
chargement sont appliqués pour réaliser un test de compression uniaxiale. La charge sur la

face supérieure est de -10N.

(b)
Fig. 3.1: Cube contenant des inclusions sphériques selon une distribution périodique, (a)

Calcul XFEM avec cellule de base, (b) Calcul XFEM global.

Les propriétés effectives (module d’Young et coefficient de Poisson) obtenues par les deux
procédures sont présentées dans le tableau 3.1. Les différences entre les résultats du calcul de
référence et XFEM global proviennent principalement du niveau de discrétisation différent
utilisé dans les deux calculs. En général, et comme cela a été mis en évidence par différents
auteurs [BEL 03, MOE 03], un maillage suffisamment fin est nécessaire pour obtenir des

résultats précis.
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Différence
. . Cellule de Méthode
Propriétés effectives entre les deux
base XFEM
méthodes (%)
Module de Young (MPa) 10761.1 11130.3 33
Coefficient de Poisson 0.1374 0.1255 8.6

Tableau 3.1 : Comparaison des propriétés effectives d’un matériau périodique a inclusions

sphériques.

I11.2.2 Influence de la distribution spatiale des inclusions sur les propriétés effectives

Dans les approches analytiques basées sur la solution Eshelby, la distribution spatiale des
inclusions est négligée ou traitée d'une certaine fagon par diverses simplifications. Par
exemple dans le schéma dit de Mori-Tanaka [MOR 73], il est supposé que la distribution
spatiale des inclusions est la méme que la forme des inclusions. Dans le schéma énergétique
de Ponte-Castafieda [CAS 95], il est possible de décrire une distribution spatiale ellipsoidale
des inclusions. D’un autre coté, malgré que le modeéle auto-cohérent classique est censé
prendre en compte l'interaction des inclusions, il n'est toujours pas clair de quelle fagcon
l'interaction entre les inclusions est produite. Méme si de telles méthodes ont la possibilité de
tenir compte de la distribution générale, elles ne sont pas sensibles a la distance centre a
centre des inclusions. Par contre, dans la méthode de la cellule unique numérique nommée
généralement cellule de base, la distribution spatiale est considérée par la géométrie de la
cellule unitaire, censé étre répétée périodiquement a l'infini. L’effet de la distribution est
examiné a travers deux configurations bidimensionnelle (2D) et tridimensionnelle (3D) dans

les deux sections suivantes.

I11.2.2.1 Distribution bidimensionnelle (2D)

Dans un premier temps, le probleéme est traité avec une configuration 2D en utilisant un
maillage régulier de 433x433 nceuds (voir Fig. 3.2, ou le maillage local est également
représenté). L'analyse sera limitée ici pour les quatre coefficients de rigidité
(C1111-C5292,C 122 et Cyyqp) obtenu par deux chargement indépendants (respectivement

dans les directions horizontale et verticale indiquée par les indices 1 et 2).

Tout d'abord, la distribution spatiale des inclusions circulaire a été étudiée. Chaque inclusion a
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une section circulaire d'un rayon de 5.9 um. Dans les deux cas de la Fig.3.2, 1000 inclusions
sont générées de fagon aléatoire a l'intérieur des régions prédéfinies de forme circulaire et
elliptique, respectivement. C'est une situation typique ou la méthode directe FEM est tres
difficile a mettre en ceuvre (difficulté de description de la microstructure et de maillage), en
raison d'un grand nombre d'inclusions et d'une grande complexité de la microstructure.

Pour les deux calculs, les propriétés élastiques utilisées pour la matrice et les inclusions sont

présentées dans le tableau 3.2 avec une fraction volumique des inclusions égale a 11%.

Propriétés ¢lastiques Matrice Inclusion
Modules de Young 7600 MPa 84000 MPa
Le coefficient de Poisson 0.1 0.3

Tableau 3.2: Les propriétés €lastiques des constituants

La premicre distribution (Fig. 3.2 (a)) est censée coincider avec 1'hypotheése du schéma de
Mori-Tanaka (inclusions de forme circulaire et distribution circulaire). Pour le second cas (Fig.
3.2 (b), la distribution elliptique et des inclusions circulaire) le rapport des diameétres
principaux de la concentration elliptique est de 0,44. Dans la Fig. 3.2, sont également indiqués
le maillage de fond XFEM et des informations locales de la distribution des inclusions. Les
conditions aux limites de périodicité et de chargement classique sont appliquées sur le VER

ainsi défini.
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(a) Distribution spatiale circulaire et aléatoire des inclusions circulaires.
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(b) Distribution elliptique aléatoire des inclusions circulaires.

Fig. 3.2: Deux exemples de distributions aléatoires d'inclusions dans la matrice isotrope.

Les coefficients de rigidité effectifs obtenues dans les deux exemples sont représentés dans
les tableaux 3.3 et 3.4, et sont comparés avec les prédictions de la procédure de
Mori-Tanaka(Voir I’annexe A et B). Il faut noter que les valeurs brut (sans symétrisassions)
sont présentés ce qui implique quelques différences dues a l'imprécision numérique.

Il est connu que le mode¢le de Mori-Tanaka suppose que la forme de distribution est identique
avec celle de I'inclusion elle-méme. Ainsi, puisque la forme et la fraction volumique sont les
mémes dans les deux cas représentés dans la Fig.3.2 (a) et 3.2 (b), les prédictions de
Mori-Tanaka directes sont les mémes, méme si les distributions spatiale réelle des inclusions
ne le sont pas. Afin de tenir compte de la distribution spécifique des inclusions dans la
Fig. 3.2 (b) en utilisant le schéma de Mori-Tanaka, on pourrait suivre une approche
d'homogénéisation en deux étapes censées donner a la méthode une sorte de sensibilité a
I'égard de la distribution spatiale des inclusions d'une forme différente de celle des
inclusions. La premiere étape de cette procédure consiste a déterminer les propriétés
effectives de la région elliptique indiquée sur la Fig. 3.2 (b) en utilisant le schéma de
Mori-Tanaka pour les inclusions et la matrice de cette méme région. Ensuite, pour la
deuxiéme étape, ces propriétés calculées du domaine elliptique sont utilisées pour déterminer
les propriétés globales du matériau dans le cas d’une inclusion elliptique dans un milieu

infini.
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Propriétés Mori-Tanaka Diftérences
XFEM
effectives directe relative(%)
Ci111 (MPa) 9171 9133 0.4
Cyr9p  (MPa) 9173 9133 0.4
Ci122  (MPa) 1232 1227 0.4
Cyy1;  (MPa) 1232 1227 0.4

Tableau 3.3: Coefficients effectifs de rigidité du matériau avec la distribution circulaire des

inclusions circulaires

Comme attendu, pour la distribution elliptique, XFEM et Mori-Tanaka en deux étapes indique
un comportement anisotrope dii a la distribution spatiale des inclusions. Dans ce cas la
différence entre la méthode de Mori-Tanaka en deux étapes et XFEM est de 3%. La
concordance des deux méthodes pour la distribution circulaire est également assez bonne avec

des différences plus ou moins de 0.5 %.

Propriétés Deux étapes | Différences
. XFEM . '
effectives Mori-Tanaka | relative(%)
Ci111 (MPa) 9069 9078 0.1
Crrpp  (MPa) 9430 9310 1.3
Ci12p  (MPa) 1230 1266 2.8
Cy11 (MPa) 1229 1266 2.8

Tableau 3.4: Coefficients de rigidité effectifs du matériau avec la distribution elliptique des

inclusions circulaires.

111.2.2.2 Distribution tridimensionnelle (3D)

Dans un second temps, le probleme de I’influence de la distribution aléatoire des inclusions
sur les propriétés effectives a été étudié dans cette partie via deux exemples simples
concernant des distributions non-périodiques avec une configuration tridimensionnelle. Pour
les deux cas une comparaison a €té effectuée entre les résultats obtenus par un calcul XFEM

global et la procédure dite effective.
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Fig. 3.3: Cube contenant des inclusions sphériques selon une distribution aléatoire

simplifiée, (a) procédure effective avec cellule de base, (b) méthode XFEM globale.

Rappelons ici que selon cette procédure, les propriétés effectives sont calculées en deux temps.
Premiérement, pour chaque élément cubique (Fig. 3.3. (a)) lorsque celui-ci contient une
inclusion, les propriétés effectives sont calculées en utilisant XFEM et une cellule élémentaire
de base similaire a celles de la Fig. 3.3 (a). Les éléments cubiques ne contenant pas
d’inclusions préservent les propriétés de la matrice. Ensuite, les propriétés ainsi définies sont
injectées dans un calcul aux éléments finis contenant uniquement des ¢éléments cubiques,
homogene au niveau d’un seul élément, mais variable d’un élément a 1’autre.

Pour le calcul XFEM global on préserve le méme maillage que dans le calcul précédent en
ajoutant les mémes inclusions que pour le calcul « effectif » (Fig. 3.3 (b)).

La simulation est réalisée avec les mémes propriétés élastiques des phases du tableau 3.2 et
une fraction volumique de 21% pour les deux cas de calculs. Les résultats des propriétés
effectives selon différents axes pour les deux méthodes sont donnés dans le tableau 3.5 (ou

I’on s’est limité uniquement dans la présentation des modules de Young).

Propriétés Méthode Différence entre les deux
XFEM

effectives effective méthodes (%)

E; (MPa) 10633.2 10634.1 0.008

E, (MPa) 10755.1 10795.9 0.4

E; (MPa) 10779.2 10904.5 1.15

Tableau 3.5. Comparaison des résultats entre la méthode effective et le calcul direct pour le

cas d’inclusions sphériques et une distribution 3D non périodique.
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La méme fraction volumique et les mémes propriétés ont été utilisées pour effectuer deux

autres calculs en prenant deux distributions aléatoires des inclusions (Fig. 3.4.a et 3.4.b).

(a) (b)
Fig. 3.4: Deux exemples de distributions aléatoires des inclusions.

Les positions des inclusions sphériques sont définies par un algorithme aléatoire et lorsqu’une
nouvelle sphere est intersectée par une sphere déja présente, une nouvelle position du centre
est définie. Enfin, lorsqu’une sphére est coupée par une face du cube, son image périodique
sur l'autre face est réalisée. Les résultats des propriétés effectives sont donnés dans le tableau

3.6.

Distribution Distribution | Différences entre deux
Propriétés effectives o
(a) (b) distributions (%)
E; (MPa) 10664.2 10828.8 1.5%
E, (MPa) 10988.9 10531.4 4.2%
E; (MPa) 10821.7 10782.3 0.4%

Tableau 3.6 : Module de Young effectif des matériaux a inclusions sphériques selon les deux

distributions aléatoires des Fig. 3.4.a et 3.4b.

Les résultats présentés ici montrent qu’en dépit du faible nombre d’inclusions qui ne
favorisent pas des distributions fortement aléatoires, et malgré le nombre limité des cas
¢tudiés une tendance globale de prise en compte de I’interaction entre les inclusions a été mise
en évidence via les calculs XFEM. Ces interactions sont parfois faibles et leur contribution
dans la réponse globale du matériau est négligeable. Cependant en vue des derniers résultats
ces interactions sont susceptibles de devenir d’autant plus importantes que la structure du
matériau devient complexe et le nombre d’inclusions augmente. La méthode XFEM globale

deviendra alors un outil appréciable pour tenir compte de ces interactions.
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I11.2.3 Influence de I’orientation des inclusions sur les propriétés effectives

Notre objectif ici est d’analyser 1’effet de 1’orientation des inclusions sur les propriétés
effectives du matériau. Le type d’inclusion retenu est une forme elliptique ayant la possibilité
de présenter différentes directions. Cependant, le cas des inclusions elliptiques aléatoirement
orientées et distribuées est étudié en utilisant 100 inclusions (Fig. 3.5). L angle d'orientation o
(angle entre le plus long diamétre de l'inclusion elliptique et la direction horizontale) pour
chaque inclusion est obtenu a partir d'une distribution uniforme dans la gamme [0, 2x]. Les
inclusions ont toutes les mémes caractéristiques géométriques avec les semi-axes al=0.1xa2,
a2=80um (Fig. 3.5.b). On se propose aussi d’étudier un autre échantillon avec les mémes
inclusions ellipsoidales mais toutes orientées selon la direction verticale (Fig.3.5.a) en guise

de comparaison.
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(a) (b)
Fig. 3.5: a) Inclusions elliptique avec une orientation uniforme (o = m / 2). b) Inclusions

elliptiques orientées aléatoirement (a [0,2 «t]).

Les résultats des deux cas sont présentés dans le tableau 3.7. Il est a noter que les valeurs
présentées dans ce tableau sont des valeurs moyennes obtenues a partir de l'établissement
d'une moyenne pour quatre réalisations différentes des distributions pour chaque cas. Afin
d’obtenir statistiquement des valeurs moyennes significatives, il serait nécessaire d’effectuer
plus de simulations. Les faibles dispersions dans les coefficients effectifs de rigidité
signifieraient que ces valeurs sont déja tout a fait représentatives.

Il est facile de voir les différences sur les valeurs du tableau 3.7. En raison de l'orientation
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préférentielle des inclusions elliptiques une anisotropie structurelle est observée dans le
premier cas (comme prévu), alors qu'un comportement presque isotrope est observé dans le
cas des inclusions orientées de fagon aléatoire. Par conséquent les différences entre ces deux
cas, des coefficients de rigidité sont trés importantes. En méme temps, il semble que ces

différences sont moins importantes (environ 8%) pour les termes (Cy155,C5511) que pour les

termes (C;;1,C»5,,), pour lesquels ces différences sont presque trois fois plus grande.

Cimn Crom Ciin Con
(MPa) | (MPa) | (MPa) | (MPa)
Cas A XFEM 9700 15751 1630 1644
(Inclusion Mori-Tanaka 9651 | 15594 | 1620 | 1620
alignée
0=7/2) Différences relative (%) 0.5 1.0 0.6 L5
XFEM 11854 11469 1772 1781
Cas B
(Orientatio Mori-Tanaka 12118 12118 2288 2288
n aléatoire
ael0,2m]) Diftérences relative(%) 2.2 3.7 29.1 28.5
Différences relative de XFEM entre 222 272 87 83
cas Aet B (%)
Différences relative de  Mori-Tanaka 256 273 41.2 41.2
entre ca A et B (%)

Tableau 3.7 : Propriétés effectives des deux matériaux avec les inclusions elliptiques

(alignées ou aléatoirement distribuées).

Manifestement, les prévisions de XFEM sont proches de celle des méthodes traditionnelles
d'évaluation (FEM avec cellule unitaire et analytique) ou ces dernieres méthodes sont
employées dans leurs conditions optimales. Les différences observées dans diverses
conditions montrent l'effet de la distribution spatiale des inclusions. Cet élément qui est
considéré d’une manicre simplifiée dans les approches analytiques et numériques avec cellule
de base périodique, et, selon des situations, pourrait conduire a des différences non

négligeables.
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I11.2.4 Influence de la morphologie des inclusions sur les propriétés effectives

Dans la plupart des travaux, soulevant la question de I’effet de la forme des inclusions dans
les matériaux de type matrice/inclusion, et en particulier les approches analytiques, il est
classique de considérer des formes simples le plus souvent sphériques, elliptiques et
cylindriques. En effet, cette simplification offre une exactitude suffisante pour les objectifs de
la plupart des problématiques pratiques méme si la question de l'effet de cette simplification
sur les propriétés effectives n'a pas encore une réponse claire.

Dans cette section, cette question est ¢tudiée par XFEM a travers un certain nombre de
problémes 2D en déformation plane. Pour cela, quatre formes différentes d'inclusion ont été
choisies et sont présentées sur la Fig.3.6 : inclusions circulaires, elliptiques, triangulaires et
non convexes. Pour chaque forme, un ensemble de réalisations aléatoires des inclusions a été
effectué chacune contenant 100 inclusions. Pour tous les cas, la méme fraction volumique des
inclusions a été considérée (f=20%) et les mémes propriétés que dans les cas précédents sont
employées (tableau 3.2). Toutes les inclusions de forme circulaire ont le méme rayon de
25 pm.

Pour les inclusions de forme elliptique les semi-axes sont respectivement a;=0.3333xa,, a,=44
um (de fagon a avoir un facteur de forme de 1/ 3). Enfin, les inclusions de forme triangulaire
ont un coté¢ de longueur égale a 68 um. Pour les formes dont I'orientation a un sens, une
orientation est constante pendant toutes les réalisations, de sorte que I'aspect aléatoire
concerne seulement les centres des inclusions.

Les réalisations des inclusions non-convexes de la Fig. 3.6 ont été effectuées en utilisant
I’équation [2.7 et 2.9], avec b =4, a = 0,4 x 10 (10 = 24 um). Le chargement est toujours de
nature compressive sur la face supérieure avec une face inférieure fixe selon la direction 2 et

des faces latérales libres.
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Fig. 3.6: Forme d’inclusion utilisée dans les simulations numériques.

Les wvaleurs moyennes des propriétés en terme de coefficients effectifs
(Ci111-C1999,Cy1ppand C,, ) obtenues a partir de I'établissement d'une moyenne sur les
quatre réalisations aléatoires de chaque forme d’inclusion, sont représentées dans le tableau
3.8. La comparaison est réalisée ici avec les résultats FEM en moyennant sur une cellule de
base a inclusion unique avec les mémes conditions citées plus haut. Pour ces conditions les
différences entre les propriétés eftfectives de XFEM et FEM sont faibles et méme dans le cas

des inclusions non convexes, ces différences restent inféricures a 8%.

Ces résultats semblent justifier dans une certaine mesure, au moins comme une premiere
approximation, l'utilisation de la méthode de la cellule unitaire (de base) dans les prédictions
des matériaux aléatoires pour lesquels la périodicité n'est pas toujours vérifiée. Il est important
de noter également que dans la mesure ou la fraction volumique d'inclusions est identique, la
forme des inclusions pour les cas étudiés ici, a seulement un impact modéré sur les propriétés

mécaniques effectives.
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Forme de Différent méthodes et C,i1 C,,,, Ci12 Crg
I’inclusion Diftérences relative (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
XFEM 10596 10546 1597 1597
Inclusion FEM (ABAQUS
circulaire (inclugion ugqueg 10362 10362 1535 1535
Différences relative (%) 2.2 1.7 3.9 3.8
XFEM 9958 12129 1587 1593
Inclusion FEM (ABAQUS
elliptique (inclus(ion ulgque% 9728 11658 1535 1566
Diftférences relative (%) 2.3 3.8 3.2 1.6
XFEM 10999 10940 1685 1684
Inclusion FEM (ABAQUS
triangulaire (inclugion ur(lzlque% 10908 10700 1599 1582
Diftférences relative (%) 0.8 2.2 5.1 6.0
XFEM 11068 11077 1717 1715
Inclusion
FEM (ABAQUS
non-convex | (b ABAOL) 10701 | 10701 1589 1589
Différences relative (%) 33 3.4 7.5 7.4

Tableau 3.8: Propriétés effectives pour différentes formes d’inclusion pour un matériau de

type composite matrice/inclusion.

En effet, méme si on considére 1’évolution de C,;;; (le coefficient le plus sensible a la

forme des inclusions dans nos simulations) on pourrait observer que sans se soucier du fait
que la différence devient plus importante entre la forme circulaire et non convexe (avec les
valeurs les plus élevées pour cette derniere, tableau 3.8), les différences entre la circulaire et

des inclusions de forme non convexe sont moins de 5%.

Sur les figures (Fig. 3.7-3.10), les champs locaux de contraintes sont représentés selon la
direction 2. A travers ces distributions, et contrairement aux faibles différences des propriétés
effectives, on peut voir que localement il y’a un impact important de la forme des inclusions.
L’état d’hétérogénéité des contraintes est tres différent d’une forme a une autre. La zone de
localisation des contraintes et d’apparition de contraintes de traction dans la matrice autour
des inclusions sont plus importante pour la forme elliptique (Fig. 3.8). Par contre, la
concentration de contrainte la plus importante se situant aux frontiéres matrice inclusions est

pour tout les cas.
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Fig. 3.7: Champ des contraintes ( o,,) et champ des déformations ( &,,) pour un

matériau contenant une distribution d’inclusions circulaires
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Fig. 3.8: Champ de contraintes (o,,) et champ des déformations (&,,) pour d’un matériau

contenant une distribution d’inclusions elliptiques

82



Chapitre III Application de XFEM

08t
o7t
06

0.5f

; ] .
0 01 02 03 04 05 08 07 08 08 1
1

nsr

0Bl g

06

05t

T 0 = -
o 01 B2 B3 04 05 nBE BF OB DY 1
1

Fig. 3.9: Champ de contraintes ( o ,,) et champ des déformations ( &,,) pour un matériau

contenant une distribution d’inclusions triangulaires
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Fig. 3.10: Champ de contraintes (o ,,) et champ des déformations (&,,) pour un matériau

contenant une distribution d’inclusions non-convexes
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I11.2.5 Homogénéisation du comportement élastique d’un géomatériau polycristalin

biphasique

Bien que la microstructure matrice-inclusion utilisée dans les paragraphes précédents décrit
assez bien le comportement d'un grand nombre de géomatériaux et de composites industriels,
dans d’autres cas, une microstructure grain-a-grain dite polycristalline est plus approprié pour
décrire leur microstructure d’ une maniere plus réaliste.

Dans les exemples traités ici, cette microstructure polycristalline grain-a-grain est obtenue en
utilisant une tessellation de Voronoi (Voronoi agregate), comme c'est souvent le cas dans les
travaux publiés dans le domaine [AUR 91]. Alternativement a certains travaux précédents qui
emploient I'analyse par éléments finis et la mosaique de Voronoi pour I’évaluation de l'effet de
taille des constituants sur les propriétés effectives des matériaux hétérogenes [KAN 03,
FOR 00], nous employons ici cette microstructure granulaire avec la procédure XFEM
développé dans les paragraphes précédents. Seulement les cas bidimensionnels 2D seront
traités ici par souci de simplicité, et de comparaison avec les cas étudiés précédemment.
Premiérement, et afin de faire une comparaison avec les résultats du matériau a microstructure
matrice-inclusion, une décomposition de Voronoi biphasique est considérée (Fig.3.11) en
grains d’argile et de calcite, utilisant un total de 1000 grains pour une fraction volumique de
calcite de 20%. Afin de réaliser la microstructure de Voronoi, un jeu de points est tiré
aléatoirement, ces points constitueront les centres des grains ou les sites. Ensuite, on trace la
médiatrice de chaque segment reliant un point central a ses voisins les plus proches.
L’opération est ainsi répétée pour tous les points pour former les polygones qui seront les
grains de la microstructure (Fig. 3.11). Comme dans les cas précédents, quatre réalisations
sont définies. Pour chaque phase les propriétés des constituants sont les mémes que celles

utilisées pour le composite diphasique précédent (tableau 3.2).
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Fig. 3.11: Décomposition de Voronoi pour le matériau diphasique contenant mille grains (les

grains gris représentent les inclusions de calcite; bleu la matrice argileuse).

Les propriétés effectives du géomatériau diphasique polycristallin sont données dans le
tableau 3.9 comparées a celles des inclusions circulaires et triangulaires étudiées dans la
section ci-dessus. Les résultats obtenus en utilisant un agrégat de Voronoi s’éloignent de ceux

obtenus utilisant les inclusions triangulaires avec des différences qui restent inférieures a 5%.

Cin Conm Ciiz Coonr
(MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
Case 1 10596 10546 1597 1597
Inclusions Circulaires
‘ Casq 2 _ 10999 10940 1685 1684
Inclusions Triangulaires
Case 3 11121 11162 1767 1766
2-phase Voronoi
Différences (1) and (3) (%) 5.1 5.8 10.7 10.6
Différences (2) and (3) (%) 1.1 2.0 4.9 4.9

Tableau 3.9: Comparaison des coefficients effectifs du matériau diphasique en grain de

Voronoi avec les cas de structure matrice-inclusion.
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Ces différences s’¢levent jusqu'a 10 % dans le cas des comparaisons faites entre les inclusions
circulaires et l'agrégat de Voronoi. Ceci indique que méme si pour la simplicité 'utilisation
des inclusions circulaires a la place des formes réelles des inclusions est une pratique courante,

elle pourrait mener a la déviation des valeurs réelles qui pourraient étre non négligeables.

La Fig. 3.12 représente la distribution des champs locaux de contraintes pour la
microstructure polycristalline du matériau. Les champs montrent une hétérogénéité
importante avec des zones de concentration dans la matrice. Méme si le chargement est de
nature compressive la aussi, des contraintes de traction apparaissent aux frontiéres des grains
de calcite qui pourraient étre a I’origine d’endommagement et du comportement nonlinéaire

d’un géomatériau.

87



Chapitre III Application de XFEM

Fig. 3.12: Champs de contraintes ( 0,,) et champ des déformations ( &,,) pour un matériau

biphasique polycristallin.

I11.2.6 Homogénéisation du comportement élastique de I’argilite de Meuse Haute Marne

Il s’agit d’utiliser XFEM et le diagramme de Voronoi pour la prédiction des propriétés
¢élastiques de l'argilite de Meuse/Haute-Marne (M/HM), une roche intensivement étudiée dans
le laboratoire de recherche souterrain de Bure (France) en relation avec des la problématique
de stockage des déchets radioactifs. Les observations microscopiques sur cette roche [YVE 07]
montrent une microstructure polycristalline a quatre phases : les grains d’argile (feuillets
d’argile et microporosité), des inclusions minérales de calcite et de quartz et des macropores.
La plupart de la porosité (~90% de la porosité ou 16% du volume de VER) est occluse dans
les grains d’argile et non visible a 1’échelle mésoscopique (échelle des grains). Les grains
minéraux de quartz et de calcite constituent environ 40 % de volume alors que les macropores
ne représentent qu’environ 2 % du volume du VER.

Notons que la plupart des travaux de modélisation micromécanique publiés sur cette roche, a
été réalisé sur une microstructure de type matrice-inclusion [ZHE 01, GIR 07-1, GIR 07-2,

GIR 08-1]. En vue des résultats du paragraphe précédent on pourrait se demander si cette
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description simplifiée de la structure de I’argilite ait une influence sur les valeurs prédites des

propriétés effectives.

T
» 4w Ve

»

Fig. 3.13: Réalisation de la décomposition de Voronoi avec quatre phase contenant mille
grains (le code couleur est utilisé: bleu - grains d'argile; rose- les grains de quartz;

cyan-calcite; blanc — pores).

En se basant sur les observations microscopiques des études précédentes ([YVE 07]) plusieurs

réalisations d’une microstructure a quatre phases ont été réalisées a ’aide du diagramme de

Voronoi. Un exemple de réalisation est montré sur la Fig. 3.13.Les fractions volumiques des

phases ainsi que leurs propriétés élastiques [VU 06] sont données dans le tableau 3.10. Les

propriétés des macropores sont prises égales a zéro pour simplifier la construction des champs

internes de contrainte-déformation.

Propriétés élastique Calcite Quartz Matrice Pore
module de Young (MPa) 84000 96400 7600 0.0
Coiffent de Poisson 0.3 0.08 0.1 0.0
Fraction Volumique 19% 15% 64% 2%

Tableau 3.10: Les propriétés élastiques des quatre phases.
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Les propriétés effectives du matériau numérique ainsi construit ont été¢ définies a partir des
chargements simples et les conditions classiques. Dans le tableau 3.11 sont présentés les
résultats numériques basés sur XFEM avec la microstructure polycristalline a quatre phase
d’une part et ceux du schéma classique de Mori-Tanaka équivalent a la technique utilisée dans
les études précédentes (une microstructure matrice/pores et inclusions de quartz et de calcite
[GIR 07-1, GIR 07-2]). Au-dela des différences dues au fait que le matériau polycristallin
n’est pas tout a fait isotrope, les résultats montrent une sous-estimation systématique

d’environ 11% des propriétés issues du calcul analytique conforme a ce qu’on a trouvé

précédemment.
Propriétés effectives XFEM Mori-Tanaka Différences
(4-phase Voronoi) relatives (%)
Ciinn (MPa) 14084 12304 12
Com  (MPa) 13616 12304 11
Ciipa  (MPa) 2632 2284 11
Conr (MPa) 2616 2284 11

Tableau 3.11: Comparaison des coefficients effectifs du matériau en grain de Voronoi a

quatre phases.

Ce résultat est important notamment en vue des procédures d’estimation des propriétés
¢lastiques de la roche in situ. En fait, si toutes les propriétés du tableau 3.10 sont issues de la
littérature, notamment des propriétés des minéraux, les propriétés des particules d’argile
constituant la matrice argileuse sont identifiées en pratique par une analyse inverse en
connaissant d’une part les propriétés du quartz, de la calcite, leurs fractions volumiques et
d’autre part les propriétés effective macroscopiques obtenues a partir des tests classiques au
laboratoire [GIR 07-1].

A la lumiére des résultats obtenus a partir du matériau & microstructure polycristalline, il
semble que cette évaluation inverse peut conduire a une surestimation d’environ 10% de ces
propriétés.

Les champs internes de contraintes et déformations pour I’argilite de M/HM et pour un
chargement uniaxial dans la direction 2 sont présentés sur la Fig. 3.14. La distribution des

contraintes et déformations montre une tres forte hétérogénéité, due a la distribution spatiale
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des grains et des contacts des grains a propriétés ¢lastique contrastés. En particulier, un
gradient fort de déformations est observé autour des grains de quartz et de calcite qui pourrait
signifier que c’est sont ces inclusions et leurs interfaces qui s’endommagent de préférence

e

(b)

Fig. 3.14: Champs internes dans ’argilite de Meuse Haute-Marne modélisé comme un

matériau polycristallin & quatre phases :(a) distribution des contraintes. (b) distribution des

déformations.
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I11.2.7 Conclusion

L’approche d’homogénéisation utilisant XFEM fournit des résultats similaires a ceux obtenus
par la méthode des ¢éléments finis classique et la méthode analytique dans beaucoup de cas,
justifiant ainsi I'utilisation et 1’attractivité des approches analytiques et de cellule de base
périodique dans des situations différentes. Cependant, les prédictions de XFEM démontrent
qu’en négligeant ou simplifiant la forme des constituants ou de leur distribution spatiale,
méme lorsqu'une cellule unitaire périodique est employée menerait aux différences qui
pourraient, selon les cas, étre non négligeables. Par exemple la comparaison des résultats en
utilisant un matériau matrice/inclusion circulaires avec ceux utilisant une microstructure en
grain de Voronoi meéne a des différences jusqu'a 10% pour un comportement ¢lastique linéaire.
On imagine que de telles différences seraient amplifiées dans le cas du comportement non

linéaire.

III.3 Estimation par homogénéisation numérique des coefficients poro-élastiques

linéaires d’un milieu poreux

En vue des équations [1.12-1.17] il est possible d’identifier les coefficients de couplage
poroélastiques en connaissant le tenseur de rigidité drainé et non-drainé d’un milieu poreux
[BIO 56, BIO 62, BIO 72, COU 95].
Il est en effet possible de calculer le tenseur de Biot a partir de considérations
micromécanique comme cela a été déja proposé par plusieurs auteurs (voir par exemple
Chateau et al [CHA 98], Dormieux, et al [DOR 06], DO [DO 08]):

B=1I-C"":S%):% [3.1]
avce C"™étant le tenseur des modules d’élasticité macroscopique du milieu poreux dans le
cas sec, B le tenseur de Biot, S° le tenseur des souplesses de la phase solide et Ile

tenseur identité d’ordre 4.

Par ailleurs, on montre que le module de Biot solide s’écrit [LEM 01] :

1 —
=818 :(B-43) [3.2]

ou N est le module de Biot solide, S’est le tenseur des souplesses de la phase solide, ¢ est la

fraction volumique de pore.

Compte tenu des relations [3.1, 3.2], la détermination du tenseur Biot et le module de Biot se
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résume a la reconnaissance des propriétés €lastiques du squelette, la microstructure du solide

et enfin au calcul de C"™

Il est donc clair que pour chacun des cas étudiés dans le paragraphe précédent on pourra
calculer les coefficients et le module de Biot non pas par une comparaison des propriétés
drainées et non-drainées qui demanderait dans ce cas des calculs supplémentaires en
non-drainé, mais en faisant usage des équations [3.1 et 3.2]. Notons que les formules [3.1] et
[3.2] font intervenir le tenseur effectif complet C™" dont I’identification des termes
dépendant de la direction 3 rend nécessaire les calculs 3D et des chargements-test impliquant
la direction 3. De tels calculs sont possibles en utilisant XFEM mais ils restent néanmoins
couteux en termes du temps de calcul lorsqu’un nombre suffisant de vides doit étre considéré.
A fin de pouvoir comparer les résultats des calculs numériques et quantifier le role des formes
de I’inclusion et de leur distribution on fait le choix ici de rester en 2D. Cela implique qu’on
ne calculera pas les coefficients et le module de Biot du matériau mais leurs équivalents 2D

hors tout terme dépendant de la direction 3. Par abus de langage on appellera ces coefficients

2D respectivement « tenseur de Biot 2D » (noté par B") et module de Biot 2D su solide (noté

par %\7 )

Pour chacun des cas étudié précédemment et impliquant des vides a morphologie différente
(inclusions circulaires, elliptiques, triangulaires et non convexes, voire Fig. 3.6) et en gardant
la méme fraction volumique des pores (f=20%) pour tous les exemples et méme nombre de
vides (une population de 100 pores pour chaque cas) on identifie les coefficients
poroélastiques 2D. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 3.12, ou la
comparaison est faite avec les résultats obtenus par la méme méthodologie en utilisant une
cellule élémentaire contenant 1 seule vide et des calculs FEM (réalisé¢ dans ABAQUS).
Comme attendu I’a quasi isotropie des propriétés effectives mécaniques se traduit par une
quasi isotropie du tenseur de Biot 2D. Les coefficients de Biot augmentent lorsqu’on passe
d’un pore de forme circulaire vers un pore de forme non convexe montrant ainsi I’impact de
la morphologie des pores sur les propriétés effectives poroélastiques mis en évidence par
plusieurs auteurs [ULM 05, DOR 06, GIR 08-2]. L’écart maximal en termes de B], est celui
entre le pore circulaire et le pore elliptique (environ 37% d’écart).

On constate également le fait que les calculs en considérant une cellule unique ne sont pas
loin des résultats obtenus en considérant une population de pores laissant entendre que les
effets des interactions entre les pores ont peu d’influence sur les propriétés effectives.

On attire I’attention sur le fait que dans ces estimations la matrice est considérée comme
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homogene et non-poreuse et donc les coefficients de Biot calculés sont uniquement dus a la
porosité a 1’échelle étudiée. Si la porosité a d’autres échelles était a considérer la procédure
utilisée ici (et basée sur les équations [3.1 et 3.2]) ne serait plus adaptée et des calculs a

plusieurs échelles pourraient se révéler nécessaires [GIR 07-2].

Forme de Différent méthodes et B, B, 1*
I’vide Différences relative N
Vid XFEM 0.367 0.378 1.344 E-4
ide
FEM (ABAQUS) _
circulaire (vide unique) 0.370 0.370 1.348 E-4
Diftérences relative (%) 1 2 0.3
vid XFEM 0.589 0.225 1.695 E-4
ide
FEM (ABAQUS) _
elliptique (vide unique) 0.600 0.210 1.713 E-4
Différences relative (%) 2 6 1
Vid XFEM 0.523 0.519 1.630 E-4
ide
FEM (ABAQUS) _
triangulaire (vide unique) 0.5357 0.449 1.643 E-4
Diftérences relative (%) 2 13 1
Vide XFEM 0.497 0.497 1.585 E-4
- FEM (ABAQUS
non-convex OB 0.510 | 0510 | 1.610E-4
Différences relative (%) 3 3 2

Tableau 3.12 : Estimation numérique des coefficients poroélastiques effectifs 2D d’un milieu

poreux (population de 100 vides)

I11.4 Modélisation par homogénéisation numérique du comportement plastique des

géomatériaux

La plupart des géomatériaux, tels que roches et bétons, présentent un comportement fortement
non linéaire observé en laboratoire a travers des essais uniaxiaux et triaxiaux. Les mécanismes
a D'origine de ce comportement sont multiples et dépendent fortement de la nature des
matériaux, leur composition, leur histoire géologiques et 1’histoire du chargement. Dans les
paragraphes précédents nous avons mis en €vidence 1’hétérogénéité et les forts gradients des

champs de déformations et de contraintes au sein d’un matériau poreux en spéculant que de
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telles concentrations pouvaient conduire a I’endommagement de grains minéraux et/ou des
interfaces entre différents composants. Au-dela méme de cet endommagement induit par les
chargements externes, les composants peuvent avoir un comportement intrinseque non
linéaire. Les sols sont réputés d’avoir un comportement non-linéaire méme sous des faibles
chargements. Pour I’argilite de Meuse Haute Marne cité précédemment et qui constitue une
roche bien consolidée les déformations macroscopiques plastiques sont provoquées
principalement par le glissement des feuillets de 1’argile dans la matrice argileuse tandis que
le comportement différé est le résultat d’un couplage de la viscoplasticité matricielle et
I’endommagement soit de la matrice elle-méme soit des grains [HOX 07, ZHU 10, JIA 11].

Les approches alternatives de modélisation microscopiques du comportement nonlinéairé des
géomatériaux ont été citées dans le §.I.5. On s’intéresse ici de la modélisation du
comportement d’un matériau hétérogeéne et poreux avec au moins une phase (plus souvent la

matrice) dotée d’un comportement plastique

L’implantation d’un modele élastoplastique dans un code de calcul nécessite 1’emploi
d’algorithmes de résolution fiables et dans la mesure du possible économiques. Les
algorithmes de résolutions couramment utilisés, dans les codes de calcul aux méthodes
¢léments finis étendus de type déplacements, sont des algorithmes incrémentaux et itératifs,
présentant parfois des difficultés de convergence liées le type de chargements appliqués. Ces
difficultés entrainent des temps de calcul considérables ce qui pose la question du choix des
algorithmes pour optimiser la résolution du probléme.

D’une fagon générale, pour un code aux éléments finis, un algorithme non linéaire est
compose de deux niveaux :

-un niveau global, ou est effectué¢ le calcul du champ de déplacements aux nceuds de la
structure discrétisée par I’inversion d’un systeme d’équations algébriques non linéaires via un
algorithme bien choisi (plus souvent une version de la méthode de Newton) ;

-un niveau local, ou est effectué¢ le calcul du tenseur de contraintes en un point matériel
(point d’intégration interne) a partir du tenseur de déformations et de 1’histoire d’un certain
nombre de quantités tensorielles ou scalaires. En termes numériques, cette loi de
comportement est intégrée a I’aide d’un algorithme de retour radial.

Ces deux niveaux ont une grande influence réciproque sur le processus de résolution : par sa
part, le niveau local de calcul du tenseur de contraintes est actuellement bien maitrise, méme

dans les cas complexes de lois de comportement incrémentales, par les schémas d’intégration
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implicites ou explicites. Comme il est difficile de réduire encore plus le temps de calcul a ce
niveau, pour gagner du temps il faut chercher a améliorer le schéma global de résolution.

A ce niveau un schéma de Newton-Raphson modifié a été adopté pour la suite des calculs
¢lastoplastiques avec le test de convergence basé sur les normes relatives en déplacements qui

reste la plus répandu en pratique [DHA 96]).

I11.4.1 Comportement élastoplastique et modéle utilisé

En adoptant I’hypotheése des petites déformations qui reste pertinente dans le domaine des
sollicitations et pour les matériaux type argilite de Meuse Haute-Marne on peut écrire les
déformations totales comme étant la somme des déformations élastiques et déformations
plastique :

=g, +¢g, [3.3]

Du point de vue de la thermodynamique des milieux continus, le tenseur des déformations
plastiques reste une variable d’état cachée dont la force thermodynamiquement associée est le
tenseur de contraintes. En régle générale et pour un écrouissage isotrope on utilise a la place
du tenseur de déformations plastiques une variable scalaire, la déformation équivalente
plastique (notée par la suite par p, a ne pas confondre avec la pression des pores plus loin). Un
modele élastoplastique fournit des réponses aux questions : Quand une déformation plastique
se produit ? Quelle est I’intensité et la direction de 1’écoulement plastique ? La réponse a ces
questions est connue des que la fonction de charge, le potentiel d’écoulement et les fonctions
d’écrouissages sont connues.

Dans la suite de ce travail on considéré le modele de type Drucker-Prager associ¢ [DRU 52,
FER 08] La fonction de charge de ce modele est donnée dans 1’espace des invariantes de

contraintes sous la forme :

F(o,p)=0,,+Al, ~R(p) [3.4]
ou o est le tenseur des contraintes, qui ne dépend que de € et son histoire, A est un
coefficient donné, propriétés du matériaux étudié et R est la fonction d’écrouissage qui dans le

cas étudié ici est une fonction parabolique de la déformation plastique équivalente cumulée p,

[FER 08]:
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1-(1- j
R(p): O_y( ( Y pe[ovpultm] [35]
Gyultm si p > pultm
. , 2sin @ 2 6cco®p
Les coefficients A, 0, .0, sont donnés : 4= ——— o, =a 0, o, =T—"—
o 3—sing 3—-simp

avec les parametres , purm représentant des paramétres du modele controlant la vitesse

d’écrouissage tandis que ¢, cles propriétés classiques connus sous les noms de 1’angle de

frottement et de la cohésion respectivement.

I11.4.2 Intégration du modéle de Drucker-Prager dans le code de calcul XFEM

Le non linéarité du comportement des constituants conduit au non linéarité du systeme des
équations obtenu apres la discrétisation de la forme faible de 1’équation de 1’équilibre. Il
n’existe pas de méthodes générales de résolution directe de tels systeémes : ils sont toujours
solutionnés par la résolution de plusieurs problemes linéaires successifs ou les conditions non
linéaires sont satisfaites a une certaine tolérance [WEG 75].

Dans le cas du probléme de I’équilibre résolu par éléments finis la technique utilisée est celle
des résidus: On calcul les contraintes a partir du champ de déplacements et des lois
constitutives. Ces contraintes sont statiquement équivalentes a un systéme de forces nodales
internes qui doivent équilibrer les forces externes. Généralement ces deux systémes de forces
ne sont pas €gaux et la différence entre les deux constitue le vecteur des forces résiduelles.
Ces dernieres doivent étre annulées pour assurer I’équilibre.

Le principe de la méthode mixte est la subdivision du vecteur chargement en plusieurs
incréments, pas forcément égaux. Durant chaque incrément de charge I’équation est supposée
étre lindaire avec une valeur constante de la matrice de rigidité globale /K/ déduite des
résultats de I’incrément précédent. Les déplacements nodaux sont obtenus pour chaque
incrément et sont additionnés aux déplacements cumulés précédemment. Le processus est
répété jusqu’au chargement final. Un certain nombre d’itérations sont nécessaire pour chaque
incrément afin d’obtenir une norme du vecteur résidu inférieure a une précision donnée. Le
calcul de I’incrément de contraintes a chaque point de Gauss demande une procédure de

projection de la contrainte initialement considérée comme élastique sur la surface de charge.
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Pour toute itération donc la loi de comportement est intégrée a 1’aide d’un algorithme de

retour radial (projection) qui consiste a faire initialement une prédiction élastique (notéec®)

que I’on corrige si le critere est violé. Si I’on considere que I’incrément des déformations a
I’instant de calcul est € le correcteur plastique s’écrira [FER 09] :
~ ~ Ap
Ac=2,ua(Au)—3,u-—ep-ce

€q

Tr(AG) =3K -Tr(e(Au)) — 9K - A - Ap

[3.6]

Dans ces expressions Ap est I’incrément de la déformation plastique cumulée, I’inconnue a
calculer. En injectant les deux équations [3.6] dans 1’équation de la fonction de charge [3.4]

on obtient une équation a résoudre par rapport au Ap :

6.~ Cu+9K-AD)-Ap+A-Tr(6°)—R(p~ +Ap)=0 [3.7]

Dans cette expression les p~ indique la déformation plastique cumulée au début du pas de
chargement. Dans la phase de prédiction élastique on choisitAp =0 tandis qu’a la fin de la
solution de 1’équation [3.7] on réactualise la valeur de la déformation plastique équivalente en

p=p +Ap [3.8]
L’organigramme de mise en ccuvre de la modélisation du comportement élastoplastique des

matériaux hétérogeénes est présenté sur la Fig. 3.15, I’'implémentation a été effectuée sous

Matlab.
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u, ={0;
Initialisation ¢, = {0}
g, =1{0}

!

Calcul de la matrice [K ]

v

‘ n=1,2,... MSTEP
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Calcul des efforts extérieurs
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i=1,2,3,... MAX
\ 4 v
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v

Résolution de [K ]{52} = {R}

v
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A

projection

NO

Critére de convergence

Fig. 3.15 : Diagramme représentant les différentes étapes du calcul XFEM

La validation de I’implantation de 1’algorithme nonlinéaire dans le code XFEM a été effectuée
par comparaison des résultats sur un échantillon homogene élastoplastique constitué¢ d’un
matériau de Drucker-Prager a écrouissage parabolique avec des parameétres indiqués dans le
tableau 3.13. Les résultats obtenus coincident parfaitement avec ceux indiqués par [FER 08]
qui a utilisé le méme modele et les mémes parametres dans un calcul avec Code-Aster (voir

Fig. 3.16.)
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a

B 1 1 1 1
-0.07 -0.003 -0.006 -0.004 -0.002 a

E22

Fig. 3.16 : Contrainte équivalente en fonction de la déformation axiale

Propriétés .
¢lastiques pour Loi de Drucker-Prager
matrice
E=7600MPa c¢=1MPa @ =25° A=0.3279 O yuim = 3:5656
v=0.1 P =0.012247 a=13 o, =2.1098

Tableau 3.13: Les propriétés élastoplastiques de la matrice.

Un deuxieme cas de validation est présenté au début du paragraphe suivant dans le probleme

d’une cavité cylindrique dans un milieu élastoplastique.

I11.4.3 Modélisation nonlinéaire du comportement mécanique d’un milieu biphasique

On retourne a la modélisation du comportement des matériaux hétérogenes et on s’intéresse
du comportement effectif non-linéaire dii notamment & un comportement plastique de la
matrice. On utilise comme microstructure les mémes utilisées dans le cas linéaire et on se

restreint dans le cas 2D déformation plane. Le matériau considéré se compose d’une matrice
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solide et d’un espace poreux ou des inclusions rigides de différente forme. La matrice solide
suit un comportement élastoplastique de type Drucker-Prager a écrouissage parabolique avec
des parametres indiqués dans le tableau 3.13 [FER 08] qui sont proches de ceux de la matrice

argileuse de I’argilite de Meuse-Haute Marne

111.4.3.1 Le cas du milieu poreux

Afin d’avoir un deuxiéme cas de validation de I’implantation du modele de Drucker-Prager
dans le code XFEM on considére tout d’abord le cas d’un milieu poreux isotrope
¢lastoplastique avec une cavité cylindrique de section circulaire sous chargement plane
isotrope. Compte tenu de la symétrie du probléme seul un quart du domaine est maillé (Fig.
3.17) Les propriétés du milieu sont celles du tableau 3.13, et un maillage uniforme de 69x69
nceuds a été utilisé pour le calcul. Le méme calcul a été réalisé avec le Code Aster en utilisant
un maillage linéaire (triangles a 3 nceuds, ou T3) le but étant la comparaison pour le méme
type d’approximation nodale. Avant tout commentaire sur les résultats on souligne le fait que
I’approximation nodale utilisée est connue pour étant trop raide et mal adaptée pour les
problémes non-linéaires. Néanmoins dans la mesure ou la méthode XFEM des ordres
supérieure a un, reste encore un sujet de recherches non résolue, ces calculs en T3 permettront
de faire une idée de la pertinence de la solution non linéaire XFEM.

Dans le cas traité ici le domaine est chargé progressivement en allant d’un état non chargé a
un état élastique, puis plastique. L’évolution des contraintes et des déplacements est suivie
selon une coupe radiale et comparée avec les mémes quantités obtenues par le calcul avec le
Code_Aster.

Les figures (Fig. 3.18 et Fig. 3.19) représentent les comparaisons des déplacements et des
contraintes selon une coupe radiale pour un chargement faible qui assure un comportement
purement €lastique du milieu. Dans ces conditions un bon accord général est trouvé entre les
prédictions du Code Aster et le code XFEM. Notons néanmoins quelques différences
notamment en termes de contraintes orthoradiales dont 1’origine pourrait étre expliquée d’une
part par un maillage qui n’est pas tout a fait le méme et surtout par la méthode de calcul des
contraintes en post-traitement : dans le cas de XFEM une fois les contraintes calculés au point

de Gauss leur transfert aux nceuds est fait selon le principe du voisin le plus proche, alors
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qu’une interpolation est utilisée dans le Code Aster. En fait les calculs en élasticité (voir le

début de ce chapitre) dans des conditions similaires montrent que lorsque 1’approximation

nodale dans les codes de calculs externes (ABAQUS, Code Aster) est quadratique, les

concordances avec les prédictions XFEM sont meilleures.
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_ L=0Smm | _

.

-
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2 a} =005E F =
L=0 5mm i
o0 Uy=0 oo

Fig. 3.17 : Conditions aux limites et de chargement du matériau poreux

w1t Coupe EF F=0.8M w10t Coupe AB F=0.8N
-7 T T 1 T T

U11 (Frirn)
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0.05 01 015 02 02 03 03 04 045 05 0.05 01 015 0z 025 03 03 04 0.45

Distance selon direction 1(mm) Distance selon direction 2(mem)

Fig. 3.18 : Comparaison des déplacements selon une coupe horizontale (coupe E-F) et une

coupe verticale (coupe A-B) au milieu poreux pour le cas élastique
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Fig. 3.19 : Comparaison des contraintes selon une coupe radiale (cavité sphérique en
¢lasticité F=0.8N)
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Fig. 3.20 : Comparaison des contraintes selon une coupe radiale (cavité de section circulaire
en plasticité F=8N)
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Fig. 3.21 : Comparaison des déformations plastiques cumulées et des déplacements selon une
coupe radiale (cavité de section circulaire en plasticité F=8N)
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Pour le cas plastique, les profils des contraintes, des déplacements et de la déformation
plastique cumulée ont présentés sur les Fig 3.20 et Fig. 3.21 montrant encore des différences
entre les prédictions XFEM et Code Aster, qui sont plus importante pour les contraintes,
notamment orthoradiales et dont 1’origine est la méme que les différences observées en
¢lasticité. Ces différences soulevent la nécessité d’aller vers une approximation d’ordre plus
¢levée en XFEM, sans quoi les résultats souffrent d’une imprécision qui pourrait devenir
contraignant dans un certain nombre de cas. On retient néanmoins que pour le méme niveau
d’approximation nodale XFEM semble plus précis, notamment grace a I’enrichissement de

I’approximation aux interfaces.

111.4.3.2 Comportement nonlinéaire d’un matériau biphasique : matrice élastoplastique

contenant des inclusions élastique

Le comportement d’un matériau élastoplastique contenant des inclusions élastiques a été
étudié en utilisant la méme approche que dans le cas €lastique : un volume élémentaire
représentatif du matériau a été réalisé contenant a chaque fois le méme nombre d’inclusions
(100 inclusions) et la méme fraction volumique (f=20%) mais avec une morphologie
différente des inclusions. Comme pour le cas élastique on utilise une population d’inclusions
de forme circulaire, elliptique, triangulaire et non convexe. Les caractéristiques géométriques
des inclusions sont identiques a celle utilisées dans les calculs €lastiques (§.111.2.4) Dans les
quatre cas, un maillage de 273x273 nceuds sont utilisés pour les calculs. Les propriétés des
inclusions et de la matrice plastique sont indiquées dans le tableau 3.14. Ces propriétés
coincidentes plus au moins avec celles de la matrice argileuse de I’argilite de Meuse Haute
Marne et d’une inclusion de quartz pour ce qui concerne les propriétés éElastiques des
inclusions (ces propriétés coincident avec celles du tableau 3.10). En différence du cas
¢lastique étudié¢ au début du chapitre 1’objectif de ces calculs n’est plus d’identifier le tenseur
de rigidité effectif mais d’établir une courbe contrainte déformation sur un chemin de
chargement défini. Pour des raisons de simplicité, mais aussi parce que cela représente le
chemin de contrainte le plus étudié, on se met dans les conditions de chargement ou une des
contraintes macroscopique est nulle. Ainsi pour tous les cas étudiés ici un chargement vertical

est réalisé (direction 2) en laissant libres les déplacements dans la direction horizontale
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(direction 1). Sur chaque courbe quelques points caractéristiques ont été choisis et les champs

de contraintes (notamment o,;) ont été étudiés.

Matrice
Inclusion —
Propriétés Paramétres de Drucker-Prager
¢lastiques
=25° =3.56 MP
E=84000MPa | E=7600MPa | c¢=1MPa | ?=2° | A=03279 | Crum 4
v=0.3 v=0.1 pu,,,,z;0.0lZZ a=13 Gy =2.1098

Tableau 3.14: Les propriétés des matériaux utilisées dans les calculs non-linéaires.

0

o
o
=
o™
Wi gk i
non
0- convexe
Cercle
2k Triangle
— Ellipse
2 p
_1‘.1 1 1 1 1 1 1
S35 -3 25 -2 -1.4 -1 05 ]
— 1 B x10°

Fig. 3.22 : Courbes contrainte macroscopique appliquée-déformation macroscopique pour des
¢chantillons a population de renforts ¢lastiques de morphologies différentes.

Sur la Fig. 3.22 sont présentées les courbes contraintes axiale macroscopique versus
déformation axiale macroscopique issues d’un processus standard d’homogénéisation
(moyennes volumiques) effectué sur chacun des paliers de chargement. Les premieres phases
de ces courbes coincident avec la phase du comportement élastique linéaire de la matrice ou
conformément avec les résultats de 1’analyse élastique le matériau représente une rigidité qui
est fonction de la morphologie d’inclusion, 1’échantillon a inclusions elliptique avec le grand
axe selon la direction de chargement étant le plus raide. En suite, une fois la plasticité active,
les courbes présentent des rigidités tangentes qui évoluent en fonction du chargement, tant et
si bien que 1’échantillon avec une population d‘inclusions de forme triangulaires représente la
matrice tangente la plus raide. Cela s’explique avec le fait que I’étendue de la zone plastique

est moins importante autour des coins des triangles qu’autour des inclusions elliptiques.
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Les champs de contraintes a différents moments de chargement sont en suite présenté pour
chacun des échantillons (voir Fig. 3.23-3.30). Outre qu’une amplification des hétérogénéités
des champs de contraintes avec le chargement ces cartes illustrent la possibilité qu’ouvre la

méthode XFEM dans 1’étude des origines des mécanismes dissipatifs.
i]

7,,(MPa)
e

_12 1 1 1 1 1
-3 -25 2 -1.5 -1 -0.5 ]
L) 1 E 3

2 ¥ 10

Fig. 3.23 : Contrainte équivalente en fonction de déformation axiale pour les inclusions en
formes circulaires
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Fig. 3.24 : Champ des contraintes aux différents des pas de chargement pour le cas des
inclusions en formes circulaires
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Fig. 3.25 : Contrainte équivalente en fonction de déformation axiale pour les inclusions en
formes ellipses
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Fig. 3.26 : Champ des contraintes aux différents des pas de chargement pour le cas des
inclusions en formes ellipses
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Fig. 3.27: Contrainte équivalente en fonction de déformation axiale pour les inclusions en
formes non convexes

Fig. 3.28 : Champ des contraintes aux différents des pas de chargement pour le cas des
inclusions en formes non convexes
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Fig. 3.29 : Contrainte équivalente en fonction de déformation axiale pour les inclusions en
formes triangulaires
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Fig. 3.30 : Champ des contraintes aux différents des pas de chargement pour le cas des
inclusions en formes triangulaires
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111.4.4 Conclusion

L’objet de cette section était de modéliser le comportement élastoplastique des géomatériaux
(typiquement les roches argileuses ont été visées dans les exemples) par la méthode XFEM.
Dans la modélisation des comportements homogénéis€s non linéaires que nous proposons ici,
les renforts (inclusions) sont supposes rester <¢lastiques, alors que la matrice est
¢élastoplastique avec une loi d’écrouissage isotrope. La méthode de résolution du probleme
non-linéaire a été choisie pour son efficacité et sa simplicité : en gardant la matrice de rigidité
constante entre deux pas de chargements imposes, certes un nombre d’itérations plus
important est nécessaire pour arriver a la précision souhaitée de la résolution, mais ce choix
permet de faire des économies en termes du temps global de calcul, notamment par une
réduction essentielle du temps d’assemblage de la matrice tangente. Par-dessus tout ce choix
permet d’éviter les divergences qui peuvent résulter de la singularité¢ de la matrice de rigidité
lors de la plastification totale de la section. Les tests de validation de 1’implantation du
module nonlinéaire dans le code XFEM, probants pour les calculs sur des matériaux
homogenes, ont fait apparaitre les limites de 1’approximation nodale linéaire et de la méthode
d’intégration par sous-domaines (voir §.11.5.2). Le mode¢le de comportement nonlinéaire
utilisé est celui de Drucker-Prager et les microstructures de type matrice-inclusions ont été
testées. Les résultats de ces calculs nonlinéaires montrent que la rigidité tangente dépende de
la forme de I’inclusion. La comparaison de la rigidité élastique avec la rigidité tangente
plastique indique que la dépendance de la rigidité effective en la morphologie de 1’inclusion
est fonction du niveau de chargement. Ainsi si pour un chargement élastique la rigidité
maximale coincide dans nos calculs avec des inclusions de forme ellipsoidale et alignées,
pour des niveaux de chargement plus importants sont les inclusions en forme triangulaire qui
procurent une rigidité plus grande.

Le but de la présentation des champs internes de contraintes et de déformations était de
montrer les possibilités offertes par la méthode XFEM en I’étude des mécanismes a 1’origine
du comportement non-linéaire en indiquant les zones de concentration des contraintes et/ou
déformations. Une analyse plus fine (par exemple géostatistique) donnera plus d’indications

dans ce sens, notamment quantitatives et sera inscrite dans les perspectives de ce travail.
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IV.1 Introduction

Dans le cadre de la modélisation numérique du comportement hydromécanique des
géomatériaux il est nécessaire de pouvoir modéliser les écoulements dans des milieux
hétérogenes. En fait si I’identification des parametres poroélastiques a pu étre menée en
acceptant certaines hypothéses notamment celle de I’uniformité de la pression sur 1’ensemble
du VER (plus précisément sur I’ensemble du réseau de pores connectés) il est nécessaire a un
moment de se libérer de cette hypothese et de garder en détails 1’influence de 1’hétérogénéité
de la microstructure sur la distribution de pressions de pores et de flux fluide. Dans ce
contexte la prédiction de la perméabilité¢ effective d’un matériau poreux hétérogene n’est
qu’une partie de probléme a résoudre : 1’autre partie, celle des couplages hydro-mécaniques
au sein d’un matériau hétérogene, doit étre traitée dans un deuxieéme temps.

On s’intéresse donc dans un premier temps au probléme d’écoulement hydrique des fluides
dans un géomatériau et a la détermination de sa perméabilité¢ effective. Le probleme est
important pas seulement en génie civil mais aussi dans des domaines aussi larges que la
géologie ou la médecine [GRO 05].

Comme indiqué dans le chapitre I, a 1’échelle macroscopique 1’écoulement dans les milieux
poreux est régit par I’équation Darcy (et en non saturé par la loi de Darcy généralisée)

Pour des milieux dont les pores sont de trés petite taille (a 1’échelle microscopique), le
mouvement du fluide, supposé newtonien, est régi par les équations de Navier-Stokes et
I’écoulement capillaire. Pour résoudre ces équations aux dérivées partielles régissant
I’écoulement de fluide aux milieux poreux, différentes classes de schéma existent, schéma
dont les propriétés sont démontrées en milieux homogenes, et perdues en présence
d’interfaces : la solution numérique est alors dégradée par des diffractions parasites une chute
de I’ordre de convergence, voire des instabilités si le contraste des parameétres physiques est
important. La plupart des schémas numériques ne prennent pas en compte les propriétés
physiques aux interfaces entre deux solides qui pourraient pour tant jouer un réle important
dans I’écoulement. Une solution pour surmonter ce défaut consiste alors a utiliser une
méthode numérique permettant de prendre en compte les propriétés physiques et
géométriques des interfaces dans des schémas numériques classiques. Parmi les méthodes
numériques applicables a notre probléme nous avons choisi la méthode dite de I’interface
classique ou encore - ’Immersed Interface Method’ (IMM). Comme on verra par la suite, de
méme que la méthode XFEM utilisée pour le cas mécanique, IMM intégre les équations de

I’écoulement en se basant sur un maillage régulier de fond ce qui faciliterait, du moins en
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principe, le couplage ultérieure externe entre le code XFEM développé et calculs hydriques

par IMM.

Nous présentons d’abord le principe de la méthode d’interface classique - ’Immersed
Interface Method’ (IIM). Les problémes d'interface sont ceux dans lesquels les données
d'entrée (telles que les coefficients des équations différentielles, les termes sources etc.)
peuvent étre discontinues ou méme singuliéres a travers une ou plusieurs interfaces qui ont la
dimension inférieure a celle de 1'espace ou le probleme est défini. Cette méthode numérique
permet d’imposer a la solution calculée numériquement le respect des conditions physiques
aux interfaces. L’IIM a ¢été développée par Li et Levesque en 1994 dans le contexte des
équations elliptiques linéaires [LI 94-1,94-2,97-1,97-2], puis appliquée a des équations
paraboliques non linéaires et aux équations de Navier-Stokes [CAL-99, CAL-00], et enfin
étendu par Zhang en 1996 au cas des systémes hyperboliques linéaires de 1’acoustique et de
I’élastodynamique [ZHA 96, ZHA 97].

La solution du probléme traité par I[IM peut, donc, étre non- lisse ou méme discontinue a
travers les interfaces. On se restreint néanmoins dans le cas de problémes avec les interfaces
douces et les solutions liées. En suite on utilise cette méthode (IIM) pour modéliser les
écoulements aux milieux poreux hétérogenes et déterminer la perméabilité effective et les

champs de pressions au sein d’un matériau poreux.

IV.2 Principe de la méthode « Immersed Interface Method »

Par souci de simplicité, nous présentons dans cette section le principe de la méthode I’lIM
dans le cadre des ¢tudes en 2D. Sur la Fig. 4.1 est présentée une grille de maillage régulicre
obtenue apres la discrétisation géométrique du milieu considéré. L’interface est caractérisée
par une courbe lisse qui limite le domaine occupé par I’inhomogénéité immergée dans le
milieu. On défini les points dits réguliers comme étant ceux n’appartenant pas a aucun
maillage intersecté par les interfaces. Autrement les points sont « irréguliers ». Sur la Fig. 4.1
les points en noirs sont des points réguliers, tandis que les points rouges sont considérés

comme les points irréguliers.
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Fig. 4.1 : L’interface immergée dans le maillage cartésien uniforme, avec les points irrégulier

et les points réguliers

On suppose que 1’écoulement dans les deux milieux est caractérisé par la loi de Darcy qui
s’écrit sous la forme :

4= grad(p)
H [4.1]

op .
*__4
ot W((—l)

ou qest le flux (ou la vitesse de Darcy), k£ la perméabilité, £¢1a viscosité et p la pression.

Dans le cas des milieux isotropes (I’hypothése que I’on adopte a la suite de ce travail),

I’équation de 1’écoulement en 2D est exprimée comme la suivante :

2 2
P _glr,op [4.2]

ot ox® oy’
avec K =k/u le coefficient de perméabilité (ou la conductivité hydraulique [K]=[m/s])
Dans les interfaces, I’écoulement respecte la continuité de la pression et des flux a I’interface
qui s’écrit :

p =p [4.3]

kP g P [4.4]
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Les symboles «+» et «-» présentent les valeurs déterminées aux limites intérieure et

extérieure de I’interface (ou de I’inclusion). Dans I’expression de la dérivée normale de la

: 0 L . .
pression p, :6_p =Vp-n le vecteur n désigne le vecteur unitaire normale de I'interface
- On
(Fig. 4.1).
Dans la méthode des différences finies, la dérivée de la pression par rapport au temps en un

point quelconque (x;,y;) est exprimée [LI 94-1] :

n+l n
_Pi; —Pi;

- 4.5
az b At [43]

(

avec Atle pas du temps de calcul et 7, =nAt.

Aux points réguliers, I’approximation des dérivées secondes de la pression par rapport aux

variables d’espace peut s’écrire sous la forme suivante en utilisant un schéma implicite:

n+l n+l n+l

&p O _ Pl pl, -2 | P+ Pl L-2p]
2
' oy’ (h,)’ (h,)’

[4.6]

ou h h désignent les pas uniformes de calcul par rapport aux variables x et y.

Pour ce qui concerne les points irréguliers, I’approximation des dérivées seconde de la

pression par rapport aux variables de 1’espace s’écrit de la maniere générale:

o 52 n
o p p z7mpi+iin,j+jm [4.7]

n+1
i+im,j+jm

Dans 1’équation [4.7], p désignent les pressions des points au voisinage du point

irrégulier considéré. Les dérivées a un point quelconque sont donc connues sous réserve que

les coefficients y, le soient.

IV.2.1 Repére local tangent a ’interface.

. . , . . .. * *
Pour chaque point irrégulier (x;,x;), nous devons trouver un « point voisin » P (x;,x;) sur
l'interface qui pourrait étre par exemple la projection de (x;,x;) sur l'interface (si cette

derniére est lisse). Autrement nous pouvons accepter n'importe quel point sur l'interface dans

le voisinage du point(x,,x;). Dans certains cas il pourrait étre pratique de choisir comme
« point voisin » celui qui se trouve sur une ligne du méme rang que le point(x;,x;) et le plus

. Y M r M r * * . .
proche de ce dernier. Apres avoir déterminé P (x;,x,), nous appliquons une transformation de

repere en utilisant un repere local (&,77) associ€¢ dont I’origine se situe au point P. Les
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formules classiques de changement de reperes sont :

§:(x—x*)*cost9+(y—y*zsint9, 4.8]
n=—(x—x)smé@+(y—y )cosd
oud est l'angle entre le x-axis et la direction normale n qui présente la direction vers
I’extérieure de I’interface (direction notée (+) sur la Fig. 4.1)
Dans ce repere local, une interface lisse peut étre exprimée explicitement comme la suivante :
&s=x() [4.9]

ou y est une fonction supposée suffisamment réguli¢re. En outre, au point d’origine du

repere local, nous avons :

2(0)=0, 4'(0)=0 [4.10]

IV.2.2 Les relations d'interface.

Soit un point M le long de I’interface, de coordonnées (& = y(77),77) dans le repére local

(P,&,m). La condition de la continuité de la pression en M, [4.3] conduit a ’équation suivante

[L101, ADA 02]:

P (x(n,m =p* (x(m),m) [4.11]
En introduisant le saut de la pression a travers de I’interface la derniére équation peut s’écrire

sous la forme :

[p1=[p. 12" +[p,] [4.12]
Dans cette équation [4.12], le symbole [f] = f(M+,t) — f(M—,t) désigne le saut d’une fonction
f(x,y,t) déterminé au point M.
I1 est possible, lorsque cela est nécessaire, d’introduire les conditions de saut pour les dérivées

premicere et seconde de la pression comme suivante :

[P 1=[ps 12" +2[p, 12 + 12" +1p,,] [4.13]
En considérant I’hypothese de continuité des dérivées de la pression a D’interface, la
combinaison des équations [4.10], [4.12] et [4.13] nous avons les relations suivantes:
[p,1=0
R [4.14]
lp:1x" +[p,,1=0

La dérivée de la pression suivant la direction normale a un point s’écrit dans le repere local
comme [LI 94-1] :

9 1 ,
L (p.-p,2) [4.15]
on 14y
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En utilisant cette derniere équation, la condition de continuité de flux (I’équation [4.4]) s’écrit

sous la forme :

op 1 .
[K——]=———=[K(p: —p,2)]=0 [4.16]
on 14 57 -
La dérivation de I’équation [4.16] par rapport a 1, donne:
[K(p§§Z’+p§7]_qu”_pgtylrz_p)]qZ')]:O [417]

Nous remarquons qu’az =0, nous avons X (0)=0. Donc les équations [4.16-4.17] sont

écries simplement sous la forme : :

[Kpg 1=0,
[K(ps, — P, x")]=0

Pour résumer, I’expression des conditions de saut a ’interface détaillée dans les équations

[4.18]

[4.11], [4.14] et [4.18] conduit aux équations suivantes :

p=p
P, =P,
P:=pp;

. B o, [4.19]

Poy =Py tA=p)p: 2"
Pi=ppz+(-Dp, +(p=-Dp: 1"

oun p=K /K"

IV.2.3 Schéma numérique

La méthode de différences finies appliquée pour un point irrégulier (x;,x;) est récrite

comme la suivante [LI 94-1,94-2,97-1,97-2, L1 01] :
Pl =Dl A D e [4.20]
m=1

ou le parametre ns =9 désigne le nombre de points intervenant dans I’approximation de la

dérivée second ordre de la pression du point (x;,x;) (voir Fig. 4.2). Les indices im jm qui

prennent des valeurs dans I'ensemble {0,+1} présentent les points au voisinage du point

considéré.
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(1)

Fig. 4.2: Illustration du principe des points ‘stencil’ (numérotés de 1 a 9) utilisés par I’'lIM au

point irrégulier (x;,y,).

Les coefficients y, sont déterminés a partir de 1’analyse de 1'erreur de troncature locale au
point (x; ,x;):
ns el
Tij = z7mpi+tm,j+jm - Cij [4.21]
m=1

L'expansion de Taylor de la pression de chaque point (x,,,,,»;.;,) par rapport au point

1

* * N
(x;,x;) dans le repere local nous donne :

p(xi+im9yj+jm’t) :p(gmﬁnm’t)
+ + 1 g2+ 1,52 % + 3 [4'22]

ou (&, ,m,) sontles coordonnées du point (x ) dans le repere local. Les symboles

i+im yj+jm

(+) ou (-) désignent les valeurs déterminée a I’extérieure ou a I’intérieure de I’interface qui
dépend donc la position du point (x, ., Vi) -
Par conséquent l'erreur locale de troncature 7, peut étre exprimée comme une combinaison
lindaire des valeurs p*, pZ, py ., Dis Dyys Pyt
Tg/ =a,p +a,p + a,p; + a4pg +asp, + aﬁp; +a;p;. + aspgg +a,p,, + alop;q
+a, Py, +app, — Cy +O(max | y,, | 1)
[4.23]

On remarque que les coefficients a;dépendent seulement de la position relative des points
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par rapport a l'interface. Ils sont indépendant des fonctions p. Nous définissons M~ et
M "les deux ensembles des points considérés a I’intérieure et a 1’extérieure par rapport a

I’interface. Les coefficients a, sont:

a, = ZVm a, = Zé:m?/m as = 277»17,,1

meM”™ meM”™ meM”™
1 1
Ay == Dt Q== Dl A= D eI
2 meM”™ 2 meM”™ meM”™ [4 24]
aZ = Z}’m a4 = ngym a6 = an}/m
meM* meM”* meM™
1 1
ag =~ Zé:nz't]/m Ay =+ 277;7% ap,, = Zé:mnm7m
2 meM”* 2 meM”* meM”*

En utilisant les relations [4.19], nous €liminons les quantités d'un coté particulier (par
exemple les points a ’extérieure) dans [4.23], donc I’expression du [4.23] peut s’écrit en
termes de l'autre c6té. On obtient une expression de la forme suivante :
Ty =(a+a)p +{as+a,p+a(p-Dy"+a,(1-p) 1"} p;
+ia; +ag+a,(1-p) "y p, +1a; +agp— K} py,
+1{a, +a,,+a,(p-1) —K_}p,'m +{a,, + alzp}p;y”
+(C, -T,)+O(h)

[4.25]

Apres des manipulations algébriques simples mais encombrantes, on peut établir I’ensemble
des €quations suivantes :
a, +a, =0,

ay+a,p+ag(p-Dy"+a,(1-p)y"=0,
a.+a, +a,,(1- "=0,
o0,
a, +a,+a;(p-1)—-K =0,
a,, +a,p=0.
Les coefficients a; sont des fonctions de y,, et donc le probléme consiste a déterminer ces

coefficients tels que le systetme des équations linéaire soit satisfait. On vient donc d’obtenir
une discrétisation cohérente pour la limite de diffusion. Néanmoins cela, ne garantir pas la
stabilité, pour laquelle il faudra encore imposer le principe de maximum discret :

v, 20 si (,j)#0,0), y <0 si(,j,)=(0,0) [4.27]
Le systeme d’équations [4.26] est constitué de six équations et comporte 9 inconnues. Il est
résolu comme un probléme d’optimisation en cherchant le minimum de la fonction
quadratique suivante [L1 01, LI 03, ADA 02]:
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min 7 - g[-} [4.28]
Ay=b,y,, 20 si (i,,j,)#(0,0),y,<0 si (,j,)=(,0) [4.29]
OU ¥ =[¥,Vses7,, ] sont les coefficients de I’équation différence finis. Ay =»b est le

systeme d’équations linéaires, tandis que les components du g € R™ seront :

g, =ﬂ— si (ik, jk) € {(-1,0),(1,0),(0,—1),(0,1)};

hZ
45, .
g, = —%, si (ik, jk)=0; [4.30]
2.=0, autrement

Si [K]=0,la solution de ce probléme est les coefficients de 1’équation différence en utilisant

le 9-ponits ‘stencil’[LI 01,LI 03].

IV.3 Détermination de la perméabilité effective

La résolution du probleme d’écoulement par la méthode d’interface immergée permet
d’étudier les champs de pression et de flux hydrique et d’identifier, le cas échéant, la

perméabilité effective en calculant les valeurs moyennes des deux champs.

Dans cette section, la méthode d’IIM est utilisée pour déterminer la perméabilité effective
d’un milieu hétérogene. La capacité de cette méthode est mise en évidence a travers des
exemples numériques. On remarque que due a la similarité entre différents problémes de
transport, les résultats de ces études peuvent étre appliqués de maniere direct pour d’autre
problémes comme la conduction thermique, la conduction électrique, la diffusion etc.

Pour la simplicité, les études numériques restent en 2D et les inclusions immergées dans la
phase matrice sont caractérisées par des interfaces de forme circulaire ou elliptique dont les
propriétés physiques sont différentes a celles de la matrice. Ces interfaces sont décrites de

manicre générale par une fonction F(x,y)par rapport a coordonnées cartésiennes. Par
exemple dans le cas d’une inclusion circulaire nous avons
I’équation F(x, y) = (x — xc) + (y — yc) —rc’ =0 avec xc, yc, rc représentant la position du

centre et le rayon de I’inclusion.

Considérons maintenant un milieu hétérogéne constitué¢ d’une matrice homogene qui entoure
une inclusion circulaire comme indiqué schématiquement sur la Fig. 4.3. Les coefficients de

la perméabilité de la matrice et de I’inclusion sont respectivement K, et K;. La détermination
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numérique du coefficient de perméabilité effective est réalisée en solvant dans un premier
temps le probléme a conditions aux limites homogenes aux frontieres de milieux. Plus
précisément, pour les frontiéres en haute et en bas nous imposons les deux pressions constants
avec un gradient de pression de Ap alors que sur les fronticres a gauche et a droite, les
conditions de flux nulle sont utilisées. Ces conditions aux limites nous permettent de
déterminer la perméabilité effective K,,suivante la direction Y. L’application des conditions
de chargement hydrique similaires mais dans la direction X, permet d’obtenir la perméabilité

K, suivante cette direction.

Fa

v

|
I

P

Fig. 4.3 : Les conditions aux limites pour le cas d’une interface circulaire

A titre de validation de la méthode numérique sur les figures (Fig. 4.4 a Fig. 4.6), sont
présentés les champs du gradient de pression dans I’inclusion et dans la matrice. Les résultats
numériques confirment ceux connus des études analytiques ([ESH 57, TOR 02]) qui montrent
que le champ de pression dans I’inclusion est uniforme. Dans le cas ou la taille de I’inclusion
est faible rc=0.05mm (la fraction volumique donc égale a 0.8%), une trés bonne
concordance est obtenue entre les résultats de la méthode numérique et 1’approche analytique
(Fig. 4.5). Cette concordance devient moins bonne au fur et a mesure que la taille de
I’inclusion (et donc la fraction volumique) augmente. Néanmoins, méme lorsque la fraction
volumique de I’inclusion est de f=5% (ou la taille de I’inclusion rc = 0.126mm), 1’écart entre

les prédictions numériques et analytiques reste modéré. Cet écart peut étre expliqué par le fait
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que la condition de chargement a I’infini sur laquelle se base la méthode analytique n’est pas
vraiment assurée dans le calcul numérique. Précisons que dans ces études, la conductivité de
la matrice et de I’inclusion sont respectivement Ky=0.05mm/s et K;=0.5mm/s et un maillage

régulier de 640 x 640 a été utilisé.

(b)

Fig. 4.4 : Champ de gradient de pression dans le milieu hétérogene

a) solution analytique, b) solution d’IIM
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-0.4 0.2 L 0.2 0.4

Solution analytique (M-T)

Solution d'TIM

Fig. 4.5 : Comparaison du champ de gradient de pression dans le milieu hétérogene suivant

une coupe verticale passant le centre de I’inclusion circulaire (f=0.8%)

'
-0.25 +
L 2
-0.5 -
H Solution analytique (M-T)
L Solutiom d'TIM
-0.75 +
L 1 I 1 1
-1.25
-1.5
-1.75 © /

Fig. 4.6 : Comparaison du champ de gradient de pression dans le milieu hétérogeéne suivant

une coupe verticale passant le centre de I’inclusion circulaire (f= 5%)
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IV.3.1 L’influence de la fraction volumique des inclusions et du contraste des

perméabilités des phases sur la perméabilité effective

Donc dans cette section, I’influence de la fraction volumique de I’inclusion et du contraste des
propriétés hydrique de la matrice et de I’inclusion sur les propriétés effectives hydrique a été
étudiée. Dans ces calculs une seule inclusion de forme circulaire a été considérée.

Sur la figure (Fig. 4.7a) est illustré I’impact de la fraction volumique de I’inclusion sur la
perméabilité effective. Dans ces calculs, la perméabilité de la phase matrice est de 1’ordre de
K¢=10" (mm/s) alors que celle de I’inclusion circulaire est 10* fois plus importante. Comme
attendu, 1’augmentation de fraction volumique d’inclusion fait accroitre la perméabilité
homogénéisée. De la méme fagon, une augmentation de la différence relative entre les
résultats numériques et analytiques est observée lorsque la fraction volumique d’inclusion est
plus importante (Fig. 4.7b). On remarque que la solution analytique de la perméabilité
effective est déterminée a partir du schéma de Mori Tanaka (voir ’annexe A).

L’influence du contraste de la perméabilité des phases constituantes est présentée sur la figure
(Fig. 4.8). Dans ces études, la fraction volumique d’inclusion est choisie égale a 10%. Le
rapport de la perméabilité d’inclusion par rapport a celle de la phase matrice est pris de 1 a
10*. Sur la figure (Fig. 4.8.), on retrouve 1’augmentation des différences entre les résultats
numériques et analytiques avec [’accroissement du contraste de la perméabilité, des

différences qui restent néanmoins petites.
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(b)
Fig. 4.7 : (a) L’évolution de la perméabilité effective en fonction de la fraction volumique des
inclusions. (b) Différence relative entre la solution numérique et analytique en fonction de

fraction volumique
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Fig. 4.8 : Différence relative entre la solution numérique et analytique en fonction du

contraste de la perméabilité des phases

IV.3.2 L’influence de la distribution des inclusions sur la perméabilité effective

Dans cette sous section, la perméabilité effective du milieu hétérogéne est déterminée sous
différentes configurations de distribution d’inclusions. Pour cela, dans des calculs alternatifs
réalisés, la fraction volumique des inclusions dans la matrice homogene est maintenu constant

et égale a f, =20% de méme que le contraste entre les perméabilités entre 1’inclusion et la
matrice maintenu & K;/K¢=10* avec Ko=5x10"mm/s. Les résultats sont obtenus a partir d’un
maillage régulier de 480 % 480 nceuds.

On considére la premicre configuration dans laquelle une seule inclusion circulaire de rayon

rc=./f, /7 =02523mm situe au centre du domaine étudié. La figure (Fig. 4.9) représente le

champ de pression dans le milieu hétérogeéne, tandis que dans le tableau (4.1) sont comparés
les résultats de la perméabilité homogénéisée numériquement et les prédictions analytiques de
la méthode de Mori Tanaka. L’accord entre les prédictions est trés bon avec des différences
de I’ordre de 2%.

En suite le nombre des inclusions augmente graduellement en passant d’une inclusion a 4,
puis en 10, 20 et 30 inclusions toujours en gardant la méme fraction volumique et la méme

morphologie de I’inclusion. Les champs de pression et les profils de pression selon différentes
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coupes sont détaillés pour ces différents cas sur les figures 4.9 a 4.11, tandis que les
comparaisons entre les prédictions numériques et analytiques (Mori-Tanaka) de la
perméabilité effective pour chacun des cas sont résumées dans le tableau 4.1 Les différences
entre les prédictions numériques et prédictions analytiques sont plus remarquées lorsque le
nombre des inclusions augmente. La différence est plus importante (de 1’ordre de 9.4%
suivant la direction X) pour la distribution de 30 inclusions. Cette différence est
principalement due au fait que la distribution des inclusions dans la solution analytique ne
sont pas bien pris en compte et les conditions d’un milieu infini supposées dans la solution

analytique ne sont pas satisfaites dans le calcul numérique.

(a)
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Fig. 4.9 : Champ de pression dans le milieu hétérogéne dans le cas d’une seule inclusion

circulaire (a) vue 3D ; (b) dans le plan Oxy ; (c) suivant les coupes verticales
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Propriété effective K 1e(mm/s) Kooet(mm/s)
M 7.65 E-5 7.65 E-5
N=1 Mori-Tanaka(MT) 7.5 E-5 7.5E-5
Différence relative(%) (MT-1IM) 2.0 2.0
M 7.75 E-5 7.75 E-5
N=4 Mori-Tanaka(MT) 7.5 E-5 7.5 E-5
Diftérence relative(%) (MT-1IM) 3.2 32
M 8.05 E-5 7.81 E-5
N=10 Mori-Tanaka(MT) 7.5 E-5 7.5E-5
Diftérence relative(%) (MT-1IM) 7.4 4.0
M 8.12 E-5 8.23 E-5
N=20 Mori-Tanaka(MT) 7.5 E-5 7.5 E-5
Diftférence relative(%) (MT-1IM) 8.4 9.7
M 8.20 E-5 8.21 E-5
N=30 Mori-Tanaka(MT) 7.5 E-5 7.5E-5
Différence relative(%) (MT-1IM) 9.4 9.4

Tableau 4.1 : Perméabilité effective pour les différentes cas : comparaison la solution

21
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24
25
26
27
il
-29

numérique et analytique

21 -0.
|22 N
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Fig. 4.10 : Champ de pression dans le milieu hétérogéne dans le cas de 4 inclusions

circulaires distribuées symétriquement (a) vue 3D et dans le plan Oxy ; (b) suivant les coupes
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Fig. 4.11 : Champ de pression dans le milieu hétérogene sous différentes cas de distribution
aléatoire des inclusions (a) cas de 10 inclusions ; (b) cas de 20 inclusions; (c) cas de 30
inclusions

IV.3.3 L’influence du rapport d’aspect des inclusions sur la perméabilité effective

Dans cette partie, on utilise la méthode IIM pour déterminer la perméabilité effective des
milieux hétérogeénes contenant des inclusions de forme elliptique en se restreint donc sur des
interfaces lisses. Bien qu’en principe la méthode pourrait étre utilisée pour des interfaces
lisses par morceaux sa mise en ouvre sous ces conditions devient beaucoup plus lourde. On
reste donc dans cette partie sur des inclusions de forme ellipsoidale mais de coefficients de
forme variant de 0.2 et 1.

Pour toutes les simulations la fraction volumique des inclusions est constant égal a 8%.
Comme les études précédentes, les perméabilités de la matrice et d’inclusion sont prises égale
a Ko=5x10"mm/s et K;=0.5mm/s. Par ailleurs, dans ces calculs, le maillage régulier de
640x640 est utilisé. L’évolution de la perméabilité effective selon les deux directions
principales de I’ellipsoide d’inclusion en fonction du coefficient de forme est présentée en
forme de tableau (tableau 4.4) et graphiquement sur la figure 4.12. Comme attendu une
anisotropie de la perméabilité effective du milieu homogene est observée qui s’amplifiée avec

la diminution du coefficient de forme.
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Fig. 4.12 : Champ de pression dans le milieu hétérogene dans le cas d’une seule inclusion

elliptique dont le rapport d’aspect €=0.4 (a) vue 3D ; (b) dans le plan Oxy ; (¢) suivant les

coupes verticales
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Fig. 4.13 : L’évolution de la perméabilité effective en fonction du rapport d’aspect € (a)

suivant la direction X (b) suivant la direction Y

Sur la figure (Fig.4.13), nous pouvons observer I’influence du rapport d’aspect d’inclusion sur
la perméabilit¢é homogénéisée. Ces résultats montrent une anisotropie de la perméabilité
effective du milieu homogene isotrope entourant I’inclusion elliptique. L anisotropie est plus

importante lorsque le rapport d’aspect est plus faible (¢=0.2 dans ces études). Quand ce
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rapport d’aspect augmente, l’anisotropie est plus faible due a [’augmentation de la
perméabilité effective suivant la direction Y (Kze) €t a la diminution de celle suivante la
direction X (Kjiefr). On retrouve le milieu macroscopique isotrope quand g=1.

Dans le tableau 4.2, la comparaison des résultats prédictifs par le schéma Mori-Tanaka et ceux
de la méthode d’IIM est présentée avec une valeur de 8% de la fraction volumique d’inclusion.
Nous constatons une différence relative entre les deux méthodes est le plus faible dans le cas
d’inclusions circulaire (¢=1) qui est de I"ordre de 1%. La diminution du rapport d’aspect
conduite a une différence plus importante de la perméabilité effective particulieérement suivant
la direction X. A €=0.2, nous avons une différence de I’ordre de 15%. Encore une fois, cette
différence peut étre expliquée par les conditions d’un milieu infini supposé dans la solution

analytique qui ne sont pas satisfaite dans les calculs numérique.

Propriété effective
K] 1 eff(mm/s) K22¢ﬁ(m/ S)

Mori-Tanaka 7.61E-5 5.52E-5

e=0.2 M 9.03E-5 5.51 E-5
Différence relative(%) 15 0.2

Mori-Tanaka 6.52E-05 5.60E-05

e=0.4 1M 6.94E-05 5.61E-05
Diftérence relative(%) 6 0.1

Mori-Tanaka 6.16E-05 5.69E-05

e=0.6 1IM 6.33E-05 5.71E-05
Différence relative(%) 2.6 0.3

Mori-Tanaka 5.98E-05 5.78E-05

e=0.8 1IM 6.13E-05 5.82E-05
Diftérence relative(%) 2.5 0.7

Mori-Tanaka 5.87E-05 5.87E-05

e=1 1M 5.93E-05 5.93E-05

Diftérence relative(%) 1 1

Tableau 4.2 : Perméabilités effectives des milieux hétérogenes contenant des inclusions
elliptiques : comparaison les résultats numériques et analytiques.

IV.4 Conclusion

Dans ce chapitre, consacré a la modélisation numérique de I’écoulement dans les milieux
poreux la méthode d'interface immergée (IIM) a été initialement présentée, en suite implantée
et validée avant d’étre utilisée pour modéliser le comportement hydraulique des matériaux

hétérogenes. La validation de la méthode a été effectuée en comparant les résultats prédictifs
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de la méthode en termes de distribution de pressions et des gradients de pression avec ceux de
la méthode d’analytique de I’inclusion isolée (probleme d’Eshelby). Une trés bonne
concordance entre les deux méthodes lorsque la taille d’inclusion est faible a été observée.
Néanmoins, lorsque la fraction volumique d’inclusion dans le milieu hétérogéne est
importante, ’écart entre la solution numérique et analytique est plus remarqué. Les
différences entre les prédictions numériques et analytiques seront a amputer pour une part a
I’hypothése d’infinité du milieu de I’approche numérique et d’autre part des erreurs
numériques de la méthode numériques pour des rayons de courbature faibles. Tout en
montrant la capacité de I’IIM dans la description de 1’écoulement aux milieux hétérogenes les
études réalisées dans ce chapitre ont mise en évidence le role de la densité, de la distribution
et de la forme des inclusions sur la perméabilité¢ effective. La méthode IIM de part sa
philosophie d’intégration des équations sur une grille de fond réguliere présente un moyen
efficace pour la modélisation du comportement hydraulique et un trés bon candidat pour le

couplage externe avec le code XFEM développé en mécanique.
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Conclusions et perspectives

En conclusions, au cours de ce travail, nous nous somme intéressé a la modélisation du
comportement hydro-poro-mécanique linéaire et du comportement mécanique non linéaire
des matériaux hétérogénes et poreux et plus spécifique des géomatériaux par ’approche
micromécanique. Donc une stratégie de calcul de changement d’échelle, répondant a la
problématique d’une analyse local-globale pour la modélisation du comportement des
matériaux hétérogenese est présentée. Cette approche met en synergie deux techniques.
L’approche micro-macro est utilisée pour effectuer une séparation d’échelles. Pour la
deuxiéme technique de cette approche, notre choix s’est porté sur une alternative aux
problémes impliquant des géométries complexes ou aléatoires, en terme de convergence, de
I'approche XFEM[BEL 99] avec la fonction d'enrichissement F2 employée pour représenter
au mieux le saut de déformation au sein des ¢léments [MOE 03]. Autrement dit, nous avons
mis en place une méthode capable de prendre en compte l'influence d'un détail sur une
structure de grande envergure grace a une approche a deux échelles en résolvant le probleme
microscopique a 1'aide de la méthode des éléments finis étendus.

La validation de cette technique a été présentée dans le deuxiéme chapitre a travers des
exemples simples d’interfaces. Les applications traitées nous ont permis de confronter notre
approche aux approches utilisant la méthode des éléments finis pour résoudre ces problemes
micromécaniques, les résultats des simulations ont été €galement comparés aux résultats
obtenus avec des modeles analytiques d'homogénéisation (schéma de Mori-Tanaka). La
spécificité de cette approche numérique, par rapport aux modeles analytiques
d'homogénéisation, est surtout de donner acces aux champs locaux solutions des problémes
cellulaires, et de permettre ainsi d'analyser les zones les plus chargées au sein de la
microstructure. L'autre point de I'approche est de pouvoir résoudre les problémes
d'homogénéisation avec des comportements non linéaires des phases. Par rapport aux
méthodes numériques classiques XFEM représente [’avantage de pouvoir décrire des
structures trés complexes. De part sa philosophie de séparation de la description de la
géométrie du maillage d’intégration des équations cette méthode surpasse les difficultés

rencontrées par la méthode des éléments finis classiques ayant besoin de mailleur puissants et
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des ressources numériques importants des un certain niveau de complexité de la structure.

Une étude sur I’influence de la distribution, la morphologie, et 1’orientation des inclusions sur
le comportement équivalent dans le domaine de 1’¢lasticité linéaire a été réalisée dans le
troisieéme chapitre.

Dans la partie non linéaire, le comportement élastoplastique a été étudié en utilisant la

méthode des éléments finis étendus (XFEM) aboutissant a un systéme d’équations

non-linéaires résolu par la méthode Newton-Raphson modifiée. Le modele de Drucker-Prager
avec écrouissage parabolique [FER 08, FER 09] a été implanté dans le code XFEM et la
validation de I’implantation a été faite par comparaison avec les calculs réalisés avec

Code Aster. Cela a permit en suite d’étudier les champs internes et de modéliser la réponse

effective d’un matériau élastoplastique a inclusions élastiques et & morphologie d’inclusions

variée.

Le développement et I’implantation de la méthode d’Interface Immergée (IIM) et son

utilisation dans la modélisation du comportement hydraulique d’un matériau hétérogeéne a été

présenté par la suite. La méme méthodologie de comparaison des résultats de la méthode
numérique avec les prédictions analytiques a été utilisé pour validée I’implantation numérique
et pour en suite démontrer 1’avantage de 1’utilisation d’une méthode numérique dans la
modélisation du comportement hydraulique des géomatériaux. En particulier le role de la
distribution des inclusions et de leurs morphologies a pu étre mis en évidence.
Le travail présenté ici s’inscrit dans une démarche de développement des outils numériques
nécessaires pour la modélisation thermo-hydro mécanique des géomatériaux. Dans ce contexte
les deux outils développés et validés constituent les premiers éléments qui nécessitent surement
un développement et une extension future. Dans les perspectives de la continuité de ce travail
on pourrait énumérer :

e Développement d’une approche XFEM d’ordre supérieur, a I’instar des travaux récents
de [CHE 10] et [DRE 10], semble nécessaire non seulement pour accélérer la convergence et la
précision dans les calculs non-linéaires mais aussi pour une meilleur description des fonctions
de niveaux. Cela permettrait de faire des calculs avec un maillage moins important et donc de
traiter des problémes a microstructure plus complexe

e Sijusqu’a présent I’interface entre différentes phases d’un géomatériau a été considérée
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parfaites les outils numériques actuels permettent de lui conférer un comportement non linéaire
qui pourrait alors étre utilisée a modéliser I’endommagement progressif par décohésion des
inclusions minérales de la matrice. Cette perspective semble d’autant plus séduisante que la
méthode [IM de modélisation de comportement hydraulique des matériaux hétérogenes permet
inclus déja un comportement de 1’interface. Le couplage hydro-mécanique au sein du matériau
serait alors complet.

e Au niveau du comportement non-linéaire de la matrice, afin de mieux rendre compte du
comportement réel des géomatériaux le comportement différé doit étre pris en compte. Pour des
matériaux tels que I’argilite de Meuse Haute-Marne ce comportement est une question ouverte
et une modélisation adéquate hydro-mécanique de ce comportement reste un sujet de
recherches intensives

e La méthode IIM utilisée pour la modélisation de 1’écoulement hydrique semble une
méthode puissante qui permettrait en principe de modéliser également 1’écoulement
multiphasique. Une perspective ouverte est alors celle de la modélisation des écoulements
non-saturés. En fait dans ce cas il y’aura dans les pores partiellement saturée une interface entre
les deux fluides (air-eau) dont le comportement pourra étre prise en compte sans difficultés par
I’outil actuel. Néanmoins la mise en ouvre pratique de la méthode pour ce cas demandera la
résolution des problémes de suivi d’interfaces (ménisques) et de 1’instabilité hydrodynamique
de leur formation et disparition qui sont des problémes théoriques pour lesquels des solutions
restent encore a étre trouvée

e La perspective la plus immédiate et la plus importante serait sans doute le couplage entre
les deux codes mécaniques et hydriques. Un travail prospective, non détaillé ici, montrent déja
des résultats encourageants qui doivent étre validés et confirmés dans une future trés proches. A
I’instar des travaux de [SET 94, SET 98, SET 01] une approche de couplage partiel dite
itérative, similaire a celle utilisée pour le couplage des codes éléments finis — volumes finis a
¢été choisie et développé. Selon cette approche, a chaque pas de temps, on résout les problémes
de I’équilibre mécanique et d’écoulement hydrique séparément en deux codes séparés en
injectant les résultats qu’on obtient d’un des codes dans 1’autre. Dans notre cas, la résolution de
ces ¢quations dans le travail initial déja effectué, est fait respectivement par le code XFEM
(pour I’équation de 1’équilibre mécanique) et le code IIM (pour I’écoulement hydrique) Un
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certain nombre de problémes liés a la convergence et a la stabilité de la méthode ont été déja
résolus, mais de nombreux problemes persistent encore, notamment ceux du contrdle de pas de
temps et d’espace et de I’ordre de chainage des calculs mécaniques et hydriques.

e Une perspective plus lointaine serait la continuité d’une réflexion déja menée a la fin de
ce travail concernant le développement et la mise en place d’une méthode « XFEM fluide ». Un
certain nombre d’éléments de cette future approche sont déja dans la méthode actuelle IIM
(notamment le comportement a travers I’interface), mais I’idée est d’aller vers une approche
unifiée mécanique et hydrique en facilitant le couplage et surtout en unifiant la description des

interfaces via 1’utilisation des fonctions de niveaux.
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Annexe A: Schéma Mori-Tanaka

Une breve description du schéma Mori-Tanaka utilisé en ce document pour des évaluations
analytiques est présentée ici apres les travaux de Mori-Tanaka[8].
Le principe de ce schéma est de considérer I’inhomogénéité (phase i=2...N immergée dans la

matrice solide (phase 1), soumise a une déformation macroscopique (E,) a l’infinie. La

solution du probléme d’inhomogénéité nous permet d’écrire :

<é€& >1: EO
» [A.1]
Avec la valeur moyenne < € >= E, on obtient :
N N
E=<e>=(1-)_f)<e> +)_f; <e>
= 7 [A.2]
=(1=2 /)Eg + D fill+P; :(C; ~CPI™ -Eq
i=2 i=2

oulP; estle tenseur Hill C;, C; sont les tenseurs des module élasticité de la matrice et des
inclusions respectivement, [ est le tenseur ’unité de quatre ordre et f; indique le fraction

volumique de la phase i. I’inversion de (A.2) conduit a la relation suivante:
E,=A)"-E
[A.3]

-1
AT :{(l—ifi)]Hifi[HHP’i :(C, —Cl)]l}
i=2 i

ou Ai\” le tenseur de localisation de la phase 1, et le moyenne du tenseur de localisation de
laphasei A} peut s’écrire:

AM =[T+P, :(C,-C)]": A" [A.4]
Dans le cas du matériau diphasique, reportant Eq. (A.4) dans la relation:

E=<C:A>E=ClM:E [A.5]

On obtient I’estimation du tenseur des modules d’élasticité homogénéises:

(CII:;Tm =C,-(1-/)C,=C): (A= I+ fIT+ P, : (C, _Cl)]71)71 [A.6]

Le schéma Mori-Tanaka [MOR 73] pour I’estimation des vecteurs de la perméabilité
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homogene considere comme en €lasticité un volume constitue d'une inclusion noyée dans un

milieu homogene de coefficient de perméabilité K" recherchée. L’estimation des vecteurs de

la perméabilité homogene peut étre donnée par la relation suivante :

N
K" =K, +> fi(K,-K))-A" [A.7]
i=2
ou K, et K, désignent coefficients de perméabilité des inclusions et de la matrice, f;est la
fraction volumique d’inclusion, et le concentration tenseur :
A =<[1+P, (K, -K)]"' >-AY [A.8]

nt

et AM peut s’écrire sous la forme :

nt

ALl =[(1—Zﬁ)1+2ﬁ[I+Pi (K, —Kl)]‘l} [A.9]
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Annexe B: Components du
tenseur d’Eshelby pour ’inclusion
cylindrique and sphérique

La méthode de Mori-Tanaka employée dans la 2D et 3D se sert des inclusions
cylindriques et sphériques du tenseur d'Eshelby par le tenseur de Hill. Comme dans la
référence [SUV 02, TOR 02], les composants du tenseur d’Eshelby pour la
déformation plane et l'inclusion cylindrique (a,/a, > ©,a,/a, >, a, est I’axe
selon la direction de I’axe du cylindre) peut s’écrire sous la forme :

_a(3-2v+2a(1-v))

111 — > [B.1]
20+ a) (1-v)
_ a(3-2v)+2(1-v)) (B.2]
22 21+ a)’(1-v) '
_ a(—(1-2v)+2av) [B.3]
12 20+ a)21-v) '
_ 2r—a(l-2v) (B.4]
200+ a)(1-v) '
:1—v+a(1—2v)+a2(1—v) (B.5]

2(1+a)*(1-v)
ou vest le coefficient de Poisson de la matrice, eta =, / ¢, .

Pour le cas de l'inclusion sphérique dans un milieu isotrope, les composants du

tenseur de I'Eshelby sont donnés ci-dessous [34]:

7-5v
S1111282222283333:m [B.6]
S5v—1
S1122282233283311281133282211283322:m [B.7]
4 -5y
S1212282323283131:15(1—_‘/) [B.8]

ouv est le coefficient de Poisson de la matrice.
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Senjun WU

Modélisation du comportement des géomatériaux: apport des
méthodes numérique de changement d’échelle.

Résumé :

Les travaux de modélisations présentes dans cette theése concernent 1’étude du comportement
hydro-poro-mécanique des géomatériaux par 1’approche numérique de changement d’échelle. 11
s’agit d’exploiter un modele géomatériaux conceptuel, du code de calcul par la méthode élément
finis étendu (XFEM) ou IIM, conjointement avec des techniques d’homogénéisation, pour
’obtention des lois de comportement macroscopique tirées des relations de passage Micro-Macro.
Dans ce modele conceptuel, le volume élémentaire représentatif des milieux hétérogéne est
composé d’une matrice argileuse contenant des inclusions de minéraux de quartz et de calcite ou
des pores. D’abord, cette procédure avec XFEM a été effectuée pour la détermination des
propriétés effectives isotropes. Ensuite, Une étude sur I’influence de la distribution, la
morphologie, et 1’orientation des inclusions sur le comportement équivalent dans le domaine de
I’élasticité linéaire a été réalisée par traverser nombreuse études numériques. Dans un troisiémes
temps, nous avons modélisée le comportement mécanique non linaire des géomatériaux en
utilisant XFEM et la méthode Newton-Raphson modifiée. Enfin, la modélisation du
comportement hydraulique est réalisée par la méthode 1IM, elle a été validée par la comparaison
avec I’approche analytique.

Mots-clés : géomatériaux, comportement hydro-poro-mécanique linéaire, élasto-plastique,
homogénéisation, XFEM, IIM

Modeling of the behavior of the geomaterials: contribution of the
numerical method of up-scaling.

Summary :

The work of modeling present in this thesis relates to the study of the hydro-poro-mechanics
behavior of geomaterials with the numerical approach of up-scaling. This work is based on le the
conceptual geomaterials model, of finite element extended (XFEM) code develop in Matlab or
1IM, coupling with the homogenization method to obtain the laws of macroscopic behavior drawn
from the relations of Micro-Macro passage. In this model, the elementary volume representative
of the mediums heterogeneous is composed of an argillaceous matrix containing of calcite and
quartz mineral inclusions or of the pores. Firstly, this procedure with XFEM was carried out for
the determination of the effective properties linear of the geomaterial. Then, a study on the
influence of the distribution, morphology, and the orientation of inclusions on the equivalent
behavior in the field of linear elasticity was carried out by crossing many numerical studies. In the
third time, we modeled the mechanical behavior non linear of the geomaterial by using XFEM and
the modified method Newton-Raphson. Lastly, the modeling of the hydraulic behavior is carried
out by IIM, it was validated by the comparison with the analytical approach.
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