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RESUME

La présente these s'intéresse aux modeéles d'albocattratégiques d’actifs et a leurs
applications pour la gestion des réserves finaesides régimes de retraite par répartition, en
particulier ceux partiellement provisionnés. L'étutke'utilité des réserves pour un systeme
par répartition eta fortiori de leur gestion reste un sujet peu exploré. Lgsotmgses
classiques sont parfois jugées trop restrictivag pécrire I'évolution complexe des réserves.
De nouveaux modéles et de nouveaux résultats seetappés a trois niveaux : la génération
de scénarios économiques (GSE), les techniguedimisption numérigue et le choix de
I'allocation stratégique optimale dans un conteldeyestion actif-passif (ALM).

Dans le cadre de la génération de scénarios écqneset financiers, certains indicateurs de
mesure de performance du GSE ont été étudiés.ilRars des améliorations par rapport a
ce qui se pratique usuellement lors de la constructu GSE ont été apportées, notamment
au niveau du choix de la matrice de corrélatiomeel®s variables modélisées. Concernant le
calibrage du GSE, un ensemble d’outils permettastimation de ses différents parametres a
été présenté.

Cette thése a également accordé une attentiorcydae aux technigues numériques de
recherche de I'optimum, qui demeurent des questesentielles pour la mise en place d'un
modéle d'allocation. Une réflexion sur un algoriéhafioptimisation globale d’une fonction
non convexe et bruitée a été développée. L'algostiparmet de moduler facilement, au
moyen de deux paramétres, la réitération de tiréges un voisinage des points solutions
découverts, ou a l'inverse I'exploration de la foole dans des zones encore peu explorées.

Nous présentons ensuite des techniques novatriéeésvidbasées sur la programmation
stochastique. Leur application a été développée pmichoix de Il'allocation stratégique
d’actifs des régimes de retraite par répartitiomtiplement provisionnés. Une nouvelle
méthodologie pour la génération de I'arbre desaties a été adoptée a ce niveau. Enfin, une
étude comparative du modele d’ALM développé avégi dmsé sur la stratégkxed-Mix a

été effectuée. Différents tests de sensibilité &t par ailleurs mis en place pour mesurer
limpact du changement de certaines variablesdiEsrée sur les résultats produits par notre

modeéle d’ALM.

MOTS-CLES

Gestion actif-passif, Allocation d’actifs, Généaatide scénarios, Optimisation stochastique,
Programmation stochastique, Régime de retraite



ABSTRACT

This thesis focuses on the strategic asset almtatiodels and on their application for the
financial reserve management of a pay-as-you-goYEAretirement schemes, especially
those with partial provision. The study of the reseutility for a PAYG system and of their
management still leaves a lot to be explored. @akhypothesis are usually considered too
restrictive for the description of the complex mgeevolution. New models and new results
have been developed over three levels : econongnasio generation (ESG), numerical
optimization techniques and the choice of optintedtegic asset allocation in the case of an
Asset-Liability Management (ALM).

For the generation of financial and economic sdesasome ESG performance indicators
have been studied. Also, we detailed and propas@dprove ESG construction, notably the
choice of the correlation matrix between modellediables. Then, a set of tools were
presented so that we could estimate ESG parameteesy.

This thesis has also paid particular attention tmemnical techniques of optimum research,
which is an important step for the asset allocaiimplementation. We developed a reflexion
about a global optimisation algorithm of a non caand a noisy function. The algorithm
allows for simple modulating, through two parametdhe reiteration of evaluations at an
observed point or the exploration of the noisy tiorcat a new unobserved point.

Then, we presented new ALM techniques based omastic programming. An application
to the strategic asset allocation of a retiremehesie with partial provision is developed. A
specific methodology for the scenario tree genenatvas proposed at this level. Finally, a
comparative study between proposed ALM model ax@d-Mix strategy based model was
achieved. We also made a variety of a sensitiei$ystto detect the impact of the input values
changes on the output results, provided by our Ahbtiel.

KEY-WORDS

Asset-Liability Management, Asset Allocation, Scem&eneration, Stochastic Optimization,
Stochastic Programming, Retirement Scheme
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Obijectifs et enjeux de la thése

Le champ d’étude offert par les régimes de retesteres étendu et peut étre segmenté selon
différentes clés telles que notamment : régimesigaiaérsusrégimes d’entreprises, gestion
en répartitioh versusgestion en capitalisationrégimes a cotisations définiesrsusrégimes

a prestations définies, etc... Trois situations patiére recensées pour un régime donné :
régime provisionné (cas ou le régime est tenucaleerture totale des engagements souscrits
par ses cotisants et retraités actuels), régimaefp@ament provisionné (couverture d’'une
partie seulement des engagements souscrits pacosisants et retraités actuels) et enfin
régime non provisionneé.

Pour apprécier la solidité prudentielle d’'un régideeretraite, les experts se sont longtemps
limités & une approche binaire, selon laquelleoiivenait de tout provisionner dans le cas
d'un systéme par capitalisation et rien dans tedlan systéme par répartition. Des travaux
récents mettent en évidence I'utilité de résernams pin systeme par répartition (cf. Delarue
[2001]).

Le fonctionnement financier des régimes de retnaaterépartition, en particulier en France,
peut étre schématisé comme suit : les flux de atitiss permettent de régler les flux de
prestations, ensuite le surplus permet, le casa@théd’alimenter une réserve destinée a régler
une partie des prestations futures. Cette mémeveépeut se voir prélever le solde technique
deébiteur s’il s’avere que les cotisations sont fifisantes pour régler les prestations. Dans le
méme temps, la réserve est placée sur les marot@xiers et allouée selon différentes
classes d’actifs.

La gestion actif-passif d'un régime par répartitfmartiellement provisionné peut étre basée
sur I'optimisation de la valeur de la réserve, carpnu des contraintes liées au passif qu'il
doit respecter. C'est dans ce cadre que le choined« bonne » allocation stratégique joue un
réle essentiel dans le pilotage actif-passif dégime de retraite, étant donné que les réserves
contribuent a part entiére a la solidité du régime.

Cependant une difficulté consiste a définir la «llewre » stratégie de placement de ces
réserves sur les marchés financiers, notamment dansontexte de fortes incertitudes
economiques, comme c’est actuellement le cas tddda récente crise financiére.

La présente thése est consacrée aux modeles ditlocstratégiques d’actifs et a leurs
applications pour la gestion des réserves finaasides régimes de retraites sur le long-terme.

! Mode d’organisation des systémes de retraite fautda solidarité entre générations. Les cotisaticersées
par les actifs au titre de I'assurance vieillesswent immédiatement a payer les retraites. L'dupailfinancier
des systemes de retraite par répartition est fmmatu rapport entre le nombre de cotisant (pomradictive,
taux de croissance des revenus) et celui destésirdie systéeme francais de retraite est fondéesprincipe de
la répartition.

2 Mode d'organisation des systémes de retraite tamsl les cotisations d’'un assuré sont placéesnanem
durant sa vie active (placements financiers et itntiess, dont le rendement varie en fonction dex @intérét)
avant de lui étre restituées sous forme de rentesdfarrét de son activité professionnelle. Lastiation du
capital peut s’effectuer a titre individuel ou dams cadre collectif (accord d’entreprise). En Fegneeuls les
systemes de retraite dits sur-complémentairesRBEFON, COREM, le PERP ou plan d'épargne populaire)
fonctionnent selon le principe de la capitalisatiofexception du RAFP.
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Deux points particuliers font I'objet d’'un exameppeaofondi : d’'une part les générateurs de
scénarios économiques (GSE) utilisés pour la meal@in des fluctuations des actifs
financiers sur le long-terme puis, dans un deuxiéemaps, les modéles proposés pour
'élaboration de [l'allocation d’actifs elle-méme. ABhaque fois les aspects théoriques
préceéderont la mise en ceuvre opérationnelle suexkaples.

Concernant les GSE, nous mettons en évidence peimcpales composantes, que ce soit au
niveau de la conception théorique ou a celui demise en ceuvre. Le choix de ces
composantes est lié a la vocation finale du géeérate scénarios économiques, que ce soit
en tant qu’outil d’évaluation des produits finamsi¢ricing) ou en tant qu’outil de projection

et de gestion des risques. Par ailleurs, nous oigpehs une étude sur certains indicateurs de
mesure de la performance du GSE comme un outilneantadu processus de prise de
décision : la stabilité et I'absence de biais. @pgplication numérique permettant d'illustrer
ces différents points est présentée.

Notre objectif final est de proposer un GSE adapbé spécificités de la gestion actif-passif
d’un régime de retraite. Différents modeles deuditbn et d’estimation de leurs parametres
ont ainsi été envisagés pour le panel des varidiescieres et macro-économiques qui
interviennent dans ce contexte. Cette partie kesttii€e par une comparaison des résultats du
générateur de scénario proposé avec ceux obterudeamnodele d’Ahlgrim et al. [2005].

A ce niveau, notre étude se distingue par I'adoglione démarche novatrice dont 'objectif

est de tenir compte de l'instabilité temporelldadeorrélation entre les rentabilités des actifs.
Autrement dit, nous tenons compte dans la modiisates possibilités d'évolution de cette

corrélation selon différents régimes. L'idée pripale est de partir de I'approche classique de
changement de régime (cf. Hamilton [1989, 1994 &tdy [2001]), qui concerne souvent les

rendements moyens ainsi que les volatilités, poppsser que les corrélations basculent elles
aussi d’'un régime a un autre.

Nous introduisons un nouveau concept qui est cdeiila «corrélation a risque »
correspondant a la matrice de corrélation danédame de crise (régime a forte volatilité des
marchés). Cette matrice refletergriori la perception subjective de l'investisseur en famc

des risques auxquels il est exposé. La matriceodélation dans le régime a faible volatilité
sera considérée comme celle reflétant la stabié®marchés (estimée par exemple a partir de
données historiques hors périodes de crises). luis&ration numérique de cette démarche est
présentée.

Concernant les modeles d’allocation d’actifs, naitede est axée sur la comparaison des
modeles disponibles selon les hypothéses sous-<Ecede «rebalancement » des
portefeuilles : nous faisons la distinction entre gestion « statique » (pour laquelle les poids
reviennent périodiguement a ceux de l'allocatiogatégique de long-terme - cas par exemple
des modeles a poids constatsed-MiX) et une gestion dite « dynamique », pour laquele
poids peuvent s’écarter définitivement de I'alléoatstratégique initiale selon des régles de
gestion prédéfinies.

Nous verrons que lI'approche dynamique présentertage théorique de la robustesse face
aux changements de régime des marchésutorisation du changement des poids des
différentes classes d’actifs, sur la base d’'unéerdg gestion bien définie, constitaepriori

un élément intéressant. Cela en effet permet tajnent des expositions aux différentes
classes d’actifs suite a I'évolution des conditidesmarché.
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La gestion dynamique de portefeuille sur le longne reste un domaine de recherche
relativement peu exploré, par comparaison ave@birtance des travaux déja réalisés sur les
aspects a court terme. Nous pouvons néanmoins paeexemple, les études de Hainaut et
al. [2005], Hainaut et al. [2007], Rudolf et alO{f] et Yen et al. [2003], sachant que ces
différents auteurs font part des difficultés praég d’'implémentation, en raison de la

complexité des modeles proposés.

Cette réflexion sur la construction de modéleslakaition d’actifs applicables dans une
optique prévisionnelle a long-terme nous conduiktuaier une approche innovante fondée
sur les techniques de « programmation stochastiqué Birge et Louveaux [1997]). Il s'agit
d'une version adaptée d’'une technique déja utilisdes le domaine de l'ingénierie pour la
planification de la production (cf. Dantzig et f1990], Escudero et al. [1993]). L'objectif
sera la mise en évidence et I'étude des caradtgrest de cette approche.

Comme déja mentionné, cette thése accorde égalamenattention toute particuliére aux
techniques numériques de recherche de l'optimuindemeurent des questions essentielles
pour la mise en place d'un modéle d'allocationpbmt de départ sera notre constat d’'un
temps de calcul significatif d0 simultanément anambre élevé de scénarios économiques
générés et a un nombre d’allocations d’actifs ességalement élevé.

Dans ce cadre, nous présentons un algorithme digatiion globale d’'une fonction non
convexe et bruitée. L’'algorithme est construit aprge étude de criteres de compromis entre,
d'une part, I'exploration de la fonction objectifi @e nouveaux points (correspondant a des
tests sur de nouvelles allocations d’actifs) etitta part 'amélioration de la connaissance de
celle-ci, par 'augmentation du nombre de tiragesles points déja explorés (correspondant a
la génération de scénarios économiques supplémentaour les allocations d’actifs déja
testées). Une application numérique illustre laf@omité du comportement de cet algorithme
a celui prévu théoriquement.

L’ensemble de ce travail se place dans le contdeserégimes de retraite par répartition en
France : par suite les différentes applicationsppsées tiendront compte des spécificités de
ces régimes. De méme, la faisabilité opérationresteun des objectifs « cibles » que nous
gardons a l'esprit tout au long de cette étudeinEids trois années de préparation de cette
these ont donné lieu a la rédaction de trois adjgbortant respectivement sur les générateurs
de scénarios économiques (cf. Faleh, Planchet dieRul[2010] « Les générateurs de
scénarios économiques : de la conception a la mekuta qualité », Assurances et gestion
des risques, n° double avril/juillet, Vol. 78 (1/2les techniques numériques d’optimisation
(cf. Rulliére, Faleh et Planchet [2010] « Un alfuornie d’optimisation par exploration
sélective », soumis) et I'allocation stratégiquaatifs avec les techniques de programmation
stochastique (cf. Faleh [2011] «Un modele de pmognation stochastique pour l'allocation
stratégique d’actifs d’'un régime de retraite p#eiment provisionné », soumis).

Importance de I'allocation stratégique d’actifs

L'allocation stratégique d'actifs d’un régime deaike (ou d’'une compagnie d’assurance en
général) est souvent définie comme une étape docepsus plus général de la gestion actif-
passif, en particulier comme |'étape en aval degdiéhension des risques et en amont de
l'allocation tactique d’actifs. Compte tenu de cesiionnement, l'allocation stratégique

d’actifs vise, soit a confirmer l'optimalité dedaructure de I'actif existant de la réserve, soit a
proposer une structure optimale d'actifs de cégerve qui permette au régime d’atteindre un
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certain objectif de performance financiére tourespectant ses engagements avec un niveau
de confiance donné. La caractérisation de ‘strgtégjivient d’une part de I'horizon temporel
auquel s’'appliquent les études d’allocation stigiégy d’autre part du nombre limité de
classes d’actifs considérées dans ces études, atgmeént limité entre trois et dix au
maximum.

Aprés avoir déterminé I'ensemble des allocatiorectifs possibles (allocations a tester), la
résolution du probleme de détermination de I'altmeastratégique d’actifs pour le régime de
retraite étudié passe en pratique par trois étppesipales. La premiére étape consiste a
générer des trajectoirespour chaque classe d’actifs (actions, obligatiamsnobilier, etc.).

La deuxieme consiste a projeter chaque allocatiasible en fonction dia régle de gestion

du dispositif. La troisieme étape vise a détermilaevaleur dela fonction objectif pour
chacune de ces allocations. Seront susceptiblase d?’étenues alors celles qui a la fois
maximisent la fonction objectif et respectent lestcaintes fixées.

L'importance de l'allocation stratégique pour les/astisseurs a long terme est mise en
évidence dans I'étude de Brinson et al. [1991] cenermontre le graphique suivant :

Allocation stratégique d’'actifs

+ Market Timing
+ Stock picking

97.9%

Allocation stratégique d'actifs
+ Market Timing

93,3%

I Allocation stratégique d'actifs
91,5%

80.00% B5.00% 90.00% 55.00% 100.00%

Fig. 1 :Pourcentages de la performance globale expliquésedaines composantes de
I'allocation d’'actifs selon I'étude de Brinson dt f1991]

Selon cette étude, la gestion passive d’'un indeeréérence répliquant le jeu de poids
stratégiques du portefeuille suffit pour obtengskentiel de la performance espérée de ce
portefeuille (autrement dit I'évolution de la relfdé d’'un portefeuille est a 91,5 % le
résultat de I'évolution des classes d’'actifs ssqlelles il est investi). L'allocation tactique
qui permet de bénéficier des inefficiences tempesailu marché des titres et qui peut avoir
pour source soit une sélection optimale de titréféreénts de ceux de I'indicestock picking

soit le choix optimal des dates d’achat et de vdetees titresnjarket timing, n’explique que
prés de 6,5 % de la performance globale obtanfiee sur le portefeuille.

L’allocation stratégique doit tenir compte de I'tton dans le temps des rendements des
actifs et de leur structure de dépendance. Celaeppar la sélection de la dynamique de
chaque variable pour ensuite effectuer I'estimaties paramétres du modele choisi (le
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calibrage du modele). Nous aboutissons ainsi dda an place d’'un modéle de génération de
scénarios économiques de long terme permettanbjegtion aussi bien de la valeur de I'actif
gue celle du passif (le cas échéant).

Allocation stratégique et générateurs de scénaga®nomiques

La projection sur le long terme des valeurs de h&aes actifs financiers et des variables
macro-économiques, souvent appelée « génératisnéharios économiques », constitue une
phase cruciale dans le processus d’allocation égfiaie des fonds d’'une compagnie

d’assurance ou d'un fonds de retraite. Elle estélément central de I'évaluation des

provisions pour les garanties financieres sur dm#rats d’épargne dans le cadre de la
directive Solvabilité Il (cf. Planchet [2009]).

Un générateur de scénarios economiques (GSE) e’amsi un outil important d’aide a la
décision dans le domaine de la gestion des risguepermettant d’obtenir des projections
dans le futur des valeurs des €léments qui soeepte dans les deux compartiments du bilan
de la société : les actifs (actions, obligatiomsnobilier,..) et le passif (provisions techniques,
dettes financieres,..). L’obtention de ces valquaisse par la projection d’autres variables
macro-économiques et financieres telles que lesdantérét, l'inflation des prix, I'inflation
des salaires et le taux de chomage. A titre d’exemnips prix futurs des obligations sont
déduits a partir de la projection des taux d’irttéo®. Ahlgrim et al. [2008]), de méme les
prestations futures du régime de retraite peuveetigddexées sur linflation des prix et/ou
l'inflation des salaires (cf. Kouwenberg [2001]).

Du point de vue opérationnel, la mise en ceuvreedepoojections s’est basée initialement sur
des méthodes déterministes, dans des logiqguesedarsss, pour tester le comportement des
objectifs techniques dans différentes situationssiw#rées comme caractéristiques. Grace au
développement concomitant de l'outil informatiquedes techniques de simulation, il est
devenu possible de générer & moindre colt de tneabreux scénarios en tenant compte des
interactions entre les multiples sources de risqtiede leurs distributions, dans une
perspective probabiliste.

La construction et la mise en ceuvre d’'un GSE passeries quatre étapes suivantes (voir par
exemple Hibbert et al. [2001] ou Ahlgrim et al. (&) : la premiere étape consiste en
I'identification des sources de risque prises eamme et des variables financiéres a modéliser
(taux d’intérét, inflation, rendement des actioe$;.) qu'on appellera dans la suite les
variables du GSE. Ensuite est effectué le choixnddéle pour la dynamique de chacune de
ces variables. La troisieme étape consiste a g@l@er une structure de dépendance entre les
sources de risque de facon a obtenir des projeciohérentes. Ensuite I'estimation et le
calibrage des parametres des modeles retenus ddtrenkeffectués. Enfin I'analyse des
résultats obtenus de chague GSE se fait en tgumbabilistes, en analysant la distribution

d’indicateurs clés tels que le surplus, ou la vateite de I'actif.

Construire un GSE pertinent pour 'ensemble de®lproatiques techniques n’est pas chose
facile, et en pratique les objectifs des décisimesaen termes de choix de gestion ont une
incidence sur la maniére de structurer le générgoduAhlgrim et al. [2008]). Deux niveaux
de difficultés peuvent étre distingués : celuitietala conception théorique d’un GSE et celui
relatif a sa mise en ceuvre pratique. Il est domticodierement important de définir avec
précision les principaux €léments qui caractérisanGSE ainsi que les indicateurs de mesure
de sa qualité et de sa performance.
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Allocation stratégique dans le cadre de I'ALM

De son c6té, la gestion actif-passif, Asset Liability ManagemegALM), consiste dans une
meéthode globale et coordonnée permettant a unétéasti notamment a un régime de retraite
partiellement provisionné, de gérer la composigbtiadéquation de I'ensemble de ses actifs
et passifs. Les techniques utilisées pour sa miselace different particulierement en
fonction de la nature des engagements du régime.

Récemment, la gestion actif-passif s’est imposéer pes fonds de pension comme une
approche de gestion des risques qui tient compgeadtfs, des engagements et aussi des
différentes interactions existantes entre ces geukies (cf. Adam[2007]). Les gérants des
fonds doivent déterminer les stratégies admissiblésgarantissent avec une probabilité
suffisante que la solvabilité du fonds est ass(@rémpte tenu des prestations attendues). La
solvabilité est définie comme la capacité du foagesyer les prestations sur le long terme.

La solvabilité du fonds a une date fixée est souwegsurée par le ratio de financement (le
funding ratig. Il s’agit du ratio de la valeur des actifs ficars du fonds par rapport a la
valeur des engagements actualisés a un taux dememd choisi. Le sous financement
(under-funding aura lieu lorsque ce ratio est inférieur a 1. dowe facon d’exprimer le sous
financement est de dire que le surplus est négzgifdernier représente en fait I'écart entre la
valeur des actifs et la valeur des engagementsleses.

Notons aussi que la définition de la notion d’actif d’engagement differe selon I'approche
utilisée (comptable ou économique) et selon le tgperégime (capitalisation, répartition
provisionné ou pas) : cela influe sur le calculdatio de financement.

Les fonds des régimes de retraite sont plus ou m@ipsesés a plusieurs facteurs de risque,
dont le plus important pour le gérant de fonddeegsque de sous financemerisk of under-
funding : c’est le risque que la valeur des engagemaitsgpérieure a la valeur des actifs.
Les sources de ce risque peuvent étre classéegwencdtégories : les risques financiers
(risque des actions, risque de taux, risque deitcrédet les risques actuariels (risque de
longévité, risque de taux technique supérieur aux bbserves sur le marché,...).

En effet, le niveau du ratio de financement chamgeours du temps, essentiellement a cause
des fluctuations de la valeur de marché des diifésee composantes du bilan. Comme
conséqguence, les régimes de retraite provisioromds gar exemple, amenés a rebalancer leur
allocation d’actifs et/ou a ajuster le taux de sation de leurs affiliés afin de mieux contrdler
le changement du niveau de ce ratio.

Dans la littérature, les modeles d’ALM sont genémagnt classés en trois groupes présentées
chronologiquement comme suit.

Le premier groupe contient les modeles d’adossefoemhatching et d’'immunisation par la
duration (cf. Macaulay [1938], Redington [1952]e<modeles se basent sur le fait que les
investissements sont essentiellement effectués dass obligations. Ceci nous permet
d’obtenir, soit un adossement des flux de tréserdas actifs financiers a ceux du passif
(matching),soit un adossement de la duration de I'actif aecall passif (immunisation par la
duration).

These de Doctorat- Alaeddine FALEH 10
Université Claude Bernard-Lyon 1 (2011)



Ces techniques étaient utilisées jusqu'au miliets dmnées 80 et avaient comme

inconveénients principaux la considération du resgie taux comme seule source de risque
pour le fonds, ainsi que la nécessité d’'un rebalarent périodique du portefeuille en ré-

estimant a chaque fois la duration du passif, gange continGment du fait du changement
des taux d'intéréts et de I'écoulement du tempsrd®[2009] présente une approche de la
couverture de passif qui vise a résoudre les pmodgementionnés ci-dessus. L'actif sera
constitué dans ce cas d'un portefeuille de couvertle type taux (obligations ou dérivés)

couplé a un portefeuille de rendement. Selon Pig089], cette architecture permet une

flexibilité suffisante pour permettre a I'actif deadapter aux mise a jour de la valeur des
engagements lors de la revue des hypotheses atlfemdyant permis leur évaluation.

Le deuxieme groupe contient les modeles basés simulation de scénarios déterministes et
sur la notion de surplus (Kim et Santomero [1988jarpe et Tint [1990], Leibowitz et al.
[1992]). Les modéles de surplus ont pour objet lisinmsation du risque de perte du surplus
(mesuré par la variance de la rentabilité du ssjpdous contraintes de rentabilité et de poids
des actifs. lls sont des modeles mono-périodigeegjui limite leur utilité en pratique pour
des problemes d’allocation sur le long terme.

Le troisieme groupe de modeles utilise les techmique simulation stochastiqudd@nte
Carlo) pour modéliser I'évolution des différents élénserque ce soit au niveau des actifs
financiers et des engagements, ou au niveau desblex de marché et des variables
démographiques (cf. Frauendorfer [2007], Munk et[2004], Waring [2004], Martellini
[2006]). Ainsi les lois de probabilité associéex aésultats du fonds de retraite sur le long
terme peuvent étre estimées. A ce niveau, nous poysosons de distinguer deux sous-
groupes de modéles d’ALM basés sur les technigueshastiques. L'élément clé de
distinction sera si oui ou non les poids des diifés actifs reviennent périodiquement a ceux
de l'allocation stratégique définie initialement @i, les modéles seront appelés modéles a
poids constants ou stratédixed-Mix).

= Pour le premier sous-groupe de modéles a poidstadeset malgré les
avancées réalisées avec ces techniques (surtouveau de I'implémentation
informatique), I'aspect dynamique de l'allocatiotrategique reste encore
marginalisé. En fait, ces modéles permettent depepen des allocations
constantes dans le temps (statiques) indépendanulesnopportunités liées
aux évolutions inter-temporelles des marchés (arttvh [1990], Dempster et
al. [2003], Infanger [2002], Brinson et al. [19%t]Kouwenberg [2001]).

= Le deuxieme sous-groupe de modeles, et le pluntéest principalement
inspiré de la théorie du choix de la consommatiaegoortefeuille développée
par Merton [1971]. Il s’agit des modeles d'allocatidynamique ou inter
temporels. Par exemple, a partir de la définitienlal fonction objectif pour
linvestisseur, ces modeles permettent la détertmimad’'une trajectoire des
poids des différents actifs jusqu’a la date d'édaéa(l’ajustement des poids
est fonction des évolutions projetées du marchéeela regle de gestion
prédéfinie). L'allocation stratégique retenue d&bocation optimale d’'actifs
a la date initialg,. Le cadre d'utilisation de ces modeles récentsesgte au
probleme dimplémentation vu la complexité des lsutmathématiques

employés (cf. Hainaut et al. [2005], Hainaut etf2007], Rudolf et al. [2004]
et Yen et al. [2003]).
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Le nécessaire positionnement de l'analyse des resjdinanciers par rapport au
cadre Solvabilité Il

Solvabilité Il est une directive-cadre qui a pout e mettre a jour le systeme européen de
solvabilité des entreprises d'assurance. Cettectiliee vise en particulier une meilleure
adaptation des capitaux propres exigés des comgmglassurances et de réassurance avec les
risques que celles-ci encourent dans leur acti@& mise en application est prévue au 31
octobre 2012 lorsque les discussions entre la cesiom européenne et le parlement
européen auront abouti et que cette directive #@iéaretranscrite dans les législations
nationales par chaque parlement.

Dans cette directive, une formule standard permetlcul du capital nécessaire pour couvrir
les risques supportés par les assureurs et lesuréass notamment suite a un choc provoqué
par un évenement exceptionnel (ce niveau de capgalégalement appelé capital de
solvabilité requis ou SCR en anglais p8atvency Capital Requireméen€ela est dans le but
de contrler la probabilité de ruine a un an etadémiter a moins de 0,5 %. Une autre
alternative proposée aux assureurs sera l'utisati’un modele interne complet (basé sur
leur structure de risque spécifique). Dans ce was,validation de l'autorité de contrble sera
requise préalablement a la détermination effeciv€CR a partir du modéle interne.

Le calcul du SCR tient compte d’'une panoplie ddeias de risque (taux, actiogspread
concentration, liquidité, etc.) agrégés sous fodmemodules et ce en fonction du domaine
d’activité de la compagnie. Le projet de spécifimas techniques pour la cinquiéme éfude
guantitative d'impact (QIS5) précise que I'analgiss risques se décline en quatre catégories
principales que 'on retrouve au sein des diffé&senbdules :

= e risque de marché, provenant de l'incertitud®cigg a la valeur et aux rendements
des actifs financiers.

= |e risque de souscription, provenant de l'incertitliée a la mesure des engagements
pris par I'assureur en vie, en santé et en non vie.

» |e risque de contrepartie, lié a au défaut potedée contreparties.

= e risque opérationnel comprenant I'ensemble daguEs associés aux procédures de
gestion interne et aux conséquences d’'un dysfanmiment a ce niveau.

Chacune de ces grandes catégories de risquesrgaeveeiclatée dans les différents sous
modules gu'’il faut ensuite agréger, de manierenir iompte de la dépendance entre les
risques (cf. graphique 2).

L’application de Solvabilité Il aux opérations dgraite semble problématique, étant donné la
particularité de ces dernieres :

* Horizon de gestion : La probabilité de ruinendam n’est pas forcément une mesure de
risque pertinente pour juger de la solvabilité Geetivité de retraite, pour laquelle les
engagements se font sur le long terme. Ceci ldigse une grande marge de pilotage pour les
régimes de retraite susceptibles d’amortir suotg lterme les risques a court terme.

3 Afin de mesurer leurs implications concrétes, dégctives européennes doivent faire I'objet d'utade
d'impact. C'est dans ce cadre que s'inscrit la giame étude d'impact (QIS 5 acronyme anglais pour
Quantitative Impact Studiés) pour Solvabilité I1.
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» Politique d’investissement : Une gestion ada@éx contrats retraite tournée vers des
actifs risqués induit un besoin en capital de dulité élevé. La détention d’actifs réels ou
risqués, tels que les actions ou 'immobilier, festement pénalisée dans la formule standard,
alors qu’il s’agit de supports qui présentent desngages notables sur le long terme pour
optimiser le couple rendement/risque.

Toutefois, le positionnement par rapport a la grit'analyse des risques proposée par
Solvabilité Il est incontournable compte tenu derdéérence que constitue ce référentiel
(méme si le présent travail n'est pas dans un xtntke Solvabilité Il). De ce fait, I'analyse
des risques supportés par un régime de retraiteestactuée dans la suite conformément a
cette grille de lecture.

Adj. SCR,,
5
| | | | | I
SCRmarket SCRheaIth SCRdef S(::Rlife S(::Rnon—life SCRintang '
- — | | ]
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Source : Projet de spécifications techniques pmuairiquieme étude quantitative d'impact (QIS5)

Fig. 2 :Les modules de la formule standard du SCR
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Présentation détaillée de la thése

Cette thése est composée de deux parties. La peepagéie est constituée de deux chapitres.
La deuxieme partie est constituée de trois chapitre

La partie | traite des générateurs de scénariasodemues (GSE).

Le chapitre 1 de la partie I.1l reprend largement les points discutés dandsdlartle Faleh et
al. [2010].

Au niveau de ce chapitre, notre objectif est d’esqud’état de I'art en matiere d’identification
des risques a intégrer a un GSE. Nous proposossdifférents criteres de classement ainsi
gu’'une étude comparative des caractéristiques ithé® et des composantes de différents
modeles de GSE.

L’intérét est porté, dans un second temps, suasgects relatifs a la mise en ceuvre d’un
GSE. Nous présentons donc les caractéristiquesliffésentes structures schématiques de
projection de scénarios utilisées en pratique. durgjdans le cadre de la mise en ceuvre, nous
nous inspirons des travaux de Mitra [2006] et dai@®e [2007] pour recenser différentes
meéthodologies de génération des scénarios (les lemdgant trait a la dynamique des
variables du GSE).

Ensuite, nous étudions une série d'indicateurslitgtits et quantitatifs, pour la mesure de la

gualité d’'un GSE tout en étudiant leurs limites.uslaous référons pour cela au travail de
Kaut et al. [2003]. Enfin, les principaux élémentgosés tout au long de ce chapitre sont
illustrés a travers une application numérique.

Le chapitre 2 de la partie I.Un générateur de scénario adapté aux spéecifdeéda gestion
ALM d'un régime de retraite est construit. Les ébts suivants relatifs a ce GSE sont
détaillés : sa conception théorique, les modélesdiffeision retenus, les approches de
calibrage de ses parametres ainsi que sa mise ae.ceuv

Notre objectif & ce niveau est d'utiliser le GSHstouit en tant que moyen pour illustrer un
certain nombre de résultats obtenus, tout en galdesprit les spécificités de la gestion
actif-passif d’'un régime de retraite. Quelques @nations par rapport a ce qui se pratique
usuellement sont apportées.

En particulier, notre étude se distingue par I'éidopd'une démarche novatrice dont l'objectif
est de tenir compte de l'instabilité temporelldadeorrélation entre les rentabilités des actifs.
Nous nous inspirons de I'approche classique deggmaant de régime (cf. Hamilton [1989],
[1994] et Hardy [2001]), qui concerne souvent Esdements moyens ainsi que les volatilités,
pour étendre son principe et supposer un changedeentgime au niveau des matrices de
corrélations aussi.

D’un autre coté, différents modeles de diffusiordetcalibrage sont envisagés pour le panel
des variables financieres et macro-économiquesinjeiviennent dans ce contexte. Nous
comparons les résultats d’estimation des parameéle&SE avec ceux mentionnés dans
I'étude d’Ahlgrim et al. [2005]. Ensuite, nous éituas les résultats de projection obtenus tout
en proposant un certain nombre de tests pour fiEyéa cohérence de ces résultats.
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La seconde partie est consacrée a I'élaboratidalttecation d’actif elle-méme.

Le chapitre 1 de la partie Il. Il est question dans ce chapitre d’analyser lgacaghes
classiques (ou déterministes) de gestion actiffpasavoir les modeles basés sur la notion de
« duration » et de «surplus ». Nous détaillongéddhtes approches tout en mettant en
evidence la différence entre elles. L'objectif de ahapitre est de revoir I'état de I'art en
matiere de modéles d’ALM déterministe. Aprés avmis en évidence les limites de ces
modeéles, nous passons a I'étude de modéles plbsrétaet plus sophistiqués (objet des
chapitres ultérieurs).

Le chapitre 2 de la partie Il. Nous considérons ici une approche récente d'dlmta
stratégique d’actifs basée sur la stratégie dite poids constants » obkixed-Mix (cf.
Kouwenberg [2001]).

Nous proposons une modélisation du régime-typeeti@ite et étudions certains criteres
d’allocation stratégique d’actifs en fonction dypeydu régime (provisionné, partiellement
provisionné, etc.) sont étudiés. Nous passons tenauiillustration de la stratégkxed-Mix
avec une application sur les réserves d’un régimeettaite partiellement provisionné. Les
résultats obtenus sont discutés et différents tistsensibilité sont mises en place : ces tests
sont liés principalement a I'impact des hypotha@kesendement ou de corrélation retenues.

Les difficultés rencontrées lors de la mise en elale la stratégid-ixed-Mix dues
essentiellement a la multiplicité du nombre de s#asd’actifs considérées et au nombre de
scénarios économiques simulés, nous ont mené apemgker sur les aspects d’optimisation
numérique. Le point de départ est notre constah demps de calcul significatif da
simultanément a un nombre élevé de scénarios é€gques générés et a un nombre
d’allocations d’actifs testées également élevé.

Dans ce cadre, une présentation détaillée desutkananés lors de la rédaction de I'article de
Rulliere et al. [2010] est effectuée. Un algorithdieptimisation globale d’une fonction non
convexe et bruitée est présenté. L'algorithme esisttuit apres une étude de critéres de
compromis entre, d’'une part, I'exploration de ladtion objectif en de nouveaux points
(correspondant a des tests sur de nouvelles atbosa’actifs) et d’autre part I'amélioration
de la connaissance de celle-ci, par 'augmentadiomombre de tirages en des points déja
explorés (correspondant a la génération de scénédonomiques supplémentaires pour les
allocations d’actifs déja testées). Une applicatimmeérique illustre la conformité du
comportement de cet algorithme a celui prévu tiggernent et compare les résultats obtenus
avec l'algorithme de Kiefer-Wolfowitz- Blum (cf. Bin [1954], Kiefer et Wolfowitz [1952]).

Le chapitre 3 de la partie 1.

Les modeles classiques d’ALM dynamiques sont egglomotamment les techniques
d’assurance de portefeuille (cf. Perold et Shatf®83]) et les techniques de programmation
dynamique (cf. Cox et Huang [1989], Merton [1971B. ce niveau, les techniques
d’assurance de portefeuille basées sur la notio€Rlel ouConstant Proportion Portfolio
Insurance(cf. Perold et Sharpe [1988]) sont mises en pédoeertains résultats relatifs a ce
modéle sont étudiés. De méme, les principes désitpees de programmation dynamique et
leurs limites sont également mises en évidence.
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Nous nous penchons par la suite sur une approctowvante fondée sur les techniques de
« programmation stochastique » (cf. Birge et Louxgdd997]). Il s'agit d'une version adaptée
d’'une technique déja utilisée dans le domaine ohgéhierie pour la planification de la
production (cf. Dantzig et al. [1990], Escuderak{1993]). Dans ce cadre, nous mettons en
place un modele d’ALM dynamique basé sur les tephes de programmation stochastique.

Nous proposons, au cours d’une illustration numériqune nouvelle méthodologie de
génération de scénarios économiques que nous agpaléthodologie « des quantiles de
référence ». Cette derniére permet de partir dainesture linéaire de génération de scénarios
(telle que décrite dans le chapitre 2 de la pdjtigour réduire la dimension du probléme
rencontré avec la stratégkixed-Mix tout en tenant compte de la corrélation entre les
distributions des différentes variables projetéasla s'insére dans le cadre de la recherche
d’une vision a la fois simplifiée, réelle et dyngmé des stratégies possibles pour I'allocation
d’actifs sur le long terme.

A travers la méme application numeérique, nous ceoonEacertains résultats relatifs aux deux
approches d’allocation stratégique d’actifs : cddbsée sur la stratégkixed-Mix et celle
basée sur les techniques de programmation stoghastlous testons également la sensibilité
de cette deuxiéme approche par rapport au changetaergrtains de ses parametres, toutes
choses étant égales par ailleurs. Cette étudestedhniques de programmation stochastique,
dans le contexte de la gestion des réserves déme®gle retraite (en particulier ceux
partiellement provisionnés), reprend largementdesits évoqués dans l'article de Faleh
[2011].

Tout au long de ce travail, nous mettons en évieldaclien effectif entre les recherches
académiques et les besoins des systemes de retmaite@tiere de gestion des risques et de
respect des engagements vis-a-vis des futurstéstrai
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Partie | :

LES GENERATEURS DE SCENARIOS
ECONOMIQUES (GSE)
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Introduction

Au départ, l'analyse des risques futurs pour les pamnies d’assurance et les fonds de
retraite (ou de pension, selon la terminologie asgixonne) se faisait «a la main » en
essayant de répondre a la questiat si jamais..? (étude de scénarios déterministes). Ceci
a été suivi par des études basées sur I'adossegudssif par I'actif que ce soit au niveau
des flux de trésorerie futurs ou au niveau destiurs de ces deux compartiments du bilan.
Grace au développement de l'outil informatique @t gechniques de simulation déonte
Carlo, il est devenu possible de générer des millierscd@arios économiques tenant compte
des corrélations entre les différentes sourcessgeig pour ensuite analyser ces résultats en
termes probabilistes.

Les travaux académiques antérieurs a 1984 tratantent une partie du probleme rencontré
par les actuaires. Les travaux sont concentrés emigat soit sur les actions, soit sur les taux
d’intérét, soit sur l'inflation. Il y a peu de tramx qui mettent toutes ces variables dans un seul
modele en tenant compte des différentes interactmre elles. Le travail de Wilkie [1984]
constitue sans doute une référence a ce niveaprdEsseur a présenté pour la premiére fois
un modele général qui inclut toutes les variablasnméconomiques et financieres. De méme,
son modéle a été simple de point de vue de soréimgitation, ce qui I'a rendu populaire et
pendant deux décennies il a été la reférelecus les modéles postérieurs proposes.

Ce type de modéle, appelé par la suite « génégsatluiscénarios économiques GSE » (en
anglaisEconomic Scenario Generatou ESG) permet par exemple de prendre en compte
I’horizon long d’investissement d’'un fonds de ra&ggrovisionné et de contréler I'influence
des évolutions futures sur le choix de ses paramééchniques (taux de cotisation, taux de
prestation, etc.). Ce controle est souvent effectalds le but de garantir un écart positif
permanent entre la valeur des actifs financierseadate donnée et la valeur des engagements
actualisés a la méme date via un taux d’intér&étirence (I'écart est appelé le surplus). Il
est noté a ce titre que les GSE constituent le adesr modeéles de gestion actif-passif
appartenant a la génération des modeles d’ALM sistadues. Le choix de l'allocation
stratégique vient dans un deuxieme temps refl@donction d'utilité de I'investisseur de
long terme.

Le premier chapitre de cette partie reprend largenes points discutés dans larticle de

Faleh et al. [2010]. Notre objectif est d’exposétat de I'art en matiére d’identification des

risques a intégrer a un GSE. Nous proposons aifférahts criteres de classement ainsi
gu’'une étude comparative des caractéristiques ithéa® et des composantes de différents
modeles de GSE.

L’intérét est porté, dans un second temps, suasgects relatifs a la mise en ceuvre d’'un
GSE. Nous présentons donc les caractéristiquesliffésentes structures schématiques de
projection de scénarios utilisées en pratique. durgjdans le cadre de la mise en ceuvre, nous
nous inspirons des travaux de Mitra [2006] et dai@®e [2007] pour recenser différentes
méthodologies de génération des scénarios (les lewddgant trait a la dynamique des
variables du GSE).

Ensuite, nous étudions une série d’indicateurslitgtits et quantitatifs, pour la mesure de la
qualité d'un GSE tout en étudiant leurs limites.uslmous référons pour cela au travail de
Kaut et al. [2003]. Enfin, les principaux élémemtgosés tout au long de ce chapitre sont
illustrés a travers une application numérique.
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Chapitre 1 : Etude des GSE

|- Présentation théorique

Cette section s’intéresse aux problemes théorigaemodélisation liés aux GSE et présente
une revue de la littérature concernant leurs diffégs structures. L’objectif étant de mettre en
evidence les composantes essentielles d’'un génegdescénarios économiques au niveau de
sa conception théorique.

I-1 Problémes théoriques de modélisation liés aux$k

Comme mentionné ci-dessus, certaines problématiliges a la conception théorique des
GSE sont exposées. Ces derniéres traitent de goegiui permettent 'amélioration de la
performance des résultats et le développement delm@our I'adapter au contexte d’étude.
Les problémes de modélisation dans les GSE somtegnier lieu liés aux choix du modele de
la structure par terme des taux dintérét (STTIla modélisation de la dynamique des
rendements des actions vient dans un deuxieme temgpger elle aussi pas mal de questions.

I-1-1 Modeéles des taux d’intérét

En se basant sur les travaux de Roncalli [199&)éstamps [1993], deux grandes classes de
modeles de taux pour I'évaluation d’actifs finamgsi@euvent étre présentées : les modeles
d’absence d’opportunité d’arbitrage (AOA) et lesdales d’équilibre général.

I-1-1-1 Les modeles d’absence d'opportunité d'arbitrageANO

L’évaluation dans le cadre des modeles d’AOA estatare purement financiére. Elle repose
entierement sur I'hypothése d’'absence d’opportumiigrbitrage. L'utilisation de cette
hypothése fondamentale a permis de mettre en éwddeax approches d’évaluation par
arbitrage :

- La premiere approche considere le prix des instnisnégnanciers de taux comme
fonction de variables d’état. Ces variables d'égdnéralement le taux court pour
les modeles univariés (cf. Vasicek [1977]), ou daige (taux court, taux long)
pour les modeéles bivariés (cf. Brennan et Schwa@82]) sont supposées de
dynamique exogéne. Dans de tels modeéles, I'hypetdédsence d’opportunité
d’arbitrage exprime que la prime de risque du mérest indépendante de la
maturité du titre considéré. Le prix d’'un produitlightaire est ensuite obtenu
comme solution d’'une équation aux dérivées pagsellLa résolution probabiliste
de ces équations permet une meilleure interprétdiimanciere des formules
d’évaluation.

- La deuxieme approche d’évaluation par arbitragee#t proposée par Ho et Lee
[1986] et Heath, Jarrow et Merton [1992]. Le paitef de cette approche est la
prise en compte de toute l'information contenue danstructure de taux initiale
en considérant comme donnée exogéne la dynamiqudtanée de taux ayant
différentes maturités appelée aussi dynamique alesterme contre terme. Cette

* Supplément de rendement exigé par les investisgewr avoir assumer le risque de détenir dessaifués
plutdt que des actifs sans risque.
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dynamique est choisie de facon a ce que I'hypotliabsence d’opportunité
d’arbitrage soit respectée. Contrairement a l'aalge traditionnel la prime de
risque du marché n'est pas spécifiée de facon @eogeais elle est définie
implicitement par la dynamique des taux terme eotdrme. Par ailleurs, aucune
hypothése sur la forme spécifique des prix des yit®dobligataires comme
fonction d’'une variable d’état n’est faite. Enfila, dynamique de prix des zéro-
coupons caractérise entierement le modéle de calarbeux.

Les modeles d’absence d’opportunité d’arbitraget querticulierement appropriés pour
évaluer les prix des produits dérivés. Comme lewéle sont évalués a partir des actifs sous
jacents, un modéle qui capte explicitement les gexmarché de ces actifs @spriori plus
performant gu’'un modéle qui ne les prends pas enptmnCe point a été remarqué
notamment par Hull [2000] et Tuckman [2002] qui statent que le recours a I'hypothese
AOA permet une évaluation des produits dérivés plassible que les approches d’équilibre.

Ho et Lee [1986] présentent un modele en tempsradistans le cadre des hypothéses
d’absence d’opportunité d’arbitrage. lls supposemtlrift (ou une tendance) de la variable
dépendant du temps de fagon a pouvoir répliqueprigsde toutes les obligations observées
sur le marché.

L’équivalent du modéle de Ho-Lee en temps contoawy le taux d’intérét, , est :
dr, = 6(t)dt + odB,

Avec B, un mouvement brownien, (ce qui implique que pdeux datest; ett, :
B(t,) - B(t,)~ N(0,ft, —t,])). Le drift dépendant du temps dans le modéle de Ho etd(gk,

est sélectionné de facon a ce que les taux d’'ings@éerés convergent vers les anticipations
données par le marché et soient reflétées dartsuletise de taux observée initialement. Ce
drift est lié principalement aux tauorwardsimplicites.

Heath, Jarrow et Morton [1992] (HIM) généralis€approche d’absence d’opportunité
d’arbitrage : ainsi est prise en compte l'intédéatie la structure par terme et pas seulement le
processus suivi par le taux court. lls présentkms da famille des processus de tdomvards
f(t,T) de la maniére suivante :

df (t,7)= w(t, 7, £(t,7))dt + o (¢, T, £(t,7))dB,

_dIn P(t,T)

Avec : f(t,T)= e

P(t,T) : prix a la date d’'un zéro coupon de maturité
U et o :respectivement la tendance et la volatilité tdes forwards

Le tauxforward f(t,T) est le taux, déterminé aujourd’hui, & une dateréut et sur une

durée future (périodeY —t. HIM remarquent que ldrift des tauxforwards peut étre

exprimé en fonction des volatilités, ce qui condaitfaire de la volatilité le facteur
prépondérant dans I'évaluation des prix des ptedigérivés.
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I-1-1-2 Les modéeles d’équilibre général

L’évaluation dans le cadre d’un modele d’équiliggnéral ne nécessite pas d’hypothese sur
les dynamiques de prix ou de taux. Ces dynamiqaes abtenues de maniere endogene.
Cette approche est celle de Cox, Ingersoll et R#85] et de Campbell et al. [2005]. En
effet, les modéles d’équilibre typiques se basanties anticipations des mouvements futurs
des taux d’intérét de court terme et non pasa&wolrbe de taux observé a la date initiale.
Ces mouvements peuvent étre donc dérivés a pdnypathéses plus générales sur des
variables d’état qui décrivent I'ensemble de I'éaoie En utilisant un processus des taux
courts, il est possible de déduire le rendementalobligation de long terme en déterminant
la trajectoire espérée des taux courts jusqu'adtunté de cette obligation. L'intérét d’une
telle approche est triple :

- s‘assurer que les processus étudiés sont coberest un équilibre général,

- analyser la déformation de la courbe des tauforation des chocs sur les variables
économiques sous jacentes,

- fournir une spécification fondée pour I'expressites prix ou des risques de marchés
utilisés dans la valorisation par arbitrage.

Un des principaux avantages du modele d’équilitse que les prix de différents actifs
traditionnels ont des formules analytiques ex@giElosed-form analytic solutiopsUn autre
avantage est que les modéles d’équilibre sontvefraent faciles a utiliser. Mais, les modéles
d’équilibre de structure par terme générent dex mhke produits de taux qui sont
potentiellement incohérents avec ceux observésesmarché a la date initiale. Méme si les
parameétres de ces modeéles peuvent étre calibrésuaeeprécision significative, la structure
par terme résultante peut générer des prix éloigleéseux observés initialement sur le
marché.

La formulation mathématique générale des modelkeguilibre, dans le cas ou il est considéré
gu’un seul facteur expliqgue ces mouvements, estilante :

dr. = k(6 -r, )dt+or,"dB,

Ce type de modeéle continu est basé sur un sewduiastochastique : le mouvement du taux
d’intérét instantané (court terme) La formule générale incorpore le phénomene dle «

retour a la moyenne ». Pour le comprendre, nousid@érons le cas ou le niveau actuel des
taux courtsr, est supérieur au niveau d’équilibre anticgpeDans ce cas, le changement du
taux est prévu étre négatif (baisserdede fagon a converger veéis Dans I'autre cas, celui

ou le niveau de, est inférieur ad, seule une augmentation des taux courts permet la

convergence veré. Ainsi, quel que soit le niveau observé des tauxrts, nous supposons
une évolution de ce niveau vefis

La vitesse de retour a la moyenne est donnée grrdanetra . La deuxieme partie de cette
formule incorpore la volatilité inconnue des tautgrét au cours du temps. Le dernier terme,
dB, constitue la variation du mouvement browniengragrenne nulle et de varianci.
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L’incertitude est intégrée a travers le paramegrealatilitéo :

- Si y>0: la volatilité des taux d’intérét est liée araiveau.

- Siy=0 : le modele est équivalent au modéle de Vagit@K7].

- Si y=0,5: le modele est le processus proposé par [Bgersoll, Ross [1985] appelé le
modéle CIR.

Chan et al. [1992] estiment les paramétres de chitse de taux d’intérét et déterminent, a
partir de données mensuelles allant de 1964 jusdq9&9, que la valeur d¢r est

approximativement de 1,5. Ces modéles sont appedérnodeles d’équilibre général car les
investisseurs évaluent le prix de I'obligation enréférant principalement aux anticipations
futures des taux d’intérét et non a la courbe deg bbservée initialement. En utilisant la
trajectoire simulée du taux courts jusqu’a la mtdude ces obligations, il est possible de
déterminer le rendement des obligations de lonmgdePour déterminer toute la structure par
terme, I'investisseur pourra évaluer les prix ddggabions de différentes maturités a partir de
I’évolution anticipée des taux courts sur la dutéevie restante de I'obligation.

P(tT)= E{ex;{—jruduﬂ

Avec P(t,T) le prix d’'une obligation zéro coupon a l'instanfqui paie 1 euro a la daie).

Un des avantages les plus remarquables des mod@gailibre, est que les prix des
obligations et les prix de certains autres déridéstaux ont des formules analytiques
explicites. Vasicek [1977] et CIR [1985] partent ldeformule ci-dessus pour retrouver les
prix des obligations :

P(tT)= At.T)e &)

Avec At,T) et B(t,T) sont des fonctions des paramétres comnug et 8. Ainsi, étant
donné une réalisation dg, les taux exigées sur différentes maturités peugtrtobtenus.

R (t.T)=—-log{P (tT)} /(T -t)

L’inconvénient majeur des modeles d’équilibre est quSTTI (cf. page 21) résultante peut
étre incohérente avec les prix de marché obsemésye si les paramétres sont parfaitement
calibrés (cf. Ahlgrim et al. [2005]).

Hull et White [1990] utilisent le principe ddrift dépendant du temps pour Ho et Lee [1986]

pour présenter une extension du modele d’équitiler&/asicek [1977] et de CIR [1985]. Le
modele a un seul facteur de Hull et White est :

dr, = «(6(t)-r, )dt + odB
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Le tableau suivant illustre les points clefs deresléles :

Modéles d’Absence d’Opportunité
d’Arbitrage (AOA)

Modéeles d’Equilibre
Général

Approches a prime d
risque exogene

Approches a prime
de risque endogen

Approches entierement
endogenes

Courbe des taux
initiale

- Utilisée.

- Utilisée.

- Non utilisée.

Dynamique des

Exogéne pour des

Exogéne dans le ¢4

i dEndogéne : Anticipation

taux taux de maturité des taux terme des taux court terme futurs
spécifié (court, contre terme. a partir d’hypotheses
long,..). générales sur les variables
qui décrivent 'ensemble
de I'économie.
Prime de risque | Exogene et Endogene : déduite Endogéne.

indépendante de la
maturité.

a partir de la
dynamique des tau
terme contre terme

X

Prix des - Prix fonction de - Aucune hypothese - Prix déterminés a partir
produits de taux | variables d’état (taux| sur la forme des projections de taux
(obligations, courts, taux longs, | spécifique des prix | courts.

etc.) etc.). comme fonction de

variables d’état.
- Prix solution

d’équations aux
dérivés partielles.

Tab.1 :Comparaison des caractéristiques des modeles dedatéréts

Une autre problématique théorique relative auédifites variables modélisées, en particulier
les taux d’intérét, concerne le choix du nombreesta nature des facteurs a utiliser pour la
modélisation. Dans le cas particulier des tauxtéiiét, le choix définitif de ces deux
éléments dépend du contexte d'application du GSijdgtion de grandeurs réelles,
évaluation de produits dérives,...). La nature desefas peut étre de sources différentes :
elle peut étre par exemple liée a I'horizon du téaxx court, taux long) ou a la structure de
la courbe des taux (facteur de courbure, de traos|a.). A ce titre, Date et al. [2009]
montrent la significativité statistique du choix dieux facteurs (par exemple les taux courts et
les taux longs) pour expliquer I'évolution de laudze de taux.

I-1-2 Modeéles de rendement des actions

Concernant les actions, différentes problématidiges a I'appréhension de la dynamique de
leurs rendements montrent I'insuffisance de certamosiéles adoptés, jusqu’a une période
récente, par les sociétés d’'assurance et les fdadwtraite. Souvent les rendements des
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actions sont assumés suivre un mouvement browBieparticulier, Black et Scholes [1973]
supposent que les rendements suivent un mouvemanhien géométrique. Ceci implique
gue sur chaque sous période de temps, les rendehehactions sont distribués selon une
loi normale et ils sont indépendants, les prixaldons suivent un processus lognormal. Dans
ce cadre, si nous supposons @ieest le prix des actions a l'instanet queS,, est le prix

des actions a une date anteérietyrealors :

log(S, /8, )~ N{ult-t,).02(t-t,))
pour une moyenng: et une volatiliter .

Ce modele lognormal, simple et pratique, fournis @@proximations raisonnables sur des
périodes courtes mais il est moins adapté aux @nodtigues de long terme. L'examen des
données historiques relatives aux rendements demspermet de constater, par exemple,
gue I'hypothese d’une distribution normale ne pdrpes de prévoir des valeurs extrémes de
rendement tel que réalisé dans le passé (cf. Ahlgtial. [2005], Mandelbrot [2005] et Hardy
[2001]).

Un nombre important de modéles alternatifs a étbgaé. Alexander [2001] recense une
varieté de ces modele, incluant les processus egressifs généraux a volatilité
conditionnellement hétéroscédastique (GARCH, cflleBslev [1986]) et les analyses par
composante principale (cf. Roncalli [1998]). De neéntertains chercheurs proposent
'adaptation d’'un modéle de changement de régimes dequel les rendements des actions
peuvent étre simulés sous l'un des deux régimegsis : un premier régime avec une
hypothése de volatilité relativement faible et umeyenne relativement élevée des
rendements des actions et un deuxieme régime aneebypothése de volatilité relativement
élevée et une moyenne relativement faible de aederaents. Une probabilité de transition
entre ces deux régimes peut étre détermangeori (cf. Hardy [2001]). L’hypothése d’avoir
plusieurs régimes est également envisageable. i@&uglternatives de modélisation sont
proposées notamment dans le cadre des modelestissofef. Merton [1976]).

[-1-3 Autres classes d’actifs

Concernant les autres classes d’actifs, tels guendbilier et les produits dérivés, malgré les
différents cadres d’hypotheses proposés pour lenjegiion, elles se heurtent souvent aux
problemes d'un historigue peu profond, d'une liguidinsuffisante et de données
confidentielles (cas des fonds de couverture). Etiére de projection de grandeurs réelles
sur le long terme, ces actifs sont souvent trat@és prudence et ne suscitent pas la grande
part de l'intérét des décideurs, en particuliersdbncas de l'allocation stratégique d’actifs
d'un fonds de retraite ou la priorité est souveohrtee aux actions, aux obligations et au
monétaire (cf. Campbell et al. [2001]). Ceci ne eepas en cause le potentiel que présentent
ces actifs en tant que source de performance eoaouverture supplémentaire pour le
portefeuille financier de la société ou du fondseteaite (cf. Ahlgrim et al. [2005]).

[-2 Littérature sur les structures des GSE

La littérature sur les GSE est abondante. Nousgs@ps ici de classer les differents modeles
en fonction de la structure de dépendance entrealgables, en distinguant deux catégories :
structure par cascadet structure basée sur les corrélatiode méme, pour chacun des
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modeles cités, nous préciserons I'objectif quiétigiit associé lors de sa conception. A ce titre,
il est noté que l'utilisation d’'un GSE a souventupdinalité soit la projection sur le long
terme et la prise de décision dans le cadre dedton des risques (dans ce cas, l'intérét porte
sur des grandeurs et des valeurs réelles) soitlliatran des prix d’équilibre des produits
financiers sur le court terme, diticing, afin de déterminer la stratégie de marché corblena
(achat, vente, etc.).

I-2-1 Modéles a structure par cascade

Une structure par cascade est définie comme uonetwte dans laquelle nous partons de la
détermination de la valeur d’'une variable (par eplentinflation) pour ensuite déduire les
valeurs des autres variables (taux réels, rendenued actions, etc.). Jusqu’'au début des
années 1980, les travaux académiques traitent sbuwe partie seulement du probleme
rencontré par les actuaires : les travaux sonteunés sur chacune des classes d’actifs
financiers (les actions, les taux d'intérét, I'mtfbn,..) indépendamment des éventuelles
interactions entre elles. L'intégration de ces ratéons et I'étude du choix du modele de
dynamique des actifs financiers devient nécesgaite garantir la cohérence des projections
par rapport a un contexte donne.

Le travail de Wilkie [1986] marque de ce point deewun changement majeur. Il présente
pour la premiere fois un modele général qui inthuttes les variables macro économiques et
financiéres. Ce modéle a I'avantage d'étre simpimglémenter, raison pour laquelle il est
rapidement devenu populaire et considéré commeéféaence de tous les modeles proposés
durant les deux décennies postérieures, malgnéosekreuses limites.

La premiere version du modele de Wilkie a été gpigle dans le cadre de la mesure de la
solvabilité d’'une société d'assurance paFé&ulty of Actuaried1986]. De méme, un des
premiers domaines d'application du modele de Wikke actuariat était I'évaluation des
engagements indexés sur les actions: dans ce a#s supposons gque les prestations
dépendent des prix futurs des actions et que larwésest principalement investie en
obligations. De facon générale, ce modéle est ptdbérent avec des logiques de besoin de
capital et de projection de valeur (cas de la geséctif-passif par exemple) qu'avec des
logiques deoricing.

Wilkie se base sur une structure par cascade, delée décrite ci-dessus : il postule que
l'inflation est la variable indépendante — «la c®rmotrice » — du modeéle dont la
détermination se fait en premier lieu pour enseitedériver les valeurs des autres variables,
principalement les dividendes, les revenus de diddeles taux d’intérét et la croissance des
salaires. Le graphique 3 illustre le principe d'streicture par cascade. Dans ce cadre, Wilkie
utilise un modeéle autorégressif de premier ordrer panflation. En 1995, il met a jour ce
premier modele en gardant les principes de satsteupar cascade mais en optant cette fois-
ci pour une modélisation de linflation par un peesus ARCHAutoregressive Conditional
Heteroscedasticitycf. Engle [1982]). Ceci a été justifié, selon K&l par la capacité de ce
type de processus a tenir compte des caractéestides distributions historiques des données
observées sur le marché de la Royaume-Uni depdi&. 19
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Fig.3 : Structure par cascade dans le modele de Wilkie 198

Toutefois, 'approche de Wilkie a depuis été reng@aecause, notamment du fait de sa faible
capacité prédictive : il s’agit d’'un modéle utilidaun grand nombre de parametres, dont
I'estimation est délicate et qui empéche de foudes projections pertinentes. Au surplus, le
modele de Wilkie se préte mal a I'’évaluation daz ges actifs dérivés, ce qui constitue un
handicap important. Il est possible de se réfarecss points a Rambaruth [2003].

Les problemes liés au modéle de Wilkie ont égalerandiscuté par Daykin et Hey [1990]
et Huber [1995] : certains des parametres sontbied dans le temps et une corrélation
croisée significative entre les résidus des vasmlgrojetées est constatée. Le modeéle des
indices de prix pour l'inflation n’a pas de résidusrmaux et ne permet pas la projection de
périodes a chocs irréguliers avec des valeurs &edé I'inflation. De méme, la probabilité
d’avoir des valeurs négatives de l'inflation aveawodeéle est élevée.

Par ailleurs, Mulvey et Thorlacius [1998] décrivamt modéle de génération de scénarios
economiques appelé CAP:Link (développé commerciagmar la société Towers Perrin).

Ce modele est basé sur une structure par cascadesderiables dont la force motrice est
supposee étre le taux d’intérét nominal. Il estigppl principalement dans la gestion actif-

passif de long terme. Parmi les variables clés iis#s, nous trouvons l'inflation des prix et

des salaires, les taux d’intéréts de différentesurntés (réels et nominaux), le taux de

rendement et les taux de dividendes des actides &ux de change.

Les variables financieres sont déterminées simémtemt pour différentes économies dans un
cadre d’hypothéses générales. Ce modeéle s’apphins aux portefeuilles de pension et
d’assurance. Les dynamiques des variables sontigdes pour tous les pays alors que les
parameétres sont adaptés aux spécificités de chifientre eux. Les auteurs soulignent que, de
facon générale, les GSE remplissent au moins ldmeces trois fonctions suivantes : la
prévision, I'évaluationgricing) et I'analyse du risque. lls considerent que ti&@t clé d’'un

GSE est le modéle de taux d'intérét et supposent doe les taux longs et les taux courts
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sont corrélés a travers leurs termes de bruit béarpe I'écart entre eux est contrélé par un
terme de stabilisation.

D’autres modeles de structure par cascade ont é&op@és pour I'Australie (cf. Carter
[1991]), I'Afrique du Sud (cf. Thomson [1994]), lapon (cf. Tanaka et al. [1995]) et la
Finlande (cf. Ranne [1998]). L'élément commun de c®deles réside donc dans le fait que
le concepteur part de la spécification d’'une stmecten cascade du modéle a travers les
hypothéses sur les liens de causalité entre leables. En effet, cette structure en cascade
permet un seul sens de causalité et exige du nsatilir le choix des liens les plus pertinents
de point de vue économique. Par exemple, dans telmae Wilkie, la valeur de I'indice des
prix permet de déduire la valeur de I'indice ddsaisas et non l'inverse. Le deuxieme sens de
causalité est supposé étre faible (ou secondaird® $ong terme.

[-2-2 Modéles basés sur les corrélations

La structure basée sur les corrélations reposet guelte sur I'idée de permettre aux données
disponibles (historiques) de déterminer une strecte corrélation simultanée entre les
variables pour ensuite les modéliser et les calibrefonction de cette structure. Autrement
dit, cette derniére est déterminée essentiellerdetriavers I'estimation des relations de
dépendance observées simultanément dans le pagsé lentvariables modélisées (par
exemple la corrélation linéaire, observée dansaes@ entre les rendements des actions et
l'inflation, est a retenir et a respecter lors deplojection dans le futur de ces variables).
Ainsi, dans ce type de modele, les données histesigisponibles sur les variables permettent
de déduire la structure de dépendance entre dlEs.principaux modéles de GSE en
littérature se sont basés sur cette structure.

En adoptant cette structure par corrélation, Cathgheal. [2001] présentent une approche
dont l'application a été effectuée dans le cadréad#étermination de l'allocation stratégique
d’actifs pour un investisseur de long terme, eniqarer les fonds de pension. De son coté,
Kouwenberg [2001] se base sur cette structure géuelopper un modéle de génération de
scénarios qui s’appuie sur un schéma d’arboresceoce la projection des scénarios.
L’auteur compare I'effet du choix du schéma de getpn sur I'allocation d’actifs optimale
dans le cadre d'une gestion actif-passif d’'un fom#s pension allemand. La structure
d’arborescence retenue par Kouwenberg [2001] est pHaptée a une série de modéles
dynamiques de gestion actif-passif basées suetdsigues de programmation stochastique.
Les caractéristiques de ce schéma de projectieoéatearios sont présentées de facon détaillée
a la section Il de ce chapitre.

Hibbert et al. [2001] présente un autre modelegguiére des valeurs cohérentes, selon les
auteurs, de la structure par terme des taux (taurinamx, réels et d'inflation), des
rendements des actions et des revenus de dividdrelesodele peut étre utilisé pour générer
des trajectoires potentielles de chacune de cedables dans un cadre de modélisation
financiére et en considérant les differentes catigs. Hibbert et al. [2001] fournit
notamment une revue intéressante des taux d'intée8ttaux d’inflation et des rendements
des actions sur les cent dernieres annees. Leuelen@dt présenté comme un outil de
planification et de prise de décisions pour legstisseurs sur le long terreenon comme un
outil d’évaluation des produits dérivés (@ pricing.

Ahlgrim et al. [2005] proposent enfin un modeleG®E qui a le mérite d’étre soutenu par la
la Casualty Actuarial SocietyCAS) et de laSociety Of Actuarie$SOA), deux associations
professionnelles reconnues aux Etats-Unis. Ahlgtiml. [2005] partent essentiellement de la
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critique de deux points du modeéle de Wilkie [199% relation entre l'inflation et les taux
d’intérét est jugée incohérente et le traitemerst @@dements des actions par une approche
autorégressive semble trop simplificateur au regartihistorique observé. lls proposent des
processus alternatifs en justifiant leurs choix gesbacktestingsur des données historiques
profondes. Le modéle d’Ahlgrim et al. [2005] rejolatmodéle de Hibbert et al. [2001] en se
présentant comme un modeéle de projection de vakawrde long terme et de gestion des
risques.

Le modele d’Ahlgrim et al. [2005] peut étre repésgepar les relations suivantes :

Inflation @~ fTmmmmmmmm e mm s s s s s m s mmm e ——m o - Taux d'intérét réel

Taux d'intérét nominal Revenus de I'immobilier

Vv

Rendement des actions (large | _____| Rendement des actions (small
stocks) stocks)

Montant des dividendes ~ f-—---1

Fig. 4 :Structure du modéle d'Ahlgrim et al. [2005]

Ce graphique illustre le réle prépondérant de IEitdn et du taux d’intérét réel dans le
modele.

D’autres modeles se sont basés sur I'hypothésdéegumarchés peuvent étre soit faiblement
efficients (c'est-a-dire les prix sur le marchéeateht toutes les informations relatives aux prix
antérieurs de l'actif) soit fortement efficientse@t-a-dire les prix sur le marché refletent
toutes les informations disponibles sur I'actide telles approches sont souvent appropriées
pour la modélisation de court terme, en particuieur des fins d’évaluation de produits
dérivés. Pour le long terme, I'approche a moinsaleur, puisqu’elle ne tient pas compte des
fondamentaux macro-économiques. Smith [1996] etobByst Exley [1995] présentent des
modeles basés sur les principes du marché effigient le cas de la Grande Bretagne.
Souvent, ce type de modele cherche a exclure lesrtopyités d’arbitrage et ne suppose pas
un retour a la moyenne pour les rendements deazesbles.

Une critique commune a tous les modeles ci-dessssucture par corrélation, est qu’ils sont
fortement dépendants des données sur lesquellesoils basés. Autrement dit, si les
rendements futurs relatifs a chaque variable du eteoghossédent des caractéristiques
significativement différentes de celles observéasla période historique d’estimation, le
GSE pourra conduire a des projections non pertaserhia prise en compte des avis subjectifs
des experts sur le marché (sociétés de gestiogubard’investissement, etc.) pour fixer ces
niveaux futurs de dépendance constitue une soltezeative d’alimentation de ces modeles.

® Le Backtestingest le test d’une stratégie sur le passé et spanel d’actifs financiers.
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Nous le voyons, le panorama des modéles proposes lddittérature est large. Toutefois,
guelques-uns de ces travaux peuvent étre synthétsdme suit :

Structure
Cascade Corrélation
Objectif

Wilkie [1986, 1995] Campbell et al. [2001]
Projection et Mulvey et Thorlacius [1998] | Kouwenberg [2001]
gestion des Hibbert et al. [2001]
risques Ahlgrim et al. [2005]
- Smith [1996]
Evaluation Dyson et Exley [1995]

(pricing)

Tab.2 :Classement des principaux GSE cités dans la litéea

Apres avoir choisi la structure théorique du GSEisure par cascade ou structure basée sur
les corrélations), nous arrivons a I'étape de sseren ceuvre pratique. Cette étape nécessite
elle aussi des choix a effectuer que ce soit asanivdu calibrage des différents parametres du

GSE ou au niveau de la génération des trajectpwssibles de ses variables. Concernant le

calibrage d'un GSE, différentes techniques peuwrd citées se basant sur les données
historiques, les données de marché ou les aviexqests. Certaines de ces techniques seront
exposees dans le chapitre 2 de cette partie (relati modele de GSE proposé). La section

suivante s’intéresse a des problématiques liéegi@riération des scénarios.
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[I- Mise en ceuvre d'un GSE

Deux questions principales peuvent étre poséesdlrsa mise en ceuvre d'un GSE : d’'une
part, sous quelle forme schématique devons-nouggsepter I'évolution dans le temps des
scénarios futurs des variables financieres et maoooomiques (inflation, rendement des
actions,...) ? Et d’'autre part, quelle méthodologgahs-nous adopter pour la génération de
ces scénarios ? La premiere question concerneuietiste de projection des scénarios futurs
des différentes variables, tandis que la deuxiertraibtau choix du modéle d’évolution des
valeurs des variables du GSE (processus stochasBqotstrapping etc.) : nous notons que
ces deux éléments sont cependant liés. Cette sedtiera faire I'inventaire (non exhaustif)
des difféerentes possibilités offertes face a ces geoblématiques.

En effet, comme mentionné au début de cette padiee objectif sera de mettre en évidence
les principaux éléments qui participent & 'améltmn de la qualité d'un GSE. Les états de
sortie de ce dernier influencent directement legsittns prises en matiére de gestion des
risques ou d’évaluation des produits financiersdétermination de la structure de projection
des scénarios et le choix de la méthodologie de d@mération présentent deux étapes
inévitables lors de la construction d’un GSE. ifkgrviennent, en particulier, au niveau de la
mise en ceuvre opérationnelle du GSE, d'ou l'intéétles étudier de facon détaillée et
séparee.

lI-1 Structure schématique de projection de scénagds pour un GSE

Comme mentionné ci-dessus, le choix de la struaer@rojection, appelée aussi structure
schématique de projection, pour chacune des vadalh GSE peut étre considéré comme
une problématique a part. Elle concerne la définilu schéma graphique de transition entre
deux valeurs successives, observées a latd#terl, de la méme variable. Ainsi a chaque
variable du GSE peut correspondre une structuggajection particuliere. Afin de simplifier
'analyse, nous supposons dans la suite que letgteude projection choisie est la méme pour
toutes les variables. De méme, nous définissonsoend comme la réalisation possible de la
variable modélisée a une date donnée. Une trajectmirrespond ainsi a I'ensemble des
nceuds successifs qui forment un scénario futurifdesd’évolution de la variable financiere
OuU macro-économique.

Dans cette section, les caractéristiques des stasctde projection les plus utilisées en
pratigue sont présentées avec détails. En padiculeux principales structures peuvent étre
avancees a ce stade : la structure de projectiéaitie d’'une part (cf. Ahlgrim et al. [2005]) et

la structure de projection d’arbre (ou d’arboreseg¢mtautre part (cf. Kouwenberg [2001]).
La différence principale entre ces deux structdeeprojection se situe au niveau de la nature
de la dépendance entre les différentes trajectsimalées. Alors que pour les structures de
projection linéaire, une seule trajectoire estwidia partir de chaque nceud, les structures par
arborescence supposent quant a elles que chaquk passede différents noeud-enfants et
ainsi différentes trajectoires possibles sont dédua partir de chaque noeud.

Par exemple, considérons le cas ou la projectienréedements des actions se déroule sur
deux périodes seulement et que pour les deux stesctnous obtenons; nceuds (ou
rendements) a la fin de la premiére période. Si rapiens pour une structure linéaire de
projection, il n'est possible d’obtenir que nceuds (ou rendements) a la fin de la deuxieme
période, chacun d’entre eux forme avec le nceudédedt une trajectoire distincte. Si par
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contre nous optons pour une structure d’arbre, telme de scénarios a la fin de la deuxieme
période estm, avecmy souvent supérieur & puisque différents scénarios de rendement a
partir de chacun des noeuds, simulés fin de la premiére période, sajéeids.

Le graphique suivant illustre la différence entes deux structures :

= i
----- - —e e : i
—i === ]
g

_____ S . __'____.

¢ :___H"‘:ﬁ---"::.' e

ool
Structure linéaire des scénarios Structure d’arbre des scirs

Source Kouwenberg [2001]

Fig. 5 :Comparaison entre deux structures schématiquesajegbion des scénarios

La structure d’arbre des scénarios est la fornf@ua récente et la plus complexe a utiliser.
Notre intérét sera focalisé dans la suite sur pe tle structure : il s’agit d’'une structure plus
adaptée que la structure linéaire pour I'applicaties techniques d’optimisation dynamique,
en particulier dans le cas de la déterminationaltation stratégique d’actifs optimale (cf.
Kouwenberg [2001]). En effet, chaque niveau daarbie représente une date future (ou un
moment de prise de décision) et les différents rogudchaque niveau représentent les
réalisations possibles de la variable modéliséstta date.

Le graphigue suivant représente un exemple plasliééde cette structure :

Niveau 0

Niveau 1

Niveau 2

Fig. 6 :Exemple détaillé de la structure d’arbre des scésar

Comme il est montré dans ce graphique, le nomisendeuds-enfants & chaque niveau n’est
pas nécessairement égal a celui du niveau suRanexemple, le nceud 0 dans le graphique a
deux nceuds-enfants alors que les nceuds 1 et Zomntnteuds-enfants. Deux niveaux de
'arbre peuvent ne pas présenter la méme périoderdps. Par exemple, dans le graphique
ci-dessus, le niveau 0 peut représenter le déblam®ée 0, le niveau 1 la fin de la deuxieme
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année et le niveau 2 la fin de la dixieme annéem@me, dans certains arbres de scénarios
complexes, tel que présenté ci-dessous, il powavaitr differents nombres de nceuds-enfants
pour les nceuds d’un méme niveau.

niveau 0 (=0) niveau 1£1) niveau 2£2) niveau 3%3)
Q Q. Q. @) A
\O ® B
@) Q. O C
\o ® D

\O E
Q. O

Q.

Fig.7 :Arbre de scénarios avec différents nombres de nanfdsts pour les noeuds d’'un méme
niveau

Il existe différentes représentations mathématiquasssibles de I'arbre des scénarios. Il est
référé ici a la formulation de Hochreiter et al.(2D

Considérons d’abord un processus stochastﬁﬁ[L)pFOL__T] discret dans le temps et continu

dans l'espace et supposé représenter la dynamicqueeddements des actions. L'analyse
suivante peut étre appliquée aux autres varial#egrges par le GSE, = x, représente la

valeur d’aujourd’hui et elle est supposée étre @ons. La distribution de ce processus peut
étre le résultat d’'une estimation, paramétriquaan, basée sur des données historiques.

L’'un des objectifs lors de la mise en place d’urEGSt de trouver un processus stochastique

g% , qui prend seulement des valeurs finies et quaassi proche que possible du processus

réel des rendements des actions : nous parlonscgacas de probleme d’approximation. A
titre d’hypothese, le GSE est supposé avoir ungctstre de projection sous forme d’arbre

pour ses différentes variables. Nous définissomgt pela, I'espace d’état fini dé pars :
P{é 0 a} =1

Soit card{S} le cardinal d&,. SixOS, nous appelons le facteur de branchemenx dke
nombre des noeuds issus directemenxk de’est a dire la quantité :

b(xt)= card{ y: P{E;ﬂ = y,g;t = x} > O}
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Intuitivement, le processus, )., r; Peut étre représenté sous forme d'arbre, avec @mm
racine le noeudx,0) . Les nceuds(xt) et (yt+1) sont connectés par un arc si

P{é = X,cﬂl = y} >0.

La collection de tous les facteurs de branchenigrit) détermine la taille de l'arbre.
Typiquement, le facteur de branchement est che@itaet indépendamment xle Dans ce
cas, la structure de l'arbre est déterminée paretgeur [b(1), b(2), b(3),..., b(T)]. Par
exemple un arbre [5, 3, 3, 2] a pour nhombre deanixe5 (y compris le niveau 0) et pour
nombre de nceuds 1 +5 + 5.3 + 5.3.3 + 5.3.3.2 mbd6ds. Le nombre des arcs est toujours
€gal au nombre des nceuds moins 1. Dans ce cadayda, il est possible de considérer que
la structure linéaire constitue un cas particutlerla structure d’arbre avec un facteur de
branchement égal a 1 a partir de la deuxieme coamp@siu vecteur de la structure ci-dessus
(c'est-a-dire [5, 1, 1, 1]).

Selon Dupacova et al. [2000], le probleme d’appration principal est un probléme
d’optimisation de I'un des deux types suivantsledst souvent fonction de la méthode de
génération de scénarios retenue :

by

- Le probleme a structure donné&hé given-structure problém quel

évidemment, la notion de proximité est a défininukniére appropriée.
- Le probléme a structure libreltfe free-structure problem ici aussi le

branchement est a définir librement excepté queitabre total des nosuds
est fixé a I'avance. Ce probleme d’optimisation g et combinatoire est
plus complexe que le probléme a structure donnée.

Il est & noter que la difficulté majeure lors datilisation des arbres de scénarios est
'augmentation exponentielle dans le nombre de atés Si trois scénarios sont générés
pour chague nceud a n’'importe quel niveau parmii2éanx par exemple, le nombre de
scénarios générés serd 3presque 3,5 milliards de scénarios). Le recaurstilisation de
telle structure dans le cadre de l'allocation égajue d’actifs fera I'objet d’'une étude plus
approfondie a la fin de ce travail en particuliand le cadre de la proposition d’un nouveau
modéle d’ALM (cf. chapitre 3 de la partie II).

Au dela du choix de la structure de projection plasr variables d’'un GSE, I'analyse des

approches possibles pour la détermination des rsafatures des variables projetées, appelée
aussi méthodologies de génération des scénariostitt@ un probléeme souvent rencontré par
le constructeur d’'un GSE. Le choix d’'une méthodmqgarticuliere n’est pas sans impact sur
les résultats obtenuss fine (cf. Ahlgrim et al. [2008]).
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[I-2 Méthodologies pour la génération de scénarioéconomiques

Si nous nous placons dans le méme cadre d’analyseejui de la sous-section précédente,
nous pouvons dire que cette partie vise a répaadaequestion suivante: comment pouvons-
nous déterminer la valeur d’'un nceud. Pour cel&réifites méthodologies, ayant pour finalité
la génération de scénarios économiques, peuventrétivées dans la littérature (cf. Kaut et
Wallace [2003] et Mitra [2006]). Il est proposé damette sous-section de les classer en quatre
groupes: les approches basées sur I'échantillonteg@approches basées sumiatchingdes
propriétés statistiques, les approches baséesesutethniques d@ootstrappinget les
approches basées sur I'’Analyse en Composantesigales: Ce dernier groupe n’est pas
indépendant des autres comme nous allons le vog c&aqui suit.

[I-2-1 Les approches basées sur I'échantillonnage

Ces approches peuvent étre classées en deux gégeras : I'échantillonnage pur univarié
(ou traditionnel) et I'échantillonnage a partir ml@rginales et de corrélations spécifiées. Cette
derniére a le mérite de générer des scénariosldagsels la corrélation entre les variables
converge vers celle ciblée par le modélisateur.

L’échantillonnage pur est la méthode de générati@rscénarios la plus connue. A chaque
nceud de larbre de scénarios, differentes valeons srés de facon aléatoire a partir du
processus stochasticlfgl. Cela se fait soit par un tirage direct & partrld distribution

de{&}, soit par I'évolution du processus selon une fdenexplicite: &,,, = Z(¢, &, ).

Dans ce cadre, la dynamique de plusieurs varidiriaaciéres peut étre supposée suivre un
processus stochastique de type mouvement browréeméfrique, ou bien l'une de ses
variantes. Les scénarios d’évolution de ces vargabbnt ainsi simulés a partir des hypothéses
sur la discrétisation d’un processus brownien géoquie définit par exemple par:

ds(t) = S(t)dt + oSt )dB(t)

S(t) est le prix de I'actif,u et o sont respectivement Hrift et la volatilité. Le termediBft)
est un mouvement brownien, c'est-a-@ifg)- B(t,) ~ N(O,|t2 —tl|). Il est ainsi possible de

simuler des processus stochastiques sur un inferdal temps donné, en attribuant des
valeurs aléatoires au mouvement brownien et enileaitpar la suites(t).

Les méthodes traditionnelles d’échantillonnage e@l'urariable aléatoire permettent de

constituer des échantillons seulement a partirel\wariable aléatoire univariée ; lorsque nous
voulons tirer un vecteur aléatoire (correspondadifférentes variables), on aura besoin de
tirer chague composante marginale (chaque varialdefacon séparée pour les rassembler
ensuite. Le résultant obtenu sera un vecteur dablas aléatoires indépendantes.

Concernant la convergence vers les moments sfagstisouhaités (moyenne, variance, etc.),
il existe différentes méthodes pour améliorer balthme de I'échantillonnage pur. Nous
pouvons par exemple utiliser les méthodes de gtadrgour I'intégration ou les suites a
discrépance faible (cf. Pennanen et al. [2002]urHes distributions symétriques il est
possible d'utiliser les échantillonnages antithétis; Une autre méthode pour améliorer la
méthode d’échantillonnage pur est d’ajuster I'aripéenu de fagon a avoir les valeurs cibles
de la moyenne et de la variance (cf. Gawet al. [1994]).
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Comme mentionné ci-dessus, les méthodes d’éclmamtdbe traditionnel ont des limites au
niveau de la génération des vecteurs multivari@sparticulier ceux avec une corrélation
spécifiée. Cependant, il existe des méthodes guiwént ce probléme en se basant sur des
approches d’échantillonnage traditionnel pour @esajuster la technique de contrble de la
corrélation entre les scénarios projetés.

Ces méthodes, que nous avons appelé « échantijenaapartir de marginales et de
corrélations spécifiées » constituent donc une nsid@ des approches d’échantillonnage
traditionnel. La différence principale se situe sl fait qu’elles permettent a l'utilisateur de
spécifier a I'avance les distributions marginalessiaque la matrice de corrélation cible. En
général, il n'y a aucune restriction sur les dmttions marginales, elles peuvent méme
appartenir a différentes familles.

A titre d’exemple, Deler et al. [2001] proposenteuméthode permettant de générer des
variables aléatoires & partir des séries tempsrelfaulti-variées{X ;t=12,..} ,

ou X, =(xlyt,x2,t,...,xk,t)' est un vecteur aléatoire de dimensi(bnxl) correspondant a
I'observation a la datede ces variables.

Pour cela, ils construisent un processus appeléepsos de basg (assimilé a un vecteur

auto régressif gaussien standard) et le transfoBmi@avers un systéme de translation de
Johnson [1949], en un processus ayant au moinguase premiers moments (moyenne,
écart-type, le coefficient de dissymétrie sliewnesset coefficient d’aplatissement ou
kurtosi9 du processux, .

Il ajuste enfin la structure de corrélation de oecpssus de bas&é de facon a obtenir celle
du processus, . L'approche utilisée dans ce cas est celle derlal. [2001]. Elle se base

sur la résolution d’un ensemble d’équations pernéetie déterminer les corrélations a retenir
entre les variables du vectedr afin de refléter la structure de corrélation cibleservée

entre les variables du vecteXiy. D’autres exemples de ces méthodes se trouverd dan
Dupacova et al. [2009]

Il est & noter finalement que ces approches basgd®chantillonnage sont utilisées dans le
cas ou nous avons des hypotheses sur les fonctenslistribution des composantes
marginales (ou des différentes variables modéljsées

[I-2-2 Les approches basées sumigtchingdes propriétés statistiques

Dans les situations ou il n'y a pas d’hypothésedaudistribution marginale du processus de
génération de scénarios, les approches basées rmatchingdes propriétés statistiques, en
particulier les moments, sont les plus adaptéesprdoessus de génération des scénarios par
le matchingdes moments s’intéresse souvent aux trois ou aake) premiers moments de
chacune des variables projetées (moyenne, varigheaness, kurtosis) ainsi qu’a la matrice
de corrélation.

Ces méthodes peuvent étre étendues a d'autre @ueprstatistiques (tel que les quantiles,
etc.). Le générateur de scénarios pamigchingdes moments va ensuite construire une
distribution discréte satisfaisant les propriétdatigiqgues sélectionnées. Par exemple,
Hoyland et al. [2003] commencent par spécifier éenbre minimal de scénarios qu'il faut
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générer pour ensuite obtenir I'arbre de scénarims yme optimisation non linéaire, ou
I'objectif est de minimiser I'erreur entre les mameethéoriques de la variable et ceux fournis
par l'arbre.

[I-2-3 Les approches basées sur les techniqusdistrapping

Il s’agit des approches les plus simples pour gagndes scénarios en utilisant seulement les
données historiques disponibles sans aucune maiiétisa priori de la dynamique
d’évolution des variables du GSE (cf. Albeanu et[2D08]). Le Bootstrappingse base
essentiellement sur la constitution d’échantillengartir des données observées. Dans ce
cadre, les valeurs de chaque scénario représemtegthantillon de rendements d’actifs
obtenu par un tirage aléatoire de certains rendenudrservés déja dans le passeé.

Par exemple, afin de générer des scénarios dememiesur les dix prochaines années, un
échantillon de 120 rendements mensuels tirés aéatent sur les 120 rendements des dix
dernieres années est utilisé. Ce processus es$é nép&ertain nombre de fois afin de générer
plusieurs scénarios possibles dans le futur. Awgregpdans le cas ou nous avdnactifs a
projeter, et en supposant qu’un historique pdpériodes est disponible, nous tirons avec
remise un entier entre 1 et nous prenons toutes les valeursldastifs a cette méme date
de facon a tenir compte de la corrélation histaigotre ces derniers.

[I-2-4 L'utilisation de I’Analyse en @gposantes Principales

L’Analyse en Composantes Principales (ACP) est m#hode générique d’analyse de
données ayant plusieurs dimensions (cf. Bourathd. [L980). Elle permet l'identification
des facteurs clés régissant les tendances de oegatoet de réduire leur dimension tout en
conservant le plus d'information possible.

Pour cela, I'ACP se base sur I'identification desteurs propres, des valeurs propres et des
covariances. En effet, il s'agit d'une méthode deswe qui dépend d'un modele
géomeétrique plutét que d’'un modéle probabilistd@P propose de réduire la dimension
d'un ensemble des données (échantillon) en trouvantouvel ensemble de variables plus
petit que I'ensemble original des variables, gainméoins contient la plupart de l'information
de I'échantillon.

Autrement dit, pour un ensemble de données dansgpace aN dimensions, nous
recherchons un sous-espack dmensions (défini pak variables) tel que la projection des
données dans ce sous-espace minimise la pertemiafion. Cek variables seront appelés
composantes principales et les axes qu’elles détennaxes principaux. L'implémentation
numérique de la méthode ACP est ainsi accessihler&ique, I'ACP a pour objet de réduire
le nombre des variables de départ du modele posuiten appliquer une approche
traditionnelle de génération de scénarios (parmieseproposées ci-dessus) pour les
composantes principales.

[1-3 Probabilité risque-neutre Vs probabilité reelle
Les structures par terme dans les modéles d’absEad®trage projettent des trajectoires de

taux d'intérét futurs qui émanent de la courbe thsx existante. L'application de tels
modeles suppose que les prix sont déterminés & gdarprincipe d’absence d’opportunité
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d’arbitrage dont découle «la probabilité risquetre» (cette technique est surtout
intéressante lors du développement des technidasstchge).

Sous cette probabilité, le rendement de tous lefs &st supposé étre le taux sans risque et la
somme actualisée d’un ensemble de flux futurs galeéa la somme de ces flux actualisés au
taux sans risque. Cette probabilité a pour objéesifopérations de pricing » et reflete un
consensus entre deux parties acceptant le trandéentisque. En fait, la méthodologie
d’évaluation risque-neutre est utilisée par lesqo@s d’investissement et les académiques
pour I'évaluation des produits dérivés. Pour un eedle retour a la moyenne, la tendance de
long terme sera le taux sans risque pour toutesvdesbles. Nous estimons ainsi une
moyenne des flux de trésorerie espérés du produiélen utilisant les techniques Eiente
Carlo. Ces flux sont actualisés au taux sans risque difibtenir la valeur économique du
produit dérivé.

La probabilité risque-neutre fournit des résultaikérents par rapport a des marchés neutres
face au risque mais elle n’est pas recommandéelponesure du risque ou pour la prévision
(Adam, [2007]). Par ailleurs, les structures par terme dans les élasddabsence
d’opportunité d’arbitrage sont fréequemment plusficles a implémenter que leurs
contreparties des modeles d’équilibre. Cette pritiblsuppose un nombre d’hypothéses qui
sont peu conforme au monde réel. Comme conséquégejaleurs obtenues par cette
méthodologie doivent étre interprétées avec prugldBites peuvent constituer un benchmark
intéressant, surtout lors de I'évaluation de prteddérivés par les techniques actuarielles.

La probabilité réella quant a elle un objectif de simulation (ou dgemtion) realiste :

» Elle corrige les simulations risque-neutre et memar exemple que sur le long terme
linvestissement en obligations est plus intéresgae I'investissement en monétaire
(cf. Campbell et al. [2001]).

* La simulation réelle integre des primes de risqoenroe contrepartie du risque
supplémentaire assume.

» Elle corrige le calcul des indicateurs de risquen@les scénarios de stress, analyse de
sensibilité, etc.)

» Elle permet a la société de tenir compte de I'éwotude sa propre valeur de marché
lors des simulations.

La probabilité réelle est utilisée lors de l'optaamiion de I'exposition au risque par le
gestionnaire actif-passif (Adam, [2007]). La primhe risque indique une différence entre la
performance espérée de l'investisseur et le tang 8aque. Mathématiquement, le passage de
la probabilité risque neutre a la probabilité réedke fait par I'introduction d’une prime de
risque 4 :

daréel - daRN +/,/.dt
[I-4 L’exclusion de valeurs négatives pour les modeés de taux

Beaucoup de discussions existent sur la nécedsit facon avec laquelle nous pouvons
limiter la simulation des variables négatives (B#ss [2004]). Les variables autour
desquelles se concentrent ces discussions sonauasréels et les taux nominaux, mais
l'inflation est aussi concernée. La question samaue d’avantage lorsque le taux nominal
est déduit a partir des deux autres taux. Parn@igpsoches possibles :
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- soit l'utilisation de bornes inférieures pour lasx réels et d’inflation,

- soit la fixation de bornes inférieures uniguemeatirples taux d’inflation
(qui peuvent donc étre négatifs) : les taux réefg quant a eux déduits dans
un deuxieme temps de fagon a avoir des taux nomipasitifs.

lll- Mesure de qualité

La mesure de la qualité d'un GSE peut avoir deugatares : qualitatif et quantitatif. Dans
les deux cas, I'objectif sera de garantir des @atsortie du modéle qui permettent de prendre
les meilleures décisions.

[1I-1 Mesure qualitative de la qualité d'un GSE

Pour Hibbert et al. [2001], les propriétés qu'uboxn » GSE doit avoir sont les suivantes : la
représentativité, la plausibilité économique, lecpaonie, la transparence et I'évolution.

Le modele doit « imiter » le comportement des adiifanciers dans le monde réel en captant
leurs principales caractéristiques (représenta)ivide méme, les différents scénarios générés
devront étre plausibles et raisonnables pour Igerx du marché financier. Cela passe par
I'étude de la forme de la distribution et des datiéns des différentes variables du modele.

A ce titre, le degré de correspondance des résudtat données historiques constitue un
champ d’investigation intéressant, malgré les quiés a I'encontre de I'’hypothése de
reproduction des événements historiques dans la. flifutilité de la comparaison des
résultats obtenus par rapport aux observations md&sées sur le marché peut varier en
fonction des attentes du gestionnaire en termesolliton future du contexte macro-
economique. En fait, I'objectif de similitude entes deux séries (projetées et historiques)
peut étre abandonné si on juge par exemple un ehaag profond du contexte économique
par rapport au passé (exemple : modification ingrie des poids des économies a I'échelle
internationale, explosion de I'endettement publik, ...

Le comportement joint des différentes variablesusé®s dans les scénarios doit aussi

présenter un niveau suffisant de plausibilité etcdbérence en respectant les principes

economiques. Cependant, il est a noter qu'’il njyaa de consensus sur certaines propriétés
importantes des actifs financiers. L’exemple dmgipge de retour a la moyenne sur le marché

des actions, qui stipule que les rendements sionigterme des actions convergent vers une
tendance donnée, en est une illustration (cf. Hildteal. [2001]).

La parcimonie fait référence, quant a elle, a haplicité des modéles proposés par le GSE,
leur permettant d’étre d'une part compréhensibles les utilisateurs et d’autre part
implémentables sur des supports informatiques. d@légurs, la parcimonie permet une
meilleure capacité prospective.

La transparence est enfin un élément déterminamt jgosuccés du modéle, fortement lié a

son potentiel de communication : les résultats maidedevront étre présentés sous forme de
graphiques clairs et détaillés. Finalement, Le made du modéle a évoluer et a élargir le

champ de son étude est un élément d’attractivigplémentaire.
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Pour Zenios [2007], les critéeres qu’'un GSE doitséaite afin de garantir sa bonne qualité
sont au nombre de trois : I'exactitudsoirectnesy la précision gccuracy et la cohérence
(consistency

Les scénarios devront avoir des propriétés qui pmtifiees et soutenues par différentes
publications académiquesPar exemple, la structure par terme devra reflétephénomeéne
de retour a la moyenne des taux d’intérét congslatés plusieurs études universitaires et
techniques (cf. Vasicek [1977] et Hibbert et al0Q2]). De méme, la structure par terme
pourra étre déduite a partir des changements @anweéau, la pente et la courbure tels que
mentionné dans certaines études économiques (athteéeal. [1992]).

De méme, afin de vérifier la condition d’exactitudes scénarios devront couvrir les
scénarios importants observés dans le passé aiasiegir compte deévenements qui ne
sont pas observés avantnais qui ont de fortes chances d’étre observés kesuconditions
actuelles de marché.

Comme dans plusieurs cas, les scénarios représentdiscrétisation d’'un scénario continu,
'accumulation d’un nombre d’erreurs dans la digsedion est inévitable. Différentes
approches peuvent étre utilisées pour assurer 'gakahtillon de scénarios représente la
fonction de distribution continue sous jacente.

La précision est assurée lorsgeepremier moment jusqu'au plus grand moment de la
distribution des scénarios convergent vers ceux da distribution théorique sous-jacente
(le matchingdes moments et des propriétés statistiques sauésbutilisés afin d’assurer que
les scénarios gardent les moments théoriquesdistidbution qu’ils représentent).

La demande de précision peut mener a la générdiionnombre élevé de scénarios. Ceci
dans le but de créer une discrétisation fine ddidaibution continue et afin d’accomplir la
précision qu’on considéere appropriée et acceptadle le probleme en question. Cependant,
compte tenu des erreurs de modéle et de calibfagg recommandé d'éviter de consacrer
trop d’énergie a I'obtention d'un niveau de prémsiformellement satisfaisant mais illusoire
de point de vue opérationnel.

Lorsque les scénarios sont générés pour difféeieatauments (par exemple, les obligations,
la structure par terme, etc.), il est importantvibir que les scénarios sont cohérents en
interne. Par exemple, les scénarios dans lesqoelaugmentation dans le taux d’intérét tient
lieu simultanément avec une hausse des prix defgatibhs sont théoriqguement non
cohérents (cf. Ahlgrim et al. [2008]), méme si & wthelle individuelle chacun des deux
scénarios, celui du taux et celui des prix, petg awvoir lieu étant donné certains facteurs
exogenes (par exemple, une augmentation des taua panque centrale accompagnée par
laugmentation de la demande sur les obligationame actifs refuges sur le marché). La
corrélation entre les différents instruments peut étre utliaén d’assurer la cohérence des
scénarios.

L’étude de la qualité de certaines méthodologiegéleeration de scénarios est illustrée ci-
dessus :

Concernant les approches basées sur I'échantifennalles permettent de probabiliser un
ensemble de scénarios futurs en tenant compte gmdaibilité de la reproduction des
scénarios passés. Si le choix de la dynamique deables est justifié par des références
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académiques, ces approches assurent la conditsaditude. Par ailleurs, les conditions de
précision et de cohérence peuvent aussi étre pgeEser avec un choix de techniques de
calibrage et de discrétisation adéquates (prégisoren tenant compte de la structure de
corrélation entre les variables dans les modelgsfence).

Nous pouvons noter que laatching des momentsssure par définition la condition de
précision puisqu’elle garde les propriétés des nmsmeéde méme, lenatchingdes matrices

de covariance assure la cohérence des scénarjpsndant, cette approche est assez générale
et n'est pas validée par des études académiquegsioest nécessaire pour que l'approche
respecte la condition d’exactitude.

De son coté Ibootstappingles données historiques préserve la corrélatisaree, mais ne
satisfait pas la condition d’exactitude pour la@@tion de scénarios car il ne suggerera pas
un rendement qui n'est jamais observé dans le p@es€ui est contre-intuitif, comme la
reproduction du passé ne constitue qu’'une parsesdénarios possibles dans le futur et non la
totalité des scénarios potentiels, confirmationrd@npar la crise économique actuelle qui a
donné lieu a des rendements records jamais obsaw@aravent). Lorsqu’ils sont tirés de
facon appropriée, les scénarios de cette appraaisfont les conditions de précision et de
cohérence puisqu’ils sont en parfaite cohérence seobservations réelles du passeé.

[1I-2 Mesure quantitative de la qualité d'un GSE

Dans cette sous-section, inspirée des travaux de &aWallace [2003], nous essayons de
présenter certains criteres permettant de testémgbe quantitative la qualité d’'un GSE non
pas en tant qu’outil de génération de la distrdoutiéelle de ses variables mais plutét en tant
gu’outil d’aide a la prise de décision. L'intéré&rgs ce travail sera porté sur la performance
des scénarios comme urput au modeéle de prise de décision et sur la mesuta dealité
des décisions subséquentes que proposent cesisséfsabilité, absence de biais, etc.).
L’objectif n’est donc pas la mesure du degré deesmondance des scénarios projetés par
rapport a la distribution réelle des variables ddEGune distribution qui reste peu accessible
guelque soit les outils d’estimation et d’approxiima employés. Nous notons aussi que la
connaissance de la distribution réelle enleve #inede passer par un GSE pour prévoir les
valeurs futures des variables financieres et macomomiques.

l1I-2-1 Présentation du probléme

Les notations utilisées dans la suite sont idertca celles utilisées précédemrfiehtous
nous intéressons a la fonction objectif d’'un modedgptimisation synthétisé comme suit :

minF (x.¢,)

ou¢, correspond donc a un processus stochastique didanst le temps et continu dans
'espace.

La résolution directe du probleme réel (théorigént supposée étre impossible, le passage

par un processus discr{aﬁ} dont I'évolution est représentée sous forme d’'ubreame

constitue gu’une solution d’approximation (empigyuUne fois effectué, la fonction objectif
devient :

® Le choix de la structure de projection n'influeqzes 'analyse menée dans cette sous section.
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minF(x.¢,)
Comme mentionné ci-dessus, nous nous proposonscdatnavail de lier la performance du
GSE eétudié a la qualité des décisions qu’il perdiebtenir et non pas a la performance
statistiqgue d’approximation et d’estimation du mssus réel. D’autre part, il est a rappeler
gue l'erreur d’estimation des parametres ne fait partie de I'objet de cet article ce qui ne
réduit en aucun cas I'importance d’étudier la robsse des décisions obtenues par le GSE
par rapport aux choix effectués pour ces paramétfesleucci [2005]).

L’erreur, au niveau décisionnel, de I'approximatiban processus stochastic{kié par une

discrétisatio@g%} , peut étre définit, soit comme la différence etdevaleurs optimales de la

fonction objectif des deux problemes : le problemél (théorique) et le probléme
d’approximation (empirique), soit comme la diffécenentre les solutions proposées par ces
deux mémes problémes.

Le premier type d'erreur, lié a la valeur optimdike la fonction objectif, peut étre formulé
comme suit :

e (ft ;‘tj = F(arg min F(x;;‘tj; Etj - F(arg min F(x;{tj; ft]
:F(argminF(x;;ﬂj;ftj—minF(x;Etj (1)
Nous notons que; (Et ;‘tj >0, etant donné que le deuxieme élément de I'écarteesai

minimum, alors que le premier est la valeur deofecfion objectif & une solution approximée.
La comparaison est effectuée non pas au niveasalegons optimalegx ) mais plutot au

niveau des valeurs de la fonction objectif correslamtes. En fait, notre intérét porte en
premier lieu sur la valeur minimale et non paslesrdifférentes solutions qui permettémt
fine d’avoir cette valeur (appelée aussi la performance)

Il'y a deux problemes rencontrés dans I'équatiettiesisus de, (Et ;‘tj ;

- trouver la valeur «réelle» dé(x; g‘tj pour une solution donnée

- trouver la valeur « réelle » dE(x;Etj qui suppose la détermination de la
solution réelles .

Alors que le second probleme est souvent diffizilgsoudre, car il nécessite la résolution du
probléme d’optimisation avec le processus contéal, le premier probleme peut étre résolu,
a travers la simulation en temps discret par exemphns la sous-section suivante, nous
présentons différents indicateurs de mesure deelietié a la qualité des décisions obtenues
par un GSE donné. Ces indicateurs se basent sigfifation de conditions a satisfaire par la

solution empirique.
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l11-2-2 Le test de la qualité des décisions ob&npar le GSE

Il existe au moins deux conditions nécessairestiafaiae par un GSE afin de garantir la
fiabilité des décisions déduites a partir de seageptions. La premiére condition ekt
stabilité de la valeur de la fonction objectif optimale wapport aux différents arbres de
scénarios : c'est-a-dire si nous générons plusebrss (avec les mémes parameétres initiaux :
tendance, volatilité, etc.) et que nous résolvergdbleme d’optimisation pour chacun d’eux,
nous devrions avoir les mémes valeurs optimales ladlefonction objectif (mémes
performances). L'autre condition est que l'arbre sd&narios n’introduiiucun biais au

niveau de la vraie solutio('x*) et ainsi la solution proposée empiriquement dwitespondre

a la solution optimale réelle. La premiére conditpeut dans certaine mesure étre testée alors
gu’un test direct de la deuxieme est souvent céndidomme impossible étant donné que la
fonction réelle est inconnue.

[11-2-2-1 La condition de stabilité

Deux types de stabilité peuvent étre avancéstalalgé interne de I'échantillogt la stabilité
externe de I'échantillon. Ces deux types d’indiaegeinterviennent au niveau de la valeur
optimale de la fonction objectif et non au niveaual solution optimale du probléme.

En fait, la stabilité interne de I'échantillon sifj@ que si nous généroris arbres de scénarios

avec la discrétisatidd} d'un processus donfé} , et que si nous résolvons le probléme
d’optimisation pour chacun de ces arbre, nous dasravoir (approximativement) la méme
valeur optimale de la fonction objectif avec comswutions optimaleg, , k =1,...K .

Autrement F(x*k;;‘tkj = F(x,* ;;‘t,j kI OL.K

La stabilité externe de I'échantillon concerne duarlle les performances des arbres de la
distribution réelle et elle est définit comme suit

F(x*k;ftj:F[xf;ftj k,I0OL.K
Une autre formulation possible de ces deux indicateera :
La stabilité internemXinF(x; ;‘tkj = mxin F(x; ;‘ﬂj
La stabilite externeF:(argminF(x; ;ﬂkj; Etj = F(argminF(x; ;‘ﬂ j; Etj

En utilisant I'équation (1) de la fonction d’erreutous déduisons que pour le cas de la

stabilité externeeg, (Et ,;ﬂkj =g [ft ,;fﬂj

Il y a une différence importante entre les dewiniibns : alors que pour la stabilité interne
de I'échantillon nous avons besoin seulement deudde le probléme d’optimisation basé sur
les scénarios projetés par le GSE, la mesure skalbéité externe passe par I'évaluation de la
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fonction objectif réelleF (x; & ). En pratique, il n'est pas évident de tester sémient la

stabilité externe comme nous n'avons pas la digioh réelle des variables projetées
(rendements, taux, etc.).

Cela peut étre démontré par I'exemple uni-périogigtiuni-dimensionnel suivdritiustrant
la différence entre les deux types d’indicateurs :

rgiRnF(x; &)= E“[(x—f)z]

Ce probleme peut étre résolu théoriqguement et asaisolution explicite pour n’importe
guelle distribution def :
F(x; €)= E|(€ - x)°|
- (¢ - E[e])+ (Ele] - )’
= l(¢ - E[¢])"]+ El2(e - Elel)Ele] - <] + E[ ] -’
:Var[5]+0+(x-E[<‘])
et la solution optimale est alors :

X —argmlnF x; &)= E[q‘]

Fl ) =minF(x; £) =Vare]

Cette solution est dite explicite parce que soremtimn ne nécessite pas la simulation de la

distribution deé et elle constitue du fait une solution généralééerministe. Considérons le

cas dans lequel nous générons des arbres de m;%’rg@ﬁ =1..K)) et que nous obtiendrons

les solutionx, = E|:g;k:|.

Nous supposons dans un premier temps que la métedénération de scénarios est telle
gue tous les échantilloé’§ ont d'une part la méme moyenne ré&]{e;‘k}:E[f} et d’'autre
part des variancevar[q‘k} différentes. AinsiF(xL;g‘kj =Var[£k} sera différente d’'un

échantillon a lautre d’ol une non stabilit¢ in®rnEn méme temps, =X , donc
F(x:&)=F(x ;&)=Var[&], ce qui confirme une stabilité externe de I'échiiamt

Si par contre, nous supposons que la méthode déragi@m de scénarios produit des

échantillons ayant tous la méme variance rée‘{lar[(fk} :Var[f]), mais des moyennes

" Pour simplifier,§ désignef, dans cet exemple.
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différentes, nous obtenons dans ce F:éx;;fkj :Var{fk} :Var[f] et la stabilité interne de
I'échantillon est ainsi verifiée. De I'autre coté, la valeur

2
de F(x*k;f):Var[E] +(E[Ek} - E[gﬂj differe entre les échantillons et la résolution du

probleme ne vérifie pas la stabilité externe dehiantillon.

Une question peut étre posée a ce stade : quid ggie de stabilité le plus important pour
juger de la performance de la méthode de générdidasténarios ? Avoir la stabilité externe
sans avoir la stabilité interne signifie que lafpenance obtenue par approximation peut ne
pas correspondre a la performance réelle. Le cpesép c'est-a-dire stabilité intersans la
stabilité externgest quant a lui plus génant pour le processussidéciel, puisque la
performance réelle des solutions empiriques dépeteld’arbre de scénarios réel sélectionné,
et nous ne pouvons pas ainsi trancher au niveala daeilleure solution obtenue par
approximation alors que dans le premier cas noimavau moins une solution empirique
stable théoriguement mais dont la performance eguarreste non stable, ce qui pamit
priori moins génant.

Une autre question possible est I'étude d’'une Kt@abinterne de I'échantillon non pas au
niveau de la performance mais au niveau des sobitles méme : ainsi nous cherchons a
avoir la méme solution optimale quel que soit lfarde scénarios génére.

Dans I'exemple ci-dessus, nous pouvons remarquiregtipossible d’avoir une non stabilité
interne de la valeur optimale de la fonction obfegtlifférentes variances empiriques

Var[q‘k}) tout en gardant une stabilité interne au niveas dolutions elles mémes (les

solutions x, = E[E] sont les mémes pour tous les arbres). Ceci pemeetdéduire

immédiatement la stabilité externe de I'échantillénnsi, si nous détectons une stabilité
interne de I'échantillon au niveau de la fonctidnjeatif, nous devrions regarder aussi au
niveau des solutions. Par contre I'autre sens tiyapan’est pas toujours vrai et nous pouvons
avoir une stabilité externe méme si la stabilitterime au niveau des solutions n’est pas
vérifiée.

Nous pouvons conclur@-fine que la stabilité est une condition minimale a eesgr par la
méthode de génération de scénarios. Ainsi, avanbdenencer a travailler avec un nouveau
modele d’optimisation, ou une nouvelle méthode éleégation de scénarios, il sera judicieux
d'effectuer les tests de stabilité : le test dstédbilité interne de I'échantillon et dans la mesur
du possible le test de la stabilité externe denbédillon.

I11-2-2-2 La condition d’absence de biais

En plus de la condition de stabilité (a la foieme et externe de I'échantillon), la méthode de
génération de scénarios ne devra pas introduireiale au niveau de la solution proposée.
Autrement, la solution du probléeme d’approximatlmsé sur les scénarios fournis par notre
GSE :

X

X = argminF(x;;‘tj
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devra étre une solution optimale du probleme oaigiAinsi, la valeur de la vraie fonction

objectif pour la solution obtenulé(x ;Etj, devra étre approximativement égale a la valeur

optimale réelleminF(x;¢,) :

F()g ;Et] =F| arg minF[x;;‘tj;ﬁ = minF(x;ftj

X

En utilisant I'’équation (1) de la fonction d’erregette condition s’exprime comme suit :

ef(ft'%tjzo'

Le probléme est que le test de cette propriété pas possible dans la plupart des cas, étant
donné que cela nécessite la résolution du probtBomimisation avec le processus continu
réel, supposé jusque la comme inconnu.

[11-3 Application numérique

Afin d’illustrer les points développés jusque ldus présentons dans ce qui suit un exemple
numérique simplifié prenant le cas d'un investiss@ampagnie d’assurance par exemple)
intéressé par la répartition de son capital emt® actifs financiers sur le marché européen :
les actions, les obligations et le monétaire. Chalrices trois classes d’actifs sera représenté
par un indice dont la série de données historiquessuelles, entre le 01/01/1999 et le
31/10/2009, est récupérée a partir de la base aleéds Bloomberg : ainsi nous avons retenu
'indice EONIA pour le monétaire, l'indice obligata EFFAS-Euro pour les obligations et
indice DJ Eurostoxx50 pour les actions. Nous sggms aussi que ce probleme
d’optimisation de portefeuille est mono-périodiqua projection des valeurs de rendement
de chacun des trois actifs se fait sur une seuleqeé(par exemple une année).

Au niveau du choix déa méthodologie de génération des scénaridsi GSE, un processus
stochastique reflétant une hypothese de normadigerdndements est associé a chacun des
trois indices, soit :

R =y +0¢, aved = 123

R' correspond au rendement de l'indice_a tendance (ou la moyenne annualiséegt la
volatilité o, des rendements des trois indices sont estiméesirmuibase historique (elles
correspondent respectivement a la moyenne anneiaiséa la volatilité empiriques de
chacune des trois séries de données retengesuit une loi normale de moyenne nulle et de
variance égale a 1.

La structure de dépendance entre les variables du & considéréest bien une structure
par corrélation. Les trois indices sont simultanétrdgpendants I'un de l'autre lors de leur
projection et le niveau des corrélations est détegra travers les corrélations fixées en amont
entre leurs bruitg,; (i=123).
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La fonction objectif de notre investisseur sera définit comme suit :
Min F(Rp;gt): O'(Rp)
telque pOuU
ER,)=m,

Avec R le rendement total du portefeuille composé des totifs (monétaire, obligations et
actions), E(Rp) la valeur espérée du rendement du portefeuﬂl@Rp) la volatilité du

rendement du portefeuille e, la valeur minimale du rendement espéré du poriléfeu
(égale a 4 % dans notre cas). En pratique, I'egpéraera estimée par la moyenne empirique.

Rappelons que pour déduire le rendement du poitlefsur une période donnée, la formule
suivante est utilisée :

n=3 '
&:;gw
J:
Avec p; et R! correspondants respectivement au poids et au merdede I'actifj sur la
méme période.

U correspond a l'univers des allocations (ou contpmss de portefeuille) a tester. La
détermination de cet univers passe par la fixadlan pas, par exemple de 5 %, pour les poids
des différents actifs. Autrement :

lJ:{O%“WpJ\Epr:lepj:CXODSZQDjD&w”dﬁ[{OLmZP}
j=1

Dans notre cas, 3 actifs et un pas de 5 %, nowemobs 231 allocations a tester.
F(Rp;gt) correspond a la fonction objectif réelle présemtars la sous-section précédente

commeF (x; & )8

La structure de projection adoptée dans cette application est une structuaitie et ce afin
de simplifier la méthode de résolution de la fomtbbjectif. Cette structure peut étre illustrée
par exemple par le graphique 8 correspondant ariabhle rendement des actions projetée sur

actions

une periode de 20 ans avec 500 trajectoires. Dangraphique R’ représente le
rendement de I'indice des actions entre la tlaté-1 a lai®"®trajectoire (ou scénario).

La taille de la structure de projection sera défioomme le nombre de trajectoires simulées
dans cette structure. Un ensemble de scénariogniéail’ensemble des trajectoires obtenues
d'une variable dans le cas d'une structure de ptioje linéaire (équivalent de l'arbre de
scénarios dans le cas de structure par arboregcence

Dans notre étude nous envisageons de procéder commt : nous fixons différentes
tailles des structures de projection adoptées darGSE : par exemple 50, 1000, 5000 et 10
000 trajectoires. Pour chacune de ces valeurs, fassens tourner ce GSE=30 fois en

8 e . . . ! . R . .
La caractérisation « réelle » vient du fait que ddaotre cas la résolution du probléme passe paintalation et la
projection de scénarios stochastiques pour leérdifts actifs: on parle dans ce cas d'une résal@mpirique basée sur la

méthodeMonte Carloet non d’une résolution réelle déterminée généraie a I'aide de formules explicites.
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résolvant a chaque fois le probleme d’optimisapoésenté ci-dessus. 120 valeurs optimales
empiriques de la fonction objectif sont ainsi obies (30 valeurs pour chacune des 4 tailles
proposées). Les valeurs de ces différents parasn@aidle, nombre de fois qu’on fait tourner
notre GSE) sont ici choisies de facon arbitrairddde est de tester la stabilité et la
distribution de la valeur optimale empirique defdaction objectif ainsi que de la solution
empirique optimale (c'est-a-dire I'allocation opai® d’actifs) par rapport a la taille de la
structure. Cette étude essayera de jugéne la qualité des solutions fournies par notre GSE
pour le preneur de décision.

Avant d’exposer et d’analyser les résultats obteiest a rappeler que la stabilité interne de
I'échantillon nécessite que, pour une taille decdtrre donnée, les valeurs optimales de la
fonction objectif ne dépendent pas de I'ensemblesanarios projetés. L'idéal sera donc,
dans ce cas, davoir, pour une taille de structa@@nnée, 30 valeurs optimales
approximativement identiques de la fonction obfe&our la stabilité externe de I'échantillon,
les valeurs réelles de la fonction objectif (iciviaiance) doivent étre approximativement les
mémes pour les différents ensembles de scénangets.

De méme, ces valeurs devront étre approximativeégales a celles obtenues dans le test de
stabilité interne. Comme mentionné précédemmerite ceabilité externe de I'échantillon
peut étre déduite a partir de la stabilité intedsel'’échantillon au niveau de la solution
empirique retrouvée (I'allocation optimale dansraatas).

Dans le cadre du test de la stabilité interne @éehhantillon, le tableau 3 présente les
statistiques relatives aux 30 valeurs optimalekdenction objectif et ce pour les différentes
tailles proposées.

e G
> 500 trajectoires

T T
Rgctions 1 1
' '
' ' '
' ' '
I I '
actions actions actions
o0 ) e REE")

I | b | »  Axe du temps

t0=2010 t, t, T=2030

Fig. 8 :Projection du rendement des actions selon une streaschématique linéaire
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Description du test Nombre de scénarios
Type de test Fonction Valeur 50 1000 5000 1000
objectif
- Moyenne 0,0288 0,0275 0,0275 @02
Interne F(Rp : fkj Ecart-type | 0,0050 0,0011 0,0007 0,0005

Tab. 3 :Propriétés statistiques des valeurs de la fonctibjectif pour les différentes tailles retenues
des structures de projection de scénarios

De méme, le graphique ci-dessous illustre la thigtion de ces valeurs optimales (médiane,
qguantile 25 % et 75 % ainsi que le minimum et lexiimaim sur les 30 arbres de chaque taille).

0.038 =

0.036 — -
0.034— ‘ -

0.032— —

0.03-

s ==

0.024

0.022—

0.018— —
50

1000 5000 10000

Nombre de scénarios

Fig. 9 :Box plot de la distribution des valeurs de la famatobjectif pour différentes tailles de
scénarios

Comme nous pouvons le constater, plus le nombrecdaarios augmente plus la valeur
optimale de la fonction objectif a tendance a lmist a se stabiliser autour d’une valeur
centrale (en particulier a partir de 5 000 scémariha condition de stabilité interne de
'échantillon peut ainsi étre respectée par noti®EGa partir d'une certaine taille de la
structure.

D’un autre c6té, si la variation du poids optim& dhaque actif est relativement faible
(bornée entre deux valeurs proches) cela garangitabilité externe de I'échantillon. Dans ce
cadre, nous analysons les 30 vecteurs d’allocatptisnales obtenus pour les ensembles de
scénarios ayant pour taille 10 000. Les statisigie ces solutions sont présentées dans le
tableau suivant, ainsi que le graphique correspandadessous, et permettent de constater
relativement une stabilité externe de I'échantiffen que les écarts types et/ou les étendus
des poids des différents indices sont relativerfahtes).
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Moyenne Ecart-type Etendue Minimum Maximum

Monétaire 0,37 0,0252 0,05 0,35 0,4
Obligations 0,55 0,0497 0,1 0,5 0,6
Actions 0,08 0,0254 0,05 0,05 0,1

Tab. 4:Propriétés statistiques des poids des 30 allocatimptimales obtenues pour la taille de
10 000 scénarios

I Vonétaire

1
09—' I II IIIII I I II I ~{ I Action

[ obligation

0.8 =

0.7~ -

0.6 -

0.5~ =

0.4 -

Poids optimal

0.3+ -

0.2 =

0.1~ =

0 5 10 15 20 25 30 35

Structure projetée

Fig. 10 :Les allocations optimales obtenues pour les diffisyrensembles de scénarios
(30 ensembles) ayant chacun la taille de 10 008arigs

Conclusion du chapitre 1

Les résultats obtenus a travers cette applicatiorstituent des indicateurs que le décideur
peut utiliser pour justifier la stabilité de sa @émn finale par rapport a son générateur de
scénarios : les graphiques et les tableaux préseam@firment la possibilité d’avoir une
stabilité interne et une stabilité externe de ladiilon. En pratique, les hypotheses de travalil
et les variables de risque prises en compte dapsoleessus décisionnel sont évidemment
beaucoup plus nombreuses et plus compliquées netasne limite pas l'intérét de ces
indicateurs comme des outils d’aide a la mesura gerformance de la décision.

La prochaine étape est une illustration plus gielihl processus de construction d'un GSE.
Le contexte de cette construction est celui dertgeption sur le long terme de grandeurs

réelles pour des fins de gestion actif-passif @es fonds de retraite et de certains contrats
d’assurance). Le but du chapitre suivant est déexpdser la démarche suivie pour répondre

a ce besoin ainsi que les points qui, en pratigaeessitent une attention particuliére de la
part du modélisateur.
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Chapitre 2 : Construction d’'un générateur de scénadps
économiques

|- Conception et composantes

Le générateur de scénarios économiques constrog tietude suivante tient compte des
relations entre les différentes variables éconossqet financiéres. La méthodologie de mise
en place du modéle ainsi que les techniques deragk utilisées sont également exposeées.

L’objet de l'utilisation de ce GSE sera la projeatisur le long terme de différentes variables
financieres. Il s'agit en quelque sorte de prépkreéerrain au fonctionnement des modéles de
gestion actif-passif d’'un régime de retraite commoas allons le voir dans la partie |l.

Nous supposons que les actifs constituant 'uniwgirsvestissement sont les suivants : le

monétaire, les obligations d’Etat a taux fixe (ddéfédents niveaux de duration), les

obligations d’Etat a taux indexé a linflation (d#ifférents niveaux de duration), les
obligations non gouvernementales a taux fixe (dexttthn moyenne 5 ans), les actions et
limmobilier.

Univers d'investissement
Monétaire -
ZC 5 ans (nominal) obligations d’Etat a taux fixe de maturité 5 ans
ZC 10 ans (nominal) obligations d’Etat a taux fixe de maturité 10 ans
ZC 15 ans (nominal) obligations d’Etat a taux fixe de maturité 15 ans
ZC 8 ans (réel) obligations d’Etat a taux indexé a l'inflation demrité 8 ans
ZC 15 ans (réel) obligations d’Etat a taux indexé a l'inflation deatrité 15 ans
Crédit 5 ans obligations non gouvernementales a taux fixe deuriiat5 ans
Actions -
Immobilier -

Tab.5 : Univers d'investissement considéré dansiké

I-1 Conception théorique

Une premiere étape dans la conception théoriqueSi objet de l'illustration vise a arbitrer
entre un modéle par cascade et un modéle baseésscwrrélations.

Comme il est mentionné dans la sous-section |-2hdpitre précédent, les modeéles basés sur
les corrélations s'appuient sur des descriptamhbiocde chaque classe d'actif et les agregent
ensuite pour proposer une description globaleatzifl' Dans le cadre d'un modeéle basé sur
les corrélations, chaque classe est ainsi modéefisément ce qui, dans le cadre d'une
démarche de gestion actif-passif (ALM), permet éeride de maniére précise l'allocation
effectuée.

Les modéles par cascade proposent une descriftimetusée de plusieurs classes d'actifs a
partir en général d'une variable explicative de&ngfice (comme par exemple le modéle de
Wilkie [1995] qui s'appuie sur une modélisationld&lation dont découlent les taux et les
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prix des actions). Les classes d'actifs tels gsiedex d'intérét peuvent apparaitre modélisées
de maniere relativement sommaire en comparais@npiécision des modeles basés sur les
corrélations.

Toutes ces observations, ainsi que celles présemges la sous-section 1I-2 du chapitre
précédent, nous ont conduits a retenir un modédehgr de celui d’Ahlgrim et al. [2005]
plutét qu'un modéle du type Wilkie [1995] dans Bce de la présente étude. Le modele GSE
développé ne supposera pas I'existence d’une steupar cascade entre ces variables.

Concernant le choix d’'un modele de structure panéedes tauxce dernier doit tenir compte
de l'objectif de planification stratégique de loregme qui differe d’un objectif d’application
de court terme (basé sur la comparaison des pitienab avec ceux des produits dérives
observés sur le marché). Dans cette étude, nouwiségeons pas d'utiliser le modéle de
GSE, objet de Tlillustration, pour des opératiores «krading ». Nous cherchons plutét a
fournir aux fonds de retraite un ensemble de si@mate taux d’intérét et de rendement
d’actifs qui soit plausible par rapport aux tendanéutures et aux réalisations passées. Un
cadre de modélisation avec des hypothéséguilibre général sera favorisé. Les différents
actifs n’auront pas le méme rendement espéré epiime de risque sera accordée a chacun
d’entre eux. En choisissant la structure par tedeg taux, nous essayeront également de
respecter les points mentionnés ci-dessous retadivétude historique des mouvements de la
courbe des taux.

L’étude historique des mouvements de la courbetaies met en relief les points suivants
(Martellini et al. [2003]) :

- les taux d’intérét nominaux ne sont pas négatifs.

- les taux d’intérét sont affectés par des effetsedour a la moyenne.

- les taux longs et les taux courts ne sont pdsipament corrélés.

- les taux a court terme sont plus volatiles geedex a long terme.

- les courbes de taux d'intérét peuvent avoir diffées formes (quasi-plate, croissante,
décroissante, avec une bosse, avec un creux).

Dans le modéle développé, la structure par terrseaex nominaux est déduite a partir de la
structure par terme des taux réels et de la steigiar terme des taux d’inflation anticipés.
Nous avons choisi de modéliser ces deux dernieneke pnodele de Hull et White a 2 facteurs
[1994] appliqué dans un cadre d’équilibre générabc un principe de retour a la moyenne et
avec undrift dépendant du temps. Il se base sur le principetderr a la moyenne des taux
d’intérét. Ce modele a le mérite d’étre utilisé pdas fins de projection de long terme et dans
un cadre d’analyse d’'un « monde réel » (Ahlgrinale{2005]). Il fournit aussi des formules
explicites pour les prix des obligations zéro-caujge qui permet a son utilisateur d’obtenir
les taux de rendements de différentes maturitésrgporte quelle date durant la période de
simulation (courbe des taux).

Le choix d'un modéle multi-factoriel garantit unkexibilité au niveau de la forme de la
courbe des taux. Il est montré d’un autre coté lgugouvoir explicatif d'un modéle a deux
parameétres est suffisant pour la prévision des gdraents de taux d'intérét (Date et al.
[2009]). Ces deux facteurs retenus seront le taung I(sur un horizon long, 10 ans par
exemple) et le taux court ou le taux instantané (suhorizon court, 3 mois par exemple).
Nous pouvons ainsi obtenir différentes formes decdmrbe des taux en fonction de
'évolution de sa partie de long terme par rapporsa position initiale. De méme, en
considérant deux facteurs, nous évitons la limilembdele a un seul facteur qui est celle
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d'une corrélation parfaite, égale a 1, entre lasxtde rendement exigés sur différentes
maturités. Ainsi, les taux courts et les taux longmuront pas a évoluer toujours dans un
« lock-step».

En ce qui concerne les actigriiifférents auteurs ont soulevé la problématiges gimes
qui caractérisent le processus d'évolution de hdakslité des actifs financiers. Le GSE que
nous allons mettre en place suppose pas le retour a la moyenne pour leemeus des
actions. La dynamique des rendements des actiobasgesur le modéle de changement de
régime tel que présenté par Hardy [2001]. Les astjgeuvent évoluer dans le cadre de I'un
de deux régimes suivants : un régime a espérancendiement élevée et a volatilité faible
des rendements des actions et un régime a espé&tarmreadement relativement faible (voire
méme négative) et a volatilité relativement élev@&e modele permet de générerskiewness
(coefficient d’asymétrie) et ukurtosis(coefficient d’aplatissement) plus proche de cdeda
distribution empirique des rendements des actibtiisbert et al. [2001]). Le rendement des
actions sous chaque régime est supposé suivre uaement brownien géométrique tel que
celui de Black et Scholes [1973].

L'un des avantages de l'application des modélesaagement de régimes est la prise en
compte de la non-normalité des distributions desgssus a modéliser. De méme, ce modele
permet de tenir compte de l'instabilité tempordiela relation entre les taux (en particulier

l'inflation) et les rendements des actions dontidioe peut étre attribuée a I'émergence de
bulles spéculatives et/ou a des fluctuations nanéds par les fondamentaux (cf. Fama
[1981]).

A ce niveau, notre étude se distingue par l'adaptiane démarche novatrice dont I'objectif
est de tenir compte de l'instabilité temporelldadeorrélation entre les rentabilités des actifs.
Autrement dit, nous tenons compte dans la modi@isates possibilités d'évolution de cette
corrélation selon différents régimes.

L’idée principale est de partir de I'approche cigge de changement de régime, qui concerne
souvent les rendements moyens ainsi que les v@atipour supposer que les corrélations
basculent elles aussi d’un régime a l'autre. Nousduisons un nouveau concept qui est
celui de la «corrélation a risque » correspondant a la matrice de corrélation dangdime

de crise (régime a forte volatilité des marchéflg eefleteraa priori la perception subjective
de I'investisseur en fonction des risques auxqilielst exposé. La matrice de corrélation dans
le régime a faible volatilité sera considérée conuake reflétant la stabilité des marchés
(estimée par exemple a partir de données hist@ifaes périodes de crises).

Concernant les valeurs des obligations non gouweenéales (a risque de crédit), ces
dernieres sont déterminées a travers l'approche cdefficients d’abattement: approche
développée par les assureurs dans le cadre dejétion de leurs évaluations de provisions
économiques (MCEVet Solvabilité 1l). Le monétaire est modélisé selm modéle log-
normal a volatilité faible. L'immobilier est modéé selon un modéle de Vasicek [1977]
(I'équivalent de Hull et White [1990] avec un séadteur : le taux court).

La présentation du GSE, objet de l'illustrationtasaccompagnée par la comparaison de ce
dernier avec le modéle d’Ahigrim et al. [2005] mataent au niveau du calibrage des
parametres.

° Market Consistent Embedded Vakst le standard de valorisation des compagniesdrance en juste valeur.
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I-2 Composantes

En matiére de gestion actif-passif, il s’avereeutile s’appuyer sur une modélisation des
principales classes d’actifs disponibles dans tedeuconstruire un modele global dans lequel
ces classes sont représentées de maniére cohédantesine perspective de long terme en
phase avec les besoins d’'un régime de retraite.

[-2-1 Structure de corrélation

Deux principales questions s'imposent lors de tétdes modeéles de corrélation. D’'une part,
guelle est l'importance de l'estimation de la ctatién dans le contexte de l'application
considérée? D’autre part, quel est le meilleur feod&stimation de cette corrélation ?

Concernant la premiére question sur I'importancé'etimation des corrélations, nous nous
référons a I'étude de Skintzi et al. [2007]. Cemdms explorent 'importance de I'estimation
de la corrélation dans le contexte de la gesti@ridgues. En particulier, ils étudient I'effet de
I'erreur d’estimation de la matrice de corrélatgur le niveau estimé de la Valeur a Risque
9(vaR ou Value-at-Risk d’'un portefeuille d'actifs donné. lls constateqtie I'erreur
d’estimation de la matrice de corrélation influersignificativement le calcul de la VaR et
mettent ainsi en évidence I'importance de minimisette erreur pour les gestionnaires de
risque (isk managerps

Plus précisément, plus I'erreur d’estimation denktrice de corrélation augmente plus I'erreur
au niveau de la VaR augmente. Ceci est vrai qusoiteavec des portefeuilles linéaires
(composés d’actifs classiques) ou avec des poiliefewomposés d’options. Pour ces deux
portefeuilles, nous supposerons que la VaR esuléalcrespectivement avec la matrice de
variances-covariances et les méthodes de simulstamne Carlo Ainsi le choix d’'un modele
qui minimise l'erreur d’estimation des corrélatioast important pour le gestionnaire des
risques.

Un résultat additionnel obtenu par les auteursistaslans le fait que plus le « vrai » niveau
de la corrélation est faible plus la sensibilitémhurcentage d’erreur de calcul de la VaR est
élevé. Ceci implique que, dans le cas d’un poriliéelinéaire, la sensibilité est d’autant plus
importante que le portefeuille est bien plus difg&rsDe méme, dans le cas d’'un portefeuille
d’options, la sensibilité de I'erreur de calculldevaR par rapport a I'erreur d’estimation des
corrélations est d’autant plus forte que le nivdas corrélations entre les actifs sous-jacents
est faible.

Par ailleurs, I'étude de Skintzi et al. [2007] nterue, dans le cas d’'un portefeuille d’options,
le biais induit par I'erreur d’estimation des cdatéons dépend du niveau par rapport a la
monnaie et de la maturité. Les résultats montrece aniveau que la VaR relative a un
portefeuille d’options avec des maturités courteslans la monnaiest la plus sensible a

l'erreur de corrélation. Bien évidemment, ce rédulb’est pas le bienvenu chez les
gestionnaires de risque, du fait que la plupart’'aetivité de transaction des options est
concentré sur des options a maturité courte eterde la monnaie.

19| a vaR d'un portefeuille d'actifs financiers cepend au montant de pertes maximales sur un hodeon
temps donné et avec un niveau de confiance prédBfslagit la mesure de risque de référencesdtdi dans
Solvabilité I1.
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Finalement, les résultats de Skintzi et al. [20Didiquent que la sensibilité de la VaR a
I'erreur d’estimation de la matrice de corrélata#pend également de la méthode de calcul de
la VaR. Ainsi, la pertinence des résultats obtgpaisles simulationdonte Carlodoit étre
vérifiée a travers différents tests blacktesting De méme, il est souvent admis que, pour les
portefeuilles linéaires, le gestionnaire de risgseindifférent dans le choix entre la matrice de
variances-covariances et les simulatibfante Carlo: la VaR calculée a travers les méthodes
Monte Carlodevra converger en principe vers celle obtenuelgpanatrice de variances-
covariances. Cependant, comme le biais provenafiedeur d’estimation des corrélations
dépend de la méthode employée, I'utilisation desikitionsMonte Carloest de préférence a
eviter méme dans le cas de petits portefeuill&alnes.

Skintzi et al. [2007] confirment également que tpigle soit I'approche d’estimation retenue,
I'erreur est toujours inévitable. En particulieans les périodes de stress des marchés, ou la
VaR est supposé étre utile, les corrélations aé\wmgnificativement de leurs valeurs estimés
initialement (voir Bhansali et Wise [2001] qui neett en évidence les limites des techniques
statistiques dans ce cas). A ce niveau, la paatitalde I'étude menée par Skintzi et al. [2007]
consiste dans le fait que ces derniers se someg#és a la relation entre I'erreur d’estimation
de la matrice de corrélation et I'erreur de catteila VaR plutét que de s’intéresser au modele
qui minimise I'erreur d’estimation de la matrice c@rélation.

Autrement dit, ils ont supposé que ce qui comptalément pour les gestionnaires de risque
est de minimiser 'erreur de calcul de la VaR, qgeé soit le niveau d’erreur obtenu dans
'estimation de la matrice de corrélation. Aings, partent de la question : est ce que le choix
d'une approche d’estimation de la matrice de catigh, plutdét qu’'une autre approche,
impacte le niveau de la VaR obtemn fineet a quel niveau ? Si de telles relations
systématiques n’existent pas, le gestionnaire slgue se trouve libre dans le choix de son
modéle d’estimation de la matrice de corrélatidrpourra ensuite, par exemple, chercher a
identifier d’autres facteurs menant a des errears¢on modele de calcul de la VaR.

Méme si I'importance des hypotheses de corrélaéen de premier plan dans certaines
applications, du fait de leur influence sur lesisiéas finales du gestionnaire (cf. Wainscott
[1990]), certains chercheurs ont tendance a agssooielegré plus faible a cette importance.
C’est le cas de Black&Litterman [1992] qui affirmiemue dans le cas d’une allocation
d’actifs mono-périodique type Markowitz, le modél&t significativement plus sensible aux
hypothéses émises sur les espérances et les it@daties différentes classes d’actifs plutét
gu'aux hypothéses de corrélations adoptées damodiele. L'importance des hypothéses de
corrélation est donc fonction du contexte d’appiara et dépend des spécifiés de I'étude
envisagée.

Concernant la deuxieme question sur la performameela méthode d’estimation des
corrélations, de nombreux travaux ont essayeé dérda réponse en évaluant la performance
de la prévision de différents modeles de corrétatidans le cas de multiples applications
financiéres. Citons par exemple, Elton et Grub&7B] et Chan et al. [1999] dans le contexte
de l'allocation d’actifs, Beder [1995] et Alexandetr Leigh [1997] dans le contexte de la
gestion des risques, Gibson et Boyer [1998] et®Bys{2002] dans le contexte gicing des
options. Cependant, I'évidence en matiere de kctiéh du meilleur modéle de corrélation est
loin d’étre tranchée. De méme, du fait que la plupas applications nécessite la prévision
simultanée de la volatilité et de la corrélatidéyaluation de la performance de la prévision
de la corrélation indépendamment de celle de latWiodé apparait comme peu cohérente.
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La corrélation entre les taux (en particulier laifon) et les rendements des actions sera
étudiée dans la suite. Ce sujet se caractérisefdait d’étre controversé dans la littérature.
L'équation de Fisher [1930] stipule que le taux maihde rentabilité d'un actif financier, tel
gue les actions, est égal a la somme de l'inflatioticipée et du taux réel de rentabilité de
I'action. Cette identité est basée sur deux hypethd.a premiére est relative a I'efficience du
marché des actions; tandis que la seconde stipiddegtaux réel de rentabilité est déterminé
par des facteurs réels, et qu'ainsi il est indégendes anticipations inflationnistes.

Or, de multiples travaux empiriques (dont Fama 198 Kim [2003]) destinés a tester
I'équation de Fisher révelent une relation négagiviee la rentabilité des valeurs et l'inflation.
Cette nouvelle relation est qualifiée dans laritiére économique destock return-inflation
puzzlé. Une multitude d'études fut consacrée a l'analysecette relation inverse entre la
rentabilité des actifs et une variété de mesurdsdlation ou de l'inflation anticipée.

L'une des hypothéses implicites a la relation dshéti est que les marchés financiers sont
efficients. L'adoption d'une telle hypothése estostyme d'une relation stable entre les prix
des actifs financiers et leurs déterminants fondaaux. Or, les travaux de Shiller [1981]
dont les résultats révélaient que la variance desscboursiers est trop élevée par rapport a
celles des fondamentaux vont a I'encontre de ltngse d'efficience des marchés. Artus
[1998] affirmait que la relation entre l'inflatiaat le prix des actifs peut étre instable.

L'absence d'une relation stable, au moins a ceumd, entre les cours boursiers et leurs
déterminants fondamentaux peut étre expliquée agani macroéconomique, soit par
l'irrationalité ou la myopie des agents économigges par I'existence de bulles rationnelles.
Autrement dit, étudier la relation entre les prizsdactifs financiers et l'inflation sans tenir
compte de ces imperfections et anomalies condo#gsairement a des relations erronées. Le
graphique 11 illustre cette instabilité au niveas dorrélations glissantes entre l'inflation et
les rendements des actions aux Etats-Unis : panghee pour deux crises différentes (celle de
2001 et de celle de 2008) ce niveau de corrélgizmse de — 0,2 a 0,2 ce qui s'explique par la
différence de la source de la crise et de sessedtetle comportement des investisseurs.

En adoptant un modele issu de la combinaison deélarie de la demande de la monnaie et
de la théorie quantitative de la monnaie, Fama Il 88irmait que la relation négative entre
les taux nominaux de rentabilité des actions efldiion n'est que le reflet du lien négatif
entre cette derniére et I'activité économique eédllexplique que dans la mesure ou l'activité
économique réelle est négativement corrélée dakioh et puisque la rentabilité des actions
est corrélée positivement a l'activité économidaeorrélation négative entre l'inflation et les
taux nominaux de la rentabilité des actions estdauElle ne représente qu'une relation proxy
du lien entre les évolutions des prix des actidrieda production.

Ainsi, la these dite deptoxy effect hypothesisle Fama est souvent avancée pour justifier les
résultats empiriques opposés a l'identité de Figh&ut souligner que la plupart des travaux
empiriques relatifs a l'analyse de la relation ‘d&ldtion et la rentabilité des actions ne
tiennent pas compte de linstabilité temporelle cd¢te relation dont l'origine peut étre
attribuée a I'émergence de bulles spéculativesi ét/aes fluctuations non dictées par les
fondamentaux.

L’instabilité dans le temps de la corrélation enge différents facteurs de risque, quel que
soit I'horizon de calcul de cette corrélation (5ah0 ans, etc.), constitue un élément d’étude
important au niveau du choix du niveau de finessa thodele d’actifs (cas de I'allocation
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d’actifs). Cette importance provient de I'impacgrsficatif des hypothéses de corrélation
retenues sur les résultats finaux obtenus et simda décision finale donanager

0,3
Effet de la crise de 2008
0,2

0,14

—
=
4;

déc-78
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décBo=

déc-08 7

déc-9§
decT967
déc-973
déc-98~

Effet de la crise de
2001: Bulle
technologique

-0,5

‘ — Corrélation glissante ‘

Fig.11 :Evolution de la corrélation (glissante) sur 5 amgre l'inflation et le rendement des actions
aux Etats-Unis depuis 1970

L'omission des régimes qui caractérisent les psusegéenérateurs de la rentabilité des actions
dans l'analyse de la relation " inflation-rentabili peut introduire des biais et suggérer la
présence d'une corrélation négative. Si lintrodactdes régimes génere une relation
conforme a l'identité de Fisher (corrélation pesitentre l'inflation anticipée et la rentabilité
des actions), nous pourrions mettre en doute fpmaents avancés par Fama. Et le rendement
des actions serait, alors, un indicateur avandéndlation future.

A ce niveau, notre étude se distingue par l'adaptiane démarche novatrice dont I'objectif
est de tenir compte de l'instabilité temporelldadeorrélation entre les rentabilités des actifs.
Autrement dit, nous tenons compte dans la modi@isates possibilités d'évolution de cette
corrélation selon différents régimes.

L’idée principale est de partir de I'approche cigge de changement de régime, qui concerne
souvent les rendements moyens ainsi que les vidafijpour supposer que les corrélations
basculent elles aussi d'un régime a l'autre. Unveau concept est ainsi introduit et sera
appelé la «orrélation a risque ». Il s’agit de la matrice de corrélation dangdgime de
crise (régime a forte volatilité des marchés). Edteteraa priori la perception subjective de
I'investisseur en fonction des risques auxquetsilexposé. La matrice de corrélation dans le
régime a faible volatilité sera considérée commbide ceeflétant la stabilité des marchés
(estimée par exemple a partir de données hist@ifaes périodes de crise).

En fait, pour le régime de faible volatilité (régni pour le rendement des actions), nous
avons supposé une matrice de corrélation, entreaeables économiques et financieres (le
rendement des actions, le rendement de I'immobilermonétaire, les taux d'inflation

anticipés longs et courts, les taux réels longsoetts) qui est estimée a partir des données
historiques aprés élimination des périodes abersanti de crises. Elle correspond alors a la

These de Doctorat- Alaeddine FALEH 56
Université Claude Bernard-Lyon 1 (2011)



matrice de corrélation en situation de stabiliténéanique. Cependant, nous avons choisi de
fixer des corrélations dans le cas de situationsrides (régime 2 pour les rendements des
actions), qui correspondent aux corrélations «que » pour l'investisseur : il s'agit de la
relation entre les variables qui refletera lesrtes de l'investisseur. Ainsi, nous mettons en
relief 'exposition au risque extréme en cas dsecri

Si nous considérons par exemple que notre investissraint une baisse des actions

accompagnée par une hausse des taux (baisse deela gles obligations) due a une hausse
des taux d'inflation (cas d’'un passif indexé aflation) et une baisse des taux réels (cas de
ralentissement de I'’économie), alors les corrétetigont fixées en situation de crise (régime 2
pour les actions) de fagon a avoir une corrélatiégative élevée entre les actions et les taux
d’inflation, une corrélation positive entre lesiant et les taux réels et implicitement une

corrélation négative entre les taux d’inflationlest taux réels.

Dans un cadre d’évaluatidiark-to Marketdes engagements, comme la duration du passif
est élevée par rapport a celle de l'actif, ce @ile cas en général, du fait que les maturités
des produits obligataires sont relativement couteesrainte de 'investisseur sera la baisse
des actions accompagnée par une baisse des tatlattn anticipés et des taux réels : ce qui
raméne le fonds de retraite a une situation de nancement. Une fois que ce scénario est
choisi comme scénario catastrophe, nous fixeroesdgélations positives élevées entre ces
variables pour le cas d’'un régime a volatilité ékedes actions.

Cette démarche intégre ainsi la méthodologie détéste de «stress scenari® dans un
contexte de simulation stochastique. Cela permémensi la démarche proposée ne présente
pas assez d'éléments quantitatifs, de tenir condpies les simulations de la perception
subjective du risque extréme par l'investisseur.

La corrélation entre les actifs est présentée arisdun cadre non linéaire » (avec deux
régimes de corrélation). Au niveau de chaque régie® corrélations entre les différents
actifs du portefeuille peuvent étre illustrées geemple a travers la matrice ci-dessous :

(ZOBLIGATION dz’CToN (IzMMOBILIER (IZMONETAIRE
(ZOBLIGATION dt 0,0t Oyt p,,dt

d Z[ACTION 0,0t dt P,.dt P,,dt
dzMMOBILIER Pyt 0,0t dt P, dt
(ZMONETAIRE Pt Pt 03,0t dt

Tab. 6 :lllustration de la matrice de corrélation entre ldgférents actifs du portefeuille

ou p,, : la corrélation entre les obligations et les@tdi

Notons, cependant, que les difficultés liées aréggtion des risques peuvent étre également
résolues par l'introduction de copules : ces fardipermettent de modéliser I'intégralité de
la structure de dépendance entre plusieurs vasiabledonc de prendre en compte les
dépendances non linéaires (cf. Horta et al. [20@8hel et al. [2010]).
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[-2-2 Choix des modéles de diffusions

Dans cette étude, le choix d'un modéle de diffusecmmcerne les variables financiéres
suivantes : la structure par terme des taux d&btéy compris les taux nominaux, réels et
d’inflation), le rendement des actions, le rendent&s obligations crédits et le rendement de
immobilier. Ces variables sont retenues compieitde leur importance dans le cadre d’'une
allocation stratégique de long terme d’un fondsedriite (cf. Campbell et al. [2001]).

[-2-2-1 Le modele de structure par terme des taux d’'intérét

Une attention particuliere doit étre portée a latibn, qui est utilisée pour revaloriser les

cotisations et les prestations de tels régimesaiaurs, un modéle d’actifs dans un contexte
de retraite se doit d'une part d’'intégrer des flations de court terme sur la valeur des actifs
et d’autre part d’étre cohérent a long terme aescdquilibres macro-économiques reliant
linflation, les taux d’intérét et le taux de cre@ce de I'économie.

En effet, a long terme, il est généralement com8i@éf. Planchet et Thérond [2007]) qu'il
existe un lien étroit entre le taux d'intérét noaliprévalant sur les marchés financiers, le
taux d’inflation, c’est-a-dire I'évolution de l'inde des prix, et le taux d’intérét réel. Plus
précisément, le taux d’intérét nominal est égaldonverge) a la somme du taux d’intérét réel
et du taux d’inflation :

Tauxd'intérétnominal= Tauxd'inflation + Tauxd'intérétréel

Simultanément, il existe un lien étroit a long terentre le taux d’'intérét réel et le taux de

croissance réel de I'économie. Nous considérons gure le taux d'intérét réel ne peut étre

longuement trés différent du taux de croissancéédenomie sauf a provoquer des arbitrages
entre activité financiere et activité réelle d’'upart, entre investissement dans un pays et
investissement dans d’autres pays d’autre part.

Nous pouvons donc écrire :

Tauxd'intérétréel along terme= Tauxdecroissancalel' économieilongterme

Ces contraintes ont donc été prises en compte ldaokoix du modele. Le graphique 12
montre une corrélation forte entre l'inflation esltaux d’intérét nominaux de court terme au
Royaume-Uni a partir de 1960.

L'idée de base dans le modéle construit : la strecpar terme des taux d’intérét nominaux
est établie a partir de deux composantes séparées :

- La structure par terme des taux réels : nous swpgogu’il s'agit de la courbe des
taux des obligations indexées a I'inflation.

- Un modele de l'inflation anticipée pour différerfterizons. Il est implicitement
supposé que les investisseurs comprennent le pruegenérant linflation et
ajustent leurs anticipations de facon cohérente vtrajectoire déja déterminée.

Les deux structures par terme sont combinées afintahir celle des taux nominaux en
tenant compte de :

- La corrélation entre ces deux composantes,
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- La prime de risque du temps (prime de terme) ddquime de risque inflation.

30% | |

25% 58 Taux nominaux courts i

—— Taux d’inflation
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Année Source Hibbert et al. [2001]

Fig. 12 :La corrélation entre les taux d'inflation et lesutanominaux courts au Royaume-Uni

i. Taux d’'intérét réel : Modele de HWhite a 2 facteurs

Nous utilisons un modele qui est I'extension de ldes premiers modéles stochastiques de
taux d’intérét : le modéle de Vasicek [1977]. Cenikr spécifie un processus stochastique en
temps continu avec une propriété de retour versdgenne pour les taux de court terme (ou

les taux instantanés). Nous pouvons ajouter umeepde risque demandée par I'investisseur
pour avoir détenu l'obligation plus longtemps geenhonétaire. Ce modele est élargi par

'addition d’'un deuxiéme facteur stochastique. @etdéur prévoit que le niveau des taux

d’intérét de long terme suit lui aussi un processtieghastique de retour a la moyenne. Ce
modéle est inspiré d'un modéle général de strugtareerme a 2 facteurs décrit par Hull et

White [1994]. Les équations régissant ce processasles suivantes :

di, (t) =k, (4, -1, (t))dt+0,0z,t)
dr(t) =k, (1, (t) - r(t))dt + 7,02, )
Avec :
r(t)= le taux d'intérét réel & court terme (a l'instgnbu le taux réel instantang.
()= le taux d'intérét réel & long terme (& I'instant
k,= le parametre d’auto régression du processus ales reels a court terme (vitesse de

retour a la moyenne).
= le paramétre d’auto régression du processusadeséels a long terme.

= la volatilité annualisée (écart-type) des taurtédrét réels a court terme.

= la volatilité annualisée (écart-type) des taunrtérét réels a long terme.
M, = le taux d’'intérét réel a long terme moyen (ounileeau de retour a la moyenneldét)).
dZ,(t)= le choc au processus de taux réels & court taveeune distributiomN(g, dt,dt).
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dz,(t)= le choc au processus de retour a la moyenneadesréels a court terme avec une
distribution N(g, dt,dt).
g, = un parametre qui reflete I'excés de rendememedes obligations indexées a I'inflation

de court et de long terme.
Ib_r = la borne inférieure du taux réel & court tenrftg.

hb_r = la borne supérieure du taux réel & court ter(te

Le graphique suivant donne une idée sur les résyltauvant étre obtenus par ce modele. Ici
r(t)représente le tauforward instantané (court terme). Nous pouvons ensuitelicida
courbe des taux spots en combinant les tatwardsappropriés.

0.07

taux réels courts
taux réels longs

0.06 [+ -
0.05— -
0.04— -
0.03— -

/N\\vafﬂf
0.02
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Horizon exprimé en années

Fig .13 :lllustration du phénoméne de retour a la moyenrsetdax réels dans le cadre du modéle de
Hull et White & deux facteurs

Le prix, a l'instantt, d’'une obligation zéro-coupon qui paie une unitéerme réel a l'instant
T est donné par les équations suivantes (cf. Hitdiexk[2001]) :

Pea(t.T) = exd A(T —t) = B, (T ~t)r(t) - B,(T )., (t)]

Avec :
e
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2k 4k, k2 %

Ao)=(B,()- )(u.r “2}51(3)#"_058_2@)2 U{ZM

1 (1—e‘2"23)_ 2k, (1—e‘("1“‘2’3)+ ks (1—e‘2"13)}
(kz - k1)2 2k, K, (kz - kl) (kl + kz) kl2 (kz B kl)2 2Kk,

Nous pouvons aussi calculer le rendement contimposé a l'instant t pour une maturité

R (t.T)=~log{P (tT}/(T -1)
ii. Le modéle d’inflation : Modele de HWhite a 2 facteurs

La méme structure par terme est utilisée :

di (t) - ks(,un -, (t))dt +0,dZ, (t)
di(t) =k, (I, (t)-i(t))dt + o,dz, (t)
Avec :
i(t)= le taux d'inflation & court terme (a I'instaiiou le taux d'inflation instantané.
|, (t)= le taux d'inflation & long terme (& 'instaijt
k, = le parametre d’auto régression du processusadegitinflation a court terme (vitesse de

retour a la moyenne).
k,= le parametre d’auto régression du processusadegitinflation a long terme.

= la volatilité annualisée (écart-type) des taurftition a court terme.
= la volatilité annualisée (écart-type) des taurftition a long terme.
/,1 = le taux d’'inflation a long terme moyen (ou leerau de retour a la moyenne I(;J@)
dz,(t) = le choc au processus de taux d'inflation a cdarme avec une distribution
N(g, dt,dt).
dz ( )= le choc au processus de taux d'inflation a lorgme avec une distribution
N(g, dt,dt).
g, = un paramétre qui refléte la prime de risque tidtaentre les obligations nominales et les

obligations indexées a l'inflation.
Ib_i = la borne inférieure du taux d'inflation & cotatmei(t).

hb_i = la borne supérieure du taux d'inflation a caermeif(t).

Nous pouvons de la méme facon ensuite déduirerl@tgte par terme des anticipations
d'inflation & partir du taux d'inflation & courtrtee i(t) et de la valeur dé (t).

Soit alors : P(t,T): la valeur actualisée d’'une obligation a linstamjui paie 1 unité a
linstant T et dont l'actualisation se fait par rapport a tiaipation d’inflation.

Le rendement équivalent sera :

Ri(t ( ) |09{ inf lation (t!T)} /(T _t)
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Nous pouvons aussi inclure la prime de risque ldiiitn dans la structure par terme des
anticipations d’inflation. Comme pour les taux sgaleux bornes (supérieure et inférieure)
peuvent étre fixées par l'investisseur.

iii. La structure par terme des taux naaux

Hibbert et al. [2001] explicitent la valeur du tamaminal et le prix d’un zéro coupon nominal
en fonction de la relation entre les taux réeltegttaux d’inflation anticipés dans le cadre
d’'un modele de Hull et White a 2 facteurs.

» Cas de I'indépendance entre les taux réels ealesd’inflation anticipés :

Tauxnominal=i +r
ou:

i est I'inflation (de court terme ou de long terniévant le cas) ;
r est le taux d'intérét réel (de court terme oualtglterme suivant le cas) .

L’origine de cette formule, qui n’est qu'une approation, provient de la proposition de
Fisher [1930] qui stipule que le taux d’intérétmpal i est déduit de la relation suivante :

Tauxnominal=[(1+i)x (1+r)]-1
Comme conséquence nous obtenons (Hibbert et &I1JR0

Pnom(t ’T) = P

réel (t 7T) X I:)inf lation (t ’T)
» Cas de la dépendance entre les taux réels eubesliaflation anticipés :

Nous ajoutons une quantité reflétant la covariamatee les deux variables (Hibbert et al.
[2001]) :

Pnom(t 1T) = Pl (t ,T)x Pt tation (t 1T) + p'\/ [Var(exd_ R (t.T)})var(exd- R(t.T )})]

Avec :

p = la corrélation entre le choc du taux réel in&taéd et le taux d'inflation anticipé
instantanédZ, (t) et dz,(t).

R ()= [ r(skds

R(tT)=[i(s)ds
t
Afin de calculer cette covariance, nous partonsl’éepression de la variance suivante

correspondant aux taux réels:

Var(exd- R (t.T)}) = ex{- 2E(R (7)) +Var(R (tT))}.(exdvar(R (t.T)} -1)
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Avec :
E(Rr (t’T)) = H; (T _t)+ X X,
Var(R (7)) = v, {T =) - 2y,¥, = 2y, Vs + {1/ K, )YsYs —2YeYs + Yio¥as

Ja-exd{-k,(r -t))

K

% = (r(t)-

o ke lmenlk(Tot) ek 1)

kl - kz k1 a kz

g ? g. ?
= _2 + _1
() (%)

2 2
Y, = (ﬁj — —Ukl
? kz k1 (kz - kl)

3 k2
_ k,of
Ya = k12 (kz - kl)
_ (t-exd- k(T -t)})
Ys =
K,
k20.2
-2 4 201
Yo = (kz - k1)2
_ (1-exd-2k,(T-t)})
! 2k,
k.07
y = c -
° kl(kz - k1)2
_ (t-exg-(k, + k)T -t})
’ k, +k;
Yio = k22022

k12 (kz - k1)2
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_ (-exd -2k, (T - t)})

y11 - 2k1

Une expression analogue est utilisée pour la veeiaorrespondant a la structure des taux
d’inflation anticipés. Ainsi, a travers la prise @mpte du produit de ces deux variances et de
la corrélation, nous obtiendrons le terme de cavae qui permettra le calcul du prix d’'un
zéro-coupon nominal dans le cadre de la dépendascaudx.

iiii. Prise en compte de la primetelene dans la STTI

La prime de terme (ou de I'horizon) a pour effetjdster la trajectoire du taux d’intérét de
court terme, de facon a ce que la courbe des tausoit pas un estimateur biaisé de

I'évolution future effective des taux courts (ciibHert et al. [2001]).

Etant données les valeurs actuelles a linstamte r(t) et del, (t) (supposées ici étre

respectivement le taux nominal court et long ternm®us pouvons calculer les valeurs
espérees et les variances de ces deux variablesdatéT>t. Elles sont obtenues par les
expressions suivantes :

Efl (M0, (O] = a4, +e™0(, (0) - 14,)

[N, (0= + 00 )- )+ () e, () 4,)
varl (00 (] = 21

1

valrmh (o), (1] = ;’k f-ee) k22(1 g2l 0) 4
(kk—akij H -em9) ( _— ))_kzgki(l_e-wﬁma-u)}

Comme r(t) et | (t) sont normalement distribuées, nous aurons beseitersent des
moments ci-dessus afin de simuler ces distributatristégrer a la STTI la prime de terme.

Ainsi :

{h (T)=€[l, W1, @)+ Narl, (TN ()].2,(T)
=E[r(T\r )1, @) + JVarr (T r )1, (0] 2,(T)

Avec : Z,(T) et Z,(T)sont deux mouvement browniens standards indépenidant

Cependant, si nous avons une prime de terme nds gyl ces équations sont ajustées de la
facon suivante :
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{w)=E[u(T)\u(t)MVar[u(T)\u Olz.(r)+ 9,4 )
(1) =€l ), (0] + Val N O, @1z, 1)+ 0, VT 1))

La nouvelle courbe obtenue refletera I'attitude ldevestisseur vis-a-vis du risque. Par
exemple, si l'investisseur exige un rendement supphtaire sur une obligation de long
terme, alorsg, est négative et la valeur espérée finale d’'unetippsdynamique dans le

monétaire sera inférieure a la valeur espéréefidain investissement initial en obligation de
maturité par exemple de 10 ans (avec I'hypothésa tEbalancement continu permettant de
garder la méme maturité dans le portefeuille).

La prime de I'horizon peut étre exprimée en termegendement espéré sur une obligation
zéro-couponYieldg, ou en termes de rentabilité espéiRetyrng. En se référant a Hibbert et
al. [2001], nous avons :

2 2
Prime de Terme (Rendement)g, 92 4% 1 U—§+U—12
k, k) 2(k; Kk

Prime de Terme (Rentabilite)=g, (% + %j
2 1

Notons qu’une prime de terme positive nécessitevateur deg, négative.

Dans le modéle de l'inflation, le paramétre de ftamp de risque reflete le rendement
supplémentaire exigé sur une obligation nominale rpepport a une obligation indexée a
linflation, et cette « prime de risque inflatiorest intégrée de la méme facon dans le modéle
de taux d’intérét réel.

I-2-2-A_e modele des actions

Face aux limites des modeles classiques (hypotliksasrmalité, etc.), nous avons opté pour
I'utilisation du modéle de changement de régimel(RSRegime Switching Log Normaif.
Hardy [2001]) pour le cas du GSE objet de I'illasion.

En effet, une méthode simple pour tenir compteadeolatilité stochastique est de supposer
gue la volatilité peut prendre une dé€wvaleurs discrétes, en passant d’'une valeur adale
facon a définir par le modélisateur. Ceci est lsebdu modéle lognormal de changement de
régime. Ce modele maintient le caractere de la Igiitg fourni par le modele lognormal
classique. De méme, il permet de refléter les mmeves extrémes observés sur les marchés.

Le principe de changement de régime a été intrquaitHamilton [1989] qui a décrit un

processus de changement de régime autorégresas. Hamilton et Susmel [1994] différents
modeéles de changement de régime sont analysésstamttun nombre différent de régime et
des modélisations différentes. L'objectif est de délser des séries économétriques
hebdomadaires. Les deux chercheurs concluent goiadele a volatilité autorégressive

conditionnellement hétéroscédastique de type ARSHeeplus adéquat.

Le modéle de changement de régime a été propogpéetaiere fois comme un modele
traduisant la dynamique des actions par Hardy [RQ0itiée sous jacente a ce modéle est que
les marchés peuvent passer d’'un instant a I'atire régime a faible volatilité a un régime a
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volatilité relativement élevée. Les périodes deatililé élevée peuvent étre induites par
exemple par une politique monétaire de court teouepar une incertitude économique
élevée. Ceci permet de générer des distributionemnidements qui sont plus pertinentes par
rapport aux distributions empiriques.

La distribution des rendements des actions est sipposée transiter entre différents états de
la nature (régimes). Une matrice de transition i@atles probabilités de passage entre les
régimes. En fait, le processus proposé est mamoveprobabilité de changement de régime
dépend seulement du régime courant et non pas mealéé de la trajectoire historique du
processus.

[-2-2-2-1 Le modele initial de changement de mami

Les rendements des actions ont été décomposésirrpdeies : rendement des actions hors
dividendes et taux de dividende (Hardy [2001] elghim et al. [2005]).

i. Rendement des actions hors dividendes

Les rendements (hors dividendes) des actions, sgtésnt égaux au taux d’intérét nominal
(taux sans risque), sait+ r;, augmenté d’'un exces de rendement attribuablap@iéciation
du capital et nots; :

§ =i+ +X

Hardy [2001] applique le modéle a changement dene@ I'excés de rendement des actions.
En outre, Ahlgrim et al. [2005] reprennent la méuperoche et estiment les six parametres de
ce modéle a partir de deux jeux de données distincin premier jeuldrge stocky
comprenant des séries observées entre 1871 et @008 deuxiéme jeuskall stocks
comprenant des séries observées entre 1926 et 1999.

ii. Taux de dividende

Ahlgrim et al. [2005] proposent de modéliser lextae dividende, notg, par :

d(log(y,)) = «, (1, ~log(y,))dt + o,dB,,

Ky est la vitesse de retour a la moyenne ;
My est le logarithme du taux de dividende moyen.

Le modele sur le logarithme du taux de dividendecemparable a celui relatif a l'inflation
(avec un seul facteur).

Toutefois, une des principales difficultés du smadéle sur le taux de dividende est la
disponibilité des données. En effet, les sérieslamées sur les taux de dividende avec un
historique suffisamment long ne sont pas disposiplgbliguement. Aussi, pour estimer les
parameétres de ce sous-modele, Ahlgrim et al. [208b$ent des données privées. Une autre
alternative proposée par Ahlgrim et al. [2005] geta retenir les taux de dividendes sur un
nombre limité d’actions.
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De ce fait, nous préférerons travailler avec demlements d'actions déterminés avec une
hypothése de réinvestissement des dividendes.

[-2-2-2-2 Rendement des actions avec dividendaese&étis : approche alternative

Au regard des difficultés susceptibles d’étre remiczes dans le cadre des spécifications du
modéle d’Ahlgrim et al. [2005] (modélisation a pade I'exces de rendement sur les actions
et des taux de dividendes), une alternative egpgsée pour modéliser le rendement des
actions.

Cette alternative repose sur une modeélisation dagdements totaux des actions (et non
uniguement I'excés de rendement) avec dividendaseastis. En termes de choix de modéle,
'approche a changement de régime d’Hardy [200tLiresntenue.

Soit § le cours des actions (dividende réinvesti) & tetat Y, =log(S,,, /S ) le logarithme

du rendement des actions pourt+a™™ période. Dans le modéle & changement de régime,
nous considérons :

Y \p, ~ Ny, ,Jf,‘) ou p, représente le regime appliqué a lintervalletfl] (avec
p=lou2);

P = Pr[,ot+l =j\p = i] représente la probabilité de changement de ré(anexri=1
ou2,=1ou?2);

© ={14.44,,0,,0,.p,,.P,} représente les paramétres a estimer.

Par ailleurs, nous notons que Hardy a testé dagadre le cas des modéles a deux et a trois
regimes K=2,3) et elle constate qu’en ajoutant un troisie@gme la modélisation d&

n’'est pas ameéliorée de facon significative. Gadtkrx régimes seulement permet en plus la
simplification du modele et une pertinence meikelars de I'estimation des paramétres.

Ainsi, dans le modéele de GSE objet de lillustrationous avons également supposé
I'existence unique de deux régimes. La projectienatrajectoire des rendements entre ces
deux régimes se base sur un algorithme de simaldtime distribution uniforme cumulée.
Cette derniere permet de déterminer le régime dativ@ de la période suivante. Les
corrélations des actions (au niveau des browniengc les autres variables du modele
différent selon les régimes. En cas de régime atiité €levée (crise), nous supposerons une
corrélation « a risque » pour l'investisseur comgrpliqué ci-dessus.

I-2-2-3 e modéle des obligations "crédit"

Portrait et Poncet [2008] précisent que les tittexréance sont généralement affectés par un
risque de crédit, qui englobe un risque de déféfiafllance de I'emprunteur) et un risque de
signature (détérioration du crédit de I'empruntelsg spreadde taux traduit ce risque de
crédit : il est égal a la différence entre le tauamis @ priori observable pour chaque titre) et
le taux sans risque.

Dans le détall, lspreadest composé de I'espérance de baisse du tauadprése en compte
du défaut, d’'une prime de risque reflétant I'avemsau risque dans le monde réel et d'une
prime de liquidité (cf. Portrait et Poncet [2008Deux approches peuvent étre envisagees
priori pour intégrer le risque de crédit au modéle déairit
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- la modélisation des probabilités de défaut histe®et leur lien avec les
spreads observés pour pouvoir calculer le prix des tit@gsentant une
possibilité de défaut ;

- une démarche simplifiée utilisée couramment darss MCEV (Market
Consistent Embedded Va)uet les états Solvabilité Il (QIS cQuantitative
Impact Studiesbilan économique) des assureurs vie et baséle salibrage
d’abattements sur le nominal du titre obligataire.

Ces deux approches sont décrites ci-apres, airighguroisieme approche d’'un modéle
« mélange » (qui fera I'objet d’'une étude compaeatavec la démarche des coefficients
d’abattement).

I-2-2-3-1 Modélisation des probiads de défaut

Deux éléments doivent étre décrits ici :
- I'impact du défaut sur la détermination du prixtdre ;
- la dynamique des probabilités historiques de défaut
i. L'impact du défaut sur le prix du titre :

A limage de lillustration de Portrait et Ponc@0P8], considérons un titre zéro-coupon de
duréeT quelconque, qui vaut 1 en date O et qui promdtwn X = e(’Tma*r) en dateT , avec

r ™ le taux servi par le titre. L’'espérance du flugaibire X réellement payé par le titre en
T s’écrit alors :

£ (x)= - 6 7]+ gl

@ représente la probabilité cumulée, en universugsgeutre, que I'émetteur soit en
défaut de paiement en dale;

a représente la fraction de remboursement de sa dettas de défaut de paiement en
dateT (taux de recouvrement).

Par ailleurs, dans un univers risque-neutre la @rtha risque est nulle, et en négligeant la
prime de liquidité, nous avons :

E'(X)=¢"

ou r représente le taux sans risque. De ces deux desnégalités, nous déduisons que le
spreads est égal a:

s=r"™—r = —%Iog(l—w*r (L-a))

d’ou nous déduisons que la probabilité de défantutée entre 0 €T est :
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Cette approche établie donc un lien formel entrpdssibilité de défaut et I'existence d’'un
spreadpar rapport au taux sans risque. Le prix d’unégalibn présentant un risque de défaut

P, (0, T) est alors obtenu & partir du prix sans risqueédaut P (0, T) via la formule :

R, (0.T)=(1-¢) P(QT)+@ a0 T).

Les spreadssont utilisés pour calculer les probabilités déadé"risque neutre” intervenant
dans la formule ci-dessus.

ii. Les probabilités historiques de défaut

Dans le cadre de 'univers risque-neutre utilisdessus pour la détermination de I'impact sur
le prix de la possibilité de défaut, la prime dequie caractérisant I'aversion au risque est
nulle. Au niveau de la probabilité de défaut, catbsence de primes de risque est compensée
par une surpondération des évenements défavorablemnduit ainsi a une majoration
significative de cette probabilité. En d’autresmes, les probabilités de défaut en univers
risque-neutre estimées a partir dggeadssont nettement supérieures aux probabilités de
défaut historiques (cf. Portrait et Poncet [2008)pune illustration).

Mais dans la modélisation des scénarios économiguest nécessaire de disposer non
seulement du prix des actifs obligataires a chatpte, mais également de tenir compte des
probabilités de défaut historiques observées sardché. Ces probabilités de défaut devront
étre cohérentes avec le rating des contrepartigeetla maturité des titres.

Usuellement ces probabilités sont présentées aridonde la notation de I'émetteur pour un

horizon d’'un an. La question de la dynamique temipmmde ces probabilités est délicate et
fait 'objet d’'une abondante littérature (voir paremple Bluhm et Overbeck [2007]). Afin de

ne pas complexifier trop le modele, il est reteciude considérer les probabilités de défaut
comme fixes pour un niveau de notation déterminé.

En pratique, nous utiliserons les probabilités d@éagt cumulées communiquées par des
agences de notations telles que Moody’s ou StanfldPdor’s. Ces probabilités historiques
permettent de simuler des événements de défautédes projection des flux.

[-2-2-3-2 Démarche des coefficients d’abattement

L’approche ci-dessus présente cependant trois é&faportants en pratique :

- l'estimation des parameétres, notamment dans urspgmive de long terme, n'est pas
simple et de ce fait les modeles ainsi calibréges@nt peu robustes ;

- la manipulation d'une structure par terme des de&fast contraignante en termes de
stockage comme de simulation ;

- la simulation du défaut dans le cadre de la prmpate I'actif alourdit I'algorithme et
s'avere colteuse en temps de calcul.
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C'est pourquoi il est proposé d'utiliser une méthatiernative développée par les assureurs
dans le cadre de leurs évaluations de provisioosdauiques (MCEV et Solvabilité 11). Cette
méthode consiste simplement a utiliser pour legyatibns avec défaut le modéle d'évaluation
des obligations sans risque de défaut en abattanbminal de maniere a recaler le prix
théorique issu du modéle avec le prix de march&ini

Le calcul du rendement du crédit repose sur lefiotait d’abattement qui est le rapport entre
le prix du marché de l'obligation crédit et le prilkéorique de I'obligation zéro coupon
nominale d’'une méme maturité.

coeff _abtt= P_crédit/P_nominal

Ou coeff_abtt est le coefficient d’abattement recherché. De mgmaeanalogie au calcul du

prix de I'obligation nominale, le calcul du prix doarché de I'obligation crédit versant un

euros a sa maturité est réalisé a partir de I'tisateon des flux au taux actuariel de marché
1

de I'obligation, soit : P_ crédit= — -
(Tx_crédit+1)

Tx_crédit : le taux actuariel observé sur le marché degatitinscorporates,
P__crédit : le prix de I'obligation a I'instant du calcul ;
M : la maturité restante.

Cette modélisation du défaut est déterministe {leffecient calculé a la date initiale est
supposé étre constant sur toute la période de gbiaj®, mais présente de nombreux
avantages pratiques :

- calibrage simple et cohérence avec les prix delmég;

- pas de simulation du défaut lors des projectidmsjaleur des titres reflete déja ce
risque ;

- approche Iégitimée par son statut de « standaplate ».

Elle présente I'inconvénient de ne pas impacteetelement des titres par I'introduction du
défaut, qui se traduit uniquement par un effet dwonation de la valeur.

[-2-2-3-3 Modele « mélange» de crédit

Ce modele s’appuie sur la modélisation sigeadsavec un modéle a changement de régime,
selon la logique suivante :

- le spreadest projeté avec un modéle RSLN2;

- le prix des zéro-coupons est ensuite calculérér mu taux d’intérét (projeté par un
modéle de Vasicek) majorés despreaden remplacant dans la formule fermée du prix
du zéro-coupon sans risque de défaut le taux paure taux court majoré dipread;

- les prix projetés sont ensuite utilisés pour aéieer le taux de rendemept, et sur ce

rendement est appliqué le taux de défaut et daiveement pour obtenir finalement :

p=(1+p,) ><(1—n><(1—d)) -1
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avec 77 la probabilité de défaut historiquecele taux de recouvrement.

Autrement, le « spread » de crédit ou I'écart dex e rendement exigé entre les obligations
gouvernementales et les obligations non gouverneesnest modélisé selon un modeéle

mixte RSLN-B&S tel que décrit ci-dessus. Le « sdreaimulé est intégré dans le modéle de
taux d’intérét afin de déterminer le prix d’'un z&@aupon avec risque de crédit. Ce prix ne

tient pas compte de la probabilité de défaut :ecdérniére est présente lors du calcul de la
performance de l'actif et elle est considérée conumoastante. De méme, le taux de

recouvrement, qui reflete la part récupérée erdeaséfaut de la créance initiale, est supposé
comme étant une constante.

Outre les difficultés pratiques de calibrage dpseadsa partir de données historiques, ce
modele s’appuie sur deux approximations fortesbtates a justifier :

- Déterminer le prix d’un titre présentant un risgieedéfaut utilisant la formule
fermée du modeéle de base dans laquelle le taux c@st remplacé par le
taux court majoré dspreadimplique quex, =t, +5 devrait lui-méme suivre

un modele de Vasicek, ce qui n'est pas compatibbe dhypothése RSLN2
faite surs ;

- La formule ,0=(1+,00)><(1—7T><(1—d)) -1 doit étre calculée avec des

estimations « risque neutre » gt ded, ce qui n'est pas I'usage qui en est
fait actuellement.

Au surplus, le défaut est introduit deux fois daesnodéle : la premierga le spreaddans la
formule de prix et une seconde fois dans le rendgnaéors que la justification de I'existence
du spreadest précisément I'existence du défaut, comme hausns discuté au début de
cette partie.

[-2-2-4 Le modele de I'immobilier

Ahlgrim et al. [2005] admettent que les rendemeésdsis de I'immobilier, notége), sont
modélisés par Hulle et White a un facteur (I'éqglenade Vasicek [1977]) :

d(re), =« (/,1re -( re)t) dt+o,, dB,,
ou:
Kre €St la vitesse de retour a la moyenne ;
Hre €St le rendement moyen issu de 'immobilier.

[-2-2-5 Le monétaire

Le monétaire 1) est modélisé selon un modele lognormal avec un tigowcorrélé avec les
autres actifs. Il représente I'actif sans risqueai@t terme.

dM, = u, xdt+o,, xdz,
Avec :
M est le taux de rendement du monétaire
U, est le rendement annuel moyen du monétaire
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o, est la volatilité du rendement du monétaire
dz,, est un mouvement brownien corrélé avec les auagahles du modele

Le graphique 14 illustre la structure adoptée danSSE proposé et met en évidence le lien
entre les différentes variables.

Courbe des taux, perspesti&conomiques, données historiques, etc.
/ Inflation anticipée
sur le long terme
H Prix zéro-coupon
y (dont le rendement
P est égal a l'inflation
0 . . P,
i Inflation anticipée anticipee
h sur le court terme
e
S . . . .
o Coefficient Prix zéro-coupon | Prix zéro-coupon
s d’abattement » non gouvernemental< nominal
(arisque de Crédit)
d
e Taux d’intérét réel
sur le long terme
c Prix zéro-coupon
0 indexé a l'inflation
r (dont le rendement
r est é@al au taux rée
é Taux d’intérét réel
I sur le court terme
a
t
[
o Rendement des
n actions | e
S o
Rendementde | Tt Rendement financier du
K Monétaire | ..

Fig. 14 :lllustration de la structure du GSE construit

Thése de Doctorat- Alaeddine FALEH 72
Université Claude Bernard-Lyon 1 (2011)



lI- Calibrage
[I-1 Présentation du contexte de I'étude

Dans cette sous-section, nous présentons de fHgetrative certaines approches possibles
pour le calibrage et I'estimation des parametresdiféérents modeles de diffusion. Pour cela
il convient de présenter les caractéristiques dmmées retenues ainsi que les approches
générales retenues pour le calibrage.
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lll- Projection des scénarios

La présente section est relative a I'étapebduaktesting Plus précisément, elle présente et
commente les résultats des projections du rendendenta volatilité et des corrélations
réalisées dans le cadre de la validation du moetédie son paramétrage. Il est rappelé que le
calibrage des modeéles est utilisé a titre illugftrat

l11-1 Eléments sur la mise en ceuvre
Au niveau de la structure schématique de projedies scénarios, nous avons opté pour la
structure linéaire (cf. sous-section II-1 du chapit de cette partie). Pour rappel, ci-dessous

un exemple de cette structure lors d’'une projectierbO0 trajectoires de rendement annuel
des actions entre 2010 et 2030 :

i 3\
O
> 500 trajectoires

I | e EESEEEEEEEEEE | > Axe du temps

t0=2010 t, t, T=2030

Fig. 15:lllustration de la structure schématique linéairens le cas de la projection des rendements
des actions

En vue de simuler des browniens ayant une struckireorrélation prédéfinie, nous utilisons
la décomposition de Choleski de leur matrice déawae covariance (cf. tableau 6).

En fait, si nous considérons un vecteur aléatomessien X =(X,,X,,....X,) dont la
distribution est multi-normale non dégénérée, seitie est de la forme :

()=t e~ L -2 (x4

(27)2 x def(2)2

Avec :
U= (,ul,,u2 ,...,/Jn): Vecteur espérance des lois marginales

> : Matrice de variance-covariance
Plus précisément, cette derniére matrice s’écrnisdacas de n=4:

1 p, Ps Pu
Po 1 P P

> =
Ps Pz 1 py
Pu Py Py 1
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CommeX est symétrique et définie positive' &Y > 0,00Y # ),0l est possible de trouver

b, 0 0 O
une matricel unique définie comme suitT. = bn by telque :Z =TT .
by, by, by

b41 b42 b43 b44

Cette derniere expression correspond a la décotiposie Choleski dE. Elle est utilisée
ensuite pour la simulation de browniens qui refietta méme structure de dépendance
existante entre les composantes du vecteur X pelisgus savons que &iest un vecteur
indépendant identiguement distribué (i.i.d) dedommune normale centrée réduNg0,1),
alors le vecteurX =TZ + x4 a pour matrice de variance-covarialcet pour moyenng .

Nous utilisons cette relation pour retrouver decheoen proche les valeurs des coefficients de
la matrice triangulaird :

« Xy =byZi+
En considérant la variance de chacun des termestieégalité, nous obtenobg=1
*X,=byZ, +by, Z, +

En considérant la variance de chacun des termesteénalité, nous obtenobs +b,,=1
Si nous nous intéressons a la covariance, nousolasrdgur I'égalité suivante :
CO\'(xl ’x2) = p12 = E[bll ‘Zl(blZ 'Zl + b22 '22 )]

1
_ P _

Finalement,b,, P, eth, = (1‘ ,0122)E
1

 Etc.

Le graphique suivant illustre le cas ou nous sdahaisimuler des variables négativement
corrélées. Cela passe par la génération dans umiggréemps de browniens indépendants
(composants le vected) i.i.d et de loiN (0,1).
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Fig. 16 :lllustration du passage de browniens indépendardesibrowniens corrélés négativement

Notons que ce modele suppose que les taux d’istét@tent la loi normale, donc il y a une
possibilité d’obtenir des taux réels négatifs. Déaxnes, une borne supérieure et une autre
inférieure, peuvent étre fixée par l'investisseouples taux instantanés et les taux longs.

Les modéles développés (un modele pour les tawtscawtes,, et un modele pour les taux
longs, notéd;) reprennent I'approche de retour a la moyenne ddeate de Hull et White
[1994] a deux facteurs :

dr, =«, (I, -r,)dt +o,dB,
dl, =& (,Ul _lt)dt +U|d31

Nous rappelons que la discrétisation retenue estiderétisation exacte (cf. Planchet et
al. [2005])**

-1 x e(—fq) - (l_e(—/q ))

It+1 t

iy (2«1 )
f, =T X e( r) + |t(1_e(—/fr)) 1’
2K|

M La discrétisation exacte doit étre utilisée lotetie est disponible, cette discrétisation étargdale a ne pas
introduire de biais sur la loi du facteur discrétis
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Kr (resp.k) est la vitesse de retour a la moyenne ;
H est le taux d’intérét & long terme moyen.

D’un autre c6té et compte tenu de I'absence de @mmfiables pour la partie long terme, il a
été retenu pour la moyenne de long terme l'obj&GE de 2 % et pour les deux autres
parameétres des niveaux permettant d'avoir destaésutohérents, sans aucun calibrage
statistique.

Mise en ceuvre de la démarche crédit

La mise en ceuvre de la démarche repose sur lafispion du prix des obligations sans
risque de défaut et sur le prix observé sur le héades obligations présentant un risque de
défaut.

Les prix O(T)des obligations sans risque de défaut de nonNnale maturitél et de taux
facial y se déduisent via la formule suivante (cf. Planeted. [2005]) :

.

o(T)= NX(yz P(0, ) + P(0, T)j
i=1

ou R(t,T) représente le prix a la ddtdes zéro-coupon de maturitéLa démarche présentée

consiste a déterminer I'abattementtel que :

S(T)=ax (1

ou S(T) représente le prix de marché observé pour legatins de maturité avec risque

de défaut. En pratigue, nous noterons quedépend de la maturité et du rating des
obligations présentant un risque de défaut.

Ci-aprés des parametres relatifs a I'environnemgumt calcul. Notons qu'avec 2 000
simulations nous obtiendrons des résultats qui ggalix aux résultats observés avec un
nombre de simulations supérieur.

Horizon de projection (en années) 50
Nombre de pas 200
Nombre de simulations 2 000

Tab. 17 ‘Parameétres utilisés dans le GSE construit
[1I-2 Tests du modele : parametres et matrice de geélation

Cette sous-section est relative aux tests du modgleen particulier aux tests sur les

parameétres et la matrice de corrélation. L'anagséinterprétation de ces tests devra étre
traitée avec prudence (existence de biais dushadizce de linéarité dans les transformations
effectuées, prise en compte de la périodicité dgjegtions, etc.).
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Face aux limites de I'estimation des parametreswEteles de GSE, en particulier a cause de
la non évidence de I'hypothese de la reproductienl’listorique dans le futur, nous
supposerons que le seul garant de la fiabilité 8& Gonsidéré par la suite sera le degré de
correspondance des résultats obtenus (projecti@mgapport a ceux prévus lors du calibrage
(avis des experts, parametres historiques, anticiaa partir des valeurs actuelles de marché
des différentes produits et variables financieets). Le respect de cette correspondance sera
considéré comme une condition minimale a vérifier.

[1I-2-1 Tests sur les parameétres et sur les déypaloents informatiques
Les tests sur les parametres peuvent étre orgamsdsux parties.
> Comparaison de valeurs théoriques et de valeur#ieogs

Le premier point est relatif a la comparaison deews théoriques et de valeurs empiriques
estimées sur les trajectoires simulées. A cet,affebnvient de distinguer différentes classes
d’actifs.

Cas des actions et de I'immobilier

Pour les actions et I'immobilier, nous pouvons canep les valeurs théoriques et empiriques
des rendements ou des volatilités. Sgit,x,,,,....X,,, la trajectoire des rendements

empiriques de la simulatidrjusqu’a I'horizont +h :

| H
- le rendement moyen empirique est eg:ﬂa XH +1ZZ>QM (oul représente le
1 h

nombre total de simulations idtI’horizon de la projection) ;

I, H

x (Xt+h A)

- la volatilité moyenne empirique est calculée ﬁw\/l el
+ + in

Cas des produits monétaires

Dans le cas des produits monétaires, la comparaisgsentée ci-dessus peut également étre
appliquée.

Cas des produits obligataires

Concernant les produits obligataires, la companamso lecture directe est plus difficile car
dans les sorties du modele nous disposons du psolligations, desquels sont déduits les
rendements et les volatilités associés, alors @gephramétres retenus pour ces classes

s A

d’actifs portent sur la moyenne des taux d’intééét et des taux d’inflation.

La comparaison des valeurs théoriques et empirigaamait toutefois étre effectuée a partir
des formules de prix des obligations zéro-coupansgenir compte du risque de défaut. En
effet, par exemple dans les modéles de type Vasiagkfacteur les prix a la dateles zéro-
coupon de maturitd, notésR(t,T), sont déterminés a partir des taukx représentant la

vitesse de retour a la moyennesetreprésentant le taux moyen) par la relation sue/écf.
Hull [2000]) :
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pler) = Aler)e ™7

Avec :

1)

i) = 4

AtT) = exp((B(t,T )_TH/)((;( *xu-0°12)_o® i(lt(’T )ZJ 12

Il convient ainsi de comparer le prix théoriqRét, T) obtenu avec le parameétre de taux

moyen au prix empiriqué (t,T) obtenu avec la moyenne (sur I'ensemble des simnoket
'ensemble de la durée de projection) des tauxepesj

> Tests aux limites (cas du modéle des actions)

Le deuxiéme point est relatif aux tests aux limifeset effet, il s’agit par exemple de retenir

un seul régime pour le RSLN2 en mettant une prdib&lie transition a 0 ou de considérer

des versions déterministes en mettant les vo&dild 0. Nous pouvons également vérifier
pour le modeéle de taux que nous retrouvons le reagléin facteur en mettant les parametres
du taux long a 0. Dans le méme esprit, nous pouvenfer que les sens de variation des

grandeurs modélisées sont conformes a la théoheefwer ce qui se passe lorsque la
volatilité augmente sur une option, une obligatietc,).

[1I-2-2 Tests sur les matrices de corrélation

Une fois les tests sur les paramétres et les dépetnents informatiques réalisés, il convient
de décrire un test de cohérence du paramétragetanisa estimer empiriquement la matrice
de corrélation des rendements et a la comparelleaquee nous observons sur le marché (si
elle est disponible). En fait la matrice de comiélathéoriqueiput du GSE) et par la suite la
matrice de corrélation empiriqueutputdu GSE) peut différer de celle observée réellement
sur le marché (avec des données historiques) etidardes prévisions de l'investisseur. Cela
ne remet pas en cause lintérét de la comparaistre ees deux derniéres matrices par
exemple pour effectuer des tests de sensibilité.

La matrice que nous observons sur le marché prgaldr@ent la forme suivante :

Pi Pz o e Pig
102,1 102,2
Pei oo e e Pik

ou p,; représente la corrélation entre les classes tbautimerosk, etk;, et est déterminée
par :

12 o« désigne ici la fonction exponentielle.
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Prs = cov(k,,k,) i’,h ((Xkl)"“_(x“‘ )(()&Z)i,h _()&2))
o et J (%), ()] 3

avec .

(xkl) représentant le rendement des actifs de la clgsse

(sz) représentant le rendement des actifs de la classe

i représentant le nombre de simulatidnsifiulations au total) ;
h représentant I'année de projectibhgnnées de projection au total).
[11-3 Résultats de projection
Nous présentons ci-apres des graphiques mettaéwidance quelques propriétés théoriques
du modéle de GSE obijet de I'étude (exemple : reddarmoyenne pour les taux, changement

de régime pour les actions, etc.) ainsi que cetaiaultats sur les niveaux des rendements.

Rendements moyens et volatilités sur toute la dérde projection

Le tableau suivant illustre la volatilité et le dement moyen obtenus sur toute la période de
projection. En particulier, nous observons quediaiité est cohérente avec le rendement.

Pour le monétaire, les actions et 'immobilier nalservons que les rendements moyens et
les volatilités sont du méme ordre de grandeurlgg@arametres du calibrage ce qui est donc
cohérent avec les approches retenues pour modédisexctifs.

Rendements moyens et
volatilités Rendement Volatilité
Monétaire 3,51 % 1,52 %
ZC 5 ans (nominal) 4,25 % 4,42 %
ZC 10 ans (nominal) 4,32 % 6,67 %
ZC 15 ans (nominal) 4,34 % 7,46 %
ZC 8 ans (réel) 3,59 % 3,96 %
ZC 15 ans (réel) 3,61 % 4,49 %
Crédit 5 ans 4,27 % 4,42 %
Actions 7,22 % 16,53 %
Immobilier 5,91 % 8,81 %

Tab. 18 :Exemple des projections de rendement obtenue®@aEE construit

La prime de risque entre les obligations nominatdes obligations indexées est égale a pres
de 75 points de base pour les ZC 15 ans et appanaiitori importante. Nous noterons
toutefois qu’entre 2004 et 2009 certains fonds gt des primes de risques pour ces
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classes d'actifs de prés de 100 points de ‘BaSauf précision contraire, tous les chiffres
présentés ci-apres sont établis a partir des atsulitdessus obtenus dans le cadre du scénario
central.

Courbe des taux des obligations indexées surdliioih d’'une maturité de 15 ans

La courbe des taux présentée ci-aprés en blegrabhique 17) correspond a la courbe des
taux déduite des valeurs des taux de rendementhsdsiet projetés de I'obligation indexées

d’'une maturité de 15 ans avec un pas trimestreb(d correspond a un nombre de 60 pas au
total). En rouge une approximation par une fonctiogaire par morceau est tracée. Cette
fonction correspond aux quatre droites dont ledgsenont calculées respectivement sur les
guatre périodes 0-2 ans, 2-5 ans, 5-10 ans, 1M45Ikest précisé que l'unité de temps

considéré dans le graphique est trimestrielle.g@eses ont les valeurs suivantes :

Périodes Période 0-2| Période 2-5| Période 5-1( Période 10-15
Unité de temps trimestrielle 0,15% 0,04 % 0,01% ,0086 %
Unité de temps annuelle 0,59 % 0,15 % 0,06 % 0,02 %

Tab. 19 :Pentes de la courbe des taux obtenues via le GB&rad

Rappelons que la pente sur une période s’étaldrd teet t+h est la différence entre le taux a
linstantt+h et le taux a I'instarttle tout divisé pah.

= courbe des taux deduite des rendement des obligations indexées 15 ans

= gpproximation linéaire du rendement des obligation indexées 15ans

4,00%

3,50%

3.00% /

2,50% ////
2,00% y

1,50%

1 35 7 9111315171921 232527 29313335373941434547495153555759

Fig.17 :Courbe des taux des obligations indexées sutdtioh d'une maturité de 15 ans

13 ¢f. par exemple les fonds suivants :
http://www.sgam.fr/portal/site/sgamfr/menuitem.86883bb02b5bf1398c6e5100000f7/?vgn
extoid=5ce99634dd134010VgnVCM1000000100007fRCRD&tuso=FR&spaceid=1&la
ng=fr&isin=LU0123756628

http://www.sgam.fr/portal/site/sgamfr/menuitem.86B83bb02b5bf1398c6e5100000f7/?vgn
extoid=5ce99634dd134010VgnVCM1000000100007fRCRD&atiso=FR&spaceid=1&la
ng=fr&isin=LU0197574634
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Une autre facon de construire la courbe des tara @e partir des taux courts simulés selon
les modeles de taux proposés (Hull et White a @¢ms), pour ensuite déterminer les taux sur
différents horizons (ou maturités) en utilisantfdemule présentée dans le paragraphe I-2-2-1
du chapitre 2, & savoirR(t,T) = —log{ P(t,T)} /(T -t).

Dans ce cadre, nous avons considéré le cas ouXedal long observé initialemeht(0) est
significativement plus élevé que le niveau moyerog termey, . Cela donne lieu a une

courbe des taux réels avec une inflexion. La STEH thux nominaux aura également cette
méme forme puisque elle est déduite a la fois &rpdas taux réels et des taux d’inflation

(anticipés). Nous confirmons ainsi 'avantage, pdamment cité, du choix d’'un modele de
taux a deux facteurs : ce dernier permet d’obteiffiérentes formes de la courbe des taux en
conformité avec ce qui est observé réellementeftellini et al. [2003]).

Le phénomeéne de retour a la moyenne, qui par hgpetkhoncerne les variables de taux du
GSE construit, peut étre mis en évidence au nideEml courbes de taux elles-mémes. Le
graphique 19 illustre ce cas de figure. En consamntiles STTI a six dates différentes, a savoir
(la date initiale et cing dates futures : fin deléauxieme année, fin de la cinquieme année, fin
de la dixieme année, fin de la quinzieme annémaetd la vingtieme année), nous constatons
a partir d’'une certaine date une certaine stabdiéela courbe La maturité maximale
représentée par la STTI est ici 30 ans.

U.U%S

0.05— =

0.045— =

0.04 - —

0.035— =

0.031- =

0.025— - ) =

0.02 | | | |
0 5 10 15 20 25

Maturité exprimée en nombre d'années

[ — STTl des taux réels STTI des taux dinflation anticipés STTI des taux nominaux ‘

Fig. 18 :Structure par terme des taux nominaux, des taus eiedes taux d'inflation en cas de taux
réels longs élevés par rapport a ceux de I'équdibMise en évidence de la courbure de la STTI
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Allure moyenne de la courbe des taux a la date initiale de projection Allure moyenne de la courbe des taux a la fin de la deuxiéme année de la période de projection

0‘07 T T T T T 0‘07 T T T T T
0.06 B
0.05 1
0‘04 1 1 1 1 1 0‘04 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Horizon en années Horizon en années
Allure moyenne de la courbe des taux a la fin de la cinquieme année de la période de projection ~ Allure moyenne de la courbe des taux a la fin de la dixiéme année de la période de projection
0.07 T T T T T 0.07 T T T T T
0.06¢ 1
0.0 B
0‘04 1 1 1 1 1 0‘04 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Horizon en années Horizon en années
Allure moyenne de la courbe des taux a la fin de la quinzieme année de la période de projection  Allure moyenne de la courbe des taux a la fin de la vingtieme année de la période de projection
0.07 T T T T T 0.07 T T T T T
0.06+ B 0.06+ 1
0.0 1 0.05 B
004 1 1 1 1 1 004 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Horizon en années Horizon en années

Fig.19 :Evolution dans le temps de la STTI : Mise en éddelu phénomene de retour a la moyenne

Ce méme phénomeéne est confirmé pour ce qui contesréearts absolus moyens, cette fois-
ci, entre les taux de deux maturités différentésgi@phique 20). Nous appellerons « pentes
moyennes de taux » les écarts absolus moyens datre taux de maturités différentes
évalués a la méme date, ils sont calculés respentint sur les quatre périodes 0-2 ans, 2-5
ans, 5-10 ans, 10-15 ans. Ces écarts, expriméiah ge base, se stabilisent apres cinq
années autour de leurs niveaux moyens. De méms, gamstatons une décroissance de cet
écart en augmentant les maturités considéréesa@gasidun écart moyen de 57 points de base
(pb) entre les taux de maturité 2 ans et ceuxrntetes a 28 pb entre les taux de maturité 15
ans et 10 ans). Cela est cohérent avec les hymsticessidérées d’une faible volatilité sur les
niveaux des taux longs.
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0 5 10 15 20 25

Horizon de projection (exprimé en année)

Pente moyenne de taux 0-2 ans Pente moyenne de taux 2-5 ans Pente moyenne de taux 5-10 ans Pente moyenne de taux 10-15 ans [

Fig. 20 :Evolution des pentes moyennes de taux (écartdusbgsmyens entre les taux de deux
maturités différentes) tout au long de la périoéepdojection

Pente 0-2 ans Pente 2-5 ans Pente 5-10 ans | Pente 10-15 ans

Moyennne 57 33 37 28
projetée

" Moyenne exprimée en point de base (et sur toytériade de projection)
Tab. 20 :Moyennes des différentes pentes de taux projetées

Les graphiques ci-dessous représentent, sous fatimstogrammes, les distributions
obtenues de différentes variables de taux et/oteddement. Les histogrammes permettent
d’avoir une vision globale sur la fréequence desaix de taux et/ou de rendement simulés.
Certes, il existe plusieurs tests statistiques poger de la conformité des valeurs projetées
avec les hypotheses de départ retenues dans lelen@drmalité, etc.). Cependant I'étude
des modéles pris individuellement ne constitue matse principal centre d’intérét et c’est
plutét la structuration de ces différents modeleiseceux, dans I'objectif de la construction
d’'un GSE, qui suscite le plus notre attention.
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Histogramme des taux nominaux de court terme (3 mois) a la fin de la premiere période Histogramme des taux nominaux de long terme (10 ans) & la fin de la premiére période
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Fig. 21 :Histogramme des taux nominaux de court terme (8)rada fin de la premiére période
Fig. 22 :Histogramme des taux nominaux de long terme (&) ata fin de la premiére période

Histogramme des taux réels sur le court terme (3 mois) a la fin de la premiére période
250 T T T T T T

Histogramme des taux réels de long terme (10 ans) a la fin de la premiére période
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Fig. 23 :Histogramme des taux réels sur le court terme (&)riola fin de la premiére période
Fig. 24 :Histogramme des taux réels de long terme (10 ataXin de la premiére période

Histogramme des taux dinfiation anticipés sur le court terme (3 mois) a la fi de la premire période:
T T T T T T T Histogramme des taux dinflation anticipés sur e long terme (10 ans) & la fin de la premire période
T T T

Fig. 25 :Histogramme des taux d’inflation anticpés de caenme (3 mois) a la fin de la premiére

période

Fig. 26 :Histogramme des taux d'inflation anticpés de ltergne (10 ans) a la fin de la premiére
période
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Histogramme de Ia distrbution des performances des obligations gouvernementales nominales de duration 5 ans a la date 1 Histogramme de la istrbution des perormances des obligations indexées a fnfation de duraton 8 ans 4 la date 1
T T T T T T
T

Fig. 27 :Histogramme de la distribution des obligations noahés gouvernementales de duration 5 ans sur
la premiére période
Fig. 28 :Histogramme de la distribution des obligations iréles inflation de duration 8 ans sur
la premiere période

250

Fig. 29 :Histogramme de la distribution des rendements ddigations nominales non gouvernementales
de duration 5 ans sur la premiére période

Matrice de corrélation des browniens sur la péribel@rojection

Il est important de préciser que les valeurs redendans la matrice de corrélation des
browniens, utilisée emmput du GSE, se basent sur des ajustements : certaieaux de
corrélations sont en effet attribués de facon s sans nécessairement s’aligner sur les
résultats historiques. Cela nous a conduits a geda matrice suivante a titre illustratif :
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Inflation Taux long Taux

Action 1 longue Inflation réel court réel | Monétaire | Immobilier | Action 2
Action 1 100,00 % -20,00 % 0,00 % -10,00 % 0,00 % 1,00 00% 0,00 %
Inflation longue | -20,00 % 100,00 % 10,00 % -20,00 % 0,00 % 0,006 0,02% 40,00 %
Inflation 0,00 % 10,00 % 100,00 % 0,00 % -30,00 %% 20,00[% 0% -40,00 %
Taux long réel | -10,00 % -20,00 % 0,00 % 100,00% 10,00 Po 0,006 0,02% 30,00 %
Taux court réel | 0,00 % 0,00 % -30,00 % 10,00 %  100,00(% -1,001% 08190 40,00 %
Monétaire 1,00 % 0,00 % 20,00 % 0,00 % -1,00 % 100,00 % %00| 0,00 %
Immobilier 75,00 % -20,00 % 30,00 % -20,00%  -40,00(% 6,00 po 00,0 % | -37,00 %
Action 2 0,00 % 40,00 % -40,00 9 30,00 % 40,00 % 0,00 OB% | 100,00 %

Tab. 21 :Corrélations théoriques entre les différentes ahlés (input du GSE)

La matrice ci-apres illustre les corrélations erlke browniens projetés (obtenues aprés
projection de 1000 scénarios). Nous observons epigdleurs affichées sont tres proches des
valeurs présentées dans la matrice de corrélatem ltowniens ernnput Ces valeurs
correspondent aux valeurs attendues et sont dirérentes.

Corrélations entre les

browniens (modéle BS 2 Inflation Taux Taux

régimes) Action 1 longue Inflation | long réel | court réel | Monétaire | Immobilier | Action 2
Action 1 100,00 % -19,58 % -0,39 9 -10,06 96 -0,21 Po 1,03 4,94% 0,00%
Inflation longue -19,58 % 100,00 % 997% -1972% 0,17 % 0,046 ,8M% | 40,10 %
Inflation -0,39 % 9,97 % 100,00% 0,379 -29,77|%  19,94% 6£2% | -39,98 %
Taux long réel -10,06 % -19,72 % 0,37 %| 100,006 10,02(% 022% 9,94% | 29,84 %
Taux court réel -0,21 % 0,17 % -29,77% 10,02% 100,00% -0,94/% 0,08% | 39,77 %
Monétaire 1,03 % 0,04 % 19,94 % 0,22 9 -0,94 % 100,00 % %95| 0,09 %
Immobilier 74,94 % -19,81 % 29,64 9 -19,94 %  -40,07|% 5,95% 00,a0 % | -36,95 %
Action 2 0,00 % 40,10 % -39,98% 29,84% 39,77 % 0,096 986 | 100,00 %

Tab. 22 :Corrélations obtenues lors des projections entsediférentes variables

Matrice de corrélation des rendements sur la périedprojection

Nous nous intéressons ici a la dépendance entredesixendements des indices projetés.
Cette dépendance est reflétée par les corrélatiane les browniens qui interviennent dans la
dynamique des variables modélisées. Les valeulssc#iont en pratique fournies sur la base
d’avis d’experts, d’'une étude historique ou encaieduits de maniére implicite de
I'observation du marché. Il s’agit en fait d'unetni@e de corrélations jugée « raisonnable »
par la place.

Globalement les valeurs obtenues dans le cadreéhemtbacktestingsont cohérentes avec
les valeurs théoriques utilisées initialementinput Nous notons que seules les corrélations
entre 'immobilier et les obligations présentens déférences entre les valeurs cibles et celles
obtenues papacktesting

Plus particulierement nous remarquons que :
» Les corrélations entre les zéro-coupons (ZC) nomiret les ZC réels sont de
'ordre de 45 % a 55 % et donc sont cohérentes Bsewaleurs cibles (pour

mémoire ces valeurs sont de I'ordre de 60 %).

» La corrélation entre les actions et 'immobiliett e plus de 20 %, ce qui est
cohérent avec la valeur cible (26 %).

Thése de Doctorat- Alaeddine FALEH
Université Claude Bernard-Lyon 1 (2011)

87



Les corrélations entre les ZC réels sont tres $oftke I'ordre de 99 %). Ces

fortes corrélations sont d’'un coté cohérentes #approche du calcul des prix

de ces obligations et représentent, d’'un autre deséniveaux proches de ceux
de la cible. Elles traduisent le caractéere trestraomt de la courbe des taux,
déterminée dans le cadre d’'un modéle a deux facteur

Corrélations
entre les
indices ZC5ans | ZC 10 ans| ZC 15 ans| ZC 8 ans | ZC 15 ans| Obligation
projetés | Monétaire | (nominal) | (nominal) | (nominal) (réel) (réel) crédit Actions | Immobilier
Monétaire | 100,00 % | -7,92 % -8,79 % -9,80 % 0,46 % 0,40 % 290 1,06 % 1,45 %
ZC 5 ans
(nominal) -7,92% | 100,00% 98,56 % 97,32 % 56,49 Po 55,44(/% ,99% 14,38 % 1,23 %
ZC 10 ans
(nominal) -8,79 % 98,56 %| 100,00% 99,73 % 46,91 % 46,80/% ,560% 15,85 % 1,45 %
ZC 15 ans
(nominal) -9,80 % 97,32 % 99,739% 100,00 %  42,78% 42,94/% ,39% 15,80 % 1,10 %
ZC 8 ans
(réel) 0,46 % 56,49 % 46,91 % 42,78 %  100,00(%  99,68/% 4%5% 5,28 % 5,66 %
ZC 15 ans
(réel) 0,40 % 55,44 % 46,80 % 42,94 % 99,68P6 100,00 % 446% 5,83 % 577 %
Obligation
crédit -7,92 % 99,99 % 98,56 % 97,32 % 56,49 o 55,44|% Q0% 14,38 % 1,23 %
Actions 1,06 % 14,38 % 15,85 % 15,80 % 5,28 % 5,83 % 1%38 100,00 % 20,72 %
Immobilier 1,45 % 1,23 % 1,45 % 1,10 % 5,66 % 5,77 % 1,23 ,72% 100,00 %

Tab. 23 :Corrélations obtenues lors des projections entsedifférents rendements

Corrélation des actifs dans un régime a faibletilié

La matrice suivante présente la matrice de coroélates actifs lorsque les actions évoluent
dans un régime a faible volatilité. Nous remarququos dans ce régime I'immobilier par
exemple est positivement corrélé avec les actions.

Cordton g onstar | 205205 2610 | 7 15| 26 80 | 26 d6ans OB | sciors | e
HADIEEE 100,00 %| -7,92% | -8,77% | 978% | 072% | 071% | -7,92% | 1,03% | 1,62%
(ﬁgnir?;)s -7,92 % | 100,00 %| 98,56 % | 97,30 % | 56,35 % | 55,29 % | 100,00 % | 1515% | 1,23%
(ﬁﬁniﬂi}i‘ ) -8,77 % | 98,56 % | 100,00 %| 99,73 % | 46,70 % | 46,57 % | 98,56 % | 16,63 % | 1,54 %
(ﬁgnii;};] ) -9,78 % | 97,30 % | 99,73 % | 100,00 %| 42,53 % | 42,68 % | 97,30% | 1650% | 1,23%
ZC 8 ans (réel) 0,72 % | 56,35 % | 46,70 % | 42,53 % | 100,00 %| 99,68 % | 56,35% | 592% | 537 %
ZC15ans(€el) | 7196 | 5529 % | 46,57 % | 42,68 % | 99,68 % | 100,00 %| 5529% | 6,49% | 549 %
Obligation crédit | _7 92 o5 | 100,00 %| 98,56 % | 97,30 % | 56,35 % | 55,29 % | 100,00 %| 1515% | 1,23 %
Abllars 1,03% | 1515%| 16,63% | 1650% | 592% | 6,49% | 15,15% | 100,00 %| 21,88 %
Lol 162% | 1,23% | 154% | 123% | 537% | 549% | 1,23% | 21,88 % | 100,00 %
Tab. 24 :Corrélations obtenues lors des projections entsedéférents rendements

dans un régime a faible volatilité
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Corrélation des actifs dans un régime a forte ilitéat

La matrice suivante présente la matrice de coroélates actifs lorsque les actions évoluent
dans un régime a forte volatilité. Nous remarquqoe dans ce régime l'immobilier est
négativement corrélé avec les actions. Cela pespbuer par I'hypothése de départ
considérée : I'immobilier est considéré comme ualew refuge en cas de crise.

?éozﬁéatzio(?oftg Monétaire ZC5ans | ZC1l0ans| ZC15ans| ZC8ans | ZC 15 ans| Obligation PV [ma——
g o8 (nominal) | (nominal) | (nominal) (réel) (réel) crédit

volatilité)
Moneétaire 100,00 % -7,66 %| -855%| -9,57% 0,84 % 0,78 %| -7,66%| -0,21% 1,82 %
ZC 5 ans
(nominal) -7,66 %| 100,00 % 98,56 % 97,31 %| 56,54 % 55,46 %| 100,00 %| -38,98 % 1,01 %
ZC 10 ans
(nominal) -8,55 % 98,56 %| 100,00 % 99,73 %| 46,92 %| 46,79 % 98,56 %| -35,82 % 1,31 %
ZC 15 ans
(nominal) -9,57 % 97,31 %| 99,73 %| 100,00 % 42,77 %| 42,91 % 97,31 %| -32,13 % 0,97 %
ZC 8 ans (réel) 0,84 % 56,54 %| 46,92 %| 42,77 % 100,00 % 99,68 %| 56,54 %| -44,60 % 5,21 %
ZC 15 ans (réel) 0,78 % 55,46 %| 46,79 % 42,91%| 99,68 %| 100,00 % 55,46 %| -44,22 % 5,32 %
Obligation crédit -7,66 %| 100,00 % 98,56 % 97,31 % 56,54 % 55,46 %| 100,00 %| -38,98 % 1,01 %
Actions -0,21 %| -38,98 %| -35,82 %| -32,13 %| -44,60 %| -44,22 %| -38,98 %| 100,00 % -10,57 %
Immobilier 1,82 % 1,01 % 1,31 % 0,97 % 5,21 % 5,32 % 1,01 %| -10,57 %| 100,00 %

Tab. 25 :Corrélations obtenues lors des projections entsedigférents rendements dans un
régime a forte volatilité

Les graphiques suivants présentent I'évolution ieglements des actions entre les deux
régimes sur une trajectoire simulée (choisie & ftillustratif). Le nombre de fois ou ces
rendements se trouvent sous le régime 2 (régime aise ») est nettement plus faible que
celui sous le régime 1 (régime normal). Cela refléte probabilité plus faible de se retrouver
dans le régime de crise, comme supposé dans |legh@ges de départ dans le modele des
actions.

25
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‘ 4 Régime dans lequel se trouve les rendements des actions a une date donnée ‘

Fig. 30 :Evolution du marché des actions entre le régint@ctions a faible volatilité) et le régime 2
(actions a forte volatilité) sur une trajectoirarsilée

Thése de Doctorat- Alaeddine FALEH
Université Claude Bernard-Lyon 1 (2011)

89



Comparaison de I'approche du coefficient d’abatienaec I'approche « mélange » pour le
crédit

Nous avons montré que les approximations retenoes [@ méthode « mélange » sont
délicates a justifier. Au-dela des descriptionscfamnelles de cette approche, il s’agit ici de
présenter quelques résultats obtenus en l'utilisant

L’approche du coefficient d’abattement consisteafcuer le prix de I'obligation crédit en
multipliant le prix des obligations nominales par coefficient d’abattement dépendant de la
maturité.

Aussi, dans un premier temps le tableau ci-aprégace les rendements et les volatilités des
obligations du crédit correspondant aux deux apgmec l'approche du coefficient
d’abattement et I'approche « mélange ». Notons lgudiscrétisation des formules, utilisée
lors du calcul, est exacte dans les deux approtieesalibrage retenu pour cette comparaison
est le méme que celui présenté dans la sous-sdtffiodu chapitre 2 a I'exception de la
matrice de corrélation des browniens qui integre ptms une ligne et une colonne
correspondant aux corrélations avecspeadsde crédit.

Obligation crédit 5 Coefficient approche
ans d’abattement « mélange »
Rendements 4,27 % 3,98 %

Volatilités 4,42 % 4,27 %

Tab. 26 Discrétisation exacte pour Coefficient d’abattemetitapproche « mélange »

Nous observons que les rendements et les volatsid@dt du méme ordre de grandeur. Cela
signifie que les approches, bien que différentesduaisent a des résultats proches. Ainsi,
'approche du coefficient d’abattement donne deslltéts comparables a ceux de I'approche
« mélange » en termes de rendements moyens etaldités.

Effet de la discrétisation

A titre illustratif, le tableau suivant présentes leendements et les volatilités des deux
approches mais en retenant la discrétisation dffadar toutes les variables modélisées dans
le cas de I'approche « mélange » (nous rappeloadajues les variables sont implémentées
en tenant compte d’'une discrétisation exacte damsgd de I'autre approche des coefficients
d’abattement). En termes de résultat, nous comstaqoe les rendements moyens dans les
deux approches sont proches. Cependant les udatiiont significativement différentes.
Donc le choix de la discrétisation a un impact sicgtif sur le niveau de la volatilité des
obligations crédit lorsqu’elles sont modéliséescanes deux approches différentes.

Obligation crédit 5 ans Discrétisation Dlsc’retlsatlon
exacte d’Euler

Rendements 427 % 3,96 %

Volatilités 442 % 7,43 %

Tab. 27 Discrétisation exacte pour Coefficient d’abattementd’Euler pour I'approche «
mélange »
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Conclusion du chapitre 2

L'objet du chapitre 2 de cette partie était de enésr un modéle stochastique de génération
des scénarios économiques dont la vocation firgti@les proche du domaine de la gestion
des risques que de celui drcing. Nous avons également essayé d’étudier différspscts
liés au processus de calibrage du GSE constrdie @nettre en avant les éléments pertinents
relatifs a ce processus.

Nous rappelons qu’il existe, dans la littératurauttes modeles candidats (cf. Ahlgrim et al.
[2008]). Nous ne prétendons pas que le modéle mesest le « meilleur » modéle (d’ailleurs
aucun modéle ne I'est) mais nous avons la garguotecelui-ci respecte certaines conditions
minimales telles que la parcimonie et la plaugdi@conomique dans le sens ou le GSE utilisé
est capable d’imiter certains phénoménes finandiagsortants observés sur les marchés
financiers. Ces phénomenes attirent souvent I'atterdes analystes qui s’intéressent aux
comportements joints de l'inflation, des taux déréits et des marchés des actions. Les états
de sortie (ou butpu) du modele proposé ont été ainsi illustrés enapaiinitialement des
parameétres obtenus via I'approche de calibragatdécr

Conclusion de la partie |

Le glissement sémantique du « modéle d'actifs »s Ver « générateur de scénarios
economiques » matérialise la profonde évolutioncdesujet depuis une dizaine d’années
maintenant.

Longtemps utilisée dans le cadre d’études spéefiqet ponctuelles, la construction d’'une
représentation des actifs dans lequel I'assureurt pesestir ses avoirs et du contexte
économique dans lequel ils évoluent est devenuélément essentiel de la description des
risques que celui-ci doit gérer.

Que ce soit dans le cadre prudentiel, pour la détetion des provisions et du capital de
solvabilité, pour sa communication vers les tidWVkCEV et états comptables) ou pour ses
besoins de pilotage techniques (choix d’allocatsimatégique et tactique, tests de rentabilite,
etc.), 'organisme assureur doit disposer d’'un eadyoureux et cohérent prenant en compte
'ensemble des actifs de son bilan et les risqases@ées.

Si l'identification de ces risques peut étre coasd@ comme relativement aboutie, la crise
financiere a mis en évidence certaines faiblesaas teur modélisation. Deux éléments sont
ainsi mis en évidence et vont sans doute donnerlide nombreux développements dans les
prochaines années (cf. Planchet et al. [2009]) :

- la structure de dépendance entre les actifs ;
- le risque de liquidité, intimement associé a kstpn efficace des couvertures
financieres.

La quasi-totalité des modeéles actuels s’appuientd®s structures de dépendance dans
lesquels la corrélation tient une place centrade ;nombreux travaux, dont nous pourrons
trouver une synthése dans Kharoubi-Rakotomalal@gR0nettent en évidence le caractére
dynamique de l'intensité de la dépendance. En quefi l'intensité de la dépendance
augmente dans les situations défavorables, ce iqitel I'efficacité des mesures de
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diversifications calibrées avec des structures mengnt pas en compte cet effet.
L’introduction de structures de dépendance noralies intégrant de la dépendance de queue
apparait ainsi comme un élément incontournabléédelution des générateurs de scénarios
economiques.

Le risque de liquidité est également apparu commeglément majeur de la crise des
subprimeset, plus généralement, de la crise financiére alengendrée. Au moment ou la
généralisation des approchemrket consisten(basées sur les valeurs de marché) impose
d’évaluer les options et garanties financieres gestefeuilles dans la logique de
détermination du codt de leur couverture, encow-ifapour que le montant obtenu ait du
sens gue la couverture puisse étre réajustée eéégmient, ce qui n’est possible qu’avec des
actifs liquides. Cela impose par conséquent si’est mne adaptation de I'approche dans le
cas d'actifs peu liquides, a tout le moins la pesecompte d’'une prime de liquidité pour
refléter dans le montant affiché ce risque d'impmbt de gérer idéalement la couverture.

Au-dela de ces deux éléments structurants, l'effi€aopérationnelle des modeles mis en
ceuvre dépend, nous l'avons vu, dans une trés faegeire de la pertinence des parametres
retenus pour les alimenter. La détermination depaeametres est complexe et fait appel a la
fois a des considérations d'ordre statistique (@tqtion des historiqgues), économique
(cohérence des valeurs de long terme préditesepanodéele avec les relations économiques
fondamentales), financiéres enfin (cohérence ase@ltix observés sur le marché). La prise
en compte rationnelle de ces différentes composar@eessite une réflexion spécifique et fait
partie intégrante des choix structurants en terdeegestion des risques que peut effectuer
I'organisme assureur.

Enfin, la définition d'indicateurs de performance thodele contribue a une meilleure
alimentation du processus de prise de décisiorxplo@tation de ces indicateurs dans le cas
de modéles plus compliqués et plus concrets, tel lgg modeles de gestion actif-passif,
constitue notre prochain champ d’investigation.
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PARTIE II :

L’ALLOCATION STRATEGIQUE D’ACTIFS DANS LE
CADRE DE LA GESTION ACTIF-PASSIF
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Introduction

Cette seconde partie est consacrée a I'élabordéidiallocation d’actif elle-méme. Rappelons
gue concernant les régimes de retraite par répartirois situations peuvent étre recensées :
régime provisionné (cas ou le régime est tenucalaerture totale des engagements souscrits
par ses cotisants actuels et futurs), régime flartient provisionné (couverture d’'une partie
seulement des engagements souscrits par ses totgdnels et futurs) et enfin régime non
provisionné.

Le fonctionnement financier des régimes de retraih France (objet de la plupart des
applications illustratives dans ce travail) peute é&chématisé comme suit : les flux de
cotisations permettent de régler les flux de ptesta. Le surplus, le cas échéant, permet
d’alimenter une_réserveestinée a régler une partie des prestations esituCette méme
réserve peut se voir prélever, le cas échéant,olde stechnique débiteur (cotisations
insuffisantes pour régler les prestations). Entraps, la réserve est placée sur le marché
financier et répartie entre différentes classestid&

La gestion actif-passif d’un régime par répartitipartiellement provisionné peut étre basée
sur l'optimisation de la valeur de la réserve, cteripnu des contraintes liées au passif qu'il
doit respecter. C’est dans ce cadre que le choirad« bonne » allocation stratégique joue un
réle essentiel dans le pilotage actif-passif dhegime de retraite, étant donné que les
réserves contribuent & part entiére a la soliditéédime.

Cependant une difficulté consiste a définir la «llewe » stratégie de placement de ces
réserves sur les marchés financiers, notamment dansontexte de fortes incertitudes
économiques, comme c’est actuellement le cas tddda récente crise financiére.

Il est a rappeler que le modele d'allocation dfactie plus répandue est celui de
Markowitz [1952]. L'objectif de ce modéle est deswadre le probléme suivant : pour une
rentabilité espérée fixée par l'investisseur, terues proportions a investir dans chaque titre,
conduisant a un portefeuille de risque minimum etissun ensemble de contraintes.
L’ensemble des portefeuilles vérifiant le programuieptimisation de Markowitz pour
différents niveaux de rentabilité espérée, déaré byperbole dans le repére (risque mesuré
par I'écart type de la rentabilité / rentabilitpérsce).

Le modele de Markowitz n'est pas un modeéle de gesiu jour le jour mais un modeéle de
structure a long terme qui a conduit & de nombméémeloppements sur la théorie de la
gestion de portefeuille. La limite de ce modeled@slans le fait d'utiliser la variance pour
mesurer le risque du portefeuille. Quoique simplpafois efficace, la variance est contre
intuitive : Les investisseurs n'ont aucune averdee a des rendements supérieurs a ceux
prévus, ils s’intéressent seulement a ce qui edessous de leurs prévisions ou de leurs
objectifs personnels. Or, la variance est une meesla dispersion qui ne fait aucune
différence entre ce qui est en dessous et au-ddssiesspérance de rendement. En plus il ne
tient pas compte de I'existence d'un passif.

Dans la littérature, les modeles d’ALM sont gengémagnt classés en trois groupes présentés
chronologiquement comme suit.

Le premier groupe contient les modeles d’adossefoemhatching et d’immunisation par la
duration (cf. Macaulay [1938], Redington [1952]e<modeles se basent sur le fait que les
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investissements sont essentiellement effectués dass obligations. Ceci nous permet
d’obtenir, soit un adossement des flux de tréserdas actifs financiers a ceux du passif
(matching),soit un adossement de la duration de I'actif aecéll passif (immunisation par la

duration).

Ces techniques étaient utilisées jusqu’au miliets danées 80 et avaient comme

inconvénients principaux la considération du resgie¢ taux comme seule source de risque
pour le fonds, ainsi que la nécessité d’'un rebalement périodique du portefeuille en ré-

estimant a chaque fois la duration du passif, ianhge continOment du fait du changement
des taux d'intéréts et de I'écoulement du tempsrd”[2009] présente une approche de la
couverture de passif qui vise a résoudre les pmoddémentionnés ci-dessus. L'actif sera
constitué dans ce cas d'un portefeuille de couvertle type taux (obligations ou dérives)

couplé a un portefeuille de rendement. Selon PigR089], cette architecture permet une

flexibilité suffisante pour permettre a l'actif déadapter aux mise a jour de la valeur des
engagements lors de la revue des hypothéses atlfemeyant permis leur évaluation.

Le deuxieme groupe contient les modéles basés simllation de scénarios déterministes et
sur la notion de surplus (Kim et Santomero [19&8jarpe et Tint [1990], Leibowitz et al.
[1992]). Les modéles de surplus ont pour objet liasinmisation du risque de perte du surplus
(mesuré par la variance de la rentabilité du ss)pdous contraintes de rentabilité et de poids
des actifs. lls sont des modéles mono-périodigoegjui limite leur utilité en pratique pour
des problemes d’allocation sur le long terme.

Le troisieme groupe de modeles utilise les techesgde simulation stochastiquslgnte
Carlo) pour modéliser I'évolution des différents élénsgrque ce soit au niveau des actifs
financiers et des engagements, ou au niveau deables de marché et des variables
démographiques (cf. Frauendorfer [2007], Munk et[2004], Waring [2004], Martellini
[2006]). Ainsi les lois de probabilité associéex a@sultats du fonds de retraite sur le long
terme peuvent étre estimées. A ce niveau, nous pmsosons de distinguer deux sous-
groupes de modéles d’ALM basés sur les techniqueshastiques. L’élément clé de
distinction sera si oui ou non les poids des diifés actifs reviennent périodiquement a ceux
de l'allocation stratégique définie initialement ¢sli, les modéles seront appelés modéles a
poids constants ou stratédixed-MiX).

= Pour le premier sous-groupe de modéles a poidstateset malgré les
avanceées reéalisées avec ces techniques (surtouveau de I'implémentation
informatique), I'aspect dynamique de [l'allocatiotragégique reste encore
marginalisé. En fait, ces modeles permettent depeoen des allocations
constantes dans le temps (statiques) indépendanulesnbpportunités liées
aux évolutions inter-temporelles des marchés (artévh [1990], Kouwenberg
[2001], Infanger [2002], Dempster et al. [2003]).

= Le deuxiéme sous-groupe de modeles, et le pluntiéest principalement
inspiré de la théorie du choix de la consommatiaegoortefeuille développée
par Merton [1971]. Il s’agit des modeles d'allocatidynamique ou inter
temporels. Par exemple, a partir de la définitienlal fonction objectif pour
linvestisseur, ces modeles permettent la déterioimad’'une trajectoire des
poids des différents actifs jusqu’a la date d’édaéa(l’ajustement des poids
est fonction des évolutions projetées du marchéeeta régle de gestion
prédéfinie). L’allocation stratégique retenue d&bocation optimale d’actifs
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a la date initiale,. Le cadre d'utilisation de ces modéles récentsesete au

probleme dimplémentation vu la complexité des lsutmathématiques
employés (cf. Hainaut et al. [2005], Rudolf etfa004] et Yen et al. [2003]).

Concernant les modeles d’allocation d’actifs, naitede est axée sur la comparaison des
modeles disponibles selon les hypothéses soustgcede «rebalancement » des
portefeuilles : nous faisons la distinction entne gestion « statique » (pour laquelle les poids
reviennent périodiguement a ceux de l'allocatioatégique de long-terme - cas par exemple
des modeéles a poids constaRised-Mix) et une gestion dite « dynamique », pour laguefie
poids peuvent s’écarter définitivement de I'allagatstratégique initiale selon des régles de
gestion prédéfinies.

Nous verrons que I'approche dynamique présentaitage théorique de la robustesse face
aux changements de régime des marchésutorisation du changement des poids des
différentes classes d’actifs, sur la base d’'unéerdg gestion bien définie, constitaepriori

un élément intéressant. Cela en effet permet fajnent des expositions aux différentes
classes d’actifs suite a I'évolution des conditidesmarché.

Cette réflexion sur la construction de modéleslokaition d’actifs applicables dans une
optique prévisionnelle a long-terme nous conduiktugier une approche innovante fondée
sur les techniques de « programmation stochastiqué Birge et Louveaux [1997]). Il s'agit
d'une version adaptée d’'une technique déja utilisées le domaine de l'ingénierie pour la
planification de la production (cf. Dantzig et f1990], Escudero et al. [1993]). L'objectif
sera la mise en évidence et I'étude des caradtgrest de cette approche.

Comme déja mentionné, cette thése accorde égalamenattention toute particuliére aux
techniques numériques de recherche de l'optimuindemeurent des questions essentielles
pour la mise en place d'un modéle d'allocationpbmt de départ sera notre constat d’'un
temps de calcul significatif d0 simultanément anambre élevé de scénarios économiques
générés et a un nombre d’allocations d’actifs ességalement élevé.

Dans ce cadre, nous présentons un algorithme diggatiion globale d’'une fonction non
convexe et bruitée. L'algorithme est construit aprae étude de criteres de compromis entre,
d’'une part, I'exploration de la fonction objectifi €e nouveaux points (correspondant a des
tests sur de nouvelles allocations d’'actifs) etittea part 'amélioration de la connaissance de
celle-ci, par 'augmentation du nombre de tiragesles points déja explorés (correspondant a
la génération de scénarios économiques supplémentpour les allocations d’actifs déja
testées). Une application numérique illustre laf@omité du comportement de cet algorithme
a celui prévu théoriquement.

Le plan de cette deuxiéme partie sera comme suit :

= Premier chapitre : Il est question dans ce chapiaralyser les approches classiques (ou
déterministes) de gestion actif-passif a savoimesleles basés sur la notion de « duration »
et de «surplus ». Nous détaillons différentes agipes tout en mettant en évidence la
différence entre elles. L'objectif de ce chapitist de revoir I'état de I'art en matiere de
modéles d’ALM déterministe. Apres avoir mis en évide les limites de ces modéles, nous
passons a l'étude de modeles plus élaborés et swphistiqués (objet des chapitres
ultérieurs).
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= Deuxieme chapitre : Nous considérons ici une apgmraécente d’'allocation stratégique
d’actifs basée sur la stratégie dite « a poids teons » ouFixed-Mix (cf. Merton [1990],
Kouwenberg [2001], Infanger [2002], Dempster e{2003]).

Nous proposons une modélisation du régime-typeeti@ite et étudions certains criteres
d’allocation stratégique d’actifs en fonction dypeydu régime (provisionné, partiellement
provisionné, etc.) sont étudiés. Nous passons tenauiillustration de la stratégkixed-Mix
avec une application sur les réserves d’'un régimeettaite partiellement provisionné. Les
résultats obtenus sont discutés et différents tistsensibilité sont mises en place : ces tests
sont liés principalement a I'impact des hypothékesendement ou de corrélation retenues.

Les difficultés rencontrées lors de la mise en elale la stratégid-ixed-Mix dues
essentiellement a la multiplicité du nombre de s#asd’actifs considérées et au nombre de
scénarios économiques simulés, nous ont mené apemgeker sur les aspects d’optimisation
numérique. Le point de départ est notre constah demps de calcul significatif da
simultanément a un nombre élevé de scénarios égquesn générés et a un nombre
d’allocations d’actifs testées également élevé.

Dans ce cadre, une présentation détaillée desutkananés lors de la rédaction de I'article de
Rulliere et al. [2010] est effectuée. Un algorithdieptimisation globale d’une fonction non
convexe et bruitée est présenté. L'algorithme esisttuit apres une étude de critéres de
compromis entre, d’'une part, I'exploration de ladtion objectif en de nouveaux points
(correspondant a des tests sur de nouvelles dabosat’actifs) et d’autre part I'amélioration
de la connaissance de celle-ci, par 'augmentadiomombre de tirages en des points déja
explorés (correspondant a la génération de scénédonomiques supplémentaires pour les
allocations d’actifs déja testées). Une applicatimmeérique illustre la conformité du
comportement de cet algorithme a celui prévu tiggerment et compare les résultats obtenus
avec l'algorithme de Kiefer-Wolfowitz- Blum (cf. Bin [1954], Kiefer et Wolfowitz [1952]).

= Troisieme chapitre: Les modeles classiques d’ALMnaimiques sont explorés,
notamment les techniques d’assurance de portefefafl Perold et Sharpe [1988]) et les
techniques de programmation dynamique (cf. Cox wing [1989], Merton [1971]). A ce
niveau, les techniques d’assurance de portefebéitetes sur la notion de CPPI@anstant
Proportion Portfolio Insurancécf. Perold et Sharpe [1988]) sont mises en pé&tceertains
résultats relatifs a ce modele sont étudiés. De endes principes des techniques de
programmation dynamique et leurs limites sont égald mises en évidence.

Nous nous penchons par la suite sur une approctovante fondée sur les techniques de
« programmation stochastique » (cf. Birge et Louxgd 997]). Il s'agit d'une version adaptée
d'une technique déja utilisée dans le domaine ohgéhierie pour la planification de la
production (cf. Dantzig et al. [1990], Escuder@kt{1993]). Dans ce cadre, nous mettons en
place un modele d’ALM dynamique basé sur les tepes de programmation stochastique.

Nous proposons, au cours d'une illustration numriqune nouvelle méthodologie de

génération de scénarios économiques que nous agpaléthodologie « des quantiles de

référence ». Cette derniére permet de partir dainecture linéaire de génération de scénarios
(telle que décrite dans le chapitre 2 de la pdjtigour réduire la dimension du probléme

rencontré avec la stratégleixed-Mix tout en tenant compte de la corrélation entre les
distributions des différentes variables projetées.
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A travers la méme application numérique, nous coonsacertains résultats relatifs aux deux
approches d’allocation stratégique d'actifs : cddbesée sur la stratégkxed-Mix et celle
basée sur les techniques de programmation stoghastilous testons également la sensibilité

de cette deuxiéme approche par rapport au changetaerertains de ses parametres, toutes
choses étant égales par ailleurs.
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Chapitre 1 : Les modeles d’ALM classiques (détermiistes)

Il est question dans ce qui suit d’'analyser lesragmes classiques (ou déterministes) de
gestion actif-passif & savoir les modeles basétasuntion de « duration » et de « surplus ».
Nous détaillons différentes approches tout en me#ta évidence la différence entre elles.
L’'objectif de ce chapitre est de revoir I'état dartl en matiere de modéles d’ALM
déterministe.

I- Immunisation du portefeuille

Redington [1952] définit 'immunisation du portefk® comme « l'investissement de l'actif
d'une telle maniére que le portefeuille soit prétégntre un changement des taux d'intérét ».
Autrement, c'est une stratégie d'investissementdauns le cas de I'assurance vie ou de celui
des régimes de retraite, produit des flux exactéradassés en maturité et en valeur a ceux
gue doit payer l'entreprise. Cette technique suppp® le risque principal des portefeuilles
financiers est celui du changement des taux déntér

Nous pouvons énumérer deux approches classiqueartapgpnt a la catégorie de
l'immunisation :

- 'adossement des flux de trésoredash flow$ a ceux du passif.

- 'adossement des durations de I'actif et du passi
Nous rappelons cependant quelques notions qui tseepmnises ultérieurement dans cette
étude (cf. Le Vallois et al. [2003]).

Taux de rendement actuariel

En suivant a une démarche inverse a celle du cdieda valeur actuelle d'un actif (ou de
toutes séquences de flux fixes), il est possiblealeuler, a partir du prix de marché, un taux
d’actualisation des flux de trésorerie corresportsigit taux de rendement actuarigl Ce
dernier vérifie :

n

Prix demarché=Valeuractuelle= » ————
2 )

Avec F, est le flux de I'actif financier (coupon, dividezyamortissement...) al'époque

F,

Courbe des taux zéro-coupon

Le calcul du taux de rendement actuariel des datiésciers, et des obligations en particulier,
présente I'inconvénient de ne pas donner la mérteurvae taux pour les différents actifs.
Dans le cas des obligations, cela est di prinaipaie & deux facteurs.

» Le premier facteur est que les investisseurs deemrnalx émetteurs privés
des primes de risque appeEmeadde signature qui compense le risque de
défaillance propre a chaque émetteursfmeaddifféere donc d’une obligation a
l'autre).

= Le deuxiéme facteur est la dépendance des taurrdfement actuariels des
échéances des obligations correspondantes. En @itensi nous limitons
'analyse aux emprunts d’Etat, tous identique emméerde risque, nous
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constatons encore des différences entre les tawerement actuariels de
différents titres. Il faudrait utiliser un taux dtaalisation différent pour chaque
échéance. Le seul cas ou le taux de rendementriattabservé correspond
sans ambiguité a une seule maturité est le cakroy a qu’un seul flux de

trésorerie. Ce cas existe puisqu’il correspond titues dits obligations zéro-
coupon pour lesquels les intéréts sont versés erseunle fois au moment de
I'échéance finale et unique.

L'observation des prix des zéro-coupon permetttaiic de batir une courbe des taux zéro-
coupon. Cette courbe existe, mais en pratique esdteobtenue par des moyens différents
compte tenu de la faible liquidité des zéro-coupgistants sur le marché. La courbe zéro-
coupon est également appelée structure par tersi@aae, ou encore courbe des taux spot.

Valeur actuelle nette des actifs obligataires

En pratique il n'est pas nécessaire de calculeralaw actuelle des actifs obligataires,
puisqu’il est plus simple d'observer leur valeur maarché. Cependant, dans le cas des
obligations a taux fixe, la séquence des flux desdrerie futurs associés a un titre est
parfaitement connue.

Nous considérons méme généralement que dans teesasmprunts d’Etat, cette ségquence est
certaine et ne présente aucun risque de défailldad@metteur. A I'aide de la structure par
terme des taux (notég ) il est possible de reconstituer le prix d’équitile I'obligation sans

n

risque : Prix demarché= Prix estimé= z | -
i=1 + rt. I

&

Valeur actuelle des passifs

Par analogie avec la valorisation des actifs, lansation des flux du passif se fait en se
basant sur la courbe des taux zéro-coupon. Cettgede, permet de tenir compte de la
maturité de chacun des flux pour lui attribuer aoxt d’actualisation précis. De méme, |l
faudrait ajouter a cette courbe des taux sans eismne prime de risquesgdread. Elle
permettra de retomber sur une «valeur de mardgs»passifs. Le probleme c’est que le
niveau réel de cette prime est inobservable sordeché dans la mesure ou les engagements
du passif ne s’échangent pas régulierement sumdeshés liquides et organisés. En pratique,
le calcul de la valeur actuelle du passif peut é&talisé avec une prime de risque

arbitrairement choisie, éventuellement nulle.
I-1 Adossement des flux de trésorerie

Il s'agit de la procédure d'immunisation la plun@e et la plus ancienne. Elle consiste a
investir la richesse initiale dans un portefeuiléetitres (le plus souvent des zéro-coupons) qui
produisent exactement, et aux échéances prévsdipelu passif.

Autrement, lorsque sur chaque période les flux nbtenus (total des entrées de flux —total
des sorties de flux) sont toujours positifs ou nlictif est dit adossé au passif. Il est dit
exactement ou parfaitement adossé si les fluxgmtsnuls. Les anglo-saxons parlent dans ce
cas de méthode dmsh flow matchingUne fois que tous les passifs sont couverts ptie c
méthode, les actifs excédentaires sont alors cérésdcomme libres et représentatifs de la
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situation nette réelle de la société glereholder surplys Le méme raisonnement peut étre
adopté dans le cas des régimes de retraite patit@pa

En pratique, 'adossement par les flux de trésorsteoujours utilisé par les sociétés avec la
différence que les passifs peuvent étre regroupés dsautres criteres que le seul
«rendement ». En fait, les engagements au passf adsureurs par exemple sont
généralement répartis par famille de contrats @ctfon des prix de revient, des taux de
rendement actuariels, de la durée des titres...) l@ppeontons, puis les provisions
correspondantes et les flux de trésorerie assostd calculés. Cela permet outre
'adossement des flux de trésorerie, la bonne atémqu des actifs en termes de taux de
rendement financier et comptable comparé au tatangjanoyen du passif correspondant.

L’adossement des flux de trésorerie est valabtésadourt terme, mais malheureusement, elle
ne trouve pas d'applications pratiques a long teiEmeeffet, les flux de l'actif et ceux du
passif sont trés influencés par des facteurs essemotamment les taux d'intérét. lls sont
donc eux-mémes sujet a des variations dans desdgérents, il importe donc de réitérer
souvent cette immunisation.

[-2 Adossement par la duration

Cette technigue consiste a apparier les sensghitleé I'actif et du passif vis-a- vis de la
variation des taux dintérét. En dautres termete ebnsiste a définir une stratégie
d'investissement qui fait que la valeur de marake attifs suit tout mouvement de la valeur
actuelle des engagements. Limmunisation par latdur définit un portefeuille dont la
valeur, au premier ordre, évolue comme la valetuedle des engagements. La régle de
décision dans cette technique est basée sur &indkc« sensibilité », défini par Macauley
[1938]. Il est obtenu a partir de la formule de eléppement limite de Taylor du prix en
fonction du taux d'intérét.

Pour un titre, dont les caractéristiques contrdleisiesont déterminées indépendamment du
mouvement des taux, la sensibilité est expriméentera variation relative de cette valeur
induite par une variation infinitésimale de taumntgrét.

- La sensibilité de I'actif :

Nous reprenons I'expression simplifiée de la valectuelle d’'une obligation a taux fixe en
fonction du taux d’actualisation actuariel:

n

VAr, )= 2]

i=1 l+ r

La variation de la valeur actuelle pour une petddation du taux d’actualisation est donnée
par le calcul de la dérivée premiéere :

dvgfra) ( ) Z": L

— 1+r t+l

Cette dérivation n'a de sens que si les fitixsont fixes par rapport &.
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La sensibilité est ainsi donnée par I'expressiavasie :

avAr,) 1
VAxdr VA 2:1: 1+r

n

sensibilie = t+l

Lorsque les flux de trésorerie sont tous positiés sensibilité de la valeur actuelle aux
variations du taux d’actualisation est nécessairtmeégative. Cela est effectivement le cas
pour les obligations dont la valeur de marché ao@tnd les taux baissent et réciproquement.
La sensibilité est appelée aussi duration modifiée.

- La duration de I'actif

La duration telle que définie par Macaulay [193&] donnée par I'expression suivante :

n F,
(1+r )t ;ti (1+r,)"

z =)

i=1 (1+ r )

Sty

duration=

Avec F, une série de flux fixes.

La duration peut s’interpréter comme la durée @envdoyenne de I'obligation. En fait, chaque

F
duréet, étant pondérée par la valeur actuelle du flux empmndantﬁ Elle peut
+r
s'interpréter aussi comme ['élasticité du prix tebligation par rapport aux variations des
taux. C’est la définition de Hicks [1946] qui releesensibilité a la duration :

dvAr,) dvAr,)

duration= —% =—(1+ ra)X% = —(1+r,)x sensibilié

a

1+r,

La duration s’interpréte aussi comme la date aukllg les deux effets de la variation des
taux, effet sur la valeur et effet sur le revermuicempensent.

Elle est compatible avec une structure par termeta@s a condition de se limiter aux
variations paralleles des courbes de taux. Autréni@rvariation de tauxlr, doit s’appliquer

d’'une fagon uniforme & la courbe des taux (chagukevient, +dr,) ce qui correspond bien

a une translation uniforme de la courbe des taaxdlration s’exprime dans ce cas comme
suit :

F, n F,
Zti ! t; Zti ' t

i \(tr ) it \L+T,

5 " VAL )

i=1 ‘1+ rti iti

duration=
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Si nous étendons la notion de la duration a desviduiables (obligations a taux variables par
exemple), nous pourrons dans certains cas obgemnaldtion ci dessus entre la duration et la

sensibilité (tant que les dérivé§§(ra) sont connues), mais la différence c’est que lattn
n’est plus assimilable a une durée moyenne.

La duration peut étre négative si certains des $laxt négatifs. La sensibilité dans ce cas est
positive : la valeur actualisée de la séquence eém@raugmente quand les taux augmentent
et inversement. La duration d’'une obligation zéoupon est égale a la durée de cette
obligation.

Le calcul de la duration d’'un portefeuille s’effeetpar trois méthodes :

= La premiéere consiste a déterminer la moyenne degidas pondérées par la valeur de
marché des titres correspondant (coupons courdas)nd.’inconvénient de cette
méthode c’est qu’elle ne peut avoir de sens glesdiaux actuariels de tous les titres
étaient identiques, ce qui bien entendu n’est jarleatas.

= La deuxieme méthode consiste a cumuler tous lgdurésorerie du portefeuille et &
calculer un taux de rendement actuariel uniqueosertion de la valeur de marché
totale, coupon courus inclus. Il est ensuite pdssile calculer une duration globale
puisque la formule de calcul est valable a toutgisice de flux fixes.

» La troisieme méthode est la plus rigoureuse. Eltesiste a calculer la valeur actuelle
et la duration de chaque titre avec une courbetales commune, puis a calculer la
moyenne pondérée par les valeurs actuelles etampar les valeurs de marché. C’est
théoriquement la meilleure solution, car chaque tla trésorerie est actualisé avec le
taux qui correspond a sa maturite. En pratique, ifeérdnce obtenue entre les
différentes méthodes de calcul de la duration gamefeuille n’est pas significative.

Par ailleurs, nous pouvons étendre la notion dataur & d’autres actifs non obligataires

malgré qu’ils sont plus ou moins sensibles a l@atian des taux notamment les actions. Pour
ces derniers le calcul de la duration peut étrecai® dans le cadre du modele Gordon-
Shapiro [1956] (qui permet d’analyser le prix d’wemion comme étant I'actualisation de la

série des dividendes projetés) ou tout simplemans de cadre de la régression des prix de
marché par rapport aux variations de taux. Ledsaetiles passifs conditionnels ne doivent
donc pas faire I'objet de calculs élémentaires asadment en duration.

Pour accomplir une immunisation par la duratiomvestisseur doit acquérir des titres dont
la duration moyenne est égale a la duration des dlu passif.

La notion de sensibilité est un indicateur de l@sifion au risque de taux par la Valeur
Actuelle Nette (VAN) de la sociéte.

En fait, a partir de la relation suivant®¥Anette=VAactif —VApassif nous pouvons exprimer
I'exposition de la VAN au risque de taux comme suit

dVAnette_ dVAactif dVApassif
dr dr dr
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Si nous considérons le cas ou la VAN initiale estlé a zéro, et ou la sensibilité de l'actif et
du passif sont identiques, alors la variation de &st sans influence sur la VAN :

dVAnette
dr

0

Nous parlons dans ce cas de I'immunisation du esd@ taux. En effet, la VAN devient
insensible, sinon a toute variation de taux, dun®@ une petite variation parallele de la
courbe des taux. Cet effet est obtenu en aligeasrgeénsibilités de I'actif et du passif.

Nous notons également que :

- Plus la duration est élevée plus le risque estdyetnplus son prix est
sensible aux variations du taux de marché.

- Plus le coupon est faible, plus la sensibilitéétstée.
- Nous couvrons systématiquement le passif par uhgatibn de durée plus
longue (car la duration est inférieure a la dursaf pour le cas des zéro-

coupon).

- En cas de baisse des taux, le gain réalisé surldéarvde I'obligation est
supérieur a la perte encourue sur le passif.

- L'immunisation en duration d’'un portefeuille n’esarfaite que si elle est
réalisée avec des instruments zéro-coupon. Elléené ppas compte de la
forme de la courbe des taux, ni de ses déformatiorme sa dynamique.

- Limites de I'adossement par la duration

lls existent deux limites principales des indicaseti-dessus :

- Le domaine d'utilisation de ces conceptsliesté aux variations paralléles de la courbe
des taux.

- Les calculs de la duration et de la con¥eriz gardent leurs significativité que pour des
flux fixes, indépendants des taux de marche.

La premiere limite n’est pas sans conséquence eflais1invalide pas totalement I'analyse
du risque de taux. En effet, les variations pamdlade la courbe des taux représentent la
principale source de risque pour la plupart desepeuilles obligataires (résultats obtenus par
des analyses statistiques de la variance des tacamneposante principale).

En revanche, la deuxiéme limite (flux fixes) essto®ntraignante pour I'analyse des passifs
comprenant des options complexes exercées pariéggsc(tel que l'option de rachat de

I'épargne). L’exercice de certains de ces optiagzedd fortement de I'évolution des taux sur
le marché. Pour le cas d’option de rachat, une aatmion des niveaux de taux a pour
conséquence évidente la hausse des niveaux detgadira de profiter de placement plus

rentable sur le marché. En pratique, nous faisonsest I'hypothése que pour de petites
variations des taux de marché, les flux de tré@oligs au passif restent fixes. Les calculs de
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sensibilité et de duration ont alors une validit®cale » dont l'intérét est cependant limité
pour I'adéquation actif-passif.

Par ailleurs, limmunisation par la duration requien rebalancement périodique du
portefeuille en réestimant & chaque fois la dunatio passif, celle-ci change continment du
fait du changement des taux d'intérét et de I'@&rnaht du temps. Lorsque nous utilisons une
stratégie avec une duration constante a chaguéanglemnent, nous risquons de se trouver
dans des situations de redondance ou de déficit.

Le principal inconvénient reste I'nypothese de geaments paralleles dans la structure des

taux. Pour lever partiellement cet inconvénienysnpouvons utiliser le deuxieme terme du
développement limite de la fonctié= f (r,). Nous introduisons alors la notion de convexité.

- La convexité de I'actif

La sensibilité permet de traiter de la variationcdurs des obligations par rapport aux petites
variations paralleles de la courbe des taux. Maigue la variation des taux est forte, I'erreur
obtenue en mesurant la variation relative du cparda droite tangente devient importante.
Nous faisons donc recours au développement de Tdylsecond ordre pour améliorer notre
estimation de la variation de la valevA :

AVA=VAXxAr + %VA' XAr?

Formule olWA etVA' représentent respectivement la dérivée premideedgrivée seconde
deVAr). En divisant pavA, Nous obtenons :

_AVA:\ﬁxAr +iﬂxAr2
VA VA 21 VA
L’expression de la convexité est la suivante :
convexité= YA = Zt x (t, +1)x ——
VA vAx(+r): |G (+r) r)

Avec cette définition, 'approximation de la valeactuelle du cours de l'obligation est la
suivante:

AVA=VAx [sensibilitéXAr + COnVexite, (Ar)z}
Comme la duration, la convexité est compatible d\zmwlyse de la structure par terme des
taux. Nous pouvons écrire :

L1 4 F,
convexité= — x Zti x(t, +1)><—tnt+2

VA = (1+r1, )
Comme pour la duration cette extension n’est vajde pour des variations paralléles de la
courbe des taux.

Lorsque les flux de trésorerie sont tous fixes aditffs, la convexité est positive. Quel que

COﬂVGXI'[e (

soit le sens de la variation du taux d’actualisatite terme Ar)? intervient

positivement dans la variation du cours. Il estajdrabituel de considérer qu’une convexité
supplémentaire liée a la dispersion des flux deote¥ie est « la bienvenue ».
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L'insuffisance de l'indice de «duration », commesore de sensibilité, dans le cas

systématique ou les flux sont sensibles aux vanatde taux a été la motivation majeure du

développement d’autres approches (dont les mobdekess sur le surplus et les techniques de
simulations). Le but est de fournir un indice deewsibilité » plus adapté au cas des flux

sensibles aux variations de taux.

lI- Modeles basés sur le surplus

Ces modeles sont basés sur la notion du surplusi 8st| souvent défini comme étant la
différence entre la valeur de marché des actila @aleur actuelle du passif. Dans la suite,
nous illustrons ces modeles via trois approche#le de Kim et Santomero [1988], Sharpe et
Tint [1990] et Leibowitz [1992]. Une quatrieme apghe permettant de lier simultanément
les notions du surplus et de la duration sera égaie présentée.

[I-1 Modéle de Kim et Santomero [1988]
Ce modéle donne plus d’importance aux conditionécifigues a l'entreprise concernée.
Celles-ci sont représentées par un ratio d’effeledier : «surplus/valeur de marché initiale
de I'actif ».
Il s’applique aux portefeuilles constitués de phuss classes d’actifs. Le but du modele est de
minimiser le risque de perte du surplus (mesurélpaariance de la rentabilité du surplus)
sous contraintes de rentabilité et de poids défs act

Formulation théorique

La notion de rentabilité du surplus utilisée estdaiation relative du surplus sur la période
(année par exemple) :
_S-S
RS == Y

S

avec le surplus initia§ et S, le surplus final.

Nous considérons un portefeuille avec M classegif$aisqués et un passif évalué en valeur

actuelle. Le vecteur des rentabilités attendues Bst [RA ,RP](WM)
(Ru)y. représente le vecteur rentabilités des actifs.

R, la variation relative de la valeur actuelle dugias

Le vecteur des poids est noté = [WA ,WP]

Le poids de I'actifi est mesuré par la valeur de marché initiale deacst divisée par la
valeur initiale du surplus.

W, = % poids de I'actif i.

P. . .
W, = —g‘j poids du passif.
Nous Vvérifions que la somme des poids est égate a u

La rentabilité du surplus est donc :
Ry =W, Ry +WoRy
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S

Ce modéle dépend d'un ratik, = E appelé ratio de solvabilité initial.

Nous verifions quek, =1-— avectf, le ratio de financement initial (valeur de marcles

0
actifs divisée par la valeur actuelle du passif§. iIBodéle permet d’obtenir une frontiere
efficiente en utilisant la méme démarche que Mako{t952] : minimiser la variance de la

rentabilité du surplugr? pour un niveau de rentabilité du surplus donné awee contrainte
sur les poids (somme des poids égale a un).

Notations

Dans leurs travaux, Kim et Santomero [1988] utiltdes notations suivantes :

A=€eV'R, B=R,V,'R, >0
C=¢eV,'e >0 D=BC-A*> >0
Fo =RAVA Ve R =€V, Vyp

Fp =VasVa Ve > 0

Avec :

e=(1,..1)

V, la matrice covariance des actifs

V,, le vecteur covariance entre les actifs et le passi

Equation analytigue de la frontiére efficiente

Le couple solution du probléme vérifie la relatguivante, cette relation est I'équation d’'une
hyperbole dans le repére écart-type du surplushdité du surplus (cf. graphique 31) :

Rs = Rsu —%[DC(Ué - JgM )]1/2

R, et og,sont les caracteristiques du portefeuille de vaganinimale
(Coordonnées du sommet de I'hyperbole).

s
R =11 @ar(Rp)_Fz){é][k_t_(k_t_ H

La partie supérieure de I'hyperbole représente froriére efficiente qui dépend du niveau
du ratiok, (solvabilité de l'entreprise).
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Rentabilité espérée du surplus

20 %

15%

10 %

5%

0% 5% 10 % 15% 20 % 25 % 30 %

Volatilité du surplus

Fig. 31 :Frontiere efficiente (Kim&Santomero)

Contrainte de déficit

Nous supposons que le vecteur des rentabRite§ R, R, ] .1,y » €St gaussien (la variable

rentabilité du surplus suit donc une loi normalus introduisons la contrainte de déficit
suivante : « La probabilité pour que la rentabitlté surplus soit inférieure a un certain seuil
ne doit pas dépasser une probabilité donnée »uCeyjent a limiter la probabilité de perte
d’'une partie du surplus initial.

Cette contrainte est représentée par une droitdéfleit dans le repere (écart-type de la
rentabilité du surplus, rentabilité du surplus eépg L'intersection entre cette droite et la
frontiere efficiente donne le portefeuille effictarérifiant la contrainte (cf. graphique 32).

Rentabilité espérée du surplus

20 %

15%

10 %

5%

0%

5%

5% 10 % 15% 20 % 25 % 30 %

Volatilité du surplus

Droite de déficit Frontieedficiente

Fig. 32 :Frontiere efficiente et contrainte de déficit (KirB&ntomero)
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Nous pouvons aussi, en utilisant les techniquesRdg [1952], chercher le portefeuille
efficient qui minimise la probabilité de perdre pourcentage du surplus initial. Cette
approche a deux avantages :
= La prise en compte de la corrélation entre la vatkumarché de l'actif et la valeur
actuelle du passif
= L’introduction d’'une relation entre la solvabilit® I'entreprise et I'allocation optimale
d'actifs.

[I-2 Modéle de Sharpe et Tint [1990]

Ce modéle s’applique aussi a un portefeuille corples plusieurs classes d’actifs. Le passif

est évalué en valeur actuelle et I'actif en vaseimarché. Il est basé sur la notion de surplus
S défini comme étant la différence entre la vatBaimarché des actifs et la valeur actuelle du
passif. Le but du modele est de minimiser le risgeeperte du surplus (mesuré par la

variance de la « rentabilité du surplus ») pouniveau de « rentabilité du surplus » donné et
sous un ensemble de contraintes (méme démarchdayiewitz [1952]).

La notion de rentabilité du surplus utilisée eswdaiation du surplus divisée par la valeur
initiale des actifs :

_S-S
A A

L’ensemble des portefeuilles vérifiant ce progranagtimisation pour différents niveaux
de rentabilité espérée, déariie hyperbolelans le repére (risque mesuré par I'écart typa de
rentabilité du surplus, rentabilité espérée dulssjplLa partie supérieure de cette hyperbole
représentéa frontiere efficiente

Formulation théorique

Le portefeuille est composé de n actifs risquésed&bilité R (i =1,...,n)
La stratégie dinvestissement est donnée par laxcta portefeuille x = (xi)

2% =1

i=1

i=,.n avec

n

R.(x)=>_xR :larentabilité¢ du portefeuille des actifs.
i=1

R, : la variation relative de la valeur actuelle dsgif.

rf, : ratio de financement initial

R.(x)= RA(X)—% R, : la rentabilité du surplus.
0
V =|coR R, )| la matrice de variance covariance supposée régulie
J=(coMR R,)) le vecteur des covariances entre les actifs gadsif,
1= (E(R))le vecteur des rentabilités espérées des actifs,
e=(L...]) : le vecteur unité transposé
X : Portefeuille optimal,
x™" : Portefeuille & variance minimale,
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Les portefeuilles efficients

Le portefeuillex solution du probléme d’optimisation est donnélpaelation suivante :
X = X"+ A7

A dépend du niveau de rentabilité du surplus.
-1 -1

2 Ve Ly 8V

eve If, eV e

eVv'u

e€V'e

V‘lej représente le portefeuille a variance minimale.

Z =V'u- Ve

La frontiere efficiente

En remplacant le portefeuille efficient par son esgsion, nous obtiendrons les deux
éguations suivantes :

var(R,(x )| = #var(R,(z ))+var(R (x™)
E(R.(x )= 1Rz )+ ERs(x™)
En éliminant leAd dans les deux équations, nous obtenons I'équatiame dhyperbole. La

partie supérieure de cette courbe représente éidre efficiente dans le repere (volatilité du
surplus, rentabilité attendue du surplus).

Contrainte de déficit

« La probabilité pour que la rentabilité du surpdod inférieure a un certain seuil ) ne doit
pas dépasser une certaine probabili¢ $.

Si nous supposons que le vecteur des rentabibtégagissien, la variable aléatoire rentabilité
du surplus suit une loi normale. La contrainte ééctt se traduit par I'équation de droite
suivante dans le plan (volatilité du surplus, rbilité espérée du surplus) :

E(Rs)=0p " * o5 +u

qF“,'(O'l) : représente le quantile de la loi normale centéeite associé a la probabilitgpl-

L’intersection entre la droite de déficit et laritre efficiente donne lportefeuille efficient
de rentabilité maximalest vérifiant cette contrainte

Remarque: Une contrainte de déficit sur le ratidimEncement

Le ratio de financement a l'instant final (grandeoconnue) est donné par la relation
suivante :
1+ R,(x)

1+R,
La contrainte de déficit est la suivante: «la pholiig pour que le ratio de financement final
soit inférieur a 100 % ne doit pas dépasser urtainerprobabilitép».

rf, (x) = rf,

Cette contrainte se traduit par 'équation de érsitivante :

e -
r

0
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Les courbes obtenues dans ce cadre (cf. graphi@uausont ainsi la méme allure obtenue
dans le graphique précédent (avec le model&mi&Santomerd.

25%
20 %
15 %
10 %

5%

Rentabilité espérée du surplus

0%

5% 10%/ 15% 20 % 25 % 30 %

5% Volatilité du surplus

Droite de déficit Frontieedficiente

Fig. 33 :Frontiére efficiente et contrainte de déficit (Shar&Tint)

[I-3 Modéle de Leibowitz [1992]

Ce modele s’applique a un portefeuille composé elex dactifs: actions et obligations. |l
consiste a déterminer d’'une part le pourcentagetidizs et d’autre part la « duration » de la
composante obligataire qui permettent de maximeer rentabilité du surplus » et donc la
rentabilité du portefeuille tout en respectant destraintes sur l'actif et le passif. Ces
contraintes sont modélisées en probabilité « dffiance » et concernent des grandeurs et
des rentabilités exprimées en valeur de marché@amuwactuelle.

a - Hypothéses et notations :

R,: rentabilité des actions (suit une loi normale).

Ra: rentabilité attendue des actions.
o, volatilité des actions, ecart-type de la rentebRA.

R, : rentabilité des obligations (suit une loi norgjal

Ro : rentabilité attendue des obligations.
O, : volatilité des obligations, variable endogenevadele.

p: corrélation R, R,)

R, rentabilité du portefeuille (suit une loi normale moyenngipf ).

Ry =aR, +({1-a)R,

a . pourcentage d’actions.

o, volatilité du portefeuilles?, = a’c? +(1-a) o; +2a(1-a)o,0,p
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R, : Variation relative des valeurs actuelles du ppass
rf, : Ratio de financement initial (valeur de marchiiale de I'actif divisée par la valeur

actuelle initiale du passif).
D, : duration des obligations.

La volatilité de la composante obligataire est ©igée proportionnelle a sa duration.
JO = DOO-tauxlan

g, . écart-type du taux d’intérét pour les emprunén 1

tauxian

Les obligations de toutes les maturités fourniskentéme rendement.
La rentabilité du surplus : mesurede risque actif / passif

La rentabilité du surplus est représentée dansamel®m par le rapport entre la variation du
surplus et la valeur actuelle initiale du passif.

R = S-S
R
S le surplus initial, S le surplus final etR, la valeur actuelle initiale du passif. En
décomposant I'expression du surplus, la rentaldlitSurplus devientR; =rf,* R =R,

b - La contrainte sur 'actif

« La probabilité pour que la rentabilité du portee d’actifs soit inférieure a un certain seuil
ne doit pas dépasser une probabilité donnée »
PRy <u)<p

La probabilité d’insuffisancep’ et le seuil critigueu' sont fixés arbitrairement selon la

tolérance au risque de l'investisseur. Cette cortadans le plan risque/rentabilité espérée
est caractérisée par une droite de « déficit ». §Tles portefeuilles au dessus de cette droite

vérifient cette contrainte).
D . — N(OL
Rpt = U+, * (%Y

c - La contrainte sur le surplus

« La probabilité pour que la rentabilité du surpdog inférieure a un certain seuil) (ne doit
pas dépasser une probabilité donngg $.

P(Rs < U) <p
Nous supposons quR, et R, sont normalement distribuées, et que toute corngmna
linéaire de ces deux variables aléatoires est aossialement distribueeR; = N(ﬁpf ,apf)

etR, = N(ﬁp,ap)).

Nous avons donc :

R, = N(Rs o)
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De la méme facon que la contrainte de « déficitim I'sictif, nous déduisons I'inéquation
suivante :

u+o.g0® <Rs

Démarche théorique :

La frontiere de la courbe qui décrit cette conteaist caractérisée par :
u+ogh® =Rs

Rs=rf* Ry —Rp
ol =1f** g% +g2 2% 1f * g . * g, * Corr(R,; R))

L’équation de la frontiére devient aprés substiuties expressions ci-dessus :
[rf 2(1- a)2]J§ +[2rf 2a(1-a)o o - 2t (L-a)o, o,

N(02)

_ [rf (aﬁA +(1-a)Ro
dp

_ 2
)— Rp —UJ _0.5 —rf Zazg'i +2rfaUAJpp =0

Les seules inconnues restantes sont le pourcedtagfn a et la volatilité de I'obligation a
détenir dans le portefeuiltg, .

Pour una donné, cela revient a résoudre une équation dandetegré eu,. La condition

de positivité sur le discriminant de cette équapermmet d’obtenir un ensemble de valeurs de
a a partir desquelles nous calculons dgscorrespondants. Grace aux valeurs de ces deux

variables, nous reconstituons un ensemble de pailies de coordonnéeg(; Ry ) dans le

repere risque/rentabilité dont les surplus assoeidfient la contrainte de déficit. La
contrainte sur le surplus est représentée par aumde convexe en forme d’ceuf.

d - Portefeuille optimal vérifiant les deux conitais

La partie supérieure a la droite de déficit etiatdrieur de « I'ceuf » représente tous les
portefeuilles qui vérifient les deux contraintes. paatefeuille intersection de la droite et de

*

« I'ceuf » de surplus, de caractéristiqlfé@ et o, correspond au portefeuille de rentabilite

espérée la plus grande qui remplit les deux densathele déficit ».
La part optimale d’actions a détenir en portefeuill

. Ry —Ro
a =———
Ra —Ro
La volatilité optimale des obligations a détenirpamtefeuille :

o, = Vo) +la Y ailo* -1)-a'a,0
° 1-a
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e- L'impact des changements des parameétres

Variation du seuil de rentabilité de I'actif :

Les changements du seuil de rentabilité de 'astifainent des changements paralléles de la
droite de déficit comme le montre le graphique aniv

Rentabilité
espérée %

| ]

Risque %

Fig. 34 :Exemple de I'impact de la variation du seuil detadilité de I'actif
Variation de la probabilité de déficit de I'actif :

La pente de la droite de «déficit» croit lorsqueptababilité p’ diminue, alors que le point
d’intersection de cette droite avec I'axe des ond@s reste fixe (cf. graphique 35).

Rentabilité
espérée %

[/

Risque %

Fig. 35 :Exemple de 'impact de la variation de la probaigilde déficit de I'actif
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Variation du seuil de rentabilité du surplus :

Lorsque le seuil de rentabilité du surplus augmeateille de I'ceuf diminue et la rentabilité
du portefeuille optimal aussi (pour une contraifite sur I'actif). Cela est illustré dans le
graphique suivant :

Rentabilité
espérée %

/

Risque %

Fig. 36 :Exemple de I'impact de la variation du seuil detadnilité du surplus

Variation de la probabilité de déficit du surplus :
L’ceuf de déficit varie de la méme facon que préoedent.
Variation du ratio de financement initial :

Plus le ratio de financement initial diminue, pliesuf de déficit rétrécit et se déplace vers la
droite (cf. graphique 37).

Rentabilité
espérée %

i

Risque %

Fig. 37 :Exemple de I'impact de la variation du ratio deafrtement initial
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f- Contrainte sur la rentabilité relative par raggoun benchmark

« La probabilité pour que la rentabilité du porntgife d’actifs soit inférieure d’'un certain
seuil a la rentabilité du benchmark ne doit pasadséer une certaine probabilité ».

I:)(Rrel < U” ) = p

R, : La rentabilité relative, c’est I'écart entre lantabilit¢ du portefeuille d'actifs et la

rentabilité du benchmark. Le benchmark considétécesmposé de deux actifs : actions et
obligations. Le pourcentage en actions et la dumatie la composante obligataire du
benchmark sont connus.

Les rentabilités du portefeuille d’actifs et du blemark sont données par :

R, =aR, +({1-a)R,

Roen =bR, +(1-D)R,,
R,: La rentabilité de I'action qui est la méme paipbrtefeuille d’actifs et le benchmark,
R, : La rentabilité de la composante obligataire duedeuille,

R,, : La rentabilité de la composante obligataire dndhmark,

a : le pourcentage d’actions dans le portefeuill@éeterminer.
b: le pourcentage d’actions dans le benchmark, connu

La rentabilité relative a pour expression :

Re =(a=b)Ry +{1-2)R, +(L-b)R,,
La rentabilité relative espérée est donc :

Rl =(a-b)Ra +(1-a)Ro, +(1-b)Ro,

Nous supposons que les deux obligations ont la nmténtabilité espéréel_%1 = _Roz ):
ﬁrel = (a— b)(ﬁA _ﬁol)
C’est donc le produit de « I'exces » d’actiors-@) et de la prime de risque.
La variance de la rentabilité relative est donreie: p
02 =E[R, R[]
Avec I'hypothese de normalité, et en posant :
corr(AQ,) =corr(A0,) = p
nous obtenons :
Ol = (a_ b)zai(l_ :02)+ [(a_ b)aAp + (1_ a-)001 - (1_ b)ao2 ]2

rel

Cette relation donne une formule usuelle pour ldawae de la rentabilité relative et permet
de trouver des portefeuilles qui rencontrent laieonte de déficit.

I:)(Rrel < U” ) = p
Cette contrainte se traduit par la relation suigghypothese de normalité) :
Rrer =U" +qy'(0'1)0-rel

Les seules inconnues sont le pourcentage d’actioesla volatilité de I'obligation a détenir
dans le portefeuille, . Pour una donné, cela revient a résoudre une equation dondec
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degré eno,, . La condition de positivité sur le discriminant tindbme permet d’'obtenir un
ensemble de valeurs dea® a partir duquel nous calculons lgg correspondants. Les

valeurs de ces deux variables permettent de ratt@mrsuin ensemble de portefeuilles de

coordonnées ¢, ,Ryr ) dans le repére risque/rentabilité espérée vatifia contrainte de

déficit. L'ensemble des portefeuilles vérifiantdantrainte sur rentabilité relative décrit une
courbe convexe en forme d’ceuf comme le montredphgque suivant :

20 % E
15%

10 %

Rentabilité espérée

5%

0% /

7
5% 10 % 15% 20 % 25 % 30 %

Volatilité

Fig. 38 :Représentation graphique des portefeuilles vérifiarcontrainte sur la rentabilité relative

L’ensemble des portefeuilles optimaux respectasttieis contraintes de Leibowitz se situe
dans la zone grise. Les portefeuilles efficientsigeent alors sur I'arc [CE]. Le portefeuille E
correspond au portefeuille efficient répondant adeherche d’'un rendement optimal. Le
point C indique un portefeuille efficient qui a usque inférieur. Puisque les prévisions de
l'investisseur ne sont jamais sures a 100 %, ilr@sonnable de préférer un point compris
entre E et C a la place d’un point extréme.

g- Limite du modéle et test de robustesse

Les limites de ce modele résident dans le faitl @3t basé sur des hypotheses tres fortes :
- la volatilité de la composante obligataire estgartionnelle a sa « duration ».

- les obligations de toutes les maturités fourmsgeméme rendement.

- les rentabilités sont normalement distribuées.

Ce modele économique ne respecte pas les consgramfglementaires, techniques, et
comptables. Il surestime donc la capacité de pieseisque. Pour tester la robustesse du
modéle, nous faisons varier les hypotheses swaniées (corrélation, volatilité et rentabilités
attendues) et nous mesurons I'impact de ses \@arg@tsur le pourcentage d’actions et la
duration de la composante obligataire.

h- Une variante du modeéle de Leibowitz

Pour mesurer le risque actif/passif, nous rempla¢amentabilité du surplus par une mesure
plus concréte : la « rentabilité du ratio de firement ». C’est la variation relative du ratio de
financement sur la période considérée. Si nousnsafg et rf, les ratios de financement

initial et final, la « rentabilité du ratio de incement » notéRRF est donnée par :
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rf, —rf
RRF=—1 20

rfo
Cette mesure dépend uniquement de la rentabilitéadéf et de la variation relative de la
valeur actuelle du passif et ne dépend pas dudatitmancement initial.

Nous notons :
A et A les valeurs de marché de I'actif en début et &rpdriode,

P, et P, les valeurs actuelles du passif en début et fipétimde,
n cA-A L r-R-R

f 2
A "R

Nous obtenons :

RRF:M
1+ R,

Nous pouvons intégrer la rentabilité du ratio deaficement dans l'analyse d’allocation
d’actif sous forme de contrainte de déficit : lababilité pour que la rentabilité du ratio de
financement soit inférieure a un certain seuil oé& gdas dépasser une probabilité donnée ».
Le seuil de déficit dépend contrairement aRRF du ratio de financement initial. Nous
modifions le modéle de Leibowitz en remplacantdatrainte sur la rentabilité du surplus par
la contrainte sur [lRRF .

P(RRF<u)<p
Cette contrainte est représentée par une courbexen

[I-4 Duration du Surplus
Le surplus est la différence entre la valeur dechmade I'actif et la valeur actuelle du passif.
Nous introduisons les notations suivantes :
- A :valeur de marché de I'actif

P : valeur actuelle du passif
- S= A-P :surplus

A . .
- rf :E: le ratio de financement

r : le taux d'intérét

D, = —lA—A(1+ r)la duration de I'actif
A Ar

- D, = —%%(ﬂ r) la duration du passif

Nous définissons la « duration » du surplus dedanmfacon :
1AS
Dy =—-———(1+r
s
En remplacant S par son expression, nous obtendosrale suivante :
SD, = AD, - PD,
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En divisant cette expression par le surplus S, nbtenons :

f
Ds =D+ ﬁr__l(DA\_ DP)

Certaines remarques peuvent étre avanceées :

- Un adossement par la duration n'élimine pasdgue de taux sur le surplus. En effet, la
formule précédente donne une duration du surplagé&gla duration du passif lorsque le ratio

de financement est différent de 100 %5 = D, = D,
- La duration de l'actif qui permet d'éliminer ieque de taux sur le surplus (duration du

. . _ 1
surplus nulle) est donnée pab, = TDP
r

Pour un ratio de financement supérieur a 100 %jflabtenu est plus court que le passif.

- Lorsque le surplus est nul, la duration du swpliest pas définie.
- Nous pouvons représenter graphiquement la dardtiosurplus en fonction de la différence
entre la duration de I'actif et la duration du ffass

La courbe obtenue est une droite qui traduit tassriveaux de risque de taux sur le surplus
en fonction de cette différence.

Pour un ratio de financement supérieur a 100 %té¢pea la droite positive), nous obtenons la

courbe suivante :
Ds

pd

Fig. 39 :Exemple de la variation de la duration du surplasfenction de I'écart entre la duration de
I'actif et celle du passif

Notons que nous pouvons définir de la méme facecdavexité» du surplus notée; :
1 NS

S T 5a Ar2
28 Ar
Si nous notons respectivemddy et C, les convexités de l'actif et du passif, nous atrten

la formule suivante :
rf
C.=C,+——|(C,-C
S Pt _1( A P)
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Conclusion du chapitre 1

L’aspect mono-périodique qui caractérise les diffés modeles classiques de gestion actif-
passif (que ce soit celles basées sur les techmidirmmunisation ou celles basées sur la
notion du surplus) limite leur capacité a refléderfacon fiable les perspectives d’évolution

des différentes variables financieres, en pargcudur le long terme. Cela devient d’autant

plus compliqgué que les variables a considérer purg nombreuses et que la nécessité de
prendre en compte les corrélations entre les difiti&s variables est plus importante.

Nous notons comme méme que les modeles classiguiss gkstion actif-passif, servant en

particulier pour l'allocation stratégique d’actiétaient de loin I'outil de référence sur le

marché et ce depuis les années 1950. Les limitespgésentent ces modeles ainsi que le
développement des supports informatiques au cagsadnées 1980 ont permis récemment
de passer vers d’autres types de modeles : leslesodidchastiques d'ALM. Ces derniers

seront I'objet du chapitre suivant.

These de Doctorat- Alaeddine FALEH 120
Université Claude Bernard-Lyon 1 (2011)



Chapitre 2 : Allocation stratégique d’actifs et statégieFixed-Mix

Les modeles stochastiques d’ALM utilisent les téghes de simulation stochastiqudante
Carlo) pour modéliser I'évolution des différents élénsgerque ce soit au niveau des actifs
financiers et des engagements, ou au niveau deablex de marché et des variables
démographiques. Nous pourrons ainsi estimer led@iprobabilité associées aux résultats du
fonds de retraite sur le long terme. Un passage kecadre multi-périodique est effectué.
Dans un cadre d’'une allocation stratégique stohaestla revue de certains récents travaux
peut étre utile.

Frauendorfer [2007] montre comment un critére magevariance peut étre appliqué dans
un cadre multi-périodique afin d’obtenir les poetgfles efficients d’'une gestion actif-passif.
Le modele d’optimisation tient compte des coltsrdesaction et des volatilités stochastiques
aussi bien des actifs que du passif. De plus, uit général permettant la projection des
engagements du fonds de pension ainsi que la pimjedes rendements des actifs est
présenté. Dans une étape suivante, la dynamigleestieicture par maturité des engagements
(liability maturity structur@ est modélisée comme un indice personnatisétOmized indgx
dont la volatilité et la corrélation avec les remgamts de I'actif deviennent une composante
intégrale de l'approche de changement de régimdicage. Les résultats numériques
illustrent la diversification des actifs et la & entre la variabilité du rendement et la
dynamique des engagements.

Martellini [2006] considere le probléeme de sélectide portefeuille dans un cadre
intertemporel, en présence de contraintes surdsifo&n utilisant la valeur des engagements
comme un numéraire natureiatural numerairg, il trouve que la solution a ce probleme
induit un théoreme de séparation en trois fond$a Censtitue une justification a certaines
pratigues appelées.iability-Driven-Investment (LDI), offertes par différentes banques
d’'investissement et des sociétés de gestion deefpaile. La LDI se base sur
investissement en deux types de fonds (en plu$adéif sans risque) : le portefeuille de
performance et le portefeuille de couverture duwsipasAutrement, cette stratégie consiste a
séparer le portefeuille en deux parties, dont I'temurt a 'immunisation contingente et dont
l'autre cherche le rendement absolu. Pour cettensk partie le contréle de risque passe
impérativement par les méthodes de tests de stapsbles d’évaluer les risques extrémes.

Waring [2004] fait la revue, tout en les mettantoar, des différentes techniques de
détermination des frontieres efficientes de sur@umsi que l'allocation d’actif du surplus
(surplus asset allocatignL’actualisation de ces techniques se fait agtraila prise en compte
des caractéristiques systématiques (béta) et reiérsgitiques (alpha). Il développe ainsi une
vision économique des engagements, en termes a'&plie béta. Cela nous donne une
mesure des engagements qui est plus intéressanterggpudre le probleme d’allocation
d’actif et ce par rapport a ce qui est fourni dessapproches standards. Avec ces outils nous
pouvons améeliorer le contréle des risques poufoleds de pension, a travers le contrdle de la
couverture du passif par les actifs. En plus, ceideon favorise, de facon appropriée, le

recours a l'alpha et plus généralement a la medureisque dynamique provenant de la
gestion active.

Munk et al. [2004] présentent la stratégie optindiddlocation d’actifs pour un investisseur
qui peut investir ercash (monétaire), en obligations nominales et en astifou indices
d’actions). Le modele suppose le retour a la mogeates rendements des actions et des taux
de rendement réels aléatoires. Le modéle de mash&alibré pour le cas des données
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historiques des Etats-Unis (actions, obligationgnéiation). En plus, afin d'illustrer les
allocations d’actifs optimales, Munk et al. [20@fEsentent une méthode de calibrage ou les
parametres d’aversion au risque et les horizomvestissement sont estimés de fagcon a avoir
les recommandations optimales pour différents gesuml’investisseurs: « agressif »,
« modéré » et « conservatif » a différentes hogamvestissement.

A ce niveau, nous nous proposons de distinguer deug-groupes de modeles d’ALM basés
sur les techniques stochastiques. L'élément cléistenction sera si oui ou non les poids des
différents actifs reviennent périodiguement a celx l'allocation stratégique définie
initialement (si oui, les modéles seront appelédéates a poids constants ou stratégjed-
Mix).

= Pour le premier sous-groupe de modéles a poidstaiteset malgré les
avancees realisées avec ces techniques (surtouveau de I'implémentation
informatique), I'aspect dynamique de [l'allocatiotragégique reste encore
marginalisé. En fait, ces modéles permettent de eoenpdes allocations
constantes dans le temps (statiques) indépendanulesnbpportunités liées
aux évolutions inter-temporelles des marchés (artévh [1990], Kouwenberg
[2001], Infanger [2002], Dempster et al. [2003])étude de I'allocation
stratégique d’actifs dans le cadre des modelesds ponstants est I'objet de
ce chapitre.

= Le deuxiéme sous-groupe de modeles, et le pluntiéest principalement
inspiré de la théorie du choix de la consommatiahegoortefeuille développée
par Merton [1971]. Il s’agit des modeles d’allocatidynamique. Par exemple,
a partir de la définition de la fonction objectdyr I'investisseur, ces modéles
permettent la détermination d’'une trajectoire de&lp des différents actifs
jusqu'a la date d’échéance (I'ajustement des pesidonction des évolutions
projetées du marché et de la régle de gestion fmé&)é L’allocation
stratégique retenue sera l'allocation optimale tifa@ la date initiale,. Le

cadre d'utilisation de ces modeles récents se dewtt probléeme
d'implémentation vu la complexité des outils matladiques employés (cf.
Hainaut et al. [2005], Hainaut et al. [2007], Rudetl al. [2004] et Yen et al.
[2003]).

Dans ce chapitre, nous considérons une approcheadidon stratégique d’actifs basée sur la
stratégie dite «a poids constants » Eixed-Mix Nous proposons une modélisation du
régime-type de retraite et étudions certains @ted’allocation stratégique d’actifs en
fonction du type du régime (provisionné, partielgrprovisionné, etc.) sont étudiés. Nous
passons ensuite a l'illustration de la stratégied-Mixavec une application sur les réserves
d'un régime de retraite partiellement provisionhés résultats obtenus sont discutés et
différents tests de sensibilité sont mises en plaes tests sont liés principalement a I'impact
des hypothéses de rendement ou de corrélationuestefte graphique 40 illustre les étapes
générales nécessaires pour I'aboutissement d’'wepsas d’ALM stochastique).

Les difficultés rencontrées lors de la mise en elale la stratégid-ixed-Mix dues
essentiellement a la multiplicité du nombre de s#asd’actifs considérées et au nombre de
scénarios économiques simulés, nous ont mené apemgeker sur les aspects d’optimisation
numérique. Le point de départ est notre constah demps de calcul significatif da
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simultanément a un nombre élevé de scénarios édqunes générés et a un nombre
d’allocations d’actifs testées egalement éleve.

Dans ce cadre, une présentation détaillée desutkananés lors de la rédaction de I'article de
Rulliere et al. [2010] est effectuée. Un algorithdieptimisation globale d’une fonction non
convexe et bruitée est présenté. L'algorithme esisttuit apres une étude de critéres de
compromis entre, d'une part, I'exploration de laadton objectif en de nouveaux points
(correspondant a des tests sur de nouvelles athosad’actifs) et d’autre part I'amélioration
de la connaissance de celle-ci, par 'augmentadiomombre de tirages en des points déja
explorés (correspondant a la génération de scénéadonomiques supplémentaires pour les
allocations d’actifs déja testées). Une applicatimmérique illustre la conformité du
comportement de cet algorithme a celui prévu tiggement et compare les résultats obtenus
avec l'algorithme de Kiefer-Wolfowitz- Blum (cf. Bin [1954], Kiefer et Wolfowitz [1952]).

ACTIF PASSIF
Allocation Allocation Définition de scénarios techniques
d'actifs 1 d'actifs 2
Modélisation Financiére Jeu d'hypothéses sur les parameétres
Scénarios d'évolution des marchés techniques
financiers ﬂ
Scénarios d'inflation, de taux Flux de passif / Niveau des

d'intérét et de rendements financiers engagements

Modélisation du
régime

Mesure, année aprés année :
- du ratio de couverture
- du niveau de solvabilité
Analyse des tendances et des risques du marché

[

Validation de la politique d'allocation d'actifsdets
flux de trésorerie

Fig. 40 :lllustration du modéle de gestion actif-passif dnsadre stochastique
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I- Etude de l'allocation d’actifs dans le cadre dda stratégieFixed-Mix
I-1 Présentation

La gestion a poids constants est une gestion pguelle les poids reviennent périodiquement
a ceux de l'allocation stratégique long-terme. Amtent dit, a chaque fin de période de
simulation nous reconstituons le fonds géré (eecéffint les opérations d’'achats/ventes
nécessaires) de facon a respecter les proportidiedds retenues par I'allocation stratégique.
Cette approche est également appelée regle demesti « rebalancement » Bixed-mix I
s’agit d'une stratégie d’investissement dont lengipe consiste dans un rebalancement
périodique des poids vers des niveaux cibles, spardants a ceux de I'allocation stratégique
optimale.

Cette stratégie repose implicitement sur le priaapivant : a l'issue de chaque sous-période
et lors du rebalancement, la partie des actifsagéié la plus performante durant cette sous-
période est vendue suite a 'augmentation de sadspmar rapport aux niveaux cibles de
I'allocation stratégique. Elle est donc vendue dptir considéré comme « élevé ». L'autre
partie des actifs va étre, quant a elle, achetém prix « pas cher » : son rendement étant
relativement plus faible sur la sous-période catrgid. Nous convergeons finalement vers
une composition du portefeuille identiqgue a cekel’dllocation stratégique cible (cf. Zenios
[2007]). Cela constitue un point fort de cette teigee. Les propriétés théoriques de la
stratégieFixed-Mix sont par exemple discutées dans Merton [1990], @3&n et al. [2003],
Infanger [2002], Brinson et al. [1991] et Kouwenip§2001].

Il s’agit d’'une stratégie d'une grande importanoepeatique puisqu’elle est souvent utilisée
pour le choix d'un portefeuille de référence appgmidchmark ce dernier permet de juger la
performance des gérants. Plusieurs études onédiées a I'évaluation de la contribution de
la gestion active des actifs (arbitrages sur detesypériodes) dans la performance globale du
portefeuille (cf. Brinson et al. [1991]). Les résiis empiriques montrent la faible valeur
ajoutée de la gestion active et confirment I'impade du benchmark (et donc I'importance de
la stratégieFixed-Mix qui définit ce dernier) dans le processus de geditf. Blake et al.
[1999], Brinson et al. [1991]).

La combinaison de la stratédgixed-Mix avec un modele d’ALM stochastique dédié a un
régime de retraite typique en France sera I'obget@ude suivante. Le GSE utilisé est celui
décrit dans la partie | de ce travail.

[-2 Application

Lors de cette application nous présentons une nsatiéh du régime-type. Deux études sont
€galement menées: une premiere étude sur degesri@optimisation pouvant étre
considérés et une deuxieme étude sur la questigiawdud’actualisation des engagements
d’'un régime de retraite. Ensuite, nous présentansypotheses et la méthodologie retenues.
Les résultats obtenus sont enfin discutés.
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I-2-1 Modélisation du régime-type

Cette sous-section a pour objet de présenter uapogition de modélisation des flux
financiers futurs dans le contexte de la gestitomg terme d’une réserve.

I-2-1-1 Notations
Dans la suite, nous utiliserons les notations sues:

n le semestre ;

(,on)nzo la suite des rendements (nets de frais) de I'datifégime oo, désigne le

rendementg priori aléatoire) sur la périoden, n+1] ;

(pn)nzo la suite des prestations désinflatées mureprésente le montant des

prestations a verser au titre de la période (see)e[sl; n+1[ ;

(c,).., la suite des cotisations désinflatées qureprésente le montant des
cotisations & recevoir au titre de la péri¢den+1] ;

(iff’)m la suite des facteurs d’'indexation de la grandelgsinflatée avea =c, p

selon que nous considérons les facteurs d’'indexalies cotisations ou des
prestations ;

O rindicateur de paiement de la suite associée gramdeurx : 0= 0 si les
cotisations relatives a la pério{ja,n+1[ sont versées en, 0= 1 si elles

sont versées en+1.
[-2-1-2 Modélisation

L'objet de ce paragraphe est de préciser les guaadgui devront étre suivies afin de
construire les indicateurs / criteres permettarméaddéiser I'allocation stratégique d’actifs. A ce
stade de I'étude, il ne s’agit toutefois pas deiga¥ quels pourront étre ces indicateurs et ces
critéres.

i. Dynamique du régime

Du point de vue comptable, le montant de la résd¢otale évolue selon la dynamique
suivante :

— c) p) c) p)
R _[R] tC 0% LDW) ~ B, X_ (p)} x(l +pn)+_§n (©) 41 _ﬁfn @4 Py wxfn 4

Voici un exemple de format d’alimentation des dae@mée la maquette d’ALM :
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Période Flux de Actif 1 2 3 4 5
cotisations| Circulant
1 c o D,* D,’ D, D>
2 G 0, D’ D' D’
3 c, - - 0, D5 D5’
4 c. - - . D,
5 Cs ) ) ) ) Ps

Tab. 28 :llustration du modéle d’alimentation des donnéedalmaquette d’ALM

- ¢, : cotisation totale recue a la date
- E . prestation totale payée a la date
- D‘j: droit acquis exigible a la périodeau titre des cotisations passées cumulées

jusqu’a la périodé (autrement dit les stockd @es droits acquis et exigiblesjgn
ii. Suivi comptable

Le suivi comptable doit permettre de reconstitaezhaque début et fin de période, le bilan du
régime. Celui-ci est composeé :

- al'actif :
» de la valeur comptable des actifs financiers ;
= d’une éventuelle créance (nette) envers des dépitrutitre des
cotisations a percevoir ;
» des autres actifs non-techniques ;
= de latrésorerie ;
- au passif :

= de la valeur comptable de la réserve ;
= des provisions techniques complémentaires ;
= d’'une éventuelle dette (nette) envers ;

» des autres passifs non-techniques (ex transfars ffe gestion
administratives futures etc.).

Par ailleurs, le rendement comptable de I'actif@lyime étant constitué :
- des variations de surcote-décote des titres ataliges,

- des tombées de coupons des titres obligataires,
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- des tombées de dividendes des actions et des MIPCV
- des loyers des investissements immobiliers,
- de la rémunération de la trésorerie,
- de la réalisation des plus/moins-values latentes.
iii. Suivi de la trésorerie
Sur chaque période, le besoin en trésorerie esholmomme étant le solde entre :
- d’'une part les prestations payées sur la pémbdies frais sur la période ;

- d’autre part les cotisations percues sur la plériet les revenus des actifs financiers (y
compris intéréts provenant d’éventuelles créanced’Ktat et les collectivités) avant tout
désinvestissement / investissement.

S'’il est positif, le besoin en trésorerie permetdddinir le niveau minimal de réalisations
d’actifs a effectuer pour étre capable de payeptestations.

iiii. Suivi de la valeur

Il s’agit ici d’effectuer, a chaque début et fin piériode, un bilan « économique » du régime
en valorisant chacun de ses postes, non plus Esdanéthodes comptables qui s’y appliquent
mais selon des méthodes économiques.

En pratique, les principaux postes impactés sont :

- les actifs financiers qui sont valorisés a letix gde marché ou selon une méthode
market-consisterpour les actifs non cotés sur un marché liquickcst ;

- 'engagement du régime au titre des droits acguislué selon une approche
Solvabilité Il pest estimate marge pour risque) ;

- 'engagement du régime au titre des droits fufgisles conditions futures du
régime sont déséquilibrées).

Ces deux derniers points ne pourront toutefois &baréciés que selon la disponibilité des
données sur la distinction entre les droits acguiss droits futurs. Nous supposerons que ces
informations ne sont pas disponibles a ce stades Bracadre de la définition des inputs des
modéles développés, il conviendra toutefois dendjger la population en groupe fermé (eny
distinguant les rentiers actuels et les rentieitsr$) et les nouveaux entrants.

Pour I'établissement des principes de cette conijiéak économique », la référence aux
modeles IFRS et Solvabilité 1l pourra étre utiliggeur justifier des méthodes et définir un
cadre.

[-2-2 Etude des critéres d’allocation

Nous visons, dans ce qui suit, a formaliser etréh&tiser certains critéres (qui peuvent servir
en tant que contraintes ou en tant qu’objectifegiea-dire la fonction & optimiser) pour un
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régime de retraite. Pour mémoire, I'allocation t&tgégue doit permettre sur différents
horizons d’optimiser la fonction objectif, en resfmnt 'ensemble des contraintes et en tenant
compte des regles de gestion. Une fonction « abjedst ainsi a définir. Elle reflétera le
« budget de risque » de [linvestisseur. La formenégéle de cette fonction sera la
maximisation de la valeur d’'un indicateur de perfance sous contrainte que la valeur d'un
indicateur de risque soit inférieure a un plafohd.valeur généralement utilisée dans un
cadre d'étude d’ALM financiere est celle du ratie fthancement : il s’agit du rapport a un
instant donné entre, d'une part, la valeur de s&mé& ajustée a la marge d’exploitation et
d’autre part, la valeur actualisée des engagenfigtutss (cf. Planchet et al. [2007]).

[-2-2-1Analyse générale de la solvabilité du régime
o0 Approche code des assurances

L’'analogie avec le code des assurances et, ercyplagt] des régimes de rentes provisionnés,
conduit a s’assurer que :

+00

R‘ 2 PMn = En(Z[ I:?<—D(P) X Lpu)(p) (1+ rr:l)_k+n _Q@ (C)_EC) (c) (1+ra)_k+n:|j

k=

r, représente le facteur d’actualisation exprimé datsse de la période retenue ;

n représente la date d’observation ;
E, représente I'espérance a la date

Ce test permet de s’assurer que la valeur actdefiesoldes techniques futurs est couverte par
le montant de la réserve. Ce qui signifie que, $bypothése que les flux futurs anticipés se
realiseront, placer le montant de la réserve ax téactualisationr, permettra de régler les
prestations dues. Incidemment ce critere peutréaksé sans que pour autant le montant de
la réserve soit positif a tout instant dans le rfuta certains moments, le solde peut étre
débiteur et nécessiter un emprunt de trésorerie.

Une version étendue de ce critére consiste a regaedsolde a chaque date de fin de période

m: One n Rz PMz En(

+00

S e B0 D) ex (¥ g)‘“”ﬂ

k=m
0 Approche économique

Sur la base du suivi de la « valeur » du régime lécsous-section |-2-1 de ce chapitre), il
apparait opportun d’estimer le niveau du surpluensene approche économique et d’en
suivre I'évolution au fil du temps.

Dans ce contexte, le surplus économique s’exprionente étant la différence entre I'actif du
régime (évalué économiquement ici) et les provisida régime (également évaluées selon
une approche économique) et autres dettes.
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o0 Objectifs de l'allocation

L’allocation stratégique repose souvent sur la m@sation de la fonction de la richesse du
régime (valeur de la réserve) ou de son corollErdaux de Rendement Interne (TRI),
particulierement sur différents horizons d’investisient (court terme, moyen terme, long
terme). Le TRI est le taux de rendement permettanbd la relation suivante :

d, -1

R[ — C_._F. + RdH
¢ S @+TRNT @+ TRl

C, représente les cotisations (y compris inflatioty datet ;
P, représente les prestations (y compris inflatiola) datet ;
R, représente la valeur de la réserve a la fin deéato, date de détermination de

I'allocation stratégique (date de départ) telle déénie ci-dessus;
d, représente I'horizon de placement de I'allocatiatégique ;

TRI le taux de rendement interne.

ce qui revient a :

dy -1

Ro@+TRN*™ = Y (¢, - p)A+TRN " =R,

i=tO+1
Il est précisé que la réserve utilisée ici esékerve investie (réserve financiére).

Dans la description des criteres recherchés déodation stratégique, il convient de

distinguer différents types de régimes de retr@iégime provisionné, régime partiellement
provisionné, régime non provisionn€). En outre, quele soit le régime, dans le

développement de l'allocation stratégique de [factie attention particuliére sera portée a la
distinction entre la phase de constitution et lagehde restitution du régime.

I-2-2-2Critéres d'allocation en fonction du type du régime

Dans ce qui suit, nous présentons certains criggrepeuvent servir a la fois comme objectif
et/ ou contrainte selon le type du régime.

o Pour un régime partiellement provisionné :maintenir un ratio de couverture des droits
acquis par la réserve. Il s’agit du rapport erdredleur des actifs de la réserve financiére et la
valeur des flux futurs (au titre des droits acqaualisés au taux sans risque. Les contraintes
de solvabilité pour l'allocation stratégique peuvéire de différentes ordres : elles portent
d’'une part sur I'horizon de viabilité, et d’autrearp sur le niveau des réserves et des
prestations.

Un horizon de viabilité minimal del,_années

L’horizon de viabilité correspond a I'horizon d’épement des réserves (pour mémoire, la
réserve a la dateest égale a la somme de la réserve a latdgtde la marge d’exploitation a
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la datet et des produits financiers a la da}e Ce critére revient a vérifier la condition
suivante (pouH, =30):

430 E
1

R+

i=t+1 (1+ rj)

Un horizon de solvabilité minimal de années

Un deuxiéme critére possible d’allocation stratégigorte sur le rapport entre le niveau des
prestations a termefaans et les réserves a cette échéance : la ras®re assurer, de facon
permanente, la capacité de provisionmerfois la prestation a payer dats années.
Autrement dit, pour chaque annéela somme de la réserve de l'exercice ajustée de
I'actualisation des flux futurs du régime, projetémir lesh années suivantes doit au moins
étre équivalente a un engagement prédéfini (panpbeeune fois et demi I'actualisation en

de la prestation prévisionnelle a horizontdans par rapport .

Le taux d’actualisation utilisé doit correspondre a un taux de rendemeardgmment estimé
des actifs en représentation de 'engagement spéiimde de projection. Les taux retenus
peuvent ainsi étre ceux de la courbe des famwards zéro-coupon obtenue a partir des
obligations état indexées.

Financierement ce type de critére peut étre exppmé& chaque fin d’année par la formule
suivante :

G : représente les cotisations (y compris inflatiate daté ;
P, : représente les prestations (y compris inflatéotg daté ;
r; . représente le taux de rémunération prudent dedarve a la date (par

convention nous l'assimilons au taux de rendementothligation indexée de
long terme) ;

m : représente le rapport minimum entre la valeutad€serve a une date donnée
et le flux de prestation cible actualisé correspondpar exemplen = 1,5) ;

h : représente I'horizon de projection pour le fldg prestation a couvrir par
rapport a la date t.

Ce critére peut étre également exprimé par laioelauivante :
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[C=m], avecC =

Dans un univers incertain (en particulier avec anzon de long terme), le respect du critére
doit étre probabilisé avec un niveau de confiahee (par exemple 97,5 %) oa est le
risque d’erreur toléré ou « la probabilité de rumeoit :

P[Czmz=1-a

Ainsi, pour les criteres de solvabilité associés eomparaison entre le niveau des réserves et
celui des prestations I'exemple de formule dévedepgi-dessus donne :

C —
R + z : 1 p

i=t+1

|_| (1+rj)
P A >mi21-a

Prsn

t+h
(1+r))

j=t+1

o] Pour un régime provisionné: maintenir un ratio de couverture des droits &cgar

le total de la réserve et de la marge actuariatieré (ou « Potentiel de Répartition Futur », cf.
Delarue [2001]). Il s’agit du rapport entre la waleles actifs de la réserve financiére et la
valeur des flux futurs (au titre des droits acaptides cotisations futures nettes des prestations
induites par les droits que ces cotisations gémeeatualisés au taux sans risque. Ce ratio
peut-étre fixé entre 90 % et 100 % par exemple.

Autrement dit, dans le cas d’un régime dont ledsitde provisionner les engagements futurs,
nous cherchons a rémunérer au mieux ces droitsisaegqumaximisant le rendement des
réserves représentatives des droits acquis paotssints du régime.

L'idée est donc de s'intéresser d’'abord pendantideée de l'allocation a I'engagement
economique du régime, c'est-a-dire aux prestafigiuses liees aux droits acquis en vigueur
et évaluées a partir du rendement technique dme2di’allocation stratégique choisie sur la
duréeD doit permettre de minimiser le colt de financentEntes engagements sur la période
considérée.

Aussi, le critére proposé consistera a minimisesdérance de la valeur actuelle des Droits
Acquis a la datéy. Cette valeur actuelle est la somme :

- des prestations dues et réglées sur la périamchtion {, a D) actualisées aux
taux de rendement périodiques du portefeuille firam(allocation d’actifs) ;

- de la provision de tous les flux de prestation®esd au-dela de cet horizon
représentatifs des droits acquis jusque la et befisaau taux sans risque.
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>, D .
. o Wt e Provision_ TSR,
ValeurDroitsAcquig = > — + ?

e (1+r,) dH—to(1+r)
j [1 2+,

j=t0+1 j=to+1

dy-1 !

D
Provision_ TSR, = ). ———

dy

i=t0+1 |—| (l+ rsr)

i=dy
t, : date initiale (par exemple date de calcul déoation stratégique) ;
D}: représente les prestations (avec l'indexatiofaiioin) payables a la date

correspondants aux stocks jafes droits acquis et non échus antérieurs a cette
date ;

r, . représente le rendement du portefeuille d'adiifignciers au cours de la

périodgj ;
d,, :représente I'horizon de l'allocation stratégique

Provision_TSR,,,,, : représente la valeur des flux futurs (au tites diroits

acquis) actualisés au 31/12/ au taux sans risque.

dr . date finale de la série disponible des flux itre des droits acquistg (nous

choisirons par exemple une date lointaine, ou breimorizon de « viager », i.e
la date de décés du dernier survivant des cotjsants

Concernant les contraintes relatives aux taux deerture d’autres engagements tels que les
droits acquis. Les contraintes a respecter seamgxemple :

- couverture des prestations acquises par la réserv

- Réservef31/12/ )t -5
Provisions_ TSK31/12/ )t

avec :
¢, est le ratio de couverture a la date
[ est compris entre 6 % et 10 % (exemple régime.ras

Provisions TSR81/12/ ) représente la valeur des flux futurs (au titre desits acquis)
actualisés au 31/1t24u taux sans risque.

- couverture des prestations acquises par la réstha marge actuarielle future (ou
« Potentiel de Répartition Futur ») : Si nous défians la Marge Actuarielle
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p

Future (MAF) par MAF = ZIC'; le ratio de couverture des prestations

i=t 1
[]6-r)
peut s’exprimer par :

Réservef31/ 12/ Jt+ MAF
— :
rovisions_ TSKB1/12/ )t

En résumé, les contraintes a considérer pour Emes de type provisionnés avec prise en
compte des droits acquis sont les suivantes (a)cho

- laVaRa 99 % du ratio de couverture des prestationsisesg|par la réserve doit
étre supérieure a un coefficient bétal (fixé eminpxemple entre 6 % et 10 %)

VaR99% Réserve@1/12/) / Provisions_TSEB1/12/)] > béta 1

- laVaRa 99 % du ratio de couverture des prestationsises|par la réserve et la
marge actuarielle future doit étre supérieure acoefficient béta 2 (fixé en
input, exemple entre 90 % et 100 %)

VaR99%(Réserve@1/12/) + MAF) / Provisions_TS@1/12/)] > béta 2

o] Pour un régime non provisionné un principal objectif dans ce cas vise a max@mis
un ratio de couverture des prochains flux netsatgement par les actifs jusqu’a la date
prévisionnelle d’épuisement des réserves, supé&adid0 %. Il s’agit du rapport entre le total
de la valeur des actifs de la réserve financieggreanté de la valeur actualisée des flux futurs
de réglement nets encaissés (cotisations moingapicess) et la valeur des flux futurs de
reglement nets décaissés. Il s'agit en fait d'uioree « liquidité » ou de « trésorerie » du
régime.

Les contraintes posées consistent, par exemplériiev que dans la majorité des cas (par
exemple dans 99 % des cas) : le ratio de couvedesdlux futurs de trésorerie ou réglement
(amputé d’'une année par rapport a I’horizon deikNiélmlu régime qui correspond a I'’horizon
d’épuisement des réserves) est supérieur a 10@I8osignifie que le budget de risque pour le
choix de l'allocation ne peut étre supérieur adeg@d’une année de prestation.

Dans ce cadre, nous supposons que la Valeur a Ri@aR), pour un certain niveau de
confiance, du rapport (ratio de couverture) a e dl entre les deux quantités ci-apres doit
étre supérieure a 100 % :

- la réserve, augmentée de la valeur actualisédlaleduturs de reglement net
encaissés (i.e. positifs) jusqu’a la date-1

- la valeur actualisée des flux futurs de réglenmasit(i.e. négatifs) jusqu’a la date
d, -1

Le taux d’actualisation des flux futurs est le mégue celui défini pour I'actualisation des
flux d’'un régime partiellement provisionné lors calcul des ratios prudentiels.
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[-2-2-Lriteres d'allocation en fonction da la phase déatuelle
évolue le régime

Dans le cas ou le régime est dans une phase d’'ataztion de réserve I'horizon naturel
pourra étre la fin prévisionnelle de la périodecdianulation des réserves. Par ailleurs, pour
un régime en phase d’épuisement, la maximisatiomatio de liquidité peut rester un bon
objectif. Dans le cas d’'un régime de ce type, tecfimn objectif a maximiser pourra ainsi étre
formalisée de la maniére suivante :

Médiane du rapport a la datd,, entre les deux quantités ci-apres :

- le total de la valeur des actifs de la réservaaficiere, augmentée de la valeur
actualisée des flux futurs de réglement net enéaigse. positifs) jusqu’a la
dated,

- la valeur actualisée des flux futurs de reglemeets décaissés (i.e. négatifs)
jusqu’a la dated,

avec :
d,, = date de I'horizon de l'allocation

d, = date prévisionnelle d’épuisement des réserves

Nous rappelons que le flux de reglement net pow amnée est la différence entre les
cotisations encaissées de I'annétles prestations versées de l'arirsst ¢, — p; .

Quel que soit le type du régime ou la phase danslke il évolue, une attention particuliére
doit étre apportée aux pertes potentielles de ¢eurte.

I-2-3 Etude de la question du taux diatisation des engagements

Deux principaux types d’études de congruence &uissifs (ALM) peuvent étre présentés.
Leur différence clé se situe au niveau du choixadix d’actualisation des engagements

ALM actuarielle ALM financiére(market-based)

» L’évaluation des engagements se fait| enL’évaluation des engagements se fait|en
appliguant un taux d’intérét fixe (appelé tauxtilisant les taux du marché (taux sans risque,
technique ou taux actuariel). taux de swap).

W

* L'ALM actuarielle permet d’obtenir unge L’ALM financiére permet d’obtenir un
valeur « actuarielle » des engagements valeur de « marché » des engagements.

« Dans ce cadre, les engagements | neDans ce cadre, le profil de risque des
contiennent pas de risque de taux. engagements ressemble a un portefetille
obligataire.

— Notre benchmark sera le « rendement> Benchmark: « engagements »
absolu »

Les conséquences de ces études sur la stratégieestissement optimale peuvent étre
synthétisées comme suit :
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ALM actuarielle ALM financiére(market-based)

la stratégie optimale cherche a atteindre| lan stratégie optimale se compose de deux
rendement égal ou supérieur au rendemeottefeuilles:
actuariel requis avec la volatilité absolue| la

plus faible possible. — Un portefeuille core «répliquant» les
engagements au plus pres (portefeuille
d’'obligations de longues durations):
recherche de couverture des engagements

— Un portefeuillesatellite exposant les actifs
a des primes de risque supérieures a celles des
obligations (actions, immobilier, actifs
alternatifs) : recherche de performance
absolue

Le choix du taux d’actualisation des engagemengsi®iun débat entre les professionnels
depuis quelques années, surtout depuis la criséodds de pension de 2001 (crise de sous
financement). Un écart de quelques points danbdexau taux peut faire varier le montant
de la provision de maniére significative. Certaiasommandent aussi d’utiliser des taux de
court terme pour les provisions d’une populatioocpe de I'age de la retraite, et des taux de
long terme pour une population jeune. Dans tousdssle débat sur le taux d’actualisation ne
peut pas étre décorrélé du processus de réévaludéis rentes (cf. Planchet et Thérond
[2007]).

Dans le cas ou l'actualisation est effectuée aeetalix sans risque du marché, le risque de
taux intérét se manifeste surtout en cas de bdssdaux Quand le taux d’'intérét baisse, la
valeur de l'actif augmente, dans des proportions dgpendent de la composition du
portefeuille du fonds (actions ou obligations nataent). Si ce taux d'intérét est celui utilisé
pour actualiser les engagements, leur valeur aséghugmente également.

Le risque de taux provient de ce que l'actif etpessif n‘'ont généralement pas la méme
sensibilité aux taux d’intérét : une baisse des talong terme se traduit, en regle générale,
par une hausse de la valeur du passif plus imgertare celle de I'actif. Dans ces conditions,

le taux de couverture du fonds, défini comme Igoapentre la valeur des actifs et la valeur
actualisée des engagements, se détériore. De ménimisse des taux réduit la marge
financiére future car le rendement des nouveautsgutut apparaitre insuffisant pour faire

face aux taux garantis par les contrats antérieurs.

Jusqu’a une date récente, les engagements desderEnsion anglo-saxonnes (Etats-Unis,
Royaume-Uni, Pays-bas, etc.) étaient valorisés amgaux d’actualisation fixe, par exemple
4 % par an. Mais, depuis quelques années, lessrpglelentielles et les normes comptables
de ces pays ont évolué en direction d’'une comigabon en juste valeur ou la courbe des
taux d’'intérét de marché est utilisée pour actealiss versements (selon les pays, il s’agit du
taux des obligations d’Etat, du taux moyen desgakibns émises par les entreprises ou du
taux observé sur le marché des contrats d’échamtgud appelé taux dsvap. La mesure en
juste valeur présente simultanément des avantages enconvénients :
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- Avantagesde la mesure en juste valeur des engagementsm#s de pension :
Elle accroit la transparence, favorise la portgbitles droits a la retraite, qui peuvent étre
transférés a tout moment d’un fonds a l'autre auvdse de leur valeur de marché, et permet
d’utiliser des instruments financiers pour gérersginement les risques.

- Inconvénientsde la mesure en juste valeur des engagementsmgs de pension :
Le passage d'un taux fixe a des taux de marchéuwréesque de taux sur le passif du fonds,
qui nest généralement pas couvert par une vanatuivalente de la valeur de I'actif.

D’autre part, la hausse des tauxuit la valeur de marché des actifs, en parécuaelle des
portefeuilles obligataires, et peut provoquer éweltément le rachat de certains contrats,
notamment ceux a rendement garanti inférieur a delsinouveaux contrats proposes.

Dans ce qui suit, nous allons illustrer la miseptate d'un modéle d’allocation stratégique
d’actifs pour un régime de retraire partiellemenbvisionné. Ce modéle est basé sur la
stratégieFixed-Mix

I-2-4 Hypotheses du modéle

Concernant le passif, le fonds est considéré coomfends fermé (pas de nouveaux cotisants
jusqu’a la fin de la période d’étude). Les fluxsatpayer sont définis en termes de « marge
d’exploitation » :

+ Flux techniques (cotisations normales et rétieast+ compensations)
- Prestations (allocations + capitaux déces + tearsy
Marge technique
- Frais de gestion
- Dépenses au titre de I'action sociale
= Marge d’exploitation

Nous supposons que la projection du flux est défgcteée en termes de flux réels. La
période de projection sera celle du 01/01/2010141232060.

Le graphique 41 montre un exemple de projectionfldesde passif pour ce type de fonds.
L’horizon de projection des scénarios économiquesimanciers est de 50 années (du
01/01/2010 au 01/01/2060) avec un pas de projectiomestriel. La fréquence de
rebalancement du portefeuille vers l'allocatioratgique testée est également trimestrielle
(nous rappelons qu’'on se situe dans le cas d'unehladéixed-Mix et ainsi un retour
périodique aux poids prédéfinis par I'allocatioratdgique est effectué).

Une approche d’ALM financiere a été adoptée : distaidon des flux du passif avec la courbe
des taux simulée a chaque instant. La valeur detadlinstantt de N flux futurs est donnée
par I'expression suivante :

., N Flux
EngagememstActualigs = > — U

e

avec :r; le taux d'intérét sur la sous périodétaux réel en cas de flux réels et taux nominal
en cas de flux nominaux).
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La méme démarche est utilisée pour I'indexation ftles de passif par les taux d’inflation
simulés. Dans ce cas, le flux réel a un instaggt multiplié par le coefficient d’indexation
déduit a partir des taux d’inflation réalisés ®g périodes entre I'instant initigl=0 ett :

t

Flux index, = Flux Rée/x ] f+i)

=

avec :i; le taux d'inflation sur la sous périofle

Nous supposons que le choix de I'allocation stigtégy sera principalement guidé par des
criteres portant sur le niveau des réserves : nmaation d’'un montant de réserve a terme ou
de sa résultante le Taux de Rendement Interne @ Rdyizon de l'allocation stratégique.

Autrement dit, nous supposerons que la politiquevdstissement vise a maximiser la valeur
de la réserve financiere du régime a une date d@odaegs le futur : ce qui revient & maximiser
le taux de rendement interne de la réserve enttat&initiale et cette date future.

Simultanément, deux contraintes seront a resppatdiallocation optimale :

Contrainte 1 : Le rapport a une datgdonnée entre :

= | a somme de la valeur de la réserve a la gatedes flux futurs de cotisation
sur lesH, prochaines années (ces flux sactualisésa la date)

= La somme des flux futurs de prestation surdeprochaines années (ces flux
sontactualisésa la datdy) devra également étre supérieur a un niveadans

(1-a,) % des cas.

Contrainte 2 Le rapport a une datgdonnée entre :

= Lavaleur projetée de la réserve a la dapdus 1 années

max

= La prestation prévisionnelle versée a la dgt@lus »__ années devra étre
supérieur a un niveam, dans (lea,) % des cas

De point de vue mathématique, ce systeme d’opttioispeut étre formulé ainsi :

(totHpa)1 __

Hmax __ (to+tHma) -1 =
MaxR, A+ TRI™ + 3 (¢~ p )L+ TR )T =R

i=t0+l

to+H,

max)

I G
R+> —
'=‘0+1‘|_| @+r,)
SIC Pl ——— >m(21-a,

0 v - p|
i=ty+1 (1+ r_)

L j!t_olﬂ J
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R +IOZH:‘W iq - b
i<ty +1 |—| L+ rj)
P e >m, |21-a,
B, +H,

to+Hmax
[

j=to+l

Avec :
C, représente les cotisations (y compris inflatiofy datet ;
P, représente les prestations (y compris inflatiola) datet ;

R, représente la valeur de la réserve a la fin denéat,, date de détermination de
I'allocation stratégique (date de départ)

TRI le taux de rendement interne.

r; - représente le taux de rémuneration prudent déslrve a la datg¢ (taux nominal sans
risque);

m, : représente le rapport minimum pour la contrain(dans notre cas, = 1) ;
m, : représente le rapport minimum pour la contraih(dans notre cas, = 1,5) ;

H, : représente I'horizon considéré pour le calcutapport de la contrainte 1 (dans notre cas
H,=30 ans).

H .. : représente I'horizon considéré pour le calcurapport de la contrainte 2 (dans notre
casH, =20 ans).

a, eta, correspondent aux marges d’erreur au niveau duecesge la contrainte 1 et 2
respectivementd, =a,=2.5 % dans notre cas)

Le rapport de la premiére contrainte peut étrenaksia un ratio de couverture des flux de
prestation sur les prochaines années par la réseitide augmentée des flux futurs de
cotisation sur les mémes années : cela assureudacertain sens leiabilité du régime. De
méme, le rapport de la deuxieme contrainte reptésenratio de couverture de la prestation
a payer dans années par la valeur de la résereend@ne année : cela assure dans un certain
sens un niveau deolvabilité requis par le fonds apréss, ,années. Cela correspond au cas
d’un régime de retraitpartiellement provisionné.

Concernant les contraintes de poids sur la composde l'allocation cible, Il doit étre
possible d'imposera priori pour chaque classe dactif de I'allocation une position
minimum et maximum a respecter pour chaque allocaddstée.
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Fig. 41 :Exemple d'évolution des flux nets de trésoreriex(fiésinflatés)

Nous rappelons finalement, qu’en termes de regdegedtion, il est considéré qu'a chaque fin
de période de simulation nous «forcons » le foadeespecter les proportions initiales
(« rebalancement »). Ceci est du a la stratégied-Mix adoptée. Cette derniére présente
'avantage :

- d'étre cohérente avec I'idée d'allocation stjigde ;

- de considérer le fonds comme un FCP (Fonds ComdwrPlacement) en
travaillant avec son rendement issu des pondésaties rendements de chaque
poche ;

- d'eviter de définir des regles complexes d'itigsement / désinvestissement.
[-2-5 Méthodologie retenue

Les étapes de cette étude actif-passif sont learsi@s :

Etape de simulation des scénarios économiqueBaidiers

Il s’agit d’'une étape commune et préliminaire etcaurs de laquelle nous nous basons sur le
GSE proposé dans la partie | pour :

= La simulation des différents taux d'intérét ré€lsngs et courts), des taux
d’inflation anticipés (longs et courts) avec déductdes taux nominaux (longs et
courts).

= La simulation du rendement des actions, du renderde I'immobilier et de
I'évolution du taux monétaire.

= La détermination des prix des zéros coupons namijnadexés a l'inflation et a
risque de crédit.

» La détermination des performances des produitdad®, selon les formules
présentées dans I'annexe relatif aux scénariosmifiistes.
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Ces simulations se feront selon la structure schtigo®a linéaire (quel que soit la classe
d’actifs considérée). Ce type de structure est aaouutilisé dans le cas de la stratégieed-
Mix (cf. Kouwenberg [2001]). Pour rappel, cette stiuetse présente ainsi (cas des actions) :

> 500 trajectoires

f T T T > Axe du temps

Fig. 42 :lllustration de la structure schématique linéair@g le cas de la projection des rendements
des actions

Etape de préparation des flux du passif

Cette étape consiste dans la préparation des fidexés (en fonction de la politique des
prestations du régime) ainsi que de la projectieni’évolution de la valeur actualisée des
engagements du régime. Les opérations suivantésrises en place :

= L'ajustement de la fréquence initiale des flux dg$f (la marge d’exploitation) a
la frequence retenue dans notre étududstrielle).

= Le calcul des coefficients d'indexation des ptesta a partir des taux d’inflation
simulés par le GSE.

= L'indexation des flux du passif.

» Le calcul des coefficients d'actualisation des feu partir des taux d’intéréts
simulés par le GSE (en cas de flux de passif initiaxprimés en euro réel, nous
utilisons le taux réel simulé pour I'actualisatides flux futurs).

= La détermination de I'évolution des engagemedcitisadisés a chaque instant.

Etape de détermination de I'’évolution du ratio deieerture

Pour une allocation donnée, nous passons par Estans suivantes pour déterminer la
distribution des ratios de couverture (que ce Isaiaitio de solvabilité ou le ratio de viabilité
comme définies ci-dessus) :

= L'ajustement de la valeur de la réserve a chamueef période par rapport aux flux
indexés :
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Réserve fin de période = Réserve début de périagitatisée sur le marché financier + fl

fin de période.

= La détermination de I'’évolution du ratio de couues tout au long de la période de
projection et pour les différentes trajectoiresidéns.

Schéma opérationnel illustrant I'approche retermua SALM

chaque classe constituant I'actif (taux, actionnbilier)

Nous construisons initialement un trés grand nordlakocations « tests » (ex. 100 000)

Parallelement nous simulons un grand nombre deasoénde marché (ex. 5 000) pour

Nous appliquons les scénarios de marché a chaamalldcations tests, afin de simuler

les trajectoires (évolutions) correspondantes derélserve entre la date de calcul de
I'allocation et I'horizon du régime.

tests.

Nous aurons ainsi par ex 5 000 trajectoires sinsybéair chacune des 100 000 allocations

Nous effectuons enfin un « tri » parmi les allowad tests, afin d’obtenir des allocations

dites « admissibles » : il s’agit des allocatiossazieées a la meilleure probabilité que le
rendement soit maximal tout en respectant les amnés définies ci-dessus. Cette probabilité
est évaluée sur la base des 5 000 trajectoiredéssu

Le graphigue suivant illustre les principales ésamki modele de gestion actif-passif

considéreé :
Prévision
stochastique de
variables
Modele | économiques
de GSE

Scénari
d’inflation

Modéle
du passif

Flux réels de
trésorerie

Génération

Rendement
stochastique
des actifs

des scénarios
d’actifs

D

(déterministes)

Flux nominal de

Généraﬂor‘ trésorerie
des scénarios —r
du passif (stochastiques

Modele
d’optimisation
avec la stratégie

a poids constants

Allocation
—_—
optimale

D

Fig. 43 :lllustration du modéle de gestion actif-passif sigtique objet de I'application dans
le cadre de la stratégie Fixed-Mix
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I-2-6 Résultats obtenus

Dans le cadre de I'application de la stratdgieed-Mix nous optons pour la majoration des
poids des différentes classes d’actifs dans l'alion optimale de la maniére suivante :

pondération maximale de 40 % pour la classe degatiuns a taux fixe, la classe des actions,
I'immobilier et les obligations indexées et pontiéramaximale de 10 % pour le monétaire.

L'intérét de ce plafonnement des poids des cladsesifs est d'ordre pratique : il permet de

réduire le nombre d’allocations possibles, et dd@aninorer les temps de calculs du moteur
ALM.

L'objectif étant d’illustrer le caractéere opératimt du moteur ALM, la matrice d’allocation
est générée en fixant un pas de maillage (de & #g=bornes pour les poids de chaque actif.
Les bornes ont été choisies en prenant en comptefdeteurs : le premier consiste a limiter
la taille de la matrice des allocations possibleke esecond consiste a couvrir un ensemble
d’allocations pertinentes et vraisemblables. Lesné® retenues pour [lillustration des
résultats sont donc les suivantes :

Borne min | Borne sup

Monétaire 0,00 % 30,00 %
ZC 5 ans (nominal) 10,00 % 30,00 %
ZC 10 ans (nominal) | 10,00 % 30,00 %
ZC 15 ans (nominal) 0,00 % 0,00 %
ZC 8 ans (réel) 10,00 % 30,00 %
ZC 15 ans (réel) 0,00 % 0,00 %
Obligation crédit 0,00 % 30,00 %
Actions 25,00 % 40,00 %
Immobilier 0,00 % 10,00 %

Tab. 29 Bornes retenues pour les poids de différentes etagd®ctifs

D’un autre c6té, deux scénarios économigues ontaéidérés : un scénario de stress et un
scénario alternatif. En pratique, le but de ce tgpescénario est de tester la robustesse des
allocations optimales obtenues avec le scénaridrate(présenté dans la section Il du
chapitre 2 de la partie I). Ci-aprés les parameatetifs a un scénario de stress (avec forte
baisse des rendements des actions : chute de 30 &h @n) et au scénario alternatif (baisse
continue de l'inflation moyenne de 100 pb). Il egppelé que les parametres utilisés pour les
différents scénarios sont purement illustratifs.
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Scénario stress (forte

Scénario alternatif (baisse

Parametre Scénario central baisse des rendements de l'inflation moyenne de
des actions -30%) 100 bp)
Inflation a long terme
Vitesse de retour a la moyenne 0,01% 0,01% 0,01%
Volatilité 5,00% 5,00% 5,00%
Moyenne 2,00% 2,00% 1,00%
Valeur initiale 2,00% 2,00% 2,00%
Inflation & court terme
Vitesse de retour a la moyenne 10,00% 10,00% 10,00%
Volatilité 1,00% 1,00% 1,00%
Valeur initiale 1,00% 1,00% 1,00%
Borne inférieur -1,00% -1,00% -1,00%
Borne supérieur 3,00% 3,00% 3,00%
Taux d'interét réel long
Vitesse de retour a la moyenne 35,00% 35,00% 35,00%
Volatilité 2,50% 2,50% 2,50%
Moyenne 3,00% 3,00% 3,00%
Valeur initiale 2,50% 1,50% 2,50%
Taux d'interét réel court
Vitesse de retour a la moyenne 40,00% 40,00% 40,00%
Volatilité 2,50% 2,50% 2,50%
Valeur initiale 1,00% 1,00% 1,00%
Borne inférieur pour les taux -1,00% -1,00% -1,00%
Borne supérieur pour les taux 4,00% 4,00% 4,00%
Action
Valeur initiale 100,00% 100,00% 100,00%
Moyenne regime 1 (faible volatilité) 7,50% chute 30% sur un an 6,50%
Volatilité du régime 1 (faible volatilité) 16,00% 16,00% 16,00%
Moyenne régime 2 (forte volatilité) -10,00% chute 30% sur un an -11,00%
Volatilité du régime 2 (forte volatilité) 27,00% 27,00% 27,00%
Immobilier
Vitesse de retour a la moyenne 15,00% 15,00% 15,00%
Volatilité 10,00% 11,00% 10,00%
Moyenne 6,00% 6,00% 5,00%
Valeur initiale 5,00% 5,00% 5,00%
Crédit
Coefficient d'battement*
Maturité 5 ans 97,18% 97,18% 97,18%
Maturité 4 ans et 9 mois 97,17% 97,17% 97,17%
Valeur initiale - - -
Moyenne regime 1 (faible volatilité) - - -
Volatilité du régime 1 (faible volatilité) - - -
Moyenne régime 2 (forte volatilité) - - -
Volatilité du régime 2 (forte volatilité) - - -
Monétaire (lognormal)
Moyenne 3,50% 3,50% 2,50%
Volatilité 1,50% 1,50% 1,50%

Tab.30 :Parametres retenus pour les différents scénarios
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Il est a préciser que le TRI et le médian de l&més sont calculés sur un horizon égal a
I'horizon d’allocation (9 ans). Par ailleurs, laRau ratio de viabilité et la VaR du ratio de

solvabilité sont établis pour un horizon d'allocatide 9 ans (sachant par ailleurs que
I'horizon de la contrainte de solvabilité est de &t et que I'horizon de la contrainte de
viabilité est de 30 ans). La performance et la tldfa sont des valeurs moyennes calculées
sur 'ensemble de la projection (50 ans).

Au niveau des résultats sur I'allocation optimaleys observons a premiere vue que le poids
du monétaire est nul. Aussi, nous observons qupdi&s cumulé des obligations nominales
et 'obligation crédit est de 40 %. Cette valeur @s 10 % pour les obligations indexées a
l'inflation et de 50 % pour les actifs risqués (@os et immobilier). En outre I'allocation
optimale présentée ci-dessous ne comporte pasightibh nominale et d'obligation indexée
a linflation de maturité 15 ans, étant donné ques poids sont nuls dans la matrice des
allocations testées.

Le tableau ci-apres présente les dix meilleurexcations parmi les 2 985 allocations testées
avec le scénario économique central, la meillelloeation est marquée en bleu :

TRI moyen (9 ans) 106310 10,630% 10,649% 10,630% 1%62910,631% 10,6316 10,684% 10,630%  10,630%
Médian de la réserve (9 ans) 1013 1017 10124 101p5 36101 10126 10138 10138 10125 10133
VaR Ratio de pérennité (9 ans) 1,06 1,06 1,06 1,06 106 061]| 106 1,06 1,06 1,06

VaR Ratio de financement (9 ans) 2,784 2,788 2,192 2,79 2,787 2,792 2,788 2,792 2,792 2,784
Performance moyenne a long terme (50 anf) 5551% 3®m59 5545% | 5546%| 5552%  5,5489 5553%  554%6  5541%  5,550%
Volatilité a long terme (50 ans) 7,396Y 7414% 738506 J370% | 7.382% | 7.373%| 7,381% " 1,315%  7369%  7,370%
Monétaire 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%

ZC 5 ans (nominal) 10% 15% 30% 25% 20% 15% 109 109 20% 15%6
ZC 10 ans (nominal) 15% 20% 10% 10% 20%) 10% 209 109 10% 15%
ZC 15 ans (nominal) 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
ZC 8 ans (réel) 10% 10% 10% 10% 10% 10% 109 109 10% 10%
ZC 15 ans (réel) 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
Obligation crédit 15% 5% 0% 5% 0% 15% 10% 20% 10% 109
Actions 40% 40% 40% 40% 40% 40% 40% 40% 40% 40%
Immobilier 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10%

Tab.31 Liste des dix meilleures allocations obtenues daxemple illustratif

Nous notons que le poids du monétaire est nul desslO allocations. Nous observons
également sur I'ensemble des allocations une liépargéquilibrée entre les actifs risqués
(actions et immobilier), qui ont un poids total & %, et les actifs moins risqués
(obligations), qui ont également un poids total €&

En complément, un test est mené sur les 10 madbealiocations obtenues. Le test sur ces
dix allocations est réalisé pour s'assurer de lebustesse en cas de scénarios de stress (forte
baisse des actions sur un an) ou alternatif (dittunwdu niveau d’inflation de long terme) : il
s’agit ainsi de s’assurer que ces 10 meilleurexcations veérifient les contraintes dans les
deux scénarios complémentaires retenus (scénarigtrdss et scénario alternatif). En
pratique, cela consiste a lancer la partie du celdéif aux contraintes considérées en retenant
eninputla matrice des 10 meilleures allocations.

Dans le cadre de ce test, il s'avere que les Iatlbns présentées comme les meilleures
dans le scénario central vérifient bien les contes dans les deux scénarios
complémentaires. Aussi, les allocations optimalep@sées semblent résister a des scénarios

Thése de Doctorat- Alaeddine FALEH 144
Université Claude Bernard-Lyon 1 (2011)



de projections des actifs différents de ceux retatans le scénario central. La conclusion de
ce test confirme le caractére robuste des dix ailogs testées.

Valeur moyenne de la réserve

Fig. 44
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VaR du ratio de solvabilité & 99,5%

:Ratio de couverture des flux jusqu’en 2029 sur arizbn de 9 ans (2018) et un niveau de

confiance de 97,5 %

Les résultats suivants sont indiqués a titre dtHation : Valeur a Risque (VaR) du ratio de
solvabilité a 99,5 % et valeur moyenne de la résefans le graphique 44, ceci pour un
échantillon donné d’allocation. On obtient alonewourbe d’efficience au sens de la théorie
de Markowitz [1952] : un certaines allocations pettent d’avoir plus de rendement (valeur
moyenne de la réserve) pour un niveau de risquerphluit (VaR du ratio a 99,5 %). Il s’agit
du cas, par exemple, des deux allocations ayactuple de rendement/risque encerclé dans
le graphique 44 et qui garantissent un niveau de Mgérieur a 1.

Le graphique 45 illustre, quant a lui, un test &fié sur la sensibilité de I'allocation optimale
par rapport aux changements des niveaux des remdesspérés des actions.
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Fig. 45 :Sensibilité de I'allocation optimale par rapport’aspérance de rendement des actions
Deux constats peuvent étre avancés a ce titre :

- une sensibilité significative de l'allocation stgique d’actifs par rapport aux
hypothéses de départ sur les rendements des actions

- une sensibilité croissante : plus les hypothéseseddement sont élevées plus la
variation des poids de I'allocation stratégiqueropte est significative dans notre cas.

Dans ce qui suit nous nous intéressons a lI'impaatedours a deux matrices de corrélation

différentes (cf. section |, chapitre 2 de la palieentre les actions et les autres classes
d’actifs : une premiere matrice reflétant la stametdépendance dans un contexte « normal »
et une deuxiéme matrice reflétant une situatior dese » (appelée matrice de « corrélation a
risque »).

Pour cela, un premier tableau (cf. tableau 32)pedsenté indiquant I'allocation optimale
obtenue dans le cas d’'un seul régime (1 matriceod€lation) et dans le cas de deux régimes
(2 matrices de corrélation), toutes choses étaaiesgar ailleurs. Nous constatons que, dans
ce dernier cas, nous sommes moins exposeés aur<kdsstifs risqués (exposition totale aux
actions et a 'immobilier a la hauteur de 65 % cem0 % dans le cas d’'un seul régime. Cela
constitue une réponse a une aversion au risquéésueptaire prise en compte via la matrice
de « corrélation a risque »).
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Alloc optim 1 matrice de cofr Alloc optim 2 matride corr

Nom 5 ans 0% 0%

Nom 10 ans 10% 15%

Nom 15 ans 5% 10%
Indexées 8 ans 0% 0%
Indexées 15 ans 15% 10%

Crédit 5 ans 40% 40%

Actions 30% 25%

Tab. 32 ‘Allocations optimales en fonction du nombre demrégg de corrélations

Le méme travail a été effectué au niveau des Valle(\ a risque) correspondant au
montant de la réserve totale observée a une dateedghorizon de I'allocation). Ainsi,
pour deux niveaux de confiance possibles (97,5 %9¢% %), nous avons calculé ces
valeurs dans le cas ou nous avons un seul réginuerdéation et dans le cas ou nous
avons deux régimes de corrélation (cf. tableau 383. résultats confirment une moindre
exposition dans le cas de deux régimes et montreasensibilité significative du niveau
de la VaR (en montant) par rapport a I'approchemat (dans le cas du seuil de 97,5 %,
nous remarquons bien un doublement du montantre&ten passant de I'approche a un
seul régime a I'approche a deux régimes de comélat

VaR 97,5 % VaR 99,5 %
Alloc optim 1 matrice de cofr 203 -3740
Alloc optim 2 matrice de cofr 435 -3255

Tab.33 Valeur a Risque de la valeur de la réserve en fonadu nombre de régimes de
corrélations

L’histogramme ci-dessous confirme également ce tabnga des queues extrémes
relativement plus épaisses (et plus étendues aagadche) dans le cas d’'un seul régime
par rapport a ceux observés dans le cas de deimegg
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Fig. 46 :Distribution de la valeur de la réserve totale feedes flux de trésorerie) dans le cas de
projection de scénarios avec deux matrices de tatioh
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lI- Proposition de méthodes numériques

La résolution du probleme posé peut étre présesiégois étapes. La premiere consiste a
générer des trajectoires pour chaque classe dattif deuxieme consiste a projeter chaque
allocation en fonction de la régle de gestion dypadsitif et & en retenir une, qui conduit a une
trajectoire de rendement de l'actif synthétique tloasieme étape vise a déterminer la valeur
de la fonction objective (le passif étant déterstm). Les allocations susceptibles d’étre
retenues seront alors celles qui maximisent latfon®bjective et respectent les contraintes
du dispositif.

Ce paragraphe présente les méthodes de mise ere aperationnelle de l'allocation
stratégique.

Le nombre d’allocations possibles avec les neuéssels (notamment lorsque le pas de
I'allocation est égal a 1 %) risqueraient d’engendies temps de calcul importants, ce qui
limiteraient les performances opérationnelles du@mwm Dans ce contexte, la réduction du
nombre de classes ou l'augmentation du pas danshdix des allocations possibles

amélioreraient les performances opérationnellesnahgéele. Néanmoins, la réduction du

nombre de classes d’actifs ne peut aller au-dela diinimum de 2 classes d’actifs sur les
taux nominaux (hors monétaire) et les taux réelsawir une maturité moyen terme et une
maturité long terme. Cela se justifie par plusigarsons :

- pouvoir tester dans l'allocation, au moins I'éehée de réinvestissement et de
« refixation » du rendement en regard de la couverd l'inflation ;

- les engagements des régimes pouvant étre trgs,ldrconvient de tenir compte
un minimum du positionnement sur la courbe des.taux

Quelle que soit la méthode retenue, le nombreatiations possibles nécessite de recourir a
des algorithmes d’optimisation efficaces, I'appm@donsistant a tester de maniere exhaustive
I'ensemble des allocations possibles n’étant pasageable.

Cette partie traite donc un probléme d’optimisatdans le cas ou la fonction objectif est
estimée a l'aide de simulations. Il présente uroritlyne d’optimisation globale d’une
fonction non convexe et bruitée. L'algorithme eshstruit aprés une étude de criteres de
compromis entre, d’'une part, I'exploration de ladton objectif en de nouveaux points et
d’autre part I'amélioration de la connaissance ekeei, par 'augmentation du nombre de
tirages en des points déja explorés. Une applicatiomérique illustre la conformité du
comportement de cet algorithme a celui prévu tlgement. Les performances de
l'algorithme sont analysées au moyen de différeniteres de convergence. Des zones de
confiance sont également proposées. Enfin, une a@igon avec un algorithme classique
d’optimisation stochastique est menée.

[I-1 Introduction
[I-1-1 Le probleme d’optimisation
Nous allons chercher a déterminer I'optimum globaine fonction réelle définie sur un

ensemble® soumise a un bruit, ainsi que les parametre® dmnduisant a cet optimum.
Ainsi, dans le contexte de [Iallocation stratégiqoetimale d’actifs, une allocation
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particuliére,de 0%,de N* peut nécessiter de simuler de nombreuses trajestde plusieurs
actifs, sur une succession de périodes, afin dardéter un unique indicateur de risque ou de
gain, bruité,F € ): l'indicateur en question peut étre un ratio serficement, un indicateur
de gain pénalisé en fonction du risque, ou un atdir synthétique de compromis
risque/gain. Le calcul de chagued (ept colteux en terme de temps de calcul, et les
allocations conduisant & un optimum @) = E[F(H)] sont recherchées pour I'allocation
optimale.

Nous considérons ici une fonction objectif rédli@® d')n parameétrefe ® , ©OR?
de N':

f:@- R, ®cR’
Nous supposerons quieest continue et bornée, non nécessairement déivabbueo est
une union finie ded-simplexes, typiqguement un ensemble de pourcentdgdcation
possibles, inclus dar{Q;L]d . Enfin, f n’est pas nécessairement une fonction convexg,de
de sorte que la fonction peut posséder plusieursmagocaux.

En outre, nous supposerons glien’est pas directement connue, mais qu’elle egnésta
l'aide de simulations. En tout poifte 0¢, du fait des erreurs d’estimation, I'observatear n
peut accéder qu'a des réalisations d'une varialdataireF (6)= f(6)+£(8), ou £(0)
représente un bruit d’espérance nulle, dont nostupons I'existence d’une variance finie,
non nécessairement homogéne enNous postulons que Ids(9)},., sont mutuellement
indépendants. La fonction bruitée est donc telle que :

0600:
{E[F(H)] =1(6)
V[F(6) <o

Nous nous placerons dans le cadre d’une minimisat8ous ces hypotheses, chercher a
optimiser la fonction bornéé (9) = E[F(9)] revient alors a rechercher, a partir de réalisatio
ponctuelles indépendantes de la fonction brukée

1. L'unique valeur minimale de la fonction objecfif,

m" =inf E[F(0)]

0O
2. L’ensemble des paramétres conduisant & uneryaleche dem :
S, ={he 0 E[F()] < %

pour tout réelx donné dans un voisinage de

Le premier point est intéressant, mais s’agissaitodation d’actifs, le résultat le plus utile
est naturellement le second. En un mot, nous cbhaesctous les paramétrésconduisant a un
f(0) proche de I'optimum.

En présence d'une incertitude sur l'estimateur fde la recherche d'un parametre
0" conduisant & un optimum global supposé flenécessite I'exploration de tous les
parameétres susceptibles de conduire a un optimababinférieur. Il sera ainsi nécessaire de
connaitre 'ensembl&, des paramétres conduisant a une valeur estimée pi®che dem' .
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En outre, en présence de plusieurs parameétresos@useul I'utilisateur de I'algorithme peut
décider lequel privilégier. C’est la raison pougualle nous rechercherons I'ensemble des
parametres solution, et non un seul point de cstrable.

Lorsque la fonctionF est déterministe, dans le cas 6(0) = F(9), différentes méthodes

d’optimisation peuvent étre proposées, comme lethodés de descente de gradient, de
Newton-Raphson, de Hooke et Jeeves, la méthodesltke Mead [1965], ou des méthodes
spécifiguement adaptées a certaines formesf decomme lorsquef est convexe. Ces

méthodes ne garantissent toutefois pas que l'optinmbtenu est un optimum global.

S’agissant d’optimisation globale déterministe, fgemiéres recherches datent d’environ
trente ans et sont attribuées a Hansen [1979].tin'agation Lipschitzienne, I'algorithme de

Schubert (cf. Schubert [1972]) ou l'algorithme DIREQcf. Jones et al. [1993]) sont des
meéthodes largement utilisées dans un cadre détsteirD’une facon plus générale, ces
algorithmes peuvent s’intégrer dans le cadre diittymes de typeBranch and Boundcf.

Lawler et al. [1966]), ou la zone a explorer (i) est partitionnée en plusieurs zones
(branching, dont certaines sont exclues de I'analyse setotains critéresbounding.

Les critéres d’exclusions de ce type d’algorithmgosent notamment sur des propriétés de la
fonction objectif et sur une arithmétique d’intdiea(cf. Wolfe [1996]), nous parlons alors
d’optimisation globale déterministe, permettant darantir avec certitude I'absence
d’optimum sur les zones exclues. En considérant fjuest le résultat d’une expérience,

généralement colteuse en terme de temps de chdsulechniques d’optimisation entrent
dans le cadre d€omputer Experimentst la représentation de la fonction en dehors des
points d’observation peut s’appuyer sur différengehniques de régression, de Krigeage, ou
de champs gaussien (cf. Krige [1951], Jones €t18P8], Santner et al. [2003]). Une revue
des différentes techniques utilisées dans le chdmp’optimisation globale pourra étre
trouvée dans Horst, Parlados [1995], ainsi que géusieurs théses récentes (cf. Emmerich
[2005], Ginsbourger [2009] et Villemonteix [2009]).

Lorsque la fonctionF est aléatoire, lors de la recherche d'un uniquénmamn non
nécessairement global, une tres large littératmigteesur les algorithmes stochastiques pour
la recherche d’optimum. Lorsquk = 1 des algorithmes tels que celui de Kiefer-Wwlfa
(voir Kiefer, Wolfowitz [1952] peuvent étre utiliséDans le casl > 1, une extension due a
Blum peut étre exploitée (voir Blum [1954]). Strugla [2006] présente un ensemble
d’algorithmes plus récents et plus détaillés parsam I'optimisation stochastique. S’agissant
de la recherche de racines, que nous pourronsnégaldraiter avec I'algorithme ici présenté,
des techniques classiques sont celles dérivéemlderithme de Robbins-Monro (Robbins,
Monro [1951]). De méme, l'algorithme de Cohen-Clulermet de résoudre des problemes
trés proches avec une contrainte de contrdle dadbabilité de ruine (voir Cohen et al.
[1994]). Nous ne détaillerons pas ici 'ensembls techniques utilisées dans les champs de
I'optimisation stochastique (recherche d'optimunoy de l'approximation stochastique
(recherche de racines).

Enfin, lorsque la fonctiorF est aléatoire, et lorsque nous cherchons un mimirglobal
d’'une fonction non nécessairement convexe, le lmanplique encore le probleme difficile
de l'optimisation globale (voir Bulger et al. [20J0%our une discussion sur ce sujet).
Certaines méthodes stochastiques ont été adaptéesravironnement bruité : nous pouvons
citer les méthodes génétiques (voir Alliot [1999Rthias et al. [1996] en présence de bruit),
ainsi que les méthodes de recuit simulé (voir Aettsal. [1985], Brankeet al. [2008] en
présence de bruit). Encore peu connues dans leiderda I'actuariat, quelques extensions
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d’algorithmes de typeBranch and Boundsont également proposées dans un cadre
stochastique (cf. par exemple Norkin et al. [1996])

Le risque de se tromper d’optimunorsqueF est aléatoire, nous pouvons envisager l'usage
d’algorithmes stochastiques d’optimisation local@utefois, tout comme les méthodes
déterministes de descente de gradient, ces algwghmequierent de choisir un point de départ
suffisamment proche d’'un optimum global, et d’évits plus évidents optima locaux. Sauf
pour quelgues fonction$ particulieres, il s’agit alors d’appréhender danspremier temps

la forme de la fonctiord . Une exploration globale de la fonction s’averena®ouvent

nécessaire, le risque étant moins de mal estimeallur d’'un optimum global, que de se
tromper d’optimum en choisissant indidment un maugatimum local.

Une seconde piste serait d’établir un grand nordbrérages dd- , afin de se ramener, a une
marge d'erreur pres, au cas déterministe. Cela riaatait l'usage d'algorithmes
d’optimisation locale déterministe, généralemenpides. Toutefois, la recherche d'un
optimum local se ferait au prix d’'une exploratiorégdable de la fonction. De surcroit,
I'algorithme utilisé serait lourdement pénalisé fgagrand nombre de tirages requis pé&ur

De la méme fagon, cette pénalité frapperait lesordlgnes d’optimisation globale
déterministe. Enfin, les méthodes génétiques aedait simulé ne visent pas directement a
proposer des zones de confiance pour les optinsisiuta fonction objectif. Il nous a semblé
délicat de quantifier, avec ces méthodes, le ristpiproposer un optimum local et d’ignorer
un optimum global meilleur.

Explorer ou connaitrd titre illustratif, plagons nous un instant dans cadre simplifie, en
présence d’'un unique minimisedr = argmin,_, f(9). Supposons que I'observateur puisse
réalisern tirages deF en chaque point d'un ensemBle ={01,...,9m}. En supposant donnée
la valeurn, qui détermine la précision de la connaissancd deet ®  qui détermine

A
I'ampleur de I'exploration dé, un estimateur envisagealfle de I'unique minimiseu’
est le suivant :

f@=23E0) veco
Ni=a

m

o* A

Bnm =arg min f.(6)
La question se pose ici de l'arbitrage entre leixhitun n élevé ou d’'un cardinal de
élevé. Les algorithmes usuels d’optimisation suppbgénéralement que I'ensemble des
points F(9) sont connus, et ignorent, & notre connaissanceguistion pratique de
I'optimisation du couple de paramétre,(n). En effet, la détermination d’'une réalisation de
la variable aléatoird= peut prendre un temps de calcul important. En émumesnce,n
réalisations dé&= en chaque point d®  conduisent a un total de.(n) tirages deF . Or, les

tirages étant colteux en termes de temps de c#cobhmbre de tirages est nécessairement
limité. Pour un budget de tirages fixé, le choimrdhombre de simulations élevé réduit la

A
variance dd,, , et donc améliore ponctuellement la connaissaace dmais limite également
I'exploration de la fonction en d’autres points.
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Cette illustration simplifiée introduit la problétigue de I'arbitrage entre I'exploration de la
fonction en différents points et la connaissancencheelle de celle-ci. Trouver les
minimiseurs def va requérir d’'une part d’explorer la fonction eiff@dents points (nous
parlerons d’exploration), et d’autre part d’opétgalement plusieurs tirages Been chaque
point exploré pour obtenir un estimateur non biaséussi peu dispersé que possible de
'espérance de la fonction (nous parlerons de dssaace ponctuelle). Nous proposerons
dans cette partie un algorithme qui vise a répoadret arbitrage.

Objectif poursuivi L'objectif que nous poursuivrons ici est lI'explacat des zones

susceptibles de contenir un minimum global fle nous chercherons donc a explorer
sélectivement la fonctiofi , de fagcon a avoir une vision globale de celletoyt en
privilégiant certaines zones d’intéréts, commenh@sima globaux, dans un souci d’économie
du nombre de tirages de la fonctién L’algorithme vise au final & estimen ainsi queS, ,

pour x donné dans un voisinage de .

[I-1-2 Approche retenue

L’approche proposeée ici s’apparente a une apprdehgpeBranch and Boundmais aucune
zone n’est jamais définitivement exclue de I'anejyi§dée étant ici d’ordonner les zones en
fonction de la probabilité qu'une zone contienneaqmimum, selon un modele que nous
détaillerons.

Nous nous placerons dans le cadre de la minimisafiene fonction, nous chercherons ici a
guantifier la probabilité qu'une zone contienne mamimum plus petit qu'un minimum
observé, pour au final construire 'ensemble deggsusceptibles de contenir un minimum
global.

Grille a pas fixeUne solution simple et trées commune est l'utiimatd’'une grille de
simulation, a pas fixe. Selon cette solution, lacton f est explorée sur un ensem®le.
®, est une grille de pa8, toutes les composantes de ® , parcourent I'ensemble des

valeurs multiples dé dans® : @, :{He @,%He Nd}. Le nombren de tirages dé=(9) est

identique pour chaquée @ . Cette solution est néanmoins trés onéreuse sretde temps

de calcul, dans la mesure ausimulations seront conduites sur chacun des poirdempris
ceux trés éloignés d’'un optimum, pour lesquels &lleure connaissance die n'apporte

guasiment rien.

Grille a pas variabl®ous chercherons donc a mettre en place une grples variable, ou les
retirages de se feront principalement dans les zones suscegptidaccueillir le minimum.
Il va s’agir d’'une part d’estimef en de nouveaux points (sommets), et d’autre part de

répartir de nouvelles simulations entre les ancgammets et les nouveaux, en fonction de
l'intérét que peut avoir, sur la connaissance doimmim global, I'ajout de simulations en

chacun de ces points. Les positions des sommetsag@g ne seront plus régulierement
réparties, et le nombre de simulations conduitestEagque sommet va différer selon les
sommets. Une premiére difficulté est le choix d’'dneme convenable pour les zones de
recherche, pour les cellules de la grille. Une eadlifficulté est que nous avons besoin de
deviner ou conduire les futures simulations. Pala,cl faut avoir une idée de comment va
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évoluer la fonction entre les points explorés failt en un sens deviner quel pourra étre
limpact de futures simulations avant méme de éadiser.

Algorithmes présentés et structure du docunimis allons aborder dans cette étude deux
algorithmes réalisant une grille a pas variablendla sous-section 1l-2, nous envisagerons le
cas ou le nombre de tirages en chaque point estlfatgorithme cherchant alors uniquement
a déterminer les prochains points ou évaluer latfon F . Dans la sous-section II-3, nous
introduirons la possibilité d’opérer des retiragesdes points déja explorés. Enfin, dans une
derniére sous-section 1l-4, nous présenterons Hestrations simples et visuelles du
comportement de [I'algorithme proposé sur une fonctbimodale élémentaire. Une
comparaison avec un algorithme classique d’optitimsatochastique sera également menée.

[I-2 Une grille a pas variable par subdivision systmatique

[I-2-1 Forme des zones de recherche

Zone initiale de recherch&n pratique, par exemple lors de I'optimisation cleoix
d’'investissements dd +1 actifs, les proportions investies dans chacunaiifs se somment
a un. Il suffit alors de recherchdr pourcentages d’allocation, l'allocation numéte-1 se

déduisant desl allocations précédentes. |l s’agit donc d’optimisee fonction d&® dansR .

Nous nommeronsZ,c R la zone initiale de recherche, simplexe standarthogonal

constitué des sommets (1, O, ..., 0), (0, 1, 0,...,.0),0,..., 0, 1), ainsi que du sommet (0,...,
0).

Cela correspondra bien a la situation ou la seolgrainte est d’avoir une somme des
composantes inférieure a un, par exengplpourcentages d’allocation d’actifs dont la somme
est inférieure a 100 %, la différence avec 1 fornliatiocation de I'actif numéral +1 :

Z, ={(x1,...,xd)e RY X, +..+ X, S1,x, 20,..X, 20}

Dans les situations ou I'optimum est a recherchieruse zone plus complexe soumise a de
nombreuses contraintes, l'algorithme proposé seplicable si cette zone peut étre

représentée des linitialisation par une unionefigie simplexes. Dans tous les cas, nous
supposerons gque I'ensemble des sommets de la axpdes initiales ont été explorés, par la

réalisation de tirages de(0) en chacun des sommets de I'enveloppe de ces zones.

Mécanisme de scissiddidée d’une grille a pas variable est de sépierone de recherche
de I'optimum en plusieurs zones de différentesemilA chaque étape, la scission d’'une zone
peut se faire en opérant des tirage$-den un ou plusieurs points non encore exploré® de

Certains algorithmes d’optimisation globale fongtient, dans un contexte particulier
déterministe, par subdivision de la zone a explofdous pouvons notamment citer
I'algorithme DIRECT (pouDlviding RECtanglescf. Jones et al. [1993]), qui subdivise un
pavé deR‘ en plusieurs sous-pavés. Si la subdivision d’urmeezmécessite I'exploration de

n* nouveaux points, il parait préférable de chami= 1. Dans ce seul cas, le choix d'un
nouveau point de subdivision se fait alors en cmsaace de tous les précédents tirages de la
fonction. Nous avons ici choisi un mode de divisipn d’'une part nous semblait plus adapté
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aux problémes définis sur une union de simplexed,a@itre part ne nécessitait I'exploration
gue d’'un unique point a chaque subdivision.

Nous supposerons que les zones de recherche ssregndembles convexes, de facon a
faciliter d’éventuelles interpolations au coeurcti@que zone. Imaginons un pavérdfe dont

on connait les sommets, et a lintérieur duquelsnajouterions un poinf,. Comment
découper rapidement ce pavé en une partition debles convexes dont I'enveloppe
convexe contiendraif,? La réponse n’étant pas si évidente, nous optgpouns le choix
suivant :

- Les zones considérées seront délimitéedpal sommets.

- Chaque nouveau point sera ajouté sur un segredigroveloppe convexe de la zone.
- A chaque étape, chaque zone sera éventuellencémdés en deux ensembles
convexes.

Tout point a l'intérieur d’'une zone appartiendraurde zone convexe délimitée pdr+1
points, et le choix d’'un nombre de sommets égdhHd facilitera par la suite la séparation
d’'une zone en plusieurs zones. D’autre part, léxctioin nombre fixe de sommets délimitant
chaque zone sera de nature a faciliter I'impléntantale I'algorithme.

Nous appellerons zone waksimplexe, c’est-a-dire un ensemble convexe indlss©, avec

®c RY, dont I'enveloppe convexe est déterminée ghal. sommets distincts (les sommets
formant un repére affine de®). Par la suite, nous noteror®Z) I'ensemble desl +1
sommets délimitant une zone conveXe La zone initiale de recherche de I'optimum est
notéeZ,. A lissue de I'étape numeéko, la zone de recherche est subdivisée en un ensembl
de zones recouvragg, dont I'intersection est de mesure nulle. Cet eride de zones est

noté Z, .

Considérons un ensemble de somntetdélimitant une zon& et deux points distincts, et
6, de cet ensemble. Supposons gusoit le barycentre (par exemple équipondéré) emese

deux points. Lorsque la décision est prise de sticdtte zone en deux zongset Z,, les
ensembles de sommets délimitant ces deux zona# sero

E = (E |91) O {gc}

E, = (E |02)U {HC}

Une preuve de ce lemme est donnée dans Rulliexke [@010]. Par souci de simplicité, nous
nommerons par la suite sommets d'une z@nkensemble desl + 1 sommets délimitant
'enveloppe convexe de la zorze.

Le graphique 47 illustre en dimension 2 la fagcontdane zone peut étre progressivement
subdivisée. Nous pouvons remarquer que le choireddécomposition de I'ensembde en
un ensemble de zones contenant des points de t{gbg, , est un probleme de

triangulation, classique en géométrie algorithmigUae technique de triangulation tres
connue est la triangulation de Delaunay (cf. DegBatral. [2008]). Le probleme étant ici de
choisir un point de tirage au sein d’'une zone &t pas de construire des zones pour séparer
des points de tirage existants, les zones serontéas par la simple bissection présentée.
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Un des avantages de la bissection présentée estraettre I'exploration des frontiéres de la
zone initiale. D’autres choix de subdivision de e®rsont naturellement possibles, par
exemple autour de l'isobarycentre d’'une zone. Commuoags pouvons l'observer sur le
graphique 47 ainsi que sur les différentes illusirs de la sous-section IlI-4, 'union des
enveloppes convexes des zones scindées forme wmbles beaucoup plus vaste que
'enveloppe convexe du simplexe initial, de sorige des points de tirage ne sont pas
condamnés a rester dans I'enveloppe de la zornalénit

Dans le cas de barycentres équipondérés, nous peaiailleurs montrer par récurrence qu'il
est possible d’atteindre en un nombre fini d’étapes point de® de coordonnées :

Iy Iy . . . K
( SRR 2—kd)avec pour toutj € {1,....d}, k; € N,i; € N, i;s2

09
o8
0,7
06

o5

oA

o3

02

o1

Fig. 47 :Un exemple de partition d’'une zone ddn$ en 60 zones.d = 2)
[I-2-2 Choix de la zone a explorer ou segmenter

Idée du potentiel d'une zoneétude de la possibilité pouf d'atteindre un minimum global
sur une zone non explorée nécessite de fixer dastigses : sif est supposée extrémement
erratique, f pourra franchir un seuil inférieur sur a peu prémporte quelle zone, et les

tirages opérés dé n’apporteront que trés peu d’information. Une #Hohu classiguement
retenue, dans le domaine de I'optimisation glol@eerministe, est le choix d’'une forme
Lipschitzienne pourf (cf Jones et al. [1993]) : cela revient a dire,gdan cadre déterministe,
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que f pourra atteindre un minimum global sur une zon&a giente nécessaire pour cette
atteinte est inférieure a un certain seuil, ou djue pourra pas atteindre le minimum global.

Cette logique binaire permet d’indiquer de facomtaiee si f appartient ou non a un
intervalle donné, et correspond a une logique tiilarétique d’intervalle (cf. Wolfe [1996]).
En I'absence d’information trés précise dur nous avons préféré une logique probabiliste,
malgré une part de subjectivité¢ qu’elle peut engend plutbét qu'une indicatrice de
franchissement possible a valeur dargs1}, nous allons rechercher une mesure st
guantifiant la probabilité, selon la représentatttat par I'observateur, quéd franchisse le
seuil sur une zone. Si cette solution introduit ndeessaire subjectivité sur le calcul de cette
probabilité, elle offre néanmoins l'avantage de ntexiir une hiérarchie entre différentes
zones, ce qui est notamment utile lorsque beaudeupones sont susceptibles de contenir
'optimum, et permet de ne jamais exclareriori de zone.

Comme le temps de calcul d& est supposé beaucoup plus important que le temps
d’exécution de I'algorithme de choix des zones Bl@er, nous choisirons a chaque étape de
I'algorithme une unigue zone a scinder en deux exmorer davantage. L'objectif étant de
limiter les risques qu’une zone non explorée camieun optimum, nous piocherons a chaque
étape une zone a explorer, avec une probabilitgoptionnelle a un coefficienf spécifique

ala zone.

Pour chaque zong, le coefficientf(Z) déterminera s'il est plausible (dans un sens que

nous préciserons) que la zone contienne un minimplus petit que le minimum estime .
Afin d’approcher ce coefficient sur toute la zoneus aurons besoin de le déterminer en un
unique point. Selon un modéle probabiliste que mrésiserons, nous nommerons "potentiel"
d’'un point une mesure d’autant plus grande queofation objectif est susceptible, en ce
point, d’étre plus petite que le minimum global el®. Une représentation probabiliste du
potentiel d'un point passe par la modélisationalednnaissance incertaine de la fonction

au vu des tirages opérés en différents points,egample au moyen de champs aléatoires
conditionnels.

Nous présentons ici une approche plus simple pgadftane modélisation de I'incertitude en
dimension 1, puis agrégeant différentes incertgummempte tenu des sommets explorés.

Potentiel d’'un point en direction d’'un somme&tonsidérons un sommet déja exploré d’'une
zoneZ, et un pointd de cette zone, distinct d&. Par souci de simplicité, nous étudierons
ici I'évolution de la fonctionf entre ces deux point et " en connaissance de la seule

exploration ery’ .

Méme en I'absence d’erreur d’échantillonnage aurset’, I'évolution de la fonctionf est

naturellement inconnue sur le segmedit;]0] : nous parlerons étreur de grille Nous
supposerons gque, a partir de la seule connaissen€eu pointd’, I'observateur représente

f(0)par une variable aléatoifg(e), choisie de loi normale, d’'espéran€€d’) et dont
I'écart-type est une fonction croissante de Iaadisdad(@,@’). Nous choisirons :
f,(6)-1(6')= N0,02)
7,0.0)=0,d0,0) o >0,a>0
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Cela revient a décrire l'incertitude maximale pesanrf~, lorsques, est soumis a une
condition de type Hoélder (ou de type Lipschitz ¢pre o = 1).

A titre d'illustration, pourf,c [0"; 6], la représentatiorfg(ﬁo)- f(€)par un mouvement
brownien correspond a = % La représentation de la per(fg(eo)- f(& ))/d(@o,e’) par un

mouvement brownien corresponcdxa % Nous évoquerons plus en détail le choixadet

o, au paragraphe 11-2-3, ainsi que dans la sous-sedtapplication numeérique II-4.

En présence d’erreur d’échantillonnage, nous d@m®sl’'un estimateuf (0') de f(6'). Si

f(0')- f(0') est elle-méme une variable aléatoire de loi noentantrée et de variance
o2(6"), indépendante de l'erreur de grilfg (6)- f(¢'), alors :

7,(0)- 1(¢)= N(0,02(6)+02(6.0))

A
En connaissance d’'une réalisationfd€’'), nous noterons :

%L(B,H’) = p[F, (6)<m |

ou m représente la valeur du minimum global tg?).

La quantitéL(0,0') sera nommée potentiel directionnel du pdinen direction de&’. Le
facteur de normalisation 1f2a aucune incidence sur les comparaisons des tp$epntre
eux (comme tout facteur strictement positif), maésmettra par la suite a la quantitéde
pouvoir atteindre toutes les valeurs de [0, 1]net pas seulement [0, 1/2]. Le potentiel

directionnel s’interpréte alors comme la probabikjue f, franchisse un minimum global
connu sachant qué, décroit depuis le point d’accrocléé.

Il est possible de tenir compte de I'erreur d’estiilon du minimumm : en supposant que

O ~ A
I'estimateurm* est une variable aléatoire indépendantefgéd)- f(6'), de loi normale,
d’espérancen et de variancerf{ ,

1

A , D*
> L(6,0)=1-0 f(&')-m*

o (6.0) ,o-(0,0)>0

aveco?(0,0') = o2 +52(0)+02d(0",0)*

La fonction® désigne la fonction de répartition d'une loi norenaentrée réduite. Nous

prendrons la conventioh(é’,a’)zlg(g) . dans le cas oer, (9,0') =0, en I'absence de bruit et
0

lorsques, =00u @ =60". Nous n’évoquerons pas en détail la détermindti&mclassique, en

un point explord, de I’estimateur?‘(@) de f(0), ni de I'estimateur de la variance cAMg@).
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L'usage de la moyenne et de la variance empirique biaisée donnerait, a partir dg
observations dé(#) notéesF,(6).,...,F, (6), n, 2 2:

i6)="22F )

0 i=1

2

+2(0) = niéi ) avec o+ (0) :ni_é(a 0)-10))

Dz
o2 () désigne ici la variance dE(9), et or(8) un estimateur de cette variance. Des
raffinements peuvent étre envisagés afin de temnpte de |'erreur d’estimation de: .
Notons surtout la nécessité d’'un paramélye 2, nombre de tirages requis pour I'estimation

de la variance empirique’ () . Dans le cas déterministe, nous pouvons fixer 1, f(9)=

f(0) et 62(9) =0. Mais dans le cas général, ce paramélyerestera une entrée de

'algorithme. Eventuellement, lI'usage d'une hypathede répartition gaussienne pour
F(0) peut permettre de ne pas mémoriser lintégralité teges deF(d) , mais de
simplement mémoriser le nombre de tirages précédéir somme et la somme de leurs
carrés.

Pour l'estimation dem et de a; , hous retiendrons en premiere approche les valeurs

obtenues pourf (6" ) et 062(49*) au dernier point optimab” rencontré parmi les tirages

réalisés itérativement par I'algorithme, bien qaiehcore des perfectionnements puissent étre
suggeéres.

Remarquons que le potentiel peut étre adapté atré&auecherches que la recherche
d’optimum. Ainsi, si I'on recherchait les paramétm tels que f(6) appartienne a un
ensembleAc R, on pourrait utiliser un potentiel proportionnePEuf; 0)e A]. L’algorithme
peut ainsi étre tres facilement adapté a la rebleatle racines.

Potentiel d’un poinConsidérons un poirt a l'intérieur d’'une zong , et cherchons a définir
une mesure d’autant plus grande qu’'un minimum dldbd peut étre observé au poifit Ce
point & est muni ded + 1 potentiels directionnels en direction dbs 1 sommets délimitant
la zoneZ , sommets notés ich, , ie{l,...d +1} . Ces potentiels marquent chacun la

probabilité, selon la modélisation de I'observateue la fonctiorf franchisse le seuiin’ sur
'un des segmentsd[,0,]. Les potentiels de points de différentes zoneg destines a étre

comparés entre eux. La principale exigence estléaciespecter la logique booléenne selon
laquelle si le minimum ne peut pas étre atteintlieaction d’'un sommet, alors il est exclu
gu'il soit atteint sur la zone. Une mesure comm@pectant cette exigence est naturellement
le produit, qui correspond bien au ET booléen loestes quantitésk(@,@i) appartiennent a

{o1.

These de Doctorat- Alaeddine FALEH 159
Université Claude Bernard-Lyon 1 (2011)



Nous appellerons potentiel du pothtdans la zon& la quantité :

d+1

B.(6)= [H

y
00)
i=1
Nous avons choisi ici d’introduire une fonctionnlig(x) = x”, pour y> 0, qui préserve les
propriétés requises de logique booléenne du proeufiermet de modifier le comportement
de l'algorithme. Le choix de, régissant la convexité de permet de distordre les potentiels
et de moduler ainsi I'importance relative accor@éé zone de plus grand potentiel. Au
niveau de l'impact de la distorsion, pour un casdfnt y trés grand, le tirage d’'une zone
reviendrait au tirage systématique de la zone opotentiel est le plus grand. Un coefficient
y faible conduirait a davantage explorer des zonespdtentiel médian. Le facteyr
s’interpréte comme un facteur de priorité attribage zones de grand potentiel.

Nous avons constaté que l'effet ge était modeste pour des valeurs raisonnables de
parameétres (cf. sous-section 1l-4 de ce chapit@)nsidérant par ailleurs une certaine
redondance de ce parametre avec les parametfes:| du potentiel, nous opterons sauf
mention contraire pour :

y=1/(d +1)
qui a le mérite de clarifier I'interprétation dutpntiel : f, (9) correspondra simplement a la

moyenne géométrique des potentiels directionn@gdtentiel d’'un point s’interprétera alors
comme un potentiel directionnel moyen.

Le choix d’'une mesure pour le potentiel d’'un pojastifierait de nombreuses études.

S’agissant d’agrégation de potentiels directioneglge fonctions liens, d’autres distorsions
de probabilités facilement utilisables pourronteétrouvées dans Bienvenie et Rulliere
[2010]. Une autre piste pour cette agrégation 'astigje de copules, ou encore celle de la
logique floue (cf. Zadeh [1965]). Nous étudionsuatiement d’autres mesures de ce potentiel
(cf. Rulliere et al. [2010]), basés sur 'agrégatites variances directionnelles (6,4), ainsi

gue la modélisation dé par des champs aléatoires, en lien avec la théari€rigeage (cf.

par exemple Krige [1951], Jones et al. [1998]). @esures présentent I'avantage d’éliminer
'agrégation de potentiels directionnels, au prixndnodele d’une complexité parfois accrue.

Il faut néanmoins tempérer I'impact du choix d’'umesure de potentiel : les potentiels des
différents points serviront a établir une hiéragcties zones les plus susceptibles de contenir
un optimum global, afin de choisir laquelle exploea priorité. Le choix de la fonction lien

g croissante modifiera les priorités d’exploratiomais ne modifiera pas la hiérarchie elle-
méme, et celle-ci dépendra en tres grande parti€étieggnement def a la valeur de

'optimum.

Si les potentiels directionnels appartenaiel{ut),é}, un potentiel permettrait simplement de
dire si il est possible ou non quepossede un minimum global sur une zone, comptedegsu
sommets adjacents et de la valeur estimée du mmindela correspond a I'idée développée
dans les algorithmes mettant en oeuvre une arithoet’intervalle (cf. Wolfe [1996]). Le
potentiel proposé ici doit étre vu comme une simpésure, a valeur sur [0, 1], permettant
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d’étendre une logique d’arithmétique d’intervallei gonduirait a des potentiels définis sur

{o1.

Potentiel d’'une zondn pratique, une zone sera d’autant plus susdepdié contenir un

minimum plus petit que la valeur estiméerdesi sa surface est grande et si ses points ont un
potentiel élevé. Une mesure logique de la "surfaobable" d’une zon& est donnée par :

B(z)= [B,(6)8
o0z
Bien que le calcul de cette intégrale puisse gpmaché par des techniques de simulation,
nous avons préféré retenir comme mesure du potdhiiee zone la mesure suivante :

B(z)=Vv(@2)p.6,,)

6, isobarycentre des sommets de la zdne

ot V(Z) est le volume de la zon2 (hypervolume dans le cas> 3).

Cette solution a le mérite de la simplicité, offevantage d’étre trés rapide et de ne pas étre
aléatoire. Un calcul d’'uB(Z) précédemment mené n'aura donc pas a étre réitéx&sne
Z n'est pas modifiée. En outre, I'objectif est dengarer les coefficientg entre eux : le
calcul fin de l'intégrale a peu de raisons expdisile beaucoup perturber la hiérarchie entre

les différentes zones. Enfin, I'isobarycentre nauparu bien rendre compte de I'erreur de
grille au sein de la zone, et facilitera I'interq@atfon future du potentiel d’une zone.

S’agissant du calcul du volum&Z), dans le cas ot = 2, les zones sont des triangles et un
volumeV(Z) est donné par la formule de Héron. Dans le cagrgénle déterminant de
Cayley-Menger donne le volume exact de la zoneSaimmerville [1958]). Plus simplement,
dans le cas d'une séparation d’'une zone en dewmead égaux, ce qui sera ici le cas, la
simple mémorisation du volume de la zone a subeliypermet de déduire immédiatement le
demi-volume de chaque zone fille.

Choix d’'une zone en fonction des potenti€lsmme nous l'avons évoqué, le choix d'une

zoneZ" parmi un ensemble de zones se fera de la fagon suivante : la prbtéatie piocher
une zone sera proportionnelle au potentiel de ahaquoe.

Notons z={Zl,...,Zn} 'ensemble des zones dans lequel doit étre piochée Si
{U } ., désigne une suite de variables aléatoires de Iléorame sur [0,1], mutuellement

indépendantes, piocher une zone pammavec une probabilité fixée au prorata de son
potentiel revient a choisir, a une étapele I'algorithme :

Z" = =Z. v.)

avec :
k' (u) = minfke {1,..,n},B, = uB,}
et:

a=§ﬁ@)keﬂmm

Ce choix découle de plusieurs idées. D’'une padé¢ d’explorer de fagon uniforme la zone
de recherche lorsque les potentiels sont égaumird’@art I'idée de préserver, a la fagcon d’'un
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recuit simulé, la possibilité d’exploration de zena priori peu prometteuses. Nous

imaginons, en présence d’'un tres grand nombreedepetites zones, que cette solution limite
le risque de confiner les points de tirage dan®isinage d’'un unique minimiseur, et favorise
ainsi une certaine prudence dans I'explorationadénction. D’autres choix possibles sont
évoqueés dans la section d’applications numérigs@ss¢section 11-4 de ce chapitre).

1I-2-3 Choix des parametres ( ,a) du potentiel

Au moyen du potentiel que nous avons défini, nmama transféré une part de la subjectivité
du choix du prochain point de tirage sur le choéglielques parametres, au premier rang
desquels se trouvent les coefficients de type Hdldet o, . Le choix ou I'estimation de ces

parameétres est un probléme délicat qui nécessitetai seul une étude poussée, et que nous
présentons ici de fagon simplifiée.

Le choix des parameétres et o, dépend de la connaissance de la fonctiononsidérée,

ainsi que, lorsque celle-ci s’avere insuffisante,la prudence de I'observateur. Le choix du
parameétren est un choix de modéle : envisageons-nous fquriisse varier brutalement sur

un trés petit intervalle comme le ferait une tregge de mouvement brownien, ou de fagcon
plus réguliere, comme une fonction lipschitzienne ?

Considérons deux points distinaflset ', en ignorant dans un premier temps I'erreur
d’échantillonnage aux sommets explorés. Si geubst exploré, I'observateur suppoae

priori queY,, = f, (0)- f(¢0") est distribué selon une loi normale centrée, dtéyae o, d*,
ot d=d(6,0), d >0. Apres exploration des deux points, I'observatdispose d’une
observation(d,y) de ce couple(d,Y). En supposant que sont collectéegéalisations
(di ,yi), en les supposant de surcroit mutuellement indigpeas, une estimation maximum
de vraisemblance de, en connaissance d:econduirait a:

2

d2a

et une estimation maximum de vraisemblance: d& connaissance dg, conduirait aa tel
que :

zy'”zl()

2 420
i=1 Kdl

Si I'on considere que, en tout point expl@réf(@) subit une erreur d’estimation, on peut
observery, , = (F,©)+N,)-(f@)+N,) , ou N, et N, sont des variables aléatoires
indépendantes, de lois normales, de variances aidgp®o; et o7 . AlorsY,, est supposée

distribuée selon une loi normale centrée, de veeiaf +s.d**, ol ¢’ = o} + o, représente

une erreur d’estimation, connue apres exploratemdikux points puisque mesurée aux points
d’observation.

L’estimation maximum de vraisemblance @g (sachanta) et dea (sachantr, ), conduit
respectivement &, et a tels que :
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2 2 420 — 2 2 420
iz10¢ +od i=1 (Ue, *t oy )2

i diZa n ) yi2 diZa .

i dIn(d. )y? 2 d>In(d)

2a
|1(0' +O'K|)2 |1G +O'K|

Dans la pratique, la répétition des étapes d'esibmale o, sachanta puis dea sachants,

a rapidement convergé dans tous les cas que naus aesté (cf sous-section II-4 de ce
chapitre).

Cette estimation nous a conduits a des résulsspioches de ceux obtenus en maximisant
directement la log-vraisemblance de I'échantillon :

n 2

. , Yi \
InV(ak,oc) —In(27r) Izigln(g2 +oy d2 )-é 2(02 +Uidiza)

Au fur et a mesure des nouveaux tirages, chaqueeaoupointd, exploré conduit, en

direction desd + 1 sommets de la zoneda+ 1 nouvelles réalisations de variables aléatoires
de loi normale centrée, d’écart-type fonction ddittance, et il est alors possible de corriger
a chaque étape une valeupriori de o et deo, .

Il faut ici noter que rien n’interdit de faire variles coefficients: et s, en fonction de la
zone considérée, et I'estimation des coefficierasirm@it se faire sur chaque zoide en
affectant chaque réalisation de la variable alé&abg'iﬂ, (sur d’autres zones) de poids d’autant

plus élevés que l& et 8’ sont proches de la zone considézéel 'estimation de coefficients
de Holder a partir d’observations de tiragesFdest un vaste sujet (cf. Blanke [2002] pour
un article traitant de ce type d’estimation sur gexessus). Les choix numériques concrets
des parameétres de l'algorithme seront détaillés darsous-section d’application numérique
1-4.

Enfin, le raisonnement tenu jusqu’a présent seibasale fait que pour deux points d'une
zone, I'observateur représentait la variation destgs entre ces deux points par une variable
aléatoire dont I'écart-type était une fonction ssainte de la distance. Méme si cela n’est pas
requis pour lI'implémentation de l'algorithme, uréient susceptible de fournir a posteriori
des informations sur I’hypothese prise est le suivgour une zon& , nous définissons une
variable aléatoireR, :

IR (z)—~(—)—d(91),9(9 )

0,, 0, vecteurs aléatoires distincts issus de tirage®gants, uniformes sur.

Précisons ici les modalités des tirages. D’une, patirage uniforme d’'un vecteur sur une
zone Z peut s’opérer facilement en choisissant des cooréles barycentriques de facon
uniforme dans un simplexe unité : ainsigsiest la j *coordonnée barycentrique dedans
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d+l

la zoneZ, j € {1,....d +1}, nous pourrons prendee; = e, /g, , avece, = Eej , pour un
j=1

ensemble{ej} de variables aléatoires mutuellement independadéeki exponentielle

joi1,...a+3
de parameétre 1 (ce qui revient a prendre les ialiew successifs de statistiques d’ordre d’un
vecteur uniforme). Le lecteur intéressé par ce typetirages pourra consulter notamment

Smith et Tromble [2004]. D’autre part, nous condems que §,,6,) est le premier couple

distinct issu de tirages uniformes (du fait derécgsion arithmétique finie des ordinateurs, la
probabilité que les deux points soient confondust gire non nulle en pratique, bien
gu’extrémement faible).

Selon le modele présenté, a défaut d’autres infooms I'observateur suppose qu’il existe
une quantitex = Qelle que la variation dé entred, et 6, ne s’explique que par la distance
d(@l,ez)“, et pour lequel I'écart-type diR, (Z) serait fini (ce qui n’est pas acquis pour taut
bien sar). Sous I'hypothése prise, cet écart-tgperira une information sur les variations de
pentes auxquelles I'utilisateur pourra s’attenée particulier, silR (Z) est supposé distribué
de fagon gaussienne, alors son écart-type empigquespondra a un estimateur alg en
connaissance de. Des distributions déR seront illustrées dans la sous-section II-4.

[I-2-4 Choix du sommet de scission

Une fois une zon& " choisie parmi un ensemble de zonesil va s’agir de scinder la zone
en ajoutant un point a I'intérieur de celle-ci. par nos choix précédents, ce point se situera
sur 'un des segments de I'enveloppe convexe derla.

Pour la zon&", nous noterons ={(6, ,6;,} = I'ensemble des couples de sommets distincts

de Z*. Le sommet de séparation retenu peut étre cheisbthbreuses facons.

La solution que nous retiendrons consiste ici acs@nner, parmi I'ensemble des couples
possibles, I'un de ceux qui maximisent la longudursegment. S4,,...4,,, désignent les

sommets de la zon2", nous choisirons comme sommet de séparation zdenka le sommet
0", isobarycentre du segmebgl,ejz) tel que :

6.6, )=arg (argiagcd(ei 6;)
c={ 9, )}iu{l,...u},u@iﬂ,...m}t

Dans le cas de plusieurs segments de longueur rabximous conviendrons qaeg max
désignera un segment choisi de fagon uniforme péensemble (fini) des segments de
longueur maximale.

Choisir le point de segmentation sur un segmenbmigueur maximale a le mérite de limiter
l'apparition de simplexes tres déséquilibrés damssl longueurs de segment : en effet, la
connaissance de l'appartenance de I'optimum a ane est moins utile si cette zone est tres
allongée dans certaines directions. Le choix damreet conduisant également a la partition
des zones adjacentes, I'apparition de simplexes déséquilibrés, si elle est ainsi limitée,
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n'est toutefois pas absolument exclue. Une idédad®rme des zones ainsi obtenues en
dimension 2 est illustrée par la figure 47, qui@@nstruite par scission du segment de plus
grande longueur de la zone choisie.

Lorsque des simulations sont opérées au pbirtu segment choisi de séparation, la scission
des zones se fait ainsi :

— L’ensemble des zones contenant ce segment est déterminé (celles quiecmant les
deux sommets du segment a la fois).

— Chacune des zon&s de I'ensemblez” est scindée en deux zon&set Z, comme indiqué
dans le paragraphe 1l-2-1 de ce chapitre.

[I-2-5 Schéma de I'algorithme de scission systéquei

Les données en entrée de l'algorithme sont lesytras de regularité et o, , le nombre
de simulations, & opérer en chaque point (nombre de tirages reuuis 'estimation de la

variance empirique?(6) ), le nombre d'étapes de I'algorithme. Nous supposons également

que la zone de recherch® est connue et que les premiers tirages ont etésésahux
sommets de cette zone.

L’algorithme 1 récapitule le procédé général dessson des zones. L'algorithme permet de
construire a chaque étagel'ensemble des zoneg formant une partition de la zone de

recherche initial&,. Par construction, les nouveaux sommets de snissamt toujours
explorés, de sorte que I'on a exploreé, en fin didathme, 'ensemble des sommets de la
partition finalez,. Nous rappelons ici que I'ensemble des sommetsedzoneZ est noté

S(z). Lalgorithme est ici présenté de fagon synthéigDhacune des étapes de I'algorithme
est détaillée dans les sections précédentes. Iogapbn des nombreuses données disponibles
en sortie de l'algorithme est détaillée dans lssssection 11-2-6 ci-apres.

Algorithme 1 : algorithme a scission systématique
Entréeio, , a, n,, n
Entree: z, = {ZO}
pour j=0an-1
choix d'une zon&" de z; (cf. § 1-2-2)
calculem* et g .
VZ e z;, calculer5(z,)

piocher une zor#&' en fonction ded4(z )}, _,

choix d’'un sommet de scissi@iide Z* (cf. § 11-2-4)
piocher un sommet de scissidn

scinder les zones conten@nt

calculee, ,,, ensemble des nouvelles zones

tirages au sommed e Z*
calculen, tirages deF (0+)

mise a jour facultative du coupdg ( « ), éventuellement par zone'. § 11-2-3)
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fin pour
Sortie:m* , o .
Sortie:¥Ze z,, V(2),5(2)
Sortie:¥Ze z,V0e S(2), £(0),0.(0), 5,(0)

[I-2-6 Résultat final et critére de convergence

Zones de confianclous supposons ici que I'algorithme de scissi@iéyatique est terminé,
par atteinte du critére d’arrét proposé (nombréisarit de tirages ici) : plus aucun tirage de
F ne sera donc opére.

Un estimateur de la valear* de I'unique minimum global dé est fourni par I'algorithme.

Pour autant, nous recherchons essentiellement &agies parameétres, c’est-a-dire a obtenir
'ensemble des parametres susceptibles de conduge minimum, ce qui nous donnera
également une indication sur la fiabilité du résutibtenu et sur les investigations futures a
opérer, par exemple pour départager deux candmiatentiels. Nous cherchons donc un
ensemble discret (car il doit étre traité numéngeet) s’approchant (selon une mesure qui
sera définie ultérieurement) de :

s, ={ve o E[FO)=<x

pour toutx appartenant a un voisinage ré .

A l'issue de l'algorithme, le domaine de recherdhigial Z, est scindé en un ensemble de

zonex . La définition des zones de confiance sera faeilgi nous définissons le potentiel

d’'un point y compris sur les frontiéres qui peuvappartenir a plusieurs zones a la fois (sur
les faces des simplexes). Les points appartenphitsad’une zone formeront un ensemble de
volume nul. Toutefois, afin de lever toute ambi§ufiour ces points particuliers, nous

définirons pour chaque point une unique valeuratergiel :

p.(0)= max p,(0)

L’ensemble des parameétres admissibles, que nousmeomns également zone de confiance,
sera défini pour un seusle [01] comme I'ensemble des points candid@tpour lesquels
f (0) est potentiellement inférieurra* :

Spe =10 ©,,8,00) 2 ¢
L’ensemble®,des points candidats pourra étre I'ensemble destpgiour lesquels des

tirages ont été opérés, ou bien, lorsque celaitadiisage futur dém* un ensemble de

points régulierement espacés, pour un pas donotesient positifs :
O,={0e ®,%6’e N}

S?

Lorsques est égal a O, tous les points @gsont retenus. Lorsqueaugmente, I'ensemble

A

S« S€ restreint a 'ensemble des parametres pouréESCﬁlﬁ@) est trés proche da* .
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En résumé, nous obtenons finalement :
—la valeurm* de I'optimum def ,

— I'ensemble des parametr€s,, susceptibles de conduire a cet optimum.

Critére de convergence en connaissance du resudtas allons dans un premier temps
chercher un critere de convergence de l'algorithongque nous connaissons I'ensemble de

solutionsS,. . Un tel critére facilitera la comprehension ddgéaithme sur des fonctions de
test, et constituera un outil de comparaison dérdifts algorithmes.

Nous cherchons a produire un enserrﬁ?]l,equi donne une représentation fidele §ig. Par
fidele, nous imaginons d’'une part que tout pointvédtable ensemble solutidg,. doit étre

proche d'un point de I'ensemble solution prop@é: ém doit étre suffisamment grand
(condition 111). D’autre part, 'ensemble proposé ne doit pas plas contenir de points trop
éloignés des véritables solutions, et tout point’elesemble propos&,. doit étre proche

d'un point deS, : Sn ne doit pas étre trop grand (conditioh2). Cela nous conduira a

proposer, comme distance entre les deux ensergples Sn la distance de Hausdorff, pour
Xco ,YCO:
df(Xy)= max{ supinf d(x,y),supinf d(x,y)}

¥Y xX xeX yeY

Si X =S, est 'ensemble proposé ¥t= S . est 'ensemble cible, alors majorer le premier

terme du max indique que tout point de la cibl@st proche d’un point dX (condition 1§

1). Majorer le second terme du max indique que pautt de X est proche d'un point dé
(condition 11 2). Finalement, un point que nous proposons conwheien ne doit pas étre
trop éloigné d’'une solution réelle, et une solutiérlle ne doit pas étre trop éloignée d’'un
point proposé comme solution. La distance de Hatfsdst donc parfaitement adaptée a
I'objectif recherché. Cette distance représenteyr p@ pire point de I'un des ensembles, la
distance de ce point a l'autre des deux ensembbkdke :fournit directement une idée de
l'incertitude sur I'ensemble des parametres corahdis I'optimum. Nous obtenons donc un
critere de convergence en connaissance du réeedtagrchés ., :

pl (S) = d : (ém*,s ’S‘n* )

Le critere précédant dépendant de la mesure chpwsig le potentiel, nous proposons
également l'usage d’une distance de Hausdorffelkati
p, = supinf d(x,y)

Ve Sy X€O ¢

Ou O représente 'ensemble des points explorés. Caeifivirnit la pire distance d’'un point

solution au plus proche point exploré. Il indiquend si tous les points solutions ont bien été
explorés, et serait naturellement trés bo®@ sirecouvrait®. Ce critére n’a de sens que dans

la mesure ou le nombre de tirages total Fdeest limité : il pourra notamment servir a
comparer différents algorithmes pour un méme budgetirages. Son avantage est de ne
requérir que I'ensemble des points de tirage ssidsede F . Une limite de ce critére est
gu’un algorithme peut converger tres vite vers ptinaoum global sans avoir exploré les zones
candidates, et donc en ayant pris un risque impbrté&rouver rapidement le vrai optimum
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global d’'une fonction n’indique pas si la méthodst @rudente ou non, et seule la
considération de la variabilité de la fonction erlgs points de tirage permet de trancher cette
guestion (en un sens l'usage d’'un potentiel). Uimteealimite de ce critére est qu'il ne tient
pas compte de la précision de I'estimationfd@ux points explorés. Nous avons néanmoins
tenu a le présenter dans la mesure ou il s'agih dlas criteres permettant de comparer
I'algorithme proposé a d’autres algorithmes ne mdtamt pas le calcul de potentiels.

Il faut noter que du fait du caractere aléatoirelaldonction observée et de I'algorithme
proposé, ces critéres devraient varier selon Iéswgions de I'algorithme. En toute rigueur,
pour un critere , la comparaison de plusieurs algorithmes sur wmetion test, pour un
méme budget de tirages autorisé, devrait requi@titdntion des distributions dgepour
chaque algorithme, puis I'usage d’un indicateurisgue, comme un quantile ge Une piste

pour le choix opérationnel des paramétres de lialgpe est I'étude approfondie du
comportement du critere choisi en fonction de @apeétres.

Critére de convergence hors connaissance du reBdtes la pratique, nous ne connaissons
pas I'ensemble cibl&,. , puisque nous cherchons précisément a en ceseotgours.

Si nous cherchons a assurer que la fonction efs$amiment bien connue sur chaque zone, un
indicateur de convergence est simplement la qéantit

o= @p(2)
avec le choix ici opérg(z) =V(2).8,10s, ), 65, isobarycentre de la zor# (cf. section II-2
de ce chapitre).

Majorer cet indicateur garantira en effet que goute zoneZe z:

— Soit que la présence d'un minimum global au paantral est trés peu probable,
5,05, ) étant suffisamment faible.

— Soit que la zone est suffisamment petite et gurihimum potentiel a bien été exploré,
V(Z) étant suffisamment faible.

Enfin, si nous cherchons a assurer que chaque peiobnduira pas a un minimum plus petit
que celui connu, pour un écartlonné, un critere pourra étre :

— (m*-»)
pa = maxp" (o)

Nous notons ic';Bf“*)(G)Ie potentiel au poin® obtenu pour un minimum global estinmé
(lindice supérieur™’ était resté implicite jusqu’a présent pour ne gaardir les notations).
D’autres critéres peuvent naturellement étre egésaUn élément incontournable dans la
définition d’un critére est la modélisation dég)ou de lincertitude def (9)en dehors des
points # d’observation : sif estou est supposéextrémement erratique, toute zone sera
susceptible de contenir un point conduisant a ummaopn global, et le critere devra étre trés
différent de celui obtenu en supposaitrés réguliere. C’est un avantage des criteres
proposeés ici, a I'exception ge, mais c’est également une limitation puisque c#éeres ne
s’appliqueront gu’aux algorithmes proposant uneipan de I'espace en zones affectées d’'un
potentiel.
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[I-3 Une grille a pas variable avec retirage possike

Jusqu’a présent, chaque zone était systématiquesubdivisée en deux. Or, il peut étre plus
avantageux, plutét que de subdiviser une zonepufej des simulations en des points déja
explorés. Ce sera I'objet de cette sous-section.

[1-3-1 Critéres de scission

Supposons que nous estimons une espérance etamallg de confiance de la fonction
f(9) , aux points exploré®, et 6, . Supposons qué), soit le barycentre équipondéré

(isobarycentre) entre ces deux points.

La question que I'on se pose est la suivante :wades intervalles de confiance dé9),
connus aux pointg, et @, , et connaissant la variabilité de I'évolution @) sur ce segment,

mesurée par les parametres, ¢, ), nous cherchons un critere permettant de détemtin
décision a prendre entre les suivantes :

— diminuer lincertitude surf (ei )par de nouveaux tirages leené, , ie {12}.
— scinder le segment en deux parties, en opérartirdges de= au nouveau poindc.

Plusieurs critéres peuvent étre retenus pour opérehoix. Le choix du critére retenu au final
dépend essentiellement de I'objectif poursuiviassurer que le minimum ne peut étre présent
dans une zone sous I'hypothése que la fonctionctibjee varie pas trop brusquement,
minimiser le maximum des potentiels d’'une zone, €e choix pouvant dépendre du
probléme considéré, nous détaillerons ci-dessous degiteres dont nous étudierons la
performance dans la sous-section II-4 de ce cleapitr

Comparaison des erreurs de grille et d’estimaftonsidérons une zori&. En un pointd de

Z, le potentiel est la mesure retenue pour quantidigrobabilité quef~(9) soit plus petite
gue I'optimum globam* estimé. Cette mesure dépend a la fois de 'errlastichation aux
sommets explorés adjacents, et a la fois de I'edewgrille, liee a I'éloignement entreet les

sommets adjacents (et dépendant de la régulagpigosae def , mesurée pas eto . ). Par

souci de simplicité, I'incertitude liée a I'estin@t du minimum globam* ne sera pas ici
scindée en erreur d’estimation et erreur de grille.

Considérons Erreur d’échantillonnageCette erreur est liée a la mauvaise connaissimtae
fonction f aux points explorés, du fait du nombre réduiticegés et du bruit frappant .

Elle dépend essentiellement de la probabilité dsgmce du minimum aux sommeéide
Z du fait de trop larges intervalles de confiance poixts explorés. En 'absence de doute lié
a l'évolution de la fonction entre ces points, e€efrobabilité peut étre mesurée par le
potentiel 4(0) calculé en I'absence d’erreur de grille :

B.60)=p©6)/, -,
Considérons Erreur de grille Cette erreur dépend essentiellement de la possique la
fonction évolue brusquement entre un sommeZ det le pointé considéré. En 'absence de

doute lié a la mauvaise connaissance de la fonetionextrémités du segment, compte tenu
de la seule mauvaise exploration de la fonctiotieareur peut étre estimée au pdiqtar le
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potentiel end, calculé en I'absence d’erreur d’estimation @aux 1 sommets), de la zone
Z:

,Bg 0) = ﬁ(e) /”a =0j=1,..d+
Envisageons de scinder un segment autour d’un panycentre non encore explafé. Si le

potentiel en ce point est grand essentiellemenause de I'erreur de grille, il apparaitra
raisonnable de scinder le segment et d’explérelSi le potentiel est grand essentiellement a

cause de l'erreur d’estimation, il paraitra plussoanable au contraire de réduire cette
derniere en explorant davantage les sommets duesggioe critére de scission que nous
retiendrons sera donc le suivant :

Critere 111 : Scission sj3 (6.)25.06.)

En dimensiond = 1, si g, est l'isobarycentre dé&, et 6, , alors nous pouvons noter
dO:d(ec,al):d(ac,ez). Si nous supposonsezae(el):ae(ez), compte tenu de la

définition retenue ici pour le potentiel d'une zpneous montrons facilement que
I'équivalence suivante est obtenue :

(8,0.)2 .00.) 0. < ,d2)

Ce dernier critere s’interprete alors tres aisémeatscission est opérée si I'erreur de grille
(ag :aKdg)est supérieure a l'erreur d’estimati&me). En dimensiond > 1, le critéere

B (0) = p.(0) permet de tenir compte en un pothdes différences éventuelles de distances

aux sommets adjacents, et des différences d’erceestimation aux différents sommets de la
zone Z : Ce critére revient a opérer une moyenne paidi@ilentre les erreurs d’estimation
o, etles erreurs de grille, en direction des différents sommets.

En toute logique, sF est aléatoire et si, = 0, alors la supposition de la connaissance

parfaite def entre les points de tirage conduit a seulementxngstimer f aux sommets de

la zone Z . Par ailleurs, en l'absence derreur d’estimati(par exemple siF est
déterministe), le critere conduit bien a une sorssystématique, il devient naturellement
inutile d’effectuer un retirage.

Meilleur potentiel aprés ajout d® simulationsNous envisageons ici le cas ou la répartition
se fait en fonction de I'amélioration du potentieghximal de la zone, scindée ou non. Nous
supposons que@, simulations seront ajoutés sur un sommet de la zbwisie Z*. Les

erreurs d’estimation correspondent a des écarts-digpvariables aléatoires supposées de loi
normales. Il est donc simple d’estimer quelle $&r@duction de la variance empirique en cas
d'ajout den, simulations, avant méme la réalisation de ces sitiams. Ainsi, en un point

déja exploréd , si n, tirages deF ont déja eu lieu et si(0) représente la variance

empirique deF en ce point, nous pourrons proposgd) = o (0)/ \n, +n, .
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— Si nous envisageons d’ajoutg simulations en un sommet existghtde la zone
choisie, il est donc aisé d’estimer la nouvelleeerrd’échantillonnage . (6) en cas
d’'ajout.

— Si nous envisageons d’ajoutey points sur le barycentr@ du segment choisi, nous
pouvons alors estimer. (Hc)par interpolation linéaire, avant I'exploration goint

6., et en déduire une estimation de I'erreur d’édlianhage o,(6.)=o (6)/ /n, en
cas d’exploration.

Quel que soit le sommet choisi pour I'ajout pares dl +1 sommets existants, nous pouvons
donc donner un nouvel estimatqdﬂ@?) du potentiel de la zone choisie aprés ajounge

simulations. Si un sommet existant doit étre peyié pour I'ajout, il semble logique de
convenir d’'un ajout sur celui de cdst 1 points qui conduit & minimiser cette valeuimase,

ce minimum étant notg, . :

min *

:Bmin = gign 9){’8(2 Xnoajoutsengi }

Si au contraire une scission est envisagee, dengsA et Z, seront formées. La scission
pourra étre privilégiée, par exemple, si les paddntestimés sur ces deux zones sont tous
deux inférieurs &_. :

Craaa? 2 : Scission smalB(z,),8(Z,))< B

L'esprit étant alors qu’une scission ne doit pasduire & augmenter le maximum des
ﬁ(Zi)sur I'ensemble des zon¢g } a I'étape considérée : I'ajout se porte ainsilslsommet
dont nous estimons qu’il minimise le maximum detepbels sur 'ensemble des zones.

Cette répartition est également pleinement cohéremtec la définition choisie des
coefficients f, et elle conduit, par construction, a une dimiowitdu potentiel maximum
estimé sur I'ensemble des zones, ce qui est deenatfaciliter les futures démonstrations de
la convergence de l'algorithme, notamment si [®ogide convergence, est utilise.

[I-3-2 Schéma de l'algorithme a retirage possible

Algorithme 2 : algorithme a retirage possible
Entréeio, , a, n,, N
Entrée: z, = {ZO}
pour j=0an-1
choix d’'une zon&" de z; (cf. § 11-2-2)
calculem* et g .
VZe z, caIcuIerﬂ(Zi)

piocher une zoe en fonction des{ﬂ(zi )}ZEZ,

si critére scissionZ ™) vrai (cf. § 11-3-1)alors
choix d’'un sommet de scissiéfide Z* (cf. § 11-2-4)
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piocher un sommet de scis€ion

scinder les zones conternt

calculeg;,,, ensemble des nouvelles zones

sinon

choix d'un sommet de retira@ede Z* (cf. § 11-3-1)
piocher un sommet déjpleré 0" € S(Z+)

Z;,, = Z;, les zones sont inchangées

fin si

tirages au sommed* e Z*
calculen, tirages deF (9+)

mise a jour facultative ebuple ¢ , a), éventuellement par zone'. § 11-2-3)
fin pour
Sortie:m* et g .
Sortie:VZe z,, V(Z), p(2)
Sortie:V Ze z,,¥ 0e S(2), (0),5.06), 5,(0)

L’algorithme 2 récapitule le procédé général desson des zones. L’algorithme permet de
construire a chaque étagel'ensemble des zoneg formant une partition de la zone de
recherche initial&,. Cet algorithme difféere de I'algorithme 1 par secdlté d’opérer un

nouveau tirage en un sommet déja exploré de la ZorexplorerZ® , plutét que de
systématiquement scind&r" .

[I-4 Applications numériques

I1-4-1 Fonction test utilisée

Nous présenterons ici une application partant dfenetion test connue, afin notamment de
vérifier le bon comportement de I'algorithme. Pana de lisibilité, cette application sera tout
d’abord présentée en dimensidrr 2 (mais 'algorithme présenté dans ce travailpesposé
pour toute dimensiod ON", et le probléme de la montée en dimension estu&agec plus
de détail dans Rulliere et al. [2010]).
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Fig. 48 :Allure générale de la fonction tedt(9) pour 6 € Z,

Nous considérerons ici la fonction suivante dansaked = 2 (correspondant par exemple a 3
poids d’allocation d’actifs se sommant & 1).

£(9) = (min(x,y)- 0.7 + (maxx,y) - 0.6
F(9)=f(0)+0,(U -05)
0 =(xy)

avecU une variable aléatoire uniforme sur [0,1]. L'espére f de la fonctionF admet
deux minima, l'un erd] = (010.6) , lautre end), = ((16,0.1), la valeur def étant alors 0. A
titre indicatif, afin d'imaginer les variations @isles de cette fonction, la fonctidhatteint
son maximum suZ, en 6 = (00) et nous avons alofdg) =0.37 (mais nous cherchons ici le

minimum, non le maximum). Un bruit pouvant condudreles variations d’amplitude de 0.1
entre deux points proches est donc assez éleve@gardrdu domaine de variation [0, 0.37] de
la fonction sur la zone initiale de recherche. Uergu de la fonctiorf est donné dans le

graphique 48.
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Fig. 49 :Ensemble des points de simulationstepour une variabilités, = 2 et un niveau de bruit
oy = 0 (scission systématique)

Dans le cadre de l'algorithme a scission systématiquous utiliserons ici toujours les
parametres suivants :

—le nombren de tirages réalisés, sema= 2000,

— le nombre de tirages en chaque point sgra 10,

— le coefficient de priorité sera =1/(d +1) =1/ 3, conduisant & une moyenne géométrique
des potentiels directionnels pour le potentiel dpomt,

— le seuily du critere de convergengg seran =0. 01

Par ailleurs, pour chaque illustration, nous pefcies
— le niveau du bruit; frappant la fonctionf ,

— les coefficients de variabilite, et a,
— le seuik du critere de convergengs.

A titre de remarque, le graphique 47 présentéecperoment a été obtenue avec la fonction
F évoquée ci-dessus, a partir des paramétrgsa() = (1, 1.5) eto, = 0.1 (ety = 1 dans ce
seul cas).

[I-4-2 Comportement de I'algorithme a scission égsatique

Dans cette sous-section, nous allons observemipadement de I'algorithme®a a scission
systematique, lorsque le niveau de variabiiifévarie, pour différents niveaux de bruif .
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Dans ce paragraphe, le parametrest ici fixé, égal a 1.5, et correspond a un nooél les
pentes sont supposées suivre un mouvement browdepnis un point d’accroche (cf.
définition du potentiel directionnel dans les pasagipes 11-2-2 et 11-2-3 de ce chapitre).

A titre indicatif, nous mentionnerons dans la l&gde certains graphiques la valeur obtenue
pour le vecteur crittre de convergenges (p,().p,.p5.0.(1)) . avecs égal & 10 % du

potentiel maximal observé, et = 0.01. Le détail du calcul de ces critéres amsune

analyse plus détaillée des valeurs numeériques oesepour ceux-ci seront abordés dans le
paragraphe II-4-5 de ce chapitre.

Pour un niveau de variabilité supposée de la fonetj, = 2, illustré dans les graphiques 49,
50, et 51, lorsque le niveau de bruit passe reseeoent pars,= 0, o, = 0.1 eto; = 0.3,
nous observons bien I'exploration préférentiells denes a proximité des minimiseurs fle
Bien entendu, cette exploration est plus étendrsgjlee le niveau de bruit augmente, puisque
du fait de ce bruit, 'assurance de I'absence dé&subptima locaux nécessite I'exploration

d’'une zone plus vaste. Il faut noter que dans ktique, ce niveau de bruit dé est
généralement une donnée exogene sur laquellesil p&s possible d’agir.

Pour un niveau de bruit fixé @ = 0.1, illustré dans les graphiques 50, 52 et &&qgue la
variabilité supposée de la fonction passe sucomssmt paro, = 2, o, = 20 eto, = 100,
nous observons un résultat parfaitement logiqude somportement attendu de la fonction
entre les points de tirage est supposé peu varibalgorithme se concentre sur les zones
proches des minimiseurs supposés. Dans le cass@vene variabilité extréme, = 100
conduit a une répartition quasi uniforme des podxploration : avec une telle variabilité,
'optimum global de la fonction peut en effet seuwer dans n'importe quelle zone. Il faut
toutefois remarquer que la fixation d’'un seuil dariabilité o, trop faible conduirait par
définition a supposer que le comportement de l&tfon est globalement connu entre les
points explorés, ce qui conduit a négliger des ggmaurtant susceptibles de contenir un
optimum. L’arbitrage entre la rapidité de convergewers les optima globaux et le risque
d’avoir négligé une zone dépendra donc largemecegmrameétre, .

Poura fixé, la fixation du paramétre, est donc un probléme délicat, que nous aborderons
dans le paragraphe 1l-4-4. Elle pourra se baseqragticulier sur les explorations précédentes
de la fonction, sur d’autres connaissances de sseileainsi que sur les contraintes
d'implémentation et de niveau de risque acceptéadt noter a ce sujet que rien dans le
modele n’oblige a fixer cette valeur constantel'sinsemble de la zone de recherche, et qu'il
est également possible de tenir compte d'une \été@lparticuliere de la fonction sur
certaines zones.

En résumé, pour l'algorithmé i & scission systématique, I'algorithme vise esskernent a
répartir des points d’exploration, en délaissaninperairement certaines zones non
susceptibles de contenir le minimum. Selon lesmatees choisis et la fonction optimisée, le
comportement attendu est le suivant, conformegueenous avons pu observer :

— Lorsque le bruit est important devant les vaviati de la fonction, ou lorsque
l'incertitude sur la variabilité de la fonction, est élevée, l'algorithme explore assez
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uniformément la fonction, de fagon similaire aleditionnelles grilles de recherche a pas fixe
évoquées préecédemment.

— Lorsque le bruit n'est pas trop élevé et lorsigueariabilité de la fonctiow, est
faible, les points de tirage se concentrent surzieses contenant les points solutions
supposes, le comportement de la fonction étantcsgppans surprise entre les points déja
explorés.

Le choix du coefficient, de variabilité de la fonctiorf dépend donc du but poursuivi :
trop élevé, I'exploration de la fonction sera tpgsussée, et le temps de calcul pourra étre
élevé si nous visons une bonne connaissance d'timwp de la fonction. Pour us, trop
faible, I'algorithme se focalisera tres vite sur gptimum local, donc permettra un gain en
terme de temps de calcul, a précision €gale, neaisstiue de ne pas explorer une zone
susceptible de contenir un autre optimum, évergmaht meilleur, sera plus élevé.
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Fig. 50 :Ensemble des points de simulationsklepour une variabilités,, = 2 et un niveau de bruit
o = 0.1 (scission systématiquej, = (0.10, 3.5E-03, 6.8E-07, 1.9E-2)
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Fig. 51 :Ensemble des points de simulationsFlepour une variabilités, = 2 et un niveau de bruit

0.1 (scission systématiquej, = (0.45, 2.2E-03, 7.3E-05, 0.72)
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Fig. 52 :Ensemble des points de simulationsk@our une variabilitéo, = 20 et un niveau de bruit
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tiquej, = (0.60, 8.8E-03, 5.9E-04, 0.97). La recherche de

Fig. 53 :Ensemble des points de simulationstdepour une variabilitéo

I'optimum d’une fonction constante bruitée conduitn nuage de points d'allure proche de celui-ci.

0o 0a@B0 {
oo-o.oocoo st o-o-o.--." Bo O
» .t < « b

[3 3 m
‘Q
+—

[7)] L]
>
(%]
3 c
2
(]

0 .
[S]
o "
e N—
e
o

1 °
s M
N
=
=
S
s o]

0.9 o
03 o

0.2
0.1 o

0a

03

02

01

Fig. 54 :Ensemble des points de simulationfélepour un niveau de bruit

scission 2, pour une variabilité §, ; ) = (1, 1.5), et un nombre minimal de tirage

10. La surface des bulles est proportionnellenambre de tirages de F en chaque pojit:

n, =

(0.085, 8.8E-03, 3.1E-05, 8.2E-04)
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Fig. 55 :Ensemble des points de simulationkeepour un niveau de bruity = 0.2, critere de
scission A2, pour une variabilité ¢, , a) = (1, 1.5), et un nombre minimal de tirage
n, = 10. La surface des bulles est proportionnellenambre de tirages d& en chaque pointp =
(0.10, 8.8E-03, 6.7E-05, 6.2E-03)

0o d = &

Fig. 56 :Ensemble des points de simulationkeepour un niveau de bruity = 0.2, critere de
scission no 1, pour une variabilitegr( , «) = (1, 1.5), et un nombre minimal de tirage
n, = 10. La surface des bulles est proportionnellenambre de tirages d& en chaque pointp =
(0.10, 0.011, 1.5E-05, 1.6E-02)
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[I-4-3 Comportement de I'algorithme avec retiragessibles

Les deux graphiques 54 et 55 illustrent les re¢isagui peuvent s’opérer sur des sommets
déja explorés, afin d’améliorer la connaissancdadéonction f en ces points. Pour ces
figures, nous avons utilisé le critére de scissid@ envisageant 'amélioration du potentiel
apres ajout de, simulations (cf. § II-3-1 de ce chapitre). Lorsdeeiveau de bruit est, =

0.1, le graphique 54 montre que les retirages osetrdiellement lieu autour des points
solutions supposeés, lorsqu’il n’est plus seulenméeessaire d’avoir une idée de la zone ou se
situe un minimiseur, mais qu'’il faut également resti avec précision la valemn* de
l'optimum atteint. Lorsque le bruit augmente, ctdad naturellement & disperser un peu les
points d’exploration, et favorise le retirage, démsesure ou l'incertitude en certains points,
du fait du bruit, devient plus forte que l'inceutite liée a la variation de la fonction entre les
points de la grille.

Le graphique 56 illustre un choix de scission sitee 1’ 1 comparant directement erreur de
grille et erreur d’estimation (cf. 8 II-3-1 de ckapitre) : elle donne une idée de I'impact du
choix du critére de scission, qui conduit & un cortgment proche pour les deux criteres. Les
retirages sur des sommets existants se font lodsqouiesence du minimum est suffisamment
vraisemblable et que l'incertitude pesant sur tesreets de la zone doit étre diminuée.

Pour les deux critéres abordés ici, il faut enfien que pour un niveau de bruit nul, aucun
retirage n’intervient (les graphiques illustrantrésultat, qui conduisent au graphique 49, ont
toutefois été omis). Cela est logique dans la neesurces retirages n’apporteraient rien a la
connaissance de la fonctidn.

Pour l'algorithme avec retirages possibles, le congment attendu est le suivant, conforme a
ce qui a été observe :

— Lorsque le bruit est faible, ou a plus forte saitorsqueF est déterministe, la seule
incertitude réside dans le comportement de la fonatntre les points, et I'algorithme crée
systématiquement de nouveaux points de tirage.

— En présence d’un bruit, les points de retiragemseentrent dans les zones petites,
généralement proches d’un point solution. Pourpmests, la réduction de I'erreur de grille,
faible sur de courtes distances, est moins pricgitgue la réduction de I'erreur d’estimation.

0g=0 0;=010.,=0 | 0y3=0.1,0,estimé| 0,=0.1,0,estime
scission syst. scission syst. scission syst. avec retirages.
@ a @ a Oy a @ a
n=10 0.635 1.50% 0.475 1.2012 0.474 1.214| 0.449 1.277
n=100 0.946 1.592 0.392 1.063.645 1.374 0.947 1.585
n=1000 1.074 1.56p 0.112 0.5915 0.554 1.221| 0.599 1.203

Tab. 34 :Coefficientso, et a estimées par maximum de vraisemblance, en présencen
d’un bruit o, a partir den points explorés
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|I-4-4 Estimation des parameétres,(,a)

Le tableau 34 représente les estimations des cieeffs o, et a, opérées a partir d'un
nombren de points explorés, pour des données soumises lEruitno, . L'estimation est

réalisée par maximum de vraisemblance, comme igdiguparagraphe 11-2-3 de ce chapitre,
a l'aide d’un point fixe qui a convergé dans touesssituations testées. Ici, seuls les segments
délimitant les zones ont été retenus pour I'esionatet non pas les segments joignant deux
points explorés de zones distinctes. Les zonesuestign ont été obtenues par I'algorithme

avec des parametres initia(, , )= (0.3, 0.9).

Dans la premiére colonne de ce tableau 34, lorsgee0 (et en conséqueneg = 0), nous
pouvons constater une relative stabilité des parasiéestimés, méme dans le cas ou
I'estimation se base sur un nombre restreint densats (lorsquen = 10 et en I'absence de
considération de segments inter-zones). Dans |zi€l@e colonne, en italique, lorsqug =

0.1 et pour tout poing (9) = 0, I'estimation est menée comme si I’estimatéworrespondait

a la fonction f aux points explorés. Cette colonne 2 est donnéié&reaimdicatif, dans la

mesure ou il est parfaitement possible de tenirptendes erreurs d’estimation aux points
explorés (cf. colonnes 3 et 4).

La non prise en compte des erreurs d’estimatiotiqale coefficienta inférieur dans le cas
bruité, qui correspond bien a une incertitude az@uwr les petites distances, du fait du bruit
supporté parf . Ce phénomeéne est d'autant plus marqué que lesszsont petites (ici
lorsquen est grand). Dans le cas bruité, le coefficienhférieur est toutefois compensé par
une pentes, inférieure. Enfin, dans les troisieme et quatrieoodonnes, I'estimation est
meneée sur des données bruitée, en tenant compggastdu bruito,aux points explorés. La

troisieme colonne présente une estimation issue découpage par scission systématique des
zones, tandis que la quatrieme présente une emtimasue de l'algorithme avec retirages
possibles. Les parameétres observés sur ces col8nete$ peuvent varier un peu, notamment
lorsque le nombre de segments utilisés pour I'egton est réduit.

Toutefois, dans les observations que nous avonsigner, une valeur moins élevée ae
(volatilité supérieure sur de courtes distances)sgstématiquement compensée par une
valeur moins élevée de, (volatilité globale inférieure) : nous aborderons goint par

I'observation des écarts-types de la variable aigmtR, dans le graphique 58.

Le comportement de I'algorithme initialisé avec thférents parameétres optimaux obtenus
est resté assez stable dans les exemples que mons testés. C'est ce qu’indique le
graphique 57, qui présente les points d'exploratastenus, lorsquesy, = 0.1, pour

I'algorithme initialisé avec les paramétres estinéss bruit pourn = 1000, (o, ,a )=
(1.0743, 1.5665) (a gauche) ou estimés en présgmdmuit (o, ,a)= (0.5545; 1.2209) (&

droite). Un coefficiento supérieur permet de focaliser les recherches urphs rapidement
sur de petites zones, mais la différence de vadatre les coefficients testés est ici trop
ténue pour que I'effet global sur le comportement'agorithme en soit beaucoup affecté.
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Enfin, nous avons déterminé, indépendamment degofdhme proposé, [I'écart-type
empirique de la variable aléatoilR, :

flo,)-(0,)
IR,(2) = ~(1—r2
@) d\,.o,/f
6,,6, vecteurs aléatoires distincts issus de tiragespieddants, uniformes sdr.

Le détail de la cette variable aléatoire et deggtis uniformes sur une zodeest donné dans
la sous-section II-2-3 de ce chapitre. L'écart-tygee cette variable aléatoire fournit des
informations sur la variation des pentes obsengtgsla zone en fonction de la distance
considérée. Comme nous pouvons le voir dans lehgrap 58, ces écarts-type sont
légerement supérieurs dans le cas de la demi-Zpoerrespondant a la partie de située au

dessus de la droite d’équatign= x.

Cela est logique dans la mesure bta la forme d’'une cuvette sur cette zone et nos gkl
deux cuvettes, les pentes sont ici en moyenne urmplus abruptes que lorsque nous relions
deux points d'une méme cuvette, plutét que deuxtpode cuvettes différentes. Nous
pouvons remarquer que les ordres de grandeursésquar maximum de vraisemblance sont
tout a fait conformes a 'écart-type empirique IR, notamment de celui d&R, (Zl), dans la

mesure ou des la premiére itération de I'algorithlmeimplexe initial est scindé en une zone
Z, et sa zone complémentaire.

La variableIR, n’est pas utilisée par I'algorithme, mais fourniteuindication sur I'erreur

faite a priori sur la régularité de la fonction objectif selonn@déle proposé. Méme il ne
s’agit pas ici de fournir une étude exhaustive dedistribution delR, , qui dépend
naturellement de la fonction objectif utilisée,nibus a paru intéressant de montrer quelle
pouvait étre la nature de cette erreur de modé&lesudonnées ici testées. Le résultat de cette
analyse apparait dans le graphique 59.

Sur notre fonction objectif, la distribution a pasbri de IR, s’est révélée finalement assez
proche de la distributioa priori supposée gaussienne, notamment potirl.2. Pour des

plus élevés, la présence de nombreuses valeurglgedes se traduit par une Iégére sous-
évaluation de la fréquence des pentes trés élegéese sur-évaluation de la fréquence des
pentes moyennes : la distribution observée a postsemble leptokurtique. Il est également
possible que la distribution d&  évolue au fur et a mesure des découpages.

Ces résultats indiquent qu’il appartient a I'obsgeur d’'intégrer une éventuelle prudence, en
surestimant par exemple le coefficient ou en sous-estimant le coefficient et qu'il est
aussi envisageable de modifier a posteriori laitistion supposée des pentes, okuetosis

de la distribution, I'nypothése gaussienne pounsamtir de distribution a priori lors d’'une
inférence bayesienne.

Un écart important peut également indiquer uneuerdans le choix du coefficient, le
modéle devant conduire a UR, proche d’une loi normale pour una déterminer, non pour

tous. Remarquons toutefois que, convolués averellerd’estimation en chaque point, les
ecarts observés peuvent en partie s’estomper. i@'g@airt, si la hiérarchie entre les zones les

These de Doctorat- Alaeddine FALEH 182
Université Claude Bernard-Lyon 1 (2011)



plus susceptibles de contenir un optimum globalt peutrouver affectée par le décalage
observé, elle n'est pas non plus radicalement em®iscause, le coefficient d’aplatissement

de la distribution utilisé ayant peu d’incidenceupales valeurs dé proches de la valeur
estimée de I'optimum global (pour une zone dontsl@®mmets conduiraient ﬁ(@i):rh* , le

potentiel en tout point de la zone serait égal@ug) que soit le coefficient d’aplatissement de
la distribution utilisée) : le potentiel est utdipour opérer un arbitrage entre différents points
d’exploration possibles, non pour prévoir précisgtie comportement de la fonction en ces

points.

Fig. 57 :Points d’explorations obtenus, lorsqug = 0.1, avec les parametres estimés hors bruit,
(o« ,0)=(1.0743, 1.5665) (a gauche) ou estimés en psder bruit ¢ ,a) = (0.5545; 1.2209) (a
droite)
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Fig. 58 :Ecart-type empirique déR, (Z) obtenu pour la zon&, correspondant au simplexe
orthogonal standard initial (en pointillé) et pola demi-zoneZ, correspondant a la partie d&,,

située au dessus de la premiére bissectrice (ptaih)
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Fig. 59 :Distribution a priori de IR, (courbe gaussienne continue au premier plan) gbgramme a

posteriori, pour la demi-zoné&, obtenue apres la premiére itération de l'algorith@asa = 1.2 (&

gauche) etn = 1.5 (& droite). Les écarts-type empiriques obgea partir de I’histogramme sont
respectivemensy = 0.41 etoc =0.73

lI-4-5 Critéres de convergence

critéres de convergence calculés critére p,(s) est défini dans la sous-section 11-2-6 de ce
chapitre. Il s’appuie sur une zone de confiance@sée pour I'ensemble des solutions, zone
comprenant un ensemble de points de potentiel Eupéa un seuils. Le critére p,(s)
indique la plus grande distance possible entreaimt ple cette zone et le point solution le plus
proche : il peut donc s’interpréter comme un ragwaximal de la zone de confiance depuis
chaque point solution. Le criterg,, dépend quant-a-lui d’'un seujlqui sera, dans les
applications numériques présentées, toujours fiméi @= 0.01. Ce critere indique la plus
grande probabilité (selon le modeéle choisi), qummimum plus petit que ni* -») soit
observé en un poirl (cf. sous-section 1l-2-6 pour une définition pe&ji

Dans les applications numériques, pour le calcalateresp, et p,, 'ensemble des points
candidats?, a été construit sans opérer de nouveaux tiragds ,den piochant a posteriori
50 points dans chaque zone (de fagcon uniforme&§rofth et Tromble [2004]), et en calculant
leur potentiel en fonction des points explorés sammets de chaque zone. Pour le crijgre
'ensemble des sommets propogﬂsﬁa été extrait d®, en ne retenant que les points dont le
potentiel était supérieur au sedgilfixé. Il est enfin rappelé que le critepgest construit sur
I'ensemble®, des sommets explorés, et le critgresur I'ensemble des zones construites (cf.
8 11-2-6) :

A

Sm*,s = {06 ®0’ﬂz(0) 2 S}

p(9)=d"(§,. S»)
p, = supinf d(x,y)

¥ Sy X€O,

P3= maxﬁ(z)

Ze z,
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- (m*-n)
ps=Maxp, @)

Fonction objectif non bruitéBien que cette situation idéale ne soit pas cedles désirons
traiter dans la pratique, nous avons tout d’aba¥dfie numériquement la convergence de
I'algorithme sur la fonction test non bruitée, désaso, = 0.

Les résultats numériques obtenus pour les critdeesonvergence apparaissent dans le
tableau 35. Du fait de I'absence de bruit, le mimmestimén* était supposé ne pas souffrir

d’erreur d’estimation. Nous avons a titre indicagjouté dans le tableau 35 une ligne
indiquant les résultats obtenus tenant compte dameur de grilleo,, pour ce minimum,

fonction du diametrel, de la zone sur laquelle il était présest, = od.” . La localisation du

minimum est alors plus dispersée, conduisant @anse exploration accrue dans une zone
plus étalée autour des minima trouvés, au détriierd vitesse de convergence.

Nous pouvons notamment constater dans le tableaule 3és bon comportement de
I'algorithme en I'absence de bruit, avec des poaxplorés & une distance d'ordre™ide
chacune des solutions, et des zones de confianopog¥es dans un rayon d’ordre

01(5%) 04.10° ou autour dg, (90%) 03.10* ces solutions. La zone de confiance proposée est
naturellement plus réduite dans le cassoest éleve.

pu(s) Ps = 2
=90 %, g, =0 2.53 E-04 3.45 E-05 2.43 E-08 0
s=5%, g,. =0 4.32 E-03 3.45 E-05 2.43 E-08 0
s=5%, 0. >0 6.46 E-03 1.38 E-04 2.28 E-07 0
(erreur de grille)

Tab. 35 :Criteres de convergence obtenus par 'algorithnmsdoe o, = 0, poura =1eta = 1.6,
avec ou sans prise en compte d’erreur de grillerpod

pu(s) P Ps P4
cas a,0,=0.1, sans retiragg 7.83 E-02 2.21 E-03 1.32 E-06 3.24 E-D2
cas b,o;=0.1, retirages 0.11 8.84 E-03 1.82 E-03 3.99 E-02
cas c,0,=0.1, retirages 5.92 E-02 2.21 E-03 6.14 E-06 4.58 E-D2
Tab. 36 Critéres de convergence obtenus pour les algorithavec ou sans retirage
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Fig. 60 :Points d’explorations obtenus pour l'algorithme@ssion systematique, cas a, lorsqug

= 0.1, avec les parametres( ,a) = (0.6, 1.2) (a gauche). Zone finalement rete’jg, avec un
seuil de 5 % (a droite)

Fonction objectif bruité®&lous avons comparé les résultats obtenus paotittigne a scission
systématique, ainsi que par I'algorithme a retirager les critéres de scissiohinet 112. Les
graphiques 60, 61 et 62 illustrent cette compamai§tes figures ont été obtenues pour un
niveau de bruitb; = 0.1, des parametres de régularites (a) = (0.6, 1.2), poun = 2000

points de tirage ou retirage, avec un seuil minigdwh,= 10 tirages par points. Dans ces

figures apparaissent les nuages de points de tieags que les zones de confiance proposées
S50+ DU fait de I'absence de prise en compte d’erdeugrille pourm* , et du fait du seuil

n

s utilisé, il est possible qu'un point solution sbiés proche mais en dehors d’'une zone de

confiance.

Les trois algorithmes se comportent correctemertpreduisent a la proposition de zones de
confiance dans le voisinage direct des points molst Du fait du bruit frappant la fonction

f , nous observons que des zones trés proches pektvertantdt exclues, tantét englobées

dans S, . Les zones de confiance ainsi baties sont dorg fractionnées, mais bien
localisées. Le critere®r2 basé sur I'estimation des potentiels aprés ajeun, tirages, a
conduit a une zone de confiance Iégérement mogpediée autour des solutions connues.

Les résultats sont récapitulés pour ces mémessirdgns le tableau 36. Au regard du critére
p,(5%) , I'algorithme & retirage fournit sur ces donnéss eilleurs résultats pour le critére

n°2.
Ces résultats peuvent néanmoins varier d’'une eécatl’autre du fait du caractére aléatoire

du bruit pesant suf et du caractére stochastique de I'algorithme. Idétde la distribution
de p, (s) constitue a cet égard un champ d’investigatiorrésant.
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Fig. 61 :Points d’explorations obtenus pour I'algorithme avetirage, cas b, critére de scissiohln
de comparaison des erreurs de grille et d’estinmgtlorsquesy = 0.1, avec les parameétres

(o ,a)= (0.6, 1.2) (a gauche). Zone finalement reterde,,, avec un seuil de 5 % (a droite)

Fig. 62 :Points d’explorations obtenus pour I'algorithme avetirage, cas c, lorsque
oy = 0.1,critere de scission’2 considérant I'ajout den, observations, avec les parametres

(o« ,a)= (0.6, 1.2) (a gauche). Zone finalement reteldie,,, avec un seuil de 5 % (a droite).
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Priorité bruit, (o, a) 04(s) 05 0s 0.7
absolue 0.1 (0.6,1.2)| 9.23 E-02| 2.21 E-03| 6.46 E-08| 1.08 E-02
relative 0.1 (0.6,1.2)| 8.87 E-02| 2.76 E-03| 3.78 E-07| 9.57 E-03
absolue 0 (0.6 1.2)| 3.61 E-02| 5.52 E-04] 1.17 E-06] 0
relative 0 (0.6,1.2) | 6.18 E-02| 5.52 E-04| 6.77 E-06| 8.05 E-05
absolue 0.1 (1,1.6) | 9.79 E-02| 2.21 E-03| 2.04 E-07| 4.72 E-02
relative 0.1 (1,1.6) |8.69 E-02| 1.61 E-03| 1.01 E-06| 1.79 E-02
absolue 0 (1,1.6) | 1.26 E-03| 3.45 E-05| 3.17 E-09 0
relative 0 (1,1.6) |2.57 E-03| 3.45 E-05| 2.57 E-08 0

Tab. 37 :Comparaison des critéres de convergence pour les griorité relative (exploration d’une
zone avec une probabilité proportionnelle & soreptiel) ou priorité absolue (exploration de la zone
de meilleur potentiel)

Impact de la prioritdNous avons omis ici les graphiques qui permettalerdiscuter du choix
de y , paramétre présenté dans la sous-section [INBR.0bservations nous conduisaient a
un impact limité de ce parameétre. Dans les ligngastes, nous allons néanmoins évoquer
plus précisément le choix de la priorité accordéezone de meilleur potentiel.

Jusqu'a présent, la zone a subdiviser ou explotait €hoisie avec une probabilité
proportionnelle au potentiel de la zone (choix tidaici "priorité relative’). Il est également
envisageable de ne plus choisir la prochaine zentagbn stochastique, mais de choisir de
facon déterministe zone de meilleur potentiel (ehgualifié ici "priorité absolué). Cela
revient a traiter une question déja abordée : oheidre explorer davantage la fonction, ou
privilégier la vitesse en explorant en priorité e prometteuse, au risque d’ignorer un
optimum global.

Les parametress(, ,a) permettent justement d’opérer cet arbitrage eSigarameétres sont en

partie estimés, ce dernier choix de priorédative versusabsolueconduit a un arbitrage
naturellement différent. Dans les applications ntgués opérées, ce choix n'a pas eu
beaucoup d’incidence, notamment en présence de brui

Le tableau 37 récapitule les résultats obtenus /etoix de priorité relative ou le choix
absolue. Nous nous sommes placé pour cette applicatans un cadre de scission
systematique (pas de retirages), avec un nombtieadesn = 2000. Pour le critérg,, nous
avons bati 'ensemble solution proposé a l'aidendseuil s égal a 10 % du meilleur potentiel
observé, en conservant ainsi une part notablealeans possibles.

Rappelons que le choix d’'un seuil supérieur conduiétrécir les zones de confiance autour
des optima trouvés, et peut améliorer de facon itapte le critére de convergenge,
comme nous pouvons le constater en comparant saliaté avec ceux du tableau 36. Ce
critére p, n'est donc pas comparable a d’autres critéres ep@ient obtenus avec d’autres
seuils. Par ailleurs 'augmentation du seuihugmenterait le risque d’ignorer un optimum
global, et le criterep, pourrait alors étre brutalement dégradé.

Remarquons tout d’abord dans le tableau 37 la bemperation des voisinages de chacun
des points solutions : dans tous les cas, apre8 @&@tions, des points ont été tirés a une
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distancep, inférieure a 3.18°de chacune des solutions, avec des zones de aomfitinn
rayon p, raisonnable autour des solutions (qu’il est possild réduire en augmentant le seuil
s). En I'absence de bruit, des tirages sont obtesanes; ¢, ,a )= (1, 1.6), & une distance tres
réduite d’environ 3.18°de chaque point solution.

Au vu des mesures effectuées dans ce tableau 8gibe priorité relativeou priorité absolue

a surtout un impact dans les situations non brsite les parametress{ ,a)= (1, 1.6)
privilégient une moindre exploration. Dans ce ¢asonvergence est assez rapide, et le choix
priorité absolueconduit & un zone de confiance de diametre fa’ppie(l.Z)lO'%, plus faible
gue dans le cagriorité relative Dans les autres cas, il apparait que les meseresnt pas
radicalement perturbées par ce choix, notammert lgaces d’un bruit; non nul.

lI-4-6 Comparaison avec l'algorithme de Kiefer-Wlfitz-Blum

Notre algorithme vise a opérer une optimisatioragipd’'une fonctionF bruitée, et il n'est
pas en pratique possible d’éliminer ce bruit. Rmite raison, nous ne comparerons pas notre
algorithme avec les algorithmes d’optimisation sig@ses en I'absence de bruit. Nous avons
donc choisi de comparer les résultats obtenus esex que donnerait un autre algorithme
d’optimisation de fonction bruitée.

L’algorithme utilisé pour la comparaison est un dé&gorithmes d’optimisation stochastique
parmi les plus classiques : il s’agit de I'extensioultidimensionnelle, proposée par Blum
[1954] de lalgorithme de Kiefer et Wolfowitz [19p2 Rappelons tout d’abord que
l'algorithme de Kiefer- Wolfowitz vise I'obtentiod’un unique optimum, non la garantie
d’absence d’autres optima. Tel que décrite dansaddeo et al. [2009], la version de

I'algorithme de Blum consiste & déterminer uneesdi¢ points™ ,0? |...convergeant vers
la solutiond”, supposée unique, minimisaffd) = E[F(0)]. En dimensiord = 2, si I'on
note 9™ = (9% ,6%),kON la suite de points est telle que :

X !

) = g _5 F(Q(”) + cnex)_ F(Q(”))
X N n c

9(n+1) _ H(n) a F(g(ﬂ) + Cney)_ F(@(n))
y —Yy "% c

n

oli g = (1, 0) ete, = (0, 1), et oi{a,},, et{c,},  sont des suites réelles décroissantes en

Les contraintes auxquelles sont soumises ces cuesiainsi que les conditions générales
d’application et de convergence de I'algorithmentsitétaillées dans Broadie et al. [2009].

Remarquons qu’a chaque étape de I'algorithme, tigétude tirage d& est amputé de +
1 = 3 tirages d tirages pour estimer le gradient, ici e + ce, et oM + c.g,, et un tirage

pour le nouveau poirﬁ“‘*”. Pour un budget de points de tirage de la fonctidh supposée

colteuse, I'algorithme ne pourra pas faire appel aombre d’étapes supérieurré ). A cet
€gard, cette version de l'algorithme, faisant appeles différences finies sur un seul c6té,
dépense moins de tirages que d’autres versionsl’pstimation du seul gradient.
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Par ailleurs, les suitdan} et {cn} semblent délicates a choisir, et les écrits deadimet al.
[2009] mentionnent une grande sensibilité du cotgmoent de I'algorithme en fonction de
ces choix. En I'absence supposée d’autres infoamatsur f , nous avons opté pour un choix
par défaut classique da, =1/n etc,=1/n"*, choix proposé en premiére page dans
I'article originel Kiefer, Wolfowitz [1952]. Les pamétresa, =a,/n, ¢, =¢, /n"?, n= 1,
présentés dans Broadie et al. [2009] conduisaientai des résultats décevants pour
a, =C, =1 et les quelques choix alternatifs testés, mais nnlavons pas cherché
spécifiguement a trouver a posteriori les meillqpagametres, pour une fonctidn supposée
inconnue.

En conséquence, les résultats numériques obtemusomt représentatifs d’'un type de
trajectoire classiquement obtenue lors d'une deecestochastique de gradient, mais
certainement améliorables en terme de vitesse deecagence, les suites{a,} et {c,}

pouvant étre modifiées a cette fin.

Dans la plupart des illustrations précédentes, palgorithme a scission systematiqueg, =

10 tirages étaient opérés en chacun des pointorésplpour un budget de 2000 points
d’exploration. Le budget global de tirage Beétait donc de 2000, tirages. Le graphique

63 rend compte des points de tirage obtenus pkyotithme de Kiefer-Wolfowitz- Blum,
pour 2000 points de tirage d’'une fonctiBnsoumise a un brui, /\/n_O (figure de gauche),

ou pour 2000, tirages d’'une fonctiorF soumise a un brui, (figure de droite). Le nombre

global de tirage correspond ainsi a celui destiifii®ns précédentes. Le point initial a été tiré
aléatoirement, de facon uniforme, sur le simplextai (cf. Smith et Tromble [2004]).

Sur le graphique 63, nous constatons tout d’abargirésence de trois séries de points,
correspondant a I'ensemble des points suggeérés, giraux points décalés verticalement et
horizontalement pour I'estimation du gradient (peidécalés respectivement vers le haut et
vers la droite). Les points sont initialement assgzacésd, grand) puis sont de plus en plus

proches au fil des tirages (petits, lorsque nous sommes en principe procheeddatution).

Sur les données moins bruitées (figure de gautdseyradients estimés sont moins erratiques,
les directions choisies d’un point a l'autre étalnis stables.

Ce graphique 63 est essentiellement intéressarg ammesure ou il marque bien les
différences d’approches et de finalité entre lggodthmes de descente stochastique de
gradient et I'algorithme proposé dans le présemtaiit. Concernant l'algorithme de Kiefer-
Wolfowitz- Blum, nous pouvons notamment faire legstats suivants :

— En dehors de I'espace occupé par les trois taajes qui se dessinent, la fonctién
est tres peu explorée sur le reste de la zonectienehe, et est donc susceptible d’ignorer des
optima globaux. Cela est logique dans la mesuracus n’exigeons normalement pas d’un
algorithme d’optimisation locale gu’il fournisse optimum global.

— Par ailleurs, méme en présence supposée d’umeloiptimum, la construction de
zones de confiance pour l'optimum, a partir desstripajectoires obtenues, semble ici
délicate.
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— Des points a I'extérieur du simplexe initid} ont pu étre tirés, dans la mesure ou

f (6) pouvait prendre ici des valeurs en dehors du sixepieitial, mais I'exploitation de cet

algorithme supposerait I'introduction préalablecdatraintes.

— L’algorithme se comporte ici de facon cohérergesda mesure ou la fonctioh est
suffisamment réguliére sur une grande partie dyplsixe initial (en dehors de la premiéere
diagonale). La situation serait bien différentecas de non-dérivabilité dé sur I'essentiel

du domaineZ,.

S’agissant des criteres de convergence, l'algostita Kiefer-Wolfowitz-Blum ne permet
malheureusement pas priori de partitionner la zone de recherche initidlgen plusieurs

Zones.

En conséquence, nous ne calculerons pas ici detteEn supposant que, désigne
I'ensemble des points de tirage obtenus, noudlig&artins donc le critere, :
p, = supinf d(xy)

S X€O,
Ce critere permet de savoir s'il existe des pailetsirage proches de chacune des solutions.

L’algorithme de Kiefer-Wolfowitz-Blum recherchanhe unique solution est trés fortement
pénalisé par ce critere, car il peut converger wers solution tout en ayant des points
d’exploration trés éloignés des autres solutiomsskcond critere retenu spécifiquement pour
cet algorithme sera :

p, = inf inf d(x,y)

¥ Sy X€0,

Ce dernier critere indique juste s’il existe desmfsode tirage proches de I'une des solutions.
Les résultats obtenus sont indiqués dans le tabBSauqui correspond aux courbes du
graphique 63.

D’une part, I'algorithme de Kiefer-Wolfowitz-Blumenrecherche qu’un optimum local. Nous
devrions donc obtenir un critépe, de convergence vers un optimum global trés dégrade
rapport a I'algorithme de scission systématiquejuiesst bien le cas.

D’autre part, la recherche d’'un optimum local dotuitivement étre moins codteuse que la
recherche d’un optimum global. Les points explgné&s d’'une unique solution devraient étre
plus proches de la solution pour un algorithme tifpjsation locale et nous devrions obtenir
un critérep, meilleur. Ce n’est pas le cas ici : les mesureg gdebtenues avec l'algorithme a
scission systématique ont conduit (cf. tableau@8des points toujours tirés a une distance
p,inférieure a 3.18 de chaque solution. Or, la distangga la solution la mieux explorée est
encore inférieure @, . L’algorithme de Kiefer-Wolfowitz Blum a conduitugnt-a-lui & des
résultats de I'ordre de 0.2 pour la distange et 3.10° pour la distancep, . Notre algorithme

a donc été ici localement et globalement plus perémt. Ce dernier constat est sans doute lié
a I'absence d’optimisation spécifique des séquefm;éset {cn}, qui reste toutefois délicate a

opérera priori sur une fonction supposeée inconnue.
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Fig. 63 :Points d’explorations obtenus pour I'algorithme f&eWolfowitz-Blum, pour 2000 tirages
aveco, = 0.1/4/10 (a gauche), ou 20000 tirages aveg = 0.1 (a droite)

P> P,
Casn=2000, o, =0.1N10 0.2058 6.35 E-02
Casn=20000, o,=0.1 0.2248 3.34 E-02

Tab. 38 Critéres de convergence obtenus avec l'algorithe&igfer-Wolfowitz (pour des séquences
{a,} et{c,} non spécifiquement optimisées)

I1-5 Conclusion

Nous avons présenté un algorithme permettant derelcer des parameétres dé conduisant

a minimiser, globalement, une fonction réelle l&®itL’algorithme permet également de
construire des zones de confiance autour des paesnsolutions supposeés. L'approche
retenue s’appuie sur la définition du potentieln#fonction en un point, et sur la mesure de
l'incertitude frappant la fonction objectif entresl points déja explorés. Cette incertitude
découle d’'une part demreurs d’estimatioraux point explorés, d’autre part deseurs de
grille liées a la distance entre un point considérésgbdints explorés alentours.

L’algorithme permet de moduler facilement, au moydes deux parametres, et

a, la réitération de tirages dans un voisinage a#&stp solutions découverts, ou a l'inverse
'exploration de la fonction dans des zones engme explorées. En outre, une procédure
d’estimation de la régularité fonction objecfif permet d’ajuster les valeurs de ces deux

parametres.

Pour des dimensions pas trop élevées, une étudalengent été effectuée (cf. Rulliere et al.

[2010]). Les résultats obtenus montrent que le aotement de l'algorithme est assez

convaincant sur de nombreux points, comme sa dapdiexploration globale du domaine, sa

capacité a privilégier les zones proches des optimdaible exigence sur la régularité de la
fonction objectif, son adaptation a un bruit nutnzoe a un bruit élevé. Toutefois, lorsque la

dimension du probleme devient grande, I'algorithcoaduit a des résultats proches de ceux
obtenus par une exploration uniforme du domaintainiL’analyse détaillée de la vitesse de

convergence de l'algorithme et 'amélioration éwmtie de cette vitesse en grande dimension
constituent une suite logique de cette étude.
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Conclusion du chapitre 2

Le paysage des régimes de retraite en Francevessifie. Une panoplie large de contraintes
et d’objectifs peut étre rencontrée en pratiquendDae cadre, nous avons proposé une
modélisation du régime-type de retraite tout endi@nt certains criteres d'allocation
stratégique d’actifs (en fonction du type du réginpeovisionné, partiellement provisionné,
etc.). La stratégi€ixed-Mix une des référence en matiere d’allocation d'sctfété ensuite
explorée et mise en ceuvre dans le cas d’'un régeretdaite partiellement provisionné. Le
souci de réduction des temps de calcul lors de oeite en ceuvre nous a conduits a proposer
un algorithme d’optimisation numérique « par exatmn sélective ».

Il s’agit d’un algorithme qui vise a montrer I'imé& et la faisabilité technique d’'une grille &
pas variable, susceptible de répondre au probléanehdix entre exploration et connaissance
d'une fonction aléatoire. L'approche proposée iei wulait simple, avec notamment la
définition d’'un potentiel directionnel pour une gué dimension, puis l'agrégation de
potentiels directionnels sur 'ensemble des dinmnssill est possible que de nhombreux autres
choix puissent étre faits pour la mesure du patedtun point et d’'une zone. Les techniques
d’agrégation et de tirages peuvent également éendées de fagcon a améliorer I'efficacité
de I'algorithme sur des architectures paralléles.

Dans le chapitre suivant, nous essayons d’étusligrun autre plan, le probleme d’allocation
stratégique d'actifs. L'objectif sera, cette fois-de modifier la stratégie d’allocation et

d’étudier l'effet sur le résultat final. En partl@r, nous explorons différentes techniques
permettant de nous positionner dans un contextéockdion dynamique, différent de celui

considéreé jusque la avec l'allocation a poids camtst Fixed-Mix).
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Chapitre 3: Allocation stratégique d’actifs et modtles d’ALM
dynamique
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CONCLUSION GENERALE
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Synthese et analyse des résultats

L'étude de I'utilité des réserves pour un systerae ngpartition eta fortiori de leur gestion
reste un sujet peu exploré. Pour apprécier laigbldiun régime de retraite, les experts se
sont longtemps limités a une approche binaire nsielguelle il convenait de tout provisionner
dans le cas d’'un systeme par capitalisation etdans le cas d’'un systeme par répartition.
C’est dans ce contexte que le présent travail afaitglisé sur les modéles d’allocation
stratégiques d’actifs et sur leurs applicationsrpaugestion des réserves financieres des
régimes de retraite par répartition.

Au terme de cette étude, nous pouvons tenter gleuir certain nombre de conclusions et de
points clés des travaux présentes :

= Concernant les générateurs de scénarios éconon{igses :

- Le choix des composantes d’'un GSE est lié a satieocinale, que ce soit
en tant qu'outil d’évaluation des produits finamsidpricing) ou en tant
gu’outil de projection et de gestion des risques.

- Dans le cas ou le GSE est utilisé comme un outijedion des risques, il ne
faut pas perdre de vue qu’il ne s’agit finalemeuné @’un outil d’aide a la
prise de décision. De ce point de vue, la perfoceadu GSE ne peut étre
mesurée que sur la base de sa contribution ada gé la « bonne » décision
et non sur la base du degré de correspondancecéear®s projetés par
rapport a la distribution réelle des variables dBEG une distribution qui
reste peu accessible quel que soit les outils idiatibn et d’approximation
employés. A ce niveau, certains indicateurs de reeda performance ont
été étudiés, a savoir : l'indicateur de stabilitél'iedicateur d’absence de
biais.

- La distinction entre les aspects théoriques et isenen ceuvre lors de
I'élaboration d’'un GSE est nécessaire. Par aspleétsiques, hous notons en
particulier la conception et le choix de la struetde dépendance. Par mise
en ceuvre nous notons en particulier la déterminatie la structure de
projection des scénarios, le choix de la méthodeldg leur génération et le
calibrage du générateur.

- Au-dela de la problématique des queues de disinibbutles variables
modélisées, l'instabilité dans le temps de la dafi@gn entre les différents
facteurs de risque a été considéré comme un élémenttant lors du choix
du niveau de finesse d'un GSE. Cette importancevigmd de l'impact
significatif des hypothéses de corrélation surréssultats finaux obtenus et
ainsi sur la décision finale de l'investisseur (dasl’allocation d’actifs). Par
exemple, I'omission des régimes qui caractériseniprocessus générateurs
de la rentabilité des actions dans l'analyse derelation « inflation-
rentabilité peut introduire des biais.

Nous avons mis en évidence la nécessité de neopasestimer I'impact de
I'instabilité dans le temps des corrélations esilimportance de ne pas se
contenter des modeles log-normaux usuels et/owdélations linéaires. A
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ce niveau, nous avons essayé, en construisant U® @S8pporter des
améliorations par rapport a ce qui se pratique llesnent en proposant un
modéle de changement de régime plus global paorapp modéle initial de
Hardy [2001].

En particulier, la notion de changement de régimeété élargie pour

concerner non seulement les rendements et leslitétaties actions, comme
dans le cas du modeéle initial de Hardy [2001], naissi la matrice des
corrélations entre les différentes variables. Cetsgrice devient fonction du

régime de marché observé a une date donnée : @mataptace dans un cadre
de dépendance non linéaire. L'apport de cette ahproau niveau de
I'allocation stratégique d’actifs a été mis en @vide via une application
numérique. Les résultats obtenus confirment unersare au risque

supplémentaire par I'investisseur lors de l'utiisa de telles approches.

- Dans le cadre de notre construction d'un GSE,pbagit délicat de prétendre
obtenir des hypothéses pérennes sur les paranuktreslui-ci et de retenir
une approche de calibrage plutét qu'une autre deiere définitive. Le
processus de calibrage dépend fortement de difefacteurs (nature de
données, historique retenu, etc.) et les résutibtenus par le GSE sont
dépendent, bien évidemment, des hypothéses isitiale les différents
parameétres. Cela ne peut étre reméddéiori que par un recours a detsess
testsur les hypothéses initiales. Dans le cadre dbrage du GSE construit,
un ensemble d’outils a été présenté de manieraraepiee I'estimation de
ses différents parametres.

= Concernant les modeéles d’élaboration de I'allocatdtactif

- L'aspect mono-périodique qui caractérise les diffiés modeles classiques
déterministes de gestion actif-passif (que ce seites basées sur les
techniques d'immunisation ou celles basées suotem du surplus) limite
leur capacité a refléter de facon fiable les peatbpes d’évolution des
différentes variables financiéres, en particulier ¢ long terme. Cela
devient d’'autant plus compliqué que les variablesoasidérer sont plus
nombreuses et que la nécessité de prendre en ctespiépendances entre

les différentes variables est plus importante.

- Lors du choix des criteres de l'allocation straggg, il est nécessaire de tenir
compte du type de régime de retraite considérénfégrovisionné, régime
partiellement provisionné, régime non provisionr&). outre, quel que soit
le régime, dans le développement de I'allocatioatétjigue, une attention
particuliere peut également étre portée a la distin entre la phase de
constitution et la phase de restitution du régime.

- En guise d'illustration, la sensibilité des réstgdtde I'allocation d’actifs par
rapport aux hypotheses retenues initialement sypdeametres du GSE a été
mise en évidence dans le cadre de la straféges-Mix

- L'approche dynamique pour [lallocation stratégiqueactifs présente
'avantage théorique de la robustesse face auxgements de régime des
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marchés.L’autorisation du changement des poids des diftéertlasses
d’actifs, sur la base d’une régle de gestion biginde, constitue un élément
intéressant. Au-dela du fait que cela permet Itgjoent des expositions aux
différentes classes d’actifs (suite a I'évolutioesdconditions de marché),
cette approche peut constituer dans certaine mesreersion simplifiée et
réaliste de I'approchEixed-Mix (a poids constants). Certains de ces modeles
dynamiques ont été mis en ceuvre et détaillées rimoéant, les techniques
d’assurance de portefeuille)

- Parmi les modeles dynamiques d’allocation d’actifss techniques de
« programmation stochastique » (cf. Dantzig et HI990]) sont peu
explorées, en particulier au niveau des régimesetiaite par répartition
partiellement provisionnés. Nous sommes ainsi patti la description du
principe de base de ces techniques pour finalenrmattre en ceuvre des
technigues novatrices d'ALM.

Parallelement, une nouvelle méthodologie pour laégtion de l'arbre des

scénarios a été adoptée. La méthodologie a le andeittenir compte de la

corrélation entre les distributions des différentagables projetées et permet
de lier I'aspect linéaire de génération des scénaftel que décrit dans la
partie | de ce travail) avec les techniques de $$e1 profondément étudié

dans la partie II).

Une étude comparative du modele d’ALM ainsi dévpib@vec celui basé
sur la stratégieFixed-Mix a été effectuée. L’écart constaté en termes de
résultats peua priori étre expliqué par les parametres d’entrée de chdes
deux modéeles, qui ne permettent pas forcément deecger vers un méme
résultat.

Différents tests de sensibilité ont été par aiennis en place pour mesurer
I'impact du changement de certaines variables dléstrée sur les résultats
produits par notre modele d’ALM. Les résultats obie dans le cadre de ces
tests, indiquent une sensibilité significative ataies parametres ce qui
signifie qu’une attention particuliere doit étrendée aux hypotheses de
départ.

Concernant la régle de gestion gu’adopte, imphoéet, notre modéle
d’ALM basé sur la programmation stochastique, nawusns constaté qu’au
fur et a mesure gue nous rencontrons des scérfasiogables, I'allocation
optimale préconisée par le modéle commence a reteniplus en plus
d’actifs risqués (ex. les actions selon nos hymekE dans le cas inverse le
portefeuille se charge en actifs non risqués.

De facon générale, la programmation stochastiqueiregslomaine en pleine effervescence,
permettant d’étendre l'optimisation classique aweau des problémes stochastiques et
dynamiques tout en gardant la possibilité de résoud type de probleme. L'approche de
programmation stochastique développée dans celtestalaire, théoriquement efficiente et

relativement facile a mettre en ceuvre (implémeuoiati
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L’application de cette approche peut améliorentéefiniques actuelles utilisées par les fonds
de retraite en France en matiere d’allocation &gigtie d’actifs, souvent basées sur la simple
simulation et/ou sur l'expérience. Le modele d’ALdEveloppé (en se basant sur les
techniques de PS) pourra également servir commeappeoche de référence, dont les
résultats sont a comparer avec ceux de la strafégar-Mix Cette stratégie peut aussi
constituer un outil pour tester la fiabilité etptonalité de l'allocation de long terme obtenue
avec la stratégiEixed-Mix

Cette thése a également accordé une attentiorcydate aux technigues numériques de
recherche de I'optimum, qui demeurent des questessntielles pour la mise en place d'un
modéle d'allocation. Le point de départ était lastat d'un temps de calcul significatif di

simultanément a un nombre élevé de scénarios édquesn générés et a un nombre
d’allocations d’actifs testées également élevé.

Cela nous a conduits a une réflexion sur un algmet d’optimisation globale d’une fonction
non convexe et bruitée. L’algorithme est constapites une étude de criteres de compromis
entre, d’'une part, I'exploration de la fonction ettif en de nouveaux points (correspondant a
des tests sur de nouvelles allocations d’actifsljaaitre part 'amélioration de la connaissance
de celle-ci, par l'augmentation du nombre de tisagen des points déja explorés
(correspondant a la génération de scénarios écopesisupplémentaires pour les allocations
d’'actifs déja testées). Une application numériqulustré la conformité du comportement de
cet algorithme a celui prévu théoriquement.

L’algorithme permet de moduler facilement, au mogendeux parameétres, la réitération de
tirages dans un voisinage des points solutionsw&tts, ou a l'inverse I'exploration de la

fonction dans des zones encore peu explorées. &a, ame procédure d’estimation de la
régularité fonction objectiff permet d’ajuster les valeurs de ces deux paramdirg’agit

d'un algorithme qui vise a montrer l'intérét et fl@sabilité technique d’'une grille a pas
variable, susceptible de répondre au probleme dix abntre exploration et connaissance
d’une fonction aléatoire.

Perspectives

Les réserves contribuent a part entiere a la s$élidu régime. L'ensemble des éléments
présentés fournit des composants essentiels palorélr I'allocation stratégique d’un régime
de retraite partiellement provisionné. Une premjggespective de prolongement de ce travalil
pourra étre d'examiner I'apport de chacune desetad’actifs dites « non classiques » (tels
que l'immobilier, les obligations indexées sur flation, etc.) en tant qu’alternative
stratégique d’investissement. Nous rappelons ques da cas de l'allocation stratégique
d’actifs d’un fonds de retraite la priorité est gent donnée aux actions, aux obligations et au
monétaire, dites classes « classiques » (cf. Calirgiksd. [2001]).

En matiere de projection de grandeurs réelleseslorig terme, les actifs non classiques sont
souvent traités avec prudence et ne suscitenapgimhde part de I'intérét des décideurs. Ces
classes d’actifs se heurtent souvent aux problédies historique peu profond, d'une

liquidité insuffisante et de données confident®l(eas des fonds de couverture). Cela ne
remet pas en cause le potentiel qu’elles préseatetdnt que source de performance et/ou de
couverture supplémentaire pour les réserves gémass ce sens leurs apports a la gestion
des réserves pourront faire I'objet d’études spgeifs sur le court terme. La littérature
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présente a ce niveau différentes techniques poweamir de base a cette étude en particulier
les techniques d’Analyse par Composante PrincifgdldRoncalli [1998]).

Par ailleurs, nous notons qu’un régime de retgaierépartition provisionné (ou partiellement
provisionné) doit faire face au moins a deux risgassentiels : lI'incertitude sur I'évolution
future de ses flux techniques et le risque de phace. Le présent travail a été focalisé sur la
gestion et le contréle du deuxieme risque. Il agjpainsi intéressant la réalisation d’analyses
de sensibilité a la tendance des flux techniquesdyrisque de longévité, etc.).

Cela nous place dans un cadre d'étude plus globahgttant de définir les termes d’'un
pilotage technique du régime. Par pilotage techaigu entend les regles d’actualisation, au
fil du temps, des parametres du régime notammentalex de cotisation et de prestation en
fonction de I'évolution de la solidité financiereu drégime. L'étude des possibilités
d’application des techniques de programmation steitjue avec recours pour ce type de
problématique constitug priori un sujet prometteur.

Enfin, nous travaillons a enrichir I'algorithme g@tmisation numérique par exploration
sélective. Le cadre de son application a été jukgueduit a un cas simplifié pour des raisons
pratiqgues de mise en ceuvre. L'un des prochains défa donc de I'exploiter dans un univers
plus réaliste et plus global.
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