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❡♥ ❢❛✐s❛♥t t♦✉r♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧
❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬♦✉t✐❧s ♦ù ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❣ér❡r ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❧❛
❝❛✉s❛❧✐té ❡♥s❡♠❜❧❡✳

▲❡s s②stè♠❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts ♦✉ ❞✐str✐❜✉és s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝❧❛ssés s✉✐✈❛♥t ❞❡✉①
❝r✐tèr❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❬▲▲✾✵❪ ✿ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❧❡✉r ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❝r✐tèr❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦rt❡s
❞❡ s②stè♠❡s ❞♦♥t ❧❡s s②stè♠❡s s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ❛s②♥❝❤r♦♥❡s✱ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ❡t❝✳✳✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡ ❣❧♦❜❛❧❡ q✉✐
♦r❝❤❡str❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✭♦✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✮ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥
❡t s❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛✈❛♥t ❞✬❛✈❛♥❝❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡✳ ❈❤❛q✉❡ ét❛♣❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✐♥st❛♥t✱ ♣❤❛s❡ ♦✉ t♦✉r✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞és✐❣♥❛♥t ❝❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❞✐✛èr❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ t♦✉s

✺
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❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❛✈❛♥❝❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡
✈✐t❡ss❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝r✐tèr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r ❛✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s à
♠é♠♦✐r❡ ♣❛rt❛❣é❡✱ ❛✉① ❛♣♣❡❧s ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s à ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝❛♥❛✉① ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t✱
à ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❡t❝✳✳✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ❢♦r❝❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❝t❡✉rs à s❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ♣♦✉r é❝❤❛♥❣❡r ✉♥❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✈r❛✐ q✉❛♥❞ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛
✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ t❛♠♣♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ③ér♦✳ ❈❡❧❛ ❢♦r❝❡ ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✉ ♠❡ss❛❣❡
❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❞✬❛✉tr❡s é❝❤❛♥❣❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st
❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ t❡r♠❡ s②♥❝❤r♦♥❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s s②stè♠❡s
♦ù ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❛♥❝❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ✈✐t❡ss❡✳

▲❡s ❧❛♥❣❛❣❡s s②♥❝❤r♦♥❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s q✉✐ s♦♥t ❡①é❝✉tés ❞❡ ❢❛ç♦♥ s②♥❝❤r♦♥✐sé❡ ❡t q✉✐ ♠❛✐♥t✐❡♥✲
♥❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❬❍P✽✺❪✳ P❧✉s✐❡✉rs
❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐❡✳ ▲❛
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲
st❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣ré❝✐s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝✲
t✐♦♥s q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ♣❡♥❞❛♥t ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❙❈❈❙ ❬▼✐❧✽✵❪ ♣❛r ❘♦❜✐♥ ▼✐❧♥❡r ❡♥
✶✾✽✸✳ ❯♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❡♥ ✶✾✽✹✱ ❉✐❞✐❡r ❆✉str② ❡t ●ér❛r❞ ❇♦✉❞♦❧ ♣rés❡♥t❡♥t
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ▼❡✐❥❡ ❬❆❇✽✹❪✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r
❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♠❛✐s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✐✛ér❡♥ts ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙❈❈❙ ❛ ✉♥❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ s②♥❝❤r♦♥❡ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣♦✉r ❞és②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❧❡s
♣r♦❝❡ss✉s ❛❧♦rs q✉❡ ▼❡✐❥❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ❡t
❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♣♦✉r s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥tr❡ ❡✉①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡✉①
♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❛♥s ❙❈❈❙ ❞♦✐✈❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ❡①é❝✉t❡r
✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣❛ss❡r à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳ ❈❡❧❛ ét❛♥t ❞✐t✱ ❧❡s
❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡
♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❧✬✉♥ s♦♥t ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳

▼❛❧❣ré ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞♦♥t ❥♦✉✐ss❡♥t ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦❞✲
è❧❡s✱ ✐❧s ♥✬♦♥t ♣❛s été ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
s②♥❝❤r♦♥❡ ré❛❧✐st❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣❧✉s ♣❡r♠✐ss✐✈❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s s♦✉♣❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t ♥✬❡st ♣❧✉s ❛❝t✐✈é❡ ♣❛r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥
♠❛✐s ♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t ❞ét❡❝t❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s
♣r♦❝❡ss✉s s♦♥t ❜❧♦q✉és ❡t ✐❧ ♣❡✉t ♣❛ss❡r à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱
♣❧✉s✐❡✉rs ❧❛♥❣❛❣❡s ♦♥t ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r ❡t ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦ù ♦♥
♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣❛r❛❞✐❣♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✢♦ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭▲✉str❡ ❬❍❈❘P✾✶❪✱ ❙✐❣♥❛❧ ❬●▲●✽✼❪✱ ✳ ✳ ✳✮ ❡t ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ❝♦♥trô❧❡ ✭❊st❡r❡❧ ❬❇●✾✷❪✱ ✳ ✳ ✳✮✳ ❈❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ♦♥t été
❝♦♥ç✉s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r✱ s♣é❝✐✜❡r✱ ✈❛❧✐❞❡r ❡t ✐♠♣❧❛♥t❡r ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣s✲ré❡❧
❡♠❜❛rq✉és✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s s②stè♠❡s ❝r✐t✐q✉❡s✳ ■❧s ♦♥t été ❜ât✐ s✉r
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠✉♥ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐❡ ❡t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡
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❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❊st❡r❡❧ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❇❡rr② ❡t ●♦♥t✐❡r ❡♥ ✶✾✽✽✳ ❈✬❡st
✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t à tr❛✈❡rs ❞❡s s✐❣♥❛✉①✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉① ❝❛♥❛✉①✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♣❡rs✐st❡♥t ❞✉r❛♥t ✉♥ ✐♥st❛♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é♠✐s❡
s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t êtr❡ r❡ç✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ❝❛r❛❝✲
tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❡t
ré❛❣✐r ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞ès ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♣❡r♠❡t à
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬é❝r✐r❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞♦♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳
Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

♣r❡s❡♥t ❙ t❤❡♥ ♥♦t❤✐♥❣ ❡❧s❡ ❡♠✐t ❙ ❀

❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ t❡st❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❙✱ ❡t é♠❡t ❙ s✬✐❧ ❡st ❛❜s❡♥t✳ ❊t
s✐♥♦♥✱ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❙ ❡st ♣rés❡♥t✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✐t r✐❡♥✳ ❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ s✐❣♥❛❧ ❙ ❡st ❧♦❝❛❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ét❛t ✭♣rés❡♥t ♦✉
❛❜s❡♥t✮✳ ❙✐ ❙ ❡st ❛❜s❡♥t ❛❧♦rs ♦♥ é♠❡t ❙✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♠è♥❡ à ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✐ ❙ ❡st ♣rés❡♥t✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s é♠✐s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❊st❡r❡❧✱ ♦♥ r❡❥❡tt❡ ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✐♥❝♦rr❡❝ts
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦❞❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ❛ ♠♦t✐✈é ❧❡s
❝❤❡r❝❤❡✉rs ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s②♥❝❤r♦♥❡ ♦ù ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s
s♦♥t r❡❥❡tés ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❙▲ ❬❇❉❙✾✻❪ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s
❝❡ s❡♥s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❊st❡r❡❧ ♦ù ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧
s✬♦❜s❡r✈❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳

❈❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s s②♥❝❤r♦♥❡s ♦♥t ❝♦♥♥✉ ✉♥ s✉❝❝ès ♠❛❥❡✉r ❞❡♣✉✐s
❧❡✉r ❝ré❛t✐♦♥✳ ■❧s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❞✐✈❡rs ❞♦♠❛✐♥❡s ✭s❡r✈✐❝❡s ✇❡❜✱ ❥❡✉①
♠✉❧t✐✲❥♦✉❡✉rs✱ ❛✈✐❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ✳ ✳ ✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦✉ s✉✐t❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✉r r❡♣♦s❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r
❝❡s ♠♦❞è❧❡s ✭❘❡❛❝t✐✈❡ ▼▲ ❬▼P✵✺❪ ❡♥ ❖❈❛♠❧✱ ❘❡❛❝t✐✈❡ ❈ ❬❇♦✉✾✶❪ ❡♥ ❈✱ ❙❝❛❞❡
❬❆❉❙+✵✻❪✱ ❙✉❣❛r❈✉❜❡s ❬❇❙✾✽❪ ❡♥ ❏❛✈❛✱ ✳ ✳ ✳ ✮✳

✶✳✶ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✲
✐s♠❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts s②♥❝❤r♦♥❡s ❛✈❡❝ é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳ Pr✐♥✲
❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ s♦✉s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥❣❧❡s ❞❡ ✈✉❡✳
▲❛ s✉✐t❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ét✉❞✐é❡s q✉✐ ♦♥t ♠❡♥é ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ❧❡ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ❬❆♠❛✵✼❪ ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧
❡st ✉♥ π ❝❛❧❝✉❧ ❬▼✐❧✾✾❪ s②♥❝❤r♦♥❡ ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙▲✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ rés✉❧t❛♥t ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙▲ ♦ù ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♣❡✉✈❡♥t tr❛♥s♣♦rt❡r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❙π ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡✱ ✐✳❡✳ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t tr❛♥s♣♦rt❡r ✉♥ s✐❣♥❛❧✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉
t❡♠♣s✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❢❛✐t ♣❛ss❡r ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡
◆ q✉❛♥❞ ✐❧ ❞ét❡❝t❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❧✉s ❛✈❛♥❝❡r✳



✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s s✉r ❧❡s s✐❣✲
♥❛✉① ❞❛♥s ❙π ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❜❧♦q✉❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ tr♦✉✈❡ s❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❛♥s
❧❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡ π✲❝❛❧❝✉❧ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ❬❍❚✾✶✱ ❇♦✉✾✷❪ ❡t ❝❡✉①
q✉✐ ♦♥t s✉✐✈✐s s✉r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧à
❬❆❈❙✾✽✱ ❋●✾✽❪✳

❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❈❈❙ ❬▼✐❧✽✾❪✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡
ét❡♥❞✉❡ ❛✉ π✲❝❛❧❝✉❧ ❬❉❲✵✶✱ ▼✐❧✾✾❪✳

❉❛♥s ❬❆♠❛✵✼❪✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❙π ❡t ♦♥ ♠♦♥✲
tr❡ q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✐♥✲
tr♦❞✉✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ét✐q✉❡té❡s ♣♦✉r ❧❡ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡
π✲❝❛❧❝✉❧ ❬❍❨✾✺❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❙π✱ ❧✬❛✉t❡✉r ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥
ét✐q✉❡té❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r ❙π ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡
❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧✱ ♦ù ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r
❙π ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭♥♦♥ st❛♥❞❛r❞✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥
ét❛✐t ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s st❛t✐q✉❡s ✭✈♦✐r t❤é♦rè♠❡ ✶✻✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧
s✬❛❣✐ss❛✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❝♦ï♥❝✐❞❛✐t ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ❞❡
❙π ✭t❤é♦rè♠❡ ✷✺✮ q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬❆♠❛✵✼❪✳

▲❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♥❡ s✬❡st ♣❛s ❢❛✐t❡ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡✳
◆♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛ssés ♣❛r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ➚ ❝❤❛q✉❡
ét❛♣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❛♥❣é ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t
♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❊♥ ♠♦♥tr❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡s ❧❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts s②stè♠❡s✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ♠❡ttr❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡ ❡t
❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ❞❛♥s ❬❆❉✵✼❪✳

❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❉ét❡r♠✐♥✐s♠❡

❉❛♥s ❬▼✐❧✽✾❪✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s
ét✐q✉❡tt❡s ❛✉① réé❝r✐t✉r❡s✳ ❈❡❧❛ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ r❡✈♦✐r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✲
✐s♠❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❈❈❙✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝❡s
♥♦t✐♦♥s ♦♥t été ét❡♥❞✉❡s ❛✉ π✲❝❛❧❝✉❧ ❬P❲✾✼❪✳
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❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à ét✉❞✐❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥✐s♠❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❙π✲❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉
π✲❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s
❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✺✭✶✮✮✳

❙♦✉s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❛❝t✐✈✐té✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡
s✉✣t ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✺✭✷✮✮✳

■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ré❛❝t✐✈✐té ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
s②♥❝❤r♦♥❡ ❡st ❛ss❡③ ❤❛❜✐t✉❡❧ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ é✈✐t❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s
✐♥st❛♥t❛♥é❡s✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❛❝t✐✈✐té ❛ss✉r❡ q✉❡ t♦✉s
❧❡s ✐♥st❛♥ts t❡r♠✐♥❡♥t✳

❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛r t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❙π

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦ù ❧❛ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r s✐❣♥❛✉①✱ s✉❣❣èr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❞❡✉①
s✐t✉❛t✐♦♥s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ✿

✕ ❆✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s v1 ❡t v2 s♦♥t ❡♥✈♦②é❡s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t✳

✕ ❆✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✱ ✐❧ ♣❛r❛ît r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r❞✐r❡ ❧❛

♣r❡♠✐èr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡r q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❡ç✉❡s
à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❛✐t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡ ♣❛s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
❞❡ ❙π✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ◆♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛
❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❙π✳ ❙✬❛❣✐ss❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣r♦✲
♣r✐été ❝r✐t✐q✉❡✱ ✐❧ ♣❛r❛ît ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ▲❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ét✉❞✐és r❡♥❞
❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❝❛r ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s séq✉❡♥t✐❡❧s✳

■❧ ❡①✐st❡ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❞✐✈❡rs❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts✳ P❛r♠✐ ❝❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t
❝✐t❡r ❬P❙✾✻❪ ♦ù ❧❡s t②♣❡s s❡r✈❡♥t à ✐♠♣♦s❡r ✉♥ ♠♦❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭❡♥ ❡♥tré❡
♦✉ ❡♥ s♦rt✐❡✮ ❛✉① ❝❛♥❛✉① ❀ ❬❑P❚✾✻❪ ♦ù ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s t②♣❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣♦✉r
❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❀ ❬❑♦❜✾✽❪ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❞✬✐♥t❡r✲❜❧♦q✉❛❣❡ ❀ ❬❇❈✵✶❪ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦♥ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
♣r♦❝❡ss✉s ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❬❑❙❲✵✻✱ ❍❘✵✷❪ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ♣rés❡♥t✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r
❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ♣❛r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬●✐r✽✼❪✱
❡t ❧❡ t②♣❛❣❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❬❲❛❞✾✸❪ ❡t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❬❑P❚✾✻❪✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r✱
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉s❛❣❡ ❛✣♥❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡
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❧❡✉r ♠♦❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥✱ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t ré❝❡♣t✐♦♥ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳
P❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ✉s❛❣❡s✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✺ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳

❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉s❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡ ❙π✲❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ t♦✉t ♣r♦❝❡ss✉s
P t②♣❛❜❧❡ s❡r❛ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✺✷✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡r❛ ♣r♦✉✈é ❡♥ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣rés❡♥té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t②♣é❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✲
✜❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ♣❛s
✐♥tér❡ss❛♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ t②♣é✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❬❆❉✵✽❪✳

❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s②♥❝❤r♦♥❡ ❛✈❡❝ ❝❛♥❛✉①

❉❛♥s ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ré❝✉rs✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛✉
s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣❡rs✐st❡r ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① s✐❣✲
♥❛✉①✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦ù ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ ❡♥✈♦②é ✉♥❡
❢♦✐s ♣❡✉t êtr❡ r❡ç✉ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡s✳ ▲❡s ❝❛♥❛✉① ♦♥t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ♣❧✉s ❜❛s✐q✉❡ ♦ù ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t✳ ❯♥ ♠❡ss❛❣❡
❡♥✈♦②é s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♥❡ s❡r❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡ç✉ q✉✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s✳ ▲❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❝♦♠♠❡
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❛ ❞é❥à été ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧ ♦ù ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s✱ ❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♦♥t ✈✉
❧❡ ❥♦✉r✳ ▲❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ét❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✲
✐s♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés à ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✐♥t✲
à✲♣♦✐♥t ❬◆❙✾✼❪ ♦✉ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉✐ ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❬❑P❚✾✻❪✳
■❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞♦tés ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❡t à ❜❛s❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①
✭❝♦♠♠❡ ❙❈❈❙ ❬▼✐❧✽✵❪✱▼❡✐❥❡ ❬❆❇✽✹❪✱ ❚❈❈❙ ❬❆♠❛✵✾❪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♠♦❞✲
è❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣✉rs ✭♥❡ tr❛♥s♣♦rt❛♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✮ ❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥
❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s
s②♥❝❤r♦♥❡✱ ♥♦♠♠é ❚❛♣✐s✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡ ❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧✱
❡t ✐❧ ❡st ✐♥s♣✐ré ♣❛r ❚❈❈❙✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝❛♥❛✉① s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❛♥s ❚❛♣✐s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈♦②és ❝♦♠♠❡
♠❡ss❛❣❡ s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝❛♥❛✉①✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❙π✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❚❛♣✐s ❡st ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ✭✐✳❡✳✱ ♥♦♥ ❜❧♦q✉❛♥t❡✮✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❛♣✐s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t s✐♠✉❧❡r✱ ❞❛♥s ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r s✐❣♥❛✉① ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♥❛✉①✳ ❊t ♥♦✉s
❝♦♠♣❛r❡r♦♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❙▲ ❡t à ❙π✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❚❛♣✐s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
t②♣❡s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥✢✉❡♥ts ❡♥ ♥♦✉s ✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❝❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❙π✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
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❞✬✉s❛❣❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❝❛♥❛✉①✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s
❣❛r❛♥t✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ✻✹✮✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡
❛✉ss✐✳

❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q

P♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s t②♣és ❞❛♥s ❚❛♣✐s✱
❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❡st ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❛❣❡ ♣❛r
ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❧❡♠♠❡ ✻✵✮✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉① r✐❝❤❡s ❡t
❞✬✉s❛❣❡s✱ ❡st ét♦♥♥❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❈❡❧❛ ❛ ♠♦t✐✈é ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡
❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q ❬❈❉❚✶✵❪✳

❉✐✈❡rs ❡✛♦rts ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❛ss✐st❛♥ts à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦♥t
été ❞é♣❧♦②és✳ P❛r♠✐ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
π✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧✬❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❍❖▲ ❬▼❡❧✾✹❪ ♦✉ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ π✲
❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❈♦q ❬❍✐r✾✼❪ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡
❉❡ ❇r✉✐❥♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s
s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡ π✲❝❛❧❝✉❧ ❬❍●✾✾✱ ❉❡s✵✵❪✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✬❛❞♦♣t❡r ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ✏ ❧♦❝❛❧❧② ♥❛♠❡❧❡ss✑ ❬❆❈P+✵✽❪ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦ù
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ❡t ❧❡s ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦♠s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s
❧✐és à ❧✬❛❧♣❤❛✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡✱ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧♣❤❛✲
éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉r♦♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧
❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ s♦✉❧❡✈é ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ r❡✲
❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s
❛❞❞✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ✉s❛❣❡s✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✏t②♣❡s ❝❧❛ss❡s✑ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❬❙❖✵✽❪ ♣♦✉r ❢❛❝t♦r✐s❡r ❞❡s
✐♥t❡r❢❛❝❡s ❡t ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛✉ss✐ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❈♦q ❆❆❈ ❬❇P✶✶❪ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡
réé❝r✐t✉r❡s ♠♦❞✉❧♦ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té✳

▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ♥é❝❡ss✐té ✶ ❛♥♥é❡✴❤♦♠♠❡ ❡t ❛ ❛❜♦✉t✐t s✉r
✉♥ ♣r♦❥❡t ❞❡ ✶✷❦ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡✳ ▲❛ ❞✉ré❡ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s t❡sté ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s
rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❡s ❛✈❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥✈❡♥❛✐t ❧❡ ♣❧✉s ✭❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧✬❛✐s❛♥❝❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s✮✳ ❈❡tt❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❬❉●✶✶❪ ❡t ❡st ❞✐str✐❜✉é s♦✉s ❧❛ ❧✐❝❡♥❝❡
❧✐❜r❡ ❈❡❈■▲▲ ✷✳✵ ❬❝❡❝✵✻❪✳

✶✳✷ P❧❛♥

▲❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✏❙✐❣♥❛✉①✑ ❡t ✏❈❛♥❛✉①✑✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ♥♦✉s ❧❡ ❝♦♠♣❛r♦♥s à

s♦♥ ❛♥❝êtr❡ ❧❡ π✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
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❝❛❧❝✉❧s ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❡st
❜❛sé❡ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❙π ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ ❡t ♠♦♥tr♦♥s
q✉✬❡❧❧❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❙π✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✹✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❡t ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❞❛♥s ❙π✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉s❛❣❡s ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉①
❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ t♦✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡ t②♣❛❜❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✲
✈❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧ s②♥❝❤r♦♥❡✱ ❚❛♣✐s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❛s②♥❝❤r♦♥❡s ❝♦♠♠❡ ♠é✲
❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ✸✳✷ ❡t ♥♦✉s
❧❡ ❝♦♠♣❛r♦♥s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❙▲ ✭❞❛♥s ✸✳✸✳✶✮ ❡t ❙π ✭❞❛♥s ✸✳✸✳✷✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳ ❊♥✲
✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❡♥ ❈♦q ✭s❡❝t✐♦♥
✸✳✺✮ ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠❛❧✐sé ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❛❣❡ ♣❛r
ré❞✉❝t✐♦♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❙✐❣♥❛✉①

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❙π✲❝❛❧❝✉❧

▲❡ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ s②♥❝❤r♦♥❡ ❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ❙▲❬❇❉❙✾✻❪ ♦ù ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ s❡ ❢❛✐t à ❧❛ ✜♥ ❞❡
❧✬✐♥st❛♥t✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❙▲✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞✉ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉✈❡♥t tr❛♥s♣♦rt❡r
❞❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♣❡✉✈❡♥t tr❛♥s♣♦rt❡r ❞❡s s✐❣♥❛✉①✳ ❈❡
s♦♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞
♣rés❡♥t❡r ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞✉ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ét✉❞✐❡r ❧❡✉r sé♠❛♥t✐q✉❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❡t ét✉❞✐❡r♦♥s
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ✷✳✹✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐r♦♥s
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

❙②♥t❛①❡ ❙②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝❛té❣♦r✐❡s q✉✐ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✳ ▲❡s ♥♦♠s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ♣❡✉✈❡♥t
❞és✐❣♥❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ν ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ t❡st ❞❡ ♣rés❡♥❝❡✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ s②♥t❛①✐q✉❡
Var ✐♥❝❧✉❡♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ Sig ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ✭Val✮
s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✭Cnst✮ ❡t ❧❡s ♥♦♠s
❞❡ s✐❣♥❛✉①✳ ▲❡s ✜❧tr❡s ✭Pat✮ s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭Exp✮ s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ✜❧tr❡s✱
❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✭Rexp✮ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s s✐❣♥❛✉① à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳
❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s s♦♥t ♥♦té❡s !s ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠ ❞❡ s✐❣♥❛❧ s ❞♦♥♥é✳
■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
é♠✐s❡s s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥s✐❞éré ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡
✐❝✐ r❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❧✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ▼▲✳

✶✸
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❙✐❣♥❛✉①
Sig ::= s || t || · · ·

❱❛r✐❛❜❧❡s
Var ::= Sig || x || y || z || · · ·

❈♦♥str✉❝t❡✉rs
Cnst ::= ∗ || nil || cons || c || d || · · ·

❱❛❧❡✉rs v, v′, . . .
Val ::= Sig || Cnst(Val , . . . ,Val)

▼♦t✐❢s u, u′, . . .
Pat ::= Cnst(Var , . . . ,Var)

❙②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
Fun ::= f || g || · · ·

❊①♣r❡ss✐♦♥s e, e′, . . .
Exp ::= Var || Cnst(Exp, . . . ,Exp) || Fun(Exp, . . . ,Exp)

❊①♣r❡ss✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞éré❢ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ r, r′, . . .
Rexp ::= !Sig || Var || Cnst(Rexp, . . . ,Rexp)

|| Fun(Rexp, . . . ,Rexp)

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ ❈❛té❣♦r✐❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s

▲❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❛♥s ❙π ❡st ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

P ::= 0
|| A(e)
|| se
|| s(x).P,K
|| [s1 = s2]P1, P2

|| [v D u]P1, P2

|| P1 | P2

|| νs P
K ::= A(r)

❙é♠❛♥t✐q✉❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ m ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ✉♥
✈❡❝t❡✉r m1, . . . ,mn ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ≥ 0✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s 0 ❡st ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ t❡r♠✐♥é✱
q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t r✐❡♥✳ ▲✬❛♣♣❡❧ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡r ❞♦♥t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❡st A ❡t ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t e s❡ ♥♦t❡ A(e)✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡r A ❡st ❞é✜♥✐ ❛✈❡❝ ✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞✉ t②♣❡ A(x) = P ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ P ❛♣♣❛r❛ît
❞❛♥s x✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s se é✈❛❧✉❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ e ❡t é♠❡t s❛ ✈❛❧❡✉r s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧
s✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s s(x).P,K ❡st ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ t✐ré
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙▲✳ ■❧ t❡st❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t✳ ❙✐ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs vi, . . . , vn ♦♥t été é♠✐s❡s s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s ❛❧♦rs s(x).P,K é✈♦❧✉❡r❛ ❞❡
❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡♥ [vi/x]P ✭❝✬❡st à ❞✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x ♦♥t été r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r vi✮✳ ▲❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✱
s✐ ❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✬❛ été é♠✐s❡ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❧❛
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❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ K ❡st é✈❛❧✉é❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s [s1 = s2]P1, P2

❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❡st ✉s✉❡❧❧❡ ❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❡①é❝✉t❡ P1 q✉❛♥❞ s1 ❡t s2 s♦♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❡t P2 ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
s1 ❡t s2 s♦♥t ❞❡s ♥♦♠s ❧✐❜r❡s✳ [v D u]P1, P2 ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ❙✐
❧❛ ✈❛❧❡✉r v ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦t✐❢ u✱ ❛❧♦rs θP1 ❡st ❡①é❝✉té ♦ù θ ❡st
✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r match(v, u) = θ✳ ❙✐ v ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❛✉
♠♦t✐❢ u✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ match(u, p) =↑
❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P2✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ v
❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❡t q✉❡ p ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ c(x)✱ ♦ù c ❡st ✉♥
❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡t x ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❙✐ u ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
x✱ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s P1✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s νs P ❝ré❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s✐❣♥❛❧ s ❡t ❡①é❝✉t❡
P ✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ (P1 | P2) ❡①é❝✉t❡ P1 ❡t P2 ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

❯♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ K ❡st ❧✬❛♣♣❡❧ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡r ✭♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✮
ré❝✉rs✐❢ ♦ù s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s
s✐❣♥❛✉① à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s❡r❛ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❡♥
❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ tr❛✐t❛♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❙π ♣❧✉s
t❛r❞✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡r♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❧✐❜r❡s
❞❛♥s ❧✬❡♥t✐té p ♣❛r fn(p) ♦ù p ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♦✉ ✉♥ ✜❧tr❡ ❡t ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❧✐és ♣❛r bn(p)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❧✬❡①✲
✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ⇓ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs v1, . . . , vn✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
✉♥✐q✉❡ v t❡❧❧❡ q✉❡ f(v1, . . . , vn) ⇓ v ❡t fn(v) ⊆

⋃

i=1,...,n fn(vi)✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ⇓ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t
❞❡s ♥♦♠s ❞❡ s✐❣♥❛✉①✳

✷✳✶✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ π✲❝❛❧❝✉❧

▲❛ s②♥t❛①❡ ❞✉ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ②
❛ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
s♦✉❧✐❣♥é❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❧❧✉str❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s v1 ❡t v2✳ ➱t✉❞✐♦♥s
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❙π s✉✐✈❛♥t ✿

P = ν s1, s2 (s1v1 | s1v2
| s1(x). (s1(y). (s2(z). A(x, y) , B(!s1))

, 0)

, 0)

)

❙✐ ♦♥ ♦✉❜❧✐❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ✭é❧é♠❡♥ts s♦✉❧✐❣♥és✮ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ s1 ❡t s2 ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉①✱ ❛❧♦rs P ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥
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♣r♦❝❡ss✉s ❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ P s❡ ré❞✉✐r❛ ✈❡rs P1 ✿

P1 = νs1, s2 (s2(z).A(θ(x), θ(y)))

♦ù θ ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ θ(x), θ(y) ∈ {v1, v2} ❡t θ(x) 6= θ(y)✳ ❊♥
π✲❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P1 ❡st ❜❧♦q✉é ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s é✈♦❧✉❡r ❝❛r ✐❧ ❛ ❜❡s♦✐♥
❞✬✉♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ s✉r s2 q✉✐ ♥✬❛rr✐✈❡r❛ ♣❛s✳

❊♥ ❙π✲❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ♣❡rs✐st❡♥t ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t ❡t
P s❡ ré❞✉✐t à P2 ✿

P2 = νs1, s2 (s1v1 | s1v2 | (s2(z).A(θ(x), θ(y)), B(!s1)))

♦ù θ(x), θ(y) ∈ {v1, v2}✳
▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞ét❡❝t❡ q✉❡ P1 ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s é✈♦❧✉❡r ❡t ❝❡❧❛ ♠❛rq✉❡ ❧❛ ✜♥

❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
N

−−→ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ é✈♦❧✉❡r P2 ✈❡rs ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t ✿

P2
N
−→ P ′

2 = νs1, s2 B(v)

♦ù v ∈ {[v1; v2], [v2; v1]}✳ ❆✐♥s✐✱ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✱ ✉♥ s✐❣♥❛❧ q✉✐ ❛ été
❞éré❢ér❡♥❝é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t !s1 s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s
é♠✐s❡s s✉r s1 ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s é♠✐ss✐♦♥s s♦♥t
r❡♠✐s❡s à ③ér♦✳

✷✳✶✳✷ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐q✉❡

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ pause.K ❝♦♠♠❡ r❛❝❝♦✉r❝✐ s②♥t❛①✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s νs s(x).0,K ♦ù s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s K✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❛tt❡♥❞ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r K✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s s②♥❝❤r♦♥❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❙π✲❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥ s❡r✈❡✉r tr❛✐t❛♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s q✉✐ ♦♥t été é♠✐s❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥✲
st❛♥t ♣ré❝é❞❡♥t s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ req(s′, x)✱ ❧❡
s❡r✈❡✉r é♠❡t s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s′ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x✳

Server(s) = pause.Handle(s, !s)

Handle(s, ℓ) = [ℓD req(s′, x) :: ℓ′](s′f(x) | Handle(s, ℓ′)),Server(s) .

P♦✉r ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝ ❧❡ s❡r✈❡✉r Server(s)✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞✬✐♠✲
♣❧❛♥t❡r ✉♥ ❝❧✐❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ q✉✐ é♠❡ttr❛✐t ❞❡s r❡q✉êt❡s x s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s✳ ❯♥
t❡❧ ❝❧✐❡♥t ♣♦✉rr❛✐t r❡ss❡♠❜❧❡r ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s s✉✐✈❛♥t ✿

Client(x, s, t) = νs′ (sreq(s′, x) | pause.s′(x).tx, 0) .

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❧✐❡♥t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✜♥❛❧ s❡r❛ ❡♥✈♦②é
s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ t✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥t ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s✬❛tt❡♥❞ à ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s❡r✈❡✉r ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✱ ♣✉✐sq✉❡
❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✱ ❛✉❝✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥❡ s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s
❧❡s ✐♥st❛♥ts q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳
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✷✳✷ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❙π✲❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡tt❡ s❡❝✲
t✐♦♥ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✷✳✷✳✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉❡
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ét✐q✉❡tt❡s ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ◗✉❛♥t à
❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✷✳✷✳✷✱ ❡❧❧❡ ❞é❝r✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r
❧❡ ❙π✲❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡rt❛✐♥s ❝❤♦✐① ♦♥t été ❢❛✐ts ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❛îtr❡ ♣❛s très ♥❛t✉r❡❧s✳ ■❧s s❡r♦♥t ❥✉st✐✜és ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛❜♦r❞❡r❛ ❧❡s ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✶ ❆❝t✐♦♥s

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❝❛té❣♦r✐sé❡s✳
▲✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

act ::= α || aux (❛❝t✐♦♥s)
α ::= τ || νt sv || sv || N (❛❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s)
aux ::= s?v || (E, V ) (❛❝t✐♦♥s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s)
µ ::= τ || νt sv || s?v (❛❝t✐♦♥s ✐♠❜r✐q✉é❡s)

▲❡s ❛❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt❡ ✿ ❧✬❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ τ ✱ ❧✬❛❝✲
t✐♦♥ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ νt sv ✭♦ù ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♥♦♠s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❞❛♥s t s♦♥t
❞✐st✐♥❝ts✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s v ❡t s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ s✮✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥
sv✱ ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ N ✭❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♠♦t Next✮ q✉✐ ♠❛rq✉❡ ❧❛ ✜♥
❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t ❡t ❢❛✐t é✈♦❧✉❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✈❡rs ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ νt, t′ sv ♣♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ ♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠s ❧✐és ❡st
é❣❛❧ à t ∪ t

′✳
▲❡s ❛❝t✐♦♥s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s s♦♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ s?v q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à

✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ τ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧✬❛❝t✐♦♥ (E, V ) q✉✐ s❡rt
à ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s N ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ♣r♦❞✉✐r❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ τ ✳ ➚ ❧❛ ✜♥
❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❡❧❧❡ ❛ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦❧❧❡❝t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs é♠✐s❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s ❞❡s ❧✐st❡s✱ ré✲✐♥✐t✐❛❧✐s❡r t♦✉s ❧❡s s✐❣♥❛✉①
❡t ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ K ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s(x).P,K✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ✐♠❜r✐q✉é❡s µ, µ′, . . . s♦♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♦✉
s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲♣r♦❝❡ss✉s✱ ❡t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡
♣r♦♣❛❣é❡s ✈❡rs ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣ér✐❡✉r✳

P♦✉r ♠✐❡✉① ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥
✈❛ ✈♦✐r ❞❛♥s ✷✳✷✳✷✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s E
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs à ✉♥ ♥♦♠ ❞❡ s✐❣♥❛❧✳ ◆♦✉s
♥♦t❡r♦♥s ∅ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠ ❞❡ s✐❣♥❛❧✱
❡t [M/s] ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ M ❛✉ s✐❣♥❛❧ s ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s s✐❣♥❛✉①✳ ◆♦✉s ❞✐s♣♦s❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥✐♦♥
q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t ❡t q✉✐ ét❡♥❞ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
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◆♦✉s r❡♣rés❡♥t❡r♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s v ‖−M q✉❛♥❞ v r❡♣rés❡♥t❡
M ✳ ❈❡❧❛ ❡st ✈r❛✐ ❧♦rsq✉❡ M = {v1, . . . , vn} ❡t v = [vπ(1); . . . ; vπ(n)] ♣♦✉r ✉♥❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1, . . . , n}✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣♦s❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ✈✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛✉❝✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥❡
♣❡✉t ② ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡ ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t été é♠✐s❡ ❞❛♥s
❧✬✐♥st❛♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ V ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦✲
❝✐❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs à ✉♥ ♥♦♠ ❞❡ s✐❣♥❛❧✳ ◆♦✉s é❝r✐r♦♥s V ‖−E q✉❛♥❞
V (s) ‖−E(s) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠ ❞❡ s✐❣♥❛❧ s✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s dom(V ) ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ {s|V (s) 6= []}✳ ❙✐ K ❡st ✉♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs V (K) ❡st K ❛♣rès ❛✈♦✐r
r❡♠♣❧❛❝é ❝❤❛q✉❡ !s ♣❛r s❛ ✈❛❧❡✉r V (s)✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r V [l/s] ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ l à s ❡t V (s′) ♣♦✉r t♦✉t ❛✉tr❡ ♥♦♠ ❞❡ s✐❣♥❛❧ s′✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ét❛❜❧✐r

❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ P
(E,V )
−−−→ P ′✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛✐ts ✿

✕ P ❡st s✉s♣❡♥❞✉ ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s é✈♦❧✉❡r✱
✕ P ❛ é♠✐s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s♣é❝✐✜é❡s ♣❛r E✱
✕ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t P ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t s❡r❛ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉
♣r♦❝❡ss✉s P ′ ❡t ❞é♣❡♥❞r❛ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs st♦❝❦é❡s ❞❛♥s V ✳

■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ t❡❧❧❡ q✉❡ s❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ s❡r❛ ❞é✜♥✐❡✱ ♥❡ ❢❛✐t
♣❛s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s s✉✐✈❛♥ts ✿

sv | sv ❡t sv

▲✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣❡rs✐st❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r é♠✐s❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
êtr❡ r❡ç✉❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ré❝✉rs✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ❞❛♥s ❧✬é♠✐ss✐♦♥✳ ❈♦♥✲
s✐❞èr♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P s✉✐✈❛♥t P = s(x).Q, 0 | s(x).R, 0✳ ◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ♦ù ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✈ ❡st é♠✐s❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P | sv | · · · | sv s❡
ré❞✉✐r❛ ✈❡rs Q[v/x] | R[v/x] | sv | · · · | sv✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❧❡ r❡♠❛r✲
q✉❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝❡❧❛ ❡st ✈r❛✐ ❛✉ss✐ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡
é♠✐ss✐♦♥ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✈✳ ❙✐ t♦✉t❡❢♦✐s ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞és✐r❡ ❡♥✈♦②❡r
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✈ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬② ❛rr✐✈❡r✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r
❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r tr❛♥s♠✐s❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ν✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t
✐♠❛❣✐♥❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✉✐✈❛♥t ✿

νy s < v, y >| νy s < v, y >

♦ù ❁①✱②❃ ❡st ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✏❝♦✉♣❧❡✑✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❡ s✐❣♥❛❧ ② ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ à ❧✬❛✉tr❡✳

✷✳✷✳✷ ❙②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ét✐q✉❡té❡s

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❡t ✉t✐❧✐s❡r♦♥s
❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s✳ ▲❡ s②stè♠❡
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❡st ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
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❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ▲❛ rè❣❧❡ (out) ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣❡rs✐st❡♥t
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳ ▲❛ rè❣❧❡ (in) ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❡t
❡♥r❡❣✐str❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛ é♠✐s sv✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ rè❣❧❡ (inaux)
❡st ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ t❡❧❧❡ q✉❡ ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ π✲❝❛❧❝✉❧✳

(out)
e ⇓ v

se
sv
−→ se

(inaux )
s(x).P,K

s?v
−−→ [v/x]P

(in)
P

sv
−→ (P | sv)

❆♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡r ❡st ❞é✜♥✐ ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥
✉♥✐q✉❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ (rec) ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡
❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❛♣♣❡❧ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡rA ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
P ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s x ♦♥t été r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r v✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ e✳

(rec)
A(x) = P e ⇓ v

A(e)
τ
−→ [v/x]P

❘è❣❧❡s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ✭♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡✮ ❞é❝r✐t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
t❡sts ❞✬é❣❛❧✐té s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉①✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦♥ç❡r♥❡ ❧❡ ♣❛tt❡r♥✲
♠❛t❝❤✐♥❣ s✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ▲❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛ été ❡①♣❧✐q✉é
✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

(=sig
1 )

[s = s]P1, P2
τ
−→ P1

(=sig
2 )

s1 6= s2
[s1 = s2]P1, P2

τ
−→ P2

(=ind
1 )

match(v, u) = θ

[v D u]P1, P2
τ
−→ θP1

(=ind
1 )

match(v, u) =↑

[v D u]P1, P2
τ
−→ P2

❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❉❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♣♦sés ❞❡
❢❛ç♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r❛❣✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♦✉ ✐♥❞✐r❡❝t❡✳ ▲❛ rè✲
❣❧❡ (synch) ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s
s✬é❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ s✳ ▲❛ rè❣❧❡ (comp) q✉❛♥t à ❡❧❧❡
s❡rt à ❝♦♠♣♦s❡r ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ♦ù ❧✬✉♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ t❛♥❞✐s q✉❡
❧✬❛✉tr❡ r❡st❡ ✐♠♠♦❜✐❧❡✳

(comp)
P1

µ
−→ P ′

1 bn(µ) ∩ fn(P2) = ∅

P1 | P2
µ
−→ P ′

1 | P2

(synch)
P1

νt sv
−−−→ P ′

1 P2
s?v
−−→ P ′

2

{t} ∩ fn(P2) = ∅

P1 | P2
τ
−→ νt (P ′

1 | P
′
2)
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●❡st✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠s ❢r❛✐s ▲❡s ♥♦♠s ❢r❛✐s ❣é♥érés ❣râ❝❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ν ♣❡✉✲
✈❡♥t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐ts s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡s
rè❣❧❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ■❝✐✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ n(µ) r❡♥✈♦✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠s ❧✐és
❞❛♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ µ✳

(ν)
P

µ
−→ P ′ t /∈ n(µ)

νt P
µ
−→ νt P ′

(νex )
P

νt sv
−−−→ P ′

t
′ 6= s t

′ ∈ n(v)\{t}

νt′ P
(νt′,t)sv
−−−−−→ P ′

❘è❣❧❡s ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞é❝r✐✈❡♥t
s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❡st ❡✛❡❝t✉é✳ ▲❡s é♠✐ss✐♦♥s
s♦♥t r❡♠✐s❡s à ③ér♦ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs é♠✐s❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t s♦♥t ❝♦❧❧❡❝té❡s✳

(0)
0

∅,V
−−→ 0

(reset)
e ⇓ v v ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s V (s)

se
[{v}/s],V
−−−−−−→ 0

(cont)
s /∈ dom(V )

s(x).P,K
∅,V
−−→ V (K)

(par)
Pi

Ei,V−−−→ P ′
i i = 1, 2

(P1 | P2)
E1∪E2,V
−−−−−−→ (P ′

1 | P
′
2)

(next)
P � νs P ′ P ′ E,V

−−→ P ′′ V ‖−E

P
N
−→ νs P ′′

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ �
♣♦✉r ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ν ❡♥ têt❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s✱ ♦♥ é❝r✐t P � Q q✉❛♥❞ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ♦❜t❡♥✐r Q ❞❡ P ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t
ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲♣r♦❝❡ss✉s R | νsS ❡♥ νs(R | S) ♦ù s 6∈ fn(R)✳
❙❛♥s ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s s❡r✐♦♥s ♦❜❧✐❣és ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ s✐①✐è♠❡ rè❣❧❡
♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ♣♦✉r ❣ér❡r ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ν ❞❡ ❢❛ç♦♥
✐s♦❧é❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ P

α
−→ · ❝♦♠♠❡ r❛❝❝♦✉r❝✐ ♣♦✉r

∃P ′, P
α
−→ P ′✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P = sv1 | sv2 | s

′(x).0, A(!s) ❛❧♦rs
❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ à ❝❡tt❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✿

sv1
E1=[{v1}/s],V
−−−−−−−−−→ 0 sv2

E2=[{v2}/s],V
−−−−−−−−−→ 0 s′(x).0, A(!s)

∅,V
−−→ A(V (s))

P
E=E1∪E2,V=[[v1;v2]/s]
−−−−−−−−−−−−−−−→ 0 | 0 | A([v1; v2]) V ‖−E

νs′P
N
−→ νs′(0 | 0 | A([v1; v2]))

➚ ♣rés❡♥t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st é♥♦♥❝é✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉✈♦✐r
❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈é ❡t ❞❡ ré❛❝t✐✈✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❉ér✐✈é✮✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s Q ❡st ❞✐t ❞ér✐✈é ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s P s✐ ✿

P
α1−→ . . .

αn−−→ Q ♦ù n ≥ 0
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❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ s♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞ér✐✈é✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❘é❛❝t✐✈✐té✮✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s P ❡st ❞✐t ré❛❝t✐❢ s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❞ér✐✈é Q✱ t♦✉t❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥ τ t❡r♠✐♥❡✳

❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❞♦♥❝ ❞✐t ré❛❝t✐❢ s✐ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ✈❛ ❡①é❝✉t❡r✱ ♣❡♥❞❛♥t
❝❤❛q✉❡ ❝②❝❧❡✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ N ✳ ❙♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ♣❛s ❜❧♦q✉é ❞❛♥s
✉♥ ✐♥st❛♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❙✉s♣❡♥s✐♦♥✮✳

P ↓ s✐ ¬( P
τ
−→ · ) ✭s✉s♣❡♥s✐♦♥✮

P ⇓ s✐ ∃P ′ ( P
τ
⇒ P ′ ❡t P ′ ↓ ) ✭s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✮

P ⇓L s✐ ∃P ′ ( P | P ′ ) ⇓ ✭▲✲s✉s♣❡♥s✐♦♥✮

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ❡st s✉s♣❡♥❞✉ ❡st ❛✉ss✐ s✉s♣❡♥❞✉ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t
❡t ▲✲s✉s♣❡♥❞✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ t♦✉s ❧❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞ér✐✈és ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ré❛❝t✐❢ ♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥
❢❛✐❜❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❡t ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡st
❝❧❛✐r❡✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r♠❡t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉❡❧q✉❡s s②♥✲
❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❞❡ s❡ s✉s♣❡♥❞r❡✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P s✉✐✈❛♥t ✿
P = sv | s(x).0, 0 ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ P 6↓ ♠❛✐s q✉❡ P ⇓ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
P ′ = sv | 0✳

P♦✉r ❧❛ ▲✲s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❡♥s❡r à ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts✳ P❛r ❡①✲
❡♠♣❧❡✱ ♣r❡♥♦♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s P q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❝t✐❢ ✿

P = A(s) | ss ♦ù A(x) = x(y).A(y), 0

▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s P ♥✬❡st ♣❛s ré❛❝t✐❢ ❝❛r ✐❧ ✈❛ t♦✉❥♦✉rs ❛✈♦✐r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ τ
ré❞✉❝t✐♦♥s ♥❡ t❡r♠✐♥❡r❛ ♣❛s✳ ❉♦♥❝✱ P 6⇓✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s♦♥
❝❛❧❝✉❧ t❡r♠✐♥❡ ✉♥ ❥♦✉r s✐ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s P ′ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡①é❝✉t❡r P ′ = ss′ ✭♣♦✉r t♦✉t s′ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ s✮ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡
à P ♣❡r♠❡ttr❛ à ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣♦rt❡ ❞❡ s♦rt✐❡✳ ❆♣rès q✉❡❧q✉❡s
ré❞✉❝t✐♦♥s✱ P | P ′ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❞✉✐r❡ ❡♥ Q = s′(y).A(y), 0|ss | ss′✳ Q ❡st ❜✐❡♥
s✉s♣❡♥❞✉ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❊♥❣❛❣❡♠❡♥t✮✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s P ց s q✉❛♥❞ P
νt sv
−−−→ · ❡t

❞✐r♦♥s q✉❡ P s✬❡♥❣❛❣❡ à é♠❡ttr❡ s✉r s✱ ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t✳

✷✳✸ ❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡
❞é✜♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♦ù✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❡s ♣r♦✲
❝❡ss✉s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ➚ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t
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qq

�
�



�

�

/
NZ]`a ◦

jeton

��
◦

café
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❝❛❢é

êtr❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❬❍♦❛✽✺❪ ♦ù ✉♥❡ tr❛❝❡ s❡r❛✐t ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧
❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛②❛♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✱ ♠❛✐s ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s tr❛❝❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ■❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t q✉❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ s♦✐t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✏♠❛❝❤✐♥❡ à ❝❛❢é✑✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s
❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛ été s❝❤é♠❛t✐sé ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s
❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s tr❛❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞ès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❛✮
❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤♦✐① q✉✐ ✈❛ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❜♦✐ss♦♥ à s❡r✈✐r ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❜✮ ❧❛✐ss❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜♦✐ss♦♥ ❛♣rès ❛✈♦✐r ✐♥séré
✉♥ ❥❡t♦♥✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ sé✲
♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ s♦✐t ♣❧✉s ✜♥❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❛
❜❛s❡ ❞❡s tr❛❝❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❜❛s❡r s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✐
❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❈❈❙ ❬▼✐❧✽✾❪✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ π✲
❝❛❧❝✉❧❬▼✐❧✾✾✱ ❉❲✵✶❪ ❡t q✉✐ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s
tr❛❝❡s ❬❇■▼✾✺✱ ❏❙✾✵❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r
❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ q✉✐ s❡r❛ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s
st❛t✐q✉❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❝♦ï♥✲
❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❬❆♠❛✵✼❪ ♣♦✉r
❙π✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛ été ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
t❡①t✉❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ π✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❬❍❨✾✺❪✳

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ α

⇒ ❡st ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

α
⇒=











(
τ
−→)∗ s✐ α = τ

(
τ
⇒) ◦ (

N
−→) s✐ α = N

(
τ
⇒) ◦ (

α
−→) ◦ (

τ
⇒) s✐♥♦♥

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳
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❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✐✛èr❡♥t s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ N
−→✳ ❈❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥

♣r♦♣♦s❡ ✐❝✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥

τ✮ ❛♣rès ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ✭✐✳❡✳ N
−→✮✳

❈❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ❛♥♦❞✐♥ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✼✳

❊①❡♠♣❧❡ ✼ ✭❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✮✳ Pr❡♥♦♥s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s
s✉✐✈❛♥ts ✿

P = pause.(s′1)
Q = νs(pause.A(!s) | s1)

♦ù A(x) = [xD [1]]s′1, 0 ♦ù 1 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳
◆♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r P ❡t Q✳ ❉❛♥s P ✱ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s′ ❡st

❡①é❝✉té❡ ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P ✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st
❡♥✈♦②é❡ ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s ❡t ❡♥s✉✐t❡ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s′ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t
s✉✐✈❛♥t✳

❙✐
N
⇒ ét❛✐t ❞é✜♥✐ ❡♥ t❛♥t q✉❡

τ
⇒ ◦

N
−→ ◦

τ
⇒✱ ❛❧♦rs P ❡t Q ❛✉r❛✐❡♥t ✉♥

❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❢❛✐❜❧❡✮✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ R s✉r
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

P R Q P
α
−→ P ′ bn(α) ∩ fn(Q) = ∅

∃Q′ ( Q
α
⇒ Q′ P ′ R Q′ )

◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ≈ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡✳

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡r❛✐t
❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✈❛r✐❛♥t❡✮✮✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡
R s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭♥♦té❡ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

P R Q P
α
⇒ P ′ bn(α) ∩ fn(Q) = ∅

∃Q′ ( Q
α
⇒ Q′ P ′ R Q′ )

◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ≈w ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❢❛✐❜❧❡✳

■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ≈ ❡t ≈w ❝♦ï♥✲
❝✐❞❡♥t✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣r♦✉✈é ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✵✳

▲❡♠♠❡ ✶✵✳

✶✳ ≈ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

✷✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ≈ ❡t ≈w ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳
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Pr❡✉✈❡✳

✶✳ ▲✬✐❞❡♥t✐té ❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s s②♠étr✐q✉❡s
❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té ❡st ✈ér✐✜é❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡
≈ ◦ ≈ ❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✸ ♣r♦❝❡ss✉s
P ✱ Q✱ ❡t R t❡❧s q✉❡ P ≈ Q ≈ R ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ≈ ◦ ≈ ❡st ✉♥❡
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ≈ ❡t ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ ❧❡✉rs
❞ér✐✈és s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té
❞❡ ≈✳

✷✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡✳ P♦✉r
♠♦♥tr❡r ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ≈ ❡st ✉♥❡ ✇✲
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s✳

P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭✇✲❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡
R s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✉♥❡ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐

P R Q P
α
⇒ P ′ bn(α) ∩ fn(Q) = ∅

∃Q′ ( Q
α
⇒ Q′ P ′ ≈w ◦ R ◦ ≈w Q′ )

◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ≈′
w ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✶✷✳ ❙✐ R ❡st ✉♥❡ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs R ⊆≈w✳

Pr❡✉✈❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✵✱ ♦♥ ❛ q✉❡ ≈w ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ R ❡st
✉♥❡ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
≈w ◦R◦ ≈w ❡st ✉♥❡ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❡st ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❈♦♥t❡①t❡✮✳ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ st❛t✐q✉❡ C ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

C ::= [ ] || C | P || νs C

■❧ ❡st ❛ss❡③ ❢réq✉❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
❞❡ ❞✐✈❡rs ❧❡♠♠❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡s ♣r❡✉✈❡s ❧à✱
✐❧ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❥✉st✐✜é ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ≡
♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳
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❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✮✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ≡ ❡st
❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

✶✳ ≡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❛❧♣❤❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱

✷✳ ≡ ❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s✱

✸✳ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱

✹✳ s✐ s 6∈ fn(Q) ❛❧♦rs Q | νs P ≡ νs(Q | P )✱

✺✳ sv | sv ≡ sv✱

✻✳ se ≡ sv s✐ e ⇓ v✳

P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❣é♥èr❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❡t s❡ ré❞✉✐s❡♥t ✈❡rs
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❧❡✉r t♦✉r✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❛♥s
❧❛ s✉✐t❡✳

➚ ♣rés❡♥t✱ ♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ❧❡s
❝♦♥t❡①t❡s✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r q✉✬❡❧❧❡ ❧✬❡st ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❝❡ss✉s
❡♥❣❡♥❞rés ♣❛r q✉❡❧q✉❡s rè❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❡ ✶✺✳

✶✳ ❙✐ P1 ≈ P2 ❛❧♦rs (P1 | sv) ≈ (P2 | sv)✳

✷✳ ❙✐ P1 ≈ P2 ❛❧♦rs νs P1 ≈ νs P2 ❡t (P1 | Q) ≈ (P2 | Q)✳

Pr❡✉✈❡✳

✶✳ Pr❡♥♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R′ t❡❧❧❡ q✉❡ R′ = {((P | sv), (Q | sv)) | P ≈ Q}
❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R t❡❧❧❡ q✉❡ R = R′∪ ≈✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ R
❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (P | sv)

α
−→ · ❡t P ≈ Q✳ ■❧ ② ❛

❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝❛s ✐♥tér❡ss❛♥ts à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿
✭α = τ✮ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ (P | sv)

τ
−→ (P ′ | sv) ❡t P s?v

−−→ P ′✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ P

sv
−→ (P | sv)

τ
−→ (P ′ |

sv)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ Q sv
⇒ (Q′′ | sv)

τ
⇒ (Q′ | sv)

❡t (P ′ | sv) ≈ (Q′ | sv)✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❛r (Q |
sv)

τ
⇒ (Q′ | sv)✳

✭α = N✮ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ (P | sv)
N
−→ P ′✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s P sv
−→ (P | sv)✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥♦✉s ❛✐❞❡ à

❞é❞✉✐r❡ ✿
✕ Q

sv
⇒ (Q′′ | sv)

τ
⇒ (Q′′′ | sv)

N
−→ Q′✱

✕ (P | sv) ≈ (Q′′ | sv) ≈ (Q′′′ | sv)✱
✕ ❡t P ′ ≈ Q′✳
❆❧♦rs (Q | sv)

N
⇒ Q′✳

✷✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡

R = {(νt (P1 | Q), νt (P2 | Q)) | P1 ≈ P2} ∪ ≈

❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ✉♣ t♦ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ str✉❝✲
t✉r❡❧❧❡ ≡✳
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✭τ✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ νt (P1 | Q)
τ
−→ ·✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r s✐ P1 ♦✉ Q

❡①é❝✉t❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ τ ✱ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉❛♥❞ P1 ❡t Q s②♥❝❤r♦♥✐s❡♥t✳ ◆♦✉s
❞❡✈♦♥s ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s ❝❛s ✿

✭❛✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Q
τ
−→ Q′✱ ❛❧♦rs νt (P2 | Q)

τ
−→ νt (P2 | Q

′)✳

✭❜✮ ❙✐ P1
τ
−→ P ′

1 ❛❧♦rs P2
τ
⇒ P ′

2 ❡t P ′
1 ≈ P ′

2✳ ❉♦♥❝ νt (P2 | Q)
τ
⇒

νt (P ′
2 | Q)✳

✭❝✮ ❙✐ P1
s?v
−−→ P ′

1 ❡t Q
νt′ sv
−−−−→ Q′✳ ❈❡❧❛ ✈♦✉❞r❛✐t ❞✐r❡ q✉❡ Q ≡

νt′ (sv | Q′′) ❡t Q′ ≡ (sv | Q′′)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✺✭✶✮✱
♦♥ ❛ (P1 | sv) ≈ (P2 | sv)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ (P1 | sv)

τ
−→ (P ′

1 |

sv)✳ ❉♦♥❝✱ (P2 | sv)
τ
⇒ (P ′

2 | sv) ❡t (P ′
1 | sv) ≈ (P ′

2 | sv)✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ νt (P1 | Q)

τ
−→

· ≡ νt, t′ ((P ′
1 | sv) | Q′′) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à νt (P2 | Q)

τ
−→ · ≡

νt, t′ ((P ′
2 | sv) | Q

′′)✳

✭❞✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ P1
νt′ sv
−−−−→ P ′

1 ❡t Q
s?v
−−→ Q′✳ ❆❧♦rs P2

νt′ sv
⇒

P ′
2 ❡t P ′

1 ≈ P ′
2✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡

νt (P2 | Q)
τ
⇒ νt, t′ (P ′

2 | Q
′)✳

✭out✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s νt (P1 | Q)
νt′ sv
−−−−→ · ❡t t = t1, t2 ❡t t

′ = t1, t3
t❡❧s q✉❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❝❛❝❤❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦♠s t1 ♣❛r♠✐ ❧❡s ♥♦♠s
❞❛♥s t✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐
❡✛❡❝t✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥✳

✭❛✮ ❙✐ Q νt3 sv
−−−−→ Q′ ❛❧♦rs νt (P2 | Q)

νt′ sv
−−−−→ νt2 (P2 | Q′)✱ ❝❡ q✉✐

♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

✭❜✮ ❙✐ P1
νt3 sv
−−−−→ P ′

1 ❛❧♦rs P2
νt3 sv
⇒ P ′

2 ❡t P ′
1 ≈ P ′

2✳ ❉✬♦ù νt (P2 |

Q)
νt′ sv
⇒ νt2 (P ′

2 | Q)✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

✭in✮ P♦✉r ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♠♦❞✉❧♦ r❡♥♦♠♠❛❣❡✱
νt (Pi | Q) | sv ≡ νt ((Pi | sv) | Q) ❡t r❛♣♣❡❧❡r q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
❧❡♠♠❡ ✶✺✭✶✮✱ ♦♥ ❛ (P1 | sv) ≈ (P2 | sv)✳

✭N✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ νt (P1 | Q) ↓✳ ▼♦❞✉❧♦ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①♣r✐♠❡r Q ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬é♠✐ss✐♦♥s ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥s✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ Q ♣♦✉rr❛✐t r❡ss❡♠❜❧❡r à νtQ (SQ | IQ) ♦ù
SQ ❡st ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❡t IQ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ré✲
❝❡♣t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ νt (P1 | Q) ≡ νt, tQ (P1 | SQ |
IQ)✱ ❡t νt (P2 | Q) ≡ νt, tQ (P2 | SQ | IQ) ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡
{tQ} ∩ fn(Pi) = ∅ ♣♦✉r i = 1, 2✳

❙✐ νt (P1 | Q)
N
−→ P ❛❧♦rs P ≡ νt, tQ (P ′′

1 | Q′) ♦ù✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

♦♥ ❛ (P1 | SQ) ↓ ❡t (P1 | SQ)
N
−→ (P ′

1 | 0)✳
❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ P1 ≈ P2✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ✿

✭❛✮ (P2 | SQ)
τ
⇒ (P ′′

2 | SQ) ❀
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✭❜✮ (P ′′
2 | SQ) ↓ ❀

✭❝✮ (P ′′
2 | SQ)

N
−→ (P ′

2 | 0) ❀

✭❞✮ (P1 | SQ) ≈ (P ′′
2 | SQ) ❀

✭❡✮ (P ′
1 | 0) ≈ (P ′

2 | 0)✳

P✉✐sq✉❡ (P1 | SQ) ❡t (P ′′
2 | SQ) s♦♥t s✉s♣❡♥❞✉s ❡t ❜✐s✐♠✐❧❛✐r❡s✱

❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦✐✈❡♥t s✬❡♥❣❛❣❡r ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✻✮ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
s✐❣♥❛❧ ❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐❣♥❛❧✱ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t é♠❡ttr❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✭♠♦❞✉❧♦ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ♥♦♠s ❧✐és✮✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s νt, tQ (P ′′

2 | SQ | IQ) ❡st s✉s♣❡♥❞✉✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
r❡st❛♥t❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❡st q✉❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s
P ′′
2 ❛❝t✐✈❡ ✉♥❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❛♥s IQ✳ ▼❛✐s✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡

q✉❡ νt, tQ (P1 | SQ | IQ) ❡st s✉s♣❡♥❞✉✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ (P ′′
2 | SQ | IQ)

N
−→

(P ′
2 | 0 | Q′)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

νt (P2 | Q) ≡ νt, tQ (P2 | SQ | IQ)
τ
⇒ νt, tQ (P ′′

2 | SQ | IQ),

νt, tQ (P ′′
2 | SQ | IQ) ↓✱ ❡t νt, tQ (P ′′

2 | SQ | IQ)
N
−→ νt, tQ (P ′

2 |
0 | Q′)✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t νt, tQ (P1 | SQ | IQ) R νt, tQ (P ′′

2 | SQ | IQ)
♣❛r❝❡ q✉❡ (P1 | SQ) ≈ (P ′′

2 | SQ) ❡t νt, tQ (P ′
1 | Q

′) R νt, tQ (P ′
2 |

Q′) ♣❛r❝❡ q✉❡ P ′
1 ≈ P ′

2✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✻ ✭❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐té✮✳ ❙✐ P ≈ Q ❡t C ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ st❛t✐q✉❡
❛❧♦rs C[P ] ≈ C[Q]✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✺✳

✷✳✸✳✶ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥

▲♦rs ❞❡ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❞❡s ❝❤♦✐① t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦♥t
été ❢❛✐ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡♠❜❧❡r ♣❛s très ♥❛t✉r❡❧s à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✳ ➱t✉❞✐❡r ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥
♠♦②❡♥ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❝❡s ❝❤♦✐① ❧à✳ P♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ♥♦tr❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬❆♠❛✵✼❪ ♣♦✉r ❙π ❞♦♥t
♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛r❜❡❧é❡✮✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ R ❞é✜♥✐❡
s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛r❜❡❧é❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t P ❡t Q t❡❧s q✉❡
P R Q✱ ♦♥ ❛ ✿

❇✶ ❙✐ P
τ
−→ P ′ ❛❧♦rs ∃Q′ (Q

τ
⇒ Q′ ❡t P ′ R Q′)✳

❇✷ ❙✐ P ց s ❡t P ⇓L ❛❧♦rs ∃Q′ (Q
τ
⇒ Q′, Q′ ց s, ❡t P R Q′)✳

❇✸ ❙✐ P
N
−→ P ′′ ❛❧♦rs ∃Q′, Q′′ (Q

τ
⇒ Q′, Q′ ↓, P R Q′, Q′ N

−→ Q′′, ❡t P ′′ R Q′′)✳
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❙②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s

(
α
−→1) ❘è❣❧❡ (inaux) r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r

(in1
aux)

s(x).P,K
s?v
−−→ [v/x]P | sv

(≈1) ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✾

(
α
−→2) ❘è❣❧❡ (in) s✉♣♣r✐♠é❡ ❡t ❛❝t✐♦♥ s?v

r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r sv
(≈2) ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✾ q✉❛♥❞

α 6= sv✳ ❙✐♥♦♥ ✿

(Inp)
P R Q

(P | sv) R (Q | sv)

(
α
−→2) (≈3) ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✾ q✉❛♥❞

α 6= sv ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ rè❣❧❡

(Inp) ♣❛r ✿

P R Q P
sv
−→2 P ′

∃Q′, ( Q
sv
⇒2 Q′ ∧ P ′RQ′)

∨ (Q
τ

⇒2 Q′ ∧ P ′R(Q′ | sv))

P♦✉r ❧✬❛❝t✐♦♥ α = N ✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡✲

q✉ér✐r ✿

P R Q, (P | S)
N
−→ P ′

S = s1v1 | · · · | snvn

∃Q′, Q′′ ( (Q | S)
τ

⇒2 Q′′

∧(P | S) R Q′′

∧Q′′ N
−→2 Q′ P ′ R Q′ )

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡

◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ≈B ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛r❜❡❧é❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡✮✳ ❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡ R ❞é✜♥✐❡
s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❜❛r❜❡❧é❡ ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥s (B1− 3)✮ ❡t ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
♣♦✉r t♦✉s P ❡t Q t❡❧s q✉❡ P R Q ♦♥ ❛

❈✶ C[P ] R C[Q]✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♥t❡①t❡ st❛t✐q✉❡ C✳

◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ≈C ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✳

❆✜♥ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s ✐♥❝ré♠❡♥✲
t❛❧❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡✳ ❖♥
❛❜♦✉t✐t ❛✐♥s✐ à ✸ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s ❡t r❡❧❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ s♦♥t
❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✷✳

▲❡♠♠❡ ✶✾✳ ▲❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ≈ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ≈1✳
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Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❧❡
❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ (inaux )✳ ▲❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

▲❛ rè❣❧❡ (inaux ) ♣r♦❞✉✐t s?v q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ τ ❣râ❝❡ à ❧❛ rè❣❧❡ (sync)✳

Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s②s✲
tè♠❡s ❝♦♥s✐❞érés✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ P = se | s(x).Q,K ❡t e ⇓ v✳ ❆❧♦rs ✿

P
τ
−→ se | [v/x]Q = P ′ ❡t P τ

−→1 se | ([v/x]Q | sv) = P ′′ .

❊♥ ❙π✲❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ♣❛s ❡♥tr❡ ❧❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❛ été é♠✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♦✉ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ P ′ ❡t P ′′ s♦♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✮✳

➚ ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s②stè♠❡s
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ act

−−→1 ❡t act
−−→2✳ ❉❛♥s act

−−→2✱ ❧❛ rè❣❧❡ (in) ❛ été s✉♣♣r✐♠é❡ ❡t ❧❛
rè❣❧❡ (inaux) ❛ été ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ sv ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
❧✬❛❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ s?v✳ ❘❡♠❛rq✉❡③ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ s?v ♥✬❡st ♣❧✉s
✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ act

−−→2✳

▲❡♠♠❡ ✷✵✳

✶✳ ❙✐ P
act
−−→1 P

′ ❡t act 6= sv✱ ❛❧♦rs P
act′
−−→2 P

′ ❡t ✿
✕ ❙✐ act = s?v ❛❧♦rs act′ = sv
✕ ❙✐♥♦♥✱ act′ = act✳

✷✳ ❙✐ P
act
−−→2 P

′ ❛❧♦rs P
act′
−−→1 P

′ ❡t ✿
✕ ❙✐ act = sv ❛❧♦rs act′ = s?v
✕ ❙✐♥♦♥✱ act′ = act✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡ ❡♥ ✐♥s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s
❞❡✉① s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ❡♥ s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
str✉❝t✉r❡❧❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✶✳ ❙✐ P ≈1 Q ❛❧♦rs (P | sv) ≈1 (Q | sv)✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡
✶✺✭✶✮✳

▲❡♠♠❡ ✷✷✳ ▲❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ≈1 ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ≈2✳

Pr❡✉✈❡✳

✭≈1⊆≈2✮ ❙✐ α = sv ❛❧♦rs ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✶✳ ❙✐♥♦♥✱ P ≈1 Q ❡t
P

α
−→2 P

′✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✵✭✷✮✱ P α
−→1 P

′✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ≈1✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s Q′ t❡❧ q✉❡ Q

α
⇒1 Q′ ❡t P ′ ≈1 Q′✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡

❧❡♠♠❡ ✷✵✭✶✮✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ Q
α
⇒1 Q

′✳
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✭≈2⊆≈1✮ ❙✐ α = sv ❡t P
sv
−→1 (P | sv) ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥✱ Q α
−→1 (Q | sv)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ≈2✱ (P | sv) ≈2 (Q | sv)✳

❙✐♥♦♥✱ ✐✳❡ ❝❛s ♦ù α 6= sv✱ P ≈2 Q ❡t P α
−→1 P ′✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡

✷✵✭✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ P
α
−→2 P ′✳ ❊♥ s❡ ré❢ér❛♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ≈2✱

♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ Q′ t❡❧ q✉❡ Q
α
⇒2 Q′ ❡t P ′ ≈2 Q✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡

❧❡♠♠❡ ✷✵✭✷✮✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ Q
α
⇒1 Q

′✳

❆✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ✐❧ r❡st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r≈2 ❡t≈3✳ ■❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ r❛♣✲
♣❡❧❡r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ·

−→2✳
❆✈❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡
♣r♦✉✈❡r ❝❡s q✉❡❧q✉❡s ❢❛✐ts q✉✐ ✈♦♥t ♥♦✉s ❛✐❞❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✸✳

✶✳ ❙✐ P ≈2 Q ❡t P
N
−→ P ′ ❛❧♦rs ∃Q′, Q′′ ( Q

τ
⇒2 Q′′, Q′′ N

−→ Q′, P ≈2

Q′′, P ′ ≈2 Q
′ )✳

✷✳ ❙✐ P ≈3 Q ❛❧♦rs (P | sv) ≈3 (Q | sv)✳

Pr❡✉✈❡✳

✶✳ ❙✐ P N
−→ P ′ ❛❧♦rs P ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①é❝✉t❡r ❞❡s ❛❝t✐♦♥s τ ✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ P ≈2 Q

❡t Q τ
⇒2 Q

′′ ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t P ≈2 Q
′′✳

✷✳ ◆♦✉s ré✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✺✭✶✮✳ Pr❡♥♦♥s
R′ = {((P | sv), (Q | sv)) | P ≈3 Q} ❡t R = R′∪ ≈3✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s
♠♦♥tr❡r q✉❡R ❡st ✉♥❡ ✸✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭≈3✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (P | sv)

α
−→1

· ❡t P ≈3 Q✳ ■❧ ② ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝❛s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿

✭α = τ✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (P | sv)
τ
−→2 (P ′ | sv) ❝❛r P

sv
−→2 P ′✳ P❛r

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ≈3✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✿

✭❛✮ Q
sv
⇒2 Q

′ ❡t P ′ ≈3 Q
′

✭❜✮ ♦✉ ❜✐❡♥ P ′ ≈3 (Q
′ | sv)✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✷❛✱ (Q | sv)
τ
⇒ (Q′ | sv) ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r

q✉❡ ((P ′ | sv), (Q′ | sv)) ∈ R✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✷❜✱ (Q | sv)
τ
⇒ (Q′ | sv)

❡t ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ (P ′ | sv, (Q′ | sv) | sv) ∈ R ❡t (Q′ | sv) |
sv ≡ (Q′ | sv)✳

✭α = N✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ((P | sv) | S)
N
−→ P ′✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ≈3✱ ❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t S′ = (sv | S)

(Q | S′)
τ
⇒ Q′′ N

−→ Q′✱ (P | S′) ≈3 Q
′′ ❡t P ′ ≈3 Q

′✳

▲❡♠♠❡ ✷✹✳ ▲❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ≈2 ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ≈3✳

Pr❡✉✈❡✳
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✭≈2⊆≈3✮ ➱t✉❞✐♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡s s✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉✐
✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s P ≈2 Q ❡t P

sv
−→2 P ′✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ≈2✱ (P | sv) ≈2 (Q | sv)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ (P | sv)
τ
−→2 (P ′ |

sv) ≡ P ′✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ≈2✱ (Q | sv)
τ
⇒ (Q′ | sv) ❡t P ′ ≡ (P ′ |

sv) ≈2 (Q
′ | sv)✳ ❉❡✉① ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ✿

✶✳ ❙✐ Q sv
⇒ Q′ ❛❧♦rs Q′ | sv ≡ Q′✳ ❈❡❧❛ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♣♦✉r

❧❛ ✸✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✷✳ ❙✐ Q τ
⇒ Q′ ❛❧♦rs✱ ♠♦❞✉❧♦ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s à ❧❛
✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s P ≈2 Q✱ S = s1v1 | · · · | snvn ❡t (P |

S)
N
−→2 P ′✳ P❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (Inp)✱ (P | S) ≈2 (Q | S)✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r ❧❡

❧❡♠♠❡ ✷✸✭✶✮✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐s❡ ♣❛r ❧❛ ✸✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡
♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✷✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❛♥t
à (P | S) ❡t (Q | S)✳

✭≈3⊆≈2✮ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ (Inp) ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✷✸✭✷✮✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✷✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❡st ✉♥ ❝❛s s♣é❝✐❛❧ ❞❡ ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧❛ ✸✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦ù S ❡st ✈✐❞❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✺ ✭❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡✮✳ ❙✐ P ❡t Q s♦♥t
❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ré❛❝t✐❢s✱ ❛❧♦rs P ≈ Q s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ P ≈C Q✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ s✉✐✈❛♥t q✉❡❧q✉❡s ét❛♣❡s✳ ❈❡s
ét❛♣❡s ♦♥t été ❡①♣❧✐❝✐té❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t é♥♦♥❝és ❡t ♣r♦✉✈és
❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❬❆♠❛✵✼❪✱ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ❡st ❝❛r❛❝✲
tér✐sé❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ≈3 ♦ù ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s
é♠✐ss✐♦♥s s♦♥t ❢♦r♠✉❧é❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

P R Q P ⇓L P
νt sv
−−−→2 P

′ {t} ∩ fn(Q) = ∅

Q
νt sv
⇒2 Q′ P ′ R Q′

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ s✐ P ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ré❛❝t✐❢ ❛❧♦rs P ⇓L✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❧❛ ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐✈✐té ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦ù ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡❢✲
❢❡❝t✉❡r P sv

−→ (P | sv)✳ ❉♦♥❝✱ s✐ P ❡st ré❛❝t✐❢✱ ❛❧♦rs (P | sv) ❧✬❡st t♦✉t ❛✉t❛♥t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ré❛❝t✐❢s ❛❧♦rs t♦✉s
❝❡✉① ❝♦♥s✐❞érés ♣❛r ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡ s❡r♦♥t ❛✉ss✐✳ ❈❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ré❛❝t✐❢s P s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été P ⇓L✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ≈3

❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❬❆♠❛✵✼❪✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ q✉✐

r❡❧✐❡ ❝❡s ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
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■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡
♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ré❛❝t✐❢s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ✐❞❡♥t✐✜❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ▲✲s✉s♣❡♥❞✉s✳ P❛r ❡①✲
❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P = s(x).A(x), 0 ♦ù A(x) = x(y).A(y), 0
❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ P ≈ 0 ♠❛✐s P 6≈C 0✳

✷✳✹ ❉ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❡t ❈♦♥✢✉❡♥❝❡

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❡t ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ♣♦✉r ❈❈❙ ❞❛♥s
❬▼✐❧✽✾❪ ♦ù ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ré❡❝r✐t✉r❡ ❡t ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t
❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❜✐❡♥
❝❤♦✐s✐❡✳ P✉✐s✱ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ♦♥t été ét❡♥❞✉❡s ❛✉ π✲❝❛❧❝✉❧ ❬P❲✾✼❪✳ ➚ ♣rés❡♥t✱
♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
❙π✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ♣♦✉r ❈❈❙ ❡t ❧❡ π✲❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❙π✱ ✐❧
s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ré❛❝t✐❢s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳

◆♦✉s ❞é♥♦t❡r♦♥s ♣❛r ǫ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞❡ ❡t ♣❛r s = α1 . . . αn ❧❛ séq✉❡♥❝❡
✜♥✐❡ ✭♣♦ss✐❜❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ τ ✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐s✲
s♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

s
⇒=

{

τ
⇒ s✐ s = ǫ
α1⇒ · · ·

αn⇒ s✐ s = α1 · · ·αn

❉✬❛♣rès ❬▼✐❧✽✾❪✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✐ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠ê♠❡ s✉✐t❡ ❞✬❛❝t✐♦♥s rés✉❧t❡ ❡♥ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♠♦❞✉❧♦ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
sé♠❛♥t✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭❉ét❡r♠✐♥✐s♠❡✮✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡
séq✉❡♥❝❡ s✱ s✐ P

s
⇒ Pi ♣♦✉r i = 1, 2 ❛❧♦rs P1 ≈ P2✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ t♦✉t ♣r♦❝❡ss✉s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡st τ ✲✐♥❡rt❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭τ ✲✐♥❡rt❡✮✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st τ ✲✐♥❡rt❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉s s❡s ❞ér✐✈és
Q✱ Q

τ
−→ Q′ ✐♠♣❧✐q✉❡ Q ≈ Q′✳

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡t ❧❡ rés✐❞✉ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✮✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ↓ ❡st ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ré✢❡①✐✈❡ ❡t s②♠étr✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s
t❡❧❧❡ q✉❡ α ↓ β ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ α, β 6= N ♦✉ α = β = N ✳
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❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t N ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝
❡❧❧❡✲♠ê♠❡ s❡✉❧❡♠❡♥t t❛♥❞✐s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s
❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡✈r❛✐t ❛✉t♦r✐s❡r ❧❛ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❡①é❝✉té❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r
❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ rés✐❞✉ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ α\β q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡ q✉✬✐❧ r❡st❡ à ❡①é❝✉t❡r ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥
α ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡①é❝✉té β✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭❘és✐❞✉ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✮✳ ▲❡ rés✐❞✉ ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ α\β ❡st ✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t q✉❛♥❞ α ↓ β ❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s
é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

α\β =







τ s✐ α = β

νt\t′sv s✐ α = νt sv ❡t β = νt′s′v′

α s✐♥♦♥

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦ù ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❧♦r❡ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦♠✲
♣❛t✐❜❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡✮✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s P ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉s s❡s
❞ér✐✈és Q ✿

Q
α
⇒ Q1 Q

β
⇒ Q2 α ↓ β

∃Q3, Q4 ( Q1
β\α
⇒ Q3 Q2

α\β
⇒ Q4 Q3 ≈ Q4 )

❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡
❧♦❝❛❧❡✱ q✉✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ✈ér✐✜❡r✳ ❊❧❧❡ s✬é♥♦♥❝❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✮✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s P ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t
s✐ ♣♦✉r t♦✉s s❡s ❞ér✐✈és Q ✿

Q
α
−→ Q1 Q

β
−→ Q2 α ↓ β

∃Q3, Q4 ( Q1
β\α
⇒ Q3, Q2

α\β
⇒ Q4, Q3 ≈ Q4 )

■❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ s♦♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❝♦♥✢✉❡♥ts✱ ♠❛✐s ♣❛s ❝♦♥✢✉❡♥ts✳ ❯♥ t❡❧ ♣r♦❝❡ss✉s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ A = s1 ⊕ B
♦ù B = s2 ⊕ A✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛tt❡♥t✐❢ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s
♥✬❡st ♣❛s ré❛❝t✐❢✳ P♦✉r ❝❡✉① ❧à✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡
s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳

➚ ❝❡ st❛❞❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t
❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❝❤❛q✉❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ sé♣❛ré♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✷✳ ❙✐ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t ❛❧♦rs ✐❧ ❡st τ ✲✐♥❡rt❡ ❡t ❞ét❡r✲
♠✐♥✐st❡✳



✸✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ❙■●◆❆❯❳

Pr❡✉✈❡✳

Pr❡♥♦♥s S = {(P, P ′) | P ❝♦♥✢✉❡♥t ❡t P τ
⇒ P ′} ❡t ❞é✜♥✐ss✐♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

R t❡❧❧❡ q✉❡R = S∪S−1✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡R ❡st ✉♥❡ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✉♣ t♦ ✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❧❡♠♠❡ ✶✷✮✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡
R ❡st s②♠étr✐q✉❡ ❡t ré✢❡①✐✈❡✳ P♦✉r ❧❡ r❡st❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ P ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t
❡t q✉❡ P

τ
⇒ Q ✭❧❡ ❝❛s ♦ù Q s❡ ré❞✉✐t à P ❡st ✉♥ ❝❛s s②♠étr✐q✉❡✮✳ ❙✐ Q α

⇒ Q1

❛❧♦rs P α
⇒ Q1 ❡t Q1 R Q1✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ s✐ P α

⇒ P1 ❛❧♦rs✱ ♣❛r ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ P2 ❡t Q1 t❡❧s q✉❡ P1

τ
⇒ P2✱ Q

α
⇒ Q1✱ ❡t P2 ≈ Q1✳ ❖♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t

q✉❡ P1 R ◦ ≈ Q1✳

❉♦♥❝ s✐ P ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t ❡t P τ
⇒ P ′ ❛❧♦rs P ≈ P ′✳ ❊t ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t ❞ér✐✈é

Q ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥✢✉❡♥t P ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✱ ❛❧♦rs s✐ P ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st
❛✉ss✐ τ ✲✐♥❡rt❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿

P1 ≈ P2 P1
α
⇒ P3 P2

α
⇒ P4

P3 ≈ P4
.

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ∃P5 ( P2
α
⇒ P5, P3 ≈ P5 )✳ P❛r ❝♦♥✢✉✲

❡♥❝❡✱ ∃P6, P7 ( P5
τ
⇒ P6, P4

τ
⇒ P7, P6 ≈ P7 )✳ ❊♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s

❡♥ q✉❡st✐♦♥ s♦♥t τ ✲✐♥❡rt❡s ❡t ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ P3 ≈ P4✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐tér❡r ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ s✐ P α1⇒ · · ·
αn⇒

P1 ❡t P α1⇒ · · ·
αn⇒ P2 ❛❧♦rs P1 ≈ P2✳

▲❡s ❛❝t✐♦♥s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣❛rt❛❣❡♥t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧
❡st ✈ér✐✜❛❜❧❡ q✉❡ s✐ P νtsv

−−−→ P ′ ❛❧♦rs P ≡ νt(sv | P ′′) ❡t P ′ ≡ (sv | P ′′)✳ ▲❡s
❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s s♦♥t rés✉♠é❡s
❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
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▲❡♠♠❡ ✸✸ ✭❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ❞❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s✮✳

(in − τ)
P

sv
−→ (P | sv) P

τ
−→ P ′

(P | sv)
τ
−→ (P ′ | sv) P ′ sv

−→ (P ′ | sv)

(in − in)
P

sv
−→ (P | sv) P

s
′
v
′

−−→ (P | s′v′)

(P | sv)
s
′
v
′

−−→ (P | sv) | s′v′ (P | s′v′)
sv
−→ (P | s′v′) | sv

(P | sv) | s′v′ ≡ (P | s′v′) | sv

(out − τ)
νt(sv | P )

νt sv
−−−→ (sv | P ) νt(sv | P )

τ
−→ νt(sv | P ′)

(sv | P )
τ
−→ (sv | P ′) νt(sv | P ′)

νt sv
−−−→ (sv | P ′)

(out − in)
νt(sv | P )

νt sv
−−−→ (sv | P ) νt(sv | P )

s
′
v
′

−−→ νt(sv | P ) | s′v′

(sv | P )
s
′
v
′

−−→ (sv | P ) | s′v′ νt(sv | P ) | s′v′
νt sv
−−−→ (sv | P ) | s′v′

(out − out)

νt(s1v1 | s2v2 | P )
νt1 s1v1−−−−−−→ νt\t1 (s1v1 | s2v2 | P )

νt(s1v1 | s2v2 | P )
νt2 s2v2−−−−−−→ νt\t2 (s1v1 | s2v2 | P )

νt\t1 (s1v1 | s2v2 | P )
νt2\t1 s2v2
−−−−−−−−→ (s1v1 | s2v2 | P )

νt\t2 (s1v1 | s2v2 | P )
νt1\t2 s2v2
−−−−−−−−→ (s1v1 | s2v2 | P )

◆♦t❡③ q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✸ ❝♦✉✈r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬❛❝✲
t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❝❛s ♠♦❞✉❧♦ s②♠étr✐❡ ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
str✉❝t✉r❡❧❧❡✳ ▲❡s s❡✉❧s ❝❛s ♥♦♥ ❝♦✉✈❡rts s♦♥t ❝❡✉① ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s α ❡t β
❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❡t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {τ,N}✳

▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥✢✉❡♥t s♦✐t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡st ✉♥ ❢❛✐t ❝♦♥♥✉ ❡t
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡❧❛ ❡st ✈r❛✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡s✲
s✉s ❝♦♥✢✉❡♥ts s♦♥t τ ✲✐♥❡rt❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡
s♦✐t ❝♦♥✢✉❡♥t ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ ❙π✲❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❛❝✲
t✐♦♥s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s
❛❝t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉
π✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛❞r❡✱
❧❡s é♠✐ss✐♦♥s s✉r ❝❛♥❛✉① ♥❡ ❝♦♠♠✉t❡♥t ♣❛s ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ ♣❡rs✐st❡♥t ♣❛s ❞✉r❛♥t
❧✬✐♥st❛♥t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① é♠✐ss✐♦♥s s✉r s✐❣♥❛✉①✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡ ❢❛✐t✱
♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t ❡♥ ❈❈❙ ✿

P = a+ b

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P ♣❡✉t é✈♦❧✉❡r ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
s✉✐✈❛♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡①é❝✉té❡✳ ❆♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ s❡s ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❧♦r❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳ ▼❛❧❣ré ❝❡❧❛✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱
❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✹✳ ❚♦✉t ♣r♦❝❡ss✉s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳
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Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s P ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st
❛✉ss✐ τ ✲✐♥❡rt❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Q ❡st ✉♥ ❞ér✐✈é ❞❡ P ✱ α ↓ β✱ Q α

⇒ Q1 ❡t

Q
β
⇒ Q2✳
❙✐ α = β ❛❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✱ Q1 ≈ Q2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

♥♦t❡③ q✉❡ α\β = β\α = τ ❡t q✉❡ Qi
τ
⇒ Qi ♣♦✉r i = 1, 2✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù α 6= β ❡t✱ ♠♦❞✉❧♦ ❝❛s s②♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✺ ❝❛s à

❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✺ s✐t✉❛t✐♦♥s ❞é❥à ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡
✸✸✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦ù β = τ ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ Q ≈ Q2✱ ♣✉✐sq✉❡ Q ❡st τ ✲
✐♥❡rt❡✳ P❛r ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ Q2

α
⇒ Q3 ❡t Q1 ≈ Q3✳ ❊♥✜♥✱ α\τ = α✱ τ\α = τ ✱ ❡t

Q1
τ
⇒ Q1✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ s♦♥t r❡♠♣❧✐❡s✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ✸ ❛✉tr❡s ❝❛s q✉✐ r❡st❡♥t ♦ù α ❡t β s♦♥t

❞✐✛ér❡♥ts✱ ❛❝t✐♦♥s ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ♦✉ ré❝❡♣t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Q ❡st τ ✲

✐♥❡rt❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡ ❝❛s ♦ùQ
α
⇒ Q1 ❡tQ

β
−→ Q′

2
τ
⇒ Q2✳

➚ ♣rés❡♥t✱ ❡♥ ✐tér❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✸✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿

Q (
τ
−→)n Q′

1 n ≥ 1 Q
β
−→ Q′

2

∃Q′′
2 ( Q′

1
β
−→ Q′′

2 Q′
2 (

τ
−→)n Q′′

2 )

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ♦ù Q
α
−→ Q′

1
τ
⇒ Q1 ❡t Q

β
−→

Q′
2

τ
⇒ Q2✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✸✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿Q′

1

β\α
−−→ Q3✱Q′

2

α\β
−−→ Q4✱

❡t Q3 ≡ Q4✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s
♠❛♥✐♣✉❧és s♦♥t τ ✲✐♥❡rt❡s✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❝❧♦r❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✺✳

✶✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳

✷✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ré❛❝t✐❢ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉s s❡s
❞ér✐✈és Q ✿

Q
α
−→ Q1 Q

α
−→ Q2 α ∈ {τ,N}

∃Q3, Q4 (Q1
τ
⇒ Q3 Q2

τ
⇒ Q4 Q3 ≈ Q4)

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♣r♦✉✈é❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts
♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✷ ❡t ✸✹✳

➚ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡q✉✐s❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬●❙✾✻❪✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❝❛♣❛❜❧❡s
❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐✈✐té✱ s✉✣s❡♥t ♣♦✉r
❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ❛✉ ❝❛s
❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ét✐q✉❡té❡s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❬◆❡✇✹✷❪ st✐♣✉❧❡ q✉❡ t♦✉t❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡ ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳
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❋❛✐t ✸✻ ✭❬●❙✾✻❪✮✳ ❙✐ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ré❛❝t✐❢ ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t ❛❧♦rs ✐❧
❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♠✉❡tt❡s τ
❝♦♠♠✉t❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦rt❡✳ ❈❡❧❛ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ α

 q✉✐ ❡st
❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ α

−→ ∪ Id ♦ù Id ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐❞❡♥t✐té✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼✳ ❯♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉s s❡s ❞ér✐✈és Q ✿

Q
τ
−→ Q1 Q

τ
−→ Q2

∃Q′ (Q1
τ
 Q′ Q2

τ
 Q′)

Q
N
−→ Q1 Q

N
−→ Q2

Q1 ≈ Q2

Pr❡✉✈❡✳ ❆♣♣❡❧♦♥s P ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t s✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼✳ Pr❡♥♦♥s S = {(P,Q) | P ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t ❡t (P ≡
Q ♦✉ P

τ
−→ Q)} ❡t R = S ∪ S−1✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s

❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❧❡♠♠❡s✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ R ❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛
♥♦✉s ❛✐❞❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t ❛❧♦rs ✐❧ ❡st
❛✉ss✐ τ ✲✐♥❡rt❡✳

◆♦t❡③ q✉❡ s✐ P α
−→ Pi✱ ♣♦✉r i = 1, 2✱ ❡t α ❡st s♦✐t ✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ s♦✐t ✉♥❡

ré❝❡♣t✐♦♥ ❛❧♦rs P1 ≡ P2✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✸ ❡t ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ P ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t✱ ❝❛r ♦♥
❛rr✐✈❡ à ❝❧♦r❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ P α

⇒ Pi

♣♦✉r i = 1, 2✱ ❛❧♦rs P1 ≈ P2✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❧❡
❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳

✷✳✺ ❉ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ♣❛r t②♣❛❣❡

P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✿ r❡str❡✐♥❞r❡
❧❡s ❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛r t②♣❛❣❡✳ ●râ❝❡ ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ❧❡s ♣r♦❝❡s✲
s✉s s❡r♦♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t❡r♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s t②♣❡s✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ✐♥térêts
❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡ ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ♣♦✉rr❛✱ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱
êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s s②♥❝❤r♦♥❡s ♦✉ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✉❣✲
❣èr❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s
s♦♥t ✿

✶✳ ❆✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡ç✉❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t✳ ▲❡ ♣r♦✲
❝❡ss✉s s✉✐✈❛♥t ✐❧❧✉str❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✿ sv1 | sv2 | s(x).P,K✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧✬❛❝✲
t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡①é❝✉té❡✱ ❧❡
♣r♦❝❡ss✉s rés✉❧t❛♥t s❡r❛ ❞✐✛ér❡♥t✳
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✷✳ ➚ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡
s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞♦♥♥é✳ ❈❡❧❛ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ✿ sv1 | sv2 | pause.A(!s)✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✱ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡r A ♣♦✉rr❛✐t
❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ !s✳

P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✲
❞✐r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✲
✉❧✐❡r✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✈❛❧✐❞❡ s✐ ♦♥ ❛ ❧❛ ❣❛r❛♥t✐❡ q✉❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❡✛❡❝t✉é ♣❛r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ A ✭❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❚❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ✉s❛❣❡s
❞❡ s✐❣♥❛✉① ❛✣♥❡s ♣♦✉r ✐♥t❡r❞✐r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é❝♦✉✈r✐r ✉♥❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉s❛❣❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣♦s❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳

✷✳✺✳✶ ❯s❛❣❡s

❊♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉✬✉♥ ✉s❛❣❡ ❡st ✉♥ é❧é✲
♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L = {0, 1,∞}✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ L ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❝♦♠♠❡♥t
✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✿

✕ 0 ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❡①✐st❡ ♠❛✐s ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✱
✕ 1 ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s✱
✕ ❡t ∞ ♥✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉❝✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡✳
❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡♥✉❡ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳

▲❡s ✉s❛❣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ⊕
❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ 0 ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ♣♦✉r ⊕ ✿ P♦✉r t♦✉t ✉s❛❣❡ a✱ a⊕ 0 = 0⊕ a = a✳
✕ ∞⊕∞ = ∞
✕ ▲❡s ❝❛s r❡st❛♥ts s♦♥t ✐♥❞é✜♥✐s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ 1⊕1 ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ❝❛r
t♦✉t❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❛✣♥❡ ❞♦✐t ❧❡ r❡st❡r✳ ❚♦✉t❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r 1⊕ 1
❝❛ss❡r❛ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ⊕✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣♦✉r
❧❡s ✉s❛❣❡s ✿ a ≤ b s✐ ∃c t❡❧ q✉❡❧ a⊕c = b✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡✱
0 ❞❡✈✐❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t t❛♥❞✐s q✉❡ 1 ❡t ∞ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳
❊t✱ s✐ a ≤ b✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ⊖
♦ù a ⊖ b ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬✉s❛❣❡ c ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ t❡❧ q✉❡ a = b ⊕ c✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ a⊖ 0 = a✱
✕ 1⊖ 1 = 0✱
✕ ❡t ∞⊖∞ = ∞

▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✉s❛❣❡s t❡❧❧❡ q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❡st ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❣ér❡r
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣✉r❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦ù✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛②❛♥t
❧✬✉s❛❣❡ 1 ❛✉r❛✐❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ♣♦✐♥t❛♥t s✉r ❡✉① ❬❲❛❞✾✸❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s
t❡❧❧❡ q✉❡ ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s✱ ❝❛♥❛✉① ♦✉ ❡♥❝♦r❡ s✐❣♥❛✉①✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ✉s❛❣❡
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♣❡✉t êtr❡ ❡♥r✐❝❤✐ ♣♦✉r ✐♥❝❧✉r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉❛♥t à s♦♥ ✉t✐❧✐s❛✲
t✐♦♥ ♣♦✉r ✿

✶✳ é♠❡ttr❡ ✭♦✉ é❝r✐r❡✮

✷✳ r❡❝❡✈♦✐r ✭♦✉ ❧✐r❡✮

✸✳ ❡t r❡❝❡✈♦✐r à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ✉♥ ✉s❛❣❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ tr✐♣❧❡t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ L✱ ❞♦♥❝
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ L3✳ P❛r♠✐ ❧❡s ✷✼ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬✉s❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (a, b, c) ♣♦✉r
a, b, c ∈ L✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛✐t q✉❡ ✺ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐ts ❞❛♥s
❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ❉❡ ♥♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ✉♥ s✐❣♥❛❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r
é♠❡ttr❡ ♦✉ r❡❝❡✈♦✐r ♥✬❡st ♣❛s ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ◆♦✉s ❡①❝❧✉♦♥s ❞♦♥❝ t♦✉s ❧❡s ✉s❛❣❡s
♦ù a = 0 ♦✉ ❜✐❡♥ b ❡t c s♦♥t é❣❛✉① à 0✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈❡r♦♥s ❝❡s ✉s❛❣❡s ❧à ♣❧✉s
t❛r❞✱ ♠❛✐s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❡st rés✉♠é❡
♣❛r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ▲❡s ✺ ❣r♦✉♣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
tr♦✉✈és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✈✐sés ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s ❣r♦✉♣❡s ✿ ✭✶✮ ❝❡✉① q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❡t ✭✷✮ ❝❡✉① q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t ✿

✶✳ P✉✐sq✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ❛❧♦rs b
❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧ à 0✳ ❆✉tr❡♠❡♥t✱ ♦♥ r✐sq✉❡ ❞❡ t♦♠❜❡r ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥
♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ c✳ Pr❡♥❞r❡ c = 0 ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s tôt✳ ◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❞❡ s✐❣♥❛✉① ♦ù c = 1 ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦♠♠❡r❛ e3 ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♦ù c = ∞ ❡t
q✉✐ s❡r❛ ♥♦♠♠é❡ e1✳

✷✳ ❙✐ ♦♥ ✜①❡ a = 1✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ❝❤♦✐① q✉❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs
♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ b ❡t c✳

✭❛✮ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♣r♦❝❡ss✉s s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐té✳
P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠❡ttr❡ b = 0 ∧ c = 1 ♦✉ ❜✐❡♥ b = 1 ∧ c = 0✳

✭❜✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛✐ss❡r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ❡t ❛ss✐❣♥❡r ❞♦♥❝ b =
∞∧ c = ∞✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛tt❡♥t✐❢ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝❛té❣♦r✐❡s
q✉✐ s♦♥t (1,∞, 1) ❡t (1, 1,∞)✳ ❇✐❡♥ q✉❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ✭♣♦✉r ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ✏♥♦♥ ❛✣♥❡✑✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é❝✐❞é ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r✳ ❊❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
❛ss❡③ s♣é❝✐✜q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s tr♦✉✈é ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s
✐♥tér❡ss❛♥ts✳

➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ✺ ✉s❛❣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① tr♦✉✈és ❣râ❝❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ✉s❛❣❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❞ér✐✈és ❞❡s ✉s❛❣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡♥ r❡♠✲
♣❧❛ç❛♥t ❞❡s 1 ♣❛r ❞❡s 0✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ◆♦t❡③ q✉❡
❝❡rt❛✐♥s ✉s❛❣❡s ✭t❡❧ q✉❡ (1, 0, 0)✮ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡tt❡
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b?
0

yyrrrrrrrrrr

1
��

∞

&&MMMMMMMMMMM b?

0

��
(1, 0, 1) (1, 1, 0) (1,∞,∞) c?

1

xxqqqqqqqqqqqq

∞

��

(∞, 0, 1) (∞, 0,∞)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❈❤♦✐① ❞❡s ✉s❛❣❡s

✉s❛❣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✉s❛❣❡s ❞ér✐✈és
e1 = (∞, 0,∞) ❴
e2 = (1,∞,∞) (0,∞,∞)
e3 = (∞, 0, 1) (∞, 0, 0)
e4 = (1, 0, 1) (1, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 0)
e5 = (1, 1, 0) (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 0)

❚❛❜❧❡ ✷✳✸ ✕ ❈❛té❣♦r✐❡s ❞❡s ✉s❛❣❡s

❛♠❜✐❣✉ïté ❡st rés♦❧✉❡ ❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ s♦✐t ♠❡♥✲
t✐♦♥♥é❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❞❡
s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① ✉s❛❣❡s ❞❛♥s L3 à ♣❛rt✐r ❞❡
❝❡❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ✉s❛❣❡s ❞❛♥s L✳

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ s②♥❝❤r♦♥❡✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✉s❛❣❡s
❞❡ s✐❣♥❛✉① ❞✉r❛♥t ❧❡ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❞✬✉✲
t✐❧✐s❡r ❞❡s ✉s❛❣❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦ts ✐♥✜♥✐s s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t L3✱
✐✳❡✳ t♦✉t xω ♦ù x ∈ L3✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ♣❧✉s ✜♥❡s✱ ♥♦✉s
s❡r♦♥s ❛♠❡♥és à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✉s❛❣❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xyω ♦ù x, y ∈ L3✳
❈❡✉① ❧à ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞ér✐✈és ❞❡s ✉s❛❣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s U ♣♦✉r ❞é♥♦t❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
✉s❛❣❡s ❡t U(i) ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✉s❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ i✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , 5✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ⊕ ♥✬❡st ❞é✜♥✐❡ q✉❡ ♣♦✉r
u, u′ ∈ U(i) ❡t q✉❡ u⊕ u′ ∈ U(i) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ {1, . . . , 5}✳

❙✐ u ∈ U ❛❧♦rs ↑ u✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ s❤✐❢t ❞❡ u✱ ❡st ❧❡ ♠♦t ✐♥✜♥✐ ❞❛♥s U ♦❜t❡♥✉ à
♣❛rt✐r ❞❡ u ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛r❛❝tèr❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs
❞é✜♥✐❡✳ ❙✐ u ❡st ✉♥ ✉s❛❣❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧✱ ❛❧♦rs u(i) ♣♦✉r i ≥ 0 ❞é♥♦t❡ ❧❡ i✲è♠❡
❝❛r❛❝tèr❡ ❞❡ u ❡t u(i)j ♣♦✉r j ∈ {1, 2, 3} ❧❛ j✲è♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ u(i)✳

◆♦✉s ❝❧❛ss✐✜♦♥s ❧❡s ✉s❛❣❡s s✉✐✈❛♥t ✸ ♣r♦♣r✐étés ✿ ❛✣♥✐té✱ ✉♥✐❢♦r♠✐té ❡t
♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✣♥✐té✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ ✉s❛❣❡ ❡st ❛✣♥❡ s✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
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xyω ∈ U(i) ❡st ❛✣♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣rés❡r✈❡ ❧✬❛✣♥✐té
i = 1 non oui non
i = 2 oui/non oui/non non
i = 3 oui/non oui/non oui
i = 4 oui/non oui/non oui
i = 5 oui/non oui/non oui

❚❛❜❧❡ ✷✳✹ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ✉s❛❣❡s

1✱ ❡t ♥❡✉tr❡ s✐♥♦♥✳ ❊t q✉✬✐❧ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ s✬✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xω✳ ■❧ s✬❛✈èr❡
q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♥❡✉tr❡s ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥
⊕ ❡t à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✉s❛❣❡s U(i) à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉s
❧❡s ✉s❛❣❡s ♥❡✉tr❡s s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ✉s❛❣❡s ❛♣♣❛r✲
t❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

⋃

i∈{3,4,5} U(i) ♣rés❡r✈❡♥t ❧✬❛✣♥✐té✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❡st rés✉♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✹✳

✷✳✺✳✷ ❚②♣❡s

▲❡s t②♣❡s ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ s♦♥t ❧❡s t②♣❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❡t ❧❡s t②♣❡s
✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❞é✜♥✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞✉ t②♣❡ List(σ) ❞❡ ❧✐st❡ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ t②♣❡ σ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ List(σ) = nil | cons ♦❢ σ, List(σ)✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞❡ t②♣❡ List(σ) s✐
❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs q✉✐ ② s♦♥t ✉t✐❧✐sés s♦♥t ✐♠❜r✐q✉és s✉✐✈❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ s♣é❝✐✜é
♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✈✐❡♥♥❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ à s❛✈♦✐r ✉♥ ✉s❛❣❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡
t②♣❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡t ✉s❛❣❡ s❡r❛ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {1,∞} ♦ù
❧❡ 1 ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ q✉✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ❡t ∞
♥✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉❝✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉❛♥t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡✳

P♦✉r rés✉♠❡r✱ s✐ σ1, . . . , σk s♦♥t ❞❡s t②♣❡s ❞é❥à ❞é✜♥✐s ❛❧♦rs ❧❡ t②♣❡ ✐♥✲
❞✉❝t✐❢ Cx(σ1, . . . , σk) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
c ♦❢ σ′

1, . . . , σ
′
m ♦ù ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ σ′

j ♣♦✉r j = 1, . . . ,m ❡st s♦✐t ❧✬✉♥ ❞❡s σi ♣♦✉r
i = 1, . . . ,m ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ Cx(. . . ) q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉✐
✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞✉ t②♣❡ s♦✐t 1 s✐ ❧✬✉♥ ❞❡s σi ✉t✐❧✐sés ❡st ❛✣♥❡ ❝❛r ♦♥ ❞♦✐t
♣rés❡r✈❡r ❧✬❛✣♥✐té✳ ▲❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s t②♣❡s ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛
t❛❜❧❡ ✷✳✺✳

◗✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦❧❧❡❝t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❝♦✉rs
à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ t②♣❡ Set
q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ Setx(σ) = nil | cons ♦❢ σ, Setx(σ) q✉✐ ❡st ❛s✲
s❡③ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ List(σ)✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛tt❡♥t✐❢ ❛✉r❛ r❡♠❛rq✉é q✉❡ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s✐♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ List(σ) ❡t Set(σ)✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ❧♦rs ❞✉ t②♣❛❣❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t
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κ ::= C∞(κ) || Set∞(κ) || List∞(κ) || Sigu(κ) (u ♥❡✉tr❡)
λ ::= C1(σ) || Set1(σ) || List1(σ) || Sigu(κ) || Sigv(λ)

(u ❛✣♥❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡, v ♣r❡s✳ ❧✬❛✛✳ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡✮
σ ::= κ || λ (t②♣❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s)
ρ ::= σ || Sigu(κ) || Sigv(λ) (v ♣r❡s✳ ❧✬❛✛✳)

❚❛❜❧❡ ✷✳✺ ✕ ●r❛♠♠❛✐r❡ ❞❡s t②♣❡s

✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❞é♥♦té ♣❛r Sigu(σ) ❧❡ t②♣❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❞♦♥t ❧✬✉s❛❣❡ ❡st u ❡t

❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s tr❛♥s♣♦rté❡s ❡st σ✳ ❈♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s
✐♥❞✉❝t✐❢s✱ s✐ ❧❡ t②♣❡ σ ❡st ❛✣♥❡ ❛❧♦rs ❧✬✉s❛❣❡ ❞♦✐t ♣rés❡r✈❡r ❧✬❛✣♥✐té✳ P♦✉r
❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ♥♦♠s ❞✐st✐♥❝ts ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡
✷✳✺ ♦ù ✿

✕ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r κ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t②♣❡s ♥♦♥ ❛✣♥❡s ✭♥❡✉tr❡s✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡
❝❧❛ss✐q✉❡s✮✳ ❈❡s t②♣❡s s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✉♥ ✉s❛❣❡
✉♥✐❢♦r♠❡ ❀

✕ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r λ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t②♣❡s ❛✣♥❡s ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡s ❀
✕ ♦♥ ❞é♥♦t❡ ♣❛r σ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t②♣❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❀
✕ ❡t ♣❛r ρ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❝❡✉① ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ✉♥ ✉s❛❣❡ ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✮✳

❘❡♠❛rq✉❡③ q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ♥❡✉tr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠❜r✐q✉és ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛r❜✐✲
tr❛✐r❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ❛✣♥❡s ♥❡ ❧❡ s♦♥t q✉❡ s♦✉s ❞❡s t②♣❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t
❧✬❛✣♥✐té✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s t②♣❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✉s❛❣❡s ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡
✐♠❜r✐q✉és✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ρ ♣♦s❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡❧q✉❡s
q✉❡st✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

✕ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❡♥✈♦②❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ t❡♠♣s ❄

✕ ❈❡t ✉s❛❣❡ ❞❡✈r❛✲t✲✐❧ êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù ❧✬é♠✐ss✐♦♥
❛ été ❢❛✐t❡ ♦✉ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❄

◆♦✉s ♥❡ ré♣♦♥❞r♦♥s ♣❛s à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❝❛r ❡❧❧❡s ♥❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s
♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡s ✉s❛❣❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉① s♦♥t ét❡♥❞✉s
❛✉① t②♣❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ⊕ s❡r❛ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① t②♣❡s t❡❧❧❡ q✉❡
Opu1(σ) ⊕ Opu2(σ) = Op(u1⊕u2(σ) ♦ù Op ∈ {C, Set, List, Sig} ✶ ❡t ❡♥ s✉♣✲
♣♦s❛♥t q✉❡ u1 ⊕ u2 s♦✐t ❞é✜♥✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ List1(σ) ⊕ List1(σ) ♥✬❡st ♣❛s
❞é✜♥✐ ❝❛r 1⊕ 1 ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳

❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❡s ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♥t❡①t❡✮ Γ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐ dom(Γ) ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❡rs ❧❡s t②♣❡s✳ ▲❡s ❝♦♥t❡①t❡s

✶✳ C ❡st ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❞é✜♥✐
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♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥és ❡t ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Γ1⊕Γ2 ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(Γ1 ⊕ Γ2)(x) =















Γ1(x)⊕ Γ2(x) s✐ x ∈ dom(Γ1) ∩ dom(Γ2)
Γ1(x) s✐ x ∈ dom(Γ1)
Γ2(x) s✐ x ∈ dom(Γ2)
♥♦♥ ❞é✜♥✐ s✐♥♦♥

◆♦✉s é❝r✐r♦♥s (Γ1⊕Γ2) ↓ q✉❛♥❞ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s ❡st ❞é✜♥✐❡✳
▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ s❤✐❢t ❡st ❛✉ss✐ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❝♦♥t❡①t❡s t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

(↑ Γ)(x) =

{

Sig↑u(x) s✐ Γ(x) = Sigu(x)
Γ(x) s✐♥♦♥

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r Γ, x : σ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ q✉✐ ❛ été ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝ ❧❛
♣❛✐r❡ x : σ ♦ù x 6∈ dom(Γ)✳ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❞✐t ♥❡✉tr❡ s✬✐❧ ❛ss✐❣♥❡ ❞❡s t②♣❡s
♥❡✉tr❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s dom(Γ)✳

✷✳✺✳✸ ■♥str✉♠❡♥t❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❤❛q✉❡ s✐❣♥❛❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à
❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡s 5 ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡s ✉s❛❣❡s ❞❡ s✐❣♥❛✉①✳ ❆♥❛❧②s♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❧❛ 5❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞♦♥t ❧✬✉s❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st e5✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s q✉✐
s❡r❛ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❡st s✉♣♣♦sé ❣❛r❛♥t✐r q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é♠✐s❡ s✉r ✉♥
s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛ 5❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♥❡ s❡r❛ r❡ç✉ q✉✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t✳ ➚
♣rés❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P = st | s(x).x, 0 t♦✉t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡
❧✬✉s❛❣❡ ❛ttr✐❜✉é à s ❡t t s❡r❛ eω5 ✳ ➚ ♣r✐♦r✐✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
❜✐❡♥ t②♣é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ P ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t s❡ ré❞✉✐r❡ s✉r
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Q = st | t q✉✐ ♥❡ t②♣❡ ♣❛s ❝❛r t ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❡✉① ❢♦✐s ❛❧♦rs q✉❡ s♦♥
✉s❛❣❡ ❡st ❛✣♥❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ e5✱ s ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✉ q✉✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡
❢♦✐s ❞✉r❛♥t ✉♥ ✐♥st❛♥t✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❝❡ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♣❡✲
t✐t❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♠❛rq✉❡r ✭❡♥ ❧❡s s♦✉❧✐❣♥❛♥t✮
❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ 5 s✉r ❧❡sq✉❡❧s ✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉ ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t✳
▲✬é♠✐ss✐♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ❡✛❡t s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ét✐q✉❡té❡s ❝❛r se s❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ se✳

(out)
e ⇓ v

se
sv
−→ se

(out)
e ⇓ v

se
sv
−→ se

(reset)
e ⇓ v v ❞❛♥s V (s)

se
[{v}/s],V
−−−−−−→ 0

❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ rè❣❧❡ s♣é❝✐❛❧❡ (out) ♣♦✉r t②♣❡r se q✉✐
r❡q✉✐❡rt ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉s❛❣❡ (1, 1, 0) · (0, 0, 0)ω ♣♦✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s ❡t ♦✉❜❧✐❡ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r e✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ s✬❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s❡r❛ r❡❥❡té
❛✉ t②♣❛❣❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ ❧❡ t②♣❛❣❡ ❡st ❝♦♥s❡r✈é ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✏❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✑✱
❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s êtr❡ sûrs q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é♠✐s❡ s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡
5 s❡r❛ r❡ç✉❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t✳
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✷✳✺✳✹ ❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛ été ❝♦♥str✉✐t ❛✉t♦✉r ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✐❞é❡s ❛ss❡③ s✐♠✲
♣❧❡s ✿

✶✳ ▲❡s ✉s❛❣❡s q✉✐ ✐♥❝❧✉❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬é♠✐s✲
s✐♦♥s ❡t ré❝❡♣t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sés ❡♥ ✉s❛❣❡s ♣❧✉s ❜❛s✐q✉❡s✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✉s❛❣❡ (1, 1, 0)ω ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ (1, 0, 0)·(0, 1, 0)ω⊕
(0, 1, 0) · (1, 0, 0)ω✳

✷✳ ➱♠❡ttr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡st ✉♥❡ ❣❛r❛♥t✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡
❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♦✛❡rt❡s✳

✸✳ ❈❤❛q✉❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❛✣♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s♦♠♠é❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ✉♥
❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ✭♦✉ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧✮✳

▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛ ❢❛✐t s✉r❣✐r ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r
❡♥tr❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s e ❡t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞éré❢ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ r q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥✲
♥❡♥t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳ ❙❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♦♥ r✐sq✉❡r❛✐t
❞❡ ❝♦♠♣t❛❜✐❧✐s❡r ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥ ❡♥❝♦r❡ ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❢❡r❛✐t é❝❤♦✉❡r ❧❡
t②♣❛❣❡✳ ▲❛ ♠ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡rs ♦ù ❧✬❛♣♣❡❧ ❞✬✉♥
♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡r ré❝✉rs✐❢ A(e) ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ tr❛✐té ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
❧✬❛♣♣❡❧ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡r ré❝✉rs✐❢ A(r) à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ❞❡✉① s♦rt❡s ❞✬✲
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡t ❞✬❛♣♣❡❧s à ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡rs✳ P♦✉r ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✱ ♥♦✉s ❧❡s ♥♦t❡r♦♥s [r] ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ r ❡t [A(r)]
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ A(r)✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✹ t②♣❡s ❞❡ ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡ ✿ Γ ⊢ e : ρ✱
Γ ⊢ [r] : ρ✱ Γ ⊢ P ❡t Γ ⊢ [A(r)]✳ ❆✜♥ ❞✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❡r ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r Γ ⊢ U : T ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ t②♣❡ ❢❛❝t✐❝❡ Pr ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s é❝r✐r❡ Γ ⊢ P : Pr ❡t Γ ⊢ [A(r)] : Pr ❝♦♠♠❡ ✈❡rs✐♦♥
❧♦♥❣✉❡ ❞❡ Γ ⊢ P ❡t Γ ⊢ [A(r)]✳ ❉❛♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Γ ⊢ U : T ✱ U ♣♦✉rr❛ ❞♦♥❝
êtr❡ ❧✬✉♥ ❞❡s e✱ [r]✱ P ♦✉ [A(r)] ❡t T ❧✬✉♥ ❞❡s ρ ♦✉ Pr✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥♥✉s à ❧✬❛✈❛♥❝❡
❡t ♦♥t ❞❡s t②♣❡s ♥♦♥ ❛✣♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (κ1, . . . , κn) → κ✳ ◆♦✉s ❢❡r♦♥s ❧✬❤②✲
♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ k ❞é♥♦t❡ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♦✉ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✻✳ ▲❡s rè❣❧❡s
❞❡ t②♣❛❣❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ✸ ❣r♦✉♣❡s ❞✐st✐♥❝ts✳

❊①♣r❡ss✐♦♥s ❡t Pr♦❝❡ss✉s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ▲❡s rè❣❧❡s [!Set] ❡t [!List]
❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞éré❢ér❡♥❝é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ à
❧❛q✉❡❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t s♦♥ ✉s❛❣❡✳

❈❛té❣♦r✐❡ ✶ ▲❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s✐❣♥❛❧ à ❧❛ ✜♥ ❞❡
❧✬✐♥st❛♥t ❞♦✐t êtr❡ tr❛✐té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭t②♣❡ ❙❡t✮✳

❈❛té❣♦r✐❡ ✷ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥✈♦②é❡s s✉r ❧❡
s✐❣♥❛❧ s♦♥t ❛✉ ♣❧✉s ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✶✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r
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❝❡tt❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉✬✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t✳

❈❛té❣♦r✐❡ ✸ ▲❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❡t ❞♦✐t ❞♦♥❝
êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡ t②♣❡ ❙❡t ❛✣♥❡✳

❈❛té❣♦r✐❡ ✹ ❈❡ ❝❛s ❡st tr❛✐té ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s 2✳ ▲❛ s❡✉❧❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ét❛♥t ❧❡ t②♣❡ rés✉❧t❛t q✉✐ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❛✣♥❡✳

❈❛té❣♦r✐❡ ✺ ❈❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬✉s❛❣❡s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ à ❧❛
✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ [varSig] q✉❛♥t à ❡❧❧❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛r s❛ ❢♦r♠❡✳ ▲❛
r❛✐s♦♥ ét❛♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❡❧ à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡r K = A(s, !s) à ❧❛ ✜♥
❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❡♥tr❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡s ♣♦✉r t②♣❡r !s✱ q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s♦♠♠é❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t✱ ❡t
❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r t②♣❡r s✱ q✉✐ ❡♥tr❡♥t ❡♥ ❥❡✉ à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s t②♣❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s K ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
s : Sigu(σ) ♦ù u = (0, 0, 1)ω✳ ●râ❝❡ à ❧❛ rè❣❧❡ [varSig]✱ ❧❡ t②♣❛❣❡ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❧✬✉s❛❣❡ u ❡♥ u1 ⊕ u2 ♦ù u1 = (0, 0, 1) · (0, 0, 0)ω ❡t
u2 = (0, 0, 0) · (0, 0, 1)ω✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r u1 ♣♦✉r t②♣❡r [!s]
❡t u2 ♣♦✉r [s]✳
▲❡ t②♣❡ ❙❡t ❡st ✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ t②♣❡ q✉♦t✐❡♥t✳ ❙❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡
❞♦♥❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ∼ρ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
t❡❧❧❡ q✉❡ s ∼Sigu s✱ c ∼C(σ) c s✐ c ❡st ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❝♦♥st❛♥t ❞✉ t②♣❡
Cu(σ) ❡t ✿
✕ c(v1, . . . , vn) ∼Cu(σ1,...,σn) c(u1, . . . , un) s✐ vi ∼σi ui ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳
✕ [v1; . . . ; vn] ∼Setu(σ) [u1; . . . ;um] s✐ {v1, . . . , vn} ∼Setu(σ) {u1, . . . , um}✳
♦ù {v1, . . . , vn} ∼Setu(σ) {u1, . . . , um} s✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ π✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s vi ∼σ uπ(i)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ❞é✜♥✐
❛✈❡❝ t②♣❡ ♥❡✉tr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (κ1, . . . , κn) → κ✱ r❡s♣❡❝t❡ ❧❡ t②♣❛❣❡
s✉✐✈❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❙✐ vi ∼κi ui✱ i = 1, . . . , n✱ f(v1, . . . , vn) ⇓ v ❡t f(u1, . . . , un) ⇓ u
❛❧♦rs v ∼κ u✳

✷✳ ❙✐ Γ ⊢ f(v1, . . . , vn) : κ ❡t f(v1, . . . , vn) ⇓ v ❛❧♦rs Γ ⊢ v : κ✳

❊①♣r❡ss✐♦♥s ▲❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❡t rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ t②♣❡
✉♥✐❢♦r♠❡✳

Pr♦❝❡ss✉s ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡r
A ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ A(x) = P q✉✐ ♣ré❝✐s❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❛r❣✉♠❡♥t✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ❞♦✐✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ t②♣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❝❛r ✉♥ ❛♣♣❡❧
à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡r ♣❡✉t ✐♥t❡r✈❡♥✐r à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ✐♥st❛♥t✳ ❊♥✜♥✱
A ❞♦✐t ❛✈♦✐r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r ❞❡ s♦♥
❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✿
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✶✳ ❙✐ vi ∼σi ui ♣♦✉r i = 1, . . . , n ❛❧♦rs A(v1, . . . , vn) ≈ A(u1, . . . , un)✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ A ❡st ✐♥✈❛r✐❛❜❧❡
q✉❛♥❞ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

✷✳ x1 : σ1, . . . , xn : σn ⊢ P ❡st ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞ér✐✈❛❜❧❡✳

◆♦✉s ❢❡r♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠
❢r❛✐s ✐♥❞✐q✉❡ s♦♥ t②♣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s νs : ρ P ✳ ▲❡ s②stè♠❡
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ét✐q✉❡té❡s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✸ ❡st ❛❞❛♣té ❞❡ t❡❧❧❡
❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ tr❛♥s♣♦rt❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s t②♣❡s
❞❡s ♥♦♠s ❞♦♥t ❧❛ ♣♦rté❡ ❡st r❡str❡✐♥t❡✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s s❡r♦♥t
tr❛♥s❢♦r♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❤✐❢t ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ (next) ❞❡ ❧❛

♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ νs : ρ s.0, A(s)
N
−→ νs :↑ ρ A(s)✳

✷✳✺✳✺ ❘és✉❧t❛ts

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣r♦✉✈❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ✈♦♥t ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ t②♣❛❣❡ ❡st ♣rés❡r✈é ❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✸✽ ✭❆✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✮✳ ❙✐ Γ ⊢ U : T ❡t (Γ ⊕ Γ′) ↓ ❛❧♦rs (Γ ⊕ Γ′) ⊢
U : T ✳

Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ➚ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♣r✐s❡s✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ⊕ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s
♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ s♦♥t ❢♦r♠✉❧é❡s
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡s r❡st❡♥t ✈❛❧✐❞❡s ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ❧❡s ✉s❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
s♦♥t ❛✉❣♠❡♥tés✳ ▲❛ rè❣❧❡ (var) ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥ ✉s❛❣❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ t②♣❛❣❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✾✳

✶✳ ❙✐ Γ ⊢ U : T ✱ Γ′ ⊢ v : ρ✱ (Γ ⊕ Γ′) ↓✱ ❡t x /∈ dom(Γ) ❛❧♦rs (Γ ⊕ Γ′) ⊢
[v/x]U : T ✳

✷✳ ❙✐ Γ ⊢ v : κ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥❡✉tr❡ Γ′ t❡❧ q✉❡ Γ′ ⊢ v : κ ❡t
Γ = Γ′ ⊕ Γ′′✳

✸✳ ❙✐ Γ ⊢ v : ρ ❡t ρ = ρ1 ⊕ · · · ⊕ ρn ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ Γ1, . . . ,Γn t❡❧s q✉❡
Γ1 ⊕ · · · ⊕ Γn = Γ ❡t Γi ⊢ v : ρi ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳

Pr❡✉✈❡✳

✶✳ ❙✐ x ∈ FV (U) ❛❧♦rs ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ é♥♦♥✲
❝é❡s✱ x ∈ FV (e) ♦ù se ❡st ✉♥ s♦✉s t❡r♠❡ ❞❡ U ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ t②♣❡r s[v/x]e ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r se✳ ❉♦♥❝✱
Γ ⊢ [v/x]U : T ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss♠❡♥t ♣♦✉r ❝♦♥✲
❝❧✉r❡✳
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(var)
u ≥ u′ Op ∈ {Sig ,Set ,List , C}

Γ, x : Opu(σ) ⊢ x : Opu′(σ)
(k)

Γi ⊢ ei : σi i = 1, . . . , n
k : (σ1, . . . , σn) → σ k = f ♦✉ k = c

Γ0 ⊕ Γ1 ⊕ · · · ⊕ Γn ⊢ k(e1, . . . , en) : σ

[varC ]
Op ∈ {C ,Set ,List}

Γ, x : Opu(σ) ⊢ [x] : Opu(σ)
[var sig ]

yω ≥ u

Γ, s : Sigxyω (σ) ⊢ [s] : Sigu(σ)

[k]

Γi ⊢ [ri] : σi i = 1, . . . , n
k : (σ1, . . . , σn) → σ k = f ♦✉ k = c

Γ0 ⊕ Γ1 ⊕ · · · ⊕ Γn ⊢ [k(r1, . . . , rn)] : σ

[!Set ]

(u(0) ≥ (∞, 0,∞) ∧ x = ∞) ∨
(u(0) ≥ (∞, 0, 1) ∧ x = 1)

Γ, s : Sigu(σ) ⊢ [!s] : Setx(σ)
[!List ]

(u(0) ≥ (0,∞,∞) ∧ x = ∞) ∨
(u(0) ≥ (0, 0, 1) ∧ x = 1)

Γ, s : Sigu(σ) ⊢ [!s] : Listx(σ)

(0)
Γ ⊢ 0

(out)

Γ1 ⊢ s : Sigu(σ) u(0)1 6= 0
Γ2 ⊢ e : σ

Γ1 ⊕ Γ2 ⊢ se

(ν)
Γ, s : Sigu(σ) ⊢ P

Γ ⊢ νs : Sigu(σ) P
(in)

Γ1 ⊢ s : Sigu(σ) u(0)2 6= 0
Γ2, x : σ ⊢ P (Γ1 ⊕ Γ2) ⊢ [A(r)]

(Γ1 ⊕ Γ2) ⊢ s(x).P,A(r)

(ms)
s1, s2 ∈ dom(Γ)
Γ ⊢ Pi i = 1, 2

Γ ⊢ [s1 = s2]P1, P2

(mc)

c : (σ1, . . . , σn) → σ Γ1 ⊢ v : σ
Γ2, x1 : σ1, . . . , xn : σn ⊢ P1

(Γ1 ⊕ Γ2) ⊢ P2

Γ1 ⊕ Γ2 ⊢ [v D c(x1, . . . , xn)]P1, P2

(par)
Γi ⊢ Pi i = 1, 2

Γ1 ⊕ Γ2 ⊢ P1 | P2
(rec)

A : (σ1, . . . , σn),
Γi ⊢ ei : σi i = 1, . . . , n

Γ1 ⊕ · · · ⊕ Γn ⊢ A(e1, . . . , en)

(out ′)
Γ ⊢ s : Sigu(σ) u(0) = (1, 1, 0)

Γ ⊢ se
[rec]

A : (σ1, . . . , σn),
Γi ⊢ [ri] : σi i = 1, . . . , n

Γ1 ⊕ · · · ⊕ Γn ⊢ [A(r1, . . . , rn)]

❚❛❜❧❡ ✷✳✻ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛✣♥❡
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✷✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r v✳ P♦✉r ❧✬ét❛♣❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ c(v1, . . . , vn) ❛ ✉♥ t②♣❡ ♥❡✉tr❡ ❛❧♦rs vi ❞♦✐t ❛✈♦✐r
✉♥ t②♣❡ ♥❡✉tr❡ ❛✉ss✐✳

✸✳ ❙✐ ❧❡ t②♣❡ ρ ❡st ♥❡✉tr❡ ❛❧♦rs ρ = ρ1 = · · · = ρn✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✷✱ ♥♦✉s
♣❛r✈❡♥♦♥s à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥❡✉tr❡ Γ′ q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r Γ′ ⊢
v : ρ ❡t Γ′⊕Γ′′ = Γ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ Γ1 = Γ′⊕Γ′′ ❡t Γi = Γ′

♣♦✉r i = 2, . . . , n✳
❙✐ ❧❡ t②♣❡ ρ ❡st ❛✣♥❡ ❡t ❡st ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♦✉ ✉♥ t②♣❡ ❙❡t✱ ❛❧♦rs n
❞♦✐t êtr❡ é❣❛❧ à 1✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s✳
❊♥✜♥✱ s✐ ❧❡ t②♣❡ ρ ❡st ❛✣♥❡ ❡t ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❛❧♦rs ❧✬✉s❛❣❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ρ1, . . . , ρn ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s
❝♦♥t❡①t❡s Γ1, . . . ,Γn r❡❝❤❡r❝❤és✳

▲❡♠♠❡ ✹✵ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ❙✐ Γ, x : σ ⊢ U : T ✱ Γ′ ⊢ v : ρ ❡t (Γ⊕ Γ′) ↓ ❛❧♦rs
♦♥ ❛ (Γ⊕ Γ′) ⊢ [v/x]U : T ✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ U ✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r
t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t ✿

(var) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ, y : Opu(σ) ⊢ y : Opu′(σ) ❛✈❡❝ u ≥ u′✳
• ❙✐ Γ = Γ′′, x : ρ ❡t x 6= y ❛❧♦rs ((Γ′′, y : Opu(σ))⊕ Γ′)(y) = Opu′′(σ)

❛✈❡❝ u′′ ≥ u✳ ❉♦♥❝✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ (var)✱ (Γ′′, y : Opu) ⊕ Γ′ ⊢
y : Opu′ ✳

• ❙✐ x = y ❛❧♦rs [v/x]y = v✳ ❙✐ Op ♥✬❡st ♣❛s Sig ❛❧♦rs u = u′✳ P❛r
❤②♣♦t❤ès❡✱ Γ′ ⊢ v : Opu(σ) ❡t ♣❛r ❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t Γ′′ ⊕ Γ′ ⊢ v :
Opu(σ)✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ s✐ Op ❡st Sig ❛❧♦rs✱ ♣❛r (var)✱ (Γ′′ ⊕ Γ′) ⊢
v : Opu(σ)✳

(k) ❙✐ k ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t
❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳ ❙✐♥♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ Γ, x : ρ = Γ0⊕Γ1⊕· · ·⊕Γn ❛✈❡❝ Γi ⊢ ei : σi✱ i = 1, . . . , n✳ Pr❡♥♦♥s
I = {i ∈ {1, . . . , n} | x ∈ dom(Γi)}✳ ❙✐ i ∈ I ❛❧♦rs ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
Γi = Γ′′

i , x : ρi✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ρ = ⊕i∈Iρi✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✾✭✸✮✱
♥♦✉s ♣❛r✈❡♥♦♥s à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ′

i t❡❧ q✉❡ Γ′
i ⊢ v : ρi ♣♦✉r i ∈ I

❡t Γ′ = ⊕i∈IΓ
′
i✳ ❙✐ i /∈ I ❛❧♦rs Γi ⊢ [v/x]ei : σi✱ ✭✈♦✐r ❧❡♠♠❡ ✸✾✭✶✮✮✱ ❡t

s✐ i ∈ I ❛❧♦rs (Γi ⊕ Γ′
i) ⊢ [v/x]ei : σi✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

▲❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣r♦✉✈és ❝✐✲❞❡ss✉s s❡r♦♥t ré✉t✐❧✐sés à ♣❧✉s✐❡✉rs
r❡♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s r❡st❛♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à s♦✉❧✐❣♥é ❞❛♥s ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✽ ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ✉t✐❧❡ ❞✉✲
r❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬❛❥♦✉t ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ s❛♥s ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ [var sig ] q✉❛♥❞
Γ, s : Sigxyω(σ) ⊢ [s] : Sigu(σ)✱ y

ω ≥ u✱ Γ′ ⊢ s′ : Sigxyω(σ) ❡t (Γ ⊕ Γ′) ↓✳
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■❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s q✉❡ Γ′(s) = s′ :Sigu′(σ) ❛✈❡❝ u′ ≥ xyω✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ↑ (u′) ≥ yω ≥ u✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡st ❞✐t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ act✱ ♥♦té (Γ, act) ↓✳ ❙✐ V (s) = [v1; . . . ; vn] ❛❧♦rs
(V \E)(s) = {v1, . . . , vn}\E(s)✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P(V \E)

❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s sv ♦ù v ∈ (V \E)(s)✳ ❈❡❧❛
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡
V ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✶✳ ➚ t♦✉t❡ ❛❝t✐♦♥ act✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s Pact ♠✐♥✐♠❛❧
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✿

Pact =















0 s✐ act = τ ♦✉ act = N
sv s✐ act = sv ♦✉ act = s?v
s(x).0, 0 s✐ act = sv
PV \E s✐ act = (E, V )

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✷ ✭❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥✮✳ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡
Γ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ act✱ ♥♦té (Γ, act) ↓✱ s✐ ∃Γ′ t❡❧ q✉❡ (Γ⊕Γ′) ↓
❡t Γ′ ⊢ Pact✳

➚ ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t②♣é❡ q✉✐ ❡st
✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ act ❡t q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
P t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❝t✐♦♥ act✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✸ ✭❚r❛♥s✐t✐♦♥ t②♣é❡✮✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s P
act

−−−→
Γ

Q ✭r❡s♣✳ P
act
⇒
Γ

Q✮ s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

✶✳ Γ ⊢ P

✷✳ (Γ, act) ↓

✸✳ P
act
−−→ Q ✭r❡s♣✳ P

act
⇒ Q✮✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rés✐❞✉ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ■♥t✉✲
✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ r❡st❡ ❛♣rès ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t②♣é❡✳
❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t②♣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ σ ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
v✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ∆(v, σ) t❡❧ q✉❡ s : σ ❡t
∆(c, (v1, . . . , vn)) = ∆(v1, σ1) ⊕ · · · ⊕ ∆(vn, σn) s✐ c : (σ1, . . . , σn) → σ✳
◆♦t❡③ q✉❡ ∆(v, σ) ♣❡✉t✲êtr❡ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✈✐❞❡ q✉❛♥❞ fn(v) = ∅ ❡t q✉✬✐❧ ❡st
✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥❡✉tr❡ s✐ σ ❧✬❡st à ❧❛ ❜❛s❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✹ ✭❘és✐❞✉ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡t ✉♥❡
❛❝t✐♦♥ act ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ❧❡ rés✐❞✉ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ Γ(act) ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡✳
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Γ(act) =















Γ s✐ act = τ
↑ Γ s✐ act = N
(Γ, t : σ′)⊖∆(v : σ′)⊕ {s : Sigu5

(σ′)} s✐ Γ(s) = Sigu(σ
′), act = νt : σ′sv, (1)

Γ⊕∆(v, σ′)⊕ {s : Siguout
(σ′)} s✐ Γ(s) = Sigu(σ

′), act = sv, (2)

✶✳ u5 = (0, 1, 0) · (0, 0, 0)ω s✐ u ∈ U(5) ❡t ❡st ♥❡✉tr❡ s✐♥♦♥ ✭✐✳❡✳✱ u ∈ U(2)✮✳

✷✳ uout ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✉s❛❣❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ q✉❡ u
q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t✳ ❯♥ t❡❧ ✉s❛❣❡ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rés✐❞✉ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♠♦♥tr❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡
❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛✛❡❝t❡♥t ❧❡ t②♣❛❣❡✳ P♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡t ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣r♦❝é❞❡r ❡♥ ét❛♣❡s ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❡st ♣rés❡r✈é ♣❛r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✹✺ ✭➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✮✳ ❙✐ Γ ⊢ e : ρ ❡t e ⇓ v ❛❧♦rs Γ ⊢ v : ρ✳

Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ e ⇓ v✳ ❙✐ e ❡st ✉♥ s✐❣♥❛❧ s ♦✉ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ c ❛❧♦rs e = v ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ❙✐♥♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
e = k(e1, . . . , en)✱ k : (σ1, . . . , σn) → σ✱ Γ = Γ0 ⊕ Γ1 ⊕ · · · ⊕ Γn✱ Γi ⊢ ei : σi✱
❡t ei ⇓ vi✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ Γi ⊢
vi : σi✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳ ❙✐ k ❡st ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r c ❛❧♦rs v = c(v1, . . . , vn)
❡t Γ ⊢ v : σ✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ (k)✳ ❙✐ k ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❛❧♦rs✱ ❡♥❝♦r❡
s✉✐✈❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ (k)✱ Γ ⊢ f(v1, . . . , vn) : σ ❡t✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r f ✱ ♦♥ ❛ q✉❡
f(v1, . . . , vn) ⇓ v ❡t Γ ⊢ v : σ✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é❝r✐t ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✹✻ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✮✳

✶✳ ❙✐ Γ ⊢ [A(r)]✱ Γ′ ⊢ PV ✱ ❡t (Γ⊕ Γ′) ↓ ❛❧♦rs ↑ (Γ⊕ Γ′) ⊢ V (A(r))✳

✷✳ ❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ V ′, E t❡❧s q✉❡ V, V ′ ‖−E ❛❧♦rs V (A(r)) ≈ V ′(A(r))✳

Pr❡✉✈❡✳

✶✳ ▲✬❡✛❡t ❞❡ V (A(r)) ❡st ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❤❛q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ !s ❞❛♥s r ❛✈❡❝
V (s)✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞❡
❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ 5 s✐ !s ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬✉s❛❣❡ ❡st ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡
1 ♦✉ 2 ❛❧♦rs ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ !s ❞❛♥s r ♠❛✐s ❧❡
t②♣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é♠✐s❡s s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡✈r❛ êtr❡ ♥♦♥ ❛✣♥❡✳ ◆♦t❡③ q✉❡
♣♦✉r t②♣❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥♦♥ ❛✣♥❡✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❞✬✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥ ❛✣♥❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s t②♣❡s ♥♦♥ ❛✣♥❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s
t②♣❡s ♥❡✉tr❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♥❡✉tr❡ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s
q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s✐ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡st ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ 3 ♦✉ 4 ❛❧♦rs ❧❡s
✈❛❧❡✉rs é♠✐s❡s s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✣♥❡s ♠❛✐s ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ q✉✬❛✉
♣❧✉s ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ! ❞❛♥s r✳



✷✳✺✳ ❉➱❚❊❘▼■◆■❙▼❊ P❆❘ ❚❨P❆●❊ ✺✶

❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❛s s✉r ❧❡s rè❣❧❡s [!Set ] ❡t [!List ]✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱
✐❧ ② ❛ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ r❡ss❡♠❜❧❡ à ✿

Γ, s : Sigu(σ) ⊢ [!s] : Opx(σ)

❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡ Γ′ ⊢ V (s) = [v1; . . . ; vn] : Opx(σ)✳

✷✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ V (A(r1, . . . , rn)) = A(V (r1), . . . , V (rn))✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
A : (σ1, . . . , σn)✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ vi ∼σi ui ❡♥tr❛î♥❡ q✉❡ A(v1, . . . , vn) ≈
A(u1, . . . , un)✳ ❉♦♥❝✱ ❝❡❧❛ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ V (ri) ∼σi

V ′(ri) ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ r✳
❙✐ r ❡st ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♦✉ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❧♦rs ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ r ∼σi r✳
❙✐ r ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ !s ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ s✳
❙✐ ✐❧ ❡st ❝❛té❣♦r✐❡ 2 ♦✉ 4 ❛❧♦rs V (s) = V ′(s) ✭✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ✐❧ ❡st ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ 1 ♦✉ 3 ❛❧♦rs V (s) ❡t V ′(s)
s♦♥t é❣❛✉① ♠♦❞✉❧♦ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ∼
❞❡s t②♣❡s ❙❡t✳ ❊♥✜♥✱ s✐ r = k(r) ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❛❣❡ ♣❛r ré❞✉❝✲
t✐♦♥s✳ ■❧ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s r❡tr♦✉✈é ❛♣rès ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t②♣é❡ ❡st t②✲
♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ rés✐❞✉✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✼ ✭Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❛❣❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❙✐ P
act

−−−→
Γ

Q ❛❧♦rs

Γ(act) ⊢ Q✳

Pr❡✉✈❡✳
◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡t ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❛s s✉r

❧✬❛❝t✐♦♥ act q✉✐ ❡st ❡①é❝✉té❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛s ❧❡s ♣❧✉s
✐♥tér❡ss❛♥ts✳

(sv) ■❧ ② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✐ ❡st (in)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ(s) =
Sigu(σ

′)✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ rés✐❞✉ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ s✉♣✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ∆(v, σ′) ⊕ {s : Siguout

(σ′)} q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡
q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r t②♣❡r sv✳

(s?v) ■❧ ② ❛ ✸ rè❣❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿ (inaux )✱ (comp)✱ ❡t (ν)✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ❡st s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡ q✉✐ ❧✬❛ été ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ (Γ1 ⊕ Γ2) ⊢
s(x).P,K✱ Γ1 ⊢ s : Sigu(σ

′)✱ u(0)2 6= 0✱ Γ2, x : σ′ ⊢ P ✱ ❡t Γ1⊕Γ2 ⊢ [K]✳
❖❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛✉r❛ u ≥ uin ✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ∆(v, σ′) ⊢ v : σ′✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✵ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ Γ2⊕∆(v, σ′) ⊢ [v/x]P ✳ ■❧ ❡st
❛❧♦rs s✉✣s❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
rés✐❞✉ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✳
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(νt : σ sv) ■❧ ② ❛ 5 rè❣❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿ (out) ✭q✉✐ r❡q✉✐❡rt ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t
s♣é❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ 5 ❞❡s ✉s❛❣❡s✮✱ (out)✱ (νex )✱ (comp)✱ ❡t (ν)✳

(τ) ■❧ ② ❛ ✽ rè❣❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿ (synch)✱ (rec)✱ (=sig
i )✱ (=ind

i )✱ (comp)✱ ❡t
(ν) ♣♦✉r i = 1, 2✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s rè❣❧❡s
s❡✉❧❡♠❡♥t✳

(synch) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ P1
νt:ρsv
−−−−→ P ′

1✱ P2
s?v
−−→ P ′

2✱ Γi ⊢ Pi✱ ♣♦✉r
i = 1, 2✱ ❡t (Γ1 ⊕ Γ2)(s) = Sigu(σ

′)✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(Γ1, t : ρ)⊖∆(v, σ′)⊕ {s : Sigu5
(σ′)} ⊢ P ′

1

❡t (Γ2 ⊕∆(v, σ′)⊖ {s : Sigu5
(σ′)} ⊢ P ′

2

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ u ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ 2 ♦✉ 5 ❡t q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s u5 ❡st ♥❡✉tr❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
(Γ1⊕Γ2), t : ρ ⊢ (P ′

1 | P
′
2)✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛✐❞❡ à ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t

❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ (ν)✳

(rec) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A : (σ1, . . . , σn)✱ Γi ⊢ ei : σi✱ ei ⇓ vi✱ ♣♦✉r
i = 1, . . . , n✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✺✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡
Γi ⊢ vi : σi✱ ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡
A(x1, . . . , xn) = P ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ x1 : σ1, . . . , xn : σn ⊢ P ✳ ❉♦♥❝✱
❡♥ ✐tér❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✵ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ❝♦♠♠❡
❞❡♠❛♥❞é✱ Γ1 ⊕ · · · ⊕ Γn ⊢ [v1/x1, . . . , vn/xn]P ✳

(E, V ) ■❧ ② ❛ 5 rè❣❧❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿ (0)✱ (reset)✱ (reset)✱ (cont)✱ ❡t (par)✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s✳

(cont) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s(x).P,K
(∅,V )
−−−→ V (K) ❡t Γ ⊢ s(x).P,K✳ ❈❡❧❛

♥♦✉s ❛✐❞❡ à ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ Γ ⊢ [K]✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡
✹✻✭✶✮✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ′ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t Γ′ = ∆(V,Γ)✱
q✉✐ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❡♥ ❧✬❛❥♦✉t❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ Γ′′ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❝❡ q✉✐
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r é♠❡ttr❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ✐♥st❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❛♥s V s✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞❛♥s dom(V )✳

(par) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ = (Γ1⊕Γ2)✱ Γ ⊢ (P1 | P2)✱ (P1 | P2)
(E1∪E2),V
−−−−−−−→

(P ′
1 | P ′

2)✱ Γi ⊢ Pi✱ Pi
(Ei,V )
−−−−→ P ′

i ✱ ♣♦✉r i = 1, 2✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ❞❡ rés✐❞✉ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✿

Expi = ∆(Ei,Γi) Exp
1,2 = ∆(E1 ∪ E2,Γ1 ⊕ Γ2)

Impi = ∆(V \Ei,Γi) Imp
1,2 = ∆(V \(E1 ∪ E2),Γ1 ⊕ Γ2)

Γ′
i =↑ Γi ⊖ Expi ⊕ Impi Γ′ =↑ (Γ1 ⊕ Γ2)⊖ Exp

1,2 ⊕ Imp
1,2

♣♦✉r i = 1, 2✳
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ Γ′ = Γ′

1 ⊕ Γ′
2✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r

❛♥❛❧②s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r v ∈ V (s) ❛✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ Impi✱ Imp1,2✱ Expi✱ ❡t Exp1,2 ♦ù Γ(s) = Sigu(σ)✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Imp1(v) ♣♦✉r ❞é♥♦t❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r v
❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ Imp1✳
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• ❙✐ s ❡st ♥❡✉tr❡ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r i = 1, 2✱ Impi✱ ❡t Imp1,2 s♦♥t ❞❡s
❝♦♥t❡①t❡s ♥❡✉tr❡s✳ ▼❛✐s✱ Expi ❡t Exp1,2 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ✈✐❞❡s✳
▼♦❞✉❧♦ s②♠étr✐❡✱ v ♣❡✉t r❡❝❡✈♦✐r s♦✐t ✭✐✮ Γi✱ i = 1, 2 s♦✐t ✭✐✐✮
Γ1 ❡t Γ2✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ v s❡r❛ é♠✐s❡ ♣❛r ✭✐✮ E1 ∩ E2✱ ♦✉ ✭✐✐✮ E1\E2✱
♦✉ ❜✐❡♥ ✭✐✐✐✮ E2\E1✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ✭✐✈✮ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❤❛q✉❡
s✐t✉❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
✽✳

• ❙✐ σ ❡st ❛✣♥❡ ❛❧♦rs ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ u ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ 3 ♦✉ 4
❡t✱ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ s ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❧✐r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡✲
♠❡♥t ♣❛r ✭✐✮ Γi✱ i = 1, 2 ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r ✭✐✐✮ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❉✬✉♥
❛✉tr❡ ❝ôté✱ v ♣❡✉t êtr❡ é♠✐s ♣❛r ✭✐✮ (E1∩E2)✱ ✭✐✐✮ (E1\E2)✱ ✭✐✐✐✮
(E2\E1) ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❛r ✭✐✈✮ (V \(E1 ∪ E2))✳ ❙✐ v ∈ (E1 ∩ E2)(s)
❛❧♦rs∆(v, σ) ❞♦✐t êtr❡ ♥❡✉tr❡✱ ❝❛r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ❞é✜♥✐❡
s✐♥♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❛s s✉r ❧❡s ✽ s✐t✉❛✲
t✐♦♥s✳ ◆♦t❡③ q✉❡ s✐ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t r❡ç♦✐t v ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞✬✐♠♣♦rt Impi, Imp1,2 s❡r❛ ✈✐❞❡ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ Γi r❡ç♦✐t v ❛❧♦rs
Expi s❡r❛ ✈✐❞❡✳

(N) P♦✉r ❝❡ ❝❛s ❝✐✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✐ ❡st (next)✳ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ Γ ⊢ P ❡t P � νs : ρ P ′′✳ ❚②♣❡r (νs : ρ Q1) | Q2 r❡q✉✐❡rt ❧❡s
♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t②♣❡r νs : ρ (Q1 | Q2)✳ ❉♦♥❝ Γ ⊢ νs : ρ P ′′

❡t Γ, s : ρ ⊢ P ′′✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ (next)✱ P ′′ (E,V )
−−−→ P ′ ❛✈❡❝

V ‖−E✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡✲
♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ↑ (Γ, s : ρ) ⊢ P ′✳ ❉✬♦ù ↑ (Γ) ⊢ νs :↑ ρ ⊢ P ′✳

➚ ♣rés❡♥t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s t②♣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ t②♣❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ P♦✉r
❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t②♣é❡
q✉✐ r❛✣♥❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ❡♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡s✲
s✉s t②♣és ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s t②♣é❡s✳ Pr❡♥♦♥s Cxt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s✳ ❙✐
Γ ∈ Cxt ✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s q✉❡ Pr(Γ) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s t②♣❛❜❧❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✽ ✭❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t②♣é❡✮✳ ❯♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t②♣é❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ R ✐♥❞é①é❡ s✉r Cxt t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ RΓ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
s②♠étr✐q✉❡ s✉r Pr(Γ) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✿

P RΓ Q P
α

−−→
Γ

P ′ bn(α) ∩ fn(Q) = ∅

∃Q′ ( Q
α
⇒
Γ

Q′ P ′ RΓ(α) Q
′ )

◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ≈t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t②♣é❡✳

❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t②♣é❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥♦♥ t②♣é❡ ✿ ❙✐ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t
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❞❡s ❛❝t✐♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t
❞❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡ t②♣❛❣❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✾✳ ❙✐ P,Q ∈ Pr(Γ) ❡t P ≈ Q ❛❧♦rs P ≈t
Γ Q✳

Pr❡✉✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥
t②♣é❡ ✿

P RΓ Q s✐ P,Q ∈ Pr(Γ) ❡t P ≈ Q .

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ P RΓ Q✱ P α
−−→
Γ

Q✱ ❡t bn(α) ∩ fn(Q) = ∅✳ ❆❧♦rs ✿

P
α
−→ P ′ ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t②♣é❡✮

Γ(α) ⊢ P ′ ✭♣❛r ❧❡♠♠❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✮

Q
α
⇒ Q′, P ′ ≈ Q′ ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✮

Γ(α) ⊢ Q′ ✭♣❛r ❧❡♠♠❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✮

❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ P ′ RΓ(α) Q
′✳

◆♦✉s é❝r✐r♦♥s P τ
 
Γ

Q s✐ P τ
−−→
Γ

Q ♦✉ P = Q✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é❝❧❛r❡

✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s τ t②♣é❡s ❡t ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s
q✉❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t②♣é❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s τ ✳

▲❡♠♠❡ ✺✵✳

✶✳ ❙✐ P
τ

−−→
Γ

Pi ♣♦✉r i = 1, 2 ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ Q t❡❧ q✉❡ Pi
τ
 
Γ

Q ♣♦✉r

i = 1, 2✳

✷✳ ❙✐ P
τ
⇒
Γ

Q ❛❧♦rs P ≈t
Γ Q✳

Pr❡✉✈❡✳

✶✳ ❯♥❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✷✳✷✳✷ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ét✐q✉❡té❡s
ré✈è❧❡ q✉❡ ❞❡✉① ré❞✉❝t✐♦♥s τ ♣❡✉✈❡♥t s❡ s✉♣❡r♣♦s❡r s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ♣r♦✲
❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡✉① s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛❧✱ ❞✐s♦♥s s✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s ❧à✱ s ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥ ✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✷ ♦✉ ✺✳ ❙✐ ✐❧ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ✷✱ ❧❡ t②♣❛❣❡ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r é♠✐s❡
s✉r s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P = C[s(x).P1, Q1 | s(x).P2, Q2 | se]

P✉✐sq✉✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣❡rs✐st❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❧♦r❡ ❧❡ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❙✐ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ s ❡st ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ✺
❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉✳

✷✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ τ
 
Γ

❡st ✉♥❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t②♣é❡✳ ❙✐ P = Q ❛❧♦rs ❧❡

rés✉❧t❛t ❡st ❞✐r❡❝t✳ ❙✐♥♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ P τ
−−→
Γ

Q✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱
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P ♣❡✉t s✐♠✉❧❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❢❛✐❜❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛❝t✐♦♥s q✉❡ Q ♣♦✉rr❛✐t ❡①é✲
❝✉t❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❡①é❝✉t❛♥t ❛✉ ❞é❜✉t ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ τ ✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ P

α
−−→
Γ

P ′✳ ◆♦t❡③ q✉❡ α 6= N ♣✉✐sq✉❡ P ♣♦✉rr❛✐t

❡①é❝✉t❡r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ τ ✳

α = τ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❝✐✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✭✶✮ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ τ
 
Γ
⊆

τ
⇒
Γ
✳

α = sv ■❝✐✱ P ′ = (P | sv) ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❧♦r❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡♥
❢❛✐s❛♥t Q sv

−→ (Q | sv)✳

α = νtsv ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ été é♠✐s❡ s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧
♣❡rs✐st❛♥t✱ ✐❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ✐❧ s✉✣r❛✐t ❞✬❡①♣♦rt❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✈❡rs ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
♦✉ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❡r✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦♣r✐été ❝❧é ❡st q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❡st ❞ét❡r✲
♠✐♥✐st❡✳

▲❡♠♠❡ ✺✶✳ ❙✐ P
N

−−→
Γ

Pi ♣♦✉r i = 1, 2 ❛❧♦rs P1 ≈
t
↑(Γ) P2✳

Pr❡✉✈❡✳ ●râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❛❣❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✱
♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ↑ (Γ) ⊢ Pi✳ ❙✐ ♥♦✉s ❛rr✐✈♦♥s à ♠♦♥tr❡r q✉❡ P1 ≈ P2 ❛❧♦rs
♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✾✳

❉✬❛♣rès ❧❛ rè❣❧❡ (next) ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ét✐q✉❡té❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
❛✈♦✐r ✿

✕ P � νsi P
′✱ ♣♦✉r i = 1, 2

✕ s1 ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ s2

✕ P ′ E,Vi−−−→ P ′′
i ✱ ♣♦✉r i = 1, 2

✕ Vi ‖−E✱ ♣♦✉r i = 1, 2
✕ Pi = νsiP

′′
i ✱ ♣♦✉r i = 1, 2

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✻✭✷✮ ❡t ❧❡ ❢❛✐t ✸✻✱ ♥♦✉s ❛rr✐✈♦♥s à ❣❛r❛♥t✐r q✉❡
P ′′
1 ≈ P ′′

2 ❡t P1 ≈ P2✳

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s
♣r♦❝❡ss✉s t②♣❛❜❧❡s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✷ ✭❉ét❡r♠✐♥✐s♠❡✮✳ ❙✐ P
N
⇒
Γ

·
N
⇒
Γ′

· · ·
N
⇒
Γ′

Pi, i = 1, 2,Γ′ =↑ Γ

❛❧♦rs P1 ≈
t
Γ′ P2✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✺✵✭✷✮ ❡t ✺✶
❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t②♣é❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈❛♥❛✉①

▲✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s②♥❝❤r♦♥❡ ❛✈❡❝ s✐❣✲
♥❛✉① ✭✷✮ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉①✳ ❈❡s ✉s❛❣❡s ❞ét❡r♠✐♥❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ✐♥st❛♥t✳

▲❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s
❙π✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ré❝✉rs✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ♣✉✐sq✉✬✉♥
s✐❣♥❛❧ é♠✐s ✉♥❡ ❢♦✐s ♣❡✉t êtr❡ r❡ç✉ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❢♦✐s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤✲
♦❞❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉① s✐❣♥❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❝❛♥❛✉① s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣❛✐r à ♣❛✐r✳ P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡✱ ♦♥
♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡r♠❡ttr❛✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✉♥ s❡r✈❡✉r ♣♦✉✈❛♥t r❡❝❡✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs r❡q✉êt❡s s✉r
❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛♥❛❧ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t✳

▲✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ✉s❛❣❡s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ✷✳✺✳✶ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛❣♥♦st✐q✉❡ ❛✉①
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ré✉t✐❧✐sé❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❡✱ ❞❛♥s
❞✬❛✉tr❡s ♠♦❞è❧❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s
s②♥❝❤r♦♥❡ ❛✈❡❝ ❝❛♥❛✉① ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉s❛❣❡s ❞❛♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②s✲
tè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞❛♥s
❚❛♣✐s ✭✸✳✹✮✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ✸✳✸ ❝♦♠♠❡♥t ❚❛♣✐s s❡ ❝♦♠♣❛r❡ à ❙π ❡t à ❙▲
❬❇❉❙✾✻❪✱ s♦♥ ❛♥❝êtr❡✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❚❛♣✐s q✉✐
s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ✸✳✷ s❡ ✈❡✉t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙π✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ à ❧❛
✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♥❡ ❝♦❧❧❡❝t❡ ♣❛s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs é♠✐s❡s ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥✲
st❛♥t ❡t ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡rs ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❚❛♣✐s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞
♣❧✉s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❡♥ ❈♦q ❡♥ s❡ ❢♦❝❛❧✐s❛♥t s✉r ❧✬❛s♣❡❝t ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r
tr❛✈❛✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ✸✳✺✳ ■❧ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❚❛♣✐s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s q✉✐ ❧✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ♦ù

✺✼
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♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❡♥ ❈♦q ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳

✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

▲❡ ❚❛♣✐s✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s②♥❝❤r♦♥❡ ❞✉ π✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ❛s②♥❝❤r♦♥❡✳ ❖♥ s✬❡st ✐♥s♣✐ré ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❚❈❈❙ ♣♦✉r ✐♠❛❣✐♥❡r ❚❛♣✐s

❡♥ r❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❝❛♥❛✉① r✐❝❤❡s✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉✈❛♥t tr❛♥s♣♦rt❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❡t ❞❡s
❝❛♥❛✉① ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ P♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ♦♥ ❛ ❣❛r❞é ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❙▲
❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ t♦✉t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ sé♠❛♥✲
t✐q✉❡✱ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ✜♥❛❧✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❚❛♣✐s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
✸✳✶ ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s 0 ❡st ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♥✉❧✱ q✉✐ ♥❡ ❢❛✐t r✐❡♥ ❀
✕ P | Q ❡①é❝✉t❡ P ❡t Q ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❀
✕ a(x).P r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❛♥s ❧❡ π✲❝❛❧❝✉❧ ❀
✕ !a(x).P ❡st ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ré♣❧✐q✉é❡ ❞❡ a(x).P ❀
✕ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ⊲✱ ❛♣♣❡❧é ❡❧s❡✲♥❡①t✱ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬❆♠❛✵✾❪✳ ■❧ ❡st

✉t✐❧✐sé ♣♦✉r sé♣❛r❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t ♣rés❡♥t
❞❡ ❝❡✉① q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣ré♣❛rés ♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥ts s✉✐✈❛♥ts✳ ❆✐♥s✐✱
a(x).P ⊲ Q r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ❡ss❛②❡ ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ a ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t
❝♦✉r❛♥t✱ ♦✉ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Q ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t s✐ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥
é❝❤♦✉❡✳

✕ a(x).P ! ⊲ Q s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ !a(x).P ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t ❡t
❝♦♠♠❡ Q ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s
❧❡ ❙π✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❡st ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
♣❧✉s t❛r❞✳

✕ [t D u]P,Q ❡st ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ q✉✐ ❡ss❛②❡ ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡
t s✉✐✈❛♥t ❧❡ ✜❧tr❡ u✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s é✈♦❧✉❡ ❡♥ θP ✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ θ t❡❧❧❡ q✉❡ match(t, u) = θ✱ ❡t Q ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ♦ù
match(t, u) = ↑✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❙π ❞❛♥s ✷✳✶✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ fn(P ) ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠s ❧✐❜r❡s
❞❛♥s P ✳

❚❛♣✐s ♦✛r❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✉♥ ❧❛r❣❡ ❝❤♦✐① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❣râ❝❡
❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs · ⊲ · ❡t · ! ⊲ ·✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s a(x).P ! ⊲ Q ❡①é❝✉t❡ a(x).P ❞❡ ❢❛ç♦♥
ré♣❧✐q✉é❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t✱ ♣✉✐s Q✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✱ ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳
Q ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❛♥s ❧❡ ❢✉t✉r✳ ▲❛ s❡✉❧❡
♣❛rt✐❡ ré♣❧✐q✉é❡ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P ✱ ❝❛r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r réç✉❡ s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ a✳ ▼❛✐s✱ Q ❡st ✐♥✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛r ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡ç✉s s✉r a✳

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥ t②♣é✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
a(x).P ! ⊲ Q ♣❡✉t êtr❡ ❞ér✐✈é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ré♣❧✐q✉é❡ ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛✲
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❈❛♥❛✉①
Chan ::= a || b || . . .

❈♦♥str✉❝t❡✉rs
Cnst ::= ∗ || c || d || k . . .

❱❛❧❡✉rs ✭v✱v′✱✳ ✳ ✳✮
V al ::= Chan || k(V al, . . . , V al)

❱❛r✐❛❜❧❡s ✭x✱y✱✳ ✳ ✳✮
V ar ::= Chan || x || y || . . .

❊①♣r❡ss✐♦♥s ✭u✱t✱✳ ✳ ✳✮
Exp ::= Chan || V ar || Cnst(Exp, . . . , Exp)

❋✐❧tr❡s ✭u✱ u′✱ ✳ ✳ ✳✮
Pat ::= Cnst(V ar, . . . , V ar)

Pr♦❝❡ss✉s
P,Q ::= 0 || P | Q || R || νa P || [tD u]P,Q

❆❝t✐♦♥s
R ::= a〈t〉 || a(x).P || a(x).P ⊲ Q || !a(x).P || a(x).P ! ⊲ Q

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❙②♥t❛①❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s

❵
❵
❵

❵
❵
❵

❵
❵
❵

❵
❵
❵

❵❵

❚❡♠♣♦r✐sé
❘❡♣❧✐q✉é

◆♦♥ ❖✉✐

◆♦♥ a(x).P !a(x).P

❖✉✐ a(x).P ⊲ Q a(x).P ! ⊲ Q

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ ▼♦❞❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❚❛♣✐s

t❡✉r ❡❧s❡✲♥❡①t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❞é✜♥✐r ✿

a(x).P ! ⊲ Q
def
= A〈〉 | !A.a(x).(A〈〉 | P ), Q

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ t②♣❡r ❝❡t ❡♥❝♦❞❛❣❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♠è♥❡
à q✉❡❧q✉❡s ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ♣r❡♥❞r❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❴ ! ⊲ ❴
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠✐t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✸ ✭❯♥❡ ❛❧❛r♠❡ s✐♠♣❧❡✮✳ ❱♦✐❝✐ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❧❛r♠❡
q✉✐ é♠❡t ✉♥ t✐❝t❛❝ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ à ❝❤❛q✉❡ s✬✐♥st❛♥t ❡t q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

tictac〈⋆〉 | !tictac(x).(0 ⊲ tictac〈⋆〉)
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❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ t✐❝t❛❝ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ é♠✐s ♥❡ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❧✉ q✉❡ ♣❛r ❧✬❛❧❛r♠❡✱
❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ tictac〈⋆〉 ❡st ✉♥ ♠❡ss❛❣❡ é♠✐s s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧✱
❡t ♥♦♥ ♣❛s s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧✳ ■❧ ♥❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ r❡ç✉ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t ✉♥✐q✉❡ ❢♦✐s✳
P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ❞é❢❛✉t✱ ✈♦✐❝✐ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❡rs✐♦♥ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ s❡r✈✐❝❡ q✉✐
é♠❡t ✉♥ t✐❝t❛❝ ❞✬❤♦r❧♦❣❡ à t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❛②❛♥t ❞❡♠❛♥❞é ❧✬✐♥s❝r✐♣t✐♦♥ ✿

P = !tictac(x).pause.(tictac〈x〉 | x〈⋆〉)

❆✐♥s✐✱ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❝❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡✈r♦♥t ❡♥✈♦②❡r s✉r ❧❡
❝❛♥❛❧ t✐❝t❛❝ ✉♥ ❝❛♥❛❧ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧s r❡❝❡✈r♦♥t ❧❡s ❛❧❡rt❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t
s✉✐✈❛♥t✳ ❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❧✐❡♥t
r❡ss❡♠❜❧❡r❛ à ✿

νx (tictac〈x〉 | P ) −→ νx pause.(tictac〈x〉 | x〈⋆〉) | P
N
−→ νx tictac〈x〉 | x〈⋆〉 | P
−→ . . .

◆♦t❡③ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❝❛r ❧❡s
ré♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❛♥s ✉♥ ❡❧s❡✲♥❡①t ♥❡ s♦♥t ♣❛s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉ t✐❝s ❞❡ ❧✬❤♦r❧♦❣❡✳

✸✳✷ ❙é♠❛♥t✐q✉❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉❚❛♣✐s✲❝❛❧❝✉❧ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿

✕ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✐❧❡♥❝✐❡✉s❡✱ ♥♦té❡ −−→✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥✲
t❡r♥❡s q✉✐ ♦♥t ❧✐❡✉ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ■❝✐✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s♣é❝✐✜❡r
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r s❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

✕ ❡t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦té❡ N
−→✱ q✉✐ s②♥❝❤r♦✲

♥✐s❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❡t ❝♦♠♠❡♥❝❡ ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ré❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ é♥♦♥❝❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥ts ✿

E ::= [ ] || [ ] ⊲ P
F ::= ![ ] || [ ] ! ⊲ P

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ E✱ ♦ù ♦♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é ❧❡ tr♦✉ ♣❛r
✉♥❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ❛✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❡❧s❡✲♥❡①t
✭⊲✮ ❡t q✉✐ ♥❡ s✬❡st ♣❛s ré♣❧✐q✉é✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ F ✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱
r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡✉① q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ré♣❧✐q✉❡r✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s ❝♦♥t❡①t❡s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠❛♥✐♣✉❧és ❛✈❡❝ s♦✐♥ ❝❛r ✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ♥♦♥ ✈❛❧✐❞❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ r❡♠♣❧❛❝❡r ❬ ❪ ❞❛♥s ❋ ♣❛r ✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥
a〈t〉 ❞♦♥♥❡✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ à ❧✬❛✐❞❡
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❞❡ ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✸✳✶✳ ❈❡ ❞é❢❛✉t ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥t♦✉r♥é
♦✉ ❝♦rr✐❣é ❝❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡st❡
❜✐❡♥ ❧♦❝❛❧✐sé✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✸✱ ♦ù ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

P | 0 ≡ P P | Q ≡ Q | P (P | Q) | R ≡ P | (Q | R)

(νaP ) | Q ≡ νa(P | Q) s✐ a 6∈ fn(Q)

νa νb P ≡ νb νa P

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ré❣❧❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞é❝r✐t ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞✉r❛♥t ✉♥
✐♥st❛♥t✳ ▲❡s rè❣❧❡s (par)✱ (ν) ❡t (≡) s♦♥t ♣❧✉tôt st❛♥❞❛r❞✳ ▲❡s rè❣❧❡s (=ind

1 ) ❡t
(=ind

2 ) s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ▲❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s (sync) ❡t (!) ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s
s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ rè❣❧❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s
❛♠è♥❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❛tr❡ ❝❛s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❣❧❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❡st s♣é❝✐✜q✉❡ ❛✉ ❚❛♣✐s✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞é❝r✐t ❧❡
❝❛❧❝✉❧ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳ ▲❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t à ❧❛ ✜♥ ❞❡
❧✬✐♥st❛♥t✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞é❝r✐t ❧❛ rè❣❧❡ (⊲out)✳ ▲❡s rè❣❧❡s (⊲in) ❡t (⊲!) ❞é❝r✐✈❡♥t
❧❡s ré❝❡♣t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s ❡t q✉✐ r❡st❡♥t ❛❝t✐✈❡s ❛✉ss✐
❧♦♥❣t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❧❡ ❢❛✉t✱ ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s (⊲rec) ❡t
(⊲else) ❞é❝r✐✈❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ t❡♠♣s✱ ♦ù ❧✬♦♥ s❡ ❞é❜❛r❛ss❡ ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡❧s❡✲♥❡①t ✭⊲✮ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳

■❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❚❈❈❙✳ ❊♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❚❛♣✐s✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡❧s❡✲♥❡①t ❛♣♣❛r❛ît s♦♥t ❧❡s
ré❝❡♣t✐♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s P ⊲ Q ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✈❛❧✐❞❡
♣♦✉r t♦✉t ♣r♦❝❡ss✉s P ❞❛♥s ❚❛♣✐s✳ ❈❡❧❛ r❡st❡ ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬❡s♣r✐t ❞✉ ♠♦❞✲
è❧❡ ❙▲✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✹ ✭❯♥❡ ❛❧❛r♠❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✮✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ré❣❧❡s
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦♥t ét❛❜❧✐❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✉♥ ♣❡✉
♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ▲✬❛❧❛r♠❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡
❞✬❡♥✈♦②❡r ✉♥ ❡♥t✐❡r r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ♦❜s❡r✈és ❞❡♣✉✐s s❛ ♠✐s❡
❡♥ ♠❛r❝❤❡✱ ❡t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠✐s à ③ér♦ s✉r ❞❡♠❛♥❞❡ ✿

!tick(x, r, n).r(y).

pause.(tick〈x, r, Z〉 | x〈Z〉)
⊲ (tick〈x, r, S(n)〉 | x〈S(n)〉))

❈❡tt❡ ❤♦r❧♦❣❡ ♣r❡♥❞ tr♦✐s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉✐ s♦♥t ✿ x ✭❧❡ ❝❛♥❛❧ ♣r✐✈é s✉r ❧❡q✉❡❧
❧✬❤♦r❧♦❣❡ ♣ré✈✐❡♥❞r❛ ❧❡s ❝❧✐❡♥ts ✐♥s❝r✐ts✮✱ r ✭✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ r❡♠✐s❡ à ③ér♦✮ ❡t n
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(par)
P −→ P ′

P | Q −→ P ′ | Q
(ν)

P −→ P ′

νa P −→ νa P ′

(=ind
1 )

match(t, u) = θ

[tD u]P1, P2 −→ θP1
(=ind

2 )
match(t, u) =↑

[tD u]P1, P2 −→ P2

(≡)
P ≡ P ′ −→ Q′ ≡ Q

P −→ Q
(sync)

E[a(x).P ] | a〈t〉 −−−→ [t/x]P

( ✦)
F [a(x).P ] | a〈t〉 −−−→ F [a(x).P ] | [t/x]P

(⊲in)
a(x).P

N
−→ a(x).P

(⊲else)
a(x).P ⊲ Q

N
−→ Q

(⊲!)
!a(x).P

N
−→ !a(x).P

(⊲rec)
a(x).P ! ⊲ Q

N
−→ Q

(⊲ν)
P

N
−→ P ′

νa P
N
−→ νa P ′

(⊲out)
a〈t〉

N
−→ 0

(⊲par)

P
N
−→ P ′ Q

N
−→ Q′

P | Q 6−→ ·

P | Q
N
−→ P ′ | Q′

❚❛❜❧❡ ✸✳✸ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❚❛♣✐s
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✭✉♥ ❡♥t✐❡r✮✳ ▲❡ ❝❧✐❡♥t ♣❡✉t à t♦✉t ✐♥st❛♥t ❞❡♠❛♥❞❡r à ❧✬❤♦r❧♦❣❡ ❞❡ r❡♠❡ttr❡ ❧❡
❝♦♠♣t❡✉r n à ③ér♦✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞✬❡♥t✐❡r à ❧❛ P❡❛♥♦ ❞♦♥t ❧✬✐♠✲
♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✿ Nat() = Z | S of Nat() ♦ù ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❩
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ③ér♦✱ ❡t ❙ ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r q✉✐ ♣r❡♥❞ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ♣❛r❧❡r❛✱ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s✱ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ❞❡ ❧❡✉r ✉s❛❣❡
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✳

✸✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❚❛♣✐s à ❙▲ ❡t ❙π✳ ❉❛♥s ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦❞❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❙▲ ❞❛♥s ❚❛♣✐s✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ s✐♠✉❧❡r✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
♠❡s✉r❡✱ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r s✐❣♥❛✉① ❞❛♥s ❚❛♣✐s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝❛♥❛✉①✳ ❊♥✲
s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞✐s❝✉t❡r❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡♥tr❡ ❚❛♣✐s ❡t
❙π✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥t❡r❛ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❡♥tr❡s ❧❡s ❞❡✉①
❝❛❧❝✉❧s✳

❆✈❛♥t ❞✬❡♥t❛♠❡r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❚❛♣✐s ❛✈❡❝ ❝❡s ❛♥✲
❝êtr❡s✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
❧é❣❡rs ré❝✉rs✐❢s ❞❛♥s ❚❛♣✐s✳ ▲❡✉r ❝♦❞❛❣❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥
ré♣❧✐q✉é❡ ✿

❧❡t r❡❝ A(x) = P ✐♥ Q
def
= !A(x).[A〈x〉/A(x)]P | [A〈x〉/A(x)]Q

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r !· ❡t ♥♦♥ ♣❛s · ! ⊲ ·✳ ❯t✐❧✐s❡r
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✉r❛✐t ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t❤r❡❛❞ ❞❛♥s ❧✬✐♥✲
st❛♥t ❝♦✉r❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ t❤r❡❛❞✱ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st
✉♥✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❝❡❧❛ ♣❛r t②♣❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛
❝❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♠♠❡ r❛❝❝♦✉r❝✐ s②♥t❛①✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s s❡r✈✐❝❡s✳

✸✳✸✳✶ ❙▲

❚❛♣✐s ❡st ✐♥s♣✐ré✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡ ❙▲❬❇❉❙✾✻❪ ♦ù ❧❡s s✐❣♥❛✉① s♦♥t ✉t✐❧✐sés
❝♦♠♠❡ ♠é❝❤❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡✳ ❊♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉①
♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❚❛♣✐s✳

▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ s♦♥t ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❡ t❡st ❞❡ ♣rés❡♥❝❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡st ❝❡♥sé ♣❡rs✐st❡r ❞✉r❛♥t ✉♥ ✐♥st❛♥t✱ ✐✳❡✳ ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ♣❡✉t✲êtr❡ r❡ç✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ✐♥st❛♥t✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱
❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❡t t❡sts ❞❡ ♣rés❡♥❝❡ s❡r♦♥t ✐♠♣❧❛♥tés ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ ♣❛r ❞❡s
ré❝❡♣t✐♦♥s ❡t ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s✳ ❯♥❡ é♠✐ss✐♦♥ s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦❞é❡ ❛✐♥s✐ ✿

❡♠✐t(a, v) = a(x).x〈v〉 ! ⊲ 0

❈❡ ♣r♦❝❡ss✉s s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ q✉✐ ❡st a(x).x〈v〉✱
❡st ❡①é❝✉té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ré♣❧✐q✉é❡✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t✳ ◗✉❛♥t



✻✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❈❆◆❆❯❳

à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ❡①é❝✉té❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳
❈❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss✉s ✈♦✉❧❛♥t r❡❝❡✈♦✐r ❝❡ q✉✐ ❛ été é♠✐s s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❛ ❞❡✈r❛
❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ r❡t♦✉r✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ r❡❝❡✈r❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❈❡ ❝♦❞❛❣❡ ❛ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
ré❝✉rs✐❢ ❡t ♣❡rs✐st❛♥t ❝❛❝❤é ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ◗✉❛♥t ❛✉ t❡st ❞❡ ♣rés❡♥❝❡✱
✐❧ ♣♦✉rr❛✐t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

♣r❡s❡♥t a(x) ❞♦ P ❡❧s❡ Q = νr(a〈r〉 | r(x).P,Q)

▲♦rs ❞✉ t❡st ❞❡ ♣rés❡♥❝❡✱ ♦♥ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥
❝❛♥❛❧ ❞❡ r❡t♦✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ré♣♦♥❞r❛ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❙✐ ❛ ❡st
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t✱ ❛❧♦rs P r❡❝❡✈r❛✱ s✉r ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♣r✐✈é✱ ❧❛
✈❛❧❡✉r r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❛②❛♥t ❢❛✐t ❧❛
❞❡♠❛♥❞❡ s❡ ré❞✉✐r❛ à ◗✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ❢r❛❣✲
♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❞❡ ❚❛♣✐s ✿

P,Q ::= 0
|| P1 | P2

|| νa P
|| ❡♠✐t(a, v)
|| ♣r❡s❡♥t a(x) ❞♦ P ❡❧s❡ Q
|| ❧❡t r❡❝ A(x) = P ✐♥ Q

❖♥ ❛rr✐✈❡ ❞♦♥❝ à ❡①tr❛✐r❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❚❛♣✐s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❙▲✳

✸✳✸✳✷ ❙π

❙π ❡t ❚❛♣✐s s♦♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ❛ss❡③ ♣r♦❝❤❡s✳
P❛r r❛♣♣♦rt à ❙π✱ ❚❛♣✐s ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r✲
♣r♦❝❡ss✉s✱ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉①✱ ❡t ❧❛ ré♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ t❤r❡❛❞s
ré❝✉rs✐❢s✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❙π ♦✛r❡ ✉♥ ♠é❝❤❛♥✐s♠❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t
q✉✐ ❡st ❛❜s❡♥t ❞❛♥s ❚❛♣✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡
❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❙π ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛❞✉✐ts ❡♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❚❛♣✐s✱ ♠ê♠❡
s✬✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞✉ ❈❧✐❡♥t✲❙❡r✈❡✉r ❡♥ ❙π✱ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡
réé❝r✐r❡ ❡♥ ❚❛♣✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡✱ ✈♦✐r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✺✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✺ ✭❈❧✐❡♥t✲❙❡r✈❡✉r ❡♥ ❚❛♣✐s✮✳

Server(s) = !s (req(t, v)) .(0 ⊲ t〈f(v)〉)
Client(s, x, t) = νs′ (s〈req(t, x)〉 | pause.(s′(x).t〈x〉 ⊲ 0))

❈❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ r❡ç✉❡ ♣❛r ❧❡ s❡r✈❡✉r ❡st tr❛✐té❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✳ ▲❡ s❡r✈❡✉r
❧✐t ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡t ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❛❧❝✉❧é ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳ ◗✉❛♥t ❛✉
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❝❧✐❡♥t✱ ✐❧ ❡♥✈♦✐❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡t ❡ss❛②❡ ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t
s✉✐✈❛♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s❡r✈❡✉r✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r
✉♥❡ ♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❡ç✉❡s
♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❡✉r ♦r❞r❡ ❞✬❛rr✐✈é❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ré♣❧✐q✉é❡✱ ♦♥
s❛✐t q✉❡ ❝❡❧❛ s❡r❛ ❣❛r❛♥t✐ ❣râ❝❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♣❛r❛❧❧è❧❡✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❙π r❡st❡ ♣❧✉s ❡①♣r❡ss✐❢ q✉❡ ❚❛♣✐s✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡
❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❙π q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs r❡ç✉❡s s✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧✱
s❛♥s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ à ❧✬❛✈❛♥❝❡✱ t❡❧ q✉❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✻✳ ■❧
♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❝♦❞❡r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ q✉✐
❢❡r❛✐t ❧❡ ♠ê♠❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❚❛♣✐s✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ét❛♥t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ✿ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❝♦❧❧❡❝t❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡t ❧❡s st♦❝❦❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡
♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ❉❛♥s ❙π✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❝♦❧❧❡❝t❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t ❧❡s ré✲✐♥❥❡❝t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ ✭r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ✦s ♣❛r ❧❛ ❧✐st❡✱ ♦✉ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é♠✐s❡s✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥ ❚❛♣✐s à ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✺✻ ✭❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ ❙π✮✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✉✐✈❛♥t r❡ç♦✐t ✉♥❡
ré❢ér❡♥❝❡ à ✉♥ s✐❣♥❛❧✱ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡✱ à ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✱ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛❧❡✉rs r❡ç✉❡s s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥✈♦②é à ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❧✬❛ ❞❡♠❛♥❞é
à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳

Avg(s, r) = pause.Avg❴aux(s, r, !s, 0, 0)
Avg❴aux(s, r, ℓ, s, n) = [ℓD cons(x, ℓ′)] Avg❴aux(s, r, ℓ′, s+ x, n+ 1)

, [nD 0] r〈0〉, r〈 sn〉

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡s ❛♣♣❡❧s ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❧é❣❡rs ❞♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✉✐✈❛♥t ❡♥ ❚❛♣✐s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ✿

Avg(s, x, n, r) = s(y).Avg(s, x+ y, n+ 1, r) ⊲ (r〈x/n〉 | Avg(s, 0, 0, r))

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ✉t✐❧✐s❛♥t ❆✈❣ s❡ s❡r❛ ♣❛s ❣❛r❛♥t✐
❞✬êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥✈♦②❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❆✈❣ ❡t ♦♥ ♥❡ s❛✉r❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s é♠✐s✲
s✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❞✉r❛♥t ✉♥ ✐♥st❛♥t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳

✸✳✹ ❉ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ♣❛r t②♣❛❣❡

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬◆❙✾✼❪ ♦ù ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✏♣♦rt✲✉♥✐q✉❡♥❡ss✑ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s t②♣és✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ t②♣❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s a〈b1〉 | a〈b2〉
❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s
❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ♣♦✉r ❙π ♦ù ♦♥ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡s s✐t✉✲
❛t✐♦♥s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡✳ ❈❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥✢✉❡♥ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ q✉✐ ❛ été
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♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬◆❙✾✼❪✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ét✉❞✐é✱ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s ♣✉✐ss❡♥t r❡ç❡✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r
❞❛♥s ✉♥ ✐♥st❛♥t t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ▲❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s s♦♥t
rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ✿

✕ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡st très s✐♠♣❧❡ ✿ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s s✬é❝❤❛♥❣❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r s♦♥t ✉♥✐q✉❡s✳

✕ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ♣❧✉s q✉❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ✿ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
r❡ç♦✐t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs é♠✐s❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ ■❝✐✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ré✲
❝❡♣t❡✉r ❡st ✉♥✐q✉❡✳

▲❡s ❛✉tr❡s ❝❛s r❡st❛♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡ ✈ér✐✜❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥ s❡✉❧ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥✈♦✐❡ ❧❛
♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❝❡ss✉s ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❝❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥❡
♣♦✉rr❛ êtr❡ r❡ç✉❡ q✉❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❛✉tr❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥
♣❡✉t✲êtr❡ ❡♥❝♦❞é❡ ❡♥ ❚❛♣✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
s✐♠✉❧❡r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t é♠✐ss✐♦♥s
❡t ré❝❡♣t✐♦♥s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ r❡t♦✉r✮✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞é❝r✐r❛ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳
❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❥✬✐♥tr♦❞✉✐r❛✐ ❧❡s ✉s❛❣❡s ❡t t②♣❡s ✉t✐❧✐sés✳ P✉✐s✱ ♦♥
♣❛r❧❡r❛ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t t❤é♦rè♠❡s ❞é♠♦♥trés✳
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❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ✉s❛❣❡s t❡❧s q✉❡ ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✶✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❙π ♦ù ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s
✭ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t ❡t ré❝❡♣t✐♦♥ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✮✱ ♦♥ ♥✬❡♥ ❛ q✉✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ❞❛♥s ❚❛♣✐s✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡✱ ❛✉ ❧✐❡✉
❞✬✉♥ tr✐♣❧❡t✱ ♣♦✉r ❧❡s ✉s❛❣❡s ❞❡ ❝❛♥❛✉① ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù ✿

✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
✭♦✉ ❛✉t♦r✐sé❡s✮ ❡♥ é♠✐ss✐♦♥s✱

✕ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡r❛ rés❡r✈é❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉t♦r✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛
ré❝❡♣t✐♦♥✳

❈❤❛q✉❡ ✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ (a, b) s❡r❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ✉s❛❣❡ q✉✐
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ L = {0, 1,∞}✳ P❛r♠✐ ❧❡s ✾ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
✉t✐❧✐s❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ✻ ✉s❛❣❡s✳ ▲❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✉s❛❣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣❡✉t êtr❡ ❥✉s✲
t✐✜é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡①❝❧✉r❡ ❧✬✉s❛❣❡ ♦ù ❛
❡t ❜ s♦♥t é❣❛✉① à ③ér♦✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❛✉tr❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❙✐ ❛ ❡st é❣❛❧ à ∞✱ ❛❧♦rs ❜ ❞♦✐t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ∞✱ s✐♥♦♥
❧✬✉s❛❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❛✈❡❝ ❞❡ t❡❧❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ✭✐✳❡✳ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥✈♦②❡r ❡t é❝♦✉t❡r s✉r ❧❡ ♠ê♠❡
❝❛♥❛❧✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ q✉✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❝❡ss✉s
s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞♦♥t
❧✬✉s❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st (∞, 1) ✭❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st (∞, 0)✱
♦ù ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❛ été ❝♦♥s♦♠♠é❡✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✐ ❛ ❡st
é❣❛❧ à 1✱ ❛❧♦rs ❜ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ é❣❛❧ à ∞ ❝❛r ❝❡❧❛ ✈♦✉❞r❛✐t ❞✐r❡ q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
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♣r♦❝❡ss✉s ♣♦✉rr❛✐❡♥t r❡❝❡✈♦✐r ❝❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉r❛✐t ❡♥✈♦②é✱ ❝❡ q✉✐
rés✉❧t❡r❛✐t ❡♥ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥t❡r❞✐t
♣❡✉t êtr❡ r❡tr♦✉✈é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✉s❛❣❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞♦♥t ❧✬✉s❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st (1, 1)✳ ▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬✉s❛❣❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ❉❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡✱ ❧❡s
❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬✉s❛❣❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✱ ❡t ❧❡s ✉s❛❣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥ ❤❛✉t✳

(∞, 1)

��

(1, 1)

{{wwwwwwww

##GGGGGGGG

(∞, 0) (0, 1) (1, 0)

(0, 0)
##

GGGGGGGG {{

wwwwwwww
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❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❯ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✉s❛❣❡s r❡t❡♥✉s✱ ❡t ♣❛r U(i) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✉s❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✉s❛❣❡s ✐✱
♣♦✉r i ∈ {1, 2}✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ⊕ s✉r ❧❡s ✉s❛❣❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ s❡✉❧❡♠❡♥t
♣♦✉r ❞❡s ✉s❛❣❡s ❞✉ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ U(i) ♣♦✉r ✉♥ ✐ ❞♦♥♥é✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st
❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ✐✳❡✳ ♣♦✉r u, u′ ∈ U(i)✱ u⊕ u′ ❡st ❞é✜♥✐ s✐ u⊕ u′ ∈ U(i)
♣♦✉r i ∈ {1, 2}✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡
s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳

❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❙π ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳✹✮✱ ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❡s ♠♦ts
✐♥✜♥✐s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ▲✱ ✐✳❡✳ u ∈ (L2)ω✳ ❈❡s ♠♦ts s❡r♦♥t ❛♣♣❡❧és
✉s❛❣❡s ❞❡ ❝❛♥❛✉①✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✬✉s❛❣❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s s✬✐❧s s♦♥t ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ uω ♦✉ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡s q✉❛♥❞ ✐❧s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ u · vω ❡t u 6= v✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♦♥ ❝❧❛ss✐✜❡r❛ ❧❡s ✉s❛❣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ❞❡✉① ❝r✐tèr❡s ✿
❛✣♥❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ 1✳
♥❡✉tr❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛✣♥❡✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❛ été ét✉❞✐é ♣♦✉r ❙π✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬✉s❛❣❡
❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ❚❛♣✐s ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✣♥❡s✳ ■❧
♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s
✉s❛❣❡s q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧✬❛✣♥✐té✳
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❚❛♣✐s ♦✛r❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❛✈♦✐r ❞✉ ✜❧tr❛❣❡ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✱ ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❡t ❧❡
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❚②♣❡s ♥❡✉tr❡s ✭u ❡st ♥❡✉tr❡✮
κ ::= T∞(κ1, . . . , κn) || Chuω(κ) || 1

❚②♣❡s ❛✣♥❡s ✭u ❡st ❛✣♥❡✮
λ ::= T1(σ1, . . . , σn) || Chuω(σ)

❚②♣❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s
σ ::= κ || λ

❚②♣❡s ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡s ✭v ❡t w s♦♥t ❛✣♥❡s✮
ρ ::= σ || Chu·u′ω(κ) || Chv·wω(σ)

❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❚②♣❡s

t②♣❡ ✉♥✐t✳
❯♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡st ❞é✜♥✐ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ✉s❛❣❡ ❞❡ t②♣❡ ❡t ❧❡s

❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐❢✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡
t②♣❡ σ ✿

Listα(σ) = nil
|| cons of σ, Listα(σ)

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣ré❝✐s❡ ✉♥ ✉s❛❣❡ q✉✐ ❡st ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{1,∞}✳ ❈❡t ✉s❛❣❡ s❡rt à s✐❣♥❧❡r ❧✬✉s❛❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ st♦❝❦é❡
❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ ❙✐ ❧✬✉s❛❣❡ ❡st 1 ❛❧♦rs ❧❡ t②♣❡ s❡r❛ ❛✣♥❡ ❡t ✐❧
♥❡ ♣♦✉rr❛ ② ❛✈♦✐r q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t❡✉r s✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡ t②♣❡ s❡r❛
♥❡✉tr❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ✉♥❡
❛✉tr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✈✐❡♥t s❡ r❛❥♦✉t❡r à ❝❡❧❧❡s ❞é❥à ❝✐té❡s ♣♦✉r ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✿ ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♥❡✉tr❡ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ t②♣❡s ❛✣♥❡s✳

▲❡s t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① s♦♥t ♥♦tés Chu(σ)✳ ❈❡❧❛ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧
tr❛♥s♣♦rt❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t②♣❡ σ s✉✐✈❛♥t ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧ u✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t
❛✉① t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✱ s✐ σ ❡st ❛✣♥❡ ❛❧♦rs ❧✬✉s❛❣❡ u ❞♦✐t êtr❡ ❛✣♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ t②♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐♥❣❧❡t♦♥✱ ♥♦té 1✱ ♥✬❡st ❤❛❜✐té q✉❡ ♣❛r ✉♥❡
✉♥✐q✉❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♥♦té❡ ()✳ ❈❡ t②♣❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ✉♥✐t ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s✳

P♦✉r rés✉♠❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♦r❣❛♥✐s❡r♦♥s
❧❡s t②♣❡s s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉①✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡s t②♣❡s ❛✣♥❡s q✉✐ s❡r❛ r❡♣rés❡♥té ♣❛r λ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ t②♣❡s r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡s t②♣❡s ♥❡✉tr❡s✱ ♥♦té κ✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❣r♦✉♣❡s
σ ❡t ρ r❡♣rés❡♥t❡r♦♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ ❧❡s t②♣❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t ❝❡✉① q✉✐ ♥❡ ❧❡
s♦♥t ♣❛s✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st rés✉♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✹✳

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✉s❛❣❡s ❡st ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Cu(σ)⊕ Cv(σ) = Cu⊕v(σ)
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♦ù C ∈ {Ch, T} ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ u⊕ v ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳
P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡

t②♣❛❣❡✱ ♥♦té Γ✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉① t②♣❡s ♦ù s♦♥
❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ♥♦té dom(Γ)✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ Γ1 ⊕ Γ2 s✉r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s
❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

(Γ1 ⊕ Γ2) (x) =















Γ1(x)⊕ Γ2(x) s✐ x ∈ dom(Γ1) ∩ dom(Γ2)
Γ1(x) s✐♥♦♥ s✐ x ∈ dom(Γ1)
Γ2(x) s✐♥♦♥ s✐ x ∈ dom(Γ2)
↑ s✐♥♦♥

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ (Γ1⊕Γ2) ↓ ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t
q✉❡ t♦✉s ❧❡s t②♣❡s s♦♥t s♦♠♠és ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ s✉✐✈❛♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥
❞é✜♥✐❡ s✉r ❝❡s t②♣❡s✱ ✐✳❡✳ ∀x ∈ dom(Γ1) ∩ dom(Γ2)✱ (Γ1(x)⊕ Γ2(x)) ↓✳

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ s❤✐❢t ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❝♦♥t❡①t❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
(↑ Γ)(x) = Ch↑u(σ) s✐ Γ(x) = Chu(σ) ❡t (↑ Γ)(x) = Γ(x) s✐♥♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ Γ, x : σ ❞é♥♦t❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ t②♣❛❣❡ Γ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❛❥♦✉té ❧❛ ♣❛✐r❡
x : σ✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡st ❞✐t ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥❡✉tr❡✮ s✬✐❧
❛ss♦❝✐❡ q✉❡ ❞❡s t②♣❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥❡✉tr❡s✮ ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s κ(Γ) q✉❛♥❞ Γ ❡st ♥❡✉tr❡ ❡t ς(Γ) q✉❛♥❞ Γ
❡st ✉♥✐❢♦r♠❡✳

✸✳✹✳✸ ❘é❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ❞é❝r✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✺✳ ◆♦✉s
s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛♥❛❧ ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❝réé ✈✐❡♥t ❛✈❡❝ s♦♥ t②♣❡✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ P ✱ ♦ù P ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❡t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ♦✉ Γ ⊢ t : σ✱ ♦ù t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❡st
σ ❡t t②♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ Γ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s P ♦✉ t✳ P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r
❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛✉① ❞❡✉① ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❉✉r❛♥t ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥✈♦②❡r ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡t
r❡❝❡✈♦✐r ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s✳

✕ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♦✛r❡ ✉♥ s❡r✈✐❝❡✱ ❝❡ s❡r✈✐❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥✐q✉❡ ❡t
✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❝❧✐❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡♥✈♦②❡r ❧❡✉rs
r❡q✉êt❡s ❛✉ s❡r✈✐❝❡✳

P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❙π ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱
✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s q✉✬♦♥ ❞♦✐t s♦✉❧✐❣♥❡r✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
✉s❛❣❡s ✉t✐❧✐sés ❡st ❞✐✛ér❡♥t ♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ q✉✐ t②♣❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡s
♣r♦❝❡ss✉s ré♣❧✐q✉és ❞♦✐t êtr❡ ♥❡✉tr❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦✉✈❡r
❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❛❣❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐
♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s ❞♦✐t êtr❡ t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ✐✳❡✳ q✉✐
❛ss♦❝✐❡ ❞❡s t②♣❡s ♥❡✉tr❡s à ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r✳
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Pr♦❝❡ss✉s

(0)
Γ ⊢ 0

(ν)
Γ, a : Chuω (σ) ⊢ P ς(Chuω (σ))

Γ ⊢ νa : Chuω (σ) P

(par)
Γi ⊢ Pi i = 1, 2

Γ1 ⊕ Γ2 ⊢ P1 | P2
(out)

Γa ⊢ a : Chu·vω (σ) Γe ⊢ e : σ
u(1) > 0

Γa ⊕ Γe ⊢ a〈e〉

(⊲in)
Γa ⊢ a : Chu·vω (σ) ΓP , x : σ ⊢ P
u = (0, 1) ↑ (Γa ⊕ ΓP ) ⊢ Q

Γa ⊕ ΓP ⊢ a(x).P ⊲ Q
(in)

Γa ⊢ a : Chuω (σ) ΓP , x : σ ⊢ P
u = (0, 1) ς(ΓP , x : σ)

Γa ⊕ ΓP ⊢ a(x).P

(! ⊲in)

Γa ⊢ a : Chu·vω (σ) ΓP , x : σ ⊢ P
u = (∞, 1) ↑ ΓQ ⊢ Q

κ(ΓP )

Γa ⊕ ΓP ⊕ ΓQ ⊢ a(x).P ! ⊲ Q

(!in)
Γa ⊢ a : Chuω (σ) ΓP , x : σ ⊢ P

u = (∞, 1) ς(σ) κ(ΓP )

Γa ⊕ ΓP ⊢ !a(x).P

(mc)
k : (σ1, . . . , σn) → Tu(σ1, . . . , σm) Γ1 ⊢ e : Tu(σ1, . . . , σm)

Γ2, x1 : σ1, . . . , xn : σn ⊢ P1 Γ1 ⊕ Γ2 ⊢ P2

Γ1 ⊕ Γ2 ⊢ [eD k(x1, . . . , xn)]P1, P2

❚❡r♠❡s

(varc)
Γ, x : Tu(σ) ⊢ x : Tu(σ)

(c)
Γi ⊢ ei : σi i = 1, . . . , n

k : (σ1, . . . , σn) → Tu(σ1, . . . , σm)

Γ0 ⊕ Γ1 ⊕ · · · ⊕ Γn ⊢ k(e1, . . . , en) : Tu(σ1, . . . , σm)

(varch)
Γ1(c) = Chu·vω (σ)

Γ1 ⊕ Γ2 ⊢ c : Chu·vω (σ)

❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛✣♥❡ ♣♦✉r ❚❛♣✐s
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✸✳✹✳✹ ❘és✉❧t❛ts

▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t ♣r♦❝❡ss✉s t②♣❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❆✈❛♥t
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✬❛tt❛q✉❡r à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t s✬❛ss✉r❡r
q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts
❧❡♠♠❡s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡ s❡r♦♥t ❝♦♠♠❡♥té❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉❝❝✐♥t❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s
❢❡r♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡
❧❡♠♠❡ ❞✬❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t ❡t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❧✉s t❛r❞✳
❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❛❣❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ é♥♦♥❝❡r❛ ❡t ❞é♠♦♥tr❡r❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳

▲❡♠♠❡ ✺✼ ✭❆✛❛✐❜❧✐ss♠❡♥t✮✳

Γ ⊢ U : T (Γ⊕ Γ′) ↓

Γ⊕ Γ′ ⊢ U : T

Pr❡✉✈❡✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❡ss❡♥t✐❡❧s ✿
✕ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ⊕ s✉r ❧❡s t②♣❡s ❡t ❝♦♥t❡①t❡s ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t

❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳
✕ ▲❡s ré❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ s♦♥t ❢♦r♠✉❧é❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❛❥♦✉t❡r

❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s s❛♥s ❝❛ss❡r ❧❡ t②♣❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✈r❛✐
♣♦✉r ❧❛ ré❣❧❡ ✭✈❛rch✮ ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ s❡✉❧❡♠❡♥t à s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡
♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥✳
▲❡s ❛✉tr❡s ré❣❧❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❛✈❡❝ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à ❧✬❡s♣r✐t✳

P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ré❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢❛✐ts ♠❡♥t✐♦♥♥és✱
♦♥ ❛rr✐✈❡ à ♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ✈♦✉❧✉✳

❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✬é♥♦♥❝❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

▲❡♠♠❡ ✺✽ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳

Γ, x : ρ ⊢ U : T Γ′ ⊢ v : ρ (Γ⊕ Γ′) ↓

Γ⊕ Γ′ ⊢ [v/x]U : T

Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ U ✱ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ U ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ✸ s♦✉s✲❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧✬❡♠✲
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ à s✉❜st✐t✉❡r x✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r s♦✐t à ❣❛✉❝❤❡
✭s❡✉❧❡♠❡♥t✮✱ s♦✐t à ❞r♦✐t❡ ✭s❡✉❧❡♠❡♥t✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①✳

▲❡s ré❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♠♦❞✉❧♦ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ t②♣és
❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✺✾ é♥♦♥❝❡ ❡t ♣r♦✉✈❡ ❝❡❧❛✳

▲❡♠♠❡ ✺✾✳
P ≡ Q

Γ ⊢ P ⇐⇒ Γ ⊢ Q
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Pr❡✉✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ⊕ s✉r ❧❡s t②♣❡s s♦♥t ❛ss♦❝✐❛t✐❢s ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✳ ▲❡
rés✉❧t❛t ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
str✉❝t✉r❡❧❧❡✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❛♣rès ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✐t q✉❡ ✿
✕ ❙✐ P ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡t s❡ ré❞✉✐t à P ′ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡

✐♥st❛♥t✱ ❛❧♦rs P ′ ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡①t❡✳
✕ ❙✐ P ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡t s❡ ré❞✉✐t à P ′ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✱

❛❧♦rs P ′ ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ↑ Γ✳
❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✻✵ ✭Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✮✳

1)
Γ ⊢ P P −→ P ′

Γ ⊢ P ′ 2) Γ ⊢ P P
N
−→ P ′

↑ Γ ⊢ P ′

Pr❡✉✈❡✳
P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛❝t✐✈é❡✱ ❡t ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P ✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❧❡♠♠❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t②♣é❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✶ ✭❚r❛♥s✐t✐♦♥s t②♣é❡s✮✳

✕ ❖♥ é❝r✐t P −→
Γ

Q s✐ Γ ⊢ P ❡t P −→ Q

✕ ❖♥ é❝r✐t P
N

−−→
Γ

Q s✐ Γ ⊢ P ❡t P
N
−→ Q

❆✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s t②♣és✱ ♥♦✉s ❞❡✲
✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❝♦♠♠✉t❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✻✷ ✭❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✐♥st❛♥t✮✳ P♦✉r t♦✉t ♣r♦❝❡s✲
s✉s P ✱ ♦♥ ❛ ✿

P

Γ !!DD
DD

DD
DD

Γ}}zz
zz

zz
zz

P1

Γ !!C
C

C
C P2

Γ}}{
{

{
{

∃ Q

♦ù ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ 99KΓ= Id ∪ −→Γ ❡t ■❞ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❛s s✉r ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛ss❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ❝❛s ♥♦♥ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❝✲à✲❞ q✉✐
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♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♥✢✐t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ré❣❧❡s ✭♣❛r✮ ❡t ✭=ind
1 ✮ ♥✬❛❣✐ss❡♥t ♣❛s

s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❡♥ ❝♦♥✢✐t✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❝❛s r❡st❛♥ts
❡t ✐♥tér❡ss❛♥ts✱ ♦♥ r❡t♦✉✈❡ ❝❡❧✉✐ ♦ù ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s P ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r
❞❡✉① s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❝❛♥❛❧✳ P❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❝❛s ❡①✐s✲
t❡♥t ♠❛✐s ✉♥ s❡✉❧ ❡st t②♣❛❜❧❡✱ ❝❡❧✉✐ ♦ù ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s é♠❡tt❡♥t ✈❡rs ❧❡ ♠ê♠❡
❝❛♥❛❧ ❡t ❞✉r❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❝❡
❝❛s ❧à ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù P r❡ss❡♠❜❧❡r❛✐t ✭à éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣rès✮ à ✿

P ≡ !a(x).P | a〈v1〉 | a〈v2〉 | R

●râ❝❡ à ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ré♣❧✐q✉é❡✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs✱ s❛♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ ❥❡✉ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❧♦r❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P ≡ !a(x).Q | a〈v1〉 | a〈v2〉 | R
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!a(x).Q | [v1/x]Q | a〈v2〉 | R

Γ
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!a(x).Q | a〈v1〉 | [v2/x]Q | R

Γ
uujjjjjjjjjjjjjjj

!a(x).Q | [v1/x]Q | [v2/x]Q | R

▲❡♠♠❡ ✻✸ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✮✳ P♦✉r t♦✉t ♣r♦❝❡ss✉s P ✱ ♦♥ ❛ ✿
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P1 ≡ P2

Pr❡✉✈❡✳ ❆✉❝✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ét❛❜❧✐❡ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t✳ ■❧ ♥✬② ❛
❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡
q✉❡ P1 ❡t P2 s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❧❡♠♠❡s✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t
♣r♦❝❡ss✉s t②♣❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✹✳ ❚♦✉t ♣r♦❝❡ss✉s t②♣❛❜❧❡ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳

Pr❡✉✈❡✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✻✷ ❡t ✻✸✳
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✸✳✺ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q

▲❡ ❧❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✻✵ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s t②♣és
s♦♥t ❝♦♥✢✉❡♥ts ❡st ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❛❣❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st s✉r♣r❡♥❛♠♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ✉s❛❣❡s ❡t ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ q✉✐ ② s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✳ ❈❡❧❛ ❛ ♠♦t✐✈é ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❚❛♣✐s ❛✈❡❝ s❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ t②♣❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧✬❛s✲
s✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q❬❈❉❚✶✵❪ ♣♦✉r ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❡t ❝❤♦✐①
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❛ss♦❝✐és ♦♥t ❞é❥à été ❛❜♦r❞és
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r✱ ✐❝✐✱ s✉r ❧❡✉r ✐♠♣❧❛♥✲
t❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q✳

✸✳✺✳✶ ❙②♥t❛①❡

❊♥ ❈♦q✱ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ❚❛♣✐s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ t❡r♠ ✿❂

⑤ ❚✐♥❞❡① ✿ ✐♥❞❡① ✲❃ t❡r♠

⑤ ❚♥❛♠❡ ✿ ♥❛♠❡ ✲❃ t❡r♠

⑤ ❚❝♦♥str ✿ ❝♦♥str ✲❃ ❧✐st t❡r♠ ✲❃ t❡r♠✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✿❂

⑤ P♥✉❧❧ ✿ ♣r♦❝❡ss

⑤ P♣❛r ✿ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss

⑤ Ps❡♥❞ ✿ t❡r♠ ✲❃ t❡r♠ ✲❃ ♣r♦❝❡ss

⑤ Pr❡❝✈ ✿ t❡r♠ ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss

⑤ Pr❡❝✈❴❡❧s❡♥❡①t ✿ t❡r♠ ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss

⑤ Pr❡❝✈❴❞✉♣ ✿ t❡r♠ ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss

⑤ Pr❡❝✈❴❞✉♣❴❡❧s❡♥❡①t ✿ t❡r♠ ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss

⑤ P♥✉ ✿ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss

⑤ P♠❛t❝❤ ✿ t❡r♠ ✲❃ ❝♦♥str ✲❃ ♥❛t ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss✳

❯♥ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❈♦q ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ♥❛♠❡❧❡ss q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦✲
❞✉✐t❡ ♣❛r ▼❝❑✐♥♥❛✱ P♦❧❧❛❝❦✱ ●♦r❞♦♥ ❡t ▼❝❇r✐❞❡ ❬▼▼✵✹✱ ▼P✾✾✱ ●♦r✾✹❪✳
❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐é❡s ✭❚✐♥❞❡①✮ ❡t ❞❡s ♥♦♠s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✭❚♥❛♠❡✮✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s é✈✐t❡
❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧✬❛❧♣❤❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧✲
♣❤❛✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉r♦♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❬❆❈P+✵✽❪✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡ ✭t❡r♠❡s ❡t ♣r♦❝❡ss✉s✮ q✉✐ s♦♥t ♦♣❡♥ ❡t ❝❧♦s❡ ♦ù✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬✉♥❡
❡st ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✿

♦♣❡♥ ✿ ✐♥❞❡① ✲❃ ❇ ✲❃ ❆ ✲❃ ❇ Pr❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥
k✱ ❞❡✉① t❡r♠❡s u ❡t t ❡t r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ k ❞❛♥s t ❛✈❡❝
u✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ❡✛❡t s✐ k ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s t✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ t❅✉ ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ t ♦✉✈❡rt ❛✈❡❝ ✉ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✵✳
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❝❧♦s❡ ✿ ✐♥❞❡① ✲❃ ♥❛♠❡ ✲❃ ❇ ✲❃ ❇ ❘❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ♥♦♠ z ❞❛♥s t ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❞✐❝❡
❞❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ k✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♦♣❡♥ ❡t ❝❧♦s❡ s♦✐❡♥t✱ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛ ❞é❝✐❞é ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❬❆❈P+✵✽❪ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❡ ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ ❣èr❡ ❛✉tr❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥✳

P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ♦♣❡♥ ♦✉
❝❧♦s❡✮ ❡st é❣❛❧ à ③ér♦ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st ♦♠✐s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s
❛✉tr❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧❛♥té❡s ❛✉t♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♣❡♥ ❡t ❝❧♦s❡✳ P❛r♠✐ ❝❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ♦♣❡♥❴♥❜✬ ❡t ♦♣❡♥s❴♣✳ ❊❧❧❡s ✐tèr❡♥t s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s
❞♦♥♥é ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♥♦♠s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♣❡♥❴♥❜✬

❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✏♦✉✈❡rt✉r❡✑ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ 0 ❡t ❡❧❧❡ ✜♥✐t ❛✈❡❝ n ♦ù
n+1 ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ♥♦♠s ♣r✐s❡ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ◗✉❛♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦♣❡♥s❴♣✱ ❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♦♣❡♥❴♥❜✬ s❛✉❢ q✉✬❡❧❧❡
❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ k ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 0✳

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♣❧✉tôt st❛♥❞❛r❞✱ s✉r ❧❡s
t❡r♠❡s ❡t ♣r♦❝❡ss✉s q✉✐ ❡st ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❙♦♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡ s❡r❛ s✉❜st ✿ ♥❛♠❡ ✲❃ ❆ ✲❃ ❇ ✲❃ ❇ ♦ù ♥❛♠❡ ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♥♦♠s✱ ❆
❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t q✉✐ r❡♣❧❛❝❡r❛ ❧❡ ♥♦♠ ♣❛ssé ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❡t ❡♥✜♥ ❇

❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♦ù ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ s❡r❛ ❡①é❝✉té❡✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s t❬①✿❂✉❪ ♣♦✉r
❧❡ t❡r♠❡ t ♦ù ❧❡ ♥♦♠ ① ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉✳

▲❡s ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ✐❝✐ s♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❡t
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❚✐♥❞❡① ❡t ❚♥❛♠❡✮ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥
❝♦♥str✉❝t❡✉r ✭❚❝♦♥str✮ ♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ❡st ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t❡✉r ❞✉ ❝♦♥✲
str✉❝t❡✉r ❝❤♦✐s✐ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡r❛ ♣❧✉s t❛r❞✳ ◗✉❛♥t ❛✉① ♣r♦❝❡ss✉s✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞
❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ✸✳✶✳ ■❧ ② ❛ ✹ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ Pr❡❝✈✳ ■❧s s❡r✈❡♥t à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✹ ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡
r❡❝❡✈♦✐r ❞❛♥s ❚❛♣✐s✳ ■❧s s♦♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✸✳✷✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✺ ✭❍♦r❧♦❣❡✴❆❧❛r♠❡✮✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✸ ❞❡ ❧✬❛❧❛r♠❡ s✐♠✲
♣❧❡✳ ❊♥ ❈♦q✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✬é❝r✐r❛✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❧ ❡ t ① ✿❂ ❚✐♥❞❡① ✵ ✐♥

❧❡t ♣❛✉s❡ P ✿❂ P♥✉ ✭Pr❡❝✈❴❡❧s❡♥❡①t ① P♥✉❧❧ P✮ ✐♥

❧❡t st❛r ✿❂ ❚❝♦♥str ✵ ♥✐❧ ✐♥

❧❡t t❛❝ ✿❂ ❚♥❛♠❡ ✵ ✐♥

Pr❡❝✈❴❞✉♣ t❛❝ ✭♣❛✉s❡ ✭Ps❡♥❞ t❛❝ ① ✴✴ Ps❡♥❞ ① st❛r✮✮

▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♦♣❡♥✱ ❝❧♦s❡ ❡t s✉❜st s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐
s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ✈ér✐✜❡r
q✉❡ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ❝❡s q✉❡❧q✉❡s
❧❡♠♠❡s ✿

❈❧❛ss s✉❜st❴♣r♦♣s ❆ ❇ ✭✯ ✳✳✳ ✯✮ ✿❂ ④

s✉❜st❴❝❧♦s❡❴❢r❡s❤ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ✭t✿❇✮ ✭①✿♥❛♠❡✮✱

① 6∈ ❋❱ t ✲❃ ❝❧♦s❡ ① t ❂ t❀

s✉❜st❴❝❧♦s❡❴♦♣❡♥ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ✭①✿♥❛♠❡✮ ✭t✿❇✮✱
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① 6∈ ❋❱ t ✲❃ ❝❧♦s❡ ① ✭t ❅ ①✮ ❂ t❀

s✉❜st❴❢r❡s❤ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ✭①✿♥❛♠❡✮ ✉ ✭t✿❇✮✱

① 6∈ ❋❱ t ✲❃ t❬①✿❂✉❪ ❂ t❀

s✉❜st❴♦♣❡♥ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ✭①✿♥❛♠❡✮ ✭✉✿❆✮ ✭t✿❇✮ ✭✇✿❆✮✱

❧♦❝❛❧❧②❴❝❧♦s❡❞ ✉ ✲❃

✭t ❅ ✇✮❬① ✿❂ ✉❪ ❂ ✭t❬①✿❂✉❪✮ ❅ ✭✇❬①✿❂✉❪✮❀

s✉❜st❴♦♣❡♥❴✈❛r ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ✭①✿♥❛♠❡✮ ✭✉✿❆✮ ✭t✿❇✮ ✭②✿♥❛♠❡✮✱

❧♦❝❛❧❧②❴❝❧♦s❡❞ ✉ ✲❃ ① ❁❃ ② ✲❃

✭t ❅ ✭❚♥❛♠❡ ②✮✮❬① ✿❂ ✉❪ ❂ ✭t❬① ✿❂ ✉❪✮ ❅ ✭❚♥❛♠❡ ②✮❀

s✉❜st❴✐♥tr♦ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ✭①✿♥❛♠❡✮ ✭✉✿❆✮ ✭t✿❇✮✱

❧♦❝❛❧❧②❴❝❧♦s❡❞ ✉ ✲❃ ① 6∈ ❋❱ t ✲❃

✭t ❅ ✭❚♥❛♠❡ ①✮✮❬① ✿❂ ✉❪ ❂ t ❅ ✉

⑥✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉❜st❴❢r❡s❤ s✬❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ s✉❜st ① ✉ t

rés✉❧t❡ ❡♥ t s✐ ① ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s t✳
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♦♣❡♥✱ ❝❧♦s❡ ❡t s✉❜st ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r

❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡t s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✳ P♦✉r ❣ér❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❝❡s ❝❛té❣♦r✐❡s s②♥t❛①✲
✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t②♣❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s
❬❙❖✵✽❪✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t r❛ss❡♠❜❧é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❧❛ss❡
❞❡ t②♣❡s ♥♦♠♠é❡ s✉❜st❴♣r♦♣s✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛tt❡♥t✐❢ r❡♠❛rq✉❡r❛ ❧❛ s✉r❝❤❛r❣❡
❞❡s ♥♦♠s ❡t ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sés✳

✸✳✺✳✷ ❙é♠❛♥t✐q✉❡

❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡

▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥s✐❞éré ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ str✉❝✲
t✉r❡❧❧❡ ✭≡✮ ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❧✉s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳

❊♥ ❈♦q✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ♥♦♠♠é❡ ♣❡q ❡t ❡st ✐♠♣❧❛♥té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥✲
❞✉❝t✐❢ q✉✐ ❛ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❡q ✿ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ Pr♦♣ ✿❂

⑤ ♣❡q❴♥❡✉tr❛❧ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P✱

P ✴✴ P♥✉❧❧ ≡ P

⑤ ♣❡q❴❝♦♠♠✉t ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P ◗✱

P ✴✴ ◗ ≡ ◗ ✴✴ P

⑤ ♣❡q❴❛ss♦❝ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P ◗ ❘✱

✭P ✴✴ ◗✮ ✴✴ ❘ ≡ P ✴✴ ✭◗ ✴✴ ❘✮

⑤ ♣❡q❴r❡❢❧ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P✱

P ≡ P

⑤ ♣❡q❴tr❛♥s ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P ◗ ❘✱

P ≡ ◗ ✲❃

◗ ≡ ❘ ✲❃

P ≡ ❘

⑤ ♣❡q❴s②♠ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P ◗✱

P ≡ ◗ ✲❃

◗ ≡ P

⑤ ♣❡q❴♣❛r ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P P✬ ◗ ◗✬✱

P ≡ P✬ ✲❃

◗ ≡ ◗✬ ✲❃
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P ✴✴ ◗ ≡ P✬ ✴✴ ◗✬

⑤ ♣❡q❴♥✉ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P P✬ ▲✱

✭ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❛✱ ❛ 6∈ ▲ ✲❃ P ❅ ❛ ≡ P✬ ❅ ❛✮ ✲❃

P♥✉ P ≡ P♥✉ P✬

⑤ ♣❡q❴r❡❝✈ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P P✬ ❛ ▲✱

✭ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❜✱ ❜ 6∈ ▲ ✲❃ P ❅ ❜ ≡ P✬ ❅ ❜✮ ✲❃

Pr❡❝✈ ❛ P ≡ Pr❡❝✈ ❛ P✬

⑤ ♣❡q❴♣r❡♥❡① ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P ◗✱

✭P♥✉ P✮ ✴✴ ◗ ≡ P♥✉ ✭P ✴✴ ❧✐❢t ◗✮

⑤ ♣❡q❴❡①❝❤❛♥❣❡ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P ◗ ▲✱

✭ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❛ ❜✱ ❛ 6∈ ▲ ✲❃ ❜ 6∈ ▲ ✲❃ ❛ ❁❃ ❜ ✲❃

♦♣❡♥❴♥❜ ✬ ✭❛✿✿❜✿✿♥✐❧✮ P ≡ ♦♣❡♥❴♥❜ ✬ ✭❜✿✿❛✿✿♥✐❧✮ ◗

✮ ✲❃

P♥✉ ✭P♥✉ P✮ ≡ P♥✉ ✭P♥✉ ◗✮

✇❤❡r❡ ✧P ≡ ◗✧ ✿❂ ✭♣❡q P ◗✮✳

❈❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s q✉❛♥t✐✜❡♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠s✱
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ▲✱ q✉✐ ♥♦✉s ❛✐❞❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ♥♦♠ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢r❛✐s
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡r♠❡ ✭♦✉ ♣r♦❝❡ss✉s✮ ♠❛♥✐♣✉❧é✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡
s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✏q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦✜♥✐❡✑ ❬❆❈P+✵✽❪✳ ➚ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ♣❧✉s st❛♥❞❛r❞ ❡t q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à
❝♦♥tr❛✐♥❞r❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ♥❡ ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠s
❧✐❜r❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✱ ❞✐s♦♥s P ✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ❡st r✐❡♥ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s
❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣♦✉r L = fn(P )✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞ér✐✲
✈❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ♥♦✉s
♣ré♦❝❝✉♣❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❡♥ é❧❛r❣✐ss❛♥t ❛ss❡③ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♥♦♠s ▲✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ♣❡q❴♣r❡♥❡① ♥❡ s✉✐t ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡❝♦♠✲
♠❛♥❞❛t✐♦♥s ❞✉ st②❧❡ ❧♦❝❛❧❧② ♥❛♠❡❧❡ss ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ✉t✐❧✐s❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐❢t ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦✲
❝❡ss✉s Q✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✐❢t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳ ➚
♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ♣❛s très ♥❛t✉r❡❧✱ ♠❛✐s✱ ❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♦♥
♣❡✉t ❧✬❡①♣❧✐q✉❡r ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛♥✐♣✉❧és ♣❛r ♣❡q s♦♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és
✭❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ♦r♣❤❡❧✐♥s✱ s❛♥s
❧✐❡✉r ❛ss♦❝✐é✮✳

▲❛ rè❣❧❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❞❡✉① s❡♥s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✿ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❢❛✐t
♣❛ss❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s Q s♦✉s ❧❡ ❧✐❡✉r P♥✉✱ ❡t ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❧✬❡①tr❛✐t✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r s❡♥s ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ♣✉✐sq✉❡ Q ❡st s✉♣♣♦sé êtr❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s ❧✬❡st ♠♦✐♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠é❧❛♥❣é❡s ❛♣rès ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ Q✳ ❈❡tt❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
❡st ❣❛r❛♥t✐❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐❢t✱ q✉✐ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡
n+ 1 ❛✉r❛ ❧✬✐♥❞✐❝❡ n ❛♣rès ❡①tr❛❝t✐♦♥✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ré♣❛r❡r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ♦♣❡♥ ❡t
❝❧♦s❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ r❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ à ❝❤♦✐s✐r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡
à ❝♦♠♣♦s❡r ❛✈❡❝ ♦♣❡♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✐❢t✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥✬♦♣èr❡ q✉❡
s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❡t ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♥✐ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡✱ ♥✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
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✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❧♦s❡✳

❙②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞✉❝✲
t✐✈❡ ✿

✕ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✲✲✲❃ ♣ré❝✐s❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉r❛♥t ❧✬✐♥st❛♥t✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r♥❛❧❴tr❛♥s✐t✐♦♥

✿ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ Pr♦♣ ✿❂

⑤ ✐t❴❝♦♠♣ ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P P✬ ◗✱

P ✲✲✲❃ P✬ ✲❃ P ✴✴ ◗ ✲✲✲❃ P✬ ✴✴ ◗

⑤ ✐t❴♥✉ ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P P✬ ▲✱

✭ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ①✱ ① 6∈ ▲ ✲❃ P ❅ ① ✲✲✲❃ P✬ ❅ ①✮ ✲❃

P♥✉ P ✲✲✲❃ P♥✉ P✬

⑤ ✐t❴✐♥❞❴♠❛t❝❤ ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ t ❝♦♥str ❛r✐t② t❧ P1 P2✱

❞♦❴♠❛t❝❤ t ❝♦♥str ❛r✐t② ❂ ❙♦♠❡ t❧ ✲❃

P♠❛t❝❤ t ❝♦♥str ❛r✐t② P1 P2 ✲✲✲❃ ♦♣❡♥s❴♣ ✵ t❧ P1

⑤ ✐t❴✐♥❞❴♥♦❴♠❛t❝❤ ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ t ❝♦♥str ❛r✐t② P✶ P✷ ✱

❞♦❴♠❛t❝❤ t ❝♦♥str ❛r✐t② ❂ ◆♦♥❡ ✲❃

P♠❛t❝❤ t ❝♦♥str ❛r✐t② P✶ P✷ ✲✲✲❃ P✷

⑤ ✐t❴❡q ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P P✬ ◗ ◗✬✱

P ≡ P✬ ✲❃

P✬ ✲✲✲❃ ◗✬ ✲❃

◗✬ ≡ ◗ ✲❃

P ✲✲✲❃ ◗

⑤ ✐t❴s②♥❝ ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P ❛ t✱

Pr❡❝✈ ❛ P ✴✴ Ps❡♥❞ ❛ t ✲✲✲❃ ♦♣❡♥ P t

⑤ ✐t❴s②♥❝❴❡❧s❡♥❡①t ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P ◗ ❛ t✱

Pr❡❝✈❴❡❧s❡♥❡①t ❛ P ◗ ✴✴ Ps❡♥❞ ❛ t ✲✲✲❃ ♦♣❡♥ P t

⑤ ✐t❴❜❛♥❣ ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P ❛ t✱

Pr❡❝✈❴❞✉♣ ❛ P ✴✴ Ps❡♥❞ ❛ t ✲✲✲❃

Pr❡❝✈❴❞✉♣ ❛ P ✴✴ ♦♣❡♥ P t

⑤ ✐t❴❜❛♥❣❴❡❧s❡♥❡①t ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P ◗ ❛ t✱

Pr❡❝✈❴❞✉♣❴❡❧s❡♥❡①t ❛ P ◗ ✴✴ Ps❡♥❞ ❛ t ✲✲✲❃

Pr❡❝✈❴❞✉♣❴❡❧s❡♥❡①t ❛ P ◗ ✴✴ ♦♣❡♥ P t

✇❤❡r❡ ✧P ✲✲✲❃ ◗✧ ✿❂ ✭✐♥t❡r♥❛❧❴tr❛♥s✐t✐♦♥ P ◗✮✳

▲❡s rè❣❧❡s q✉✐ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ❧✐❡✉rs s♦♥t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s ❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✏♣❛♣✐❡r✑ ❞❡ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡✳
▲❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❧✐é❡s✳ ➚ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s rè❣❧❡s ✐t❴♥✉ ❡t
✐t❴✐♥❞❴♠❛t❝❤✳
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✐t❴♥✉ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ P♥✉ P ✈❡rs P♥✉ P✬ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❛♥❞ P ♣❡✉t s❡
ré❞✉✐r❡ ✈❡rs ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s P✬✳ ❖r✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P ❛ ✉♥ tr♦✉✱ ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✵ ❡t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❝❡s✲
s✉s ♠❛♥✐♣✉❧és s♦♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❞♦♥❝ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✵ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢r❛✐s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡
♥♦♠ ❞❡ ✏q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦✲✜♥✐❡✑ ❬❆❈P+✵✽❪✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ▲ ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ♥♦♠s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ▲ r❡♣rés❡♥t❡ t♦✉s
❧❡s ♥♦♠s ❝♦♥♥✉s ❡t ❧❡s ♥♦♠s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ♦✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥✲
s✐❞éré ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ét❛❜❧✐❡s ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡s ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ s❛t✐s❢❛✐ts q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ▲✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛✐❞❡ à ❣❛r❛♥t✐r
q✉❡ ❧❡s ♥♦♠s ❝❤♦✐s✐t s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢r❛✐s✳

✐t❴✐♥❞❴♠❛t❝❤ ■❧ s✬❛❣✐t ❧à ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✉t✐❧✐sé ❛ ❜✐❡♥
❧✬❛r✐té ✐♥❞✐q✉é❡✱ ❞✐s♦♥s n✳ P✉✐s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s P1 ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞♦♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❡st ✐♥✲
❢ér✐❡✉r à n ♦♥t été r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s ♥♦♠s t✐rés ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ t❧✳

✕ ◗✉❛♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✲❂✲❃✱ ❡❧❧❡ s❡rt à ♠✐❣r❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦✉r❛♥t
✈❡rs ❧✬✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ t✐❝❦❴tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ♣r♦❝❡ss ✲❃ ♣r♦❝❡ss ✲❃ Pr♦♣ ✿❂

⑤ tt❴❡❧s❡♥❡①t ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❛ P ◗✱ Pr❡❝✈❴❡❧s❡♥❡①t ❛ P ◗ ✲❂✲❃ ◗

⑤ tt❴❞✉♣❴❡❧s❡♥❡①t ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❛ P ◗✱ Pr❡❝✈❴❞✉♣❴❡❧s❡♥❡①t ❛ P ◗ ✲❂✲❃ ◗

⑤ tt❴♥❡①t ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❛ P✱ Pr❡❝✈ ❛ P ✲❂✲❃ Pr❡❝✈ ❛ P

⑤ tt❴❞✉♣❴♥❡①t ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❛ P✱ Pr❡❝✈❴❞✉♣ ❛ P ✲❂✲❃ Pr❡❝✈❴❞✉♣ ❛ P

⑤ tt❴♥✉ ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P P✬ ▲✱

✭ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ①✱ ① 6∈ ▲ ✲❃ P ❅ ① ✲❂✲❃ P✬ ❅ ①✮ ✲❃

P♥✉ P ✲❂✲❃ P♥✉ P✬

⑤ tt❴s❡♥❞ ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❛ t✱ Ps❡♥❞ ❛ t ✲❂✲❃ P♥✉❧❧

⑤ tt❴♣❛r ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P ◗✱ ✭ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❘✱ ⑦ ✭P ✴✴ ◗ ✲✲✲❃ ❘✮✮ ✲❃

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P✬ ◗✬✱

P ✲❂✲❃ P✬ ✲❃ ◗ ✲❂✲❃ ◗✬ ✲❃ P ✴✴ ◗ ✲❂✲❃ P✬ ✴✴ ◗✬

✇❤❡r❡ ✧P ✲❂✲❃ ◗✧ ✿❂ ✭t✐❝❦❴tr❛♥s✐t✐♦♥ P ◗✮✳

❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧✬❛✉tr❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ tt❴♥✉ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❢r❛î❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✸✳✺✳✸ ❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s

▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r
❚❛♣✐s ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r
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r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s t②♣❡s✱ ❧❡s ✉s❛❣❡s ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡s
str✉❝t✉r❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s ❝❤♦✐① ❢❛✐ts ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡✳

❯s❛❣❡s

▲❡s ✉s❛❣❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥és s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ▲❡✉r ❢♦r♠❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❈♦q ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ✿

✕ ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬✉s❛❣❡s ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ✉❦✶ ✿❂ ❯✽✶ ⑤ ❯✽✵✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ✉❦✷ ✿❂ ❯✶✶ ⑤ ❯✵✶ ⑤ ❯✶✵ ⑤ ❯✵✵✳

✕ ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬✉s❛❣❡s ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ✉s❛❣❡❴❢❛♠✐❧② ✿❂ ❯❑✶ ⑤ ❯❑✷✳

✕ ✉♥ t②♣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✉s❛❣❡ ① ✿❂ ♠❛t❝❤ ① ✇✐t❤

⑤ ❯❑✶ ❂❃ ✉❦✶

⑤ ❯❑✷ ❂❃ ✉❦✷

❡♥❞✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉s❛❣❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦✉ ✉♥ ❧❡♠♠❡
❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❡s ✉s❛❣❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬é❝r✐r❡ ❞❡s é♥♦♥❝és ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ✢❡①✐❜❧❡✳ ❈❡ q✉✐ s✉✐t
❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✉s❛❣❡✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❢♦♦ ④✉❦⑥ ✭① ② ✿ ✉s❛❣❡ ✉❦✮ ✿❂ . . .

❚②♣❡s

▲❡s t②♣❡s s♦♥t ♦r❣❛♥✐sés ❡♥ ♥✐✈❡❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ✸✳✹✳ ❈❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉
❡st ❝♦❞é ♣❛r ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡♥ ❈♦q✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦r✲
♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❜❛s❡✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❯ ✿❂ ❯✶ ⑤ ❯✽✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ s✐❣♠❛ ✿❂

⑤ ❈❤❛♥♥❡❧ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ④✉❦⑥✱ ❝❤❛♥♥❡❧❴✉s❛❣❡ ✉❦ ✲❃ s✐❣♠❛ ✲❃ s✐❣♠❛

⑤ ❯s❡r❴t②♣❡ ✿ ♥❛t ✲❃ s✐❣♠❛✳

❘❡❝♦r❞ ✉s❡r❴t②♣❡ ✿❂ ④

❯❚❴✉s❛❣❡ ✿ ❯❀

❯❚❴❛r❣s ✿ ❧✐st s✐❣♠❛❀

❯❚❴❝♦♥str✉❝t♦rs ✿ ❧✐st ✭❧✐st s✐❣♠❛✮

⑥✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✈❡rs ❣❡♥r❡s ❞❡ t②♣❡s ✿
♥❡✉tr❡✱ ❛✣♥❡✱ ✉♥✐❢♦r♠❡ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❣é♥ér❛❧✳ ▲❡ ❣❡♥r❡ ♥❡✉tr❡ ❡st ❝♦❞é ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡♥ ❈♦q ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♥❡✉tr❛❧ ④✐ ✿ r❛✇❴❡♥✈✐⑥ ✿ s✐❣♠❛ ✲❃ Pr♦♣ ✿❂

⑤ ✐s♥❴❝❤❛♥♥❡❧ ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ✉❦ ✭s✉ ✿ ❝❤❛♥♥❡❧❴✉s❛❣❡ ✉❦✮ s✐❣♠❛ ✱

s✉❴✐s❴♥❡✉tr❛❧ s✉ ❂ tr✉❡ ✲❃
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♥❡✉tr❛❧ s✐❣♠❛ ✲❃

♥❡✉tr❛❧ ✭❈❤❛♥♥❡❧ s✉ s✐❣♠❛✮

⑤ ✐s♥❴✉s❡r ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ t ❚✱

♥t❤❴❡rr♦r ✐ t ❂ ❙♦♠❡ ❚ ✲❃

❯❚❴✉s❛❣❡ ❚ ❂ ❯✽ ✲❃

♥❡✉tr❛❧ ✭❯s❡r❴t②♣❡ t✮

✳

▲❡s ❛✉tr❡s ❣❡♥r❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ré❢ér❡♥❝❡r ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥♥✉s✳

❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❡♥✈✐ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s
t②♣❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐st❡✱
♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❯s❡r❴t②♣❡ ♥ ♦ù n ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❡♥ q✉❡s✲
t✐♦♥✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
❡♥✈✐❴r❛✇ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t②♣❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉✐ st♦❝❦❡✱ ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❯❚❴✉s❛❣❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ∈ {1,∞}✳ ▲❡s t②♣❡s ❞é❝❧❛rés ❛✈❡❝ ✉♥
✉s❛❣❡ 0 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ✉t✐❧✐sés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝✐❞é ❞❡ ♥❡ ♣❛s
❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r✳ ▲✬✉s❛❣❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❢♦✐s ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡ t②♣❡
♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt❛❣é❡ ♦✉ ✉t✐❧✐sé❡✱ ♦ù 1 s✐❣♥✐✜❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ❡t ∞ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❢♦✐s✳

❯❚❴❛r❣s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✉ t②♣❡✳

❯❚❴❝♦♥str✉❝t♦rs ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts✳
❈❤❛q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡st ✐❞❡♥t✐✜é ♣❛r s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡✳

▲❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❛ été ❝♦♥ç✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ♦✉ ❞✬❛✣♥✐té ♥❡ ♣✉✐ss❡♥t ♣❛s êtr❡ ✈✐♦❧é❡s✳ ❖r✱ ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡ ❡♥✈✐❴r❛✇ ♥✬✐♠♣♦s❡ r✐❡♥ q✉✐ ♣✉✐ss❡ ♥♦✉s ♣ré♠✉♥✐r ❞❡ ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s
❞é❣é♥éré❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❛❥♦✉té à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥✈✐ ❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs
✈r❛✐❡s ✿

✕ ▲❡s t②♣❡s ❛✣♥❡s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t q✉❡ ❞❡s t②♣❡s ❛✣♥❡s ♦✉ ♥❡✉tr❡s✳ ❘❡♠❛rq✉❡③
q✉❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐✳

❡♥✈✐❴✇❢0 ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❚✱

■♥ ❚ ❡♥✈✐❴r❛✇ ✲❃

❯❚❴✉s❛❣❡ ❚ ❂ ❯✶ ✲❃

✭ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ t✱ ■♥ t ✭❯❚❴❝♦♥str✉❝t♦rs ❚✮ ✲❃

❋♦r❛❧❧ ❛❢❢✐♥❡ t✮

✴❭ ❋♦r❛❧❧ ❛❢❢✐♥❡ ✭❯❚❴❛r❣s ❚✮❀

✕ ▲❡s t②♣❡s ♥❡✉tr❡s ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t②♣❡s ♥❡✉tr❡s s❡✉❧❡♠❡♥t✳

❡♥✈✐❴✇❢1 ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❚✱

■♥ ❚ ❡♥✈✐❴r❛✇ ✲❃

❯❚❴✉s❛❣❡ ❚ ❂ ❯✽ ✲❃

✭ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ t✱ ■♥ t ✭❯❚❴❝♦♥str✉❝t♦rs ❚✮ ✲❃

❋♦r❛❧❧ ♥❡✉tr❛❧ t✮

✴❭ ❋♦r❛❧❧ ♥❡✉tr❛❧ ✭❯❚❴❛r❣s ❚✮❀
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✕ ▲❡s t②♣❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s✳

❡♥✈✐❴✇❢2 ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ❚✱

■♥ ❚ ❡♥✈✐❴r❛✇ ✲❃

✭ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ t✱ ■♥ t ✭❯❚❴❝♦♥str✉❝t♦rs ❚✮ ✲❃

❋♦r❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠ t✮

✴❭ ❋♦r❛❧❧ ✉♥✐❢♦r♠ ✭❯❚❴❛r❣s ❚✮

❆❞❞✐t✐♦♥s

▲❡s ✉s❛❣❡s ❡t t②♣❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡①✐st❛♥t❡s✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s✱ ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡r ❝❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✭t❛♥t q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ■❧ ❛ ❞♦♥❝ été
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛ été
❞é❝r✐t ❞❛♥s ✸✳✹✳✶ ❡t ✸✳✹✳✷✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❡t
♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♠♦②❡♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❣ér❡r
❞❡ t❡❧❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❈♦q✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✸ ❛♣♣r♦❝❤❡s ✭❞✐s♦♥s✱
♣♦✉r ❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t②♣❡ ❆✮ ✿

✶✳ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s r❡t♦✉r♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t②♣❡ ♦♣t✐♦♥ ❆✳ ▲❡ t②♣❡
❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st ❞♦♥❝ ❆ ✲❃ ❆ ✲❃ ♦♣t✐♦♥ ❆✳

✷✳ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s t❡r♥❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡ ❆ ✲❃ ❆ ✲❃ ❆ ✲❃ Pr♦♣ ♦ù ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡
❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t s✉♣♣♦sé ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳

✸✳ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ♦♣ér❛♥t s✉r ❞❡s ♦♣t✐♦♥ ❆ ✿ ♦♣t✐♦♥ ❆ ✲❃ ♦♣t✐♦♥

❆ ✲❃ ♦♣t✐♦♥ ❆✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
♠❛✐s ❧✬❛s②♠étr✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s ❧❛ r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝♦♠♣♦s❡r✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♥♦♠♠❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é✲
❞✐❛✐r❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♠è♥❡ à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡
❝❡ st②❧❡ ✿

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ① ② ③ r✶ r✷✱

❢ ① ② ❂ ❙♦♠❡ r✶ ✴❭ ❢ r✶ ③ ❂ ❙♦♠❡ r✷ ✲❃

❡①✐sts r✸ ✱ ❢ ② ③ ❂ ❙♦♠❡ r✸ ✴❭ ❢ ① r✸ ❂ ❙♦♠❡ r✷

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣é♥✐❜❧❡ à ♠❛✲
♥✐♣✉❧❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ❢♦r❝é à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡
❧❛ r❡♣rés❡♥t❡r✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠è♥❡ à ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s é❝r✐t❡s s✉r
♣❛♣✐❡r✳ ❙♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ❢❛❝✐❧✐té❡ ❣râ❝❡ ❛✉① t❛❝t✐q✉❡s ❈♦q ✐♥❞✉❝t✐♦♥

❡t ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ❞é❢❛✉ts q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡r✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❡❧❧❡ ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❡st
♣r❛t✐q✉❡ ❡t rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ t✐r❡r
❜é♥é✜❝❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡s ❡t
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❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥ ❈♦q ❬❇P✶✶❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛
t❛❝t✐q✉❡ ❛❛❝ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞✬♦❜❥❡t ✭✉s❛❣❡✱ ✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧✱ t②♣❡✱ ✳ ✳ ✳ ✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✐♠♣❧❛♥té ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥✐❢♦r♠✐s❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝réé ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ q✉✐ r❡q✉✐❡rt ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❡t ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té
❡t tr❛♥s❢♦r♠é ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❡♥ ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s
♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♥♦♠s ❡t s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❣é♥ér✐q✉❡s ✭⊕ ❡t ✰✮
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❡r♥❛✐r❡s✳

❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡

▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡♥ ❈♦q ❡st ❞✐r❡❝t❡✳ ▲❡✉r é❝r✐t✉r❡ ❛ été
❢❛❝✐❧✐té❡ ❣râ❝❡ ❛✉ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ❡♥ ❛♠♦♥t s✉r ❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s t②♣❡s✳
❉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❈♦q ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♠ê♠❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡
s✉r ♣❛♣✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡✳

▲❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♦♥t été ✐♠♣❧❛♥tés à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❡♥s❡♠✲
❜❧❡ ❋▼❛♣ ❞❡ ❈♦q ♦ù ❧❡s ❝❧és s♦♥t ❞❡s ♥❛♠❡ ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s s✐❣♠❛✳

✸✳✺✳✹ ❘és✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s

▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣r♦✉✈é ❡♥ ❈♦q ❡st ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ♣❛r
ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥❡r♦♥s ❧❡s ❧❡♠♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✉t✐❧✲
✐sés ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r ❛✉ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳ ▲❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s r❡ss❡♠❜❧❡
à ❝❡❧✉✐ q✉✬♦♥ ❛✉r❛✐t s✉✐✈✐ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s✉r ♣❛♣✐❡r✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧
❢❛✉t s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❡t ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ❧✐❡✉rs✱ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ✉s❛❣❡s ❡t t②♣❡s✳

❉❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❡t ♣r♦❝❡ss✉s
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❧♦s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t t②♣❛❜❧❡
♥✬❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ♦r♣❤❡❧✐♥❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ♥♦♠s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡
t❡r♠❡ s♦✐❡♥t ❧✐és ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ▲❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts s✬❛ss✉r❡♥t
❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s✳

▲❡♠♠❛ t②♣❴t❡r♠❴❧♦❝❛❧❧②❴❝❧♦s❡❞ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ Γ t s✱

Γ ⊢ t ✿ s ✲❃ ❧♦❝❛❧❧②❴❝❧♦s❡❞ t✳

▲❡♠♠❛ t②♣❴♣r♦❝❡ss❴❧♦❝❛❧❧②❴❝❧♦s❡❞ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ Γ P✱

Γ ⊢ P ✲❃ ❧♦❝❛❧❧②❴❝❧♦s❡❞ P✳

❈❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s♦♥t ♣r♦✉✈és ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ❞❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡ s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

▲❡♠♠❛ t②♣❴t❡r♠❴r❡♥❛♠✐♥❣ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ✭t✿t❡r♠✮ ♥ Γ s t② ✱

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ①✱ ① 6∈ ❞♦♠ Γ ✲❃ ① 6∈ ❋❱ t ✲❃ Γ✱①✿s ⊢ ✭t ❅ ①✮ t② ✲❃

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ②✱ ② 6∈ ❞♦♠ Γ ✲❃ ② 6∈ ❋❱ t ✲❃ Γ✱②✿s ⊢ ✭t ❅ ②✮ t②✳

▲❡♠♠❛ t②♣❴r❡♥❛♠✐♥❣ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ Γ s ✭P✿♣r♦❝❡ss✮✱



✽✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❈❆◆❆❯❳

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ①✱ ① 6∈ ❞♦♠ Γ ✲❃ ① 6∈ ❋❱ P ✲❃ Γ✱①✿s ⊢ P ❅ ① ✲❃

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ②✱ ② 6∈ ❞♦♠ Γ ✲❃ ② 6∈ ❋❱ P ✲❃ Γ✱②✿s ⊢ P ❅ ②✳

❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❛✈❛♥t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✜♥❛❧ ❡st ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ➚ s♦♥ t♦✉r✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❢❢❛✐❜❧✐ss♠❡♥t ❞é❝❧❛r❡ q✉✬❡♥r✐❝❤✐r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❛❣❡
❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♦✉ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥♦♠s ♥❡ ❝❛ss❡ ♣❛s ❧❡ t②✲
♣❛❣❡ ✿

▲❡♠♠❛ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ Γ1 Γ2 Γ3 P✱

✦Γ1✰✦Γ2 ❂❂❂ ✦Γ3 ✲❃ Γ1 ⊢ P ✲❃ Γ3 ⊢ P✳

◆♦t❡③ ✐❝✐ q✉❡ ✰ r❡♣r❡s❡♥t❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥✲
✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ❊❧❧❡ t✐❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳ ■❧ ♥❡ s✉✣t ♣❛s ❞❡
❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡✉r s♦♠♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❧✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t✳

✕ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❞é❝❧❛r❡ q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♥♦♥
✉t✐❧✐sé❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♥❡ ❝❛ss❡ ♣❛s ❧❡ t②♣❛❣❡ ✿

▲❡♠♠❛ str❡♥❣t❤❡♥✐♥❣❴♣✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ ♥✱ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P✱ ♣❴s✐③❡ P❁❂♥ ✲❃

❢ ♦ r❛ ❧ ❧ Γ ① s✱

① 6∈ ❋❱ P ✲❃ ① 6∈ ❞♦♠ Γ ✲❃ ✭Γ✱①✿s✮ ⊢ P ✲❃ Γ ⊢ P✳

✕ ❉❡s ♣r♦❝❡ss✉s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ t②♣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ t②♣❛❣❡ ✿

■♥st❛♥❝❡ t②♣❴❡q✉✐✈ ✿

Pr♦♣❡r ✭❡q ❂❂❃ ♣❡q ❂❂❃ ✐❢❢✮ t②♣❴♣r♦❝❡ss✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ∀Γ P1 P2, P1 ≡ P2 =⇒ Γ ⊢ P1 ⇐⇒ Γ ⊢ P2✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ❧❡♠♠❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥✜♥ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❞é❝r✐t

❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✻✳

▲❡♠♠❡ ✻✻ ✭Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q✮✳

▲❡♠♠❛ s✉❜❥❡❝t❴r❡❞✉❝t✐♦♥❴✶ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P P✬ Γ✱
Γ ⊢ P ✲❃ P ✲✲✲❃ P✬ ✲❃ Γ ⊢ P✬✳

▲❡♠♠❛ s✉❜❥❡❝t❴r❡❞✉❝t✐♦♥❴✷ ✿ ❢ ♦ r❛ ❧ ❧ P P✬ Γ✱
Γ ⊢ P ✲❃ P ✲❂✲❃ P✬ ✲❃ ↑ Γ ⊢ P✬✳

❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❈♦q ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ■❧
❛ ♥é❝❡ss✐té ✉♥ ❛♥✴❤♦♠♠❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✶✷❦ ❧✐❣♥❡s ❞❡
❝♦❞❡✳ ❈❡tt❡ ❞✉ré❡ s❡ ♣❧❛❝❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡
❞✉ré❡s ❢❛✐t❡s ❛✉ ❝♦♠♠❡♥❝❡♠❡♥t ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❬❇❡♥✵✻❪✳ ■❧ ❛ ❢❛❧❧✉ t❡st❡r ♣❧✉s✐❡✉rs
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❞✐✈❡rs❡s str✉❝t✉r❡s ♣♦✉r ❜✐❡♥ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s
❛❞❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡✳ ▲❡s t❛✐❧❧❡s ❡t ❝♦♥t❡♥✉s ❞❡s ❞✐✈❡rs ♠♦❞✉❧❡s ❈♦q
❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✻✳ ■❧ ❡st ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡
❡♥ ❧✐❣♥❡ ❬❉●✶✶❪ s♦✉s ❧❛ ❧✐❝❡♥❝❡ ❧✐❜r❡ ❈❡❈■▲▲ ❬❝❡❝✵✻❪ ✷✳✵✳ ▲❛ ❝♦♥s✉❧t❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❈♦q ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❡♥ ❧✐❣♥❡✳ P♦✉r
❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ❧à✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s é♣r♦✉✈é ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉r❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❞❛♥s ❝❡
❞♦❝✉♠❡♥t✳
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❋✐❝❤✐❡r ▲✐❣♥❡s ❈♦♥t❡♥✉

❈♦r❡▲✐❜r❛r②✳✈ ✸✹✸ ❊①t❡♥s✐♦♥s à ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ st❛♥❞❛r❞
❙②♥t❛①✳✈ ✼✹✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s✱ ♣r♦❝❡ss✉s ❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts
❆❞❞✐t✐♦♥s✳✈ ✷✶✵✾ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
◆❛♠❡s✳✈ ✷✼✶✾ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✏▲♦❝❛❧❧② ♥❛♠❡❧❡ss✑
❚②♣✐♥❣✳✈ ✸✵✶✹ ▲❡♠♠❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s à ♣r♦♣♦s ❞✉ t②♣❛❣❡ ❡t ❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠s
❚♣✐✳✈ ✸✵✼✶ ▲❡♠♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①

❚❛❜❧❡ ✸✳✻ ✕ ❈♦q ♠♦❞✉❧❡s
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♥❝✉rr❡♥ts s②♥❝❤r♦♥❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ❝❡tt❡ ét✉❞❡
❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❙▲ q✉✐
✐♥té❣r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ♥♦♠s ❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❡♠♣r✉♥tés ❛✉
π✲❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❚❈❈❙ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♥❛✉①
r✐❝❤❡s✳

P♦✉r ❙π✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ q✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ét✐q✉❡té❡s ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ♥♦tr❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦ï♥✲
❝✐❞❛✐t ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♦r✐❣✐♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❙π✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♥t❡①t❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥ç✉ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ❞ét❡r✲
♠✐♥✐s♠❡✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠❛❧✐sé ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❚❛♣✐s ❡t ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❛✈❛✐t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞é❝r✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s à s❛t✐s❢❛✐r❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r s②stè♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡
t❤é♦r✐❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥✲
tr♦❞✉✐ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❜✐s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥
❞❡ ♥♦tr❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ré❛❝t✐❢s ♦✉ s②♥❝❤r♦♥❡s ❝♦♠♠❡
❘❡❛❝t✐✈❡▼▲ ❬▼P✵✺❪✳

❋✉t✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❈♦q ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❡♥ ❈♦q ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❛✲
t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❛rr✐✈❡r à ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❚❛♣✐s ❡♥ ❈♦q ♣♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛①❡

✽✼
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❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s❡r❛✐t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ❡♥ ❝♦❞❡ ❝❡rt✐✜é✱ ❞✬✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡
t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❚❛♣✐s✳ ❈❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬✐♥té✲
❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♥❛❧②s❡ st❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡①✐st❛♥t ❡♥ ❛②❛♥t ♣❧✉s
❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡s✳

❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠s ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡
✏❧♦❝❛❧❧② ♥❛♠❡❧❡ss✑ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❈♦q ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❛ss❡③ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡t ♣r❛t✐q✉❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡
❝♦♠♣♦rt❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥♥❛❧✐té ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s✱ ❡♥ ❧✬ét❛t✱ ❞✬♦✉✈r✐r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐
✉♥ ❧✐❡✉r ❧✐❛♥t ♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ tr♦✉✈❡ à ❧❛ têt❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❝t✉❡❧❧❡
❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ♥ ♥♦♠s ❢r❛✐s ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ t❡r♠❡✮ ❡t ❞✬♦✉✈r✐r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r
♣♦✉r ❧✬❡①♣❧♦r❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ♠
♥♦♠s✱ ♦ù m < n✳ P❡r♠❡ttr❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s
❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♣❡♥ ❡t ❝❧♦s❡✳ ❈❡tt❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡r❛ ♣❛s ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠❛✐s ♣♦✉rr❛✐t ❛♠é❧✐♦r❡r
❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
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❬❆❇✽✹❪ ❉✳ ❆✉str② ❛♥❞ ●✳ ❇♦✉❞♦❧✳ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡t s②♥❝❤r♦♥✐s❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡♦r✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱ ✸✵ ✿✾✶✕✶✸✶✱ ✶✾✽✹✳

❬❆❈P+✵✽❪ ❇✳ ❆②❞❡♠✐r✱ ❆✳ ❈❤❛r❣✉ér❛✉❞✱ ❇✳❈✳ P✐❡r❝❡✱ ❘✳ P♦❧❧❛❝❦✱ ❛♥❞
❙✳ ❲❡✐r✐❝❤✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❢♦r♠❛❧ ♠❡t❛t❤❡♦r②✳ ❆❈▼ ❙■●P▲❆◆
◆♦t✐❝❡s✱ ✹✸✭✶✮ ✿✸✕✶✺✱ ✷✵✵✽✳

❬❆❈❙✾✽❪ ❘✳ ▼✳ ❆♠❛❞✐♦✱ ■✳ ❈❛st❡❧❧❛♥✐✱ ❛♥❞ ❉✳ ❙❛♥❣✐♦r❣✐✳ ❖♥ ❜✐s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣✐✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡♦r✳ ❈♦♠♣✉t✳ ❙❝✐✳✱
✶✾✺✭✷✮ ✿✷✾✶✕✸✷✹✱ ✶✾✾✽✳

❬❆❉✵✼❪ ❘✳ ▼✳ ❆♠❛❞✐♦ ❛♥❞ ▼✳ ❉♦❣❣✉②✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛❝② ✐♥ ❛ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♣✐✲
❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■♥ ❨✳ ❡t ❛❧✳ ❇❡rt♦t✱ ❡❞✐t♦r✱ ❋r♦♠ s❡♠❛♥t✐❝s t♦ ❝♦♠♣✉t❡r
s❝✐❡♥❝❡ ✿ ❡ss❛②s ✐♥ ❤♦♥♦r ♦❢ ●✐❧❧❡s ❑❛❤♥✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✱ ✷✵✵✼✳

❬❆❉✵✽❪ ❘✳ ▼✳ ❆♠❛❞✐♦ ❛♥❞ ▼✳ ❉♦❣❣✉②✳ ❖♥ ❛✣♥❡ ✉s❛❣❡s ✐♥ s✐❣♥❛❧✲❜❛s❡❞
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ●✳ ❘❛♠❛❧✐♥❣❛♠✱ ❡❞✐t♦r✱ ❆P▲❆❙✱ ✈♦❧✉♠❡ ✺✸✺✻
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