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Introduction

Les travaux présentés dans ce manuscrit ont été réalisés dans le cadraeelthése
CIFRE (Convention Industrielle de Formation par la REcherche) nancée par Nex-
ter Munitions (Bourges) en collaboration avec 'ENSI de Bourges €éhuipe Risques,
Explosions et Structures du Laboratoire PRISME.

La maitrise du comportement en vol d'un projectile est conditionnée en g par
la connaissance des coe cients aérodynamiques associés a chaque forceoetent
s'y appliquant. Des outils existent a n de faire une premiére estiation de la valeur
de ces coe cients en phase d'avant-projet : il s'agit des codes numériquesa@dyna-
miques et des essais en sou erie. Il est ensuite nécessaire de véri er le cortgroent
du projectile en vol au moyen d'essais e ectués sur les champs de tirs @d®irection
Générale de 'Armement Techniques terrestres (DGA Tt) de Bourges. llepmettent
de se placer dans les conditions de vol réelles, contrairement aux suirécédem-
ment cités. Il y a donc complémentarité entre les études menées au moyen degsod
numeériques aérodynamiques, les essais en sou erie et les tirs.

Aujourd'hui, les mesures prises en vol au cours d'essais sur chamgidsont exploi-
tées de maniere empirique : I'expert ajuste successivement les coe cients ama-
miques du projectile et les conditions initiales en entrée d'un logicieedsimulation
numérique de vol, de sorte a s'approcher au mieux des mesures prisegatnCette
méthode est laborieuse, colteuse en termes de temps et de connaissances néegssa
pour exploiter le tir, et surtout arbitraire dans la mesure ou l'gustement entre la
simulation du vol et les mesures dépend de l'appréciation de I'expert'eSt pour-
quoi il a été décidé de développer un outil automatisé permettant l'ahti cation des
coe cients aérodynamiques de projectiles a partir de mesures prises en,vog qui
constitue une inversion de modele physique. Il est attendu que la teique dévelop-
pée soit formulée de maniere générale, de sorte a pouvoir étre adagtdeut type

1



2 INTRODUCTION

de projectiles.

Ce mémoire s'articule en quatres chapitres.

Le premier chapitre situe le contexte industriel de I'étude. Nous migins en évidence
les points forts et les points faibles des méthodes industrielles eaistes pour iden-
ti er les coe cients aérodynamiques des projectiles. Nous montrons qued tirs sont
incontournables pour valider le comportement d'un projectile en voNous présen-
terons également l'instrumentation et les mesures mises a notre disjios par la
DGA Tt pour identi er les coe cients aérodynamiques d'un projectile eche, ainsi
gue d'autres techniques pouvant étre utilisées lors de futurs tirs

Le second chapitre aborde la notion de probléme inverse, qui couvne twes large
spectre de problemes se posant dans de nombreux domaines de la phgsill peut
par exemple s'agir de problemes d'identi cation de sources acoust&g) d'identi-
cation de la température a l'intérieur d'un tuyau, d'identi catio n de parametres
vibratoires, de reconstruction du potentiel cardiaque a la surfacauccoeur, de com-
plétion de données, etc... C'est pourquoi il est nécessaire de classer feblpmes
inverses en problémes bien posés ou mal posés, au sens d'Hadamard. Laitd#n
proposée par Hadamard permet de dire qu'un probléme inverse est uolgéme mal
posé. Nous étudions ensuite quelques méthodes de résolution de @kl inverses
utilisant des formulations linéaires et non linéaires en dimensiomie. En n nous
terminons ce chapitre par un état de I'art sur l'identi cation de cee cients aérody-
namiques a partir de données de vol.

Le troisieme chapitre est consacré au développement d'un modéle de cortgroent
du projectile en vol. Les di érents repéres utilisés sont présentés. Les éqoas de
la mécanique du vol sont introduites, nous permettant d'élaborer umodéle de
comportement du projectile a six degrés de liberté. Le bilan des e orts aligués
au projectile, la prise en compte des relations cinématiques liées ailigation du
guaternion et la prise en compte des équations di érentielles donnard position
du projectile au cours du vol aboutit & un modéle de comportement du gjectile
constitué de 13 équations. Nous exploitons ce modeéle grace au déystopent d'un
outil d'intégration numérique des équations de la mécanique du vdaissant le choix
du schéma d'intégration. Cet outil nous permet par la suite d'établ un modele ré-
duit, c'est-a-dire ne prenant en compte qu'une partie des équatiodg la mécanique
du vol et des coe cients aérodynamiques.

Le quatriéme chapitre expose la formulation de la technique d&dti cation que nous



proposons. Pour identi er les coe cients aérodynamiques d'un projedg a partir de
mesures prises en vol, nous introduisons un probleme d'optimigat non linéaire en
dimension nie. La prise en compte des mesures des parametres d'état estefau
sens des moindres carrés, de sorte a nous en approcher au mieux et a lezerela
La fonctionnelle du probleme contient un second terme, appelé terme de pksa-
tion, qui prend en compte lintégration numeérique des équations da Imécanique
du vol. Pour valider notre technique d'identi cation, nous I'appliquons tout d'abord
a des données simulées par notre outil d'intégration numérique des ations de
la mécanique du vol. Il génére une solution dont la restriction est arite utilisée
en entrée de la technique d'identi cation. Nous appliqguons ensuiteotre technique
d'identi cation a des jeux de mesures réelles, prises lors d'une campagiestinée a
étudier le comportement de projectiles dont on a augmenté la vitesse aeilis grace
a l'ajout d'un biseau sur ses ailettes. Ces di érents cas d'applicatis de la technique
d'identi cation développée permettent de juger de son e cacité et de sa ralstesse.
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Chapitre 1
Contexte industriel de I'étude

Le comportement d'un projectile en vol est fortement in uencé par di érentpa-
rametres dépendants de I'environnement extérieur (pression, températyurdensité
et humidité de l'air, présence de vent, altitude du tir), ainsi quepar des forces et
moments aérodynamiques. A chacun de ces e orts est associé un coe cient airo
namique.

1.1 Moyens industriels actuels pour la détermina-
tion des coe cients aérodynamiques

La maitrise du comportement en vol d'un projectile en termes de précision et
de stabilité est donc conditionnée en partie par la connaissanceepise de di érents
coe cients aérodynamiques. Pour cela, des outils existent :

Les codes numériques aérodynamiqupsuvent étre regroupés en trois catégo-
ries.

La premiére catégorie rassemble les codes qui permettent un calcul rapidésma
basé sur des modeles approchés. Ils sont adaptés dans le cas d'étualesme-
triques menées dans le cadre d'avant-projet an de dé nir un concept. Les
écarts entre les résultats fournis et la réalité sont parfois sengb| c'est pour-

quoi il est nécessaire de tenir compte du domaine de validité des methe de
calcul employées.

Pour la seconde catégorie, les codes sont basés sur des méthodes de calcul semi

5
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empiriques. Elles sont combinées a des modeles théoriques ou a des cowgfati
issues de bases de données. Nous pouvons citer le code MISSILE déwelpap
I'ONERA [10] a titre d'exemple. De nombreux essais en sou erie ont pems
d'établir une base de données pour di érentes con gurations testéesouyr les-
guelles des modélisations ont été réalisées. Notons que ce type d'appe n'est
pas adaptée pour des projectiles dont I'allongement est supérieur a 40.

La troisieme catégorie regroupe les codes CFD (Computational Flui@s/na-
mics). lls sont extrémement puissants et permettent de résoudre des plerhes
tridimensionnels. Cependant, un calcul CFD n'est valable que poumne con -
guration particuliere (par exemple pour un nombre de Mach xé, unancidence
xée, etc...), ce qui signi e que pour représenter l'intégralité d'un ol il est né-
cessaire d'e ectuer un grand nombre de calculs. Nous pouvons aussqgiser
gue les codes CFD sont des outils qui permettent la visualisation désamps
aérodynamiques. lls mettent en évidence la répartition des écoulements@wut
du corps du projectile et contribuent par exemple a la compréhension desep
nomenes aérodynamiques.

Les essais en sou erie permettent de déterminer les coe cients aérodyna-
miques en plagant une maquette du projectile dans une veine ou I'écouéstn
sera génére [62]. Associés a des outils de calcul semi-empiriques [E3t pos-
sible d'obtenir de larges éventails de mesures des coe cients aérodyngues
en faisant varier I'angle d'incidence, le nombre de Mach, etc... . Cepiamt,
les écoulements ne sont généralement réalisés qu'en similitude partigléer
rapport au vol réel. De plus, il peut y avoir une perturbation de Ecoulement
au niveau du culot du projectile a cause de la présence d'un dard qui sart
maintenir la maquette dans la veine d'écoulement ( gure 1.1), ce qui gréche
la détermination du coe cient de trainée C,. Les essais en sou erie consti-
tuent un outil trés précieux en phase d'avant-projet. lls permettent d tester de
nouveaux concepts, par exemple pour le test du comportement d'un projéeti
doté d'ailettes ayant une forme nouvelle, avant de les mettre en oeevet de
réaliser des essais sur champ de tir. Des outils de visualisatioeupent égale-
ment étre utilisés a n d'observer les phénoménes aérodynamiques lorsssais
en sou erie.
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Figure 1.1 Magquette d'un projectile dans une veine d'écoulement

Les essais sur champ de tipermettent I'étude du comportement du projectile
en vol en conditions réelles. A I'heure actuelle, les mesures prises au cdius
essai de tir sont exploitées de maniére empirique et arbitraire. La tethue
employée, destinée a identi er les coe cients aérodynamiques du projectile
tiré, consiste a comparer les mesures prises en vol et les résultats d'umaia-
tion numérique du vol. L'expert en charge de I'exploitation des dorées ajuste
tour a tour par tatonnement les coe cients aérodynamiques et les conddns
initiales en entrée de l'algorithme de simulation a n de s'apprcher au mieux
des mesures. Cette méthode est tres colteuse en termes de temps (temps de
calcul et temps ingénieur) et nécessite un niveau d'expertise important yo
exploiter les données. Il est important de noter que le résultat nalall'identi-
cation des coe cients est tres dépendante de l'appréciation et du savofiiaire
de l'expert.

1.2 Objectifs de I'étude

Les codes numériques aérodynamiques et les essais en sou erie permettent de
mener des études préliminaires en phase d'avant-projet et fournissemeupremiere
estimation des coe cients aérodynamiques des projectiles. Il est ensuitéaessaire
de véri er le comportement du projectile en vol, c'est pourquoi les essasectuées
sur champ de tir sont incontournables. Ils permettent de mener des éesla partir
de données plus proches du comportement réel du projectile que les oytilécé-
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demment cités, et mettent en évidence les défauts du projectile a n de les coetig
Ainsi, les codes numériques, les essais en sou erie et les tirs sont dedlsutomplé-
mentaires contribuant a I'amélioration constante de la qualité ul vol des projectiles.
Il est important de préciser que lors de comparaisons entre les di étes approches,
le tir sert toujours de référence.

Compte tenu des limites exposées, il est donc décidé de développer un auitb-

matisé permettant l'identi cation des coe cients aérodynamiques d'unprojectile a

partir de mesures prises en vol. Il s'agit donc d'une démarche ingerqui consiste
a remonter, a partir de mesures prises en vol, aux coe cients aérodynamigs. Cet
outil doit permettre d'exploiter les mesures prises au cours du vol dagon objec-
tive et donc doit étre utilisable pour di érents types de projectilesPour cela, nous
recherchons donc une méthode d'identi cation des coe cients aérodyndques avec
un formalisme le plus général possible.

1.3 L'instrumentation

Pour atteindre ces objectifs industriels, nous faisons l'inventa de l'instrumen-
tation mise a notre disposition par la Direction Générale de I'Anement Techniques
terrestres (DGA Tt) de Bourges, qui réalise les essais de tir, pour $aciété Nexter
Munitions.

1.3.1 L'instrumentation disponible a la DGA Tt
1.3.1.1 Le radar Doppler

Le terme "radar" [20] est le nom de code adopté au cours de la seconderge
mondiale par I'US Navy signi ant "RAdio Detection And Ranging" (détection et
télémétrie au moyen d'ondes électromagnétiques). Une installation dedar Doppler
continue CW (Continuous Wave) comprend un systéme de traitement (omiteur)
relié & une ou deux antenne(s) radar, un générateur Hyper Fréquence et urterface
de visualisation ( gure 1.2).
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(b) Moniteur Terma DR5000

(a) Antenne Terma (c) Utilisation du radar pendant un tir

Figure 1.2 Instrumentation Radar Doppler

Le réle de I'antenne est de concentrer I'énergie émise par le radar dansamgle
solide déterminé. Les antennes comprennent généralement deux parties desés :
une pour I'émission et une pour la réception. Le générateur hyperfréqueramm-
prend un émetteur permettant de générer une fréquence stable (en gigahertzypé
puissance de quelques kilowatts exprimée aussi en décibels. Le générdtgpoerfré-
guence comprend également un récepteur qui ampli e, ltre et détecte les signa
percus par l'antenne. La portée du radar est la distance maximale a lagle le radar
pourra distinguer sa cible du bruit ambiant. Elle est donnée par :

(4 3 DA, L)

radar

P, (1.1)

P, est la puissance recgue,

Pe est la puissance émise,

G, est le gain de I'antenne de réception,

Ge est le gain de I'antenne d'émission,
est la longueur d'onde,
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est la Surface Equivalente Radar (SER),
D adar €St la portée du radar,
L est un coe cient de pertes (due a la propagation du milieu, perte lorsdu
traitement,...).

Le principe de fonctionnement du radar Doppler est le suivant : la frégnce de
toute onde électromagnétique re échie par une cible en mouvement vapeopor-
tionnellement a la vitesse de la cible (e et Doppler ou e et Doppler-Fizegu Cette
fréquence, appelée "fréquence Doppler", est extraite du signal par lestéyses radar
qui I'ampli ent. La relation entre cette fréquence et la vitesse de la cibl est donnée
par :

2V,
fq= SVrad (1.2)
ou
fq4 est la fréquence Doppler,
Viag €st la vitesse radiale de I'objet,
est la longueur d'onde de I'émetteur :
Célérité de la lumiere
(2.3)

~ Fréquence de I'émetteur

Précisons que la vitesse mesurée par radar Doppler est une viteaskale, ou encore

vitessed'éloignement( gure 1.3), c'est-a-dire la projection du vecteur vitesse de la

cible sur I'axe Radar-Projectile, selon la relation suivante :
dRG RG

Viad = —— =V,

dt — kRGk (14)

ou v, est la vitesse relative du projectile (c'est-a-dire sa vitesse papport au vent).
Di érentes incertitudes peuvent altérer les mesures : il peut s'agir d'unerreur de
parallaxe lié au fait que le radar peut étre déporté par rapportiacanon.

Une erreur de datation peut aussi survenir : elle est due a une erreur @defré-
guence d'échantillonnage (déterminée a partir de la vitesse maxiteaattendue du
projectile). Elle peut engendrer une incertitude sur la cadence et sur latdéon de
la fenétre d'analyse de la transformée de Fourier rapide (Fast Eaer Transform,
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Figure 1.3 Vitesse radiale mesurée par le radar

FFT) (intégrée au sein de l'unité de traitement du radar).

Une troisiéme erreur est possible sur la vitesse radiale, provenaait d'une erreur
sur la célérité des ondes dans le milieu, soit d'une erreur sur le fréqoeml'émission,
ou soit d'une erreur fréquentielle pondérée par le rapport signalrshruit.

En complément du radar, un bouchon rainuré (appelé ré ecteur) peut étreissé
sur le culot du projectile (cf. gure 1.4). La dimension des rainureswbouchon est
adaptée a la longueur d'onde du signal radar de sorte a modulemsamplitude et
sa fréquence. On déduit alors de ce signal modi € la vitesse de roulis projectile.

Figure 1.4 Ré ecteur
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1.3.1.2 Les panneaux

Cette technique de mesure [64] consiste a placer des panneaux le langdrajec-
toire du projectile ( gure 1.5) : ils sont constitués de montanten bois entre lesquels
sont tendues des feuilles de para ne, de papier ou cartonnées, optirees de telle
sorte a obtenir une empreinte ( gure 1.5) satisfaisante en termeseaploitabilité,
tout en perturbant le vol le moins possible. Le relevé de mesures est e egtdirec-
tement sur les panneaux a l'aide d'un rapporteur (gure 1.6) (la ebe indique la
mesure de l'angle d'obliquité du projectile), en corrélant la géomédrdu projectile
et I'empreinte dans le panneau. On peut ainsi obtenir des informane sur la vitesse
de roulis, la position du projectile et certains angles (obliquit&t précession, qui
seront dé nis par la suite).

(a) Panneaux installés sur le champ de (b) Empreintes laissées par di érents
tir projectiles dans le panneau

Figure 1.5 Présentation des panneaux de tir

1.3.2 Autres instrumentations
1.3.2.1 Les magnétometres

La magnétométrie est une technique de mesures en vol développée partlins
tut Saint-Louis (ISL) [4] [28]. Elle consiste a disposer trois caégurs magnétiques
selon une orientation trés précise dans un systeme électronique hawtemintégré
(c'est-a-dire que I'ensemble du dispositif est totalement intégrélantérieur du pro-
jectile, comme illustré sur la gure 1.7). Les capteurs mesurent le chagnerrestre
localement, a partir duquel des informations sur le comportement dugjectile en
vol peuvent étre déduites.
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Figure 1.6 Empreinte sur un panneau

Figure 1.7 Magnétometres

Les capteurs magnétiques ne donnent acces qu'au mouvement angulaire ecdom-
guement aux coe cients aérodynamiques relatifs aux moments. Une comhison
des magnétometres a des accélérometres (disposés selon la direction axiaeleet
d'améliorer la détermination du mouvement de tangage et de lacet du peatile et
donne de plus acces aux coe cients aérodynamiques liés aux forces. La meslure
champ magnétique terrestre requiert des capteurs magnétiques 3D ayane bonne
directivité spatiale et une haute sensibilité. L'utilisation de cde technique impose
de connaitre le champ magnétique terrestre le long de la trajecteidu projectile
pour pouvoir faire des estimations de trajectoire. Lors de tirs derpjectiles eche,
on peut supposer que le champ magnétique terrestre est constant soute I'éten-
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due du champ. La sensibilité du capteur peut varier a cause des e ets darine.
La décomposition du vecteur 3D du champ magnétique est par conséquenesigj a
des erreurs. Méme une con guration avec plusieurs capteurs ne peut pastsonter
ce probléme. Une solution possible consiste a inclure les paraméettassysteme de
mesure comme variables additionnelles dans le modéle de simulatimalistique du
projectile.

Les signaux d'entrée sont les mesures du champ magnétique terrestreegiatrées
par les capteurs. Le signal axial magnétique donne la projection tangle d'obli-
quité dans le plan dé ni par la direction du vol et I'orientation duchamp magnétique
terrestre. Le signal radial magnétique donne le roulis. Il est pgible, en utilisant un
modele a six degrés de liberté, et si la résolution du signal est asseath, de déter-
miner l'orientation de I'angle d'obliquité. Une autre méthode pssible pour mesurer
cet angle est d'utiliser un accélérometre orienté dans la direction ratBalLa préci-
sion de cette technique dépend de la résolution des signaux magnétget de la
précision de la connaissance du champ magnétique terrestre.

Cette technique a l'avantage, en plus de son faible co(t, de pouvéire utilisée par
tous les temps puisqu'elle s'appuie sur la mesure du champ maggée terrestre, au
contraire de la sonde d'obliquité par exemple (capteurs nécessitda présence de
soleil et apposés sur le nez du projectile a n de déterminer I'angle Blayuité).

Ce moyen de mesures n'est pas a notre disposition aujourd'hui, imal constitue
une voie d'amélioration possible concernant la prise de mesures e@hsur des pro-
jectiles eches. En e et, de par ses dimensions un projectile eche ne pewgaevoir
d'instrumentation embarquée trop volumineuse. Les dimensions des gm&tomeétres
permettraient de passer en partie outre ces contraintes. Il est importade préciser
gu'il serait quand méme nécessaire de modi er la géométrie de 'avathi projectile
de sorte a pouvoir y insérer les capteurs.

1.3.2.2 La centrale inertielle

Lorsque les dimensions du projectile le permettent, il est également pitde d'y
embarquer une centrale inertielle. Composée d'accélerometres et de gyroastelle
donne acces a certains parametres d'état du vol (vitesses, vitesses datromn), et
fournit, associée a un radar, un jeu de mesures complet a exploiter paidéterminer
les coe cients aérodynamiques d'un projectile.
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1.3.3 Résumé des moyens de mesures

A n de mieux cerner les interactions entre les moyens de mesures et les mesures a
proprement parler, le tableau 1.1 synthétise les informations dnées précédemment.

Moyen de mesure Mesures directes Mesures déduites
Radar Vitesse radiale Position
Ré ecteurs + Radar | Vitesse de roulis
Panneaux Variation de I'angle de rou-| Vitesse de roulis

lis entre 2 panneaux, posi
tion, angles d'obliquité et de

précession
Magnétomeétres | Champ magnétique ter-| Angles d'obliquité et de pré-
restre cession
Centrale inertielle | Accélérations, vitesses de Vitesses, angles
rotation

Table 1.1 Récapitulatif des instrumentations et mesures associées

1.4 Conclusion

Le but de notre étude est d'identi er les coe cients aérodynamiques d'un -
jectile a partir de mesures a n de mieux maitriser son comportement en lviNous
avons vu qu'actuellement di érents moyens sont disponibles pourdmir une pre-
miere estimation de ces coe cients en phase d'avant-projet (codes numéras aéro-
dynamiques et essais en sou erie), mais il est nécessaire de valider le pontement
des projectiles en vol grace a des essais sur champ de tir. Les mesures pgoses
d'un vol sont actuellement dépouillées grace a une méthode empiriquahdrieuse,
arbitraire et colteuse en temps de calcul. C'est pourquoi il est décidé dévelop-
per un outil automatisé d'identi cation des coe cients aérodynamiqles a partir des
mesures prises en vol. Les mesures dont nous disposons pour atteindreutesont
prises au moyen d'instrumentations mises en place par la DGA Tt, teb que le
radar Doppler associé a un bouchon rainuré nous fournissant dessures de vitesse
et de vitesse de roulis, ainsi que les panneaux de tir nous foumaist des valeurs
des angles de rotation des projectiles. Ainsi, si nous reformulomsgdrobleme posé,
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nous pouvons dire que nous cherchons a retrouver certains pararestd'entrée du
modele de comportement du projectile a partir de mesures des parametressortie,
ce qui constitue un probléme d'inversion de modele physique.



Chapitre 2

Introduction aux problemes
d'identi cation et a leurs méthodes
de résolution

2.1 Introduction

Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, l'identi catiomles coe -
cients aérodynamiques d'un projectile a partir de mesures prises en gohstitue un
probleme d'inversion d'un modele physique. Dans ce chapitre, noe@mmengons par
donner quelques exemples de problémes inverses a n de montrer I'étendudedes
domaines d'application. Nous abordons dans un second temps la déion mathé-
matique d'un probléme inverse et proposons ensuite un inventaides principales
méthodes utilisées pour résoudre des problemes inverses. En n, nousspntons les
technigues spéci ques a l'identi cation de coe cients aérodynamiques.

2.2 Quelques exemples de problemes inverses

Les problemes inverses interviennent dans de nombreux domaines de laspiuye.

Comme par exemple pour ldomographie[40], qui est un procédé d'imagerie permet-
tant la reconstruction d'objets. Les mesures sont réalisées a l'extériede |'objet,
a sa surface ou bien a une certaine distance. Cette technique permet téolr une

17
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image de l'objet en coupe. Il existe di érentes techniques tomographigs, selon le
type d'objet que I'on souhaite observer :

la tomographie par résonance magnétique nucléaire (IRM),

la tomographie d'atténuation des rayons X (exemple : scanner),
la tomographie en cohérence optique (OCT),

la tomographie d'émission de positons (TEP),

la tomographie d'émission des photons,

la tomographique atomique (microscope a e et de champ),

la tomographie électronique et la cryotomographie électronique,
la tomographie sismique,

I'imagerie Zeeman-Doppler (utilisée en astrophysique).

Les domaines d'application de la tomographie sont donc vastes : neéthe, géologie,
astrophysique, étude des matériaux ou encore procédés de contrble stdel (nu-
cléaire, aéronautiqgue, automobile, etc...). Par exemple, la tomographd'émission
peut étre utilisée de deux manieres : soit dans le but de détecter et de liszr des
structures internes, en tenant compte des limites technologiques tellagede bruit de
mesure ou un petit nombre d'informations disponibles, soit daun but de quanti -
cation, privilégiant la précision et la redondance des données. Elle akirs utilisée en
tant qu'instrument de mesure dans le but de dresser une cartograptdu parametre
représentatif du systeme étudié (exemple : densité d'activité d'undceur radioactif).

Les problemes inverses interviennent aussi erétéorologie[41]. En e et, la prévision
de I'évolution de la météo a plus ou moins long terme repose sur & cation de
conditions initiales grace a I'ensemble des données disponiblese&lbont de deux
types : les données d'observation (observées directement (température, yeptou
déduites (radiance)), et les données issues de précédentes prévisions méoganaes.
Dans ce cas, I'enjeu est donc, grace a I'ensemble des informations (deines di é-
rentes) disponibles, de remonter aux conditions initiales qui voqtermettre ensuite,
par une intégration classique d'un modele physique, de prédirévblution de di é-
rents parametres météorologiques (température, vent, humidité, etc...)

Les problemes inverses interviennent aussi @coustique Par exemple, ils peuvent
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revétir I'aspect d'un probléme d'identi cation d'un terme source [5Q) ou celui d'un

probleme d'identi cation de parametres représentatifs de la di ugin du son [13].
Dans le premier cas, le but est d'obtenir une estimation (unique etatle) du terme
source a partir d'un seul jeu de mesures prises a la frontiere du domaiconsidéré.
Dans le second cas [13], les auteurs considéerent un milieu acoustigéerit par les
parametres vitesse de la propagation du sar(x;y; z), densité (x;y;z) et atténua-

tion (x;y;z). lls formulent un probléme inverse de di usion (équation de Helnditz

dans le domaine temporel) ou chacun des trois paramétres précédentsi@eend que
de la variablez et sont reconstruits a partir de mesures de vitesse de l'onde.

En thermique le probléme d'estimation de la température sur la paroi d'un réser
voir de gaz sous pression [47] peut-étre considéré comme un problémerse. Plus
précisément, ce probléme consiste a estimer des conditions aux limitesoimues a
partir de mesures du champ de température réalisées sur des parties adolesset
au sein du milieu. Il s'agit d'un probléeme de complétion de données. lkésolution
d'un tel probleme permet d'obtenir les conditions aux limites réelles dprobleme,
de renforcer la sécurité des réservoirs et de mieux maitriser la perforroa des com-
posants responsables du transfert de chaleur. Une des caractéyisgis intéressantes
de cette étude est que la solution apportée permet de déterminer simulément
plusieurs conditions aux limites, ainsi que la distribution sgtiale de la température
mais aussi sa dépendance temporelle.

Un autre probleme d'estimation de température est illustré par legavaux de Lu
et al. [51]. Le probleme inverse consiste a estimer les températures dide pres
de la frontiere intérieure d'un pipeline. Pour cela, la distributio de température
est calculée sur la frontiére extérieure grace a la résolution du probkemirect, puis
utilisée comme jeu de mesures pseudo-expérimentales en entrée du problavezse.

Dans le domainemécanique un premier exemple de probléme inverse concerne l'iden-
ti cation de défauts au sein d'un matériau composite (Galybin [3}). Un second
exemple [16] concerne un probleme de vibration d'une barre encastééane extre-
mité et soumise a une force de traction d'intensité inconnue a I'tre extrémité. Le
but est de déterminer la force exercée a chaque instant a I'extrémité deldarre a
partir de mesures de déplacement réalisées en un point intérieur. Nous yans éga-
lement citer les travaux de Gandino et al. [32], qui s'intéressent a faconstruction
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des parameétres vibratoires d'une poutre. Cette étude a pour but d'afyser et de
renforcer la surveillance du comportement de voies ferrées, construites s pont,

soumises aux sollicitations générées par le passage des trains. Lesuasi proposent
une méthode d'identi cation non linéaire permettant de reconstrue correctement
le modele non linéaire de comportement de la poutre testée.

Les probléemes inverses se rencontrent également dans le domaine dméddecine
Par exemple, Nielsen et al. [56] proposent une méthode pour reconsteule po-
tentiel transmembranaire du myocarde (c'est-a-dire I'activité élecigue du coeur)
pendant une phase de repos a n d'étudier la faisabilité du dévelppment d'un outil

d'imagerie cardiaque, dont le but a long terme est de détecter et prévemies dys-
fonctionnements cardiaques. L'information disponible a priori €sine distribution

du courant dans le coeur a partir de cartes de potentiel de surface du gerBody
Surface Potential Maps, BSPMs) mesurée a la surface du corps, et lesaiuns dites
"bidomaines" (équations développées par Tung dans les années 70 f@fmettant
de modéliser l'activité électrique du coeur).

Ainsi, comme nous pouvons le constater a travers les quelques exemplésédents,
des problemes d'identi cation interviennent dans de nombreux doma@s. lls sont
souvent quali és de "problemes inverses". Nous allons donc maintamt dé nir ma-
thématiqguement ce que signi e "probleme inverse".

2.3 Dé nition mathématique d'un probleme inverse

2.3.1 Dé nition

Avant de parler de probléeme inverse, il faut tout d'abord dé nir ce g'est un
probleme direct [25].
Pour comprendre et maitriser un phénomeéne physique, l'usage veut quaus reliions
les parameétresP qui caractérisent le phénomene aux informations mesurabl@sjui
en résultent a partir d'un modéle, que I'on notévi . Cette relation entre les grandeurs
d'entrée et sortie d'un modeéle peut s'écrire sous la forme suivante :

M{P)=d (2.1)
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ou M peut s'exprimer sous de nombreuses formes, comme par exemple un systeme
linéaire ou non linéaire d'équations di érentielles ordinaires (OB).

Un probléme direct a partir d'une telle formulation consiste a traver d pour P.
donné. Prenons un exemple pour illustrer nos propos [3] :

Considérons un corps, physiquement caractérisé par un coe ¢ie de conductivité
thermique k (x), qui occupe le domaine géométrique. Un ux ¢° est imposé sur

sa frontiere @ . Les variables u (température)gP et k, fonctions du point, véri ent

les équations suivantes :

8
< div(kr u) =0 dans (équation locale d'équilibre)
K@ o sur @ (ux imposé) (22)
@n q p

Le potentiel u, donné en un point et mesurable a la frontiere, eainsi implicitement
relié a la conductivité k.
En reprenant notre formulation générale précédente, le probleme expasecrit :

M((P) d=0 (2.3)

Dans la plupart des cas, nous cherchons a calculer la réponse (en gémaealurable)
d'un systeme physique a des sollicitations connues, a partir de d@nnéea priori
des parametres qui le caractérisent. Nous savons donc résoudre lebl@me (2.3)
par rapport a k pour u donné, ou de maniere plus générale, nous pouvdnsuver
d pour P donné. Cette opération est appelégprobleme direct". Concrétement en
reprenant I'exemple précédent :

Le probléme direct consiste a se donner une conductivit¢ un potentiel u en un
point, un domaine etun ux ¢° et a résoudre le probléme 2.2, c'est-a-dire a trou-
ver un potentiel inconnu u résultant du systéme physique ainséeé.

Dans le cadre de notre étude, un probléeme direct consiste a se donnerjeun de
coe cients aérodynamiques et a intégrer les équations de la mécanique du de
sorte a obtenir les valeurs de la vitesse, la vitesse de rotation, pasition et des
angles prises par le projectile au cours du vol.

En revanche, I'évaluation des parametres du systeme a partir de la mes de sa
réponse aux sollicitations implique de résoudre les équations ldephysique en sens
inverse de celui habituellement pratiqué. Cela constitue uprobleme inverse
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Ainsi, une résolution inverse du probléme posé dans notre exempieformule de la
maniére suivante :

Un probleme inverse peut consister a reconstruire la conducdté/k a partir de me-

sures du potentielu sur son domaine, le uxgP étant donné.

L'identi cation des coe cients aérodynamiques d'un projectile a partr de la mesure
de sa vitesse, vitesse de rotation, position et de ses angles coustile la méme ma-
niere une étude d'inversion de modele physique.

Il existe également un autre type de problemes inverses, non abordéslae manus-
crit : lidenti cation du modele M pour plusieurs jeux de données de et ded [68].

Aprés une premiére dé nition d'un probléme inverse, nous allons nménant nous

intéresser a une dé nition mathématique plus précise proposée par ddamard et

permettant de mieux cerner les di cultés inhérentes a la résolution de ce tgpde

problemes.

2.3.2 Problemes bien posés ou mal posés au sens d'Hadamard
[36]

Les problemes mathématiques peuvent étre répartis en deux classes diséact
les problémes ditdien poséset les problemes ditsnal posésNous notons D l'espace
des donnéesl et S I'espace des solutions possibles tel gBe2 S.

pour les probléemesbien posésau sens d'Hadamard, les trois conditions sui-
vantes sont véri ées :

(i) Existence d'une solution,
8d 2 D; il existe une solutionP 2 S telle queM (P)=d
(i) Unicité de la solution,
8P;; P,2S;siM P, =M P, =dalors P,= P,

(i) Stabilité de la solution par rapport aux donnéesd :
Une petite erreur d sur les données entraine une petite erreulP_ sur la
solution. Dans le cas discret la matrice M est inversible et bien conihnée.
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par opposition, les problemesmal posésau sens d'Hadamard ne remplissent
pas au moins l'une des trois conditions précédentes.

Par la suite nous quali erons de probleme inverse, un probleme m@osé au sens
d'Hadamard.

2.4 Methodes de résolution de problemes inverses

Les incertitudes inhérentes aux problémes inverses ont diverses originég {2

les données (mesures) sont souvent expérimentales, et peuvent donc comteni
des erreurs de mesure,

le nombre de données mesurées est ni, méme si le modéle mathématice |
décrivant est constitué de fonctions,

I'algorithme d'inversion peut créer une altération des données (exen®: in-
terpolation pour discrétiser un modeéle continu),

le modele employé peut étre une version simpli ée (hypotheses siihpa-
trices) du modele complet décrivant le phénomeéne physique considéréaldte
part, certains parametres du modéle ne sont connus qu'expérimentalemen
(exemple : constantes physiques d'un milieu), et donc de facon apyiroative.

Ainsi, toutes ces incertitudes alterent les données et impliquent que lalgon re-
cherchée d'un probleme inverse ne peut étre une soluti@xacte En e et, nous
obtiendrons a l'issue de la résolution une solutioR s'approchant au mieux, c'est-
a-dire a pres de la solution idéale permettant de modéliser les donnégséelles
(et non mesurée3. Par extension, cela met également en évidence le fait que toute
solution P s'approchanta prées de la solution idéale est une solution possible au
probleme inverse posé. Finalement, quelle que soit la méthode de hétson que
I'on choisit, un probléme inverse peut n‘avoir aucune solutionuasens strict, mais
beaucoup de solutionss prés Cela signi e qu'il faudra parfois tenir compte de
critéres permettant de discriminer les solutions entre elles a n de nergier que celle
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répondant au mieux a l'objectif de précision que I'on s'est xé.

Nous allons maintenant présenter quelques méthodes de résolution debfemes
inverses linéaires en dimension nie. Ici encore, nous n‘avons pas la préion de
dresser une liste exhaustive, mais cherchons simplement a présenterméthodes les
plus utilisées.

2.4.1 Méthodes de résolution pour les problémes inverses li -
néaires

2.4.1.1 La régularisation de type Tikhonov [66]

Cette technique consiste a considérer toutes les solutions possildesgprobléme,
a n de choisir celle qui minimise au mieux la norme du parametr@. Elle fait inter-
venir un terme de pénalisation a n que les contraintes du probléme isat véri ées
au mieux.
Nous posons le probléme suivant :

MP =d (2.4)

Avec M 2 R" " (notons queM peut ne pas étre carrée)P; d 2 R". Les données
mesuréeg peuvent étre entachées d'un bruit, de sorte que I'on peut écrire :

d= 8+ e (2.5)

# est la donnée sans bruit, ek est l'erreur appliquée surd pour modéliser le bruit.
Nous cherchons donc une solution du probléme suivant :

MP = & (2.6)

Notons P la solution de I'équation (2.6). Le but est de trouver une solutimapprochée
deP a partir de la résolution du probleme (2.4). La résolution directeeall'équation
(2.4) ne méne pas a une solution satisfaisante si la matrice M esal conditionnée
ou si les données mesurédsont entachées de bruit. Les méthodes de régularisation
de type Tikhonov consistent a remplacer le probleme (2.4) par un grleme d'op-
timisation au sens des moindres carrés, comportant un terme de régidation ou
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interviennent un parametre de régularisation et un opérateur réguliaant :
min kMP_  dk’+ kR dk? (2.7)

ou k:k dé nit la norme Euclidienne, R 2 RP " est I'opérateur de régularisation, et

est un paramétre de régularisation. SR est la matrice identité, nous obtenons la
forme standard de la régularisation de Tikhonov. Sil'on not®! la matrice adjointe
de M, le probleme (2.7) est équivalent au systeme d'équations suiva

(MM+R R)P=Md (2.8)
Dont la solution, unique et stable par rapport aux données d'erge (bruitées) est :
P=(MM+R R)'Md (2.9)

La solution obtenue est stable par rapport aux petites perturbatios sur les données
d'entrée, et dépend du terme de régularisation. Le choix du parametre digularisa-
tion déterminera la proximité de la solutionP obtenue a la solution®®, ainsi que
sa sensibilité au bruite. Ce choix peut-étre fait au moyen de di érentes méthodes,
comme par exemple leritere de Morozov[55]. Il consiste a imposer que la solution
approchéeP satisfasse la condition suivante :

MP d = (2.10)

ou est xé empiriguement selon la con ance que I'on accorde aux donnégsUn
autre critéere est celuid'Arcangeli [33] et consiste a chercher un réel solution de :

MP dZ’= — (2.11)

En n, nous pouvons également citer lecritere de la courbe en L9] : cela consiste
a tracer pour plusieurs valeurs de la courbe log-log MP_ d ; P quiala
forme d'un L du fait que P est une fonction strictement décroissante de, et que

MP_ d est une fonction strictement croissante de. Le coe cient  optimal
est celui correspondant au coin du L.
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2.4.1.2 Les méthodes itératives

Les méthodes itératives consistent a générer une succession de problemes dont
les solutions convergent vers la solution du probléme. Elles sonimmipalement uti-
lisées lorsque la matrice représentative du probleme est de grandeeinsion. Cette
catégorie de méthodes se divise elle-méme en deux sous-catégories e giart nous
avons lestechniques de reconstruction algébriqu@lgebric Reconstruction Tech-
nigue, ART) et de reconstruction itérative simultanée(Simultaneous Iterative Re-
construction Technique, SIRT) basées sutalgorithme de Kaczmarz's[26], dévelop-
pées a l'origine pour des applications tomographiques. Rappeldaformulation du
probléme inverse que I'on cherche a résoudre :

MP =d (2.12)

Dans cette formulation, chacune desn lignes du systemeM;.P = d; dé nit un
hyperplan de dimensiomn dans R™. L'algorithme de Kaczmarz's débute avec une
solution initiale P°, qui est ensuite projetée sur I'hyperplan dé ni par la premiére
ligne de la matriceM du systéme étudié de sorte a aboutir & la solution suivanfe?.
P! est ensuite elle-méme projetée sur I'hyperplan dé ni par la seconde legde la
matrice M, et ainsi de suite. Cette procédure est répétée jusqu'a ce que la solatio
ait été projetée sur lesn hyperplans dé nis par le systeme d'équations du probleme,
puis un nouveau cycle de projections débute ; les cycles sont répétés jusaqe que
la solution converge. La formule de mise a jour de la solutid? est :

Mi+l;:E(i) d

p@+) — p()
B - I\/|i+1;:|\/|iT+1;

ML (2.13)

Un exemple de méthode itérative est celle dyradient conjugué&Conjugate Gradient,

CG) [73]. Elle s'applique a des systemes d'équations dont la miae est symetrique
et dé nie positive. Elle consiste a transformer le probléeme inverss un probléme de
minimisation en construisant une base de vecteurs &' dans laquelle la formulation
du probléme est simple. Pour illustrer la méthode, prenons un exemple grobleme
d'optimisation quadratique :

mind ()= ZPTMP. d'P (2.14)
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ou M est une matrice symétrique dé nie positive, de sorte que la fotionnelle J soit
convexe et présente un minimum unique. Les vecteurs de la basgev,; ::;; v, ; sont
choisis de telle sorte que :

VIMy; =0 i 6] (2.15)

Ces vecteurs sont dits "mutuellement conjugués” par rapport a la mate M . Nous
exprimons ensuiteP en fonction de ces vecteurs de base, et nous obtenons :

Avec ; = ' (2.16)

Une extension de cette méthode, appeléeethode du gradient conjugué au sens des
moindres carrés permet d'appliquer ce principe a des problemes de minimisation
au sens des moindres carrés. Elle consiste a ajouter une étape supplémrendans
I'algorithme de calcul des vecteurs de base a n d'alléger fortement lelcal et éviter

la programmation deM "M .

2.4.1.3 Le maximum d'entropie

Cette méthode [27] s'apparente a une technique de type Bayésienmamslle sens
ou elle prend en compte une fonction de distribution de probabiés permettant de
tenir compte des incertitudes sur les résultats expérimentaux. En d'awts termes,
on cherche a représenter par une loi de probabilités un phénomene e dont
on a une connaissance imparfaite. Le but est de tenir compte des conttas (incer-
titudes) du probléme tout en choisissant la distribution dont'entropie (au sens de
I'entropie de Shannon) est maximale, c'est a dire que I'on utilide distribution conte-
nant le moins d'information et qui est ainsi la moins arbitraie. En revanche, cette
technigue se distingue de l'approche Bayésienne car le modélesh'pas lui-méme
une distribution de probabilités. Elle ne peut étre appliquée dga des problémes ou
les parametres sont positifs, de sorte a pouvoir utiliser une faion logarithme. La
technigue de régularisation du maximum d'entropie utilise unéonction de régulari-
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sation de la forme suivante :

X0
Pi In (Wi P|) (217)
i=1
ou les poidsw; peuvent étre ajustés pour favoriser certains types de solutions. Blu
précisément, I'entropie deP est maximisée sous les contraintes du probleme et
s'écrit :
!
X
max P, In (Wi Pi)
i=1
Sous les contraintekMP_ dk,

P 0 (2.18)

Soit, en utilisant un terme de pénalisation :

X0
min kMP_ dk;+ 2 Piln (wPy)
i=1

P 0 (2.19)

Tant que reste positif ou nul, la fonction objectif est strictement convexe et le
probléme admet alors une solution unique.

2.4.1.4 La méthode de la décomposition en valeurs singulier es

Cette méthode (Singular Value Decomposition SVD) [5] peut s'agpguer dans
le cas de problemes inverses mal conditionnés. Soit une matriMe de dimension
m n, M peut étre factorisée et s'écrire sous la forme suivante :

M = USV'T (2.20)

ou :
U est une matrice carrée orthogonale de dimensiom m contenant des vec-

teurs orthonormés formant une base de I'espace des donnBegs,
S est une matrice diagonale de dimensiam n contenant des éléments dia-
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gonaux strictement positifs appelés "valeurs singuliéresS est de la forme :

S= (2.21)

avecs; S, i s >0,
V est une matrice carrée orthogonale de dimension n contenant des vecteurs
orthonormés formant une base de I'espace du modd#e.

Ainsi, en remplacant la matriceM par son expression décomposée en valeurs singu-
lieres, nous avons :

MP_
. uUsv'p

I
[}

d (2.22)

La matrice S n'étant pas inversible, le probléme inverse n'a donc pas de sobiti
C'est pourquoi nous nous limitons alors a la recherche de quasiutions au sens des
moindres carrés du problem& P_= d, qui s'écrivent :

P = —vV; + iV (2.23)

i=1

i=r+l1

ou les coe cients ; sont des réels arbitraires.

2.4.1.5 Le controle optimal

Il consiste selon [25] a minimiser une fonctionnelle dépendant de dalution
d'une équation di érentielle ordinaire ou aux dérivées partielles et aaractériser le
minimum de cette fonctionnelle par un systeme d'équations ou d'ingations, appelé
systeme d'optimalité. L'idée directrice du contréle optimal réside ahs ['utilisation
des multiplicateurs de Lagrange sur les équations d'état, qui soribes appelés "états
adjoints". lls permettent de simpli er de facon tres signi cative le calcul du gradient
de la fonctionnelle. Le contrdle optimal appliqué au cas de systemeésgiiations aux
dérivées partielles a été développé par Lions [48]. Si I'on prend I'exemge I'équation
de la chaleur avec un contrdle distribué&, terme source de I'équation, le probléme
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se formule de la maniére suivante :

8
2 @3{4 y=v dans ]0;T[
3 @;’:o sur )0, T[

y(x;0) = yo(x) dans

ou y est la variable d'état représentant la température a l'intérieur du ratériau
pour lequel il n'y a pas de ux rentrant par le bord de . La fonctionnelle associée
a ce probleme est dé nie par :

Z.Z Z.Z

yv) yPoxdtr D v (2.24)

J==Z
20 2O

ou yq représente I'état désiré elN est un facteur de pondération du codt du contrdle.
Soit p(t) I'état adjoint solution du systéme di érentiel rétrograde suivarn :

3 94 p=yw o dans oI
5 @ﬁzo sur  10;T[

p(x;t)=0 dans

Selon le principe du maximum de Pontryagin [2], il existe un coriile optimal unique
v solution du probleme et réalisant I'optimum de J. Dans I'exempleraité, v est égal
a N !p

2.4.1.6 La méthode de quasi-réversibilité

Développée par Lattés et Lions [46], elle consiste a remplacer le problénriginal
mal posé par un probleme approché bien posé, et ensuite d'utilises kolutions de ce
nouveau probléme pour construire des solutions approchées du peolre de départ.
A titre d'exemple, pour illustrer cette démarche, citons les travaux & Dardé [19]
traitant du probleme de Cauchy pour I'équation de Laplace résolau moyen d'une
version modi ée de la méthode de quasi-réversibilité ; ou encore leavaux de Qin et
al. [59] s'intéressant a la résolution du probléme de Cauchy pol&quation modi ée
de Helmholtz.
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2.4.1.7 La méthode de régularisation évanescente

Cette partie s'inspire des travaux de Cimetiere et Al. [18] [21] quraitent du
probleme de Cauchy pour I'équation de Laplace. Le probléme se formudle la fagon
suivante :

Soit un domaine deR? ou de R, avec une frontiére réguliére , on dé nit une
partitionde en =4[ ;.
Les auteurs s'intéressent au probleme de Cauchy associé a I'équatienLéplace,
c'est-a-dire a la reconstruction d'une fonction harmonique dans véri ant deux
conditions aux limites sur g4 :

8

3 Trouveru2 H ()= fv2H'(); 4v=0dans gtelque:
5 u= g4gsur gy

5 @Qu_

— = 4Sur g

@n

Comme nous l'avons vu précédemment, les méthodes de type Tikhonovpwsent
d'utiliser un terme régularisant au sein de la fonctionnelle a mimiser, transformant
le probléme inverse en une suite de problemes d'optimisation. Ainlorsque le pro-
bleme en admet une, il est possible de trouver une solution stabler papport aux

petites perturbations, mais dépendant du terme régularisant. D'drte part, cette

démarche utilise les données disponibles de maniere exacte, ce quiisigjue la

solution recherchée doit véri er exactement les données pouvant étre eritaes de
bruit. Ainsi, l'instabilité des problemes de type Cauchy face aupetites perturba-

tions est di cile a surmonter.

C'est pourquoi Cimetiere et Al. [21] ont proposé une méthode de régrisation

a e et evanescent pour résoudre le probleme posé grace a un procédé iterat

démarche consiste a rechercher dans l'espace des fonctions solutt$équation

d'équilibre celle qui s'approche au mieux des données et qui s'écarterieins de la
solution obtenue a l'itération précédente, sur toute la frontiere ddomaine . Ainsi,

la proximité de la solution a celle obtenue a l'itération précédentonstitue un terme
régularisant. Il s'atténue au fur et a mesure que l'algorithme caerrge vers la solu-
tion du probléme, pour nalement s'annuler a la limite du processud.es résultats
numeériques ont montré la robustesse de la méthode qui permet de pilesdébruiter
les mesures bruitées en les relaxant.
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2.4.2 Méthodes pour la résolution de systémes non linéaires

Parfois la résolution de problemes inverses améne a la résolutiorsgilstemes non
linéaires. Nous présentons donc quelques méthodes pour la résoludermprobléemes
non linéaires comme la méthode de Newton-Raphson, la méthode de &alNewton
ou la méthode de Levenberg-Marquardt.

2.4.2.1 La méthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson [6] est une généralisation de la métbadke
Newton en dimensiom.
Considérons un systeme de équations di érentielles non linéaires a inconnues tel
que :

M(P)=0 (2.25)

Une séquence de vecteuR’; P1: ::: convergeant vers une solutio est construite.
SiM est contindment dérivable, nous pouvons construire I'approximen de Taylor
Suivante :

M P°+4P M P° +rM P 4P (2.26)

Ou le Jacobien a pour expression :

0 " " 1
@M P° @M P°
. QP @R
rmMm PO = (2.27)
@M P° @M P°
QP @R

D'aprés (2.26), nous avons l'approximation suivante de la érence entre P° et la
solution P de I'équation (2.25) :

MP)=0 M P°+rM P°4P (2.28)
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La résolution de I'équation précédente donné P :
4P rM PO M PO (2.29)

que I'on ajoute ensuite aP° pour obtenir P! = P°+ 4 P. Ainsi, cette méthode
consiste, a partir d'une solution initialeP° & calculer une suite de vecteu8®; P?; :::
jusqu'a ce que le calcul converge vers une solutien de I'équation (2.25). Le point
fort de cette méthode et que sa convergence est quadratique, c'est-a-due lorsque
nous nous approchons de la solution, le nombre de chi res sigatifs corrects des
grandeurs calculées double a chaque itération. Cependant, cette métbasbt trés
sensible a l'initialisation : si celle-ci est trop éloignée du mininm local, la méthode
peut ne pas converger. D'autre part, elle n'est pas directement applidaka tous les
problémes inverses, car il peut arriver que nous n'ayons pas autam données que de
parameétres a identi er, il n'y a alors pas de solution exacte au prédme MP_= d,
ou M n'est pas carré. Cette méthode est généralement utilisée pour obtenir une
solution a des problemes d'optimisation non linéaires.

2.4.2.2 La méthode de Gauss-Newton

La méthode de Gauss-Newton [6] est spécique a la résolution de prables
d'optimisation non linéaire au sens des moindres carrés. Cette tadue consiste a
minimiser la somme des carrés suivante :

xn
sP)=  (M(P), d) (2.30)

i=1

Par rapport a la méthode de Newton-Raphson, elle permet de s'a rahir du calcul
des dérivées secondes. Nous notons :

fi(R)=M(PR) g (2.31)
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et:

0 1
f1(P)

R R o

fn (P)

La méthode est itérative, nous avons donc :
P* =P+ P (2.33)
ou P verie:
GIE) WE) P= I E)FE) (2.34)

Ou Jy est la matrice Jacobienne et vaut :

0 @t(p) @)’

@Pp Q@R
Iu (P) = % I E (2.39)
@f (P) @f (P)
@Pp Q@R
Ce qui nous donne :
P= 3 (®) () 3 (P)F @) (2.36)

Cette technique possede le méme inconvénient que la méthode de NeviRaphson
(sensible a l'initialisation) et peut échouer si la matrice,, (P) Ju (P) est singuliére.
L'absence du calcul des dérivées secondes permet d'alléger fortement la program
tion de l'algorithme et les temps de calcul, mais cela peut entrainer itention d'une

solution plus éloignée de la solution exacte qu'avec la méthode devNon-Raphson.
Sa vitesse de convergence est linéaire.

2.4.2.3 La méthode de Levenberg-Marquardt

Cette technique [54] peut s'appliquer dans le cas de probleme desmdoés carrés
linéaires et non linéaires. Dans la méthode de Levenberg-Marquardt, kEguations
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(2.34) de la méthode de Gauss-Newton sont modi ées de la manierévante :

Jw®P) P+ 1 P= Ji(P)F(P) (2.37)

La parametre est choisi positif de sorte que le termd assure que la matrice
du membre de gauche de I'équation (2.37) soit inversible. Si elld esctivement
inversible et symétrique dé nie positive, il est possible d'utifier la factorisation de
Cholesky pour résoudre le systeme. La valeur optimale deest ajustée a chaque ité-
ration de sorte a ce que la valeur de la somn®(P) diminue. Si l'itération courante
n'a pas fourni de diminution deS (P), il faut alors augmenter la valeur de . Il faut
au contraire diminuer cette valeur siS (P) a diminué fortement au terme de l'itéra-
tion. Lorsque est petit, cette méthode revient a la méthode de Gauss-Newton. En
revanche, pour des valeurs élevées deelle s'apparente a une technique de régulari-
sation de Tikhonov. Cette méthode est plus stable que la méthode Gauss-Newton.
Elle peut toutefois converger moins vite lorsque les fonctions dugiiéme traité pré-
sentent des singularités. D'une maniere générale, elle est particuliemtadaptée a
des systémes de petite taille.

Il existe d'autres types de méthodes de résolution de problemes irses qui ne
seront pas détaillées dans ce manuscrit :

les techniques de Fourier (FFT) : elles sont particulierement adaptéesua
problemes de convolution et permettent la résolution de problémes dales
domaines temporel ou fréquentiel lorsque I'application le permet. Bole lec-
teur intéressé par le sujet, il existe de nombreux ouvrages traitandkes tech-
niques de Fourier tel que [7], qui traite de la théorie de Fourier etedquelques
applications.

les approches probabilistes : elles sont également appelées "appexciBayeé-
siennes"”. La théorie des processus stochastiques fournit une autrétinode de
régularisation, consistant en la mise en évidence des informationgpiortantes
ressortant des problémes posés. Il faut ici disposer d'une idée précende la
solution recherchée. L'idée est de considérer toutes les grandeurs comme des
variables aléatoires a n de représenter toutes les incertitudes. La salut du
probléme inverse est alors la fonction densité de probabilités asge a l'incon-
nueP et a la donnéed. Le lecteur intéressé par ces techniques peut se reporter
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a l'ouvrage [38].

Nous venons de voir quelgues méthodes de résolution de problemes geg&rLe choix
d'une méthode de résolution est dicté par les contraintes imposées paprobléme
inverse a résoudre (contraintes sur les parametres, linéarité ou nda probléme,
complexité du modele, idée précongue ou non de la solution, infornaetidisponible
a priori, quantité d'informations disponibles, etc...).

Nous allons maintenant aborder quelques techniques utilisées a nid#nti er les
coe cients aérodynamiques de projectiles a partir de données de vol.

2.5 Méthodes de résolution spéci ques a l'identi -
cation de coe cients aérodynamiques

Cette section passe en revue les di érentes techniques déja employées a deatit
ti er les coe cients aérodynamiques de projectiles a partir de mesures [@@s en vol.
La liste n'est pas exhaustive mais se veut plutdt représentative da tiversité des
méthodes utilisées. Klein [44] propose de les distinguer en trois catég®:

la méthode du critere du maximum de vraisemblance,

la méthode d'identi cation au sens des moindres carrés,

les méthodes basées sur l'utilisation du Itre de Kalman.
D'autres techniques n'appartenant pas a ces trois catégories sont siugtilisées et
seront présentées.

2.5.1 Le maximum de vraisemblance

Weiss et Al. [69] proposent une résolution analytique des équations de la méca-

nigue du vol (modele a 6 degrés de liberté) a n d'éviter une intégrationumeérique

et tous les problemes associés (erreurs d'intégration, probléemes de eogence). Les
auteurs supposent qu'il n'y a pas d'e et aérodynamique non linéair(e et Magnus
ignoré). Notons que cette hypothese n'est pas préjudiciable pour da®jectiles sta-
bilisés par empennage sur des courtes distances, c'est-a-dire quanprégectile ne
développe pas de grands angles d'obliquité ou des vitesses de soubs élevées.
L'implémentation de la résolution analytique est récursive et reposir |'utilisation
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d'une méthode d'optimisation (non basée sur le gradient) appluée a une fonction
colt du maximum de vraisemblance. A l'issue du calcul, les auteurs @atnent des
valeurs de certains parametres d'état du projectile (vitesse, vitesse doulis, angles
d'obliquité, de tangage et de lacet) desquelles sont extraits les coe cisraérodyna-
miques (coe cient de trainée, d'entrainement en roulis, d'amortissemergn roulis
et du moment de tangage). Les résultats ont montré I'e cacité de la méthde dans
I'estimation du coe cient du moment de tangage.

Dans le cadre de notre étude, il est attendu de développer une techniggenéra-
lisable a tout type de projectile, c'est pourquoi nous ne pouvongrorer les e ets
Magnus agisssant sur le projectile au cours du vol dans I'écrituce notre modeéle
de comportement. Cela nous interdit alors la résolution des équat®mle maniére
analytique.

[llif [39] identi e certains coe cients aerodynamiques (coe cients du roulis etdu
moment de tangage) d'un avion grace au critére du maximum de vraisblance as-
socié a une technique de Gauss-Newton. L'auteur utilise ce criterand la mesure
ou il tient compte de la présence de bruit (bruit de mesure, bruit préseans le
systeme di a une excitation aléatoire a cause de turbulences atmospérs par
exemple, erreur de modélisation) dans le modele de comportement du jpatile.
C'est pourquoi une telle écriture du modele induit de traiter le pysbléme de maniére
statistique. En présence de bruit, l'auteur recommande |'utilisadn d'une technique
de Newton-Raphson si le calcul des dérivées secondes des fonctions dielambnt
accessibles. L'étude a permis d'obtenir, & partir de mesures réelles, des dents
aérodynamiques proches de ceux obtenus en sou erie.

Nous n'envisageons pas d'employer le critere du maximum de vraisdante dans
notre étude dans un premier temps car nous ne disposons pas de donpéelsabi-
listes permettant d'estimer la distribution des estimations des pametres recherchés.
D'autre part, notre étude n'en étant qu'au commencement, nous formoms notre
technigue d'identi cation de maniere simple et I'améliorerons mgressivement. Le
critere du maximum de vraisemblance constitue donc une éventuelleie/al'amélio-
ration de notre méthode.
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2.5.2 Les méthodes d'identi cation au sens des moindres car -

7

res

Chapman et Al. [12] ont été les pionniers dans l'identi cation de coe cients
aérodynamiques a partir de mesures prises en vol. lls cherchent a mmisier I'écart
au sens des moindres carres entre |'angle d'obliquité mesugg, et I'angle d'obliquité
théorique 4 :

X 2
S= ( exp (Xi) cal (Xi)) (2-38)

i=1

Pour cela, ils considérent une équation di érentielle non linéaire dwesond ordre :

e+ C+C, 2 + C3+Cs %2 =0 (2.39)
Sous les conditions initiales : (0) = Cs et (0) = Cq (2.40)

ou les dérivées sont exprimées par rapport a la distange Les constantesC; et
C, dé nissent le moment d'amortissement non linéaire et les constant€% et C,
dé nissent le moment statique non linéaire. Le but est d'identi er lesparamétres
aérodynamiquesC,, C,, C; et C4 ainsi que les deux conditions initiales de sorte
gue le carré des résidus (équation 2.38) soit minimisé, en utilisda méthode des
corrections di érentielles proposée par ces mémes auteurs. Il s'agit d'pnocédé
itératif reposant sur une dérivation paramétrique de I'équatior(2.40) par rapport
a chacune des constante€; (j 2 J1; :::; 6K, aboutissant alors a un systeme de
six équations di érentielles linéaires qui peut étre écrit sous la form#un systéme
matriciel :

[A]I[ C]=[B] (2.41)
ou

A = g 9
T @¢, e¢
X @
etB = ( ex cal)i P Ya

T @¢

(2.42)
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La résolution de ce systeme donne les correctignsC) qui sont ajoutées aux valeurs
courantes des coe cientsC; jusqu'a convergence de l'algorithme.

Williamson et Al. [71] identi ent les coe cients aérodynamiques d'un projectile
grace a une formulation du probléeme au sens des moindres carrés en naéigdans
la procédure d'identi cation une modélisation de l'instrumentaton permettant de
prendre en compte le décalage entre le modele mathématique représentantom-
portement du projectile et les données mesurées. En e et, il peut arriver que |
mouvement du projectile soit proche de la fréquence de résonance detlumenta-
tion, ce qui entraine un décalage entre la sortie de l'instrumentan et le mouvement
réel du projectile. Les auteurs montrent que la prise en compte de la modétion
de l'instrumentation fournit de bien meilleurs résultats que ceuxlenus a partir
d'un schéma standard d'identi cation.

Mahmutyaziciogl et Al. [52] se sont inspirés des travaux dé/eiss et al.[69]. Ils
proposent une résolution analytique des équations de la mécareqdu vol basées
sur la théorie balistique linéaire en intégrant des variables congXes dans la for-
mulation du modéle. Les coe cients aérodynamiques sont extraits des grdeurs
d'état (angles complexes) du projectile et estimés grace a une procédursdmsur
les moindres carrés. Les équations matricielles sont résolues au moyen aedténode
de décomposition en valeurs singuliéeres.

De maniere générale, les méthodes basées sur I'utilisation des moindagses per-
mettent de s'approcher au mieux des mesures prises pendant le vol sarsdner
la modélisation du systeme, au contraire du critere du maximum de aisemblance.
L'application de cette technique dans le cadre de notre étude semblend étre un
choix judicieux dans la mesure ou elle permet une formulation singpdiu probléme et
une adaptation plus facile a d'autres types de projectiles que le t&rie du maximum
de vraisemblance, qui nécessite la connaissance des distributionpadabilités des
grandeurs a estimer.

2.5.3 Les méthodes basées sur l'utilisation du ltre de Kal-
man
Kuo et Al. [45] emploient un Itre de Kalman étendu a n de débruiter les pa-

rametres d'état du modele. Une technique de Newton-Raphson modi éleg termes
du second ordre sont négligés) et basée sur le critére du maximum deisemblance
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est ensuite utilisée pour identi er les coe cients aérodynamiques d'unrmpjectile gy-
rostabilisé. L'étude menée en présence de bruit montre que les coe cientstdainée
et d'amortissement en roulis sont correctement identi és, tandis que lestimations
des autres coe cients (coe cient de portance, du moment de tangage, du moment
de Magnus et du moment d'amortissement du tangage) sont moins bawen raison
de singularités dans le gradient de la fonction codt, dues au bruit

La technique du Itre de Kalman est également employée pauanwei et Al. [60]
qui traitent du probléme d'identi cation de paramétres aérodynanijues en temps
réel. lls reprennent le modele construit par Kelsey et Al. [43] et le modi ¢nmle sorte
a le rendre indépendant de l'altitude du projectile. Pour cela, ilstilisent un ltre
de Kalman leur permettant d'estimer directement les coe cients aérodynamicgs
du projectile. Leur étude a concerné plus particulierement les coe cients d'ersi-
nement en roulis et du moment de tangage. Des tests ont montré que ces coe ¢g&en
peuvent étre estimés précisément en temps réel, et ce en s'a ranchissant desoRyp
these de Kelsey sur l'altitude du projectile.

Yamada et Al. [72] utilisent un ltre de Kalman étendu (Extended Kalman Filter,
EKF) dans leur article dédié a I'étude des coe cients aérodynamiques d'upont.
Des essais ont montré que le Itre de Kalman étendu appliqué a l'agthme ou
sont intégrées les équations du mouvement donne des résultats trés préusne si
le bruit est éleve.

Chowdhary et Al.[17] proposent une étude testant I'e cacité d'une version modi ée
du Itre de Kalman, appelée " Itre de Kalman non parfumé” (Unscented Kdman
Filter UKF) a n d'identi er les coe cients aérodynamiques d'un avion. Lo rsque
le modéle est hautement non linéaire, le Itre de Kalman étendu peut doen des
résultats décevants a cause de l'approximation introduite par l&néarisation. Le
Itre de Kalman non parfumé est basé sur le principe de la transfmée non par-
fumée introduite par Julier et Al. [42]. L'UKF repose sur l'idée qu'il est plus facile
d'approximer une distribution de probabilités gaussienne quhe transformation non
linéaire arbitraire. Il consiste a propager un set de points (appE "points sigma")
soigneusement choisis en utilisant les fonctions d'évolution détht. Les points sigma
sont choisis de facon déterministe de facon a prélever la distriboi statistique du
vecteur d'état. Cela permet de propager directement la moyenne et la covarce
sur le systéme d'équations non linéaires, contrairement au ltre d€alman étendu
qui les propage en linéarisant les équations. De plus, 'UKF dispende calculer les
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matrices Jacobiennes et Hessiennes. Des tests numériques ont montré duikH'
converge plus vite que I'EKF. Néanmoins I'UKF est plus colteux a progmmer et
fournit des résultats tres proches de ceux obtenus avec I'EKF.

De méme que pour le critere du maximum de vraisemblance, l'utilisah d'un ltre
de Kalman n'est pas envisagée dans la mesure ou, I'étude étant a sonm@mcement,
nous ne prenons pas en compte la présence de bruit dans notre modéleatepor-
tement. Cette possibilité constituerait une voie d'améliorationde notre démarche
inverse.

2.5.4 Identi cation a partir de mesures issues de magnéto-
metres

Fleck et Al. [29] détermine les coe cients aérodynamiques d'un projectile gyros-
tabilisé a partir de signaux issus de magnétometres, associés aagnelérometre et
un radar. Les principaux coe cients aérodynamiques ont pu étre calculés @artir
des données extraites des signaux (coe cient de trainée, du moment de taggade
portance, d'amortissement du tangage et d'amortissement en roylis
Changey et Al[11] utilisent également la technique des magnétometres a n de déter-
miner l'attitude du projectile (orientation du vecteur vitesse, podion du projectile,
angle de roulis, d'attaque et de dérapage). Pour cela ils constreiig un modéle
de vol réduit dans lequel les coe cients aérodynamiques du projectile sosuppo-
sés connus. Les données (mesures du champ magnétique terrestre) sortégaiau
moyen d'un Itre de Kalman étendu. Des tests numériques avec des donnéesidées
(comportement d'un projectile gyrostabilisé de 155 mm) ont monér la robustesse
de la technique développée qui fournit des résultats su samment précpour per-
mettre le contréle du projectile. Par ailleurs, cette étude a montré guétait possible
d'accéder aux informations voulues a l'aide d'un seul magnétometre.

Les magnétometres constituent une techniqgue de mesures prometteuse danse-
sure ou ils permettent d'obtenir, aprés traitement des données, de tresrines ap-
proximations des coe cients aérodynamiques. Néanmoins, cette teclyuie n'est pas
a notre disposition, c'est pourquoi nous ne nous inspireronsyéde ces deux études
lors du développement de notre démarche inverse.
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2.5.5 Identi cation a partir d'essais en tunnel de choc

Wey et Al. [70] ont proposé une technique pour identi er les coe cients aérody-
namiques d'un projectile a partir de mesures expérimentales, en wggdint un tunnel
de choc, c'est-a-dire un tunnel permettant de sou er un écoulement le lgndu pro-
jectile. Cette technique est appelée "technique de mesure de force en (#FM,
Free-Flight force Measuring Technigue). Ce travail est basé sur |'gkoitation de pe-
tites trajectoires (10 a 20 cm), parcourues par un projectile explosiedéférence de
calibre 12.8 mm. Des mesures de la vitesse d'écoulement sont obtenues ayemde
la technique de vélocimétrie Doppler. Les mesures de déplacement (dansld® ho-
rizontal et vertical) sont obtenues au moyen de la technique d'ombrogpie et grace a
des caméras ultra-rapides Photron combinées a une technique de gaient d'images
permettant de suivre le mouvement de trois points de référence sur Iectile, puis
de reconstituer la trajectoire du centre de gravité ainsi que le moement angulaire
du projectile. Les coe cients aérodynamiques sont obtenus par comparaisentre
le mouvement théorique du projectile et les données mesurées, pour un barde
Mach égal a 3. Il résulte de I'étude que le coe cient de trainée extragst en accord
avec la valeur de référence. Les résultats sont un peu moins satisfaisasancernant
la détermination des coe cients de moment de tangage et d'amortissemedt tan-
gage.

Cette étude est aujourd'hui appliquée a des projectiles de petits calds et nécessite
encore d'étre développée avant de pouvoir I'appliquer a des projectilds calibre
plus important. Notons par ailleurs que les auteurs emploient agi la méthode des
moindres carrés a n de s'approcher au mieux des mesures prises lors @ssst

2.5.6 Identi cation a partir d'une technique de contréle op -
timal

Chen et Al. [15] utilisent la technique du contrdle optimal a n de détermineré
coe cient de trainée (variant au cours du temps) d'un projectile gyratabilisé a par-
tir de mesures radar prises en vol. Le principe de la méthode consigteansformer le
probleme de minimisation de la fonctionnelle en un probleme de nmmisation para-
métrique multivariable, ou le pro | de contrble est correctement panaétré (splines
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cubiques). Le probléme est résolu au moyen d'une technique de NewtcapRson
modi ée, ainsi qu'une fonction approchée d'Hamilton, le but étande réduire le
codt de programmation (les moyens informatiques de I'époque n'étgpas aussi per-
formants qu'aujourd'hui). Ce procédé permet de corriger les impré&bns sur les
conditions initiales et de recontruire correctement la courbe du coe ciente@ trainée
du projectile. Par ailleurs,Chen et Al. [14] ont également développé un algorithme
d'apprentissage itératif a n d'identi er la fonction non linéaire représentative de la
trainée d'un projectile gyrostabilisé. Des tests ont été menés a partie données
réelles de vol (mesures radar de vitesse) et ont montré I'e cacité de lagthode.
Cette derniére technique s'applique particulierement a la recherche doe cients aé-
rodynamiques variant en fonction du nombre de Mach. Elle n'estothic pas adaptée
a notre étude ou nous supposons, comme nous le verrons par laesuies coe cients
constants.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, an de mieux appréhender la notion de probléeme mabge,
nous avons tout d'abord présenté quelques exemples d'applicatiorend di érents
domaines tels que la mécanique, la thermique, I'acoustique, la médecir@ela nous a
sensibilisés a la diversité des problemes inverses pouvant exister, w@npar exemple
I'identi cation de ssures, de conditions aux limites inaccessileds a la mesure, de
sources acoustiques, ou encore la reconstruction du potentiel électriquia durface
du coeur dans le but de prévenir des maladies cardiaques. Nous pouvaisgment
comprendre que les formulations des problemes inverses sont ausséga que leurs
domaines d'applications. C'est pourquoi nous avons ensuite pe@s les notions de
problemes bien posés et mal posés, qui nous ont permis d'établir qu'probleme
peut étre considéré comme probléme inverse lorsqu'il ne satisfaitspau moins l'une
des trois conditions d'Hadamard (existence et unicité de la solutip et stabilité de
la solution par rapport aux données). Notre probléme d'identi con de coe cients
aérodynamiques a partir de mesures prises en vol est donc un problened posé.
Nous avons aussi présenté di érentes techniques de résolution desbpgmes in-
verses et un état de l'art des techniques utilisées pour l'identi catiode coe cients
aérodynamiques.
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Chapitre 3

Mise en équations du vol d'un
projectile

Introduction

Nous nous consacrons dans ce chapitre a la mise en équations du ot gro-
jectile. Les conventions prises (repéres, angles,...) sont exposées et leseszuns
des forces et moments s'appliquant sur le projectile sont détailléesiktistrées. A
chaque e ort est associé un coe cient aérodynamique, constituant ainsin jeu de
coe cients que nous cherchons a identi er. La mise en équations du vol abtit & un
modele a six degrés de liberté. Nous faisons ensuite quelques hygs#is simpli ca-
trices, valables pour un projectile éche. En n nous présentons l'odtde simulation
directe que nous avons spéci quement développé et le validons en le corapga un
code développé par I'Institut Saint-Louis (ISL) mis a notre dispsition par Nexter
Munitions. Notre outil de simulation directe servira dans la site de I'étude a générer
des jeux de données ctives, que nous bruiterons éventuellement, destinaegli-
der notre technique d'identi cation avant de l'appliquer a des donées réelles. En n,
dans une derniéere partie nous menons, pour un projectile éche paulier, une étude
de sensibilité des paramétres d'état aux variations des coe cients agynamiques.

3.1 Les reperes balistiques

Di érents repéres sont utilisés en balistique. Nous en dé nissons quat:

45
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(1;J;K) le repére Galiléen xe pointant vers les étoiles et permettant de situer
la position et la direction du canon (latitude et azimut) sur la surdce du globe
(gure 3.1);

i;j;k le repére canon xe lié au canonj(est le vecteur vertical dirigé vers
le haut reliant le centre de la Terre et le canon, et le plafi; k) est tangent a
la surface de la Terre) (gure 3.1);

(t;s;h) le repere trajectoire mobile lié a la trajectoiret(est le vecteur vitesse
du projectile) ;

(c;a; b le repére projectile mobile lié au projectiled est le vecteur directeur
de l'axe longitudinal du projectile).

4%

Figure 3.1 Position du canon sur le globe terrestre

3.1.1 Du repere Terre au repere canon

Le canon est positionné au point M (gure 3.1) dans le repéere Galiléere
(1;J;K). L'axe de rotation de la Terre autour d'elle-méme est dirigé selok . La
position du canon peut étre dé nie par deux angles :

I'angle de la latitude Lat permet de localiser le repéere lié au canon sur la Terre
(gure 3.2),

I'angle d'azimut AZ permet de dé nir la direction du vecteuri par rapport
au Nord dans le plan(i; k) tangent a la surface de la Terre (positif vers l'est,
gure 3.3).



3.1. LES REPERES BALISTIQUES a7

s

v
r—

Figure 3.2 Dé nition de I'angle de latitude
(NB : Le vecteur N est tangent au méridien et pointe vers le Nord)

4%

Figure 3.3 Dé nition de l'angle d'azimut
(NB : Le vecteur] est dirigé du centre de la terre vers lI'atmosphére)

3.1.2 Du repere canon au repere trajectoire

Une fois le repere canoni;j;k deé ni, nous procédons a un changement de re-
pere vers le repere trajectoirét; s; h) grace aux angles de hausseet de gisement
(gure 3.4). Concretement, on représente les angleset dans I'espace tel qu'illustré
par la gure 3.5. Le vecteury, est la vitesse relative (c'est-a-dire par rapport a l'air)
du projectile.

Suite a ce changement de repére, nous pouvons écrire la matrice de ppsSali-
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s J
%
- t
h) 0 o
h® !
(a) Dé nition de l'angle de gisement (b) Dénition de l'angle de
<0 hausse > 0

Figure 3.4 Passage du repéreT;J; K au repére t;s;h

A
Vi
/’
e X =
<— J o
~———/ :
\\\ '—m—m—m—m'!r—"n
\\\\ o
~
5 o

Figure 3.5 Représentation spatiale des angles (< 0) et

vante :
0 _ 1
Cos cos  sin cos sin
M(EL;K)! (tshy = Eap sin cos cos sin sin g (3.1)
sin 0 cos

3.1.3 Du repere trajectoire au repére projectile

Le passage du repeére trajectoird; s; h) au repére projectile(c; a; b) se fait grace
aux angles , et (gure 3.6).

L'expression de la matrice de passage associée a ce changement de reséra
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1 h '
b - &' S
4 '
S 0 c a
v 0 '
s '
toO N b'® t c® a
(a) Dé nition de I'angle de (b) Dé nition de l'angle (c) Dé nition de l'angle de
précession > 0 d'obliquité > 0 roulis > 0

Figure 3.6 Passage du reperet;s;fi au repere €;ad

suivante :
0 : o 1
cos sin  cos sin  sin
M (t:s:h)t (cab) = %) sin cos  cos cOsS cos sin  sin cos cos sin  +sin  cos E (3-2)
sin  sin cos sin cos cos sin sin  +cos cos

Les deux matrices de passage sont orthogonales et leur produit permetdénir une
troisieme matrice de passage du repéerg;j;k vers le repere(c; a;b) :

i j k
+C0S COS COoS +Cc0s sin COS sin cos
C COS sin cos sin + COS sin cos +Ccos sin sin  sin
+sin  sin sin +sin  sin cos
COS sin cos cos cos sin sin +cos sin sin cos
COS COS COS CO0S sin +C0S COS COS COS | +C0OS COS C€OS sin sin
a +sin  sin cos sin sin sin cos sin sin sin sin
+Cc0s sin cos sin +Cc0S sin cos cos
+sin  cos sin +sin cos cos
+sin  sin cos cos +sin  sin  sin sin sin sin cos
+sin cosS C€O0S cos sin sin cos CcoS coS sin cos cos sin  sin
b +Ccos sin cos sin COoS sin  cos cos sin sin sin
sin sin cos sin sin sin cos cos
+C€0S cos sin +C0S COS COoS

Comme nous pouvons le constater d'aprés les expressions des di érentafrices de
passage, |'écriture des changements de repére en fonction des anglestiggies est
trés lourde.
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3.1.4 Changements de reperes en utilisant un quaternion d'H a-
milton

La méthode trigopnométrique est sujette a des indéterminations des d@g) utilisés
(dans le cas de trajectoires verticales). C'est pourquoi le choix esitfd'employer le
guaternion a la place des angles, a n d'alléger I'écriture du modéle thématique.
Cette méthode permet également de lever les indéterminations sur les anglets
s'avere plus robuste et plus rapide en terme de temps de calcul lorsldgrogram-
mation du modele.

En 1843, W. R. Hamilton [53] a pourvu I'espace vectoriel a quatrerdensions suR
d'une structure multiplicative, de sorte que tous les axiomes rdlés aux corps soient
respectés, excepté la loi commutative de la multiplication. Il a nomniguaternions"
les éléments d'un tel espace, notéH™. Les grandeursl;i; j ; k sont choisies comme
eléments de base, I'élément 1 étant I'élément neutre d€. Comme il appartient a
un espace vectoriel, chaque élément de peut s'écrireQ = o+ i+ 2 + 3K
Q est donc un quaternion. Ses éléments (i = 0;:::;3) appartiennent a lI'ensemble
des réels. Un gquaternionQ est composé d'une partie scalairey et d'une partie
vectorielle 1i+ ) + sk. Il peut également s'eécrire sous forme trigonometrique :

q
Q=]jQj(cos +xsin )aveqQj=  §+ I+ 3+ 3% (3.3)

Le quaternion d'Hamilton permet de remplacer trois rotations par ue seule autour
d'un axe adéquat. D'apres [53] nous avons la relation suivante :

0 1 0 1

[ c
8r1=%,bj 2 [ ;8|’2:%361£2(Q;§;D);8 i2 Rji=0;:53
k b

r, = Qr;Q=cc+ aa+ bb

= ot al+ o+ gk Qi+ +kk o 4 o 3k (3.4)

La multiplication de deux quaternions suit les regles indiquées dares tableau 3.1.
La multiplication d'un vecteur par lui-méme est analogue a la multification d'un
nombre complexe (imaginaire pur) par lui-méme. La multiplicatiord'un vecteur par



3.1. LES REPERES BALISTIQUES 51

un autre vecteur suit les lois du produit vectoriel.

171 ]k
111 [] [k
AN
RN
k k[ j [ i1

Table 3.1 Lois régissant la multiplication de deux quaternions

Apres calcul, nous obtenons la matrice de passage précédente reformaléer le
guaternion :

1
2+ 2 2 2 2(1 2% 00 2(13 o

iy an=@ 2(1 2 o2 § 3+ 3 %2<zs+ol> A(3.5)
2

2(1 3% 02 2(2 3 0 1) z ? s+ 3

gue nous noterons pour plus de légéereté :

0 1
li2 i3
M@in) cap = ED |21 l22 I23 g (3.6)
a1 ls2 s

L'avantage du quaternion représentatif des rotations globales esie sa valeur est in-
dépendante du systéme d'angles adopté (angles balistiques préseptésédemment
ou angles d'Euler). Si sa valeur est inchangée, son expression dépendesarnche
des angles de rotation caractéristiques de la rotation d'un repéragénmédiaire a un
autre. Autrement dit, la valeur du quaternion Q est la méme quelles que soient les
rotations e ectuées, mais l'expression de ses éléements 1; »; 3 en fonction des
angles balistiques change selon le repére de projection utilisé. Latgunion constitue
donc une alternative judicieuse aux angles balistiques car il permétlléger forte-
ment I'écriture du modele balistique, de passer facilement d'un repéreaua autre et
de lever les indéterminations qui pésent sur les angles. Les expressionetisaents
o, 1, 2€t 3 des quaternions en fonction de ces 5 angles et des changements de

repére souhaités sont données en annexe C.
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3.2 Inventaire des e orts s'appliquant sur un pro-
jectile

Les forces s'appliquant sur un projectile sont exprimées dans le reper tit

i;j;k tandis que les moments le sont dans le repéere lieé au projectiea; b) [28]
[35]. Nous donnons une formulation générale des forces et momentsguesigni e
gu'il est possible de les exprimer dans un autre repére que celui ddeguel nous
travaillons. De plus, en utilisant les matrices de passage précédestles forces et
moments peuvent au choix étre exprimés avec les angles balistiques ayuigternion.
Pour alléger I'écriture, nous utiliserons le quaternion. Nous passe :

gq= % v 2 la pression dynamique ol est la masse volumique de l'air et

v, la norme du vecteur vitesse relative (c'est-a-dire par rapport au vindu

projectiI%,

D - L . o L
S= I le maitre couple du projectile ou D est le diameétre du projectile,

Vi . , .
t= V=r le vecteur vitesse normé du projectile.
r
Nous supposons dans la suite que I'atmosphere est au repos (absate vent), c'est-
a-dire que la vitesse relative du projectile est égale a sa vitesssa@bev, = Vaps.

3.2.1 Les forces

Les forces exercées sur le projectile au cours du vol ont des origines diverses.
Nous pouvons distinguer les forceaérodynamiquesdes forces dgesanteur et de
Coriolis.

3.2.1.1 Les forces aérodynamiques

A chaque force aérodynamique s'exercant sur le projectile est aséaan coe -
cient aérodynamique. Pour une meilleure compréhension, nous illusts I'in uence
des forces aérodynamiques sur le projectile a l'aide de la gure 3.7.

La force de trainée

La force de trainée (ou de résistance aérodynamique) agit sur le gctjle sui-
vant le sens opposé a son vecteur vitesse et se situe dandde de résistance
formé par les vecteurg et c. Elle s'applique au centre de poussée aérodyna-
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mique (point F). Son expression est la suivante :
0 1 0 1

t; Vii
D= qgSGt= qSCK%tj K = %VrCX%Vrj K (3.7)

% Vik am)

Figure 3.7 Forces aérodynamiques s'appliquant au projectile

La force de portance

Si le projectile vole avec un angle d'obliquité non nul (angle fimé par les
vecteurs vitesse relativev, et ¢), la répartition de la pression autour du pro-
jectile induit une force perpendiculaire au vecteut et située dans le plan de
résistance. Elle s'appliqgue aussi au centre de poussée aérodynamifpoint
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F). Son expression est :

0 1 O 1 O 1

s By KB KaBy §
L = gSGt"r —~"t= : n @t
= aSGt sin - sm ED E ?@q %}t’
tk Ck tk

0 ) ) 1
s ¢ lin v + Vi l12Vii Vi 13V Vi
zZ
= 5 li2 (V3 + VA)  luaViiVeg  l1aVi Vi (3.8)

liz V5 + V5 l1aVei Vi 112V ik (i51:K)

La force de Magnus

Lorsque le projectile tourne sur lui-méme (vitesse de rotation deulis) et se
déplace avec un angle d'obliquité non nul, les forces de frottement créen
écoulement du uide (air) asymétrique autour du projectile. Cette agmétrie

induit une force transversale appelée force déagnus qui s'applique au point
K et qui s'écrit :

0 1 0 1
K SGy2 S ag= %Q % %3 X
K= 063Gy v, sin © sm G t’
Ck %
[ I !
12Vrk 13V
S C
= ?!cDﬁ l1aVi  l11Vik (3.9)
l11Vvii  liaVii i1k

3.2.1.2 La force de pesanteur

Nous donnons ici I'expression de la pesanteur locale [30] (la dénoatfon est
présentée en annexe D) qui s'applique au centre de gravité G :

0 1

RTZy
g= 90%1 R—TE (3.10)
VA
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Dans un souci de rigueur, il faut également prendre en compte la vai@ de gy
avec la latitude, suivant la formule :

g = 9:80665 (1 0:0026 cos (2at)) (3.11)

ou la valeur 9.80665 est dé nie a la latitude 45et a altitude nulke.

3.2.1.3 La force de Coriolis

L'accélération de Coriolis dépend de la latitude du lieu et de la directiodu tir.
La force de Coriolis s'applique au centre de gravité G et s'exprimernome suit :

0 1 O 1 0 1
Vabsi Vabsj j ok Vabs k j
M = 2Vabs T~ =2 % Vabsj g % E 2 % Vabsi k T Vabsk i g
Vabsk k Vabsi j Vaij i (i'j 'k)

0
Vapsj T cCOSs(at)sin(AZ) Vapsk 7 Sin(Lat)

2% Vapsi T COS(Lat)sin(AZ) + vapsk T COS (at)cosAZ) }3 (3.12)
Vapsi 1 Sin(Lat) Vasj T COS(at)cosAZ) (1K)

Dans le cas du tir de projectile de type éche (tir tendu, faiblgortée), la force de
Coriolis a un e et négligeable sur la portée. En e et, l'altitude pri® par le projectile
est trés faible et nous pouvons supposer que :

0 1
Vv

Vabs = %) 0 X (3.13)
0 (i5isk)

L'accélération de Coriolis dans le repere canon vaut :

0 1 1
Vv T cos Lat)cos(AZ)
Cor = Z@A_TZZ%DOE"%) T sin(Lat)
0 1 cos Lat)sin(AZ)
0 0 1
= 2 VB cos(at)sin(AZ) X (3.14)

sin (Lat) (i:j:k)
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L'e et de I'accélération de Coriolis sur la trajectoire est donné par :

0 1
&x 0 1
dt 0
d_ty =2 v % cosat)sin(az) X (3.15)
dqz sin (Lat) o
gz (::k)
ot

Son in uence exprimée dans le repére canon vaut :
! " ! "
y _ Ve cos (l_falt)sin(AZ) (3.16)
sin(Lat)

Autrement dit, I'accélération de Coriolis n'a pas d'e et surx, c'est-a-dire la portée,
dans le cas d'un tir tendu. A une altitude donnée, I'e et sur la déviabn (c'est-a-dire
sur z) est indépendant de I'azimut du tir. En n, si I'on s'approche de ¥quateur (cas
ou la latitude décroit), I'e et Coriolis sur la déviation diminue, tandis que celui sur
I'altitude augmente (a condition que I'azimut ne soit pas nul).
Dans le cas d'un tir d'artillerie (tir courbe, longue portée) I'e et Coriolis a un
impact non négligeable sur la portée du tir, en plus de celui sur la détion. A titre
d'exemple, le tableau 3.2 montre l'impact de I'accélération de Corislsur la portée
et la déviation du tir, selon que l'on tire vers le Nord, vers le Sudsers I'Ouest ou
vers I'Est. Les di érencesDX (portée) et DZ (déviation) indiquées sont faites par
rapport a un tir dans les mémes conditionSANS prise en compte de l'accélération
de Coriolis. La portée du tir est d'environ 24 km, pour une hausseedis

Conditions de tir E et Coriolis (m)
Lat Direction du tir | DX DZ
45 0 Sud! Nord | -0.30 55.74
45 |180| Nord! Sud |-5.43| 107.73
45 | 90 Ouest! est | 38.3 83.1
45 | 270| Est! Ouest | -44.2 80.6

Table 3.2 E et Coriolis sur la portée et la déviation d'un projectile gyrostabilisé
en fonction des conditions de tir (en metres)
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Ces résultats illustrent la nécessité de la prise en compte de l'accélé@atde Coriolis
dans les tables de tir pour ce type de projectiles.

3.2.2 Les moments aérodynamiques

Comme pour les forces, nous commencgons par illustrer les moments aénaey
miques s'exercant sur le projectile ( gure 3.8). Nous rappelons gues moments sont
projetés dans le repéréc; a; b).

Figure 3.8 Moments aérodynamiques s'appliquant au projectile

Le moment d'entrainement en roulis

Comme son nom l'indique, le moment d'entrainement en roulis est resable
de la rotation du projectile autour de son axe longitudinal. Cenoment n'est
pas induit pour les mémes raisons sur les projectiles empennés que supres
jectiles gyrostabilisés. Les projectiles empennés sont stabsatiquement et
n'‘ont donc pas besoin de tourner pour étre stables en vol en théorie. Leata-
tion est volontairement entrainée grace a la mise en place d'ailetteséautées
ou braquées sur le corps du projectile a n de compenser d'éventuelles anp
fections géométriques. En revanche, les projectiles gyrostabiliséstsiables
gyroscopiquementc'est-a-dire qu'il est nécessaire de les faire tourner pour ob-
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tenir un comportement stable en vol, et ce dés le début du vol. Pour cela, les
tubes destinés a tirer des engins gyrostabilisés saayés |l est également im-
portant de préciser qu'il est possible de tirer des eches de moyen caél{25-30
mm) dans des tubes rayés, leur donnant ainsi une rotation initi@la l'intérieur

du tube. Cette pratique a lieu dans les cas ou des projectiles gyrosiads
et empennés sont tirés successivement, ce qui permet de garder le méme tube
pour tirer chacun des projectiles. L'expression du moment d'entrainemeean
roulis est la suivante :

0o 1

1
Me = gSDGoc = gSDCo @ 0 & (3.17)
0 (ca;b)

Le moment d'amortissement en roulis
Ce moment s'oppose au moment d'entrainement en roulis par e et de la ré-
sistance de l'air sur la face plane de l'ailette en rotation. Aprésne montée
rapide de la vitesse de roulis du projectile, le moment d'amortissient en rou-
lis stabilise la vitesse de roulis quand I'équilibre est atteinSon expression est
la suivante :

0o 1

1
I .D I .D
Mg = qSDQp\‘j c= qSDQp\j B0 K (3.18)
r r
0

(c;a;b)

Le moment de tangage

Le moment de tangage induit un mouvement de pendulation du projeatilet
in uence directementsa stabilité statiqueselon qu'il a un e et stabilisateur ou
déstabilisateur indépendamment de toute autre forme de compengati(roulis

notamment). Le moment est stabilisateur si le centre de poussée aérnay
mique F est situé derriére le centre de gravité du projectile, (cas de®jectiles
empennés) et déstabilisateur si le centre de poussée aérodynamique §itse

devant le centre de gravité (cas des projectiles gyrostabilisés). Cecpkue

donc la nécessité de compenser l'instabiligtatique des projectiles gyrostabi-
lisés par une stabilisationgyroscopique Pour étre e cace, cette rotation doit

dépasser un seuil dé ni par le critere de stabilité gyroscopique.
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Le moment de tangage s'écrit ainsi :

0 1 0 1
c
Ms = aSDGy A == =gs D—%ata& %oﬁ
0 1
s 0
= 7VrDSIT %} la1Vei + 32V + l3aVi & (3.19)

loaVii + 22V + 123V

(c;a;b)

d'apres I'expression de la matrice de passage du repérgj; k vers(c; a; b)
(annexe B).

Le moment d'amortissement en tangage

Le moment d'amortissement en tangage atténue peu a peu l'amplitude pen-
dulation du projectile (diminution progressive de l'angle d'bliquité au cours
du vol) générée par le moment de tangage. Contrairement au moment da-ta
gage, le moment d'amortissement en tangage a un e et sensible sur latslité
dynamique du projectile. C'est pourquoi, de maniere générale, il estépé-
rable d'avoir un coe cient C,,q assez grand pour obtenir un amortissement de
la pendulation e cace et atteindre la stabilité dynamique rapidemen Il se
formule de la maniere suivante :

0 0 11
D
= Ne— = @ N @I A cAA
% qSDCmq c gvr qSDCmq C 1_{2?
o 1 B
s 0
= S DCovi @14 K (3.20)

I
b (cab)

ou! est le vecteur rotation instantanée du projectile.

Le moment de Magnus

La force transversale de Magnus engendre un moment qui induit un ma&ament
dans une direction perpendiculaire au plan de résistance du projeetiSon e et
est trés sensible sur la stabilité dynamique des projectiles lotsgle roulis est
elevé. Cela se traduit sur la trajectoire par un amortissement instsant de
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I'obliquité du projectile, créant alors une obliquité résiduelle ghénoméne de
remontée d'obliquit§. Son expression est la suivante :

I
My = QqSDGCp——c” an L
r
0
Cup ! 0
= gSDAU™ic
a sin v, % ta g
th
0 1
S C 0
= D% ™ ED loaVii + 1oV + l23Vik X (3.21)

2

l31Vei + I3V + laaVik (cab)

3.3 Mise en équations du vol d'un projectile

3.3.1 Principe fondamental de la dynamique

Pour commencer, appliquons le principe fondamental de la dynameynoté

PFD).
Pour un projectile de centre de gravités de massan constante soumis a un champ
de forcesF dans un repére galiléenabsoly, nous avons :

dVG

— = F 3.22

dt - ( )
A n de projeter le PFD dans le repere (elatif ) i;j;k lie au canon, il faut faire un
changement de repere ( gure 3.9) pour obtenir la vitesse absolue projectile Vaps, -

Sachant que la position du centre de gravité du projectile dans kepére canon
s'exprime par :
G=xi+yj+zk (3.23)

Sa vitesse s'écrit alors :

dTG _ dx. dy dZ di ~dj dk dTO
= === i+ 2j+ k+x — 24
YebsG = gy |dt'- o{&— dty | at " Yat b iz “at " _dty (3:24)
vitesse relative vitesse d'entrainement




3.3. MISE EN EQUATIONS DU VOL D'UN PROJECTILE 61

h
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€< 0
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1

Figure 3.9 Repére absolu et repére relatif
( T le vecteur rotation de la Terre, T le centre de la Terre, O l'origine du regre
canon et G la position du centre de gravité du projectile)

I J;K estle repére galiléen, etT; J; K est le repére lié au canon

On écrit de maniére plus générale :

Vabsc = Vig + Veg = Vic+ 77T

(3.25)

A partir de I'équation de la vitesse absolue/,,sc (3.24) du projectile, on calcule
l'accélération absolue aps, :
PTG x, dy, d*z i & P’k RTO

absG — = i+ 2]+ Kkt x—S+y_=+z-—+

E— dt? |dt2 d{z— dt2} |dt2 dt? {z dt? dt2}

accélération relative accélération d'entrainement
dxdi dydj dzdk
D A e 3.26
dt dt dg[ dt dt dt ( )

z }

accélération de Coriolis

2
|

Ou encore :

absG = 16 t2 1" Vapsg+ M T NTG) (3.27)
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Finalement le PFD appligué au centre de gravit& du projectile et exprimé dans le
repere i;j;k lié au canon s'ecrit :
P

F
= _—— 2 Ny + o° N ANTG 3.28
rG m | T{Z abs? g T {(Z T 4; ( )
Cor g
Ou encore : N .
U 1
Ve,
Li g 1
%Dv@ = (D+L+K)+Cor+g (3.29)
Vi,

3.3.2 Théoréme du moment cinétique

Désormais nous faisons le bilan des moments appliqués sur le gctije. Dans le
repére Galiléen(l ; J; K) nous avons la relation suivante :
X dH 150

ol H .k, est le moment cinétique du projectile exprimé dans le repere Galileen.
La dérivée du moment d'inertie est reliée au vecteur rotation du repére pegtile
(c;a; b par rapport au repere Galiléen(l;J;K) :

dH 5k d
% - dt I Lcap=10:) (3.31)

ou J est la matrice d'inertie du projectile.
Or, le vecteur rotation du repere projectile(c; a; b) par rapport au repere Galiléen
(1;J;K) est donnée par :

(3.32)

=1 N [y
—(ca)=(1;1 K —(Gab)=(ijk —(Bisk)=(1:3;K
(cab)=(i;j k) (I_,zz(,,ig

Vecteur rotation de la Terre 1

La vitesse de rotation de la Terre étant de I'ordre ddO ° rad:s ! nous pouvons

négliger le terme!_(i;j K)=(L2K) de I'équation (3.32) devant la vitesse de rotation
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!—(g:a:b)=(L:L:K) du projectile, et I'expression du théoréme du moment cinétique devient :

X M = Haao dH (i 1)
o dt dt

(3.33)

Nous pouvons donc écrire que les expressions des dérivées du moment guettians
le référentiel canon i;j;k et dans le repéergc; a;b) sont reliées par la formule de
changement de repeére :

dH (k)  dH
—(Lpk) _ Ml(cab)
dat ~  dt + !—(g;g;b)=(L;L k) " Hcan (3.34)

Le moment cinétique dans le repérée; a;b) est donné par :

Hican = J !—(g@;b):(i,;L k) (3.35)

Le projectile a une symétrie de révolution et n'est pas balourdé, doma matrice
d'inertie J s'écrit :

1
I, 0 O
J=%Bo 1, ok (3.36)
0 01l (cab)

|, désigne l'inertie longitudinale, etl, l'inertie transversale.
Nous obtenons donc :

0 1
Il! c
Hean = I Lican=(iix) = %) l2la X (3:37)
2t (casb)
et par conséquent :
0 1
dH I1! ¢
ead _ By & (3.38)
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Finalement le théoréme du moment cinétique exprimé dargs; a; b) donne :

X dH (ca
M = égtélf) + !—(g;g;b) " ﬂ(g;gzb)
0 » 1
X 1- ¢
CUM = B 1)K (3.39)
Il p+ teta(la 1) (cab
Soit nalement :
0 1
I1! ¢
%IZ!_a"'!c!b(ll |2)£ = Mg+ Mg+ Ma+ Mp + My (3.40)

[l p+teta(lz 19)

(cash)

3.3.3 Relations cinématiques

Comme nous travaillons avec le quaternion, il est nécessaire d'éetlies relations
cinématiques liant les éléments du quaternion et les vitesses de rotatidiapres
[53], nous avons :

(en)

|
' C

0 1
§= B, (3.41)

'p

Ou :

1 0 3 2
= = 3.42
2%) 3 0 1§ (3.42)

3.3.4 Equations di érentielles donnant les positions

En n, pour compléter la mise en équation, il faut ajouter les équatia di é-
rentielles donnant les positions du centre de gravité du projectilen(égration des
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vitesses absolues du projectile) :

0 x_l
% LX = % Vabsj g (343)
Z

3.3.5 Bilan de la mise en équations

Finalement la mise en équations aboutit a un systéme de treize équats dif-
férentielles que I'on appellera par la suite modele balistiqgue a sbegrés de liberté.
Les six degrés de liberté sont les trois positions et les trois rotat® Ce systeme est
composé de :

3 équations (relation (3.29)) provenant du principe fondamenthde la dyna-
Migque OUVaps , Vans €t Vaps, SONt les composantes de la vitesse absolue exprimée
dans le repere canon,

3 équations (relation (3.40)) provenant du théoréme du moment ciné&ue ou
Il aet!ly sont les composantes de la vitesse de rotation exprimée dans le
repére projectile,

4 équations cinématiques (relation (3.41)) liant les éléments du qternion

et les vitesses de rotation olo; 1; » € 3 sontles éléments du quaternion
représentatif de la rotation du projectile,

3 équations di érentielles (relation (3.43)) donnant I'évolution de la position

du centre de gravité du projectile exprimée dans le repere canon.

De maniere générale la mise en équation du vol d'un projectile peut setire sous
une forme simpli ée :

u=~fUu@;Ct (3.44)

OU U = [Vabsi; Vansj; Vabsk; '3 'ai "oy o) 1, 25 3 X Y; 2] estle vecteur composé
des paramétres d'état (dont certaines composantes sont éventuellement unables)
etC =[Cy; C;; Cyp; Cio; Cip; Cin; Chps Cmq]T est le vecteur composeé des coe cients
aérodynamiques. La formulation détaillée du systeme (3.44) est da@e en annexe
E.
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3.4 Intégration numérique des équations du vol

Méme si la mise en équations est générale, dans notre étude nous nagsgasons
principalement au vol d'un projectile de type eche.

3.4.1 Simpli cations de la modélisation

Dans notre étude portant sur un projectile eche de calibre 120 nfiinétres (des
précisions sont données en annexe A), nous pouvons procéder a quelqugsisia-
tions dans la formulation du modele balistique.

Tout d'abord, les phénomeénes d'aéroélasticité [37] pouvant pertugble vol du pro-
jectile sont négligés. Le projectile est donc supposé comme indéforteadt est mo-
délisé par un solide rigide.

La premiére simpli cation consiste a supposer les coe cients aérodynaques du
projectile comme constants. En e et, le nombre de Mach peut étre codgré comme
constant étant donné la faible perte de vitesse du projectile pendae vol.

Nous supposons gu'il n'y a pas de vent, et dong = Va,s. De plus la trajectoire
de la éche décrit un tir tendu, ce qui signie que le projectile prend pu d'alti-
tude pendant le vol. C'est pourquoi nous pouvons d'une part sppser la densité de
I'air et la température constantes. Cela permet de considérer d'autre pale petits
angles d'obliquité , nous permettant alors d'approchesin par . Par conséquent,
nous pouvons linéariser I'expression de certains coe cients aérodyneamues (forces
de portance et de Magnus, moments de tangage et de Magnus).

Le coe cient de portance devient alors :

@G
CZ = — = CZ (3.45)
@
Et par conséquent la force de portance qui s'écrivait :
1
11 V2 + V2 loVii Vi l1gVii Vi
S CZ r rk rn vrj rnvr
L= 55 li2 (V3 + VA) 1V Ve l1aVi Vi (3.46)
liz VG + Vr2j l1aVri Vi l12Vij Vi

(i:i:k)
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devient :
0 1
S lin V& + Vi l12Vei Vij l1aVii Vi
= ?Cz li2 (VG + Va)  luavivg  liavg Vi (3.47)
l13 Vrzi + Vrzj [11Vri Vik |12V,—j Vik (i;j ;k)

La simpli cation s'applique aussi & d'autres coe cients aérodynarngues. Ainsi nous
avons :

pour la force de Magnus :
@
Cyp = _@Qp = Cyp (3.48)

pour le moment de tangage :

Cn= % = Cn (3.49)
pour le moment de Magnus :
Cnp = % = Cup (3.50)

En tenant compte de ces simpli cations dans le modéle a six degrés tdeetté, nous
intégrons numériquement les équations du vol dans le but de générer degxjde
"mesures ctives" qui seront utilisés en entrée de la procédure d'identation.

3.4.2 Développement d'un outil d'intégration numérique des
équations de la mécanique du vol

Actuellement, un code de mécanique du vol, basé sur un modele a six degrés
de liberté, développé par I'Institut Franco-Allemand de Saint-Lois (ISL) est mis a
notre disposition par la société Nexter Munitions. Ce code a des tedle stabilité
empéchant par exemple de générer un vol en n'activant qu'un seul coe cient.rQ
comme le développement de notre procédure d'identi cation se fait paspas, en
activant progressivement les équations de la mécanique du vol, nowsrss eu besoin
de développer un outil maléable a n de générer des données simulées optsiaqui
soient adaptables au développement progressif de la méthode. C'est gowi nous
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avons développé notre propre outil d'intégration numérique des éations du vol.
Nous utilisons toutefois le code ISL comme élément de comparaison et\@lida-
tion.
La vitesse de roulis élevée d'un projectile éche implique une évolati rapide des
angles et des éléments du quaternion, nous avons donc testé plusiedngmas d'in-
tégration des équations de la mécanique du vol a n de déterminer celuiicest le
plus adapté. Les schémas numériques utilisés sont :

le schéma d'Euler explicite (a un pas),

la méthode d'Adams-Bashforth ([1], [8]), schéma explicite diare 2 (& deux

pas),
le schéma de Runge-Kutta implicite (ordre 4) et explicite (ordre 7)[58]).

Les gures 3.10 a 3.14 présentent les résultats obtenus grace aux di éseachémas
d'intégration testés. lls sont comparés aux résultats obtenus pbr code de I'lSL. Les
courbes sont adimensionnalisées et certaines graduations sur les a’@gparaissent
pas pour des raisons de con dentialité.

Le vol test est un cas avec remontée d'obliquité en n de vol.

Il ressort de cette étude que les résultats obtenus avec la méthode w&t (pour un
pas de temps del0 © secondes) sont satisfaisants en termes de vitesses, positions,
vitesse de roulis. Toutefois pour I'angle d'obliquité la méibde engendre une erreur
de 19% par rapport aux résultats obtenus avec le code de I'ISL. Dale cas du vol
test (instable), la divergence du schéma d'Euler le rend invalide. Lehgama multi-
pas (Adams-Bashforth) multipas d'ordre 2 (t = 7:10 ° secondes) et les schémas de
Runge-Kutta a l'ordre 4 (dt = 5:10 # secondes) et 7dt = 10 3 secondes) donnent
des résultats tres précis (0% d'écart sur I'angle d'obliquité). Le séma de Runge-
Kutta d'ordre 7 (explicite) permet I'emploi du plus grand pas de tempsCe schéma
sera donc utilisé par la suite pour simuler les vols et générer des jedex "mesures
ctives" qui serviront de données d'entrée de la procédure d'identi cabn.

Comme nous le verrons par la suite, le développement de la procéduriéetiti ca-
tion s'est fait pas a pas en ajoutant progressivement les équations & mécanique
du vol, c'est-a-dire en activant progressivement les coe cients aérodgmiques in-
tervenant dans le modéle balistique. Nous identi erons donc succes&snent trois,
quatre, six puis sept coe cients aérodynamiques. Le tableau 3.3 donnesl pas de
temps maximaux autorisés pour chaque cas d'identi cation et powhaque schéma
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d'intégration testé a n d'obtenir une précision satisfaisante. @ns la premiére ligne
du tableau dt désigne le pas de temps, EE désigne la méthode d'Euler Explicite,
MP2 désigne le schéma d'intégration multipas d'ordre 2, et RK4 et désignent
respectivement le schéma d'intégration de Runge-Kutta d'ordre 4 et ddre 7.

h
ST hhhg g Schéma
h
Cas diidenti catipf' " h h hhm EE | MP2 | RK4 | RK7
Cx, Cip, Cio 10%] 102 [ 310°%| 10°
Cx, Cip, Cio, Cing 10°] 10° | 3104 |510°

Cx> Cip» Cio» Cmgs Cm » Cop | 106 [ 7210 5 | 5:10 # | 2:10 3
Cx> Cp» Cio» Cings Cm » Cop . C, | 10 | 7:10 5 | 5:10 # | 2210 3

Table 3.3 Pas de tempsdt maximal autorisé (en secondes)

ISL —— 15 ISL .
Euler explicite — -~ Euler explicite -----
1k Multipas ordre 2 ---- - - E Multipas ordre 2 -- -- - -
. Runge Kutta ordre 4 - Runge Kutta ordre 4 -
AN Runge Kutta ordre 7 1 Runge Kutta ordre 7
099 O\ -
AN
AN

0.98 - \\\ -

a AN

8 o097 N .

> .
\\
0.96 \\ .
\\\\
0.95 - \\\ -
AN
0.94
Temps (s) Temps (s)
(a) Vitesse v,y (b) Vitesse Vs

Figure 3.10 Composantes de la vitesse,, . et v,

s 5




















































































































































































































































































