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théorie ergodique des chaı̂nes de
Markov

Poly Guillaume

Ecole nationale des ponts et chaussées, le 07/12/2011



2



REMERCIEMENTS

En tout premier lieu, je souhaite remercier Nicolas Bouleau d'avoir ac-
cepté de diriger ma thèse. La théorie des formes de Dirichlet et des structures
d'erreur qu'il m'a enseignée, est un sujet extrêmement riche et passionnant,
à la croisée de plusieurs disciplines des mathématiques et des sciences. Son
écoute, sa patience et son expérience m'ont permis d'aborder des théma-
tiques variées avec certes plus ou moins de succès, mais avec une motivation
permanente. Ses qualités mathématiques et pédagogiques resteront pour moi
exemplaires.

Je remercie Francis Hirsch et Eva Löcherbach d'avoir accepté de rappor-
ter ma thèse. Je les remercie d'avoir passé outre les maladresses de rédaction
et fautes de frappes, leurs conseils et commentaires m'ont été très utiles. Je
remercie également Vlad Bally, Christophe Chorro et Damien Lamberton de
me faire l'honneur de constituer mon jury.

Je voudrais remercier tout particulièrement Vlad Bally, Eva Löcherbach et
Damien Lamberton pour m'avoir reçu à plusieurs reprises pour discuter de
mes travaux. Leur disponibilité sans faille, leurs conseils et encouragements
sont très certainement décisifs dans l'aboutissement de ces travaux.

Je voudrais saluer tous les chercheurs qui m'ont un jour reçu pour discu-
ter de ce travail ou qui ont bien voulu répondre à mes questions. Un grand
merci à Agnès Coquio de m'avoir invité à Grenoble, ses commentaires avisés
m'ont beaucoup apporté. De façon non exhaustive je voudrais saluer Jean-
François Delmas, Jean-Pierre Kahane, Raphaël Krikorian, Bernard Lapeyre,
François Ledrappier, Cristophe Leuridan, Yves Meyer...

Je voudrais remercier très chaleureusement Stéphane Hallegatte et Patrice
Dumas ainsi que l'ensemble de l'équipe du Cired de m'avoir accueilli en thèse
voilà quatre ans. Je suis reconnaissant à Stéphane et Patrice de m'avoir pro-
posé un sujet si riche et je regrette beaucoup de n'avoir pas su le mener à
bien. Toutefois les discussions scienti�ques que j'ai eues avec Stéphane et
Patrice ont été passionnantes, leur connaissance approfondie des mathéma-



4

tiques m'a toujours impressionné, même si à contrario mes connaissances en
économie laissaient un peu à désirer...

En�n je veux remercier ici ma famille et mes amis pour leur soutien incondi-
tionnel durant ces dernières années. Alors en désordre, je salue Jean-Pierre,
Dominique, Sébastien, Masami, Damianu, Missia, Mina, Mamita, Stéphane,
Antoine, Paule, Ange-François, Marie Cécile, Christian, Julie, Vincent ainsi
que mes nombreux autres cousins oncles et tantes. Quant à mes amis, je
n'oublie pas Dominique, Ra�k, Ayman, Benoit, Mathieu, Renaud, Antoine,
Vincent, Olivier, Doudoul, le Xé, Martin, Romain, Sylvain, et les toulousains
Yohann, Miboule, Arnaud, Ghilès.

Je voudrais en�n remercier Nguyen Phuong Anh pour sa collaboration fruc-
tueuse ayant permis d'établir l'existence de Lionel Poly. Ce résultat est cer-
tainement le plus important de ce travail.



5



TABLE DES MATIÈRES

1. Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.1 Dé�nition principale et calcul d'erreur . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 Des applications en théorie ergodique . . . . . . . . . . . . . . 10

2. Dé�nitions et propriétés générales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1 Opérations algébriques sur les structures d'erreur . . . . . . . 13

2.1.1 Opération produit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.2 Opération image . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 Lien avec le calcul de Malliavin . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2.1 existence d'un générateur . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2.2 existence d'un gradient . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3 Structure d'erreur sur l'espace de Wiener . . . . . . . . . . . . 15
2.4 Résultats de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3. Extension du théorème de Donsker . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
3.2 Convergence en loi de Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.3 Extension du théorème de Donsker . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.4 Appendice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.4.1 Théorème central limite . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.4.2 invariance de Donsker . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4. Propriétés de convergence dans les structures d'erreur . . . . . . . . 37
4.1 Un bref rappel de la preuve de (EID) sur H1([0, 1]p, dx) par la

formule de la coaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.2 Dé�nitions et propriétés générales . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.3 Cas particulier de la structure d'erreur d'Ornstein-Uhlenbeck

sur l'espace de Wiener . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.4 Vers le cas général... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.4.1 Faire opérer les fonctions à valeurs réelles . . . . . . . . 61
4.4.2 Prolongement sur l'espace de Wiener . . . . . . . . . . 64



Table des matières 7

5. Régularité des mesures invariantes, propriété EID . . . . . . . . . . 66
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.1.1 Preliminaries of Dirichlet structure theory . . . . . . . 67
5.1.2 Preliminaries of ergodic theory . . . . . . . . . . . . . . 69
5.1.3 Statement of the results . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.2 Construction of Dirichlet structures on (Rd,B(Rd), π) . . . . . 71
5.3 Conditions for density of energy image . . . . . . . . . . . . . 76
5.4 Application to the special case of d = 1 . . . . . . . . . . . . . 79
5.5 Appendix-Proof of ergodic Theorems . . . . . . . . . . . . . . 80

6. Mesures invariantes, convergence vers l'équilibre . . . . . . . . . . . 83
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
6.2 Critère général d'existence de densité . . . . . . . . . . . . . . 84
6.3 Critères quantitatifs de régularité des densités . . . . . . . . . 87

6.3.1 préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
6.3.2 procédure d'intégration par parties . . . . . . . . . . . 90

6.4 Propriétés ergodiques, vitesse de convergence vers l'équilibre. . 99

7. Propriétés ergodiques des di�usions périodiques . . . . . . . . . . . 105
7.1 Régularité des densités des mesures stationnaires . . . . . . . 111

7.1.1 Dé�nition d'un calcul de Malliavin en temps long . . . 111
7.2 Unique ergodicité et vitesse de convergence à l'équilibre . . . . 115
7.3 Appendice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
7.4 Un résultat général sur les semi-groupes fortement Feller . . . 126



1. INTRODUCTION

1.1 Dé�nition principale et calcul d'erreur

Les formes de Dirichlet ont été introduites par Beurling et Deny en 1958
dans le cadre de la théorie abstraite du potentiel. Une forme de Dirichlet
désigne alors une forme bilinéaire, symétrique, et fermée sur un espace de
Hilbert de type L2(P). Dans cette thèse nous n'adopterons pas le point de
vue le plus général sur les formes de Dirichlet, mais le point de vue particulier
des structures de Dirichlet ou structures d'erreur sur un espace probabilisé
(Ω,F ,P). Cette notion de structure d'erreur est centrale dans cette thèse.

Avant de donner la dé�nition précise de ce type de structure, nous allons
expliquer les liens existants avec le calcul d'erreur ou la propagation des er-
reurs. C'est de là que provient la terminologie en vigueur, et c'est une bonne
façon d'introduire cet objet mathématique. Néanmoins, cette thèse ne porte
pas réellement sur les liens existants entre le calcul d'erreur et les formes de
Dirichlet.

Imaginons que X est une grandeur physique erronée, à cause d'erreurs de
troncature ou d'erreurs de mesure. Notons ε∆X l'erreur qui entache X. On
supposera que la quantité X est aléatoire, ainsi que son erreur ∆X. On sup-
posera en outre que ε << 1, ce qui correspond à l'idée bien naturelle que les
erreurs sont petites. Le fait de considérer les mesures et les erreurs sur les
mesures est également naturel si l'on pense que celles-ci sont issues d'une ex-
périence aléatoire, et donc que réitérer l'expérience ne fournira pas le même
résultat exactement. On fera l'hypothèse additionnelle que E{∆X|X} = 0,
ce qui traduit le fait que les erreurs "sachant X" sont centrées en 0. Prenons φ
une fonction régulière à travers laquelle on étudie la propagation de l'erreur,
on forme alors la quantité :

E{
(f(X + ε∆X)− f(X)

ε

)2
∣∣∣X} −−→

ε→0
f ′(X)2E{∆X2|X}.
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Par conséquent, on dé�nit Γ[f(X)] = f ′(X)2E{∆X2|X}, l'erreur quadra-
tique in�nitésimale obtenue en appliquant f . En prenant f = id, on voit
déjà le calcul fonctionnel véri�é par les erreurs :

Γ[f(X)] = f ′(X)2Γ[X].

Cette courte étude permet de jeter les bases d'une axiomatique du calcul
d'erreur et de faire un premier pas vers la dé�nition rigoureuse d'une structure
d'erreur.

1. Les quantités erronées sont un sous-ensemble des variables mesurables.

2. Si X est erronée et f régulière alors f(X) est erronée.

3. L'erreur quadratique satisfait le calcul fonctionnel Γ[f(X)] = f ′(X)2Γ[X].

Si l'on pense Γ comme un opérateur de mesure des erreurs, on doit alors
faire le parallèle avec les axiomes qui dé�nissent une mesure de probabilité. La
propriété cruciale manquante est une propriété "limite" qui permet de dé�nir
l'erreur sur des objets "limites", de même que la sigma-additivité permet de
calculer les probabilités d'ensembles limites. En rassemblant ces observations
nous pouvons dé�nir une structure d'erreur ou structure de Dirichlet.

Dé�nition 1. (Structure d'erreur)

Une structure d'erreur est un quintuplet (Ω,F ,P,D,Γ).

1. (Ω,F ,P) est un espace probabilisé.

2. D est un sous-espace vectoriel dense de L2(P).

3. Γ est un opérateur bilinéaire symétrique positif de D× D dans L1(Ω).

4. Si X = (X1, · · · , Xp) ∈ Dp et F : Rp → R est Lipschitzienne de classe
C1 alors F (X) ∈ D. En outre on a le calcul fonctionnel (règle de la
chaîne) :

Γ[F (X)] =
∑
i

∑
j

∂iF (X)∂jF (X)Γ[Xi, Xj].

5. D muni de la norme ‖X‖D =
(
E{X2}+ E{Γ[X]}

) 1
2 est complet.

Remarque 1. L'opérateur carré du champ Γ est un opérateur bilinéaire,
néanmoins a�n d'alléger les notations nous noterons très souvent Γ[X] =
Γ[X,X].
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Et la propriété analogue à la sigma-additivité est la propriété 5 de com-
plétude de l'espace D. Parmi l'exemple le plus simple nous trouvons l'espace
de Sobolev sur [0, 1] :

� (Ω,F ,P) = ([0, 1],B([0, 1]), dx),
� D = H1([0, 1], dx),
� Γ[f, g] = f ′g′.

Nous avons aussi l'exemple de la structure d'erreur d'Ornstein-Uhlenbeck qui
est un pavé "élémentaire" de la structure d'erreur d'Ornstein-Uhlenbeck sur
l'espace de Wiener.

� (Ω,F ,P) = (R,B(R),N (0, 1)),
� D = H1(N (0, 1)),
� Γ[f, g] = f ′g′.

Précisons que l'espace H1([0, 1], dx) (resp. H1(N (0, 1)) représente la ferme-
ture des fonctions C∞c pour les normes

∫
f 2dx+

∫
(f ′)2dx (resp.

∫
f 2dN (0, 1)+∫

(f ′)2dN (0, 1)).

1.2 Des applications en théorie ergodique

Si le paragraphe précédent présentait l'opérateur Γ comme une mesure de
l'erreur commise, ici nous le présentons plus comme une mesure du bruit.
Intuitivement, plus Γ[X] est "grand", plus la variable X est "bruitée". Pour
valider cette interprétation des choses, nous nous appuyons sur la propriété
de densité de l'énergie image qui suit. Suivant les idées de Nicolas Bouleau
dans [4], nous allons démontrer que si Γ[X] est presque sûrement non nul,
alors la loi de X possède une densité respectivement à la mesure de Lebesgue,
en utilisant les axiomes qui dé�nissent une structure d'erreur.

Soit A un borélien négligeable de R pour la mesure de Lebesgue. gn une suite
bornée de fonctions continues qui approchent 1A dans L1(dx + X∗(Γ[X]P))
et dx + X∗(Γ[X]P) presque sûrement. Et posons en�n Gn(x) =

∫ x
0
gn(t)dt.

D'après la propriété (4) de calcul fonctionnel, on en déduit que Gn(X) ∈ D
et Γ[Gn(X)] = (gn(X))2Γ[X].

D'une part, E{
( ∫ X

0
gn(t)dt

)2} −−−→
n→∞

E{
( ∫ X

0
1A(t)dt

)2} = 0.

D'autre part, E{Γ[Gn(X)−Gp(X)]} = E{(gn(X)−gp(X))2Γ[X]} −−−−−−−→
n→∞, p→∞

0.
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En d'autres termes, Gn(X) est de Cauchy dans D qui est complet, or Gn(X)
converge vers 0 dans L(P), donc la seule limite possible dans D est 0. Or,
E{Γ[Gn(X)]} −−−→

n→∞
E{1A(X)Γ[X]} = 0 d'après l'observation précédente. De

ce fait, on récupère que X∗(Γ[X]P) << dx, qui achève la démonstration.

Cette interprétation en terme de bruit est également visible dans la version
multidimensionnelle du résultat précédent. A savoir, si (X1, · · · , Xp) sont
dans le domaine D tels que la matrice :

Γ =

 Γ[X1, X1] · · · Γ[X1, Xp]
... · · · ...

Γ[Xp, X1] · · · Γ[Xp, Xp]



soit presque sûrement inversible, alors il est conjecturé que la loi de (X1, · · · , Xp)
est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. Cette conjec-
ture, comme nous aurons l'occasion de le voir dans cette thèse, a été prouvée
dans tous les cas particuliers classiques rencontrés en calcul stochastique (Es-
pace de Poisson, Espace de Wiener, Espace de Monte-Carlo).

Maintenant, imaginons que l'on souhaite étudier un système dynamique aléa-
toire Xn+1 = F (Xn, Vn+1), où la fonction est assez régulière (C1) et où les
Vi sont indépendantes et équi-distribuées dans le domaine D d'une structure
d'erreur. Puisque le domaine D est stable par F et vu que les Vi sont dans
D, on peut démontrer que Xn est dans D. Autrement dit, la trajectoire du
système dynamique est bruitée et on a un instrument de mesure de bruit :
l'opérateur Γ. Il est donc naturel d'étudier la limite quand n → ∞ a�n de
prouver que les di�érentes mesures invariantes du systèmes sont absolument
continues par rapport à la mesure de Lebesgue.
D'autre part, on sait que si µ est une mesure ergodique du système, on a le
théorème ergodique de Birkho� :

1

N

N∑
k=1

φ(Xx
k )

x−p.s−−−→
n→∞

< φ, µ > .

On imagine bien que si la mesure ergodique µ est portée par un Cantor de
mesure nulle, il va être extrêmement di�cile de trouver une condition initiale
x de convergence du théorème de Birkho�. Il y a donc un intérêt majeur à
démontrer que les mesures ergodiques µ sont absolument continues a�n de
s'assurer d'avoir des points de convergence pour le théorème de Birkho�, en
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vue d'éventuelles applications numériques.

En outre, nous savons que les mesures ergodiques d'un système sont étran-
gères entre elles. Imaginons que nous puissions démontrer que les mesures
ergodiques sont non seulement absolument continues mais équivalentes à
la mesure de Lebesgue, alors on dispose là d'un outil puissant pour prou-
ver qu'il n'existe qu'une seule mesure ergodique. Les systèmes dynamiques
aléatoires uniquement ergodiques jouissent de propriétés de convergence très
fortes comme on le verra dans cette thèse. Pour ce faire, les structures d'er-
reur permettent d'e�ectuer du calcul de Malliavin et donc de prouver des
critères de régularité quantitatifs, c'est cet aspect quantitatif qui permet de
prouver que des mesures sont équivalentes à la mesure de Lebesgue. Pour
�xer les idées, le calcul de Malliavin permet d'e�ectuer des intégrations par
parties et donc de démontrer des inégalités du type :

|E{∂i1,··· ,ipφ(X)}| ≤ C‖φ‖∞.

Ainsi, en particularisant pour des fonctions φ(x1, · · · , xn) = ei<x,ξ> on obtient
des estimations de la décroissance des coe�cients de Fourier de la loi deX qui
permettent alors d'obtenir des estimations de la régularité de la densité de
loi de X. Dans cette thèse nous e�ectuerons cela pour obtenir une estimation
de la régularité de la densité d'une mesure de probabilité stationnaire d'une
chaîne de Markov.



2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES

Dans ce chapitre nous présentons les propriétés générales qui facilitent
l'utilisation des formes de Dirichlet, telles que les opérations algébriques pro-
duit et images. Nous expliquons par la suite comment le formalisme des
structures d'erreur pose les bases d'un calcul de Malliavin souple et simple
d'utilisation. En�n, nous expliquons comment e�ectuer du calcul de Malliavin
sur l'espace de Wiener grâce aux structures d'erreur.

2.1 Opérations algébriques sur les structures d'erreur

2.1.1 Opération produit

Commençons par dé�nir le produit �ni de structures d'erreur.
Soient S1 = (Ω1,F1,P1,D1,Γ1) et S2 = (Ω2,F2,P2,D2,Γ2) deux structures
d'erreur. On peut dé�nit canoniquement la structure d'erreur produit S1 ×
S2.
On pose S1 × S2 = (Ω,F ,P,D,Γ) avec :

� (Ω,F ,P) = (Ω1,F1,P1)× (Ω2,F2,P2).
� D =

{
X(ω1, ω2) ∈ L2(P)

∣∣ω1 → X ∈ D1, ω2 → X ∈ D2, E{Γ1[X] +
Γ2[X]} <∞

}
.

� Γ = Γ1 + Γ2.

Exemple 1. Soit S = ([0, 1],B([0, 1]), dx,H1([0, 1], dx),Γ[f ] = (f ′)2). Alors,
S × S = ([0, 1]2,B([0, 1]2), dxdy,H1([0, 1]2),Γ[f, g] = ∇f.∇g).

Exemple 2. Soit S = (R,B(R),N (0, 1),H1(N (0, 1)),Γ[f ] = (f ′)2). Alors,
S × S = (R2,B(R2),N (0, I2),H1(N (0, I2)),Γ[f, g] = ∇f.∇g).

Le produit de n structures d'erreur se dé�nit alors simplement par récur-
rence.

La dé�nition précédente se généralise à un produit in�ni de structures d'er-
reur, de façon analogue à un produit dénombrable d'espaces probabilisés.
Soit Si = (Ωi,Fi,Pi,Di,Γi)i∈N une famille dénombrable de structures d'er-
reur. On veut dé�nir S =

∏∞
i=0 Si.

Comme précédemment, on dé�nit :
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� (Ω,F ,P) =
∞∏
i=0

(Ωi,Fi,Pi).

� D =
{
X((ωi)i) ∈ L2(P)

∣∣∀i, ωi → X ∈ Di, E{
∑
i

Γi[X]} <∞
}
.

� Γ =
∑
i

Γi.

2.1.2 Opération image

Soit S = (Ω,F ,P,D,Γ) une structure d'erreur, et X = (X1, · · · , Xp) ∈
Dp. On souhaite dé�nir l'image de la structure S par la variable X a�n de
construire une structure d'erreur sur Rp. Pour cela on procède de façon ana-
logue aux espaces probabilisés image. On dé�nit SX = (Rp,B(Rp),PX ,DX ,ΓX)
avec :

� (Rp,B(Rp),PX) est l'image de l'espace probabilisé (Ω,F ,P) par X.
� DX = {φ : Rp → R, φ(X) ∈ D}.
� ∀ψ ∈ DX , ΓX [ψ](t) = E{Γ[ψ(X)]

∣∣X = t}.
La cohérence de la dé�nition précédente repose sur le fait que ΓX [φ] est dé�ni
PX presque partout.

2.2 Lien avec le calcul de Malliavin

Le formalisme des structures d'erreur permet très simplement d'e�ectuer
du calcul de Malliavin. Par calcul de Malliavin, nous sous-entendons de façon
imprécise, des techniques d'intégrations par parties et de calcul di�érentiel
impliquant des variables aléatoires.

2.2.1 existence d'un générateur

Le point de départ est l'interprétation potentialiste des formes de Diri-
chlet. Soit S = (Ω,F ,P,D,Γ) une structure d'erreur. Il existe alors un unique
semi-groupe symétrique à contraction Pt dé�ni sur l'espace L2(P) tel que :

D = {X ∈ L2(P) | lim
t→0

1

t
E{(X − Pt[X])X}existe.}

Pour une démonstration, on pourra consulter ([21]). A ce semi-groupe de

contractions, on associeA son générateur etD(A) = {X ∈ L2(P) | lim
t→0

PtX −X
t

existe.}.
Comme le semi-groupe est symétrique, on peut en déduire que A est auto-
adjoint. Cet opérateur permet de réaliser des intégrations par parties. On a
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la formule d'intégration suivante, qui découle directement de la symétrie du
semi-groupe Pt :

∀U ∈ D(A),∀X ∈ D, E{Γ[X,U ]} = −E{XA[U ]}.

Cette formule admet le ra�nement suivant très utile :

∀U ∈ D(A),∀(X, Y ) ∈ D2, E{Y Γ[X,U ]} = −E{XY A[U ]}+ E{XΓ[Y, U ]}.

2.2.2 existence d'un gradient

Si l'espace D est séparable, alors on peut construire un gradient associé
à l'opérateur carré-du-champ Γ, c'est un résultat dû à Gabriel Mokobodzki.
De façons plus précise, on peut construire un espace de Hilbert H et D un
opérateur linéaire satisfaisant :

� D : D→ L2(P,H).
� ∀X ∈ Dp, D[F (X)] =

∑
i ∂iF (X)D[Xi].

� Γ[X] =< D[X], D[X] >H.
Cet opérateur D dont le domaine est dense possède un opérateur adjoint δ,
qui satisfait :

� dom(δ) = {Z ∈ L2(P,H) | ∀U ∈ D, |E{< Z,U >H}| ≤ CZ‖U‖2}.
� ∀Z ∈ dom(δ),∀(X, Y ) ∈ D2 :

E{Y < D[X], Z >H} = −E{XY δ[U ]}+ E{X < D[Y ], Z >H}.

La dernière formule permet d'e�ectuer du calcul de Malliavin.

2.3 Structure d'erreur sur l'espace de Wiener

L'objectif de cette section est de rappeler la construction de la structure
d'erreur d'Ornstein-Uhlenbeck sur l'espace de Wiener. Cette construction est
fondamentale car elle permet d'appréhender des objets complexes comme les
solutions d'équation di�érentielles stochastiques et de calculer l'opérateur
carré-du-champ Γ sur ces objets. Le point de départ est la construction de
Wiener du mouvement brownien. Soit hn la base hilbertienne de Haar de
L2([0, T ], dx) et Xn une suite indépendante de gaussiennes centrées et ré-
duites.

Wt =
∞∑
k=0

< 1[0, T ], hk >L2([0,T ]) Xn.

Wt est alors un mouvement brownien standard. De façon plus générale, on
dé�nit également :∫ T

0

f(s)dWs =
∞∑
k=0

< f, hk >L2(0,T ) Xk.
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Si l'on pense que les gaussiennes Xk sont les applications coordonnées de la
structure d'erreur produit :

S = (R,B(R),N (0, 1),H1(N (0, 1)),Γ[f ] = (f ′)2),

alors on en déduit que Wt ∈ D et
∫ T

0
f(s)dWs ∈ D. On a par ailleurs :

Γ[Wt] =
∞∑
k=0

< 1[0, T ], hk >
2
L2([0,T ])= t.

Le détail du calcul vient de la bilinéarité de Γ, et du fait que :

Γ[Xn, Xm] =
∞∑
j=0

∂Xn

∂Xj

∂Xm

∂Xj

= δn,m.

Mais alors pour f = (f1, · · · , fp) ∈ L2([0, T ])p, F ∈ C∞b (Rp,R), on a
F (
∫ T

0
f1(s)dWs, · · · ,

∫ T
0
fp(s)dWs) ∈ D. De plus :

Γ[F (

∫ T

0

f1(s)dWs, · · · ,
∫ T

0

fp(s)dWs)] =

p∑
j=1

p∑
k=1

∂jF∂kF < fj, fk >L2([0,T ],dx) .

2.4 Résultats de la thèse

L'apport scienti�que de cette thèse est constitué de cinq parties distinctes.

1. Dans le chapitre 3, on généralise un résultat de Nicolas Bouleau qui
traite de l'extension de certains théorèmes limites, en l'occurrence le
théorème d'invariance de Donsker, à une topologie plus �ne que la to-
pologie de la convergence en loi. La topologie considérée est la topologie
de la convergence en loi de Dirichlet, elle étudie en plus des lois le com-
portement de l'opérateur carré du champ dans le passage à la limite.
Nicolas Bouleau ayant traité le cas des variables indépendantes, nous
nous proposons d'étudier le cas des variables à dé-corrélation rapide,
c'est à dire qui sont asymptotiquement indépendantes.

2. Le chapitre 4 a été réalisé en collaboration avec Dominique Malicet,
doctorant en théorie ergodique à l'université Paris 6 sous la direction
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de Raphaël Krikorian. Il s'agit d'un travail de recherche en cours qui
étudie la conjecture de Bouleau-Hirsch sous un angle nouveau. Nous
avons mis en évidence l'existence d'un renforcement de la propriété de
densité de l'énergie image qui permet de donner des résultats quanti-
tatifs sous les mêmes hypothèses que (EID). Cette nouvelle approche
permet d'aborder avec une grande souplesse la question de la conjecture
de Bouleau-Hirsch. Nous démontrons (SEID) dans le cas de la structure
d'Ornstein-Uhlenbeck sur l'espace de Wiener et fournissons une nou-
velle preuve de la propriété de Bouleau-Hirsch dans ce cas. La preuve
est purement fonctionnelle et n'utilise pas les arguments classiques de
formule de co-aire.

3. Dans le chapitre 5, nous étudions la chaîne de MarkovXn+1 = F (Xn, Un+1)
avec les variables Ui indépendantes et équi-distribuées. Nous prouvons
que si les fonctions F sont assez régulières et si les variables Ui sont
les applications coordonnées d'une structure d'erreur produit (ce qui
"en gros" signi�e que leur loi est assez "régulière"), alors sous des hy-
pothèses de non-dégénérescence adéquates les mesures stationnaires de
la chaînes sont absolument continues par rapport à la mesure de Le-
besgue. En outre nous construisons sur ces mesures des structures d'er-
reur non triviales satisfaisant la propriété (EID). L'intérêt principal de
ce chapitre réside dans le fait qu'aucun critère à ce jour n'est connu
pour savoir si une mesure µ sur Rd peut permettre de construire une
structure d'erreur (Rd,B(Rd), µ,D,Γ), et encore moins de prédire si la
structure éventuellement construite véri�e la propriété (EID) dont on
rappelle qu'elle est conjecturée.

4. Dans le chapitre 6, nous étudions encore la chaîne de Markov Xn+1 =
F (Xn, Un+1) et fournissons des critères quantitatifs de régularité des
densités des mesures ergodiques de la chaîne. Il s'agit en quelque sorte
d'une version "quantitative" du chapitre 5. Par ailleurs, nous utilisons
ces critères pour étudier la convergence à l'équilibre de la chaîne. En
guise d'application nous prouvons un théorème central limite.

5. Dans le chapitre 7 nous étendons les résultats du chapitre précédent
au cas des di�usions browniennes sur le tore de dimension d. Dans
cette partie nous utilisons le critère (SEID) démontré au chapitre 4
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pour établir des critères selon lesquels le semi-groupe de la di�usion
est fortement Feller. Ces critères améliorent strictement les critère déjà
existant pour établir le caractère fortement Feller en abaissant la régula-
rité requise des coe�cients ainsi que la condition de non-dégénérescence
requise. Pour �nir cette partie, un critère de convergence à l'équilibre
est obtenu en toute généralité pour un semi-groupe fortement Feller
et uniquement ergodique. A notre connaissance, ce dernier résultat est
nouveau.



3. EXTENSION DU THÉORÈME DE DONSKER

3.1 Introduction

Dans [6],sous certaines hypothèses d'indépendance des erreurs, Nicolas
Bouleau démontre un théorème asymptotique sur l'erreur commise par l'ap-
proximation dans le théorème de Donsker si les variables i.i.d en jeu sont elles
même entachées d'erreur.Il a ainsi étendu le résultat bien connu de principe
d'invariance en loi de Donsker à un cadre plus général qui est celui du cal-
cul d'erreur par formes de Dirichlet. Le principe d'invariance de Donsker,
assure que si Xi est une famille indépendante et équidistribuée de variables
aléatoires alors les variables correctement renormalisées St = 1√

n

∑[nt]
k=1Xk

convergent en loi de processus vers un mouvement Brownien standard.
Nicolas Bouleau a ainsi généralisé ce théorème au cadre de la convergence
en loi de Dirichlet, notion englobant la convergence en loi et qui est rappelée
ci-dessous. L'idée principale était de remarquer que les couples (Xn,Γ[Xn])
sont indépendants et équidistribués, de même que les couples (Xn, D[Xn]) si
Xn est un gradient rattaché à Γ. En appliquant alors le théorème de Donsker
classique à ces couples, il obtient la généralisation souhaitée. L'extension du
théorème central limite aux formes de Dirichlet a été également étudiée par
Cristophe Chorro qui étudie des variables aléatoires à valeurs dans des espaces
de Banach, voir [16] ou [17]. Notons que d'autres théorèmes asymptotiques
probabilistes peuvent être étudiés du point de vue des formes de Dirichlet, on
pourra consulter [15] où Cristophe Chorro étudie la convergence de certaines
intégrales stochastique pour la topologie de la convergence en loi de Dirichlet.

Le cadre de notre étude sera celui de la chaîne de Markov ZN+1 = Ψ(ZN , VN+1)
avec indépendance des Vn. Sous certaines hypothèses sur la fonction Ψ il
existe un théorème de Donsker, aussi dans ce cadre là nous généralisons les
résultats de [6]. L'hypothèse majeure sur la fonction Ψ est l'hypothèse de
contraction sup

x,y
|∂1Ψ(x, y)| < 1. Si cette hypothèse entraîne un théorème de

Donsker pour Zn, cela n'est pas vrai pour (Zn, D[Zn]). Nous devons alors
procéder di�éremment.
On peut interpréter la chaîne de Markov Zn comme une "perturbation mar-
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kovienne" du cadre indépendant classique. Même si le principe d'invariance
de Donsker est déjà connu sous ces hypothèses, nous fournissons une preuve
en appendice, qui est relativement technique mais directement issue de la
preuve dans le cadre indépendant classique.
La principale di�culté du présent travail sera la démonstration d'un théo-
rème ergodique concernant la dé-corrélation rapide des erreurs et qui s'obtient
grâce à une légère amélioration du théorème ergodique classique de Birkho�.
La notion suivante dé�nit la notion de convergence adaptée aux structures
d'erreur qui est au coeur de ce travail.

3.2 Convergence en loi de Dirichlet

Soit une structure d'erreur S = (Ω,A,P,D,Γ), et soit E la forme de Di-
richlet qui lui est associée. Soit E un espace vectoriel normé muni de sa tribu
borélienne B(E) et soit Xn une suite de variables aléatoires dans D à valeurs
dans E.

Dé�nition 2. On dit que Xn converge en loi de Dirichlet s'il existe une
structure d'erreur sur (E,B(E)) soit Σ = (E,B(E),m,D0,Γ0) telle que :

1. Xn∗P
Loi−−−−→

n→+∞
m

2. Si F ∈ C1 ∩ Lip(E,R) alors F (Xn) ∈ D pour tout n et
E(F (Xn)) −−−−→

n→+∞
E0(F ) quand n→∞ et où E0 est la forme associée à

Σ.

Exemple 3. Extension du théorème central limite à la convergence en loi de
Dirichlet.

Soit S = (Ω,F ,P,D,Γ)N une structure d'erreur produit in�ni. Supposons
que les Xn sont les applications coordonnées de cette structure. En particu-
lier, ce sont les applications coordonnées d'un produit d'espaces probabilisés
donc elles sont indépendantes, de plus comme les espaces sont identiques elles
sont équi-distribuées.

Le théorème central limite assure alors que Sn = 1√
n

∑n
k=1 Xk converge en

loi vers une gaussienne centrée et réduite. (En supposant que E{Xk} = 0 et
E{X2

k} = 1).

Prenons F lipschitzienne et de classe C1. Alors Γ[F (Sn)] = (F ′(Sn))2 1
n

∑n
k=1 Γ[Xk].
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Or en appliquant cette fois-ci la loi des grands nombres, on sait que que
1
n

∑n
k=1 Γ[Xk] converge dans L1 vers E{Γ[X1]}. Donc, en vue de véri�er le

point 2 de la dé�nition, on a démontré que

lim
n→∞

E{Γ[F (Sn)]} = E{Γ[X1]}
∫
R
(F ′(x))2e

−x2
2

dx√
2π

= E [F ].

Où l'on a posé E la forme de Dirichlet de la structure d'erreur d'Ornstein-
Uhlenbeck.

Exemple 4. Impossibilité d'extension d'un théorème d'équi-répartition à la
convergence en loi de Dirichlet.

Nous avons vu avec le théorème central limite un exemple d'extension à la
convergence en Loi de Dirichlet. Ici nous présentons un exemple qui ne fonc-
tionne pas. Soit S = (Ω,F ,P,D,Γ) et X dans D telle que p.s, Γ[X] > 0.
D'après la propriété de densité de l'énergie image, X a une loi absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue. De ce fait, la variable einX à
valeurs dans T converge en loi vers la mesure de Lebesgue sur T. Pourtant,
Γ[einX ] = Γ[cos(nX)] + Γ[sin(nX)] = n2Γ[X] n'admet pas de limite en espé-
rance. Le problème vient essentiellement du fait que la multiplication par n
accroît l'erreur.

L'extension d'un théorème de convergence en loi à la notion de conver-
gence en loi de Dirichlet possède un intérêt en soi. Toutefois de nombreuses
questions théoriques se posent quant à cette convergence, aucune d'entre elles
n'ayant été résolue à ce jour. Ces questions sous-tendent le fait que la notion
de convergence en loi de Dirichlet doit permettre de préciser les théorèmes
asymptotiques.

Question 1. Si Xn converge en loi de Dirichlet vers la mesure m d'une
structure de probabilité (E,B(E),m,D,Γ). En particulier, pour toute fonction
continue φ, limn E{φ(Xn)} =< φ,m >. Si l'on suppose que Γ 6= 0, c'est à
dire que la structure limite n'est pas triviale, peut-on augmenter la classe
des fonctions telles que la convergence précédente a lieu. A-t-on pour tout
application g borélienne bornée, limn E{g(Xn)} =< g,m > ?

Question 2. On sait que la convergence en loi des couples (Xn, D[Xn])
entraîne la convergence en loi de Dirichlet. Sous cette hypothèse supplé-
mentaire, peut-on accroître la classe des fonctions telles que la convergence
limn E{φ(Xn)} =< φ,m > a lieu ? Peut-on donner une vitesse de conver-
gence, sur des fonctions plus régulières ?
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Cette question est extraite de la thèse de Cristophe Chorro, nous n'avons
pas su y répondre.

Question 3. La convergence en loi de Dirichlet est elle équivalente à la
convergence en loi des couples (Xn, D[Xn]) ?

Même dans le cas très particulier de l'espace de Sobolev H1([0, 1]) cette
question n'a rien d'évident. Posons là en ces termes. Soit fn une suite de
fonctions dans H1([0, 1]) convergente en loi de Dirichlet vers f . C'est à dire,

� lim
n

∫
[0,1]

φ(fn)dx =

∫
φ(f)dx,

� lim
n

∫
[0,1]

φ(fn)(fn
′)2dx =

∫
φ(f)(f ′)2dx.

A-t-on, lim
n

∫
[0,1]

φ(fn, f
′
n)dx =

∫
φ(f, f ′)dx? Si cela s'avérait être vrai, cela

tiendrait au fait que les fonctions fn et f ′n sont très liées, en vertu du théorème
fondamental du calcul intégral.

3.3 Extension du théorème de Donsker

Nous supposons dans cette section que les variables aléatoires Vk sont
erronées, en conservant les hypothèses d'équi-distribution et d'indépendance
pour les Vk et leurs erreurs. Cela signi�e que les Vn sont les applications
coordonnées d'une structure d'erreur produit :

S = (Ω,F ,P,D,Γ) = (R,B(R),m,D0,Γ0)N
?

Nous dé�nissons alors comme précédemment :

Zn+1 = Ψ(Zn, Vn+1) , Z0 = z

On fera sur Ψ les hypothèses suivantes :

1. Ψ(x, y) est K-lipschitzienne sur R2,

2. p.s, |Ψ(x,V )−Ψ(y,V )|
|x−y| < κ < 1.

On dé�nit, pour des paramètres de renormalisation σ et γ qui seront choisis
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ultérieurement, le processus stochastique :

Xn(t) =
1√
Nσ2

[Nt]∑
k=1

(Zk − γ) +
1√
Nσ2

(Nt− [Nt])(Z[Nt]+1 − γ).

Dans l'appendice, pour des valeurs convenables de σ et γ, nous redémontrons
que ce processus stochastique converge en loi de processus vers un mouvement
Brownien standard. Cela est rendu possible par l'hypothèse de contraction
e�ectuée sur la fonction Ψ, elle permet de prouver que la chaîne de Mar-
kov converge en loi exponentiellement rapidement sur l'espace des fonctions
lipschitziennes.

Théorème 1. Les variables Xn convergent en loi de Dirichlet vers la struc-
ture d'erreur d'Ornstein-Uhlenbeck sur l'espace de Wiener (W,W ,m,Γ0,D0)

Dans [6], la preuve du théorème repose sur une amélioration strictement
probabiliste du théorème de Donsker qui étend le théorème aux fonctions à
croissance quadratique. Ici cette approche est rendue délicate par le fait que
la chaîne de Markov couplée (Zn,Γ[Zn]) ne véri�e pas à priori un principe
d'invariance de Donsker, alors que dans le cas i.i.d, les couples (Vn,Γ[Vn])
sont également i.i.d et des théorème limites en loi restent valides.
Pour contourner cette di�culté nous aurons besoin d'une amélioration stric-
tement probabiliste du théorème ergodique de Birkho�, qui permette d'avoir
de l'uniformité dans la convergence. C'est l'objet du lemme suivant qui est
un renforcement du théorème de Birkho� classique.

Lemme 1. Soit T : K −→ K une application continue, K un espace mé-
trique et µ ergodique par rapport à T .
Soit en�n φ ∈ L1(µ) telle que

∫
φdµ = 0. On a le théorème de Birkho�

"renforcé" :

1

N
max
k≤N
|

k∑
p=1

φ ◦ T p(x)| ps,L
1

−→ 0.

Démonstration.

Traitons d'abord le cas de la convergence presque sûre, soit τn le premier

instant où max
k≤N
|

k∑
p=1

φ ◦ T p(x)| est réalisé.

Fixons ε > 0 et N0 assez grand tel que n ≥ N0 entraîne 1
N
|
∑N

k=1 φ◦T k(x)| ≤
ε.
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En séparant les cas τn ≥ N0 et τn ≤ N0 on récupère :

1

N
max
k≤N
|

k∑
p=1

φ ◦ T p(x)| ≤ 1

N
max
k≤N0

|
k∑
p=1

φ ◦ T p(x)|+ ε.

Ainsi :

∀ε > 0 , lim sup
N→∞

1

N
max
k≤N
|

k∑
p=1

φ ◦ T p(x)| ≤ ε.

La preuve de la convergence dans L1 est un peu plus délicate :

Fixons un entier q > 0, e�ectuons la division euclidienne de k par q :

k = qmk + rk

. Ainsi par inégalité triangulaire on récupère :

|
k∑
p=1

φ ◦ T p| ≤
mk∑
j=1

|
jq∑

i=(j−1)q+1

φ ◦ T i|+ |
mkq+rk∑
i=mkq+1

φ ◦ T i|.

ce qui implique :

|
k∑
p=1

φ ◦ T p| ≤
mN∑
j=1

|
jq∑

i=(j−1)q+1

φ ◦ T i|+ qmax
k≤N
|φ ◦ T k|.

Ainsi :

Eµ{
1

N
max
k≤N
|

k∑
p=1

φ ◦ T p|} ≤ mN

N
Eµ{

q∑
k=1

φ ◦ T k}+
q

N
Eµ{max

k≤N
|φ ◦ T k|}.

max
k≤N
|φ◦T k| ≤M+max

k≤N
|φ◦T k1[−M,M ]c(φ◦T k)| ≤M+

N∑
k=1

|φ◦T k1[−M,M ]c(φ◦T k)|.

Donc

lim sup
N→∞

q

N
Eµ{max

k≤N
|φ ◦ T k|} ≤ q

∫
|φ(x)|1[−M,M ]c(φ(x))dµx

M→∞
−→ 0 .

Par conséquent,

lim sup
N→∞

Eµ{
1

N
max
k≤N
|

k∑
p=1

φ ◦ T p|} ≤ 1

q
Eµ{|

q∑
k=1

φ ◦ T k|}.

Ceci achève la démonstration en utilisant le théorème de Birkho� dans L1 en
faisant q →∞ dans l'inégalité ci-dessus. q.e.d
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Avant de commencer la preuve du théorème 1, nous aurons besoin de
quelques lemmes préparatifs.

Lemme 2. Soit F ∈ C1 ∩Lip(W,R), où W est muni de la norme uniforme,
alors

F (x+ h) = F (x)+ < F ′(x), h > +||h||εx(h)

où εx(h) est bornée en x et h et limh→0 εx(h) = 0 dans W, et où x → F ′(x)
est continue bornée de W dans l'espace de Banach des mesures de Radon sur
[0, 1].

Démonstration. On a par hypothèse sur F que | < F ′(x), v > | ≤ K||v|| avec
K constante de Lipschitz de F . q.e.d

Lemme 3. Soit F ∈ C1 ∩ Lip(W,R) alors F (Xn) ∈ D0 et

Γ0[F (Xn)] =

∫
[0,1]

∫
[0,1]

Γ[Xn(t), Xn(s)]F ′(Xn)(dt)F ′(Xn)(ds)

Pour la preuve du lemme ci-dessus,il faut procéder par approximation par
des fonctions F qui ne dépendent que d'un nombre �ni de Xn(ti) et passer à
la limite. Pour plus de détails : voir [6].

Preuve de l'extension du théorème de Donsker(1) :

Introduisons quelques formules préliminaires :

Soient p < q, par utilisation de la règle de la chaîne et du calcul fonctionnel
dans les structures d'erreur on a :

Γ[Zp, Zq] = (∂1Ψ(Zp, Vp+1)) · · · (∂1Ψ(Zq−1, Vq))Γ[Zp, Zp],

Γ[Z1, Z1] = (∂2Ψ(z, V1))2Γ[V1],

Γ[Zp, Zp] = (∂1Ψ(Zp−1, Vp))
2Γ[Zp−1] + (∂2Ψ(Zp−1, Vp))

2Γ[Vp],

1

Nσ2

p∑
k=1

Γ[Zk, Zq] =
1

Nσ2

p∑
k=1

Γ[Zk, Zk](∂1Ψ(Zk, Vk+1)) · · · (∂1Ψ(Zq−1, Vq)).

En majorant systématiquement |∂1Ψ(x, Vk)| par κ,il existe une constante
C > 0 telle que :

1

Nσ2
|

p∑
k=1

Γ[Zk, Zq]| ≤
1

Nσ2

p∑
k=1

Γ[Zk, Zk]κ
q−k ≤ C

N
max
k≤N

Γ[Vk].
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Mais, comme la suite Γ[Vk] est i.i.d, et dans L1(P), on sait que

lim
N→∞

maxk≤N Γ[Vk]

N
= 0.

Il en découle que :

lim
n→∞

E{ max
(s,t)∈[0,1]2

|Γ[Xn(t),
Z[ns]+1 − γ]|√

nσ2
} = 0.

Simpli�ons encore le problème en considérant si t < s :

1

Nσ2

∑
q≤[nt]

∑
[nt]+1≤p≤[ns]

|Γ[Zq, Zp]| ≤ max
(s,t)∈[0,1]2

1

Nσ2

∑
q≤[nt]

∑
[nt]≤p≤[ns]

Γ[Zq, Zq]κ
p−q

≤ C

N
max
k≤N

Γ[Vk]
L1

−−−→
n→∞

0.

Résumons les résultats établis jusque là :

max
(s,t)∈[0,1]2

|Γ[Xn(t), Xn(s)]− 1

Nσ2

∑
k≤[ns∧t]

∑
l≤[ns∧t]

Γ[Zl, Zk]|
L1

−−−→
n→∞

0,

1

N

∑
q≤r

∑
p≤r

Γ[Zq, Zp] =
1

N

r∑
q=1

Γ[Zq, Zq] +
2

N

∑
p<q≤r

Γ[Zp, Zq].

Nous allons traiter le premier terme de la somme : 1
N

∑r
q=1 Γ[Zq, Zq], le second

terme de la somme ci-dessus se traitant de la même façon.
Notons pour cela :

∆l
k = Γ[Vk]∂2Ψ(Zk−1, Vk)

2∂1Ψ(Zk, Vk+1)2 · · · ∂1Ψ(Zl−1, Vl)
2,

∆k
k = Γ[Vk]∂2Ψ(Zk−1, Vk)

2,

de sorte que :

1

N

r∑
q=1

Γ[Zq, Zq] =
1

N

r∑
q=1

(∆q
q + ∆q

q−1 + · · ·+ ∆q
1).
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Le point crucial de la démonstration est l'utilisation du théorème ergodique
suivant :

1

N

N∑
k=1

∆k+r
k

L1,ps−−−→
N→∞

αr.

Car la chaîne de Markov (Zk−1, Vk−1,Γ[Vk−1], Zk, Vk,Γ[Vk], ..., Zk+r, Vk+r,Γ[Vk+r])
est ergodique, car en utilisant le fait que Zk admet une unique mesure inva-
riante et que les couples (Γ[Vk], Vk) sont i.i.d on peut montrer que la chaîne
de Markov ci-dessus admet une unique mesure invariante et que celle ci doit
être nécessairement ergodique.

En utilisant le lemme 1, on récupère

lim
N→∞

E{max
P≤N
| 1
N

P∑
k=1

(∆k+r
k − αr)|} = 0.

La suite de la démonstration s'enchaîne naturellement, �xons un entier a :

1

N

r∑
q=1

q∑
k=1

∆q
k =

1

N

r−1∑
l=0

r−l∑
k=1

∆k+l
k =

1

N

a∑
l=0

r−l∑
k=1

∆k+l
k +

1

N

∑
r≥l>a

r−l∑
k=1

∆k+l
k .

Ainsi,

1

N

r∑
q=1

q∑
k=1

∆q
k =

1

N

a∑
l=0

r−l∑
k=1

(∆k+l
k −αl)+

1

N

∑
r≥l>a

r−l∑
k=1

∆k+l
k +

r − l
N

(α0 + ..+αl).

Remarquons par ailleurs que :

E{max
r≤N
| 1
N

∑
r≥l>a

r−l∑
k=1

∆k+l
k |} ≤ Cκa.

Ainsi en appliquant les résultats ci-dessus :

lim sup
N→∞

E{max
t∈[0,1]

| 1

Nσ2

∑
k≤[ns∧t]

Γ[Xk, Xk]−
[ns ∧ t] + 1

Nσ2
(α0 + ..+ αa)|} ≤ Cκa.

Par ailleurs, si on considère les termes de la forme δ(k,l,m) = ∆l
k∂1(Zl, Vl+1)..∂1(Zm−1, Vm),

on a le théorème ergodique :

1

N

N∑
k=1

δ(k,k+r1,k+r2)
L1

−−−→
n→∞

β(r1,r2).
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Par le même raisonnement que ci dessus on obtient :

lim sup
n→∞

E{max
t∈[0,1]

| 2

Nσ2

∑
k<l≤[ns∧t]

Γ[Xk, Xl]−2
[ns ∧ t] + 1

Nσ2

∑
r1≤a

∑
r2≤a

β(r1,r2)|} ≤ Cκa.

La démonstration peut maintenant se terminer de la façon suivante.

E{
∫

[0,1]

∫
[0,1]

| 1

Nσ2

∑
k,l≤[ns∧t]

Γ[Xk, Xl]−

[ns ∧ t] + 1

Nσ2
(
∑
l≤a

αl + 2
∑
r1≤a

∑
r2≤a

β(r1,r2)||F ′(Xn)(dt)||F ′(Xn)(ds)|}

≤ K2E{max
t∈[0,1]

| 2

Nσ2

∑
k<l≤[ns∧t]

Γ[Xk, Xl]− 2
[ns ∧ t] + 1

Nσ2

∑
r1,r2≤a

β(r1,r2)|}

+K2E{max
t∈[0,1]

| 1

Nσ2

∑
k≤[ns∧t]

Γ[Xk]−
[ns ∧ t] + 1

Nσ2

∑
l≤a

αl|}.

Ainsi :

lim
n→∞

E{
∫

[0,1]2
Γ[Xn(t), Xn(s)]F ′(Xn)(dt)F ′(Xn)(ds)}

= c lim
n→∞

E{
∫

[0,1]2
s ∧ tF ′(Xn)(dt)F ′(Xn)(ds)}

= cE{< s ∧ t, F ′(B)(ds)F ′(B)(dt) >}.

Où on a utilisé dans la dernière limite ci dessus le principe d'invariance de
Donsker sur la chaîne Zn et qui est démontré dans l'appendice suivant.

c =
1

σ2
(
∞∑
l=1

αl + 2
∞∑
r1=0

∞∑
r2=0

β(r1,r2)).

Remarque 2. La série ci-dessus est convergente, car du fait de l'hypothèse
de contraction ‖∂1Ψ‖∞‖∞ ≤ 1, on obtient |αr| ≤ Cκr ce qui assure la crois-
sance sous-géométrique et la convergence des séries.

3.4 Appendice

Considérons Vk une suite de variables aléatoires i.i.d sur R admettant
des moments d'ordre 2, et Ψ une application de R × R dans R globalement
lipschitzienne. On forme alors comme précédemment, la chaîne de Markov :

Zn+1 = Ψ(Zn, Vn+1) , Z0 = z.



3. Extension du théorème de Donsker 29

Nous imposons sur Ψ les conditions suivantes :

� ∃M ≥ 0 tq p.s sup
x∈[−M,M ]

|Ψ(x, V1)| ≤M ,

� p.s : x→ Ψ(x, V1) est s-lipschitzienne sur [−M,M ] et 0 ≤ E(s) < 1.

La suite propose de démontrer le théorème central limite qui a été utilisé
ci-dessus. Ce théorème est déjà connu et on pourra consulter [26] pour une
preuve détaillée. Toutefois, nous avons souhaité donner une preuve plus per-
sonnelle dudit résultat. Cette preuve ne développe pas d'idée nouvelle et
reste assez technique, mais elle retranscrit les points clefs du raisonnement
par perturbation spectrale.

3.4.1 Théorème central limite

Considérons alors l'espace de Banach E = Lip([−M,M ],R) ,ensemble
des fonctions lipschitziennes de [−M,M ] dans R que l'on munit de la norme
N(φ) = [φ] + ‖φ‖∞.

Avec [φ] = sup
x,y∈[−M,M ]

|φ(x)− φ(y)|
|x− y|

et ‖φ‖∞ = sup
x∈[−M,M ]

|φ(x)|.

Posons

T =

{
E −→ E

T (φ)(z) = E(φ(Ψ(z, V1))).

Lemme 4. Pour tout φ dans E et tout x ∈ [−M,M ] , il existe un réel Lφ
ne dépendant pas de x, tel que

|T nφ(x)− Lφ| ≤ N(φ)(M +N(φ))E(s)n

preuve :

Observons que |Tφ(x)−Tφ(y)| ≤ E{|φ(Ψ(x, V ))−φ(Ψ(y, V ))|} ≤ [φ]E(s)|x−
y| Il en découle que

|T nφ(x)− T n+pφ(x)| ≤ [φ]E(s)n|x− T pφ(x)|

En remarquant que ‖Tφ‖∞ ≤ ‖φ‖∞, on obtient :

|T nφ(x)− T n+pφ(x)| ≤ (M + ‖φ‖∞)[φ]E(s)n

On en déduit l'existence (car E(s) < 1) de Lφ,x tel que |T nφ(x) − Lφ,x| ≤
[φ](M + ‖φ‖∞)E(s)n.
En outre |T nφ(x)− T nφ(y)| ≤ [φ]E(s)n donc Lφ,x = Lφ,y.
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Lemme 5. T n converge en norme d'opérateur associée à la norme N sur E.

Preuve :

De la preuve ci-dessus on tire :

[T nφ− T n+pφ] ≤ [φ](E(s)n + E(s)n+p)

sup
x∈[−M,M ]

|T nφ(x)− T n+pφ(x)| ≤ N(φ)(M +N(φ))E(s)n

Mais par dé�nition : ‖T n − T n+p‖ = sup
N(φ)≤1

N(T nφ− T n+pφ)

Ainsi on a bien le critère de Cauchy :

lim
n→∞

sup
p
‖T n − T n+p‖ = 0

L'opérateur φ −→ Lφ s'étend par densité en une forme linéaire sur les fonc-
tions continues sur [−M,M ] et peut donc en vertu du théorème de Riesz être
associé à une mesure µ : Lφ =< φ, µ >.

Lemme 6. 1 est une valeur propre simple de T , le reste des valeurs spectrales
est dans un D(0, ρ) avec 0 ≤ ρ < 1. T véri�e donc un trou spectral.

Preuve :

On a
N(T nφ− Lφ) ≤ N(φ)(M +N(φ) + 1)E(s)n

d'où
|T n − L| ≤ (M + 1)E(s)n

Et donc par la formule du rayon spectral comme TL = LT = L on tire que

lim
n→∞

‖(T − L)n‖
1
n < 1

Pour démontrer le théorème central limite, nous utiliserons les techniques
classiques de perturbation d'opérateurs linéaires et de perturbation des va-
leurs propres isolées. Aussi dé�nissons, la transformée de Fourier de l'opéra-
teur T :

T=

{
E −→ E

Tξ(φ)(z) = E{eiξ(Ψ(z,V1)−γ)φ(Ψ(z, V1))}
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avec γ =
∫
E{Ψ(z, V1)}dµ.

La soustraction de γ ci-dessus est nécessaire pour recentrer les variables Zk
par rapport à l'unique mesure stationnaire de la chaîne de Markov (Zk)k∈N.
Dans le cas où Ψ(x, y) = y cela aurait donné Vk−E(Vk) qui devient une suite
centrée de variables i.i.d, condition nécessaire pour obtenir un théorème cen-
tral limite.

Lemme 7. L'application ξ −→ Tξ est holomorphe de C dans Lb(E)(espace
des opérateurs linéaires bornés)

Preuve :
L'application ξ −→ Tξφ est clairement holomorphe,cela entraîne l'holomor-

phie de l'opérateur par un théorème classique. Voir [29]

Lemme 8.

T nξ φ(z) = E{eiξ(Zz1+Zz2+...+Zzn−nγ)φ(Zz
n)}

(L'exposant z signi�e la dépendance de la chaîne de Markov Zn par rapport
à la condition initiale z.)

Démonstration. La preuve se fait naturellement par récurrence. Le cas n = 1
vient de la dé�nition de Tξ.
En outre, si la propriété est vraie au rang n alors T n+1

ξ φ(z) = E{eiξ(Zz1−γ)T nξ φ(Zz
1 )}

Mais T nξ φ(Zz
1 ) = Ê{eiξ(Z

],Zz1
1 +...+Z

],Zz1
n −nγ)φ(Z

],Zz1
n )}

Le dièse signi�e que l'on intègre à partir d'un tirage (V ]
1 , ..., V

]
n) indépendant

de V1. Or si ce tirage est (V2, ..., Vn+1) qui convient alors on obtient :

T nξ φ(Zz
1 ) = E(V2,..,Vn+1){eiξ(Z

z
2+...+Zzn+1−nγ)φ(Zz

n+1)}

En réinjectant :

T n+1
ξ φ(z) = EV1{eiξ(Z

z
1−γ)E(V2,..,Vn+1){eiξ(Z

z
2+...+Zzn+1−nγ)φ(Zz

n+1)}}
= E{eiξ(Zz1+Zz2+...+Zzn+1−((n+1)γ)φ(Zz

n+1)}.

q.e.d

Théorème 2. Pour tout z ∈ [−M,M ], la suite de v.a 1√
N

(Zz
1 + ...+Zz

n−nγ)
converge en loi vers une gaussienne centrée de variance

σ2 =

∫
{E{(Zz

1 − γ)2}+ 2
∞∑
k=2

E{(Zz
1 − γ)(Zz

k − γ)}}dµz.
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Preuve :

Regardons l'opérateur Tξ, d'après un résultat de Kato (voir [29]),si ξ est assez
petit, l'opérateur Tξ possède une valeur propre isolée λ(ξ) associée au vecteur
propre Pξ1. On a noté Pξ le projecteur spectral associé à la valeur propre
λ(ξ) et 1 la fonction constante égale à 1.
Le reste du spectre étant contenu dans un disque de rayon strictement plus
petit que 1, de sorte que le trou spectral soit encore véri�é pour Tξ, avec ξ
bien sûr assez petit.
En outre, la valeur propre et le vecteur propre sont tous deux des fonctions
holomorphes de ξ.
Il su�t donc de montrer que

lim
n→∞

TNξ√
N

1(z) = e−ξ
2σ2

Mais d'après les observations ci dessus :

lim
n→∞

TNξ√
N

1(z) = lim
N→∞

λ(
ξ√
N

)NP ξ√
N

1(z)

Or limN→∞ P ξ√
N

1(z) = P01(z) = 1

Mais λ(ξ) = 1 + αξ + βξ2 +O(ξ3),il su�t donc d'évaluer les coe�cients α et
β pour pouvoir conclure.

Tξ = T + ξT1 +O(ξ2)

Pξ = P + ξP1 +O(ξ2)

λ(ξ) = 1 + ξα +O(ξ2)

En identi�ant le coe�cient d'ordre 1 dans la relation TξPξ = λξPξ on récu-
père :

α + P11(z) = TP11(z) + T1P1(z)

Ce qui donne après intégration de la relation par µ :

α =< T11, µ >= i

∫
E{(Ψ(z, V )− γ)}dµz = 0

Or limN→∞ λ( ξ√
N

)N = limN→∞(1 + β ξ
2

N
)N = eβξ

2

Mais en identi�ant dans la formule du lemme 5 devant le coe�cient d'ordre
2 on a :

β = − lim
N→∞

1

N

∫
E{(Z1 + ...+ Zn − nγ)2}dµ = −σ2
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3.4.2 invariance de Donsker

Dé�nissons la suite de fonctions continues sur [0, 1] :

Xn(t) =
1√
Nσ2

[Nt]∑
k=1

(Zk − γ) +
1√
Nσ2

(Nt− [Nt])(Z[Nt]+1 − γ)

Théorème 3. La suite de fonctions Xn converge étroitement vers le mouve-
ment brownien dans l'espace des fonctions continues sur [0, 1].

Preuve :

La preuve comporte deux étapes essentielles, il faut montrer que la loi de Xn

est tendue dans C([0, 1]) puis que les lois marginales convergent vers les lois
marginales du mouvement brownien.
étape 1 :
Soient t1 < t2 < .. < tp et (α1, ..., αp) ∈ Rp montrons que

lim
n→∞

E{eiα1Xn(t1)+..+iαpXn(tp)} = E{eiα1B(t1)+..+iαpB(tp)}

Mais en récrivant en termes d'opérateurs :

E{eiα1Xn(t1)+..+iαpXn(tp)} = T
[nt1]
α1+..+αp√

nσ2

...T
[ntp−1]−[ntp−2]
αp−1+αp√

nσ2

T
[ntp]−[ntp−1 ]
αp√
nσ2

1(z)

Soit en utilisant à nouveau le développement limité de la valeur propre λ(ξ)
de T :

lim
n→∞

E{eiα1Xn(t1)+..+iαpXn(tp)}=e−t1(α1+..+αp)2−(t2−t1)(α2+...+αp)2−...−(tp−tp−1)α2
p

D'un autre coté on peut écrire :

α1B(t1)+...+αpB(tp) = (α1+...+αp)B(t1)+(α2+...+αp)(B(t2)−B(t1))+...+αp(B(tp)−B(tp−1))

En combinant les deux résultats ci-dessus, et en utilisant le théorème de Levy
de caractérisation des lois par leurs transformées de Fourier on obtient bien
le résultat annoncé.

étape 2 :

Par dé�nition, pour montrer que la loi de Xn est tendue, il su�t de prouver
que pour tout ε > 0, il existe un compact Kε de C([0, 1]) tel que sup

n
Pn(K) ≥

1− ε.
Notons ω(x, δ) = sup

|t1,t2|≤δ
|x(t1)−x(t2)|, le module de continuité d'une fonction

x.
Nous avons le théorème bien connu d'Arzela-Ascoli qui caractérise les parties
compactes de C([0, 1]).
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Théorème 4. Une partie K de C([0, 1]) est d'adhérence compacte si et seule-
ment si les deux conditions suivantes sont véri�ées :

� ∃t0 ∈ [0, 1] tel que sup
f∈K
|f(t0)| <∞.

� lim
δ→0

sup
f∈K

ω(f, δ) = 0.

On pourra consulter [37] pour une preuve de ce résultat dans un cadre
plus général.
La caractérisation d'Arzela-Ascoli permet une dé�nition équivalente de la
tension d'une suite de lois :

Théorème 5. Une suite de lois Pn est tendue si et seulement si les deux
conditions suivantes sont véri�ées :

� lim
λ→∞

sup
n≥1

Pn{f |f(0) > λ} = 0.

� ∀ε > 0; lim
δ→0

sup
n≥1

Pn{f |ω(f, δ) > ε} = 0.

La deuxième condition du théorème ci-dessus pouvant être relaxée à

Proposition 1.

lim
δ→0

sup
n≥1

Pn{f |ω(f, δ) > ε} = 0⇔ lim
δ→0

lim sup
n→∞

Pn{f |ω(f, δ) > ε} = 0.

On pourra consulter [36] pour obtenir les démonstrations des résultats ci
dessus.

On va montrer la tension en utilisant le critère ci-dessus, la di�culté prin-
cipale étant due au fait que comme les variables ne sont pas indépendantes.
Nous allons utiliser des arguments de martingale basés sur le fait que l'opé-
rateur T satisfaisant un trou de spectre permet de résoudre l'équation de
Poisson.

ω(Xn, δ) = sup
|t−s|≤δ

|Xn(t)−Xn(s)| ≤ 4M√
nσ2

+
1√
nσ2

sup
|t−s|≤δ

|
[nt]∑

k=[ns]+1

(Zk − γ)|

Il en découle que :



3. Extension du théorème de Donsker 35

lim sup
n→∞

P{ω(Xn, δ) ≥ ε}≤ lim sup
n→∞

P{ 1√
nσ2

sup
|t−s|≤δ

|
[nt]∑

k=[ns]+1

(Zk − γ)| ≥ ε}

≤ lim sup
n→∞

P{ 1√
nσ2

sup
k≤n;j≤nδ

|
∑

k≤i≤k+j

(Zi − γ)| ≥ ε}.

Pour un entier k donné inférieur à n on notera p l'unique entier tel que k soit
compris entre pnδ et (p+ 1)nδ de sorte que :

∑
k≤i≤k+j

(Zi − γ) =

(p+1)nδ−1∑
i=pnδ

(Zi − γ) +

j∑
i=(p+1)nδ

(Zi − γ)−
k−1∑
i=pnδ

(Zi − γ).

De cela on tire nécessairement que :

lim sup
n→∞

P{ω(Xn, δ) ≥ ε}≤ P{ 1√
nσ2

sup
k≤ 1

δ
;j≤nδ

|
∑

knδ≤i≤knδ+j

(Zi − γ)| ≥ ε

3
}

≤ 1

δ
lim sup
n→∞

P{ 1√
nσ2

sup
j≤nδ
|Sj| ≥

ε

3
}.

(Sj =
∑

1≤i≤j

(Zi − γ).)

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui permet de faire apparaître des
martingales quand les propriétés de l'opérateur de transfert permettent de
résoudre l'équation de Poisson.

Lemme 9. Il existe une fonction f lipschitzienne et bornée telle que :

Mn =
∑

1≤i≤n

(Zi − γ)− f(Zz
1 ) + Tf(Zz

n)

est une martingale.

Démonstration. Introduisons φM la fonction a�ne par morceaux valant l'iden-
tité sur [−M,M ], valantM sur [M,∞[ et −M sur ]−∞,−M ]. Ainsi Zi−γ =
φM(Zi)−γ et

∫
(φM(z)−γ)dµz = 0. Posons θM = φM−γ et f =

∑∞
k=0 T

kθM .
La série précédente étant bien dé�nie grâce à la propriété de trou de spectre
sur T précédemment démontrée.
On a par ailleurs θM = f − Tf . Par conséquent,

n∑
i=1

θM(Zi) = f(Z1)− Tf(Zn) +Mn

avec Mn une martingale centrée. q.e.d
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Ceci nous apprend que Sn est une martingale à un terme uniformément
borné près. Par conséquent, nous pouvons utiliser l'inégalité de Doob pour
les martingales :

1

δ
lim sup
n→∞

P{ 1√
nσ2

sup
j≤nδ
|Sj| ≥

ε

3
} ≤ C

n2δε4
E{S4

nδ}. (3.1)

Le terme de bord f(Z1) − Tf(Zn) est divisé par
√
n, donc comme il est

uniformément borné, pour n assez grand il ne modi�e pas les inégalités. Le
lemme suivant permettra de conclure la preuve.

Lemme 10. E{S4
n} ≈ Cn2

Démonstration. Il su�t d'utiliser le théorème central limite. On sait alors
que :

lim
N→∞

E{( 1

σ
√
N
SN)4 =

1√
2π

∫
R
x4e−

x2

2 dx.

q.e.d

Par conséquent :

1

δ
lim sup
n→∞

P{ 1√
nσ2

sup
j≤nδ
|Sj| ≥

ε

3
} ≤ Cεδ.

Et,
lim
δ→0

lim sup
n→∞

P{ω(Xn, δ) ≥ ε} = 0.

Le critère de tension est donc démontré et achève la preuve du théorème de
Donsker.



4. PROPRIÉTÉS DE CONVERGENCE DANS LES
STRUCTURES D'ERREUR

Introduction

La propriété de densité de l'énergie image (EID) a�rme que dans une
structure d'erreur donnée S, un p-uplet de variables dans le domaine D dont
la matrice carré du champ est presque sûrement non dégénérée, admet une
loi absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue de dimension p.
Cette propriété a été conjecturée vraie dans toutes les structures d'erreur par
Nicolas Bouleau et Francis Hirsch en 1986. Démontrée dans tous les cas par-
ticuliers classiques, elle permet d'établir des critères sous lesquels les lois de
solutions d'équations di�érentielles stochastiques éventuellement avec sauts,
admettent des densité par rapport à la mesure de Lebesgue. Le critère (EID)
ne repose pas réellement sur la théorie du calcul de Malliavin car il n'y a
pas besoin d'e�ectuer des intégrations par parties pour obtenir la régularité
des lois. Il s'agit plutôt d'une propriété très �ne de théorie géométrique de
la mesure.
Le cas des variables aléatoires à valeurs réelles (p=1) a été prouvé en toute gé-
néralité, ceci peut être vu dans [4]. Quelques années plus tard, la conjecture
est démontrée dans le cas particulier de la structure d'erreur d'Ornstein-
Uhlenbeck sur l'espace de Wiener, voir [12]. Alors que la théorie du calcul
de Malliavin avait déjà permis d'établir des critères sous lesquels les lois de
solutions d'équations di�érentielles stochastiques admettent des densités, ce
résultat permet d'abaisser la régularité des coe�cients fonctionnels à Lip-
schitzien. A ce jour, ces critères restent les plus généraux.
Le cas de l'espace de Poisson a été traité par Agnès Coquio dans un cas par-
ticulier, voir [19], il s'agit du cas où la mesure d'intensité est une loi uniforme
sur un ouvert borné de Rn. Très récemment, une nouvelle méthode dite "de la
particule prêtée" permet d'établir des résultats très généraux pour des struc-
tures de Dirichlet sur l'espace de Poisson. On pourra consulter [10] pour une
introduction à cette théorie ainsi que [9] pour l'application aux équations dif-
férentielles stochastiques. Toutes ces démonstrations reposent en partie sur
la formule de la co-aire de Federer.
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L'objectif de ce travail est de mettre en évidence l'existence d'un renfor-
cement de la propriété (EID), que l'on peut voir comme une version quanti-
tative de la propriété. Il s'agit d'établir que la convergence dans le domaine
‖ · ‖D de variables aléatoires entraîne la convergence en variation totale des
lois. Nous établissons cette propriété en toute généralité pour le cas des va-
riables aléatoires à valeurs réelles et étudions les liens avec la propriété (EID)
ainsi que certaines propriété générales. Cela permet par exemple, d'établir
que les lois de variables non dégénérées sont de Rajchman et possèdent donc
un "gros" support. Cela va dans le sens de la conjecture (EID). Dans un
second temps nous démontrons le cas particulier de la structure de Dirichlet
H1([0, 1]p) ainsi que le cas de la structure d'erreur d'Ornstein-Uhlenbeck sur
l'espace de Wiener. Notons que cela permet de donner une démonstration
alternative de (EID) sur ces espaces, ne reposant aucunement sur la formule
de la co-aire. Dans la dernière partie nous énonçons des pistes de recherche
prolongeant ces idées, en vue d'un travail post-doctoral.

4.1 Un bref rappel de la preuve de (EID) sur H1([0, 1]p, dx) par
la formule de la coaire

Avant d'entrer dans le détail des dé�nitions, nous souhaitons donner les
grandes lignes de la preuve de (EID) sur l'espace H1([0, 1]p) par des tech-
niques de théorie géométrique de la mesure et par la formule de la co-aire,
nous n'e�ectuons ici aucune démonstration. Les preuves des théorèmes ci-
dessous s'avérant particulièrement délicates.
La notion suivante de "approximativement dérivable" est cruciale dans le
raisonnement. Soit f une fonction Lebesgue mesurable de R dans R. On dit
que f est approximativement di�érentiable en un point a ∈ R et de dérivée
égale à b si et seulement si :

∀ε > 0, lim
η→0

1

η
λ{x ∈ [a− η, a+ η] | |f(x)− f(a)− (x− a)b| > ε|x− a|} = 0.

On note alors b = apf ′(a).

De la même façon, si f est dé�nie de Rm dans R, on peut dé�nir ap∂if
ainsi que ap∇f = (ap∂1f, · · · , ap∂mf).

En�n, si f = (f1, · · · , fn) est une application de Rm dans Rn (n ≥ m), on
peut dé�nir le jacobien approximatif de f noté apJf . Le théorème suivant
découle de la formule de la co-aire :
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Théorème 6. Si m ≥ n, si ∀i ≤ m, ∀j ≤ n, ap∂ifj est dé�ni λm-presque
partout alors :

f∗(apJ(f)dλm) << dλn.

On pourra consulter les théorèmes 3.1.4, 3.1.8, 3.2.3, 3.2.11 de [20] pour
des démonstrations. Pour pouvoir appliquer ce critère, il reste à démontrer
que les fonctions f dans l'espace de Sobolev H1([0, 1]p, dx) sont approximati-
vement di�érentiables. Cela découle essentiellement du théorème suivant dû
à Stepano�.

Théorème 7. Si A ⊂ B ⊂ Rm, avec B ouvert et f : B −→ Rn tels que :

lim sup
x→a

|f(x)− f(a)|
|x− a|

<∞

pour tout a ∈ A, alors f est di�érentiable en λm presque tout point de A.

Par la suite, nous n'utiliserons pas ces arguments mais plutôt des tech-
niques empruntées à l'analyse fonctionnelle. Mentionnons quand même que
si nous gagnons en simplicité, nous avons besoin d'hypothèses d'intégrabilité
légèrement plus fortes.

4.2 Dé�nitions et propriétés générales

Ici nous rappelons les dé�nitions dont nous étudierons les propriétés dans
ce travail. Nous retrouvons notamment la propriété (EID) et dé�nissons son
"alter-ego" qui est la propriété (SEID).

Dé�nition 3. (Structure d'erreur)

Une structure d'erreur est un quintuplet (Ω,F ,P,D,Γ).
� (Ω,F ,P) est un espace probabilisé.
� D est un sous-espace vectoriel dense de L2(P).
� Γ est un opérateur bilinéaire symétrique positif de D× D dans L1(Ω).
� Si X = (X1, · · · , Xp) ∈ Dp et F : Rp → R est Lipschitzienne de classe
C1 alors F (X) ∈ D. En outre on a le calcul fonctionnel (règle de la
chaîne) :

Γ[F (X)] =
∑
i

∑
j

∂iF (X)∂jF (X)Γ[Xi, Xj].

� D muni de la norme ‖X‖D =
(
E{X2}+ E{Γ[X]}

) 1
2 est complet.
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Soit une structure d'erreur S = (Ω,F ,P,D,Γ). Introduisons deux dé�nitions,
dont nous étudions les liens ultérieurement.

Dé�nition 4. (Energy image density)

On dit que S satisfait la propriété (EID), si pour tout p-uplet X = (X1, · · · , Xp)
de variables aléatoires dans D :

X∗(det(Γ[Xi, Xj]i,j≤p) dP) << dλp.

La propriété précédente est fondamentale et n'a été prouvée que dans quelques
cas particuliers (espace de Poisson, espace de Wiener, espace de Monte-
Carlo). C'est une conjecture fondamentale de la théorie des formes de Di-
richlet depuis 1986. Elle très intimement reliée à la conjecture suivante.

Conjecture 1. conjecture des formes symétriques fermées

Soit µ une probabilité sur Rn. Soit A(x) une famille mesurable de matrices
n × n symétriques et positives telles que la forme quadratique di�érentielle∫
∇φA t∇φdµ dé�nie sur les fonctions C∞c soit fermable. Alors

χ{rang(A)=k}dµ << dHk.

Avec Hk la mesure de Hausdor� k-dimensionnelle sur Rn.

Dé�nition 5. (Strong energy image density)

On dit que S satisfait la propriété (SEID), si pour tout p-uplet X = (X1, · · · , Xp)

de Dp, pour toute suite de Dp Xn = (X
(n)
1 , · · · , X(n)

p ) telle que lim
n→∞

‖X −X(n)‖D = 0,

puis pour toute suite φn de fonctions de Cb(Rp,R) avec ‖φn‖∞ ≤ 1, on a la
propriété suivante.

∀Z ∈ L2(P), lim
n→∞

E{Z χ{det(Γ[Xi,Xj ]i,j≤p)6=0} (φn(Xn)− φn(X))} = 0.

Avant de rentrer dans le détail des signi�cations des deux dé�nitions pré-
cédentes, introduisons brièvement quelques notations.
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� D : D −→ L2(Ω,H) est un gradient tel que Γ[X] =< DX,DX >H.
(Ici H est un espace de Hilbert.)

� δ est l'opérateur adjoint du gradient.
� Pt est le semi-groupe engendré par la forme de Dirichlet E [X] = 1

2
E{Γ[X]}.

� A est le générateur associé au semi-groupe Pt.

La proposition suivante permet de clari�er la dé�nition de la propriété (SEID).

Proposition 2. (Convergence en variation totale et SEID)

Supposons que S satisfait la propriété (SEID). Soient X = (X1, · · · , Xp)

et Xn = (X
(n)
1 , · · · , X(n)

p ) des éléments de D tels que lim
n→∞

‖X −X(n)‖D = 0

et P-ps, det(Γ[Xi, Xj]i,j≤p) > 0. On a alors la propriété suivante de conver-
gence en variation totale :

lim
n→∞

sup
‖φ‖∞≤1

E(φ(Xn)− φ(X)) = 0.

Démonstration. Pour tout entier n, il existe φn continue telle que ‖φn‖∞ ≤ 1

et | sup
‖φ‖∞≤1

E(φ(Xn)− φ(X))− E(φn(Xn)− φn(X))| ≤ 1

n
. Il su�t alors d'ap-

pliquer la propriété (SEID) à la suite φn et en prenant également Z = 1 pour
obtenir le résultat souhaité. Précisons que par hypothèse, la variable X de
Dp étant presque sûrement non dégénérée, il découle que presque sûrement,
χ{det(Γ[Xi,Xj ]i,j≤p)6=0} = 1. q.e.d

Remarquons que la condition de non dégénérescence de la matrice Γ de la
limite est nécessaire. Prenons l'exemple de la structure de Dirichlet suivante :
S = ([0, 1],B([0, 1]), dx,H1([0, 1]),Γ[f ] = (f ′)2). On dé�nit alors la fonction
f valant 0 sur [0, 1

2
] et f(x) = x − 1

2
sur [1

2
, 1]. Puis on dé�nit fn = f + 1

n
.

On a alors lim
n→∞

‖fn − f‖H1 = 0 mais on n'a pas la convergence en variation

totale de (fn)∗dx vers f∗dx. Il su�t de considérer le borélien A = {0}, on a
E
{
χA(f)} = 1

2
et E

{
χA(fn)} = 0.

La proposition suivante explique en quoi, la propriété (SEID) est un renfor-
cement de la propriété (EID).

Proposition 3. (SEID)⇒(EID)

Si une structure d'erreur satisfait la propriété (SEID) alors elle satisfait la
propriété (EID).
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Démonstration.

Soit S = (Ω,F ,P,D,Γ) une structure d'erreur dont on suppose qu'elle sa-
tisfait la propriété (SEID). Soit p ≥ 1, et X = (X1, · · · , Xp) ∈ Dp, l'objec-
tif de la démonstration est d'obtenir que pour un borélien A de Rd négli-
geable pour la mesure de Lebesgue, E{χA(X)χ{det Γ[X]6=0}} = 0. L'idée de la
preuve est d'opérer une régularisation de la loi de X par convolution. Soit
U = (U1, · · · , Up), p variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur
[0, 1] et dé�nies sur un espace probabilisé auxiliaire (Ω̂, F̂ , P̂). On a,

ÊE{χA(X +
1

N
U)χ{det Γ[X] 6=0}} = 0.

Mais d'après la propriété (SEID),

lim
N→∞

E{(χA(X +
1

N
U)− χA(X))χ{det Γ[X]6=0}} = 0.

Ainsi, en intégrant par rapport à P̂ et en e�ectuant une convergence dominée,
on récupère bien que E{χA(X)χ{det Γ[X]6=0}} = 0. q.e.d

Remarque 3. Dans la démonstration précédente nous n'avons pas utilisé
pleinement la propriété (SEID). Nous n'avons utilisé que la sous-propriété
suivante :

pour toute suite hn convergeant vers 0 :

lim
N→∞

E{(χA(X + hN)− χA(X))χ{det Γ[X]6=0}} = 0.

Cette sous-propriété qui s'apparente à (SEID) sur les translations est en fait
équivalente à (EID). En e�et, rappelons que si µ est une mesure de probabilité
absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue alors

lim
h→0
‖τhµ− µ‖v−t = 0.

(Avec < τhµ, φ >=
∫
φ(x+ h)dµx.)

Nous savons que la propriété (EID) a été prouvée en toute généralité dans le
cas unidimensionnel (p=1). Dans le théorème suivant, nous démontrons que
(SEID) est également vraie pour toute structure d'erreur S et pour p = 1,
c'est à dire pour des variables à valeurs réelles. Ce théorème est important
dans la suite car il permet d'obtenir des résultats généraux en dimension
supérieure.
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Théorème 8. (SEID) pour p = 1.

Soient X et Xn des variables aléatoires dans D telles que lim
n→∞

‖Xn −X‖D = 0.

Fixons une suite quelconque de fonctions continues φn telles que ‖φn‖∞ ≤ 1
et Z un élément quelconque de L1. Sous ces hypothèses :

lim
n→∞

E{Zχ{Γ[X]6=0}(φn(Xn)− φn(X))} = 0.

Démonstration.

� Fixons un réel M > 0 et supposons dans un premier temps que toutes
les fonctions de la suite φn sont à support dans [−M,M ].

La suite χ{Γ[X] 6=0}(φn(Xn)−φn(X)) est bornée dans L∞(P), on peut en
extraire une sous-suite qui converge faiblement vers un élément W de
L∞(P). Ainsi,quel que soit Y dans L1(P) (quitte à renuméroter) :

lim
n→∞

E{Y χ{Γ[X]6=0}(φn(Xn)− φn(X))} = E{YW}.

L'objectif principal de la preuve est donc d'établir que W = 0. Notons

Ψn(x) =

∫ x

0

φn(t)dt. Fixons en�n U dans le domaine D(A) du généra-

teur. Ψn est de classe C1 et 1-Lipschitzienne. Remarquons que comme
les fonctions φn sont à support dans [−M,M ], alors les fonctions Ψn

sont uniformément bornées parM . Nous pouvons appliquer la propriété
de calcul fonctionnel.

Γ[Ψn(Xn)−Ψn(X), U ] = φn(Xn)Γ[Xn, U ]− φn(X)Γ[X,U ]

= (φn(Xn)− φn(X))Γ[X,U ] + φn(Xn)Γ[X −Xn, U ].

Prenons l'espérance des égalités précédentes. Pour Z dans D ∩ L∞, on
a l'intégration par parties suivante :

E{Γ[Ψn(Xn)−Ψn(X), U ]Z} = −E{Z(Ψn(Xn)−Ψn(X))A[U ]}
+E{(Ψn(Xn)−Ψn(X))Γ[Z,U ]}

= E{Z(φn(Xn)− φn(X))Γ[X,U ]}
+E{Zφn(Xn)Γ[X −Xn, U ]}.
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Ici nous utilisons pleinement le fait que la suite Ψn est uniformément
bornée, car Γ[Z,U ] ∈ L1 et E{(Ψn(Xn)−Ψn(X))Γ[Z,U ]} n'aurait pas
de sens autrement. D'une part (convergence dominée),

lim
n→∞

E{Z(Ψn(Xn)−Ψn(X))A[U ]} = lim
n→∞

E{(Ψn(Xn)−Ψn(X))Γ[Z,U ]} = 0.

lim
n→∞

E{Zφn(Xn)Γ[X −Xn, U ]} = 0.

d'autre part,

lim
n→∞

E{Z(φn(Xn)− φn(X))Γ[X,U ]} = lim
n→∞

E{Z(φn(Xn)− φn(X))χ{Γ[X]6=0}Γ[X,U ]}

= E{WZΓ[X,U ]}.

Ainsi, pour tout U dans D(A) et Z dans D∩L∞, on a E{WZΓ[X,U ]} =
0.

Finalement, E{W 2Γ[X,X]} = 0, donc Wχ{Γ[X] 6=0} = 0. Or on a claire-
ment Wχ{Γ[X]=0} = 0 (par construction). Ainsi W = 0. Autrement dit,
la seule valeur d'adhérence faible est 0, ce qui achève la démonstration.

� Nous avons prouvé dans l'étape ci-dessus que pour tout réel M > 0 et
pour toute suite de fonctions fn à support dans [−M,M ] :

lim
n→∞

E{Zχ{Γ[X]6=0}(fn(Xn)− fn(X))} = 0.

Il s'agit là de s'a�ranchir de la condition de support sur la suite de
fonctions φn. Quitte à renuméroter, on peut supposer que la suite Xn

converge presque sûrement vers X. En utilisant le théorème d'Egoro�,
la convergence est uniforme sur des ensemble de mesure arbitrairement
grande. Par conséquent, pour tout ε > 0, il existe Aε ∈ F et Mε > 0
avec :
� P(Aε) ≥ 1− ε,
� ∀ω ∈ Aε, ∀n ∈ N, |Xn| ≤Mε.
Soit φn une suite de fonctions qui ne sont plus à support dans

[−M,M ]. Nous utilisons alors le résultat intermédiaire prouvé ci-dessus :

lim
n→∞

E{ZχAεχ{Γ[X] 6=0}(φn(Xn)− φn(X))} = 0.
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En e�et, sur l'ensemble Aε la suite Xn et sa limite X sont à support
dans [−Mε,Mε], ainsi :

E{ZχAεχ{Γ[X]6=0}(φn(Xn)− φn(X))} =

E{ZχAεχ{Γ[X] 6=0}(χ[−M,M ](Xn)φn(Xn)− χ[−M,M ](X)φn(X))}.

En�n, la preuve s'achève en remarquant que :

|E{ZχAcεχ{Γ[X] 6=0}(φn(Xn)− φn(X))}| ≤ 2ε.

(Acε désigne le complémentaire de Aε.)
q.e.d

Une conséquence intéressante de la propriété précédente est que la conver-
gence en norme ‖·‖D est préservée par composition avec des applications Lip-
schitziennes. Ce résultat est déjà connu, mais la preuve que nous fournissons
est nouvelle, (voir [1]).

Corollaire 1. Convergence pour ‖ · ‖D et fonction Lipschitzienne.

Soient Xn et X des éléments de D tels que lim
n→∞

‖Xn −X‖D = 0. Et soit F

une application de R dans R, K-Lipschitzienne. Alors lim
n→∞

‖F (Xn)− F (X)‖D = 0.

Démonstration.

F est K-Lipschitzienne, nous avons déjà lim
n→∞

‖F (Xn)− F (X)‖L2(P) = 0.

Il reste à prouver que lim
n→∞

E [F (Xn)− F (X)] = 0.

En utilisant le calcul fonctionnel de classe Lipschitzien :

Γ[F (Xn)−F (X)] = (F ′(Xn))2Γ[Xn]+(F ′(X))2Γ[X]−2F ′(X)F ′(Xn)Γ[X,Xn].

Or,

lim
n→∞

E{|Γ[X,Xn]− Γ[X,X]|} = lim
n→∞

E{|Γ[Xn, Xn]− Γ[X,X]|} = 0.

Ainsi E [F (Xn)− F (X)] a même limite que E{Γ[X,X](F ′(Xn)− F ′(X))2}.

Or d'après la propriété (SEID),

lim
n→∞

E{Γ[X,X](F ′(Xn))2} = E{Γ[X,X](F ′(X))2},

lim
n→∞

E{Γ[X,X]F ′(Xn)F ′(X)} = E{Γ[X,X](F ′(X))2}.

Cela permet d'a�rmer que lim
n→∞

E{Γ[X,X](F ′(Xn)− F ′(X))2} = 0. q.e.d
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Étudions maintenant la stabilité de la propriété (SEID) vis à vis de l'opé-
ration produit in�ni. On sait que si Si est une famille de structures d'erreurs

telle que pour tout n,
n∏
i=1

Si satisfait (EID) alors
∞∏
i=1

Si satisfait encore (EID).

Cette propriété est d'une grande importance car elle permet d'obtenir (EID)
sur des objet de dimension "in�nie" tels que les solutions d'équations di�é-
rentielles stochastiques. Dans la proposition suivante nous montrons qu'il en
est de même pour (SEID). Nous renvoyons à [14] ou [5] pour les dé�nitions
des opérations "produit" et "image" sur les structures.

Proposition 4. Stabilité de (SEID) par produit in�ni.

Soit Si une famille de structures d'erreur telles que
n∏
i=1

Si satisfait (SEID)

pour tout rang n, alors
∞∏
i=1

Si véri�e (SEID).

Démonstration.

Soient X = (X1, ·, Xp) et Xn = (X
(n)
1 , ·, X(n)

p ) avec lim
n→∞

‖Xn −X‖D = 0. Soit

φn une suite de fonction de Cb(Rp,R) telles que ‖φn‖∞ ≤ 1 et soit Z ∈ L2(P).

Rappelons, que par dé�nition du produit de structures, P =
∞⊗
i=1

Pi. Dans

les calculs qui suivent, Eji désignera l'espérance par rapport à la mesure

P =

j⊗
k=i

Pk.

∣∣ E∞1 {Z(φn(Xn)− φn(X))χ{det Γq [X]6=0}} − E∞1 {Z(φn(Xn)− φn(X))χ{det Γ[X]6=0}}
∣∣

≤ 2E{|Z| |χ{det Γq [X] 6=0} − χ{det Γ[X]6=0}|}
≤ K E{(χ{det Γq [X] 6=0} − χ{det Γ[X]6=0})

2}.

Or, lim
q→∞

E{(χ{det Γq [X] 6=0} − χ{det Γ[X]6=0})
2} = 0, par convergence monotone.

Car lim
q→∞

↑ Γq[X] = Γ[X]. (Il s'agit ici de l'ordre naturel sur les matrices sy-

métriques).

A partir de maintenant on �xe un entier q tel que les quantités ci-dessus
soient proches à ε > 0 près.
Il nous su�t alors de démontrer que :

lim
n→∞

E∞1 {Z(φn(Xn)− φn(X))χ{det Γq [X] 6=0}} = 0.
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Mais par le théorème de Fubini,

E∞1 {Z(φn(Xn)−φn(X))χ{det Γ[X]6=0}} = E∞q+1{E
q
1{Z(φn(Xn)−φn(X))χ{det Γ[X]6=0}}}.

Or par dé�nition du produit in�ni de structures d'erreurs, P =
∞⊗

k=q+1

Pk-as,

ω = (ω1, · · · , ωq) −→ X(ω, ωq+1, · · · , ) ∈ Dq = D(S1 × · · · × Sq).

De plus, nous avons par hypothèse, lim
n→∞

‖Xn −X‖D = 0, donc lim
n→∞

E∞q+1{‖Xn −X‖2
Dq} =

0. Par le théorème de Riesz-Fischer de complétude des espaces Lp, on peut

trouver une sous-suite kn telle que P =
∞⊗

k=q+1

Pk-as, lim
n→∞

‖Xkn −X‖Dq(ωq+1, · · · ) = 0.

Par (SEID), P =
∞⊗

k=q+1

Pk-as :

lim
n→∞

Eq1{Z(φkn(Xkn)− φkn(X))χ{det Γq [X] 6=0}} = 0.

Par convergence dominée,

lim
n→∞

E∞q+1E
q
1{Z(φkn(Xkn)− φkn(X))χ{det Γq [X]6=0}} = 0.

q.e.d

Remarque 4. Néanmoins, la propriété (SEID) comme la propriété (EID)
ne passent pas aux "images" de structures d'erreur. La di�culté principale
résidant dans le fait que si Γ[X](ω) est non dégénérée alors E{Γ[X]|X}(ω)
peut être dégénérée. Toutefois, comme pour (EID) on peut démontrer que
(SEID) passe aux images injectives. C'est à dire que si S satisfait (SEID)
et X = (X1, · · · , Xp) est un p-uplet dont la matrice de covariance Γ[X] est
presque sûrement non dégénérée alors, l'image de S par X est une structure
d'erreur sur Rp qui satisfait (SEID).

Voyons maintenant une application de (SEID) pour les variables aléatoires
unidimensionnelles. Rappelons qu'une mesure de probabilité sur Rn est une
mesure de Rajchman si et seulement si lim

‖ξ‖→∞
µ̂(ξ) = 0.

Théorème 9. Les variables non dégénérées de Dp ont une loi de Rajchman.

Soient X = (X1, · · · , Xp) dans le domaine D d'une structure d'erreur S,
et dont Γ[X] = (Γ[Xi, Xj])i,j est presque sûrement non dégénérée.
Dans ce cas, PX : la loi de X, est une mesure de Rajchman sur Rp.
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Démonstration.

Soit X = (X1, · · · , Xp) satisfaisant les hypothèses du théorème. Soit U =
(U1, · · · , Up) les applications coordonnées de la structure d'erreur H1([0, 1]p),
en particulier U a pour loi la mesure de Lebesgue sur [0, 1]p. On dé�nit alors
Xn = X + 1

n
U , on a alors :

lim
n→∞

‖X −Xn‖D = 0.

Ici D représente le domaine de la structure produit S × H1([0, 1]p). Soit
ξn = (ξ

(n)
1 , · · · , ξ(n)

p ) ∈ Rp,

E{eiξn ·Xn − eiξn ·X} = E{ei ‖ξn‖
ξn
‖ξn‖

·Xn − ei ‖ξn‖
ξn
‖ξn}

·X}.

Quitte à renuméroter, et par compacité, on peut supposer que ξn
‖ξn‖ converge

vers ξ
‖ξ‖ . Ainsi,

lim
n→∞

‖ ξn
‖ξn‖

·Xn −
ξ

‖ξ‖
·X‖D = 0.

lim
n→∞

‖ ξn
‖ξn‖

·X − ξ

‖ξ‖
·X‖D = 0.

lim
n→∞

E{gn(
ξn
‖ξn‖

·X)− gn(
ξ

‖ξ‖
·X)} = 0.

lim
n→∞

E{gn(
ξn
‖ξn‖

·Xn)− gn(
ξ

‖ξ‖
·X)} = 0.

Pour les deux dernières équations, on a appliqué (SEID) à la suite de fonc-
tions gn(x) = ei‖ξn‖x, grâce au fait que la variable limite ξ

‖ξ‖ · X est non

dégénérée. Véri�ons juste ce dernier point, Γ[ ξ
‖ξ‖ ·X] = t( ξ

‖ξ‖)Γ[X]( ξ
‖ξ‖). Or

cette dernière quantité est toujours non nulle, eu égard au fait que Γ[X] est
par hypothèse une matrice symétrique dé�nie positive. En�n, pour conclure,
il faut remarquer que :

E{ei ‖ξn‖
ξn
‖ξn‖

·Xn−ei ‖ξn‖
ξn
‖ξn}

·X} = E{gn(
ξn
‖ξn‖

·X)−gn(
ξ

‖ξ‖
·X)}−E{gn(

ξn
‖ξn‖

·Xn)−gn(
ξ

‖ξ‖
·X)}.

Ceci assure donc que :

lim
n→∞

E{eiξn ·Xn − eiξn ·X} = 0.
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Ce qui peut s'écrire plus explicitement,

lim
n→∞

sup
ξ∈Rp
| ˆPXn(ξ)− P̂X(ξ)| = 0.

Autrement dit, la convergence dans le domaine entraîne la convergence uni-
forme des transformées de Fourier des lois.
Pour conclure, il su�t de remarquer que par construction la loi deXn possède
une densité par rapport à la mesure de Lebesgue et est donc de Rajchman.
La propriété précédente permet d'a�rmer que PX est aussi une mesure de
Rajchman. q.e.d

4.3 Cas particulier de la structure d'erreur
d'Ornstein-Uhlenbeck sur l'espace de Wiener

Dans cette partie, nous démontrons une version plus faible (nécessitant
des hypothèses d'intégrabilité supplémentaires) de la propriété (SEID) pour
la structure d'erreur uniforme H1([0, 1]p) puis nous déduirons une propriété
analogue pour la structure d'erreur d'Ornstein-Uhlenbeck H1(N (0, Idp),Rp).

Théorème 10. (SEID) Mesure de Lebesgue

Soit fn = (f
(n)
1 , · · · , f (n)

p ) une suite de H1([0, 1]q) qui converge vers f =
(f1, · · · , fp) pour la norme de H1.
Nous ferons l'hypothèse d'intégrabilité supplémentaire que la suite ∇fn est
bornée dans Lp(dλq).
Dans ce cas, nous avons la propriété (SEID), à savoir pour toute suite φn de
fonctions continues (‖φn‖∞ ≤ 1) et toute fonction g dans L2(dλq), on a la
limite suivante :

lim
n→∞

∫
[0,1]q

g(x)(φn(fn(x))− φn(f(x)))χ{det Γ[f ]6=0}(x)dx1 · · · dxq = 0.

Avant de rentrer dans le détail de la preuve générale, et a�n de �xer les
idées, nous démontrons ici le cas particulier q = p = 2. Soient Fn = (fn, gn)
dans H1([0, 1]2) et convergeant pour la norme H1 vers F = (f, g). Soit ψn
une suite de fonctions quelconque de classe C1(R2,R) avec ‖ψn‖∞ ≤ 1. Nous
souhaitons démontrer que pour toute fonction h dans L2([0, 1]2) on a la limite
suivante :

lim
n→∞

∫
[0,1]2

h(ψn(Fn)− ψn(F ))χ{det Γ[F ]6=0}dxdy = 0.
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Pour ce faire, nous allons introduire Ψn(x, y) =
∫ x

0
ψn(t, y)dt une primitive

par rapport à la première variable de ψn. La règle de di�érentiation en chaîne
assure donc que :

∂1[Ψn(Fn)] = ψn(Fn)∂1fn + ∂2[Ψn](Fn)∂1gn,

∂2[Ψn(Fn)] = ψn(Fn)∂1fn + ∂2[Ψn](Fn)∂2gn.

Nous souhaitons éliminer le terme ∂2[Ψn] car nous n'avons aucun contrôle
sur ce terme. On procède par combinaison linéaire, ainsi :

∂1[Ψn(Fn)]∂2gn − ∂2[Ψn(Fn)]∂1gn = ψn(Fn)(∂1fn∂2gn − ∂1gn∂1fn).

Ou autrement écrit , {Ψn(Fn), gn} = ψn(Fn){fn, gn} avec {u, v} = ∂1u∂2v −
∂2u∂1v le crochet de Poisson.

Si l'on introduit maintenant Hn = (f, gn), par simple application des cal-
culs précédents on obtient, pour une fonction test φ ∈ C∞c ([0, 1]2,R) :

φ{Ψn(Fn)−Ψn(Hn), gn} = φ
(
ψn(Fn){fn, gn} − ψn(Hn){f, gn}

)
.

Mais par hypothèse, lim
n→∞

∫
[0,1]2
|{fn, gn} − {f, g}|dxdy = 0. On en déduit :

lim
n→∞

∫
[0,1]2

φ
(
ψn(Fn){fn, gn}−ψn(Hn){f, gn}

)
dxdy−

∫
[0,1]2

φ
(
ψn(Fn)−ψn(Hn)

)
{f, g}dxdy = 0,

lim
n→∞

∫
[0,1]2

φ
(
ψn(Fn)−ψn(Hn)

)
{f, g}dxdy−

∫
[0,1]2

φ{Ψn(Fn)−Ψn(Hn), gn}dxdy = 0.

Mais par intégration par parties, on a :∫
[0,1]2

φ{Ψn(Fn)−Ψn(Hn), gn}dxdy = −
∫

[0,1]2
(Ψn(Fn)−Ψn(Hn)){φ, gn}dxdy.

Or par construction Ψn(Fn)−Ψn(Hn) =

∫ fn−f

0

ψn(t, gn)dt.

Et donc, lim
n→∞

∫
[0,1]2

(Ψn(Fn)−Ψn(Hn)){φ, gn}dxdy = 0.

Nous en déduisons que

lim
n→∞

∫
[0,1]2

φ
(
ψn(Fn)− ψn(Hn)

)
{f, g}dxdy = 0.
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Il su�t pour conclure de choisir des fonctions test φ telles que :∫
[0,1]2
|φ{f, g} − hχ{det Γ[F ]6=0}|dxdy ≤ ε.

Cela est possible car det Γ[F ] = {f, g}2.

Il reste à dire que ψn(fn, gn)− ψn(f, g) se décompose de la façon suivante :

ψn(fn, gn)− ψn(f, g) = (ψn(fn, gn)− ψn(f, gn)) + (ψn(f, gn)− ψn(f, g)).

La démonstration précédente ne traite que le terme ψn(fn, gn) − ψn(f, gn).
Pour traiter le terme (ψn(f, gn)−ψn(f, g)) il faut procéder de façon tout à fait
analogue en considérant cette fois ci, θn(x, y) =

∫ y
0
ψn(x, s)ds, la primitive

de ψn respectivement à la seconde variable.
Passons au cas général. Dans la suite p ≤ q, si p > q alors la propriété est
triviale car χ{det Γ[f ] 6=0} = 0.

Démonstration.

Sans perte de généralité, on peut supposer que la suite de fonctions φn consi-
dérée est de classe C1. Le passage aux fonctions continues se fera alors par
densité, étant donné qu'on a de l'uniformité sur les fonctions φn que l'on
choisit.

Dé�nissons Ψn(x1, x2, · · · , xp) =
∫ x1

0
φn(t, x2, · · · , xp)dx1 · · · dxp.

Pour tout k ∈ {1, · · · , q} :

∂k[Ψn(f
(n)
1 , f

(n)
2 , · · · , f (n)

p )] = φn(fn)∂kf
(n)
1 +

p∑
j=2

∂j[Ψn](fn)∂kfj.

Ce qui peut s'écrire matricielle-ment :


∂1[Ψn(fn)]
∂2[Ψn(fn)]

...
∂q[Ψn(fn)]

 =


∂1f

(n)
1 ∂1f

(n)
2 · · · ∂1f

(n)
p

∂2f
(n)
1 ∂2f

(n)
2 · · · ∂2f

(n)
p

...
...

...
...

∂qf
(n)
1 ∂qf

(n)
2 · · · ∂qf

(n)
p




∂1[Ψn](fn)
∂2[Ψn](fn)

...
∂p[Ψn](fn)

 .

A partir de maintenant, on �xe I = {i1, · · · , ip} un sous-ensemble d'indices
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de {1, · · · , q}.

Nous avons donc le système suivant qui est l'extraction du système précédent
pour l'ensemble des indices dans I :

∂i1 [Ψn(fn)]
∂i2 [Ψn(fn)]

...
∂ip [Ψn(fn)]

 =


∂i1f

(n)
1 ∂i1f

(n)
2 · · · ∂i1f

(n)
p

∂i2f
(n)
1 ∂i2f

(n)
2 · · · ∂i2f

(n)
p

...
...

...
...

∂ipf
(n)
1 ∂ipf

(n)
2 · · · ∂ipf

(n)
p




∂1[Ψn](fn)
∂2[Ψn](fn)

...
∂p[Ψn](fn)

 .

Les formules de Cramer assurent que :

det(A
(n)
I )φn(fn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂i1 [Ψn(fn)] ∂i1f

(n)
2 · · · ∂i1f

(n)
p

∂i2 [Ψn(fn)] ∂i2f
(n)
2 · · · ∂i2f

(n)
p

...
...

...
...

∂ip [Ψn(fn)] ∂ipf
(n)
2 · · · ∂ipf

(n)
p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
On a noté :

A(n) =


∂1f

(n)
1 ∂1f

(n)
2 · · · ∂1f

(n)
p

∂2f
(n)
1 ∂2f

(n)
2 · · · ∂2f

(n)
p

...
...

...
...

∂qf
(n)
1 ∂qf

(n)
2 · · · ∂qf

(n)
p

 ; A
(n)
I =


∂i1f

(n)
1 ∂i1f

(n)
2 · · · ∂i1f

(n)
p

∂i2f
(n)
1 ∂i2f

(n)
2 · · · ∂i2f

(n)
p

...
...

...
...

∂ipf
(n)
1 ∂ipf

(n)
2 · · · ∂ipf

(n)
p

 .

Grâce aux calculs algébriques précédents, nous pouvons commencer la preuve
du théorème. Pour ce faire, nous allons introduire Z une limite faible de la
suite (φn(f

(n)
1 , f

(n)
2 , · · · , f (n)

p )− φn(f1, f
(n)
2 , · · · , f (n)

p )).

Autrement dit, et quitte à renuméroter la suite on a pour tout w dans
L1(dλq) :

lim
n→∞

∫
[0,1]q

w(φn(f
(n)
1 , f

(n)
2 , · · · , f (n)

p )−φn(f1, f
(n)
2 , · · · , f (n)

p ))dλq =

∫
[0,1]q

wZdλq.

Il su�t alors de prouver que Zχ{detA 6=0} = 0. Rappelons à cet e�et que
puisque det Γ[f ] = (detA)2, {detA 6= 0} = {det Γ[f ] 6= 0}.
Remarquons également que nous considérons (φn(f

(n)
1 , f

(n)
2 , · · · , f (n)

p )−φn(f1, f
(n)
2 , · · · , f (n)

p ))

au lieu de (φn(f
(n)
1 , f

(n)
2 , · · · , f (n)

p ) − φn(f1, f2, · · · , fp)). Mais cela sera su�-
sant, il su�t en e�et de considérer la décomposition suivante, et d'appliquer
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la méthode à chaque terme de la décomposition ci-dessous.

φn(f
(n)
1 , f

(n)
2 , · · · , f (n)

p )− φn(f1, f2, · · · , fp) = φn(f
(n)
1 , f

(n)
2 , · · · , f (n)

p )− φn(f1, f
(n)
2 , · · · , f (n)

p )

+φn(f1, f
(n)
2 , · · · , f (n)

p )− φn(f1, f2, f
(n)
3 · · · , f (n)

p )

+φn(f1, f2, f
(n)
3 , · · · , f (n)

p )− φn(f1, f2, f3, f
(n)
4 , · · · , f (n)

p )

...

+φ(f1, f2, · · · , fp−1, f
(n)
p )− φ(f1, f2, · · · , fp−1, fp).

De ce qui précède on tire que (avec gn = (f1, f
(n)
2 , · · · , f (n)

p )) et B(n)
I =

mat((∂ikgl)k,l)) :

det(A
(n)
I )φn(fn)−det(B

(n)
I )φn(gn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂i1 [Ψn(fn)−Ψn(gn)] ∂i1f

(n)
2 · · · ∂i1f

(n)
p

∂i2 [Ψn(fn)−Ψn(gn)] ∂i2f
(n)
2 · · · ∂i2f

(n)
p

...
...

...
...

∂ip [Ψn(fn)−Ψn(gn)] ∂ipf
(n)
2 · · · ∂ipf

(n)
p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Nous avons supposé également que ∇fn est bornée dans L(p) et que fn
converge vers f dans H1. Cela permet d'a�rmer que

lim
n→∞

∫
[0,1]q
| det(A

(n)
I )−det(AI)|dλq = lim

n→∞

∫
[0,1]q
| det(B

(n)
I )−det(AI)|dλq = 0.

Par suite, pour toute fonction test w de C∞c ([0, 1]q,R), on a la limite suivante :

lim
n→∞

∫
[0,1]q

(det(A
(n)
I )φn(fn)− det(B

(n)
I )φn(gn))wdλp =

∫
[0,1]q

Zw detAIdλq.

Ce que l'on va montrer, c'est que pour toute fonction test w,
∫

[0,1]q
Zw detAIdλq =

0.
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Il su�t pour ça de revenir à l'expression avec les déterminants :∫
[0,1]q

(det(A
(n)
I )φn(fn)− det(B

(n)
I )φn(gn))w =

∫
[0,1]q

w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂i1 [Ψn(fn)−Ψn(gn)] ∂i1f

(n)
2 · · · ∂i1f

(n)
p

∂i2 [Ψn(fn)−Ψn(gn)] ∂i2f
(n)
2 · · · ∂i2f

(n)
p

...
...

...
...

∂ip [Ψn(fn)−Ψn(gn)] ∂ipf
(n)
2 · · · ∂ipf

(n)
p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dλq =

−
∫

[0,1]q
(Ψn(fn)−Ψn(gn))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂i1w ∂i1f

(n)
2 · · · ∂i1f

(n)
p

∂i2w ∂i2f
(n)
2 · · · ∂i2f

(n)
p

...
...

...
...

∂ipw ∂ipf
(n)
2 · · · ∂ipf

(n)
p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dλq ≤

C‖Ψn(fn)−Ψn(gn)‖L2(λq) ≤ C‖fn − gn‖L2(λq).

On a donc bien prouvé, que pour toute fonction test w,
∫

[0,1]q
Zw detAIdλq =

0, ou encore Z detAI = 0. Le raisonnement étant valable pour tout sous-
ensemble d'indice I, on a bien Z det(A) = 0. q.e.d

Remarque 5. Le point clé de la démonstration précédente est le résultat sui-
vant. Pour w1, w2, · · · , wp+1 de classe C∞c ([0, 1]q,R) on a la formule d'inté-
gration par partie suivante qui découle essentiellement du lemme de Schwartz
∂(i,j) = ∂(j,i). Ce lemme peut ensuite s'étendre par densité à des fonctions
moins régulières telles que celles de W1,p, pourvu qu'il n'y ait pas de termes
de bord. Il n'y a pas de termes de bord, si l'une des fonctions wi est à support
compact.

∫
[0,1]q

wp+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂1w1 ∂1w2 · · · ∂1wp
∂2w1 ∂2w2 · · · ∂2wp
...

...
...

...
∂pw1 ∂pw2 · · · ∂pwp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dλq = −
∫

[0,1]q
w1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂1wp+1 ∂1w2 · · · ∂1wp
∂2wp+1 ∂2w2 · · · ∂2wp

...
...

...
...

∂pwp+1 ∂pw2 · · · ∂pwp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dλq.
Cette formule est par essence multilinéaire. Pour la démontrer, on peut la
tester facilement sur les fonction exponentielles ei<α,x> puis l'étendre par
approximation de Fourier par exemple.

Remarque 6. Dans cette remarque, nous allons e�ectuer une preuve di�é-
rente de la formule d'intégration par parties ci-dessus. Cette preuve (beaucoup



4. Propriétés de convergence dans les structures d'erreur 55

plus claire et concise) est due à Damien Lamberton et Vlad Bally et n'utilise
pas d'arguments de type "Fourier" qui seraient fastidieux à rédiger en inté-
gralité.

∫
wp+1 det[∂w]dλp =

∑
π∈Sp

ε(π)

∫
wp+1∂π(1)w1 · · · ∂π(p)wpdλp

= −
∑
π∈Sp

ε(π)

∫
w1∂π(1)(wp+1∂π(2)w2 · · · ∂π(p)wp)dλp

= −
∑
π∈Sp

ε(π)

∫
w1∂π(1)wp+1∂π(2)w2 · · · ∂π(p)wpdλp

−
∑
π∈Sp

ε(π)

∫
w1wp+1∂π(1)(∂π(2)w2 · · · ∂π(p)wp)dλp.

Avec π une permutation, ε(π) sa signature et Sp l'ensemble des permutations
de p éléments.
A�n de conclure, il faut prouver que le terme

∑
π∈Sp ε(π)

∫
w1wp+1∂π(1)(∂π(2)w2 · · · ∂π(p)wp)dλp

est nul. Mais alors,∑
π∈Sp

ε(π)

∫
w1wp+1∂π(1)(∂π(2)w2 · · · ∂π(p)wp)dλp =

∫
w1wp+1

∑
π∈Sp

ε(π)
n∑
k=2

(
∏
i 6=k

∂π(i)wi)× ∂π(1)∂π(k)wkdλp

On �xe k, et on note τk la permutation qui échange 1 et k. On a d'une part
le lemme de Schwartz qui assure : ∂π(1)∂π(k)wk = ∂π(k)∂π(1) et d'autre part,
∂π(k)∂π(1)wk = ∂π(τk(1)∂π(τk(k)wk. Cela dit, remarquons que ε(π(τk)) = −ε(π),
on récupère que :∫ ∑

π∈Sp

ε(π)(
∏
i 6=k

∂π(i)wi)×∂π(1)∂π(k)wkdλp = −
∫ ∑

π∈Sp

ε(π)(
∏
i 6=k

∂π(i)wi)×∂π(1)∂π(k)wkdλp.

Cela achève la démonstration.
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Remarque 7. Notons en�n que la preuve précédente s'articule autour de la
formule d'intégration par parties :∫

det(∇If)h∂1Ψ(f)dλp =

∫
Ψ(f) det(∂Ih,∇I(f2), · · · ,∇I(fp))dλp.

Suite à une remarque de Vlad Bally sur la précédente intégration par parties,
en prenant les bonnes fonctions test et en supposant la non-dégénérescence
adéquate, on obtient :∫

g∂1Ψ(f) =

∫
Ψ(f) det[∇I(

g

(det∇If)
),∇If2, · · · ,∇Ifp)].

En notant H1
I (g, f) = det[∇I( g

(det∇If)
),∇If2, · · · ,∇Ifp)], le poids apparais-

sant dans l'intégration par parties, on pourrait obtenir (sous les bonnes hy-
pothèses) des majorations du type :

‖H1
I (g, f)‖p ≤ C‖(det∇If)−1‖p′‖(g,∇Ig)‖p′‖(∇If,∇I∇If)‖p′ .

Ces majorations permettent d'obtenir des critères quantitatifs de régularité
des lois.

Examinons le cas de la structure d'erreur d'Ornstein-Uhlenbeck multidi-
mensionnelle : SO−U = (R,B(R),N (0, 1),H(N (0, 1)),Γ[f ] = (f ′)2)q. On a
alors l'analogue du théorème précédent à savoir :

Théorème 11. (SEID) Ornstein-Uhlenbeck

Soit fn = (f
(n)
1 , · · · , f (n)

p ) une suite de H1(Rq,N (0, Iq)) qui converge vers
f = (f1, · · · , fp) pour la norme de H1(N (0, Iq)).
Nous ferons l'hypothèse d'intégrabilité supplémentaire que la suite ∇fn est
bornée dans Lp(N (0, Iq)).
Dans ce cas, nous avons la propriété (SEID), à savoir pour toute suite φn de
fonctions continues (‖φn‖∞ ≤ 1) et toute fonction g dans L2(N (0, Iq)), on a
la limite suivante :

lim
n→∞

∫
Rq
g(x)(φn(fn(x))−φn(f(x)))χ{det Γ[f ] 6=0}(x)

e−(x21+···+x2q)/2

(2π)
q
2

dx1 · · · dxq = 0.

Démonstration.

On peut se ramener à la mesure de Lebesgue. On commence par �xer un
réel M > 0 tel que :

|
∫
Rq
χ{|x‖1≥M}g(x)(φn(fn(x))− φn(f(x)))χ{det Γ[f ]6=0}(x)

e−(x21+···+x2q)/2

(2π)
q
2

dx1 · · · dxq| ≤∫
Rq
χ{|x‖1≥M}g(x)dN (0, Iq) ≤ ε.
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Il su�t alors de prouver que :

lim
n→∞

∫
[−M,M ]q

e−(x21+···+x2q)/2

(2π)
q
2

g(x)(φn(fn(x))−φn(f(x)))χ{det Γ[f ] 6=0}(x)
e−(x21+···+x2q)/2

(2π)
q
2

dx1 · · · dxq = 0.

Or il est clair que les fonctions fn restreintes à [−M,M ]q sont dansH1([−M,M ]q, dλq).
En�n comme la densité de la mesure gaussienne ne s'annule pas et que
∇fn est bornée dans Lp(Rq,N (0, Iq)) alors ∇fn est également bornée dans
Lp([−M,M ]q, dλq). On peut donc appliquer le théorème 10. q.e.d

Voyons maintenant quelques applications des théorèmes précédents.

Corollaire 2. Itération aléatoire de fonctions dépendant d'un paramètre

Soit F : R × [0, 1] × [a, b] −→ R une application continue. On fait les hypo-
thèses suivantes.

1. il existe k ∈ [0, 1[ tel que

∀(x, x′) ∈ R2, sup
y∈[0,1], z∈[a,b]

|F (x, y, z)− F (x′, y, z)| ≤ k|x− x′|.

2. il existe C > 0 tel que :

sup
z∈[a,b]

|F (x, y, z)− F (x′, y′, z′)| ≤ C|x− x′|+ C|y − y′|.

3. (x, y, z) −→ F (x, y, z) est de classe C1.

4. Pour tout z, pour tout x, l'application : y −→ F (x, y, z) n'est pas
constante et ∂1F (x, y, z) 6= 0.

On considère la chaîne de Markov Xn+1 = F (Xn, Un+1, z), où les Ui est
une suite indépendante équidistribuée de lois uniformes sur [0, 1]. On a les
conclusions suivantes.

1. Pour toute valeur du paramètre z, Xn converge en loi vers une mesure
de proba µz.

2. lim
z→z′
‖µz − µ′z‖v−t = 0.

Démonstration.

Considérons la structure d'erreur produit in�ni suivante H1([0, 1])N. Les ti-
rages Ui peuvent être assimilés aux coordonnées de cette structure d'erreur.
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Soit fi(x) = F (x, Ui, z), Xn = fn ◦ · · · ◦ f1(x0). Ainsi Xn a même loi que
f1 ◦ f2 ◦ · · · ◦ fn(x0). En inversant ainsi l'ordre des itérations, nous allons
démontrer que Zn = f1 ◦ f2 ◦ · · · fn(x0) converge dans D pour la norme ‖ · ‖D
vers une variable aléatoire de loi µz.

‖Zn+1 − Zn‖L2 ≤ Ckn,

Γ[Zn] = ∂2F (f2 ◦ · · · ◦ fn(x0), U1, z)
2 + · · ·+

∂1F (f2 ◦ · · · ◦ fn(x0), U1, z)
2 · · · ∂1F (fn(x0), Un−1, z)

2∂2F (x0, Un, z)
2.

Par conséquent, Zn converge dans L2 vers Z∞ et E [Zn] est bornée. Par suite
Z∞ ∈ D. Nous allons à présent démontrer que lim

z′→z
‖Z∞(z′)− Z∞(z)‖D = 0.

Pour tout ε > 0, il existe N ≥ 1 tel que :

sup
z∈[a,b]

‖Zz
∞ − Zz

n‖D ≤ ε.

Il est donc su�sant de prouver que pour tout n :

lim
z→z′
‖Zz

n − Zz′

n ‖D = 0.

Cela découle directement de l'hypothèse 3.

Il reste à étudier la non dégénérescence de Γ[Z∞]. On a la formule suivante :

Γ[Zz
∞] = ∂2F (Z∞2 , U1, z)

2+· · ·+∂1F (Z∞2 , U1, z)
2 · · · ∂1F (Z∞n , Un−1, z)

2∂2F (Z∞n+1, Un, z)
2+· · · .

Où l'on a noté Z∞p = lim
n→∞

fp ◦ fp+1 ◦ · · · fn(x).

En utilisant l'hypothèse 4, on obtient que Γ[Z∞](ω) = 0 si et seulement
si pour tout p ≥ 1, ∂2F (Z∞p+1, Up, z)(ω) = 0.
Introduisons l'événement An = {∀p ≥ n, ∂2F (Z∞p+1, Up, z)(ω) = 0}. Ainsi⋂
nAn est un événement de la tribu asymptotique.

On en déduit que P{Γ[Z∞] = 0} ∈ {0, 1}. Et P{Γ[Z∞] = 0} = 1 si et seule-
ment si, µz ⊗ dλy∂2F (x, y, z) = 0, ce qui va impliquer que pour certaines
valeurs de x, la fonction y → F (x, y, z) est constante.
Pour achever la démonstration, il su�t d'utiliser le théorème 8, car les va-
riables Zn sont à valeurs dans R. q.e.d

Remarque 8. Le résultat précédent se généralise à la dimension supérieure.
Il faut toutefois modi�er les conditions de non dégénérescence sur F dans
l'esprit du chapitre de cette thèse sur l'absolue continuité des mesures sta-
tionnaires.
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Par des méthodes issues du calcul de Malliavin et sous-condition de Hör-
mander on sait que la famille des probabilités de transition pt(x, y) d'une
di�usion est régulière en (x, y) (voir [33] pages 125-135). Cela permet d'étu-
dier facilement la dépendance des lois aux conditions initiales.
Si les coe�cients fonctionnels ne sont pas assez réguliers (disons de classe
C1) une telle approche est souvent impossible. La condition de Hörmander
nécessite souvent beaucoup de régularité sur les coe�cients. La proposition
suivante permet d'étudier la question en toute généralité. Nous n'avons pas
réussi à abaisser la régularité à Lipschitzien.

Corollaire 3. Dépendance des lois de solutions de S.D.E à la condition ini-
tiale.

Considérons l'équation di�érentielle stochastique à valeurs dans Rp :

Xx
t = x+

∫ t

0

b(Xx
s , s)dt+

d∑
j=1

∫ t

0

σj(X
x
s , s)dW

j
s . (4.1)

Nous supposons les conditions suivantes sur les coe�cients B et σ :

1.
d∑
j=1

‖σj(x, t)− σj(y, t)‖+ ‖B(x, t)−B(y, t)‖ ≤ K‖x− y‖ ; x, y ∈ Rm, t ∈ [0, T ].

2. t→ B(0, t), t→ σj(0, t) sont bornées sur [0, T ].

3. Pour tout réel t, x→ σ(x, t) et x→ B(x, t) sont de classe C1.

Dans ce cas, nous avons les conclusions suivantes.

1. Pour tout x dans Rm, pour tout t dans [0, T ] et tout p ≥ 2, Xx
t ∈ D1,p.

De plus, il existe r tel que sup
y∈B(x,r)

‖Xy
t ‖D1,p <∞.

2. lim
x→y
‖Xx

t −X
y
t ‖D = 0.

3. On a la propriété (SEID), à savoir pour toute suite de fonctions φn
continues sur Rm telle que ‖φn‖∞ ≤ 1, pour toute fonction arbitraire
Z dans L2(P) et pour toute suite yn convergeant vers y :

lim
n→∞

E{Zχ{det Γ[Xy
t ]6=0}(φn(Xyn

t )− φn(Xy
t ))} = 0.
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4. Si par exemple P{det Γ[Xy
t ] 6= 0} = 1, alors la loi de Xx

t converge en
variation totale vers la loi de X t

y quand x tend vers y.

Démonstration.

Procédons point par point.

1. Cette propriété qui se démontre par un raisonnement d'itération de
Picard est faite dans le livre [33]. Il s'agit du théorème 2.2.1 à la page
119. Pour cela, l'hypothèse 3 est inutile.

2. Cette propriété découle du théorème de point �xe à paramètre suivant.

Soit (K, d) un espace métrique complet, et U un ouvert de Rm. Soit
F : K×U → K une application continue telle que pour tout x dans U ,
il existe rx > 0 et αx ∈ [0, 1[ avec :

sup
y∈B(x,rx)

sup
a,b∈K

d(F (a, y), F (b, y)) ≤ αxd(a, b).

Alors pour tout x dans U , il existe un unique point �xe ax dans K pour
l'application F (·, x). De plus l'application x→ ax est continue.

Rappelons que pour démontrer le premier point, on étudie la suite
d'itérations de Picard :

X0(t) = x

Xn+1(t) = x+

∫ t

0

d∑
j=1

σj(s,Xn(s))dW j
s +

∫ t

0

B(s,Xn(s))ds.

Ce qui s'écrit Xn+1 = T (Xn, x). L'espace de Banach considéré est :

E = {φ(s, ω) ∈ D | sup
s∈[0,T ]

‖φ(x)‖D <∞}.

Il su�t de véri�er que T est continue sur E×Rm. Cela provient essen-
tiellement de la formule suivante :

]Tφ(t) =

∫ t

0

∂2B(s, φ(s))]φ(s)ds+
d∑
j=1

∫ t

0

∂2σj(s, φ(s))]φ(s)dW j
s+

d∑
j=1

∫ t

0

σj(s, φ(s))dŴ j
s .

Ŵ représentant un mouvement brownien indépendant de W . Il s'agit
là du choix d'un gradient particulier qui est l'opérateur ]. Rappelons
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brièvement que cet opérateur est dé�ni par la formule (valable sur les
fonctionnelles régulières du Brownien) :

]F (Wh1 , · · · ,Whp) =

p∑
k=1

∂kF (Wh1 , · · · ,Whp)

∫
hkdŴ .

Nous pouvons déduire de cette formule (par les théorèmes classiques
de convergence sous les intégrales) que si φn tend vers φ pour la norme
de E alors :

lim
n→∞

E Ê{|]Tφn(t)− ]Tφ(t)|2} = 0.

Puis l'on a également

lim
n→∞,x→y

E{|T (φn, x)− T (φ, y)|2} = 0.

L'hypothèse de classe C1 est alors utilisée pour passer à la limite dans
les dérivées partielles des fonctions B et φ.

3. Pour démontrer ce point là, il faut utiliser conjointement le théorème
11 et la proposition 4.

D'après le point 2, on sait que lim
x→y
‖Xx

t −X
y
t ‖D = 0. Mais on sait que

E{Γ[Xx
t ]p} est bornée sur un voisinage de x, pour tout p ≥ 2. Cette hy-

pothèse de contrôle de la norme p du gradient nous permet d'appliquer
le théorème 11.

4. Le point 4 est un corollaire du point 3 et de la proposition 2.

q.e.d

4.4 Vers le cas général...

Dans cette section nous souhaitons établir une liste des pistes de re-
cherches qui nous paraissent intéressantes pour généraliser les résultats obte-
nus dans ce travail. Bien entendu, nous ne prétendons établir (EID) ni (SEID)
dans le cas général car il s'agirait là de la démonstration d'une conjecture
délicate. Nous jetons juste les bases d'un travail de recherche post-doctoral
qui permettrait de prolonger les idées de ce travail.

4.4.1 Faire opérer les fonctions à valeurs réelles

C'est dans une optique semblable que nous avons obtenu le théorème 9.
Nous avions alors décider de faire opérer les fonctions linéaires ax+ by+ · · · .
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Il nous parait très plausible qu'en faisant opérer une catégorie moins "res-
trictive" de fonctions, nous puissions obtenir un peu mieux que le caractère
Rajchman des mesures.

Proposition 5. Soit B = {φ ∈ C1,α
∣∣∣‖φ‖C1,α(Rp,R) ≤ 1}, la boule unité des

fonctions C1 à dérivée α-hölderienne. Soit E = {φ ∈ Cb(R,R)
∣∣∣‖φ‖∞ ≤ 1}.

Soit Xn = (X1
n, · · · , Xp

n) une suite variables aléatoires convergeant dans D
vers X = (X1, · · · , Xp). Dans ce cas :

lim
n→∞

sup
φ∈E

sup
Ψ∈B

E{(φ ◦Ψ(Xn)− φ ◦Ψ(X)) det Γ[X]} = 0.

Démonstration. La preuve découle immédiatement du théorème 8. Il su�t
de remarquer que l'espace B est compact pour la topologie de la convergence
C1 et que la convergence C1 préserve la convergence pour ‖ · ‖D.

q.e.d

Nous n'avons pas réussi à exploiter cette idée mais nous avons remarqué
que si nous arrivons à prendre α = 0 dans la proposition ci-dessus alors c'est

gagné. En e�et sup
φ∈E

sup
Ψ∈B

∫
φ ◦Ψ(x)dµx = ‖µ‖v-t.

Dans le même ordre d'idée, en adaptant la preuve du théorème 8, on peut
prouver la proposition suivante, sous certaines hypothèses d'intégrabilités
supplémentaires.

Proposition 6.

lim
n→∞

sup
{Ψ∈C1(Rp,R)

∣∣‖∇Ψ‖≤1}

E{(∇Ψ(Xn)−∇Ψ(X)) det Γ[X]} = 0.

Démonstration. Pour �xer les idées, nous allons traiter le cas p = 2. Soit
Xn = (X1

n, X
2
n) convergeant pour la norme ‖ · ‖D vers X = (X1, X2). Soit φn

une suite de fonctions de classe C1 et 1-lipschitziennes. Fixons U et V deux
variables dans le domaine D(A) du générateur associé à la forme de Dirichlet.

Γ[φn(Xn), U ] = ∂1φn(Xn)Γ[X1
n, U ] + ∂2φn(Xn)Γ[X2

n, U ],

Γ[φn(Xn), V ] = ∂1φn(Xn)Γ[X1
n, V ] + ∂2φn(Xn)Γ[X2

n, V ],

En e�ectuant une combinaison linéaire on obtient :

Γ[φn(Xn), U ]Γ[X2
n, V ]−Γ[φn(Xn), V ]Γ[X2

n, U ] = ∂1φn(Xn)
(
Γ[X1

n, U ]Γ[X2
n, V ]−Γ[X2

n, U ]Γ[X1
n, V ]

)
.
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Mais par hypothèse,

lim
n→∞

E{
∣∣∣(Γ[X1

n, U ]Γ[X2
n, V ]−Γ[X2

n, U ]Γ[X1
n, V ]

)
−
(
Γ[X1, U ]Γ[X2, V ]−Γ[X2, U ]Γ[X1, V ]

)∣∣∣} = 0.

En toute généralité, écrire E{Γ[X, Y ]Γ[Z, T ]} est problématique car Γ est
un opérateur à valeur dans L1(P). Pour �xer les idées, dans cette preuve
nous supposons que Γ prend ses valeurs dans Lp avec p assez grand.

Notons (Z1, Z2) une limite faible dans L2(P) de ∇φn(Xn) − ∇φn(X). On
obtient alors :

lim
n→∞

E
{

Γ[φn(Xn)− φn(X), U ]Γ[X2, V ]− Γ[φn(Xn)− φn(X), V ]Γ[X2, U ]
}

=

E{Z1

(
Γ[X1, U ]Γ[X2, V ]− Γ[X2, U ]Γ[X1, V ]

)
}.

En outre, on peut approcher Γ[X2, V ] dans L2(P) par des variables Zε dans
D ∩ L∞ de sorte que par exemple :

sup
n

E{
∣∣Γ[φn(Xn)− φn(X), U ]

∣∣Γ[X2, V ]− Zε
∣∣} ≤ ε.

Ceci ajouté au fait que supn E{Γ[φn(Xn) − φn(X), U ]Zε} = E{(φn(Xn) −
φn(X))(Γ[U,Zε]− ZεA[U ])} permet d'établir que :

E{Z1

(
Γ[X1, U ]Γ[X2, V ]− Γ[X2, U ]Γ[X1, V ]

)
} = 0.

Par densité du domaine du générateur dans D, on fait converger U vers X1

et V vers X2, on récupère que :

E{Z1 det Γ[X]} = 0.

On raisonne de façon symétrique pour Z2 et on récupère le résultat annoncé.
q.e.d

Autrement dit, la convergence est uniforme sur les gradients de fonctions
1-Lipschitziennes, cette propriété semble forte mais nous n'avons pas réussi à
la ramener à la convergence en variation totale. La question qui semble sous-
jacente est de savoir quels sont les couples de fonctions boréliennes dérivant
d'un gradient ? Il y a-t-il un lien avec la convergence des mesures en métrique
de Wasserstein :

d(µ, ν) = sup
{‖∇φ‖≤1}

|
∫
φ(dν − dµ)|?
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Nous présentons là une idée qui n'a pas marché, mais qui pourrait peut-
être s'adapter en changeant de méthode de décomposition. Le théorème de
superposition de Kolmogorov permet de décomposer de façon surprenante
les fonctions à plusieurs variables comme des composées de fonctions d'une
variable. Plus précisément, on peut trouver Ψi,j une famille �nie de fonctions
d'une variable �xée, 1-Lipschitzienne et strictement croissantes telles que
pour toute fonction φ continue de [0, 1]p dans [0, 1]p, il existe g1, · · · , g2p+1

continues à une variable et ne dépendant que de φ avec :

φ(x1, · · · , xp) =

2p+1∑
k=1

gk(

p∑
j=1

Ψk,j(xj)).

L'idée était alors tentante de dire que comme les fonctions Ψ sont Lipschit-
ziennes et unidimensionnelles alors en utilisant le corollaire 1 :

lim
n→∞

‖Ψk,j(X
j
n)−Ψk,j(X

j)‖D = 0,

lim
n→∞

‖
p∑
j=1

Ψk,j(X
j
n)−

p∑
j=1

Ψk,j(X
j)‖D = 0.

Il aurait alors su�t d'utiliser (SEID) en ayant démontré au préalable que les
fonctions de représentation de Kolmogorov Ψk,j sont telles que

∑p
j=1 Ψk,j(X

j)
est non dégénérée. Eu égard au caractère strictement croissant des Ψk,j on
aurait pu y croire, néanmoins ce théorème de Kolmogorov est si puissant que
le revers de la médaille entraîne que les fonctions Ψk,j sont trop chaotiques
pour faire marcher l'idée. Par contre, il existe peut-être des méthodes de
représentation plus "souples" qui font que cette idée ne doit pas être trop
vite abandonnée.

4.4.2 Prolongement sur l'espace de Wiener

Le point clé qui permet la preuve de (SEID) dans l'espace de Wiener, est
la propriété de Schwarz de commutation des dérivées : ∂x∂y = ∂y∂x. Ce fait
curieux semble également être au coeur de la démonstration de la conjecture
dans le cas général, malheureusement le cas général ne permet pas de se
ramener à la mesure de Lebesgue.
Plaçons nous pour l'instant dans l'espace de Wiener et dans le domaine D de
l'opérateur carré du champ de Malliavin. Soient U, V,W des fonctionnelles
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régulières (par exemple dans D∞,p). A-t-on une inégalité de commutation de
ce type :

|E{Γ[Γ[U, V ],W ]− Γ[Γ[U,W ], V ]}| ≤ CV,W‖U‖D?

A priori U est dérivé 2 fois dans l'expression ci-dessus, mais si on y regarde
le cas de la dérivée usuelle, un phénomène de compensation du au lemme de
Schwarz permet d'avoir une dépendance à la dérivée première uniquement.
La question est bien naturelle de savoir si ce phénomène peut-être étendu au
cas de la dérivée de Malliavin dans l'espace de Wiener.



5. RÉGULARITÉ DES MESURES INVARIANTES,
PROPRIÉTÉ EID

5.1 Introduction

A Dirichlet structure is a term (Ω,F ,P,D,Γ) where (Ω,F ,P) is a pro-
bability space and Γ a square �eld operator acting on the sub domain D of
L2(P). Γ is a positive symmetric bilinear form which satis�es a functional

calculus of C1
Lip class. D endowed with the norm

√
‖ · ‖2

L2(P) + 1
2
E(Γ[·, ·]) has

is complete. This condition of completeness of the domain D implies a spe-
cial link between the probability P and the square �eld operator Γ. A typical
example of such a structure is (O,B(O), dλ,H1(O),Γ[f ] = ∇f t∇f) where
O is an open set of Rn, λ the normalized Lebesgue measure and H1(O)
the corresponding sobolev space. Caracterizing measures of Rd which can
be endowed with a Dirichlet structure is a very hard problem of geometric
measure theory which has been solved only for dimension d = 1 by Hamza
[21](p.105). For d > 1, only su�cient conditions are known. We also refer to
[21](p.100-110) for details.

Such structures have been extensively studied in the cases of the Wiener
space, the Poisson space and the Monte-Carlo space. Thus, conditions under
which the laws of the solutions of stochastic di�erential equations admit a
density with respect to Lebesgue measure have been provided (see for ins-
tance [11], [19] or [18]). Proofs are based on the fact that property of energy
image density ensures that a random variable with almost surely regular
square �eld operator is absolutely continuous with respect to Lebesgue mea-
sure. This property has been conjectured in 1986 by N. Bouleau and F. Hirsch
[11]. Getting qualitative criteria under which laws of solutions of stochastic
di�erential equations have a density can also be done thanks to Malliavin
calculus. Nevertheless this method needs more regularity of the functional
coe�cients of the stochastic di�erential equation.

Let us consider a Markov chain Xn+1 = φ(Xn, Yn+1) where φ : Rn×Rd → Rn

is a C1
Lip map and random variables Yi are the projections of a product Di-
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richlet structure S = (Rd,B(Rd), µ,D,Γ)N which satis�es the property of
energy image density. We assume that there exists an ergodic measure π,
and we exhibit conditions under which the probability space (Rn,B(Rn), π)
is endowable with a Dirichlet structure satisfying the property of energy
image density. Then we can greatly extend the class of measures which can
be equipped with a Dirichlet structure. We will also derive some simple cri-
teria under which π admits a density.
These results are a generalization of J-B. Graveraux and A. Coquio's works
([22] and [23]). The latters are based on Malliavin calculus. Their hypothesis
of regularity are stronger than ours. , for some technical reasons they assumed
that the iterated maps are contractant which implies unique ergodicity. We
can avoid this hypothesis, using fast enough decreasing weights on the square
�eld operators of the product structure. This is an important improvement
because getting criteria of absolute continuity of π without unique ergodicty
type conditions can be used to prove some strong ergodic properties of the
Markov chain. We will give an example of such an application.
Before giving the statement of the results, we recall some classical facts about
Dirichlet structure theory and ergodic theory of random dynamical systems.
Let's �nally mention that the strong link existing between Dirichlet forms
theory and error calculus or sensitivity calculus leds to the equivalent ter-
minology of error structure. Such an approach of Dirichlet structures can be
found in [5], [7] or [8].

5.1.1 Preliminaries of Dirichlet structure theory

Dé�nition 6 (Dirichlet structure). A Dirichlet structure will design a term
(Ω,F ,P,D,Γ) such that :

1. (Ω,F ,P) is a probability space.

2. D is a dense vector space in L2(P).

3. Γ : D× D −→ L1(P) is a bilinear, symmetric, nonnegative operator.

4. Γ satis�es a function calculus of C1
Lip class :

For U = (U1, · · · , Up) ∈ Dp and F ∈ C1
Lip(Rp,R) then F (U) ∈ D

and

Γ[F (U)] =

p∑
k=1

p∑
l=1

∂F

∂xk
(U)

∂F

∂xl
(U)Γ[Uk, Ul].

5. D endowed with the norm
√
‖.‖2

L2(P) + 1
2
E [.] is a Banach space.
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For some later convenience we will adopt the following notations :

� For a given Dirichlet structure S = (Ω,F ,P,D,Γ) and for α > 0 we
will note
Sα = (Ω,F ,P,D, αΓ), the dilatation of structure S square �eld opera-
tor.

� For U = (U1, · · · , Up) ∈ Dp, we will note :

Γ[U ] =


Γ[U1, U1] Γ[U1, U2] · · · Γ[U1, Up]

Γ[U2, U1]
. . .

...
...

. . . Γ[Up−1, Up]
Γ[Up, U1] · · · Γ[Up, Up−1] Γ[Up, Up]

 .

� ∂1φ(x, y) ∈Md(R) is the jacobian matrix of x −→ φ(x, y) at (x, y).
� ∂2φ(x, y) ∈Md×n(R) is the jacobian matrix of y −→ φ(x, y) at (x, y).
� For some matrix A, we will note its transposition tA.
� We will also note φY1(x) = φ(x, Y1) and for p ≤ q we note Zqp(x) =
φYp ◦ · · · ◦ φYq(x) the reversed iterations. It is obvious that Zq1(x) has
same distribution as Xq(x).

Let's remind precisely the density of energy image property.

Conjecture 2 (density of energy image). Let S = (Ω,F ,P,D,Γ) a Dirichlet
structure.
Let U = (U1, · · · , Up) ∈ Dp, and λp the p-dimensional Lebesgue measure,
then we have

U∗ det Γ[U ]dP� λp.

Dé�nition 7 (product of Dirichlet structures). Let's Si = (Ωi,Fi,Pi,Di,Γi)

a �nite or countable family of Dirichlet structures. Then
∏
i∈I

Si is the Dirichlet

structure on the product of probability spaces (Ω,F ,P) = (
∏
i∈I

Ωi,
⊗
i∈I

Fi,
⊗
i∈I

Pi)

whose domain is,

D =
{
X ∈ L2(P) | ∀i ∈ I, ωi → X ∈ Di and

∑
i∈I

Ei(X) <∞
}
,

and whose square �eld operator is,

Γ[X] =
∑
i∈I

Γi[X].

Here we state the following key lemma.
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Lemme 11. Let (Si)i∈I a �nite family of Dirichlet structures. We assume

that
∏
i∈I

Si satis�es the density of energy image property. Let (αi)i∈I a cor-

responding family of positive numbers. Then
∏
i∈I

Sαii also satis�es the density

of energy image property.

Démonstration. We �rst notice that dilating the square �eld operators does
not change the domain of the Dirichlet forms. Let U = (U1, · · · , Up) ∈ Dp

with D the domain of
∏
i∈I

Si.

We must prove that U∗ (det
∑
i∈I

αiΓi[U ])dP << λp. But the matrix Γi[U ] are

nonnegative symmetric, and αi are positive. We conclude that∑
i∈I

αiΓi[U ] ∈ GLp(R)⇔
∑
i∈I

Γi[U ] ∈ GLp(R).

That ensures density image property for
∏
i∈I

Sαii . (Γi is the square �eld ope-

rator of the structure Si). q.e.d

5.1.2 Preliminaries of ergodic theory

Here we remind some standard facts about ergodic theory of random
maps and introduce our future notations.

Dé�nition 8 (ergodicity). Let T the transition operator : Tf(x) = E[f ◦
φ(x, Y1)].
π is said to be ergodic if and only if Tf = f π-a.e and f coninuous implies
that f is π-a.e constant.

The above de�nition is equivalent to the ergodicity of π ⊗ µN for the
associated dynamical system :

S =

{
Rd × (Rn)N −→ Rd × (Rn)N

(x, ω) −→ (φ(x, ω0), τl(ω)).

(τl is the left shift). See [30](p.13-30) for precise proof and related results.
We shall prove the two following Theorems in the �nal appendix. These
Theorems are obviously known, unfortunately they don't appear clearly in
the related literature.
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Théorème 12. Let (E,B(E), ν) a topological space and H : (E, ν) −→
(E, ν) an ergodic transformation.
By virtue of Kolmogorov Theorem we can de�ne on EN the measure ρ by the
following relations on cylindrical maps :∫

φ(x1, · · · , xp)dρ =

∫
φ(Hp−1x, · · · , x)dνx.

Then ρ is ergodic for the left shift on EN :

τl =

{
EN −→ EN

(x1, x2, · · · ) −→ (x2, x3, · · · ).

Let ψ some continuous bounded function, thenMn(ψ) =

∫
Rd
ψ ◦ φY1 ◦ φY2 · · ·φYn(x)dπx

is a bounded martingale for the �ltration generated by (Y1, · · · , Yn). In vir-
tue of Riesz representation Theorem, the limit M∞(ψ) =

∫
Rd ψ(x)dνω(x) for

some random probability measure νω(x). Then we have the following ergodic
Theorem (which traduces ergodicity on past).

Théorème 13 (ergodicity on past). The measure νω(x) ⊗ µZ is ergodic for
the following transformation

S−∞ =

{
Rd × (Rn)Z −→ Rd × (Rn)Z

(x, ω) −→ (φω0(x), τr(ω)).

(Where τr is the right shift)

5.1.3 Statement of the results

Let's now give the setting of this work. We are given a product Dirichlet
structure S = (Rn,B(Rn), µ,D,Γ)N satisfying the property of energy image
density. Let Yi be the independent identically distributed random variables
corresponding to the coordinates of S. Let π be an ergodic measure of the
Markov chain Xn+1 = φYn+1(Xn). We shall assume that :

1. π ⊗ µ-a.e, det ∂1φ(x, y) 6= 0.

2. ∃n ≥ 1, π ⊗ P
{

det Γ[Xn(x)] > 0
}
> 0.

The above non degeneracy conditions are similar to the conditions found by
Gravereaux and Coquio in [22]. They ensure the following theorem.

Théorème 14. Under non degeneracy conditions 1 and 2, the probability
space (Rd,B(Rd), π)N may be endowed with a non trivial Dirichlet struc-
ture satisfying the property of energy image density. Moreover π is absolutely
continuous with respect to the d dimensional Lebesgue measure.
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5.2 Construction of Dirichlet structures on (Rd,B(Rd), π)

We now set αi = (K+1)−2i where K is the global Lipschitz constant of φ.
We will use currently the Dirichlet structure Sα =

∏∞
i=1(Rn,B(Rn), µ,D, αiΓ) =

((Rn)N,
⊗

N B(Rn), µN,Dα,Γα) which was proved to satisfy energy image den-
sity. From now on, the variables Yi are set to be the coordinates of Sα. In
that section we won't use the ergodicity of π but only its invariance. Using
this invariance we construct the Dirichlet structures Sn,π in a way really clo-
sed to the concept of image structure and generalized image structure that
we can �nd in [5] (p.12-23). The only di�erence is about the construction
of the domain which is in that case a bit more di�cult. Moreover, taking
φ(x, y) = ψ(y), we can notice that the next Theorem is a generalization of
image structure construction.

For n ≥ 1, we set :

Dn,π =
{
ψ ∈ L2(π)

∣∣∣ π ⊗ µN-ae, ψ(Zn1 (x)) ∈ Dα and
∫
Eα[ψ(Zn1 (x))]dπx <∞

}
Γn,π[ψ](x) = Eπz⊗µN

[
Γα[ψ(Zn1 (z))]

∣∣∣Zn1 (z) = x
]

En,π[ψ] =

∫
Eα[ψ(Zn1 (x))]dπx =

∫
Γn,π[ψ](x)dπx. (SinceZn1 (z) is π-distributed, under πz ⊗ µN).

Théorème 15. The space Sn,π = (Rd,B(Rd), π,Dn,π,Γn,π) is an Dirichlet
structure.

Démonstration. We will successively check the axioms of an Dirichlet struc-
ture.

� Dn,π is a vector space containing 1, moreover it is dense on L2(π) since
he contains regular maps with compact support.

� Γn,π is a bilinear positive operator as the conditional expectation of
such an operator.

� Let ψ = (ψ1, · · · , ψp) ∈ Dp
n,π and F ∈ C1

Lip(Rp,R) with Lipschitz
constant C. We have to prove :

F (ψ1, · · · , ψp) ∈ Dn,π and Γn,π[F (ψ1, · · · , ψp)] =

p∑
k=1

p∑
l=1

∂F

∂xk
(ψ)

∂F

∂xl
(ψ)Γn,π[ψk, ψl].

The functional calculus is valid for the structure Sα.
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We then have π ⊗ µN-a.e F (ψ(Zn1 (x)) ∈ Dα and :

Γα[F (ψ(Zn1 (x))] =

p∑
k=1

p∑
l=1

∂F

∂xk
(ψ(Zn1 (x)))

∂F

∂xl
(ψ(Zn1 (x)))Γα[ψk(Zn1 (x)), ψl(Zn1 (x))]

≤ C2

p∑
k=1

p∑
l=1

√
Γα[ψk(Zn1 (x))]

√
Γα[ψl(Zn1 (x))]

≤ pC2

p∑
k=1

Γα[ψk(Zn1 (x))].

It's then straightforward that F ◦ ψ ∈ Dn,π. Moreover,

E
[
Γα[F ◦ ψ(Zn1 (z))]

∣∣∣Zn1 (z) = x
]

=∑
1≤k,l≤p

∂F

∂xk
(ψ)

∂F

∂xl
(ψ)E

[
Γα[ψk(Zn1 (z)), ψl(Zn1 (z))]

∣∣∣Zn1 (z) = x
]

.

(Above expectations are taken under πz ⊗ µN probability.)

� We now come to the important fact that (Dn,π,
√
‖.‖2

L2(π) + 1
2
En,π[.])

must be an Hilbert space. We then have to prove its completeness.

Let ψp ∈ DN
n,π a Cauchy sequence for

√
‖.‖2

L2(π) + 1
2
En,π[.], that means

that φp(Zn1 (x)) is a Cauchy sequence for the Banach space L2(π,Dα).
There exists a subsequence ψkp , ψ ∈ L2(π,Dα) and Θ ∈ L2(π) such
that :

lim
p→∞

ψp(Zn1 (.)) = Ψ (for ‖.‖L2(π,Dα)).

π ⊗ µN-a.e, lim
p→∞

ψkp(Zn1 (x)) = Ψ(x).

π-a.e, lim
p→∞

ψkp(x) = Θ(x).

But π ⊗ µN-ae, Zn1 (x) ∈ supp(π), thus lim
p→∞

ψkp(Zn1 (x)) = Θ(Zn1 (x)) =

Ψ(x) ∈ Dα.

It is then easy to check that : lim
p→∞

∫
|ψp(x)−Θ(x)|2dπx +

1

2

∫
Γn,π[ψp −Θ]dπx = 0.

q.e.d

Using functional calculus in the Dirichlet structure Sα we give now a
developed expression for Γα[Zn1 (x)].
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Lemme 12. Let's de�ne for k ≤ n,

M0 = Id.

Mk = ∂1(φ(Zn2 (x), Y1)∂1φ(Zn3 (x), Y2) · · · ∂1φ(Znk+1(x), Yk).

We then have :

Γα[Zn1 (x)] =
n∑
k=1

αkMk−1∂2φ(Znk+1(x), Yk)Γ[Yk]
t∂2φ(Znk+1(x), Yk)

tMk−1

(5.1)

Démonstration. Using functional calculus we have :

Γα[Znk (x)] = ∂2φ(Znk+1(x), Yk)Γ[Yk]
t∂2φ(Znk+1(x), Yk)

+ ∂1φ(Znk+1(x), Yk)Γα[Znk+1(x)]t∂1φ(Znk+1(x), Yk).

It's then a straightforward recurrence to get (1). q.e.d

One can construct a probability space (E, E , ν) and randommaps (zi, yi,Γ[yi])
on that space, such that the following conditions are satis�ed :

� (yi,Γ[yi]) are i.i.d, and are distributed like (Yi,Γ[Yi]).
� ∀i ≥ 1, σ

(
zp; p ≥ i+ 1

)
is independent of (y1,Γ[y1], · · · , yi,Γ[yi]).

� ∀i ≥ 1, zi is π-distributed.
� ∀i ≥ 1, zi = φ(zi+1, yi).

The construction is based on Kolmogorov compatibility criteria, and will be
explained in the �nal appendix. We then set, like previously :

m0 = Id.

mk = ∂1φ(z2, y1)∂1φ(z3, y2) · · · ∂1φ(zk+1, yk).

We can rewrite expression for Γn,π using these variables :

Lemme 13. Let ψ a regular map, then ψ ∈ Dn,π and :

Γn,π[ψ](x) = ∇ψ(x)Eν
[ n∑
k=1

αkmk−1∂2φ(zk+1, yk)Γ[yk]
t∂2φ(zk+1, yk)

tmk−1

∣∣z1 = x
]
t∇ψ(x).
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Démonstration. First, by functional calculus, (since ψ is regular) we have :

Γα[ψ(Zn1 (x))] = ∇ψ(Zn1 (x))Γα[Zn1 (x)]t∇ψ(Zn1 (x)).

Moreover, applying lemma 2.1,∫
E
[
Γα[Zn1 (x)]f(Zn1 (x))

]
dπx = Eν

[
f(z1)

n∑
k=1

αkmk−1∂2φ(zk+1, yk)Γ[yk]
t∂2φ(zk+1, yk)

tmk−1

]
.

Finally we have,

Eπx⊗µN
[
Γα[Zn1 (x)]

∣∣∣Zn1 (x) = y
]

= Eν
[ n∑
k=1

αkmk−1∂2φ(zk+1, yk)Γ[yk]
t∂2φ(zk+1, yk)

tmk−1

∣∣∣z1 = y
]
.

q.e.d

The next lemma is straightforward, we will use it for the last Theorem of
this section.

Lemme 14. For any regular map ψ, and n ≤ m, than ψ ∈ Dn,π

⋂
Dm,π and

En,π ≤ Em,π.

We are now going to study the limit of the structures Sn,π. We will in-
troduce an Dirichlet prestructure endowed with square �eld operator de�ned
on regular maps. As usually, the main di�culty is to show that the induced
Dirichlet form is closable, the proof will be based entirely on the Theorem
2.1.

Théorème 16. Let ψ ∈ C∞c (Rd,R) a regular map with compact support. We
set :

Γπ(x) = ∇ψ(x)Eν
[ ∞∑
k=1

αkmk−1∂2φ(zk+1, yk)Γ[yk]
t∂2φ(zk+1, yk)

tmk−1

∣∣z1 = x
]
t∇ψ(x).

Then, (Rd,B(Rd), π, C∞c (Rd,R),Γπ) is a closable Dirichlet prestructure. Sπ
will be its closure.

Démonstration. We only have to check that the induced Dirichlet form Eπ is
closable. Let ψp be a given sequence in C∞c (Rd,R) such that :

lim
p→∞

∫
ψp(x)2dπx = 0

lim
m,n→∞

Eπ[ψm − ψn] = 0 (Cauchy sequence).
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We are going to prove that lim
p→∞
Eπ[ψp] = 0, which is the closability de�nition.

Since |
√
Eπ[ψm]−

√
Eπ[ψn]| ≤

√
Eπ[ψm − ψn], we know that, for some l ≥ 0,

lim
p→∞
Eπ[ψp] = l. If we succeed in proving that 0 is the only possible value for

l, we will have proved the Theorem.

First we notice that, for ψ ∈ C∞c (Rd,R), lim
n→∞

En,π[ψ] = Eπ[ψ].

Indeed, α has been chosen for compensating the matrix mk growth. Since φ
is globally K-Lipschitz, we can say that ‖mp‖ ≤ Kp, and that (geometrically
fast) :

lim
k→∞

αk Eν
[
∇ψ(z1)mk−1∂2φ(zk+1, yk)Γ[yk]

t∂2φ(zk+1, yk)
tmk−1

t∇ψ(z1)
]

= 0.

Let ε > 0,

∃N0 ≥ 1 such that : ∀n,m ≥ N0,
√
Eπ[ψm − ψn] ≤ ε.

∃N1 ≥ 1 such that : |
√
EN1,π[ψN0 ]−

√
Eπ[ψN0 ]| ≤ ε.

Since EN1,π[.] ≤ Eπ (lemma 2.3), (ψp) is also a cauchy sequence in DN1,π. But
by Theorem 2.1, this space is complete. Then, there exists N2 ≥ N0, such
that

√
EN1,π[ψN2 ] ≤ ε.√

Eπ[ψN0 ] ≤ ε+
√
EN1,π[ψN0 ]

≤ ε+
√
EN1,π[ψN0 − ψN2 ] +

√
EN1,π[ψN2 ]

≤ 2ε+
√
Eπ[ψN0 − ψN2 ]

≤ 3ε.

We are able to construct a subsequence Nk such that lim
k→∞
Eπ[ψNk ] = 0 which

ensures that the only possible value for l is 0. q.e.d

Remarque 9. The above proof outlines the fact that Dπ ⊂
⋂
n≥1

Dn,π. We can

say a bit more about Dπ, one can show that :
� Dπ =

{
ψ ∈

⋂
n≥1 Dn,π

∣∣ supn En,π[ψ] <∞
}
.

� Γπ[ψ] = lim
n→∞

Γn,π[ψ].
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5.3 Conditions for density of energy image

In that section, we will show that under non degeneracy conditions 1 and
2 the Dirichlet structure Sπ satis�es the density of energy image property.
Criteria for regularity of π will be derived.

Let's note for convenience :

∀n ∈ N ∪ {∞}, Mn,π =
n∑
k=1

αkmk−1∂2φ(zk+1, yk)Γ[yk]
t∂2φ(zk+1, yk)

tmk−1.

Lemme 15. Let ψ ∈ Dp
π, there exists G(x) : Rd −→ Mp,d(R) such that

∀n ≥ 1 :
� G is π-measurable
� πx ⊗ µN-a.e, det Γα[ψ(Zn1 (x))] = detG(Zn1 (x))Γα[Zn1 (x)]tG(Zn1 (x))
� πx-a.e, det Γn,π[ψ](x) = detG(x)E

[
Mn,π

∣∣z1 = x
]
tG(x).

Démonstration. We refer the reader to [11] (p.188, lemma 1.1.6.1) for a proof.
It is a straightforward consequence of density of C∞ maps in Dπ. We will just
notice that this result is not ambiguous since we know that Dπ ⊂

⋂
Dn,π.
q.e.d

We can make a �rst step toward density of energy image of Sπ with the
next lemma.

Lemme 16. Let n ≥ 1, and ψ = (ψ1, · · · , ψp) ∈ Dp
π. Fix A a nullset of Rp

with respect to Lebesgue measure, then :

Eν
[
1A(ψ1(z1), · · · , ψp(z1)) detGψ(z1)M∞,π

tGψ(z1)
]

= 0

Démonstration. Thanks to remark 2.1 we know that ∀j ≤ p, ψj ∈
⋂
n≥1

Dn,π.

Let �x n ≥ 1, thanks to lemma 1.1 we know that Sα satis�es density of
energy image. Thus using lemma 5,

Eν
[
1A(ψ(z1)) detGψ(z1)Mn,π

tGψ(z1)
]

=

∫
E
[
1A(ψ(Zn1 (x))) det Γα[ψ(Zn1 (x))]

]
dπx = 0.

But Mn,π is an increasing (for the order on symmetric matrix) sequence of
nonnegative symmetric matrix such that lim

n→∞
Mn,π = M∞,π. Using monotone

convergence Theorem under expectation we �nally get the wished result.
We notice that knowing explicitely Dn,π is a crucial point of the previous
proof. q.e.d
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Théorème 17. Assume that ν-a.e, detM∞,π 6= 0, then Sπ satis�es the den-
sity of energy image property. We also have density of energy image for SN

π .

Démonstration. Let ψ = (ψ1, · · · , ψp) ∈ Dp
π. Fix A a null set of Rp with

respect to Lebesgue measure.
We want to prove that,

E
[
1A(ψ(x)) det Γπ[ψ](x)

]
= 0.

We have
{

detE
[
M∞,π

∣∣ z1

]
= 0
}
⊂
{

detM∞,π = 0
}

= ∅.
We refer to [11] (p.188, lemma 1.1.6.2) for a proof of the previous inclusion,
we derive that almost surely, detE

[
M∞,π

∣∣ z1

]
6= 0.

Finally, {
det Γπ[ψ](z1) 6= 0

}
=

{
detG(z1)E

[
M∞,π

∣∣z1

]
tG(z1) 6= 0

}
=

{
detG(z1)tG(z1) 6= 0

}
=

{
detG(z1)M∞,π

tG(z1) 6= 0
}
.

Now we apply lemma 3.2 to get the wished result.

In order to check density of energy image of SN
π , we can use a coupling

argument.
Indeed, πp is an invariant measure for the coupled Markov chain :

(X1
n+1(x1), · · · , Xp

n+1(xp)) = (φ(X1
n(x1), Y 1

n+1), · · · , φ(Xp
n(xp), Y

p
n+1)).

This can be rewritten in the following way : Xn+1 = Φ(Xn, (Y i
n+1)i) ; X0 =

(x1, · · · , xp).

In the above formula Y j
i are the coordinates of the mutually independent

Dirichlet structures Siα. Applying the arguments of the proof of lemma 1.1,

it is easy to check density of energy image for
p∏
i=1

Siα. To get the wished re-

sult, we notice that the jacobian matrix of the application driving the above
Markov chain are block diagonal. That ensures immediatly that the resulting
block matrix is regular since every block is regular. q.e.d

Now we begin to use our hypothesis of ergodicity of π with the next
proposition.

Proposition 7. ν
{

detM∞,π 6= 0
}
∈ {0, 1}.
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Démonstration. Let's p ≥ 1, we set like previously,

m
(p)
0 = Id.

m
(p)
k = ∂1φ(zp+1, yp)∂1φ(zp+1, yp+1) · · · ∂1φ(zk+p, yp+k−1).

We now de�ne

M (p)
∞,π =

∞∑
k=1

αkm
(p)
k−1∂2φ(zk+p, yp+k−1)Γ[yp+k−1]t∂2φ(zp+k−1, yk)

tm
(p)
k+p.

That represents the equivalent of matrixM∞,π when we left shift coordinates
in the space E :

(z1, y1,Γ[y1], z2, y2,Γ[y2], · · · ) −→ (zp, yp,Γ[yp], zp+1, yp+1,Γ[yp+1], · · · ).

Recall that we made the fundamental assumption that det ∂1φ(z2, y1) 6= 0,
so : {

detM (p+1)
∞,π 6= 0

}
⊂

{
detM (p)

∞,π 6= 0
}

ν
{

detM∞,π 6= 0
}

= ν
{

detM (p)
∞,π 6= 0

}
(Left shift preserves ν)

lim
p→∞

ν
{

detM (p)
∞,π 6= 0

}
= ν

(⋂
p

{
detM (p)

∞,π 6= 0
})
∈ {0, 1} (Ergodicity of left shift on E).

q.e.d

The following is straightforward.

Corollaire 4. The non degeneracy condition 2 is then equivalent to detM∞,π 6=
0 almost surely, under this condition the previous theorem ensures that the
measure π is absolutely continuous with respect to Lebesgue.

Remarque 10.

We will say that C(φ, π, µ,Γ) is satisfyed if and only if the non degeneracy
condition 2 is not.

When d = 1,

C(φ, π, µ,Γ)⇔ ∂2φ(z2, y1)Γ[y1]t∂2φ(z2, y1) = 0.

When d = 2,

C(φ, π, µ,Γ)⇔
(
∂2φ(z2, y1)Γ[y1]t∂2φ(z2, y1) = λ(ω)∂1φ(z2, y1)∂2φ(z3, y2)Γ[y2]t∂2φ(z3, y2)t∂1φ(z2, y1)

)
.
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5.4 Application to the special case of d = 1

For a local Dirichlet form with square �eld operator, the energy image
density is always true for real valued functions in the domain of the form.
This can be found in [14] (p.251). The aim of this section is to use the special
case d = 1, where conjecture has been proved, to get stronger result with
weaker hypothesis. The following results may be used practically since they
concern a large class of Markov chains and may be useful in numerical expe-
rimentations. Theoretically, the next results brings out a regularizing e�ect
of ergodicity.

We make the following hypothesis in this section :
� φ ∈ Lip(R2,R) with global Lipschitz constant K
� ∂1φ(x, y) 6= 0, λ2-a.e.
� Yi are real valued i.i.d variables admitting distribution µ such that

dµ
dλ
6= 0.

� The set of points where 1
dµ
dλ

is locally integrable is non empty.

� π is an ergodic measure of the Markov chain Xn+1 = φ(Xn, Yn+1).

Remarque 11. Strictly speaking there exists L1(R) functions such that 1
f
is

nowhere integrable. For instance f may vanish at any point of a generalized
cantor set. We must include a new hypothesis to avoid such cases. One has
to notice that in most cases encountered practically, the above hypothesis on
µ are ful�lled.

We set ∇φ = (∂1φ, ∂2φ) a borelian representant of the gradient such that :

∀(a, b, c, d) ∈ R4, φ(c, d)−φ(a, b) =

∫ 1

0

∇φ(a+t(c−a), b+t(d−b)).(c−a, d−b)dt.

We seek su�cient conditions for the regularity of the measure π. We will
remind the Hamza conditions which give all Dirichlet structures on the space
R. We refer to [21](p.105) for the corresponding proofs.

Théorème 18 (Hamza caracterization of real Dirichlet structures). A term :

(R,B(R), µ, C∞K (R),Γ[ψ] = (ψ′)2g) is a closable Dirichlet prestructure if and
only if :

� gdν � λ

� a = gdν
dλ

= 0 on R−
{
x
∣∣∣∃ε > 0 with

∫ x+ε

x−ε
dx
a
<∞

}
.

Lemme 17. Owing to the fact that dµ
dλ
6= 0, the space (R,B(R), µ) may be

equipped with some Dirichlet form.
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Démonstration. We may write µ = µa + µs the Radon-Nikodym desintegra-
tion of µ with respect to Lebesgue. We will note b(x) = dµ

dλ
(x). We also note

A the set of points where 1
b
is locally integrable and we set g(x) = 1A(x)b(x).

It is easy to check that (R,B(R), µ, C∞K , (ψ′)2g) satis�es Hamza conditions.
We bring out the fact that our hypothesis on the probability measure µ gua-
rantees that A 6= ∅ and then that the Dirichlet structure is not trivial. q.e.d

Théorème 19. If π⊗µ
{

(x, y)
∣∣∣(∂2φ(x, y))2g(y) 6= 0

}
> 0 then π is absolutely

continuous with respect to Lebesgue.

Démonstration. We use with the above Dirichlet structure the Theorem 4.
Since we study regularity of a real valued variable we won't need density of
energy images hypothesis. In that case the condition C(φ, π, µ,Γ) becomes
π ⊗ µ-a.e, (∂2φ(x, y))2g(y) = 0.
We bring out the fact that studying real valued variable enables Lipschitzian
functional calculus instead of C1

Lip one. q.e.d

The following result is important since it gives a way to use the previous
results to ensure unique ergodicity for the Markov chain.

Théorème 20 (Application to unique ergodicity). Let assume that
� ∀x ∈ Rd, P{det ∂1φ(x, Y ) = 0} = 0.
� ∀x ∈ Rd, P{det Γ[Xn(x)] > 0} > 0.
� There exists one initial condition whose orbit is almost surely dense in
the state space.

Then the Markov chain admits only one ergodic measure.

5.5 Appendix-Proof of ergodic Theorems

In that appendix we will prove the ergodic results we used in this article.
Proofs consist in showing that the measures are extremal among the invariant
measures which is equivalent to ergodicity. The proofs are not di�cult but
may seem a bit technical owing to the notations, that's why we will only give
the ideas and the main arguments.

Théorème 21 (2.1). Let (E,B(E), ν) a topological space and H : (E, ν) −→
(E, ν) an ergodic transformation.
By virtue of Kolmogorov Theorem we can de�ne on EN the measure ρ by the
following relations on cylindrical maps :∫

φ(x1, · · · , xp)dρ =

∫
φ(Hp−1x, · · · , x)dνx.
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Then ρ is ergodic for the left shift on EN :

τl =

{
EN −→ EN

(x1, x2, · · · ) −→ (x2, x3, · · · ).

Démonstration. ρ is an invariant measure of the left shift. Let's assume that
ρ = tρ1 + (1 − t)ρ2 with ρ1 and ρ2 two invariant measures. We notice that
ρ-a.e, x1 = Hx2 = H2x3 = · · · = Hpxp+1, we then have ρ1-a.e and ρ2-a.e,
the same relations. Moreover, since ρ1 is preserved under shift operations, we
have that x1∗ρ1 = x2∗ρ1. But x1 = Hx2, it follows that x1∗ρ1 is an invariant
measure on E for H. The same holds for x1∗ρ2 with ν = tx1∗ρ1 +(1−t)x1∗ρ2.
Ergodicity of ν ensures to the desired result. q.e.d

Since π is an ergodic measure of the Markov chain Xn, we know that
π ⊗ µN is ergodic for the dynamical system :

S =

{
Rd × (Rn)N −→ Rd × (Rn)N

(x, ω) −→ (φ(x, ω0), τl(ω)).

Let's note µ1 the law of (Y1,Γ[Y1]), we can slightly reinforce the previous
de�nition saying that π ⊗ µN

1 is ergodic for the dynamical system :

S1 =

{
Rd × (Rn ×Mn(R))N −→ Rd × (Rn ×Mn(R))N

(x, ω) −→ (φ(x, ω0), τl(ω)).

That comes from the fact that Γ[Yn] does not play any role in the de�nition
of our Markov chain and that is somehow a free improvement.

Théorème 22 (2.2). Let ψ some continuous bounded function, thenMn(ψ) =∫
Rd
ψ ◦ φY1 ◦ φY2 · · ·φYn(x)dπx is a bounded martingale. The limit is expres-

sed with a random measure νω(x) such that
∫
ψ(x)dνω(x) = M∞(ψ). The

measure νω(x)⊗ µZ
1 is ergodic for the following transformation

S−∞ =

{
Rd × (Rn ×Mn(R))Z −→ Rd × (Rn ×Mn(R))Z

(x, ω) −→ (φY0(x), τr(ω)).

(Where τr is the right shift)

Démonstration. Once again, we have to prove extremality of the invariant
measure. Let νω(x) ⊗ µZ

1 = tρ1 + (1 − t)ρ2, with ρ1 and ρ2 two invariant
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measures for the right shift. The key idea is to test the above relation for
maps of the form ψ1(x)ψ2(ω−1, ω−2, · · · , ω−n) that is to say for maps only
depending on negative coordinates. We use the ergodicity of S1 to check that
ρ1, ρ2 and
nuω(x) ⊗ µZ

1 coincidate on these maps. When using the invariance we can
push forward the relations and get the positive coordinates. Then we will get
νω(x)⊗ µZ

1 = ρ1 = ρ2. q.e.d

Constructing the variables (zi, yi,Γ[yi])i≥1 used since lemma 3.2 is not
hard when using Kolmogorov compatibility criteria in the adequate product
space. Roughly speaking we set E = (Rd × RN ×Mn(R))N and we de�ne ν
on cylindrical maps by the formula :∫

Ψ(ω1, · · · , ωn) =

∫
E
{

Ψ
(
(φY1◦· · ·◦φYn(x), Y1,Γ[Y1]), · · · , (φYn(x), Yn,Γ[Yn])

)}
dπx.

But for the establishment of the conditions C(φ, π, µ,Γ) we used the ergodi-
city on the left shift on the space E for the measure ν. To prove this ergodi-
city one has to use simultaneously the two above theorems and to check that
(zi, yi,Γ[yi]) are the appropriate coordinates.



6. MESURES INVARIANTES, CONVERGENCE VERS
L'ÉQUILIBRE

6.1 Introduction

Comme dans le chapitre précédent, nous nous intéressons à la chaîne de
Markov Xn+1 = F (Xn, Yn+1) et à ses propriétés ergodiques. Dans le cha-
pitre précédent, nous avons construit des structures d'erreurs portées par les
mesures ergodiques de ces chaînes de Markov qui satisfaisaient non triviale-
ment la propriété (EID) de densité de l'énergie image. En particulier nous en
avons déduit des critères pour que les mesures stationnaires soient absolu-
ment continues par rapport à la mesure de Lebesgue, même si ce n'était pas
totalement l'objectif initial. Aussi dans la première partie de ce travail nous
cherchons les critères les plus faibles d'absolue continuité des lois des mesures
invariantes. Les hypothèses de régularité sont abaissées à Lipschitzien et la
preuve consiste essentiellement en l'utilisation couplée de la formule de la co-
aire et du théorème ergodique dans le passé qui est prouvé dans l'appendice
du chapitre précédent. Dans la seconde partie de ce travail, nous cherchons
à estimer la classe de régularité des densités des mesures invariantes sous
des hypothèses de non dégénérescence faibles. Dans la dernière partie de ce
travail, nous étudions les propriétés asymptotiques de la chaîne de Markov
en démontrant des conditions de Doeblin locales, qui si elles ont couplées à
l'unique ergodicité permettent de prouver l'ergodicité géométrique. Nous en
déduisons un théorème central limite.
La question de la régularité des mesures invariantes des chaînes de Markov
a déjà été étudiée dans le passé ([23],[22]) sous des hypothèses de régularité
plus fortes. En outre, il était supposé que la chaîne de Markov satisfaisait à
une propriété de contraction ce qui assurait d'emblée son unique ergodicité.
Dans notre travail, nous ne faisons pas cette hypothèse grâce à la mise de
poids devant les chaînes de dérivées exactement comme le chapitre de thèse
précédent. Cette idée est importante car elle permet d'établir l'unique ergo-
dicité dans des contextes bien plus généraux que les contextes "contractants"
(‖∂1F‖ < 1).
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6.2 Critère général d'existence de densité

Théorème 23. Soit Xn+1 = F (Xn, Yn+1) une chaîne de Markov admettant
une mesure stationnaire ergodique π. Supposons que :

1. F : Rn × Rp −→ Rn est globalement lipschitzienne. On peut donc �xer
un représentant borélien (∂1F, ∂2F ) ∈Mn(R)×Mn,p(R), de la matrice
jacobienne de F .

2. Yi est une suite indépendante équidistribuée de loi µ non étrangère à la
mesure de Lebesgue de Rp. ( dµ

dλp
6= 0)

3. Pour π ⊗ µ presque tout (x, y), det(∂1F (x, y)) 6= 0.

4. ∃q > 1, π ⊗ ( dµ
dλp

)N
{
Rg(∂Y FY1 ◦ · · · ◦ FYq(x)) = n

}
> 0.

Alors π est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue de Rn.

Preuve du critère.
Précisons que la notation ∂Y FY1 ◦ · · · ◦ FYq(x) représente la di�érentielle de
l'application (Y1, · · · , Yq) → FY1 ◦ · · · ◦ FYq(x). La notation ( dµ

dλp
)N dans la

condition 4 ci-dessus dit que la probabilité est calculée pour des tirages des
Yi selon la partie régulière de µ.
La mesure aléatoire µ est par dé�nition non étrangère à la mesure de Le-
besgue, aussi pouvons nous écrire µ = µa + µs avec µa << λp, µs ⊥ λp et
µa 6= 0. Il sera commode pour di�érencier la partie absolument continue de
la partie singulière de µ d'introduire εi une suite équi-distribuée et indépen-
dante de variables de Bernoulli de paramètre µa(Rp) à valeurs dans {1, 2}, et
deux suites indépendantes et equi-distribuées (y1

i )i≥1 (de loi
µa

µa(Rp)
), et (y2

i )i≥1

(de loi µs
µs(Rp)

) de sorte Yi
loi
= yεii .

Il existe alors un espace probabilisé auxiliaire dans lequel sont dé�nies des
variables aléatoires (zi)i≥1, (y1

i )i≥1, (y2
i )i≥1 et εi satisfaisant aux conditions

suivantes.
� zi = F (zi+1, y

εi
i ).

� zi est distribuée selon π.
� zi+1 est indépendante de (y1

1, · · · , y1
i ; y

2
1, · · · , y2

i ; ε1, · · · , εi).
� Les variables aléatoires y1

i , y
2
i , εi sont mutuellement indépendantes.

� y1
i ∼

µa
µa(Rp)

, y2
i ∼

µs
µs(Rp)

, εi est de loi de Bernoulli (à valeurs dans {1, 2})
de paramètre µa(Rp).

Nous utiliserons dans la preuve, le critère suivant dû à la formule de la coaire.
Si G est une fonction lipschitzienne de Rn dans Rp avec p ≤ n, pour tout
représentant ∂G de la di�érentielle de G, G∗ det(∂Gt∂G)dλn << dλp.

Fixons en�n A un ensemble négligeable de Rn, et notons formellement ∂z1
∂yk

=
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∂[F
y
ε1
1
◦···◦F

y
εk
k

(zk+1)]

∂yk
la matrice jacobienne de la di�érentielle des k premières ité-

rations par rapport au tirage yεkk . Dans ce cas
∑n

k=1
∂z1
∂yk

t∂z1
∂yk

1{εk=1} représente
un terme de la forme ∂Gt∂G, où ∂G représente le jacobien de la di�éren-
tielle de Fyε11 ◦ · · · ◦ Fyεnn (zk+1) par rapport aux variables aléatoires yεii avec
εi = 1, c'est à dire uniquement par rapport aux tirages absolument continus.
La formule de la coaire assure que

E
{
1A(z1) det

n∑
k=1

∂z1

∂yk

t∂z1

∂yk
1{εk=1}

}
= 0.

Notons K la constante de Lipschitz globale de F et �xons 0 < α < 1
K2 . On

a alors :

E
{
1A(z1) det

n∑
k=1

αk
∂z1

∂yk

t∂z1

∂yk
1{εk=1}

}
= 0.

Soit en faisant n→∞ :

E
{
1A(z1) det

∞∑
k=1

αk
∂z1

∂yk

t∂z1

∂yk
1{εk=1}

}
= 0. (6.1)

En e�et, en vertu de la règle de la chaîne dans la di�érentielle, puisque
z1 = Fyε11 ◦ · · · ◦ Fyεnn (zn+1),

‖∂z1

∂yk
‖ = ‖∂1F (z2, y

ε1
1 ) · · · ∂1F (zk, y

εk−1

k−1 )∂2F (zk+1, y
εk
k )‖ ≤ Kk.

L'ajout du paramètre α dans l'équation 1 assure la convergence de la série,
et permet le passage à la limite.

Pour achever la preuve, démontrons que selon les conditions de non-dégénérescence
3 et 4, avec une probabilité 1, det

∑∞
k=1 α

k ∂z1
∂yk

t∂z1
∂yk

1{εk=1} > 0. C'est l'objet
du lemme suivant. q.e.d

Lemme 18. Si les conditions 3 et 4 du théorème précédent sont satisfaites
alors

P
{
det

∞∑
k=1

αk
∂z1

∂yk

t∂z1

∂yk
1{εk=1} > 0

}
= 1

Démonstration. Introduisons la variable aléatoire :

H((zi)i≥1, (y
1
i )i≥1, (y

2
i )i≥1, (εi)i≥1) = det

∞∑
k=1

αk
∂z1

∂yk

t∂z1

∂yk
1{εk=1}.
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Posons également τ le shift à gauche sur notre espace probabilisé tel que

τ
(

(zi)i≥1, (y
1
i )i≥1, (y

2
i )i≥1, (εi)i≥1

)
=
(

(zi)i≥2, (y
1
i )i≥2, (y

2
i )i≥2, (εi)i≥2

)
.

Il su�t alors de remarquer que H(ω) = 0⇒ H(τω) = 0. En e�et, s'agissant
d'une somme de matrice symétriques positives :

0 = det
∞∑
k=1

αk
∂z1

∂yk

t∂z1

∂yk
1{εk=1} ⇒ 0 = det

∞∑
k=2

αk
∂z1

∂yk

t∂z1

∂yk
1{εk=1}.

Mais, det
∑∞

k=2 α
k ∂z1
∂yk

t∂z1
∂yk

1{εk=1} = det(∂1F (z2, y
ε1
1 ))2H(τω), l'hypothèse de

non dégénérescence 3 permet de conclure.
La suite de la preuve repose sur le fait que le shift dé�ni ci-dessus est ergo-
dique de par l'ergodicité de la mesure invariante π. La variable aléatoire
1H=0 étant invariante par le shift d'après ce qui précède, par ergodicité
P(H = 0) ∈ {0, 1}. En�n l'hypothèse de non dégénérescence 4, assure que
P(H > 0) > 0. q.e.d

Remarque 12. L'ergodicité du shift ci-dessus est démontrée dans l'appendice
du chapitre précédent.

Application 1 (Itération de combinaisons convexes aléatoires de fonctions
contractantes).
Soient f et g deux applications contractantes de [0, 1] dans [0, 1]. Soit Yi une
suite équi-distribuée de variables aléatoires de loi µ à support dans [0, 1]. On
suppose que µ n'est pas singulière. On étudie alors la chaîne de Markov :
Xn+1 = Yn+1f(Xn) + (1− Yn+1)g(Xn). Comme f et g sont deux applications
contractantes, la chaîne de Markov converge en loi vers une unique probabi-
lité d'équilibre, qui est donc ergodique. La condition de non-dégénérescence
3 se traduit par, π ⊗ µ p.p, yf ′(x) + (1 − y)g′(x) 6= 0. La condition de non
dégénérescence 4 devient quant à elle π

{
f(x) 6= g(x)

}
> 0.

Cette dernière condition, prend dans ce cadre une forme remarquablement
simple. Supposons que pour π presque tout x, f(x) = g(x). Soit X0 une
condition initiale tirée selon π, alors X1 = f(X0) = g(X0), mais X1 est
aussi de loi π donc X2 = f(X1) = g(X1). Ainsi Xn = fn(X0) = gn(X0) et
converge presque sûrement vers l'unique point �xe de f qui est aussi l'unique
point �xe de g. Nous avons démontré l'alternative suivante, sous la condition
3, soit π est absolument continue, soit π est un Dirac en l'unique point �xe
de f qui est aussi l'unique point �xe de g.
Notons que la condition 3 n'est pas très restrictive, il su�t par exemple que
les fonctions itérées soient strictement croissantes. Notons en�n que l'hypo-
thèse de contraction des deux fonctions peut être relaxée à une hypothèse de
contraction en moyenne.
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6.3 Critères quantitatifs de régularité des densités

Dans cette section nous cherchons à obtenir des critères quantitatifs sur
la classe de régularité des densités des mesures invariantes ergodiques. A�n
d'éviter une technicité inutile, nous restreindrons dans un premier temps
notre étude au cas des applications F agissant sur le tore multidimensionnel
Tn. Travailler sous hypothèse de compacité entraîne l'existence de probabili-
tés invariantes ergodiques de plus l'hypothèse de périodicité que nous faisons
permet d'éviter les termes de bord et simpli�e la procédure d'intégration par
parties.

6.3.1 préliminaires

Le cadre est le suivant :
� F : Tn × Tp −→ Tn, de classe Cr, avec r ≥ 2.
� (Yi)i∈N une suite indépendante et équi-distribuée de variables aléatoires
de loi uniforme sur Td.

� π est une mesure stationnaire (non nécessairement ergodique) de la
chaîne de Markov Xn+1 = F (Xn, Yn+1).

Par relèvement de F , il existe A ∈Mn(Z) et Ψ = (Ψ1, · · · ,Ψn) : Rn×Rd →
Rn de classe Cr et 2π périodique en chaque variable telle que :

F (eiθ1 , · · · , eiθn , eiy1 , · · · , eiyp) = (eiΨ̂1(θ1,··· ,θp,y1,··· ,yp), · · · , eiΨ̂n(θ1,··· ,θp,y1,··· ,yp)).

Notons θ = (θ1, · · · , θn) et y = (y1, · · · , yp), on a posé ci-dessus Ψ̂(θ, y) =
θ ∗ A+ Ψ(θ, y).
Le relèvement de la chaîne de Markov devient θn+1 = Ψ̂(θn, Yn+1) où les va-
riables aléatoires Yi sont indépendantes équidistribuées de loi uniforme sur
[0, 2π]p. Les conditions de non dégénérescence subissent alors les modi�ca-
tions suivantes :

qualitatif : quantitatif :

1 π ⊗ µ-ps, det ∂1Ψ̂(θ, y) 6= 0 ∀(θ, y), det ∂1Ψ̂(θ, y) 6= 0

2 ∃N , π ⊗ P
{
Rg∂Y [Ψ̂Y1 ◦ · · · ◦ Ψ̂YN ](θ) = n

}
6= 0 ∀θ,∃Nθ, P

{
Rg∂Y [Ψ̂Y1 ◦ · · · ◦ Ψ̂YNθ

] = n
}
6= 0

On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 19.

Pour tout N ≥ 1 et pour tout x, si P
{

det
N∑
k=1

∂θxN
∂yk

t∂θxN
∂yk

> 0
}
> 0 alors il
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existe δ > 0 tel que ‖x− z‖ ≤ δ ⇒ P
{

det
N∑
k=1

∂θzN
∂yk

t∂θzN
∂yk

> 0
}
> 0.

Démonstration. Soient ε > 0, N ≥ 1 et α > 0 �xés.

La fonction (x, y1, · · · , yn) −→ det
N∑
k=1

∂θxN
∂yk

t∂θxN
∂yk

est uniformément continue.

Il existe δ > 0 tel que |x−z| ≤ δ ⇒ | det
N∑
k=1

∂θxN
∂yk

t∂θxN
∂yk

− det
N∑
k=1

∂θzN
∂yk

t∂θzN
∂yk
| ≤

α.
Ainsi pour |z − x| ≤ δ,

{
det

N∑
k=1

∂θzN
∂yk

t∂θzN
∂yk

≥ ε+α
}
⊂
{

det
N∑
k=1

∂θxN
∂yk

t∂θxN
∂yk

≥ ε
}
⊂
{

det
N∑
k=1

∂θzN
∂yk

t∂θzN
∂yk

≥ ε−α
}
.

Pour conclure, il su�t de remarquer que si P
{

det
N∑
k=1

∂θxN
∂yk

t∂θxN
∂yk

> 0
}
> 0

alors il existe ε > 0 tel que P
{

det
N∑
k=1

∂θxN
∂yk

t∂θxN
∂yk

≥ ε
}
> 0. q.e.d

Remarque 13 (On peut s'a�ranchir de la dépendance de Nθ en θ ci-dessus).

La condition quantitative 2 est équivalente à

∀x ∈ [0, 2π]n, ∃Nx ∈ N, P
{

det
Nx∑
k=1

∂θxNx
∂yk

t∂θxNx
∂yk

> 0
}
> 0.

Avec les notations θxNx = Ψ̂Y1 ◦ · · · ◦ Ψ̂YNx
(x) et Ψ̂Y (x) = Ψ̂(x, Y ).

Mais, y → P
{

det
Nx∑
k=1

∂θyNx
∂yk

t∂θyNx
∂yk

> 0
}
est localement de signe constant d'après

le lemme précédent. Par suite, ∀x ∈ [0, 2π]n, ∃Rx > 0 tel que pour tout y dans

[0, 2π]n∩B(x,Rx), Nx = Ny. On a donc [0, 2π]n =
⋃

x∈[0,2πn]

B(x,Rx) ∩ [0, 2π]n.

Par compacité on extrait le sous recouvrement �ni [0, 2π]n =

p⋃
i=1

B(xi, Rxi) ∩ [0, 2π]n.

Et on pose �nalement N = max{Nx1 , · · · , Nxp} qui sera le rang de référence
indépendant de x. Véri�ons que cela fonctionne.
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Soit x ∈ [0, 2π]n, il existe i dans {1, · · · , p} tel que x ∈ B(xi, Rxi) ∩ [0, 2π]n.

P
{

det
N∑
k=1

∂θxN
∂yk

t∂θxN
∂yk

> 0
}
≥ P

{
det

N∑
k=N−Nxi

∂θxN
∂yk

t∂θxN
∂yk

> 0
}

(6.2)

= P
{

det

Nxi∑
k=0

∂θxNxi
∂yk

t∂θxNxi
∂yk

> 0
}

(6.3)

> 0. (6.4)

L'inégalité 2 vient du fait qu'il s'agit d'une somme de matrices symétriques
positives. Pour démontrer l'égalité 3, rappelons qu'en vertu de la règle de la
chaîne,

∂θxN
∂yk

= ∂1Ψ̂(θN,x2 , Y1) · · · ∂1Ψ̂(θN,xk , Yk−1)∂2Ψ̂(θN,xk+1, Yk). On a posé la

notation θN,xk = Ψ̂Yk ◦ · · · ◦ Ψ̂YN (x). Ainsi obtient-on l'équation suivante :

det
N∑

k=N−Nxi

∂θxN
∂yk

t∂θxN
∂yk

= det(∂1Ψ̂(θN,x2 , Y1) · · · ∂1Ψ̂(θN,xN−Nxi
, YN−Nxi−1))2

× det

Nxi∑
k=0

∂θN,xN−Nxi+k

∂yk

t∂θN,xN−Nxi+k

∂yk
.

On utilise pour conclure l'équidistribution des variables Yi.

Remarque 14 (Un éclairage sur la condition de non-dégénérescence 2).

La remarque précédente est importante car elle permet de mieux comprendre
la deuxième condition de non-dégénérescence. Supposons que celle ci ne soit
pas véri�ée. D'après la remarque précédente, cela signi�e qu'il existe x tel que

pour tout N ≥ 1, P
{

det
N∑
k=1

∂θxNx
∂yk

t∂θxNx
∂yk

> 0
}

= 0. Notons K l'ensemble de

tous les x qui véri�ent la condition précédente, K est compact en tant qu'in-
tersection de fermés mais est également stable par la chaîne de Markov, de
par l'invariance des lois. En outre sur K les fonctions itérées sont totalement
dégénérées quel que soit l'ordre d'itération.
Par exemple, si d = 1, cela signi�e que pour tout x de K et pour tout y
∂Ψ̂(x, y) = 0. Autrement dit Ψ̂ ne dépend pas de y sur K et tout se passe
comme si on itérait une unique fonction. Dans ce cas critique il est impos-
sible d'obtenir des critères de régularité. La condition de non dégénérescence
2 est donc particulièrement faible.
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Plaçons nous désormais sous les conditions de non dégénérescence quan-
titatives 1 et 2. De par la remarque 2, on supposera quitte à renuméroter les

fonctions que pour toute condition initiale x, P
{

det ∂2Ψ̂(x, Y )t∂2Ψ̂(x, Y ) >

0
}
> 0. Ces conditions nous incitent à introduire les quantités suivantes.

� δ = inf
x,y
| det ∂1Ψ̂(x, y)|,

� ω = inf
x
P
{

det ∂2Ψ̂(x, Y )t∂2Ψ̂(x, Y ) > 0
}
,

� ω(ε) = inf
x
P
{

det ∂2Ψ̂(x, Y )t∂2Ψ̂(x, Y ) ≥ ε
}
.

Remarquons que ω > 0 et que ω(ε) > 0 si ε est assez petit. Les conditions
de régularité que nous allons obtenir par la suite seront le résultat d'une
compétition entre les quantités δ et ω. Intuitivement on peut dire que plus δ et
ω sont grands, plus les mesures invariantes admettent des densités régulières.

6.3.2 procédure d'intégration par parties

Introduisons l'opérateur carré du champ et le générateur associé qui nous

serviront à intégrer par parties. On se donne un réel 0 < α <
1

supx,y ‖∂1Ψ̂(x, y)‖2
.

Il s'agit essentiellement d'itérer une formule d'intégration par parties, nous
nous inspirons grandement de la rédaction de J-B.Gravereaux et A.Coquio.
Pour cela, on e�ectuera les modi�cations induites par l'ajout du poids α à
l'opérateur carré du champ.
Soit φ = F (Y1, · · · , YN) une fonction de classe C2, on dé�nit :

Γ[φ, φ] =
N∑
k=1

αk
∂F (Y1, · · · , YN)

∂Yk

t∂F (Y1, · · · , YN)

∂Yk
.

Lφ =
1

2

N∑
k=1

αk∆kF (Y1, · · · , YN).

On dira par la suite que φ est multipériodique si φ = F (Y1, · · · , YN) est 2π
périodique par rapport à chacune des variable Y j

i .

Lemme 20.

Soit φ = F (Y1, · · · , YN) de classe C2 à valeurs dans Rn multipériodique, f
dé�nie sur Rn de classe C1 et à valeurs réelles et soit Ψ = Ψ(Y1, · · · , YN)
une application de classe C2 multipériodique à valeurs réelles. On a l'égalité
suivante :

E
{ n∑

i=1

∂f

∂xi
(φ)Γ[φi, φj]Ψ

}
= −E

{
f(φ)(2ΨLφj + Γ[Ψ, φj])

}
.



6. Mesures invariantes, convergence vers l'équilibre 91

Démonstration.

E
{ n∑

i=1

∂f

∂xi
(φ)Γ[φi, φj]Ψ

}
= E

{ n∑
i=1

∂f

∂xi
(φ)(

N∑
k=1

αk
∂φi
∂Yk

t∂φj
∂Yk

)Ψ
}

=
N∑
k=1

αkE
{

(
n∑
i=1

∂f

∂xi
(φ)

∂φi
∂Yk

)
t∂φj
∂Yk

Ψ
}

=
N∑
k=1

αkE
{∂f(φ)

∂Yk

t∂φj
∂Yk

Ψ
}

= −
N∑
k=1

αkE
{
f(φ)(∆kφjΨ +

∂φj
∂Yk

t∂Ψ

∂Yk
)
}

= −E
{
f(φ)(2ΨLφj + Γ[Ψ, φj])

}
.

q.e.d

Notons hj,k(A) le cofacteur (j, k) d'une matrice carrée A et notons
Γ[φ] = (Γ[φi, φj])1≤i,j≤n.

Corollaire 5. Sous les hypothèses du lemme qui précède on a :

E
{ ∂f
∂xk

(φ)(det Γ[φ])2Ψ
}

= E
{
f(φ)H(Γ[φ], L(φ),Γ[Γ[φ], φ],Γ[Ψ, φ])

}
Avec

H = −
n∑
j=1

{
Ψ
{

2 det Γ[φ]hj,k(Γ[φ])Lφj + Γ[det Γ[φ], φj]h
j,k(Γ[φ])

+ det Γ[φ]Γ[hj,k(Γ[φ]), φj]
}

+ det Γ[φ]hj,k(Γ[φ])Γ[Ψ, φj]
}
.

Démonstration. Il su�t d'appliquer le lemme précédent avec Ψi,j = det Γ[φ]hi,j(Γ[φ])Ψ
et de sommer sur j.

n∑
j=1

E
{ n∑
k=1

∂f

∂xk
(φ)Γ[φk, φj]Ψ

i,j
}

= −
n∑
j=1

E
{
f(φ)(2Ψi,jLφj + Γ[Ψi,j, φj])

}
.

Mais,

n∑
j=1

E
{ n∑
k=1

∂f

∂xk
(φ)Γ[φk, φj]Ψ

i,j
}

=
n∑
k=1

E
{ ∂f
∂xk

(φ)
n∑
j=1

Γ[φk, φj]Ψ
i,j
}
.
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Comme hi,j est le cofacteur (i, j) la formule d'inversion des matrices donne :

n∑
j=1

Γ[φk, φj]h
i,j(Γ[φ]) = 1{i=k} det Γ[φ].

Ainsi :

n∑
j=1

E
{ n∑
k=1

∂f

∂xk
(φ)Γ[φk, φj]Ψ

i,j
}

= E
{ ∂f
∂xi

(φ)(det Γ[φ])2Ψ
}
.

En�n en calculant Γ[φj,Ψ
i,j] on obtient le résultat souhaité. q.e.d

L'itération de la formule précédente a la conséquence suivante.

Corollaire 6.

E
{
Dm
xmf(φ) det Γ[φ]q+2mΨ

}
= E

{
f(φ) det Γ[φ]qHm(Ψ)

}
Où pour 1 ≤ i ≤ m :

H1 = H(Γ[φ], L(φ),Γ[Γ[φ], φ],Γ[Ψ, φ]),

et
Hi+1 = H(Γ[φ], L(φ),Γ[Γ[φ], φ],Γ[Hi, φ])

L'idée est d'appliquer les formules d'intégration par parties ci-dessus à
θN,x1 où N est un nombre d'itérations �xé. Pour cela il va falloir calculer les
variables aléatoires suivantes qui interviennent naturellement dans l'itération
des intégrations.

� Y (0)xN = Γ[θN,x1 , θN,x1 ].
� Y (1)xN = LθN,x1 .

�
...

� Y (2p+ 2)xN = Γ[θN,x1 , Y (2p)xN ].
� Y (2p+ 3)xN = Γ[θN,x1 , Y (2p+ 1)xN ].

Pour une variable aléatoire G = G(Y1, · · · , Yp) introduisons la notation
τG = G(Y2, · · · , Yp+1). Le résultat suivant est au coeur de la procédure d'in-
tégration par parties, car il nous donne un contrôle des variables Y (i)xN qui
nous permettra de faire converger le nombre d'itérations vers l'in�ni.
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Théorème 24. Les variables aléatoires Y (q)xN sont solutions d'équations aux
di�érences aléatoires de la forme :

Y (q)x0 = 0.

Y (q)xN = Aq(θ
N,x
2 , Y1)τY (q)xN−1 +Bq(θ

N,x
2 , τY (0)xN−1, · · · , τY (q − 1)xN−1, Y1).

Avec de plus,

‖B2p(x, y(0), · · · , y(2p− 1), z)‖ ≤ K2p

∑
α0+···+α2p−1≤p+1

‖y(0)‖α0 · · · ‖y(2p− 1)‖α2p−1 .

‖B2p+1(x, y(0), · · · , y(2p), z)‖ ≤ K2p+1

∑
α0+···+α2p−1≤p+1

‖y(0)‖α0 · · · ‖y(2p− 1)‖α2p−1‖y(2p)‖.

A0(x, y) = α2 ∂xΨ̂(x, y)⊗ ∂xΨ̂(x, y).

A1(x, y) = α ∂xΨ̂(x, y).

Ap+2(x, y) = α ∂xΨ̂(x, y)⊗ Ap(x, y).

(
A⊗Bdésigne le produit tensoriel d'opérateurs, (A⊗B)(i,j,k,l) = Ai,jBk,l

)
.

Démonstration. Nous allons e�ectuer une récurrence sur q. Commençons tout
d'abord par q = 0 et q = 1.

q = 0 :

Γ[θN,x1 ] = α
∂Ψ̂(θN,x2 ,Y1)

∂Y1

t∂Ψ̂(θN,x2 ,Y1)

∂Y1
+ ∂1Ψ̂(θN,x2 , Y1) Γ[θN,x2 ] t∂1Ψ̂(θN,x2 , Y1).

Mais par construction de l'opérateur carré du champ : Γ[θN,x2 ] = ατΓ[θN−1,x
1 ].

L'application linéaire M −→ AM tA admet la représentation matricielle
A⊗ A. On en déduit le résultat pour q = 0 avec B0(x, y) = α∂Ψ̂(x,y)

∂y

t∂Ψ̂(x,y)
∂y

.

q = 1 :

LθN,x1 =
1

2

N∑
k=1

αk∆kΨ̂(θN,x2 , Y1)

=
α

2
∆1Ψ̂(θN,x2 , Y1) +

α2

2
∂2

11Ψ̂(θN,x2 , Y1)⊗ τY (0)xN−1

+ α∂1Ψ̂(θN,x2 , Y1)τY (1)xN−1.
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On en déduit le résultat avec :B1(x, y(0), y) = α
2
∆yΨ̂(x, y)+α2

2
∂2

11Ψ̂(x, y)y(0).

H(0, 1, · · · , q)⇒ H(0, 1, · · · , q, q + 1) :

Par hypothèse de récurrence :

Y (q)xN = Aq(θ
N,x
2 , Y1)τY (q)xN−1 +Bq(θ

N,x
2 , τY (0)xN−1, · · · , τY (q − 1)xN−1, Y1).

Or,

Y (q + 2)xN = Γ[θN,x1 , Y (q)xN ] =
N∑
k=1

αk
∂θN,x1

∂Yk

t ∂Y (q)xN
∂Yk

.

Pour k ≥ 2 :

∂Y (q)xN
∂Yk

=
∂
[
Aq(θ

N,x
2 , Y1)τY (q)xN−1 +Bq(θ

N,x
2 , τY (0)xN−1, · · · , τY (q − 1)xN−1, Y1)

]
∂Yk

= ∂1Aq(θ
N,x
2 , Y1)τY (q)xN−1

∂θN,x2

∂Yk

+ Aq(θ
N,x
2 , Y1)

∂τY (q)xN−1

∂Yk

+ ∂1Bq(θ
N,x
2 , τY (0)xN−1, · · · , τY (q − 1)xN−1, Y1)

∂θN,x2

∂Yk

+

q−1∑
q′=0

∂y(q′)Bq(θ
N,x
2 , τY (0)xN−1, · · · , τY (q − 1)xN−1, Y1)

τY (q′)xN
∂Yk

.

Pour k = 1 :

∂Y (q)xN
∂Y1

= ∂2Aq(θ
N,x
2 , Y1)τY (q)xN−1+∂Y1Bq(θ

N,x
2 , τY (0)xN−1, · · · , τY (q−1)xN−1, Y1).

D'où

Y (q+2)xN = Aq+2(θN,x2 , Y1)τY (q+2)xN−1+Bq+2(θN,x2 , τY (0)xN−1, · · · , τY (q+1)xN−1, Y1).

Avec les relations de récurrence :

Aq+2(x, y) = α∂1Ψ̂(x, y)⊗Aq(x, z)
Bq+2(x, y(0), · · · , y(q + 1), y) = α∂1Ψ̂(x, y)[y(0)

(
t(∂1Aq(x, y)y(q)) + t∂1Bq(x, y(0), · · · , y(q − 1), z)

)
+

q−1∑
q′=0

y(q′ + 2)t∂y(q′)Bq(x, y(0), · · · , y(q − 1), y)]

+ α∂2Ψ̂(x, y)
(
t(∂2Aq(x, y)y(q)) + t∂yBq(x, y(0), · · · , y(q − 1), z)

)
.
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Les relations de récurrence sur les Bq ainsi que les initialisations respectives
assurent que quand x et y sont �xés, ces fonctions sont polynomiales en les
composantes de y(q′). Donc en dérivant par rapport à y(q′) on diminue de 1
la puissance des termes en y(q′).
Par la relation de récurrence sur les fonctions Bq on a :

‖Bq+2(x, y(0), · · · , y(q + 1), y)‖ ≤ K
(
‖y(0)‖ ‖y(q)‖+ ‖y(0)‖ ‖∂xBq‖

+

q−1∑
q′=0

‖y(q′ + 2)‖‖∂y(q′)Bq‖+ ‖y(q)‖+ ‖∂yBq‖
)
.

On en déduit les inégalités correspondantes sur les fonctions Bq. q.e.d

Théorème 25. Puisque α < 1
K2 (K = sup

(x,y)

‖∂1Ψ̂(x, y)‖), alors pour tout p,

il existe une constante Cp > 0 telle que sup
x∈Rn

sup
N≥1
‖Y (p)xN‖∞ ≤ Cp.

Démonstration. La preuve s'e�ectue par récurrence et repose sur le théorème
précédent.

Pour q = 0 :

‖ Γ[θN,x1 ] ‖∞ ≤
∞∑
k=1

αkK2k+2 = C0.

Pour q = 1 :
‖Y (1)xN‖∞ ≤ αK‖Y (1)xN−1‖∞ +K1.

Comme αK2 < 1, on peut itérer l'inégalité précédente pour obtenir l'exis-
tence de C1 telle que sup

x∈Rn
sup
N≥1
‖Y (1)xN‖∞ ≤ C1.

Pour q quelconque, on utilise les inégalités obtenues sur les fonctions Bq :

‖Y (q)xN‖∞ ≤ ‖Aq‖∞‖Y (q)xN−1‖∞+Kq sup
x,y
‖Bq(x, Y (0)xN−1, · · · , Y (q−1)xN−1, y)‖∞.

On utilise en�n les inégalités obtenues pour majorer le terme de droite ainsi
que le fait que ‖Aq‖∞ < 1 pour obtenir une majoration du type (où aq < 1) :

‖Y (q)xN‖∞ ≤ aq‖Y (q)xN−1‖∞ +Kq.

q.e.d

A�n d'estimer le degré de régularité des densités des mesures invariantes
considérées, nous utiliserons le lemme bien connu suivant :



6. Mesures invariantes, convergence vers l'équilibre 96

Lemme 21 (régularité). Soit µ une loi sur Tn telle que pour m ≥ n+ 1, et
p = (p1, · · · , pn) ∈ Zn :

|π̂(p)| ≤ 1

‖p‖m1
.

Alors µ admet une densité de classe Cm−n−1.

On se donne ε > 0 et on dé�nit Ψε = 1

(det Γ[θN,x1 ]+ε)2n+2
. Démontrons dans

un premier temps la semi-continuité inférieure des densités.

Théorème 26 (régularité sci des densités).
Si Ψ̂ est de classe Cn+2, sous les conditions de non-dégénérescence 1 et 2,
toutes les mesures invariantes de la chaîne de Markov ont une densité sci.

Démonstration. Considérons f(x) = ei<q,x>, avec q = (q1, · · · , qn) ∈ Zn et
I ⊂ {1, · · · , n}n+1. Et soitN un nombre d'itérations �xé. D'après le corollaire
5, on a : ∣∣∣E{(∏

k∈I

qk)f(θN,x1 ) det Γ[θN,x1 ]2n+2Ψε}
∣∣∣ =

∣∣∣E{f(θN,x1 )Hn+1}
∣∣∣.

Mais H est une fonction rationnelle en les variables (Y (0)xN , · · · , Y (n+ 1)xN)
qui sont bornées uniformément en N et en x d'après le théorème précédent.
On peut donc a�rmer qu'il existe une constante Cε > 0 indépendante de N
telle que : ∣∣∣E{f(θN,x1 ) det Γ[θN,x1 ]2n+2Ψε}

∣∣∣ ≤ Cε
‖q‖n+1

.

On se place sur le même espace probabilisé auxiliaire que le théorème 23, c'est
à dire on intègre la condition initiale par rapport à une mesure invariante et
on fait converger le nombre d'itérations vers l'in�ni. On obtient∣∣∣E{f(θ1) det Γ[θ]2n+2Ψε}

∣∣∣ ≤ Cε
‖q‖n+1

.

Par conséquent, la loi θ1∗(det Γ[θ]2n+2ΨεdP) admet une densité continue.
Remarquons que comme les conditions de non dégénérescence quantitatives
sont plus fortes que les conditions qualitatives, on sait que toutes les me-
sures invariantes admettent des densités (voire le théorème 23). Donc θ1

a une loi régulière par rapport à Lebesgue. Or par construction, les lois
θ1∗(det Γ[θ]2n+2ΨεdP) admettent des densités continues qui convergent en
croissant vers la densité de θ1 qui est la mesure invariante considérée. Celle
ci est donc semi-continue inférieurement.
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En e�et lim
ε→0
↗ det Γ[θ1]2n+2Ψε = 1{det Γ[θ1]6=0 = 1}. Car d'après les conditions

de non dégénérescence, l'opérateur carré du champ obtenu par un nombre
in�ni d'itérations ne s'annule pas. q.e.d

L'obtention de la régularité sci utilise uniquement le fait que l'opérateur
carré du champ det Γ[θ1] ne s'annule pas. Pour obtenir des régularité de classe
Ck, il faut étudier l'intégrabilité de 1

det Γ[θ1]
. C'est l'objet du théorème suivant.

Théorème 27 (Conditions d'intégrabilité de 1
det Γ[θ1]

).

Soit :

0 < λ <
ln(1− ω)

ln(δ2/K2n)
.

Alors :
1

det Γ[θ1]
∈ Lλ(P).

Démonstration. Rappelons que :

Γ[θ1] =
∞∑
k=1

αk
∂θ1

∂Yk

t∂θ1

∂Yk
.

Avec d'après la règle de la chaîne :

∂θ1

∂Yk
= ∂1Ψ̂(θ2, Y1)) · · · ∂1Ψ̂(θk, Yk−1)∂2Ψ̂(θk+1, Yk).

Notons τε = inf{k ≥ 1 | det ∂2Ψ̂(θk+1, Yk)
t∂2Ψ̂(θk+1, Yk) ≥ ε}. On obtient

det Γ[θ1] ≥ εαnτεδ2τε .
(On a αnτε au lieu de ατε par multilinéarité du déterminant).

Il faut donc étudier l'intégrabilité de δ−2τεα−nτε en estimant P{τε ≥ k}.
P{τε ≥ k} = P{det ∂2Ψ̂(θ2, Y1)t∂2Ψ̂(θ2, Y1) ≤ ε, · · · , det ∂2Ψ̂(θk+1, Yk)

t∂2Ψ̂(θk, Yk−1) ≤ ε}
≤ ( sup

x∈Rn
P{det ∂2Ψ̂(x, Y1)t∂2Ψ̂(x, Y1) ≤ ε})k−1

≤ (1− ωε)k−1.

En e�et :

sup
x∈Rn

P{det ∂2Ψ̂(x, Y1)t∂2Ψ̂(x, Y1) ≤ ε} = sup
x∈Rn

(1− P{det ∂2Ψ̂(x, Y1)t∂2Ψ̂(x, Y1) ≥ ε})

≤ sup
x∈Rn

(1− inf
x∈Rn

P{det ∂2Ψ̂(x, Y1)t∂2Ψ̂(x, Y1) ≥ ε})

≤ 1− ωε.
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En�n pour p ≥ 1 :

E[δ−2pτεα−pnτε ] <∞ ⇔
∞∑
k=1

δ−2pkα−pnkP{τε = k} <∞

⇔
∞∑
k=1

δ−2pkα−pnkP{τε ≥ k} <∞

⇐
∞∑
k=1

δ−2pkα−pnk(1− ωε)k <∞

⇔ δ−2pα−pn(1− ωε) < 1.

On en déduit les conditions du théorème car lim
ε→0

ωε = ω et parce que α <
1
K2 . q.e.d

Remarque 15. On peut donner une formulation spectrale du critère précé-
dent, si 0 < λ < ln(1−ω)

ln(ρmin/ρmax)
alors 1

det Γ[θ1]λ
est intégrable. On a noté ρmin

(resp ρmax) la plus petite (resp la plus grande) valeur propre de ∂1Ψ̂(x, y)t∂1Ψ̂(x, y)
uniformément en x et y.

Le théorème précédent permet de donner des critères e�ectifs de régularité
des densités.

Théorème 28. Supposons Ψ de classe Cr+1, avec r ≥ n+1 et r < 1
3

ln(1−ω)
ln(δ2/K2n)

alors toutes les mesures invariantes admettent une densité de classe Cr−n−1.

Démonstration. On pose Ψε = 1

(det Γ[θN,x1 ]+ε)2r
et on utilise le corollaire 5. Soit

I ⊂ {1, · · · , n}r, on a :

E{(
∏
k∈I

qk)f(θN,x1 ) det Γ[θN,x1 ]2rΨε} = E{f(θN,x1 )Hr}∣∣∣E{f(θN,x1 ) det Γ[θN,x1 ]2rΨε}| ≤
Cε
‖q‖r1

.

Or Hr est une fraction rationnelle dont le dénominateur est (det Γ[θN,x1 ]+ε)3r

et dont le numérateur est borné uniformément en ε car c'est un polynôme en
les variables Y (0)xN , · · · , Y (q + 1)N,x. On en déduit que

Cε ≤ C inf
x,ε

E{ 1

(det Γ[θN,x1 ] + ε)3r
}.
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Et il su�t de faire tendre ε vers 0.

q.e.d

On obtient la conséquence immédiate suivante :

Corollaire 7. Si ψ̂ est de classe C∞ et que ω = 1 (i-e : pour tout x : y →
Ψ̂(x, y) est presque sûrement de rang n) alors toute les mesures invariantes
admettent une densité de classe C∞.

6.4 Propriétés ergodiques, vitesse de convergence vers
l'équilibre.

Dans cette section nous étudions les propriétés ergodiques des chaînes de
Markov considérées. Nous cherchons des critères entraînant une convergence
rapide des lois deXn vers un équilibre de la chaîne. Pour cela, nous utiliserons
les conditions de non dégénérescence ainsi que les résultats de régularité des
mesures invariantes obtenus. Le résultat suivant est central dans notre étude.

Lemme 22 (Condition de "type" Doeblin locale). Il existe un recouvrement
�ni de Tn par des ouverts O1, · · · ,Ok et des mesures positives �nies et non
nulles µ1, · · · , µk telles que :

∀x ∈ Tn, ∀φ ∈ C0(Tn,R+), Tφ(x) ≥
k∑
i=1

1Oi(x) < φ, µi >

Avant de commencer la preuve, remarquons la similitude entre le résultat
ci-dessus et la condition de Doeblin qui stipule que pour une mesure positive
non nulle µ :

∀x ∈ Tn, ∀φ ∈ C0(Tn,R+), Tφ(x) ≥< φ, µ > .

Il est bien connu que la condition de Doeblin entraîne l'existence d'une unique
mesure stationnaire π telle que :

∃C > 0, ∃ρ < 1, ∀ν, : ‖νT ∗n − π‖v.t ≤ Cρn

et,
∀φ ∈ C0(K,C) : ‖T nφ(x)− < π, φ > ‖∞ ≤ C‖φ‖∞ρn.
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Ces propriétés connues sous le nom de Doeblin récurrence sont particulière-
ment fortes. La très belle méthode du mathématicien Nagaev permet par des
techniques de perturbations spectrales de démontrer des propriétés asympto-
tiques très �nes sur les chaînes de Markov qui satisfont ce type de propriétés.

Démonstration. On continue à travailler avec Ψ̂ qui est le relèvement de Ψ.
Soit φ une fonction continue positive. Pour x ∈ Rn, nous notons

Ox = {y ∈ Rp | det ∂2Ψ̂(x, y)t∂2Ψ̂(x, y) > 0}

. L'idée est alors d'e�ectuer un simple changement de variable sur Ox, pour
cela on utilise la formule de la coaire.

Tφ(x) = E{φ(Ψ̂(x, Y ))}
≥ E{φ(Ψ̂(x, Y ))1Ox(Y )}

≥
∫
R/Zn

φ(z)dz

∫
Ψ̂−1
x (z)

dHp−n(t)

det ∂2Ψ̂(x, t)t∂2Ψ̂(x, t)

≥ 1

K

∫
R/Zn

φ(z)Hp−n(Ψ̂−1
x (z))dz.

En�n, remarquons pour tout z tel que Hp−n(Ψ̂−1
x (z)) > β > 0 il existe un

voisinage ouvert V de x et un voisinage V ′ de z tels que pour tout x′ dans V
et z′ dans V ′ on a Hp−n(Ψ̂−1

x′ (z′)) > β
2
. Ainsi :

Tφ(x) ≥ β

2K
1V(x)

∫
R/Zn

φ(z)1V ′(z)dz.

Pour achever la preuve il su�t d'utiliser la propriété de Borel-Lebesgue au
compact Tn car les voisinages Vx sont un recouvrement ouvert. q.e.d

Rappelons sans démonstration le très beau résultat suivant dû à Hillel
Furstenberg et Oxtoby [34].

Théorème 29. Soit K un espace métrique compacte et soit T un opérateur
positif de C(K,C) dans lui même, tel que T (1) = 1 et tel que T ∗ n'admet
qu'une seule probabilité invariante π. Alors, pour toute fonction continue φ,
on a :

lim
N→∞

‖ 1

N

N∑
k=1

T kφ(x)− < φ, π > ‖∞ = 0.

Maintenant voyons sur des exemples simples comment combiner simple-
ment les deux résultats précédents pour obtenir des estimations de vitesse de
convergence vers l'équilibre.
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Application 2. Soit K un espace métrique compact dénombrable. Et T un
opérateur positif de C0(K) dans lui même tel que T1 = 1. Supposons que T ∗

n'admet qu'une seule probabilité invariante π. Alors il est possible d'estimer
la vitesse de convergence vers l'équilibre, ce que le théorème de Furstenberg
ne fait pas. Considérons les deux situations suivantes.

� Supposons qu'il existe un point isolé ζ de K tel que 1 > π(ζ) > 0.

Soit φ ∈ C0(K,R+), Tφ(x) ≥
∑
k∈K

1{k}(x)
∑
z∈K

φ(z)P (k, z).

Soit Tφ(x) ≥ 1{ζ}(x) < φ, µζ >. Mais par hypothèse ζ n'est pas absor-
bant, sinon on aurait π(ζ) = 1, donc z → P (ζ, z) = µζ 6= 0. Ainsi :

Tφ(x) + T 2φ(x) + · · ·+ TNφ(x)

N
≥< φ, µζ >

1{ζ}(x) + · · ·+ TN−11{ζ}(x)

N
.

Mais, comme ζ est isolé, 1{ζ}(·) est une application continue. Ainsi en
application du théorème de Furstenberg, pour N0 assez grand et pour

tout x : |T1{ζ}(x)+···+TN1{ζ}(x)

N0
− π(ζ)| ≥ π(ζ)

3
. Finalement, pour tout x

dans K :

Tφ(x) + T 2φ(x) + · · ·+ TN0φ(x)

N0

≥ 2π(ζ)

3
< φ, µζ > .

Ceci assure que T+···+TN0

N0
satisfait à la condition de Doeblin.

L'opérateur de transition QN0 = T+···+TN0

N0
est associé à une chaîne

de Markov très similaire à la chaîne de Markov associée à T . Au lieu
de considérer usuellement X1, X2, · · · où l'on itère de 1 à chaque pas,
on tire au hasard à chaque pas un entier entre 1 et N0 qui va corres-
pondre au nombre d'itérations que l'on fait. Cela peut être par exemple
X1, X7, X14, X14+N0 etc. Comme nous le verrons, on peut utiliser la
Doeblin récurrence de la chaîne associée à l'opérateur QN0 des théo-
rèmes asymptotiques associés à la chaîne de Markov associée à T .

� On va supposer que la famille de probabilité de transition P (x, y) est
continue en (x, y).

Tφ(x) ≥
∑
k∈K

1{k}(x)
∑
z∈K

φ(z)P (k, z)

T 2φ(x) ≥
∑
k∈K

P (x, k) < φ, µk >

Tφ(x) + · · ·+ TNφ(x)

N
≥

∑
k∈K

< φ, µk >
1k(x) + · · ·+ TN−11k(x)

N
.
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Mais comme x→ P (x, k) est continue alors le théorème de Furstenberg
assure que uniformément en x :

lim
N→∞

1k(x) + · · ·+ TN−11k(x)

N
= π(k).

Si la mesure invariante n'est pas concentrée en un seul point, on peut
trouver k tel que µk 6= 0 et π(k) > 0, on en déduit le même type de
conditions de Doeblin que précédemment.

� On peut adapter les arguments précédents au cas d'un espace métrique
compact et d'une chaîne de Markov uniquement ergodique possédant
une famille de probabilités de transition de la forme p(x, y)dνy avec une
fonction p continue. Le cas où le noyau de transition est uniformément
minoré est trivial car il entraîne immédiatement une condition de type
Doeblin.
L'intérêt de cette méthode est qu'il permet de considérer des cas ou le
noyau de transition p peut s'annuler.

Adaptons cette idée aux chaînes de Markov que nous avons considérées à
la section précédente.

Théorème 30. Supposons que Ψ̂ est de classe Cn+2 et satisfait les deux
conditions de non dégénérescence précédentes. Alors on sait déjà que toutes
les mesures invariantes admettent des densités de classe sci. Pour chaque
mesure invariante µ on note fµ un représentant sci, Oµ = {fµ > 0} et
Kµ = Adh(Oµ). Alors Kµ est un compact stable par la chaîne de Markov qui

est uniquement ergodique sur Kµ telle que
T+···+TNµ

Nµ
satisfait une condition de

Doeblin sur C(Kµ) pour un certain entier Nµ. On peut même prendre Nµ = 2.

Démonstration. Nous savons que d'après le théorème 26, toutes les mesures
invariantes admettent une densité par rapport à la mesure de Lebesgue que
l'on peut choisir comme semi-continue inférieurement. L'ensemble Oµ =
{fµ > 0} est donc un ouvert. Il est clair que presque sûrement, l'ouvert
Oµ est stable par Ψ̂(·, Y ), car Oµ représente le support de la loi µ. Soit dé-
sormais un point z dans l'adhérence de l'ouvert Oµ. Il existe alors zn dans
Oµ qui converge vers z, mais presque sûrement Ψ̂(zn, Y ) est encore dans Oµ
pour tout n et converge vers Ψ̂(z, Y ), ce qui prouve bien la stabilité de Kµ.
Sur le compact Kµ, l'opérateur de transition T sur C0(T n) induit un opéra-
teur de transition sur C0(Kµ) qui est uniquement ergodique. En e�et, si il
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existe une autre mesure ν sur Kµ ergodique par T ∗µ alors elle est invariante
par T et possède donc une densité sci. Mais alors l'ouvert Oµ qui est par
construction dense dans Kµ va intersecter Oν ce qui est impossible. Car les
mesures ergodiques sont mutuellement étrangères. Pour conclure la preuve,
il su�t d'utiliser le lemme 22 et l'unique ergodicité que nous venons de dé-
montrer sur Kµ.
Il existe un recouvrement ouvert �ni de Kµ (V1, · · · ,Vq) et des mesures po-
sitives non nulles (ν1, · · · , νp) telles que pour toute fonction positive sur Kµ

on ait :

Tµφ(x) ≥
q∑

k=1

1Vk(x) < φ, νk > .

Soit,

Tµφ(x) + · · ·+ T
Nµ
µ φ(x)

Nµ

≥
q∑

k=1

< φ, νk >
Tµ1Vk(x) + · · ·+ T

Nµ
µ 1Vk(x)

Nµ

.

Mais d'après l'unique ergodicité, on a uniformément en x :

lim inf
Nµ→∞

Tµ1Vk(x) + · · ·+ T
Nµ
µ 1Vk(x)

Nµ

≥ µ(Vk) > 0.

On obtient comme précédemment une condition de Doeblin pour une moyenne
des itérées de l'opérateur de transition. Considérons le polynôme P (X) =
X+X2+···+Xn

n
. Le théorème spectral assure que sp(P (T )) = P (sp(T )). Par

conséquent, 1 est une valeur propre isolée dans le spectre de T , de multiplicité
1. En conséquence, (T + T 2)/2 véri�e une propriété de trou spectral. q.e.d

Remarque 16. Les mêmes conclusions peuvent être atteintes si l'on sup-
pose que les fonctions sont simplement de classe C1. Il faut alors utiliser la
propriété (SEID) et c'est plus délicat. Néanmoins, cela est fait dans le cha-
pitre suivant lorsqu'on étudiera les propriétés ergodiques des di�usions sur
Tm c'est-à-dire la version "temps-continu" de ce travail.

Corollaire 8 (théorème central limite). Soit K un espace métrique complet.
Xn la chaîne de Markov sur K associée à un opérateur de transition T de
C(K,C) dans lui même. On suppose que T+T 2

2
satisfait une propriété de trou

spectral.
Alors étant donnée µ l'unique mesure invariante de la chaîne et φ continue
telle que

∫
K φdµ = 0, on a la convergence suivante pour toute condition

initiale x.

lim
N→∞

N∑
k=1

φ(Xx
k )

√
N

Loi
= N (0, σ2).



6. Mesures invariantes, convergence vers l'équilibre 104

Démonstration. Comme Q = T+T 2

2
satisfait la condition de Doeblin, alors

Q − id est inversible dans l'espace de Banach des fonctions continues d'in-
tégrale nulle par rapport à µ. Cela provient du fait que sous la condition de
Doeblin, l'opérateur de transition Q possède un trou de spectre. Autrement
dit, Q = P +R avec Pφ =< φ, µ > 1, PR = RP = 0 et ‖R‖ < 1. Ceci nous
permet de considérer l'opérateur

∑∞
k=0 R

k qui permet de résoudre l'équation
de Poisson associée à Q.
Aussi, existe-t-il Ψ continue telle que φ = QΨ− Ψ. Mais alors, φ = Tf − f
avec

f =
1

2
(id+ (T + id))[Ψ].

Il en découle que T − id est également inversible dans l'espace de Banach des
fonctions continues d'intégrale nulle par rapport à µ.

A partir de là, la méthode est classique pour démontrer le théorème cen-
tral limite et se base sur le théorème bien connu suivant.

Théorème 31 (théorème central limite pour les martingales). Soit Mn une
martingale par rapport à une �ltration Fn telle que :

� M0 = 0,
� ∀n ≥ 1, E[M2

n] <∞,

� limn→∞
1

n

n∑
k=1

E{(Mk −Mk−1)2|Fk−1} = σ2,

� ∀ε > 0, lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

E[(Mk −Mk−1)1{|Mk−Mk−1|≥ε
√
n}] = 0.

Alors

lim
n→∞

Mn√
n

Loi
= N (0, σ2).

La suite est classique, puisque φ = f − Tf :

n∑
k=0

φ(Xx
k ) = f(X0)− Tf(Xn) +Mn.

où Mn est la martingale dé�nie par :

Mn =
n−1∑
i=0

f(Xi+1)− Tf(Xi)

. La véri�cation des hypothèses du théorème central limite pour martingale
appliquée à Mn est simple dans ce cas. Ceci est dû au fait que φ et f sont
des fonctions continues sur un compact donc bornées. q.e.d



7. PROPRIÉTÉS ERGODIQUES DES DIFFUSIONS
PÉRIODIQUES

Introduction

Dans ce travail, nous étudions les propriétés ergodiques d'équations di�é-
rentielles stochastiques à coe�cients périodiques. Soient b et σ deux fonctions
de classe C1 et 2π périodiques en chaque variable, nous étudions l'équation
suivante :

Xt = x0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+
d∑
j=1

∫ t

0

σ(Xs)dW
j
s , x0 ∈ Rm. (7.1)

Remarque 17. L'évolution du système dynamique 7.1 ne dépend que de la
classe de Xs dans Rm/(2πZ)m. Il induit donc un système dynamique sur
Tm. Cela permet de considérer le système sur un espace d'état compact, ce
qui assure l'existence de mesures de probabilité invariantes. A partir de main-
tenant, sans perte de généralité, Xt sera assimilé à sa classe d'équivalence
dans Tm.

Plus précisément, les questions que nous abordons sont :

1. Sous quelles conditions sur σ et b, les mesures stationnaires de Xt sont-
elles régulières par rapport à la mesure de Lebesgue ?

2. Sous quelles conditions peut-on s'assurer que le système dynamique
Xt est uniquement ergodique (ie n'admet qu'une seule mesure station-
naire) ?

3. Peut-on donner alors une vitesse de convergence vers l'équilibre ?

1. La question 1 a été très étudiée pendant les deux dernières décennies,
donnant lieu à une vaste littérature. Nous renvoyons à [3] pour une des-
cription détaillée des résultats principaux de ces recherches. Le point
de vue purement analytique permet alors d'établir le résultat suivant
très général.
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Théorème 32. Soit Ω un ouvert de Rm, A(x) = (ai,j(x)) une famille
borélienne de matrices symétriques positives sur Ω. Soit µ une mesure
positive σ-�nie sur Ω telle que ai,j(x) ∈ L1

loc(Ω, µ) et telle que pour une
constante C > 0 et pour toute fonction test φ ∈ C∞0 (Ω) :∫

Ω

ai,j(x)∂i∂jφ(x)dµ ≤ C(sup
Ω
|φ|+ sup

Ω
|∇φ|).

Dans ce cas, (detA·dµ) est absolument continue par rapport à la mesure
de Lebesgue.

Soit b(x) une famille borélienne de vecteurs dans L1
loc(Ω, µ). On consi-

dère l'opérateur di�érentiel de di�usion suivant :

LA,bφ = ai,j∂i∂jφ+ bi∂iφ.

L'invariance d'une mesure µ pour la di�usion peut alors être vue au
sens "in�nitésimal". C'est-à-dire L∗A,b(µ) = 0, ou encore pour toute
fonction test φ : ∫

Ω

ai,j∂i∂jφdµ+

∫
Ω

bi∂iφdµ = 0.

Sous ces conditions, le théorème 1 s'applique et fournit des critères
généraux d'absolue continuité pour µ. En e�et, les coe�cients fonc-
tionnels A et b n'étant à priori que boréliens, on ne peut même pas
envisager la di�usion au sens trajectoriel classique. Cela nécessiterait
des conditions de type Lipschitz sur A et b.

Les hypothèses de régularité que nous faisons sur σ et b nous permettent
de voir la di�usionXt comme un système dynamique aléatoire. La théo-
rie ergodique nous permet de donner des critères d'absolue continuité
de µ sous des conditions de non dégénérescence bien plus faibles que
celles requises par la méthode analytique. En contrepartie, les coe�-
cients fonctionnels b et σ doivent être C1 au lieu de boréliens. Cette
généralisation repose sur le théorème ergodique de Birkho� pour les
systèmes dynamiques aléatoires (voir [30]).

Par exemple, en utilisant la méthode analytique, si µx-p.p, detA(x) 6= 0
alors dµ << dλm. En utilisant des arguments de type Birkho�, et si
la mesure µ est ergodique, la condition ci-dessus peut être relaxée à
µ{x | detA(x) 6= 0} > 0. En outre, la méthode permet de traiter cer-
tains cas où A est totalement dégénérée (detA = 0). L'outil princi-
pal des preuves de régularité des lois est la propriété de densité de
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l'énergie image (EID) dans l'espace de Wiener. Rappelons juste que
si X = (X1, · · · , Xp) est un p-uplet de variables aléatoires dans le
domaine D de l'opérateur de Malliavin sur l'espace de Wiener, alors
(X1, · · · , Xp)∗(det Γ[Xi, Xj]i,jdP) << dλp. On pourra consulter [?] pour
la démonstration ou [14] pour une introduction détaillée aux formes de
Dirichlet sur l'espace de Wiener.

La di�culté principale réside dans le fait qu'il faut considérer simulta-
nément la loi de Xt sur l'ensemble de sa trajectoire c'est à dire pour un
intervalle de temps "in�ni", a�n d'obtenir la régularité d'une mesure
stationnaire. Pour cela, nous mettons des poids à décroissance rapide
sur des intervalles de temps �ni [kT, (k+1)T ], ce qui permet d'e�ectuer
du calcul de Malliavin en temps "in�ni". Cette méthode à l'avantage
de s'exporter sur di�érents contextes tels que les di�usions à sauts ou
les équations di�érentielles aléatoires, et à notre connaissance, n'avait
jamais été faite auparavant.

La condition de non-dégénérescence que nous prendrons sera :

∀x ∈ Tm, ∃T > 0, P{det Γ[Xx
T ] > 0} > 0. (7.2)

Elle exprime le fait que partant de n'importe quelle condition initiale x,
à partir d'un temps T (dépendant de x) su�samment grand, il y a une
chance positive que le "bruit" se propage à travers toutes les directions
de l'espace d'état Tm.

2. Si la di�usion est elliptique, on sait qu'elle n'admet qu'une seule me-
sure stationnaire. En outre celle-ci aura la régularité des coe�cients
fonctionnels, soit dans notre cas la classe C1. On pourra consulter par
exemple [28]. Si la di�usion est hypoelliptique, alors l'unicité de la
mesure stationnaire n'est plus assurée. Par exemple, l'équation dXt =
−sin(2Xt)dt+cos(2Xt)dWt est hypoelliptique et possède deux mesures
stationnaires, l'une sur [−π/4, π/4] et l'autre sur [3π/4, 5π/4]. Il faut
rajouter une condition de récurrence qui va exprimer le fait que pour un
certain point �xé, et pour toute condition initiale, avec une probabilité
positive, la di�usion rentre dans n'importe quel voisinage de ce point.
Voyons comment, sous ces conditions, assurer l'unicité de la mesure
stationnaire. Les mesures ergodiques étant étrangères entre elles, leur
supports doivent être disjoints. Or par la condition de récurrence, on
saura que les supports topologiques vont s'intersecter (au point de ré-
currence). En�n, sous condition d'hypoellipticité le semi-groupe Pt de
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la di�usion est fortement Feller et cela assure que si les supports topo-
logiques s'intersectent alors les supports généraux s'intersectent. Nous
donnerons en appendice une démonstration alternative de cette pro-
priété (corollaire 10). Le semi-groupe est fortement Feller si et seule-
ment si les probabilités de transition sont continues en variation totale
en la variable spatiale x. Cette méthode et ce résultat sont utilisés uni-
versellement pour établir l'unique ergodicité en dimension �nie. Une
version plus générale d'"asymptotiquement fortement Feller" a été in-
troduite récemment pour des cas en dimension in�nie ([24],[25]), et
donne lieu aux mêmes conclusions sur les supports topologiques des
mesures stationnaires. Pour prouver que la di�usion est "fortement Fel-
ler", cela se fait généralement en établissant que on a :

‖∇Ptφ‖(x) ≤ C(x)‖φ‖∞.

Cela, découle généralement d'une intégration par parties de Malliavin
nécessitant des hypothèses de classe C2, sur σ et b ainsi qu'une hypo-
thèse de non-dégénérescence forte : 1

det Γ[Xt]
∈ Lp. Dans notre cas, ni les

conditions de régularité, ni la condition de non-dégénérescence 7.2 ne
permettent de véri�er ce critère.
La propriété (EID) permet d'a�rmer que deux mesures stationnaires
ergodiques sont régulières par rapport à la mesure de Lebesgue, mais
cela n'est pas contradictoire avec le fait qu'elles soient étrangères, ni
même que leurs supports topologiques s'intersectent. La propriété (EID)
est donc insu�sante pour prouver que les mesures ergodiques coïn-
cident. Pour ce faire, nous allons démontrer une version "quantitative"
de la propriété (EID), qui permet de comparer en variation totale les
lois de variables aléatoires dans le domaine D. La preuve de ce résultat
est donnée au chapitre 4 de cette thèse et repose de façon curieuse sur
le principe de Schwartz de commutation des dérivées (∂x∂y = ∂y∂x).
Notons qu'il s'agit là d'une démonstration totalement nouvelle de la
propriété (EID) sur l'espace de Wiener, la démonstration classique re-
posant sur des arguments de formules de co-aire.
Plus précisément nous démontrons que pour toute suite arbitraire de
fonctions φn continues avec ‖φn‖∞ ≤ 1, et pour yn → y on a :

lim
n→∞

E{det Γ[Xy
t ](φn(Xyn

t )− φn(Xy
t ))} = 0. (7.3)

Cela signi�e que pour deux conditions initiales proches x et y, les parties
absolument continues de LXy

t
et de LXx

t
sont proches en variation totale.

Par conséquent, si les supports topologiques s'intersectent, et grâce à
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la propriété ci-dessus, on en déduira que les supports généraux s'inter-
sectent. Cette méthode permet d'a�aiblir considérablement les hypo-
thèses requises pour obtenir que le semi-groupe est fortement Feller.
Par exemple, si nous supposons que pour tout x, det Γ[Xx

t ] > 0, P-p.s
(au lieu de 1

det Γ[Xt]
∈ Lp), nous obtiendrons également le caractère for-

tement Feller du semi-groupe Pt. Par ailleurs, l'hypothèse 7.2, su�ra
pour obtenir que les supports topologiques de deux mesures ergodiques
sont disjoints, sans que le semi-groupe soit fortement Feller. Il y a là
une di�érence de fond fondamentale, le critère utilisé pour prouver le
caractère fortement Feller du semi-groupe repose sur une intégration
par parties de Malliavin, tandis que la démonstration de (SEID-(7.3))
repose sur un autre type d'intégration par parties laquelle est équiva-
lente au lemme de Schwarz (∂x,y = ∂y,x).

L'hypothèse de récurrence que nous faisons (pour assurer l'unique er-
godicité) est classique :

∃x0 ∈ Tm, ∀x ∈ Tm, ∀ε > 0, ∃Tx,ε > 0, P{Xx
Tx,ε ∈ B(x0, ε)} > 0.

(7.4)
Précisons que le support général d'une mesure µ désigne un borélien B
tel que µ(B) = 1. Il n'y a pas unicité de B dans cette dé�nition. En�n,
le support topologique de µ désigne le complémentaire du plus grand
ouvert de mesure nulle pour µ, il est alors unique.

3. Concernant la troisième question, il existe aussi une littérature exhaus-
tive sur le sujet. Dans le cas d'une di�usion elliptique sur Tm, la vitesse
de convergence à l'équilibre est obtenue via l'étude des propriétés spec-
trales du générateur in�nitésimal de la di�usion. On déduit de ces pro-
priétés spectrales une vitesse de convergence exponentielle à l'équilibre,
autrement dit le semi-groupe Pt véri�e un trou de spectre. Dans les cas
plus dégénérés comme le cas hypoelliptique, et sous une condition de
récurrence adéquate on obtient des propriétés similaires sur le semi-
groupe Pt de la di�usion, ceci est fait dans [31]. La méthode consiste
alors prouver qu'il existe un ensemble C visité exponentiellement sou-
vent par la chaîne Xt sur lequel est valide une condition de minoration
de Doeblin :

inf
x∈C

P (x, ·) ≥ λη(·).

Par ailleurs ces conditions sont obtenues en prouvant l'existence de
fonctions de Lyapounov et en utilisant le fait que les lois de transitions
pt(x, y) sont des fonctions conjointement continues en (x, y) (consé-
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quence de l'hypoellipticité).
Une approche légèrement di�érente consiste à étudier la résolubilité
de l'équation de Poisson pour estimer des vitesses de convergence à
l'équilibre. On pourra consulter [32], pour une étude de la résolution
de l'équation de Poisson pour les di�usions hypoelliptiques sur Tm. Là
encore, faute de régularité sur les coe�cients fonctionnels σ et b, nous
ne pourrons appliquer ces méthodes. Le théorème suivant permet de
contourner la di�culté, il sera central dans notre travail.

Théorème 33.

Soit K un compact. Soit Pt un semi-groupe de C(K, ‖ · ‖∞) dans lui
même, tel que
� f ≥ 0⇒ Ptf ≥ 0,
� Pt1 = 1,
� Pt admet une unique mesure µ de probabilité stationnaire (P ∗t µ = µ).

Alors, pour tout φ dans C(K,C) :

lim
T→∞

‖ 1

T

∫ T

0

Psφ(·)ds− < φ, µ > ‖∞ = 0.

Ce théorème est très certainement connu, il s'agit d'étendre le critère
de convergence uniforme des sommes de Birkho� (équivalent à l'unique
ergodicité) au cas continu d'un semi-groupe. Néanmoins, faute de ré-
férence satisfaisante, nous le redémontrons en appendice. Ce critère
de convergence uniforme est dû au travail séminal d'Oxtoby ([34]) sur
l'unique ergodicité.
Ce théorème couplé avec la propriété 7.3 nous permet d'obtenir un ordre
de convergence exponentiel vers l'équilibre. Même si nous ne pouvons
pas explicitement quanti�er cette vitesse de convergence, ce résultat
permet d'obtenir des informations spectrales sur le générateur de la
di�usion sous des hypothèses de non dégénérescence minimales et sous
faible régularité. La méthode consiste à utiliser conjointement la pro-
priété 7.3 et le théorème 33 pour prouver des conditions de Doeblin
sur la chaîne de Markov Xt. Il est à noter que sous des hypothèses plus
fortes, on peut obtenir des conditions de Doeblin très quanti�ées, il faut
pour cela utiliser des minorations de densités de probabilités de transi-
tion, lesquelles s'obtiennent par des techniques de calcul de Malliavin.
On pourra consulter [27] pour des applications ergodiques, ainsi que [2]
pour l'obtention de minorations de densités.
Par rapport à [31], notre méthode se démarque car nous n'avons pas
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besoin de l'existence de fonctionnelles de Lyapounov. Nous n'utilisons
pas non plus le fait que les lois de transition pt(x, y) sont conjointe-
ment continues en (x, y) ce qui a priori est rare étant donné le fait que
nous ne pouvons pas utiliser le critère de Hörmander sur les coe�cients
fonctionnels b et σ. L'apport de ce travail consiste donc principalement
en l'appauvrissement des hypothèses de régularité des coe�cients ainsi
que l'appauvrissement de la condition de non-dégénérescence.
Cela dit, étant donnée la faiblesse de nos hypothèses nous obtiendrons
un résultat légèrement plus faible. Nous aurons que pour tout T > 0,
1
T

∫ T
0
Psds véri�e un trou de spectre, au lieu d'obtenir que Pt satisfait

un trou de spectre. Ce qui se traduit en terme de générateur par le fait
que 0 est isolée dans le spectre.

A�n de �xer les idées, schématisons le raisonnement e�ectué dans ce tra-
vail.(

Non-dégénérescence(7.2)
) (EID)−→ Régularité des mesures stationnaires.(

Non-dégénérescence(7.2)
Récurrence(7.4)

)
(7.3)−→ Unique ergodicité.(

Non-dégénérescence(7.2)
Unique ergodicité

)
(7.3)+thm(33)−→ Vitesse de convergence exponentielle.

7.1 Régularité des densités des mesures stationnaires

Nous renvoyons à l'introduction pour les notions de calcul de Malliavin
utilisées dans ce chapitre, l'outil central dans les preuves à venir est la struc-
ture d'erreur d'Ornstein-Uhlenbeck sur l'espace de Wiener.

7.1.1 Dé�nition d'un calcul de Malliavin en temps long

Nous souhaitons prouver que les mesures stationnaires de l'équation 7.1 :

Xt = x0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+
d∑
j=1

∫ t

0

σ(Xs)dW
j
s , x0 ∈ Rm,

sous la condition de non dégénérescence 7.2 sont absolument continues par
rapport à la mesure de Lebesgue. Nous aurons besoin de quelques résultats
préliminaires.
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Lemme 23. Soit Si une suite de matrices symétriques positives. Soit αi une
suite correspondante de réels positifs. Alors on a :∑

i

αiSi ∈ Gln(R)⇒
∑
i

Si ∈ Gln(R).

Démonstration.

Il su�t de remarquer que si
∑

i
tXSiX = 0 alors pour tout i, tXSiX = 0 et∑

i αi
tXSiX = 0. q.e.d

Le résultat assure que l'on peut s'a�ranchir de la dépendance de x dans la
propriété de non-dégénérescence 7.2.

Lemme 24. Sous la condition 7.2 :

∃T > 0, ∀x ∈ Tm, P{det Γ[Xx
T ] > 0} > 0.

Démonstration.

Par continuité de Γ[Xx
T ] vis à vis de la condition initiale x, on en déduit

que pour tout x dans Tm, il existe rx > 0 tel que pour tout y ∈ B(x, rx)
on ait P{det Γ[Xy

T ] > 0} > 0. Ceci permet de recouvrir le compact Tm par
les ouverts B(x, rx). On extrait alors un sous-recouvrement �ni de sorte que
Tm ⊂

⋃k
i=1B(xi, rxi). On pose alors T = maxi≤k Txi .

En�n, on remarque si P{det Γ[Xy
T ] > 0} > 0 alors pour tout S ≥ T ,

P{det Γ[Xy
S] > 0} > 0. Intuitivement cela a�rme que plus T est grand, plus

le système accumule de "bruit" et a de chances d'être non-dégénéré. Plus
rigoureusement, cela découle du théorème 1.3.3 de [14] p-157 , qui donne la
forme précise de l'évolution de Γ[Xt] au cours du temps.
En conclusion, pour tout x dans Tm, P{det Γ[Xx

T ] > 0} > 0. q.e.d

Selon les notations usuelles, introduisons Φs,t(x) le �ot stochastique associé
à l'équation 7.1. On a ainsi :

Xx
nT = Φ(n−1)T,nT ◦ Φ(n−2)T,(n−1)T ◦ · ◦ Φ0,T (x).

A partir de là, nous opérons un renversement des itérations. Nous avons
l'égalité suivante en loi :

Φ(n−1)T,nT ◦Φ(n−2)T,(n−1)T ◦ · ◦Φ0,T (x)
loi
= Φ0,T ◦ΦT,2T ◦ · ◦Φ(n−1)T,nT (x) = Y x

nT .
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Fixons µ une mesure stationnaire et Z une variable aléatoire de loi µ indé-
pendante du mouvement brownien régissant l'équation (7.1). Par dé�nition
de la stationnarité, XZ

nT est de loi µ. Il en est de même pour Y Z
nT . Le théorème

principal est alors le suivant.

Théorème 34. Sous l'hypothèse de non dégénérescence 7.2, alors toutes les
mesures stationnaires du système (7.1) sont absolument continues par rapport
à la mesure de Lebesgue.

Démonstration.
Selon un procédé classique, on peut construire un espace probabilisé auxi-
liaire (Ω∗,F∗,P∗) sur lequel sont dé�nies des variables aléatoires Yk véri�ant :

� Yk suit une loi µ.
� Yk = Φ(k−1)T,kT (Yk+1).
� Yk est indépendante de σ{Ws; s ≤ (k − 1)T}.

Ainsi pour tout p et pour tout n :

Yp
loi
= ΦpT,(p+1)T ◦ Φ(p+1)T,(p+2)T ◦ · ◦ Φ(n−1)T,nT (Z).

On �xe désormais un A un borélien négligeable de Tm, on souhaite prouver
que E{χA(Y1)} = E{χA(Y Z

nT )} = 0. Par la propriété de densité de l'énergie
image dans la structure d'erreur SOU :

E{χA(Y Z
nT ) det(Γ[Y Z

nT ])} = 0.

Cela provient essentiellement du fait que (Y Z
nT ,Γ[Y Z

nT ])
loi
= (XZ

nT ,Γ[XZ
nT ]).

On sait que s'agissant d'équations di�érentielles stochastiques à coe�cients
Lipschitziens, le �ot stochastique Φt,s(·) est presque sûrement un di�éomor-
phisme Lipschitzien de Tm ([13]). Nous allons développer la formule précé-
dente en utilisant un calcul fonctionnel de classe Lipschitzien, où nous allons
utiliser sans perte de généralité les variables auxiliaires Yi.

E{χA(Y1) det
(

Γ1[Y1]χ{det Γ1[Y1] 6=0} + t∇Φ0,1(Y2)Γ2[Y2]∇Φ0,1(Y2)χ{det Γ1[Y1]6=0} + · · ·+

t∇φ0,(n−1)T (Yn)Γn[Yn]∇φ0,(n−1)T (Yn)χ{det Γn[Yn]6=0}

)
} = 0. (7.5)

Le fait de discrétiser le �ot selon les intervalles de temps [kT, (k + 1)T ] re-
vient à "découper" la trajectoire du mouvement brownien en morceaux de
taille T . Dans la formule ci-dessus, Γ1 représente la dérivée de Malliavin par
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rapport à la trajectoire brownienne sur [0, T ], de même Γk représente la déri-
vée de Malliavin par rapport à l'accroissement du brownien sur [(k−1)T, kT ].

Il y a une subtilité dans la formule (7.5) précédente. D'après les axiomes
d'une structure d'erreur, on sait que l'on peut e�ectuer un calcul fonctionnel
de classe C1 ∩Lip. Néanmoins, pour e�ectuer un calcul fonctionnel de classe
Lipschitzien, des di�cultés inhérentes au choix des représentants des gra-
dients apparaissent. C'est pour cela que nous avons introduit de façon quelque
peu arti�cielle les indicatrices χ{det Γk[Yk]6=0}. La présence de ces indicatrices
nous permet d'e�ectuer le calcul fonctionnel Lipschitzien sans se soucier du
choix des représentants pour les ∇φ0,(k−1)T (Yk). En e�et, par la propriété
(EID), on sait que Yk ∗ (χ{det Γk[Yk]6=0}dP) << dλm. Remarquons par ailleurs,
que l'on a utilisé tacitement le lemme (23) dans la formule précédente. A
priori, la stricte application de (EID) assure que E{χA(Y1) det Γ[Y1]} = 0,
mais cela n'est pas grave car :

det
(

Γ1[Y1]χ{det Γ1[Y1] 6=0} + t∇Φ0,1(Y2)Γ2[Y2]∇Φ0,1(Y2)χ{det Γ1[Y1] 6=0} + · · ·+

t∇φ0,(n−1)T (Yn)Γn[Yn]∇φ0,(n−1)T (Yn)χ{det Γn[Yn]6=0}

)
≤ det Γ[Y1].

Pour conclure la preuve, on va faire tendre n vers l'in�ni dans la formule
(7.5). Il n'est pas du tout sur que :

det
(

Γ1[Y1]χ{det Γ1[Y1] 6=0} + t∇Φ0,1(Y2)Γ2[Y2]∇Φ0,1(Y2)χ{det Γ1[Y1] 6=0} + · · ·+

t∇φ0,(n−1)T (Yn)Γn[Yn]∇φ0,(n−1)T (Yn)χ{det Γn[Yn]6=0}

)
,

admette une limite quand n tend vers l'in�ni. Mais on peut trouver des poids
αi strictement positifs et à décroissance assez rapide pour que :

det
(
α1Γ1[Y1]χ{det Γ1[Y1] 6=0} + α2

t∇Φ0,1(Y2)Γ2[Y2]∇Φ0,1(Y2)χ{det Γ1[Y1]6=0} + · · ·+

αn
t∇φ0,(n−1)T (Yn)Γn[Yn]∇φ0,(n−1)T (Yn)χ{det Γn[Yn]6=0}

)
admette une limite dans L1(P∗) quand n tend vers l'in�ni. L'existence de ces
poids découle directement du fait que ∇φ0,(n−1)T (Yn)Γn[Yn]∇φ0,(n−1)T (Yn) est
une quantité L2(P∗).
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La régularité de µ sera établie si on arrive a prouver que presque sûrement :

det
(∑

n

αn∇φ0,(n−1)T (Yn)Γn[Yn]∇φ0,(n−1)T (Yn)χ{det Γn[Yn]6=0}

)
6= 0.

Le �ot stochastique étant un di�éomorphisme lipschitzien, les matrices ja-
cobiennes ∇φ0,(n−1)T (Yn) sont inversibles. Le déterminant ci-dessus sera non
nul presque sûrement si on prouve que presque sûrement il existe n tel que
det Γn[Yn] 6= 0. Or par le lemme (24), on a choisit T pour que P∗{det Γn[Yn] 6=
0} > 0. A priori, la mesure µ est invariante pour le processus en temps discret
mais pas forcément ergodique. Toutefois, si la mesure stationnaire µ �xée ini-
tialement est ergodique pour le processus discret alors cet événement arrivera
presque sûrement. Par conséquent µ est absolument continue par rapport à
la mesure de Lebesgue.
Le cas des mesures stationnaires (non ergodiques) en découle, car d'après
le théorème de Krein-Millman, les mesures stationnaires sont des combinai-
sons convexes des mesures ergodiques. De façon plus précise, on peut prouver
que pour toute mesure stationnaire µ, il existe une mesure de probabilité ρ
à support sur les mesures ergodiques telle que µ =

∫
παdρα. Ainsi, toutes

les mesures invariantes du processus discret sont absolument continues par
rapport à la mesure de Lebesgue. Donc toutes les mesures invariantes du
processus continu aussi, car elles sont nécessairement invariantes pour le pro-
cessus discret. q.e.d

Remarque 18. La condition de non dégénérescence (7.2) est assez forte
car elle implique que toutes les mesures stationnaires admettent une densité.
Mais si l'on se donne une mesure ergodique µ particulière dont on souhaite
établir la régularité, alors on peut relaxer la condition de non dégénérescence
à µx ⊗ P{det Γ[Xx

T ] > 0} > 0. Il su�t d'adapter la démonstration précédente
à ce cas là.
Une autre condition su�sante serait que µ{x | det tσ(x)σ(x) > 0} > 0. Au-
trement dit, si sur un ensemble de mesure positive pour µ la di�usion est ellip-
tique, alors µ est absolument continue par rapport à Lebesgue. Cela constitue
une amélioration stricte de la condition de non dégénérescence nécessaire à
l'utilisation du théorème 32.

7.2 Unique ergodicité et vitesse de convergence à l'équilibre

Dans cette partie, nous étudions la question de l'unique ergodicité sous
deux conditions suivantes :
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� (7.2) ∀x ∈ Tm, ∃T > 0, P{det Γ[Xx
T ] > 0} > 0.

� (7.4) ∃x0 ∈ Tm, ∀x ∈ Tm, ∀ε > 0, ∃Tx,ε > 0, P{Xx
Tx,ε
∈ B(x0, ε)} > 0.

On aura besoin de la "quanti�cation" de la propriété (EID) énoncée dans la
proposition suivante et démontrée précédemment, que nous rappelons ici bas.

Proposition 8. SEID-(7.3)

Soit φn une suite arbitraire de fonctions continues avec ‖φn‖∞ ≤ 1. Soit
xn une suite convergeant vers x. Alors :

lim
n→∞

E{
(
φn(Xxn

t )− φn(Xx
t )
)

det Γ[Xx
t ]} = 0.

Remarque 19. La proposition précédente assure que la loi de Xxn
t converge

pour la norme en variation totale vers la loi de Xx
t là où la loi de Xx

t n'est
pas dégénérée.

On a le théorème suivant qui constitue une généralisation du corollaire
10.

Théorème 35. Sous la condition de non dégénérescence (7.2), deux mesures
ergodiques π1 et π2 distinctes ont des supports topologiques disjoints.
Par conséquent, sous les conditions (7.2) et (7.4), il n'y a qu'une seule mesure
ergodique.

Démonstration. D'après le lemme (24), la condition de non-dégénérescence
peut-être renforcée. Soit T �xé de sorte que pour tout x, P{det Γ[Xx

T ] > 0} >
0. Soient π1 et π2 deux mesures ergodiques distinctes, nous supposons que
leurs supports topologiques s'intersectent en un point z.
Disons qu'un point x est une condition typique pour π1 si et seulement si
pour toute fonction continue θ :

lim
S→∞

1

S

∫ S

0

θ(Xx
s )ds =< θ, π1 > .

Le théorème ergodique de Birkho� assure que π1 presque tout x est typique
pour π1. Il en va de même pour π2.
Il existe donc xn une suite de points typiques pour π1 et yn une suite de
points typiques pour π2 telles que limn xn = z et limn yn = z. Ainsi par la
propriété (SEID), et pour une suite arbitraire de fonctions continues bornées
φn :

lim
n→∞

E{
(
φn(Xxn

T )− φn(Xyn
T )
)

det Γ[Xz
T ]} = 0.
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Donc pour n assez grand, les lois deXxn
T ∗(det Γ[Xz

T ]dP) et deXyn
T ∗(det Γ[Xz

T ]dP)
ne sont pas singulières. Or d'après le lemme (24), P{det Γ[Xz

T ] > 0} > 0, par
conséquent les lois de Xxn

T et de Xyn
T ne sont pas singulières. Mais comme

xn est typique, alors presque sûrement Xxn
T est typique. De même pour Xyn

T .
Cela assure que Xxn

T et Xyn
T ont deux lois étrangères, c'est contradictoire.

Par conséquent, deux mesures ergodiques singulières admettent des supports
topologiques disjoints, de plus sous la condition de récurrence (7.4) il y a
unique ergodicité. q.e.d

En utilisant le théorème (33) on obtient le corollaire suivant qui a un
intérêt en soi.

Corollaire 9. Si l'on remplace la condition de non-dégénérescence 7.2 par
la condition plus forte :

∀x ∈ Tm, P{det Γ[Xx
T ] 6= 0} = 1,

alors le semi-groupe Pt est fortement Feller (à partir du temps T ).
En outre, sous la condition de récurrence (7.4), pour toute fonction borélienne
bornée g on a :

lim
S→∞

sup
x
| 1
S

∫ S

0

Ps[f ](x)− < f, π > | = 0.

Démonstration. En utilisant la propriété (SEID) démontrée en appendice,
pour une suite xn arbitraire convergeant vers x :

lim
xn→x

sup
{‖φ‖∞≤1}

E{φ(Xxn
T )− φ(Xx

T )} = 0.

Cela entraîne que les probabilités de transition PT (x, ·) sont continues en x
pour la convergence en variation totale. Le semi-groupe Pt est donc fortement
Feller à partir du temps T .

Soit g une fonction borélienne bornée. D'après ce qui précède, PT [g] est une
fonction continue. Or d'après le théorème (35), le semi-groupe est uniquement
ergodique et par conséquent, en utilisant le théorème (33) :

lim
S→∞

‖ 1

S

∫ S

0

PsPT [g]ds− < PT [g], π > ‖∞ = 0.

Remarquant que< Pt[g], π >=< g, π >, et que 1
S

∫ S
0
PsPT [g]ds = T+S

S
1

S+T

∫ S+T

0
Ps[g]ds−

1
S

∫ T
0
Ps[g], on en déduit le résultat. q.e.d
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Dans le cas où le système est uniquement ergodique ((7.4)+(7.2)), on
peut donner un ordre de convergence vers l'équilibre. Plus précisément nous
allons montrer que pour tout t > 0, l'opérateur 1

t
‘
∫ t

0
Psds véri�e un trou de

spectre dans l'espace C(Tm,R), c'est l'objet du théorème suivant.

Théorème 36. Plaçons-nous sous les conditions ((7.4)+(7.2)).

Pour tout t > 0, la valeur propre 1 est isolée dans le spectre de 1
t

∫ t
0
Psds

sur C(Tm,R).

Démonstration.

Pour �xer les idées, nous allons commencer par e�ectuer la preuve dans le
cas où :

∀x ∈ Tm, P{det Γ[Xx
T ] 6= 0} = 1.

Fixons, φ une fonction borélienne positive et bornée. L'objectif de la dé-
monstration est d'obtenir une condition de minoration de Doeblin pour une
moyenne du semi-groupe Pt. C'est à dire l'existence d'une mesure de proba-
bilité η et d'une constante c > 0 telles que

1

M

∫ M

0

Psφds ≥ c < φ, η > .

PT [φ](x) =

∫
Tm
φ(y)pT (x, y)dy,

1

S

∫ S

T

PsPT [φ](x) =

∫
Tm
φ(y)

( 1

S

∫ S

T

Ps[pT (·, y)]ds
)
(x)dy.

Remarque 20. A�n d'utiliser pleinement le caractère fortement Feller du
semi-groupe à partir du temps T nous cherchons à minorer 1

S

∫ S
T
Psφ(x)ds au

lieu de 1
S

∫ S
0
Psφ(x)ds. C'est une restriction mineure car de fait : 1

S

∫ S
0
Psφ(x)ds ≥

1
S

∫ S
T
Psφ(x)ds.

En utilisant le corollaire (9), pour tout y et S > T :

lim
S→∞

sup
x
|
( 1

S

∫ S

T

Ps[pT (·, y)]ds
)
(x)−

∫
Tm
pT (z, y)dπz| = 0.

Car,
1

S

∫ S

T

Ps[pT (·, y)]ds =
1

S

∫ S−T

0

Ps[PT [pT (·, y)]]ds.
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([PT [pT (·, y)]] est continue.)

Si l'on pose hN(y) = supx |
(

1
N

∫ N
T
Ps[pT (·, y)]ds

)
(x) −

∫
Tm pT (z, y)dπz|, on

a donc que la suite de fonctions hN converge presque partout vers 0.

Remarque 21. Il n'est pas à priori évident que hn soit une fonction mesu-
rable, étant donné que l'on prend le sup sur Tm. Toutefois, comme le semi-
groupe (à partir du temps T ) est dans notre cas fortement Feller, x −→(

1
N

∫ N
T
Ps[pT (·, y)]ds

)
(x) est (à y �xé) une fonction continue en x. Donc le

suprêmum peut être choisi sur un ensemble dénombrable dense ce qui assure
la mesurabilité de hN(y).

On applique alors le théorème d'Egoro�, pour tout ε > 0, il existe Aε tel
que λ(Aε) ≥ 1− ε et :

lim
N→∞

sup
y∈Aε
|hN(y)| = 0.

Par ailleurs, il existe α > 0 tel que :

λ{y|
∫
Tm
pT (z, y)dπz ≥ α > 0} = θ > 0.

On choisit alors ε < θ dans le théorème d'Egoro�, de sorte que :

λ
(
{y|

∫
Tm
pT (z, y)dπz ≥ α > 0} ∩ Aε > 0

)
.

Fixons alors B = {y|
∫
Tm pT (z, y)dπz ≥ α > 0} ∩ Aε. Par construction nous

avons que :

lim
N→∞

sup
y∈B
|hN(y)| = 0,

inf
y∈B

∫
Tm
pT (z, y)dπz ≥ α.

Il existe alors P assez grand tel que supy∈B |hP (y)| ≤ α
2
. Par conséquent :

∀x ∈ Tm, ∀y ∈ B, 1

P

∫ P

T

Ps[pT (·, y)]ds ≥
∫
Tm
pT (z, y)dπz −

α

2
> 0.

En conclusion :

1

P

∫ P

T

PsPT [φ](x)ds =

∫
Tm
φ(y)

( 1

P

∫ P

T

Ps[pT (·, y)]ds
)
(x)ds,

≥
∫
B

φ(y)
( 1

P

∫ P

T

Ps[pT (·, y)]ds
)
(x)ds,

≥
∫
B

φ(y)
( ∫

Tm
pT (z, y)dπz −

α

2

)
dy,

≥ C < φ, ν > .
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Autrement dit, on a la condition de minoration de Doeblin, pour S assez
grand.

(
1

S

∫ S

0

Puφdu)(x)du ≥ C < φ, ν > .

Voyons maintenant comment adapter ces arguments au cas de la condition de
non-dégénérescence (7.2). A priori le semi-groupe n'est pas fortement Feller
et la stricte application du corollaire 9 est impossible. Toutefois, nous allons
démontrer qu'il est "minoré" par une composante fortement Feller. Soit M
un réel positif, et gM l'application Lipschitzienne par morceaux valant x sur
[−M,M ], valant M sur [M,+∞[ et −M sur ]−∞,−M ].

PT [φ](x) = E{φ(Xx
T )} ≥ QT [φ](x) =

1

M
E{φ(Xx

T )gM(det Γ[Xx
T ])}.

En appliquant la propriété (SEID), QT [φ](x) est une application continue. En
outre, d'après la propriété (EID), il existe une densité f tel que QT [φ](x) =∫
φ(y)f(x, y)dy.

Remarque 22. Nous avons utilisé la fonction gM au lieu de χ{det Γ[Xx
T ]>0}

dans la dé�nition de φT car il n'est pas du tout clair que lim
x→y,L1

χ{det Γ[Xx
T ]>0} = χ{det Γ[Xy

T ]>0}.

Le réel M choisi est arbitraire.

On reprend alors la preuve précédente :

1

S

∫ S

0

PsPT [φ](x) ≥
∫
Tm
φ(y)

( 1

S

∫ S

0

Ps[f(·, y)]ds
)
(x)dy,

≥
∫
Tm
φ(y)

( 1

S

∫ S

T

PsPT [f(·, y)]ds
)
(x)dy,

≥
∫
Tm
φ(y)

( 1

S

∫ S

T

PsQT [f(·, y)]ds
)
(x)dy.

On reprend alors le même mécanisme que la preuve précédente.

Autrement dit, l'opérateur Markovien ( 1
S

∫ S
0
Pudu) satisfait une condition de

minoration de Doeblin, il satisfait donc à une propriété de trou de spectre.
Or le spectre de ( 1

S

∫ S
0
Pudu) est l'image du spectre de A (générateur in�nité-

simal de Pt) par l'application x −→ 1
S

∫ S
0
euxdu = exS−1

xS
. On pourra consulter

[35] pour une démonstration de ce dernier résultat. Par conséquent, la va-
leur propre 0 est isolée dans le spectre de A, on en déduit par ré-application
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du même théorème que ( 1
T

∫ T
0
Pudu) satisfait un trou spectral, quel que soit

T > 0.

q.e.d

Remarque 23. Il serait très intéressant de prouver que Pt satisfait un trou
spectral sans faire au préalable la moyenne. Nous n'y sommes pas parvenu.

Dans ce qui suit, nous regardons un exemple extrait de [31] et précisons
quelles hypothèses peuvent-être allégées et quelles conclusions peuvent être
tirées de notre méthode. (Nous conservons exactement les mêmes notations
que [31]).

Considérons l'équation suivante :

dq = pdt, (7.6)

dp = −γ(q)pdt−∇F (q)dt+ σ(q)dW. (7.7)

� F : Td → R,
� σ : Td → Rd×d,
� γ : Td → Rd×d,
� ρi la i-ème colonne de σ.

Il s'agit de l'équation de Langevin décrivant le mouvement d'une particule
dans un potentiel périodique et soumise à bruit. p représente la position de
la particule et q représente le moment de la particule. Dans [31], il est sup-
posé que la matrice γ est (positivement) proportionnelle à la matrice tσσ
ce qui correspond à une relation de "�uctuation-dissipation". Il est supposé
en outre que la matrice σ est inversible et que les coe�cients fonctionnels
sont de classe C∞. Dans ce cas ils établissent que la di�usion ci-dessus est
géométriquement ergodique.

Pour nos besoins, nous modi�erons l'équation de sorte à se ramener com-
plètement au cas compact. Nous étudions donc :

dq = sin(p)dt, (7.8)

dp = −γ(q) sin(p)dt−∇F (q)dt+ σ(q)dW. (7.9)
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Le cas non compact pose des problème quant à la méthode que nous dévelop-
pons ici, notamment quant à l'utilisation du théorème ergodique uniforme.
Néanmoins, la méthode pour démontrer l'unicité des mesures ergodiques en
passant par (SEID) fonctionne indépendamment de la compacité.
Nous ne faisons pas l'hypothèse sur la relation de "�uctuation-dissipation".
Cette hypothèse assurait principalement l'existence de fonctionnelles de Lya-
pounov et l'existence d'un ensemble compact visité exponentiellement sou-
vent par le système. En outre cette hypothèse leur assurait l'existence d'une
mesure stationnaire. Nous ne ferons pas l'hypothèse que les fonctions sont
in�niment dérivables, mais nous supposons que les coe�cients fonctionnels
sont de classe C1. Nous supposons comme [31] que la matrice σ est in-
versible. Par abus de notation nous noterons sin(p) la matrice diagonale
(sin(p1), · · · , sin(pd)) de même pour cos(p).

Écrivons les coe�cients fonctionnels sous forme matricielle.

x =

(
q
p

)
,W =

 W1
...
Wd

 , Y (x) =

(
sin(p)

−γ(q) sin(p)−∇F (q)

)
,Σ(x) =

(
0

σ(q)

)

Posons Xi(q) =

(
0

ρi(q)

)
.

Nous commencerons par établir que la condition (7.2) est véri�ée.

Lemme 25. Récurrence

La condition de récurrence 7.4 est satisfaite.

Démonstration. Nous suivons strictement la méthodologie de [31]. On étudie
le problème de contrôle associé suivant.

dX
dt

= Y (X) + Σ(X)
dU
dt
.

Il su�t de prouver que pour tout t > 0, pour tout y ∈ Td × Td, et tout y+

dans Td×Td, on peut trouver U ∈ C1([0, T ],Td) telle que l'équation ci-dessus
soit satisfaite avec X(0) = y et X(t) = y+.

On pose X =

(
Q

arcsin(dQ
dt

).

)
L'équation di�érentielle devient alors :

d2Q

dt2
1√

1− dQ
dt

2
+ γ(Q)

dQ

dt
+∇F (Q) = σ(Q)

dU

dt
.
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(Par abus de notation, d
2Q
dt2

1√
1− dQ

dt

2
est la matrice diagonale des d2Qi

dt2
1√

1− dQi
dt

2 .)

On choisit, Q une trajectoire de classe C∞ telle que :(
Q(0)

arcsin(dQ
dt

)(0).

)
= y,

(
Q(t)

arcsin(dQ
dt

)(t).

)
= y+.

Ensuite on dé�nit dU
dt

par substitution qui sera un cran plus régulier que les
coe�cients fonctionnels donc C2. La substitution n'est rendue possible que
parce que la matrice σ est supposée inversible partout.

L'évènement sup
t≤s
‖Wt − U(t)‖ ≤ ε survient avec une probabilité strictement

positive, car la mesure de Wiener de chaque cylindre est positive. On en dé-
duit �nalement la propriété de récurrence souhaitée en utilisant le théorème
de support de la di�usion de Stroock et Varadhan ([38]). q.e.d

Lemme 26. Non-dégénérescence

La condition (7.2) est satisfaite.

Démonstration.

Calculons les crochets de Lie en vue d'utiliser le critère de Hörmander :

[Xi, Y ] =

(
cos(p)ρi(q)

−{∇ρi(q)}sin(p)− γ(q)cos(p)ρi(q)

)
.

Étant donnée que la matrice σ est inversible, on en déduit que
{X1, · · · , Xd, [X1, Y ], · · · , [Xd, Y ]} va engendrer l'espace en tout point (q, p)
tel que cos(p1) cos(p2) × · · · × cos(pd) 6= 0. C'est à dire sur le complémen-
taire d'une union dénombrable d'hyperplans de l'espace. Il su�t ici d'utiliser
le lemme 25 pour assurer que pour toute condition initiale, le système va
atteindre le complémentaire de cette union d'hyperplans. En�n, on sait que
partant de toute condition initiale où la condition de Hörmander est satis-
faite, la condition de non dégénérescence 7.2 va être valide. Ces deux faits
prouvent la propriété (7.2). q.e.d

7.3 Appendice

Suivant les idées d'Oxtoby, démontrons le théorème 33.
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Démonstration. Théorème 33

Soit A le générateur du semi-groupe Pt, il est dé�ni sur D(A) qui est dense
dans C(K). Nous allons démontrer que Im(A) = {A[φ] |φ ∈ D(A)} est dense
dans Cπ(K) = {φ ∈ C(K) | < φ, µ >= 0}. En utilisant le théorème de Hahn-
Banach, il su�t de prouver que toute forme linéaire nulle sur Im(A) est
nulle. Or par le théorème de Riesz, cette forme linéaire peut être vue comme
une mesure ν signée sur K.

Soit φ une fonction de D(A), on a successivement :

d
dt

< Ptφ, ν >=< A[Ptφ], ν >= 0,

< Ptφ, ν >=< P0φ, ν >=< φ, ν > .

Mais par densité de D(A), pour tout ψ dans C(K), on a :

< Ptψ, ν >=< ψ, ν > .

Cela assure que la mesure ν signée est stationnaire pour le semi-groupe Pt.
On ne peut pas conclure directement que ν est colinéaire à µ car ν est une
mesure signée donc n'est pas à priori une mesure positive.

Par ailleurs, �xons x un point de K. Alors 1

T

∫ T

0

P ∗s δxds converge faible-

ment vers µ. Pour le voir, on extrait une sous-suite faible et on véri�e que la
mesure limite (qui est une mesure de proba) est stationnaire, donc égale à µ.

Cela permet de prouver que pour tout x dans K et toute fonction continue
φ :

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Psφ(x)ds =< φ, µ > .

Par convergence dominée et invariance de ν :

lim
T→∞

<
1

T

∫ T

0

Psφ(x)ds, ν >= ν(K) < φ, µ >=< φ, ν > .

Donc µ et ν sont proportionnelles, et ν est nulle sur Cµ(K).

Pour conclure, on prend φ dans C(K) et on approche φ− < φ, µ > par
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une fonction A[ψ] à ε près.
En�n on remarque que :

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

PsA[ψ](x)ds = lim
T→∞

PT [ψ](x)− ψ(x)

T
= 0.

q.e.d

Voyons comment appliquer ce théorème pour obtenir que les supports
topologiques de deux mesures ergodiques sont disjoints si le semi-groupe Pt
est fortement Feller. Rappelons qu'un semi-groupe est dit fortement Feller si
pour toute fonction borélienne bornée f , Ptf est une fonction continue.

Corollaire 10. Soit K un compact. Soit Pt un semi-groupe de B(K) dans
C(K) positif tel que Pt1 = 1. (B(K) désigne l'ensemble des fonctions boré-
liennes bornées.)
Alors les supports topologiques de deux mesures ergodiques π1 et π2 de Pt
sont disjoints.

Démonstration.

Notons K1 le support topologique de la mesure π1. Pt induit naturellement
un semi-groupe de B(K1) dans C(K1). En outre, si l'on interprète Pt comme
l'opérateur de transition d'une chaîne de Markov à temps continu sur K, on
véri�e que K1 est stable par par Xt. Autrement dit, pour tout x dans K1,
Xx
t ∈ K1. Ceci permet d'a�rmer que Pt(χK1) = χK1 . Maintenant, nous sou-

haitons prouver que Pt restreint à K1 est uniquement ergodique.

Soit π3 une mesure ergodique di�érente de π1 dont le support topologique
est inclus dans K1. Soit B un borélien de K1, tel que π3(B) = 1. Alors
< PtχB, π1 >=< χB, π1 >= 0, car π1 et π3 sont étrangères. D'où PtχB(x) = 0
pour π1 presque tout x. Mais par hypothèse, PtχB est continue. Par densité,
il découle que pour tout x dans K1, PtχB(x) = 0. Cela est absurde car on
devrait avoir < PtχB, π3 >= 1.

Ainsi la restriction de Pt à K1 est uniquement ergodique. De par le théo-
rème 33, pour tout x dans K1 et pour toute application continue φ :

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

Psφ(x)dx =< φ, π1 > .

Ainsi on doit nécessairement avoir K1 ∩ K2 = ∅. q.e.d
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7.4 Un résultat général sur les semi-groupes fortement Feller

Dans cette section, nous ré-écrivons les idées de la partie précédente dans
un contexte plus général.

Soit K un compact métrique. Et soit Pt un semi-groupe de transition supposé
fortement Feller et admettant une unique mesure de probabilité invariante.
Nous démontrons que pour tout T > 0, 1

T

∫ T
0
Psds est un opérateur satis-

faisant une propriété de trou de spectre sur C(K). A notre connaissance, ce
résultat naturel n'a pas été publié en ces termes, insistons sur le fait que
l'hypothèse de compacité est cruciale.

Théorème 37. Soit K un compact métrique. Soit Pt une famille d'opérateurs
de B(K) dans C(K). (B(K) désigne les fonctions boréliennes bornées sur K).
On suppose que Pt satisfait :

� f ≥ 0⇒ Ptf ≥ 0,
� Pt1 = 1,
� ∀f ∈ C(K), lim

t→0
sup
x∈K
|Ptf(x)− f(x)| = 0,

� Pt+s = PtPs.
On suppose en outre qu'il existe une unique mesure de probabilité µ inva-
riante pour le semi-groupe Pt.

Alors, pour tout T > 0, 1 est isolée dans le spectre de 1
T

∫ T
0
Psds, elle est

de multiplicité 1 et il n'existe pas d'autres valeurs propres sur le cercle unité.
De façon équivalente, il existe une constante C > 0 et un réel k ∈ [0, 1[ tels
que pour tout f dans B(K) :

lim
N→∞

sup
x∈K
|
( 1

T

∫ T

0

Psds
)N

[f ](x)− < f, µ > | ≤ Ckn‖f‖∞.

Démonstration.
Sans perte de généralité, on peut associer à Pt une unique chaîne de Markov
Xt à temps continu et à valeurs dans K, de sorte que Ptφ(x) = E{φ(Xx

t )}.
Soit xn une suite dense dans K, t > 0 �xé et soit νn = Pt(xn, dy) la probabilité
de transition partant de la condition initiale x. On dé�ni alors la mesure de
probabilité sur K :

ν =
∞∑
n=1

1

2n
νn.

Véri�ons que pour tout x dans K, Pt(x, dy) est absolument continue par
rapport à ν. Soit A un borélien tel que ν(A) = 0 et soit xkn telle que
xkn → x. D'une part νkn(A) = 0, d'autre part comme le semi-groupe est
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fortement Feller lim
n→∞

νkn(A) = Pt(x,A). On en déduit que Pt(x,A) = 0. En

utilisant le théorème de Radon-Nikodym, il existe f(x, y) telle que Pt(x, dy) =
f(x, y)dνy. Par ailleurs on sait (33) que pour toute fonction borélienne bornée
φ :

lim
T→∞

| 1
T

∫ T

0

Ps[φ](x)ds− < φ, µ > | = 0.

On a en outre :

1

T

∫ T

0

Ps[Ptφ](x)ds =

∫
K
φ(y)

1

T

∫ T

0

Ps[f(·, y)](x)dsdνy.

Introduisons hT (y) = sup
x∈K
| 1
T

∫ T

0

Ps[f(·, y)](x)ds−
∫
K
f(x, y)dµx|. Véri�ons que

la fonction y →
∫
K f(x, y)dµx n'est pas identiquement nulle ν-presque par-

tout. Pour cela remarquons que pour toute fonction φ bornée :∫
K

∫
K
φ(y)f(x, y)dµxdνy =

∫
K
Ptφ(x)dµx

= < φ, µ > .

Ainsi f ne peut pas être la fonction identiquement nulle, car µ est une me-
sure de probabilité donc non nulle. La conclusion de cette discussion est qu'il
existe un réel α > 0 tel que ν{

∫
K f(x, y)dµx > α} > 0.

La démonstration s'engage naturellement comme suit. On sait que νy-p.s,
lim
T→∞

hT (y) = 0. En utilisant le théorème d'Egoro�, on peut trouver un boré-

lien B tel que :

νy-p.s,
∫
K
f(x, y)dµx ≥ α,

lim
T→∞

sup
y∈B

hT (y) = 0.

Il su�t alors de choisir T > 0 assez grand tel que sup
y∈B

hT (y) ≤ α

2
. Dans ce
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cas, pour tout x et toute fonction borélienne φ positive :

1

T

∫ T

0

Ps[Ptφ](x)ds =
1

T

∫ T+t

t

Ps[φ](x)ds

=

∫
K
φ(y)

1

T

∫ T

0

Ps[f(·, y)](x)dsdνy

≥
∫
B

φ(y)
1

T

∫ T

0

Ps[f(·, y)](x)dsdνy

≥
∫
B

φ(y)
( ∫
K
f(x, y)dµx −

α

2

)
dνy

= C < φ, η > .

Où η représente une certaine mesure de probabilité et C une constante stric-
tement positive de normalisation.

1

T + t

∫ T+t

0

Ps[φ](x)ds ≥ 1

T + t

∫ T+t

t

Ps[φ](x)ds ≥ Ct

t+ T
< φ, η > .

Par conséquent, 1
T+t

∫ T+t

0
Psds véri�e une condition de minoration de Doeblin

globale sur le compact K ce qui assure un trou spectral. De plus, le spectre
de 1

T+t

∫ T+t

0
Psds est l'image du spectre de A le générateur du semi-groupe

par la fonction 1
T+t

∫ T+t

0
et xds, on en déduit que 0 est isolée dans le spectre

de A et de multiplicité 1. En remontant, on en déduit que pour toute valeur
S > 0, 1

S

∫ S
0
Psds satisfait aussi un trou spectral. De façon plus intuitive, le

fait de "moyenner" l'opérateur Ps permet de se débarrasser des valeurs spec-
trales sur le cercle unité, cela permet d'avoir le phénomène de trou spectral
recherché.

q.e.d

Remarque 24. Simulons une famille de variables aléatoires Ui de loi uni-
forme sur [0, 1], une conséquence intéressante est que la chaîne de Markov
Y x
n = Xx

U1+···+Un est géométriquement ergodique.

Remarque 25. En aucun cas sous ces hypothèses nous ne pouvons montrer
que la chaîne Xt est géométriquement ergodique. Si l'on regarde une chaîne
de Markov périodique sur un espace d'état �ni (muni de la topologie discrète)
et uniquement ergodique, nous sommes exactement dans le contexte de cette
preuve. Pourtant, du fait de la périodicité, la chaîne n'est pas géométrique-

ment ergodique. Par exemple, E = {0, 1} et P =

(
0 1
1 0

)
.
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