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Introduction générale

De nombreuses applications en calcul scientifigeies que la simulation de la mécanique
des structures, I'étude de la dynamique des flyigetsaitement d’'image/signal, aboutissent a
la résolution de problemes matriciels diteeux nécessitant I'utilisation d’'une structure
particuliere de stockage des données [DER92]. Lafices creuses correspondent a des
tableaux dont le nombre élevé d’éléments nuls edligiilisateur, pour des raisons de taille
mémoire et de performances de calcul, d'utilisefarmat de stockage des éléments non nuls
uniguement. Beaucoup de problémes en calcul siiggricreux se ramenent a des problemes
d’Algebre linéaire creux [Amo07][BrL06] [HSSO03]. faut préciser que les deux probléemes
fondamentaux en Algébre linéaire sont (i) la résofude systemes linéaires [DER92][Jen80]
[LaT94][0sZ83] et (ii) le calcul d’éléments proprgsia82][LaT94].

Contrairement au second probléme pour lequel greneutiliser que des méthodes itératives,
les méthodes de résolution de systémes linéairegepe étre directes ou itératives. Les
meéthodes directes sont robustes, conviennent pdutdés problemes de taille modérée, et
sont généralement plus rapides que les méthodasives. Cependant, sur des problemes de
tres grande taille, les méthodes directes peuvevdrdr prohibitives car trop gourmandes en
termes de mémoire (a cause du phénomene de reagalidt fill-in") et de calcul. Sur cette
gamme de problémes, les méthodes itératives comstiainsi une alternative intéressante
[DER92][Wyr01].

Des structures de données particulieres sontédsigpour le stockage des matrices creuses
dans I'objectif de bien gérer 'espace mémoiretragement de ces matrices de grande taille
par les méthodes itératives nécessite aussi $atibn de superordinateurs de haute
performance qui, souvent, peuvent ne pas étre niisigs. Dans le cas de certaines
applications scientifiques, les systemes distribaégrande échelle (SDGE) constitués de
réseaux de machines interconnectées peuvent camstihe bonne alternative. En effet, la
structure de ce type de systeme correspond biea @utualisation d’'un ensemble de
ressources facilement accessibles constituant gaergie un superordinateur virtuel.
Néanmoins, certaines propriétés de ces superoedirsattelles que I'hétérogénéité et la

volatilité de leurs ressources, rendent leur exploitatiorzadisiecile.

La problématique a laquelle nous nous intéressonsiste, comme l'illustre la figure 0.1, a
étudier la distribution, au sein d’'un SDGE, desculsl dans des méthodes itératives de
résolution de grands systemes lin€aires et deladilléments propres et ce, dans le cas creux.



Les méthodes itératives de résolution de systemeéailes et de calcul d’éléments propres
reposent essentiellement sur le calcupchduit matrice-vecteur creu®MVC) qui constitue

le noyau de base pour la plupart d’entre ellessihimotre problématique se raméne a I'étude
de la distribution du PMVC sur un systeme distribugrande échelle. Malgré I'intérét de cet

algorithme, sa distribution sur un SDGE n’est pasoee bien maitrisée.

Généralement, trois étapes sont nécessaires poomplir cette tache. La premiere est
'étape de prétraitement qui consiste en la préparation des données, ogdtion
d’algorithme, la prédiction des performances, étr.deuxieme étape, appeléaitement
correspond a la mise en ceuvre des algorithmes sosgu les architectures ciblées.
Concernant la troisieme étape, ditepaest-traitementelle consiste a analyser les résultats de

I'application.
Problémes fondamentaux d’'algébre linéaire de grandtille
Résolution de systeme linéaire Calcul de valeurs/vecteurs propres
Ax=b AX=AX
o>
A dense ou creuse ?
A dense A creuse
+ Méthodes itératives\=
Méthodes itérativedenses Méthodes itérativesreuses
PMVD y= Tx PMVC y=Tx
Systeme distribué a grande échelle
Problématique
Méthodes itératives creuses sur systéme distréoagande échell
—
Contribution
a 2-axes
Prétraitement Traitement Postraitement
- Etude de I'optimisation - Installation d’un - Evaluation des
du PMVC séquentiel SDGE performances du
- Etude de la T -Fragmentation = PMVC sur
fragmentation des vt  des données s I XtremWeb-CH
données - Déploiement du - Interprétation des
- Prédiction des PMVC sur résultats
performances XtremWehb-CH

Figure 0.1 Problématique et contribution pour sa réolution
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Notre contribution concerne en grande partie lanpeee étape i.e. I'étape de prétraitement,
qui a pour objectif de faciliter par la suite I'daiet la mise en ceuvre des deux autres étapes.
Un systeme distribué grande échelle est en fait formé par des réseauxnaehines
interconnectées et pouvant avoir des caractéresiglifférentes. Par conséquent, a I'étape de
prétraitement, nous avons a étudier les perfornsadee 'algorithme du produit matrice-
vecteur creux sur des plates-formes séquentielldss dernieres, de caractéristiques
différentes, représentent ainsi un échantillomadsuds pouvant constituer un SDGE. Notre
étude pour le PMVC s’intéresse a plusieurs versamset algorithme relatives a différents
formats de compression pour la matrice creuse.

Dans certains travaux, pour optimiser le PMVC,dageurs se trouvent obligés de proposer
un nouveau format de stockage (i.e. différent dunéd initial) [WiLO6][PiH99][MeG04]
[KGKO08]. La plupart de ces formats constituent desiantes du format ditCompressed
Sparse RoWw (CSR) [PiH99][MeG04][VuMO5][WIL06][KGKO08]. A titre indicatif, les
optimisations considérées dans [MeGO04] sont sl a des matrices creuses ou le nombre
d’éléments non nuls par ligne est faible. Plusidtagaux proposent, pour I'optimisation du
PMVC, de restructurer la matrice (via des permatetide lignes et de colonnes) [Tol97]
[PICO5][PiH99]. D’autres optimisations telles quelles proposées dans [ImYO01][Vud02]
[Wil07] dépendent de I'architecture de la machiiidec En plus des optimisations spécifiques
aux architectures, certains utilisent des optinosat de bas niveau spécifiques a une
architecture multi-coeurs [Wil07].

En ce qui nous concerne, nous adoptons une appgeigrique consistant a appliquer au
PMVC des techniques d’optimisation de haut nivdae.telles optimisations sont valables
pour n'importe quelle version de l'algorithme et aedépendamment de la structure de la
matrice traitée, du format de stockage, des strestde donnée utilisées pour ce format ainsi
gue de l'architecture cible.

Au niveau de la méme étape de prétraitement, nauss riocalisons sur I'étude de
I'équilibrage des charges pour la distribution deanées concernées par notre problématique,
plus précisément, de la matrice creuse sur un megstéistribué a grande échelle (SDGE).
Nous nous restreignons dans notre étude aux SD@S&ies par des nceuds homogenes.
Une étude des systémes hétérogenes pourrait erdédrete et constitue en fait une des

perspectives de notre travail.

L’équilibrage des charges pour la distribution dd\VEC sur des systemes distribués a grande

échelle n’est pas encore bien maitrisé. La plugest solutions proposées sont des solutions



dynamiques pour dedustersde stations de travail qui utilisent des commuiocs avec
passage de message. Les expérimentations ont mquo&él'équilibrage des charges
dynamique génere un overhead élevé [BiMO5][Chr98].

Le probleme d'équilibrage des charges que nousotsipeut étre formulé comme un
probleme d’ordonnancement classique NP-difficileurpdequel plusieurs algorithmes
d’approximation (heuristiques garanties) sont cendans la littérature [Che04][BEPO7].
Nous utilisons certains de ces algorithmes et noagposons des heuristiques pour les
améliorer.

Nous profitons, par la suite, des résultats dedestisur I'optimisation de I'algorithme du
PMVC et la distribution des données sur un systéisteibué a grande échelle (SDGE), pour
proposer une étude sur la distribution du PMVCwuSDGE.

Concernant I'étape de traitement, elle consisteakder I'étude préalable par une série
d’expérimentations réalisées sur un environnemestiilolié a grande échelle que nous avons
installé en utilisant le systeme distribué a graadbelle XtremWeb-CH. L'approche que
nous concevons pour la distribution de ce calcukste a utiliser une géométrie virtuelle a
une dimension pour les nceuds. La matrice creusairesitdécomposée en fragments en se
basant sur I'étude de la fragmentation effectuées détape de prétraitement. L'algorithme
du produit matrice-vecteur creux (PMVC) utilisé slmague nosud correspond a une version
optimisée en se basant sur I'étude effectuée dapisdse de prétraitement [EHMO5][EHMOQ9].
Afin d’évaluer les performances du PMVC sur la glidirme XtremWeb-CH, nous utilisons
un échantillon de matrices de tailles et de demsd#férentes qui sont soit générées
aléatoirement, soit téléchargées du site MatrixkeigiMat07]. Les matrices considérées dans
tout le document sont de type réel. Il est a pet¢asie ce travail reste aussi valable pour des

matrices de type complexe.

L'étape de post-traitement, quant a elle, consistaterpréter les résultats expérimentaux
obtenus au niveau de l'étape de traitement afim dieer des conclusions pertinentes.
L’évaluation des performances du PMVC sur XtremVZ#b-consiste a mesurer quatre
parametres : (i) la durée totale de I'exécutioagplication, (ii) la durée totale de calcul, Jiii
la durée totale des E/S et (iv) la durée totaleatemunication. Nous en déduisons ensuite le
ratio d'E/S (rapport temps total d’'E/S sur tempsltd’exécution), le ratio de calcul (rapport

temps total de calcul sur temps total d’exécuteire ratio de communication (temps total de
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communication sur temps total d’exécution). Cessterniers parametres permettent de

raffiner I'analyse des résultats.

Le manuscrit présentant notre travail est structmrédeux parties. Dans la partie I, nous
détaillons les concepts de base constituant naibl@matique et dans la partie I, nous

présentons notre contribution pour la résolutiocetée problématique.

La partie | est constituée de trois chapitres. temper est dévolu a I'exposé des méthodes
itératives de résolution de systémes linéaireseetalcul de valeurs et de vecteurs propres.
Une justification de notre choix pour les méthoiésatives dans le cas du calcul creux sous
la forme d'une comparaison entre les méthodes tdgeet les méthodes itératives est
présentée en premier lieu. Un apercu détaillé ssirniéthodes itératives de résolution de
systemes linéaires (e.g. Jacobi, Gauss-Seidel,oaeshdu gradient, méthode GMRES, etc.)
et de calcul de valeurs propres (e.g. méthode daeitsance, Arnoldi, méthodes hybrides, etc.)
est présenté en second lieu.

Le second chapitre est consacré a la présentatianadrices creuses. Nous exposons leurs
différentes structures régulieres et irrégulieréss formats de stockage compressés
correspondant a ces structures ainsi que certap@gations réelles dont elles proviennent.
Ces derniéres, reviennent généralement a la résoldé¢ systemes d’équations linéaires ou au
calcul d’éléments propres.

Concernant le chapitre trois, il est dédié a lacdpson de différents types de plates-formes
de calcul parallele et distribué. Ainsi, nous prdses les différentes architectures de
machines paralleles, de grappes (clusters), degyde calcul, de systémes distribués a grande
echelle (SDGE), de systémes pair a pair (P2P) quesie récent concept de Cloud computing

(Informatique dans les nuages).

En ce qui concerne la partie Il du manuscrit, ee également structurée en trois chapitres.
Le premier, le second et une partie du troisiemmeement I'étude que nous avons effectuée
au niveau de I'étape de prétraitement. Notre tfas@icernant les phases de traitement et de
post-traitement est présenté au troisieme chapitre.

Plus précisément, dans le premier chapitre de pattée, nous étudions les performances de
l'algorithme du produit matrice-vecteur creux suifféentes plates-formes séquentielles.

Quatre versions du PMVC relatives aux formats dekstge compressé DNS (DeNSe), CSR
(Compressed Storage Row), COO (Coordinate) et BBENDed) sont étudiées. Un état de



'art sur l'optimisation du produit matrice-vecteareux est aussi effectué. Suit alors une
présentation des résultats de I'étude théoriguexgérimentale que nous avons réalisée pour
optimiser le PMVC.

Notre objectif au chapitre deux est de détermipeur une matrice creuse de grande taille et
un vecteur dense donnés, le meilleur équilibrageati@rges pour la distribution du PMVC
sur un SDGE. En conséquence, trois approches tiguds sont proposées pour la
fragmentation par ligne de la matrice creuse. Umalyae théorique des performances des
heuristiques suivie par une série d’expérimentatiest effectuée afin de mettre en évidence
l'intérét de I'étude.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressdésugle de la distribution du PMVC sur le
systeme distribué a grande échelle XtremWeb-CHsiAinous définissons une géométrie
virtuelle pour un SDGE en utilisant une analogieaun modele de calcul paralléle appelé
modele data-parallele [PeE96]. Nous présentonséuakiation théorique des performances

validée par la suite par des résultats expérim&ntau

Finalement, nous cléturons ce mémoire par une osimi qui résume notre travail et dans

laquelle nous présentons nos futures perspectives.
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Chapitre 1. Etat de I'art sur les méthodes itéraiv

1. Introduction

Dans les grandes applications scientifiques, geakléemes fondamentaux d’algébre linéaire
sont souvent rencontrés, a savoir, la résolutiosydtemes d’équations linéaires [DER92]
[Jen80][LaT00][OsZ83] et le calcul d’éléements preprde matrices [Cia82][LaT0O0].
Contrairement au second probléme pour lequel greneutiliser que des méthodes itératives,
les méthodes de résolution de systémes linéaiteseptétre directes ou itératives.

Dans ce chapitre introductif, nous commencons, estian 2, par une présentation des
principes de base des deux classes de méthodetesdiet itératives de résolution de systemes
linéaires. Suit alors, une étude comparative pdemetde préciser leurs avantages et
inconvénients respectifs, notamment dans le casathul creux qui nous intéresse. Nous
présentons succinctement apres le probléme del aciidé@ments propres. La section 3 est
dévolue a une description détaillée des principatgthodes itératives utilisées pour la
résolution des deux problemes de résolution deesyest linéaires et de calcul d’éléments
propres. Ainsi, nous exposons les méthodes de iJ&&abss-Seidel, de gradient, GMRES, les
méthodes hybrides de résolution de systemes lggairmpour le premier probléme (résolution
de systemes linéaires) et celles de la puissat@ed), méthodes de projection, méthodes
hybrides de calcul de valeurs propres... pour le re¢oalcul d’éléments propres). Il faut
souligner que toutes ces méthodes comportent uswunadg calcul commun, a savoir le produit
matrice-vecteur (PMV) dont l'instance creuse (PMMW&3} celle autour de laquelle gravite

notre contribution.

2. Principes de base des méthodes de résolution sistémes linéaires et de

calcul d’éléments propres

2.1 Résolution de systemes d’équations linéaires

NxN

Un systeme d’équations linéaires se définit patdanée d’'une matrice A R et d'un

vecteur bRV, Il s’agit de déterminex O RN vérifiant :

Ax=Db
Ce probleme est au coeur de nombreuses applicatadifiques : discrétisation d’équations
aux dérivées partielles, linéarisation de problemas linéaires, approximation polynomiale

au sens des moindres carrés, etc. [Cia82].
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On distingue dans ce cadre deux classes de métded&solution: les méthodes directes et
les méthodes itératives.

2.1.1 Méthodes directes

L'idée de base des méthodes directes estrasesformer le systeme d’équations linéaires
initial Ax = b, en un systéme équivalent, not&=d, plus facile a résoudre. Selon la méthode
choisie, la matrice T obtenue est soit trianguldireééthode d’élimination de Gauss, voir

Figure 1.1), soit diagonale (méthode d’éliminatoe Gauss-Jordan). T peut aussi s'écrire
sous la forme du produit de deux matrices : (ipdamiére est triangulaire inférieure et la

seconde triangulaire supérieure (factorisation EHigjure 1.2.(b), ou bien factorisation de

Cholesky lorsque A est symétrique définie positiFeggure 1.2.(a)) ; (ii) la premiére est

unitaire et la seconde triangulaire supérieuretg¢fé&gation QR, Figure 1.2.(c)) [Cia82].

A
mo—— >

Figure 1.1 Méthode d’élimination de Gauss

L’ U
A = A =
L L
(a) Factorisation de Cholesky (b) Factorisation LU
R
A _ Q

(c) Factorisation QR

Figure 1.2 Méthodes de factorisation
Les méthodes directes comportent deux phases premiére phase de triangularisation/

14



Chapitre 1. Etat de I'art sur les méthodes itéraiv

diagonalisation/factorisation et une secondasphde résolution. La résolution du systéme
triangulaire (resp. des deux systemes triangulambtenu(s) dans le cas des méthodes de
Gauss et QR (resp. des factorisations LU et ded3hky) se fait alors, par une technique dite
de remontée (resp. descente puis remontée).

Si les calculs étaient effectués a précision iafite résultat obtenu serait la solution exacte du
systéme d’équations linéaires. Cependant, la paifmag des erreurs d’arrondi peut faire

eéchouer ces méthodes lorsque la matrice A estonaittonnée [Gue06].
2.1.2 Méthodes itératives

Le principe de base des méthodes itératives censisbnstruire une suit®, x®, ..., x® ..
qui converge, sous certaines conditions, versligisa du systeme. Formellement, partant de
X9 (choisi arbitrairement), nous avons :

XD = 700+ O k=0,1...
ot T% est une matrice construite a partir de la matricet /e cas échéant du vectedt, le
vecteur & dépend en plus (de A et éventuellementx® du second membre b (dans
I'équation Ax=b). Plusieurs méthodes itératives sont ainsi cesrdans la littérature. Elles
different par le choix des matrices¥T Les méthodes itératives les plus simples, dites
classiques ou stationnaires, correspondent augicd® et ¢ sont constants [Cia82][Haz02]
[You71].
Les méthodes dites non-stationnaires sont utiligg@sr accélérer la convergence des
méthodes itératives [Bur98][Haz02][You71]. Dans aadre, les plus utilisées sont celles
utilisant les polyndmes de Chebyshev [Bur98][Youdl] bien les directions conjuguées
[Bur98][Cia82].
Le choix de la matrice T dans le cas d’une méttstdéonnaire, et des matrice$) Hans le
cas non stationnaire, peut étre effectué de digamsanieres. Précisons dans ce dernier cas
gu'il est possible de construire les matrices daigra a ce que la méthode itérative converge
aussi rapidement que possible pour une grandeecldsssystemes d'équations linéaires
[Bur98][You71].
Il convient de souligner que pour étre appliqudes, méthodes directes n’exigent que
l'inversibilité de la matrice A, alors que les médles itératives exigent des conditions
supplémentaires sur A afin de garantir leur conmecg. Dans le cas ou cette derniére n’est
pas garantie, le systeme a résoudre est transfemmén systeme équivalent dont la matrice
associée satisfait les conditions requises [You71].
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2.1.3 Méthodes de résolution de systemes linéaigspropriées au calcul creux?

Le choix entre une méthode directe et une méthigdative n’est pas, a priori, simple. En
effet, en théorie, cela dépend de la structurd guns de la taille de la matrice, et en pratique
de I'architecture de la machine cible en plus [BJr9

Les méthodes directes sont connues pour étre esbasiconviennent plutét a des problemes
de taille modérée. Elles sont généralement plusleapue les méthodes itératives. Pour des
problemes de tres grande taille, le colt de cedhadés peut devenir prohibitif car trop
gourmandes en termes de mémoire (& cause du phéeameéremplissagdill-in’) et de
calcul. Sur cette gamme de problémes, les méthtitatives constituent ainsi une alternative
intéressante [DER92] [Wyr01].

Du fait que les méthodes itératives n’affectent pmsmatrice A, elles permettent une
exploitation totale de son caractére creux. De,pblles permettent d’éviter le probleme du
fill-in qui, dans le cas d'un stockage compressé de lacmatreuse (i.e. se limitant aux
éléments non nuls, voir chapitre 2, section 3)hage et complique énormément le calcul.
Par opposition aux méthodes itératives qui consereecaractére creux de la matrice A du
systéme, les méthodes directes peuvent fournir finlale I'étape de transformation (ou
d’élimination dans le cas de la méthode de Gausammmuent) des matrices (triangulaires,
dans le cas de la méthode de Gauss) qui peuverddises, a I'exception du cas ou A est une
matrice bande (voir chapitre 2, section 2.2). Néains) dans plusieurs problemes a matrice
bande, la bande elle-méme est souvent creuse;j peufurendre I'algorithme assez difficile a
implémenter, tel celui de Cholesky-bande [GoV83RML].

Le point faible des méthodes itératives réside dafat que leur convergence peut-étre lente,
d’ou la nécessité de leur "pré-conditionnementiststant, en gros, a transformer la matrice
A en une matrice satisfaisant mieux les conditioes convergence [You7lParmi les
pré-conditionneurs les plus robustes, on peut @eméthodes par bloc. Pour ces dernieres,
des solveursdirects creux sont utilisés sur chacun des blacdadmatrice. On peut donc
combiner les méthodes itératives et les méthodestds dans le but d’'une résolution plus
rapide et plus efficace d’un systéme linéaire.

Un récapitulatif des avantages et inconvénientswethodes directes et itératives dans le cas

de calcul creux est présenté dans la Table 1.1.
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Chapitre 1. Etat de I'art sur les méthodes itéraiv

Méthodes Avantages Inconvénients
* robustes e prohibitives car trop gourmandes
+ rapides pour des problémes de tajlle en termes de mémoire et de calcul
, modérée * peuvent fournir a la fin de I'étape
Directes . . . -
» fournissent des solutions exactes de transformation des matrices

assez denses
* probléme dédill-in

 n’affectent pas la matrice Ae convergence pouvant étre lente
conservent le caractere creux de A« nécessité de leur "pré-condition-
* permettent une exploitation totale du nement"
caractére creux de la matrice A
* permettent d’éviter le probléme du
fill-in

[tératives

Table 1.1 Comparaison entre méthodes directes eéiatives dans le cas creux

2.2 Calcul d’éléments propres

Etant donnée une matrice carrée A, d’ordre N, détesr toutes ses valeurs propres, ou bien
seulement certaines d’entre elles et, éventuellgmes vecteurs propres correspondants,
revient a chercher des scalaike@ouvant étre nuls) et des vecteurson nuls tels que:

Av=Av : vz0
Le probleme du calcul de valeurs et de vecteurprpsode matrices, appelé par contraction
calcul d’éléments propres, se rencontre en paicdians I'approximation damouvements
stationnaires ou des petits mouvements, au sein de diversragst@hysiques [Cia82]. Il se
pose également dans le cadre de la recherche miafmn [BrLO6][Mes06].
Il faut noter que, pour N élevé (en pratiqueS)\ le calcul d’éléments propres ne peut se
faire, gu’en utilisant des méthodes itératives. Dae cas, les valeurs propres sont
déterminées, soit une par une (e.g. méthode deisagnce, méthode de déflation, etc.), soit
globalement, a travers la construction de suitesémgues convergeant, sous certaines
conditions, vers les valeurs recherchées (e.g.odéfhLR, QR, Arnoldi, ERAM, etc.). Il en
est de méme pour les vecteurs propres. Nous expisen section 3 certaines methodes

itératives appropriées au calcul d’éléments propres
3. Méthodes itératives

3.1 Résolution de systemes linéaires

3.1.1 Méthodes itératives stationnaires**V=Tx® + ¢
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« Méthode de Jacobi

Considérons le systemexA b. La méthode de Jacobi est définie pour deesyes dont la
matrice A possede des éléments diagonaux nonAwst d’abord décomposée comme suit :
A = D-M-N (voir Figure 1.3).

Figure 1.3 Décomposition de A=D-M-N

D est la partie diagonale de A, -M est la part@ngulaire inférieure stricte et -N est la partie
triangulaire supérieure stricte. Le systemes’écrit alors :

(D-M-N) x = b= Dx = (M+N)x + b= x = D* (M+N)x + Db
Soit J = D' (M+N). J est appelée matrice dcobi La méthode ddacobis'écrit alors :

x© donné
xX =384+ plp: k=01, ...

Nous avons ainsi 'expression génésdie? = Tx® + ¢ avec T=J et c=th.

Cet algorithme converge a condition que J soitraotante i.e. il existe une norme telle que cette
norme est strictement plus petite que 1, paff <1. Ceci implique que(J) <1, otp(J) est le rayon
spectral de J i.e. le module de la valeur propigugegrand module de J. C’est notamment le cas ou

A est a diagonale dominante il |> > |ay |.

j#i
Une itération de la méthode de Jacobi se note flementy=Jx+c i.e. admet comme noyau de base
un produit matrice-vecteur (PMV) [Cia82][Jen80].

« Méthode de Gauss-Seidel

Partant de la méme décomposition précédente d®AN, nous avons:

(D-M-N) x= b= (D-M) x = Nx + b=> x = (D-M)™ Nx + (D-M) b
Soit Z = (D-M)'N. Z est appelée matrice Gauss-SeidelLa méthode de Gauss-Seidel s'écrit

alors:
x© donné
XV =7x0+ D-My*b:k=0,1, ...
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Chapitre 1. Etat de I'art sur les méthodes itéraiv

Nous avons ainsi 'expression génésdfe” = Tx® + ¢ avec T=L et c=(D-M)*b.

Cet algorithme converge a condition gUesoit contractante i.e. il existe une norme telle gette
norme est strictement plus petite que 1, pdtt | <1. Ceci implique que(Z ) <1, otp(Z) est le
rayon spectral d&. C'est notamment le cas ou A est symétrique @gfiositive.

Une itération de la méthode de Gauss-Seidel sdarotellement= L x+c i.e. admet comme noyau

de base un produit matrice-vecteur (PMV).

Précisons, qu’en pratique, la matrigen’est jamais explicitement calculée. C'est pliigpression
(D-M) XV = Nx® + b qui est utilisée pour déterminéi™ & partir dec®.

D'un autre coté, il est prouvé que la méthode des&&eidel est en général au moins aussi rapide
gue la méthode de Jacobi [Cia82][Jen80].

« Méthodes de relaxation

Considérons la méthode itératidé™ = Tx® + ¢. Soitw un parametre, appelé coefficient de
relaxation et vérifiant #0 et 1. On définit la matrice,J dite relaxée de T comme suit :
To=oT+(1- )l : | matrice identité

La méthode itérative associée se note alors cornihe s

x© donné
X(|<+1) — me(k) +oc:k=0,1, ...

Elle convergera pourvu qugT,) <1. On parlera de sur-relaxation (resp. souscatian)
lorsquen<1 (respw >1).

Il convient de souligner que la relaxation a pout e rendre convergente une méthode
itérative qui ne I'est pas ou bien d’'accélérer@avergence.

- Larelaxation de la méthode de Jacobi se note cosaihe

X donné
{x(kﬂ) =3,x¥+wD':k=0,1, ...
avec J = ©J+(1-0)l= oD (M+N)+(1-w)l. La relaxation de la méthode de Jacobi converger
sip(Jy) <1.

- Larelaxation de la méthode de Gauss-Seanbse comme suit :

X9 donné
XD =7, x¥ +oD-M)*b : k=01, ...
avec L, = o L +(1-0)l=o(D-M)'N+(1-0)l. La relaxation de la méthode de Gauss-Seidel

convergera $p(ZL,) <1.
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Précisons, qu’en pratique, la matien’est jamais calculée. On procéde plutdt comnte suli

@) Détermination dg & partir de : (D-My = NxX® + b (comme cela se fait dans la méthode
de Gauss-Seidel)
(i)  x*V=wy+ Qo)X
Notons que la relaxation de la méthode de GausteSest beaucoup plus utilisée en pratique
que la relaxation de la méthode de Jacobi [Cia82§0][LaT00].

« Méthode de directions alternées

Supposons que la matrice A du systemelAs’écrive sous la forme d’'une somme de deux
matrices H et V telle que la résolution des detstésyes linéaires (H+pd= h et (V+plx=v
(p étant un réel et | la matrice identité) soitilfaet peu colteuse. Le systéme initial=A se
notant (H+VX = b i.e. Hk=b-Vx et Vx=b-Hx, les derniers systemes peuvent alors s’écrire

comme Ssuit :
(H+pDhx = b+(pl-V)x
(V+pl)x = b+(pl-H)

On en déduit lanéthodeitérative dite de directions alternée.aT00] oux® (k=0...) étant
connu,l'itération k+1 est constituée par deux ‘demi’ &fons, se ramenant chacune a la

résolution d’'un systéme linéaire comme suit :

(H+p)x**2) = p+(pl-VIX®  : solutionx**¥/?)

(V+pl)x** D = b+(pl-HX 2« solutionx®™)

Notons que le parametre p, pouvant dépendre dealion, est a déterminer au mieux e.g
afin d’accélérer la convergence de I'algorithmeedt en fait possible d’écrire les systéemes
précédents sous une forme faisant apparaitrédeftats qui serviront pour tester 'arrét des
itérations. Soit :

(H+pl) (<2 —x¥) = b+(pl-V) X — (H+pl)x¥ = b-Ax¥

(V+p|) (X(k+1) _X(k+1/2))= b+(p|_H) X(k+1/2)_ (V+p|) X(k+1/2)= b-A X(k+1/2)

Autrement écrit :
(H+p|)é((k+1/2) _X(k)) — b_AX(k)
v "'pkftﬂ) _ X(k+1/2)) = h-Ak12)
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Chapitre 1. Etat de I'art sur les méthodes itéraiv

3.1.2 Méthodes itératives non stationnaires
« Méthodes du gradient ¢ = T x® + )

Lorsque la matrice A est symétrique définie position peut utiliser les méthodes du gradient
qui se basent sur la transformation du systemengmabléme de minimisation d’une fonction
f(x), appelée forme quadratique, définie comme suit :

f(X) =X"AX/2 -x"b
On construit alors un algorithme itératif (dit desdente), permettant de minimised) fet qui

est de la forme générale [LaTO0O0]:

{x(o) donné

XD =70 1 k=01, ...

La matrice T ainsi que le vecteur®sont définis & partir du gradient de)fien x®,

of (x¥) = Ax® —b. Minimiser f(x) revient ainsi a annuler son gradient. La conwecgede
la méthode de gradient se traduit par la conveydnogradient (resp®) vers le vecteur nul

(resp. la solution du systemeb). Le minimum de %) sera alors égal a O ici.
* Méthodes du gradient conjugué

On peut en fait définir diverses variantes pounmiéthode du gradient, en particulier la
méthode du gradient conjugué. Cette derniere astesd utilisée pour la résolution des
systémes a matrice symétrique définie positive &ixplicite comme sui® donné) :

X9 donné
D = 30 4 g p(k) :k=0,1...

Nous avons ainsi% = | (matrice identité) et®® = q,p™®, otiox est un scalaire appelé pas de
déplacement et % un vecteur appelé direction de descente, définismmoe suit
[Gue06][Jen80]:
(rO=pO=p

o= I/ (") 'Ap™)

rk D=0 o Ap®),
P =r®+ (911

Précisons que plusieurs autres méthodes ditesadégt sont connues dans la littérature e.g.
la méthode du gradient bi-conjugué (GBIC), la mdéh€arré du Gradient Conjugué (CGC)
(voir section 3.1.3) [Bar94] [Gre97][Son89].
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* Méthode GMRES (Generalized Minimal RESidual)

Soit a résoudre le systemex=b ou A est inversible. On choisit un vecteur qaetjuez,
gu'on suppose étre normalisé i.egl||E 1 (|| - || correspond par exemple a la norme
Euclidienne). Soit m << N. Un sous-espace de Krde taille m est défini a partir de A et du
vecteurzcomme suit:

Kn(A, 2 =[z, Az A’z ..., A" 7
La méthode GMRES calcule une approximatigne K, de la solution exacte dexAb.
Cette solution minimise la norme du résidyg/A b.
Certains vecteurs dans la baseAz, ..., A"’z sont linéairement dépendants [SaS86]. Par
conséquent, au lieu d'utiliser cette base, on gpplil'itération d’Arnoldi (voir Figure 1.4)
pour trouver les vecteurs orthonormaux g., g formant une base orthonormale pdy.

Ainsi, le vecteurx, € K, peut étre écrit sous la fornxg = Qunym 00 Ym € R™ et Q, est la

matrice de taille (¥Nm) formée par les vecteurs colonnes.q, gn.
Le processus d’Arnoldi fournit aussi une matricesstmberg supérieure (voir chapitre 2,

section 2.2.3M, de taille (m+1¥m) avec :

AQm=Qm+1 I:Im
Comme @ est orthogonale, nous avons
||A%bl| = [Fimy-Bel|

ol @=(1,0,0,...,0) est le premier vecteur dans la baserigue deR™" et B=||b-AZ||. Ainsi,
Xm peut étre calculé en minimisant la norme du résiduvant :
fm = Hym-Be1

Ceci correspond en fait a un probleme d’approxiomatinéaire des moindres carrés de taille
m. Ainsi, une itération de la méthode GMRES coesiséffectuer les étapes suivantes :

(i) Utiliser 'algorithme d’Arnoldi (voir Figure 1.4pour déterminer @etH,

(i) Détermineryy, minimisant |}x||

(i) Calculer X=Qmym

(iv) Itérer le processus tant que la norme du réshix, || n'est pas suffisamment

réduite et ce, en choisissant Xy
De ce fait, a chaque itération, un produit matrieeteur A, doit étre calculé en plus des
produits matrice-vecteur effectués au niveau dgd@hme d’Arnoldi [SaS86].
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Chapitre 1. Etat de I'art sur les méthodes itéraiv

3.1.3 Méthodes itératives hybrides

Plusieurs méthodes de résolution de systémes ra@segieuvent étre vues comme des
combinaisons de méthodes de sous espaces de KWH®O3], telles que les méthodes du
Gradient Bi-Conjugué (GBIC) et GMRES. De tellestiméles hybrides incluent la méthode
Carré du Gradient Conjugué (CGC), celle du gradiecbnjugué stabilisé (BICGSTAB), les
méthodes QMRES, TFQMR, GMRESR, etc [AIS98] [Sad88Nn89] [Van03] [VFS93].

A titre d’exemple, le résidut = b-Ax® dans la méthode du gradient bi-conjugué (GBIC)
appliquée a la résolution du systéme=B avec un vecteur initial®, peut s'écrire sous la
forme M=P(A)® ou R est un polyndme de degré k. Il a été montré [Spr@Savec
presque le méme volume de calcul, on peut constrdiges résidus ayant la forme
) = (P(A)r?, ce qui constitue la base de la méthode Carrérddiét Conjugué (CGC).
Par analogie avec la méthode CGC [Van92][Van03]peunt construire des méthodes pour
lesquelles ¢ s'écrit sous la forme®=P(A)Q(A)?, B étant le polyndme associé a la
méthode GBIC et Qun polyndme de degré k pouvant étre librementstlsmius la condition
Qk(0)=1. Il a été proposé dans [Van92] de constr@Qgecomme produit de k mondémes du
type 1WA, ou w; est choisi de facon a minimiser localement leduesiCette approche
constitue le principe de la méthode du gradientdmjugué stabilisé (BICGSTAB) qui peut
étre vue comme une combinaison des méthodes GEBM&ES.

Une variante de la méthode BIiCGSTAB est la méthbteBiCGSTAB2 ou le polyndme Q
est déterminé & partir du trindmew]A-w";A%,

3.1.4 Méthodes par bloc

Toutes les méthodes précédentes, qu'on peut gratidimmeméthodes par pointgpeuvent
se geénéraliser en utilisant des décompositiondlpas des matrices traitées [Cia82][LaTO00].
On parle alors denéthodes par blocA cet effet, supposons que la matrice A du systém
Ax=b admette une décomposition par blocs (rectangslanotés A(i,j=1...p) de taille (nn)
et que les vecteurset b soient & leur tour décomposés chacun en p\amteursd, b de

taille n (i=1...p). Le systeme %b de dimension N {ni peut alors s’écrire comme suit :

Ay, A, - Anl[x] [

1p
Ay An oo Al b2 e
: : 1= .Zl:Aijx’ =b, i=1...p
. . . J:
A xP| | bP

p2 pp
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On peut alors définir les sous matrices diagonalebfoc D et triangulaire inférieure (resp.
supérieure) stricte par bloc -M (resp. —N) deeA A=D-M-N comme suit :

A11 0 O _O A12 A13 Alp

- O Ay Ay e Ay

D= M= Ay A, , -N= O :
O ' P AL,

App_ _Apl Ap2 App—l O_ 0

A titre d’exemple, la méthode de Jacobi par blecdéfinit comme suit [LaT00] :
Ai X €= -3 A XM i=1p, k=0,1...
j#i

Connaissant’™® | j=1...p, la détermination dg"**”

, iI=1...p, se ramene ainsi a la résolution
d’'un systeme linéaire d’ordre.rSi on utilise une méthode directe (par pointHi tque la
factorisation LU (voir section 2.1.1), on peut moge’'on aura a effectuer la factorisation de
chaque bloc diagonal;jAine et une seule fois au départ. On sauvegardesales facteurs a
chaque itération. La résolution effective revienohd a celle de deux systemes triangulaires

successifs comme indiqué auparavant (voir sectibi R
3.1.5 Pré-conditionnement d’'une matrice

Soi || . || une norme matricielle subordonnée eh@ matrice inversible. Le nombre défini par
cond(A)=||AH|IA™Y|
s'appelle conditionnement de la matrice A, relatieat a la norme matricielle considérée.
Dans la littérature anglo-saxonne, ce nombre, &dpehdition numbér est fréequemment
notéx(A) [Cia82][LaT00]. Noter qu’on a toujours cond(A}.
cond(A) mesure en fait la sensibilité de la soluttadu systeme linéaire ¥b vis-a-vis des
variations sur les données A et b, qualité que Bmpelle conditionnement du systéme
linéaire considéré. Ainsi, pratiquement, un systdim@aire est dit bien (resp. mal) condi-
tionné si de légeres perturbations sur les donuémstrée (du type AAA et/ou b#b)
génerent de |égeres (resp. grandes) perturbasansle résultatxj. Dans le premier cas,
cond(A) est assez proche de 1 alors qu'on a cong¢A)dans le second cas.
Le pré-conditionnement d’'une matrice A (mal comlitiée) consiste en fait a remplacer la
résolution du systémexA= b par celle d’'un systéme équivalent se nota&C'b, la
matrice inversible C étant choisie de telle manégre cond(CA) << cond(A) i.e. cond(CA)

assez proche de 1.
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En théorie, le meilleur choix est C=A. En effetnda@e cas, on a cond{g) =1. En pratique,
il s’agit de trouver une matrice C telle qué" Goit ‘la plus prochede A' sans que la
détermination de € soit trop colteuse. Notons qu'a ce propos diversEhniques

appropriées sont connues dans la littérature [([ia8P00].
3.2 Calcul de valeurs propres
3.2.1 Méthodes de la puissance itérée
* Meéthode de la puissance

La méthode de la puissance peut étre utilisée palguler la plus grande valeur propre en
module ainsi que le vecteur propre correspondamt poe matrice quelconque.
NotonsAs,...,Am les valeurs propres de A et supposons Que>|| A2 > ... |Amal> | Am|. Sila
matrice des vecteurs propres Vi(Vs, ..., Vim) €st non-singuliére, alors tout vecte(® peut
étre exprimé comme combinaison linéaire des vestpuopres de la matrice A [Jen80].
Ainsi,

uO=cvi+cvo+ ... +GrVim

Soit UY=Au®, nous avons :
m m
uP=Au®=>c Av, =>n ey,
i=1 i=1

On définit alors (P=Au®*Y =... = AU©® : k=1,2.... On aura alors :

u® =Aku@=pkc v, +1kc, v, +..+ 0 ke v

u® = 0" (cavat (aha) eVt + (/) CVim)
Si |A1] > |Ail, alors, lorsque k est élevé etest non nul, on @fA1)“~ 0 (en fait tend vers 0
lorsque k tend vers l'infini). De ce fait :
u® = ke,
Ainsi, U tend vers un vecteur proportionnel au vecteur qgrafpminant y. D’un autre coté,
si nous choisissons des composantes non nyffest y® ™, nous pouvons déduire que :
G®7u*t) > A pour k— oo

En pratique, il est convenu de normaliser le vactédl aprés chaque multiplication par la
matrice A. Un algorithme itératif pour déterminer peut alors étre exprimé par les deux

équations :
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1 N
wl=Au®, == w® on o = £||wWH)|
o

Ainsi, un produit matrice-vecteur Aliest effectué a chaque itération de I'algorithmegD3.
* Méthode de la puissance inverse

C’est la méthode de la puissance appliquée saitradtrice A, ce qui permet d’obtenir la
valeur propre de plus petit module de A et un uagpeopre associé, soit & la matrice (Aul)

ce qui permet d’obtenir la valeur propre la plusghie de p et un vecteur propre associé. Dans
ce dernier cas, on utilise la méthode de la pusanverse pour calculer efficacement une
approximation d’'un vecteur propre lorsque I'on caibhrune approximation d’une valeur

propre obtenue par un autre procéde [LaT00].

3.2.2 Méthodes de projection

Soient A une matrice non hermitienne réelle d’orblreet K un sous espace d&&'. Une
matrice Hermitienne (ou auto-adjointe) est unatrice carrée telle que AZXA™ étant la
matrice transconjuguée de A i.e. la matrice trasépale la matrice conjuguée de A). Dans le
cas ou A est réelle, A est dite Hermitienne seetament si elle est symétrique.
Une méthode de type sous espace de Krylov permetideler une approximation d’'une
paire Q,x) d’éléments propres de A a partir d’'une paké”(d R, x™ O K) d’éléments de
Ritz ou le sous espace est défini comme suit :

Kn(A,2) =[z, Az A’z ..., A" 7
z est ici un vecteur quelconque, supposé normabséyj| = 1 (|| - || correspond par exemple a
la norme Euclidienne).
Ces méthodes permettent d’estimer s éléments [algrd par ceux de la matrice d’ordre m
obtenue par une projection orthogonale de A ssoles espac€,, avec s< m << N.

Soit Qy, la matrice dont les colonnesg, q.., g, constituent une base orthogonalekge Le
probléme consiste alors a troung? O R ety™ OR" (i=1,..., s) tels que :

(Hh-A ™1 y{™=0 (1.2)
ol la matrice carrée Jide taille m est définie par)H= Q! AQm (Q!! étant la transposée de

la matrice conjuguée defRet x™ = Quy™. Ainsi, certains éléments de A peuvent étre

calculés approximativement a partir de ceux de d#rioe H,. lls peuvent étre déterminés en
construisant une base orthogonalegeet en résolvant le probléme (1.1). Notons qu’'isex
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différentes maniéres pour construire une telle bdse plus utilisée est le processus
d’orthogonalisation d’Arnoldi [EPEOQ5].

* Algorithme d’Arnoldi

Soit un vecteur initial gde norme 1. Le processus d’Arnoldi génére une bab®mgonale
di, ---, On du sous espace de Kryl&y, en utilisant le processus d’orthogonalisation dant

Schmidt [EPEO5] comme détaillé ci-dessous:

Réduction d’Arnoldi : AR (Entrées : A, mz; Sorties : H, Qm)

q® : vecteur initial de norme 1

Dok=2,m // Boucl® //
0 = AgD
Doj=1,k-1 // projection des composantes §&dpns les directions’ ...q*™ //

=g, o = - hjrag?

EndDo
e = 1911, 49 = o/ s

EndDo

Figure 1.4 Algorithme d’Arnoldi

Cette méthode a été introduite afin de réduire maé&rice donnée a une matrice de forme
Hessenberg. Les matriceg, ldt Q, issues de I'algorithme d’Arnoldi et définies atpade la

matrice A satisfont I'équation :

AQm = QnHm + fme,'j]

0Ufn = hnsr,mQme1 €t &, est le ™ vecteur de la base canoniqueRde Une fois le processus

d’orthogonalisation effectué, les s valeurs de Riésirées (i.eAn=A", ..., A™) et les

vecteurs de Ritz associ¥g= (x, ...,x™) peuvent étre calculés comme suit [EPEO5]:
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Algorithme Basique d’Arnoldi : BAA (Entrées : A, s, ng ; Sorties : & Am, Xm)
1. Calculer une étape AR(Entrées : A,m,Sorties : K, Qn)

. Calculer les éléments propres dg ¢t sélectionner les s éléments désirés.

2
3. Calculer les s vecteurs de Ritz assog{s= Qny™, i=1, ..., s
4

. Calculer &=(o, ..., o) aveca = [[(AA ™ )x™ [,

Figure 1.5 Algorithme Basique d’Arnoldi (BAA)
Si la précision des éléments de Ritz calculés rpest satisfaisante, la projection peut étre

redémarrée sur un nouveau sous esfaa, 2).

* Méthode d’Arnoldi avec Redémarrage utilisant ursgjuand sous-espace (RAM)

Une premiere variante de la méthode d’Arnoldi cstesa définir le nouvel espakg(A,z) en

utilisant le méme vecteur initialet une plus grande valeur de m.

* Méthode d’Arnoldi avec Redémarrage Explicite (ERAM)

Dans la seconde variante de la méthode de prajedtidaille du sous-espace est fixée. Cette
méthode s’appelle Méthode d’Arnoldi avec Redéngarixplicite (ERAM). Partant d’'un
vecteur initial z, elle exécute l'algorithme BBA. Le vecteur initiabt mis a jour et un
processus basique d’Arnoldi est redémarré jusge’gue la précision de I'approximation de
la solution soit satisfaisante (en utilisant leshoées appropriées pour calculer les vecteurs
de Ritz). Cette modification est congue pour forleevecteur désiré dans un sous espace
invariant. L'algorithme de la Méthode d’Arnoldi avdRedémarrage Explicite se détaille
comme suit [EPEQ5] :

ERAM (Entrées : A, s, ng, tol ; Sorties : & Am, Xm)
1. Démarrer. Choisir un parametre m et un vecteurirst
2. Itérer. Calculer une étape BAA (Entrées : A, szmSorties : & Am, Xm).
3. Redémarrer. Si gfr> tol alors utiliser\, et Xy, pour mettre a jour le vecteur ge

départ et aller a 2.

Figure 1.6 Algorithme ERAM
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Noter que tol est une valeur de tolérance et latfon g définit le critere d’arrét des itérations.
3.2.3 Méthodes itératives hybrides de calcul d’élémés propres
* Méthode d’Arnoldi avec Redémarrage Implicite (IRAM)

Une autre variante de la méthode d’Arnoldi basée lautechniqgue de redémarrage est
proposée par Sorensen [Sor92]. Cette version é&firappelée Méthode d’Arnoldi avec
Redémarrage Implicite (IRAM), est une technique bmant la méthode QR avec décalage
implicite [LaT00][Sha05] avec une factorisation Aldi. Elle peut étre vue comme étant une
forme tronquée de la méthode QR avec décalage aitepliLaT00][Sha05]. Elle permet
d’appliquer implicitement au vecteur initial un podbme en A (i.e. (P(A)). Il a été montré
gu’'IRAM conduit a de bonnes approximations des élgside Ritz pour des matrices creuses

de grande talille.
» Méthode d’Arnoldi avec Redémarrage Explicite MUdi(MERAM)

La méthode proposée par Emad, Petiton et EdjldiEES] pour redémarrer la méthode
d’Arnoldi est basée sur une combinaison des degarithmes RAM et ERAM décrits ci-
dessus. Dans cette version, ni le paramétre me wietteur initialz ne sont fixés. Pour
surmonter le probleme de stockage dans la méthédaaaldi, la méthode MERAM impose
une contrainte sur la taille m du sous-espace. [rierisément, on suppose que m appartient a

I'intervalle discretBm =[mins, Msyd. Les bornes mx et myy, peuvent étre choisies en fonction
des ressources de stockage et de calcul disporebldsivent satisfaire g < msy, << N.
Soientm<...<m, avec mO By (< i< f), = {m;:i=1l..Ltgm < ... <m} et Zfz[zl, ey Z)
la matrice des vecteurs de démarrage. L'algoritdiméa méthode MERAM pour le calcul de
s € my) éléments de Ritz de A est explicité dans la g7 ou [ est le vecteur dont les

composantes sont les normes des résidus & isération.
Il est clair que le principe de cet algorithme géstesa utiliser plusieurs ERAMs. Il permet de
mettre & jour un vecteur dun ERAM en prenant en compte les informatiorngriessantes

sur les éléments propres obtenues par les autr@MER
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MERAM (Entrées : A, s, M,thoI ; Sorties @ & Am, Xm)
1. Démarrer. Choisir une matrice de démarraéeetZun ensemble de tailles de
sous espacgl = {m;: i=1...ftgm < ... <m}.
2. Doi=1,{
(a) Calculer une étape BAA (Entrées : A, s, m; Sorties : t, Ami, Xmi).
(b) IF (g(r.) < tol) THEN arrét.
EndDo
3. Redémarrer. Mettre a jour les vecteurs.z, z et aller a 2.

Figure 1.7 Algorithme MERAM

4. Conclusion

Contrairement au probleme de calcul d’élémentseopour lequel on ne peut utiliser que
des méthodes itératives, les méthodes de résoldéi@ystemes linéaires peuvent étre directes
ou itératives. Concernant la résolution de systehlimgaires, I'idée de base des méthodes
directes est de transformer le systeme initial=Ab, en un systéme équivalent, noté=q,
plus facile a résoudre. Le principe de base detiadés itératives, quant a elles, consiste a

Y... qui converge, sous certaines conditions, vers la

construire une suite®, x®, ..., X
solution exacte du systeme.

Les méthodes directes sont robustes et conviemhetdt a des problemes de taille modérée.
Sur des problemes de trés grande taille, elles gréudevenir prohibitives car trop
gourmandes en termes de mémoire. Sur cette gamrmedemes, les méthodes itératives
constituent ainsi une alternative intéressante [@RWyr01]. En effet, elles n’affectent pas
la matrice A, et permettent une exploitation totsdeson caractere creux.

A travers notre description des principales méteatiatives pour la résolution de systemes
linéaires et le calcul d'éléments propres, nousnav@u relever quelles reposent
essentiellement sur le noyau du calcul du prodattrice-vecteur (PMV). Il faut préciser que
dans le cadre de notre travail, les matrices ébgdgont creuses. Ainsi, dans le chapitre
suivant nous présentons et détaillons les conaptsase du calcul creux, en particulier les

structures utilisées pour le stockage (ou la cosgioa) et le traitement de telles matrices.
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Chapitre 2. Le calcul creux : Présentation générale

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons un tour d’hosoores aspects basiques du calcul creux.
De par son appellation, le calcul creux traite oegrices dont la plupart des éléments sont
nuls. La distribution de ces éléments au sein demd&ice d’entrée définit sa structure. La
section 2 est ainsi consacrée a la descriptionpdesipales structures de matrices creuses
qui peuvent étre groupées en deux classes : lestigtes régulieres et les structures non
régulieres. Cette section se termine par une étidtstique basée sur l'analyse d'un
ensemble d’applications scientifiques permettanteflever les structures les plus fréquentes.
Dans la section 3, nous décrivons les divers fanadts de compression ou de stockage
associés aux diverses structures des matrices estells section 4 est dévolue a la
présentation de deux applications spécifiquesatnbiles matrices creuses et qui se ramenent
a la résolution de systemes d’équations linéaiveswocalcul d’éléments propres. La section 5

conclut le chapitre.
2. Structures de matrices creuses
2.1Définitions générales

Soit A une matrice réelle d’ordre N (N est suppasgez élevé). Si le nombre d’éléments non
nuls de A, noté NZ, est trés petit (resp. granai}, 8Z = O(N) (resp. O(R)), alors A est dite
creuse(resp.dens¢ [HMEO7].

Une matrice est donc dite creuse si elle contieduboup d’éléments nu[®ER92]. Par
opposition, une matrice est dite dense si elleienhbeaucoup d’éléments non n[B&96].

On définit la densité comme étant la proportion élésnents non nuls par rapport au nombre
total d’éléments dans la matrice [MKJO03]. Pour apglication donnée traitant une matrice
creuse, on peut réduire considérablement I'espa&gmaime ainsi que le temps de calcul
nécessaires en stockant uniguement les élémentsnalsnet en évitant les opérations
redondantes sur les éléments nuls [Bik96].

Que doit étre la proportion minimale d’élémentssndins une matrice pour la qualifier de
creuse et surtout nécessiter un traitement apgrcpren fait, ceci dépendra du calcul a
effectuer, de la structure de la partie non nulee ld matrice et, éventuellement, de
I'architecture de la machine cible sur laquelleasenplémentée l'application traitant la
matrice en question [DER92] [OsZ83].
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On distingue en pratique deux classes de structdeesnatrices creuses : les structures

régulieres et les structures irrégulieres (ou doulieres).
2.2Structures régulieres

La structure de la matrice creuse est dite régulg@ tous les éléments non nuls sont
regroupés au sein de la matrice de telle maniéiis prment une zone limitée permettant de

facilement repérer les éléments. Nous en passot@mss en revue dans ce qui suit.
2.2.1 Matrice triangulaire

Une matrice A est triangulaire supérieure (resfériaure) si g = 0 pour tout i > j (resp. i <}j).
Seule donc la moitié des éléments sont nuls (éMN{al-1)/2 si la matrice est de taille N). On
rencontre souvent de telles matrices lors de laluésn de systemes linéaires par une
méthode directe (Gauss et factorisations LU et la@a3ky) [DER92][0sZ83], ainsi que dans
la méthode itérative du gradient conjugué pré-domtié [GoV83][Jen80][Saa94].

2.2.2 Matrice bande constante

» Une matrice bande A de largeur2m+1 est telle que m, appelé demi-largeur de hasuie
le plus petit entier vérifiant:

Oi,j/ i} >malors @=0: i,j=1..N, m €(N-1)/2]

Dans le cas non symétrique, on définit la demidargde bande inférieure (resp. supérieure)
comme étant le plus petit entier ifnesp. ny) tel qued a; = O, i-j > m_(resp. j-i > my). Dans

ce cas, la largeur de bande est égalend +my+1.

» Une matrice est dite demi-bande lorsque=n® ou ny = 0 [DER92].

» Une matrice diagonale est une matrice bande deuar

» Une matrice tridiagonale est une matrice bandeudgur 3.

On rencontre souvent les matrices bandes lors distdution de systémes linéaires ainsi que
le produit matrice-vecteur [Saa94]. En fait, on tpgaujours ramener une matrice creuse
quelcongque a une matrice bande par I'algorithm€ulhill-Mackee [DER92]. Notons que la
bande ici peut contenir des éléments nuls. Ajoutque I'élimination de Gauss sans
permutation (dite version a pivot standard, parosippn a la version a pivot maximal partiel

qui procéde a des permutations des lignes) présesteucture bande.

34



Chapitre 2. Le calcul creux : Présentation générale

2.2.3 Matrice de Hessenberg

Une matrice est dite de Hessenberg supérieure. (irgfgpieure) si @ = 0 pour tout i > j+1
(resp. pour tout i < j+1). Une telle structure egirésentée dans la Figure 2.1.(c).

2.2.4 Matrice bloc

Soient deux ensembles {m,my} et {n,,..,ny} d’entiers positifs. On définit les matrices:

A; OR™™ i=1,.,p j=1,.9
On peut noter A sous la forme dite bloc A 5JA=1...p, j=1...9. A est ainsi une matrice
bloc pxq et A; correspond au bloc (i,j). A titre d’exemple, latn@e de la Figure 2.1.(d) (resp.
Figure 2.1.(e)) représente une matrice triangulbloe (resp. tridiagonale bloc). D’autres
généralisations des définitions d’'une matrice gidaire, d’'une matrice bande constante et
d’'une matrice bande variable sont possibles paplsisubstitution dejgoar A;. Chaque bloc
est ainsi traité comme étant un bloc dense. Ororgre souvent les matrices bloc lors de la
discrétisation d’équations aux dérivées partigtlas les méthodes des différences finies ou
des éléments finis. On les rencontre aussi dangtaode directe de Gauss [Bik96][Saa94].
La figure suivante illustre les diverses structuyesviennent d’étre décrites.

(a) matrice triangulaire (b) matrice bande (c) matrice Hessenberg
constante

Az

(d) matrice triangulaire bloc (e) matrice tridiagonale bloc

Figure 2.1 Structures réguliéres de matrices creuse
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2.3 Structures irrégulieres

Une matrice possede une structure irrégulieresséléments sont distribués de maniere non

uniforme dans la matrice. On peut citer les stmgstisuivantes.
2.3.1 Matrice bande variable

Soit A une matrice d’'ordre N et soighet ypour 1<i< N, 1< j< N définis par :

¢ = i-min{j /a; # 0} ; u; = j-min{i/a; # O}
¢ et y indiguent respectivement la (largeur de) demi-leamdérieure et supérieure dans la
ligne i et la colonne j :jg¢ 0= (-u; < i-j < &)
La forme bande variable d’'une matrice est défirae lps vecteurs & (u) et = (). La
matrice de la Figure 2.2.(a) représente un exeuaplstructure bande variable. Bien que des
éléments nuls puissent apparaitre au sein de ldebaariable, la structure non nulle décrite
par la bande variable peut étre plus précise glle @écrite par une bande constante. Ainsi,
les méthodes manipulant des matrices a bande iegahstituent une bonne approche pour
exploiter les éléments nuls dans une matrice [DERB&st connu que I'élimination de Gauss
standard (sans permutation) préserve la strubamde variable [Bik96][DER92] [Jen80].

2.3.2 Matrice quelconque

Une matrice est dite (de structure) quelconquessidléments non nuls sont distribués de

maniéere tout a fait quelconque (voir Figure 2.3.(b)

(a) matrice bande variable (b) matrice quelconque

Figure 2.2 Structures irrégulieres de matrices creses

Notons que dans toutes les structures de matrimsses présentées ci-dessus, la zone

représentant la partie dense peut contenir des,ziatefois en tres faible proportion.
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2.4 Matrices creuses et applications scientifiques - Htle statistique

Afin d’avoir une idée précise sur les structuremuses les plus fréequemment rencontrées dans
les applications scientifiques, nous avons effeainé recherche au sein du site Matrix
Market [Mat07]. Ce dernier est un service Web fagant des informations sur un ensemble
de pres de 500 matrices creuses provenant de eévarmplications, ainsi que des outils et
modes de génération de matrices. Cet ensemble ctamps matrices les plus référencées
dans la littérature et constitue un riche bancsdiesNous en avons retenu quatre collections
de matrices : (i) Harwell-Boeing [HaB98], (i) SPARIT Collection [Saa94][SpKO00], (iii)
Independant Set and Generators [ISG0O0] et (iv) €&Rection [NEP98]. Sur 70 applications

répertoriées, nous avons ainsi abouti aux résydtatentés dans la Table 2.1 suivante.
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N° | Application Structure Nombre de Matrices| Ordre de la matrice | Densité (%) Type Collection
1 ACOUST BND 4 841 0.57-0.59 S Harwell-Boeit
2 AIRTFC QC 1 2873 0.01 S --

3 ASTROPH BND 2 180-765 4.16-8.2 NS --
4 BCSPWR QC 10 39-5300 0.07-100 S --
5| BCSSTRUC1| QC/BND/D QC:9/BND:9/D;8 48-300 0.06-100 S --

6 | BCSSTRUC2 BND 5 1806-11948 0.1-1.94 S --
7 | BCSSTRUC3| QC/BND/DO QC:3/BND:4/D:7 138-15439 0.006-3.65 S --
8 | BCSSTRUC4 BND /D BND: 4/D:1 1224-4410 0.0348 S --

9 | BCSSTRUCS QC /BND QC:2/BND: 3 8737-44609 400039 S --

10| BCSSTRUCG6 QC /BND QC:1/BND: 1 2132-3345 0.22 S --

11 CANNES QC 18 24-1054 1.08-27.77 S --
12 CEGB QC 4 2802-3306 0.68-3.77 S --
13 CHEMIMP QC 5 59-425 0.69-7.78 NS --
14 | CHEMIWEST QC 11 67-2021 0.17-6.54 NS --
15 CIRPHYS BND 1 991 0.61 NS --
16 | COUNTERX QC 3 9-10 61.72-76 NS --
17 DWT QC /BND QC: 20/ BND:10 59-2680 0.34-B.3 S --

18 ECONAUS QC 2 1258-2529 0.48-1.4 NS --
19 ECONIEA QC 9 Rectangulaire-496 5.07-21]1 NS --
20| FACSIMELE QC 10 183-760 0.47-3.19 NS --
21 GEMAT QC 3 4929 0.089-0.13 NS --
22| GRENOBLE QC /BND QC:3/BND: 4 115-1107 0.468. NS --

23 JAGMESH QC 9 939-1440 0.45-0.71 S --
24 LANPRO QC /BND QC:1/BND:6 100 - 960 0894 S --

25 LAPLACE BND 1 900 0.95 S --
26 LAPU QC 1 25 27.04 S --
27 LNS QC /BND QC: 3/BND:3 131 - 3937 0.16:3.1 NS --

28| LOCKHEED QC 4 700 - 3491 1.31-4.52 S --
29 LSHAPE QC 12 265 - 3466 0.19-2.49 S --
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n

N° | Application Structure Nombre de Matrices| Ordre de la matrice | Densité (%) Type Collection

30 LSQ QC 4 Rectangulaire 0.65-1.438 NS HarwelliBge

31 | MANTEUFFEL QC 1 5976 0.62 S --

32 NCENG QC 1 434 2.22 NS --

33 NUCL QC 3 261 -1374 0.45-2.2 NS --

34 OILGEN QC /BND QC:2/BND:1 886 - 2205 0.29-0 NS --

35 PLATZ QC 4 362 - 1919 0.26-4.41 2S /2 NS --

36 PROES QC /BND QC: 2/BND: 1 30-1224 0.64-20 NS --

37 PSADMIT QC 4 494 - 1138 0.31-0.69 S --

38 PSMIGR QC 3 3140 5.47-5.5 NS --

39 SAYLOR BND 3 238 - 3564 0.17-1.99 NS --

40 STEAM QC 3 80 - 600 1.57-4.9 NS --

41 SMTAPE QC / BND QC: 32/BND (S): | 32 - 958 ®B1.35 | 5S/30NS --

42 SHERMAN BND 5 1000 - 5005 0.07-1.97 NS --

43 WATT BND 2 1856 - 1865 0.32-0.33 NS --

44 DRIVCAV QC QC: 30 236 - 17281 0.18-10.49 I™MMNS| SPARSKIT
Collection

45 | DRIVCAVOLD QC QC: 26 317 - 4562 0.63-7.27 NS --

46 FIDAP QC QC: 46 27 - 22294 0.05-38.27 NS --

47| TOKAMAK QC QC: 5 300 - 5940 0.23-3.5 NS --

48 HAMM QC 3 2395 - 17758 0.03-0.23 NS Independe

Sets and

Generators

49| CYLSHELL QC /BND QC:1/BND: 8 5357 - 90449 00-0.87 S --

50 QCD QC 14 3072 - 49152 0.08-1.26 NS --

51 AIRFOIL QC 1 23560 0.08 NS NEP Collectiq

52 BFWAVE QC 6 62 - 782 0.97-11.7 3S/3NS --

53 BRUSSEL QC 11 200 - 3200 0.18-2.8 NS --

54 CHUCK QC 3 104 - 656 0.9-9.17 NS --
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N° | Application Structure Nombre de Matrices| Ordre de la matrice | Densité (%) Type Collection
55 CRYSTAL QC 2 2500 - 10000 0.05-0.19 NS NEP @ailbn
56 DWAVE QC 4 512 - 8192 0.06-0.95 NS --
57 GEDNAY QC 2 961 0.36-1.14 S --
58 H2PLUS BND 2 324 - 2534 7.21-25.46 S --
59 MHD BND 8 416 - 4800 0.12-4.94 2S/6NS --
60| OLMSTEAD BND 5 100 - 5000 0.08-3.96 NS --
61 QUEBEC QC 3 768 - 1484 0.43-0.49 NS --
62 ROBOTICS QC 2 480 7.41 NS --
63 STOCH BND 1 163 3.52 NS --
64 TUBULAR BND 2 100 - 1000 3.96-3.99 NS --
65 MATPDE QC 3 225 - 2961 0.16-1.63 NS --
66| MVMBWM QC 2 200 - 2000 0.19-1.99 NS --
67 MVMMCD BND 6 961 0.1 NS --
68 MVMODE QC/D QC:1/D(S): 1 400 0.24-0.25% 18NS --
69 MVMRWK BND 3 136 - 5151 0.75-2.58 NS --
70 MVMTLS QC 5 90 - 4000 0.05-21.55 NS --
Table 2.1 Répartition des structures creuses par glication
Légendes

BND : matrice bandeQC : matrice quelconqué®;: matrice diagonales : symétrique NS : non symétrique.
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L’analyse des données a permis d'établir les sigtiss illustrées dans les Figures 2.3 a 2.6 et
les Tables 2.2 et 2.3.

1000+ 100
800 — 80 0 densité
0 taille min in
600 (10°2) 0
B densité
4004 @ taile max 0 X
(10"2) y
200 2 0 densité
moyenne
O taille
0- moyenne 0
BND(S) BND(NS) DA QC(S) QC(NS) (109 BNDS) BNDINS) DA QCS)  QCNS)

Figure 2.3 Statistiques sur les tailles des Figure 2.4 Statistiques sur les densités
matrices de Matrix-Market des matrices de Matrix-Market

300

250 -

200 —

@ BND (S) @ Nombre matrices
®m BND (NS) 150 Y

D = Nombre
o Aplications

oQcC (S) 100 —
mQC (NS) 50 | -

BND BND D QC QC
(S) (Ns) (S) (NS)

Figure 2.5 Classement des matrices selon Figure 2.6 Représentation du nombre de
leurs structures matrices et du nombre d’applications pour
chaque type de structure

Structure | Type | Nombre de Nombre Total des | Pourcentage des
matrices | d’applications | applications applications
BND S 62 14 28 31.11
NS 39 14
D 17 4 4 4.45
QC S 102 23 58 64.44
NS 263 35

Table 2.2 Statistiques sur les structures creuses
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Nous constatons ainsi que la structure la plusufrgte est la structure (irréguliére)
guelconque (365 matrices sur 483, soit 75.57%)iesyar deux structures régulieres (118
matrices sur 483, soit 24.43%) i.e. la structuragdnale (17 matrices, soit 3.52%) et la
structure bande (101 matrices, soit 20.91%). llbestmarquer que pour chacune de ces trois
structures, les cas symétrique et non symétrignersacontrés.

Dans la Table 2.3, nous présentons des statisticpesernant la distribution des éléments
non nuls dans les matrices creuses. Les matritestions ont été également sélectionnées

a partir de Matrix Market [Mat07].

Application Domaine N | Moy| 10".R
AIRTFC Modele de Contréle du Trafic Aérien 28/78.46 1.6
ASTROPH Transfert radiatif non linéaire et équidilstatique en| 180 | 15 83.3
Astrophysique [JeS06][Reg59] 32 400

BCSPWR 39 | 34| 8718

49 3.4 | 693.9
Modéles de réseau de puissance [JeC08] 118 | 4 339
274 | 5.9 | 215.3
443 | 3.7 83.5
1454| 3.6 24.8
BCSSTRUC1 48 8.3 | 1729.2
66 66 1
112 | 5.7 | 508.9
BCS Matrices de I'Ingénierie des Structures | 132 | 28 | 2121.2
(application de calcul de valeurs propres) [ISEO7] 153 | 16 | 1045.7
420 | 19 | 4524
420 | 19 452 .4
1074 12 | 111.7
1083| 17 157

Table 2.3 Quelques statistiques sur les matrices diéatrix Market

Légendes
N: Taille ; Moy: Moyenne du nombre d’éléments non nuls par ligReMoy/N

Nous remarquons que le ratio R varie énormémentedinatrice a une autre. De ce fait, la
distribution des éléments non nuls est généralem@mmuniforme. Ce type de matrices couvre

les cas les plus fréquents rencontrés dans legafiphs du monde réel.
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3. Formats de compression

3.1 Formats pour structures réguliéres

La matrice creuse A ayant N lignes, soit NZ le noendte ses éléments non nuls. Pour chaque

type de structure, nous présentons ci-dessousddssrie stockage adéquats.
3.1.1 Matrice triangulaire

Pour stocker une matrice triangulaire, on peuisetille stockage MSR (Modified Sparse Row)

[Saa94]. La structure de données correspondantsisteren un vecteur de réelset un
vecteur d’entiers JA. Les N premieres positionssdéncontiennent les éléments de la
diagonale de la matrice. La position N+1 du vecténfest pas utilisée. Commencant & partir
de la position N+2, les éléments non nulsid®nt stockés par ligne, en excluant les éléments
de la diagonale. A chaque élémet(k) correspond I'entier JA(K) qui est I'indice da |
colonne deA(k) dans la matrice A. Les N+1 premiéres positidass JA contiennent les

pointeurs sur le début de chaque ligne daes JA.

123 5 6
1119 |[21]10/12,
2| |2/19.

3 3. 15/14,22
4 4. 120}

5 5. 17|
6 6.

Figure 2.7 Matrice Triangulaire stockée dans un takeau 2D

A

1 2 3 45 6 78 9 10 11 12 13 14 15 16 17
11.]2./3.]4.|5.]6.] |9.]21.]10.]12./19.|15.]14.]22.|20.[ 17|

JA
12 3 4 5 6 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17
18/12]13|16[17]18]18]2]4|5 |6 3] 4| 5] 6] 5 6

Figure 2.8 Matrice A stockée selon le format MSR
Notons qu’il y a aussi le format orienté colonnaniatogue a MSR et appelé format MSC
(Modified Sparse Column) [Jen80][Saa94].
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3.1.2 Matrice bande constante

Le mode de stockage le plus utilisé pour ce typendé&ices est le BND (Banded Linpack
Format). Il s’agit de stocker les éléments non mdsla matrice bande A dans un tableau
rectangulaire ABD tel que les éléments de*T4ligne de A soient stockés dans 1&¢iligne

de ABD. On a aussi besoin de connaitre le nomh@reardiagonales de la bande au-dessous
de la diagonale principale ainsi que le nombggeda diagonales au-dessus de la diagonale
principale. Ainsi, la largeur de bande de A qui’esth +my+1 représente le nombre minimal
de colonnes dans ABD. On parle dans ce cas de faten@ompression BND par colonne
parce que les diagonales constituant la bandessaeckées dans ABD colonne par colonne. I
existe aussi une version BND par ligne consistatbéker les diagonales ligne par ligne dans
le tableau ABD.

1 2 3 4 1 2 3 4 5 6
1 1./21.|16. 1 16.]15.|27.|12.
219. | 2./19.]15. 2 21.119.]0. | 22.|25.
3123./3.]0. | 27. 3/1.12. |3. |4.]5.| 6
4120.|4.|22.]12. 419.123.]/20./10.|11
5|10.|5.]25.
6/11.|6.

Figure 2.9 Matrice bande Figure 2.10 Tableau ABD - Figure 2.11 Tableau ABD-
dans un tableau 2D BND par colonne BND par ligne

Précisons que si la matrice bande est symétriquee dimite au stockage des élémenttets
gue j<i[Jen80].

Dans beaucoup d’applications, les matrices bandeteninent en général peu de diagonales.
Pour stocker de telles matrices, on utilise le friIA (Diagonal) plus adéquat. Le principe
consiste a stocker les diagonales dans un tabkeaangulaire DIAG (1:N,1:NDIAG) ou
NDIAG est le nombre de diagonales. De plus, onswoinede connaitre le début de chaque
diagonale. Ces pointeurs seront stockés dans lgatabOFF (1:NDIAG). Ainsi, la position
(i,k) du tableau DIAG contient I'élémentiai) de la matrice originale.

Un autre mode de stockage pour matrices bandepéeiatement pour I'implémentation
d’algorithmes d’algébre linéaire sur machines peled, est le format JDS (Jagged Diagonal

Storage). Son principe consiste, d’abord, a dédakeréléments non nuls vers la gauche,
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permuter les lignes de telle maniere qu’elles soedonnées dans l'ordre décroissant du
nombre d’éléments non nuls. Les éléments non s Ear la suite stockés dans un vecteur
A, colonne par colonne. Leurs indices de colonnesda matrice originale sont stockés dans
un vecteur appelé JA. Un vecteur IA doit conteas pointeurs sur les débuts des colonnes
[Saa94].

3.1.3 Matrice Hessenberg

Une matrice Hessenberg supérieure A d'ordrpduit étre stockée par ligne. On aura
ainsi besoin d'un vecteur de taille N(N+3)/2-1 oéldment @ sera stocké a la position
i(2N+3-i)/2-N+j-1 [Jen80].

3.1.4 Matrice bloc

Il existe plusieurs variantes dans les formatdsesl pour stocker les matrices ayant une
structure bloc. On peut citer le format BSR (Bld8parse Row) dont le principe est le
suivant. Soit NBLK la dimension de chaque bloc, NlERnombre de blocs non nuls dans la
matrice et NR la dimension bloc de cette matrieeNR = N/NBLK. Pour le format BSR, on

a besoin de trois tableaux. Le premier est un aablde réels a trois dimensions
A(1:NZR,1:NBLK,1:NBLK) qui contient les blocs non Isdistés ligne par ligne. Un vecteur
d’entiers JA(1:NZR) est associésa Il contient les indices des colonnes dans la iowtr
originale des éléments (1,1) des blocs non nulinEan vecteur de pointeurs IA(1:NR+1)

pointe sur le début de chaque ligne de blocs dagtsIA [Saa94].

A
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4

111. 110 19.14. 1.[10.J19.]14.] 3.115] 5. [ 22.

219. |2 20.11. 9.] 2.|20.]11.]23.| 4.]21.] 6.

3 3. 15

4 23/4 JA 1A

5 5. |22, 1 2 3 4 1 2 3 4

6 21]6. |1]5] 3] 5] |1]3] 4] 5]
Figure 2.12 Matrice bloc représentée Figure 2.13 Matrice bloc stockée selon le

par un tableau 2D format BSR
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3.2 Formats pour structures irréguliéres
3.2.1 Matrice bande variable

Si la matrice a bande variable est symétrique,tdisaile format SSK (Symmetric Skyline).
Il s’agit ici de stocker uniqguement la partie tgaiaire inférieure. C’est une collection de

lignes dont la longueur est variable. Une méthongple utilisée pour stocker une matrice a
bande variable est de placer toutes les lignes Wanmdre 1 a N dans un vecteur de régélst
d’utiliser, de plus, un vecteur d’entiers qui vaatEmir les pointeurs sur les débuts des lignes
dans#. Les indices de colonne des éléments non nulkétodansi peuvent étre déduits
facilement. Précisons qu'il existe plusieurs vaeande ce format. Par exemple, on peut
utiliser des pointeurs sur les éléments diagonauiea que ce soit sur le premier élément de

chaque ligne.

A

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101
[1.]9.]2.[23.]3.]11.]20.]4.]22.]5.]6.]

A

123456 7
|1]2|4|6]|9|11]12]

D o~ W N P

Figure 2.14 Matrice bande variable Figure 2.15 Matrice bande variable
symétrique stockée dans un tableau 2D symétrique stockée selon le format SSK

Dans le cas ou la matrice est non symétrique, diseule format NSK (Non symmetric

Skyline). Son principe se base sur le fait qu'uregrive a bande variable non symétrique est
constituée de deux parties : la partie inférigyueest stockée selon le format SSK (standard)
et la partie supérieure stockée selon le format 8&#té colonne. Plusieurs modes peuvent
étre utilisés pour regrouper les deux parties atmikées. Une possibilité consiste a utiliser
deux tableaux séparés AL et AU pour la partie intée et supérieure, respectivement avec
les éléements diagonaux dans la partie supériewgg.structures de données utilisées pour

chacune des deux parties sont similaires a cedilestes dans le cas du format SSK [Saa94].
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3.2.2 Matrice quelconque

Pour une matrice creuse quelconque, il existe ame&té de modes de stockage. Citons les
formats CSR (Compressed Sparse Row), CSC (Compr&sarse Column), LNK (Linked
List), SSS (Symmetric Sparse Skyline), USS (UnsyimmeSparse Skyline), COO
(Coordinate) ... [Bik96][DER92][GoV83][Jen80][0OsZ8Fha94]. Nous détaillons ci-apres
ces divers formats.

(a) La structure de base du format CSR est constgaegois tableaux [EHMO5][EHMO06] :

- Un tableaut de réels contenant les coefficientsstockées ligne par ligne, de la ligne

1 alaligne N. La longueur déest NZ.

- Un tableau JA d’entiers contenant les indicesalenne des éléments deja stockes
dans le tableatl. La longueur de JA est NZ.

- Un tableau IA d’entiers contenant les pointeursisudébut de chaque ligne dans les

deux tableauxi et JA. Ainsi, IA(i) donne la position daset JA ou commence la

i®™ligne de A.
A
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1m2 13 1415 16
|1.]21.]2.]19.]15.]9.|3.]14.]|22.[23.[4.]10.| 20.|5.[11.] 6. |
JA
1123456 123456789 101112 13 14 15 16
L. 21 [1[4[2[3[4[1[3[5[6[2 [4[1]3] 5] 2] §]
2 2. 19|15,
3o. [ [3.] [1422. A
4 23] |4 1234 5 6 7
510/ [20] |5. 11[3]6]/10]12]15]17]
6 11. 6.
Figure 2.16 Matrice quelconque A Figure 2.17 Matrice A stockée selon le
représentée par un tableau 2D format CSR

L’ordre des éléments non nuls dans la méme lighesas importance. Une variante de ce
mode consiste a trier les éléments dans chaque tas que leurs indices de colonne soient
dans I'ordre croissant.

(b) Le format CSC est similaire au format CSR saufaqulieu des lignes, ce sont les

colonnes qui sont stockées.

(c) Les formats SSS et USS constituent une extensidarchat CSR. Dans le premier qui est

symeétrique, on utilise les tableaux suivants: DIp@ir stocker la diagonale, AL, JAL et IAL
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stockent la partie inférieure stricte dans le farrfB&R, et AU stocke la partie supérieure
stricte dans le format CSC. Dans USS qui est ngnégsique, au lieu dutiliser AU
uniquement, la partie supérieure stricte est smaans les trois tableaux AU, JAU et IAU

selon le format CSC.

(d) Le format LNK (LiNKed list) correspond a I'une dphis anciennes structures de données
utilisées pour le traitement de matrices creusdessticonstitué de quatre tableauk, :JCOL,
LINK et JSTART. Les tableauk et JCOL contiennent les éléments non nuls et liedises

de colonne respectivement. Le tableau d’entiersKLIdst généralement un tableau de
pointeurs de lien : LINK(k) pointe sur la positiale I'élément non nul qui suit I'élément
(A(k), JICOL(K)) dans la méme ligne. Notons que I'erdes éléments dans chaque ligne n’est
pas important. Si LINK(k) est nul, alors il n’y dup d’élément suivant i.e#i(k), JCOL(K))

est le dernier élément de la ligne. Finalement AIBT pointe sur le premier élément de
chaque ligne dans LINK. Ainsi, k=ISTART(1) pointaerde premier élément de la premiére
ligne, dans les tableausk et JCOL. ISTART(2) pointe sur le second élémett, Eomme
convention, ISTART()=0, signifie que I&ligne est vide.

(e) Le format COO est certainement le mode de stockagéus simple. Il est constitué de
trois tableaux : un tableau de réels de taille Atenant les éléments non nuls de A, un
tableau d’entiers contenant leurs indices de liginen autre tableau d’entiers contenant leurs

indices de colonne. L’ordre des éléments non rauhs de tableau n’est pas important.

A
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1m2 13 1415 16

11.]21.[2.]19.]15.]9.]3.]14.]22.]23.]4.]10.] 20.] 5. 11.]6. |

1A
1 2 3 4 5 6 123456789 1011 12 13 14 15 16
11, 21 [1[1[2[2[2[3[3]3|3]4 [4|5]5] 5] 6] §
2 2. |19]15.
3)9. 3. 1422. JA
4 >3] 4. 123456789 1011 12 13 14 15 16
510] |20] 5. [1[4[2[3[4[1]3]5]6]2 [4]1]3] 5] 2] §
6 11, 6.
Figure 2.18 Matrice quelconque Figure 2.19 Matrice stockée selon le
représentée par un tableau 2D format COO
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En terme d’espace mémoire, ce format n'est pasefféesmice puisqu’il nécessite le stockage
de 3NZ données (NZ réels et 2NZ entiers). Néanmainest trés utilisé a cause de sa
simplicité. La version modifiee du format COO i un tableau d’entiers contenant les
valeurs (i-1)N+j pour les e€léements non nujs Bien que ce format soit moins colteux en
espace mémoire, il présente deux inconvénients.bddXh il nécessite des calculs
supplémentaires pour déterminer les indices dee lggnde colonne originaux. De plus, pour
des matrices de tres grande taille, il peut inddés overflows a cause des entiers éleves (de

I'ordre de Nf) qu’on est amené & manipuler dans les calculs.
3.3 Etude comparative

Dans la Table 2.4, nous présentons une récapdanlae I'étude effectuée sur les différentes
structures de matrices creuses, les applicatiaitautt chaque type de structure ainsi que les
formats de compression associés a ces structumss donnons egalement a travers cette
table, une idée sur la complexité spatiale (espaémoire) utilisée pour les structures de
données correspondant a chaque format de compressioe, en nombre de réels et en
nombre d’entiers.

La méme table contient aussi, pour chaque forreatpmbre d’accés indirects effectués par
I'algorithme du produit matrice-vecteur creux. Nodistinguons le nombre d’indirections

simples et le nombre de double indirections (vbagitre 4, section 2).

L’analyse de la Table 2.4 permet de déduire cesqiti

* Les formats CSR, CSC, COO et LNK sont des formatsa@mpression généralistes i.e.
pouvant étre utilisés pour n'importe quelle stroetde matrice. lls ont tous la méme propriété
de stocker uniquement les éléments non nuls, né@sainsi, un volume d’espace mémoire
de NZ réels. Néanmoins, ils different entre eux lfgmpace nécessaire pour le stockage des
coordonnées (indices de ligne et de colonne) detléesents non nuls. En effet, les formats
CSR, CSC et USS en utilisent moins i.e. NZ+N estiators que les formats COO et LNK
utilisent plus i.e. 2NZ (resp. 2NZ+N) entiers p@®O (resp. LNK).

» Les formats généralistes different aussi par le bremd’indirections et de doubles
indirections effectuées par I'algorithme du produdtrice-vecteur creux. Le format COO qui
utilise le minimum d’indirections (NZ) utilise néaaoins le maximum de doubles indirections

(3NZ). Par opposition, les formats CSR et LNK sglt le maximum d’indirections et le
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minimum de doubles indirections. Dans le cas dm&irCSC, le nombre d’indirections est
égal au nombre de doubles indirections i.e. 2NZ.

* Notons aussi, que certains couples de formats ase@s constituent deux variantes
différentes du méme format. L'une est orientéedigalors que l'autre est orientée colonnes
(e.g les formats BND ligne et BND colonne, CSR 80CMSR et MSC, etc). Généralement,
les structures de données utilisées par les deiantas nécessitent le méme volume d’espace
mémoire. La différence entre deux variantes rédates la disposition des éléments non nuls
a l'intérieur de ces structures de données. Lexchnire une variante et une autre dépendra

donc du type d’acces aux éléments (par ligne oucpénne) adopté par I'application.
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Format Structure de la Application utilisant ce type Complexité spatiale Nombre d’acces indirects
matrice de matrice pour le produit matrice vecteur
Nombre de Nombre Indirections simples Doubles
réels d’entiers indirections
quelconque toute application manipulant N? N?
DNS des matrices denses -
BND Ligne bande résolution de systemes | N(ML+MU+1) 2ML(2MU+ML+1)+4(ML+MU+1)(N-MU-ML-1)
linéaires +(MU+2)(3MU+1)/2
. ML : largeur demi-bande inférieure --
. MU : largeur demi-bande supérieure
BND Colonne -- N(ML+MU+1) --
CSR quelconque NZ NZ+N 3Nz NZ
CsC - NZ NZ+N 2Nz 2Nz
MSR triangulaire méthodes du gradient (Nz+1) NZ+1 3Nz NZ
conjugué préconditionné
MSC - - (NZ+1) NZ+1 2NZ 2NZ
COO guelconque NZ 2Nz NZ 3Nz
ELL Ligne guelconque avec un NDIAG:N NDIAG:N 3N:NDIAG N*NDIAG
nombre d'éléments non . NDIAG : Nombre diagonales de la matrice
nuls par ligne limité
ELL Colonne - NDIAG:N NDIAG:N 2N:NDIAG 2NDIAG
DIA formée par un nombre Produit matrice-vecteur sur  NDIAG:N NDIAG 3Nz NZ
limité de diagonales superordinateurs
BSR Bloc discrétisation d'équations alix NZ 2Nz 3Nz NZ
dérivées partielles
SSK bande variable Elimination de Gauss (NZ+N)/2 N 3/2(NZ+5N) NZ
symétrique
NSK bande variable non - NZ 2N 3NU+2NL+3N NU+2NL+N
symétrique

. NL : Nombre éléments non nuls dans la partje

inférieure

supérieure

. NU : Nombre éléments non nuls dans la part‘ie
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Format

Structure de la

Application utilisant ce type

Complexité spatiale

Nombre d’acceés indirects

matrice de matrice pour le produit matrice vecteur
Nombre de Nombre Indirections simples Doubles
réels d’entiers indirections
LNK guelconque NZ 2NZ+N 3Nz NZ
SSS symétrique NZ (NZ+N)/2 4N+3NL+2NU NL+2NU
uUss quelconque NZ NZ+N

Table 2.4 Tableau récapitulatif des structures creses
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4. Applications creuses de grande taille

On rencontre des matrices creuses dans diversdkadioms réelles e.g. problemes de
simulation 2D/3D en mécanique des structures, dymaendes fluides, électromagnétique,
thermodynamique, acoustique, infographie, robetignématique, etc. Elles peuvent aussi
étre issues d’autres domaines tels que l'optimisata simulation de circuit, la modélisation
économique et financiére, la chimie théorique eangigue, la simulation de processus
chimiques, les mathématiques et les statistiqgwesedherche d’information, etc. [Bou02]
[Cag00]. Nous présentons ci-aprés deux applicaspesifiques. La premiéere se situe dans le

domaine de la recherche d'information et la secataes celui de la simulation 3D.
4.1 Matrice de Google

La puissance du moteur de recherche Google réaiue gbn algorithme Page Rank (rang des
pages) [Mes06] qui évalue quantitativement I'imgoce de chaque page sur le Web. |l
permet ainsi de les classer et présenter a latglis, suite a sa requéte, les pages les plus
pertinentes d'abord [LaM06][Tom03]. Dans [BrLO6}yBn et Leise exposent I'une des idées
fondamentales se trouvant derriére le calcul dsselaent des pages Web effectué par Google.
lIs expliquent comment ce dernier définit et évajuantitativement I'importance d’'une page
donnée. Ce classement revient a une applicatidgéiiee linéaire, plus précisément, a un
probleme de calcul de vecteurs propres pour unegigeatreuse d'ordre N pouvant étre
supérieur a 8.10 L'idée de base consiste a affecter une valeuntijative (un score)
correspondant a l'importance d'une page Web quir@oétre déduite a partir des liens issus
des autres pages Web vers cette méme page.

Supposons que le Web en gquestion contient N pahesjue page étant indexée par un
entier k, 1< k < N. Un exemple typique est illustré dans la Fig2u20, dans laquelle un arc
orienté de la page i vers la page j indique undiemvers |.

On dénotera pargde score d'importance de la page k dans le Welhasé que x est non
négatif et x> x, indique que la page j est plus importante quealgefk. Si la page j contient

N; liens dont I'un est vers la page k, alors on augera le score de la page k géNx Dans

cet arrangement, chaque page Web obtient le tatal wbte, pondéré par le score de cette

page Web, qui est également partagé parmi toletessortants.
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Figure 2.20 Un exemple de Web avec quatre pages

Pour un Web de N pages on notellL{1, 2..., N} 'ensemble des pages ayant un liersua
page k, c'est-a-dire que kst I'ensemble des liens entrants vers k. Pougueh& on impose
la relation

_N 5
ou N est le nombre des liens sortants de la page j.
A titre illustratif, appliquons cette approche ajyuatre pages Web de la Figure 2.20. Pour la
page 1, on a 1xx3/1+x4/2, puisque les pages 3 et 4 ont des lierslagrage 1, et la page
3 contient un seul lien, alors que la pagedntient deux liens. De maniére similaire,
on obtient ¥=x1/3, x=X1/3 + %/2 + X2, et %=X1/3 + %/2. Ces équations linéaires peuvent

étre écrites sous la forme Ax = X, ol X 5 % X3 X4] " et

o

o O

o O O -
O N O N

Wl Wl wk
N N

A, appeléamatrice de liensest creuse vu qu’en général le nombre de liertargad’une page
Web vers d’autres pages est faible. On se ramérse aiun probléme de calcul de vecteur
propre. Il s’agit en fait de déterminer un vectptopre x correspondant & la valeur propre 1
pour la matrice A.

Dans I'exemple ci-dessus, on calculevéxteur propre du score d’importani@&rL06] tel

que la somme de ses composantes soit égale Gnlobtient ainsi les résultats suivants :
X1=4£=0.387,%=4=0.129, = 2=0.290 et = & =0.194.

Plus généralement, pour un Web quelconque, la eceaki doit admettre 1 comme valeur
propre si le Web en question n'a aucun noeud peitane page sans liaison sortante. Pour un
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Web de N pages, on se ramene a une matrice A ouAN si la page j a un lien vers la page

i, 0 sinon. La colonne j de A contient alorsedtrées non nulles, chacune étant égale get/N
la somme des éléments d’'une colonne est ainsi égaleLa matrice A pour un Web sans
nceud puits est dite stochastique par colonne @esi€léments sont non négatifs et la somme
des éléments d’une colonne est toujours égale a 1).

La résolution d’'un tel probleme en temps réel darsas d’un Web de plusieurs milliards de
pages rentre dans le cadre du calcul de hauteorperfice et nécessite un environnement

matériel de puissance tres élevée.
4.2 Simulation électromagnétique tridimensionnelle

La conception et la réalisation d’'un dispositifaddfemagnétique sont basées sur un processus
itératif de prototypage. La phase de conceptiorsiste a définir un comportement et des
plans de fabrication. Le prototypage permet deiooef ou d’infirmer certaines hypotheses
de la phase de conception et ce, en construisaart tstant une prévision du dispositif. Les
résultats obtenus sont ensuite réinjectés dansh&sep de conception afin d’établir de
nouveaux plans de fabrication, c’est pourquoi orepde processus itératif. Le dispositif est
considéré comme réalisé lorsque le comportemergroiotype est suffisamment proche de
celui voulu lors de la phase de conception. De gamt unicité, l'usinage d’un prototype tel
qgue celui d’'une machine électrique, est une omératingue et codteuse. De plus, aucun
nouveau plan de fabrication ne peut étre établnialafin de la période d’essai. Dés lors, le
processus itératif employé est économiquement arégag00].

Il est possible de modéliser de nombreux dispss#tiéctromagnétiques a partir d'un modele
mathématique bidimensionnel. Cependant, certaspoditifs, du fait de la complexité de leur
géométrie, nécessitent un modéle mathématiquemeitsionnel. Le probléme qui se pose
alors est celui de I'explosion du nombre d’incorsjuprobleme encore aggravé par les
phénomenes de nonlinéarité et d’évolutivité dariereps.

Le probléeme de modélisation de dispositifs élecagnétiques en trois dimensions peut étre
formulé en utilisant deux types de formulations. premier correspond aux formulations
indépendantes du temps, appelées formulations rnumjatques. Le deuxiéme correspond
aux formulations qui dépendent du temps, appeléssulations magnétodynamiques. La
résolution analytique de ces formulations n’estégélement pas possible et le recours aux
méthodes de discrétisation doit étre envisagé.désenéthodes de discrétisation qui peut étre

adoptée est celle des éléments finis et qui abautit systeme d’équation linéaire creux et de
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grande taille. Elle suppose tout d’abord la définitd’'une structure mathématique du niveau

continu permettant de représenter les champs gioesntiels (complexe de Rham), puis la

définition d’'une structure mathématique analogueniaeau discret (complexe de Whitney).

Les éléments finis de Whitney [Cag00] sont des élém finis congus pour I'électro-

magnétisme et qui comprennent les éléments firdawma d’arétes, de facettes et de volumes.

lIs permettent de discrétiser les différentes fdations utilisées et d’obtenir les systemes

d’équations correspondants.

Ainsi, pour ce type de probleme, il s'agit de réseuwun systéme d'équations aux dérivées

partielles, dérivé des équations de Maxwell, pam&thode des éléments finis. Ce systeme

d'équations présente un certain nombre de carstiq@es qui le rendent difficile a résoudre :

Les formulations magnétostatiques et magnétodynasiges équations de Maxwell sont
des équations aux dérivées partielles elliptiquesparaboliques pour lesquelles la
méthode des éléments finis est la plus appropriée

La méthode de discrétisation fait appel aux élémdatWhitney faisant porter différentes
grandeurs physiques par les noeuds, arétes, faamitencore volume des éléments du
maillage ; cette formalisation permet de gardemplepriétés de continuité entre eléments
du maillage

Le maillage fait appel a différents volumes éléragnt : tétraedres, prismes et hexaédres.
Cela offre de la souplesse au mailleur mais coraplig construction du systéme et sa
résolution

Les matrices obtenues par discrétisation par lahooét de Galerkin sont creuses,
symétriques et définies ou semi-définies positives genre de systeme est résolu par la
méthode du gradient conjugué

Les machines complexes doivent étre modéliséesoen dimensions, ce qui induit un
grand nombre d'inconnues

La modélisation n'est pas linéaire, elle fait doriervenir une boucle supplémentaire dans
la résolution pour traiter cette non linéarité

Il'y a évolution dans le temps de la géométrieadmachine simulée, ce qui implique un

remaillage éventuel et surtout une reconstructiosystéme d'équation.

Toutes ces caractéristiqgues produisent des problémeix de grande taille nécessitant un

volume de calcul important.
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5. Conclusion

Ce chapitre constitue un état de l'art sur ledrioes creuses et leurs différents modes de
stockage ainsi que sur les applications creusess Beons présenté les différentes structures
régulieres et irrégulieres de matrices creuses.

Afin d’avoir une idée précise sur les structuremuses les plus frequemment rencontrées dans
les applications scientifiques, nous avons effeainé recherche au sein du site Matrix
Market [Mat07]. Cet ensemble comporte les matrieeplus référencées dans la littérature et
constitue un riche banc d’essai.

Nous avons ainsi constaté que la structure la fsepuente est la structure (irréguliére)
guelconque, suivie par deux structures réguliemsla structure diagonale et la structure
bande. Il est a remarquer que pour chacune deasesstructures, les cas symétrique et non
symétrique sont rencontrés. Nous avons de plusrggr@a travers notre étude que pour ces
matrices, la distribution des éléments non nulsgésiralement non uniforme. Ce type de
matrices couvre les cas les plus fréquents reneonians les applications du monde réel.

Pour chacune des structures réguliéres et irgmgsli nous avons détaillé une série de modes
de stockage compressé possibles. Nous avons dormpiet les formats de compression
pouvaient étre classés en deux catégories : desaferde compression généralistes et des
formats de compression spécifiques. Les format®rmgdiates tels que le CSR, le CSC, le
COQO, le LNK, ... sont ceux qui peuvent étre utiliggsur n'importe quelle structure de
matrice. Les formats spécifiques tels que le BNDVISR, le DIA, le SSK, ...ne peuvent étre
utilisés que pour des matrices ayant une strugtargculiére.

Les formats généralistes, different entre eux pdaille de I'espace mémoire utilisé par leurs
structures de données. Quand ils sont utilisésl'algorithme du produit matrice-vecteur
creux, ces formats different aussi par le nombiadidections et de doubles indirections
effectuées par I'algorithme.

Nous avons remarqué, de plus, que certains codplésrmats compresses constituent deux
variantes symétriques du méme format : I'une emntée lignes de la matrice et l'autre
orientée colonnes (e.g les formats BND ligne et B&tlbnne, CSR et CSC, MSR et MSC,
etc). Généralement, les structures de donnéeséagtdipar les deux variantes nécessitent le
méme volume d’espace mémoire. La différence ergrex diariantes réside en fait dans la
disposition des éléments non nuls au sein de cestwtes de données. Le choix entre une
variante et une autre dépendra donc du type d’amoe€léments (par ligne ou par colonne)

adopté par I'application.
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Nous avons, en outre, vu a travers l'étude bibipbique effectuée, que plusieurs
applications scientifiques [Amo07][BrLO6][Cag00][i983] effectuent des calculs sur des
matrices creuses de grandes tailles [Ase96][INRG#H7]. Nous avons présenté deux
applications spécifiques, la premiere se situe tlademaine de la recherche d’'information et
la deuxieme dans celui de la simulation 3D. Nousnavainsi constaté a travers ces
applications que les calculs scientifiques creuxramenent souvent a des problémes
d’algebre linéaire, c’est-a-dire soit a la résalntide systéemes linéaires, soit au calcul de
valeurs (et de vecteurs) propres [Cia82][DER92BD#OsZ83]. Nous avons relevé aussi que
ces problemes de grande taille nécessitent un espactockage des données ainsi qu’un
volume de calcul importants. Ainsi, l'utilisation’edvironnements cibles paralleles et

distribués offrant des performances élevées s’anemntournable. C’est leur description qui

constitue I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3. Systemes paralleles et distribués

1. Introduction

Apres avoir décrit dans le chapitre 1 les méthadesgorithmes d’algebre linéaire auxquels
nous nous intéressons, puis dans le chapitre Galegtéristiques des matrices a traiter, nous
passons dans ce chapitre a la description détaldSediverses plates-formes matérielles
cibles que nous pourrons retenir lors de I'implétagon de notre noyau basique de calcul.
Nous passons ainsi en revue les principaux systqraesleles et distribués, partant des
machines paralléles monolithiques jusqu’aux syssepaér a pair (P2P), tout en nous arrétant
aux clusters, grilles de calcul et systémes deutalistribué a grande échelle (SDGE). La
section 2 correspond a une bréve présentationrdeextures paralleles classiques ainsi que
de la taxonomie due a Flynn. Dans la troisiemea@gchous décrivons I'architecture générale
d’'un cluster et présentons une classification giaéate ses différents types. La section 4 est
dévolue aux grilles de calcul et leur classificatiha cinquieme section est consacrée aux
systemes distribués a grande échelle (SDGE) airiaug systemes pair a pair (P2P). Le tout
récent concept de Cloud Computing est décrit etiose6. Enfin, dans la section 7, nous nous

intéressons a un SDGE spécifique, a savoir XtremWeb

2. Taxonomie générale

Flot de données
Simple Multiple

o SISD SIMD
2 a
_E £ | (Von Neumann) (Vectorielle et cellulaire
© n
=
20, MISD MIMD
:g E‘ (pipeline) (Multiprocesseur et
= >
w | = Passage de Message

Table 3.1 Taxonomie de Flynn pour des architecturegaralleles

Les ordinateurs paralléles sont des machines ayantarchitecture constituée de plusieurs
processeurs identiques concourant tous au traiterdeme seule application. Il existe

plusieurs types d'ordinateurs (ou plecesseursparalléles, caractérisés, principalement, par
différents modeles d'interconnexions inter-processset entre les processeurs et la mémoire.

La classification la plus populaire est celle dgnfl qui catégorise les ordinateurs paralleles
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(et séquentiels) selon le type d'organisation dudke données et du flot d'instructions. Elle
distingue ainsi en particulier les machines SIMDing& Instruction stream-Multiple
Data stream : flot d'instructions unique agissamtdes données multiples) et les machines
MIMD (Multiple Instruction stream-Multiple Data €am : flot d'instructions et de données
multiples). Dans la classe des machines MIMD, ostirfjue les machines a mémoire
distribuée, les machines a mémoire partagée [C{i86€9Q4] et les machines & mémoire

hybride [Sla06].

Machines paralléles

MIMD SIMD
v
Mémoire Mémoire Mémoire
Distribuée Partagée Hybride

Figure 3.1 Taxonomie de haut niveau des architectas paralleles

Pour présenter les différentes classes de machioes, rappelons les trois composants de
base d’'un processeur séquentiel standard.

Le composant appele est lestockageou mémoiredu processeur. Il stocke les instructions
pour le programme a exécuter, les données tratdes données produites en sortie. Dans les
programmes utilisant des E/S,sert aussi d’'intermédiaire pour le mouvement damédes
provenant de et allant vers les mémoires secorglaire

Le composant appelé est lecontréleur ou CPU. Sa tache est de chercher les instructions
dans le composant stockage et de les décodersutattde ce décodage est un signal de bas
niveau envoyeé vers le troisieme composant, appgelé processeurll recoit les signaux a
partir du contréleur, cherche les données, lekstdans le composant stockaget les traite
selon l'ordre regu par le contrdleur. Les difféemntlasses d’architectures paralleles peuvent

étre caractérisées par différents arrangementssigas composants.
2.1 Machines SIMD

L’idée de base d’'une machine SIMD est que le cteurdpilote tout un tableau d'unités

processeur/mémoire au lieu d’un processeur unique.
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D_ébut T LS
Fin
RéductionT ‘ l Diffusion

I § : Stockage

@: Controleur
P : Processeur

Réseau d’'interconnexion

Figure 3.2 Une configuration SIMD

Le contrbleur posséde un stockage privé pour coreprogramme et les variables scalaires
globales. Les instructions décodées sont par ta diffusées, une par une, a tout le tableau de
processeurs. Chaque processeur possede une banguéntbire privée qui lui est associée
pour stocker les données. Dés que linstruction diftisée par le contrbleur, tous les
processeurs I'exécutent de maniéere parfaitememthsgne [CuS99][Mor94].

2.2 Machines MIMD a mémoire distribuée

Dans une machine SIMD, un contrdleur unique pilote multitude de processeurs esclaves,

chacun ayant son propre stockage prive.

&

| T
‘ ‘ §: Stockage
@: Controleur

Réseau d’'interconnexion P : Processeur

S

Figure 3.3 Une configuration MIMD a mémoire distribuée
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Dans les machines MIMD a mémoire distribuée, nouleseent les processeurs et les
stockages sont multiples, mais aussi les contréleCinaque nceud de traitement est capable
de stocker et exécuter son propre programme surpsagres données, de maniére
completement indépendante et asynchrone avecdswasitres nceuds de traitement. On utilise

aussi le terme multi-ordinateur pour ce type d’aecture [CuS99][Mor94].
2.3 Machines MIMD a mémoire partagee

Dans une machine MIMD a mémoire partagée, le gpanconsiste a avoir plusieurs copies du
contrbleur/processeur avec une instance unique addahque meémoire uniformément
accessible. Ceci est communément appelé SMP (SyroriveiltiProcessor). C’est le modele
le plus réussi et le plus répandu commercialemkat.paire ¢/P est souvent appelée
processeur [CuS99][Mor94][Sla06].

() () O
& & &

N N N

S : Stockage
@ : Controleur
P : Processeur

Bus ou Résea

Figure 3.4 Une configuration MIMD a mémoire partagée

2.4 Machines MIMD a mémoire hybride

Pour combiner l'avantage de la rapidité de commatiwo inter-processeurs dans une
machine a mémoire partagée, et celui du nombred &evprocesseurs de l'architecture a
mémoire distribuée, les constructeurs ont pensén& nouvelle architecture hybride a
mémoire partagée-distribuée. Les machines de ae ggpt constituées de noeuds, appelés
grappes, dont chacun est composé de plusieurs g3eas partageant une meémoire
commune, lI'ensemble de ces nceuds étant relié paréseau d’interconnexion. Ici,
'architecture & mémoire partagée en intra-nceutlasthitecture a memoire distribuée en

inter-nceuds sont assemblées [Sla06].
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§: Stockage
@: Controleur
P : Processeur

& =
I=oli=o
1 1

Réseau d’'interconne»n

@F%H

Figure 3.5 Une configuration MIMD hybride
3. Les clusters (grappes)
3.1 Architecture générale

Un cluster consiste en une collection d'ordinateatgonomes connectés et travaillant

ensemble comme une ressource unique et intégreésae.

[
|
Applications Paralléles JJ

[
|
Applications Séquentielles JJ [:Environnements de programmation par:@éle

Intergiciel de Cluster
(Image d’'un Systeme Unique et Infrastructure dep&ngbilité

Station de travail PC Station de travail PC Station de travail PC Station de travail PC
Log. Comm Log. Comm Log. Comm Log. Comm

Couche Interface R¢s: Couche Interface R¢s” Couche Interface R¢s: Couche Interface Re

() Réseau/Switch grande vitesse )

Figure 3.6 Architecture d’'un cluster
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Un nceud peut étre un systeme unique ou multipreaegPCs, stations de travail ou SMPs)
ayant une mémoire, des unités d’E/S et un systéexplditation. Généralement, un cluster
correspond a deux ordinateurs (nceuds) ou plus ctémentre eux. Les nceuds peuvent étre
sis dans le méme local ou géographiqguement sépar@nnectés via un LAN. Un cluster
d’ordinateurs interconnectés (en se basant surAN) Ipeut étre vu par les utilisateurs et les
applications comme étant un systeme unique. Usytsiéme peut avoir des performances
équivalentes a celles des systtmes a mémoire @artggi sont beaucoup plus chers.
L’architecture typique d’un cluster est décrite sl Figure 3.6 [BUY99].

3.2 Les composants d’'un cluster

Les principaux composants d’'un cluster d’ordinatesant les suivants :

- Plusieurs ordinateurs haute performance (PCsopstatle travail, ou SMPSs)

- Systemes d’exploitation

- Réseaux/Switchs Haute Performance (tels que Gigahérnet et Myrinet)

- Cartes Interface Réseau

- Protocoles et Services de Communication rapidésqtee Active et Fast Messages)

- Intergiciel Cluster

- Environnements et outils de programmation para(kels que des compilateurs, PVM

(Parallel Virtual Machine), MP1 (Message Passingiiace))

- Applications (Séquentielles, paralléles ou distis)
La couche matérielle de l'interface réseau estaesgble de la transmission et la réception
des paquets de données entre les nceuds du clasteers le réseau/switch.
Le logiciel de communication offre un moyen de srmairssion de données rapide et fiable
entre les noeuds d’un cluster et vers le milie@metr.
Les noceuds du cluster peuvent travailler de mamigfective, comme une ressource intégrée
de calcul. lls peuvent aussi fonctionner en tanbrglinateurs individuels. Le réle du
middleware est de donner I'image d’'un systeme umiqu
Les environnements de programmation peuvent afé# outils portables, efficaces et faciles
a utiliser pour le développement d’'applications.iticluent des bibliotheques a passage de
message, des debuggers et des profilers. N'oubfiaagjue les clusters peuvent étre utilisés

pour I'exécution d’applications aussi bien sequaies que paralléles [BUY99].
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3.3 Classification des clusters

Les clusters offrent les caractéristiques suivaates un codt relativement bas [BUY99]:

- Haute performance

- Expansibilité et adaptabilité

- Haute Disponibilité
Les clusters sont classés en plusieurs catégoneseebasant sur divers facteurs comme
indiqué ci-dessous [BUY99] :

- Application cible: application de calcul scientifique, applicatmciale.

- Propriété du nceudpossede un propriétaire ou dédié en tant quechde cluster.

- Caractéristiques matérielles des nceu®€, station de travail ou SMP.

- Systeme d’exploitation au niveau des nceldisux, Windows, Solaris, AlX, etc.

- Configuration du nceudarchitecture du nceud et type du systeme d’ebgpion installé.

- Niveau de clusteringclasse basée sur la localisation des nceudsratdenbre.
Des clusters individuels peuvent étre interconrseptur former un systeme large (clusters de
clusters). En fait, Internet lui-méme peut étréiagicomme un cluster de calcul. L'utilisation
de ressources connectées par des réseaux a lagle @our le calcul de haute performance a
conduit a I'émergence du calcul de haute performaniarge échelle [BUY99].

4. Les grilles

4.1 Définition et Architecture générale d’une grile de calcul (GRID)

Grid signifie littéralement ‘grille’. Une grille pg étre vue comme un environnement
informatique et de collaboration sans frontieres gelles de calcul permettent d'utiliser les
cycles CPU durant lesquels les machines sont wescibour exécuter une application. Les
capacités de stockage des différents utilisateon$ les ressources agrégées au sein de la
grille. Une caractéristique importante des grilths calcul est de fournir une importante
capacité pour le calcul parallele. Les domainesi@waque et industriel utilisent énormément
de telles capacités. Les ressources partagéesntepdssible l'acces a des ressources
spéciales et des logiciels dont le prix de liceeseélevé. Il s’agit d’'une mise en commun des
ressources logicielles et matérielles. En raisotaddisponibilité d’importantes quantités de
ressources, si certaines ressources deviennentessbles localement, la continuité du

service reste assurée.
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Une des caractéristiques de la grille de calcube#lle se base sur le ‘Push model’, c'est-a-
dire qu’il y a un coordinateur qui est responsalilepartage du travail sur les différentes
ressources. Elle est aussi généralement symétrmitpst;a-dire qu’un nceud de la grille peut
étre a la fois consommateur et producteur [HOD98].

L’architecture générale d’'une grille peut étre daposée en quatre couches. La premiere
correspond a l'infrastructure matérielle. Elle ¢ent les ressources interconnectées au travers
des réseaux. Elle comprend des PCs, des systémnsasclage, des bases de données, etc.

La seconde couche comporte les intergiciels deaniv@yau. Elle offre des services de noyau
tels que le contréle de processus a distance, Jall@cation des ressources, l'acces aux
stockages, I'enregistrement de I'information, leScamismes de sécurité, etc.

La troisieme couche contient les intergiciels deeau utilisateur. Elle regroupe tous les outils
qui peuvent aider les développeurs a écrire dekcappns pouvant tourner sur la grille de
calcul. On y trouve ainsi des compilateurs, degaiites, des outils de conception
d’applications, etc.

La derniére couche, appelée couche applicatiogsyupe les applications utilisateurs comme

les projets scientifiques, médicaux, d’ingéniegie,
4.2 Classification des systemes de grilles de cdlcu

Les systemes de grilles de calcul peuvent étre @réplpour fournir les services suivants
[BBLO2] :

» Services calcul (Computational Services)
Il s'agit de fournir des services sécurisés pousceater les tadches des applications sur les
ressources informatiques distribuées. Quelques ghesnde grilles informatiques sont NASA
IPG [Bau02][Sha05], World-Wide Grid [Bau02][Sha08&},NSF TeraGrid [Bau02].

e Services données (Data Services)
lls cherchent & permettre le transfert sécuriséesnsembles de données distribuées et a leur
gestion. Un exemple d’application qui a besoin deinservice pour la gestion, le partage et
le traitement de grands ensembles de donnéesRisysique des Hautes Energies [BBL02].

» Services application (Application Services)
Ceux-ci ont pour objectif de gérer des applicatiensde fournir un accés a distance aux
logiciels et aux bibliotheques d’une maniere tramepte. Un exemple qui peut étre employé

pour développer de tels services est NetSolve [[gha0
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» Services information (Information Services)
Ceux-ci se spécialisent dans I'extraction et laspnéation des données significatives en

employant les services données et application.

» Services connaissance (Knowledge Services)
lls se focalisent sur la maniere d’acquérir, d’emypl, de rechercher, d’éditer, et de maintenir
des connaissances pour aider les utilisateureendte leurs buts et objectifs particuliers. Un

exemple est le datamining pour établir automaticerérde nouvelles connaissances.
4.3 Classification de l'usage des grilles de calcul

Les utilisateurs des grilles de calcul désirenenlitle plus simplement possible les solutions
de leurs problemes en tirant profit de fagon fpansnte des ressources de calcul les plus
adaptées. Le calcul distribué repose sur une aathie client serveur traditionnelle. On peut
aussi classer I'usage des grilles de calcul es taiégories :
e Utilisation pour la diffusion d’information qui peret un plus grand partage des
informations.
» Utilisation pour 'augmentation des capacités adelsige.

» Utilisation pour le calcul ou 'augmentation deplaissance des ordinateurs.
5. Systemes distribués a grande échelle et systemesg{gapair

5.1 Définition d’un systeme distribué a grande éclie

Les termessysteme distribué a grande éche{lfDGE) ousysteme volontair@u encore
systeme de calcul globabnt utilisés pour désigner les environnementdé&eloppement et
d’exécution pour les applications sur Internet. @ut considérer les SDGE comme une
extension du concept de vol de cycles a I'échéllgainet i.e. des machines volontaires qui
se connectent a un serveur pour recevoir des ta@chrgcuter. De tels systemes se basent sur
le ‘Pull model’ c'est-a-dire qu’ils demandent péigquement au serveur, du travail puisque les
ressources participantes utilisent généralementFesvalls’. Le systéme volontaire n’est
pas symétrique car ce sont les (nceuds) volontgimegournissent les ressources informa-
tigues aux projets, et non le contraire. Comme gkesnde SDGE, citons Distributed.net
[Dis04], SETI@home [ACKO02][Bau02], XtremWeb [BauO&] XtremWeb-CH [AbBO7].
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5.2 Différences entre SDGE, systeme P2P et grille dalcul

Dans la littérature [Bau02], les SDGE sont cormgisécomme une forme de systeme pair a
pair (peer-to-peer ou P2P). Néanmoins, plusigaaiametres sont discriminants. En effet, un
systeme est dit P2P lorsqu’il autorise la commatioa directe entre entités d’'un réseau, sans
passer par une autorité centrale, telle qu’'un serd@ans un réseau P2P, chaque entité se
comporte a la fois comme un client et un servetarchitecture des systemes P2P est donc
généralement décentralisée. Les SDGE comme SETI@H&au02] ne respectent pas

nécessairement ces propriétés.

systéme
P2P
Paralélle gestio_n des collaboration
fichiers
I_I_I | |
| | | | | ]
calcul calcul échange systémes filtrage messages | |applications s
intensif composentel| |de contenu | | de fichiers | | extraction instantanés| | partagées !

Figure 3.7 Classification des systemes P2P

D’un autre c6té, on confond les systemes volorga@teP2P avec les grilles de calcul alors
gu'ils se distinguent par quatre caractéristiggseffet, dans un systéme P2P, nous avons :
1) Le nombre de ressources connectées est plus étevdludieurs ordres de grandeur
(typiguement 100 000 ressources) et les ressogm@srarement paralléles (biprocesseur au
maximum)

2) Les ressources sont extrémement volatiles

3) Les réseaux connectant les réseaux sont des LANntanets et I'Internet

4) Les utilisateurs sont aussi en nombre tres impbrfpiquement un utilisateur par
ressource).

Comparativement aux grilles de calcul, il faut casgr avec une infrastructure matérielle
déja présente, évoluant de facon non coordonném ébnction d’impératifs sans relation
evidente avec le calcul a grande échelle.

L’ordre de grandeur et 'impossibilité d’action diinfluence sur l'infrastructure engendrent
des problémes spécifiques qui ne se présentenianasie cas des grilles de calcul. Ainsi :

* la sécurité doit étre fondée sur des mécanismesngkles a plusieurs centaines de

milliers d'utilisateurs et de ressources et,
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* le placement et 'ordonnancement des taches doipesridre en compte I'évolution a
court terme (connexion et déconnexion des resssuree I'évolution a long terme
(modification d'infrastructure) du systéme.

Globalement, les techniques adaptées dans le dadrgrilles de calcul sont inapplicables

dans celui du calcul a trés grande échelle. Lestifmms traditionnellement associées a la

procédure de login (identification, sélection deslisateurs, droits d'acces, priorité
d’exécution, protection du site et tracage des aif#rs) ne passent pas a I'échelle.

Inversement, la confiance de l'utilisateur envers tésultats renvoyés et la facturation de

I'utilisation des ressources ne peuvent pas repesenme dans le cas des grilles de calcul,

sur le caractere institutionnel des sites accédés. sites de calcul sont des machines

guelconques appartenant a des utilisateurs auxquelse peut pas accorder a priori une

confiance absolue. Le calcul a trés grande échefiese donc sur la capacité de certifier les
résultats ou d'étre capable de distinguer entrebtess et les mauvais résultats. De méme,
contrairement au cas des grilles de calcul, 'orgortement d’un trés grand nombre de taches
sur une centaine de milliers de ressources negeugeéré a long terme et coordonné a court
terme par des mécanismes centralisés.

Ainsi, les grilles et les systémes pair a pair de$ racines historiques trés différentes qui

expliquent leur différence d’organisation et delpématique propre [Bau02].
6. Le Cloud computing ou ‘Informatique dans les nuges’
6.1 Définition

Le Cloud computing (littéralement l'informatiquendales nuages), c'est la possibilité de
disperser un systéeme d'information sur des infuaires prises en charge par un ou plusieurs
prestataires. La localisation géographique de egsources virtuellement illimitées n'importe
plus. Ce concept était déja ébauché par les serdibébergement, le mode SaaS (Software as
a Service) ou la location de puissance de calcal.Aloud computing a émergé sous
l'impulsion de la virtualisation de plates-formemcues d'emblée pour étre mutualisées au
travers de vastes grilles de serveurs. Associaeaedbndance et a la dispersion géographique,
cette mutualisation devient synonyme de montéehange aisée, de haute disponibilité et de
plan de reprise d'activité (PRA) a moindre coUtVOB][YIEQ9].
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6.2 Location de serveurs virtuels nus adaptés a taprise de I'existant

Depuis début 2008, les grands de l'informatique lanté des nouveaux services dans
'objectif de donner aux entreprises les moyensteiealiser entierement leurs salles
informatique. Ces offres prennent d'abord la fordee serveurs virtuels hébergés. La
virtualisation apporte un premier plus : en cagpdene, un serveur virtuel peut étre déplacé
presque instantanément. Des prestataires commedreazu InternetFR integrent ce type de
services a leurs offres d'hébergement classiques s machines virtuelles ne tournent alors
sur un matériel mutualisé qu'en phase de développemu en cas d'incident ou sinistre.

Dans le cadre du Cloud computing qui sous-tendbatraire une mutualisation en production,
la virtualisation présente un avantage supplémentaila dématérialisation des serveurs
permet, par exemple en cas de dégradation des tgenpIponse, de passer dynamiquement
sur une machine physique plus puissante, voire m@neonfier ces serveurs a un autre
prestataire ou de les internaliser de nouveau.

Mais la grande nouveauté, c'est que des acteusursatherchent a généraliser cette idée. HP
lance ainsi son offre New Generation Data CentdB[@R) qui sous-tend la location de
machines virtuelles sous HP-UX, Linux ou Window&INSlui a emboité le pas avec son
projet Hydrazine qui ajoute Solaris a Linux et Wamg. De son c6té, Amazon avait démarré
par S3, un simple service de fourniture de resssude stockage récemment complété par

EC2 (Elastic Computer Cloud), qui inclut la foutmé de serveurs virtuels x86 [LEVO08].
7. Un SDGE type : XtremWeb

Le projet XtremWeb vise la conception et le dévpipent d’'un environnement de calcul
global pair a pair académique et pluridisciplinaire
L’environnement XtremWeb est une plate-forme gdistea sécurisée et orientée calcul de
haute performance. La conception d’XtremWeb estamisge selon une perspective de
dissémination de la technologie logicielle qui sei&veloppée dans le projet [Bau02].
XtremWeb est une plate-forme open source pour étudi

v Le calcul Global (extensibilité, organisation desveurs...).

v Le calcul P2P (volatilité, communication inter-nasusicurité).

v' Fusion des systémes de calcul Global et P2P.
Donc XtremWeb est une plate-forme de recherchdi@tule nouveaux mécanismes) et de

production (identifier les problemes des utilisas¢u Cette plate-forme est beaucoup plus
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gu’un environnement pour construire des clustersdpasus Internet ou a l'intérieur d’'un

réseau propriétaire multi-sites.
7.1 Architecture d’XtremWeb

XtremWeb est concu pour fournir un environnementcadleul global pour la résolution de
différentes applications sur des projets d’insis, d’entreprises commerciales ou de
communautésopen source.La Figure 3.8 donne un apercu sur différentesisatibns

envisagées d’'un systeme de calcul global commerXifeb.

PC Serveur
Peer to Peer

PCServeur
Global Computing OO Q

> O
(client x4 /,O OA"” &
@

3 entités: /servefworker

AN

O
.“Q‘\&/Pﬁ 4

Internet ou LAN Client/worker N
PC /%%_. RS
Worker PC

. Worker. .

Figure 3.8 Architecture générale de XtremWeb

7.2 Organisation générale

L’architecture générale d’XtremWeb est centralisims le sens ou un serveur, qui peut étre
distribué, organise les calculs sur des ressouliseentes géographiqguement distribuées ainsi
gue les échanges d’informations entre ces ressaures ressources sont nommées Workers
dans la suite.

Dans XtremWeb le serveur est centralisé, il joussale role de distributeur de résultats. Le
projet XtremWeb, comme tous les environnements aeut global, doit satisfaire des
contraintes séveres telles que I'extensibilitéétdnogénéité, la dynamicité, la disponibilité,

tolérance aux pannes, l'utilisabilité, la sécurgtk,
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7.3 Architecture du Worker

Le Worker a deux principales fonctionnalités : fuurdes ressources de la machine d’un
utilisateur pour I'exécution d’'un calcul XtremWelb @xécuter I'application fournie par le
serveur. Pour gu’'un projet de calcul global soigdésment accepté aupres du public, il est
nécessaire que le logiciel Worker assure au mieurdpect de I'utilisateur, c’'est-a-dire qu'il
soit configurable, non intrusif et sécurisé.

L'utilisateur décide quand XtremWeb peut lancer arécution et quelles sont les ressources

(CPU, taille mémoire, espace disque) que cetteutdadcpeut obtenir.

7.4 Architecture des serveurs

Les serveurs XtremWeb sont responsables du sugespplications globales en (i) stockant
les fichiers binaires des applications pré-compaésr différentes architectures et des taches
soumises par les clients et (ii) fournissant lehé& et les applications aux Workers désirant
faire du calcul.

Distribuer une application consiste a fournir urdedinaire pré-compilé pour différentes
architectures et une description de I'applicaticendescription de I'application comprend son
nom, la maniére dont I'application prend en congee parametres et la forme que prennent
ses résultats. Il est aussi possible de fourniiéidihtes versions de I'application, la mise a jour
est alors automatique sur le serveur.

Un client soumet une tache en fournissant la rét&rele I'application et 'ensemble des
parametres qui définissent une tache. Les parasngavent étre difféerents fichiers, un
fichier lu sur I'entrée standard de I'applicatiom des arguments sur la ligne de commandes.
Lorsqu’une tache est enregistrée dans la base meds, elle recoit un unique identifiant de
tache. Cet identifiant de tache réfere la tacher pmmutes les opérations suivantes
d’ordonnancement et de récupération des résultatsnodule de surveillance contient les
informations sur I'ensemble des taches telles gueg machines ayant traité la tdche ou la
liste des machines si la tache a été interrompidge (client qui a soumis la tache et (iii)
différentes prises de temps. Les utilisateurs etimdtrateurs d’XtremWeb peuvent interagir
avec le systeme a travers une interface web paumetire des taches, suivre leur progression,
récupérer les résultats. Les utilisateurs peuvédnénir des statistiques sur l'activité des
machines participant a XtremWeb en tant que Worker.
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Le placement des taches sur les Workers est effertideux étapes : la sélection des taches
et le placement des taches. La sélection des tacpastir de la liste des taches, remplie par
les requétes des clients, se fait en fonction ggsications prioritaires. La priorité est
déterminée en attribuant des proportions de taahascomplir par application. Les taches
sont placées selon une méthode FIFO. Lorsqu'un Wodemande une tache, le serveur
sélectionne d’abord la tache qui peut étre exécparece Worker particulier selon son
environnement d’exécution et lI'existence d'un hieapré-compilé de l'application. Le
serveur détecte aussi les taches abandonnéesesantetdes dépassements de délai et les
attribue a d’autres Workers si nécessaire. Legigoéis de sélection et de placement des

taches sont reconfigurables dynamiquement.

8. Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes intéressésesdapdion des principales architectures
paralleles et distribuées. Les machines paralléfgent de hautes performances de calcul
mais a colt élevé. Dans le cas de certaines applisaon peut avoir recours a un cluster
(grappe) qui n’est autre gu’une collection d’ordenas autonomes connectés et qui peut étre
vu par les utilisateurs et les applications comtaatéun systeme unique. Les nceuds d’un
cluster peuvent étre situés dans un méme locakogrgphiquement séparés et connectes via
un LAN.

Les grilles de calcul peuvent étre considérées owmne évolution du concept de cluster.
Une grille de calcul est constituée de nombreusssources informatiques hétérogénes,
géographiquement distribuées et interconnectés. ténsysteme distribué exploite les
puissances de calcul de toutes ses ressources @brtebine en synergie, créant en quelque
sorte un super-calculateur virtuel extrémement gams [HOD98]. L’architecture des
systemes distribués a grande échelle (SDGE) diflgecelle des grilles méme s'ils
remplissent les mémes fonctions (exécution d’appbos de haute performance). Les SDGE
offrent des PCs aux utilisateurs connectés surrateour la résolution de (grands) projets
scientifiques.

Un nouveau concept dans la famille des architestdistribuées est le Cloud computing qui a
eémergé sous l'impulsion de la virtualisation etpthges-formes congues d'emblée pour étre
mutualisées au travers de vastes grilles de sexvduoffre la possibilité de disperser un
systeme d'information sur des infrastructures pre&secharge par un ou plusieurs prestataires.

Dans cette panoplie de systémes distribués, lesESBGplus précisément, le systeme

75



volontaire XtremWeb-CH, constitue notre architeetaible. Nous présenterons dans la partie
Il du manuscrit les caractéristiques de cette glatme ainsi qu’une étude expérimentale que

nous avons réalisée dessus.
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Chapitre 4. Etude de I'optimisation du produit meg-vecteur creux

1. Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier lesfggmances de l'algorithme du produit
matrice-vecteur creux (PMVC) sur diverses machis&guentielles cibles représentant un
échantillon de nceuds d’un systéme distribué adgra&chelle (SDGE). La matrice d’entrée
étant creuse, notre étude du PMVC s'intéresse asarie de versions de cet algorithme
associées a différents formats de stockage congppess la matrice creuse.

Du fait de la diversité des formats de compressiooLs nous restreignons a quatre
principaux formats, a savoir le DNS (Dense), le Q8Rmpressed Sparse Row), le COO
(COOrdinate) et le BND (BaNDed). En effet, les drpiremiers sont des formats généraux
s’appliguant a n'importe quelle structure de matgeeuse. De plus, ils sont tres utilisés dans
la littérature. Nous avons de plus choisi le forni¥D comme format spécifique
s’appliqguant généralement a des matrices bandese trouve que plusieurs applications
réelles manipulent des matrices de cette strugiwoie chapitre 2, section 4.). De plus, on
peut toujours ramener une matrice creuse de staucfuelconque a une matrice bande en
appliguant I'algorithme de Cuthill-Mckee [DER92].

D’un autre c6té, du fait de la multiplicité des hatectures séquentielles, nous avons choisi
trois machines cibles représentatives i.e. un R€& Rentium dual-core, un processeur d'une
machine biprocesseur AMD quad-core et une statoimavail SUN dual-core.

Notre travail a consisté a étudier I'optimisatioa différentes versions de l'algorithme du
PMVC. Ainsi, nous appliquons a ces versions dehnigcoies générales d’optimisation de
haut niveau et ce, indépendamment de la structula chatrice traitée, du format de stockage,
des structures de données utilisées pour ce famsitque de I'architecture cible [EHMO5]
[EHMO9].

Le présent chapitre est organisé comme suit. Quatstons du PMVC relatives aux formats
DNS, CSR, COO et BND sont présentées en sectitim Ztat de I'art sur I'optimisation du
PMVC est présenté en section 3. La section 4 estatwée a I'étude de I'optimisation de ces

différentes versions. Enfin, une étude expérimeraat décrite dans la section 5.
2.Algorithmes du PMVC pour les différents formats de compression

La structure de I'algorithme du PMVC dépend du farme stockage utilisé pour la matrice
creuse. Ainsi, aux quatre formats retenus i.e. DBISR, COO et BND, nous associons les
guatre versions PMVC-DNS, PMVC-CSR, PMVC-COO et RBMBND qui sont présentées

en détail dans la suite.
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2.1. PMVC-DNS

Soient A une matrice creuseX\N stockée dans le format DNS (i.e. tableau 2x®}ty deux
vecteurs de taille N stockés chacun dans un tableBu Il s’agit de calculer le PMVC

y =Ax pour le format DNS. L’algorithme trivial corresptant se détaille comme suit.

Da i=IN
Do j=1,N
Ylil= YT +Al0] - X[l
EndDo
EndDo

Figure 4.1 Produit matrice-vecteur creux pour le fomat DNS

La complexité spatiale de cet algorithme est N2 +@&ls. La complexité de calcul (temporelle)
est égale a 2N2. Notons que dans cette versioMECHnotée 1J), on effectue le produit ligne pgné

(de A). Une autre version du PMVC (notée JI) peatassociée au format DNS. Elle consiste a faire |
produit colonne par colonne (de A). Il est conmiKRB] que la version 1J (resp. JI) est plus adégmat
un mode de stockage de A par lignes (resp. cadrdeus nous restreignons ici a la premiere, eu qu
dans nos expérimentations, nous utilisons le catapil C qui stocke les tableaux 2-D ligne paelig
(contrairement & FORTRAN qui adopte le mode dikate par colonne).

2.2. PMVC-CSR

On stocke A dans le format CSR (voir chapitre 2tisa 3-2.2) ou le vecteut contient les
éléments non nuls, le vecteur JA contient les gglide colonne des élémentssfet 1A

contient les pointeurs sur le début de chaque ligmesA et JA. L'utilisation du format CSR

pour le stockage de la matrice creuse induit urordlgne du produit matrice-vecteur
différent du précédent. Il a la forme présentéesdarrigure 4.2.

Remarquons les bornes non affines de la seconddebeiLies acces indirects aux éléments du
vecteurx. La complexité spatiale de cet algorithme est N¥+2els en plus de (NZ+N+1)
entiers. La complexité de calcul, quant a elle2B&t. Soulignons le gain important, par rappod a |
version PMVC-DNS dans le cas ou N est élevé epblE e.g. de I'ordre de O(N) [EHMO5].
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Da i=IN
Do j=IA[], IAli+]-1
ylil = ylil + Af] « X[JA[]]
EndDo
EndDo

Figure 4.2 Produit matrice-vecteur creux pour le fomat CSR

2.3 PMVC-COO

Dans le cas ou la matrice A est stockée dans ledio€OO (voir chapitre 2, section 3-2.2)

ou A contient les éléments non nuls, IA et JA contielnmespectivement les indices de ligne

et de colonne des élémentsijd’algorithme du PMVC devient comme suit :

Do i=1,NZ
YIIAL]]= YUIAL] + A [i] <[ IA[]
EndDo

Figure 4.3 Produit matrice-vecteur creux pour le fomat COO

Notons les accés indirects aux €léments des vecteetry. La complexité spatiale de cet
algorithme est (NZ+2N) réels + 2NZ entiers. La claxifg de calcul est 2NZ.

2.4 PMVC-BND

A étant une matrice bande, soit ML sa largeur daidmnde inférieure et MU sa largeur de
demi-bande supérieure. L'algorithme associé au &rBND est donné par la Figure 4.4.
ABD est un tableau 2D de taillex{ML+MU+1) contenant les éléments de la bande de A
(voir chapitre 2, section 3.1.2).

Notons les expressions d’indices non affines aleauvdes éléments du vecteurLa
complexité spatiale de cet algorithme est N(ML+MY+&8els. La complexité de calcul est
2N(ML+MU+1).
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Do i=1,N
Do j=1, ML+MU+1
y[i] = Y[i]+ABDI[i][j] *XMin(N,Max(1,i+j-ML-1))]
EndDo
EndDo

Figure 4.4 Produit matrice-vecteur creux pour le fomat BND

2.5 Tableau récapitulatif

Le tableau suivant récapitule les complexités afeti et temporelles pour les quatre
algorithmes PMVC-DNS, PMVC-CSR, PMVC-COO et PMVC-BN

FC Complexité spatiale Complexité de calcul
DNS | (N2+2N) réels 2N?
CSR | (NZ+2N) réels + (NZ+N+1)2NZ
entiers
COO | (NZ+2N) réels + 2NZ entiers2NZ
BND | N(ML+MU+3) réels 2N(ML+MU+1)

Table 4.1 Complexités des algorithmes du PMVC

3. Etat de l'art sur I'optimisation du PMVC

Nous pouvons classer les travaux sur I'optimisatarPMVC selon six axes, notés Optl...

Opt6, qui sont décrits dans ce qui suit [GKAOS].
3.1 Optl. Proposition d’un nouveau format

Dans certains travaux, pour optimiser le PMVC,dateurs se trouvent obligés de proposer
un nouveau format de stockage (i.e. différent duméa original) [WiILO6]. Ainsi, dans
[PIH99], I'optimisation est effectuée grace a Ihsttion du format BCSR (Block CSR), une
variante du format CSR, qui assure une certainalitécdes données. L'idée derriere ce
format est d’exploiter les éléments non nuls savant dans des positions contigués en les

empaquetant dans des blocs de tailles différe@msnaissant I'indice de colonne du premier
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élément non nul dans un bloc, on peut déduire idgeés de colonne de tous les autres
éléments non nuls du méme bloc. En d’'autres teromeseul acces indirect est nécessaire
pour chaque bloc. Le format BCSR utilise un tablgédd (de longueur égale au nombre de

blocs) supplémentaire en plus des trois tableailigas par le format CSR.

Dans [MeGO04] les auteurs proposent aussi une nleuveriante du format CSR qu’ils
appellent L-CSR (Length-grouped CSR). En effettillsation de ce format est nécessaire
pour pouvoir appliquer la technique d’optimisatiomoll-and-jam [MeG04]. Cette derniére,
consiste a appliquer un unrolling (voir section.#) & la boucle externe du PMVC-CSR puis
une fusion des boucles internes qui en résultégmill-and-jam ne peut pas étre appliqué si
les corps des boucles internes résultant de I'lingohe peuvent pas étre fusionnées. En effet,
si on déroule la boucle externe sur les lignefydaon des différentes boucles internes qui en
résultent n'est pas légale parce que leurs ligrmsvgnt avoir des longueurs (nombre
d’éléments non nuls) différentes. Or, dans les icedrcreuses concernées par le PMVC dans
[MeGO04], le nombre de valeurs que peuvent prereyédngueurs des lignes est limité. Si on
réorganise la matrice de telle maniére que lesetigie méme longueur soient regroupées
ensemble, on peut alors appliquer un unroll-andgamid de boucles du PMVC et structurer
les calculs selon les groupes de lignes de méngriéan. De la méme maniére que le format
CSR, le format L-CSR utilise un couple de vectedfs et qui contiennent respectivement
les indices de colonne et les valeurs des éléenmemisiuls de la matrice. Comme dans CSR,

une ligne est représentée par une suite contigerirdes dans JA &t Néanmoins, dans L-

CSR, les lignes sont regroupées par longueur, aloesdans CSR les lignes apparaissent
selon I'ordre initial dans la matrice. Ainsi, unagiieme vecteur supplémentaire est utilisé par
L-CSR pour représenter les groupes de lignes.

Dans [KGKO08], sont proposés deux formats dénommg&®&-OU (CSR Delta Unit) et
CSR-VI (CSR Value Indexed) qui sont aussi des wéegm du format CSR. Le principe du
premier format consiste a compresser les structieeknnées correspondant aux indices. Le
format CSR-DU se base sur le codage du tableauudA&antient les indices de colonne du
format CSR (voir chapitre 2, section 3.2.2). Peelg, on utilise le codage delta [WiL06]. Un
delta est défini comme étant la différence entralite courant et I'indice précédent dans JA.
Il est positif et inférieur ou égal a la valeurldedice courant. Une fois codé, le tableau JA
est divisé en unités ayant un nombre d’élémentérdiits. Pour chacune de ces unités, on

détermine la valeur maximale de delta et on enitiétaille (en octet) qui peut représenter
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tous les deltas de I'unité. Une unité se terminsdo’elle atteint sa taille maximale fixée a
'avance ou bien quand une nouvelle ligne de laicgest détectée.

Le principe du format CSR-VI consiste a compre$serecteurfl qui contient les éléments
non nuls de la matrice en profitant de I'éventuedldondance des valeurs non nulles. A la
place de#, le format CSR-VI utilise deux vecteurs vals_umiget val_ind. Le premier
contient les valeurs non nulles distinctes de ldariceaet le second contient, pour chaque
elément non nul de la matrice, I'indice de sa vatians vals_unique.

Un autre format dénommé UBCSR (Unaligned BCSR),egtiiune extension de BCSR, est
présenté dans [VuMO5] pour optimiser le PMVC. Raport au BCSR, il consiste a utiliser

un vecteur supplémentaire qui contient les poistsur les débuts des lignes de bloc.
3.2 Opt2. Optimisations spécifiques a des matriceseuses particuliéres

Les optimisations considérées dans [MeG04] sontifsgpdes a des matrices creuses ou le

nombre d’éléments non nuls par ligne est faible. ioatrices considérées dans ce papier sont
issues de SAGE, une application ASCI du Los Alamasional Laboratory (LANL). Dans

ce cas, le nombre de valeurs que peuvent prensliferigueurs des lignes dans une matrice
creuse est limité [WhB97].

3.3 Opt3. Optimisations spécifiques a des formatsagticuliers

La plupart des travaux tournent autour du formaRQ&GKO08][MeG04][PiH99]. Ainsi, le
format L-CSR [MeG04] est une variante du CSR. Deéane maniére que le format CSR, le
format L-CSR utilise une paire de vecteurs, JAAetui contiennent respectivement les
indices de colonne et les valeurs des élémentsialsnde la matrice. Comme dans CSR, une
ligne est représentée par une suite contigué @estdans JA et. Néanmoins, dans L-CSR,
les lignes sont regroupées par longueur, alorsdaues CSR les lignes apparaissent dans
'ordre normal de la matrice. Ainsi, un quatriemecteur supplémentaire est utilisé par
L-CSR pour représenter les groupes de lignes.

CSR-DU (CSR Delta Unit) et CSR-VI (CSR Value IndéxdKGKO08] sont aussi des
variantes du format CSR. Le principe du premiemfat consiste a compresser les structures
de données correspondant aux indices. Le prinaip@minat CSR-VI consiste a compresser

le vecteur! contenant les éléments non nuls de la matrice.
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Le format BCSR (Block CSR), est aussi une variaghtie format CSR dont l'idée est
d’exploiter les éléments non nuls ayants des postcontigués en les empaquetant dans des

blocs de tailles différentes.
3.4 Opt4. Optimisations par restructuration des donées

Plusieurs travaux proposent pour l'optimsatidu PMVC de restructurer la matrice
(permutations de lignes et ou de colonnes) ersatitila stratégie de I'algorithme de Cuthill-

McKee inversé ou bien la méthode Glouton pour facttiration en blocs [DER92]. Il a été

montré expérimentalement [Tol97] que par rappdd atructure quelconque, une structure
réguliere et/ou par bloc de la matrice creuse pemeeréduire les défauts de cache et
ameliorer les performances du PMVC [PiCO0O5][PiH99].

3.5 Opt5. Optimisations spécifiques a des architaates particulieres

D’autres optimisations telles que celles proposies [ImYO01][Vud02][Wil07] dépendent
de l'architecture de la machine cible. Ainsi, ddmYO01] et [Vud02] sont étudiées des
optimisations qui dépendent des tailles de la nenmmache et du registre mémoire. Les
deux travaux décrivent un systeme appelé Spamifyétant données les performances d’'une
machine et les caractéristiques de la matrice ergpsut déterminer une estimation de la
taille optimale du bloc pour la décomposition denlatrice creuse.

Nous relevons de méme dans [Wil07] une étude diopétion du PMVC pour des plates-
formes multi-coeurs. Il se trouve que sur ce tyfarctiitecture, 'optimisation peut étre
assurée par l'utilisation du parallélisme de thsedc matrice creuse est ainsi partitionnée en
blocs. Chaque bloc est traité par un thread. Lesatls sont traités en paralléle par les
différents cceurs de la machine. Un travail d’équiige des charges entre les blocs de la
matrice est nécessaire pour avoir de bonnes peafares. Chaque thread subit, en plus,
d’autres optimisations telles que celles par blae chche et par bloc de registre
[ImYO01][Vud02].

3.5 Opt6. Optimisations de bas niveau

En plus des optimisations spécifiques aux architest les auteurs dans [Wil07] utilisent des

optimisations de bas niveau spécifigues a une tamthire multi-coeurs. Parmi ces
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optimisations, citons l'utilisation explicite desstructions SSE (Streaming SIMD Extensions)

qui sont des instructions de bas niveau permdtantnipulation de registres mémoire.
3.6 Récapitulation

Un tableau récapitulatif de I'état de I'art surgtonisation du PMVC couvrant la période

1997-2008 est présenté ci-dessous.

Référence| Optl | Opt2 | Opt3 | Opt4 | Opt5 | Opt6
[Tol97] *

[PiH99] * * *

[ImYO01] *
[Vud02] *
[MeGO04] * * *

[VuMO5] *

[PICO5] .

[WiL06] *

[Wil07] x .
[KGKO08] x .

Table 4.2 Récapitulation de I'état de I'art sur I'gptimisation du PMVC

En ce qui nous concerne, nous adoptons une appg#iérique consistant a appliquer au
PMVC des techniques d’optimisation de haut nivealables pour n’importe quelle version
et ce, indépendamment de la structure de la matrisete, du format de stockage, des
structures de donnée utilisées pour ce format gumside I'architecture cible. Notre objectif
est en fait de réaliser cette optimisation desimessdu PMVC relatives aux quatre formats
de stockage considérés de maniére équitable eificed’effectuer par la suite une étude

comparative conséquente entre ces différentesovexsi
4.Etude de I'optimisation duPMVC

4.1. Techniques d’optimisation

Pour l'optimisation du PMVC, nous avons choisi diser des techniques se classant en deux
catégories : (i) celles pouvant étre appliquéesusllament sur le code, et (ii) celles pouvant

étre sélectionnées comme options lors de la cotigila
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4.1.1 Approche manuelle

Plusieurs optimisations peuvent étre appliquéesuelEment sur un code donné. On
s'intéresse, ici, essentiellement, aux optimisatiefatives aux boucles (de type DO). En effet,
nous avons vu dans la section 2 que les différemesions du PMVC ont la structure
réguliére d'une boucle ou d’'un nid de boucles imiFes [Saad94]. Nous nous intéressons ici
aux optimisations, par le remplacement scalaigdimination des invariants des boucles et le

déroulement de boucles (loop unrolling).
. Remplacement scalaire

Il s'agit de remplacer un élément de tableau (anédsoire indirect) par un scalaire. L'accés esi ain
plus rapide. Cette optimisation est recommandég ldazas ou l'instruction en question se trouve a
lintérieur d'une boucle [EHMO5].

Code d'origine

Code apres optimisati

Doi=1, N Doi=1, N
Doj=1, N Doj=1, N
Alil=.... Scalaire=....
EndDo EndDo
EndDo Ali]=Scalaire
EndDo

. Elimination des invariants des boucles

Il s’agit d’éviter un travail qui n’est pas nécass en éliminant les invariants de boucle, en

particulier si ces invariants induisent des acoémoire comme lillustre I'exemple qui suit.

Code d’origine Code apres optimisation
Doj=1,N i=3
=3 - Doj=1, N
Travail(j)= ... Travail(j)= ...
EndDO EndDo

. Déroulement de boucles (Loop unrollif@oH79]

C’est une technigue qui consiste a dupliquer I@safune boucle un nombre de fois appelé

facteur d’unrolling (), puis a itérer avec un pas égall au lieu d’'un pas égal a 1. Cette
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transformation peut améliorer le code en réduisamerhead généré par les contrbles des
boucles. Elle permet aussi le pipelinage et angliarlocalité des données aussi bien au
niveau des caches que des registres.

Boucle d’origine Boucle déroulée
Do i=1,N i=1
Traitement sur A[i] _
EndDo m=N modu
ne=N-m
Do i=1,ney

Traitement sur A[i+0]
Traitement sur A[i+1]
Traitement sur A[i+2]

Traitement sur A[i+3]

Traitement sur Afit-1]
EndDo
Doi=ne+1, N

Traitements sur A[i]
EndDo

Figure 4.5 Loop Unrolling (facteur u)

. Autres optimisations
D'autres optimisations au niveau des boucles somiLes dans la littérature. Nous pouvons citer
le remplacement des instructions colteuses patreaunoins codteuses, I'élimination des

opérations invariantes des boucles, la permutat@s boucles, la fusion et la distribution de

boucles, les optimisations des E/S, les optimissitinémoire, etc [Ban93] [EHMO5].

4.1.2 Options du compilateur C sous UNIX

Pour nos expérimentations, nous avons utilisé G $NIX. Le compilateur C sous UNIX
présente plusieurs options permettant une optimsautomatique du code source dans le but

d'améliorer ses performances. Parmi ces optimiggtan peut citer 'option -On, ou n désigne le
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niveau d'optimisation. Les valeurs que peut premdrdépendent de la version utilisée du
compilateur [AloO5][BeAO4][EHMO5].

Nous nous intéressons aussi a l'option du compilafei effectue un unrolling automatique
pour le code source. La syntaxe de cette omtépgend aussi du compilateur. Généralement, ces

options ont les significations suivantes:

. Option d'optimisation —OO0 (par défaut)

Aucune optimisation n'est effectuée par le conguilatC'est la valeur par défaut. On l'utilise daine

du débogage.

. Option d'optimisation —O1

Il s'agit des optimisations locales, au niveauidssuctions MIPS. Elles sont réalisées par les
générateurs assembleur et code exécutable. Eipsarment la superposition des instructions suédds,

le remplissage des temps d'attente pour les liéitigre et les sauts de fonction, la sauvegaede d
résultats dans les registres pour éviter des kftearitures en mémoire et I'élimination de code

inutile car sans effet, dit codeort

. Option d'optimisation -O2

Il s'agit des optimisations globales qui transfantrie code, et optimisent les boucles. Elles
comprennent I'étude des dépendances des donriéésriadir des procédures, la minimisation des
lectures/écritures, I'analyse des boucles par @gnamt, la fusion (faire plus de calcul avec les
mémes données), le déplacement des lignes ders@i@ntes a I'extérieur des boucles. L'option
-O2 est le plus haut niveau d'optimisation sartgigsde perte de précision, puisqu'elle n'active
pas tout le potentiel d'optimisation, notamment dpgrations sur les nombres en virgule

flottante [EHMO5)].

. Option d'optimisation -O3

Il s'agit d'optimisations “"agressives” (tres poasyegui prennent plus de temps (run-time)
comparees a celles du niveau précédent. Cettencgutiove, entre autres, les optimisations sur
les opérations flottantes (-OPT) et I'analyse iptecédurale (-IPA). Cela peut entrainer des
pertes de précision. Toutefois, il est préféraldd'essayer car les performances peuvent étre

nettement améliorées par rapport au niveau d'cgaimon -O2, surtout dans le cas de nids de
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boucles imbriquées pour lesquelles ce dernieratment moins performant que le niveau -O3

[EHMO5].

. Options funroll-loops et funroll-all-loops

funroll-loops (resp. funroll-all-loops) est une ot du compilateur C qui permet d’appliquer

un unrolling a une seule boucle (resp. toutes ¢esles) d’un code.

4.2 Optimisation du PMVC

4.2.1 PMVC-DNS

Afin d’optimiser le PMVC pour le format DNS, nousans d’abord éliminé de la boucle
interne j I'élément invariany[i]. Nous avons aussi appligué un unrolling aves thcteurs

différents. A titre illustratif, un unrolling de dgeur 4 conduit a I'algorithme de la Figure 4.6.

m=Nmod 4
ne=N-m
Do i=|,N
var=0
Do j=1,ne,4
var = var+A[i][j] - X[] +Alllli+1] «x[j+1] +A[j][i+2] «X[j+2] +
+A[I][+3] ~x[j+3]
EndDo
Do j=ne+l,N
var = var+A[i][j] = X[j]
EndDo
y[i] = var
EndDo

Figure 4.6 PMVC-DNS avec unrolling de facteur 4

4.2.2. PMVC-CSR

L’optimisation du PMVC relatif au format CSR cortsistout d’abord, & éliminer I'élément
invarianty[i] de la boucle interne j. Dans le but d’évitertist sur I'expression IA[i+1]-1
pour chaque itération de j, nous remplacons cefgbeession par un scalaire. De plus, nous

appliqguons un unrolling de facteur 4. L’algorithnésultant est donné par la Figure 4.7.
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Do i=1,N
var=0 ; m = (IA[+1]-1A[i] )mod 4 ; pos = IA[i[+rHL
Do j=IA[], pos
var=var+A[j] « x[JA[j]]
EndDo
pt=IA[i+1]-1
Do j=pos+l, pt4
var=var+A[j] « X[JA[j]] + A[j+1]  x[JA[+1]] +
+ A[+2] = X[JA[+2]] + A[+3] « X[JA[+3]]
EndDo
y[i]=var
EndDo

Figure 4.7 PMVC optimisé pour le format CSR

4.2.3 PMVC-COO

L’algorithme optimisé du PMVC-COO est décrit parHemure 4.8. Nous I'avons obtenu a
partir de celui de la Figure 4.3 en remplacant, yparscalaire, I'acces indirect 1A[i] qu’on

utilise deux fois dans la méme itération. Ensuit®ys avons appliqué un unrolling de facteur

4.

mM=NZ mod 4 ; ne=NZ-m

Doi=1,ne, 4
u=IA[i] ; u=IAJI+1] ; u=IA[I+2] ; uz=IA[i+3] ; y[u]=ylu]+ Afi] « x[JA][I]]
X[ug]=y[ud+ Ali+1] - IA[I+1]] ; Y[ul=yluz]+ A[i+2] - X[IA[i+2]]
y[us]=y[ug]+ Ai+3] « [IA[i+3]]

EndDo
Do i=ne+1,NZ

u=IA[i] ; y[ul=ylul+ A [i] - X[IAI]]
EndDo

Figure 4.8 PMVC optimisé pour le format COO

4.2.4 PMVC-BND

Dans cet algorithme, nous remplagons les expressi+MU+1, yfi], N-1 et i-ML par des

scalaires. Puis, nous appliquons un unrolling detefa 4. On obtient I'algorithme de

la Figure 4.9.
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L= ML+MU+1 ; m=L mod 4 ; Ne=L —m;
Do =1,N
var =0 ;w=i-ML-1
Do j=1,Ne, 4
V=WH|
var=var+ABDJi][j] - x[Min(N,Max(1,v))] +ABDI[i][j+1] =x[Min(N,Max(1, v +1))]
+ABD[i][j +2] = X[Min(N,Max(1, v +2))] +ABDIi][j+3] «Xx[Min(N,Max(1, v +3))]
EndDo
Do j=Ne+l,L
v=w+j ; var=var+ABDIi][j] - XIMin(N,Max(1, v))]
EndDo
yli]=var
EndDo

Figure 4.9 PMVC optimisé pour le format BND
5. Etude expérimentale pour les quatre formats
5.1 Environnements de travall

Nous avons utilisé trois machines cibles dont &gactéristiques sont décrites ci-dessous.

*« Machine cible 1. PC Intel dual-core

C'est un PC de marque Acer avec un processeuPkélim Dual-Core de fréquence 1.8 GHz. La
capacité de la mémoire cache est 1024 Ko. La RAMeetaille 1 Go. La vitesse du Bus mémoire
est 800 MHz. Le systéme d'exploitation est LINUXréion Fedora Core 7). Le compilateur utilisé

est gcc.
e Machine cible 2. Un processeur d’un biprocesseuAMD quad-core

La machine est un biprocesseur quad-core (2 pregesx 4 coeurs) AMD Opteron(tm),
processeur 8347 HE, la fréquence horloge d'un astude 1 GHz, la taille du cache est 512
Ko, la RAM est de taille 4Go, le systeme d’exploda est GNU-Linux, le compilateur
installé est le gcc 4.3. La machine est install@eladoratoire Prism de I'Université de

Versailles.
* Machine cible 3. Station de travail SUN dual-core
C’est une station de travail SUN SPARC@Hal-core ou chaque coeur posseéde une

fréquence de 1.3 GHz. La mémoire est de taille 4L@&systeme d’exploitation est SUN. Le

94



Chapitre 4. Etude de I'optimisation du produit meg-vecteur creux

langage utilisé sur cette machine est le C. La macbst installée a la Faculté des Sciences
de Tunis (Département de Physique).
Précisons que toutes ces machines sont encoraiendtosage.

Remarques : autres optimisations

Le langage C utilisé permet d’appliquer au PMVCutfes types d’optimisation. En effet,
afin de manipuler des matrices de grande taillasravons adopté une allocation dynamique
de la mémoire pour implémenter les structures dmées dont nous avions besoin. A titre
d’exemple, pour une matrice A d’ordre N a deux disiens, nous allouons dynamiquement
un tableau a une dimensioh. I'élément A[i][j] correspond ainsi a I'élémeni[i-N+j]
(1,j=0,..,N-1). Dans la boucle interne j des algumes PMVC-DNS et PMVC-BND (voir
Figures 4.6 et 4.9), I'expressioiNi sera considérée comme un invariant, ce qui pesoret
remplacement par un scalaire. De plus, nous avilisda notation ++ i plutét quer# . En
effet, i++ stocke la valeur i dans une variablefenaire, puis évalue I'expression contenant i
en utilisant la variable temporaire, et enfin, élerémente i. Tandis que ++i incrémente i et

évalue I'expression contenant i [EHMO5].
5.2 Résultats Expérimentaux

Nous avons mesuré les variations des temps CPUIgauiifférentes versions du PMVC en
fonction du facteur d’unrolling appliqué a la baaahterne. Nous avons également appliqué
les options d’optimisation du compilateur de la hiae. Nous avons utilisé un échantillon de
matrices de tailles (notées N) et de densitésrdiités (notées d). Ces matrices ont été soit
géneérées aléatoirement, soit téléchargées a garsite Matrix Market [Mat07]. Un exemple
de matrice creuse de Matrix Market se dénomme Si@mSes caractéristiques sont
données dans la Figure 4.10.

C’est une matrice bande de taille N=5005, de dén$it0.08% avec comme largeurs de
demi-bande (ML pour inférieure et MU pour super@uML=MU=386, la densité de la

bande, notée db, étant égale a 0.15%.
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Structure Nom Taille | Densité| ML=MU Densité Bande

Sherman3 5005 | 0.08% 386 0.15%

Figure 4.10 Matrice téléchargée de Matrix Market

Précisons qudunroll-loop (notée ‘fun’ dans les Figures 4.11 a 4.26) est apgon du
compilateur C qui applique un unrolling a une sdadacle ;funroll-all-loops (notée ‘funall’
dans les Figures 4.11 a 4.26) est une option qulicae un unrolling & toutes les boucles,
no indique que le PMVC est exécuté en n'appliqguant@le aucune optimisation manuelle ;
nu_rs indiqgue que le PMVC est optimisé par le remplagansealaire et sans application
d'unrolling ; u2, u3, ..., u256sont les facteurs d'unrolling. Ajoutons que le tenpPU
correspond a une moyenne_deek@cutions différentes.

Nous définissons les accélérations comme sulit.

» Accélération notée €On, induite par les options —On comme étant |poapde la
durée d’exécution du PMVC en utilisant e-(pas d’optimisation) sur la durée d’exécution
obtenue lorsqu’une option —On (n=1, 2 ou 3) editatn.

» Accélération notée su_rs/u, induite par l'unrollimgnuel comme étant le rapport
de la durée d’exécution du PMVC en utilisant unimaat I'optimisation par le remplace-
ment scalaire sur la durée obtenue en utilisanp)uig I'unrolling manuel.

» Accélération notée no/su_rs, correspondant au rapgieola durée d’exécution du
PMVC sans aucune optimisation manuelle sur la ddigescution du PMVC en utilisant le
remplacement scalaire.

Par souci de concision, les résultats expérimenpa@sentés sont restreints a deux matrices :
(i) une matrice de taille N=10000 et de densité.dx@énérée aléatoirement, (ii) la matrice
Sherman3 sus décrite. Nous présentons d’abordalebeas d’évolution puis nous passons a
'analyse des résultats. Précisons qu'afin de seaflanger outre mesure cette section, nous
nous donnons quelques extraits des expérimentatidres totalité des résultats obtenus

figurent aux annexes A, B, C et D.

96



Chapitre 4. Etude de I'optimisation du produit meg-vecteur creux

5.2.1 Résultats pour le PMVC-DNS

Sur la machine 1
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» 1100
o
= 1000
900 A
800 - —~ 00
@ =01
= 700 e
5 \ 02
& 600 \ 03
|_
500 -2 > fun
\\'\«/—““—_'\- —*funall
400 -
300 -
= . P % Y'\.\I
200+ = = e :
no surs u2 ud u8 ul6é u32 u64 ul28 u256
optimisations manuelles
(a) Matrice générée aléatoirement
Sherman3, N=5005 et d=0.08%
0 300
2
= 250 -
- 00
@ 200 ol
=2 -+ 02
E 03
© 150
= - fun
. - funall
100 - - S
A~ \ . , B
50 T = T = T = T = T T T
no surs u2 ud ug ule u32 u64 ul28 u256
optimisations manuelles

(b) Matrice Sherman3

Figure 4.11 Performances du PMVC-DNS sur la maching (PC Intel)




¢ Surla machine 2

N=10000 et d=10%

1400
0
Q
S 1200
1000
—-- 00
) 800 =01
- —- 02
% O3
600
'_
TS * = f— —fun
400 0 \;\?‘:F I . —e— funall
200
0 T T T T T T T T T
no su_rs u2 u4 u8 ulé u32 u64 ul28 u256
optimisations manuelles
(a) Matrice générée aléatoirement
Sherman 3, N=5005 et d=0.08%
350
&
< A
S 300 / \
250 ~ 00
m =01
3 200
a -\ -+ 02
o3
O 150
= \\ \ . s - fun
100 = ——— . . o —=funal
50 A
0
SO su_rs u2 ud u8 ulé u32 ub4 ul28 u256

Facteur de unrolling

(b) Matrice Sherman3

Figure 4.12 Performances du PMVC-DNS sur la machin2 (processeur AMD)
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Sur la machine 3
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Figure 4.13 Performances du PMVC-DNS sur la machin8d (SUN)
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Commentaires

 En général, les optionsOn (n=1,2,3) fournissent des performances équivalentes e
permettent une amélioration i.e. uaecélérationOo/On qui a atteint 4.78 (i.e. le temps est
divisé par ce facteur) sur la machine 1 (voir Arméx Figure 1.(b)), 3.14 sur la machine 2
(Annexe A, Figure 5.(b)) et 1.48 sur la machineABr(exe A, Figure 11.(b)). De la méme
maniere, le remplacement scalaire améliore leopaences avec une accélération autour de
2.5 pour les matrices testées et ce, pour les meshi (Annexe A, Figure 4) et 3 (Annexe A,
Figure 12). Dans le cas particulier de la machin®r@dque nous n'utilisons pas 'option du
compilateur—On, le remplacement scalaire peut entrainer une détiom de performances
avec un facteur qui peut atteindre 1.15 i.e. midapion du temps par ce facteur (voir
Annexe A, Figure 8).

. D’un autre c6té, les optiorfsnroll-loop et funroll-all-loops n’ont aucun impact sur
les performances du PMVC.

. Pour la machine 1, lorsque aucune option du conepifan’est utilisée, nous
remarquons que l'unrolling manuel améliore les greninces avec une accélération qui
atteint 1.87 (Figure 4.14 et Annexe A, Figure ).(bB}¢anmoins, les améliorations apportées

par les options-On sont meilleures et masquent celles induites pardlling manuel.

Accélérations relatives a l'unrolling, N=10000 et d10%
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Facteur d'unrolling

Figure 4.14 Accélérations obtenues par I'unrollingnanuel sur la machine 1
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. En ce qui concerne la machine 2, 'unrolling meElnpermet, dans la plupart des cas,
d’améliorer les performances avec une accélérgtimatteint 2.62 (Annexe A, Figure 7.(c)).

. Pour la machine 3, en cas de non utilisation de¢®mmgp-O2 et -O3 du compilateur,
nous remarquons que l'unrolling manuel améliorepldormances avec une accélération qui
atteint 2.66 (Annexe A, Figure 10.(c)).

En conclusion, sur les machines 1 et 3, I'unrollimgnuel combiné avec les options —On peut
dégrader les performances du PMVC-DNS. La Figutd,4onne une idée sur I'accélération

correspondant a l'utilisation de l'unrolling marue

5.2.2 Résultats pour le PMVC-CSR
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Sherman3, N=5005 et d=0.08%
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Figure 4.15 Performances du PMVC-CSR sur la maching (PC Intel)

Sur la machine 2
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Figure 4.16 Performances du PMVC-CSR sur la machin2 (processeur AMD)

(b) Matrice Sherman3

Sur la machine 3
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Sherman 3, N=5005 et d=0.08%
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Figure 4.17 Performances du PMVC-CSR sur la machind (SUN)

Commentaires

e Les options-On (n= 1, 2, 3) permettent une amélioration avec unélécation qui
atteint 2.79 sur la machine 1 (Annexe B, Figur®)2.ét 4.64 sur la machine 2 (Annexe B,
Figure 7.(b)), mais dégrade les performances soralehine 3, en particulier lorsque>dL%
(Figure 4.18 et Annexe B, Figure 9.(b)) et ce, amedacteur qui atteint 1.44 (Annexe B,
Figure 10.(b)).

* Le remplacement scalaire est une optimisationitri&sessante, en particulier sur la
machine 1 ou elle permet une nette amélioratiolc ane forte accélération qui atteint 42.56
(Annexe B, Figure 4). Sur la machine 2 (resp. B felurnit une amélioration qui atteint 1.8
(Annexe B, Figure 8) (resp. 2.58 (Annexe B, FiglL2g).

* Sur les trois machines, les améliorations apporggas l'unrolling manuel ont
généralement lieu lorsque les optioA®n ne sont pas utilisées lors de la compilation, en
particulier, pour les matrices de densité d%. Dans ce cas, l'unrolling permet d’atteindre
une accélération de 1.49 sur la machine 1 (AnnexEidure 2.(c)), 2.17 sur la machine 2
(Annexe B, Figure 5.(c)) et 1.16 sur la machindBngexe B, Figure 9.(c)).
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Figure 4.18 Accélérations obtenues par le remplacamt scalaire sur la machinea

5.2.3 Résultats pour le PMVC-COO
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Figure 4.19 Performances du PMVC-COO sur la machia 1 (PC Intel)

Sur la machine 2
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Sherman 3, N=5005 et d=0.08%
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Figure 4.20 Performances du PMVC-COO sur la machin@ (processeur AMD)

(b) Matrice Sherman3

Sur la machine 3
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Sherman 3, N=5005 et d=0.08%
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Figure 4.21 Performances du PMVC-COO sur la machin& (SUN)

Commentaires

* Les options—On (n=1, 2, 3) fournissent des améliorations avec urelamation
atteignant 2.71 (Annexe C, Figure 3.(b)) sur lamr@e 1 et 2.85 sur la machine 2 (Annexe C,
Figure 7.(b)). Sur la machine 3, elles causent dégradation avec un facteur qui atteint 1.61
(Annexe C, Figure 11.(b)).

* Sur la machine 1, 'amélioration induite par le mpatement scalaire est négligeable
pour les matrices de faible densité. Elle deviemartante lorsque la densité est supérieure
ou égale a 10% et permet d’atteindre la valeur3t5.8 la machine 1 (Annexe C, Figure 4).
Sur la machine 2, par contre, le remplacement iseatéapporte pas d’amélioration mais
plutét, une Iégere dégradation dans certains aaslaSmachine 3 le remplacement scalaire
peut améliorer les performances avec une accélardé 1.18 (Annexe C, Figure 12).

» Les performances induites par les optidosroll-loop et funroll-all-loops sont
généralement similaires a celles obtenues lorsquiai option de compilation n’est utilisée.
L’'unrolling manuel permet de faibles amélioratiars cas de non utilisation des options du
compilateur. Ces améliorations permettent d'atteindne accélération de 1.81 sur la
machine 1 (Annexe C, Figure 3.(c)), 1.49 sur lamree 2 (Annexe C, Figure 7.(c)) et 1.33
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sur la machine 3 (Annexe C, Figure 11.(c)). L'uhingl manuel avec un facteur élevé peut
dégrader les performances du PMVC, en particulierla machine 1 lorsqu’on combine
'unrolling manuel avec les optiorgOn du compilateur. Cette dégradation atteint un facte

de 1.63 (Annexe B, Figure 3.(c)).

Sherman3, N=5005 et d=0.C
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Figure 4.22 Accélérations obtenues par les optior€n sur la machine 2
5.2.4 Reésultats pour le PMVC-BND
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Figure 4.23 Performances du PMVC-BND sur la machiné (PC Intel)

Sur la machine 2
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Figure 4.24 Performances du PMVC-BND sur la machin@ (processeur AMD)
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Sur la machine 3
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Sherman 3, N=5005, db=0.15% et ML=MU=386
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Figure 4.25 Performances du PMVC-BND sur la machin& (SUN)
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Figure 4.26 Accélérations obtenues par les optior€n sur la machine 2
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Commentaires

* Les options-On (n= 1, 2, 3) permettent une amélioration avec unélacation de
1.82 (Annexe D, Figure 2.(b)) sur la machine 113Annexe D, Figure 6.(b)) sur la machine
2 et 1.72 (Annexe D, Figure 10.(b)) sur la macldne

* Le remplacement scalaire améliore les performaages une accélération qui atteint
1.21 sur la machine 1 (Annexe D, Figure 4), 1.55lsumachine 2 (Annexe D, Figure 8) et
1.53 sur la machine 3 (Annexe D, Figure 12).

 De la méme maniére que pour les formats précédistspptionsfunroll-loop et
funroll-all-loops n'ont aucun effet. L'unrolling manuel améliore Igserformances
lorsqu’aucune option du compilateur n’est utilise&ameélioration atteint une accélération
égale a 1.3 (Annexe D, Figure 3.(c)) sur la machin&.46 (Annexe D, Figure 6.(c)) sur la
machine 2. Ces améliorations disparaissent lorsqutitise une optior-On. Sur la machine

3, 'unrolling manuel n'apporte pas d’amélioratimmarquable.

6. Récapitulation et conclusion

Les résultats expérimentaux sont récapitulés dafsalble 4.3. Pour chaque format et chaque
machine, nous précisons les optimisations qui ieaemt les meilleures performances pour le
PMVC. Nous rappelons les options associees : Oftimremplacement scalaire), Optim 2
(option —OnN), Optim 3 (unrolling manuel), Optimfddteur d’unrolling élevé).

L’'analyse récapitulative permet de conclure qust entéressant d'utiliser le remplacement
scalaire sur les différentes machines et ce, psmrdifférentes versions du PMVC. Sur les
machines 1 et 2, et quelle que soit la versionMV @, il est préférable d'utiliser, en plus, 'une
des options-On du compilateur. Dans ce cas, l'unrolling manu¢lirgtile. D’un autre c6té,
dans les cas du PMVC-CSR et PMVC-COO sur la macBinl'unroling manuel peut
améliorer les performances alors que les optiomsle©dégradent.

Finalement, nous devons souligner que les résudénus montrent que les criteres d’optimi-
sation des performances du PMVC varient d'une nmachil'autrells doivent donc étre bien
ajustés aux caractéristiques matérielles et |adies des noeuds du systéme distribué a grande
échelle (SDGE) cible et ce, afin d'atteindre deggrmances globales intéressantes.

Apres avoir étudié dans ce chapitre le code du PMMQs passons dans le chapitre suivant, a
'analyse de la distribution d’'une matrice creusésée comme entrée par le PMVC sur un
SDGE.
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si combinée aveeO2 ou
—03.Décélération =1.66

sinonStabilité

PMVC-DNS PMVC-CSR PMVC-COO PMVC-BND
Optim [ Amélioration Amélioration Amélioration Amélioration
1 | Accélération=2.54 Accélération=42.5 |Casmatrice ad> 10%. |Accélération=1.2
g Accélératiorr46
o Optim | Amélioration Amélioration Amélioration Amélioration
o 2 | Accélération=4.2 Accélération=2.5 Accélération=2.2 Accélération=1.6
— | Optim [ Amélioration Amélioration Faible amélioration Amélioration
2 3 |cas non option -On Casnon option -On | Cas non option -On Cas non option -©n
f% Accélération=1.87 Accélération=1.41 |Accélération=1.8 Accélération=1.3
= | Optim | Dégradationpour Dégradation Dégradation Stabilité
4 |-03 Ratio=3.5 Cas: option -On.
Décélération=1.57 Ratio=1.7
Optim | Dégradation Ameélioration Dégradation Non amélioration
1 |cas: non option -On | Accélération=3.16 |Cas non option —On
Décélération =1.25 Décélération=1.4
Amélioration
) Cas: option —On
> Accélération=2.4
& | Optim | Amélioration Amélioration Amélioration Amélioration
o 2 | Accélération=3.8 Accélération=3.9 Accélération=2.75 Accélération=4.3
£ | Optim | Amélioration Amélioration Amélioration Amélioration
g 3 |cas non option -On Cas non option -On|Cas non option -On Cas non option —On
Accélération=2.9 Accélération=1.44 |Accélération=1.67 Accélératiorr1.18
Optim | Stabilité Dégradation Stabilité Stabilité
4 Ratio=1.12
Optim [ Amélioration Amélioration Amélioration Amélioration
1 |Accélération=2.4 Accélération=1.37 |Accélération=1.18 Accélération=1.5
Optim | Amélioration Dégradationpour Dégradation Amélioration
2 | Accélération=1.5 d>=1 Ratio=1.14 Accélération=1.9
0 Décélération =1.37
i Amélioration
8 pour d<1
o si combinée avdc
i Optim1
£ | Optim | Amélioration Ameélioration Amélioration Amélioration
S 3 |Accélération=2.66 pour d>=1 Accélération=1.32 Accélération=1.3
= Accélération=1.6
Opiim Dégradation Stabilité Stabilité Dégradation

pour—0O2et -O3,
Décélération =1.4
sinon _Stabilité

Table 4.3 Résultats expérimentaux selon les 4 moddsptimisation
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CHAPITRE 5.

FRAGMENTATION DE MATRICE CREUSE
POUR LA DISTRIBUTION DU PMVC SUR UN
SDGE







Chapitre 5. Fragmentation de la matrice creuse plawlistribution du PMVC sur un SDGE

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I'ogtiois de la distribution du produit matrice-
vecteur creux (PMVC) sur un systeme distribué andgaéchelle (SDGE). Notre objectif
général est de déterminer, pour une grande matrease et un vecteur dense donnés, le
meilleur équilibrage des charges pour la distrioutilu PMVC sur un tel systeme. Le vecteur
d’entrée étant diffusé a tous les nceuds du systiésiagit donc de distribuer judicieusement
la matrice A sur les nceuds. Dans ce but, troiscaghes de fragmentation de la matrice sont
proposeées. Dans la premiere, la matrice est frafraesn blocs ayant le méme nombre de
lignes. La deuxiéme (resp. troisieme) approcheistsa fragmenter la matrice en blocs de
lignes contigués (resp. non contigués) ayant le endambre d’éléments non nuls. Les deux
derniéres approches nécessitant la résolution alelgmnes d’'ordonnancement connus pour
étre NP-durs [BEPO7][Che04][Ski97], nous avons doancu des heuristiques spécifiques.
Par la suite, nous effectuons une analyse théorigseperformances suivie par une série
d’expérimentations mettant en évidence l'intérét’émide. Notons que la plate-forme cible
est un SDGE ou les nceuds ont des caractéristiquaspt étre différentes, donc constituant
un environnementétérogeénell est toutefois possible, en général, de grolgemaeuds en
sous-ensembles homogenes constitués de machinmgdes/amémes performances sur le plan
vitesse. C’est donc au sein d’un tel (sous) envieoment homogene que nous situons notre
étude et ce, en premiére étape et par mesure gdifgiation. Nous pensons qu'il est tout a
fait possible de la généraliser au cas plus téatilun environnement hétérogéne. Cela
constitue sans aucun doute une perspective intédness

Le présent chapitre est organisé comme suit. Danselction 2, nous détaillons la
problématique. Dans la section 3, nous présentorepargu sur les travaux antérieurs qui se
sont intéressés a I'équilibrage de charges pol®M&/C. La section 4 est consacrée a la
description de notre contribution et qui consiste la description de trois approches
(heuristiques) pour la fragmentation par ligne &'umatrice creuse. La section 5 est dévolue
au calcul de complexité et a I'analyse des heqguss concues. Dans la section 6, nous
exposons et commentons les résultats expérimengdatifs aux divers modes de fragmenta-
tion et qui ont été testés sur deux séries de dand@ntree i.e. (i) des matrices quelconques
et des matrices bande générées aléatoiremen} @egiimatrices issues d’applications réelles.

Finalement, dans la section 7, nous concluonsdeitie.
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2. Présentation de la problématique

Notre objectif ici est d’étudier la distribution ®RMVC sur un SDGE, plus précisément, la
distribution d’'une matrice creuse et I'équilibrages charges. En effet, I'équilibrage des
charges, au niveau du traitement, peut avoir uaadgr influence sur les performances de
I'application.

Nous nous confrontons en fait a un probleme dondocement particulier qui est
NP-difficile [Hoc97]. Par conséquent, pour le ré&d@mj nous proposons des heuristiques
spécifiques concues selon des approches différehbveses ces approches se basent sur une

stratégie a une dimension (1-D) de la matrice (ignes ou colonnes) comme Tlillustre la

Figure 5.1.
Y1 A
Vi = Ai *
Yr A,
y A X
Yi = A« X
X1
AW AL Av
+...4 = *
.. X
X
NORNL
y A X
YO = A0,

Figure 5.1 Fragmentation de la matrice
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Chapitre 5. Fragmentation de la matrice creuse plawlistribution du PMVC sur un SDGE

En fait, c’est seule la fragmentation par ligne esti étudiée ici. En effet, la fragmentation par
colonne est tout a fait symétrique de celle pandigt peut en étre directement déduite. Le
choix d’'une fragmentation 1-D, et plus précisén@nhe fragmentation par ligne, est justifié
par le fait que notre environnement cible est wst&sye distribué a grande échelle (SDGE). Il
est connu que les fragmentations 2-D (i.e. parsblde lignes ou de colonnes) [BiMO05]
[VaBO05] et 1-D par colonne générent des commurunatsupplémentaires (par rapport a une
fragmentation par ligne) nécessaires pour la réaluctu vecteur résultat final. Il faut préciser
aussi que dans un SDGE, les communications soet agsiteuses du fait qu’elles sont
généralement effectuées via Internet. Dans I'éaataelle du prétraitement, nous rappelons

gue nous ne tenons compte ni de I'hétérogénéilé ta volatilité des nceuds.
3. Etat de l'art sur I'équilibrage des charges pouie PMVC

A notre connaissance, 'équilibrage des charges poudistribution du PMVC sur des
systémes a grande échelle n'est pas encore suffisamétudié. La plupart des solutions
proposées sont des solutions dynamiques pour dsterd de stations de travail utilisant des
communications par passage de message. Les expt@imors ont montré que I'équilibrage
des charges dynamique généere un grand overheadjihro8].

Prenons, a titre d’'exemple, PETSc (Portable, ExXtnd oolkit for Scientific Computation)
[BBGO1] qui est un ensemble de structures de doenéke routines pour I'implémentation
parallele d’applications scientifiques modélisées ges équations aux deérivées partielles
(EDP). PETSc est en fait destiné a étre utilisésdien cadre de projets d’applications
distribuées a grande échelle. C’est un ensembletitfoqui utilise le standard interface a
passage de message (MPI) pour la communicatiormdssages, intégre des bibliotheques
d’optimisation dépendantes de l'architecture tellg BLAS et LAPACK. Il inclut des
solveurs paralleles pour EDP linéaires et non ineéagqui peuvent étre facilement intégrés
dans des programmes C, C++ et Fortran. Néanmdinse iprésente pas d’outil pour
I'équilibrage des charges.

Dans [Chr98], Christen présente un solveur itéedtiarallele pour la résolution de systemes
linéaires sur des multi-ordinateurs et des clustkrsstations de travail. Son solveur est
capable d’appliquer a la matrice un équilibrage clerges dynamique en redistribuant ses
lignes ainsi que les éléments correspondants diewesur les nceuds du systeme. Il s’'agit
donc d’ajuster I'état de la charge selon le besdin d’obtenir une charge équilibrée. Les

expérimentations ont été effectuées sur un cludgestations de travail connectées par 10
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Mbit/s switched Ethernet (un réseau LAN) et les samications ont été effectuées en
utilisant le passage de message MPI, ce qui neesmond pas, réellement, aux
caractéristiques d’'un systeme distribué a gractelie.

Il est facile de remarquer que le probleme d’éftalge des charges que nous étudions peut
étre formulé comme un probléeme d’'ordonnancemerd peéemption consistant a affecter N
taches indépendantes, T.,Ty (i.e. les N lignes de la matrice creuse A) de saiit..,G (G
étant le nombre d’éléments non nuls dans la ligneurf processeurs homogenes. Nous
étudions en fait deux instances particulieres diblpme. La premiere exige que les taches
affectées au méme processeur soient successigelgyfies contigués dans la matrice). Le
second ne prend pas en compte cette contrainteomtéguité et correspond au probléme
général d’ordonnancement de taches indépendantagligi®ons que leprobleme de
partitionnement linéair¢Ski97] est assez similaire a la premiére instahcaotre. Toutefois,

la différence est que I'objectif du probléme detitiannement linéaire esd minimisation du
makespar(i.e. la charge du processeur le plus chargé@petpas I'équilibrage des charges
qui se traduit par la minimisation de I'écart erlé® charges minimale et maximale. Précisons
que la charge d’'un processeur est la somme des dest tdches qui lui sont attribuées.
Notons que les deux objectifs ne sont pas forcénummtiques (quoique la réalisation du
second entraine celle du premier) et les solutigrisnales des deux problemes peuvent étre
différentes (voir section 4.1.2). Ajoutons enfinegle probleme de partitionnement linéaire
peut &tre résolu par un algorithme exact de progration dynamique de complexitéfay?),

f étant le nombre de processeurs [Ski97].

Concernant le second probleme d’ordonnancementefuguus nous intéressons, c’'est un
probleme classique connu pour étre NP-difficile mpdequel plusieurs algorithmes
d’approximation (heuristiques garanties) sont cenen littérature. Les plus connus sont le
List Scheduling (LS), le Shortest Processing Ti®BT) ou les taches sont d’abord triées par
co(t croissant et le Largest Processing Time (L&lNes taches sont d’abord triées par codt
décroissant [BEPO7][Che04]. Il est connu que le BT (en général) le meilleur des trois et
le SPT est le moins performant [BEPO7][Che04]. Ndaenerons ci-dessous plus de détails
sur ces difféerents algorithmes d’ordonnancemenit @ection 4.3). Ajoutons que nous avons
utilisé ces trois algorithmes et que nous avoopgsé des heuristigues d’amélioration. Ces
dernieres, démarrent d'une solution obtenue [am des trois algorithmes précédents et
adoptent une stratégie itérative d’échange de sagdhgnes de la matrice) entre les
processeurs (fragments de la matrice) et ce, a&inéduire le déséquilibre de charge. Cette

procédure permet d’aboutir a de meilleurs résu(iais section 6).
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Chapitre 5. Fragmentation de la matrice creuse plawlistribution du PMVC sur un SDGE

4. Fragmentation des données

Dans ce qui suit, nous présentons trois approchgsdecomposer une matrice creuse, notée
A, en fragments (blocs de lignes) dont le nombre regé f. La premiére consiste a
décomposer la matrice en blocs (fragments) de digny@nt la méme taille i.e. contenant le
méme nombre de lignes contigués. Deux algorithroes goposeés : (i) NLE (fragmentation
avec Nombre Equilibré de Lignes) et (i) NLEG (NIE&enéralisée). La seconde approche,
appelée NEZ (fragmentation avec Nombre Equilibrénole-Zéros) consiste a décomposer la
matrice en fragments de lignes contigués (ne cantgoas nécessairement le méme nombre
de lignes) ayant le méme nombre d’éléments non. i@dsicernant la troisieme approche,
c’est une extension de NEZ ou nous permettons egafents de contenir des lignes non
contigués. Trois algorithmes sont proposés iciNEEZG (NEZ Généralisée), NEZGT (NEZG
avec Tri, décroissant en l'occurence) et NEZGTEZLS avec Tri Croissant). Soit 6

algorithmes en tout.
4.1 Approche 1 : fragmentations NLE et NLEG

Considérons la division Euclidienne de N pae. N = gf + p avec & p<f-1. Le principe de
cette approche consiste a construirdragments contenant le méme nombre de lignes

contigués. Deux fragmentations sont proposeées : &tIN0_EG.
4.1.1 Fragmentation NLE

C’est une approche naive qui consiste a partitioAnenf fragments (blocs de lignes) ou les
p premiers contiennent chacun g+1 lignes contigl@s que lesf{p) restants en contiennent

g. Nous avons ce qui suit :

* Fragmenti (i=1...p) contient les lignes (i-1)(q+1)+1g+1)i
* Fragment i (i=p+1..f) contient les lignes p(g+1)+q(i-p-1)+1...p(q+1)+qji-

Remarquons que lorsque p=0, il existe une seutgnfeatation possible ou chaque fragment
est constitué de g=Nlignes, alors que dans le cas contraire g0, pn peut construirez

fragmentations différentes selon le choix des fraigi: contenant g+1 lignes. Nous noterons
((g+1f,d ™) la fragmentation décrite ci-dessus.

La symétrique de la décomposition NLE précédeotsiste a décomposer A énfragments
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ou les {-p) premiers contiennent chacun q lignes conti@léss que les fragments restants
contiennent g+1 lignes. On aura ainsi :

* Fragmenti (i=1..f -p) contient les lignes (i-1)g+1.xg

e Fragmenti (i=f -p+1...f) contient les lignes (i-1)(q+1)-p)+1...ik(q+1)-f —p)+1

Lorsque B0, cette partition est notée fg(q+1)).
4.1.2 Fragmentation NLEG

La décomposition NLE vise un équilibrage au niveaunombre de lignes par fragment.
Néanmoins, elle peut présenter un déséquilibrageieaau du nombre d’éléments non nuls
par fragment ce qui peut engendrer, aprés compresses fragments, de mauvaises
performances globales pour le PMVC sur le systeile.cLorsque g0, la décomposition
NLEG (NLE Geénéralisée) peut réduire le déséquitjbreEn fait, NLEG est un algorithme a
deux phases qui optimise un critére particulienir(eodessous). Contrairement a NLE, les
fragments similaires i.e. contenant le méme nondardignes ne sont pas nécessairement
successifs dans NLEG.

La phase 1 de NLEG, consiste a choisir une didtdbwaléatoire des fragments contenant
g+l lignes. Concernant la phase 2, qui est uneidtigue itérative, son objectif est de
minimiser un critere particulier, norit. Crit peut correspondre a la charge maximale i.e. le
nombre d’éléments non nuls dans le fragment le phasgé. Il peut aussi correspondre au
Facteur de Déséquilibrage (FD) défini par la ddfére entre les charges maximale et
minimale.

Pratiguement, la procédure d’amélioration (phasec@hsiste a simultanément réduire la
charge maximale et augmenter la charge minimatavéns des échanges de lignes entre les
fragments successifs. Ceci permet, au moyen déneafents successifs, d’améliorer la
fragmentation ultérieure et ainsi, la rendre miéguilibrée.

Plus précisément, nous procédons comme suit. oitx le fragment le plus chargé, sa
premiére (ou derniére) ligne est affectée au fragmeécédent appelé prédécesseur (ou au
fragment suivant, appelé successeur) s’il en exitervu que cette modification n’augmente
pas la charge courante du fragment le plus chargé.

De maniere symétrique, sddmn le fragment le moins chargé. On lui attribue larpiere
ligne de son fragment successeur (ou bien la derfigne de son fragment prédécesseur) s'il

en existe, pourvu que cette modification ne déseogas la charge courante du fragment le
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Chapitre 5. Fragmentation de la matrice creuse plawlistribution du PMVC sur un SDGE

moins chargé. Cette procédure est itérée tantejagtére FD peut étre réduit et/ou qu’'on n’a
pas dépassé un nombre maximal d’itérations.

Les algorithmes NLE et NLEG sont illustrés pas lexemples suivants ou N=15, NZ=104
(NZ étant le nombre d’éléments non nuls de la mafrietf=6. En plus du facteur de
déséquilibrage (FD), nous définissons le FacteurDéséquilibrage Relatif (FDR) qui
correspond au rapport de la charge maximale stivdege minimale.

Exemple 1:Fragmentation NLE

1234567 89101112 13 14 15

1]+ X

2| -

]

41« x x x wx s . .

5 - "

6 - " .

10+ = « o« o« xow oxxx s .

11« . . " .

12|« o« o« s " R

1] R

14 x

15/ ] T .
Indice de ligne 1/2/13|]4 |5/6|7/8 |9 |1011/12/13/14|15

AW
|_\
o
w
N
(o0)
|_\
(6)]
|_\
o

12|16 |7 | 1211 |9

Nombre d’éléments non nuls par ligrag 1

Appliquée a A, la décomposition NLE donne ce quti su

, , Nombre
Indice de ligne (Nombre _ déléments
Fragment |d’éléments non nuls par ligne) non nuls pay
fragment
1 (3lignes) 1(2); 2(1) ; 3(4) 7
2 (3 lignes) 4(10) ; 5(3) ; 6(4) 17
3 (3 lignes) 7(8) ; 8(15) ; 9(10) 33
4 (2 lignes) 10(12) ; 11(6) 18
5 (2 lignes) 12(7) ; 13(12) 19
6 (2 lignes) 14(1) ; 15(9) 10

Remarquons que FD=33-7=26 et FDR=33/7=4.71. Cettgrfentation est notée*(2’).

La fragmentation symétrique¥2®) correspond & ce qui suit:
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. . Nombre
Indice de ligne (Nombre Jéle
otz . éléments
Fragment d’éléments non nuls par ligne
non nuls pat
fragment
1 (2 lignes)1(2); 2(1) 3
2 (2 lignes) 3(4) ; 4(10) 14
3 (2 lignes) 5(3) ; 6(4) 7
4 (3 lignes) 7(8) ; 8(15) ; 9(10) 33
5 (3 lignes) 10(12) ; 11(6) ; 12(7) 25
6 (3 lignes) 13(12) ; 14(1) ; 15(9) 22

Ici, FD=33-3=30 et FDR=33/3=11. Elle est donc maméressante.

Exemple 2:Fragmentation NLEG (appliquée a la méme matrice)

Phase 1 :
Indice de ligne (Nombre !\!qmbre
2z . d’éléments
Fragment d’éléments non nuls par ligne
non nuls pat
fragment
1 (2 lignes) 1(2); 2(1) 3
2 (3 lignes) 3(4) ; 4(10) ; 5(3) 17
3 (2 lignes) 6(4) ; 7(8) 12
4 (3 lignes) 8(15) ; 9(10) ; 10(12) 37
5 (2 lignes) 11(6) ; 12(7) 13
6 (3 lignes) 13(12) ; 14(1) ; 15(9) 22

Ici, nous avons FD=37-3=34 et FDR=37/3=12.33 fiiec qu'avec NLE). Cette fragmenta-

tion est notée ((2,3)
Phase 2 :

En appliquant la phase 2 (stabilisation apres tération) nous faisons croitre la charge du

fragment 1 fcmn et décroitre la charge du fragmentfeh(¥. Cette fragmentation est notée

(3,2,3).
Indice de ligne (Nombre d!\!ombre
Vo . eléments
Fragment d’éléments non nuls par ligne
non nuls pat
fragment
1 (3lignes) 1(2); 2(1) ; 3(4) 7
2 (2 lignes) 4(10) ; 5(3) 13
3 (2 lignes) 6(4) ; 7(8) 12
4 (2 lignes) 8(15) ; 9(10) 25
5 (3 lignes) 10(12) ; 11(6) ; 12(7) 25
6 (3 lignes) 13(12) ; 14(1) ; 15(9) 22
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Chapitre 5. Fragmentation de la matrice creuse plawlistribution du PMVC sur un SDGE

Nous avons FD=25-7=18 et FDR=25/7=3.57. Cette feagation n’est pas optimale. En
respectant les contraintes de la phase 2 (nombligrées dans un fragment égal a q ou g+1),
elle ne peut pas étre améliorée.

Si nous démarrons la phase 2 de l'algorithme NLESardir de la fragmentation particuliere
(3°,2°) qui est fournie par NLE, la fragmentation optimaist atteinte aprés deux itérations.

Elle correspond a ce qui suit :

. . Nombre
,Ir]dlce de ligne (Nombr_e déléments
Fragment d’éléments non nuls par ligne non nuls paj
fragment
1 (3 lignes) 1(2); 2(1) ; 3(4) 7
2 (3 lignes) 4(10); 5(3); 6(4) 17
3 (2 lignes) 7(8) ; 8(15) 23
4 (2 lignes) 9(10) ; 10(12) 22
5 (2 lignes) 11(6) ; 12(7) ; 13
6 (3 lignes) 13(12) ; 14(1) ; 15(9) 22

Maintenant, on a FD=23-7=16 et FDR=23/7=3.28.
4.2 Approche 2: décomposition NEZ

L’approche de fragmentation présentée ci-dessuasssiz naive. Notons que NLE et NLEG

peuvent engendrer un déséquilibrage de chargehitibpiour les noeuds du systéme distribué

quand les éléments non nuls ne sont pas uniformemeartis sur les lignes de la matrice.

Nous avons donc concu la fragmentation NEZ darigdtiif d’éviter cet inconvénient. Elle

consiste a fragmenter la matrice A en blocs deskgels que chaque bloc (fragment) contient

(autant que possible) le méme nombre d’éléments mids. Remarquons que le nombre

d’éléments non nuls par fragment doit étre autatadmoyenne NZ/et ce, dans le but de

garantir une fragmentation équilibrée.

De plus, notons ici que :

(i) une ligne donnée ne peut appartenir qu’a un saghfent,

(i) le nombre de lignes n’est pas nécessairement leenpéor tous les fragments,

(i) chaque fragment contient des lignes contigués. iAidsaque fragment peut étre
identifié par I'indice de sa premiére ligne.

Signalons que le principe de l'algorithme de fragtaBon NEZ revient, en fait, a la

résolution d'un probléeme d’ordonnancement partaul[Hoc97][SaY99]. Il consiste a
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ordonnancer N taches indépendantes non préemgfives., Ty} (i.e. les N lignes de A) de
colts {a, ..,Gy}, ou ¢ est le nombre d’éléments non nuls dans la ligrseiif processeurs
homogenes sous la contrainte que les taches igrees) affectées a un processeur (i.e.
fragment) doivent étre successives (i.e. contigués)

Pour résoudre ce probleme particulier, nous avonglcune heuristique a deux phases que
nous détaillons dans ce qui suit. Nous comparemus loin les performances de cette
heuristique avec celle d’'une résolution par progration dynamique comme mentionné
auparavant (voir section 3).

La premiére phase qui est une phase constructarepgt de construire une fragmentation
initiale en un temps O(N). Elle consiste a affectes lignes contigués a un fragment donné
jusqu’a ce que sa charge (i.e. le nombre totalélEments non nuls de ses lignes) soit tres
proche du seullNZ/f| ou I'excéde poula premiére foigi.e. sa charge sans sa derniére ligne
est strictement inférieure BNZ/f] et sa charge avec sa derniére ligne est strictemen
supérieure). Plus précisément, lors de la consbrycun fragment peut rarement avoir
exactementNZz/f] éléments non nuls.

Ainsi, nous utilisons un parametre booléen quidodi que le fragment courant, dont la
charge est proche du seuil, est autorisé ou noarale une derniére ligne, et par conséquent,
excéder le seuil. La charge des lignes non endfeetées (nombre des éléments non nuls
restants) est calculée dynamiguement ce qui patenet

(i) décider si on peut ou non excéRiZ/f],

(i) garantir que chaque fragment contient au moindigne,

(iif) éviter un déséquilibrage éleve.

Le pseudo-code de la phase 1 de NEZ est détaitie ldad-igure 5.2.

Concernant la phase 2, elle est similaire ghiese 2 de NLEG (voir section 4.1.2) avec la
seule différence gu’ici le nombre de lignes pagiin@nt n’est pas nécessairement égal a g ou
bien g+1.

NEZ est illustré par I'exemple 3 (méme matrice guecédemment).
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/* Seuil: Moyenne du nombre d’éléments non nulbtarar par fragment */
[*exces : booléen indiquant si le nombre d’élémeats nuls par fragment peut ou ngn
dépasser Seuil */
Seuil# NZ/f] ; NZrestant=NZ ; excé$aux
Doi=1,f
[* construction du fragment de numeéro i */
[* NZfrag(i): nombre d’éléments non nuls dans Egiment i */
[*Parcourir les lignes de la matrice*/
While (ligne existeAnd ( NZfrag(i) < Seuil))
Ajouter la ligne au fragment i
Endwhile
If (NZfrag(i) > SeuilAnd excés #Faux) Then
Supprimer la derniére ligne ajoutée au fragment i
EndIf
NZrestant=NZrestant — NZfrag(i);
If ((la moyenne de NZrestant < Se@l) (hnombre de lignes non affectées
nombre de fragments restantEhlen
excés¥aux
Else exces¥rai
EndIf
EndDo

Figure 5.2 Pseudo-code de la phase 1 de NEZ

Exemple 3 :fragmentation NEZ

Indice de ligne 1/2|3(4
Nombre d’éléments non nuls par ligrig

ol

[ —
SN
o
w
H|IO
|~
GOO
S@

10111|12]|13|14|15
12|16 |7 1211 |9

Apres la phase 1, on obtient ce qui suit:
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Notons ici que :

Indice de ligne (Nombre

Nombre

F 2z . d’éléments
ragment d’éléments non nuls par ligne
non nuls pat
fragment
1 (4 lignes)1(2); 2(1); 3(4) ; 4(10) 17
2 (4 lignes) 5(3) ; 6(4) ; 7(8) ; 8(15) 30
3 (1 ligne) | 9(10) 10
4 (2 lignes) 10(12) ; 11(6) 18
5 (2 lignes) 12(7) ; 13(12) 19
6 (2 lignes) 14(1) ; 15(9) 10

() FD=20, FDR=3 alors que dans NLE (voir ci-dessusiyisravions FD=26 et FDR=4.71,

(i) Le résultat donné par la phase 1 de NEZ est meitjea celui donné par la phase 1 de

NLEG,

(i) fcmxcorrespond ici au fragment #2femnau fragment #3. La charge du fragment #2

peut étre diminuée en affectant la ligne 5 au frag#1. C’est la seule amélioration qui

peut étre effectuée ici.

Apres 'amélioration obtenue en phase 2, on obteshouvelles charges suivantes.

: : Nombre
Indice de ligne (Nombre déléments
Fragment d’éléments non nuls par ligne non nuls pal
fragment
1 (5 lignes)1(2); 2(1) ; 3(4) ; 4(10) ; 5(3) 20
2 (2 lignes) 6(4) ; 7(8) 12
3 (2 lignes) 8(15) ; 9(10) 25
4 (2 lignes) 10(12) ; 11(6) 18
5 (2 lignes) 12(7) ; 13(12) 19
6 (2 lignes) 14(1) ; 15(9) 10

Maintenant, nous avons FD=15 et FDR=2.5. Ce n'astgptimal. La fragmentation optimale

est en fait la suivante.

. . Nombre
,Ir]dlce de ligne (Nomb(e déléments
Fragment d’éléments non nuls par ligne non nuls pay
fragment
1 (4 lignes)1(2); 2(1); 3(4) ; 4(10) 17
2 (3 lignes)5(3) ; 6(4) ; 7(8) 15
3 (1 ligne) | 8(15) 15
4 (2 lignes) 9(10) ; 10(12) 22
5 (2 lignes) 11(6) ;12(7) 13
6 (3 lignes) 13 (12) ; 14(1) ; 15(9) 22
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Chapitre 5. Fragmentation de la matrice creuse plawlistribution du PMVC sur un SDGE

Nous avons FD=9 et FDR=1.69.
4.3 Approche 3: fragmentations NEZG, NEZGT et NEZGTC

Dans NEZ, nous avons construit les fragments soasitrainte que les lignes d’'un fragment
donné doivent étre nécessairement contigués danattice A. Du fait que la distribution des
éléments non nuls dans A est en général aléatmetee décomposition ne garantit pas un
équilibrage de charges optimal au niveau des fratgn&Jne alternative consiste a relaxer
cette contrainte i.e. permettre qu’un fragment giisontenir des lignes non contigués. Nous
nous ramenons ainsi au probléme général d’ordomenmagat de taches indépendantes non
préemptives sur des processeurs homogénes. Divamasstiques (constructives) sont
connues a ce propos. Les plus connues sont lesngess: LS (List Scheduling) de complexité
O(N), SPT (Shortest Processing Time) de compleXifdlogN) et LPT (Largest Processing
Time) de méme complexité O(NlogN) [Che04]. Les dptemieres heuristiques possedent un
ratio p de garantie €gal a 2flét la troisieme possede un ratio de garantie &gdB-1/(3)
[BEPO7][Che04]. Précisons que le rafiod’'une heuristique dite garantie est défini par le

rapport :

p = Colit(S) / Colit(S*)

ou Co0t(S*) est la valeur de solution optimale &Ot(S) la valeur de celle fournie par

I'algorithme. On dira que I'algorithme d’approxinmat (heuristique) est garanti(e) si on peut
déterminer (ou du moins borner) un tel ratio.

Nous avons utilisé les trois heuristiques LS, SPTRT et les avons combinées avec une
heuristique itérative d’amélioration. Ainsi, nousoas congu trois algorithmes, a savoir
NEZG (NEZ Généralis€) basé sur LS, NEZGT (NEZ@ec Tri décroissant) basé sur SPT
et NEZGTC (NEZGT, tri Croissant) basé sur LPT.

4.3.1 Fragmentation NEZG

C’est une heuristique a deux phases qui se détaittene suit :

« Dans la premiere, nous utilisons I'heuristique L8 cpnsiste d’abord, a affecter la
ligne i (i=1..f) au fragment i. Par la suite, la ligne suivanteadfectée au fragment le moins
chargé et ainsi de suite. En d’autres termes, daelicourante non affectée est toujours

attribuée au fragment le moins chargé jusqu’a &mént des lignes.
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» La seconde phase, qui est une phase d’améliora&sbryne heuristique itérative. Elle
permet, a travers des raffinements successifs, @iarar la fragmentation précédente,
conduisant ainsi a un meilleur équilibrage. Leétatchoisi étant FD (différence entre les
deux charges extrémes), la procédure concgue cerssistfectuer des échanges ou transferts
successifs de lignes entre le fragment le plusgéhar le fragment le moins chargé.

Plus précisément, sditmx(resp.fcmn le fragment le plus (resp. moins) chargé, la ¢doce
que nous adoptons consiste, soit a transférerigne &ppropriée deemxafcmnou bien a
échanger une ligne du premier fragment avec une kity second et ce, dans le but de réduire
la différence entre les deux charges, n@#e L'opération de transfert consiste a choisir une
ligne dont le nombre d’éléments non nuls, notéestinférieur Diff. L’opération d’échange
consiste, quant a elle, a choisir deux lignepfEmiére appartenantféamxet la seconde a
fcmn) telles que la différence entre le nombre des édsnon nuls du premier, noté nzx, et
le nombre des éléments non nuls du second, noté swh inférieure a Diff i.e.

nzx — nzn <Diff. Une meilleure alternative, toutefois plus coléuonsiste a optimiser le
choix afin de minimiser le nouvel écart entre lémrges, ce qui revient & minimiser la
quantité | Diff/2-nzx | en cas de transfert (respDiff/2-(nzx-nzn)| en cas d’échange). Cette
procédure est itérée tant qu'’il est possible deiréde critere FD et/ou qu’on ne dépasse pas

un nombre d'itérations fixé a I'avance.

Exemple 4 fragmentation NEZG (appliqué a la matrice dediewle 1)

Aprés la phase 1, nous obtenons la décompositivarge :

. : Nombre
,Ir]dlce de ligne (Nombr_e déléments
Fragment d’éléments non nuls par ligne non nuls paj
fragment
1 (3 lignes) 1(2) ; 8(15); 13(12) 29
2 (3 lignes) 2(1) ; 7(8) ; 12(7) 16
3 (2 lignes) 3(4) ; 10(12) 16
4 (3 lignes) 4(10) ; 14(1) ; 15(9) 20
5 (2 lignes) 5(3) ; 9(10) 13
6 (2 lignes) 6(4) ; 11(6) 10

Notons gu’ici FD=29-10=19 et FDR=29/10=2.9.

Concernant la phase 2, elle fournit la fragmentesioivante :
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Chapitre 5. Fragmentation de la matrice creuse plawlistribution du PMVC sur un SDGE

Fragment

Indice de ligne (Nombre
d’éléments non nuls par ligne

Nombre
d’éléments
non nuls pat

fragment

1 (2 lignes

1(2) ; 8(15)

17

2 (2 lignes

4(10) ; 12(7)

17

3 (3 lignes

2(1) ;3(4) ; 10(12)

17

4 (3 lignes

7(8) ; 14(1) ; 15(9)

18

5 (3 lignes

5@3) ; 6(4) ; 9(10)

17

6 (2 lignes

11(6) ; 13(12)

18

FD=18-17=1 et FDR=18/17=1.05 : fragmentation opland itérations ont été nécessaires.

4.3.2 Fragmentations NEZGTC et NEZGT

NEZGTC (resp. NEZGT) est une heuristique a troagels. Les phases 0 et 1 correspondent a
I'heuristique SPT (resp. LPT). La phase 2 est ueeribtique d’amélioration itérative. La

phase 0 consiste a trier les lignes de A par nonmdbFments non nuls croissant (resp.

décroissant). Les phases 1 et 2 sont les mémeslane NEZG (voir section 4.3.1). Nous

illustrons ces décompositions par les exemplesastsv.

Exemple5: fragmentation NEZGT (méme matrice)

Indice de ligne

1 4

\]

10 13

Nombre d’éléments non nuls par lig

O
(o]

5
p:s 3

=

10

12 12

En triant les lignes dans I'ordre décroissant doniniee d’éléments non nuls, on obtient :

Indice de ligne 8 |4 104 |9 |157|12|11|3|6|/5/1|2|14
Nombre d’éléments non nuls par ligrié|12(12{10{10/9 (8|7 |6 |4{4|3|2|1|1
La phase 1 de l'algorithme NEZGT fournit le résutiptimal suivant:
Indice de ligne (Nombre d!\!ombre
Fragment d’éléments non nuls par ligne elements
non nuls pat
fragment
1 (2 lignes) 8(15) ; 5(3) 18
2 (3 lignes) 13(12) ; 6(4) ; 1(2) 18
3 (3 lignes) 10(12) ; 3(4); 14(1) 17
4 (2 lignes) 9(10) ; 12(7) ; 17
5 (3 lignes) 4(10) ; 11(6) ; 2(1) 17
6 (2 lignes) 15(9) ; 7(8) 17
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FD=1 et FDR=1.05 ce qui est optimal.

Exemple 6 fragmentation NEZGTC (méme matrice)

Le tri des lignes de A par ordre croissant du n@ntbéléments non nuls, fournit ce qui suit :

Indice de ligne 2|/14|/1/5|3|6|11|12|7|15/4 |9 |10 13|8
Nombre d’éléments non nuls par ligde1 |2/3|4(4|6 |7 | 8/9 |10/10(12|12|15
Apres la phase 1, on obtient la fragmentation sueza
Indice de ligne (Nombre d!\lé?émmberr?ts
Fragment d’éléments non nuls par ligne non nuls paj
fragment

1 (3 lignes)2(1) ; 11(6) ; 10(12) 19

2 (3 lignes) 14(1) ; 12(7) ; 13(12) 20

3 (3 lignes) 1(2) ; 7(8) ; 8(15) 25

4 (2 lignes) 5(3) ; 15(9) 12

5 (2 lignes) 3(4) ; 4(10) 14

6 (2 lignes) 6(4) ; 9(10) 14

Notons ici que FD=13 et FDR=1.92 (meilleur que denphase 1 de NEZ). La phase 2

fournit la fragmentation suivante :

. : Nombre
Indice de ligne (Nombre déléments
Fragment d’éléments non nuls par ligne non nuls paj
fragment
1 (2 lignes) 11(6) ; 10(12) 18
2 (2 lignes) 12(7) ; 4(10) 17
3 (2 lignes) 5(3) ; 8(15) 18
4 (2 lignes) 7(8) ; 15(9) 17
5 (3 lignes) 1(2) ; 3(4) ; 13(12) 18
6 (4 lignes) 2(1) ; 9(10) ; 14(1) ; 6(4) 16

Précisons que 7 itérations ont été nécessairedaahsse 2.
Ici, FD=2 et FDR=1.12. Remarquons que NEZG et NE©&@Tdonné de meilleurs résultats.

5. Analyse des performances théoriques

5.1 Approche 1 : NLE et NLEG
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Chapitre 5. Fragmentation de la matrice creuse plawlistribution du PMVC sur un SDGE

Il est clair que l'algorithme NLE peut étre effeétan un temps @( Concernant NLEG, sa
premiére phase est de complexitéf)Gdt il est facile de prouver que sa seconde phase
(transfert de ligne) peut étre effectuée (au marinen un temps O(Mit) ou nit est le
nombre (maximal) d’itérations. En conséquence, NLi&Bessite un temps O(hit). Si on
choisit nit=O(1) (resp. O(N)) on atteint une complexité de P(Msp. O(N)). Concernant
I'heuristique NLEG, du fait gu’elle est de type Glon, elle est garantie avec un ratio qui ne
dépasse pas 2 [SHK95]. Autrement dit, si on noteH¥ le facteur de désequilibrage (voir
section 4.1.2) optimal (i.e minimal), nous avorns@#&FD/FD*< 2.

D’un autre coté, on peut prouver qu'au pire des E&sest égal a (Q+1)N—q (rappelons que
N=qg-f+p, 0< p < f-1) et que FDR est borné par 3N/2=0O(N). En eftetpire des cas a lieu
quand le fragment le plus chardénf® contient g+1 lignes n’ayant aucun élément nulsae
charge est égale a (g+1)N et le fragment de chianigemale fcmn) contient g lignes ou
chaque ligne contient un seul élément non nukaecharge est égale a g. Ainsi, FD est dans
ce cas égal a (q+1)N—q et FDR est borné par N(q=+N/q< 3N/2 puisque ¢ 2.

De plus, si nous considérons le pire des cas quig@ir lieu dans la phase 1 de NLEG, nous
avons ce qui suit :

(i) fcmnse trouve entre deux fragments dont chacun corgiéghes

(i) fcmxse trouve entre deux fragments dont chacun cdrgiehlignes

Par conséguent, aucune amélioration ne peut étenwd dans la phase 2. Dans ce cas, la
valeur de FD est (g+1)N-g. Remarquons que dansikenor des cas, on peut obtenir un FDR
égal a 1. Ceci peut avoir lieu, par exemple, qya=@ (i.e. N multiple def ) et les éléments

non nuls sont uniformément distribués sur les kgihe la matrice.
5.2 Approche 2: NEZ

La phase 1 de NEZ peut étre effectuée en un tenligs €@ la phase 2 (au pire) en un temps
O(N«nit) ou nit est le nombre maximal d’itérations. Par conséqUeBEZ peut étre effectuée
en un temps O(Mit). Si on choisinit=0(1) (resp. O(N)), on atteint une complexitée d&lO(
(resp. O(N)).

Concernant la qualité de I'heuristique, considérlanslivision Euclidienne NZ #q, + p,
avec & p, <f-1 et g = NZ/f]). Supposons qué<< N. Au pire des cas nous avons les quatre
propositions suivantes:

(i) fcmn(fragment le moins chargé) est un fragment quipaa le droit (pour des raisons

d’équilibrage, voir section 4.2) de contenir pluga} éléments non nuls
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(i) fcmn(resp.fcmy contient g-(N-1) (resp. g-1+N) éléments non nuls,

(iii) fcmncontient g -N+1 éléments non nuls et la ligne qui suit lanikne ligne ddcmnest
pleine (contient N éléments non nuls),

(iv) Nous admettons quemx (fragment le plus chargé) a le droit de dépasset que la
ligne qui suit la derniere ligne demxest pleine,

(v) fcmxcontient g -1 éléments avant de dépassgrAinsi, nous obtenons uismn avec
g-N+1 éléments non nuls et temxavec qz-1+N éléments non nuls. Dans ce cas, nous
avons FD = 2N-2 = O(N) et FDR = (qz-1+N)/( qz-N+=1D(1).

Le meilleur des cas a lieu, en particulier, lorsbpgelignes de A contiennent le méme nombre

d’éléments non nuls.

Ajoutons que, comme NLEG, NEZ est aussi de typatgloet est garanti avec un ratio égal a

2 [SHK95] i.e. nous avonxIp=FD/FD* <2 (voir section 5.1).

5.3 Approche 3: NEZG, NEZGT et NEZGTC

Comme nous l'avons déja vu, NEZGT ainsi que NEZG&GD@t des algorithmes comportant
chacun trois phases. La phase 0 (tri) peut étexie en un temps {NgN). La phase 1 est
une phase constructive qui peut étre effectuéengeraps O(N). Concernant la phase 2, elle
peut étre effectuée (au pire en un temps-GifNou nit est le nombre maximal d’itérations.
En conséquence, NEZGT et NEZGTC sont effectuésrmaps O(N(logN+it)). Si 'on choisit
nit=0(1) (resp. O(N)), on obtient une complexité @t O(NlogN) (resp. Of)).

Quant & NEZG, elle requiert un temps @{i¥), soit un temps O(N) (resp. OY)! si nit=0(1)
(resp.O(N)).

Concernant la qualité des heuristiques NEZG, NEZABTNEZGTC, au pire des cas, on
obtient un FD (resp. FDR) égal a N-1 (resp. N).i@Gelieu, par exemple, quanfi= N i.e.
chaque fragment contient une seule ligne et A eantiine ligne ayant un seul élément non
nul et une autre ligne ayant N éléments non nelsine ligne pleine.

Remarquons que NEZ, NEZG, NEZGT et NEZGTC sontiaidsdype Glouton, garantis et
nous avons4 p=FD/FD* <2 (voir section 5.1).

Un tableau récapitulatif est donné ci-dessous.
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Fragm. Phase0 Phasel Phasg2 Total Pire FD Pire FDR
NLE - o) o) (N/f+1)N-N/f 3N/2
NLEG - of) O(N-nit) O(N-:nit) (N/f+1)N-N/f 3N/2
NEZ - O(N) | O(Nnit) O(N-nit) 2N-2 (NZF +N)/
(NZ/f -N+1)
NEZG O(N) | O(Nnit) O(N:nit) N-1 N
NEZGT | O(NlogN) | O(N) | O(Nnit) | O(N:-(logN+nit)) N-1 N
NEZGTC | O(N:logN) | O(N) | O(Nnit) | O(N-(logN+nit)) N-1 N

Table 5.1 Récapitulatif de I'étude théorique

6. Etude expérimentale

6.1 Résultats numériques

Dans le but d’évaluer les performances pratiquesdiféérentes approches de fragmentation,
nous avons effectué une série d’expérimentationkesurois ensembles de matrices suivants.
(i) matrices quelconques générées aléatoirement

(i) matrices bandes générées aléatoirement

(i) matrices téléchargées du site Web Matrix Markett(Mh

Précisons que pour le premier (resp. second) ereem@ant données une taille N et une
densité d (resp. une demi-largeur de bande dlibetdensité de bande bd), nous avons congu
un générateur qui fournit en sortie une matriceégdle (resp. matrice bande) ou les éléments
non nuls sont distribués aléatoirement. Concerlgatrbisieme ensemble, les caractéristiques
des matrices sont données dans la Table 5.3.

L’étude a consisté a comparer les différents dlgoreés de fragmentation a travers les
facteurs de déséquilibrage relatifs (FDR) i.e. dpport charge_max/charge_min et ce, en
fonction de la taille N de la matrice, de sa dénditdu nombre de fragmeritst de la demi-
largeur de bande pour les matrices bandes. Lesimg#ations ont été effectuées sur un PC
Pentium dual-core. Ajoutons que la taille N appattia I'intervalle [1000 10000]. Nous
avons testé plusieurs valeurs tledans l'intervalle [2 512] i.€f. =2 : k=1...9. Par mesure de
concision, nous nous restreignons dans la desamigté certains résultats 8=512, valeur
jugée représentative. Chaque matrice dans lesdngsismbles d’entrées est donc décomposee
en f fragments. Précisons que nous avons égalementrimgmée [algorithme de

programmation dynamique dans le cas de la congrdimcontiguité des lignes par fragment.
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3500

3000

2500 - ——NLE
-2~ NLEG
v 2000 ~NEZ
a \ ProgDyn
* 1500 /\ ——NEZG
—— NEZGT
__———A
1000 ~ 2 7( -— — NEZGTC
500 ﬁ;ﬁ#
3 \
0 N
1000 | 2000 | 3000 | 4000 | 5000 | 6000 | 7000 | 8000 | 9000 10000
——NLE 536.7|423.5|525.4|685.4|808.4632.1|869.3|896.9| 994 | 1109
-#- NLEG 402.5(470.6|586.4| 670 |697.8|710.1|703.1/846.2|818.3| 1065
—— NEZ 1996 | 990 | 1.92 | 1416 | 6.6 | 3.13 | 4.05|2.72| 2.6 | 1.18

ProgDyn | 30 |79.84|2995)| 4.12 | 3.2 | 276 | 227 | 207 | 1.8 | 1.71
-+ NEZG 141.4/64.39| 4.32 | 1.78 | 1.68 | 1.96 | 1.64 | 1.36 1 1.32
——NEZGT 99 2559|269 138 |1.03|1.08|1.15|1.16 | 1.08 | 1.01
——NEZGTC| 198 |133.1)3.69 | 1.83 | 1.31 | 141|118 | 1.17 | 1.15 | 1.07

Figure 5.3 FDR pour matrices quelconques généréekatoirement, d=5,f=512

N 100020003000 4000| 5000| 6000| 7000| 8000| 9000 | 1000(
NLE NzX 116104235 735513023 20209 22124 38251/46639 54667 | 64310
nzn | 3 | 10| 14| 19 25 35 44 52 55 58
NLEG Nzx 161042358209 1339916747 24143 3023443157 46642 | 58549
nzn | 4 9| 14| 20 24 34 43 51 57 54

Nblter| 9 2 2 3 3 1 2 2 2 1
NEZ Nzx | 990[1996/9428 5663 | 8805|11454 1338418352 23275| 84955

nzn | 1 1 (4899 4 | 1334| 3661| 3308 | 6752| 8949 | 72001
Nblter] 1 | 18| 16| 87 56 49 12§ 101 37 a7
PROG. DYN.| nzx | 990(1996/2995 4261 | 6591| 9147|12013 15187 18781| 2310(
nzn | 33| 25| 1| 103%2062| 3318| 5288 | 7324 | 10453 | 13481
NEZG nzx | 99019962995 3993 | 640610243 12352 14579 189847 22548

nzn 7 | 31| 693 2238| 3816| 5221 | 7550|10716 189841 17065
Nbiter| 4 | 21| 136] 493 | 450| 85| 400, 937 3915 701
NEZGT NzX 199019962995 3993| 5021 | 7495|1039413607 16782| 19713

nzn | 10| 78| 11152887 | 4855| 6945| 907711735 15484 | 19514
Nblter| O 0 0 0 0 4 20 79 0 0
NEZGTC NzX 199019962995 3993| 5511 | 8212|10408 13525 16966 | 20220

nzn 5| 15| 817 2181| 4211 | 5804 | 881811522 14787 | 1885%
Nblter| 3 | 12| 41| 102 118 116 2183 702 27\ 617

Table 5.2 Charges extrémes obtenues pour les maeg quelconques aléatoires

Légendes :nzx : nombre d’éléments non nuls dans le fragmeplus chargé ; nzn : nombre

d’éléments non nuls dans le fragment le moins @harg
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Chapitre 5. Fragmentation de la matrice creuse plawlistribution du PMVC sur un SDGE

Structure Nom Taille Densité
Orsirr_1 1030 0.65
Fidap008 3096 1.11
Lns_3937| 3937 0.16
Gematl2 4929 0.14
Utm5940 5940 0.24
Fidap015 6867 0.2
Dw8192 8192 0.06
X
\ Fidapm37, 9152 0.91

Table 5.3 Matrices téléchargées du site Web Matrikarket
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25 | ——NLE
.\ —#-NLEG
2 M —NEZ
@ ProgDyn
[a) 1.5 A
= \ -*-NEZG
1 —y — —3— 4 | & NEZGT
—+—NEZGTC
0.5
0
1000 | 2000 | 3000 | 4000 | 5000 | 6000 | 7000 | 8000 | 9000 | 10000 | N
——NLE 2.63 221 2.07 1.99 1.92 1.87 1.83 1.79 1.75 1.72
—=-NLEG 2.2 1.92 1.89 1.92 1.82 1.87 1.83 1.79 1.75 1.72
——NEZ 1.42 1.14 111 1.07 1.06 1.05 1.05 1.05 1.06 1.03
ProgDyn | 1.33 1.14 1.09 1.07 1.05 1.04 1.04 1.03 1.03 1.03
—*-NEZG 1.33 1.14 1.08 1.05 1.04 1.02 1.02 1.01 1.01 1.01
——NEZGT 1.33 114 1.08 1.05 1.04 1.02 1.02 1.01 1.01 1.01
—+—NEZGTC| 1.33 1.14 1.08 1.05 1.04 1.02 1.02 1.01 1.01 1.01
Figure 5.4 FDR pour matrices bande, dlb=100
14
12 A
/ \ ——NLE
10 —=-NLEG
—+—NEZ
x 81 ProgDyn
w 6 —+NEZG
——NEZGT
4 /
¥ \ / —+—NEZGTC
,‘%‘
I = —— : :
0 ; ; , , _
Orsirr_1 F|dap00§3 Lns | Gematl2 Utm5940 Fidappl5 DW8192 iy Matrice
——NLE 2.56 2.92 12.57 3.6 7.59 1.89 1.89 5.32
—=-NLEG 2.56 3.35 12.57 411 6.77 1.93 1.89 5.18
—+—NEZ 3.17 1.61 1.27 1.44 1.2 1.18 1.17 1.2
ProgDyn 2.83 1.48 1.25 1.44 1.16 1.11 11 1.2
—*—NEZG 1.73 1.2 1.08 1.13 1.09 1.08 1.06 1.06
——NEZGT 1.38 1.06 1.02 1.05 1.02 1.03 1.02 1.02
——NEZGTC| 1.58 1.29 1.25 1.35 1.14 11 1.06 1.11

Figure 5.5 FDR pour les matrices téléchargées de M& Market
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160000
140000 - NE
120000 = NLEG

% 100000 —+NEZ

E ProgDyn

> 80000 | S NEZG

2 60000 - NEZGT

40000 —— NEZGTC
20000 -
0 - - = - Py Py - P —a
1000 | 2000 | 3000 | 4000 | 5000 | 6000 | 7000 | 8000 | 9000 |10000|
——NLE 1 1 1 2 2 3 4 4 5 5
—=NLEG 7 5 5 5 6 5 8 7 6 6
—+NEZ 2 8 | 23 | 20 | 22 | 20 | 39 | 34 | 19 | 29
ProgDyn | 274 | 2277 | 7661 | 1763729190 |43619| 64916 |81735| 11019 | 13962
—*-NEZG 9 | 22 | 36 | 57 | 69 | 73 | 94 | 119 | 148 | 137
—o-NEZGT | 34 | 122 | 246 | 389 | 588 | 831 | 1125 | 1455 | 1825 | 2237
——NEZGTC| 30 | 116 | 227 | 385 | 588 | 832 | 1124 | 1462 | 1823 | 2245

Figure 5.6 Temps CPU pour matrices quelconques garies aléatoirement, d=5%f=512

300
250 [T |oLs
200 BENEZG
A 150 OSPT
w ONEZGTC
100 HLPT
ONEZGT
50
0 el i |-| L e[l Tl
orsirr 1 Fidap00 Lns Gematl | Utm594 | Fidap01 DW8192 Fidapm3 .
- 8 2 0 5 7 Matrice
goLs 7 57 98 44 12 14 4 194
BENEZG 6 30 98 6 10 13 4 45
OSPT 13 75 11 44 26 18 5 255
ONEZGTC 7 47 11 19 22 18 5 120
BLPT 5 12 98 2 25
ONEZGT 5 11 98 3 1 6 2 25

Figure 5.7 Comparaison de FD pour les matrices de Mrix Market

Précisons que dans la phase 2 des algorithmes N#tBEEEZ, nous avons choisi, comme

nombre maximal d’itérationsiit=f/2 alors que pour NEZG, NEZGT et NEZGTC, nous avons
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choisinit=N/2. Ces valeurs ont été déduites a partir degr@xpntations. Il est a souligner
gue dans les expérimentations effectuées, le nodilbéeations effectives dans la phase 2 n'a
jamais atteint la valeur seuil det (voir Table 5.2). Nous présentons dans ce qui rsost

principaux commentaires.
6.2 Analyse des résultats

» L’équilibrage des charges dépend fortement du nerdbrfragmentsi.e. plusf est élevé,
plus le déséquilibrage (FD et FDR) est importatis précisément, c’est le rapportf i
semble avoir un impact direct sur I'équilibrage absrges. Nous avons remarqué que le
déséquilibrage des charges croit lorsque ce rapigorbit. Cette constatation est vraie pour
tous les algorithmes de fragmentation. A titre diaple, quand N/est élevé, FDR peut
atteindre la valeur 1. Le déséquilibrage devieds grand quantidépasse N/2 i.e. quand le
nombre de lignes par fragment est égal a 1 ou 2eftat, dans ce cas et pour certains
algorithmes, nous pouvons avoir un fragment comtensn élément unique et un autre
fragment contenant 2N éléments. Ainsi, il devidfftale d’obtenir une amélioration.

* Le comportement des algorithmes de fragmentainfonction de la densité de la matrice
d semble aléatoire. En effet, la distribution désn&nts non nuls (qui peut étre aléatoire) a un
impact direct sur les charges maximale et miniméte.outre, NZ (nombre d’éléments non
nuls) ne semble pas avoir d'impact particulier.

Dans ce qui suit, nous présentons un histogramwie Figure 5.8) relatif a I'approche NLE
(équilibrage du nombre de lignes contigués parnfiexg) représentant les variations du
facteur FDR en fonction du nombre de fragments.(28192) et de la densité (5, 20 et 30) et
ce, pour N = 10000. Le méme comportement a étéroprdgour des matrices bandes (voir
Figure 5.9).

» Les temps totaux d’exécution des algorithmes dgnientation, le temps d’exécution pour
la phase 2 et le temps nécessaire pour la conistm vecteuy (y = Ax) sont éleves lorsque

f est grand. La densité de la matrice n’a pas diarfte sur ces résultats.

* Dans les Figures 5.3-5.6, nous représentons I& dtidenus par les différentes approches.
Notons que ProgDyn correspond a l'algorithme degmmmmation dynamique pour la
résolution du probléme de partitionnement linéfs&97] qui fournit une solution optimale
en un temps GN?).

* Nous remarguons que les approches de constructidinagments formés par des lignes

non contiguésfournissent toujours des FDR meilleurs. L'alganéaNEZGT basé sur le LPT
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et qui comporte une phase de tri (par colt déaotydournit des résultats meilleurs que
NEZGTC (basé sur SPT) qui comporte une phase (gsatricolt croissant).

6331

as
m20
030

f 512 1024
2048 4096 8192
2 4 8 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1024|2048 | 4096|8192
=5 1 1 1 /1.01|1.01/1.03|1.04(1.07|112| 1.3 |1.75|3.33|1131
m20| 1 1 1 1 |/1.01|/1.02|1.04/1.06|1.13|1.27|1.73|3.21 4220
Oo30| 1 1 1 1 |/1.01|/1.02|1.03/1.06|1.12|1.26| 1.7 |3.19 |6331

Figure 5.8 FDR pour I'approche NLE en fonction def et d, N=10000
(matrice quelconque).

QD10

m 100
0200
0400
400 1000

128 lo
256 512 1094
f 2048 4096 4,0,

2 4 8 9 16 32 64 128 | 256 | 512 | 1024|2048 | 4096 | 8192
@010 1 1 1 1 1 1.01|1.02|105| 1.1 | 122|156 | 2.1 | 2.74| 3.82
W100 1 1.01|1.02|1.02|1.04|1.09| 1.2 |1.46|1.72|1.92|2.13|245| 297 | 3.98
0200 1 102|104 105|109 | 1.2 |145| 1.7 |1.87|2.01| 217|248 | 299 | 3.99
0400 1 104|109 1.1 |1.19|1.44|168|1.85|1.96|2.06| 2.2 | 249|299 4
W1000| 1 111|125|129|152|1.74|187|195|196|2.09|221| 25 3 4

Figure 5.9 FDR pour I'approche NLE en fonction def et dlb, N=10000
(matrice bande)
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* Le temps d’exécution de NEZGT est plus élevé qlid de NEZG.

» Dans la Figure 5.3, les matrices générées aléateiresont de tailles différentes mais de
méme densité (5%), alors que dans la figure 5.5nlsices de Matrix Market sont de tailles
et de densités différentes.

 Les FDR fournis par ProgDyn et NEZ sont, dans lapait des cas, trés proches.
Toutefois, le temps CPU pour ProgDyn est beauctugpélevé.

 Dans la Figure 5.7, nous comparons les heuristiqEZG, NEZGT et NEZGTC
respectivement aux algorithmes LS, LPT et SPT. Neusarquons ainsi que dans la plupart
des cas, les heuristiques que nous avons conc¢u@®@@nt I'équilibrage des charges, excepté
pour NEZGT, ou dans certains cas, la phase damélbm n’'a aucun effet (pas
d’amélioration).

* Dans le but de comparer nos résultats approchéssaluions optimales, nous nous
sommes restreints a l'algorithme NLEG (voir sectbi.2 ci-dessus). Dans ce but, nous
avons effectué une série de tests sur des magé&exées aléatoirement ayant des tailles N
entre 1000 et 10000. Etant donné un nonfbde fragments et p le reste de la division

Euclidienne de N pari.e. N =f-g + p, nous avons généré I@,’: fragmentations possibles

(voir section 4.1.2) et retenu celles qui étaigutirales. Pour toutes les valeurs testéef de
NLEG s’est révélée optimale, que ce soit pour ledrices aléatoires ou pour les matrices

bandes. Dans les Figures 5.10 et 5.11 nous présele®résultats podi= 9.

4

3.5

34

251

——NLEG_FDR

2 \\ —=— Optim_FDR
15

1

FD

0.5

0

1000 | 2000] 3000 400) 500p 6000 7000 80DO 9J00 10000

——NLEG_FDR| 3.44 | 217| 232 1.6 144 142 13D 13 135 132
—#-Optim_FDR| 3.44 | 217 | 232 1.6 144 142 13p 13 135 132

a1

[&;]

Figure 5.10 FDR de NLEG - Matrices quelconques aléaires, f=9
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Figure 5.11 FDR de NLEG - Matrices bandes aléatoigef=9

7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé six heurestigle fragmentation par lignes pour
matrice creuse, dénommés NLE, NLEG, NEZ, NEZG, NE&ABENEZGTC. Elles consistent
toutes a décomposer la matrice, de taille Nf klocs de lignes. Nous pouvons classer ces 5
algorithmes en deux groupes G1 et G2. G1 (respe@onstitué par les trois premiers (resp.
les trois derniers) algorithmes. Les algorithmesQGle (resp. G2) construisent des blocs
contenant des lignes contigués (resp. non nécesmit contigués). Notre objectif était
d’obtenir des fragments équilibrés i.e. des fragmesyant (presque) le méme nombre
d’éléments non nuls. Les algorithmes congus, deptmriés différentes induisent des
solutions également différentes. En fait, pour #&gorithmes de G1, nous avons une
complexité en Gf pour NLE et dans le pire des cas, une complexit®(N) pour NLEG et
NEZ. Chaque algorithme du second groupe possedeamplexité dans le pire des cas égale
a O(N). Concernant I'équilibrage des charges, il a ééuré par le facteur de déséquilibrage
relatif FDR (charge maximale divisée par chargeimmie). Dans la plupart des cas, ces
facteurs dans G2 sont inférieurs donc meilleursdgunes G1.

Les expérimentations que nous avons réalisées emrmue pour les matrices aléatoires (resp.

matrices bandes), la densité (resp. demi-largeuradiele) n’a pas d’'impact sur le facteur de
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déséquilibrage. Nous avons aussi remarqué quersederoit aved. Ceci est vrai aussi bien
pour les matrices quelconques que pour les matheesies. De plus, lorsqu’'on utilise
I'algorithme NLEG (groupe G1), le FDR devient télgvé lorsqud dépasse N/2. En effet,
dans ce cas, chaque fragment contient une a dguoesli Du fait que les éléments non nuls
sont distribués (en général) non uniformément ssrlignes de la matrice, il y a une forte
probabilité d’avoir un fragment ayant un trés fainbmbre d’éléments non nuls (<<N) et un
autre ayant un grand nombre d’éléments non rulfN). Lorsque N est assez élevé, la
différence entre le nombre d’éléments non nulsddes fragments est aussi élevée, ainsi le
déséquilibrage de charge peut étre trés imporEmiconséquence, pour N grand et lorsque
nous utilisons des nceuds homogénes, ce déséqudlibeut engendrer un déséquilibrage au
niveau du temps d’exécution sur chague nceud, demalivaises performances globales de
calcul.

Par conséquent, le traitement de matrices de grailte sur un SDGE n’est intéressant que
pour des tailles (N) nettement supérieures au nerdbmaeuds du systenigife. N >>f. En
d’autres termes, il convient d’ajuster taille etmiiye de nceuds a cibler pour la distribution du
PMVC. Ainsi, l'utilisation de tous les noeuds disfiaes d’'un SDGE, donc de sa puissance
totale ne permet pas forcément d’obtenir les meile performances globales de I'application.
Utiliser un peu moins de ressources et mieux rigpled charges est plus judicieux. Ceci
souleve la question intéressante de la détermmadtionombre optimal de fragments pour une
taille de matrice donnée.

Dans le chapitre suivant, nous tenons compte degdtaés présentés dans ce chapitre, pour
étudier le traitement et le post-traitement du PMBUC un systéme distribué a grande échelle.
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Chapitre 6. Distribution du produit matrice-vectezneux sur un systeme de calcul & grande
échelle

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I'éteda distribution du produit matrice-vecteur

creux (PMVC) sur un systeme volontaire, a savoneXtwWeb-CH. Dans la section 2, nous

définissons une géométrie virtuelle pour un systélis&ribué a grande échelle (SDGE) et
précisons les hypotheses de travail. Pour ce faoes utilisons une analogie avec le modele
parallele introduit dans [PeE96]. Dans la sectiom@us détaillons notre approche pour la
distribution du PMVC sur un SDGE. La section 4 @stsacrée a |'évaluation théorique des
performances. La section 5 est dévolue a la préentde la plate-forme cible ainsi que des

résultats expérimentaux. Finalement, dans la se6timous concluons le chapitre.
2. Définition d'une géomeétrie virtuelle d'un SDGE

Afin d'étudier la distribution du PMVC sur un systé de calcul a grande échelle, nous
adoptons un modéle de programmation inspiré de delua programmation paralléle de
données, généralement associé au calcul massivepealléle [PeE96]. Ainsi, les
processeurs sont remplacés par les pairs (nceuds)aiérations par les taches.

Nous définissons un flux de contrdle unique posrtéches telles que chacune effectue le
traitement d’un ensemble de données structuréesrsnceud virtuel. Dans ce chapitre, nous
considérons uniquement des géomeétries virtuellerdension un ou deux.

Pour des raisons de simplicité, nous supposonstauge les nceuds virtuels possedent les
mémes caractéristiques ainsi que les mémes pernficesa

Dans un algorithme distribué donné, les tachestrpas nécessairement le méme co(t. Des
eéchanges de données entre les nceuds virtuels pé&irenffectués explicitement.

La matrice en entrée étant décomposée en fragnfeois chapitre 5, section 4), nous
supposons que le nomiPade noeuds virtuels est, au moins, du méme ordréequambre de
fragments de la matrice. Du fait que dans les syss$evolontaires a grande échelle actuels, la
taille des données est souvent plus grande quanddme de nceuds physiques [AoP04][Gri04],
nous devons simuler plusieurs nceuds virtuels sun&me nceud physique.

Nous supposons également, pour des raisons dei@imptue les communications inter-
nceuds sont directes, bien que dans les systemestaioks a grande échelle actuels, les

communications soient centralisées autour d’'unenmaalédiée [AKKO3][AoP04][Lod04].
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3. Distribution du PMVC sur un SDGE

3.1 Présentation du probleme

Soient A une matrice creusexN ayantNZ éléments non nuls etun vecteur de taille N.
Notre objectif est de calculer le produit matriexteur creux (PMVCy = Ax. Ce noyau de
calcul sur un systéme distribué volontaire essitiédans la Figure 6.1.

L'approche que nous concevons pour la distributience calcul consiste a utiliser une
géométrie virtuelle a une dimension pour les noeudsmatrice A sera décomposée fen
fragments. En se basant sur I'étude de la fragrtientaffectuée dans le chapitre 5, nous
considérons uniquement la fragmentation en blodgydes i.e. chaque fragment est constitue
d’'un ensemble de lignes de A stockées dans le to@8R (voir chapitre 2, section 3.2.2).

Un fragment (bloc de lignes), notg¢ @= 1..f), est envoyé au nceud virtuelConcernant le
vecteurx, il est diffusé a tous les nceuds. Par la suitgyagalléle, chaque noeud multiplie un
fragment A de la matrice compressée A par le vecteudous obtenons ainsi un fragment
vecteury; du vecteur résultat

Nous supposons que la mémoire locale de chaque pagticipant a I'application est capable
de stocker un fragment de la matrice A en plusvdeteur ety.

Précisons, de plus, que nous négligeons I'espamsg@ire pour le stockage des structures de
compression IA et JA vu gqu’elles correspondent si\teeteurs d’entiers [HMEO7]. Une fois
cette phase de calcul terminée, une phase de coication est alors nécessaire pour
rassembler les fragments du vecteur réswyltatr un nceud unigue. Cette phase correspond a
une opération de réduction.

Rappelons que si nous utilisons la fragmentatiomlens de colonnes, nous aurons besoin,
aprés le calcul du produit fragment-vecteur, de roomiquer les résultats partiefé (j=1..f,

y¥ étant de dimension N) afin de réduire le vectésultat finaly. Ajoutons aussi que sur les
SDGE, nous devons minimiser les communicationseefds noeuds puisqu’elles sont
effectuées via le réseau Internet qui reste erassez lent.

Nous utilisons l'algorithme de la Figure 6.2 poar phase de calcul creux du produit
fragment-vecteur, ou le fragment est compressé tlarfisrmat CSR [EHMO05]. Précisons
gu’ici, n est le nombre de lignes du fragment, lgue les vecteur§, 1A et JA sont ceux

définis par le format CSR vu au chapitre 2.
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Fragmentation des
données

Diffusion du vecteur
X a tous les noeuds

Envoi d’'un fragment A
au f™nceud (i= 1.f)

Calcul du produit fragment-vecteur (yi=A; « X)
sur chaque noeud

Réduction du vectewyra
partir de ses fragmenys

Figure 6.1 Calcul du PMVC sur un systeme distribué& grande échelle

Do k=1,n
var=0 ; pt=IA[k+1]
Do =1AK], pt
var=var+A[j] =x[JA[]]]
Enddo
yi[k]=var
Enddo

Figure 6.2 Produit fragment-vecteur creux

L’algorithme du produit-matrice vecteur creux (PM)@e la Figure 6.2 correspond a une
version optimisée en se basant sur I'étude effeatiaés le chapitre 4 [EHMOS5][EHMO09].
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3.2 Fragmentation des données

Dans le chapitre 5, nous avons présenté trois appsopour décomposer une matrice creuse,
notée A, erf fragments (blocs) [HMEO7].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons uniquemdidgorithme NLE qui consiste a
décomposer la matrice A en blocs (fragments) deeBgayant le méme nombre de lignes.
Notre étude restreinte a cette approche de fraginentpeut étre facilement généralisée pour
le reste des approches vues dans le chapitre eRas que dans la décomposition NLE,
nous ne nous intéressons pas a l'information coacgda distribution des éléments non nuls
sur les lignes de la matrice. En fait, nous effectula fragmentation sur une matrice non

compressee. L’exemple de la Figure 6.3 illustrddeomposition NLE en deux blocs.

lignel X1

lignez Xo

ligneg * X3

ligne4 X4

lignet Xs
lignel X1 lignez X1
lignez * Xz ligne4 *1 X
Xa lignet X3
X4 X4
Xs X5

Y1
Y2
Y3
Ya
Ys

Figure 6.3 Décomposition NLE
3.3 Construction du vecteur résultaty

Supposons que= P =¢% (s, o [ N). Une fois les fragmenig (i=1.. f) dey sont calculés par
les différents nceuds, ils sont rassemblés par édesntdes fragments jusqu’a obtenir
finalement le vecteuy au niveau d'un seul nceud. Le parameédrest appeléacteur de
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réduction(FR). Ainsi, dans ce cas, le graphe de tachesatiacture d’arbre complstaire

comme illustré dans la Figure 6.4 (s=3).

Al X Af X
SICICIOHVICIONOICI®
y Y2 Ys vi
@ Constr @

Niveau 1

. Constr
Niveaua

y

Figure 6.4 Construction du vecteur résultat
4. Evaluation théorique des performances

4.1 Complexité de calcul

La matrice A étant subdivisée dn blocs (fragments), nous avons dohdragments a
distribuer suP (=f) nceuds virtuels. Notons que cette distributioneffsictuée une seule fois
au début de la distribution du calcul du PMVC. Lrequit fragment-vecteur creux (PFVC)
d’'un fragment compressé fi=1..f) par le vecteux est effectué en utilisant I'algorithme de
la Figure 6.2. Sa complexité pour un fragmentdéntenantNz éléments non nuls estNZ,.
SoitF¢ la complexité pour un fragment.ANous avons donc:
Fc = 2NZ = ONZ)

Soit NZMAX = max(NZ), k=1...P. Remarquons quBlZMAX dépend de® ainsi que de la
distribution des éléments non nuls sur les ligresadmatrice. La complexité de calcul de la
distribution du PMVCy = Ax est donc:

Cnie= 2NZMAX= ONZMAX)=0(NZf)

4.2 Complexité de communication

Comme illustré dans la Figure 6.1, nous devongilisdr la matrice A suP nceuds et
diffuser le vecteux a tous les nceuds. Chaque nceud i recoit alors feodetréels) :

DonnéesReguesiN+NZ
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Notons que la valeur ddz est aléatoire mais bornée paPNi.e. il y au moins 1 élément
non nul par ligne) et P (i.e. il y a au plus N éléments non nuls par ljgnex quantité
moyenne des données regue est alors :
DonnéesRecuesiN(1+(1+N)/P)=0(N*/P)
Nous avons besoin, par la suite, de communicaaos construire le vecteyt Rappelons
gue le graphe de taches représentant la distribwtio PMVC sur un systéeme de calcul
volontaire posséde une structure d'arbre (voir FEg®.4). L'arbre est composé de
logs(P) +1 = o +1 niveaux numeérotés de Oca Apres I'exécution du modulerod, les nceuds
du niveau 0 doivent envoy@& fragments dg, chacun de taille N, aux nceuds du niveau 1.
Par la suite, les nceuds du niveau 1 envdisivecteurs, chacun de taileN/P, au niveau
2...jusqu'a ce que le niveawrl envoie deux vecteurs, chacun de taille N/2, ieau o.
Ainsi, chaque niveau envoie un volume de donnédasitie N au niveau suivant. Du fait que
le nombre de niveaux est égal#l, la quantité de données envoyées pour consyrese:
ENVOI= N-o. =N-log(P)
Concernant les données recues, un nceud eftagments dg a partir des nceuds différents.
Un noeud du niveau k (k=%i).recoits fragments de taillsN/P chacun. Le volume de
données recues par un nceud du niveau k estsydi®, k=1...0. Ainsi, le niveau k recoit
(P/s9)+(s“N/P)=N données du niveau k-1.
La quantité de données recue par un nceud interidoes :
DonnéesRecues2N-a=N+logsP)
Pour conclure, la quantité totale de données rggaad nous utilisons la décomposition NLE
est la suivante :
RECEPTION = DonnéesRecguesl + DonnéesRegues?2
= N(1+(1+N)/2P)+N-logy(P)
= O(N/P+ N:log(P))
Notonsqu’on aENVOI> N. En fait, ENVOIpeut étre égal a N lorsque R)=1. Ceci a lieu
guand le facteur de réductianest égal &, autrement dit, quand le graphe de taches du
PMVC contient une seule tacheonstr qui rassemble tous les vecteurs partiglgpour

construirey (c’est-a-dire utilisant une communication all-tioed.
5. Expérimentations

Dans le but d’évaluer les performances de la Oigtion du PMVC sur un systeme distribué a

grande échelle, nous avons installé une plate-foemgérimentale XtremWeb-CH. Nous
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avons analyseé les performances en fonction della d& la matrice creuse, de sa densite, du
nombre de fragments obtenus aprés la décompositionfacteur de réduction pour la

construction du vecteur résultat final, etc.

5.1 Plate-forme XtremWeb-CH

XtremWeb-CH est une plate-forme de calcul distribugrande échelle dite aussi de calcul
volontaire. C’est une version améliorée de XtremWedt environnement permet I'exécution
d’applications paralleles/distribuées composéana@ules communicants [AbB0O7][Abd08].
L’application est décrite par un graphe de flotdd&nées ou les nceuds sont les modules de
traitement et les liens inter-nceuds représentsrédbanges de données entre ces modules.
Le graphe de flot de données est représenté pachiar XML qui décrit les modules et les
données échangées.

Un module n'est affecté a un worker (pair, nceud sjises données d’entrée sont disponibles.
Une donnée est dite disponible si elle a été géngaé un module précédent. Initialement, la
seule donnée d’entrée disponible est celle quioeshie par I'utilisateur pour exécuter le (ou
les) premier(s) module(s). Les différents moduled’application (a I'exception du premier)
sont initialement "bloqués" i.e. ils ne peuveneé&krécutés puisque leurs données d’entrée ne
sont pas disponibles.

A la fin de I'exécution d’'un module par un workeelui-ci informe le serveur. Un processus

A n

particulier de XtremWeb-CH, appelé "espion”, part@lors tous les modules bloqués pour
débloquer ceux dont les données d'entrée sont emaint disponibles. Le processus
ordonnanceur de XtremWeb-CH se charge alors daffester a des workers libres. La
communication entre les modules se fait directereatre les workers exécutant ces modules
(sans passer par le serveur).

Cette nouvelle fonctionnalité est une extensiorKttemWeb-CH par rapport a XtremWeb.
En effet, dans XtremWeb les communications entr&k@rs ne peuvent avoir lieu que via le
serveur.

Cette fonctionnalité a été rajoutée dans tedbws’approcher davantage du concept du P2P,
a savoir que tous les nceuds doivent avoir reé&mes fonctions, le méme "pouvoir".
L’architecture de XtremWeb-CH est donc partielleméécentralisée par rapport a celle de
XtremWeb. Lorsqu’'un worker finit son exécutidin,stocke ses résultats dans un fichier
temporaire et envoie au serveur XtremWeb-CH signal lui indiquant la fin normale de

son exécution ainsi que I'emplacement du fichisultat (adresse IP et répertoire).
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Lorsque le serveur XtremWeb-CH affecte les modntassellement débloqués a des workers
libres, il leur envoie aussi 'emplacement de ledmanées d’entrée. Le transfert des données
se fait donc directement entre workers [DIE06].

requéte

g ’ici_ute'ﬂ

Signal

Signal + Donnees

Y

résnltat

Mon application
Figure 6.5 Architecture de XtremWeb-CH

Déploiement de XtremWeb-CH:

Le serveur de XtremWeb-CH tourne sous Linux. Leskexs tournent sous Linux et
Windows. La version Windows du module worker petrach terme de disposer d’'un nombre

important de machines workers.
5.2 Plate-forme matérielle

Nous avons installé une plate-forme XtremWeb-CHlmstitut Supérieur d’Informatique
(Tunis-Ariana). Le module coordinateur a été inétasur un PC Pentium dual-
core (fréequence : 2GHz, RAM: 2Go, mémoire cacl&Mo et disque dur: 120 Go).
Concernant les noeuds, nous avons utilisé 9 PC UiNiaht des performances similaires :
Pentium dual-core de fréquence 3 GHz. Toutes lehimes ont été connectées par un réseau

local ayant une bande passante de 100Mo/sec.
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5.3 Parametres testés

Afin d’évaluer les performances du PMVC damlate-forme XtremWeb-CH, nous avons
utilisé un échantillon de matrices de tailles etd#msités differentes que nous avons soit
généréees aléatoirement, soit téléchargées du sitexMMarket [Mat07]. Précisons que pour
le premier ensemble, étant donné une taille N et densité d, nous avons congu un
générateur qui fournit en sortie une matrice quelce ou les éléments non nuls sont
distribués aléatoirement sur les lignes de la matiConcernant le second ensemble, il est en

fait restreint a une seule matrice dont les caratigues sont données dans la Table 6.1.

Structure Nom Taille | Densité

\ Fidapm37| 9152 0.91

Table 6.1 Caractéristiques de la matrice Fidapm37a Matrix Market.

Notons qu’en se basant sur I'étude de I'optimigsatie I'algorithme du PMVC (voir chapitre
4) [EHMO09], nous utilisons l'option de compilatiorO2 pour compiler I'algorithme du
PMVC présenté dans la Figure 6.2 et utilisé pantesids pour calculer le produit fragment-
vecteur.

L’évaluation des performances du PMVC sur XtremV@#h-a consisté a mesurer 4
parametres : (i) la durée totale de I'exécutioagplication, (ii) la durée totale de calcul, Jiii
la durée totale des E/S et (iv) la durée totaleatemunication. Nous en déduisons ensuite le
ratio d’'E/S (rapport temps total d'E/S sur tempsltd’exécution), le ratio de calcul (rapport
temps total de calcul sur temps total d’exécutitrp ratio de communication (temps total de
communication sur temps total d’exécution). Cesstaerniers parametres permettront de
raffiner 'analyse des résultats.

Précisons qu’a cause de contraintes techniquesdié@ombre de nceuds de la plate-forme et
leur disponibilité, nous nous sommes restreint9 aceuds et n'avons effectué qu’une seule

exécution par test.
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5.4 Résultats et interprétations

5.4.1 Evaluation des performances en fonction da taille de la matrice

Les valeurs des parametres sont les suiva®ssité de la matrice creuse d=10, nombre de

fragmentsf=64, facteur de réduction FR=2. La taille N dematrice varie dans l'intervalle

[1000 9000]. Les résultats sont présentés darsdeses 6.6 et 6.7.

2000
1800
1600 - /
1400 / —— Execution
1200 s
2 1000
g —— Calcul
800
g / Communication
F 600
400
] )4:4:
0 T T T T T T T
1000 2000 3000 4000 5000 6000 9000
N
N 1000 | 2000/ 3000 400 5000 6000 9000
Temps total d’exécution (s) 161 310 424 468 604, 793 1728
Temps total d’E/S (s) 11.48| 13.45 15.73 28.28 43.98 70,7 194,87
Ratio d’E/S (%) 7 4 4 6 7 9 11
Temps total de calcul (s) 206 | 499 994 16.81 2598 36.85 84.21
Ratio de calcul (%) 1 2 2 3 4 5 5
Temps total de communication (s) 147.46| 291.56 398.33/ 422.91] 534.04] 685.45 1448.92
Ratio de communication (%) 91 94 94 90 88 86 84

Figure 6.6 Performances du PMVC en fonction de lagille de la matrice, d=10, FR=2 et=64

Nous remarquons ainsi que lorsque la taille N demktrice augmente, la durée totale

d’exécution ainsi que la durée de communicatiomargent. Ce résultat peut étre justifié par
le fait que lorsque N croit (pour une densité figéd=10), le nombre d’éléments non nuls

augmente, donc la granularité des taches augmenteonséquence, la quantité de données
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traitée par les calculs augmente, d’'ou la duréeldgotl’exécution augmente. De plus, la
quantité de données circulant sur le réseau dliexdicution de I'application augmente donc

la durée de communication augmente.

100
‘/l—\
80
70 - Ratio d'E/S (%
- 60
S
% 50 -=- Ratio de calcul
0,
T, (%)
30 -+ Ratio de
communication
20 (%)
10 ‘\o—o//‘—//‘
.//.—./.’/4/4—-
0 T T T T T T
1000 2000 3000 4000 5000 6000 9000
N

Figure 6.7 Ratios en fonction de la taille de la ntace, d=10, FR=2 etf=64

Notons que, par rapport au temps total d’exécut®ratio de communication décroit lorsque
N croit (a partir de N=2000) et ce, en faveur diprde calcul qui croit quant a lui. Ainsi,

guand N augmente, l'efficacité de la distributiom EMVC s’améliore. D’'un autre co6té, le

ratio d’E/S croit aussi avec N (a partir de N=2000)

5.4.2 Evaluation des performances en fonction de tensité

Valeurs des parametres : taille de la matrice N8560mbre de fragments64, densité de la
matrice variant dans l'intervalle [5 30].

Dans la Figure 6.8, nous remarquons que commeldaras précédent, lorsque la densité de
la matrice croit, le nombre d’éléments non nulstaassi, ce qui influe sur la durée totale
d’exécution, la durée totale de calcul, la durééaléo I’'E/S et la durée totale de
communication qui tous croissent. Concernant lgss;anous constatons comme auparavant
(d fixé et N variable) que le ratio de communicata@croit lorsque d croit alors que les ratios

d’E/S et de calcul croissent.
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1600
1400 e
1200 /
_.1000 —e— Exécution
(8]
&
'y 800 = E/S
o
S
g 600 —— Calcul
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> é)"
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5 10 20 30
densité
Densité 5 10 20 30
Temps total d’exécution (s) 309 538 1010 1483
Temps total d’E/S (s) 21.76 58.06 123.73 187.28
Ratio d’E/S (%) 7 11 12 13
Temps total de calcul (s) 13.29 26.03 51.09 76.44
Ratio de calcul (%) 4 5 5 5
Temps total de communication (s) 273.95| 453.91| 835.1§ 1219.28
Ratio de communication (%) 89 84 83 82

Figure 6.8 Performances du PMVC en fonction de laghsité de la matrice, N=5000 dt=64
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Figure 6.9 Ratios en fonction de la densité de laatrice, N=5000 etf=64
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5.4.3 Evaluation des performances en fonction du ¢geur de réduction

Nous avons téléchargé la matrice FIDAPM37 du sitatrid Market [Mat07]. Les
caractéristiques de la matrice sont données dafi@alte 6.1. Nous avons décomposé la
matrice en 64 fragments et avons fait varier leéefiacde réduction. Nous avons obtenu les
résultats représentés par les Figures 6.10 et 6\Nblis constatons que lorsque nous
augmentons le facteur de réduction (FR), la dueeamnmunication décroit. En d'autres
termes, lorsque le nombre de taches dans le galéches diminue, le nombre ainsi que la
guantité de données échangées entre les tachesudimi En conséquence, nous concluons
qgue la structure arbre du graphe des taches rasstfficace dans le cas de la distribution du
PMVC sur un systeme volontaire. Il est plus intéa@s$, dans ce cas, d'utiliser une seule tache
pour effectuer la construction du vecteur réstiitet en rassemblant tous les résultats partiels,
gue d'utiliser plusieurs taches pour I'effectuejodtons, comme ce fut le cas auparavant, que

le ratio de communication décroit lorsque FR augmealors que les ratios d’E/S et de calcul

croissent.
250
200 \
g 150
—— Exécution
g- \ = E/S
'_
100 —~— Calcul
Communicati
50
-\
(0]
2 4 8
Facteur de réduction
Facteur de réduction 2 4 8
Temps total d’exécution (s) 212 132 102
Temps total d’E/S (s) 23.23 18.94 18.52
Ratio d’E/S (%) 11 14 18
Temps total de calcul (s) 9.27 8.18 7.97
Ratio de calcul (%) 4 6 8
Temps total de communication (s) 179.5 104.88 75.51
Ratio de communication (%) 85 79 74

Figure 6.10 Performances du PMVC pour la matrice HDAPM37, f=64 et FR variable
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Figure 6.11 Ratios pour la matrice FIDAPM37, =64 et FR variable

1800
1600 \
1400 —— Exécution
1200
) -=E/S
& 1000+
]
g 800 - —— Calcul
O
600 Communication|
400
200 1 — — =
0
2 32
Facteur de réduction

Facteur de reduction 2 32
Temps total d’exécution (s) 1673 731
Temps total d’E/S (s) 203.59 187.87
Ratio d’E/S (%) 12 26
Temps total de calcul (s) 86.51 82.35
Ratio de calcul (%) 5 11
Temps total de communication (s) 1346.9 460.78
Ratio de communication (%) 8 63

Figure 6.12 Performances du PMVC : N=9000, d=10 (ndce aléatoire),f=32, RF=2 et 32
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Figure 6.13 Ratios pour N=9000, d=10 (matrice aléaire), f=32, RF=2 et 32

En conclusion, les expérimentations confirment nésultats théoriques (section 4.2) qui
montrent qu’il est plus intéressant d'utiliser uacteur de réduction égal au nombre de
fragments (une communication de type all-to-ones Eigures 6.12 et 6.13 confirment cette

conclusion.
5.4.4 Evaluation des performances en fonction du nombrealfragments

Pour une matrice de densité donnée, si nous fikofecteur de réduction (2 dans la Figure
6.14) a une valeur inférieure au nombre de fragsmenhtaisons varier le nombre de fragments,
nous remarquons que la durée totale de commumgadionc la durée totale d’exécution
augmente. Ceci est di aux communications génémgeliuplisation d’un graphe de taches
ayant une structure arbre pour la réduction duekga€sultat final. En effet, en augmentant le
nombre de fragments, le nombre de communicatiogsiante aussi. Par conséquent, la durée
totale de communication augmente.

Notons que le ratio de communication (resp. d’'E/®jt (resp. décroit) alors que celui de
calcul est (presque) stable.

Ajoutons que le ratio de communication croit loesfiaugmente alors que les ratios de calcul
ainsi que d’E/S décroissent. Ainsi, une grandeuratief génére d'importantes opérations de

communication.
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Figure 6.14 Performances du PMVC pour N=9000 en fation du nombre de fragments, FR=2
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Figure 6.15 Ratios pour N=9000 en fonction du nomb de fragments, FR=2
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Figure 6.16 Performances du PMVC pour N=9000 en farion def avecf=FR
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Figure 6.17 Ratios pour N=9000 en fonction detel quef=FR
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Enfin, comme le montre la Figure 6.16, quahdiépasse le nombre de noeuds de la plate-

forme, les performances se stabilisent.

6. Conclusion

~

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéresses disttibution et a I'évaluation de
performances du produit matrice-vecteur crgmAx sur un systeme a grande échelle.
Considérant une géométrie virtuelle a une dimenpaur les nceuds, nous avons décomposé
la matrice A en blocs contenant le méme nombregies. Pour nos expérimentations, nous
avons installé une plate-forme de calcul volontare utilisant XtremWeb-CH comme
middleware.

Nous avons remarqué qu’en augmentant le nombrérd&its non nuls dans la matrice (soit
en augmentant sa taille tout en fixant sa densdi,en fixant sa taille et en augmentant sa
densité), la durée totale d’exécution, la duréaléotle communication, ainsi que la durée
totale d’'E/S augmentent.

Nous avons également noté que la structure arbrgraphe des taches n’est pas adéquate
dans le cas de la distribution du PMVC sur un systdistribué a grande échelle. En effet, les
expérimentations confirment les résultats théosqgai montrent qu’il est plus efficace
gu'une seule tache effectue la réduction du vectéaultat. Il serait intéressant de voir
comment s’extrapolent ces résultats pour un systéeleet en adoptant d’'autres algorithmes

de fragmentation.
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Conclusion générale et perspectives

L’étude bibliographique par laquelle nous avonsaem notre travail a permis de constater
gue plusieurs applications scientifiques effectuged$ calculs sur des matrices creuses de
grandes tailles. En examinant deux applicationsigées types, la premiere se situant dans
le domaine de la recherche d’'information et la adeodans celui de la simulation 3D, nous
avons pu relever que les calculs scientifiques xcre@ ramenent aux deux problemes
fondamentaux d’algebre linéaire i.e. la résolutiensystemes lin€aires et le calcul d’éléments
(valeurs/vecteurs) propres. Nous avons vu égalemeatces problemes de grande taille
nécessitent un espace de stockage des donnéequaursivolume de calcul importants. Ainsi,
I'utilisation d’environnements cibles parallélesdestribués offrant des performances élevées
s’avere incontournable.

En conségquence, nous nous sommes intéressés dar@ramare a I'étude de la distribution,
au sein d'un systeme distribué a grande échelleGED des calculs dans des méthodes
itératives pour résolution de systemes linéairesaktul d’éléments propres et ce, dans le cas
creux. Il s’avére gue ces calculs reposent esdlentient sur le noyau produit matrice-vecteur
(PMV).

Afin d’avoir une idée précise sur les matriceseuses et leurs différents modes de
stockage, nous avons effectué un passage en rereueogs avons voulu assez exhaustif sur
les différentes structures réguliéres et irrégaiéite matrices creuses. Des statistiqgues basées
sur des informations au sein du site Matrix Markdiat07] ont été effectuées afin de
déterminer les structures creuses les plus fréquemnmencontrées dans les applications
scientifiques. Cet ensemble comporte les matrieslus référencées dans la littérature et
constitue un riche banc d’essai.

Nous avons ainsi constaté que la structure la fikguente est la structure (irréguliere)
guelconque, suivie par deux structures réguliémsla structure diagonale et la structure
bande. Pour les deux classes de structures idigs et irrégulieres, nous avons décrit une
série de modes de stockage compressé possibles.aCabnduit a classer les formats de
compression en deux catégories : formats gén@slgtformats spécifiques.

Les formats généralistes tels que le CSR, le C&SCQO, le LNK, ... peuvent étre utilisés
pour n'importe quelle structure de matrice. Lesrfats spécifiques tels que le BND, le MSR,

le DIA, le SSK, ... ne peuvent I'étre que pour dedrio@s de structure particuliere.

Notre problématique étant I'étude de la distriboitdu PMVC sur un SDGE, suite a I'étude
bibliographique approfondie que nous avons effectig les concepts de base la constituant,

notre contribution s’est basée sur I'adoption d’déenarche a trois étapes.
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La premiére étape est I'étape petraitementqui consiste en la préparation des données,
'optimisation d’algorithme, la prédiction des pamhances, etc. La seconde est I'étape de
traitementet correspond a la mise en ceuvre des algorithmekés sur les architectures
ciblées. Concernant la troisieme étape, ditgpdst-traitementelle consiste a analyser les
résultats de I'application.

A I'étape de prétraitement, nous avons étudié Efopmances de l'algorithme du produit
matrice-vecteur creux (PMVC) sur des plates-forreéguentielles. Dans cette étude nous
nous sommes intéressés a plusieurs versions deritaiime relatives a différents formats de
compression pour la matrice creuse.

Nous avons adopté une approche générique consistgmpliquer au PMVC des techniques
d’optimisation de haut niveau. Nous avons classéeehniques en deux catégories : (i) celles
pouvant étre appliqguées manuellement sur le cadieqtque le remplacement scalaire, la
technique d’unrolling, etc.), et (ii) celles poav@&tre sélectionnées comme options lors de la
compilation (telles que les options —On, funrolbo funroll-all-loops, etc.).

Les résultats obtenus ont montré que les crit€mstihisation des performances du PMVC
varient d’'une machine a l'autre. lls doivent dotre &ien ajustés aux caracteristiques matérielles
et logicielles des nceuds du SDGE cible et d& déatteindre des performances globales
intéressantes.

Aprés avoir étudié le code du PMVC, nous sommesésaa I'analyse de la distribution d’'une
matrice creuse utilisée comme entrée par le PMVQs$SDGE.

Nous avons proposé six heuristiques de fragmentgbar lignes pour matrice creuse,
dénommées NLE, NLEG, NEZ, NEZG, NEZGT et NEZGTCleg&lconsistent toutes a
décomposer la matrice, de taille N,fdrlocs de lignes. Nous avons classé ces six ahgoeis

en deux groupes G1 et G2. G1 (resp. G2) est coé@spér les trois premiers (resp. les deux
derniers) algorithmes. Les algorithmes de G1 (r€%).construisent des blocs contenant des
lignes contigués (resp. non nécessairement colfigidotre objectif était d’obtenir des
fragments équilibrés au niveau du nombre d’élémeats nuls. Les algorithmes congus, de
complexités différentes, ont induit des solutiogalément différentes.

Cela nous a permis de constater que le traitemeemvatrices de grande taille sur un SDGE
n'est intéressant que pour des tailles (N) netténsepérieures au nombre de nceuds du
systemef] i.e. N >>f. En d’autres termes, il convient d’ajuster tadtenombre de nceuds a
cibler pour la distribution du PMVC. Ainsi, l'utdation de tous les noeuds disponibles d’un

SDGE, donc de sa puissance totale ne permet pagnient d’obtenir les meilleures
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performances globales de I'application. Utiliserpgu moins de ressources et mieux répartir
les charges est plus judicieux.

Nous avons tenu compte des résultats obtenus étoptimisation du PMVC, puis de la
distribution/fragmentation de matrice creuse pdudier les phases de traitement ainsi que de
post-traitement du PMVC sur un systeme distribgéaaade échelle.

Ainsi, considérant une géométrie virtuelle a unmeatision pour les nceuds, nous avons
décomposé la matrice en blocs en se basant sprdape NLE vue précédemment. Pour nos
expérimentations, nous avons installé une petategbrme de calcul volontaire en utilisant
XtremWeb-CH comme middleware.

Nous avons ainsi remarqué qu’en augmentant le rogiiBféments non nuls dans la matrice
(soit en augmentant sa taille tout en fixant sasiiénsoit en fixant sa taille et en augmentant
sa densité), la durée totale d’exécution, la dtwéde de communication, ainsi que la durée
totale d’'E/S du PMVC distribué sur XtremWeb-CH awmtent.

Nous avons également noté que la structure d’apbeenous avons adoptée pour le graphe
des taches n’est pas adéquate dans le cas dérilauticn du PMVC sur un systeme distribué
a grande échelle. En effet, les expérimentatiortsconfirmé les résultats de notre étude
théorique qui ont montré qu’il est plus efficacéume seule tache effectue la réduction du

vecteur résultat.

L’étude de la distribution du PMVC sur un SDGE paiirencore étre approfondie et avoir

diverses suites dans le cadre d’une architectupeeseielle, parallele ou distribuée.

En effet, dans le cas séquentiel, une suite pesitser dans le cadre de paogrammation
générative approche qui consiste a générer des composagisiels ou des systemes
paramétrés a la demande et ce, afin d’amélioreréauilisabilité.

En d’'autres termes, on pourrait concevoir un systdfaide a la décision qui, étant données
une matrice creuse et une machine cible séquentiggihére le meilleur algorithme du PMVC
i.e. conduisant aux meilleures performances passibl

La génération du meilleur algorithme du PMVC sonterd le choix du meilleur format de
compression pour la matrice creuse donnée ainsiegumeilleures optimisations a appliquer
pour l'algorithme du PMVC. D’apres notre étude, E®ix dépendront certainement des
caractéristiques de la matrice creuse ainsi qua nechine cible.

Les résultats auxquels nous avons abouti peuversi abnduire a déduire des critéres

spécifiques de choix.
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D’un autre c6té, il est possible d’enrichir I'étudie I'optimisation du PMVC en considérant et
en intégrant d’autres techniques d’optimisatiomparelles connues dans la littérature.

Les structures de matrices creuses qui ont concextné étude sont la structure quelconque et
la structure bande, vu qu’elles constituent lesicstires les plus répandues dans les
applications réelles. Pour ces deux structurese r@thantillon de formats de compression a
été limitée essentiellement a quatre, a savolDNS, le CSR, le COO et le BND. Ainsi, une
extension pourrait étre facilement effectuée a toémustructures ainsi qu’a d’autres formats
de compression.

Concernant 'aspect parallele, I'étude effectuéesda cas séquentiel pourrait servir de base,
en particulier, en ce qui concerne 'optimisati@nl'dlgorithme du PMVC.

La distribution de la matrice creuse, stockée danformat compressé, sur des processeurs
aussi bien homogénes qu’hétérogenes [BiMO5][Ched8té étudiée essentiellement dans le
cas du format CSR. L’extension a d’autres formascdmpression serait intéressante. En
conséqguence, il s’agira d’étudier des approche®rdiftes de distribution pour la matrice

compressée et qui dépendront nécessairement datfdarcompression adopté.

Dans le cas d'un SDGE, il est possible de tirefipde I'étude de I'optimisation du PMVC
séquentiel sur des architectures séquentiellegrdiffes afin de générer automatiquement
pour chaque nceud du systéme le meilleur algorittumMVC.

Au niveau des données, on pourrait étendre nowedeéeffectuée sur la distribution/
fragmentation d'une matrice creuse stockée dandotmat CSR sur des ressources
homogénes, pour traiter le cas de ressources pét&s, tout en considérant d’autres
structures de matrices creuses ainsi que d’audrasats de compression.

Se situer au sein d’un SDGE, permettrait aussivisager la prise en compte de la volatilité

des nceuds et I'adoption d’approches de tolérancéaaes pour la distribution du PMVC.
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Annexe A : Résultats pour le PMVC-DNS

1. Sur la machine 1

1.1 N=10000 et d=10%

00 0O1 02 03 fun funall
SO 1039498.81 526227.3§ 243975.8 217410 1039554.19 1039032.67
Su_rs 755208 203842.59 204595.2 205577 755994 755260
u2 617857 204216.9 204082.8 204530.2 616881 617282.8]
u4 511312.8]1 203170.8 202034.8 201755. 511584.19 511499.4]
u8 445305 205196.4 204208.2 204216.4 445372.41 445253.19
ulé 415680.59 210184.8 208452 207929.2 415594 415898.41
u32 404277.59 223087.4 222211.6 221444.4 403987.81 404059.41
u64 427411.8]1  248957.4 247318.2 246204.9 423288.19 423813.59
ul2sg 432627.41  238551.2 322537.4 322408.8 431288.59 431520.19
u256 412522.59 213333.4 303920.2 303350.4 410710.59 411126
Figure 1. () TCPU (us)
00/01| 00/02| 0O0/03
no 1.98 4.26] 4.78
su_rs 3.70 3.69| 3.67
u2 3.03 3.03] 3.02
u4 252 253] 253
u8 217 218 2.18
ulé 198 199 2.00
u32 1.81] 1.82] 1.83
u64 1720 173 174
ul2sg 181 134 1.34
u256 193 136] 1.36
Accélérations relatives aux options -On N=10000 dt=10%
6.00
5.00
g 4.00 :i}\
kil >\ - 00/01
9 3.00 = 00/02
? / —— 0O0/03
2.004
1.00
0.00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

no su_rs u2 ud

u8 ul6é

u32

optimisations manuelles

ub4

ul28 u256

Figure 1. (b) Accélération pour les options -On (On)

185



00

01| 02

03| fun

funall

u2

1.22

1.00{1.00

1.01)1.23

1.22

ud

1.48

1.00/1.01

1.02/1.48

1.48

u8

1.70

0.99/1.00

1.01/1.70

1.70

ulé

1.82

0.97|0.98

0.99|1.82

1.82

u32

1.87

0.91]0.92

0.93|1.87

1.87

u64

1.77

0.82|0.83

0.83]1.79

1.78

ul28

1.75

0.85/0.63

0.64]/1.75

1.75

u256

1.83

0.96|0.67

0.68/1.84

1.84

Accélérations relatives a l'unrolling N=10000 et d¥0%
2.00
1.80 —
1.60 /
1.40
§az o
g 1.00 - ~ 02
) \// o3
g 0.80 ‘ ~=fun
——funall
R—
0.60
0.40
0.20+
0.00 T T
u2 usd u8 ulé u32 u64 ul2s u256
Facteur d'unrolling
Figure 1. (c) Accélération pour l'unrolling(su_rs/u,)
N=10000 et d=50%
00 01 02 03 fun funall
SO 1037119.81524003.19 244502.8 217717.411037998.19 1038203
su_rs| 754294.62 204274.8 204715.41 204511.59 755625.19 756312.81
u2 616365.81 203693. 202991.6 203843.2 617111.81 617542.38
ud 510805.41 203275.8 201841.4 202165. 511328.81 511599
u8 444579.41 204968.4 203819.2 203678 445556| 445549.81
ul6 415019.41 209651. 208239.4 207977.4 416215.41 416065.41
u32 403734.19 222410.2 222343.§ 221924.20 404078.59 404166.41
ub4 423091.59 247740.8 246357 245677.8 423714.41 423866.81
ul28| 430586.59 238350.6 322682.8 322354.2 431325/ 431639.81
u256| 410166.19 213017.2 303312.4 303493.2 411080.81411007.81

Figure 2. (a) TCPU (us)
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Annexe A : Résultats pour le PMVC-DNS

00/01| 00/02| O0/03
no 1.98 4.24| 4.76 O0 |01 | 02| 03| fun| funall
surs 3.69] 3.68/ 3.69 u2 1.22/1.00(/1.01{1.00{1.22| 1.22
u2_ 3.03] 3.04| 3.02 u4 1.481.00(/1.01{1.01|1.48| 1.48
u4 251 253 253 u8 1.701.00/1.00{1.00|1.70| 1.70
us 217 2.18| 2.18 ulé | 1.820.97/0.98/0.98/1.82| 1.82
ul6 1.98 199/ 2.00 u32 | 1.870.92|/0.92|0.92|1.87| 1.87
u32 1.82 1.82| 1.82 u64 | 1.78 0.82|/0.83/0.83/1.78| 1.78
u64 1.7 1.72| 1.72 ul28|1.75/0.86/0.63|0.63| 1.75| 1.75
ul28| 1.81] 1.33| 1.34 u256|1.84/0.96/0.67|0.67| 1.84| 1.84
u256| 1.93| 1.35| 1.35
Figure 2. (b) Accélération pour les options -On Figure 2. (c) Accélération pour
(00/On) I'unrolling(su_rs/u )
1.3 Sherman3, N=5005 et d=0.08%
00 01 02 03 fun funall
o) 262489.41 133790 64148.4 58178| 262561.41 260522.2
nu_sr 194179.2 53983 55023.2 55489.2 193883.8 191025.41
u2 156868.1 53754 54989.6 54937 156989.2 154799.2
u4 129444 53801.8 54767.2 54946.4 129550.2 127421.2
u8 114544 53813 54664.6 55028.2 114909.4 113008.4
ulé 107940.8 55419.8 56203.2 56469.6 107497 106103.2
u32 104471 58275.2 60080.4 60978.8 104602 102727.6
u64 108013.8 63125.2 63968.4 64356.4 107832.2 106407,
ul28 110808.2 63884.2 84984.4 84837.2 110590.8 109031.8
u256 108507.6 56114.4 80411.2 80337.2 108722.6 106566.6
Figure 3. (a) TCPU (us)
00/01| 00/02| O0/03
no 1.960 4.09| 4.51 O0 |01 | 02| 03| fun| funall
surs 3.60] 3.53] 3.50 u2 1.24{1.00/1.00{1.01|1.24| 1.23
u2 292 2.85| 2.86 u4 1.501.00/1.00{1.01|1.50| 1.50
u4 2.41 2.36| 2.36 us8 1.70 1.00/1.01{1.01|1.69| 1.69
us8 2.13 2.10| 2.08 ulé | 1.800.97/0.98/0.98|/1.80| 1.80
ul6 1959 1.92| 1.91 u32 | 1.860.93/0.92|0.91|1.85| 1.86
u32 1.79 1.74| 1.71 u64 | 1.80 0.86/0.86/0.86/1.80| 1.80
u64 1.71 169/ 1.68 ul28|1.75/0.85/0.65|0.65|1.75| 1.75
ul28| 1.73| 1.30| 1.31 u256|1.79/0.96/0.68/0.69|1.78| 1.79
u256| 1.93] 1.35| 1.35

Figure 3. (b) Accélération pour les options -On

(00/On)

Figure 3. (c) Accélération pour
I'unrolling(su_rs/u )
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00
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Figure 4. Accélération pour le remplacement scala@ (no/su_rs)

2. Sur la machine 2

2.1 N=10000 et d=10%

00 01 02 03 fun Funall
no 1154011.62 753252.19 434412 435765.19 1101678 1102059.62
Su_rs 1276152.62 434074.41 408805.41 410196.81 1276654.74 1275611
u2 921342 393757.81 364855.41 365191.19 943443.3§ 943148.3§
u4 710614.62 367062.81 415833.81 417502.19 692682.81 693971.62
u8 613036.81 355791.19 346245.81 347648.59 586632 585682.81
ulé 536910.38 353726 347579.19 348461.19 524403.19 523905.59
u32 512115.41 340503.59 353901.81 354790 501422.19 501427
u64 503856 351215.19 350918.19 352535.81 495075 495650.19
ul2g 49657() 343547.59 342032 343142.41 490598.81 490412.19
u256 494854 343495 360306.81 361938.41 488273.59 488524.41

Figure 5. (a) TCPU (us)
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Annexe A : Résultats pour le PMVC-DNS

00/01| 0O0/02| O0/03
No 149 257! 257 00 |01 | 02| 03| fun| funa
surs 301l 313 314 u2 11.461.11/1.12/1.11/1.43] 1.43
u2 229 240l 240 u4 |1.86/1.17/1.04/1.04/1.82| 1.82
ul 189 1.75| 1.76 ug8 |2.201.20{1.15/1.15/2.13] 2.13
us 164 164! 164 ulé | 2.431.21/1.16/1.16/2.36] 2.36
ul6 150 150 151 u32 | 2.541.24/1.16/1.16/2.48| 2.48
u32 146 1.43| 1.43 ué4 | 2.581.23/1.17/1.17/2.52| 2.52
u64 143 141 142 ul28|2.61|1.22/1.17|/1.17|2.55| 2.55
ul2s! 141 1.41] 1.21 u256|2.52|1.22/1.12|1.12| 2.46| 2.47
u256| 1.45| 1.39] 1.40
_ L ) Figure 5. (c) Accélération pour
Figure 5. (b) Accélération pour les options -On Punrolling(su_rs/u )
(00/0n)
2.2 N=10000 et d=50%
00 0O1 02 03 fun funall
no 1150453.62 751369 434693.41 435985.41 1155325.62 1106575.21
su_rs 1276297.756 431773.19 408642.41 410424.19 1277010.38 1296519.21
u2 919633.62 391892.81 364222.41 365590.19 922349 933867
u4 710398.81 365001.81 416077 417729.59 710614.38 712551.3§
u8 612040.19 354009.19 346079 347818.19 612848 585709.62
ul6 535632 352032.19 347543 348808 537461.81 529935.3§
u32 510497.81 338627.41 353442.19 354921.19 512690.59 508820.41
u64 502340.81 349268 350873 352626.41 504231 502012.41
ul28 495442 341545.41 342069.41 343384.19 496967.81 496610.41
u256 493353.41 341623.59 360362 362112.59 495152 494043.59
Figure 6. () TCPU (us)
00/01| 00/02| O0/03 00 |01 | 02| O3] fun| funa
no 153 2.66] 2.65 u2 ]1.391.10/1.12/1.12/1.35] 1.35
su_rs 2.94] 3.12| 3.11 u4 |1.801.18/0.98/0.98/1.84| 1.84
u2 2.34 2.53] 252 ug |2.081.22/1.18/1.18/2.18] 2.18
u4 1.94 1.71] 1.70 ul6 | 2.381.23]1.18/1.18|2.43| 2.43
u8 1.720 1.77| 1.76 u32 | 2.491.27/1.16/1.16|2.55| 2.54
ul6é 152 154] 154 ué4 | 2.531.24/1.16/1.16/2.58| 2.57
u32 150 145 144 ul28|2.57|1.26/1.20|1.20| 2.60| 2.60
u64 143 144 143 u256|2.58/1.26/1.13]1.13/2.61] 2.61
ul28| 1.45| 145 1.45
u256| 1.44| 1.37| 1.37

Figure 6. (b) Accélération pour les options -On

(00/On)

Figure 6. (c) Accélération pour
I'unrolling(su_rs/u )
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2.3 Sherman3, N=5005 et D=0.08%

00 01 02 03 fun funall
no 278040.59 187166.8 108281.8 108010.2 286172.59 285860.81
Su_rs 319456.19 106242.4 102066.6 101761.6 317765.59 317423.81
u2 219234.41 95787.8 91478.4 91270.4] 222556.8 222541
u4 171993.§ 90796 98218.8 97964.4) 174888.2 174642.41
u8 145302.2 88648.8 88604.8 88369.2 149068.2 148855.41
ulé 131671 87690.2 87613.2 87382 134420 134246.41
u32 125599.2 85960.2 87870.4] 87630.4] 128186.2 128056.4
u64 123634.4 86477.4 87454.2 87226 125911.2 125741.4
ul28 122450.8 86735.2 87054.4 86872.2 124512.2 124339.4
u256 126868.6 87420.8 91052 90720.2 128923.8 128749.6
Figure 7. (a) TCPU (us)
00/01| O0/02| O0/03
no 153 265 264 00 |01 | 02| 03| fun| funa
surs 296 312 3.11 u2 |1.391.10/1.12{1.12|1.38] 1.39
u2 235 252 252 u4 |1.801.18/0.98/0.98/1.80| 1.82
ul 195 1.71] 1.70 ug |2.091.22/1.18/1.18/2.08| 2.21
us 173 1771 1.76 ulé | 2.381.23|1.18/1.18|2.38| 2.45
ul6 159 154 154 u32 | 2.501.28|1.16/1.16| 2.49| 2.55
u32 151 1.44| 1.44 u64 | 2.541.24|1.16/1.16| 2.53| 2.58
u64 144 1.43| 1.42 ul28|2.58|1.26|1.19|1.20| 2.57| 2.61
ul2s| 1.45/ 145! 1.44 u256|2.59/1.26|1.13|1.13| 2.58| 2.62
u2b6| 1.44| 1.37| 1.36
, L ) Figure 7. (c) Accélération pour
Figure 7. (b) Accélération pour les options -On Punrolling(su_rs/u )
(O0/0n)
00 |01 | 02| O3] fun| funall
N=10000 et d=10%0.90| 1.74| 1.06| 1.06| 0.86| 0.86
N=10000 et d=50%0.90| 1.10{1.12|1.12| 1.35| 1.35
Sherman3 0.871.07|0.88/0.87|1.36| 1.36

Figure 8 . Accélération pour le remplacement scaleg (no/su_rs)

190



Annexe A : Résultats pour le PMVC-DNS

3. Sur la machine 3

3.1 N=10000 et d=10%

00 01 02 03 funroll funall
S0 4626360 3677060.75 3144334.5 3145120.75 4626261.5 4625145.5
Su_rs 1894922.765 3145269.4 1846878.25 1846696.79 1896800.7% 1897810.74
u2 1747483.2% 2418860 1220588.62 1220397.25 1751854 1748095
u4 1582102 2054952.62 1221064.75 1226019.25 1582818.3§ 1581457.3§
u8 1517006.2% 1283584.25 1217880.21 1220594 1516050 1518135.24
ulé 1500435 1282290.75 1735417.38 1735297.62 1501672.3 1502165
u32 1480366.75 1254389.3§ 2449948.25 2451286.5 1479935.75 1485049.74
u64 1471248.25 1236006 2668157.5 2666216 1471695 1472483.25
ul28 1469538 1229576.62 2942559.5 2941547.75 1468160.62 1468631.62
u256 1469451 1227454.2% 3037191.7% 3035614.25 1470147.7% 1465837.74
Figure 9. (a) TCPU (us)
00/01| O0/02| O0/03
no 126 1.47| 147 00 |01 | 02| 03| fun| funa
surs 0.60 1.03 1.03 u2 |1.081.30/1.51/1.51|1.08| 1.09
u2 072 1.43| 1.43 u4 |1.201.53|1.51/1.51|1.20] 1.20
ul 0771 1.30 1.29 ug8 |1.252.45/1.52/1.51|1.25| 1.25
us 118 125 1.24 ulé | 1.262.45/1.06/1.06|1.26| 1.26
ul6 117 o086 086 u32 | 1.28 2.51|0.75/0.75|1.28| 1.28
u32 118 060 060 u64 | 1.29 2.54|0.69|0.69|1.29| 1.29
u64 119 055/ 055 ul28|1.29|2.56|0.63|0.63| 1.29| 1.29
u12s! 120l os0l 050 u256|1.29/2.56/0.61|/0.61|1.29| 1.29
u256| 1.20| 0.48| 0.48
, L ) Figure 9. (c) Accélération pour
Figure 9. (b) Accélération pour les options -On Punrolling(su_rs/u )
(O0/0n)
3.2 N=10000 et d=50%
00 01 02 03 funroll funall
S0 4625402.53798963.25 3266474.253266285.25 4624745 4625933
su_rs| 1892579 3265616.5 1906037.62 1905402.38 1892400.251891215.62
u2 1761647.382540786.751218746.38 1219033.38 1760440.62 1757969.62
u4 1582527.62 2174329 1220504.62 1219790 1581851.62 1582870.745
u8 1527757.621280479.62 1218221 1221191{1528041.3§ 1528413
ulé | 1517648.621282746.751737682.251736448.38 1518971.62 1516859.25
u32 | 1494076.381254039.25 2458107 2459587.5 1497875.25 1498709.62
u64 | 1493055.621235795.25 2668462.5 2668283.5 1490557.25 1489870.62
ul28|1487132.3§ 1230005 2943160 2943838.51489603.38 1490785.34
u256 | 1487788.621228370.38 3040969.25 3037567.5 1485644.75 1486257

Figure 10. (a) TCPU (us)
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00/01| 0O0/02| O0/03
no 122 1.42| 142 00 |01 | 02| 03| fun| funa
2 | oed 145 145 u4 | 1.201.50/1.56|1.56/1.20| 1.19
ul 073 130/ 1.30 u8 | 1.24/2.55/1.56|1.56|1.24| 1.24
us 119 125 1.25 ulé | 1.252.55/1.10/1.10{1.25| 1.25
ul6 114 087 087 u32 | 1.27/2.60/0.78/0.77/1.26| 1.26
u64 121 o056 056 ul28|1.27|2.65|0.65|0.65|1.27| 1.27
u12s! 1211 o051l o051 u256|1.27|2.66| 0.63|0.63| 1.27| 1.27
u256| 1.21] 0.49] 0.49
) L . Figure 10. (c) Accélération pour
Figure 10. (b) Accélération pour les options -On Punrolling(su_rs/u )
(00/0n)
3.3 Sherman3, N=5005 et D=0.08%
00 01 02 03 funroll funall
no 1139002.75902780.81 770002.38 769854.19 1140125.38 1139036.64
su_rs| 468048.81 769504.34 449759.59 449982.59 469718.19 468564.81
u2 421002.41588525.81 296890.59 297198.81 425087.19 421228.19
ud 390158.41497138.19 296277.41 296972 391737.59 394252.19
us8 372336.59 316102 296617 297703.19 374364.81 381083
ulé | 370215.81 311936]425591.59425787.81 372226 374944
u32 | 364375.19306088.41 590213 591212.81 366270 367635.19
u64 | 360159.81301865.59672182.81673516.19 362717.41 360945.19
ul28| 358657.59 300544.19 718242.19 717337.3§ 359923.59 358502.19
u256| 361800.59311376.19 735603.19 735655.19 363417.81 362097.59
Figure 11. (a) TCPU (us)
00/01| 00/02| O0/03
no 1260 1.48] 1.48
00 |01 | 02| 03| fun| funa
sursf 0.61] 1.04] 1.04
u2 |11171.31/1.51/1.51/1.10] 1.11
u2 0.720 1.42| 142
u4 |1.201.55/1.52/1.52/1.20] 1.19
u4 0.78 132 131
ug8 |1.26/2.43/1.52/1.51|1.25| 1.23
u8 1.18] 1.26] 1.25
ulé | 1.262.47/1.06/1.06/1.26| 1.25
ul6é 119 0.87| 0.87
u32 | 1.28 2.51/0.76/0.76/1.28| 1.27
u32 1.19 0.62| 0.62
u64 | 1.30 2.55/0.67/0.67/1.29| 1.30
u64 1.19 0.54] 0.53
ul28|1.31|2.56/0.63/0.63/1.31] 1.31
ul28| 1.19] 0.50] 0.50
u256|1.29/2.47/0.61]/0.61|1.29| 1.29
u256| 1.16] 0.49] 0.49

Figure 11. (b) Accélération pour les options -On

(00/On)

Figure 11. (c) Accélération pour
l'unrolling(su_rs/u )
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Annexe A : Résultats pour le PMVC-DNS

00

01

02

03

fun

funal

N=10000 et d=109

02.44

1.17

1.70

1.70

2.44

2.44

N=10000 et d=509

01.08

1.30

151

151

1.08

1.09

Sherman3

1.1

D1.18

1.00

1.00

1.11

1.11

Figure 12. Accélération apportée pour le remplacenm scalaire (no/su_rs)
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Annexe B : Résultats pour le PMVC-CSR

1. Sur la machine 1

1.1 N=10000 et d=10%

00 01 02 03 fun funall
no 148172 226747.8 76874.2 126183.8 172015.2 404438.6
Su_rs 96872 41741.4 42372 38995.8 96245.4 96093.8
u2 78541 39178.6 40625.4 39669.4 79600 79911.6
ud 71973.4 38483.6 41816.8 39225 72463.4 73598.8
u8 68131.6 38147.4 39536.8 38834.8 68928.4 69713
ulé 66657.2 39413.8 40458.4 40732 66776.2 68042.4
u32 66286.7 43037.6) 44367 43283.8 66293.8 68112.8
ub4d 69408.4 44084.2 43827 43554.6 69354.8 71378.8
ul2s 67551.2 42689.6) 50575.6 50166.2 68196.4 69772
u256 70501.4 40675.8 49280 50320.2 70859 72607

Figure 1. () TCPU (us)
00/01]| 00/02| O0/03 O0 |01 | 02| 03| fun| funa

no 0.65| 1.93| 1.17 u2 1.231.07{1.04/0.98|1.21| 1.20
su rs| 2.32| 2.29| 2.48 ud 1.351.08/1.01/0.99{1.33| 1.31
u2 2.000 193] 1.98 u8 1.42/1.09/1.07/1.00{1.40| 1.38
ud 187 1.72| 1.83 ulé | 1.451.06/1.05/0.96/1.44| 1.41
u8 1.79 1.72| 1.75 u32 | 1.46 0.97/0.96/0.90|1.45| 1.41
ulé 1.69 1654 1.64 u64 | 1.400.95/0.97/0.90{1.39| 1.35
u32 154 1.49| 1.53 ul28]1.43/0.98/0.84/0.78/1.41| 1.38
ub4d 157 1.58| 1.59 u256|1.37|1.03/0.86/0.77/1.36| 1.32
ul28| 1.58| 1.34| 1.35
u256| 1.73| 1.43| 1.40
Figure 1. (b) Accélération pour les options -On Figure 1. (c) Accélération pour I'unrolling

(00/On) (Su_rs/w)
1.2 N=10000 et d=50%

00 01 02 03 fun funall
no 6281428.4 5619624.8 5429941 6562077.4 4309401.9 5240520
su_rs 429968 173649.6 176867 154173.4 429483.4 427763
u2 347306.§ 162567.4 174420.8 161777.4 347082.8 345279.2
ud 314548.4 158092 168150 158128.4 315207.9 312778.2
u8 297168.7 154828.8 162866.4 157055 298090.4 295533.6
ulé 289149.8 164423.4 166082.8 165981.4 290915.4 287945.2
u32 287943.6 174096.6 174532.8 176899.8 288596.8 287547.8
ub4d 301259 177446 179597 178241.6 303177.4 299774.2
ul28 288523 189142.8 221546.4 220788 290319.8 286136.2
u256 289567.8 162747.2 205175 204221.6 290343.6 287694.6
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N10000 et d=50%
§ 450
\
400 \
350 - 00
’%_T =01
) _
5 300 03
O
= —=fun
250 —e—funall
200 / T~
. /A‘/-\.
150 T T T i %\\h T T T T
no su.rs u2 u4 u8 ulé u32 u64 ul28 u256
Facteur d'unrolling
Figure 2. () TCPU (us)
00/01]| O0/02| O0/03 O0 |01 | 02| 03| fun| funa
no 1.12 1.16/ 0.96 u2 1.241.07/1.01/0.95|1.24| 1.24
su rs| 2.48| 2.43| 2.79 ud 1.37/1.10/1.05/0.97|1.36| 1.37
u2 2.14 1.99| 2.15 u8 1.451.12|/1.09/0.98|1.44| 1.45
ud 1.99) 1.87| 1.99 ulé | 1.491.06/1.06/0.93|1.48| 1.49
us8 1920 1.82| 1.89 u32 | 1.491.00/1.01{0.87|1.49| 1.49
ulé 1.7 1.74| 1.74 u64 | 1.430.98/0.98/0.86/1.42| 1.43
u32 1.65 1.65| 1.63 ul28|1.49|0.92|0.80{0.70|1.48| 1.49
u64 1.7 1.68| 1.69 u256|1.48|/1.07|0.86/0.75|1.48| 1.49
ul2g8| 1.53| 1.30| 1.31
u256| 1.78| 1.41| 1.42
Figure 2. (b) Accélération pour les options -On Figure 2. (c) Accélération pour
(00/On) I'unrolling(su_rs/u )
1.3 Sherman3, N=5005 et d=0.08%
00 o1 02 03 fun funall
no 321.4 196 168.6 215 321.8 3254
su_rs 255.2 159.8 160.4 176.6 257.2 254
u2 296.2 158.8 163.8 176.4 281.4 375.4
ud 268.4 158.2 161.8 160.2 268 275.4
u8 302.2 164.6 164.6 162.6 304 302.8
ul6é 305 166.2 207.2 166.2 313.2 305.6
u32 300 160.8 182.4 159.4 310 300.8
u64 309.6 239.8 163.4 160 300.4 300.8
ul2s 302.9 192.8 167.4 177.6 303.4 315.2
u256 300.7 186.4 170.2 619.2 302.4 301.8

Figure 3. (a) TCPU (us)
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Annexe B : Résultats pour le PMVC-CSR

00/01| 00/02| O0/03 O0 |01 | 02| 03| fun| funa
no 164 1.91] 1.49 u2 0.86/1.01/0.98/1.00|0.91| 0.68
surs| 1.60f 1.59| 1.45 ud 0.951.01/0.99|1.10|0.96| 0.92
u2 1.87 1.81| 1.68 u8 0.84{0.97|0.97|1.09(0.85| 0.84
ud 1.700 1.66| 1.68 ulé | 0.840.96|0.77(1.06/0.82| 0.83
ud 184 1.84| 1.86 u32 | 0.850.99/0.88/1.11/0.83| 0.84
ul6 1.84 147 1.84 u64 | 0.820.67(0.98/1.10/0.86| 0.84
u32 187 1.64| 1.88 ul28|0.84|/0.83|0.96|0.99]/0.85| 0.81
ub4 1.29 189 194 u256| 0.85|0.86| 0.94|0.29/0.85| 0.84
ul28| 1.57| 1.81| 1.70
u256| 1.61] 1.76] 0.48
Figure 3. (b) Accélération pour les options -On Figure 3. (c) Accélération pour I'unrolling
(00/On) (su_rs/u)
O0 |01 |02 | O3 | fun | funall
N=10000 et d=10% 1.53| 5.43| 1.81| 3.24| 1.79| 4.21
N=10000 et d=50%14.61| 32.36| 30.70| 42.56| 10.03| 12.25
Sherman3 1.26 1.23| 1.05| 1.22| 1.25| 1.28

Figure 4. Accélération pour le remplacement scala@ (no/su_rs)

2. Sur la machine 2

2.1 N=10000 et d=10%

00 01 02 03 fun funall
no 142605 84942 56394 55621.8 142645.4 142868.4
nu_sr 162868.6 52806.8 50622.2 50352.2 162928 162943.6
u2 108828.2 50933.2 49884.4 49615.6 108892 108991.6
u4 91924.2 49930.6 49702.8 49436.6 91960.8 92086
ug 85114.2 50181 50071.6 49856.8 85039.8 85301.4
ul6é 79494.4 51349.8 52041.8 51881.6 79305.2 79676.6|
u32 78616.9 55324.6 55995.2 55664.6 78444.6| 78824.2
ub4 79847 55583.2 56252.4 55995 79707 .4 80082.4
ul2s 81663.6 55037.6 55823 55777.2 81549.4 81896.2
u256 90547.8 55671.4 56646.6 56023.6 90509.8 90823.4
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N=10000, d=50%
0 900
S 800 3
=
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_ 600 ~ 00
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) N —— funall
200 B
100
0 T T T T T T T T T
no nu_sr u2 u4d u8 ulé u32 u64 ul28 u256
Facteur d'unrolling
Figure 5. (a) TCPU (us)
00/01| 00/02| O0/03 00 |01 | 02| 03| fun| funa
no 1.700 2.87| 2.90 u2 1.5111.05/1.01|1.01|1.54| 1.54
su_rs 3.38] 3.65| 3.62 u4 1.77/1.07/1.01|/1.01|1.78] 1.78
uz2 237 2.46| 244 ud 1.92/1.07/1.00{1.00|{1.97| 1.97
u4 2.04 2.09] 2.07 ulé | 2.10 1.05/0.96|0.96|2.10| 2.11
ud 1.88 1.90| 1.88 u32 | 2.130.95/0.88|0.88| 2.15| 2.16
ulé 1.69 1.67| 1.66 u64 | 2.110.95/0.88/0.88|2.17| 2.18
u32 1.50 1.50f 1.49 ul28|2.17/0.96/0.88|0.88|2.17| 2.17
u64 1.53 152 1.50 u256|2.16|0.96|0.85|0.88| 2.17| 2.17
ul28| 1.50, 1.49| 1.47
u256| 1.49| 1.44| 147

Figure 5. (b) Accélération pour les options -On
(00/0n)

2.2 N=10000 et d=50%

Figure 5. (c) Accélération pour
I'unrolling(su_rs/u )

00 01 02 03 fun funall
no 707763.4  416553.4 246382.8 243892.2 712112.6 710642.6
nu_sr 783879.8 231945.2 214738.6 216353.2 804879.§ 804715
u2 520335.7 219982.4 211899.4 213488.4 521659 521049
u4 442807 .6 216617.2 212372.8 213940  451435.8 450874
u8 407935.7 217115.6 215154.6 216676.§ 408995. 408158.4
ul6é 373783.2 221015.6 224111 225634 382586.4  381756.6
u32 367857 245019.4 245315.8 247216.§ 373679.4  372829.8
u64 37125( 243251.6 244779.8 247159. 370935.§ 369850.8
ul2g 361834 241417.8 243528.2 246066. 371135.4  370414.8
u256 362176.8 242299.4 251362.8 246092.§ 371090.4  370150.4

Figure 6. () TCPU (us)
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Annexe B : Résultats pour le PMVC-CSR

00/01| 0O0/02| O0/03 00 |01 | 02| O3] fun| funa
no 1.700 2.87| 2.90 u2 |1.51/1.05/1.01/1.01/1.54| 1.54
su_rs 3.38] 3.65| 3.62 u4 |1.771.07/1.01/1.01]1.78] 1.78
u2 237 2.46] 2.44 ug8 |1.921.07/1.00/1.00{1.97| 1.97
u4 2.04 2.09] 2.07 ul6 | 2.101.05/0.96/0.96/2.10] 2.11
u8 1.88 1.90| 1.88 u32 | 2.130.95/0.88/0.88/2.15| 2.16
ul6 169 167 1.66 ué4 | 2.1/ 0.95/0.88/0.88/2.17| 2.18
u32 150 150] 1.49 ul28|2.17/0.96/0.88/0.88/2.17| 2.17
u64 153 152| 1.50 u256|2.16/0.96/0.85/0.88|2.17| 2.17
ul28| 150 1.49] 1.47
u256| 1.49| 1.44| 1.47
_ . . Figure 6. (c) Accélération pour
Figure 6. (b) Accélération pour les options -On Punrolling(su_rs/u )
(00/0n)
2.3 Sherman3, N=5005 et D=0.08%
00 0o1 02 03 fun funall
no 373.8 146.8 92 98 372.2 373.6
nu_sr 337 84.8 78 78.2 330.8 331.4
u2 328.6 96.6 92.8 914 330 339.6
u4 323.8 94.8 92.4 87.6 326 330.2
u8 408.4 100 94.4 88 410.4 402.8
ul6 422.8 114.8 113.6 104.8 422 420.6
u32 4104 114.6 109.2 109.2 412.6 411
u64 400.2 118.4 103.2 109.8 403.8 414.6
ul28 400.8 113.8 105.4 108 402.8 415
u256 416.2 114.2 109.8 108.4 413.8 417.6
Figure 7. () TCPU (us)
00/01| 00/02| O0/03 00 |01 | 02| O3] fun| funa
no 2.55 4.06] 3.81 u2 |1.030.88/0.84/0.86/1.00] 0.98
su_rs 3.97] 4.32] 431 u4 |1.040.89/0.84/0.89/1.01] 1.00
u2 3.40 354 3.60 ug8 ]0.830.85/0.83/0.89/0.81] 0.82
u4 3.42) 3.50| 3.70 ul6 | 0.80 0.74/0.69|0.75/0.78| 0.79
u8 4.08 4.33] 4.64 u32 | 0.820.74/0.71/0.72/0.80] 0.81
ul6é 3.68 3.72| 4.03 u64 | 0.840.72/0.76/0.71/0.82] 0.80
u32 3.58 3.76/ 3.76 ul28|0.84/0.75/0.74/0.72/0.82] 0.80
u64 3.3 3.83) 3.64 u256/0.81]/0.74/0.71]/0.72/0.80] 0.79
ul28| 3.52| 3.80] 3.71
u256| 3.64| 3.79] 3.84

Figure 7. (b) Accélération pour les options -On

(00/On)

Figure 7. (c) Accélération pour
I'unrolling(su_rs/u )
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00 | 01

02| O3

fun

funall

N=10000 et d=109

00.88|1.61

1.11/1.10

0.88

0.88

N=10000 et d=509

00.90{ 1.80

1.15/1.13

0.88

0.88

Sherman3

1.101.73

1.18/1.25

1.13

1.13

Figure 8 . Accélération pour le remplacement scaleg (no/su_rs)

3. Sur la machine 3

3.1 N=10000 et d=10%

00 o1 02 03 funroll funall
no 294306 411611.2 410738 410304.2 292795.2 292938.4
su_rs 214389.8 296278.6 298580.6 298509.8 212410.6 212506.4
u2 195781.9 273367.8 197049.4 196959 193136.8 193259.4
u4 186001.9 258304.6 192122.6 192273.4 183418.4 183603.2
u8 185037.9 250539.6 186646 187235.8 183912.4 184408
ulé 184408.6 246733.4 231554 232602.8 184118.2 184522 .4
u32 185358.6 245436 245026 244981.4 184573.4 184538.8
u64 186217.¢  243500.2 265705 265745.6 184962 185053.8
ul28 187065.6 242050.4 258516.4 257779 185887.4 186092
u256 191490.4 244571.2 271704.8 273202.8 189685.2 190060.2
Figure 9. (a) TCPU (us)
00/01| O0/02| O0/03

no 0720 072 072 O0 |01 | 02| O3] fun| funa
surg 072 072 072 1.10/1.08/1.52(1.52(1.10| 1.10
u2 0721 099 099 1.15/1.15/1.55(/1.55(/1.16| 1.16
ul 0721 0971 097 1.16/1.18/1.60(1.59|1.15| 1.15
us 074 099 099 ulé | 1.1 1.20|{1.29|1.28|1.15| 1.15
ul6 075 0.80] 079 u32 | 1.161.21{1.22{1.22|1.15| 1.15
u32 076 0.76] 076 u64 | 1.151.22/1.12|1.12|1.15| 1.15
u64 076 070 0.70 ul28|1.15/1.22{1.15/1.16|1.14| 1.14
u12sl 0771 o072 0.73 u256|1.12/1.21/1.10{1.09|1.12| 1.12
u256| 0.78/ 0.70| 0.70

Figure 9. (b) Accélération pour les options -On
(00/0n)

Figure 9. (c) Accélération pour
I'unrolling(su_rs/u )

200



Annexe B : Résultats pour le PMVC-CSR

3.2 N=10000 et d=50%

N=10000, d=50%

o 2500
Q2
s
2000+
—--00
T,,j\_ 1500 - o1
é —-02
2 1000 o3
—=funroll
—o—funall
500 |
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
no su_rs u2 ud u8 ulé u32 u64 ul28 u256
Facteur d'unrolling
00 01 02 03 funroll funall
no 1468272.8 2064460.§ 2065580.2 2065423.4 1470076.6 1468817.4
Su_rs 1071640.4 1493732.4 15174824 15184914 1073914.8 1070758.2
u2 975543.2 1379661.6 966163 966430.8 975487 976256.4
u4 927792.4 1304430.2 966869 963520.8 928835 929410
u8 928668.6 1265643.2 945160.4 948327.4 929326 929763.§
ulé 929749.8 1245535 1174866.4 1181182 931104.8 930468.8
u32 929605 1233845.3 1241205.6 1241742.§ 930849 930354
u64 928991.8 12252921 1339892.4 1341354.9 930806.8 932560
ul28 933445.2 1215520.6 1298838 1296512.§ 932760.4 933706.4
u256 938927 1196190.4 13510704 1360691.§ 937997.8 937538.2

Figure 10. (a) TCPU (us)
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00/01| 0O0/02| O0/03 00 |01 | 02| O3] fun| funa
no 0.71 0.71] 0.71 u2 |1.101.08/1.57/1.57/1.10] 1.10
su_rs 0.72] 0.71] 0.71 u4 |1.16/1.15/1.57/1.58/1.16] 1.15
u2 0.71 1.01] 1.01 ug |1.151.18/1.61]/1.60/1.16] 1.15
u4 0.71 0.96] 0.96 ulé | 1.151.20{1.29/1.29/1.15| 1.15
u8 0.73 0.98] 0.98 u32 | 1.151.21]1.22|1.22|1.15| 1.15
ul6 0.759 0.79] 0.79 ué4 | 1.151.22/1.13/1.13/1.15| 1.15
u32 0.79 0.75] 0.75 ul28]1.15/1.23/1.17/1.17/1.15] 1.15
u64 0.76 0.69] 0.69 u256|1.14/1.25/1.12/1.12|1.14| 1.14
ul28| 0.77] 0.72] 0.72
u256| 0.78] 0.69] 0.69
) L . Figure 10. (c) Accélération pour
Figure 10. (b) Accélération pour les options -On Punrolling(su_rs/u )
(00/0n)
00 01 02 03 funroll funall
no 857.2 898.4 893.8 893.8 857.2 857.4
su_rs 823.6 606.4 615.4 617.4 811.8 939.6
u2 952.4 620.4 552.6 552.8 952.4 953.6
u4 931.8 583 511.6 511.2 933 1100
us8 918.6 635.8 643 644.2 918.4 927.4
ulé 930.6 637.8 644.2 636.6 930.6 937.6
u32 931.4 633.2 636.4 640.2 931.4 935.2
u64 928.6 632.6 640 643.2 928.4 964.6
ul28 931.9 633.8 643 636.4 931.8 934.6
u256 1057.7 633.2 642.6 636 930 1154.4
Figure 11. (a) TCPU (us)
00/01| 00/02| O0/03 00 |01 | 02| O3] fun| funa
no 0.95 0.96] 0.96 u2 10.86/0.98/1.11/1.12/0.85| 0.99
su_rs 1.36] 1.34] 1.33 u4 |0.881.04/1.20/1.21/0.87| 0.85
u2 154 172 1.72 u8 ]0.900.95/0.96/0.96/0.88] 1.01
u4 1.60, 1.82| 1.82 ul6 | 0.89 0.95/0.96/0.97/0.87| 1.00
u8 144 1.43| 1.43 u32 | 0.88 0.96/0.97/0.96/0.87| 1.00
ul6é 146 144 146 u64 | 0.89 0.96/0.96/0.96/0.87| 0.97
u32 147 1.46| 145 ul28|0.88/0.96/0.96/0.97/0.87| 1.01
u64 147 145] 144 u256|0.78/0.96/0.96/0.97/0.87| 0.81
ul28| 1.47| 145 1.46
uz256| 1.67] 1.65 1.66 Figure 11. (c) Accélération pour

Figure 11. (b) Accélération pour les options -On

(00/On)

I'unrolling(su_rs/u )
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Annexe B : Résultats pour le PMVC-CSR

00

o1

02

03

fun

funal

N=10000 et d=109

01.38

2.58

1.19

1.06

1.38

1.38

N=10000 et d=509

01.37

2.57

1.19

1.06

1.37

1.37

Sherman3

1.3

52.48

1.17

1.05

1.35

1.36

Figure 12. Accélération pour le remplacement scaleg (no/su_rs)
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Annexe C : Reésultats pour le PMVC-COO

1. Sur la machine 1

1.1 N=10000 et d=10%

00 o1 02 03 fun funall
no 420736.4 782005.8 447288.2 348292 516557.6 306352.6
Su_rs 153719 74852.8 76899.2 76310.2 153247.2 152257.8
u2 135838.4 75802.2 74128.6 72837.6 136875.8 135607.8
ud 124102.7 80125.2 80895.4 80499.6 125847.8 123850.8
u8 121649.9 82026.6 69102.2 68341.2 123869.2 120583
ulé 144963 84804.8 66717.6 65728.8 145082.8 143345.2
u32 121749.8 88860.2 67781 66991.2 123367 121442.2
ub4d 123660.6 86874.2 70750.6 71455.8 124175.4 123403.8
ul2s 123121.6 108898.8 94102.6 94536.8 123285 122512
u256 123895.2 111003.8 94918.8 95147.4 123975.8 124383.6

Figure 1. () TCPU (us)
00/01]| 00/02| O0/03 O0 |01 | 02| 03| fun| funa

no 0.54/ 0.94| 1.21 u2 1.130.99(1.04/1.05(1.12| 1.12
su rs| 2.05| 2.00] 2.01 ud 1.24/0.93/0.95/0.95|1.22| 1.23
u2 1.79) 1.83| 1.86 u8 1.26/0.91|1.11]1.12|1.24| 1.26
ud 155 1.53] 1.54 ulé | 1.06 0.88/1.15/1.16|/1.06] 1.06
u8 148 1.76] 1.78 u32 | 1.260.84|1.13|1.14|1.24| 1.25
ulé 1.71 217 2.21 u64 | 1.240.86(1.09/1.07{1.23| 1.23
u32 1.37 1.80| 1.82 ul28|1.25/0.69/0.82/0.81|1.24| 1.24
ub4d 142 1.75| 1.73 u256|1.24|0.67|0.81/0.80|1.24| 1.22
ul28| 1.13| 1.31| 1.30
u256| 1.12f 1.31| 1.30
Figure 1. (b) Accélération pour les options -On Figure 1. (c) Accélération pour I'unrolling

(00/On) (Su_rs/w)
1.2 N=10000 et d=50%

00 o1 02 03 fun funall
no 12387363.6 11753997.2 16287175.4 8950263.§ 10266455.4 20034658.2
su_rs 681579.2 336761.6 354629.8 338266.4 680571.4 680655
u2 619480.6 335236.2 340864 326751 618530.4 618086.8
ud 571322.9 361152.8 371912 361334.4 570148.6 570939.2
u8 561924 .9 375221.4 327479.6 308135.2 560776.2 561539.8
ulé 698098.4 390268.2 313582 297598.4 697072.8 700073.2
u32 567703.4 409629.2 309735 304502.6 566657.4 568771.6
ub4d 574511.4 397883.8 329229.2 323612 575009.4 577930.6
ul28 573353.2 521436.4 437452.8 428016.2 571616 571974 .4
u256 575859.8 538424.2 444459 429522 .4 576146.6 575945.6

Figure 2. () TCPU (us)
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00/01| O0/02| O0/03 00 |01 | 02| 03| fun| funall
no 1.05 0.76] 1.38 u2 1.10/1.00/1.04/1.04|1.10| 1.10
su_rs| 2.02 1.92| 2.01 u4 |1.190.93/0.95/0.94|1.19| 1.19
u2 1.85 1.82| 1.90 u8 |1.21/0.90/1.08/1.10{1.21| 1.21
u4 158 1.54| 1.58 ulé | 0.980.86|1.13|1.14/0.98| 0.97
u8 1500 1.72| 1.82 u32 | 1.200.82|1.14{1.11|1.20| 1.20
ulé 1.79 2.23] 2.35 u64 | 1.190.85/1.08/1.05/1.18| 1.18
u32 1.39 1.83| 1.86 ul28|1.19/0.65/0.81/0.79(1.19| 1.19
u64 1.44 175 1.78 u256|1.18|0.63|0.80{0.79(1.18| 1.18
ul28| 1.10f 1.31] 1.34
u256| 1.07| 1.30|] 1.34
Figure 2. (b) Accélération pour les options -On Figure 2. (c) Accélération pour
(00/On) I'unrolling(su_rs/u )
1.3 Sherman3, N=5005 et d=0.08%
(0]0] 01 02 03 fun funall
no 262.8 150.2 149 173 260.4 260.8
su_rs 397.8 147 179.8 154.2 270 269.2
u2 240.4 147.6 166.6 153.6 239 346
u4 221 149.6 148.6 165 221.6 226
u8 219.4 157.6 138.4 151.4 216.8 236
ulé 296.4 157.4 134.8 153 293.4 293.2
u32 216 163 138.8 250.8 220.8 313
u64 234.8 188.4 136.2 253.2 229.4 222.6
ul28 221.4 214.8 277.4 210.4 219.6 237
u256 237 241 310.2 213.6 233.4 511
Figure 3. () TCPU (us)
00/01| O0/02| O0/03
no 1.75 1.76] 1.52 O0 |01 | 02| 03| fun| funall
surs 2.711 2.21] 2.58 u2 1.65/1.00{1.08/1.00({1.13| 0.78
u2_ 1.63 1.44| 157 u4 |1.800.98/1.21/0.93|1.22| 1.19
ud 1.48 1.49| 1.34 u8 |1.81/0.93/1.30{1.02|1.25| 1.14
us 1.390 1.59| 1.45 ulé | 1.340.93|1.33/1.01/0.92| 0.92
ulé 1.88 220/ 194 u32 | 1.840.90/1.30{0.61|1.22| 0.86
u32 1.33 156/ 0.86 u64 | 1.690.78/1.32/0.61|1.18| 1.21
ua 125 1.72| 0.93 ul28|1.80|0.68|0.65/0.73|1.23| 1.14
ul28| 1.03| 0.80| 1.05 u256|1.68|0.61| 0.58/0.72|1.16| 0.53
u256| 0.98| 0.76] 1.11
Figure 3. (b) Accélération pour les options -On Figure 3. (c) Accélération pour I'unrolling
(00/On) (Su_rs/u,)
00 01 02 O3 | fun | funall
N=10000 et d=10% 2.74|10.45| 5.82| 4.56| 3.37| 2.01
N=10000 et d=50%18.17| 34.90| 45.93| 26.46| 15.09| 29.43
Sherman3 0.6p 1.02| 0.83| 1.12| 0.96| 0.97

Figure 4. Accélération pour le remplacement scala@ (no/su_rs)
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Annexe C : Résultats pour le PMVC-COO

2. Sur la machine 2

2.1 N=10000 et d=10%

00 01 02 03 fun funall
no 187524 87388 87516.2 88103.6 187693.4 187848.4
su_rs 201388.2 88319 87465.4 88071.2 199441.6 201615.4
u2 179071.4 88226 87559 87001 178269 176512.4
u4 159723.4 91435.8 87001 86996.6 156671.8 155321.2
u8 155229.7 97448.2 86418 86608.8 150974.2 149904.4
ul6é 150220.2 108326.4 90496.2 90793 148018.8 147589.4
u32 152484.2 114124 98809 98558.2 150492.6 149065
u64 166051.4 129321.§ 112457.2 112117.4 162795.8 162418
ul2g 161726.6 1263314 120649.6 120526 157794.6 157846.6
u256 153120.6 119582.6 115126.6 114970.4 150670.2 149967.2
Figure 5. (a) TCPU (us)
00/01| 00/02| O0/03 00 |01 | 02| O3] fun| funa
no 2.15 2.14] 2.13 u2 |1.121.00/1.00{1.01]/1.12] 1.14
su_rs 2.28] 2.30] 2.29 u4 |1.260.97/1.01/1.01/1.27] 1.30
u2 2.03 2.05] 2.06 ug |1.300.91/1.01/1.02/1.32] 1.34
u4 1.75 1.84] 184 ul6 | 1.340.82/0.97/0.97/1.35 1.37
u8 159 1.80] 1.79 u32 | 1.320.77/0.89/0.89/1.33| 1.35
ul6 139 1.66| 1.65 u64 | 1.210.68/0.78/0.79|1.23| 1.24
u32 134 154] 155 ul28]1.25/0.70/0.72/0.73/1.26] 1.28
u64 1.28 1.48| 1.48 u256|1.32/0.74/0.76/0.77/1.32| 1.34
ul28| 1.28| 1.34] 1.34
u256| 1.28| 1.33] 1.33
_ . . Figure 5. (c) Accélération pour
Figure 5. (b) Accélération pour les options -On Punrolling(su_rs/u )
(00/0n)
2.2 N=10000 et d=50%
00 o1 02 03 fun funall
no 913055 423687 425623.4  426470.6 917446 948254.4
su_rs 974751.8 427304.4  425543.8  426443.§ 971874.2 981368
u2 878399.7 428273 425198.2  423565.2  870802.2  887267.8
u4 764984  442025.2 421642.6§ 422516.6 756207.4 771239.4
u8 735109  458764.4  417497.2  418547.2 734701.2 733455.8
ul6é 718722 518966.8 436009.§ 435977.2 713906 717043
u32 712378 525700.6  460220.8 463339.4 712594.2 712901.8
u64 704808 539176.2 480457 479860.4 703864.8 707665.2
ul2g 701121.6 550162.2 525378 526968 704381.8 703053
u256 701584 550613.4 532957.2 535042.§ 706524.8 701994.6

Figure 6. () TCPU (us)
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00/01| O0/02| O0/03 00 |01 | 02| 03| fun| funa
no 2.16) 2.15| 2.14 u2 |1.11/1.00/1.00{1.01|1.12] 1.11
su_rs| 2.28| 2.29| 2.29 u4 |1.27/0.97/1.01/1.01|1.29| 1.27
u2 2.05 2.07| 2.07 ug8 |1.330.93/1.02/1.02|1.32| 1.34
u4 1.73 181 1.81 ulé | 1.360.82|0.98/0.98|1.36| 1.37
u8 1.60 1.76] 1.76 u32 | 1.37/0.81/0.92/0.92|1.36| 1.38
ulé 1.3 1.65 1.65 u64 | 1.38 0.79/0.89/0.89|1.38| 1.39
u32 1.3 1.55| 1.54 ul28|1.39/0.78/0.81/0.81|1.38| 1.40
u64 1.31 1.47| 1.47 u256|1.39/0.78|0.80| 0.80| 1.38| 1.40
ul2g8| 1.27| 1.33] 1.33
u2b6| 1.27| 1.32| 1.31
_ . ) Figure 6. (c) Accélération pour
Figure 6. (b) Accélération pour les options -On Punrolling(su_rs/u )
(O0/0n)
2.3 Sherman3, N=5005 et D=0.08%
00 01 02 03 fun funall
no 389.2 163 161.4 160.6 393 380.6
Su_rs 388.6 136.2 143.8 148.6 383.4 380.8
u2 336.2 140 137.4 135 332.2 333.6
u4 284 143.8 134.8 131.8 284.4 281.6
u8 272 158 135.8 130.8 271.6 273.8
ulé 264.8 165 139.8 140.2 265.4 261.8
u32 265 176.8 144.6 144.2 256.8 262.6
u64 261.4 1734 155.8 148.2 263 263.6
ul2g 263.6 184 167.8 162.6 264 268.2
u256 272.2 183 162.6 162.4 270.8 272.4
Figure 7. () TCPU (us)
00/01| O0/02| O0/03
no 239 241 242 00 |01 | 02| 03| fun| funa
surs 285 270l 262 u2 |1.16/0.97|1.05/1.10|1.15| 1.14
u2 240 245/ 2.49 u4 |1.37/0.95/1.07/1.13|1.35| 1.35
ud 1971 211l 215 ug8 |1.430.86/1.06/1.14|1.41] 1.39
us 1720 2.00l 2.08 ulé | 1.47 0.83|1.03/1.06|1.44| 1.45
ul6 160 1.89 1.89 u32 | 1.470.77/0.99/1.03| 1.49| 1.45
u32 150 1.83 1.84 u64 | 1.490.79/0.92/1.00|1.46| 1.44
u64 151 1.68 1.76 ul28|1.47/0.74|0.86/0.91| 1.45| 1.42
ul2sl 1.43] 157 1.62 u256|1.43/0.74/0.88/0.92| 1.42| 1.40
u256| 1.49| 1.67| 1.68

Figure 7. (b) Accélération pour les options -On

(00/On)

Figure 7. (c) Accélération pour
I'unrolling(su_rs/u )
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Annexe C : Résultats pour le PMVC-COO

00

01

02| O3

fun

funall

N=10000 et d=10%0.93

0.99

1.00{1.00

0.94

0.93

N=10000 et d=50%0.94

0.99

1.00{1.00

0.94

0.97

Sherman3

1.0

D1.20

1.12/1.08

1.03

1.00

Figure 8. Accélération pour le remplacement scala@ (no/su_rs)

3. Sur la machine 3

3.1 N=10000 et d=10%

00 01 02 03 funroll funall
no 357911.6  406032.2 399669.4 400909 358556.8 357745.8
Su_rs 315166.8 404813.2 399127.4  400109.2 314829.§ 315154
u2 269964.4 386728.6 352002 352622.4 269324.4 271545.8
u4 253166 369385.8 350105.8 350710 252855.2 253288.2
u8 248982.4  358882.2 350819.6 351448.4 248400.6 248636.8
ulé 248426 355175.8 349783.§ 350858 248263.6 248171.6
u32 282109.6  400564.4 386164 387328.2 281525.8 281850
u64 283694.2 401847.8 392426.8 393013.2 283625.2 283430.6
ul2g 285991.4 393639.4 400849.§ 400879.6 285588 285568.2
u256 288076.6 389198.8 403343.4  404347.4 291005.4 290027.2
Figure 9. (a) TCPU (us)

00/01| O0/02| O0/03 00 |01 | 02| 03| fun| funa
no 0.88) 0.90| 0.89 u2 |1.171.05/1.13/1.13|1.17| 1.16
su_rs| 0.78] 0.79| 0.79 ud4 | 1.24/1.10/1.14/1.14|1.25| 1.24
u2 0.700 0.77| 0.77 ug8 |1.27/1.13|1.14/1.14|1.27| 1.27
u4 0.69] 0.72] 0.72 ulé | 1.27/1.14|1.14|/1.14|1.27| 1.27
u8 0.69] 0.71] 0.71 u32 | 1.121.01/1.03|1.03|1.12| 1.12
ulé 0.70 0.71| 0.71 u64 | 1.12/1.01|1.02{1.02|1.11] 1.11
u32 0.70 0.73] 0.73 ul128|1.10{1.03|1.00{1.00|1.10| 1.10
u64 0.71 0.72| 0.72 u256|1.09|1.04|0.99/0.99|1.08| 1.09
ul2g8| 0.73] 0.71] 0.71
u256| 0.74| 0.71| 0.71

Figure 9. (b) Accélération pour les options -On
(00/0n)

Figure 9. (c) Accélération pour l'unrolling

(su_rs/u)
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3.2 N=10000 et d=50%

00 01 02 03 funroll funall
no 1809267.2 2049577.8 2017784 2021130 1806591.7 1808008
Su_rs 159347y 2047529.2 2017341 2021241.4 1592573.6 1593352.7
u2 1369654.8 1960761.4 1786809.2 1785175 1370642.4 1368892
u4 1284555.2 1871437.8 1778700.9 1777755 1285911.6 1282778.2
u8 1266971 1817094.6 1782094.8 1780621 1266700 1266009.4
ulé 1263060.4 1796677.6 1774136.4 1776077.4 1263194.2 1261036.6
u32 1428037.6 2005084.6 1956408.4 1956275.8 1430411.8 1429844.2
u64 1436639 2009703.4 1984009.4 1980124.4 1441178.8 1436510.6
ul28 1445257.4 1972069.4 2019727.2 2020718.4 1446297.2 1445535.2
u256 1467980.6  1960257] 2034355.2 2035338.4 1458344.6 1459970.4
Figure 10. (a) TCPU (us)

00/01| O0/02| O0/03 00 |01 | 02| 03| fun| funa
no 0.88) 0.90| 0.90 u2 |1.16/1.04/1.13/1.13|1.16] 1.16
su_rs| 0.78] 0.79| 0.79 ud | 1.24/1.09|1.13/1.14|1.24| 1.24
u2 0.70| 0.77| 0.77 ug8 |1.26/1.13|1.13|1.14|1.26| 1.26
u4 0.69] 0.72| 0.72 ulé | 1.261.14|1.14/1.14|1.26| 1.26
u8 0.700 0.71] 0.71 u32 | 1.121.02|1.03{1.03|1.11] 1.11
ulé 0.70 0.71| 0.71 u64 | 1.12/1.02|1.02{1.02|1.11] 1.11
u32 0.74 0.73] 0.73 ul128|1.10/1.04|1.00{1.00|1.10| 1.10
u64 0.714 0.72| 0.73 u256|1.09|1.04|0.99/0.99|1.09| 1.09
ul28| 0.73| 0.72| 0.72
u256| 0.75| 0.72| 0.72

Figure 10. (b) Accélération pour les options -On

(00/On)

3.3 Sherman3, N=5005 et D=0.08%

Figure 10. (c) Accélération pour
I'unrolling(su_rs/u )

00 01 02 03 funroll funall
no 699.4 802.6 786.8 786.6 699.8 699.4
Su_rs 594.2 785 768.8 768.4 593.8 594.2
u2 499.2 748 676 676.4 498.8 499
u4 456.4 713.4 672.2 672 456.2 456.2
u8 451.6 697.4 680.2 675.4 451.8 452
ulé 453 726.4 673.4 673.4 452.8 452.6
u32 448 701.4 679.6 679.8 448 448.2
u64 451.2 725.6 696.4 694.2 451.4 455
ul2g 453.9 708 704 702.8 454.2 453.8
u256 461.9 705.2 708.6 711 459 465.6

Figure 11. (a) TCPU (us)
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Annexe C : Résultats pour le PMVC-COO

00/01| 0O0/02| O0/03 00 |01 | 02| O3] fun| funa
no 0.87, 0.89] 0.89 u2 |1.191.05/1.14/1.14/1.19] 1.19
su_rs 0.76] 0.77{ 0.77 u4 |1.301.10{1.14/1.14/1.30] 1.30
u2 0.67] 0.74] 0.74 ug |1.321.13]1.13]1.14/1.31] 1.31
u4 0.64 0.68] 0.68 ul6é | 1.321.08/1.14/1.14/1.31] 1.31
u8 0.65 0.66| 0.67 u32 | 1.331.12/1.13]1.13]1.33] 1.33
ul6 0.62 0.67| 0.67 ué4 | 1.321.08/1.10{1.11]1.32] 1.31
u32 0.64 0.66/ 0.66 ul28/1.31/1.11/1.09/1.09/1.31] 1.31
u64 0.62 0.65/ 0.65 u256|1.29/1.11/1.08/1.08]1.29| 1.28
ul28| 0.64| 0.64] 0.65
u256| 0.65| 0.65| 0.65
) . . Figure 11. (c) Accélération pour
Figure 11. (b) Accélération pour les options -On Punrolling(su_rs/u )
(00/0n)
O0 |01 | 02| O3] fun| funall
N=10000 et d=10%1.14|1.00|/1.00|/1.00| 1.14| 1.14
N=10000 et d=50%1.14|1.00/1.00/1.00]{1.13| 1.13
Sherman3 1.181.02|1.02|1.02|1.18| 1.18

Figure 12. Accélération apportée
par le remplacement scalaire (no/su_rs)
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Annexe D : Résultats pour le PMVC-BND

1. Sur la machine 1

1.1 N=10000 et d=10%

00 Ol 02 03 fun funall
no 186511.59 103416.4 122014.6 120094 186688 186771.8
Su_rs 155634.2 87430.2 101600.6 101323.6 155104.2 154813
u2 135475.59 93483.6 97586.4 97887.6 134934.8 134772.59
ud 126286 89616.8 93969 94120.8 125695.2 125543.6
u8 122228.9 85296.6 100930.6 100755 121723.2 121623.8
ulé 122713.2 89881.2 102237 102340.2 121365 121570.6
u32 120581.4 89747 .4 101815.8 101958.2 119045.8 120354.6
ub4d 121576.2 88547.6 102406.4 102998.2 119898.6 121068.6
ul2s 121817.6 93573 106385.4 106636.4 119972.4 120400
u256 123481 93708.2 108292.4 108496.8 122152.8 122603.6

Figure 1. () TCPU (us)
00/01]| 00/02| O0/03 O0 |01 | 02| 03| fun| funa

no 1.80 1.53| 1.55 u2 1.150.94/1.04|1.04| 1.15| 1.15
surs] 1.78] 1.53| 1.54 ud 1.230.98/1.08/1.08|1.23| 1.23
u2 145 1.39| 1.38 u8 1.27/1.03/1.01|1.01|1.27| 1.27
ud 141 1.34| 1.34 ulé | 1.270.97/0.99/0.99|1.28| 1.27
u8 143 1.21] 1.21 u32 | 1.290.97/1.00{0.99|/1.30| 1.29
ulé 1.37 1.20| 1.20 u64 | 1.28 0.99|/0.99|/0.98|1.29| 1.28
u32 1.34 1.18| 1.18 ul28|1.28|/0.93/0.96/0.95/1.29| 1.29
ub4d 1.37, 1.19| 1.18 u256|1.26|0.93/0.94/0.93|1.27| 1.26
ul28| 1.30f 1.15| 1.14
u256| 1.32| 1.14| 1.14
Figure 1. (b) Accélération pour les options -On Figure 1. (c) Accélération pour I'unrolling

(00/On) (Su_rs/w)
1.2 N=10000 et d=50%

00 01 02 03 fun Funall
no 186805 102833.6 122239.8 118014.6 186393.2 186310.41
Su_rs 155060.8 87089.8 101456 102913.6 154980.2 155124
u2 135177.7 93360.6 97696.4 92403.6 134937 134933.2
ud 125578.7 89395.2 93779.6 99725.2 125703.2 125852.2
u8 121831.9 85091.2 100862.2 100878.8 121602 121811.8
ulé 121813.2 89717.2 101796.2 102418.8 121653.6 122122.2
u32 120169.4 89890.4 101651.4 102346 119056.2 120474.4
u64 121212.6 88583.4 102478 102877.8 119981.2 121149.2
ul28 120405.8 93470.8 106499.4 106617.8 120320.8 120912.2
u256 12242( 93529.2 108577.8 108438.6 121904.8 123092.6

Figure 2. (a) TCPU (us)
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00/01| O0/02| O0/03 O0 |01 | 02| 03| fun| funall
no 1820 1.53| 1.58 u2 1.150.93/1.04{1.11|1.15| 1.15
surs 1.78] 1.53| 1.51 ud 1.23 0.97/1.08/1.03|1.23| 1.23
u2 145 1.38] 1.46 ud 1.27/1.02|1.01|1.02|1.27| 1.27
ud 1400 1.34| 1.26 ul6é | 1.270.97|1.00(/1.00|1.27| 1.27
u8 143 121 1.21 u32 | 1.290.97/1.00/1.01}1.30| 1.29
ul6 1.3 1.20] 1.19 u64 | 1.28 0.98/0.99/1.00|1.29| 1.28
u32 1.34 1.18] 1.17 ul28|1.29/0.93/0.95/0.97|1.29| 1.28
ub4 1.37 1.18] 1.18 u256|1.27|0.93/0.93/0.95/1.27| 1.26
ul28| 1.29| 1.13] 1.13
u256| 1.31| 1.13] 1.13
Figure 2. (b) Accélération pour les options -On Figure 2. (c) Accelération pour
(00/On) I'unrolling(su_rs/u )
1.3 Sherman3, N=5005 et d=0.08%
00 0o1 02 03 fun Funall
no 90919.§ 50524.8 59433 56181.8 90915.2 89952.2
Su_rs 75181.2 41883.2 50031.2 48096.6) 75046.2 75377.4
u2 65225.8 45061 45006.2 47628.6) 65329.4 65251.6
ud 60768.9 41531 48772.4 48122.6) 60702.6 60776.8
ud 58939.6 43320.6) 48821.4 48753.8 58740.2 59068.2
ul6é 58816.4 41570.8 50033.8 49606.8 58518.6 59052.6
u32 57991 41328 49274.2 49170.2 57583.4 58026.6
u6s 57707.§ 41402.8 49425.2 49590.8] 57318.2 58367
ul28 57749.4 42239.8 51195.8 51528.6 57230.8 58052.2
u256 58593.4 42498.6) 52277.6 52483.2 58192.2 58636
Figure 3. (a) TCPU (us)
00/01| O0/02| O0/03 00 |01 | 02| O3] fun| funall
no 1.80 1.53| 1.62 u2 1.150.93/1.11/1.01|1.15| 1.16
su rs| 1.80, 1.50| 1.56 ud 1.241.01/1.03/1.00{1.24| 1.24
u2 145 1.45| 1.37 ud 1.28 0.97/1.02/0.99|1.28| 1.28
ud 1.46] 1.25| 1.26 ulé | 1.28 1.01/1.00{0.97|1.28| 1.28
ud 136 1.21] 1.21 u32 | 1.301.01|1.02/0.98|1.30| 1.30
ulé 1.41 1.18] 1.19 u64 | 1.301.01/1.01/0.97{1.31| 1.29
u32 1.40 1.18] 1.18 ul28|1.30{0.99/0.98/0.93/1.31| 1.30
u6s 1.39 1.17| 1.16 u256|1.28|0.99/0.96|0.92| 1.29| 1.29
ul28, 1.37| 1.13|] 1.12
u256| 1.38| 1.12| 1.12
Figure 3. (b) Accélération pour les options -On Figure 3. (c) Accélération pour I'unrolling
(00/On) (Su_rs/uy)
O0 |01 ]| 02| O3] fun| funall
N=10000 et d=10%21.20|1.18(1.20|1.19|1.20| 1.21
N=10000 et d=50%1.20|1.18|1.20| 1.15(1.20| 1.20
Sherman3 1.2011.21(1.19|1.17{1.21| 1.19

Figure 4. Accélération pour le remplacement scala@ (no/su_rs)
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Résultats pour le PMVC-BND

2. Sur la machine 2

2.1 N=10000 et d=10%

00 01 02 03 fun funall
no 243868.4 106650 83217.8 83524 243586.9 243863.41
su_rs 225020.41L 69677.6) 82764.2 80033.4 225089.2 224868.8
u2 190226.59 71344.6 71133 70657.8 188875.8 190194.59
u4 1766371 68433.8 68600.2 69548 176290.8 176648.2
u8 162877.2 68088.8 68645 69026 165113.8 162886.41
ul6é 158009.8 74519.4 71284.8 69167.2 159981 158226.8
u32 156143 68636 69958.4| 69690.6) 157888.8 156273.8
u64 157926 67539.6) 71258.8 70863.4 159789.2 157940.2
ul2g 15758¢ 68163 70210.2 69838.8) 159546.41 157632.41
u256 158190.2 68260.6) 71487.2 71220.2l 160339.59 158277.8
Figure 5. (a) TCPU (us)

00/01| 0O0/02| O0/03 00 |01 | 02| O3] fun| funa
no 229 2.93] 2.92 u2 |1.180.98/1.16/1.13/1.19] 1.18
su_rs 3.23] 2.72| 2381 u4 |1.271.02/1.21/1.15/1.28] 1.27
u2 2.67] 2.67] 2.69 ug |1.381.02/1.21/1.16/1.36] 1.38
u4 2.58 257 254 ulé | 1.420.94/1.16/1.16/1.41] 1.42
u8 239 237 2.36 u32 | 1.441.02/1.18/1.15/1.43| 1.44
ul6 212 222 2.28 ué4 | 1.421.03/1.16/1.13/1.41] 1.42
u32 227 223 224 ul28]1.43/1.02/1.18/1.15/1.41] 1.43
u64 234 222 2.23 u256|1.42/1.02/1.16/1.12/1.40| 1.42
ul28| 2.31] 2.24] 2.26
u256| 2.32| 2.21| 2.22

Figure 5. (b) Accélération pour les options -On

Figure 5. (c) Accélération pour l'unrolling

(O0/0n) (su_rs/)
2.2 N=10000 et d=50%

00 01 02 03 fun funall
no 244004.§ 106637.6 83571.6) 83367.2 244030.2 243549.59
Su_rs 230016 69590.2 82786 80493.8f 230114.59 227386.41
u2 188681.2 71395 71213.4 71836.4 188805.59 189828.8
u4 176280.41 68108.8 68679.2 69744 176217.2 176242.8
u8 163056.2 68515 68732.4 68878 163087| 162496.59
ulé 158861.2 70345.8 69587.6 69142.6 158801 158065
u32 157045.59 68338.2 69662.4 69837.4 157051.41 156151.41
u64 158698.41 68403.6 71303 71337.2 158691.2 157789.41
ul2g 158372.8 68232.6 70226.2 70260.2 158379.2 157468.8
u256 158843.41 68222.6 71385.2 71237.20 158651.41 158087.59

Figure 6. (a) TCPU (us)

215



00/01| 00/02| O0/03
no 229 2.92| 2.93
surs] 3.31| 2.78| 2.86
u2 2.64/ 2.65| 2.63
u4 259 257 253
] 2.38 2.37| 2.37
ul6é 2.26 2.28/ 2.30
u32 230 2.25| 2.25
u64 232 2.23| 222
ul28| 2.32| 2.26] 2.25
u256| 2.33] 2.23] 2.23

Figure 6. (b) Accélération pour les options -On

00 |01

02| O3

fun| funa

u2

1.220.97

1.16/1.12

1.22| 1.20

u4

1.30/1.02

1.21)1.15

131 1.29

u8

1.411.02

1.20{1.17

1.41] 1.40

ulé

1.450.99

1.19/1.16

145 144

u32

1.4 1.02

1.19/1.15

1.47] 1.46

u64

1.451.02

1.16/1.13

1.45] 144

ul28

1.45]/1.02

1.18/1.15

1.45| 1.44

u256

1.45/1.02

1.16/1.13

1.45| 1.44

Figure 6. (c) Accélération pour I'unrolling

(O0/0n) (su_rs/s)
2.3 Sherman3, N=5005 et D=0.08%
00 o1 02 03 fun funall
no 117258.2 51963 40559.4 40387 117398.2 117370.2
su_rs 108423.4 33509.8| 40234.2 38476 108409.6 109456.4
u2 90644.2 34629.6) 34386.2 34511.8 90646.6| 92448.6|
u4 84814.7 32778 33207.2 33572.4 84858.8| 85401.2
u8 78635.9 33115.2 33373 33436 78637.8 78711.6
uleé 76467 33160.4] 34703.8 33421.4 76459.2 76569.4
u32 75522.4 33007.2 33556.6| 33706.6| 75502.6 75344 .4
u64 74928 32698.2 34448.6| 34202.2 74935.8 74811.4
ul2s 74836.8 32722 33305.6| 33704.4] 74792 74629
u256 75021 32540.8 34195.2 34173 75087.4 74943
Figure 7. () TCPU (us)

00/01| O0/02| O0/03 00 |01 | 02| 03| fun| funa
no 2.26 2.89] 2.90 u2 |1.200.97/1.17{1.11|1.20| 1.18
su_rs| 3.24| 2.69| 2.82 u4 |1.281.02|/1.21/1.15/1.28| 1.28
u2 2.62] 2.64| 2.63 ug8 |1.381.01/1.21/1.15/1.38| 1.39
u4 2,59 255/ 2.53 ulé | 1.421.01|1.16/1.15/1.42| 1.43
u8 2.37) 2.36| 2.35 u32 | 1.441.02|1.20|1.14|1.44| 1.45
ulé 2.31 2.20| 2.29 ué4 | 1.451.02|1.17/1.12|1.45| 1.46
u32 229 2.25| 224 ul28|1.45/1.02|1.21|1.14|1.45| 1.47
u64 229 2.18| 2.19 u256|1.45/1.03|1.18/1.13|1.44| 1.46
ul2g| 2.29| 2.25| 2.22
u256| 2.31| 2.19| 2.20

Figure 7. (b) Accélération pour les options -On

(00/On)

Figure 7. (c) Accélération pour I'unrolling

(su_rs/u)
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Résultats pour le PMVC-BND

00 | 01

02| O3

fun

funall

N=10000 et d=109

01.08| 1.53

1.01/1.04

1.08

1.08

N=10000 et d=509

01.06/1.53

1.01)1.04

1.06

1.07

Sherman3

1.081.55

1.01]1.05

1.08

1.07

Figure 8 . Accélération pour le remplacement scaleg (no/su_rs)

3. Sur la machine 3

3.1 N=10000 et d=10%

00 o1 02 03 funroll funall
no 710735.19 426154.41 379856.41 381249.81] 731597 723917
su_rs 476344.5p 352138.41 356979.19 302503.19 492522.41 485997.59
u2 426940.59 374594 292395.81 289037.41 452852.19 442168
u4 431396.19 366862.41 283079 282145 449495.19 438727.81
u8 424783 331208 332031.41 339461.41 444792.81 432680.59
ulé 476161.59 338750.81 316785.59 325073 497372.41 483544
u32 478407.59 342074.81 363845.41 370274.19 494120.59 485624.81
u64 478783.59 343546.59 405802.41 404652.41 491075.59 488672
ul2sg 480546.81 335636 429762.81 431853.81 491244 489836.81
u256 476368 340571.59 433664 433354.41 491378.19 494759.19
Figure 9. (a) TCPU (us)

00/01| O0/02| O0/03 00 |01 | 02| O3] fun| funa
no 1.67| 1.87| 1.86 u2 |1.12/0.94/1.22/1.05/1.09| 1.10
surs 1.35 1.33] 1.57 u4 |1.100.96|1.26/1.07{1.10| 1.11
u2 1.14 1.46| 1.48 u8 |1.12/1.06|/1.08/0.89|1.11| 1.12
u4 1.18 1.52| 1.53 ulé | 1.00 1.04|1.13/0.93/0.99| 1.01
u8 1.28) 1.28| 1.25 u32 | 1.00 1.03|/0.98/0.82|1.00| 1.00
ulé 1.41 150/ 1.46 u64 | 0.99 1.03|0.88|/0.75|1.00| 0.99
u32 140 1.31| 1.29 ul28]0.99| 1.05|0.83|0.70| 1.00| 0.99
u64 1.39 1.18| 1.18 u256| 1.00| 1.03|0.82|0.70| 1.00| 0.98
ul28| 1.43| 1.12| 1.11
u256| 1.40| 1.10/ 1.10

Figure 9. (b) Accélération pour les options -On

(00/On)

Figure 9. (c) Accélération pour l'unrolling

(su_rs/u,)
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3.2 N=10000 et d=50%

00 01 02 03 funroll funall
no 745487.81 433090 386951.59 387786.81 711262.19 729557.38
Su_rs 503821 354320.81 360673.59 301951.81] 470967 488442.19
u2 467826.59 360542.81 295863.19 291537.59 427657.41 450664
u4 457794.41 347963 320061.81 288034.59 432631.59 442687.59
u8 454583.41 342438 328399.19 331845.19 425707| 438002.41
ulé 508794.59 344351 318405.59 328557.59 477466.59 495419.19
u32 508861.81 356691.41 370829.41 368021.41 479456.59 494347
u64 506834.59 350830, 408239.41 410316.41 478497.81 495337.19
ul28 507598 344151.59 431588.19 431510.81 476946/ 496608.19
U256 509299 352203 433352.19 432778.19 476587.41 497155.41

Figure 10. (a) TCPU (us)
00/01| O0/02| O0/03
no 1720 193] 1.92 00 |01 | 02| 03| fun| funa
surs 142 140l 167 u2 |1.080.98/1.22/1.04/1.10| 1.08
u2 130 158 1.60 u4 |1.101.02|1.13/1.05/1.09| 1.10
Ul 132 1.43| 159 u8 |1.11/1.03/1.10{0.91|1.11] 1.12
us 133 138 1.37 ulé | 0.991.03|1.13/0.92|0.99| 0.99
ulé 148 160 155 u32 | 0.99 0.99|0.97/0.82|0.98| 0.99
u32 143 1.37 1.38 u64 | 0.991.01|0.88|0.74|0.98| 0.99
u64 144 124| 1.24 ul128|0.99|1.03|0.84/0.70| 0.99| 0.98
u12s! 1.471 118| 1.18 u256|0.99|1.01|0.83|0.70/ 0.99| 0.98
u256| 1.45| 1.18] 1.18
) . i Figure 10. (c) Accélération pour 'unrolling

Figure 10. (b) Accélération pour les options -On (su_rs/u)

(O0/0n)
3.3 Sherman3, N=5005 et D=0.08%

00 01 02 03 Funroll funall
no 343891.59 205252.59 182784.4 183258.59 353629.41 343929
Su_rs 224819 170078.41 172020 146182.8 236734 229318.41
u2 207151.41 163321.41 141062.8 139053 216323.8 207144.8
u4 208476.4 174041.2 135915.59 137774.8 213716 208314.8
u8 205255.41 160496.2 155048 154660.2 209679.41 205121.59
ulé 230868.8 165395 154162.59 157538 235662 230632.8
u32 231748.2 164548/ 175982.59 176760.2 235740 231623.8
u64 232425.2 165167.41 197745.59 197070.59 236146.59 232268.59
ul28 231353 164001.2 211414.8 210756 235590.59 231189.2
u256 230907.2 162301.59 212027 211400.2 235197.59 230384.59

Figure 11. (a) TCPU (us)
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Résultats pour le PMVC-BND

00/01| 00/02| O0/03
no 1.68) 1.88| 1.88
surs 1.32| 1.31] 1.54
u2 127, 1.47| 1.49
u4 1200 1.53| 1.51
] 1.28 1.32| 1.33
ul6 1.40 1.50| 1.47
u32 141 132 131
u64 1.41 1.18| 1.18
ul28| 1.41] 1.09] 1.10
u256| 1.42| 1.09| 1.09

Figure 11. (b) Accélération pour les options -On
(00/0n)

00

01

02

03

fun

funal

u2

1.09

1.04

1.22

1.05

1.09

1.11

u4

1.08

0.98

1.27

1.06

111

1.10

u8

1.10/1.06

1.11

0.95

1.13

1.12

ulé

0.97

1.03

1.12

0.93

1.00

0.99

u32

0.97

1.03

0.98

0.83

1.00

0.99

u64

0.97

1.03

0.87

0.74

1.00

0.99

ul2g

0.97

1.04

0.81

0.69

1.00

0.99

u256

0.97

1.05

0.81

0.69

1.01

1.00

Figure 11. (c) Accélération pour l'unrolling

su_rs/u,)

00

01

02

03

fun

funa

N=10000 et d=109

01.49

1.21

1.06

1.26

1.49

1.49

N=10000 et d=509

01.48

1.22

1.07

1.28

151

1.49

Sherman3

15

31.21

1.06

1.25

1.49

1.50

Figure 12. Accélération pour le remplacement scale (no/su_rs)
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Etude de la distribution, sur systéme a grande échlie, de calcul numérique
traitant des matrices creuses compressées

Résumé. Plusieurs applications scientifiques effectuent dalsuls sur des matrices creuses de grandesstafleur des
raisons d’efficacité en temps et en espace lotsaiiement de ces matrices, elles sont stockéea siels formats compressés
adéquats. D'un autre coté, la plupart des calaiénsfiques creux se ramenent aux deux problemedamentaux d’algebre
linéaire i.e. la résolution de systemes linéaitele €alcul d’éléments (valeurs/vecteurs) propresmatrices. Nous étudions
dans ce mémoire la distribution, au sein d’'un Sgst®istribué a Grande Echelle (SDGE), des calcaisdles méthodes
itératives de résolution de systemes linéaireseetalcul d’éléments propres et ce, dans le casccteproduit matrice-
vecteur creux (PMVC) constitue le noyau de base foplupart de ces méthodes. Notre problématiquarséne en fait a
I'étude de la distribution du PMVC sur un SDGE. Gélgment, trois étapes sont nécessaires pour atica®e tache, a
savair, (i) le prétraitement, (ii) le traitement (@) le post-traitement. Dans la premiére étapeyus procédons d’abord a
I'optimisation de quatre versions de I'algorithohe PMVC correspondant a quatre formats de compmesgiécifiques de la
matrice, puis étudions leurs performances sur deshimes cibles séquentielles. Nous nous focaliderglus sur I'étude de
I’équilibrage des charges pour la distribution deanées traitées (se ramenant en fait aux lignés matrice creuse) sur un
SDGE. Concernant I'étape de traitement, elle a sthsh valider I'étude précédente par une sériepgigmentations
réalisées sur une plate-forme gérée par l'intezbiEiremWeb-CH. L'étape de post-traitement, quarglla, a consisté a
analyser et interpréter les résultats expérimentalobenus au niveau de I'étape précédente et ce, ddin tirer des
conclusions adéquates.

Mots clés: équilibrage de charge, format de compression, ioeatireuse, optimisation d’algorithme, produit
matrice-vecteur creux, systeme distribué a grantielke.

Study of the distribution on a large scale systemf@mumerical computing
processing compressed sparse matrices

Abstract. The treatment of sparse numerical problems on lacgée systems is often reduced to that of theineks. For
reasons of efficiency in time and space, specifimgressing formats are used for storing the matrafethese problems.
Most of sparse scientific computations are led it@dr algebra problems. Here two fundamental problare often
considered: linear systems resolution and eigeevabmputation. In this thesis, we address the sofdgistribution of
computations performed in iterative methods to s@rch problems. The sparse matrix-vector prodgMMP) constitutes a
basic kernel in such iterative methods. Thus, owblem reduces to the study of SMVP distribution large scale
distributed systems. Three phases are requireacftieving our objectives (i)- pre-processing, (fijecessing and (iii)- post-
processing. In phase 1, we first process the opditioin of four versions of the SMVP algorithm cepending to four
specific matrix compressing formats; we study ttresir performances on sequential target machimeaddition, we focus
on the study of load balancing in the procedurdaté distribution (i.e. the sparse matrix rows)aolarge scale distributed
system. Concerning the processing phase, it corisistalidating our study by a series of experiméates achieved on a
volunteer distributed system that we installed tigio using XtremWeb-CH middleware. As to the posepssing phase, it
consists in interpreting the experimental resulevjpusly obtained in order to deduce adequatelasions.

Keywords: algorithm optimization, compressing format, largele distributed system, load balancing, sparseixat
sparse matrix-vector product.
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